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Introduccion.

Dado A el disco abierto unitario en C y el conjunto / (A) de funciones analiticas de
A en €, se pueden describir ciertas familias de funciones analiticns que tienen una
representacién integral que las relaciona con ciertos conjuntos de madidas. Dadi una
familia 7 € H (A) y una funcional .J lineal y continua con parte real no constante
sobre F, se plantea el problema de caracterizar como deben ser las soluciones del
problema

max {Re J(f} : f € F}

Este ha sido estudiado por muchos autores y para resolverlo se han empleado
métodos variacionales, como se ilustra en {8]. Estos métodos dependen de la forma

especifica de cada familia F y con frecuencia son muy complicados,

[En este trabajo se aborda el mismo problema de la siguiente mancra. Dado que
cada elemento de F tiene una representacién integral a través de wna medida, casi
siempre tinica, la familia F se puede “identificar” con un conjunto de medidas. Asi,
el problema de caracterizar como deben ser las soluciones que maximizan la parte
real de una funcional lineal continua J sobre la [amilia F, se¢ puede ~trasladar™ al
problema de caracterizar las soluciones que maximizan a wna cierta funcional sobre
este conjunto de medidas. Los resultados mds importantes de este trabajo. que se

exponen en ef capitulo 3, estdn en esta direccién.

Para lograr este fin, en ¢l primer capitulo se proporcionan las nociones basicas dol



Analisis Funcional y de Variable Compleja necesarias para la comprension de los dos
siguientes capitulos. Este capitulo preliminar incluye el estudio do lus propiedades
de H (A) como espacio linea! topoldgico, y las definiciones necesaring para cnunciar
el teorema de Krein-Milman. Asimismo, se estudian las propiedades del espacio de
Banach Mz que consiste de todas las medidas finitas v signadas solre la 0 —ilgebra
de Borel generada por todos los conjuntos abiertos de JA. v detado con la norma
de la variacién total. En la dltima seccién de los preliminares caracterizamos a los

conjuntos

MA_B-"-{#GMR:/ du = A, |]y[|§BconU<:lf§b’}
aa .

ademas de estudiar los puntos extremos de estos conjuntos.

En ¢l segundo capitulo se estudian familias generadas a partiv de un kernel v
un conjunto M4 g, poniendo énfasis en la caracterizacién del conjumo de puntos
extremos de estas familias, pues se da un teorema que nos permite ubicar al menos
una solucién al problema de maximizacién en este dltimo conjunto. De esta manera,
obtenemos una primera caracterizacién de estas soluciones. También se estndian
algunas subfamilias de la clase de funciones univalentes, y se aplican los resultados

obtenidos en la seccidn anterior, para obtener conclusiones analogas a las de [3].

Por 1ltimo, en el capitulo 3 se presentan los dos resultados mds imporrantes de este
trabajo. Estos resultados establecen una caracterizacién de las soluciones al problema
de maximizacién de una funcional sobre un cierto conjunto de medidas. En el primerc
se resuelve el caso de una funcional lineal y en el segundo se hace ¢l caso yeneral,
lo que hace necesario introducir el concepto de derivada de Fréchet. Finalmente, se
incluye una seccién de aplicaciones en las que se obtienen resultados conocidos para

algunas familias de [unciones analiticas.



Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo expondremos los resultados necesarios para la comprensién
de cste trabajo, la mayoria no se demostraran, el lector interesacdo puede consultar

en [1} [6] y [7] de la bibliografia.

Este capitulo esta dividido en tres sccciones. En la primera seccidn revisarcmos
los conceplos clasicos de Analisis Matemdtico y Andlisis uncional necesarios para
su aplicacién en la seccién dos. Estos resultados son bésicos para determinar cuan-
do ciertos conjuntos son compactos y también incluyen conceptos vomo el de casco
convexo, punto extremo, y conceptos relactonados con el problema de maximizar una

funcional continua sobre una familia compacta de funciones.

En la seccidn dos, definiremos y daremos algunas de las propiedades del conjunto
Mg, v por 1ltimo, en la seccién tres, relacionaremos, por medio del Teorema de
Representacién de Riesz, al espacio dual de C (84) con Mg, y explotaremos todos los
resultados de la seccién uno. Ademds, en csta tltima seccién seguiremos estudiando

al conjunte Mg ¥ proporcionaremos la base tedrica para ¢l desarrollo del capitulo dos.
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1.1 Conceptos preliminares de andlisis

De ahora en adelante denotaremos por A al conjunto {z € € : |z| < 1} v por C(S5) al

conjunto de las funciones continuas de S en C, es decir,
C(8)={f:8—C: f es continua}

donde SCC

Olservemos que el conjunto C (A) es distinto del vacio pues al menos estin las
funciones constantes. Este conjunto es un espacio vectorial con respecto a la suma
usual de funciones y el producto de funciones por nimeros complejos. Dotaremos a
este conjunto de una métrica, con la cudl obtendremos una topologia, yue coincide con
la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos de A, BEscogemos esta to-
pologia, pues est4 relacionada con los problemas extremos del tipo que estudiaremos;

los siguientes resultados van dirigidos en este sentido.

Proposicién 1.1 Euziste una sucesion { K,} de subconjuntos compaclos de A tal que

A = U K,. Mds ain, podemos escoger I(, de forma Llal quc cumplan Con:

i K, CintK,y {n€N)

ii. Si K C A compacto entonces K C K, para alguna n € N.

Proposicién 1.2 Dede una sucesidn { K.} de conjunios compuetos (come en lo pro-

posicién 1.1) defintmos:

sl pa(f.g) =sup{if(z) —g(2)l: z€ Ka} ([l € C (L)), ¥

s2 p(f.g) = z(l/zr‘ el

Fntonces p es una métrica en C {A) y por lo tante (C(A).p) es un cspucio

métrico.
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Demostracién. Es facil ver que p(f, g) estd bien definida pues, como [(1+1} ' < L si

£ > 0, entonces la serie 3" (1/2)“1—:'_';-(-!(—’%)9—) esta dominada por 3 {1/2)" ¥ por lotanto
n=l nh n=I

debe converger. Solo probaremos la desigualdad del tridngulo, para lo cnal notemos

que p,(f,9) < palf, 1) + pa(h, g) para cada n € N de donde se obtiene

VL)) <« ol h,g

Mpa{fa) — 1lipa(fB)tea(hg)
< I + hg
= L4p, (L) ea(hg) * Mp () +en ()
< _fallh Pylhg

Lipa(rih) 7 1pa(hg)

y sumando obtenemaos el resultado deseado. @

Ahora procederemos a caracterizar a los abiertos en C(A) y la convergencia de

sucesiones en este espacio.

Lema 1.1 See p definida como en s2 para una sucesidn como cn lo proposicidn L1

Fntonces:

1. Dado e > 0 existen § > 0 y K C A, compacio, tales que si [.g € C(A)
ticnen la propiedad de que sup {|f(2) —g(z)| : 2 € K} < & endonces se licne

que p(f,q) < €.
Y reciprocamente:

2. Dados 6 >0 y K C A compacto,eziste € > 0 tal quc si f,g € C(A) son tales
que p(f,g) < &, entonces sup {|f(z) —g(2)}: z € K} < 6.

(403

Demostracién. Seae > 0y escojamosp € Ntalque ¥, (1/2)" < zvsea N = R,
n=p+1}
ademiis escojamos § > 0 tal que 147 < § para t € {0,4). Abhora scan f.qg € C{A)

tales que sup {|f(2) —g(z) 1z € K} < 8. Como K,, € K para 1 < » < p tenamos
que p,{f.g9) < § para 1 £ n < p lo cual imphea talla) 5. de donde se =zne

1+p. (4}
o)< Sars+ ¥ (/) <.

n=l n=p+1
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Ahora dados K € A compacto y § > 0, existe p € N tal que K C K, v osto
implica que sup {d(f(z},9(2)) : 2 € K} < p,(f,9)- Ahora sea = > 0 que satislaga que
si 0 < s < 2% < 1 implique que 7% < §, de donde se sigue que si 5 < 27¢ entonces

t < §. ‘Ahora si p(f, g} < £ entonces l—ﬁ% < 2%¢ y se sigue que g, (f.g) < 6.1

Proposicién 1.3 a) Un conjunte @ C (C(A),p) es abierio st y ~ilo si para cada

f € O existe un conjunto compacto K y 8§ > 0 tal que
O 2 {g:d(f(2),9(z)) <8,z € K}

b) Una sucesion { f} C (C(A),p) converge a [ siy solo si {f,} — | uniformemente

sobre todos los subconjuntos compactos de A,

Demostracién.

a) S1Ocsabiertoy f € O enlonees existes > 0talque {9 : p(y. f) < 2z} C O, por
la primera parte del lema anterior existe § > 0y K’ C A compacto con la propiedad
descada. Ahora si O tiene la propiedad indicada y f € © enlonces la segunda parte
del lema proporcicna € > 0 tal que {g: p(g,f} < £} C © lo cual implica que O es

abierto.

b) Sea K € A compacto y § > 0. La segunda parte del lema proporciona ¢ > 0 tal
quesi g (fu, f) < € entonces sup {d(f(z), fa(z)) : z € K} < 6 lo cual iruplica la conver-
gencia unilorme sobre compactos. Ahora dado ¢ > 0 la primera partc del leina ante-
rior proporciona K C A compacto y § > 0 tal que st sup {d(f(z). fu(z)):c e K} <6

entonces p{fa, f) < £, de donde se siguc cl resultado deseado. B

Notemos que la coleccién de abiertos cs independientc de la clocaion de la sucesidn

. - . ot . - . ..
de conjuntos {K,}. Estoessi A = U2 K, ysi {I\"} salislace lax condiciones de la
preposicién 1.1 y.si g es la métrica definida por { K, } cutonces un congunio os ablerto

en (C(A), 1) sty sélo sl es abierto en (C{A),p). Lo anterior es una conscenencia
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directa de la proposicién 1.3, pues la caracterizacién de los abiertos no depende de

{Ka}.

Asi, cada vez que consideremos a C (AA) como un espacio métrico se asumira que
la métrica p est§ dada por la férmula s2 para alguna sucesién { K.} que satisfaga la

proposicién 1.1.

Partiendo de que C es un espacio completo, tenemos la siguiente:
Proposicidén 1.4 (C{A),p) es un espacio de Banach.

Estudiaremos ahora al conjunto H{A) = {f : A+~ C: f analitica}, notemos que
H(A) C C{A). La primera pregunta con respecto a H{A} es: ; H{A) es cerrado en
C{A)

Fl siguiente resultado responde afirmativamente. Mds atin, la funcién f — [ es

continua de H{A) en H{A).

Teorema 1.1 Si una sucesidén {f,} en H(A) y f € C(A) son iales que {f,} — [,
entonces [ es analtitica y {f¥} — f* (k> 1,k € N)

Siempre asumiremos que la métrica en H{A) es la métrica que hereda como sub-

conjunto de C (A), como consecuencia inmediata tenemos:
Corolario 1.1 H{A) es un cspacio de Banach.

Continuaremos recordando algunos hechos relacionados con [amilias de lunciones
de [1{A). Estos resultados proporcionan una caracterizacién adecuada para determi-
nar cuande un subconjunto de H{A) es compaclo, y esto iimo lo haremaos via ol

teorema de Montel. Las pruebas respectivas pueden encontrarse en [6).
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Definicién 1.1 'Una familia F C H(A) es normal st para cada succsion en F, cziste

una subsucesién que converge a una funcidn en H(A).

Proposicién 1.5 F C H{A) es normal si y sélo si F es relativamente compucio, es

dectr, si F tiene cerradura compacta.

Definicién 1.2 F es equicontinua en zy st para toda £ > 0 existc § > 0 tal que para

|z — 20| < & entonces [f(z} — f(zo)| < c para toda f € F

Definicién 1.3 F es uniformemente equicontinua en  C A st para tode & > 0,
existe 6 > 0 tal que si 2,2 € E con |z — 2’| < & entonees |f(z) — f{2'}] < £ pura toda
fer.

Proposicién 1.6 SiFCH (A) es equicontinua en cadu punto de A, entonces F es

uniformemente equiconlinua sobre cede subconjunto compacto de A,
Tecorema 1.2 (Arzela-Ascoli) F C H(A) es normal si y solo st sc sulisface:

a) Para cada z € A, el conjunto {f(z) : [ € F} es relativamente compacto en A.

b) F es equicontinua en cada punto de A.
Las siguientes definiciones y proposiciones conducen al teorema de Montel.

Definicién 1.4 La familic F C H(A) es localmente acotado si pur lodo o € A,
existen M, > 0 lales que para toda f € F, [f{z}| S M para [z — o] < v,

Lema 1.2 F C H(A) es localmente acotado st y sdle si pare lodo K C A compacto

cristc M > 0 tal que |f(2)| < M, para toda [ € F y para toda z € K.
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Teorema 1.3 (Montel). F C H(A) es normal si y s6lo si F es loculmentc acotado.

Corolario 1.2 F C H(A) es compacto si y sdlo si F es cerrado y localmente aco-

tado.

Observacién 1 Con respecto a las definiciones y teoremas de 1.1 o 12 sc siyue
que una familia F es compacta si existen cotas uniformes sobre los miembros de F
{locuimente acotado) y F es cerrado por sucesiones, es decir, ss {[,} C F yf. — f

entonces [ € F, eslo es una consecuencia del corolario 1.2

Continuaremos recordando algunos resultados de Andlisis Matematico gue consi-
deran espacios vectoriales topoldgicos y algunocs teoremas y definiciones sobre conve-
xidad para culminar con el teorema de Krein-Milman. Las demostraciones respectivas

se encuentran en [7},

Definicién 1.5 Un espacio vectorial topoldygico es un espacio vectorial dotado de una
estructura lopoldgica y en donde las operaciones lineales (suma de vectores y producto

por un escalar} son funciones continuas bajo la topologte dada.

Notemos que H(A) es un espacio vectorizl topoldgico, con la estructnra topologica
inducida por su métrica. Entonces los siguientes resultados son aplicables a nuestro
espacio. Denctaremos con X & un espacio vectorial (e.v.), con p,q.:t. y... a puntas en

aste espacio, con a,f... a nimeros complejos y con a,b,¢,... a mimcros reales.

Definicion 1.6 Un subconjunto A de X es convexo si pura cada .y € A y0 << <1

sc tiene que ar + (1 —a)y € A.

Lin la siguiente proposicion daremos algunas propicdades de fos conjunmos conve-

XOsS.
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Proposicidn 1.7 5i A C X, se cumplen las siguientes propiedndes:

1)
150 2y,25,.., 0 € A, A es convezo y ay,...,a0 € [0,1] con Y 0; = 1 enlonces

=
n
Z e € A
=]
2. La interseccidn arbitraria de conjuntos convezos es un conjunlo convero.
3. §5i A, B C X son conjuntos converos enlonces también lo son

A+B={z+y:z€ A ye B}

Y
aA={azr:z € A}.

4. S5iX es un espacto vectorial topoldgico y A C X es un congunio convero, cutonces

le cerradura y el interior de A son conjunios convezos.

Demostracién.  Para ¢l inciso 1) procederemos por induccidn. Para n = 2 ¢

/23

inmediato de la definicién. Supongamos que es cierto para n =, y paran = m+ 1
m+1 +1 a; .
hagamos b = § ") a; yy =), Ya;, esclaroquey € Ay ademisa, + 0= 1y

por tanto e,z + by = Zm“

a,z; € A, Bl inciso 2) es inmediato. PPara la prucha de

los incisos restantes se necesitan otras herramientas que se pueden consultar cn (7]. @

Definicion 1.7 S5i A C X, se define el conjunto co(A), Hamado el casco convezo
de A, como la interseccidn de lodos los conjunlos convezos que conlicnen a A, Si
X s un espacio vectorial topoldgico (e.v.t.), se define el conjunlo ci(A). Humado el
casco convero cerrado de A, como la interseccion de todos los confuntos cerrados y

converos que contienen a A,

Ion los dos siguientes lemas se dan algunas propiedades importantes con relacidn

a cstos dos conceptos.
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Lema 1.3 Para conjuntos arbifrerios A, B, en un espacio vectoriaf X:

I co(A) = {Ea,—z,- ;€A 0<a; <1y Ya= l}, en decir, co{ A) es ef con-

i=1 =17

n
junto de lodes las combinaciones converas Y a;x; de clanentos o € AL con

i=1

Demostracién. Solo probaremcs los incisos 1} y 3). Para 1} probaremos que el
conjunto que define a co {A) es un conjunto convexo y que es el mas chico que contiene
a A. Es claro que
A_C_C={Za;z;:xiGA,USaiSIy_Zai= l}
i=1 i=1

Ahora, del inciso 1) de la proposicién 1.7 se sigue que € es un conjunto convexo y
que si D es un conjunto convexo tal que A € D entonces € C 1. Para 3} e claro
que co{A + B) C co(A) + co(B), pues A+ B C co(A) + co(B) y por del inciso 3)
de la proposicién 1.7 co(A) + co(B) es convexo. Para la otra contencién notemos
que x +co(B) =cof{z+ B) puesdadoy € B, y = ia,—y,- yr+y= ia;(:x+!ﬁ) y
entonces A+co (B} € co(A+B) y de la misma [orma‘:c; (A)+co(B) C rfjl(/l + co(B)).

Por lo tanto

co(A) +co(B) C co(A+co(B)) Ccolco{A+ B)) = co(-t+ B)

Loma 1.4 Para conjuntos arbitrarios A, B, en un cspacio veclorial Lopoldgice X:
7 7 !

1. cd(A) = cl{co( A))
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2 co{ad) = acd(A)

3. Si ct(A) es compacto entonces ¢3(A + B) = ¢a(A) + co(B).

Demostracién. Solo probaremos el incise 1). Para los demds incisos la demostracién
puede encontrarse en [7). Veamos pues 1), por €l inciso 4) de la proposicién 1.7, la
cl{co(A)}) es un conjunto convexo cerrado gue contiene a co{ A}, por tanto, ¢6{A) C
ci{co(A)). La otra contencién es inmediata pues cd{A) es un cerrado que contiene a

co(A). 1

Del inciso 1) del lema anterior se sigue que si A C X enlonces € ¢6{A) si x es el

“limite”, en la topologia de X, de combinaciones convexas de puntos de A.

Un problema importante es el determinar cuando el casco convexo cerrado de un
conjunto compacto es compacto. Iin general esto no es cierto en un e.v.t. como se

muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1 Supongamos X e.v.t. que conlenga un congunto numcrable £ = {¢;,¢q..}
con las siguientes propiedades:

a) e, — 0 cuando n — oo

'b) Todo elemento z € X es una combinacidn lincal finita de micmbros de E.

¢) Ningtin e, pertenece al subespacio cerrado generado por e; sin # 1

5 K = Eu {0} entonces K es compacto pero cd(K) no lo es.

Si o espacio’es de Banach, esto si se cumple y se conoce come el teorema de

Mazur, cuya prueba se puede ver en [7].

Teorcma 1.4 (Mazur) Sea X un especio de Baneeh y A C X compaclo. cufonces

co( ) cs compacto.
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Definicién 1.8 Un espacio vectorial topoldgico se dice que es localmente convere st

posee una base para su topologia que consista de conjuntos converos.

Observacién 2 H(A) es un espacio vectorial topoldgico localmentc convezo, pues si
M >0y0<r<]1, los conjuntos de la forma {f € H(A) : |f(z)| < Al ]z < v} son
vecindedes convezas del origen, esto se sigue de la proposicidn 1.9, y ademis cstos

conjunlos SOn COMUETOS pues si
flge{f e H(A): |f(z)l < M,}z] <1}
entonces para D < a < 1,

laf(2) + {1 = a)g(2)| < a|f(2) + (1 —a)lg(2)] < M, pare (|2} <7)

Continuaremos estudiando la estructura de los espacios Banach, los sigulentes
resultados son bastante generales pero se aplican ficilmente al espacio C (4A). Asf
pues, consideremos X un espacio de Banach arbitrario. Podemos inducir difcrentes
topologias para este espacio, en particular estudiaremos un tipo espucial de topologia
y que corresponde al concepto.de topologia débil®, (léase topologia débil estrella) v que
se denota por w'-—topologl'a. Al inducir este tipo de topologia en un cspacio veetorial
topolégico, este resulta ser un espacio vectorial topoldgico localmente: convexo, con
lo cual serdn aplicables los resultados concernientes a este tipo de espacios. Para tal

propésito recordemos el concepto de espacio dual.

Definicién 1.9 Sea X un e.v.t. El espacio dual de X, denotado por X*. es ¢l espacio

de todus las funcionales lineales continuas definidas sobre X.
Ahora cstamos en condiciones de definir ia w*-topologia.

Dcfinicién 1.10 Sca X un c.v.l., con espacio dunl X*. La w'-topologin inducida por

X sobre X°, es la lopologla gencrada por el sisiema de veeindades de b forma:

N(fiAe)={ge X :|f(z) —glz)l <s. r €A}
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cone >0y ACX, un conjunio finito.
De la definicién se sigue el siguiente lema.

Lema 1.5 El espacio X' con la v -topologia es un espacio vectorial lopoldgico local-

mentle convero.

Asi, un conjunto g C X" es abierto en la w*-topologia (w*-abicrlo) si y sélo si para

cada ¢ € g existen puntos zj,....z, € X y € > 0, tales que

{(fex {flz)-glz)<ec (i=1,..n)}Cao

Se sabe que bajo la w*-topologia, las esferas cerradas en el espacio dual resultan
ser conjuntos compactos, como se establece en el siguiente teorema y cuya prucba se

puede encontrar en I71.

Teorema 1.5 (Alaoglu) La esfera unitaria cerrada cn el espacio conjugado X7 del

espacio de Banach X , es compacto en lo w'-topologia dc X.

Continuaremos con el estudio de conjuntos y puntos extremos y enunciaremos
el teorema de Krein-Milman, que es fundamental en el estudio de problemas que
involucran puntos extremos y problemas lineales extremos. Este teorema es valido en
cualquier espacio vectorial topolégico localmente convexo, y por tanto, es aplicable a

el espacio H (A). Daremos algunas definiciones necesarias para formular este teorema.

Definicién 1.11 Sea X un ev. y K € X. Un subconjunto no vacio A C K se dice
que es un subconjunto extremo de K, si dada une combinacion convenn propia dec dos
puntos de K, ak, + (1 — a)ky, con 0 < a < 1, dicha combinacion «staé en A solo
si ki ke € A, Un subconjuwilto extremo de K quc solo consisle de un solo punbo es

Hamado un punto exiremo de K.
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De la definicién de punto extremo tenemos la siguiente equivalencia: Un punto
extremo de un conjunto K es un punto de K que no puede escribirse como una

combinacién convexa propia de otros dos puntos de K.

Por ejemplo, en R?, la superficie de una esfera sélida es un subconjunto cxiremo
de la esfera, y cada punto de la superficie es un punto extremo. Los vértices. lados
y caras de un cubo sélido forman un conjunto extremo del cubo, pero solo los ocho
vértices son puntos extremos del cubo. Un conjunto convexo podria no tener puntos

extremos como en el caso de la bola abierta.

Los siguientes dos lemas son importantes para la demostracién del Teorema de
Krein-Milman. Aiin cuando no incluimos la demostracién de este leorema (sc puede

ver en (7)) incluimos estos dos resultados porque los usaremos posteriormente.

Lema 1.6 Un conjunto compacto no vacio en un espacio vectorial lopoldgice local-

mente convezo liene punitos exlremos.
Demostracion. Véase (7).

Lema 1.7 Sean K un subconjunio de un espacio vectorial, Ay un subconjunlo crire-
mo de I, Ay subconjunio ertremo de A, entonces A; cs un subcongunio exticno de
K.

Demostracién. Sean z,y € K y0 <a < ltal queaz+ ({1 —a}y € 42 Como
Ay C A, tenemos que az + (1 — a)y € A; donde este titimo conjunto es extremo
de K, por lo tante £,y € Aj, y como ax + (1 —a}y € Az y Ay cs un subconjunto

extremo de A, tenemos que z,y € Ay, Asi As es un subconjunto extremo de K. ®

Teorema 1.6 (Krein-Milman) 5i K es un subconjunto compacto dv X un cspucto

veclorial topoldgico localmente convezo y si £ es el congunto de punlos cxbromos e
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K, entonces K C ¢d(E). Como consecuencia cd(E) = co{K} y si K es convezo

entonces ci(E) = K.

Teorema 1.7 Sea K un subconjunte compacto de X, un espacio vcclorial topoldgico
localmenle convezo, si cd(K) es compacto, entonces los puntos cztremos de ed(K) son

puntos de K.

1.2 Conceptos preliminares de probabilidad

Consideremos ahora el conjunto de medidas finitas y signadas sobre la de Borel en A,
es decir, la o-dlgebra generada por los conjuntos abiertos de A, que con la norma
de la variacién total, resulta ser un espacio vectorial topolégico v «ue denotaremos
por M. Para definir la norma de la variacién total, definiremos primnero la variacién

total de una medida sobre un conjunte como sigue:
|t (E) = sup {Z lu(B:)|: Es CE B O E; =Bsit# 5L, L C BA}
i=1

donde e! supremo se toma sobre todos los borelianos que cumplan con las condiciones

requeridas.

Aliora definimos la norma de una medida p € Mz como:

lell = 1l (BA)

Utilizaremos la variacién total para definir la parte positiva y la parte negativa de
una medida arbitraria. El proceso es andlogo al que se sigue para definir la parte

positiva y la parte negativa de una funcidn, es decir:

7= 50O )

(RO AQ)

eI -

0=
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Definamos la variacién positiva y la variacién negativa de una medida ; € Adz como

sigue:

Definicién 1.12 La variacion positive pt y le variacidn neguliva yo° estdn dadas

por lus ecuaciones

1 _ 1 . -
pHE) = S{lW(E) +(E)} vy w7 (E) = S {Iul (L) — nl(E)}
Existe una relacién especial entre medidas en Mg y que consiste en lo siguicnte:

Definicién 1.13 Decimos que p y v son muluamente singulares si cuisten dos con-
junies ajenos A y B cuya unidn es el total y tal que, para cada cornjunlo medible I,
ANE y BN £ son medibles y

k(AN E) = (BN E) =0

I3l siguiente teorema, debido a Jordan, lo utilizaremos constantemente a lo largo
de todo ¢l trabajo, ¥ lo que nos dice es que una medida signada la podemoes escribir
como la diferencia de dos medidas positivas y mutuamente singulares. la demostracion

puede encontrarse en [7]:

Teorema 1.8 (Descomposicién de Jordan). Si p € Mg entonces

ut(E) =sup u(F), vy p (E)=—inf p(&).
FCE FCE

para Lode congunto de Borvel £ C A, Ademds p*(E), o~ (E) 2 0, ndumds

w(E) = p*(E) - p (L)

N = pH(E -
Il (B) = p*(E) + p~ ()
y ity T son finitas y mutuemente singulares. Isl supremo ¢ dufime so lomuan sobre

todos los conguntos de Borel I que satisfagan lus condiciones requertdus.
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Con respecto a la estructura del espacio My, quedan dos preguntas importantes:
i Es un espacio de Banach?. Se puede responder a esta do pregunta, utilizando solo
las definiciones dadas anteriormente, sin embargo, el Teorema de Representacidn de
Riesz, responde fcilmente a ésta como se verd en la siguiente seccién. Ademds,

exhibiremos una topologia con la cudl Mg resulta ser un cspacio focalmente convexo,

1.3 El espacio Mg y el conjunto My p

Consideremos ahora el siguiente conjunto Cg (0A) = {p: A — R: ¢ es continual.
Este conjunto dotado con la norma del supremo, || = sup {|¢(z)]: z € A}, es
un espacio de Banach. Veamos como construir funcicnales continuns sobre Cy(AA).
Considerernos jt € Mg arbitraria, notemos que para cada ¢ € Cyg (74), o> es integrable
coll respecto a i, pues ¢ es continua y g es finita y, més adn, la intcayal definida por

la siuiente ecuacién
[¢mwm
an

cs finita pues, por ser ¢ continua en un compacto, alcanza su mdiximo M y, por lo

tanto, la integral anterior esta acotada por

/MWW)
ah

y se sigue que la tltima integral es, a lo mds, M ||u].

Asi pues, definamos F' : Cg (8A) — R, como sigue:

FWthmwm

De lo anterior se sigue que [ ¢s una funcional continua, de hecho. ¢l Teorema de
Representacién de Riesz afirma que todas las funcionales continuas sobre Cx (9A) se
pueden eseribir de la misma forma, e incluso dice mucho mds: Il espacio dual Cf (24)
es isométricamente isomorfo a Mg, Bnunciemos pues ¢l teorema de Representacién

de Riesz, el cudl se incluye aqui sin demostracién (véase [7]):
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Teovema 1.9 (Teorema de Representacion de Ricsz) Dado of cspacio S de Huuwsdorff
¥ compaclo, crisle un isomorfismo isométrico entre C2 (S) y Mz 1ol yue los clemendos

vorrespondientes £ y p satisfacen lo identidad *o = f, A (Vi s}, para tode 5 €

Cr ().

Notemos que dA ¢s un espacio de Hausdor(f compacto, por o que este teorcina se
aplica al espacio Cg (2A). En general el teorema de Riesz 1o es vilido para cspacios
arbitrarios, sin embargo se puede extender a espacios localmente o npuctos. Nolomos
¢ue ¢l término de isomorfismo corresponde a una funcion lincal conthna con inversa
continua, y por lo tanto, cualquier resultado lineal topoldgico concerniente al espacio

dual Cg (8A) es vdlido en el espacio Mx.

Observacién 3- En nuesiro trabejo consideraremos, ademdas dil wspacio O (AA),
ol espacio H (A}, y necesitaremos represenlar a las funcionales liades sobr csie
espacio, cn este caso, aplicarcmos el teorema de Hicsz de. la siguicute nranern. Dados
el cspacio S de Hausdorff compacto y F € H*(5) con IF = i — )\ uplicunos lo
versidn anlerior pare obtener una medida compleja de ln forma =1k donde oy
A son clementos de Mz que representan o U y V respectivamente. Asi rucs, bonomoes
que coda elemento del espacio H* (S) se pucde represcntar par wdia de una dnica

medida compleja sobre §.

Definicién 1.14 Sca p unae medida real o complejo finila defiridn sobre la o — dlyebra
e Borel de un espacio topoldgico X, y sea U lu unidn de lodos los congjuntos de. Borel
abiertos £, tales que n(E) = 0. Definimos ¢l soporte de i como ! complemonto de

U y lo denotaremos por sop .

PPodemos extender esta definicién para una medida signada de la sivuiente manera:
Sea U7 la unidn de todos los conjuntos de Borel abiertos £, tales aue g {00y = 0, donde
#{E) = 0 significa que (/"N ) = 0 para todo conjunto F medibke. Delinimas el

soporte de /2, como el complemento de I/ y lo denotaremos POT a4 41
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Definicién 1.16 Diremos que une medida 1 € My lienc soporte finilo st ol comple-

menle de U es un congunto finito,

Observemos que el soporte es un conjunto Borel medible, pues os ¢l complemento
de un conjunto abierto que es medible. Notemos también que, cn ol caso de que el
espacio sea separable, cualquier conjunto medible que no intersccte al soporte nece-

sariamente tiene medida cero.

Teorema 1.10 §5i J € H* (A) entonces existe unn wedide corplogi finite je con

sopurte compacte K © A tal que

J{fy= /de,u par toda [ € H (A)

Demostracién.

Como J es continua y lineal entonces existe § > 0 tal que st p ([, < 8 entonces
[7{f)] < L. Por el lema 1.1, inciso 1), existen z > 0 y K C A compacio con la

propiudad de que, si f € H (A) estal que |, = sup {|f(2)]: 2 € K} < z, entonces

p(f,0) <éy|J(f)] < 1. Ahorasig € H(A), entonces la funcién 'i'f'”r- satislace que

I, . LTI
| 25?!”"” L S €y por lo tanto |J (ﬁﬁm)l < 1 o de forma equivalente: |J(g)] < —L&

¥ asi lenemos la siguiente propiedad:
|7 (g)] < cllgly paratoda g € H (A)
Consideremos ahora el conjunto
M= {f € C (K) : f tiene una extensién analitica a A}

Obsérvese que M es un subespacio lineal de C (K). Ahora definamos J : M — C

como sigue

T (f) = J(f) donde f es una extensién analitica de [
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J esta bien definida, pues si fo y fi son dos extensiones de [ uonces. v ademds

tfo — fill o =0, se tiene que:

| (fo) = J (N)l I (fo — 1)

cllfo— Nl
0

HeA

lo cudl implica que J (fo) = J (f1). Ademids, notemos que J s lineal ¥ continua en
M (con la norma que hereda de C {K) y que estd dada por |||} pues se satisface la

siguiente condicién de Lipschitz
|7 {g}| < cliglly paratoda ge M

Por lo tanto, por el teorema de Hahn-Banach existe una extension Jy de .J a todo

C(K), y por la observacién 3 existe una dnica medida ji tal gque

.fo(f)=]’;fdﬁ para toda [ € C(K)

Ahora definamos p{A) = p(AN K) con A borehano de A, Se sighe que g tiene
soporte compacto, pues éste estd contenido en K que s compacto ¥ ol soporte de i
es un conjunto cerrado por definicién. Ademés notemos que si i € H (A) entonces

h |k es un elemento de M y entonces
Jo(h i) = J(h |k} =1(h)

de donde obtenemos las siguientes igualdades
J (1} Jo (h 1x)

Jihlx di

Jahdu

con lo cual se obtiene la conclusidn deseada. B

Por tltimo, recordemos que el espacio dual de un espacio de Banach es un espacio
completo, y por tanto, Mg es un espacio de Banach. Audn cuando Mz no es un

espacio dual, y por tanto no se puede hablar de su w*-lopologia, <l 1corema de Riesz
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nos sugiere una manera de dotarlo de una topologia de este tipo. de la siguiente

manera. Una base para el sistema de vecindades (local) de Cf (A). est4 dado por:
N{Ag; Ae) = {A € G (BA) : [A(f) — Ao(f)] < =, f € AC C3 (M), A finito)
de modo que podemos obtener el siguiente sistema de vecindades (local) para Mg:

/mfdp—/mfdﬂn

A la topologia generada por este sistema de vecindades la Namaremeos b w'-tapologia
de My inducida por Cg (GA).

N (s A ) = {ue M

<5, [EACC:(AA), A [inilo}

Proposicion 1.8 Mg es un espacio vectorial topoldgico localmcnic. convero, com la

w’ -Lopologia para My.

Demostracién. Sean p,v € N(pg; A,) y 0 < e < 1, queremos mostrar que
ep+(l1—a)r € N(pg A,2)

y para esto hagamos los siguientes calculos:

| foa Tdap+ (1 — a)v — [, zdpy| = |@ fon xdp + (1 a) [, 2dv
~Q [yn Tdpg — (1 —a) [ gy
= |a (fr‘)::\ zdp —a f, . :r:dp”ﬂ
+ 1= a) (f,, v — Lres ) |
< ag+(1-a)z
£

De donde se sigue ¢l resultado. B
Con esto respondemos a la pregunta de la seccién anterior.

Continuaremos estudiando un subconjunto especial de Mz, cuvas caracteristicas

son de suma importancia en el desarrollo del presente trabajo.
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Sea P el conjunto de medidas de probabilidad, (una medida de probabilidad s
una medida positiva y ademds la medida del espacio total es uno). e la delinicién
de P y por el teorema de Alaoglu, se sigue inmediatamente que [” ox compacto v
por ¢l lerma 1.6, P tiene puntos extremos, y por definicién estos puntos extremos
también son medidas de probabilidad. El concepto de medida de: Dirac serd esencial
en la caracterizacién de los puntos extremos de ciertos conjuntos de medidas que

deliniremos posteriormente.

Definicién 1.16 Diremos que u € Mg es une medida de Dirac, si criste y € HA

1 siyek
u(B) =
0 siyglk

En general denotaremos a p por 8.
Ahora estamos en condiciones de decir quienes son los puntos extremos de 1
Teorema 1.11 E{ conjunto de puntos exiremos de I? consiste di. micdidus de Direc,

La demmostracién de este teorema se puede encontrar cn [§].

El siguiente lema proporciona una caracterizacién de las medidas con soporte finito

y que es bdsica a lo largo del presente trabajo.

Lema 1.8 [fna medide ;1 € Mg con soporte finito es una combinacion de medidas

de Dirac de lo siguiente forma:
n
pm 3t
£=1

en donde los coeficientes a; salisfacen

;Gi = /.;ad“



-

CAPITULO 1. PRELIMINARES 26

)

< el

n
D a
=1

Demostracién. Sea sopp = {z;,...,2z,}. Bs clare que si £ y £ son conjuntos

medibles tales que £ Nsopp = E' Nsop i entonces p(E) = p(E£"), pues

u(L)y = p((ENsopp)U(EN(sopp))) = p(fNsoppy)
u(E') = p((E'Osopp)U (E'N (sopp))) = p{f'Nsop )

Ahora, como solo hay un nimero finito de puntos en sop i, entonces existe = > 0

tal que B, (z;) no contiene a otro z; sii # j. Definamos a; = p( B, (x;)) y la medida

v =3y o a6, entonces debemos probar que pp = ». Sca E un conjunto mexlible,

Como [UF {EN B, (z;))]Nsop . = ENsopp se tiene que p(UL_,(EN B, (z;}) = p(E)

¥ por tanto,

u(E) s (BN By ()

= MEN Be ()

Ahora afirmamos que
#(E N B, (z:)) = u( B, (2:))67(E)
pues six; ¢ £ N B, (z;) entonces
u(E 0 B, (z1)) = 0 = 6%(E)
v si z; € N B, (x;) entonces
EN B, (z;) Nsopp = Be (@;) Nsop st

¥y por tanto
#{EN B, (zi)} = p{Be (z.)} = 1 {Bc (w)} 6™ { £}
de donde se sigue que

i1 #(E N Be (1)) Z?:l B(Be ()67 (E)

v{E)

]

It
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Por lo tanto g = ». Las dos iltimas afirmaciones sobre los a; se sizuen fdcilmente. @

Restringiremos nuestra atencién a los siguientes conjuntos:
Mag= {pe Mn:/ dp=A, n|| € B},oon B>0y {4 <B
2a

Tales conjuntos son lo suficienternente generales para nuestras necesidades, por ejem-
plo M4 g se reduce a P si A = B = 1. Veamos algunos resultados relacionados con la

estructura bdsica de My g, para los cudles trabajaremos con la w*-topologia de Ms.

Lema 1.9 Mgag es convezo y compacto en Mr. Sia = {(B+ A): b= 1 (B - A).
entonces Mag = aP — bP. Los puntos extremos de My p son precisamente las
medidas 0™ — b6, donde |z| = |y| = 1, z # y, y 67,8 son las medidus de Dirac en
¥ y respectivamente.

Demostracién. De la definicién de Ma p, se sigue que es la imcerseccidn de una
bola cerrada en Mg (que por el teorema de Alaogiu es compacta} y un hiperplano
cerrado formado por el conjunto {p. € Mg : f dy = /1}. Por tanto, Ay ); es compacto
y convexo. Ahora sea u € My g y sea u = ) — p, la descomposicion de Jordan de p.

Sea p cualquier medida positiva {incluso la medida cero en el caso de que B = ||g|])
con |ipll = 3(B — [ld)-

Observemos que g = (u; + p) — (#y + p) y ademds

flesy + 2l + Yz + ol (1 + ) (BB) + (1 + p) (92)
w1 (88) + p, (DA) + 2p (DA

lleelf + (B = [leehl)
B

n

I

(111 + pY (D) — (113 + p) (DA)
(11 — 11,) (BA)

1 (04)

A

ey + pll = flie + ol



CAPITULO 1. PRELIMINARES 28

Ademas
flesy +oll = (i + ) (04)
= fy+ E(B - [f"l + H'z]) (DA)
= B+ 4)
= a
andlogamente tenemos que [luy +pll = b Asisipy = L(u +p) y ;2 = £ (1, + p)
entonces ||| = [ipzl = 1 y por lo tanto p,p; € P. De lo anterior obtenemos que

mtp=apy i +p=Ulp,

Asi tenemos la siguiente contencién Ma g C af? — b, La contencién contraria se

sigue cel hecho de que
lapy —bpal| < a+b
= B

y de que:
Jondlapy —bpz) = a f,, dp =0 f,, dpy
A

para cualesquiera py, py € P.

Ahora s1 b = 0, M, p se reduce a e mientras que ad® — b6¥ se reduce a ad”.
Asi, la afirmacién correspondiente a los puntos extremos se reduce l Leorema 1.11.
Andlogamente si @ = 0. Para el resto de la prueba supondremos gue a.b > 0. Para
probar que aé® — b8 (z # y) es un punto extremo de M4 g, supongamos que podemos
escribirlo como una combinacién convexa propia de otros dos puntos Je M4 5 como

sigue:

ab® — b&¥ t(apy — bp2) + (1 — t){aps — bpa)
aftpr + (1 — t)ps) — b(tp2 — (1 — 1)pa)

= aps — bPﬁ

il

endonde 0 <t < 1lyp; € P {j=1.6). Evaluando aé® — b v ap; — bps en un

boreliano £ que contenga a T pero no a y, tenemos lo siguiente:

a = aps(E) — bpe(E)
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o de {orma equivalente
bpe(E) = a(ps(E) — 1)

si p5(F5) # 1 entonces bpg (£) < 0, lo cual es una contradiceién, por lo tanto s sigue
que, ps{E) =1 y bpe (£) =0, y al evaluar en un boreliano F que contenga a i pero
no a I, se sigue que pg(F) = 1. Asi, hemos mostrado que ps = &. py = &, Pero
F =tp+(1-Opy 6 = tpy — (1 — t)pg ¥ como cada medida de Dirac es un
punto extremo de P, concluimos que p; = p3 = 6" y que pp = py = & Asi, nuestra
expresién de af® — b es trivial, y esta medida debe ser un punto extremo de M, 5.
Reciprocamente, sea apy — bp; un punto extremo de M4 5. Sip, =+ (1 —1)ps con

0<t<l,pspq € P, entonces

a(tps + (1 — t)py) — bpa + thpy — thy
t{aps — bpa) + (1 — t)(ap4 — bp2)

y ademds ap; — bpe = aps — bpy = apy — bps, pues apy ~ bpe es un punto extremo, de

ap; — bpa

aqui se sigue que p; = pa = ps- Como consecuencia py es un punto extremo de P, lo
mismo pasa para py. Asi, existen z,y € 8A tal que ap; — bpy = ad” —b&”. Finalmente

si & = y, obtenemos una contradiccién de la siguiente manera. Como

las” — 66| = [|(e = 6% = o — b] = 14| < B

existe @ € Mg con 0 < || € B — |A| y 0{8A) = 0. Notemos (ue esta eleccidn
de o asegura que las medidas (e — b} 6" + oy (a — b) 6" — 0 € M,y ;. De lo anterior

obtencmos

(a= 05" = 3 {(e =05 + o} + 3 {(a— 1) - 7}

lo cudl implica que {a — )6* no es un punto extremo. &

Observacién 4 Notemos qgue M, g, por el lema anterior, es un conjunle compacto y

convero. Entonces el teorema de Krein-Milman nos proporciona el siguiente resullado:

Map = c5{ab® — bs?)
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donde[z| = |y| = 1,z # y, y 6% son las medidas de Dirac enx y y respectivamente,
v adenuis estos punlos eztremos pertenecen a M A, esto dltimo cs debido al teorema
L7

Ahora, para cada y € Cg(0A), por la férmula de Poisson, existe una tnica
extensién a una funcidn continua en A y arménica en A. Abusarciuos de la notacién
y utilizaremos el simbolo ¢ para denotar esta extensién. Para cada HE MipyweA
la funcional I : Cr (BA} ~» C, definida por F{p) = Joa wlwn)dpu(a). cs acotada y
lincal en Cg (8A). La linealidad se sigue de las propiedades de la integral y es acotada

pues, por ser ¢ arménica,

sup || =sup |} = o))
'y SA

Calcularemos la norma de la funcional como sigue: Sea g = A — v in descomposicién

de Jordan de u entonces:

[ foa wlwz)dp(@)|| = sup |f,, olwz)du(z)]

lleki<t .
Sup U&A wlwz)dA(x) ~ [, olws)di(x)|
flefl<1

)
sup IfaA SP(WI)dA(-"E)l + Hil“l}:l ”{m ;(;.-;:J:)du(:z;”
) -

A

el <1
Jon dA(z) + Jondv(z
(AR + Nl = [lell

y asf la norma de la funcional es a lo mds [|]|. Por el teorema de representacion de

fl

I

Riesz, tenemos lo siguiente:
Flp) = [oav(x)dv(z)
para una inica g, = ¥ € Mg que satisface [|p, || < || € B y con
/GA wlwz)dulr) = /mga(z)duu(:r:), para toda @ € Cy (AA) {s3)

En particular, A = f,, du(z) = [,, du,(z) y por tanto, s1, € M4 y. Ademas pode-
mos obtener dos valores especiales para g, como signe: Por la propiedad del valor

medio para funciones arménicas y por la unicidad en s3 tenemos:
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Jon 0(Q)dp(z) = @(0) [, dp(x)
= Aso(ﬂ)

2 fon ‘P(J )do(y)
fBA SO(J) O dﬂ(y)

= [on 9(2)dpo(x)

lo cudl implica que iy = %dﬁ, esto es, la constante A multiplicada por la medida
de Lebesgue normalizada sobre dA. Andlogamente 1y = pi, ya quc Joa wlz)dulx) =
[oa ©(x)dp,(z) para toda ¢ € Cr(8A). Asi, hemos probado el siguicnte lerna:

Lema 1.10 Para cada p € Mag y pora ceda w € A, eriste un tnien p, € Map
que satisface la formula (33) y ademds pg = -g;dﬂ Y=



N

Capitulo 2

Familias que se representan con un

kernel.

Iin el presente capitulo expondremos las ideas que relacionan ciertas [amilias de fun-
ciones analiticas que se pueden representar por medio de un kernel con los conjuntos

Mag.

2.1 Funciones definidas por un kernel

Fl signiente lema serd de mucha utilidad a lo largo de todo el trabajo, pues da
condiciones para que la integral de ciertas funciones sea analitica con respecto a una

variable:

Lema 2.1 Sean, T un espacio medible, o una medida, real o comple ju, finito sobre
una o-dlgebra de subconguntos de T, Y un subcorgunto abicrio de C y b QxT — C,
con las siguientes propiedades:

a) Para cada t € T el mapeo z — k(z,t) es analitico en

32
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by} Para cada z € Q el mapeo L — k(z,t) es medible en T

c) Para cada conjunto compacto E C Q, k ¢s acotada en £ x T

Entonces el mapeo $(z) = [ k(z, t)da(t) es analitico en 2 con

¥'(z) =[r£k(z,!.)da(!.)

Demostracién. Para cada z € {, la integral que define a &(z) existe por b), pues
k(z.t) es medible en T para cada z fija, y por c) k es acotada en |z} x T ademds de
la finitud de &. Para cada z; € €, sea § > 0 tal que By (z) C L Como, por a) para
cada t, k(z,t) es analitica, aplicando la férmula de Cauchy obtencmos:

k(Z,t) _k(zﬂat) _ L/ k(E)t)

= — df
z— 2z 278 Jag, . (z0) (€ — 20)(€ — 2)
Ahora escojamos § = 92:. Entonces, si 0 < |z — 25| < & lenemos
E—2|>6 —|z—2|>6

o cudl implica que zI < 3. Porc} k esacotadoen £x 7 con £ = {E D|E = ] = 5'}

que es compacto, asi que.

__L]’ k(€. 1) dE

2 Jop (0 (€ — 20}(E — 2)

k(z,t) — k(zo, t) _
‘ Z—Zp ‘ B

Consideremos cualquier sucesién convergente {z,} — z tal que |z, — o] < & para
toda n € N y definamos las funciones integrables:
k(z,.,t) _ k(zﬂvt')
falt) = —————
Zn — 2p
[Ista sucesién converge, cuando n — oo, a la funcién f(t) = %k(::n. 1); ademds estdn
acoladas por lo antes dicho y M |, pensada como una [uncién constatnte. es integrable
pues ¢ es finita. Queremos mostrar que lim M existe, lo cnal es equivalente a

z—2zp

ez, ! (’!29!
mostrar que para cualquier sucesién convergente {z,} — zp €l lim . existe.

=
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Como las hipétesis del teorema de convergencia dominada de Lebesgue se satisfacen,

concluimos que:

Jip ) =ty 10
= [ lim fo(t)da
n— 0
= [ 2k(z0,t)da(t)
de donde obtenemos:
, d
¥(20) = | - k(z0.t)da(t)

Con esto tltimo se sigue el lema. B

Las siguientes proposiciones establecen las propiedades basicas de las represen-
taciones integrales del tipo que estudiaremos. Notemos que si la funcién k (2,1} es
una funcién continua sobre 3A, para cada z fija, entonces es una funcién integrable

debido a la finitud de las medidas.

Tomaremos T' = A y como § al conjunto A.En las siguientes proposiciones
tendremos como hipétesis las mismas del lema 2.1 sobre k, y consideraremos a la

familia F = {®,, : 4 € Ma s}, donde ®,.(z) = [, E(z,t)du(t) . (z € A).

Lema 2.2 Para cada p € Mg, sean

B, (z) = / k(z, (), (2 € A), y Fu = (& pr € Mas)
Filay

entonces F;. es equiconiinua en A,

Demostracién. Sean X € A un conjunto compacto y p1 € Ma g Iintonces por
el inciso c) del lema 2.1, k(z,1) es acotada en K x 1"y como o € M cnionces
fli]l < B. Asi, para toda p € M4 p y para toda z € K se Liene que

0, () = | fon k(2. D)
Jon t6(z, )] ldps{t)]

M |[|pef
MB

IANIAIAC
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Por el lema 1.2 F; es localmente acotado y por el teorema de Monlel s normal. Por

lo tanto, por el teorema de Arzela-Ascoli la familia F; ¢s equicontinua en A, B

Notemos que-la demostracién de este lema es independiente de que ka medida g
satisfaga la condicién :fae. dp = A, de hecho si la familia F, se define sobre el conjunto
Mg = {p &€ My : ||p}] < B} como F, = {@,: 4 € Mg} entonces F,, s equicontinua
cn &

Proposicién 2.1 Cada funcidn en F; es analftica en A.
Demostracién. Es una consecuencia inmediata del lema 2.1. W

Proposicién 2.2 El mapeo p — $, es continuo de Mp en H{A) (con la w* -topologia
sobre Mg}.

Demostracién.. Sea p, € Mg Debemos mostrar que para cualquicr compacto

A C A, y para cualquier ¢ > 0, existe una vecindad N de g tal que
|®@u(z) — @) < (z€ K, pe N My)

Una base para el sistema de vecindades de p, es la coleccidn de todos los conjuntos

de la forma:

N={[.LEMR:

/ hidp —/ h,dp.o‘ <1n,1<i< n.}
an aa

conn €N, h; € C(8A), (1 <7< n),n>0 Mdsaiin, si h; € C(AA), (1 £ < n)
son complejo valuadas, la coleccidon resultante también es una base de vecindades
local de pgy. Como Fy, es equicontinua, dada ¢ > 0 existe § > 0 tal quesiz,y € K con
|z — yl < & entonces |®,(z} — P,(¥)] < £ para toda u € Mg, Consideremos B3, {(2)

(z € K)que es una cubierta abierta de K. Por lo tanto existen z,.....z, € A tales
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que U, By (2;) 2 K. Sea hy(z) = k(z;,7)} (1 € j < n). Notemos que se satisface la
]
siguicnte propiedad: Para cada z € K, existe z {1 < j < n), tal que

|®,.(2) — ®u(z;)) < % para toda 1 € Mg
Asi
(0=} = Py () < 1Bs2) = D) + |Bal25) = B (23)] + [Rrlzs) — Dpol2)] < €

con lo cual se sigue la proposicién. B

Recordemos que en el lema 1.9se definieron los valores de o y de b como sigue:

e=3i(B+A)yb=1(B-A)

Proposicion 2.3 F; es compacto y es el casco convezo corrado del conjunio de fun-

clones

{2+ ak(z,x) ~ bk (2,y) : 2,y € DA}

Demostracién. Por la proposicién 2.2 ¥ porque M, i es compacto v convexo, se
sigue que F; es compacto y convexo. Ahora, si $, € Fi, entonces 1 € My g y por
¢l teorema 1.6 p es el limite de una sucesién de combinaciones convexas de puntos
extremos de M, 5. Recordemos que para toda sucesién (o} e Mz (i} = nsiy
sélo si [ gdp, — fT gdp para toda g acotada. Entonces tenemos que P, es el limite
de una sucesién de combinaciones convexas de funciones z — ak(z.x) — bk (=) y
por lo tanto:

Fr Cco{z ak(z,z) —bk(z,y) : z.y € BA)}

Como {z +— ak{z,z) — bk (2,y) : 7,y € BA} C Fi y como Fx es convexo y cerrado se

obtiene la contencién deseada.lo cual implica que &, € F,.. &

Proposicién 2.4 5i® € F, es un punto extremo de Fi cntonees & s una funcidn de

la forma ak(z,xz) — bk(z,y). Si el mapeo pr— @, es uno-a-uno {inycetiva), enlonces
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lus funciones z v+ ak(z, ) — bk(z,y), (z,y € BA), son los tinicos puntos cxlronos de

Fi.

Demostracidén. Sea @ cualquier punto extremo de Fr. De la proposicion 2.2 y
dado que M4 g es compacto, se sigue que el conjunto A = {p: € Ay, 0, =P} es
compacto y por lo tanto tiene un punto extremo v. Notemos i A es un cOnjunto
extremo de M, g, pues sisuponemosque s € Acon gt = tA+H(1 — 1} E para A £ € Map
y 0 <t <1, entoneces & = @, + (1 —t) Py, por lo que & = &y = P y entonees
A€ € A. Asi, por el teorema 1.7, v debe ser un punto extremo de A/ 4 . Por tanto v

es de la forma ad® — b6V y $(z) = ¥,(z) = ak(z,z) — bk (2, y) para algunos z, y € AA,

Ahora supongamos que el mapeo es uno-a-uno y que la funcién
z += ak(z, o) — bk(2,0)
no es extremo. Entonces
ak(z, o) — bk {z,10) = t&,(2) + (1 - 1)@, (2) O<t<l,preMipgpu#r

Como t®,(2) + (1 — t)0.(z) = @y, con A = fp + (1 — £)w, se Hene que A no es
un punto extremo de M, g, es decir, A no es de la forma aé™ — H&" mientras que
ak(z,xp) = bk{z,30) = ®(2z) = [pk(z,2)dMz), con lo cual se contradice que el
mapeo es uno-a-uno. Asi, si el mapeo p - &, es unc-a-uno entonces cada funcion

z v+ ak{z, 1) — bk{z,y), (z,y € OA), es un punto extremo de 7. W

De las proposiciones anteriores podemos concluir el signiente corolario:

Corolario 2.1 Dado ¢ € H(A), p € Mp, entonces el mapeo ®,,(z) = f,,, dw2)dp(z)

con z € A es enalitica y el mapeo p+ P, es continuo de Mg en H{A}.

Demostracién. Fsto es una consecuencia inmediata de las proposiciones 2.1 y 2.2

con k(z,z) = ¢(zz). W
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Observacién & De las proposiciones anteriores se deduce que cadn medida 1 € My
determina una tnica funcidn analitica. Ademds, nolemos que ¢l mapeo que va de My
en H{A) no ¢s un mapeo uno-a-uno, sin embargo al lrabajar con familias cspreinles
logramos que este mapeo sea uno-a-uno. Asi pues, estudiar problemus cotremos sobre
familins de funciones analiticas del tipo Fy, es equivalente a estudiar problemas cxtre-
mos sobre conjuntos de medidas My g. Mds atn, el teorema de Jordan. nos permite
estudiar al conjunto de medidas propiamente dichas, es decir, aquellus medidas i,

tales que ;p > 0.

Los resultados mencionados anteriormente se dirigen hacia la resolucién de pro-
blemas extremos del tipo siguiente: Dada una familia arbitraria F C H {A) v

J € fI* (A), con parte real de J no constante, encontrar
max {ReJ{f}: f € F}

Ademds deseamos dar una caracterizacién de las propicdades (que debe tener una

funcién F que satisfaga

ReJ(F) 2 ReJ(f) para toda f € F

Generalmente este tipo de problemas puede o no tener solucién. sin ermbargo, de
la teorfa bédsica de andlisis, si F es compacto entonces existe una solucién a lal tipo

de problemas. Ademis, los teoremas 1.6 y 1.7 muestran la signiente relacién

ext(c6 (F)) C F C ca(F)

donde ext (co (F)) denota el conjunto de puntos extremos de i (F). El siguicnte
teorema nos permite buscar el méximo para la familia F en el conjunto més pequeiio
ext(ca (F)), y mas aun, la proposicién 2.4 afirma que al menos existe una solucién

de la forma

ak(z,z} —bk(z,y) conz #yy T,y € A
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Teorcma 2.1 Sean F C H (A) compacte y J € H* (A). Enlonecs:

max {ReJ (f}: f € F} max {Re./ (f) : [ € ca(F)}

max {Re J(f) : [ € et (e { F))}

Demostracién. Por el teorema de Mazur ¢3(F) s un conjumula compacio v por

tanto los maximos sobre F y cd {(F) existen. Ademds, como ya s dijo:
ezt (co(F)) € F C o (F)

Asi pues basta con probar que los maximos correspondientes a los conjuntos en los

extremos son iguales, para lo cual consideremos el conjunto
C={fecd(F}:ReJ(f) =M}

donde M = max {Re J(f) : f € ¢6(F)}}. Entonces (7 es no vacio. compacto v ademas
es un conjunto extremo de e6(F), puessih e Gy h=af +{l —ojqwnl<a <1

y [.9 € c6{F), entonces
M:REJUL) =aReJ(f)+(l —a)Re_](g) S(t,‘\1+(1 —ob M=)

Ertonces, si f,g ¢ G tendriamos que M < M. Por tanto (7 ¢ un conjunta extremo de
¢o (F). Asi, existe fp punto extremo de GG y por tanto, fo € cxif{ro (F)). Por iltimo

fo € F. lo cual implica que el tercer maximo existe y es ipnal a los dos primeros. &

Asi el conjunto de puntos extremos de ¢a(F), juega un papcl inportante en el

comportamiento de la familia F.

Observacién 6 Nofemos gue, como las familias Fi son compuctos y converas, se

tiene que ext{cd{F)) es precisamente ext(F)

Hay varias familias importantes de funciones analiticas que estan dadas por brmu-

las integrales y que involucran al conjunte P de medidas de probabilidad sobre A,
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Muchos autores han estudiado broblemas extremos para tales [umilias utilivando
métodos variacionales, que con frecuencia son complicados. Como se puede ver en
[8], estos mismos métodos muestran que cualquier solucién a un problema de maxi-
mizacién sobre una de estas familias, estd asociada con una medida que consiste de
un mimero finito de puntos masa. Esto sugiere la posibilidad dc un s6lo probkema ex-
tremo para el conjunto de medidas P lo suficientemente general tal que las soluciones
estén siempre compuestas de un mimero finito de puntos masa. Nuestros tcoremas
principales nos permitirin manejar simultdneamente todas las [amilias de funciones
y eliminar la necesidad de las férmulas variacionales para cada una de ellas, ademds

de dar condiciones sobre J para incluir funciones que no sélo sean lineales.

2.2 Funciones univalentes y férmula de Herglotz

IZn esta seccidn presentaremos algunos resultados bédsicos sobre las [unciones llamadas
univalentes. Ademds definiremos algunas familias de funciones univalentes que ellas

nismas, o SUS Cascos CONVEXos, tienen una representacién de la forma:

Fr = {‘IJ,, {z) = .[ar_\ klz 2)du(z), p € 1\41,1}

Esto 1iltimo lo mostraremos via Ia férmula de Herglotz. Asi pues, todos los resulta-
dos de la seccidn anterior son aplicables a estas familias. [Is importante notar que
todas estas familias se encuentran relacionadas con el conjunto . Veamos algunas

definiciones.

Definicién 2.1 Una funcion f definida en D, es univalente en D, s f es uno-a-uno

(inyectiva) en D.

Proposicién 2.5 5i f € H(A) es univalente en A, entonces ['(z) # 0 paru loda
z €A
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Dermostracion. Supongamos lo contrario, es decir, existe zg € A tal que [ (z) = 0.
esto implica que f {2) — f (2o) tiene un cero de orden k mayor o igual a 2 en z5. Como f
s no constante, los ceros de f(z) — f (z0) ¥ f' () son aislados. Asi. existen &m0 > 0
tales que sobre el circulo |z ~ 2| = 6, |f(2) — f(z)| = m > 0 v ['() # 0 para
0 < |z — 0| < 6. Por el teorema de Rouché concluimos, «que para U < 4 < min{1,m},
F(2) — f{z) — 7 tiene k ceros dentro de |z — 2| < 8. Notemos que wn acro de estos
tiene que ser un cero simple, pues f'(z) # 0 para |2 — z] < 8, z # z, entonces
f{2) = f(z) + 1 para k puntos diferentes, con lo cual contradecimos la hipdiesis de

que f esunc-a-unoyaque k > 2. M

Sea f € H(A) univalente, en particular f'(0) # 0, asi pues. definamos g como
g(z) = %9, entonces ¢ € H {A), g es univalente y ademds g (U) =0, ¢ (U) = L.

Con base en esta construccién fijaremos nuestra atencién sélo en el signienie conjunto:
S={fe H(A): f(0)=0, f(0) =1y [ es univalente en A}

Se puede demostrar que S es una familia uniformemente acotada, la prucba dc este
hecho se puede encontrar en {8]. Notemos que si f € S entonces [ ticne un desarrollo
en series de potencias de la forma f{2) = z + Y or ,an2". Ahory consideremos las

siguientes [amilias de §.

5*={fe8:[(A) esconvexo con respecto al origen}
P={feH(A):Ref(2) >0z€ A}
K={f€5:f(A) esun conjunto convexo}

Los siguientes teoremas, cuyas demostraciones se encuentran en {8]. proporcionan

caracterizaciones analiticas de las familias anteriores.

Teorema 2.2 f &€ 5 si y sdlo si Re (%’32) >0 pare z € AL

Teorema 2.3 fe K siysolosi f€5 yRe (%&? + 1) >0 para - € AL

Teorema 2.4 f€ K siysolosig(z)==zf(z) € S".



CAPITULO 2. FAMILIAS QUE SE REPRESENTAN CON UN KERNEL. 42

Teorema 2.5 K es un subconjunto compacte de 5.

Obscrvacién 7 Notemos lo siguiente: f € 8" siysdlost f € 5 yp(z) = %%1 eP.
Si f{A) es un conjunto convezo entonces f{A) ¢s convero con ruspoelo ol ovigen y
por lo tanto K C S*.

El siguiente tecrema, mejor conocido como la formula de [Herglorz, proporciona
una representacién integral del tipo que mds frecuentemente sc wiiliza en problemas
de maximizacién. Esta férmula caracteriza a las [unciones analiticas con parte real

no negativa y las relaciona con la clase de funciones no decrecientes sobwe el intervalo
[0, 27].

Teorema 2.6 Una funcidn f es analitica en A y satisface Re [ (2} 2 0 (Jz] < 1) s

y s6lo si eviste una funcidn no decreciente p sobre [0, 27) tal quo:

o

e+ z .

1) = [ S i+
0

con b € R. Mds aiin, si g es normalizada (pu(t) = 2 (t7) + 1p (47)). entonces p es

inicee.

La prueba de este hecho se puede encontrar en (8). Es importanie notar que la
clase de funciones no decrecientes normalizadas se puede interpretar como el conjunto
M, pues dada una funcién no decreciente normalizada f : [0.2x] — R definimos
la medida de probabilidad y como sigue: Dado un intervalo abierio (e,b) € [0, 27]
definimos g ((a,8)) = f (b) — f (a), y extendemos esta relacidn a 1odos los Lorclianos
de [0, 27]. Ahora dada & € My, definimos la siguiente funcién / : {0. 97} +— R como
sigue: f{(z) = 1 ({0, z)). Notemos que esta funcién es no decreciente y normalizada.
Estudiaremos algunos resultados que relacionan esta férmula y nuestras proposicio-

nes de la seccién anterior. As{ pues, consideremos la familia P antes descrita, el
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siguiente corolario al teorema anterior proporciona una representacion integral para

esta [amilia.

Corolario 2.2 p € P si y sdlo si existe una medida p € My, lal que
1+xz
P = [ )
2

al—zxz

La correspondencia entre P y My dada por la formula anterior cs uno o uno.

;.
Demostracién. Notemos que | i::f:dp (£) se puede expresar como [, , Zdp (1) asi
a

si hacermnos el cambio de variable  — £ entonces tencmos

£+ z I+z 1+ =z
t) = dpe (L) = ~edpa (1
/;m:n—-z wt) = / —z'u() /,:,Al—u::r'“()

Ahora para probar que la correspondencia es unc-a-uno supongamos que p.q € P,

con p(z) = 14+ 32 paz" yqfz) = 1+ 3 27 q.2", como p(z) = q(z) si y s6lo si
Pn = ¢n ¥ ademds

o= 2 an T dp
g = 2f, a Ty
para toda n € N tenemos que

Joawdp = [y, mtdv

paratodan€ Nyporlotantou=v M

Teorema 2.7 5t Fy = {(IJ# (2) = faa byt 171 {x). pe A, }, enbonces Fy = o (K),

y ademds el mapeo u — P, es uno-g-uno, y los punios ertremos dc 6 (K) son lus

funciones z — 2= conxz € JA.

Demostracién. Sélo basta probar que Fi = ¢6(K) y que el mapoo g — &, es uno-a-

uno. La afirmacién correspondiente a los puntos extremos se sigue inmediatamente de

la proposicién 2.4. Ahora, como cada funcion z — %= con x € JA pertenece a K, de

1—x2
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la proposicién 2.3 tenemos que Fy, C ¢d(K). Ahora sea [ € K, entonces Re L(.'—’ > %
para toda z € A (ver (8] pag.. 16) y asi la funcién 521_(11) tiene parte real positiva
para toda 2 € A y ademds esta normalizada. Asi, la férmula de: Herglotz implica
que existe 4 € My, tal que —ﬂﬂ faam )y de donde f(3) = [, = ri,u( )
y por lo tanto f € F,. Como Fi €s un conjunto compacto v convexo se sizue la
contencidn deseada y asi Fi = ¢6(K). Ahora supongamos que ¢, = ¢, , cntonces
Jon mrdu (2} = [y, T2z, () lo cudl implica que [, E2dy, () = Jon Z2dpy (z)
¥y por la unicidad de la férmula de Herglotz, se sigue que g, = s, @

Lema 2.3 L: K — S* definida por L (f) = zf' () es un homeomaorfismo lincal,

Demostracién. La linealidad es clara. Como K es compacto, baslta con probar
que L s una biyeccién continua . Es claro que [ es continua, pues por el teorema
L1, <l mapeo f +— f' es continua. Ahora supongamos que L{f ()} = L(g(z)) esto
mmplica que, para z £ 0, f'(z) = ¢ (2), lo cual quiere decir que f v g solo difieren
por una constante, pero como f,g € K, f{0} = g(0) =0, por lo que /. ¢s uno-a-uno,
Ahara sea g € 8" y definamos flz)= foz ﬂ%ﬂ-df Notemos «que ¢l iegrando tiene
una exiensién analitica al disco A pues, limg_g 2«9 = 1. Ahora, como zf' (2} = ¢ (z)
para toda z € A, por el teorema 2.4 se sigue que [ € K y que L(f) =g, con lo que

mostramos que L es biyectiva. B

Teorema 2.8 Si F) = {<I>,, {z) = fﬂA . n) {x), ne MU}, endomees Fy o= co (5,
ardemds el mapeo pp—~ &, es vno-g-uno, y los punios extremos de 3 (5°) son lus fun-

ciones 2 v (1—), con z € GA.

Demostracién. Sea L definida como en el lema anterior, probaremos las siguientes
igualdades:

e6(8%) = a(L(K)) = L(ca(K)) = L(Fy) = 7,
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la primera igualdad es obvia, lo mismo que la peniltima, asi que solo probaremos las

siguientles igualdades:

o (L(K)) = L(co(K})) y que L{Fs) = F

i} ea (L (K}) = L(cd(K)). Si h € ca(L(K)), entonces
= fim k) = & (Jim )

donde cada k, € K. Como K es compacto, existe una subsucesion {k,,)} de: {kn}

convergente, digamos a k € ¢8(K), lo cual implica que
h(z) = L(k(2)} y 5 (L(K)) € L{co(K))
Ahora sea L (k) € L{c5(K)) esto implica que ht = limy_. kn con {2} C K, asi
L) =L ( lim kn) = lim L (k)
de donde se sigue que L (h) € ¢8 (L (K)).
WL(F)=F.Sife .7:;;, entonces f (z) = [y, 2zdp(2), v

L{(2) = 2(fpn ()
z faaﬁ?d“(m))

Jon gde (=)

con lo cudl tenemos L{F;) C F; para la otra contencién sea [ € F, se sigue que
f(2)= [, (1__;_}7‘1” (z), p € My ,. Asi, st consideramos g {z) = Joa Todu (1) € Fy
entonces [ (z) = L (g(2)) € L (F).

Ahora supongamos que tenemos un problema de maximizacion sobre alzuna de

estas familias (/,P o §*). El teorema 2.1 nos dice que una solucion sc encuentra en
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el conjunto de puntos extremos de! casco convexo cerrado de la familia, y por lo tanto

nos proporciona la forma que debe tener esta solucién, a sabwer,
zok(z,z) - bk(z,y) = k(z,x)

(Nétese que cada una de estas familias se encuentra relacionada con el conjunto
My, y algiin kernel k, por lo que en este caso 4 = 1 y b = 0. Ademds, estas
funciones son las que corresponden a los puntos extremos de A 1.1). In el sisuiente
capitulo caracterizaremos la forma que deben tener todas las soluciones a un problema
de maximizacién sobre una familia F de funciones que se pucdan representar con
alguna férmula integral y que involucren a los conjuntos M A.i, ¥ <laremos un método
para transformar problemas sobre la familia F a problemas sobre el conjunto Ma g

correspondiente.
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Capituld 3

Los teoremas principales

EBn el capitulo anterior, desarrollamos la herramienta necesaria para caracterizar una
solucién del siguiente problema: Dada una familia compacta F C 1/ (A) que tiene
una representacién integral por medio de un kernel y una fancionul .7 € H#* () con
parte real no constante sobre F, encontrar el max {ReJ(f): f € F). El icorema
2.1 nos permite buscar una solucién en el conjunto de los puntos cxiremos del casco
convexo de la familia. El teorema 1.7 afirma que esta solucion debe pertenecer a
la familia F, todo esto bajo el supuesto de que existe una correspondencia entre la
familia y algiin conjunto M, g pues es en éste tiltimo conjunto donde se aplican los
dos teorema citados. Notemos que el kernel, con el cual representamos a la familia,
solo debe satisfacer las hipétesis del lema 2.1. En el presente capitulo daremos una
aplicacién de la versién lineal del teorema principal, restringiendonos a familias que
se represenian por medic de un kernel especifico, para lo cual venmos lo sieniente:
Dada una familia compacta F C H {A) y J una funcional con parie real no constante
sobre F, el problema de encontrar el max {Re J(f): f € F} se pucde replantcar, en
el caso en que F = Fy, donde Fy = {®,:u€ Magl y () = [, ¢(zr)edp(z)
{(z € A), y p € H(A), de la siguiente forma . Definamos L : Ay — R como sigue:

L{j:) =ReJ(D,), entonces L es continua (ademds de lineal) en A, ; v se tiene, de

47
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la definicién de L, que

max {Re J(f): f€ F}

mex {Re J($,): @, € F,}
max {L(g): p € My}

]

Asi, tenemos un método para trasladar problemas de maximizacion sobre una
familia F a problemas de maximizacién sobre conjuntos A, 4. Asi, de lo dicho an-
teriormente, una de las soluciones a éste problema sc puede escribir en términos de
los puntos extremos de M, g. En los teoremas principales de este capitule caracleri-
zarernos todas las soluciones a un problema de este tipo. Asi pues. veamos algunos
resultados previos, necesarios para la demostracidn de la version lineal del Leorema

principal.

"Teorema 3.1 Sea f una funcion analitice en A. Si f (e?) estd en una lnea recta

pare un nimero infinito de valores de 0, entonces f es constante en A.

Demostracién. Supongamos que la linea recta es el eje imaginario. de lo contrario
una rotacién y una traslacién nos lleva a este caso. Si g (2) = s+ 7 ()] enton-
ces g es una funcién analitica en alguna vecindad de 9A y ¢ (¢*) = Re f (¢*) para
& € [0, 27), entonces ¢ se anula en ua conjunto infinito con un punto de acnrmualacion
en su dominio de analiticidad, y entonces g se anula en 1odo sn dominio, en paticu-
lar, Re f (¢**} = 0 para 6 € {0, 27) luego por el principio del maximo para funciones

armonicas, tenemos que Re f (2) = 0 para z € A, asi [ es constantc en A. B

Corolario 3.1 Si u es armdnica en A ¥ u es constanie para wn ndmero infinito de

puntos en 3A, entonces u es constante en A.

Demostracién. Existe un conjunto G abierto y simplemente concxo tal que G 2 A,
por lo tanto existe v conjugada arménica de u, y la funcién [ = « + i1 es analitica
en A y satisface la hipétesis del teorema anterior y por tanto f e constante y a su

vez & es constante. W
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3.1 Una versiéon lineal.

inunciemos pues el caso lineal de nuestro teorema principal. Ta demostracion del

teorema mds general, incluye una reduccion a esta version.
Teorema 3.2 Seun A,B€R, [A] € B, y L: Mg — R un mapeo lineal lal que:

l. L |y, es continua, donde My = {u € Mg : [lu|| < B).

2. L no es constante en M, 5

Y que

3. El mapeo w — L(#*) (w € HA) es la restriccién de una lncidn armdnica en A.
Si v € Ma p satisface que L{v) > L{u)para toda i € M, . ciionces i tiene

soporte finito.

Demostracion. Sea v = v| — 1, la descomposicién de Jordan de . Mostraremos
primero que v, tiene soporte finito, para tal propdsito supongamos que ||| =+ > 0,
en otro caso || = 0, o cudl implica que v es la medida cero que Liene soporte
finito. Supongamos y € sop vy, asi, vy (V) > 0, para cualquier vecindad N de Borel

de . Para cada una de estas N definamos la medida py como:

EnN ,
pu (B} = L—l con E subconjunto de Borel de A,
¥y (N)
Sea A cualquier medida positiva sobre @A con || = . Entonces la medida

v+e{d—py) E Magpara 0 <c < ﬂ%ﬂ Esta medida esta en M, 5, pucs, para
cualquier £, goy (E) € v (ENN) € v (£), entonces », — zpy os una medida
positiva. De lo anterior se concluye que v + = (A — py) también s una medida
positiva, y ademas

1 + £ (A= )| 4 ol
[l + fivel
B

[+ (A= pp)ll

IF A
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Joad(A=py) = f&A dX — [,a P que por ser A positiva v A = »
7 — foa @on ¥ por la definicién de py,

v enlonces
fm dv + E(’\ - pn) = faAdV + .{aad‘": (A 79
A

Se sigue de la hipétesis sobre v que L (v +&{X — py)) < L(v), v por la lincalidad
de L que L(A) £ L(py). Ahora afirmamos que py — 8 cuando N se contrac.
alrededor de y. Asf pues, consideremos una sucesidn {NV,} de vecindades de y, tal

o0
que Ny 2 Npyy y tal que [ N, = {y}, entonces:
n=l

741 (E N Arn)

.pN.. (E) =r v, (Nn)

para cualquier boreliano F, si y € F entonces l'lr.n on (EY =1 ysiy ¢ E entonces
nll.rl pn. (E) = 0 y por lo tanto lLr:;a u. =nr§:', de donde sc signe el resultado
descado. Notemos que de la deﬁnici'clin de py_, podemos interpretarlo como la medida
restringida al conjunto N,. Como flpy]] = < B y por la continuidad de L en Mg,

concluimos que L (A} < L(v&¥). Ahora, st A = ré¥, con w € AA. ohiencmos:

L{8¥) < L{&¥) para toda w € AA

Supongamos que existen un nimero infinito de tales y, como L (6%) < L{8") vy de
la hipdtesis sobre » tenemos que L (%) = max {L{§) : [w| = 1} por el corolario 3.1
¥ por la hipétesis 3) tenemos que L {6*) es constante en 8A. Como consecuencia L
es constante en las expresiones ad® — b8Y, con g, b definidas como en el lema 1.9, por
este mismo lema, lo anterior significa que L es constante en los puntos extremos de
My 5. Bl teorema de Krein-Milman nos asegura que cualquier elemento de Af,y ;. es
el limite uniforme de una sucesién de combinaciones convexas de tos puntos extremos,
de aqui, por la linealidad y continuidad de L, se sigue que L es constanie en M, g,

con lo cudl se contradice la hipdtesis 2).
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Por o tanto sélo hay un mimero finito de tales ¥ € sop ). U wguinento similar
aplicado a v, nos conduce a que sop vy también es {inito. De lo amerior se sizue la

conclusién del teorema. @

Antes de continuar, veamos una aplicacidn de este: teorema en ¢l siguicnte ejemplo,

para lo cudl necesitaremos de la siguiente definicién:

Definicion 3.1 -Dada una funcidn f € H(A), diremos que cs un pundo soporte de
un subconjunto compacto F C H(A), si f € F y si criste una funcional Vsl J
continua, no constanic sobre F, y tal que Re J(f) = max{Re.J(4): g€ F}. fn
otras palabras, los puntos soporte son soluciones de problemas crlremnos no trivalcs
sobre F

Teorema 3.3 Sean, ¢ € H (A) y Fy la familia de funciones @, (2) = [, & (w2) dpe ()
{z € A), con € My . Entonces cualquier punio soporte de F, provicue de una me-

dida con suporte finito.

Demostracién. Dado un punto soporte de Fy, existe J € H*(A) con ReJ no
constante sobre ¥, Definamos L(u) = Re J{®,) (1 € Mz). Con la aynda del
corolario 2.1, vemos que las hipétesis del teorema 3.2 se satisfacen. exeepto quizds la
hip&tesis 3). Para ver que se satisface 3), ndtese que por el teorema 1 H) podernos
representar a J por una medida compleja o con soporte compacta K € A, exsto es.

J(h) = [ hda, con h € H (A). Entonces para w € A tenemos que

L(6) = ReJ (3p) = Re/;{q’;(uf.)dn 0

Como K es compacto, existe B > 1 tal que para cada £ € K, ¢l mapeo z — ¢ (zt)
es analitico en el disco |z] < H. Se sigue del lema 2.1, tomando o I = K. 1 =
{z€C: |zl <R R>1} y k(z.t) = ¢(zt), que el mapeo w v [ _o(wt)da(i) es
analitico para cada w € §1, en particular para cada w € A, Entonces 3) se cumple v

con esto se sigue la afirmacién sobre los puntos soporte de F,. &
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Teorema 3.4 S5i G = {49, : € Mag, g € H(A)} con @, como unles, cnlonces

cuclquier punto soporte de G proviene de una medida con soporie finilo,

Demostracién. Dado un punto soporte de G, existe .J € /I'(A) con Re.J no
constante sobre . Definamos L (u) = ReJ (g</)”). Nuevamente el corolario 2.1,
proporciona las hipdtesis 1) y 2), pues como el mapeo g = P, 5 continuo, se sigue
que el mapeo g — g®, es continuo. Veamos pues que se satisface In hipétesis 3}, Por
¢l teorema. 1,10 representemos a .J por una medida compleja. ce con soporte compacto
K C A, Entonces

L{5*) = Re J (g%e) = Refkg(t)d)(wt)da )

¥ procediendo como en el teorema anterior, tomando k(z,t) = g(t}e (zt), obtenemos

la conclusion deseada. &

Corolario 3.2 Dadas las familias ¢6(K) y ed(S5*). Si [ es un punlo soporte de

3 (K) o0 c8(5*) entonces f proviene de una medida con soporte fivito.

Demostracién. Sig(z) =z y ¢, (zz) = Yy ¢y (z2) = ;J, enionces

- (t—rz

(k)= { [ 9@ @)nie) ne P}

ca(5") = {/ {2} @y (m2)dp(z): pe P}
an
que son familias de la forma requerida en el teorema anterior, este mismo {eorema

proporciona la conclusién deseada. W

Corolario 3.3 Dadas las familics K y S*. 8 f es un punto soporte de K ¢ §°

entonces f proviene de una medida con soporte finito.
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Demostracion. Es claro que K € ca{K) y que §* C ¢3{5*) y del corolario anteriror
se sigue que si f es un punto soporte de K o 5* entonces f proviene do uma medida

con soporte finito. W

Observacién 8 Notemos que cualquier solucion a un problema crtremo del tpo ci-
tado, es una combinacion conveza finila de puntos extremos de Ma gy Este dllima
afirmacidn ya era conocida para las familias estudiadas en el cupitulo anterior, sin
embargo, para obtener estos mismos resultados se necesilan aplicnr Ienices varia-
cionules qué dependen de la familia en particular. Ademds, homos climinado cstas
Jormudas ol trasladar el problema a los conjuntos Ma g, de la forua deserite ol co-

mienzo de este capiiulo, o como en la demostracion del teorema 9.4,

3.2 El teorema principal.

Recordemos algunas definiciones del Andlisis Matematico sobre los conceptos de di-

ferenciabilidad en el sentido de Fréchet.

Consideremos dos espacios de Banach X y Y sobre los complejos ¥ un mapeo
J:D0C X —Y con D abierto de X y poligonalmente conexo. Fistamos interesados
en ¢l comportamiento de ﬂx—‘-’-ﬂ'—g)_—f(ﬂl conz € D, h€ X yauna variable compleja

con || lo suficientemente pequena tal que z 4+ ah € D.

Definicién 3.2 Dada una funcidn f : D C X — Y decimos que es Friehet-difereneiable

en o € D si:

IR éin?) M}‘}jﬂl = 6f (x, b} existe para toda h € X, y

2. 8f (zo, h) es un mapeo lineal en h y acotado de D en Y.
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Al limite 8f (zy, h) le llamaremos la primera Fréchel-diferencial o primera varia-

cién de f en g con respecto al incremento h, y diremos que f os Fréchel-diferenciable.

Notemos que la dilerencial es aditiva en f, es decir, si f = fi + [, vy si 6y v 6f,

existen entonces 8 [f, + fo] = 6f1 + 6.

Ahara empezaremos el tratamiento de funciones mas generales (70 My — C
Los siguientes condiciones establecen que ¢ es diferenciable en of sontido de Fréchet
¥ que ciertas composiciones con g, son analiticas en w.

Al Para cada p € M, g existe un mapeo lineal L,: Mg Cceon L, | Mg continua
tal que L, (A) = lim g{&z};gm cada vez que A € Mg y j1+ =X € M, 4, para
£D*
= > {) pequena.
A2 Para cada it € My g la funcién g, : A — C, definida como A (w) = G tiene

una continuacién analitica a un conjunto abierto que contengn u A.

A3 Paracadap € Myp v A€ Mg la funcidn [T A — C, delinida corno By (w) =
L, (M), también posee una continuacién analitica a un conjunto abierto que

contenga a A.

Ad g, (1) =h, (1) para toda 1 € Ma 5.

Observacion 9 1) No se sabe cuando la condicion A4 es independiende de las otrus
condiciones, pero en todas las aplicaciones se obtiene rapidemente. 2) La discusicn
sobre la ecuacion [y, ¢ (wz)du(z) = f,, ¢(z)du, () dada e of lema 110 se ca-
tiende de forma clare de Map a Mp. Asi A, en AZ tienc sentido. Mds ain, para
cualquier w € A el mapeo A — A, es lineal en Mg. Por lo tante ln condicion A9 se

puede formular de forma equivalente, como por cjemplo, con A € P

Ahora enunciaremos y probaremos nuestro resultado més general.
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Tevrema 3.5 Sea G : My g — C que satisface las condiciones 4 -4 ¥ G no cons-

tanle. Siv € My g tiene la propiedad
ReG (v) > Re G () para toda u € My

cntonces v liene soporte finito,

Demostracién. Demostracién. Por la condicién Al, para ¥ existe L, @ My — C
lineal v con L, |m,, continua. Por hipétesis tenemos que Re ({r) > Re (7 (). para

toda A € M, p, en particular notemos que:
St g, A € My g, entonces
pte(A-py=(1-clp+ere Magparal < =< |
De aqui que

Lu(A=p) = lim Gl =s)p+:20)-Cp)

=0t

in

Asi pues, para £ > 0 suficientemente pequena tal que u+ (A ~ ;) & M, ,
ReG (v) 2 Re G (it + =(A ~ )}

dividiendo por € > 0 tenemos:

0> REG(}L-FE(/\“ﬂ)) — Re G (1)
£

tomando 4 = v y el Hmite cuando £ — 0%, tenemos lo signiente:

Re G{p+e(A-v})—Re G}

0 > lim -
e=0t <] +s§; N-G(y)
_ . w )
= Re lim -

e—0t

ast concluimos que: 0 > Re L, (A — &) y por la lincalidad que Re 7,{v) > Re L,(A)

(para toda A € Ma,g). Asi pues consideremos Re L, como L en ol leorema 3.2, este
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dltimo tecrema proporcionard la conclusién deseada si Re L, satisface las hipolesis 2)

y 3). Para 3) debemos probar que el mapeo w — £, (6} es analitico en A, Como:

It

Joa P(2)d8° (2) = p(w)
fao Wl )‘M ( 3]

fag (w)d(6’ ) ()

es cierta para toda ¢ € C (8A), entonces 6 = (6‘)w. Asi, por ¢l condicidn A3, la

funcidn
g W) =L, ((8"),) = L. (6

posee una continuacién analitica a un abierto que contenga a A, con lo cual se cumnple
la hipétesis 3) del teorema 3.2. Solo falta probar la hipétesis 2): Re L. o es constante
en M. Supongamos lo contrario. Entonces h,, {w)}) = L, (~.) lcne parte real
constante en A, la cual, por la condicién A3, es la restriceidn de una funcidn analitica
que tiene que ser constante pues Re L, es constante. Asi k(1) = 0 ¥ la condicién

A2 proporciona la serie de Taylor de la lorma:
G@) =g 1)+ bw-1) (k-1<8
k=2
como g, (w) = G {w,) para w € A podemos escribir:

G(Vu)—_-c(!/)-l-ibk(w—l)k (!w—l|<5,w€:-l)

k=2

¥ por la propiedad maximal de v tenemos

ReZbk(w—l)kSl)pa.ra. w-1<bdweA

k=2

Por las propiedades de las funciones analiticas esto es irnposible sialein coeliciente
b, K > 2, es dife-rente de cero. Veamos que by =0, k& > 2. Consideremos a la funcién
hiw) = Z b (w — 1)* que es analitica, en particular £ es una funcién abierta. es
decir la i 1magen de abiertos bajo h es una abierto. Asi pues, la imagen de cnalquier

conjunto abierto que contenga a 1 debe ser un conjunto abierto que contenga a 0,
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pero por la condicidn Re ¥ by (w ~ l)k < 0, esto es imposible 4 menos de que hosea
k=2

la constante cero, lo cual implica que b, =0,k > 2 y | por lo tanto g, ¢s constante

en A. Corno consecuencia

Gl =g.(0) =g, (1) =G (v)

Ahora dada p € M4 g una medida arbitraria, por la condicién A2, G (w) = G ()

es analitica en A y por el lema 1.10 g, = Adf = vy, entonces:

Reg, (0}

Re G (ug)

Re G (1)

Re G (v)

ReG (p,) por la propiedad maximal dc 1/
Reg, (w) para todaw € A

l

vl

Por el principio del méximo para funciones arménicas Gy s constante. De aqui.

G(ﬂ) = G(y)
9. (1)
= 9»(0)
G (o)
G (vo)
= G

lo cudl vicla la hipétesis de que G es no constante. Con lo cudl hemos probado la

hipétesis 2) del teorema 3.2, y por lo tanto el teorema 3.5 queda denostrado. @

Ahora probarernos un caso especial del teorema 3.3, que es menos abstracto y méds

facilmente aplicable. Pero antes, hagamos la siguiente convencion.

Dado T : H(A) — H(A), diremos que f = lim M uniformemen-
e—0+F

te sobre subconjuntos compactos de A si y sélo para toda sucesidn {z.,} — 0 con

0 <e, £r <1, lasucesién de funciones f, = Lﬂ(r (Prpenn) ~ (D)) conver-

£,

ge uniformemente a f sobre subconjuntos compactos de A, en donde r > 0 es lo

suficientemente pequefia para que g+ A € My g
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Teorema 3.6 Sea ¢ € H (A). Para cada X € Mg, sea @, (z) = o @ {z) dA{z) con
z€A. Sea Fu={,: n€ Mapl yT: Fyr H (D) quc satisfuqn los siquicnlcs tres

condiciones:

B1 Dudo p € My p, existe L, : H(A) — H (A) lineal y continun tal que para toda
A€ Mg

L,u (Q,\) = lim T((I'ibFL\) -7 ((I)“)

£—0+ [
uniformemente sobre subconjuntos compactos de A cada vez quepp+cA € My g

para £ > 0 lo suficientemente pequerio.
B2 T(2,,)(z) = T(2.) (wz) (€ Map,we A zeA)
B3 :[T(®,)] (2) = L, (:8.) (2) (u € Masp, z € A).
Sea G =T (#4). S5iT(®,) es un punto soporte de G, entonces i lienc soporle finito.
Demostracién. Sea L € H* (A) con parte real no constante solwe G v mdximo en

T{®,). Definimos

Gu) = L(T(D,)) conp € My

Podemos aplicar el teorema 3.5 si las condiciones Al-Ad se satisfacen, y procede-

remos a verificarlas en este orden.

Por el teorema 1.10 existe £ € A compacto, y ¢ una medida compleja de Boret

sobre K tal que

L(h) = /Kh (z)da(z), para toda h € H (A)

Para p € M, g definimos

L,()) = /KL,, (®,)da con A € Mg
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L, es lineal pues

Li(ar+by) = fx L, (Partn) dee

Jic L (a®y + 0d) dox

fe aL,,(tI),\)da + jK DL, (D )eler
al, (A) + 6L, ()

Por el corolario 2.2, &, (2) = [,, ¢{zz)dA(x), A € M3z pertencce a H(A) y el
mapeo A — ®, es continuo en MB. Por la continuidad de L, y de £ se signe que,
L, es continua en Mg. Finalmente, si gy A son como en Al v 3. widizando Bl

tenemos que:

. Clut+eAd)-C - T{tutedy) -T(%,

:l_l.l’(lii*_ (e zl (e} El_'.I(I)L fK (4 :) (¢

Jie lim Twteto-Te
=0+

fx L.u(q"\)

L. ()

lor

I

il

Asi Al se satislace.

Para verificar A2 utilizaremos B2. Se tiene que

Q'p (w) = (p'w)
LT (<I) z)da (=)
T w))dn {z)

Obsérvese que, como K C A es compacto, existe £ > 1 tal gque para cada = € K, el

fl

mapeo w — T'(®,) (2w) es analitico en el disco |w| < £ y por ko tamo por ¢l lema

2.1, la uiltima integral es analitica en Jw} < R. Con esto se sigue A2

Para A3 tenemos que, para p € Map y A € Mz

hup (W) = Ly (A)

fK L, (®, )da
LoL,(®,. }
Ju (@)

en donde J, = LoL, € H* (A}. Sean K, ¥ ,,,como en el teorema L. 10 que satisfagan:

Ju(h) = g hda,, para toda h &€ H (A)
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entonces
hua ) = [ s (2)day (2)
fK“ D, (wz)de, ()

y como antes, existe £ > 1 tal que para cada z € K, el mapeo w — & (wz)

es analitico en el disco |w| < R y por el lema 2.1, se sigue que My (W) tiene una

extensién analitica a un disco abierto que contenga a A.

Por tltimo, para probar A4, usaremos la {6rmula

on () = /K T(@,) (w)da(z) (] < R)

y el lema 2.1, para obtener

g, (1) = [K 2 (T(@,)] () de (2)

Por 133
5. (1) = [ L.(:%,)da
= Ju (z<I>L)
= fl\’a 2@, (2)doy, (2)
¥ lambién

Dy {w) = Ju (q)il...) = / P, (wz)day, (2)

N

¥ por lo tanto, nuevamente por el lema 2.1, se ticne que:
B (1) = /K 28, () da, (2)

asi, se sigue que ¢ (1) = £ (1). Con lo cual se satisfacen las hipéiesis del Leorema
Eu q I fINY]

3.5, y por lo tanto queda demostrado el teorema 3.6. B

Lema 3.1 Con la notacidn del teorema 8.6, el conjunto V = U [@.(0):peE Myg)

cs un abierto conero, es decir, es una region.

Demostracién.. Como cada @, es analitica, @, (A) es abierto y conexo. S6lo resta

mostrar que existe al menos un puntoen N{®, (A} : p € Mg}, Asi seape M, g,
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evaluando &, en 0, se obticne que

$,(0) = ¢(0)}u(a4)
¢(0) A

y por lo tanto ¢ (0) A € N{$, (A) : p € M, g} de donde se signe ¢l resultado. B

Lema 3.2 Sea F € H(V), p,¢ € H(A), K C A compacto, v C V curva cerrada
simple que contenga en su interior a ¢ (K), r < w, donde M es tal que
[¢(2)] < M para toda z € K. 5i {en} = 0 conr > |g,| > 0 entonees la succsion

{2y = %}}f_r [w_(w(z)‘}:g'(’:))"w_w(zndw converge uniformementc on 2 a la funcidn

I (2) =¢(2) F'{(z))

Demostracién. Primero mostraremos que ¢ (z) + g,¢(z) con = € K estd en el
interior de 7, si suponemos lo contrario, entonces
lo(2) +end (2) = @ (2)] 2 d{@(K).(inl7))
> enlo(2)]
lo cual es una contradiceidn, por tanto ¢ (2} + £,¢ {2) esta en ol interior de ¥ para

todan € Ny z € K. Notemos que

= (p (2) + e (a1 > LU L))

para toda w € y

2
¥ que
' . |w—(p(z)|2w para toda w € 7y
ahora, por la férmula integral de Cauchy aplicada a F', tenemos
a2 = (A = 12 [, rmresomen — /. |w‘:§)=)|‘1“")i
= |2 eomsSim e
< (=], lw-(w(z)ﬂ’:g.g))l[u—vr(Z)Idwh

1A

£q M? Flw)
e lf-y (d[ﬂK!,’S"M:lc]) d‘w‘

en donde la dltima integral ya no depende de z € K. Asi pues se sigue ol resultado. B
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Corolario 3.4 Con la notacidn del teorema 3.6 sca F analilica en lu region
V=U{2.(8): 1 € Myg}
Fntonces cualguier punto soporte de la familie
G={Fod,:ne Myyul

provicne de una medida con soporte finito.

Demostracién. Para F = {$,: € Ms g} como en el teorema 3.6, definamos
T:F— H(A) por
T{®.})=Fod, (n€ Man)

y L, H(A)— H(A) por

Ly(h) = (F o ®)h (u€ Mag, h € H(A))

Para verificar Bl, sea p € My g, A € Mg, y K compacto de A, Seay C V que

contiene en su interior a $,(K). Por la férmula integral de Cauchy aplicada a F,

T(®ured)2)-T®uN)  _ F(u(e)+eds(s))=F(2,(2))

1 £ £

— = - 2 i
= el o - [, B dw]

21 O (2)Fe T (2)]

= L. Fw) _ _F{m}
2w f’y l""“’l‘(‘“““’.\(-‘)l -_,_qm(z)d!“}
)]

= 1 Flw .
= $a(2) 53 f'y O T e AL
para todo z € K y para todo £ con || lo suficientemente pequena. Por el lema

anterior se sigue que

i D) @) =T(@) () _ g

e—0t 3

(2) F'(2,,(2)) = L. (22) (2)
uniformemente para z € K. Para B2 observemos que:

T(®,){(2) = F(2, (2))
F (2, (wz))
T(9,){(zw)

H
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Y finalmenle
(T(®,)) = (F: od,)
= F (‘I‘,,)q’;‘

mientras que

L, (23}) = zF(9,)@),

De aqui se sigue B3, y por el teorema 3.6 se sigue el corolario. @

3.3 Aplicaciones.

En esta seccién propondremos algunos problemas de maximizacion y aplicaremos los

teoremas vistos en la seccién anterior.

Ejemplo 3.1 La familia de funciones univalentes normalizadas de: forma csirellada
de orden o, denotadas por S* (a) consiste de las funciones [ que salisfacen f(0) =0,
J{0) =1 yRe (%%1) > a. Como se puede observar en [3], cstu fumilia tiene la

siguiente representacidn integral:

5@ = {zep{ [ ~@-20)m0-z)duta) e an

Mostraremos que cualquier punto soporte de esta familia proviene de una medida
con soporte {inito. Reescribamos a esta familia en los términos utilizados en la seccidn

anterior.

Sean ¢, F € H (A) definidas como
dp(z)=—In{l—z}) y F(z) =exp((2 — 2a) 2}

Asi, tenemos que

S5 {a)={zFod, : pe M,}
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Y ahora consideremos la siguiente familia
G= {FOun g e N’Ll}

Por el corolario 3.4 cualquier punto soporte de (7 proviene de una medida con soporte
finito. Ahorasig = zFo®,_ es un punto soporte de 5° {e), entonees existe J € [ (A)
tal que J alcanza su méximo en g. Si definimos L e H (A) como L{h) = J(zh},
entonces I alcanza su maximo en F o &, de modo que F o @, &s un punto soporte

de G y por lo tanto yi debe tener soporte finito.

Ejemplo 3.2 Si f € Vi, la familia de mapeos conformes de A con rotacidi de fron-

tera de a lo mds kw, tenemos la siguiente representacion integral para su derivade
[ (z) =exp {[ —In{l —xz)du (:r:)} con p & Alyy
aa
{esto se puede consultar en [9]). Por tanto

Vi = {/ﬂzexp{/m-—ln(l~$§)d,u(a:)}d£:pe M-M}

Notemos que la constanie oblenida al inlegrar lienc quc scr 0. pues [ (0) =0.
Al igual que.en ¢l ejemplo anterior, si definimos ¢, F € H {A) como ¢ (z) =
—In{l-- z) y F{z) = exp (2} entonces
{f’(z) : f € Rkvr} = {F D(I’u LHE A’[Q:k}

de modo que

v, = { L (Bod,)(E)dE e M-.g.k}

Consideremos la siguiente familia

G={Fo®,:pc My}
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Nucvamenle, por el corolario 3.4 cualquier punto soporte de (¢ proviene de una medida
con soporte finito. Sea ¢(z) = [/(F o ®,,)(£)d€ un punto soportc de Vi, entonces
existe J € H* () tal que J alcanza su mdximo en g y si definimos 1. € H* (A) comao

L(h) = ( fo he dE), entonces L alcanza su maximo en F o @, y cntonces y, debe

tener soporte finito.
Para el siguiente ejemplo, recordemos que cada elemento p de la familia

P={feS:Ref(z)>0z€A}

tiene una representacion integral de la forma

P = [ @

Ejemplo 3.3 En este ejemplo, primero plantearemos un problem de mazimizacion
para después generalizor la parte esencial en un teorema. Sea £ : C" — C analitica

en {{wyr...wy) €C" i |w;| £ 2,(1 €5 <n)}. Queremos encontrur

r}leag Re F(pl: --wPu)

en donde f(2) =1+ Z mz". Replaniearemos el problema, en térnunos del conjunto

de medidas de probabzlzdud P como sigue:

16 = [ /01+2Z< du(C—1+ZZ IRGEG

Por tanto, py = 2 f,, ¢(*du(¢) y

maxReF(p;, +Pa) =maxRe F(L,.., [,)
feP ueP

en donde
I = [ YA (C), 9,(C) = 2¢ (1 <5 <)
a4a

De manera similar, supongamos que buscamos max, Re F(f(a). f'(a), ..., f" V{(a))

sobre la clase P en donde |a| <"1 y F(w;,...,w,) es analitica en la region determinada



.

CAPITULO 3. LOS TEOREMAS PRINCIPALES 66

" por Rew; > 0, |w;] < 00, (2< 7 < n). Como

_ 1+¢= .
16)= [ EEmo

1) = [ 09 (1) @anto

S€ stgue que

Entonces
max Re F(f{a), f'(a), ..., /""" Na)} = Tf?’(Re F(ly... 1)

en donde

J— . . = (-1 1_+§;£ @ )<
b= [ w0u©, =00 (L)@ =isw

Observernos que en este planteamiento, al trasladar el problema de maximizacidn
al conjunto P, el vector /; solo depende de una medida p € £°, v que las funciones
¥; son fijas. Con base en esta observacién podemos generalizar este gjemplo de la

siguiente forma.

Teorema 3.7 Sean ¥, ,...,1, analiticas en A. Definamos puro cada jp € Myp o
veelor 1 () = ([ou 18l -, foa Yodp) € C*, y sea I analitice y no constante sobre
{1{p): € Myp}. Sive Mug es tal que

Re F (I (U)) = max{Re F([([L)) THE A”.—\,B}
entonces v tiene soporte finito.
Demostracién. Definamos G : My g — € como G (1) = F (I (p)). deseamos probar
gue Re (7 alcanza un maximo en My g s6lo en medidas con soports: [inite.

Tenemos que G es no constante sobre M g como se requicre cn ¢l teorama B

Para probar Al definamos para cada gt € Map, L, : Mg — C por

Lule)=VF I (u)-I{o) (o0& M3)
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(el producto punto en C™ de I {0) y el gradiente de I valuado en { {j1)). Se sigue del
lema 2.1 tomando como k; (z,z) = ¥, (z) (1 £t < n),a =0y T = 4A, quela [uncién
Wi (z) = [, ¥;(x)da es constante en z (y por tanto analitica) para (1 <4 < n) de
modo que la funcién I () es continua en Mg. Por tanto L, cs continua en todo Az,

y es claro que L, es lineal. Més aiin, para A € Mg, para verificar Al. tenemos que

lim SleteN=Gl) iy EUEO) PG
F-2eliag £ -0 £

= VF(I () [(})

= L,())

como se requiere.

Ahora, sea p € Mag, A € Mp y by (w) = L, (A,) como en A3, Entonces

har @) = IF (L) -1 (0)
V(1 (1)) - (o ¥ () A (2) ..y o (55) 4 (2)

Se sigue, del lema 2.1 y de la hipétesis de que cada v, (1 < j < 1) os analitica en
A, que el mapeo w — f,, ¥; (aw) dA (z) es analitico en A, y por ko tanto también lo

€s h.“‘,\.

Para A2 tenemos que

G (1)
F(I{(p.)
F((fath (zw)du(z), -, [5a n (zw)dpt €)))]

9 (W)

i

Nuevamente, como el mapeo w — [y, ¥, {(zw) dA () es analitico en Ay Fes
analitica en un conjunto abierto que contiene a {[ () :w € A}. emtonces g, es

analitica en A como se requiere.

FFinalmente, para A4:

s =P ([ @), [ i)
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Por otra parte

by (W) = Ly (u,)
VE () )
VE () - (faA’al’l (zw)dp(z}, faAd" (ww)dp (x ))

de donde se sigue que g, (1) = h,,(1). Asi, tenemos que s¢ verifican todas las

hipdtesis del teorema 3.5, y obtenemos la conclusidén deseada R

Regresando al ejemplo 3.3, el teorema anterior nos permite concluir que todas las
funciones solucidn a tal problema tienen asociada una medida con soporte finito y que
por el lema 1.8 esta medida tiene la forma p= 37 aif% con fouf =1y 30 ai=1

¥ por tanto son funciones de la forma

f(z) = Jsa 1%% )
2 BE 5 as)(0)
= b1 & 8A ﬁ%d"j( (<)

zm 1+¢ z
k=1%o, ;

IZn este mismo ejemplo, podemos obtener una generalizacién inmediata de la si-

guiente forma:
Sean Fy, como en el teorema 3.6, y F : C* — C analitica, encontrar:
a0
max{Re F (by,..ba) : f(z} = D _biz* € Fu}
o de manera similar al caso anterior, se puede plantear el problerma

max{Re F(f(a), f'(a),.... f* Na)) : f € Fo}

en donde las 1, tienen las siguientes formas:

Para el primer caso, si ¢(z) = Y 5o 2" y f € F,, entonces

/ H{¢z)dpul(¢) = / chg"‘z"d,u (q[ CEep(C )
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y por tanto 1, (¢) = cx(* para 0 € k < n. Para el segundo caso notemos que

[ {a) = j DY) o)nic) = [ A 9 (Ca)iy()

y asi las funciones ; estdn dadas por
$;(Q) = o (Ca) para 0 < j < m

y nuevamente el teorema anterior nos permite concluir que todas las funciones so-
lucién a tal problema tienen asociada una medida con soporte finito de la forma

p=3n 0:6%con |f=1y Y, a=Ay por lo tanto son funciones de la forma:

f(z) Jon #(¢2)dr(()

faA $(C2)d(3 0k 1':"-“’{1L
Z:;l a; faA (Cz) d‘sck (C)
Z?:l a:p(Cr2) ’

Obsérvese que el teorema 3.7 nos permite caracterizar las soluciones de un problema de

maximizacion en el que la funcional involucrada no es, necesariamcente, una funcional

lineal.

R TE

Eg
=
5—81
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