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INTRODUCCION,

El propésito de esta tesis ¢s el de proporcionar una
introduccion a las relaciones en Teorfa de Conjuntos.

Alo largo de toda la tesis se incluye un gran niimero de
¢jemplos.

La tesis esta dividida en cuatro partes.

PARTE I: Trata de las operaciones sobre relaciones
binarias. Se refiere a la unidn, interseccion y diferencia de
relactones. Ademds se refiere a la relacién inversay a la
composicion.

PARTE II: Se refiere a las relaciones: reflexivas,
irreflexivas, simétricas, asimétricas, antisimétricas, transitivas,
conexas y fuertemente conexas. Se analizan formalmente.

Se hace un estudio formal de la siguiente relaciones: casi
orden, orden parcial, orden simple, orden parcial estricto y
orden simple estricto. Lo que nos permite entrar al estudio de
los buenos ordenes en un conjunto A, y a los conceptos de R-
sucesor inmediato, R- seccion, R- segmento y reticula relativa a
una relacion R.

PARTE III: Trata sobre las relactones de equivalencia.

PARTE 1V: Se refiere a particiones,
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PARTE I

Operaciones sobre relaciones binarias

En diversos contextos surgen frecuentemente relaciones
entre dos o varias cosas. Asi podemos decir que Augusto esté en
la relacion de padrastro con Tiberio, o que vale la relacion de
“estar en medio” para tres puntos. Cuando nos referimos a
relaciones en contextos ordinarios, pensamos en que existe
alguna descripcion intuitiva de la clase de conexion entre ciertos
objetos. Afortunadamente esta idea vaga de relacién intuitiva
puede precisarse en el contexto formal. Se puede definir una
relacion, simplemente como un conjunto de parejas ordenadas.

En este capitulo nuestro interés principal es estudiar la
teoria de las relaciones binarias. Es decir, las relaciones que se
tienen entre dos conjuntos.

Mas ain, la teoria de las relaciones n-arias se puede
construir dentro de la teoria de las relaciones binarias. En
consecuencia, omitiremos el adjetivo “binario” en la definicién
formal.

Definicion 1. A es una relacion si
(Vx)(xeA=>EAE2)(x=(y2))).

La manera en que las relaciones n-arias estan incluidas
dentro de la teoria de las relaciones binarias, se ejemplifica para
n=3,

Definicién 2. Un conjunto A es una relacién ternaria si y
solo si
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1. A esunarelaciony
2.(Vx)(xeA=>3»E2)EGwI(x=((y2z))w))
Por otra parte, notese que no a toda relacion intuitiva que ocurre
en la teoria de conjuntos le corresponde un conjunto de parejas
ordenadas.

Por ¢jemplo, no existe un conjunto que corresponda a la
relacion de inclusién entre conjuntos.

Definicién ( y notacién)3. XAy si (x,y) e A.

Empezaremos los desarrollos sistematicos con tres proposi-
ciones sencillas, que son:

Proposicién 1. El conjunto vacio & es una relacion .
Demostracion: Por la Definicion 1, & es una relacion, ya que
todo elemento de &J es una pareja ordenada (ya que @ no tiene
clementos). O

Proposicion 2. ( R es una relacion y Sc R ) = S es una
relacion. _
Demostracion: Sea x un elemento arbitrario de S. Como S c R
entonces x € R,
Por hipotesis, R es una relacion y como x € R, entonces existen
y Yy z tales que

x=(yz)

Por lo tanto, de acuerdo a la Definicidn 1. S es una relacion. 0

Proposicion 3a. R, S relaciones = R n S es una relacion.
Demostracion: (R m S) < R, por el Proposicion 2 se tiene que
( R™ S)esunarelacién. O
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Proposicién 3b. R, S relaciones = R\ S es una relacion .
Demostraciéon : RA\ScR. [0

Proposicion 3c. R, S relaciones = R U S es una relacion.
Demostracion : Seax e RuU Sentoncesx e R 0 xe S. En
cualquier caso, existen yy, z) tales que x = ( 31, z;) . Por lo
tanto R S esunarelacion. O

Ejemplo 1. Si R = {(1,1), (1,2)} y S = {(2,1)}, entonces
RuS={(11),(1,2), (2,1)} también es una relacion .

Definicién 4. Si A es una relacion entonces el dominio
de A (ensimbolos: D A), esta definido como
DA = {x|(3y)(xAy)}.

Proposicién4. D (AUB)= DAUD B.
Demostracién:

xeD(AUB) (@ »(xAUBy) ( por la Definicion 4 )

<SEWN(EeAUuB) ( por la Definicion 3 )
SE@N((x,y)eAv(x,y)eB)
<3 »(xAy vxBy) ( por la Definiciéon 3 )

<3 (xAy)v(E@)(xBy)
<xeDAvxxeDB
< xe(DAUDB) 0O

Proposicion 5.-D(AnB)cDAND B.
Demostracion:
xeD(ANB)e=(3 ) (x(AnB)y) (porla Definicion 4)
<3 »((x,y)e(AnB)) ( por la Definicion 3 )
<@ »((xy)eA A (xy)eB)
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S @EM((ny)eA A (xy)eB)

2@ (e A) A 3Y(kxy)eB)
=>xeDAAxeDB ( por la Definicion 4 )
= xeDANDB O

Proposicion 6. DA\DBcD(A\B).
Demostracion;

xeDA\DBeoxeDA AxeDB

SENUxy)eA) A @»)((y)eB) (por la
Definicion 4 )

=@y ((x,y)e A\B) '
=xeD(A\B) ( por la Definicion 4 ). O

Proposicion 7. AcB > DA< DB.
Demostracién:
xeDAS (I y)(xAy) ( por la Definicién 4 )
= (3y)(xBy) ( por la Hipétesis )
= xeDB { por la Definicién 4 ). O

Ejemplo 2. No se cumple que
D(AnB)=DAND B, yaque:
SiA={(2,1),(3,2)} y B=1{(2,2),(3,1)} entonces

ANB=g
D(ANB)=@ (1
DA={23} y DB={2,3}entonces
DANDB= {23} Q)

De (1) y (2) vemos que
DANB)2 DA
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Ejemplo 3. No se cumple D (A\B)= D A\D B, ya que:
Si A={(2,1),(3,2)} y B={(22), (3,1)} entonces
AVB={(2,1),(3,2)} =A

D(A\B)= {23} 1)
DA={23} y DB={2,3)} entonces
DA\DB=@ (2)

De (1) y (2) vemos que
D(A\B) # DA\DB.

Ejemplo 4. S1 A = {(2,2), (1,1)} y B = {(1,1)} entonces
(A\B)={(2,2)}, D(A\B)={2}, DA={2,1}y DB={1},
vemos que D (A\B)c DA.

Definicion 5: El rango de A ( en simbolos: R A ), esta
definido por

RA={y[(3x)(xAy)}.
Ejemplo 5. SiR; = {(1,1),(2,2)} entonces R R,={ 1,2 }.

Proposicién 8. R (AUB)= RAURB.
Demostracion:
yeR (AUB) < @x)(xAuUBY) ( por la Definicion 4 )
< @x)((x,y)e AUB)
<@x)((x,y)eAv(x,y) €eB)

< 3x)(xAy v xBy) ( por la Definicion 3 )
SEX)(xAy)v(E@x)(xBy)
<yeRAveRB ( por la Definicion 4 )

<yeRAURB. O
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Proposicion9. R (A nB) c RANRB.
Demostracion:
yeR(ANB) o @3x)(xAnBy) (porlaDefinicion 5)
e 30)((xy)e AnB)
S@x)((x,y)eA A(x,y) €B)

< Ex)(xAy A xBy) { por la Definicién 3 )
=>@Ex)(xAy) A @x)(xBy)
= yeRA A €RB { por la Definicion 5 )

= 3ye(RANRB). 0O

Proposicion 10. RA\RB < R (A\B).
Demostracion: .
yeRA\RBoyeRA A yeRB
=3 x)((x,») e A)A{3x)((x,y) € B) (porlaDefinicion 4 )
=3x)((x,y)eA A (x,y)gB)
=3 x){((x,y)e A\B)

- ye R(A\B) ( por la Definicion 5 ). O
Proposicion 11. A ¢ B = RA < RB.
Demostracion:
vyeRAS(Ix) (xAy) ( por la Definicion 5 )
=(3dx) (xBy) ( por la Hipotesis )
= yeR B ( por la Definicién 5 ). O

Ejemplo 6. S1 A= {(1,1),(3,0)} y B ={(4,2)} entonces
RA={1,0} y RB={2}.
De donde,
RAURB={1,02}). ()
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Por otro lado, '

(AvwB)={(11),3.0),(4.2)}

R(AuwB)={1,02}. (2)

De (1) y (2) tenemos que
RAURB=R(A UB).

Ejemplo 7. Nosecumple R (AnB)= RANRB,
yaque: SiA={(2,1),(3,2)} y B={(2,2), (3,1)} entonces

AnB=g
R(ANB)=g (1)
RA={1,2} y RB={12}) entonces
RANRB={21} )

De (1)y (2) vemos que
R(ANnB)# RANRB.

Ejemplo 8. Si A= {(L,1),(3,0)} v B={(4,2)} entonces

RA={1,0)}. (1)
Por otro lado,
(AnB)=O
R(AnB)=0@ (2)

De (1) y (2) tenemos que
R(AnB)c RA.

Ejemplo 9. Si A ={(1,1),(3,0)} y B={(4,2)} entonces

RB={2}. (1)
Por otro lado,
(ANB)=0O
R(AnB)=@. (2)

De (1) y (2) tenemosque R{(AnB)cRB.



Ejemplo 10. 851 A= {(1,1),(3,0)} y B={(4,2)}
entonces ANB=J vy
R(AnB)=@. (N
Por otro lado,
AvuB={(1,1),(3,0), 4,2)}
R(AUB)={01,2} 2)
De (1) y (2) tenemos que
R(AnB)c R (AUB).

Ejemplo 11. Si A= {(1,1),(3,0)} y B={(4,2)} entonces
RA={1,0} (1)
Por otro lado, :
A\B=g y R(A\B) =¢ (2)
De (1) y (2) tenemos que
R(A\B)cRA.

Ejemplo 12. No se cumple que, R(A\B)=R A\RB,

ya que:
Si A={(3,0),(1,1)} y B={(3,1)} entonces

A\B={(3,0),(1,1)} yR(A\B)= {0,1} (1)
Por otro lado,
RA={0,1}y RB={1}

RA\RB={0} (2)
De (1) y (2) tenemos que

‘ R(A\B) = RA \ RB.

Definicion 6: El campo de A ( en simbolos: F A), esta
definido por

FA =DA URA.
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Ejemplo 13.Si A={(1,a),(1,b), (1, c)} entonces
DA={1}yRA={ab,c}
Porlotanto FA = DAURA ={1,ab,c}.

Proposicion 12. F (AuB)= FA UFB.
Demostracion:
F(AUB)=D(AUB)UR(AUB) (porla
Definiciéon 6 )
=(DAUDB)U(RAURB) (por las
Proposicién 4y 11)
=(DAURA)U(DBURB)
=FAUFB ( por 1a Definicion 6 ). O

Proposicion 13. F (ANB) c FAN FB.
Demostracion:

xe F (AnB) © xeD(ANB)UR(ANB) (porla
Definicién 6 )
<> xeD(AnB)vxeR(ANB)
= (xeDAAxeDB)v (xeRA AxeRB)
=[(xeDAAxeDB)v (xeRA)] A
[(xeDAAxeDB)v (xeRB)]
=>[(xeDAvxeRA)] A [(xeDBvxeRA)] A
[(xeDAvxeRB)] A[(xeDBv xeRB)]
= (xeDAvxeRA)YA (xeDBv xeR)
= xe(DAURA) A xe(DBURB)
=>xe FAAxeFB
=xe(FANFB). O
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Proposicién 14, FA\ FB c F (A\B).
Demostracion:

xe FA\FB = xeFA A x¢ FB
= (xeDAvxe RA)A(xe(DBURB))
= (xeDAvxe RAYA(xeDB AxegRB)
=> (xeDAA(xeDB Ax¢gRB)) v

(xe RAA(x¢DB AxegRB))
=>(xeDAAxegDB AxeRB)v

(xe RAAxeDB A xgRB)
= (xeDAAxegDB)v (xe RA AxeRB)
= xe(DAVDB)vxe(RA\RB)
= xe(DAVDB) U(RA\RB)
= xeF (A\B). D

Proposicion15. AcB = FA c F B.

Demostracion:

xeFA=xeDAURA ( por la Definicién 6 )
=>xeDAvxeRA
= xeDBvxeRB ( por la Hipétesis )
=>xeF B ( por la Definicion 6 ). O

Ejemplo 14. Si A= {(3,0)} y B = {(4,2)} entonces
AuB ={(3,0,42)} y F (AuB)={3,04,2}
Por otro lado,
FAUFB={3042}
VEMOS que
F(AuB)= FAuU FB.
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Ejemplo 15. No se cumple que

F(AnB)=FAN FB,vaque:
SiA={(2,1),(32)} y B={(22),(3,1)} entonces
ANB=@ y FANB)=0Q (1)
FA={231}y FB={1,23)} entonces
FANFB={1,23) )
De (1) y (2) tenemos que
F(AnB)xFA nFB.

Ejemplo 16. No se cumple que
F(A\B) = F A\ FB, yaque:
S1A={(2,1),(3,2)} y B={(2,2), (3,1)} entonces

A\B={(2,1),32)}=A y F (A\B)=1{1, 2,3} ()
FA={2,3,1} vy FB={1,2,3} entonces
FA\FB=0 Q)

De (1) y (2) tenemos que
F (A\B) # FA\FB.

Observacion . D@ = O, RC =B, F O = & .

I.1 Relacién Inversa.

Definicion 7. La relacion inversa A (en simbolos: A™) esta
definida como:

At={(nx)lxAy} .

Ejemplo 17.5i A= {(1,0), (2, 1), (4, 2)} entonces
={(0, 1), (1, 2), (2, 4)} es larelacion inversa de A.
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Proposicién 16. yA'x<xAy.
Demostracién: Sea z = (y,x)e A’

zeAloe (y,x)e Al ( por la Definicién 7 )
={x,yeA
SxAy ( por 1a Definicién 3 ). O

Observacion 2. A’ es una relacién.
Observaci6n 3. Si A es una relacién entonces (A™)"' = A.

Ejemplo 18.Si A={(1,0),(2,1),(4,2)} entonces
A’ —{(01) (1,2),(2,4)} eslarelacion inversa de A.
(ANYT={(1,0),(2,1),(4.2)}=A.

Proposicién 17. (AU B)! = ATUB?,
Demostracion :
(x,y)e(AUBY' & x(AUB)'y ( por la Definicién 3 )
<yAUuBx ( por la Proposicion 12 )
< (y,x)e AuB (porlaDefinicion 3)
S((yv,x)eAviy,x)eB
<yAx v yBx  (porlaDefinicion 3 )
oxA'ly vxBly ( por la Proposicién 12)
< (x,y)eA’v(x,y)eB'  (porlaDefinicion 3 )
o(xy)eATuBl O

Proposicion 18. (AnB)'= AT~ B .
Demostracion;
(x,y)e(AnB)' & yAnBx  (porlaProposicién 12 )
< (y,x)e AnB (porlaDefiniciéon 3)
<(yx)eA A(yx)eB
<yAx A yBx (por la Definicion 3 )
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=xAtly A xBly ( por la Proposicién 12 )
S(x,y)e A’ A (x,y)e B’ ( por la Definicién 3 )
o(x,y)e(ATABY. O

Observacién 4. &' = & .

Proposicién 19. (A\B Y =A"\B".
Demostracion:
(x,y) € (A\B)' &x(A\B)'y ( por la Definicién 7 )
<y(AVB)«x ( por la Proposicién 12 )
< (y,x)e(A\B) (porlaDefiniciéon 3)
<S(vx)eAA(y,x)eB
< (x,y)eA’ A (x,y)eB'  (porlaDefinicién 7)
s(xny)e AT\B'. O

Proposicion 20. AcB < A B!,
Demostracion:
=)
(x,y)eA'1:>(y,x)eA
=(yx)eB
::>(.wc,y)e}3'l
<)
(x,y)eA=(y,x)e A’
=(y x)e B!
=(xy)eB 0O

Ejemplo 19.(AXB)"'=B XA, ya que :
(x,y)e (AXB)"' o(yx)e (AXB)
S yeAAxeB
<> xeBAayeA
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<(x,y)e (BXA).
1.2 Producto Relativo.
Definicion 8. Si A y B son relaciones entonces el

producto relativo de A y B ( en simbolos: A /B ) se define
como:

A/B={(x,y)| (32)(xAz y zBy)}.
Definicién 9.B.A=(A/B).

A B

x > z

v
‘e

A/B =B-.A,

Ejemplo 20. SiA={(1,3),(4,1)} ¥y
B={(1,1)(2,3)}entoncesA/B={(4,1)}
Porlo tanto, BeA={ (4, 1)}

Ejemplo 21. No se cumple que A/B= B/A.
Véase el siguiente ejemplo:

SiA={(4,1)(2,1)y B={(1,3),(2,2)} entonces
A/B={(4,3),(2,3)} y B/A={(2,1)}.

Observacion 5. A/ B es una relacion.

Proposicién 21. &/ A = &.
Debemos demostrar que:

iy @@/ A secumple, ya que, por definicion & es
subconjunto de cualquier conjunto.
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iiy O/IA < &
Sea (x,z)e B/A=>(3 y) ((x,y)eD A (1,2) €A)
= (x,y) € J que es una contradiccién, ya que & no tiene
clementos. O

Proposicion22. A/ & = .
Debemos demostrar que:
iy BB/ A secumple, ya que, por definicién & es
subconjunto de cualquier conjunto.
ii) A/ cd.
Sea (x,z)e A/D = (Fy) (x,y)eAA(yz)ed)
= ( ¥,z ) € & que ¢s una contradiccién, ya que & no tiene
elementos. [

Corolario 1. A- =,

Demostracion:
A-DB=(DIA) ( por la Definicién 9)
=@, 0
Corolario 2. J-A=C .
Demostracion:
D.A=(A/ D) ( por la Definicion 9)
=g. 0 ( por la Proposicién 19 )

Proposicion23. AcBA CcD = A/C c B/D.
Demostracion:
(x,y)eA/IC=(Fz)((x,z)e A A(2y)eC)
( por la Definicion 8 )
=(3z)((x,z)eBAa(zy)eD) (porlaHipétesis)
=(xy)eB/D ( por Ia Definicién 8 ). [J
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Las tres leyes de distributividad estan expresadas en los
tres proposiciones siguientes:

Proposicion 24, A/(BuUC)=A/BuUA/C.
Demostracién:
(xy)eA(BUC)=(3z)(x,z)e A A(zy)e BuC)
( por la Definicion 8 )
<(Fz)((xz2)eAn((zy)eBv(zy)eC))
<(32)[((xz)Ye A A(zy)eB) v
((x,z)e A A(zy)e ()]
< (Fz)((xz)eA n(zy)eB)v (Iz)((xz)e A A
(zy)eC)
<(x,y)eA/B v (x,y)eA/C ( por la Definici6n 8 )
<(xy)eA/IBUA/C. O

Proposicion25. A/ (B nCYyc A/B n A/C.
Demostracion:
(x,y)eA/(BNC)=(3z)((x,z)e A A
(z,y)e BN C) (porlaDefinicion 8 )
=(3z)((xz)eAA((zy)eB A(zy)eC))
=(3z)[((xz)eA A(zy)eB)A((xz)eA A
(zy)eC)]
=(3z)((xz2) e AA(zy)eB) A (Fz)(xz)eAA
(zy)eC)
=(xy)eA/Ba(xy)eA/C ( por la Definicién 8 )
=(x,y)e A/ BnA/C. [

Proposicion 26. (A/B)\(A/C) < A/(B\C).
Demostracion:

(x,¥) e[(A/B)\ (A/C)] & (x,y)e(A/B) A
(xy)e(A/C)



<(3z)((x,z)e A A (z,y)eB) A
~(AwW)((x,z)e A A(z,y) e C)

=(3z) ((x,z2)eAA(z,y)eB) A (VYz)(x,2)g AV
(zy)eC)

=(3z)((x,z)e A A(z,y)eB) A
(Vz)((x,z)e A=(z,y)¢C)

=(3z)({x,z)e A A(z,y)eB)

Ahora, (x,z)e A= (z,y)eC

Por o tanto,

(z,y)eB\C A (x,z)eA

Por lo tanto,

(x,y)e A/(B\C). O

Proposicion 27.(AxB)/ (AxB) c (AxB).
Demostracion:
(x,y)e(AxB)/ (AxB) & (3z2)((xz)e(AxB)a
(z,y)e(AxB))
=(3z)((x,z)e (AxB)) A (3z)((zy)e(AxB))
=>xeD(AxB)AyeR(AxB)
=(x,y)e(AxB) O

Proposicién 28. (A /B ) =B/A™,

Demostracién:

Sea(x,y)e(A/BY =(y,x)e(A/B) (por la
Definicién 7 )

=(3z)((z)e A A (zx)eB) (porlaDefinicion 8 )

=(3z)((zy) e A’ A (xz)eB') (porlaDefinicion 7)

=(3z)((x,z)eB'A(zy)eAl)

=(x,y)eB'/A" ( por la Definicién 7). O
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La siguiente Proposiciéon muestra que la operacidén de
producto relativo es asociativo.

Proposicion 29.(A/B)/C=A/(B/C).
Demostracion:
(x,y)e(A/B)/C <= (32)((x,z)e (A/B)A

(z,y)eC)

< (F2)((Iv)I((x,v)e A A(v,z2)eB)Y A (z,y)eC)
< (AV)(Fz2)((x, v)eA A(v,z)eB A(z,y)eC)
S(3IV(Fz2)((x, v)eA A((v,2)e€B A(z,y)eC))
<S(AV)((x, v)eA A(Fz)(v,2)eB A(z,y)eC))
< (AV((x, vIeA A(v,2)eB/C)
<(x,y)eA/(B/C). O

Proposicion 30.x e DA = x(A/A)x.
Demostracion:

xeDAS(IY)((xy) eA)

= (3IyN(xy) e A A(x,y) €A)
= (3y)N(xy) €A A(y,x) eA")
=(x,x)e A/A"

=xAlAx. O

Proposicion 31. D(A/B)c D A.
Demostracion:

zeD(A/B)Y(3w)((z,w) e A/B)
<S(Aw)((Iv)({z,v)e A A(v,w)eB)
=(3Iv)((z, v)eA)

=zeDA.C
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1.3 La relaciéon R restringida al conjunto A.

Definici6én 10. SiR es una relacion y A es un conjunto
entonces R restringidaa A ( en simbolos; R |A ), se define
como:

RIA=RN(Ax R R).

Proposicion 32. & A =0.

Demostracion:

D|A=0N(Ax R @) ( por la Definicion 10)
= 0

Proposicion 33. R (@ =@ .

Demostracion:

RI@=Rn(@x R R) ( por la Definicién 10 )
=Rn = 0. 0O

Proposicion 34, leAy < xRy AnxeA.
Demostracion:

xRIAy ©(x,y)eR|A ( por la Definicién 3 )
< (x,y)e RN(AxR R) (porlaDefinicién 10)
<>(x,y)eR A (x,y)eAxRR
<(x,y)eRA(xeAAyeRR)
<(x,y)eR AxeA
SxRyaxeA { por la Definicién 3 ). &

Proposicién35. A c B=R | A c R | B.
Demostracion:
(x,y)eR| A o xR|Ay ( por la Definicion 3 )
=>xRy A xeA (porlaProposicion 34)
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=>xRy nxeB ( por la Hipétesis Ac B)
=xR|B y ( por la Proposicién 34 )
=(x, »eR|B  (porlaDefinicién3). 0

Proposicién 36. R|(A~B) = (R |A)n (R |B).
Demostracion:
(x,7)eR|AnBo(x,y)eR Axe(ANB) (porla
Proposicién 34 )
<(x,y)eR A(xeA AxeB)
<{({xy)eR AxeA) A((x,y)eR A xeB)
<((xny)eR|A) A ((x,y)eR|B) (porla
Proposicién 34 )
< (xy)e(RIAYA(R]B). O

Proposicién 37.R| (AUB) = (R |A) U (R B).
Demostracion:
(x,y)eRlAuB@(x,y)eRAxe(AuB)

<(x,y)eR A(xeA v xeB)
<{(x,y)eRAaxeA) v ((x JeR A xeB)
<:>(x,y)eR|A A (x,y?eR B

< (xy)e(RIAY U(R|B) 0

Proposicién 38. R| (A\B) = (R |A) \ (R|B).
Demostracion:
(x,y)eRIA\B@(x,y)eR/\xe(A\B)

< xy)eR A(xe A A x¢B)
S((ny)eRAaxeA) A ((x,y)eR A x¢B)
o(xy)eR|A A (x,y)2R|B
e(xy)e(RIAR]IB). O
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Proposicién 39. (R/S)[A= (RIA)/S.
Demostracion:
(x,y)e(R/S)| A e (x,y)e(R/S) AxeA (porla
: Proposicion 34 )
<[(3z) ((x,z2)eR A (z,y)eS)] AxeA (porla
Definicién 8 )
<[ (F2)(xz)eR A (Tz)((z,y)eS)] AxeA
<(3dz2)((x,z)eR A xeA) A (32)((z,y)e8l)
<(3z2)[((xz)eR A ((zy)e8)]

S(3z)((xz2)eR| A A ((z,y)e8S) (porla
Definicién 1)
<RIA/S ( por la Definicién 8 ), 0

Ejemplo 22. Sea R una relacién numérica tal que
xRy o x+y =1
Si A es el conjunto de numeros primos entre 10 y 20 entonces
RIA={( 11,-10),(13,-12),(17,-16 ),( 19,-18 ) }.

Ejemplo 23. Sea R la relacién numérica tal que
XRye=2x+1=y.
Si A es el conjunto de los enteros entonces
D (R'VA={y-1/2|yecAl.
WR?A ={2x+1 |xe Al
9(R/RYA ={4x+3 | xe A}

1.4 Imagen del conjunto A bajo la relacion R.

Definicién 11. Si R es una relacion y A es un conjunto;
entonces la imagen del conjunto A bajo la relacién R ( en
simbolos: R”A ) se define como:

R”A = R (R | A), obien
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R’A={y i (Ix)({x,y)eR Axe A}

Ejemplo24. SiR={((1,1),(3,2)}y
A=1{0,1 } entonces
RR={1,2}
AxRR={(0,1)(0,2),(1,1),(1,2)}
RIA={(1,1)}=R n(AxR R)
R’A=R (R|A)={1}.

Proposicion 40. R(AUB)= R”Au R”B
Demostracion:

YyeR(AUB) @ yeR (R|(AUB))

<yeR (R|A UR|B)
<ye(R(R|JA)UR(R|B)) ©ye R(R|A)V y
€ R ( R|B)

<yeRAURB. [

Ejemplo 25. No se cumple que
R”(AnB)=R”A N R”B, ya que:
SiR={(1,3),(2,3)}, A—{l}yB—{?.}entonces
R*(AnB)=0 vy
R’ ANR"B={3}.

Proposicion 41. R”G = &.

Demostracion:

R’G=R(R|D) ( por la Definicién 11)
=R (&) (por la Proposicion 33 )
=0, 0

Proposicion 42.R” (A~ B) c R”A ~ RB.



Demostracion;

yeR(ANB) @ yeR (R|(ANB))

<yeR (RIANR|B)

=ye(R(RI|AYn" R (R|B))=ye R(R|A) A y
e R ( R|B)

=>yeR’A nR"B. O

Proposicion 43. R°’A\R”B < R”’(A\B).
Demostracion:
ye R’ A\R" B ye R’ AAy¢ R"B
<ye R(R|A) A y2R (R|B)
S(IAx)((x,y)eR A xeA)A
~(3x)((x,y)eR A xeB)
< (Jx)((x,y)eR A xeA)A
(Vx)((xy)eR vxegB)
< (Ix)((x,y)eR AxeA) A
(Vx)((x,y)eR = x¢B)
=(3Ix){(x,y)eR A xeA)
Ahora,(x,y)eR = x¢ B
Por lo tanto,xe A\B A (x,5)eR = (x,y) e R|(A\B)
=ye R{R|(A\B))
=yeR(A\B). 0O

Proposicion 44,
ye RPA(Ix)((x,y)eR AxeA).
Demostracion:
yeR'Ae ye R(RIA)
< (3x)((x,y)eR{A)
< (dx)((x,y)eRaxeA). O



Proposicion45. A ¢ B=R”A ¢ R”B.
Demostracion:
AcB=>R|AcR|B
=R (R|A)c R(R|B)
=R"A < R"B. 7

Proposicion 46. J” A = &

Demostracion:

7A=R(D|A)
=R (@)
=g 0

Proposicion47.R"A = G o DR N A=

Demostracion:

RPA= 0O <o {y|(3x)((x,y)eR AxecA)}=0Q
S{yI(Ex)((x,y)eRAxeDR AxeA)}=C
S{yI(Ix)((x,y)eRAxeDR nA))=©
SDRANA=@. [

Proposiciéon 48. D R n A ¢ (R!)”(R”A).
Demostracion:
xeDRNAoxeDR AxeA

<(Jy)(xRy A xeA)
Se observa que
xRy A xeA:>(x,y)eR|A
=>ye R (R|A)
=yeR”A .
Ahora,ny/\yeR”AzyR'lx/\yeR”A
=(»x)eR'|R’"A = xeR ( R} |R"A)

24



=x (R (R"A).O
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Proposicién 49. (R’A)nB c R”(A n (R)” B )

Demostracion:

ye(R°A)nB= ye R’A A yeB
=ye R(R|A)A yeB
=(3x)((x,y)eR A xeA) A yeB
=(3x)((x,y)eR A yeB)

Se observa que

xRyAnyeB= (x,y)eR!' A yeB
:>(y,x)eR"|B

=xeR (R'|B)

=xe(R')”B

Por otro lado, x € A

Por lo tanto,

xeAn(R"H)" B A(x,y)eR
z(x,y)eRf(Am(R")”B)
=ye R (R| (A n (R")” B)
>ye R (An(RHY”B). O
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PARTE 11

Relaciones de orden.

Las relaciones que ordenan un conjunto de objetos ocurren
en todo dominio de las matematicas y en varias ciencias
derivadas.

Empezaremos con las propiedades fundamentales de
reflexividad, simetria y transitividad, y en términos de estas
definiremos diferentes tipos de ordenes.

Definimos la propiedad de reflexividad, simetria y
transitividad para conjuntos arbitrarios R no sélo para
relaciones.

2.1 Relacién diagonal en un conjunto A,

Definicién 12. La relacion diagonal de un conjunto A
(en simbolos: A, ) se define como :
Aa={(xx)| xeA}.

Ejemplo. Si A={1,2,3} entonces
AA= {(1:1)9(232):(3:3)}
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Observacion 6, xA, x © xe A .

Proposicion 50. DA, =A .
Demostracion:
x€ DAA & (IN((x,y)eAa )= (3x)((x,x) e,y )
o xe A O

Proposicion 51. R A, = A.
Demostracion:
yeR Apn © (Ix )({x, y)eAr)
< (3y){(y»y)eds ) yeA O

Proposicién 52. Ao/ Ay = Aa .

Demostracion:

(x,y)eAal Ap = (Fz)(xApaz Az Ap x )}
=SX=zZ A Zz=Yy
>x=z=y
DXxAax =>x Apr y
=(x,y)e A,

(x,x)eApa=x € DAx A x Ap x

=>x Apax A X A x
=>(x,x) e Apa/f Ay. O

Proposicion 53. (A )' = A,
Demostracion:
(Aa)' ={(xx)|xecA}’
={(x,x)|xeA}
= AA R



Proposicién 54. FAL = A
Demostracion:

FAA=DAAURAA:AUA=A. O

Proposicién 55. R es una relacion =
R Apr=Apr / R = R
Demostracion:
(x,y) €eApr /R & (Fz)(x Aprz A zR y)
=>x=z A zRy
= (x,y) € R.
(x,y) e R=>xe DRAXxRYy
=>x Apr x A xRy
=>(3z)(x Aprz A zR y)
=(x,y) € Apg / R . O

2.2 Relaciones basicas y sus propiedades.

Diremos que R esunarelaciénen A, si
DRc Ay RR c A

Definicion 13. R es reflexiva en A si
(¥x)(x € A=xRx), equivalentemente
AA - R.

Definicién 14. R es irreflexiva en A si
(Vx)(x e A=~ (xRx)) o equivalentemente
Apn N R = & o0 equivalentemente
Rc ((AxA)\ Ay).

28
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Definicién 15. R es simétrica en A si

(V) (¥»)(x,ye AAxRy = yRx)
equivalentemente R = R™.

Definicion 16. R es asimétrica en A si
(Vx)(vy)(x,y € A A xRy = ~(yRx))
equivalentemente R ~ R = &

Definicion 17. R es antisimétrica en A si
(V) (V) (x,ye AAxRyAayRx=>x=y)
equivalentemente R m R < A,.

Definicién 18. R es transitiva en A si
(Vx)(V)(V2)(x,3,z€e AA xRy A yRz=>xRz)
equivalentemente R-R < R
equivalentemente R/R < R.

Definicion 19.R es conexa en A si
(Vx)(Vy)(x,ye AAxRy nx=#=y= xRy v yRx)
equivalentemente ( (A x A)\ Ay) ¢ RUR?!. .

Definicion 20. R es fuertemente conexa en A si
(V) (Vy)(x,ye A= xRy v yRx)
equivalentemente (AxA) ¢ RUR™
equivalentemente R es reflexiva y conexa.

Ejemplo 26. No se cumple que :
Si R essimétrica y transitiva entonces R es reflexiva, ya
que R= {(1,1)} essimétrica y transitiva en A= {1,2}
v R noes reflexiva .
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Proposicion 56. R asimétrica = R imreflexiva .
P.D. Rc ((AxA)\A,).
Demostracion ;
Si (a,a) € R entonces (a,a) € R" entonces
(a,a)e RNR! = @& porser asimétrica, lo cual es una
contradiccion .
S (a,a)eR
SR ((AxA)\VAy) O

Proposicién 57. R asimétrica => R antisimétrica .
P.D. RN R'c A,.
Demostracion :
R asimétrica © R n R = @
Pero & < A4
RnR'ca,. O

Proposicién 58. Para una relacién R
(R es simétrica < R=R").

Demostracion :
=)
P.D. a) RcR'

b) R'=R.
Demostracion dea):
RcR! se cumple porque R es simétrica .
Demostracion deb ) :
(x,y) e R' < (3,x)e R (porla Definicién 7 )
= (x,y)e R (porque R es simétrica )
~ R'cR.
<)
P.D. R essimétrica
Demostracion :
a) dice que R es simétrica. O
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Definicion 21.
es reflexiva si R reflexiva en F R.
es irreflexiva si R irreflexiva en F R.
es simétrica si R simétrica en F R.
es asimétrica si R asimétrica en F R.
€s antisimétrica si R antisimétrica en F R .
€s transitiva si R transitiva en F R.
esconexasi R conexaen F R.
es fuertemente conexa si R fuertemente conexa en F R.

~ A RAI AR AR

Proposicién 59. R es una relacion = Appr/R=R.
Demostracion:

P.D. Apr/RcR.
(x.y)€Apr/Re<=(F2)(x Aprz A zRy)
= x=zAnzRy
= (x,y)eR.
P.D. RcApgr/R.
(x,y)eR = x Aprx ~n xRy
= (3z)(x Aprz A zRy)
= (x,vy)eApr/R. O

Proposicién 60. R esreflexiva <> Apr < R.
Demostracion:

R reflexiva <> R esreflexiva en FR  (por la Definicion 21)
< Arrc R (por la Definicion 13)

Proposicién 61. R esimreflexiva & Apg "R = @ .
Demostracion:
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R esimreflexiva <> R esirreflexivaen F R (porla
Definicion 21)
< AgrnR = & (porlaDefiniciéon 14 ) .0

Proposicién 62. R es simétrica < (RIY!=R"'.

=)
P.D. a) R cR'
b) R'cR.
Demostracion de a ):
R es simétrica < R ¢s simétricaen F R (porla
Definicién 21 )
<R c R ( por la Definicion 15 ).

Demostracién deb ):
R es simétrica <> R es simétrica en F R ( por la Definicion 21 )

<R c R ( por la Definicion 15 )
=R'c (R")" (porlaProposicién 17)
=R!cR.

<)

P.D. R essimétrica, es decir, P.D.R < R!.

Demostracion :

Por hipétesis (R')'=R! < R = R"
< RcR'AR'eR
= RcR
= R es simétrica. [J

Proposicién 63. R es asimétrica < R!'AR = &.
Demostracion:
R es asimétrica < R es asimétricaen F R (porla
Definicion 21 )
sSR'AR =0 ( por la Definicién 16 ). O
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Proposicion 64. R es antisimétrica<= R'nR C Afg.
Demostracion:

R es antisimétrica <> R es antisimétricaen F R (porla
Definicion 21 )
< R'AR ¢ Apx ( por la Definicion 17 ). (1

Proposicién 65. R es transitiva<> R/R < R.
Demostracion:
R es transitiva <> R es transitivaen F R (porla
Definicién 21 )
< R/R cR ( por la Definiciéon 18). 00

Proposicién 66. R es conexa <
(FRxFR)\ Afgr €« RUR™.
Demostracion:
R es conexa <> Res conexa en F R ( por la Definicion 21 )
& ((FRxFR)\ Apgr) < R UR" (porla Definicién 19 ).0

Proposicién 67. R es fuertemente conexa <
(FRxFR)c RUR",
Demostracion:
R es fuertemente conexa <> R es fuertemente conexaen F R
( por la Definicion 21 )
< (FRxFR) < RUR" (porlaDefinicién 19). [

Proposicién 68. R es antisimétrica, transitiva e irreflexiva
en A < R es asimétrica y transitiva A.
Demostracion:
=) R es antisimétrica, transitiva e irreflexiva = R es transitiva,
queda por demostrar que R es asimétrica, es decir,
RNR'=@.



Supongamos: ( 1) R transitiva, es decir, R-R — R,
(2) R antisimétrica, es decir, R "R c A4,
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(3 ) Rirmreflexiva, es decir, R (A x A)\ Ay).

(x, y)eRNR= (x,y) €A, (por (2))
porlotanto, x = y
por lo tanto,
(x,x) e R € (AxA),locual es una contradiccion.
Por lo tanto,
R nR'=0.
<) Supongamos que:(a)RNR'= & (R asimétrica),
(b)RR cR (R transitiva )
Por demostrar que : R es antisimétrica, es decir, R "R c A,
y Reesirreflexiva, es decir, R ¢ (AxA)\A, ).
RNR! = @ <A, porlotanto,
R es antisimétrica.
(x, x)eR =(x, x) eR’
=(x,x)e RNR'=0, locual es una contradiccién,
por lo tanto,
(x,x) ¢ R, por lo tanto,
R (AxA)\ Ax). O

Proposici6n 69. R es reflexiva = R es reflexiva .
Demostracion:

R esreflexiva < AprcR
= A'prcR!
= Arg <R
= R es reflexiva. O

Proposicién 70. R es irreflexiva = R es irreflexiva .
Demostracién:

Res imreflexiva < Agg "R = &
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= (ArrnR)! = (@)
= (Arr) N (R)Y' =(@)"
= R'es imeflexiva. O

Proposicién 71. R es simétrica = R es simétrica.
Demostracion:

R es simétrica < R < R’
= R c(R')!
= R!es simétrica. O

Proposicién 72. R es asimétrica = R es asimétrica,
Demostracién:

R es asimétrica< R'NR = &
= (R'nRY!' = (@)!
=>(RY!'n(R)' = @
= R'les asimétrica. O

Proposicién 73. R es antisimétrica = R es
antisimétrica.
Demostracion:
R es antisimétrica <> R'AR ¢ ArRr
= (R'ARY' c(Aer)!
= (R N (R)' ¢ Apg
= R es antisimétrica. O

Proposicién 74. R es transitiva = R es transitiva.
Demostracion:

R es transitiva < R/R < R
= (R/R)! < R
= R'/R!' ¢ R
= R es transitiva. D
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Proposicion 75. R es conexa = R es conexa.
Demostracion:

Resconexa < ( FRxFR)\Apr € RUR'
= ((FRxFR)\ Arg))'c (RUR™)!
= ((FRxFRY'"\(@rr)H)c(R)Y' U(R")!
= ((FRxFR)\ (Arr ) c (RY' U (RTY!
= R esconexa. O

Proposicion 76. R es fuertemente conexa =

R es fuertemente conexa.
Demostracién:

R es fuertemente conexa < (FRxFR)cRUR’!
= (FRxFR)Y' c(RUR!)!
= (FRxFR)c RTU(R!)!
= R’ es fuertemente conexa. [

Proposicién 77. R reflexiva = DR = DR
Demostracion:

vxeDR, (x,x)eR,(x,x)eR’

. xeR?

~DR c DR,

Y comoR" esreflexiva DR'c DR. [

Proposicion 78. R y S son reflexivas = R ~ S es
reflexiva.

P.D. AF(Rr‘\S) c RnmS.
Demostracion:

(x, x)EAF(Rns)‘—‘> xEF(RﬂS)
=>xeFR yxe FS
= (x,x)eRy (x,x)e8S
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= (x,x})eR nS. O

Proposicién 79. R y S son ureflexivas = R n S es
irreflexiva.
Demostracion :
P.D. RnSc (AxA)\ A, esdecir,
P.D. xeRNS=>xe(AxA)\ Ay .
xeRnNnS=>xeR Axel§
= xe(AxA)\N Ay A xe(AxA)\ Ay
=>xe((AxA)I\V A N (AXA)\ Ay)
= XE (AXA)\ Ay. O

Proposicion 80. R y S son simétricas = R n S simétrica.
P.D. (RNS)c (RNS)"
Demostracion:
(x,y)e(RnS)=> (x,y)eRy (x,y)eS
= (xy)eR'y (x,y)es’
= (x,y)e(R'n s
= (x,y)e(RnS)Y. O

Proposicion 81. R y S son asimétricas = R mn S es
asimétrica,
PD. (RNS)N(RNS)Y'=@.
Demostracion:
(RNS)N(RNS)'=RASAR'NS!
=(RARHYA(SASY)
=@. 0

Proposicion 82. R y S son antisimétricasen A =>R N §
¢s antisimétrica en A.
P.D. (RAS)N(RNSY cAs
Demostracion:
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(x,y)e(RAS)N(RNS)' =
(x,y)e(RNS)A(x,y)e(RNS)'
:>(x,y)eR/\(x,y)eSA(x,y)eR'lA (x,y)eS'l
:>((x,y)eRA(x,y)eR'l)A((x,y)eSA(x,y)eS'l)
=(x,y)eAan(x,y)e Ap
=(x,y)e M O

Proposicion 83. R y S son transitivas = R n S es
transitiva.
PD. (RNS)Y/ (RNS)c(RNS).
Demostraciodn:
(x,y)e(RNnS)Y(RNS) =
(F2)((x,z)e(RNS)A(z,y)e(RNS)) >
32)({x,z)eR A(x,2)eSA(z,y)eRA(z,y)eS>
B2)(((x,z2)eR A(z,y)eR)A((x,2)eSA(z,y)eS >
(x,yYeRa(x,y)eS=>(x,y)eRnS. O

Ejemplo 27. No es cierto que si R y S son conexas
entonces R m S es conexa, ya que:
si R={(1,2),(1,1)(21)}y
S={(2,1),(1,1)(1,2),(2,2)} sonconexas en
A= {1,2} entonces RnS={(1,1)} noes conexa,
porque, (2,1 ) e (Ax A)\ Ay, pero
(2,1)e(RNAS)YU(RAS)' .

Proposicion 84. R y S son reflexivas = R U S es
reflexiva.
Demostracion:

P.D. Aprusyc RUS.
(x,x)eApr(rusy > xeF(RUS)
=>xe(FRUFS)
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=>xe FRvxe FS
= (x,x)eR v (x,x)e S
= (x,x)e(RUS). G

Proposicién 85. R y S son imreflexivas = R w S ¢s
irreflexiva.
Demostracion :
P.D. RUS < (AxA)\ Ay, es decir,
P.D.xeRUS=xe(AxA)\ A, .
xeRuUS=xeR vxe§
= xe(AxA)\ Ay vxe(AxA)\ Ay
= xe((AxA)\V Ay U (AxA)\ Ay)
=> xe (AxA)\Axy. O

Proposicién 86.R y S son conexas = R U S es conexa.
Demostracion :
P.D. RUS esconexa: Por reduccién al absurdo.
Supongamos que R y S son conexas en A peroRU S noes
conexa.
Como R S noes conexa existe por lo menos una pareja
x#y elementos de A tales que
(x,y)e(RUS) A(y,x)2(RUS)
lo cual significa que
(xny)eR A (y.x)eS
lo cual contradice a:
(x,y)eR v (y,x)eR (porque R es conexa )
Yy{(x,y)eS v (yx)es (porque S es conexa)
porlotanto, RUS esconexa. [J

Ejemplo 28. No es cierto que:
R y S son asimétricas = RS es asimétrica, ya que:
st R={(1,2)} y S={(2,1) } son asimétricas en



40
A={1,2} entoncesRUS = {(1,2),(2,1)} noes
asimétrica, porque
(1,2) eRuS y (2,1) eRuUS.

Ejemplo 29. No se cumple quesi R y S son
antisimétricas entonces R U S es antisimétrica, ya que:
st R={(3,1),(3,3)} y S={(1,3)} son antisimétricas
en A={1,2,3} entonces RuUS={(1,3),(3,]1 ),(3,3)}
no es una relacion antisimétrica porque
(1,3) eRUS y (3,1) eRUS.

Ejemplo 30. La proposicion:
si R 'y S son transitivas entonces R U S no es transitiva
1o es cierta, ya que:
si R={(1,1)} y S={(2,2)} son transitivas en
A={1,2}entonces RUS ={(1,1),(2,2)}noes
transitiva .

Proposicién 87. R y S son irreflexivas = R\ S es

irreflexiva.
Demostracion:
P.D. R\S ¢ (AxA)\ A4, es decir,
P.D.xceR\S=xe(AxA)\ A, .
xeR\S=>xeR Axe8

=xeR

=>xe(AxA)\ Ay, O

Proposicién 88. R y S son simétricas = R\ S es
simétrica.
Demostracion:
P.D. (x,y)e R\S= (3, x)eR\S.
(x,y)eR\S=> (x,y)eRA(x,y)e$§
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=(yx)eR A (yx)eS (porqueRyS sonsimétricas)
=(y»x)eR\S. O

Proposicion 89. R y S son asimétricas = R\ S es
asimeétrica.
Demostracion:
P.D. (x, ) e R\S=(y,x)gR\S.
(x,y)eR\S= (x,y)eR A (xy)eS
=(yx)eR ( porque R asimétrica )
=(yx)¢R\S. O

Proposicion 90. R y S son antisimétricas = R\ S es

antisimétrica.

Demostracion:

P.D. (R\S)n(R\S)' < A,,esdecir,

P.D.(x,y)e(R\S)Nn(R\S)Y'=(xy)eA,.

Supongamos : (1) R es antisimétrica, es decir, RAR 'c A ,,
(2) S es antisimétrica, es decir, SNS 'C A 4,

(x,¥)e(RAS)Nn(R\SY!

= (xy)e(R\S)A(x y)e(R\S)!

= (x,¥)e(R\S)A(x,y)eRI\S"

S>(xy)eRA(xy)eS A (x¥)eR A (xy)es!

= (x,¥)eR A(x,y)eR’

= (x,y)eRAR!

= (xy)eh, (por (1)). O

Ejemplo 31. No es cierto que:
Si R y S son reflexivas entonces R\S es reflexiva, ya que:
St R={(1,1),(1,2),(2,2)} y S={(1,1),(2,2)} son
reflexivasen A= { 1,2} entonces R\S={(1,2)}noes
reflexiva, porque
(LL1)eR\S y (2,2) ¢« R\S.
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Ejemplo 32. No se cumple que:
Si R y S son transitivas entonces R\'S es transitiva, ya que:
St R={(1,1)(,2),(2,1)} y S={(1,1)} son
transitivas en A= { 1,2 } entonces R\S={(1,2),(2,1)}
1o es transitiva, porque
(1,1)eR\S.

Ejemplo 33. No se cumple que:
Si R y S son conexas entonces R\S es conexa, ya que:
SIR={(1,2),(1,1),(2,1)} y S={(1,2),(2, 1)} son
conexasen A= {1,2 } entonces R\S={(1,1),(2,2)} no
€s conexa en A, porque
(1,2)eR\S y (2,1)¢R\S.

Proposicion 91. Si R y S son reflexivas entonces
R/ S es reflexiva.
Demostracion:
PD.AAs € R/S, es decir,
PD. (x, x)eA, = (x, x)eR/S.
xeA= (x,x)eR ( porque R es reflexiva )
xeA= (x,x)e8§ ( porque S es reflexiva )
por lo tanto, ( x, x) e R/ S ( por la definicién 8). O

Ejemplo 34. No es cierto que:
Si R y S son irmeflexivas entonces R/S es irreflexiva, ya
que:
SIR={(1,2%,(3, D}y $S={(2,1),(1,3)} son
irreflexivas en A={1,2,3} entonces
R/S ={(1,1),(3,3)} noes imeflexiva, porque
le A,(1,1)eR/S.

Ejemplo 35. Es falso que:
St Ry S son simétricas entonces R/ S es simétrica, ya que:
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St R={(1,1),(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}y
$={(3,2),(2,3)} son simétricas en A={1,2,3,4}
entonces R/S={(1,3),(3,2),(4,2)} no essimétrica,
puesto que.
leA,3e€eA (1,3)eR/Sy (3,1)eR/S.

Ejemplo 36. No se cumple que:
Si Ry S son asimétricas entonces R/ S es asimétrica, ya
que:
SiR={(3,1)%(2,1)}y S={(1,2)} son asimétricas en
A=1{1,2 3} entonces
R/S8={(2,2),(3,2)}, no es asimétrica, porque
(2,2)eR/Sy(2,2)e(R/S)".

Ejemplo 37. No se cumple que:
Si R y S son antisimétricas entonces R/ S e¢s antisimétrica,
ya que:
SiR={(1,3),(2,2)}y S={(2,1 ).(4,4),(3,2)} son
antisimétricas en A={1,2, 3,4} entonces
R/7S={(2,1),(1,2)}, noes antisimétrica, porque
(2,1)eR/Sy(1,2)e R/S .

Ejemplo 38. No se cumple que:
Si R y S son transitivas entonces R /S es transitiva, ya que:
SiR={(2,2)}y S={(2,1),(1,1),(1,2)} son
transitivas en A= { 1,2, } entonces
R/S={(2,1)}, no es transitiva, porque
(1,1)eR/Sy(1,2)e R/S .

Ejemplo 39. No se cumple que:
Si R y S son conexas entonces R/S es conexa, ya que:



Si R={(2,2),(2,1)}y $S={(1,2),(2,2)} son
conexas en A={1,2 }entonces R/S={(2,2)}, noes
congxa, puesto que:

(2,1)e(AxA)\A, pero (2,1)eR/S U(R/S)!.

2.3 Clases de relaciones de orden.

Definicién 22, R es casi-orden de A si R es reflexiva y
transitivaen A o equivalentemente, A, c R y R-:R c R.

Definicién 23. R es un orden parcial de A si
R es reflexiva, antisimétrica y transitivaen A o
equivalentemente, A, € R,RNR'c Ay y R:R c R.

Definicién 24, R es un orden simple de A (también es
llamado orden total o lineal o cadena ) si
R es antisimétrica, transitiva y fuertemente conexoen A o
equivalentemente, RN R < A, y ReRc R y
(AxA) ¢ RUR™

Definicion 25. R es un orden parcial estricto de A si
R es asimétrica y transitivaen A o equivalentemente,
RNAR'=@ y R-R c R,

Definicién 26. R es un orden simple estricto de A si
R es asimétrica, transitiva y conexa en A 0 equivalentemente,
RNAR'=F y R-RcRy ((AxA)\Ay) € RUR™ .

Definicién 27,
R es casi-orden si R es casi - ordenen F R.
R es orden parcial si R es orden parcialen F R .
R es orden simple si R es orden simpleen F R.
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R es orden parcial estricto si R es orden parcial estrictoen F R

R es orden simple estricto si R es orden simple estricto en F R.

Observacién 7. R es un orden simple = R es un orden
parcial = R es un casi orden.

Proposicién 92. R es un orden parcial = R es un orden
parcial.
Demostracion:
R es antisimétrica = R es antisimétrica
R es transitiva = R'1 es transitiva
R es reﬂexiva = R es reflexiva.
Como R! es antisimétrica, transitivo y reflexiva se tiene que
R es un orden parcial. O

Proposicién 93. R es un orden simple = R™! es un orden
simple.
Demostracion:
R es antisimétrica = R es antisimétrica
R es transitiva = R es transitiva
R es fuertemente conexa = Rl es fuertemente conexa
Como R es antisimétrica, transitivo y fuertemente conexa
se tiene que
R esun orden simple. O

Observacion 8. Ry S son casi- orden = R S es un
casi - orden .

Observacion 9. Ry S son orden parcial = R ™ S es un
orden parcial.



Observacién 10. R y S son orden parcial estricto =
R S es un orden parcial estricto.

Observacién 11. Un orden parcial estricto no es un
orden parcial .

Proposicién 94.R esunorden parcial =

R\ A g es un orden parcial estricto.
Demostracion:

P.D. R\ AFry esasimétrica, es decir,

P.D. (R\Aer) n (R\ARR)!' = @.

Supongamos que:

(RVArR) n (R\AgrR)! # @.

Sea(a,b) e (R\Arr) N (R\Apr ) &

(a,b)e R\Agr A (a,b)e(R\Afr)' o

(a,b)e RA(a,b) ¢ Apr A(a,b)e R A

(a,b) € Apr = (a,b)e RAR'"A(a,b) ¢ Afgp,
lo cual contradice a la hipétesis

RNR'cApg S(RVARR) N (RVARR) = @
. RVAg R es asimétrica.

P.D. R\ Afy esto es transitiva, es decir,

P.D. (RVAgRr) « (RVAER) € R\Agg.

(a,6)e (R\Apg) - (R\Afr) &

(3z) ((a,z)e(RVAFR) A (2,b)e(R\Afyr))
(3z)((a,z)eR A(a,z)eArr A

(z,b)eR A(z,b)g Apr) =

(3z)(((a.z)eR A(z,b)eR) A ((a,z)eArg A
(z,6)g Agr)) =
(a,b)eRoRA(a,b)EApR/AFR:
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(a,b)eR A (a,b)eArgr/ Arr { porque R es
transitiva )
=(a,b)eR A (a,b)g Apy ( por la Proposicion 52 )
=(a,b)e (R\AfFr) =
R\Ag R estransitiva. 0

Definicién 28. x es un elemento R - minimo de A si
xeAyVyeA setieneque yRx = y = x.

Ejemplo 40. Si R:= ¢, y A= {{1},{2,4},{0},{1,0}}
entonces {1} es un elemento < minimo de A.

Ejemplo41.5i R:= <,y A={0,1,2, 3, 4,... }entonces
0 es un elemento < minimo de A.

Ejemplo 42, Si R:=>, y A= {...-3,-2,-1,0}
entonces no hay un elemento > minimo de A.

Observacién 12. Siningun elemento x de A se
relaciona con ningun elemento y de A entonces todo
elemento de A es un elemento R - minimo .

Definicion 29. x es un elemento R - primero de A si
x €Ay para x#£ye A se tiene que xRy.

Ejemplod3. Si R:=<, y A= {1,2,3,4,5}
entonces | es un elemento < primero de A .

Ejemplo44. Si R:= 2>, y A = {3,2,1} entonces 3
es un ¢lemento > primero de A .
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2.4 Buenos ordenes en un conjunto A .

Definicién 30. La relacién R es un buen orden en un
conjunto A si R esconexa en Ay VBc Ay B=Q se
tiene que B tiene un elemento R - minimo .

Ejemplo4S. Si R:=<,y A ={1,2,3,....)
entonces < ¢s un buen orden en A.

Proposicién 95. Si R es un buen ordenen A entonces R
es asimétrica y transitivaen A.
Demostracién: '
P.D. R es asimétrica: Por reduccion al absurdo. Supengamos
que R esunbuenordenen A pero no es asimétrica .
Como R no es asimétrica existe por lo menos una pareja x # ¥y
de elementos de A talesque xRy A yRx.
Considérese B={x,y }, entonces BC A y B#@ y comoR
es un buen orden en A, entonces, de acuerdo a la Definicién 30
B debe tener un elemento R- minimo.
1 ) supongamos que x es elemento R- minimo, entonces

YRx = y=2x locual es una contradiccion,
2) Analogamente y no es minimo en { x, y }.
Por lo tanto, R es asimétrica .

P.D. R es transitiva. Por reduccion al absurdo. Supongamos
que para x,y,ze€ A setieneque xRy A yRz y que
~(xRz).
Notar que x#y.
Si x= z,entonces xRy A yRx que contradice el punto
anterior .
Por otro lado como R esun buen orden en A, de acuerdo ala
Definicidn 30, R es conexa, es decir, ¥ x,y € A se tiene que
xRy v yRux.



49

Por conexidad para x,z setiene que xRz v zR x pero
como ~ (x R z ) entonces se cumple que z R x, pero entonces,
el subconjunto B={x,y,z} de A no tiene un elemento
R- minimo :

1) x no es R -minimo, pues zR x.

2) y noes R - minimo, pues xR y.

3) z no es R - minimo, pues yRz.
De esta manera no existe un R - minimo de B y esto contradice
la suposicion de que R ¢s un buen orden en A.
Por lo tanto R es transitiva. (

Proposicién 96. R es un buen ordenen A siysolosi R
es asimétricay conexaen Ay V @ # B ¢ A setiene que B
tiene un elemento R - primero .
Demostracién:
=») a) P.D. B tiene un elemento R - primero.
R s un buen orden en A, porla Definicién 30, implica que
V & #Bc A setiene que B tiene un elemento R - minimo.
Considérese x elemento R - minimo de A, entonces, por la
Definicion 28 x e AA Vy € A setiene que yRx= y=x
Si x#y,entonces xRy 0 yRx.Porlo anterior, xR y.
Por lo tanto B tiene un elemento R — primero .

b) P.D. R es asimétrica y conexaen A .
Como R es un buen orden en A, por la Definicion 30, R es
conexa.
Como R es un buen orden en A, por la Proposicion 91, R es
asimétrica .
<=) P.D. R es un buen orden en A, es decir, P.D. R es conexa
enAy VBc Ay B=J setiene que B tiene un elemento
R - minimo.
V & #Bg A setiene que B tiene un clemento R - primero .
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xeB.Para x2 y € B se xRy, como R es asimétrica se
tiene que ~(yRx), porlotanto yRx =>x=y.

Por lo tanto, B tiene un elemento R - minimo, por lo tanto, R es
un buen ordenen A. (O

Proposicion 97. R esunbuenordenen A y A2Q =
A tiene un elemento tnico R - primero .
Demostracion:
Si x,y fueran dos elementos R - primeros con x# y,
entonces
xR -primero = xRy
yR-primero = yRx
( se contradice que un buen orden es asimétrico ). O

Proposicién 98. R esunbuenordenen Ay B c A=
R esun buen orden en B.
Demostraciédn:
R es asimétricaen A = R es asimétrica en B ( porque
BcA).
R es conexaen B, porque 1o esen A .
Todo & # C < B tiene un elemento R - primero. 0O

Definicion 31. Sea S unarelaciénen Z° y sea S* una
relacion en Z" , por definicion,
nS*me -n8S -m

Proposicion 99.
S esunbuenordenen Z° <> S* esun buen ordenen Z' .
Demostracién :
=) P. D. S* esun buen ordenen Z*.
Conexidad:
Sea k#/eZ" , entonces -k, -l e Z
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S-kS -l 6 -lS-k=>kS*¥] 6 1S8*k
. S esconexa.
Sea @ # A c Z", entonces & #-AcZ
Sea m el primer elemento de — A, entonces
-m S (-a) Vae A
-m S*a YVae A
- - mes el primer elemento de - A
<=)P.D. S esunbuenorden en Z .
Conexidad:
Sean k+/e Z ,entonces -k -leZ"
Sk S*¥L 6.1 S* -k =>kS1061Sk
.. §* esconexa.
Ahora,sea @ #-A ¢ Z entonces A c Z©
Sea m el primer elemento de A, entonces m S* a Vae A
n-mS(-a) Vae A
. -m es el primer elemento de -A . (]

Ejemplo 46. R : =< no es un buen orden en Z" , porque
1&g % B={ ..,-15,-14,-13,-12} < Z tal que
B no tiene < primer elemento .
L<=15< - 14<-13<-12.

Ejemplo 47. R:=> noesunbuenordenen Z* , porque
3@ = B= { 30,40,50,60,..} < Z* tal que
B notiene > primer elemento .
..> 60 > 50> 40>30 .

Ejemplo 48. R:= > esunbuen ordenen Z ', porque
a) R:= > es conexa, ya que
VxzyeZ ,x<y o y<x
~xRy o yRx.
b)Sea @ #-A < Z
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Como R esconexa en Z° y A ¢ Z entonces
Resconexa en A, es decir,V rizrje A
secumple quer;R r; o ;R r;.
i) Supongamos que r;€ A es el elemento minimo de A,
entonces (rj, ri )¢ R Vrje A, pero por la conexidad
de R,sccumple que r;R r; Vr;e A
. r; esel pnimer elemento de A .
i1) Supongamos que rje A es el elemento minimo de A,
entonces (r;, rj )¢ R Vr,e A, pero por la conexidad
de R,secumple que rjR r; Vr;e A
s rj esel primerelemento de A .

Ejemplo 49.R : =< ordenabiena Z',yaque > ordena
bien a Z' <> < ordena bien a Z* .

Ejemplo 50. R:=< noordena biena Z , porque
102 A={.,-20,-19}c Z tal que
A notiene < primer elemento, es decir, ... <-20< -19.

Ejemplo 51. R:=< noordena biena Q", porque
1T+ A={12"|neZ”} tal que
A notiene < primer elemento, es decir,
L2t <12t <an .

EjemploS2. x Rjy o x <y + 2
no ordena bien a Z, porque R, no es asimétrica, es decir,
3 1#2 ¢ Z ,entonces 1<2+2 - ] R;2
pero 2<1+2 - 2R,1.

Ejemplo53. x Ry & x <y -2
no ordena bien a Z', porque R, noesconexa enZ ™, ya
que, 3 1#2 e Rytalque (1,2)eR; y (2,1)e¢ R;.
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Ejemplo54.xR;y & |x|<ly| v ( fx|=|y| A X<Y)
ordena biena Z°, porque
xRy < v(|x|"|y|/\x<y)
S x<-y
x>y
~R3:= > ordenabiena Z .

Ejemplo 55. xR;™!

|yl<|xf v ( |y|—|x| A Yy<x)
no ordena biena Z* rorque

xRy y<=>|y|<|x vilyl=lxl A 3y <x)
Sy<x vi{y=x aAny<x)
oy<x
x>y

~Ry':=> no ordenabiena Z'.

Ejemplo 56.xR;y < lx|<|y| v ( |xl=|y' AX<Yy)
no ordena biena Z , porque R; no es conexa ya que,
-1 €Z, :
(1,-1) ¢ Rj pues 1] < |-1]
(-1,1) ¢ R; pues |-1] < |1].

Ejemplo 57.
Sea xRy y & x| > 1yl v (xl=ly] A x> y)
Ry! ordenabiena Z , ya que:
xRy y o x>y
S y<x
~JRyi=<en Z
SRyli=>en 7

.= > ordenabiena 7.
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Ejemplo 58.
Sea xRy y & lx’ > |y| v ( |x|—]y| AX>Y)
ordena biena Z , porque:
a) R4 es conexa:
e Z = (|x|=yl x=y) o |lxl= Iyl
r |¢Iyl entonces |xl>fy = xRy ¢
lx|> [yl = yRy x
Si 0 # x = -y entonces x>0 entonces xRy y 6
x< 0 entonces yRy x
~xRyy 6 vy Ryax
Ahora U2 A ¢ Z
~Sea @# |Al={lal | acA} cZ U0}
Sea m €l < primer elemento de | A} .
(< esbuenorden enZ* U {0})
m = |x| con x € A
entonces yRy z Vz € A tal que |z| >m.
Si(x,w) ¢ R, conw ¢ A entonces |x|< |w[
como Ix < l |, entonces
|x|= IWI,weEA
entonces w <x yasi w es el primer elemento de A
respecto a Ry.
. R4 ordenabiena Z. O v

2.5 R -sucesor, R - seccion y R - segmento.

Definicién 32. y esun R - sucesor inmediato de x si
xRy a(Vz)(xRz=>z=yvyRz).

Definicién 33. x es unelemento R - mayor de A si
xeA A (Vy)(yeAArx#y=9pyRux).
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Proposiciéon 100 x esun clemento R - mayorde A <
x es un elemento R menor de A.
Demostracion:
x €s un elemento R - mayor elemento de A <
xeA A(Vy)(yeAAax#y =>yRx)
oxeA A (Vy)(yeAaxzy=>xR'y)
< x es un elemento R menor de A. O

Definicién 34. B es una R-secciénde A si
DBc A
i) An(R')Y"B cB®,

Ejemplo 59.Sean A={1,2,3,4}, B;={1,2}
B, =, By ={2,3}
Rl =<
Ry:=>
(1) Vemos que B, es una < seccion de A, ya que:
1) BICA, esdecir, { 1,2} c {1,2,3,4}.
W ANRS ’”Bl < B,, porque :
Rl—{(1 2)(1,3)(1,4),(2,3),(2,4 ,(3, )}
Ry! ‘{(21)(31)(41),( 3,2),(4,2), (4,3)}
=R R,! ={1,2,3}>
Bix R R'={(1,1)(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),
(2,3)}
.-.(R."IBI)=(BI><RRf‘)={(2,1)}
~( Ry ')”Bl R(B xR R™M={1}
~AN(RYY B, = {1} < Bi={1,2}.

® Recuérdese que la imagen del conjunto A bajo la relacién de R ( en
simbolos: R”A) se define como:

R’A=R(R|A)=R(RA(AxRR)={y | (3x)(xRy A xecA))
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(2) Vemos que B, = & esuna < seccién de A, ya que:
1) S c A

i)AN(R™) @ < B,, yaque,

(R'Y @=R(R'|¢)=R(©)=0
SAN(RY =0

~AN(R™YY @ ¢ B,.

(3) Vemos que B; = { 2,3 } no esuna < seccion de A, ya que,
An( R B; ¢ Bs, porque:
BsxRRT={2,3}x{1,2,3}=
={(2,1)(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
SR7IBs =R A(Byx R R\ =((2,1),(3,1))
(R Bs = R(R'A(Bsx R R™)) = {1}
~1eR(R™MA(B;x R R™)) pero 1¢B; = {2,3}.

(4) Vemos que B; = { 2,3 } noes una < seccién de A, ya que,
4>3 y 4g{2.3)

Ejemplo 60. Sean
N = conjunto de enteros positivos =Z"
S={x [x eN A x<10%}
R;j: =<
Rz ==
xRy & x<y+l.

(1) Vemos que S noesuna < seccionde N, porque
x<§<10® = x <10,

(2) Vemos que S esuna > seccionde N, porque
10" > 10°
10" ¢S, 10° € S.
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(3) Vemos que S siesuna R; seccién de N, porque
conxgS, yeS y y+leS se tienec que
xRy e x<y+1 o 10°< x <y +1<10°, esuna
contradiccion .

(4)Sean N* = {1,2,3, ..}y N = {0,1,2,...}.

Vemos que {1} esuna R; seccion de N*, porque:

xeN¥* xR:;l © x<1+1 & x<2 & x<|
Sx=1.

Definicién 35. El R - segmento de A generado por x
( en simbolos : S ( A, R, x } ) se define como :
S(ARx)={y|yeA ryRx}

Nota : El conjunto S ( A, R, x ) es el conjunto de los
R - predecesores de x, ya que son también elementos de A .

Proposicion 101. x € A y Res transitivaen A =
S(A,R,x)esuna R - seccidon de A .
Demostracion:
Supongamos que y € S (A, R, x).
P.D. Los R - predecesores de y que son elementos de A son
también elementos de S (A, R, x).
Sea z un R - predecesor de y, es decir,

ze(An(R'Y {y}),

de donde

(1) zRy

yaque ye S(A,R, x),tenemos que
(2) ¥Rx,

y asi porla hipotesis de transitividad se sigue de (1) y (2)
que
zRx
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de lo cual concluimos que ze S(A,R x). N

2.6 Reticula relativa a una relacién R.

Definicion 36. x es una R - cota inferior de A si
Vy € A, xRy.

Definicién 37. x es un R - infimo de A si
i)xesunaR - cota inferiorde A y
i) Vy R-cotainferiorde A, yRx.

Ejemplo61.Si A={1,2,3} y (R:= < )entonces
A no tiene una < cota inferior en A, porque
ntn Yn=12,3
- Ano tiene < infimo.

Ejemplo 62.Si Z'={1,2,3,..} y (R:= >)entonces
Z" no tiene > cota inferior, porque
n % n VnelZ.
~. A notiene > infimo.

Ejemplo 63.Si Z°= {1,2,3,..} y (R:= <)entonces
Z" notiene < cota inferior en Z*, porque
n<n VanelZ,
S Anotiene < infimo.

Ejemplo64.Si A={1,2,3} y (xRy ¢ x<y+2)
entonces, :
a) 1 esuna R - cota inferior de A, porque
IRI, 1R2, 1R3.
b) 2 esuna R - cota inferior de A, porque
2R1,2R2, 2R3.
c) 3noesuna R -cota inferior de A, porque
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3;(1, yaque 3§1+2.
. 1y2sonR - cotas inferiores de A.
como 1<2 y 2<1, setieneque 1 y2 son R - infimos de A .

Ejemplo 65.51 A={1,2,3} y R:= xdividea y, es
decir, R={(1,1),(1,2),(1,3) } entonces 1 es una R - cota
inferior de A, porque

IR1, 1IR2, 1R3.

Ejemplo66.Si A={1,2,3} y (xRy @x*'<y+4),
esdecir, R={(1,1),(2,2),(1,2),(1,3), (2,3),(2,1)}
entonces
a) 1esR - cotainferior de A, porque 1R1, 1IR2 y 1R 3,
b) 2 es R - cota inferior de A, porque 2R 1, 2R2 y 2R 3,
. Atiene dos R - cotas inferiores que son: 1y 2, pero como
I1R2 y 2R, entonces 1y2 son R - infimos de A.

Definicién 38. y es una R - cota superior de A si
VxeA xRy

Definicién 39. y es unR - supremo de A si
1) y es una R - cota superior de A, y
11) Vx R- cota superior, xR y .

Ejemplo 67. Si A={1,2,3,4} v (R:= <)entonces
Anotiencuna < cota superior en A, porque
141 y n$n-1 (n>1)
- A notiene < supremo .

Ejemplo 68. SiZ"'={1,2, ...} y(R:=>)entonces A
no tiene > cota superior, porque
1+l y n-1%+n (n>1)
- Z" notiene > supremo .
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Ejemplo 69. Si Z7={..,-2,-1} y (R:=<)entonces
Z notiene < cota superior, porque
-1¢-1y n+l$n (n<-1)
~ Z notiene < supremo .

Ejemplo70.SiA={1,2,3,4} y (xRy & x<7-y)
esdecir, R= {(1,1)(1,2),(1,3),(1,4),(3,1),(3,2),
(3,3)(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(4,1),(4,2)}
sea B = {1,2} entonces
Cotas superiores para B: {2,3,4}

(4,3)2 R .. 4 noessupremo
(3,4)¢ R .. 3 noes supremo.
= 2 esel supremo de B.

Ejemplo71.81 Z7={..,-2,-1}c Z, Z con la
relacién (R := <) entonces el conjunto de cotas superiores
para Z en Z,son { 0,1,2,3,...} y 0 eslamenorcota
superior .

Supremode Z- en Z = 0.

Ejemplo72. Si Z' ={..,-2,-1} y (R:= < ).
Como -14-1y n+1<4 n para (n < -1) entonces Z~ no
tiene cota superior en Z° .

Ejemplo73. Si A={1,2,3} y (R:= < )entonces 3
es laanica < cota superior de A en A, ya que:
1<3,2<3y 3<3.
-3 es el £ supremo de A.

Ejemplo74.51 A={-1,-2,-3}y (xRy @ x<y)
entonces



-1 esuna R -cota superior de A, ya que
3 R-1y-2R-1,
-2 es una R - cota superior de A, ya que
-1R-2 vy -3R-2,
-3 es una R - cota superior de A, ya que
-1R-3 vy -2R-3.
~o-1,-2 y -3 son R -cotas superiores de A en A.
Todos son un elemento menor en ¢l conjunto de cotas
superiores .
.. Todos son supremos .

Observacién 13.
a) Supremo de B con una relacion R = infimo de B con una
relacion R™'.
b) Infimo de B con una relacion R = supremo de B con una
relacién R™.

Definiciébn 40. A es unareticula respecto a R si
1) R esunorden parcialde A y

61

1) Vx,ye A, {x,y}tieneunR - supremo y un R - infimo en

A.

Ejemplo75. Si A={1,2,3} y
R={(1L1)(2,2)(3,3)(1,2),(2,3),(1L3)}
entonces, A esuna reticula respecto a R, ya que :

1) R esunorden parcial, porque
R es reflexiva, ya que
AA={(1>1)9(2=2):(3:3)} o R
R es transitiva, ya que
R-R={(1,1),(1,2),(1,3)%(2,2),(2,3),(3,3)} <R
R es antisimétrica, porque:
R={(1,1),(2,2),(3,3)(1,2),(2,3),(1,3)}
RY={(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(3,2),(3,1)} vy
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RAR'={(1,1),(2,2),(3,3)} c As.
ii) También se cumple que:
Vx,yeA, {x,y}tieneunR - supremo y un R - infimo en A.
Notequesi {a,b}, < {1,2,3},setiecneque a<bh 6
b < a, entonces
sup {a,b}=may {a,b},
inf {a,b}=men {a, b},
ejemplo; sup {1,3}=3

inf {1,3}=1.

Ejemplo 76. Construir un R - orden parcial de un
conjunto A con tres elementos tal que A no genera una
reticula respecto a R.

Solucién.
A={1,2,3},
R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,3)}, es orden parcial,
porque:

R es reflexiva, ya que -
Ap={(1,1)(2,2),(3,3)} cR

R es transitiva, ya que
R-R={(1,1),(1,3),(2,2),(3,3)}cR

R es antisimétrica, porque:
R={1(11),(2,2)(3,3),(13)}
RU={(1,1),(2,2),(3,3),(3,1)} vy
RAR'={(1,1),(2,2)(33)} c A
Como { 1,2} no tiene R - cota inferior .. { 1,2 } no ticne
R -infimo en A.

Proposicién 102. Si A esuna reticula respectoaR
entonces A es una reticula respecto aR™! .
Demostracion:
Como R es un orden parcial entonces R es un orden parcial,
' ( por la proposicién 92 ).
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Por la Observacion 13, sabemos que
supremo de A con unarelacion R = infimode A con una
relacion R'. ' :
infimo de A con unarelacion R = supremo de A con una
relacion R
. A esunareticula respectoaR™? . O

Proposicién 103. Si R es un orden simple de A
entonces A ¢s una reticula respectoaR .
Demostracion:
Como R es un orden simple entonces R es antisimétrica,
 transitiva, reflexiva y conexa,
. R esunorden parcial de A .
Veamos ahoraque ( A, R) esunareticula.
P.D.
Vx,ye A, {x,y)tieneunR - supremo y unR - infimo en A.
Por conexidad, para x, y se tiene que:
xRy 6 y R x.
S1 x R y, entonces xes R -cotainferioren A,
si z esotra R - cota inferior de { x,y } — A entonces zR x
y zR x.Como x eslamayor de las cotas inferiores entonces
x es ¢l R-infimo de { x, y }. De la misma manera y es el
R -supremo de {x,y}.0

Ejemplo 77. De un conjunto de tres elementos se pueden
construir 3! = 6 reticulas diferentes, es decir, en una reticula
de tres elementos cualesquiera dos elementos son comparables .

3 2 3 I 2 1
2 3 1 3 1 2

1 1 2 2 3 3



PARTE 111

Relaciones de equivalencia.

Definicién 41. R es una relacion de equivalencia si R es
una relacion y R es reflexiva, simétrica y transitiva o

equivalentemente si App ¢ R,R=R'y R/RcR.

Definicién 42. R es una relacion de equivalenciaen A si R
es una relacion de equivalencia y A= FR.

Proposicién 104. R es una relacion de equivalencia <
R/R'=Ry DR= A

Demostracion:
=)P.D.R/R'cR.

R/RgR ( porque R es transitiva )
Por otro lado,

R=R"! ( porque R simétrica )
por lo tanto,
R/R'cR.

P.D.RcR/R"’

Apr c R ( porque R es reflexiva )
y R/RcR/R
por lo tanto,

R/ Agr cR/R
por otro lado,
(a,byeR=>(a,b)eR y (b,b)e Arr
=>(a,b)e R/ Agg.
Por lo tanto,
R/R'=R.
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<) P.D. R es una relacién de equivalencia

Demostracion:

R/R'=R ( por hipétesis )

(R/R'y!=R"
R/R'=R"

- R=R"

. R es simétrica.

R/R =R/R

R/R = R/R’ ( porque R es simétrica )
R/R =R (porque R/R'=R)

*. R es transitiva.
R/R'=R y DR=A (por hipétesis)

D A AT A

~"DR=A=DA, vy

R = R ( porque R es simétrica )
=DR=DR' O

Proposicion 105. R es un casi orden = R ~ R es una
relacion de equivalencia.
Demostracion:
R es un casi orden = R es reflexiva y transitiva
= R es reflexiva y transitiva
=RnNR"es rcﬂcxiva y transitiva .
Queda por demostrar que R m R es simétrica , es decir,
P.D. (RAR") ¢ (Rr\R y'.
Demostracmn
(RNAR") ¢ (RARY)
(RAR"YY ¢ (R'AR)
(RAR"YY ¢ (R'ARYL
Por lo tanto, .
R ~ R es una relacion de equivalencia .
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Definicién 43. Si R es una relacién de equivalencia

entonces la clase de equivalencia de x en R (en simbolos: R [x] )
se define como:

R[x]={y | xRy} 6

RIx]=R"{x}.

Ejemplo 78.
St R={(1,2)(2,3),(1,1)}entonces R[1] ={1,2} y
R{Z]={3}.

Proposicion 106. x, y € F R y R es una relacion de
equivalencia=> (R[x] = R[ y] & xRy).
Demostraciédn;
=) Supongamos: (1) x, ye FR
(2) Resreflexiva
(3) R es transitiva
(4) R essimétrica.
(5)R[x]=R[y]
y€R[y)=R[x] = yeR[x] (por (5))
= xRy
<) Supongamos: (1) x, ye FR
(2) Resreflexiva
(3 ) Res transitiva
(4) R essimétrica
(5) xRy
P.D. R{y] c R[x]
zeR[y]= yR:z

S~ yRz A xRy (por (5))
= xRz (por (3))
=zeR[x]

~RIy]<cR[x].

Intercambiando x vy y tenemos R[x] ¢ R[y]
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~Rix]=R[y]. O

Proposicién 107. R es una relacién de equivalencia =

R{x]=R[y] vR[x]nR[y]=2. .

Demostracion:

Supongamos que: R es una relacion de equivalencia y

R[x] # R[y] AR[x] nR[y] # &.

Por la Proposicién 106, tenemos que :

R es una relacion de equivalencia= (R[x] = R[y] <

xRy)
~ R{x] =R[y]contradiceR[x] # R[y]. O
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PARTE 1V

Particiones.

Definicién 44, [] es una particion de un conjunto A si
a)(VB)(VC)(Bel[lACell AB2C=BnNC =09)
b)(VB)(Bell = B #@)
¢) A= UT].

Ejemplo 79.Si A={ 1} entonces I1={ A } esuna
particion de A.

Ejemplo 80. Si A= { 1,2, 3 } entonces
IT= {{1},{2} }no es una particion de A, porque
{1} U {2}=A.

Ejemplo 81. SiA={a, b,c }entoncesIT;={ A},

H?_:{ {a},{b},{c}}, H3={ {a,b},{c}},
Iy={{a}, { b, c} } sontodas las particiones que ticne A.

Definicién 45, I, y IT, son particiones de A =
( I'1y es mas fina que I'T, si
I y(VC)(Cell, >(3IB)(Bell, y CcB)).

Ejemplo 82. SiA={1 } entonces 1= { A } es latinica
particion de A y por lo tanto la mas fina.

Ejemplo83. SiB={1,2}, I ={{1},{2}}y
IT, = { B }son dos particiones de B entonces I1; es mas fina que
I
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Ejemplo84.Si C={a,b,c}, IT1={{a b}, {c}}y
IM;={{a} {b,c}} sondos particiones de C entonces II, no
es mas fina que I, ,porque { a, b }e I, no esta contenido en
ningun elemento de IT,.

Particion de A generada por R.

Definicién 46. Si R es una relacién de equivalencia en A
entonces la particion de A generada por R ( en simbolos:
IT(R)) se define como

N(RY={Bl(3x)(B=R[x] A BzD}.

Ejemplo 85.S1iA=1{1,2,3}y
R={(1,2)(2,1)(1,1)(2,2),(3,3)
de equivalencia en A entoncesIT (R )={ { 1
particion de A generada por R.

} es una relacién
.23, {3} }esla

Ejemplo 86.Si B={1}yR={(1,1)} eslatnica
relacion de equivalencia de B entonces IT(R)={ { 1 }3.

Ejemplo 87.Si C={a,b}y
R={(a,a) (b b) (a b) (b a)} esunarelacion de
equivalenciade C entonces TT(R) ={{1,2} }.

Proposicion 108. A= & — { A } es una particion de A.
Demostracion:
AANAz2zT A=A
b)A# &
OA=U{A}=A. O

Proposicion 109. R, y R; son dos relaciones de
equivalenciaen A =

ESTA TESIS NO OEBE
SALR DE LA BISLISTECA
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(Ry < R; < TI(Ry) esmas finaque TT1(Ry)).
Demostracién: : ‘
Supongamos que :
R; = Rz'l,por ser reflexiva,y R ¢ R,entoncesR, c R,
- entonces [1(R;) < TI1(R;)
pero I1(R;) & TT(R;), porlotanto, IT(R;) # TT(R,).
Por otro lado,
M(R) ={Bl(3x)(B=R/[x] A B=@}
M(R:) = {Cl(3y)(C=Ruilx] A C= D)
comoR; ¢ Ry =R, [x] < R; [x], por lo tanto, cualquier
elemento de I1( R;) esta contenido en algiin elemento de
Rz[x].
<=) Por hipétesis IT (R;) es mas finaque M1 (R;) =
IT(R;) #I1 (Ry) = 11 (Ri)z II(Ry) v II (Ry) &
IT(Ry) pero ademas, por hipétesis,
(VB)Y)(Bell(R))=(3ICXCell(R;)=BcC)))=>
I(R,)cTI(R,)
:>R1C Rz. 1

Relacién generada por una particion.

Definicién 47. Si R es una relacion de equivalencia en A
y ITes una particion de A entonces la relacion generada por I1
( en simbolos: R (I1) ) se define como:
R(ID ={(xy)|[(3B)(Bell AxeBayeB)}
0 equivalentemente:
(x,y)eR(II)si(3B)(Bell A xeBAayeB).

Ejemplo 88.SiB={1} y I1={B } entonces
R(IM)={(1L1)}.
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Ejemplo89.SiA={1,2} y I, ={{1},{2}}y
I1, = { A } entonces
R(IL) ={(1,1),(2,2)}
R(Iz) ={(1,1),(2,2),(1,2),(2,1)}.

Proposicion 110. IT es una particion de A = R (T ) es
una relacion de equivalencia.
Demostracion: Seax € A.
Como TITes una particion de A, existe B € I tal que x € B de
donde x R (I1) x, por lo tanto, R (I1) es reflexiva.
xR(IM)y © (3IB)(Bell AxeB AyeB)
= y R(Il)x
por lo tanto, R ( I'T ) es reflexiva.
Supongamos que:
a) x R(IT)y © (IB)(Bell AxeB A yeB)
= y R(IT) x
b) y R(IT) z = (IC)(Cell AyeC A ze(C)
= yR(I1) z
ComoyeCA yeB=>yeCnB proC "Bz @
por lo tanto, B = C, de donde z € B, por lo tanto,
xeB A zeB = xR(Il)z. 0O
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