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Introduccidn

El uso de las matem&ticas como
herramienta para modelar diferentes aspectos
de la economia se ha generalizado , puesto
que se hace el supuesto intrinseco de que su
utilizacidn hace méas "cientifico" el
anfligis. Sin embargo, al modelar una misma
situacidén, 1los resultados arrojados por
distintos modelos pueden ser diferentes,
puesto que se utilizan diferentes supuestos
simplificadores que hacen resaltar uno u otro
factor de los muchos que intervienen en una
realidad tan compleja como la econémica, la

cual involucra cuestiones sociales,
politicas, geograficas, culturales,
histéricas, etc. Esta tesis, mis que

justificar afirmaciones econfmicas, da una
breve muestra de la utilizacién de diferentes
técnicas para la modelacién de un mismo hecho
econdmico: el comercio internacional. En ella
se presentan dos modelos referentes al tema
completamente diferentes en metodologia vy
supuestos, que conducen a distintos
resultados. Con ello, se pretende poner de
relieve 1la importancia de analizar un
fendmeno econdmico bajo distintos puntos de
vista, que permitan vislumbrar todas las




posibles  consecuencias que una medida
econdmica puede desencadenar. Se busca
ademds, con estos modelos dar sugerencias
para los paises que se involucran en el
comercic internacional.

El primer modelo es de Akira Takayama, Yy
es una formalizacién matemitica de 1los
argumentos expuestos en su tiempo por David
Ricarde en favor del 1libre intercambio
comercial entre dos paises. Ademis del
andlisis de dicho modelo, la autora de la
presente tesis aporta una generalizacidn del
mismo. Este modelo es m&s bien de interés
pedagbégice, porque permite mostrar como se
pPueden emplear las técnicas de optimizacién
matemdtica en un problema econdmico para
retratar un instante en el tiempo. Por ser un
modelo de supuestos limitados, es poco
factible su aplicacién para entender el
intercambio entre paises demasiado diferentes
entre si.

El segundo modelo es de Amitava Krishna
Dutt, y es una modificacién de un modelo
propuesto por Krugman. Se analiza este modelo
con detalle y se analizan las conclusiones
obtenidas por Dutt. Ademis de ello, la autora
analiza dos equilibrios que no se mencionan
en el articulo original del sistema de




ecuaciones diferenciales propuesto por Dutt
para modelar el cambio en el capital de 1los
dos paises de la economia tebrica en la que
basa su estudio. Este modelo también contiene
supuestos bastante fuertes. Sin embargo,
capta una diferencia esencial entre paises,
que es el tipo de bien en que cuya produccién
tienen ventaja comparativa. Esto tiene
consecuencias en el nivel de capital que
mantienen los paises a lo largo del tiempo, y
muestra que bajo ciertas circunstancias el
comercio podria llevar a la descapitalizacién
del pais periferia.

Se presenta antes de cada modelo una
breve recopilacién de elementos de 1la
herramienta matemdtica que se necesgita para
comprenderlos, y que generalmente no se
estudian en la carrera de Actuario, por lo
cual se espera que &sta sea Gtil al lector.
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CAPITULO 1: VENTAJAS COMPARATIVAS Y
OPTIMIZACION MATEMATICA

A) Elementos previos de optimizacién
matemitica
En esta seccién se presentan algunos
conceptos y teoremas que se utilizaran a lo
largo del andlisis que se hace de la teoria
de las ventajas comparativas.

I) Definiciones

Puesto que generalmente se estudian
problemas de optimizacién que involucran una
funcién real es pertinente definir lo que ge
entiende por 6ptimo de un problema en el que
la funcién objetivo es una de tipo vectorial,
como la que apareceri en el anilisisg

Definiecién 1.1
Sean f,(x), f,(x), - fp(x), g(x),,
g>(x), ..., g,(x) funciones reales definidas
en un conjunto X ¢ R®. Se dice que x* € X
resuelve el problema (P):
(P) Maximizar: f(x) = if,x), ..., £ (x)]

sujeto a: gj(x) 20 ; j=1, 2 ., m;
8i y sélo si tienen lugar las siguientes
condiciones:

(1) gs(x*) 20 ; 31,2, ..., n; x* € X;

1




(ii) No existe x, tal que
fi(x,) 2 £,(x*) v i1=1, 2, ..., x;
f,({x,) > £,(x*) para alguna i ¢

{1, 2, ..., k};

gj(xo) z O ; j = 1' 2' s ey W, xo € x.

II) Teoremas

A continuacién se enuncian tres teoremas
que gerdn (tiles para caracterizar las
soluciones de algunos problemas que se
enunciaran mis adelante.

Teorema 1.1

Sean £, f, ..., fx, Gy, Gar ---, Gy
funciones reales coéncavas, definidas en un
conjunto convexo X en Rn, Supdngase que la
condicidn de Slater se cumple, es decir, que
existe x = (x;,%X5,...X,) € X tal que g, (x}>0
YV j. Con estas hipdtesis, si x* es solucidén
del problema (P), existen o € Rk, A* € R® con
a =z 0, y A* 2 0, tal que (x* A*) es un punto
gilla de ¢ (x,A) = a-f(x) + A-g(x); es decir:

(1) ¢ (x,a%) = ¢ (x*,A*) = ¢ (x*,A)

para toda x e X y A 2 0

Teorema 1,2
Sean f,, f,, ..., fy, G, Gz ..., @,




funciones reales coéncavas, definidas en un
conjunto convexo X en R°. Supongamos que
existen coeficientes o;, @, ..., a € R, con
a, > 0, 1+ = 1, ..., k; Yy un punto silla
(x*,2*) € X x O tal qué para toda x € X y
toda A € O

(@) ¢ (x,A°) = ¢ (x*,2%) = ¢ (x*,2)
donde :
¢ (%) = a-f(x) + A-g(x) ;

entonces

(i} x* es solucién del problema (P)
(ii) A*-g(x*) = 0

Teorema 1.3 (Goldman-Tucker)
Sean los problemas (P} y (D):

(P} Max p-x (D) Min w-r
X € Rn w € R"
sujeto a: sujeto a:
Ax Sr At'w2p
x20 w20

(x*,w*) es un par de soluciones para (P) Yy
(D) respectivamente, si y sélo si (x*,w*) es
un punto silla de

(a) ¢ (x) = p-x + w-(r-A-x},
egsto eg:




(1) ¢ (x,w*) s ¢ (x*,w*) = ¢ (x",w)
para toda x 2 0 y toda w 2 0.

Se enunciard ahora un lema que serd dtil
en el anédlisis.

Lema 1.1 (Neyman y Pearson)

n m
Sea f:R —— R, f(x) = Zx=1 vixh

donde ¥ €eRVi=l,...,m, y 31 tal que 11>0.
Sea o = {&),0,,...,05) € R®, > 0.
Sea B eR, B > 0.
r
Sea d = { x e R",x 20 | a'x = 8
9
¥g ¥y
Sea S = 15 € {1,...,m} — 2 —, Vi=1,...m.
as oy
.

Entonces el conjunto

(1} U = {xeﬂmlxi=0 8i 1¢S, ZIES ¥iXy = B}

es el conjunto solucién del siguiente
problema:

Maximizar f (x)
sujeto a: x € 4




(B) La teoria de las ventajas comparativas
En esta seccidn se hace el supuesto de
que sblo existen dos paises que producen e
intercambian dos bienes. Se efectuard un
andlisis para determinar cudl es el plan de
produccidén que cada pais debe seguir con el
fin de maximizar el vector de la produccidn
mundial y el valor de dicha produccién. Para
ello, primero se caracterizardn los planes
factibles en cada pais y los planes factibles
mundialmente. Se plantean a continuacién los
problemas de optimizacién enunciados, vy
después, haciendo uso de los teoremas, se

hallaran las soluciones de dichos problemas.

I) Planteamiento

Considérese un mundo con dos paises que
se denotardn como 1, 2; en el que se pueden
producir dos bienes: X, Y, utilizande un
insumo, por ejemplo, el trabajo. Sean 1.
l,, las cantidades de trabajo necesarias para
producir una unidad de X y de Y
regspectivamente, en el pais i (i = 1, 2)

Sea L, la cantidad total de .trabajo
disponible en el pais i.

Se supondréd que el trabajo no se
transfiere entre los paises y que los costos




de traneporte de X y de Y son despreciables.
Sean x;, y; las producciones de bien X,
Y de bien Y respectivamente en el pafs i.

De esta manera, las restricciones para

los recursos de 1los dos paises pueden
escribirse como:

layxy, + 1,y s L, (Pais 1)

leoXz + 1y, = L, (Pais 2)

La restriccién para cada pais se pueden
reescribir como:

X, ¥,
+ = ] (1)
a, b,
X, Y2
+ s 1 (2}
a, b,
donde:
Ly L,
a = . by =
lxi lyi
Los coeficientes -a,, b, se pueden

interpretar respectivamente como la cantidad
de produccién de bien X y de bien Y que se
podria obtener en el pais i si se dedicara
por completo a la produccién de dicho bien.
Con las restricciones dadas, es posible

identificar los planes

pueden ser llevados a cabo por cada pais.

de produccidén que




a,

Regidén factible pais 1

a;

Regién factible pais 2




Definicién 1.2
Llamaremos plan de produccién posible
para el pais i a una pareja ordenada (xa’y,),

tal que cumpla con la restriccidén asociada al
pais 1.

Hasta el momento se han dado elementos
para caracterizar los planes de produccién en
cada pais por separade. A continuacidn se
caracterizan los planes de  produccién
factibles mundialmente.

Definicién 1.3
Al conjunto:

= {(x,y)l(x.y) = (X, +(x;, %),

con (x,,y,) factible para i }

se le denominarid conjunto de planes de
produccidén mundialmente posibles.

En el anélisis subsecuente, se asume
ademas qgue:

lxl 1::2
= (3)
1 1.,

yi

A esta condicién se le conoce como la
condicién de Ricardo de la ventaja
comparativa, la cual, en términos de a,, b;:

7




b,

a, a,

Regién factible mundial




IT) Caracterizacién alternativa de la regidén
factible mundial

Para poder hacer uso de los teoremas que
se enunciaron en la seccién de elementos
previos de matemiticas, se hace necesario
reexpresar las condiciones que caracterizan
los planes de produccién mundialmente
factibles. La siguiente proposicién contiene
la caracterizacién gue se utilizars
posteriormente.

Proposicién 1,1

Suponiendo la condicién de Ricardo de 1a
ventaja comparativa, un plan de produccién
(x,¥) es mundialmente posible si y sblo si
satisface las siguientes restricciones:

X b

+ y = (5)
a, b, b,
b'q a

o T (6)

donde




a8 = a;+3; ; b = by+b,;

Demostracién:

(xlfYI)

Sea
( | y ln. X y <
U B G N X Wl
P.d.m=1"
Primera parte ( ] ¢ n’'):
Sea (x,y) e
P. d. (x,y) « m’
Por hipdtesis:
x,y) = (x,7%) + (x,,ys)), con
factible para i
» {Xy,y;) satisface la restriccidn (i)
Reescribiendo cada restriccién:
= 41
x1+——51—-—sai (1)
ayY2
X, + 5 =a, (2)
Sumando ambas restricciones:
Hy ayY2
X + X5 + b, + b, =a + a,




x 2,¥, Y2 a
> + +

a, ab, b, a;

A

(7)

Por otro lado,

as a, by, a ¥
s Py

by b, bab, agb,

1A

(8)

Con esta condicién y (7), se concluye
que:
x y a

+ = (6)
a, b, a,

Andlogamente para demostrar gue se

cumple la segunda restriccibén, se obtiene de
(1) y (2):

> $1 byx, b 4 b
= + + = (9)
a, azb, b, b,
Yy como:
az a,
=
se tiene que:
X b
+ Y - {5)
a, b, b,
(x,y) e’

Segunda Parte (1 " <)
Sea (x,y) e’

10



P. d. (x,y) e
Por hipdtesis (x,y) cumple con las dos
siguientes restricciones:
X y b X y a

+ = . + < (5 , 6)
a, b, b, a; b, a, -

de manera que puede hallarse en cualquiera de
las siguientes tres regiocnes:
a) (x,y) eP e x =a,; y=b,
b} (x,¥) e P, & y > b,
c) (x,y) e P, o x> a,

Para cada wuno de estos casos se
demostrard que (x,y) € -

a) (x,y) eP ie x s a;; y=b,
Sean (x,,y,) = (x,0); (x5,¥2) = (0,y).
Para (x,,y;) se tiene que
Xy ¥ X

+ = =1 (1)
a8, b, a,

{x,,y,) es factible para el pais 1.
Para (x,,y,) ocurre:
X3 Y2 b 4
+ = =1 (2)
a, b, b,
(X2,¥,) es factible para el pafs 2.
Ademas:
(x,y) = (x,0)+(0,y) = (%, 71} +(x5,¥5) (10)

(x,y) e

11




b) (x,y) Py, ie: y > b,
Sean (x,,y)={(x,y-by); (x,,¥2)=(0,b,).
Para (x,,y;} se tiene que:

X, ¥1 X yY-b,
+ = + =1 (1)
a, bl a, . b1
Para demostrar esta afirmacidn,
supbdngase lo contrario, es decir:
X y-b, .
+ > 1 (11)
2 b,
X b4 b,
> + z2 1 +
ay by b,
x y by+b, b
2 + > = {(11°)
a; b, b, b,

lo cual contradice la hipétesis.
(x,,¥1) es factible para el pafis 1.
Por otro lado, para (x,,y.) ocurre que:

X, Y2 b,
+ = = 1 (12)
a, b, b,
(x2,y;) es factible para el pais 2.
Ademis
(XJY)=(x.IY"b2)+(Ofb2)=(x1:y'1)+(x2:y2) (13)
(x,y) e q1
c) Sea (x15Y1) = (alao); (leyz) = (x-a1;Y)

Por razonamientos andlogos a los hechos
en el caso b), (x,,y,) es factible para el
pais 1 y (x,,y;) es factible para el pafis 2,

12




y trivialmente se satisface que

(x,y) = (xilYI} + (xgrYQ)
(x,¥) €7

II1) Problemas de optimizacién

Se ha presentado la proposicién que permite
caracterizar la regién factible mundial de
una manera alternativa. Aunque esta
caracterizacién es menos intuitiva, permite
aplicar los teoremas con mayor facilidad.

Ahora, se plantea el siguiente problema
de optimizacién vectorial:

(Py) Maximizar: (x,y)
sujeto a: Az ‘' r

X = 0;
Yy = 0;
con;
-1 1 ) fb-
a; b b,
As=1 1 i £=1a |¢
a, b, a,
L L m

13




Para encontrar las solucicnes de este
problema, se hard uso del teorema 1.1, que se
enunci®d en la seccién de elementos de
optimizacién matemitica.

Para poder aplicar este teorema, es
necesario verificar que se cumple la

condicién de Slater. Sea z = (x,y) con
a,b a
X < Min ? H
2b, 2
b,a b
¥ 2a; 2

El punto 2z es un punto interior de la
regidén factible, ya que por hipdtesis se
cumple que:

a,b a b,a b
X < y X < — < & —
2b, 2 of 2a, ' ¥

de lo que se desprende de manera inmediata
que:

X b

+ 4 < (577)
a, b, b,
X a

+ .4 < {e*")
a, b, a,

es decir, z es punto interior de la regién
factible.

Por lo tanto, la regién factible del
problema P, es no vacia, Por lo cual es

14




posible aplicar el teorema 1.1 para

caracterizar sus soluciones. De acuerdo con

este teorema, si (x*,y") es solucién de este

problema, ocurre entonces lo siguiente:

3 p = (py,py) 2 0, A= (A*,2%) 2 0; tales

que:

¢ (x,y;A%) s ¢ (x*,y":A") s ¢ (x*,y*;2) (15)
YX, ¥y, 2A20;

donde;
¢ (X, ¥:A) = px + PyY +
b x [ a X
b, a, b,y i ay a; b,
y
b x ]
h.l - = y = 0 H
b, a, b,

Se tiene ademds, por el Teorema 1.2 un
resultado que es casi reciproco al recién
hallado:

S1 existen p = (p,,py) > 0 y A* = (a%,a%,)
tales que se cumpla la condicién de punto

silla:
¢ (x,¥;A%) = ¢ (x*,¥*:A*) = ¢ (x*,¥*;2)  (17)
Y X, ¥. A ; 0;

15



entonces (x*,y%) es una solucién del problema
de optimizacidén vectorial (P,).

Considérese ahora el problema de

maximizar el valor de la produccién mundial
dados precio p,, py-

(P;) Maximizar: p.x + pPyy
sujeto a: A-z S r
xz0;
y = 0;
Ahora se caracterizarin las soluciones
de este problema mediante el teorema 1.3.
El problema dual de P, es:
Minimizar A'r
sujeto a: A*'A 2 p
De acuerdo con el teorema, (x*,¥*) 2 o

es una solucidn de este problema si y 88lec si

existe A®* 2 0 tal que

¢ (x,¥;8%) = ¢ (x*,y%:A") = ¢ (x*,y*;2) (18)
para toda x, y, A 2 0

con
¢ (x,y:2) = px + py +
b X a b4
Ai = - y + Az - - Y
b, a, b, a a; b,
De ello se concluye que la

16




caracterizacidn de las soluciones del
problema de optimizacidén vectorial es la
misma que la de las soluciones del problema
de programacién lineal para valores de p,>0,
py,>0. En otras palabras, si un punto es
golucidén de uno de los problemas, también es
la solucidén del otro.

Se determinaré ahora qué puntos
satisfacen estas condiciones, es decir,
cudles puntos son solucién de  ambos
problemas. La existencia de la solucidén queda
garantizada por el teorema del maximo, dado
que la regidn factible es cerrada y acotada y
la funcién objetivo (p,x + p,¥) es continua

Si en el problema de programacidén lineal
elegimos p,, p, > 0 tales que

lxi by lxa
< (37)
11!1 b, 1:'2
el Sptimo es el punto z2* = (a,,b,). Esto se

demostrard a continuacién.

De la programacién lineal se sabe que la
solucién se halla en la frontera. Sea
z,={(u,v)#z' una soluciébn al problema. En este
caso, ello conlleva que se satisfaga al menos
una de las dos restricciones con igualdad.
8in pérdida de generalidad, supongamos gque
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u/a;+v/b; = b/b, (en caso de que la otra
restriccidn sea la que se da con igualdad, se
puede proceder de manera andlecga). Claramente
se observa que el punto tiene 1la forma:
z,=(u,b-uby/a,), y el valor de 1la funcién
objetivo, en consecuencia es:
f(z,) = pu + p,(b-ub,/a,)
= pau+py ((1-u/a,)by+b,)  (19)

El valor de 1la funcién objetive en

z* = (a,,b,) es:
£(z") = pa, + pb, (20)

Se comparardn los valores de f(z,) vy
f(z*). Hay que no puede ocurrir u»a, {esta
observacién se demostrard abajo). Sabiendo
esto, recordando que se supuso u # a;, v
haciendo uso de la hipétesis sobre la razén
de precios se desprende que:

b, D, b, P (8,-u)
< = <
a, by a, p,(al—u)
« DPel{a-u) > py(1-u/ay)b, =
Pa+pyb, > pu+p((1-u/a;)b,+b,)  (21)
ie £(2% = f(z,)
lo cual es una contradiccién, pues se habia
supuesto que z, era un Sptimo distinto de z*.
De ello se desprende de manera inmediata que
el punto z* = (a,,b,) es el Gnico Sptimo.
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Se demostrard en seguida la observacién
enunciada anteriormente:

S8i se satisface <con igualdad 1la
restriccién u/a,+v/b; = b/b,, no es posible
que u>a,.

Supdngase que esto no es cierto, es
decir, que u=a,;+§ con §»0; entonces sucederia
que:

z, = (u,v) = (a;+8,b-(a;+8)b,/a,) =
(a4+8,b-b,-8b,/a,) = (a;+8,b,-8b,/a,) (22)
no respetaria la segunda restriccién del

problema, ya que

u/az+v/b, =
al +8 b2-8b1/a1 al +& bz“abz/aa
+ > + =
a, b, ay b,
a;+38 8 a,+a, a
+ 1 - - = = (23)
ag a, a, a,

Ahora que se ha concluido la
demostracién de que el punto z* = (a;,b,) es
la Gnica solucidén a 1los problemas P,y P,
analizaremos sus implicaciones.

Al analizar con cuidado el punto z*, se
observa que éste sélo puede ser obtenido a
través de la completa especializacién de cada
pais (es decir, el pais 1 produce Xy = a,
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¥1 = 0, Y el pais 2 produce x, = 0, y, = b,).
Este punto se conoce como €l punto de Ricardo
(comc lo llamaron Dorfman, Samuelson vy
Solow), ya que tiene lugar la especializacién
recomendada por David Ricardo: que cada pais
se dedique a producir el bien en el que es
comparativamente mejor. La solucién obtenida
es obvia utilizando el método gréafico.

A continuacidén se verid que en el caso de
que cada pais se dedique a buscar 1la
produccién con el valor méximo de manera
independiente a lo gque haga el otro, se
llegard a la misma solucidn, es decir, a la
completa especializacidn.

El pais 1 resuelve:

(ny}) Maximizar: p.x; + D,y
sujeto a: lL,x, + 1,¥, = L,,

X, Y1 = 0

Y puesto que:

Py by
> (3),
1::1 lyl

por el Lema de Neyman y Pearson se dedica a
producir bien X, es decir:

X1= LI/‘IKI (24)
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De manera andloga, el pais 2 resuelve el
siguiente problema:

(ny) Maximizar: p.x, + pyy2
sujeto a: 1l.,¥x, + 1.y, = L,,
X3, ¥22 0

Por el Lema de Neyman y Pearson, el pais
2 se dedica por completo a producir bien Y,
ie y, = Ly/1,,. ya que

También por medio de andlisis grifico es
posible constatar que si cada uno de los
paises se dedica a buscar 1la produccidn con
el valor mé&ximo de manera independiente a 1lo
que haga el otro, llegard a la micsma
solucidn, es decir, a la completa
egpecializacién.

Cabe mencionar que los cocientes

Dy Py

!

1, 1

yi

tienen wuna interpretacién que da una
intuicién muy clara de la solucién al
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problema de optimizacién: Cada uno es el
precio de una unidad de trabajo dedicada a la
produccidén de bien X (o Y, respectivamente)
en el pais i. Claramente, a un pais le
conviene dedicarse al sector productivo en el
que su trabajo es mis valioso.

Ahora, cabria preguntarse lo que
sucederia para precios fuera del rango
especificado, en esta economfa simplificada.

Supongamos p = (Px,Py) tal que

Dy lxz lxl

> > (25)
py lyz lyl

En este caso el pafs 1 se enfrenta a
condiciones semejantes a las que se habian
planteado anteriormente (p,/p, » 1,4/1,,).
Por ello, la solucién a su problema no se
altera: continua produciendo bien X de manera
exclusiva, es decir x,= L,/1,,. Sin embargo
el pafis 2 se enfrenta a condiciones
diferentes, ya que

Px by
> F
1x2 lya

de manera que ésgte también se dedica a
producir bien X, es decir x,= L,/1,,. Ante
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esta oferta excesiva de bien 1, é&ste =se
encarece y la razbén de precios cambia hasta
llegar a:

px 1x2

> (3::)
py 1y2

Por un razonamiento andlogo, ocurre gque
si
lxz lxl Py
>

> {26)
1 1y Py

y2

ambos paigses se dedicarfin a producir bien Y,
lo que hard que este se encarezca, y que
entonces ocurra:

lxl px
= (3 rr; ) .
'lyi p:r

IV) Generalizacidn

En esta seccidén se generaliza el
problema de la seccidén anterior al caso en
que hay md8s de dos bienes y més de dos
paises.

Supdngase una economia en la que existen
n paises y m bienes. Sea p,, i=1,...,m, el
precio (dado) del bien i; y sea iy,
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i=1l,...,m, j=1,...,n, la produccién de bien i
en el pais j. Sea 1y, i=1,...,m, j=1,...,n,
la cantidad de trabajo que se necesita para
producir una unidad de bien i en el pafs j.
sea Ly, Jj=1,...,n, la cantidad de trabajo
total disponible en el pais j. Se supondri
que el trabajo no se transfiere entre los
paises y que los costos de transporte de los
bienes son despreciables.

Supdngase que se desea resolver el
siguiente problema:

(Pyy Max [ijl XU'ZJ:x X5 - - .,Z:l x,,]

sujeto a:

m
ZI=1 Iyyxyy = Ly, j=1,...,n

xua 0; i=1,...,m, j=1,...,n

Es claro que cada restriccién j se puede
reescribir de la siguiente manera:

Yo Xiy/agy 1, j=1,...,n (27)
con a,; = lelij.

Se aplicard el teorema 1.1 para
caracterizar las soluciones a este problema.
Esto se puede hacer ya que se satisface la
condicidén de Slater, esto es, la existencia
de un punto interior ¥ de la regidén factible.
Para comprobarlo, definase y de la forma:
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X= (X110 X Xa1s > Ko Xy - > Xom) = (Xpm)
tal que x;; = 3;;/(m+#l) > 0. Tal ¥ satisface
que:

Zi:]. xU/a“ = m/(m'f'l) < 1, j=l,...,n (28)

Entonces, por el teorema 1.1, si

u = (u11|...|uim,u21,..,uzm,”ni,...,unm,
solucién de dicho problema, entonces existen
P = (Prs.--ePa) 2 0, A (A%, ....2%) 2 0

tales que:

P (x,A%) s ¢(u.A*) = ¢{pt, ) (29)
con.

¢(x,h)=zi:12;1p,xu + zj:ll [1-21:1}:”/&”]

Andlogamente al caso de dos paises y dos
bienes, se tiene por el Teorema 1.2 un
resultado que es casi reciproco al recién
hallado:

Si existen p € R, p > 0 y A* € R* tales que
se cumpla la condicidén de punto silla:

¢ (x,A*) = ¢ (u,A") s ¢ (u,nr), (30)

YV X € Rimxn) | ) ¢ Ro
entonces (x*,y") eg una solucidén del problema
de optimizacidn vectorial (P,).

Ahora, considérese el problema

siguiente:
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n m
(P;) Maximizar Zj=1 1=1P1%1 ]

sujeto a:

m
ZI=1 xU/aU = 1 j=1,.--,n
XIJ 2 0, i=1,-o'-’m' j=1’I|l'n

Este problema puede plantearse como:
Maximizar pt-x
sujeto a: Ax $ 1,
con:

P*=(py, ..., PasP1s e esDps - - yP1s -+ sPg)= (p”)t
- ;

v

N Veces Py, ...,P,

t
S C TP I YTRET R ¢ K} = (X )
\

Fok— T S

Pais 1 Pais 2 Pais n
A=
1/a3;-..1/a;, © ... © ... 0 ... 0
0 ... 0 1/ay..1/a, ... 0O ... 0
0 ... 0 0 ... 0 ... 1/ay...1/a,

El problema dual a éste es:
Minimizar A-1,
sujeto a: A*A 2 p
Nuevamente se puede aplicar el teorema
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1.3, Yy se obtiene como resultado que u 2 0 es
una solucién de este problema si y s6lo si
existe A* 2 0 tal que
¢ (x,A%) 5 ¢ (U,A") = ¢ (u,2) (31)
V X ¢ R} 3 ¢ Rjn
con

¢(x,A) =21:1ZJ:1P1XU *+ Z_;:IA [1_Zl:1xlj/a”]

Asi, nuevamente se puede concluir que
las soluciones al problema de optimizacién
vectorial son soluciones al problema de
programacidn lineal para valores de P >0y
viceversa. Por ello, basta con revisar las
soluciones del problema de pPregramacién
lineal.

Proposicién 1.2

Sea §, = {se{l, -+« m} |Pgdgy=pay, Vi=1, . . m}
Entonces el conjunto
U =

r

es el conjunto solucidn del problema (P,)
dado p > 0.
Demostracioén:

Primerc se demostrars que en el Sptimo
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todas las restricciones deben cumplirse con
igualdad
Contencién (2)
Sea y € R
Y= Wuse o YiarYare e oo Yonr oo o0 ¥ntr -+ 1 Yoa) o
tal que para alguna jo ocurre:

m
Zi=1 Yuo/auo <1 (32)
Y que ademés ocurre:
m L3 u
z:=1 yig/ayy £1; Vi £ jo (33)
Sea z =y + (0,...,0,c”°,0,...,0), con:

m
Cijo = 23y, + A3y ZI--I Yis0/8150
Entonces:

P2 = PY + P1jo€1j50 > P'Y  (34)
Adem&s, trivialmente se satisface que:

21=1 z”/au 21; ¥ 3 # Jjo ¢

m
Z:=1 zg;/a;, = 1; ¥ 3 = jo  (35)
* ¥ no es solucidn al problema (P,)
Se obtendra ahora el resultado enunciado por
la proposicién:

Sea w € R,", de la forma:

W= Wy, e Wy Wors e ey Wogs v e e Woa, -0 Weg) s
tal que para alguna jo ocurre Wpyo>0 con
h ¢ S),; ademés occurre:

m »
Yoy Wis/a1; = 1; V3 e {1,...n}  (36)
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Puesto que h ¢ §;, 3 s tal que:

Pslg36® Pnnjo (37)
Sea

X =W + (01 "'tol_EthOl"'JOIESJIOJ"'IO)
(s{e}¢H

0 < &y < wyy, &y fija;
m
€ay = 351 - ZFI wig/ayy + Eny/ayy) =

asJEhj/ahj

Es claro que:

2:1 Xyy/a = 1; ¥V j e {1,...n} (38)
ya que las restricciones asociadas a cada
pais j con j # j, permanecen sin cambio, y la
asociada al pafs j, queda:

m
ZI=1 xljn/aijo =

Z wljo/aijo = Ehj/ahj + Egj)/ag_l =1 (39)

Ahora bien, evaluando en la funcién
objetive x, w; y comparando:

P'X = p'w + stgnj - phthJ =
PV + (pgjagy/ay-py,) &y (40)

Pero por hipétesis: Paj@s; > Ppjdy;, asi
que p-x > p:w.
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~ W no puede ser un éptimo.

Asi si u es solucién, entonces
satisface:

La demostracién de la contencidén en el
sentido inverso es muy sencilla.

Contencidén (2)

Sea u € U. Se demostrari ahora que u es
solucidn del problema P,. Supdngase ahora que
cada pais j se plantea el siguiente problema:

Maximizar Xl';p,xl 3

sujeto a:

m
Zna x”/a” = 1
Xy, 20, i=1,...,m

Por el lema de Neyman y Pearson, el conjunto
solucidén del problema es de la forma:

{mn) .
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con el conjuntc S; definido de 1la siguiente
manera:

Sy = {Se{l, .. m} Psl; =P8y, Vi=1, ., .m.}

Sean u;,uy,...,u;, € R*® definidas de 1la
siguiente manera:

(uy,uy, .. ,uy) =
U o= (U, Upp, e v Ugg e Ungs o Uy, . PR NP I
Puesto que cada u; satisface 1las
condiciones requeridas por el Lema de Neyman
Y Pearson para resolver el problema del pafs

. m
J se tiene que la funcién 1= P1¥s
restringida al conjunto de vectores x e R®

m
que satisfacen Zna xu/ai_j = 1 alcanza su

maximo en u;. Sumando el valor del miximo
para todos los pafises j (j=1...n) se cbtiene:

212121:1piu1_| (43)

que es el wmaximo en el conjunto de vectores
X € [R™ gue satisfacen el conjunto de
restricciones:
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m -
Zl:i xlj/aij = 1 J=1:---;n

x” = 0, .i=1,.--,m, j'—"l,...,n

Esta afirmacién se justifica porque si no se
alcanzara el miximo en u, exigtiria un vector
v tal que:

zjzxz:zplvu > 23212:191“11 (44)

Entonces existirfa un vector v, tal que

m m
l=1p1V” > Zl:lplulj (45)

lo cual seria una contradiccién, ya que

m
en u, se alcanzaba el miximo de thpqu.

|
Con esto se concluye la demostracién de 1a

proposicién.
|

Es interesante seflalar que en este
contexto, un pais j tiene ventaja comparativa
sobre los otros paises en los bienes i tales
que i € S, -

Por otro lado, se puede dar una
interpretacién intuitiva a este resultado:
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Pi;3;; = PyLy/1l;; es el precio de todo el
trabajo disponible en el pais j si se dedica
de manera exclusiva a la produccién de bien
i. Asi, a cada pais le conviene
especializarse dedicarse al sector productive
en el que su trabajo tiene un precio mayor.

C) Resumen del capitulo
En el estudio de la teoria de las ventajas
comparativas, primeramente se caracterizaron
log paises, los bienes, los planes de
produccidn factibles para los paises y para
el mundo y la condicién de la ventaja
comparativa. Se dio wuna caracterizacién
alternativa para los planes de produccién
factibles. Se plantearon los problemas de

optimizacién correspondientes a la
maximizacidn del vector de produccién y del
valor de dicha produccidn, Y se
caracterizaron las soluciones a estos
problemas. De tal caracterizaciébn, se
desprendidé que las solucicnes de ambos
problemas son las mismas. Se obtuvo

explicitamente la solucidn, y se examind el
significado intuitive de la misma. Se
encontrd que esta solucién consistia en que
cada pais se especializara en el bien en el
que es comparativamente mejor dque el otro.
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Posteriormente se generalizé el resultado al
caso en que hay més paises y mas bienes. De
este modelo, se desprende que para paises
homogéneos es conveniente que se dediquen a
producir bienes en los que son
comparativamente mejores.
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CAPITULO 2: INTERCAMBIO COMERCIAL VERTICAL
ENTRE PAISES

(A) Elementos previos de ecuaciones
diferenciales

El modelo de intercambio comercial
vertical se apoya fundamentalmente en las
ecuaciones diferenciales como herramienta. De
hecho, la parte mas importante descansa en el
andlisis cualitativo de la estabilidad de los
sistemas de dos ecuaciones diferenciales. En
esta seccidén se presgsentan las definiciones y
los criterios de estabilidad que se aplicarén
en el analisis.
Notaciodn
dx . dy

H

dt dt

X =

Criterios de estabilidad

El siguiente criterio puede ser
enunciado en forma general para su aplicacién
a sistemas de n ecuaciones diferenciales.

Criterio de estabilidad de un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales basado
en los valores propios

Ses el gigtema de ecuaciones
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diferenciales simultédneas no lineales:

x = fix,y); Yy = glx,y).
Sea z* = (x*,vy"), el estado

estacionario, ie, el punto tal que
x=f(x,y) =¥ =glx,v) =0.

' + L] L] L]
Sea J la matriz jacobiana asociada al
sistema, evaluada en z*:

[ o ar | ]

. X |z* OV [z*
T =1 eg ag

ox | z* 8y z..]

Si suponemos que los valorés propios de
la matriz jacobiana son reales, Y Que sus
signos son:

a) Positivos, entonces el estado
estacionario es localmente inestable.

b} Negativos, entonces el estado
eétacionario e€s localmente estable.

c) Uno de cada signo, entonces el estado
estacionarioc posee localmente propiedades de
un punto silla.

n

Del &dlgebra lineal se sabe que si A es

una matriz de n x n, con valores propios
asociados a,...,a,, ocurre que:

¢+ Hpy
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Definicién 2,1

Sea A un subconjunto abierto del espacio
euclidiano R®. Se 1llama campo vectorial en A
de clase C¥, (con 1 = k = «) a una funcién
X:A ————— R de clasé *. La ecuacidn
diferencial asociada a &1 es:

% = X(x)

Definicién 2.2

Sean ¢,:D;———R", ¢,:D;,———R" los flujos
generados por los campos vectoriales
Xy :84;———R", X,:A,——R", respectivamente. Se
dice que X; es topoldégicamente conjugado a X,
cuando existe un homeomorfismo h:Aj——4, tal
que h(¢;(t,x))=¢,(t,h(x)) ¥ (t,x) e D,.

n

Queda fuera de los objetivos de esta
tesis el analizar con detalle esta
definicién. Basta sefialar que si los campos
vectoriales asociados a dos sistemas de

ecuaciones diferenciales son topoldgicamente
conjugados, entonces se mantendrin las
propiedades de estabilidad de los respectivos
estado estacionarios, es decir, si X, es un
estado estacionario estable {punto silla, o
inestable, respectivamente) del campo X, x;
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también es un estado estacionario estable
(punto silla, o inestable) del campo X, Se
enunciari ahora otro concepto necesario.

Definicién 2.3

Sea p un estado estacicnario de un campo
vectorial X de clase C', r =2 1. Se le llama
hiperbdlico si todos los autovalores de DX (p)
tienen parte real diferente de cero.

Ahora, la nocién de localidad a que se
hizo referencia arriba, se desprende del
Teorema de Hartman, el cual se enuncia a
continuacién:

Teorema 2.1
Sea X:8-————R" un campo vectorial

clase C! es P un punto singular hiperbélico.
Existen vecindades V de p en A Yy Wde 0 en Rn
tales que el campo X restringido a 1la
vecindad V es topolégicamente conjugado al
campo W restringido a la vecindad W..

Esto quiere decir que existe una
vecindad alrededor del estado estacionario en
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la cual el comportamiento del diagrama de
fase es semejante al del diagrama de fase del

gistema de ecuaciones linealizado asociado

(ie % = DX(x)), en el sentido de que se el
tipo de estado egstaciconario {(estable,
inestable, punto silla) es el mismo para
ambos sistemas.

(B) Intercambio comercial vertical entre
paises (Modelo de Dutt)

En esta seccién se utilizan supuestos
distintos a los empleados en el anflisis de
la ventaja comparativa. En el modelo de Dutt
se supone que existen dos paises y se toman
en consideracidén diferencias entre ellos
tales como el aprendizaje obtenido por 1la
elaboracién de bienes manufactureros o bienes
agricolas. Se analizan dos  escenarios
distintos: el de autarquia (ausencia de
intercambio comercial) y el de 1libre
intercambio. En cada uno se examina la tasa
de crecimiento del capital de cada pais,
mediante un gistema de ecuaciones
diferenciales. Esta tasa se ve influenciada
por la productividad, la cual se modela con
ecuaciones sencillas que la vinculan al
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capital

En el escenario del libre intercambio se
analizan distintas situaciones que podrian
ocurrir, dependiendo del tipo de equilibrio
del sistema. Una de tales situaciones
consiste en la disminucién del capital del
pais periferia, lo cual es un resultado de
interés puesto que pone de relieve que el
intercambio entre paises desiguales no
siempre es conveniente.

1) Planteamiento

Supéngase que hay dos paises, uno al que
se le llamard en este andlisis "centro", Y
otro al que se le llamara "periferia", 1los

cuales se denotardn con j = 1, 2. En estos
paises se producen dos bienes: uno
manufacturado y otro agricola, a los cuales
se les denotara con i = 1, 2,
respectivamente.

El bien agricola requiere para su
pProduccidn sdlo trabajo y su funcién de
produccién es lineal:

donde:
A; = Cantidad de bien 2 (bien agricola) en el
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pais j.

b,y = Productividad del trabajo en el sector
2 (agricola) en el pais j.

L;; = Cantidad de trabajo que se asigna en el
pais j al sector 2 (agricola) en el pais j.

El bien manufacturado requiere tanto
trabajo como capital en proporciones fijas
para su produccidn, es decir, que la funcién
de produccién del bien manufacturado es del
tipo Leontief:

My = £5,(KyLyj) = Min {by,L;,aK;}  (2)

donde:

M; = Cantidad de bien 1 (manufacturado) en el
pais j.

b,y = Productividad del trabajo en el sector
1 (manufacturero) en el pais J.

Ly = Cantidad de trabajo que se asigna en el

pais j al sector 1 (sector manufacturero) en
el pais §.

a8; = Productividad del capital (razén
producto-capital en el sector manufacturero)

en el pais j.

K; = Acervo de capital en el pais j.

La oferta de trabajo disponible en cada
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pais es constante en el tiempo. El capital
inicial es producto de la inversién hecha en
el pasado. Se asumird que ninguno de los dos
paises se especializa completamente en 1la
produccién de un sélo bien. Se hace también
la suposicién de que hay libre movilidad del
trabajo dentro de cada pais, Pero que no es
transferible entre paises. Debido a esto, el
salario se iguala en 1los dos sectores
productivos de cada pais, ya que i en alguno
de ambos el salario fuera mis alto, éste
atraeria a todos los trabajadores, y ante
este exceso de oferta de trabajo, su precioc
(el salario) disminuiria hasta llegar a la
igualdad. Es importante recalcar la
importancia del supuesto de la
especializacién incompleta: é&sta es necesaria
para la igualacién del salario entre los dos
sectores, dada la ausencia de transferencias
de trabajo entre paises.

8i hace el supuesto de que no hay
desperdicio, al elaborar el bien
manufacturado ocurre que:

con lo que se tiene que:
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Y que:
M a kK
p) 3™

Llj = = (5)
byy . Dby

Se asume que hay pleno empleo, lo que se
traduce en la siguiente ecuacién:

a,K,

con L; = Oferta total de trabajo disponible
en el pais j.

Esta igualdad se interpreta de 1la
siguiente manera: todos los que no se ocupen
en el sector manufacturero se ocuparin en el
sector agricola.

Sustituyende L, en 1la funcién de

produccidén del sector agricola se obtiene una
expresidén que serd Util posteriormente.

(7)

By = Dajlay = byy |1y -

Sea p; el precio del bien manufacturado
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en términos del bien agricola (es decir, se
asume que el precio del bien agricola es 1).

Supcniendo que el bien de capital es el
agricola, la tasa de beneficio en el gector
manufacturero es:

P1yMy - bpyly
r_| = (8)
Ky

Esta tasa se reexpresaria  para poder
utilizarla posteriormente:

P1;j3;K; - ba;(a,K,/byy)

K,
donde P1j es el precioc del bien
manufacturado.

Se supondrd que todos los salarios se
consumen, de los cuales una fraccién a; se
dedica en el pais 3§ al consumo de bien
manufacturado. _

" Ademéis, se asumird que todos los
beneficios se ahorran (y por lo tanto se
invierten).

Con estas suposiciones, el acervo de
capital crece en el tiempo de acuerdo con la
siguiente ecuacién diferencial:
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Esta ecuacidén es importante, porque en
ella se basa el andlisis que se hace
posteriormente sobre el comportamiento de 1la
tasa del crecimiento del capital en ambos
paises

Por otro lado, se asumird que existen
efectos generalizados de aprendizaje a 1la
Galtung, es decir, que la productividad en
ambos sectores aumenta con la ‘experiencia
adquirida al producir en el sector
manufacturero. Arrow propuso que una manera
aproximada de medir 1la exXperiencia es a
través de la inversién acumulada. '

Suponiendo que la tasa de depreciacién &
es cero, la inversién acumulada es igual al
capital, como se demuestra a continuacidn:

. dK
K=—n=1I4u4+38 (12)
dt
con:
= Capital
I = Inversidn

Tasa de depreciacién instant&nea.

Integrando respecto al tiempo:
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Y sustituyendo & = 0, se tiene que:

t
I Ids =K - K, (1)
te
con Ky = Capital en el perfodo t; K, =

‘capital inicial.
~ la inversidn acumulada en(el periodo t:

t |
It=I Ids + Ko =K,  (15)
to

Puesto que la productividad se
incrementa al aumentar la experiencia, y ésta
ge mide de manera aproximada utilizando el
capital, se puede modelar de manera sencilla
el cambio en la productividad mediante las
siguientes ecuaciones:
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by; = 8y K, (17)

donde &, > 0, vi, %1 € (0,1). Con estas
condiciones se garantizan rendimientos
decrecientes del aprendizaje.

Para hacer énfasis en 1los efectos
producidos por las diferencias en el
aprendizaje, se supondri que en los dos
paises coinciden los siguientes parametros:
a) la productividad marginal de capital,

b} la proporcidn de gasto en bien
manufacturado, vy

¢} los pardmetros de las funciones de
aprendizaje.

Expresando este supuesto con la notacidn
definida anteriormente:

v, =v; ¥y =%, conj =1, 2. (18)

Ello conlleva la hipbtesis bastante fuerte de
que la tecnolecgia en los dos paises es igual:
con una cantidad X de capital, una cantidad
£, de trabajo dedicado al sector
manufacturero y una cantidad de trabajo £, en
el sector agricola de cada pais, en ambos se
obtienen las siguientes producciones:
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M=81Kv£1=aj{,
A=o0, % g (19)

Lo que hard la diferencia entre ambos
paises, serd la cantidad de trabajo
disponible en cada pafs, la cual determinars
la dirececién del intercambio cuando este sea
permitido, como se verd mis adelante.

En el andlisis subsecuente, se procederé&
a hallar las condiciones que se cumplen en el
equilibrio econémico a corto plazo, en el
cual ocurre que se igualan la oferta y la
demanda en los dos mercados. Posteriormente
se analizaradn lo gue ocurre en el equilibrio
de largo plazo. En este caso se vacfian ambog
mercados, y 8e mantienen constantes log
consumos y el capital {por ende la produccién
también permanece constante).

II) Autarquia (ausencia de intercambio)

En el equilibrio econdmico a corto plazo
para cada economia, ocurre que los mercados
de bienes y de trabajo se vacfan. Para el
mercado de bienes manufacturados, se tiene
que:
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Oferta = Demanda

Por la Ley de Walras, si hay equilibrio
econdmico en dos de los tres mercados (el de
trabajo, por definicién; y el de bien
manufacturado, con la condicidn mencionada) y
los agentes son racionales (en el sentido de
que no desperdician recursos), tambi&n el
mercado de bien agricola estaré en
equilibrio.

Por lo tanto, el andlisis se limitari a
considerar el mercado de bien manufacturado.

A continuacién se efectuarin varios
pasos algebraicos que permitirin determinar
la tasa de crecimiento del capital en cada
pais cuando no hay intercambio comercial, y
el tipo de equilibrio que ocurre en esta
situacién. Primeramente se obtendrd una
expresién para el precio del bien
manufacturadec.

Sustituyende la productividad marginal
del trabajo por la ecuacién que modela su
comportamiento (17):
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pyM, = a8, KL, (21)

Sustituyendo la ecuacidn (4):

Piya Ky =« 03 K7L, (22)
« 8, L,
Py = — j =1, 2 (23}
a K,

Esta expresidén es conveniente porque vincula
el precio del bien manufacturado de cada pais
con el capital y la fuerza de trabajo
existentes en é€l1. Con esta expregidén del
precio, se puede reexpresar 1la tasa de
beneficio en el bien manufacturero, la cual
permitiri posteriormente reexpresar las
ecuaciones de cambio del capital.
Sustituyendo el precio P1; en la tasa de
beneficio (10), y usando las ecuaciones (16)
y (17) se obtiene:

o I..J a de
K, 7 e, K,V
) 1 &

Una vez se tiene esta expresién de la tasa de
beneficios es posible expresar la ecuacién de

la inversién neta (3) {i.e. la ecuacidén del
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cambio de capital) en términos del capital y
la fuerza de trabajo en el pais j:

. [+4 Lj a ]
K, = -
3 1 -7 v-r

8 K;, § = 1,2
(25)

Se tiene un par de ecuaciones diferenciales
de primer orden que modela la tasa de
crecimeinto del capital.

En el equilibrio econémico de largo
plazo el capital permanece constante, ie

K, = 0. En otras palabras, en el largo plazo
se llega al estado estacionario del sistema
de ecuaciones formulado. Es de interés el
estado estacionario no trivial (ie, se
descarta el (0,0})). Se obtendra a
continuacién el valor de K, vy K, en el estado
estacionario.

a L a ]
0 = 1 -y vy e; Ky, j =1,2
(26)
o Lj a .
= 0 = - j=1, 2
1-y V-
.KJ 8, KJ




L] . .
De manera que K; del estado estacionario es:

. 1/{1-17})
Kj={a91Lj/a} , j= 1, 2 (28)

No sb6lo es de interés conocer el valor
del «capital en cada pais en el estado
estacionario. Ademés, es importante saber si
estos estados estacionarios son estables o
inestables. Seria de poco interés conocer el
valor del capital en equilibrio de cada pais
si no fuera posible alcanzarlo. Por esta
razdén, se analizarid ahora la estabilidad de
cada uno.

Escribiendo explicitamente la ecuacién
del pais centro:

R, =f (K,,K,) = - 8K, (29)
Kli—a’ 91 KIV-7

La ecuacién para el pais periferia es:

aLz a

K>=g (K, Kp) = —— - 8,K, {30)
K'Y 8, K’ 7
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Para analizar la estabilidad, es
menester encontrar los valores propios de la
matriz Jjacobiana del sistema de ecuaciones
diferenciales. Primero, se calculan las
derivadas de las funciones f y g, evaluadas

»
en K :

a
*i- = BiarK, 7 'L, - a(y-v+1)K Vg {31)
5K1 S | 1 1

Evaluando en K'- (K;,K;):

af

3K,

LY
K

ez{owK: 7'11..1 - a('x-v+1)K; 'J-V/el} (32)

Ademisg:
of 0 (33)
aKz K‘ -
Andlogamente:
ég
. =0 (34)
9K, |k
ag
BKZ K‘ -

92{0:3’ K; "r*le - a(a'-v+1)K; 7"’/91} (35)
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Habiendo calculado estas derivadas, es
posible encontrar la matriz jacobiana
asociada al sistema de ecuaciones
diferenciales (evaluada en K*):

" of -
0
3K1 K.
ag (36)
BKZ K‘
cuyos valores propios son:
af 8
— ., 2. an
oK |k 9Kz |K

Como ya se ha comentado, es8 de interés
saber cuando es posible alcanzar el estado
egtacionario, es decir, cuando hay
estabilidad. Esto ocurre, de acuerdo a 1lo
explicado en 1los antecedentes matemiticos,
cuando los valores propios son negativos.

Para valores de pardmetros tales que:

2¥Ly = (¥-v+1) (Ly+Ly), j = 1,2
ocurre que:
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207L,6,2

= a

_ a(y-v+1) K7V
= oayK'"¥ 'L = 5 (38)
1

y con ello:

of

re———

g
8K, | k"’

K 9K,

L= 0 (39)
K

con lo que el sistema es estable.
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11I) Libre intercambio

Con libre intercambio, la condicién de
equilibrio econémico en el mercado de bien
manufacturado se expresa de la siguiente
manera:

P1 (M + M) = a(byly + bylLy) (40)

lo que se interpreta comoc la igualdad entre
la oferta y 1la demanda mundial de bien
manufacturado. Se haréan algunas
manipulacicnes algebraicas con esta ecuacién
para obtener el precioc de equilibrio del bien
manufacturado. .

Sustituyendo las expresiones (1) para M, y M,
se obtiene:

Pia (K1 + Kz) = a(b21L1 + bzaI-la) (41)

Sustituyendo ademids las ecuaciones que
modelan el comportamiento de la productividad
marginal :

Palky + K) = 08, (K7 L, + K7 1)  (42)

Asi, en el equilibrio el precio mundial
del bien manufacturado va a ser:
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a0, (K7 L, + K7 Ly)

P1 a(k, + K,)

Es claro que si ocurre p;; > P; > Pnr
(con Py, Pyy los precios de autarquia del
bien manufacturado), al pais periferia le
convendrd importar y al centro exportar bien
manufacturado. En este modelo se supondra
que:

K,/ Ky > (L / L)Y (ag)
lo cual c¢onlleva que se va a dar la condicidn
de precios arriba mencionada y gque por lo
tanto el pais centro exportard el bien
manufacturado.

Ahora utilizando el precio de equilibrio
del bien manufacturado y la expresidn (10},
se puede obtener la tasa de beneficio del
bien manufacturado en cada pais:

o (by Ly + bpl,) b}
rJ = - a
Ml + Mz blj
| @ (1T LY L) b, 2 (as)
a(k; + K;) by,

Nuevamente se procederi a utilizar la tasa de
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beneficio del bien manufacturado para modelar
la tasa de crecimiento del capital en cada

pais. La ecuacién que modela el cambio en el
capital es:

a{byly + byl,) b,

K = a K
Ml + Ma blj ]
@8, (K7 L, + K7 L,) b,
= - a K,
)
@8, (K7 L, + K7 L,) a 8, K,7
= - K
(K, + K,) v 1
1 2 91 Kj
L
(
o (K, 7Ly +K,7L,) aK,?
i (K, + Kp) ] O2 Ky (46)
+ v
| 1 2 6,K,

Nuevamente es posible obtener los
valores del capital en cada pafs un estado

. , * _» .

estacionario K‘= (K;,K;) diferente del
trivial (existen otros dos, que se analizarin
posteriormente) .,
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a (K7 L; + K;¥ L) a K,7

e - = 0
{K, + K;) 8, K;’
@ (K7 Ly + K7 Ly a K7
= ¥vj = 1,2

De ello se desprende que:

1")/ 61 = a Kz 1']’/ 61

o K = Ks = K {48)

aK1

Por lo tanto, se puede deducir que:

¥
al K- (Ll + Lg) a K‘?
= (49)
»
2K e, K.V
1
- 2a 1-p
2 K = (50)

6;(L; + Ly)a

Se observa que la suposicién de iguales
tecnologias arroja. un resultado fuerte: En
teorfa los dos paises podrian llegar al mismo
nivel de capital en el largo plazo. Ademis,
si se supone L, = L,, el nivel del capital en
el estado estacionario coincidiri bajo el
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libre comercio y 1la autarquia. Este hecho
podria hacer pensar a primera vista que el
intercambioc no modifica la situacién de los
paises. Peroc hay que recordar que no sblo es
importante conocer el valor del capital en
cada pais en el estado estacionario, sino que
es necesario saber si este estado es estable
© no. El modelo permite extraer conclusiones
interesantes que se desprenden de 1la
estabilidad del sistema de ecuaciones
diferenciales.

Para analizar la estabilidad, primero se
obtendrd la matriz jacobiana asociada al
sistema de ecuaciones diferenciales. Se ha
dado ya la ecuacién que define al sistema de
ecuaciones diferenciales. Ahora se escribirin
las dos explicitamente: '

r 3

_ @ (KL, + K,7L,) a
K, = - 8, K
! (K, + Ky) 0.k V-7 2
14M
. J (51)
r 1
. “(K11L1 + Kera) a
Kz = - 92 Ka
(K; + Kj) L
183
\ J (52)

Como en el caso anterior, se utilizarsi
la notacién:
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1.(1 = f(KI'KZ)' I.{z = g(KI'KZ)'

Se obtendrd ahora la matriz jacobiana
evaluada en el estado estacionario.

Calculando las derivadas (Ecuaciones 53,
54, 55 y 56):

af o‘(K1‘a'1'1 + szLa) a
ok, C TR ” '
1 { 1 + Kz) eiKlv-B'
(K{+K,) (aarKlw'lLi) - a(K17L1+K27L2) ]
62K,
(K, + K;)°
a(v-yg)
+ 8; K,
91K1 P-7+1
P
Kz (K, + K)?
og
8K,
(K +Kp) (7K, ¥ 'Ly) - (K, V1, 4K, 7L,)
6K,

(K, + K;)?
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ag e C\’.(K;’Li + 1L2) a
9K, (R, + K;)

e,k 7

(K +Kp) (07Ky? "Ly) - o (K, L, +K,7 L)

8,K, 2
(K, + K3)
a (v-17)
+ 8; K; -
91K2 -7+l
L] * »
Ahora, evaluando en K = (K ,K)

obtiene (ecuaciones 57, 58, 59 y 60):

ar
8K, |g*
-1 s¥-1
ok {Ly+Ly) aylyK a(v-r-1)
8 } +
2 4 2 o (V=7)
8,
= o 82 .
3K, | k" 4Kd-'l
o
B
ag 29L;, - Ly - L
* = O 92 1_1
oK; |k L 4K‘
o
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all

aKz K‘
-1 o7-
aK (L1+L2) aa'LzK a(v..w-l)
e —+ ~+
2 4 2 V-7
6,K

a - + '
Como se sabe, la matriz jacobiana J

. 1] L] 13
evaluada en K tiene la siguiente forma:

[ af af | |
3K, |&* 8K *
J' - 5 1 |K 2K (61)
g ég
8Ky [k 8K, [k"

Como se explicé en la
antecedentes matem&ticos,

seccién de

para conocer las
caracteristicas de estabilidad del gistema,

basta analizar las expresiones siguientes:

» arf ag
Tr (J )} = —— . F . (62)
af d af
DEt (J‘) = l. g * - ..
a8
7| . (63)
8K, K
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Se calculard primero la expresién para
la traza. De la expresién recién mencionada
es inmediato que {ecuacién 64):

Tr (3} =
7-1 L
aK. (L1+L2) oy (L1+L2) K. 2a{v-v-1}
8 + *
2 2 2 «{V-7)
6,K
. 1 o (Ly+L,) (1+7) . 2a(v-y-1)
=V (1-v) 6
K.(V 7 2K‘ 1

Se reexpresard esta expresién de manera
conveniente para los célculos posteriores.
Se tenia que:

» K = (65)

y ademés:
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1 (1-) 2a
— =K (66)
g 6,(L; + Ly}«
Sustituyendo estas dos Gltimas

expresiones en el desarrollo obtenido para la
traza se obtiene:

L]
Tr (J) =
1 a{l+y) 2a(v-7-1)
0p——m— + =
2w 9, 6,
K
a(2v-7-1) ]
8, « (V=7
6, K
(2v-7-1)a (L, + L,) '|
= 62 o(1-7) (66)
8, K
Ahora, se obtendra una expresidn

explicita para el determinante. Calculando
primero cada sumando por separado:

of
8K,

ag
K. 3K,

*

K
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2
4 J
2 e2(y-1)
o ¥L,K (L1+La)
B L)
o{¥-1}
akK (Iy+Ly)a(v-7-1)
w-7) '
a0, "7
2 w2(7-1) 2(y-1)
o yIL,K (Ly+Ls,) az'rzLiLaK' 4
8 o 4
o7-1
ayl, K a(pv-y-1)
+
20,807
i
7-1
a(v-y-1)aK’ (L +L,)
16.5"0Y
1
o7 a(v-y-1)
a(v-v-1)ayL,K
+
«(V-7)
s (V-7 8,K
26,K !
2
+7-1
(92)2 aK (L, +L,) +
)
2{¥-1)
a?yk’ (Ly+L,) 2
8 Ll
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(¥-1)
oK (Ly+Ly)a{v-7-1)

(v-7)
26,K

2(Y~1}
o®7°L, LK
4

o-1
ay (Ly+L) K a{y-7-1)

w-y¥)
20,K

a({v-y-1)}

B T =
8,k

\
s2(y~1) 2

. o°K (L +L,) 1y 72L1L2
(65) + + *

4 4 (Ly+Ly) 2

)

-

«(¥-1)
a{v-v-1) ja(v-v-1) oK (Ly+Ly) (1+7)

e

+{”-%) « (V-7 N 2
6,K 6,K

(Ecuacidn 67)
Calculando ahora la segunda expresidn:

af
3K,

ag
K. 8Ky

*

K
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RIEL I PR 21L2—L1-L2]
(0!92) . =
1-¥ 1-
ax” " ax™? J
o] 4¥°LyLa- (Ly+L,) (2914271} + (Ly+L,) 2
(xB,) : -
K.Z(l-'f)
2 2
(a8;) {68)
#2(1-7)
. ]
De esta manera:
*
Det (J) =
2 e207-1) a 2 A
2|® K (Ly +L) 1 7 T,
(92) 2 2 + 2 + +
(Ly+Ly) 2
1 N
«(7-1)
a(v-y-1) la(v-y-1) oK (Ly+Lz) (1+7)
Ww-7) -7 2 b
K 6,K
o
) o
2 2
- (aez) =
«2{(1-7)
16K J
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2(3-1)
BazotzK' (Ly+L,) %y ezz.at2 (v-7-1)2
4 ' w-7)
8,°K
(-1
8, ¢ (v-7-1)aK = (Ly+Ly) (147)
. (69)
«V-7)
26,K

También se reexpresard el determinante
para facilitar los cdlculos posteriores.

Como se habia visto anteriormente ocurre

que:
(1-1) 2a
91 (I.l1 + Lz)a
1 «(1-7) 2a
X (70)
K.w-'.r) 6,(Ly, + L)a

Usando este hecho, se puede escribir la
expresién del determinante de la siguiente
manera:

2 2 2
. 8, a" (Ly+L;) “7
Det (J} = +
=2(1-%)
4K

2(1-7)
ax’
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8,70° (Ly+L,) 2 (v -7-1) (1+7)

K-z 1u-7

8,%0% (Ly+L,) 2

«2(1-7) [" + “"'""1_)2 + (v-7-1) (1+'r)] =
4K
8,22 (L, +Ly) ?
w-7)p-1) (71)

2(1-7)
a7

Una vez obtenidos 1la traza y el
determinante (cuyos signos dependen de 7 Yy
v), &e pueden analizar las condiciones de
estabilidad mediante los criterios
establecidos en la seccidén de antecedentes
matemdticos. Para hacer los diagramas de
fase, se distinguird entre los tres casos
enuciados a continuacidn:

A) 2v-7-1 < 0, v-7 < 0; estabilidad local:
Tr (J°) < 0, Det (J°) > 0

B) 2v-¥-1 < 0, v-y > 0; punto silla local:
pet (J°) < 0

C) 2v-y-1 > 0, v-¥ > 0; punto silla local:
Det (J°) < ©

Para hacer los diagramas de fase, se
hard el supuesto simplificador L, = L.

Recuérdese que se habia asumido anteriormente

que ocurria K, / K, > (L, / L)% . con
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el supuesto recién hecho, esta condicién
significa simplemente K, > K,, es decir, que
el pais centro tiene un mayor nivel de
capital que el pais periferia. Se demuestra
a continuacién que la pendiente de la curva

K, = 0 es igual a - (2v-y-1)/(7-1).

Primero hay que notar que si Ky, # 0,
ocurre que:

K, = 0
o (KI.,LI + Kzz‘I.la) a
= ® ) - 0 (72)
Haciendo la derivacién implicita
correspondiente:

(Ky+Kp) (awK, T 'Ly) - (K, T1,4K,7L,)

(K; + Kp)°

dK; +

V-7+1

6K,

(Ky+Kz) (a7K, ¥ 7'Ly) - (K, 7L, +K,7Ly)
3

% = 0
(K, + K,)°
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7 7
dK, 2K 7L, - K (Ly+L,)
T Ak, gt 7 7
1 1K 2K qL, - K (Ly+L,)
=-P-1 2
{v-v) aK"lr 4%’

- (73)
7 T
a(2K" 7L, - K" (L,+L,))8,

Y dado que se supuso L; = L, = L:

dK, 2{y-v) aK"‘r-"’+1
_ L= 1
S 2K La(y - 1)8,
2 (¥-v) aB,a (2L) ¥ -1+7q -y
"t e G (za) 6 7 - 1 )
2y - v - 1)/(¥ - 1) (74)

u
Por un  procedimiento completamente
andlogo, se demuestra que la pendiente de la

curva K, = 0 es igual a - (y-1)/(2v-7-1).
En los casos A y B, ambas curvas tendrin
pendiente negativa. Sin embargo:

a) En el caso A, K, = 0 tiene mayor
pendiente en valor absoluto que K, = 0.

b) En el caso B, K, = 0 tiene mayor
pendiente en valor absoluto que K, = 0.

En el caso C, K, = 0 tiene mayor
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K,
K,
Caso A
K,
<
L ¢
K,
Caso B
K,
K,

Caso C




pendiente que K, = 0, vy ambas son positivas.

En las ilustraciones se exhiben los
diagramas de fase para los tres casos. En el
caso A (localmente estable), se concluye que
trayectorias que inician en puntos
suficientemente cercanos al estado
estacionario , se acercarin a éste.

En los casos B y C se exhiben
trayectorias que inician en puntos
suficientemente cercanos al estado
estacionario, en las que inicialmente el
capital del pais periferia aumenta, pero
posteriormente disminuye.

Puntos suficientemente cercanos al
estado estacionario son aquellos que se
encuentran en la vecindad en que el gistema
no lineal de ecuaciones diferenciales Yy 8u
gsistema . linealizado asociado son
topoldgicamente conjugados. Se hace énfasis
en ello, ya que si la mencionada vecindad es
muy pequefia (lo cual depende de 1la magnitud
de los diferentes parametros del modelo) el
capital del pais periferia, aunque disminuye,
puede no variar ostensiblemente. Sin embargo,
si la vecindad es grande, esto puede
significar la descapitalizacién del pais
periferia, con 1la consecuente decadencia
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econdmica.

IV) Otros equilibrios

Dutt halléd uno de los equilibrios del
sistema de ecuaciones diferenciales para el
libre intercambio. Sin embargo existen otros
dos que se exhiben en esta seccién.

Se sabe que en un estado estacionario
ocurre:

Claramente
f{z =
a (K7L, + K,7L,) a )
- 8K, = 0 {76
(K, + Ky) 272

91K2V-1

puede ocurrir cuando K, = 0.
Ahora, sustituyendo en:

a (K7L, + K,7L,)
(K, + K;)

se tiene que:
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K 'Ly a 8.K 0
1 = = 21 = Y,
Ky 91K1V-1

= ocKl"rL1 - aKI"’H""1 =0 & aly = aKli'v

1

e al,/a = K'Y e K, = [aLl/a]I"v (77)

» El segundo estado estacionario es

"o

K = (K;,0) (78)
1

con K; = [aLl/a]l'v

Ahora, es posible efectuar un anidlisis

de estabilidad semejante al hecho
anteriormente.
Se denotara con J. a la matrig

: : s *e
jacobiana del sistema evaluada en K :

ar af
K, |k** 8K, |**
J" _ 5 11K 21K (79)
g ag
aKi K** aK2 K.'
Evaluando las derivadas obtenidas
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L I 3
anteriormente en K :

8f 7-1 7-v

P 7-2 7-2
6,K, [och:' L, - ok, L ] +

L 4]

8K, [ a (v-7)K" e, J (80)

arf o, sa¥-2
— = a8,K, (K L)  (81)
8K K-t 2™ 1 1

2

og
w=0  (82)
ag *ey-1
6K K.‘ = a92K1 L1 (83)
2

Asi, se desprende que:

- -1 -
Tr (J ) = 62 [aK:tw L aK.'w v/el] +
o 7-2 7-2
62K, [quI' L - ak;, L ]

i e £51
62K1[a(V-7)KI' /61]+

-1

77




LY B! 1-v
62K, {aLl(l + 7))+ Ky a(v-7—1)/91} =

7-1 .
BZK;' {c:cL1 (1+7) +al, (v-'ar-l)}

1

Ahora, calculando el determinante:

Det (J) =
2 _es¥-1 7-1 r-v
G2 @Ky Iy x [aK;' L,-ak, /8,

71
+ [oz (¥-1)K; L,] +

/
[a(v-r)KI'v-wfei] =

2, we¥-1 7-1 7-v
63 oK, Ly {ozK:‘ 7L, + a(v-'l-l)K;‘ } =

2(¥-1) 2Y-P-1
8,° {aZKI' L2+ aa(v-y-1) LK) }

{Ecuacién 85)

Como:
«{1-1)
: = aL,/a
ocurre que:
Det (J°) =
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2 2(¥-1) 2 2¥-V-1
8, lak, 7Ly + a(v-y-1)al,K, =

2(¥-1) 2(¥-1)
8, {aK;' L + (v-7-1) LK }

2(¥-1)
= 8,%0%K; | I,2(v-1) (86)

Como v < 1, se tiene Det (J“) < 0,

De ello se desprende que este estado
estacionario es un punto silla.

Ahora, se calculara la pendiente de 1la
curva K; = 0.

En ella ocurre que:

a (K, 7L, +K,7L,) a

= 92K1 = 0 (87)
(Ky + K) elKlv-y

Puesto que en este caso se descarté el
caso K; = 0 ge tiene que:

a(k, 'L, + K7L,
- = 0 (88)
(K, + K,)
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Haciendo la derivacién implicita:

(K, +Kp) (07K, 7 7'Ly) - & (K, 7L, +K,7L,)
(K, + K;)2
a({v-17)
dgk, +
g,k, V!
(K +Kp) (arKp” 'Ly) - (K, L +K,7Ly)
4, = 0
" )
(K; + Kj)
(Ecuacidn 89)
Evaluando en K = (K:',O):
¥ Y :
oK, "L, -aK, "L, al{v-7) K'L,
K12 6;K; v Kiz
(Ecuacién 90)
De manera anadloga a lo hecho
anteriormente, se supondrd L, = L, = L para

simplificar la obtencién de la pendiente de
las curvas. Entonces:

[aKﬁL(ar-l) - a(v-'ar)K1(7'2)K11_v/91]dK1 +
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Y como:

1-p

Kl = aLi/a

ocurre que:

[aK;VL (7-1) - (v-7) K,‘V'z’aLl] dx,

+ KPPLAK, = 0 (92)

De inmediato se desprende que:
éx,

— . = a(1- 93
3, a({l-v) (93)

L ]
K
es la pendiente de la curva K, = 0.

Ahora, se obtendrd la pendiente de 1la

curva K, = 0 lo cual ocurre cuando:

a (K7L, + K7Ly

8, K, =0
(K; + K) 61K2v“7
= =0 (94)
{K;+K;) Bisz-v-z

Haciendo la derivacién implicita:
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(K, +Kp) (07K, 7 'Ly) - (K, T 1y +K, 7 L)
8,K, dK, +
(K, + K;)?

a (7+1) K3 Ly+K, 'Ly -aK, (K, 7Ly +K, 7 L)

(K, + Kz)2

De ello se desprende de inmediato que:

dx,
lim,, — = @ (96)
k->x** dK, [k**
es decir, que la curva K, = 0 es vertical en
K. Siendo un punto silla, existe una

trayectoria atractora para este estado

estacionario.

De manera andloga se deduce que existe
otro estado estacionario:

bt Ld 1]

K = (OJKZ ) (97)
1

con K, = [aLa/ a] v
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Segundo'estado estacionario

K,

Tercer estado estacionario



para el cual se pueden obtener la traza y el

L 11
determinante evaluados en K

e sead-1
Tr (J ) = 83K, aln7

2(¥-1)
pet (3™} = 8,%%K; L2{v-1)  (98) -

de manera que se trata de un punto de silla,

en el cual la curva K, = 0 es horizontal, ie:

dK,
EK—l K-n =0 (99}
y la curva K, = 0 tiene pendiente:
dK, 1
Eﬁ; o = _—Ha(l-v) (100)

Ambos estados estacionarios son de interés
porque en ellos unoc de los paises no tiene
capital. La intuicidn econdmica hace pensar
que seria mds factible que se de el estado

*

K , en el que el pais periferia se gueda sin
capital, pero esto no se desprende del modelo
como tal. Segin el modelo, para cada uno de
estos estados estacionarios, existe una senda

convergente, de manera gque también seria

factible llegar al estado K

(C) Resumen del capitulo
A lo largo del capitulo se analizd el
libre intercambio entre dos paises distintos.
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Primeramente se planted el modelo explicando
las caracteristicas de los pafses, de los
bienes y de sus tecnologias. Se obtuvo una
expresién para el rendimiento en el sector
manufacturero. Con ella, y el supuesto de que
los rendimientos se invierten, se obtuvo una
expresidn para el cambio del capital en el
tiempo. Se dio una expresidén para medir 1la
productividad, en la que se considerd que
ésta se incrementa con la experiencia, y que
una manera de medir tal experiencia es
mediante el capital.

A continuacidn, se examind el
comportamiento del capital (utilizando 1la
expresién encontrada anteriormente) en el
caso de que no hay intercambio en los paises,
Yy se encontrd que el egtado estacionario es
estable, lo que implica que los paises a la
alrga alcanzarian el nivel de capital de
equilibrio.

Finalmente, se examind el comportamiento
del capital cuando hay intercambio comercial,
Y se encontrd que é&ste puede ser de tres
distintos tipos. En dos de ellos, el estado
estacionario es un punto silla, y existen
sendas que hacen disminuir el capital del
pais periferia. Entre los supuestos que se
hicieron, y que condujeron a este resultado,
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se hizo el de que K, > K,. Este supuesto, que
significa el pais centro tiene mayor capital
que el pais periferia, implica ademis, por 1lo
comentado al dar la expresién para medir la
productividad, que el pais periferia tiene
menos experiencia en la produccién de bien
manufacturado.

De este modelo, se desprende que el pais
periferia no siempre resulta beneficiado con
el libre intercambio. AdemAs, se desprende
como recomendacidn que, para evitar el tipo
de equilibrios que son desfavorables para el
pais periferia, es conveniente sustituir la
falta de experiencia del pais con
capacitacion que lo haga méds competitivo en
el sector manufactureroc con el pais centro.
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Conclusiones

En este trabajo se presentarcon dos
modelos diferentes acerca del comercio
internacional. En ellos se pudo apreciar que
los supuestos que se hacen en cada unc son
especialmente importantes para los resultados
que se obtienen. Por ello, es importante
recalcar que cualquier conclusién econdmica
que resulte de algin modelo no es definitiva.
Hace falta analizar cuales supuestos son mis
acordes con la realidad que se pretende
modelar. En ellc, la herramienta estadistica
puede jugar un papel importante, pero es
necesario aclarar que existen parédmetros que
no son facilmente medibles.

Por otro lado, también es de interés el
hecho de que ciertas herramientas mateméticas
permiten una visidén de un momento en el
tiempo, mientras que otras permiten conocer
la evolucién de algunas variables en
intervalos de tiempo, lo <ual es un factor
que se debe tomar en cuenta al modelar. EI
modelo de Ricardo es de interés porque
permite ver wuna visidén ‘"fotogrifica® de
algunas variables econdmicas, perc es
limitado en cuanto a que no permite conocer
el comportamiento de tales variables con el
paso del tiempo. 'El1 modelo de Dutt, en



cambio, muestra el cambio de una wvariable
tomando en cuenta las consecuencias de tener
ventaja comparativa al producir un bien en
particular.

Otro aspecto que se debe mencionar es
que es necesario revisar los supuestos de los
teoremas que se apliquen en un anilisis. De
otra manera, no se podrad comprender el
verdadero alcance de los resultados
obtenidos.

A lo largo del desarrollo de la tesis,
se hizo patente la importancia de analizar un
fendmeno econémico bajo distintos enfoques,
que permitan entender todas las posibles
consecuencias que la aplicacidén de una medida
econdmica puede tener, con lo que se logrd
uno de los objetivos de la misma. Se logrd
asimigmo, desprender recomendaciones para los
paises que 1llevan a cabo actividades de
comercio internacional. La implicacidén del
primer modeloc para los paises que se
involucran en el comercio internacional es
que es conveniente para ellos el dedicarse a
producir bienes en los que tengan ventaja
comparativa. Sin embargo, del modelo de Dutt
se desprende la recomendacidn, atn més
importante, de que los paises con las
caracteristicas de "periferia", deben



esmerarse en la capacitacidén de su fuerza de
trabajo, para que no gueden en desventaja con
respecto a los paises "centro" en el sector
manufacturero. '
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