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Introduccion

0.1 Breve recuento historico

La historia de la fisica es, sobretodo, la historia de unos cuantos conceptos:
espacio, tiempo, movimienta, etc.; entre estos estd el vacio, concepto que
ha ido cambiando a través de los aflos mostrdndose siempre diferente, tanto
como las escuelas de pensamiento desde las cuales se intentaba entenderio,
nada extrafio, puesto que la concepcidn del vacio ha sido un resumen de la
concepcién general de la naturaleza, ha tenido que ser considerado para con-
struir una visién del mundo, por lo que su entendimiento ha traido consigo
nuevos conceptos que han permitido comprender con mayor profundidad los
fenémenos naturales. Entre las escuelas filoséficas de la antigiiedad encon-
tramos al concepto de vacio ligado a varios problemas tisicos:

e La constitucion de la materia (6 ;que hay entre los dtomos de Demdcrito?)

o La finitud del mundo (6 ;que hay mas alld de la octava esfera de
Aristételes?)

¢ El problema del movimiento.

En lo que se refiere a éste Gltimo, Aristételes llegd a la conclusion de
que si un medic se desvanecia enteramente el movimiento en dicho medio
estaria mas alld de cualquier relacion matemdtica (1], o dicha de otro modo
¢l movimiento seria instantdneo puesto que no habria resistencia para él
mismo, este problema del movimiento a través del vacio no era un simple
problema secundario sino que ocupd un papel central en la reflexion acerca
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del movimiento a lo largo de toda la edad media. Avempace (Ibn Bijja ,
drabe espafiol del siglo XII}, en un ensayo transmitido a través de Aver-
roes concluye que el movimiento a través de un medio era lo que restaba
del movimiento hipotéticamente libre en el vacio después de restarle el re-
tardo debido al medio. Fstas ideas, semejantes a las del filosofo griego tardio
Filepén {siglo VI d.c.}, consideraban posible el movimiento a través de un
medio sin resistencia como el vacio, ponjendo como evidencia al movimiento
de los astros que se mueven a través de un éter celestial sin resistencia. El
problema del movimiento a través del vacio darfa mas frutos, ain cuando se
considerara la posibilidad de su existencia quedaba por resolver la causa que
hacia a dicho movimiento finito, sin poder recurrir al argumento Aristotélico
del medio como opositor al movimiento, puesto que se trataba precisamente
de entender el movimiento sin medio opositor. Las primeras tentativas me-
dievales sin poderse sustraer de la tradicién aristotélica, dieron un pasc mds
al considerar lo que se llamé resistencia interna: un cuerpo mixto consti-
tnido por elementos livianos (aire y fuego) y por elementos pesados (tierra
v agua) tendria por fuerza impulsora la tendencia natural de los elementos
de los que en mayor proporcién estuviera constituido (lvianos ¢ pesados) y
par resistencia interna la tendencia contraria de los que en menor proporcién
constituyeran al cuerpo. Con esto el movimiento finito de los cuerpos mixtos
podia entenderse sin recurrir a un medio que oponiéndose al movimiento lo
hiciera finito, La aportacién principal de estas idcas es hacer de la resistencia
de un cuerpo al movimiento algo inherente a él mismo, un acercamiento a lo
que hoy conocemos como masa inercial a partir de considerar el movimiento
en el vacio. Tales ideas tenfan por supuesto muchas flaquezas, pués al ex-
plicar el movimiente no natural de un objeto (una piedra lanzada hacia ar-
riba por ejemplo), se perdian tanto la fuerza impuisora como la resistencia
interna, se tuvieron, entonces, que crear nuevos conceptos que poco a poco
sc alejaban atin mds de las ideas de Aristételes. De entre los autores gric-
gos (Filopén), isldmicos {Avicena) y europeos (Francisco de Marchia) que
trataron el problema de la fuerza impulsora en el movimiento violento de un
cuerpo destaca Juan Buridan, quien introduce el término de impetu como la
fuerza incorpdrea que transmitida desde un impulsor inicial hasta un cuerpo
causaba el movimiento de éste. Buridan atribuia al impetu una cualidad
de permanencia y postulaba que duraria indefinidamente a menos que fuera
disminuido o corrompido por la resistencia externa [2]. Buridan tomd como
medidas del impetu la velocidad y la cantidad de materia del cuerpo. Dentro
de esta l6gica el movimiento en un vacio hipotético seria uno donde las condi-
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ciones iniciales de movimiento no variarian, es decir un movimiento rectilineo,
uniforme e indefinido, tales consecuencias fueron inconcebibles para Buridan
considerando su creencia en up mundo esférico y finito aristotélico, de este
modo opté por negar la posibilidad de un movimiento finito y sucesivo en el
vacio [2]. Todas estas ideas en torno al movimiento hipotético en un vacio si
bien no lograron consolidar una teorfa acerca del mundo que describiera los
hechos entonces conocidos, sentaron el terreno para lo que harfan posterior-
mente Galileo v Newton, el primerc a partir de esta tradicién antiaristotélica;
proveniente de la escoldstica medieval, cultura islamica y més aun de la Gre-
cia tardia de Filopén; de la inteligibilidad del movimiento finite en un vacio,
dedujo la idea de que un medio resistente es meramente un factor de retraso
en la caida de los cuerpos, cuyos movimientos naturales reales se producen
s6lo en un vacio, aunque éste sea sélo hipotético [3].

El recorrido histérico anterior sobre el concepto del vacio y su relacién en el
desarrollo de las ideas acerca del movimiento de los cuerpos, dejan entrever
claramente el papel que jugd dentro del desarrollo de nuevos conceptos, y
este no es el tnico ejemplo en donde el vacio asume un papel importante, lo
mismo ocurri6 en el desarrollo de la termodinamica en donde el vacio deja de
ser una hipdtesis para cobrar realidad como en el barémetro de Torricelli y
Viviani {discipulos de Galileo) y en los experimentos de Magdeburgo de Otto
von Cuericke. La culminacién tecnoldgica que resultéd de experimentar (ya
no sélo reflexionar) con ¢l vacio llega en 1776 con la invencidn de la maquina
de vapor de Watt. El entendimiento de tales miquinas daria origen en el
siglo XIX a la termodindmica. No es raro, pués, que en la fisica actual el
entendimiento del vacio siga siendo de primordial importancia [4]. Ahora se
entiende el vacfo en términos de nuevos conceptos, va no es la ausencia de
resistencia al movimiento como en los antiguos, ni la baja presién de una
bomba de agua, sino simplemente el estade mas bajo en energia de los cam-
pos de materia y de interaccidn, que dentro del esquema cuédntico relativista
actual toma propiedades que lo hacen un objeto fisico mucho mds complejo
de lo que pudiera pensar cualquier mente anterior a este siglo.

0.2 El vacio, una vision actual

Durante el siglo XIX la idea del vacio estaba intimamente ligada a la idea
del espacic absoluto, entendido come un sistema de referencia privilegiado



con respecto al cual podian referirse las leyes de la naturaleza ( en particu-
lar la velocidad de la luz). Como es bien conocido, el peso de la evidencia
experimental v tedrica modificaron estos postulados, la velocidad de laluz y
en general las leyes del clectrornagnetismo resultaron las mismas para todos
los sistemas inerciales; en pos de la consistencia se tuvo que renunciar a las
leyes de Newton y dejar lugar a la teoria especial de la relatividad, dentro de
este contexto la dnica exigencia para el vacio es su invarianza ante transfor-
maciones de Lorentz, es decir la descripcidn del vacio debe sor la misma para
diferentes sistemas de referencia inerciales, ain asi el vacio era una especie
de mar de la tranquilidad carente de estructura. El panorama se modificaria
radicalmente con el desarrollo de la mecdnica cudntica , en donde los sistemas
fisicos se representan como vectores en un espacio de Hilbert (el espacio de las
funciones de cuadrado integrable por ejemplo), el vacio tiene que represen-
tarse en esos términos. Tl vacio es el estado con menor energia del sistema,
no una idea preconcebida sino un estado exigido por la misma teoria cudntica
para construir el espacio de Hilbert. En un case cudntico simple como el del
oscilador en una dimensidn, los eigenvalores de los eigenestados de la energia
son By, = (n+1/2)hw, ;ddénde poner al vacio?, lo mas intuitivo serfa asociarle
el estado sin cuantos es decir aquel en el que n=0, adn asi tendriamos que
asociarle un valor de la energia diferente de cero (E = 1/2hw), jun vacio
con energia?, esto inmediatamente modifica la idea pre-cudntica del vacio
sugiriéndonos caracteristicas nuevas para €l mismo. El oscilador arménico
en una dimensidn no es, claramente, un ejemplo de una teoria de campo, sin
embargo muestra caracteristicas propias de una teorfa cudntica, en particular
el de un estado base con una energia diferente de cero. Un campo cualquiera
y en particular uno que puede entenderse como un sistema formado por un
nimero infinito de osciladores en coordenadas normales, tendrd también esta
caracteristica, que no es sélo una idea tedrica sino que, como en el caso del
campo electromagnético, produce efectos medibles. Un ejemplo de cllo es el
efecto Casimir [5], resultado de la dependencia de la energia del vacio { a
través de los modos de vibracidn det campo) en la configuracién geométrica
de una cavidad metélica.

Entender €l vaciio en la fisica actual es, pués, de inicio un problema
cuantico. La cuantizacién de los campos no es un problema trivial v mas en
una teorfa de norma (como la teorfa electromagnética) en donde los grados
de libertad de la teoria son representados por un nimero mayor de variables
lo que hace de la eleccidn de la norma un problema de especial importan-
cia. Los éxitos, sin embargo, han sido muchos, en particular en el estudio
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de las interacciones eleciromagnéticas dentro de la llamada electrodindmica
cudntica {(EDC é QED por sus siglas en inglés), cuyo estado base presenta
caracterfsticas que significaron un cambio radical en nuestra concepcién del
vacio (una exposicién ilustrativa del estado base de esta teoria puede encon-
trarse en la ref. [20]).

0.3 El vacio en la Electrodinamica Cuantica

El premio nobel del ano 1965 fué otorgado a tres cientificos: Richard P.
Feynman, Tomonaga Shin’ichiro y Julian S. Schwinger por el desarrollo de
la electrodindmica cudntica. Con este premio se reconocia publicamente el
avance en el entendimiento de las interacciones electromagnéticas, el camine
habia comenzado a aclararse 35 aflos atrds con el trabajo de Paul Dirac. Sin
embargo algunos problemas asociados con las inevitables divergencias propas
de un sistemas con infinitos grados de libertad y particulas puntuales, habian
hecho imposible una teoria concisa. Las scluciones que se propusieron du-
rante la década de los 30’s ¥ 40°s fueron muy variadas, Heisenberg [15], por
ejemplo, sugirid la existencia de una longitud fundamental con lo cual se
daba un cardcter no local a las teorias de campo a la vez que se perdian
los infinitos al tener un limite en las integrales divergentes. Un afio antes,
por otro lado, se habia alcanzado uno de los primeros éxitos en el manejo
de los infinitos, obtenido por Felix Bloch y Arne Nordsieck [12] al estudiar
las divergencias infrarojas. Sin embargo ain quedaban muchos infinitos en
la teorfa El camino que mayor éxito habria de tener fué, finalmente, el que
consideraba la eliminacién de los infinitos como un problema de redefinicién
(renormalizaci6n) de los principales pardmetros de la teoria. El pesimismo
que imperaba en torno a la teoria cudntica electromagnética fué diluyéndose
cuando Willis Lamb [16] anuncié el resultade de la medicién del llamado
corrimiento Lamb (la diferencia de energia entre los estados 2s1/2 — 2p1/2 ,
degenerados segin la teoria de Dirac), antes Edwin Albrecht Uehling [17]
habia hecho un cdlculo de este corrimiento entendiéndolo como un efecto de
la polarizacién del vacio. La importancia del anuncio de Lamb fué el dar un
criterio para decidir si la renormalizacion era un idea correcta. Los resul-
tados fueron alentadores, los cdlculos realizados por diferentes autores como
French, Weisskopf, Schwinger, Fukuda, Miyamoto y Tomonaga enire otros,
reprodujeron los resultados experimentales de Lamb La sintesis de todo
este trabajo tedrico de los afios 30’s y 40's habria de llegar finalmente con los
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formalismos de los tres cientificos ganadores del premio nobel de fisica del
65. De modo independiente (el trabajo de Tomonaga incluso, ni siquiera era
conacido en un principio entre las comunidades cientificas de occidente) cada
uno formuld la teorfa que habria de sentar las bases para el entendimiento mas
profundo de las particulas y sus interacciones; el punto fnal lo pondria Dyson
quien en 2 articulos publicados en 1949 [18] demostré la equivalencia entre
las formulaciones de Feynman y Schwinger y demostrd, también, que todos
los infinitos que aparccen en la electrodindmica cuanitica eran susceptibles
de ser absorbidoes en la renormalizacidn. Los trabajos ¢ ideas de Schwinger,
Temonaga, Feynman y Dyson (sustentadas en el trabajo de toda una co-
munidad cientifica) lograron consolidar a la ahora llamada electrodindmica
cudntica como una teoria sistemdtica y en cierto sentido completa. En par-
ticular los trabajos de Feynman [13] dieron una imagen muy intuitiva de los
fenémenos electromagnéticos reduciendolos, al menas a nivel quimico, a tres:
el acoplamiento electrén-fotén, la propagacidn electrénica y la propagacién
foténica [14]. Una teoria cudntica de campo podia sintetizarse en los llamados
diagramas de Feynman junto con sus respectivas reglas (para el caso electro-
magnéfico cada linea representando al propagador del electrdn o el fotén y
cada nodo el acoplamiento entre los dos campos) de este modo fué posible
calcular dentro de un esquema netamente perturbativo (desarrolle en series
de potencias de la constante de acoplamiento: o = fj; = #), las probabil-
idades de transicién entre dos estados cualquiera, con los infinitos producto
de los diagramas de orden mayor asimilados en una redefinicién de la con-
stante de normalizacién de la funcién de onda, de la carga y de la masa de las
particulas dentro del llamado “programa” de renormalizacién. En el esquerna
perturbativo anterior no pareciera haber mayor problema para encontrar al
vacio o estado base de la teoria, trabajando en cl espacio de Fock, en segunda
cuantizacion, el vacio es la ausencia de cuantos tanto de los campos de mate-
ria (electrones, protones, ete.) como de los campos de interaccién (fotones).
Sin cmbargo no hay que olvidar el cardcter cudntico de la teoria, por lo que,
tomando en cuenta el principio de incertidumbre de Heissenberg, en particu-
lar entre la energia y el tiempo (AEA? =~ h), son posibles fluctuacioncs en la
energia, fluctuaciones mayores en tiempos menores y viceversa, asf el vacio,
que segtin el ejemplo sencillo del oscilador deberia tener una energia diferente
de cero, comienza a cobrar forma; las fluctuaciones de encrgfa producirian
pares de particula-antiparticula, que asi creadas no serian particulas fisicas
{en el sentido de que no son detectables directamente} sino que formarfan
parte del vacio, el cual deja de ser ese mar de la tranquilidad para convertirse
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en un medio de energia infinita conformado por particulas virtuales creadas
“bajo el auspicio” del principio de incertidumbre. Estas particulas virtuales
dan al vacio propiedades similares a las de un medio dieléctrico, es decir es
susceptible de ser modificado por la presencia de una carga eléctrica, y no
sélo esto, la analogia entre el vacio de la EDC y un medio dieléctrico puede
llevarse més alld permitiendo entender algunos fendmenos como, por poner
un sélo ejemplo, la. emisién de positrones en colisiones de iones pesados [19],
que puede entenderse como una consecuencia del reacomodo electrénico del
vacio, semejante al reacomodo electrénico en un material cuando es colocado
dentro de un eampo eléctrico muy intenso que permite el tunelaje a través
de la barrera de potencial. Todos estos hallazgos acerca del estado base de
los campos de materia ¢ interaccién han tenido, incluso, repercusiones en la
cosmologia. Algunas teorfas, por ejemplo, consideran que nuestro universo
puede entenderse como una fluctuacién del vacio [20]. La ciencia nunca ha
resuelto un problema sin provocar muchos més, el caso de las teorias de
particulas y campos no es la excepcidn, ain cuando se haya alcanzado con la
EDC predicciones tedricas que coinciden con las mediciones experimentales
en mas de 8§ cifras significativas, no deja de ser una teorfa parcial, en la cual
no se incluye todo el conjunto de fendmenos que tienen lugar en el interior
del nicleo, ni mucho menos los fenémenos gravitacionales. En la actualidad
se reconccen 4 fuerzas fundamentales, ¥ atin cuando los trabajos tedricos han
permitido construir teorias con éxito predictivo para cada una de ellas, se ha
perseverado en los esfuerzos por construir una teoria que las unifique. El
éxito ha sido relativo mientras que las fuerzas electromagnética, nuclear y
débil han podido ser entendidas dentro de un sélo modelo (el llamado mod-
elo estdndar) capaz de predecir acertadamente los resultados experimentales,
el hecho de no incluir a la fuerza gravitacional y de requerir de maés de 20
parametros [4], hace dudar de su cardcter fundamental.

La unificacién llevada a cabo en el modelo estdndar ha sido posible a
partir de reconocer a las teorias cudnticas de campo de cada una de las inter-
acciones como teorias de norma !, asi, mientras que los grupos de norma son
U{1), SU(2) ¥ SU(3) para las interacciones electromagnéticas, débil y fuerte
respectivamente, el grupo de norma del modelo unificador es el producto di-
recto de los 3 grupos anteriores (I/(1) x SU(2) x SU(3) }. Se han intentado
otros esquemas de unificacién algunos basados en teorfas de campos de norma
{utilizando el grupo SU{5) por ejemplo) y otros fundamentados en concep-

'En un capitulo aparte s¢ trata con mayor detalle €l concepto de campo de norma



tos matemdticos diferentes que parecen ser més accesibles a la inclusién de
la. fuerza gravitacional como por ejemplo las teorfas tipo Kaluza-Klein y las
teorias de supercuerdas. DPero aiin no hay nada definitive, muchas dudas
cxisten acerca de si las teorfas cudnticas de campo son mds que simples mod-
elos fenomendlogicos, es decir aproximaciones a bajas energias de teorfas mas
profundas, sin embargo no hay duda de que el estudio exhaustive de las mis-
mas es imprescindible para poder vislumbrar lo que hay detrds o més all de
ellas.

0.4 La Cromodinamica Cuantica

El panorama desde la decada anterior ha cambiado rotundamente con re-
specto a 1o que ocurria en las decadas de los 50’s v 60's, donde se tenia una
gran cantidad de informacién experimental sin una teoria que la explicara.
Ahora, por el contario existen predicciones teéricas esperando por una con-
firmacién experimental, tal es el caso, por ejemplo, de la particula de Higgs o
los llamados “glueballs” (para estos ltimos sélo existen candidatos no con-
firmados del todo). Como ya se menciond, los mayores éxitos han venido
por el lado de las teorfas cuanticas de norma (traduccién del inglés gauge),
en csquemas no lineales que hacen de cualquier cdleulo una tarea muy com-
pleja, sin embargo la informacién extraida y su confirmacién experimental
las ha puestc come, al menos, la punta de lanza para el entendimiento del
mundo a escalas subnucleares. Una de estas teorias de norma que permite
describir las interacciones fuertes, es la llamada Cromodindmica Cudntica, ¢l
nombre de color proviene de la existencia dentro de la teoria de 3 diferentes
“cargas” (generalizacion de la carga eléctrica), cuya combinacién da por re-
sultado un color nulo, similar a lo que resulta de combinar los tres colores
primarios. El surgimiento de esta teoria comienza con una seric de trabajos
tedricos encaminados a explicar la gran diversidad de particulas hadrdnicas
descubiertas, en 1964 Murray Gell-Mann y George Zweig [22] observaron
que las propicdades de las particulas podrian agruparse en un multiplete
del grupo SU(3), asociando a las particulas los tensores base para construir
una representacion irreducible del grupo mencionade. Fste modelo si bien
es puramente algebraico, reproducia cada una de las particulas observadas
y es mds predecia nuevas particulas que posteriormente serian encontradas
como la llamada particula €2 [23]. La concordancia parecia indicar mucho
mds que un simple juego matemdtico, ademds la representacién irreducible
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no trivial mds simple del grupo SU(3) es de dimensién 3, es decir deberian
existir tres particulas cuya combinacién conduciria a las representaciones ir-
reducibles de orden mayor. Estas particulas recibieron el nombre de cuarks,
cuark up, cuark down y cuark strange (el nombre fué sugerido por Gell-Mann,
el nombre que propuso Zweig para estas nuevas particulas fué “aces”). En
el primer capitulo de esta tesis hablaré del camino que condujo a la cro-
modinadmica cudntica, por ahora baste decir que los trabajos pioneros de
Gell-mann, Zweig, Ne'sman entre otros, marcarian el comienzo del esclarec-
irniento del aparente caos que imperaba en la fisica de particulas a comienzos
de los aflos 60’s, abriendo el camino para construir una teoria cudntica de
campo con la cual no sdlo serfa posible clasificar las particulas sino, también,
conocer su dindmica. El grupo SU(3) de sabor (los sabores son up, down y
strange), no serfa a fin de cuentas el grupo a partir del cual se construiria
la CDC, puesto que una teoria de norma se obtiene a partir de una simetria
exacta v la simetria mencionada no lo es, si lo fuera los multipletes de esta
simetria (incluyendo el de los propics cuarks) serian degenerados, es decir
las particulas de un mismo multiplete tendrian la misma masa, cosa que no
ocurre [24].

La evidencia experimental mostraria poco a poco que el modelo original
de Gell-Mann y Zweig no era més que una aproximacién, asi por ejemplo,
el barién A++{1232) formado, segun el modelo de gell-Mann, por 3 cuarks
de sabor up deberia ser descrito por una funcién antisimétrica para el inter-
cambio de cuarks (tomando en cuenta que los cuarks son particulas de espin
1/2), por otra parte las mediciones del momento magnético indican que no
hay contribuciones orbitales para la funcién de onda de la particula, es decir
los tres cuarks deben de estar en el estade S lo que conduce a una funcién
de onda simétrica. Una solucidn a esta paradoja fué dada por O.W Green-
berg, M.H. Han ¥ Yochiro Nambu, ellos sugirieron la existencia de un nuevo
ndmero cuintico para los cuarks, al cual se e darfa el nombre de color (una
revisidn de la idea de color se encuentra en la ref. [25]). Este nuevo nimero
cudntico permite obtener una funcién de onda donde los tres cuarks esten
en el estado S sin violar el principio de exclusién de Pauli. Al tiempo que
lo anterior se vefa la necesidad de un sabor mds para los cuarks. En 1870
Sheldon Glashow, llicpoulus y Maiani sugirieron a partir del patron obser-
vado en los leptones (particulas que no interaccionan fuertemente) un nuevo
sabor para los cuarks al cual llamaron encanto {charm). Este nuevo sabor
permitia evitar en la vieja teoria de las interacciones débiles, violaciones a
leyes establecidas empiricamente [26]. Tendrian que pasar algunos afios para
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que Burton Richter y Samuel Ting [28, 27], cada uno por su lado encon-
traran evidencia experimental para la existencia de este sabor al detectar un
nuevo tipo de particulas: entre ellas el mesén J/4 formado por un cuark y
un anticuark charm. El cuadro actual se completaria con el descubrimiento
de particulas formadas por cuarks bottom [29] y por cuarks top [30], en 1977
y 1995 rvospectivamente. Especial importancia tendrian las sugerencias de
Greenberg, Han y Nambu, las cuales significaron el siguiente paso impor-
tante en el camine a la CDC. El nuevo nidmero cudntico que propusieron
para resolver paradojas en el modelo de Gell-Mann y Zweig, conocido como
color, resulta de una simetyfa exacta (también SU(3)), lo que permite con-
struir una teoria de norma no abeliana para las interacciones entre cuarks,
esta teoria es ]a Cromodinamica Cudntica. Fn 1971 se pudo demostrar que
las tearfas cudnticas no abelianas (coma la CDC) eran rencrmalizables [21]
y dos afios después Politzer, David Gross y Franck Wilezeck ! descubrieron
que la CDC presentaba una caracteristica cspecial llamada libertad asintética
(31, 32], que permitia explicar los datos obtenidos en el acelerador lineal de
Stanford para colisiones electrénicas en protones [33]. Estos datos ya habian
sido interpretados en algunos trabajos de Feynman y Bjorken [34, 35] como
consecuencia de la interaccién del electrdn con particulas libres dentro del
proton, a las que Feynman llamé partones.

Una caracteristica de los cuarks es que no pueden encontrarse de forma
aislada, es decir, solo es posible detectarlos formando parte de hadrones, la
confirmacién experimental de los cuarks, por tanto, sélo se puede inferir si
el comportamiento de los hadrones coincide con lo que desde la teoria se
deduce para el comportamiento de particulas formadas por cuarks. La con-
cordancia entre la prediccidn y el experimento para la razén de estados finales
hadroénicos a estados finales mudnicos en colisiones electrén positrdn [36], es
una de las evidencias mds importantes a favor de la CDC. Por otro lado si
los estados hadrdnicos finales resultan de cuarks producidos durante las coli-
siones clectrén positrén deben de guardar informacidn de las direcciones orig-
inales de estos pares de cuarks producidos. Lo que se ha detectado [37, 38]
en el fenémeno llamado “chorros (jets) hadrdnicos” en colisiones electron-
positrén coincide con las predicciones de la CDC. A pesar de lo anterior
muchas de las caracteristicas mds importantes de la CDC (como el confi-
namiento de cuarks) no han podido ser demostradas teoricamente. Dichas
caracteristicas {junto con, seguramente, otras inesperadas) parccen estar es-

4 'Hooft también pero no pubiicé sus resultades
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perando en la formulacién no perturbativa de la CDC y en particular en et
estudio del estado base de la misma.

0.5 EIl Vacio en la Cromodindmica Cuantica

Atn cuando la CDC se asemeja en parte a la EDC {ambas son teorias
cudnticas de norma renormalizables) presentan diferencias muy marcadas
consecuencia de sus grupos de norma {mientras que el grupo de norma de
la EDC es el grupo conmutative con un generador U(1), el de la CDC es el
grupo no conmutativo con 8 generadores SU(3) ), estas diferencias y seme-
janzas se reflejan en el vacio de ambas teorfas. A continuacién se exponen
algunas de las caracteristicas més importantes del estado base de los campos
de interaccién y materia de la CDC.

Al igual que en el gjemplo histérico acerca del movimiento mencionado al
principio de esta introduccidn, el vacio sigue ocupando un lugar muy 1mpor-
tante dentro de las teorias fisicas mas avanzadas como las teorias de Norma
no-Abelianas. En ellas se han encontrado problemas propios de las teorias
cuénticas de campo, es decir problemas de divergencias infinitas que, con-
trario a lo que sucede con las teorias de norma Abelianas como la elec-
trodindmica cudntica, han puesto énfasis en la formulacién no perturbativa
de la teoria.

Los problemas asociados a las divergencias en alias frecuencias (diver-
gencias ultravioletas) pueden manejarse, tanto en las teorias Abelianas como
en las no Abelianas a través del grupo de renormalizacion. Mientras que
las divergencias asociadas a las frecuencias bajas (divergencias infrarrojas),
manejables en el caso de la electrodinamica cudntica debido al caracter con-
mutativo de la teorfa [7], hacen del vacio perturbativo (el “vacio” de las altas
energias o vacic “parténico”) de las teorfas de norma nc abelianas un sis-
tema inestable [8] con propiedades aun no del todo determinadas A pesar
de ello las perspectivas de su estudio indican que estd en el meollo de mu-
chos problemas teéricos de primera importancia como el confinamiento de
cuarks [45] y el espectro hadrénico a bajas energias {46]. La estructura del
vacio no perturbative parece ser la culpable del confinamiento de cuarks y
gluones el problema esta en que el estudio no perturbativo es mucho maés
dificil que el estudio perturbativo. Este estado de las cosas ha sugerido al-
gunos modelos como el llamado modelo de bolsas det MIT (MIT bag model)
[39], en donde los hadrones son vistos como una especie de burbujas de va-
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cio perturbativo (sin cnantos de materia e interaccién) inmersas en un vacio
fisico no perturbativo, caracterizado unicamente por la diferencia en la den-
sidad de energia entre estas dos fases del vacio. Sin embargo un estudio no
perturbativo mds riguroso es necesario para entender las caracteristicas mas
importantes de la CDC. Contrario a lo que sucede eon el vacio de la EDC,
en la CDC se presenta un antiapantallamiento de las cargas de color, algo
similar a lo que ocurrirfa en un dieléctrico con permeabilidad eléctrica menor
que la del vacio; es decir la constante de acoplamiento para las interacciones
de color disminuye con las distancia a la carga fisica, esto fué lo que Gross,
Wilezeck y Politzer [31) mostraron en 1973: la libertad asintética de la, CDC.
Esta caracteristica del vacio de la CDC es resultado de la no linealidad de
la teorfa [40, 41), resultado a su vez, de su cardcter no abeliano, dicho en
otros términos es consecuencia de que los bosones de interaccién (los llama-
dos gluones ignales en nimero a los de generadores del grupo SU(3)} esten
cargados (cosa que ne ocurre con log fotones de la EDC), lo que provoca que
junto con la llamada polarizacién fermidnica apantallante (producida por la
creacion de pares virtuales fermidnicos) exista una polarizacién bosénica an-
tiapantallante. El dominio de esta dltima sobre la primera (que es lo que se
observa) impone una cota al nimero de sabores para los cuarks, de tal modo
que la polarizacién fermidnica no domine sobre la bosénica.

Es claro de lo anterior que el estudio no perturbativo de la CDC y en par-
ticular del vacio, es de total importancia para poder entender las principales
caracteristicas de la teoria, ya sea para desecharla como una teoria incapaz
de reproducir lo observado o para tomarla como guia en el descubrimicnto
de nuevas caracteristicas del mundo fisico.

0.6 Este trabajo

Ein el presente trabajo de tesis se hace un estudio del estado base de una teoria
de norma. En los capitulos 2 y 3 se trabaja con un grupo de norma SU{2) cotr
en el supueste de que esta simplificacién permite reducir los cdlculos sin
perder resultados que igual se aplican a la CDC. En el iiltimo capitulo, sin
embargo, regresamos al grupo de norma real de la CDC. El estudio no incluye
a los campos de materia de la interaccidn de color {cuarks), sélo a los campos
de norma (gluones); que en la versién simplificada SU(2) se reducen a 3 {el
nimero de generadores del grupo SU(2)). Esto explica el adjetivo de “pura”
en el titulo de la presente tesis.

Xiv



La polarizacién bosénica mencionada en el apartado anterior da por resul-
tado un antiapantallamiento de las cargas de color, es decir el vacio gludénico
es un medioc con permeabilidad eiéctrica menor que 1, de este modo como el
vacio es wvariante de Lorenz pe = 1 y por tanto x > 1. El vacio gludnico
es un medio “paracromomagnético”, esto puede entenderse si se considera
que los gluones son particulas cargadas {con color) y espin igual a 1. s
de esperar, entonces, que el estado de menor energia del vacio gludnico sea
uno con un campo cromomagnético en alguna direccidn, esto es efectiva-
mente lo que se observa en el trabajo de Savvidy, Batalin y Matinian [8]
(también por otro camino en la Ref. [42]) en donde el vacio perturbativo re-
sulta inestable como consecuencia de las divergencias infrarojas, favoreciendo
energéticamente un campo cromomagnético. Estos resultados han sugerido
algunos modelos para el vacio de la CDC, en los cuales la naturaleza para-
magnética del vacio se manifiesta cudnticamente como un condensado Bose-
Einstein de pares de gluones acoplados a espin y color cero {43, 44], algo
similar al apareamiento electrdnico (pares de Cooper) gue oecurre en un su-
perconductor. Sin embargo existen problemas con la presencia de un campo
cromomagnético en el estado base de la CDC ya que el vacio debe ser in-
variante ante transformaciones de Poincaré, en la Ref. [47] se resuelve este
problema utilizando transformaciones de Poincaré modificadas que consisten
de una combinacién de traslaciones y rotaciones junto con transformaciones
de norma convenientes. En esta tesis utilizamos una transformacién de los
campos de norma a Nuevos CAmMpos que creemos permite obtener un campo
cromomagnético sin violar, al mencs, la simetria rotacional del vacio Esta
transformacién ha side muy utilizada en modelos colectivos en {isica nuclear
{48, 49] para describir los niicleos atémicos haciendo explicitas sus estruc-
turas internas. Las nuevas variables estdn relacionadas a la intensidad de los
vectores de norma, a su distribucién cuadrupelar v a los 4ngulos de rotacion
en el espacio fisico y de color. La transformacién de coordenadas significa el
paso a un sistema de referencia (sistema intrinseco) donde el vector potencial
en la norma del tiempo (Ag, = 0 52 § = 0) es diagonal (A'la = i, = pidia)-
Los nuevos campos son precisamente los dngulos (pueden ser los de Euler o
cualquiera otros) que forma el sistema intrinseco con un sistema de referencia
fijo en el laboratorio para que se cumnpla la diagonalidad del vector de norma
transformado, estos dngulos (3 para el espacio fisico y otros 3 para el espacio
de color) dependen en general de los puntos en el espacio-trempo al igual
que el valor de los tres componentes diagonales del vector de norma trans-
formado. La primera parte de esta tesis consiste en encontrar una solucion
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cldsica a las ecuaciones de movimiento dec los campos de norma de la CDC en
la simplificacién a SU(2), buscando encontrar un campo cromomagnético en
el sistema intrinseco, los resultados negatives (aunque sélo para el caso mds
simple) condujo a intentar el problema inverso, es decir jcudl es la forma de
un campo magnético y eléctrico en el sistema intrinseco? y ;qué resulta de
imponer un campo cromomagnético diferente de cero al tiempo que se fija
el eléctrico a cero?. Se obtuvieron diferentes condiciones para los campos
vectariales transformados al sistema intrinseco, estas diferentes condiciones
correésponden a la libertad de norma “remanente” a la norma del tiempo (a
lo largo de todo este trabajo se trabaja con esta norma),

El hecho de no encontrar soluciones cldsicas con un campo cromomagnético
sugirid el estudio cudntico. Utilizando el formalismo de Feynman de inte-
grales de trayectoria se estudic un caso sencillo, para comparai su conve-
niencia respecto al formalismo de Schrédinger. Se vid que este Gltimo es més
sencillo y directo para el problema de encontrar el potencial efectivo que ro-
sulte de pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas hiperesféricas. La
motivacién original fué que este potencial efectivo favoreciera un campo cro-
momagnético intrinseco. Un resultado al margen de los objetivos iniciales
de la tesis se obtuvo en el estudio de las integrales de Feynman para el caso
sencillo mencionado. Se confirmaron resultados obtenidos por otros autores
[50] para el cdlculo de la integral de Feynman en coordenadas curvilineas. Ta
comparacion de lo realizado en la ref. [50] con lo obtenido en el capitulo 3 de
esta tesis, sugiere realizar el cdleulo de la integral de Feynman en el espacio
de Buclides (como en la Ref. [50]} en lugar que en el de Minkowski (coma se
hace en el cap. 3), puesto que los cdleulos son més directos.

En ¢] 1iltimo capitulo se trabaja en la imagen de Schrédinger (como sug-
iere lo realizado en el capitulo 3) para construir un operador Hamiltoniano
hiperesférico para los campos de norma de la CDC sin campos de mate-
ria. El modelo obtenido se construye bajo la suposicién de que los modos
no constantes de la teoria (campos dependicntes de las coordenadas espacio
temporales) pueden ser absorbidos dentro de pardmetres ajustables en un
modelo de modos constantes.

Lo anterior significa que la rotacién del sistema intrinseco (tanto en el
espacio de color como en el fisico) no depende ni de las coordenadas espaciales
ni del tiempo, es decir la rotacidn es la misma en todo el espacio. Esto reduce
el problema de campos a une con un nimero finito de grados de libertad muy
estudiado en la fisica nuclear, donde se tiene mayor experiencia en el manejo
de la transformacién a coordenadas hiperesféricas.
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El reducir el problema a modos constantes es justificable pués a bajas
energias los modos dominantes son aquellos que tienc longitudes de onda
grandes cuyo caso limite es precisamente el de modos constantes.

Analizando los grados de libertad gluénicos se muestra que los estados
ligados gludnicos (glueballs) pueden ser clasificados segiin la siguiente cadena
de grupos:

U U

{8) SUL(3)

U U
SUL3) 50(3)

No sélo es posible clasificar los estados ligadoes, utilizando algunas aproxi-
maciones para la parte cinética del Hamiltoniano y suponiendo un potencial
sencillo (oscilador arménico), se llega a un Hamiltonjano efectivo en modos
constantes (bajas energias) que depende de operadores de Casimir de los
grupos envueltos en la clasificacién, de dos osciladores de una y cinco di-
mensiones respectivamente y de 6 pardmetros, los cuales se ajustan segin el
espectro conocido “experimentalmente” en cdlculos de redes para los glue-
balls [51]. El acuerdo con estos cdlculos es muy bueno considerando lo simple
del modelo presentado, ademés contrario a lo que ocurre con el cilculo de
redes el modelo no solo repreduce el espectro, también permite apreciar la
estructura algebraica del mismo, explicando de modo natural las degenera-
ciones ohservadas y abriendo la posibilidad de extenderlo para incluir a los
cuarks.
La dltima parte de esta tesis consiste de las conclusiones.

U@24) > U.8) x  UL3d)
0
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Capitulo 1

La Cromodinamica Cuantica

(CDC)

1.1 Los campos, un sistema con un nuimero
infinito de grados de libertad

Desde la publicacién de los Principios matemdticos de la filosofia netural de
Tsaac Newton, se avanzd enormemente en la formulacidn de las tres leyes new-
tonianas con herramientas matemsticas cada vez mas efectivas Durante el
siglo XVIIT el interés de algunos fildésofos franceses, como Voltaire, por divul-
gar las ideas de Newton [6] dié abundantes frutos, asf se gestd una tradicidn
que, comenzando con matemdticos como Clairaut y D’Alembert hasta La-
grange y Laplace, hizo posible reformular la teoria newtoniana de una forma
tal que perrnitié el manejo de cualquier sistema dindmico incluyendo aquellos
con un nimero infinito de grados de libertad, se tenfan, pués, las herramien-
tas para el manejo tedrico de lo que cientificos como Faraday y Maxwell
habrian de consolidar : el concepto de campo electromagnético, susceptible
de ser manejado y estudiado de un modo similar a un problema de particulas
en algiin potencial Formular la mecdnica de Newton en términos de una
Lagrangiana o Harmltoniano, permitié su generalizacion como una teoria
dindmica, similar en tal sentido a ta electrodindmica Maxwelliana, ademads de
que esta formulacién hizo mas claro el paso de la teoria cldsica a la cuantica.
El principro del cual sc deriva toda esta formulacion es el llamado principio
de minima accién de Hamilton, el cual establece que la trayectoria real de
un sistema. fisico serd aquella que extremize la accién es decir aquella trayec-
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toria que anule la diferencial a primer orden de la accién. En el caso de la
mecanica Newtoniana, la equivalencia de este principio con la formulacién
original puede verse facilmente [9):

La 2a ley de Newton se escribe, para el caso de una fuerza conservativa:

G— _OV(g)
' 94,
multiplicando por dg, ¥ sumando para cada grado de libertad se tiene:
13 . ki BV
Z m%d% = _—(q‘)'sz
=1 =1 aq‘

Integrando por partes desde £; hasta ¢, y considerando que:
dg, (1) = dq,{t3) = 0, obtenemos:

£ (o )£ (50

Puesto que la expresién entre paréntesis de la segunda integral es una
diferencial exacta, lo anterior puede escribirse del siguiente modo:

f:d(V(q)hi )dt -d1 1(%‘£—V{q))dt:0

Este es el principio de Hamilton cor la accién deﬁnida como
S = f*Ldt y L el Lagrangiano del sistema: L = ¥ -Vi{g)

mcj,d(jl) dt =20

El paso a una tcoria de campos consiste en tomar el limite cuando nf{el
nimero de grados de libertad) tiende a infinito, en ese caso la suma del
Lagrangianc se convierte en una integral, los puntos en el espacio toman el
tugar de los indices de los grados de libertad y las coordenadas generalizadas
{g,) son sustituidas por el valor del campo, un Lagrangiano en teoria de
campos se ve, entoneas, asi:

L= | £d%

cspacio

De este modo la accién [ L£d*X con d*X = dtd®X , toma una forma
simétrica para las ccordenadas espaciales y temporales, como era deseable
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para formular una teoria fisica covariante, esta sumetria da a la formulacién la-
grangiana una ventaja sobre la formulacién hamiltoniana (canénica) [10], en
donde no se tiene esta simetria explicitamente en las ecuaciones de movimiento.
La funcién £ recibe el nombre de densidad lagrangiana.

La densidad lagrangiana de un campo encierra toda la informacidn fisica del
mismo asf, por ejemplo, las ecuaciones de movimiento se pueden obtener del
principio de Hamilton directamente considerando que de(t1, X) = de(ts, X) =
0, resultando la llamada ecuacidn de Euler-Lagrange:

8L 6L

66,0 &9

Mientras que las cantidades dindmicas que se conservan pueden deducirse
a partir de las simetrias de la densidad lagrangiana ante transformaciones
continuas, el namero de pardmetros de dichas transformacidnes implica un
nimero igual de cantidades que no cambian en el tiempo [11]; el ejemplo mas
sencillo es la invarianza del Lagrangiano ante traslaciones espacio-temporales,
dichas transformaciones dependen de 4 pardmetros (una por cada direccién
del espacio-tiempo), por lo que se deberdn tener 4 cantidades independientes
del tiempo, estas son las integrales en el espacio de cada uno de los elemento
det primer renglén del tensor Energia-momento, es decir precisamente la
energia ¥ las 3 componentes del momento lineal.

La invarianza de las leyes de la fisica ante transformaciones de Lorentz
v el hecho de que d*X sea invariante relativista, exigen que la densidad
lagrangiana (£) sea, también, invariante relativista, lo cual facilita su de-
duccidén al restringir su forma [10], la misma ayuda brinda la invarianza de
norma.

Como menciong, la formulacién lagrangiana permite hacer més claro el
paso de una teorfa cldsica a una cudntica, dos modos de ver esta transicidn
SOm:

A

1.« Sustituir las variables que representan los grados de libertad del
sisterna (cartesianos) y sus momentos conjugados por operadores
hermitianos en el espacio de Hilbert, del misme modo para el resto
de las variables fisicas.

e Sustituir los paréntesis de Poisson ({H,C}posson = %) por con-
mutadores multiplicados por et factor §:

{H,C) = FIH,Cl = $(AC - &y = =
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en particular:
[Bs, 4} = —ihéy

2. e Integrar el valor de exp (% fff (pg — H)) por todas las trayectorias
posibles en el espacio fase, H, p ¥ ¢ son el hamiltonianc, momento
conjugado v coordenada generalizada cldsicos, con lo que se ob-
tiene la amplitud de probabilidad (o elementos de la matriz de
dispersidn S) entre 2 estados con ¢ definidos: < qut1 | qote > .

La cuantizacién de los campos realizada por alguno de los caminos breve-
mente descritos en lo anterior no esta exenta de problemas, sin embargo
los exitos han side muchos, en particular en el estudio de las interacciones
clectromagnéticas dentro de la llamada electrodindmica cudntica (QED por
sus siglas en inglés). Fn lo que se refiere al resto de las interacciones, eomo
se menciond en la introduccidn, se lograron avances muy importantes estu-
diando teorias de campo con caracteristicas particulares: las llamadas teorias
de norma, en las cuales los campos que representan las interacciones son
obtenidos a partir de extender la simetria global de la teoria (una simetria
independiente de las coordenadas espacio temporales) a una stmetria local,
¢s deeir las transformaciones de la simetria son independientes en cada punto
del espacio (pero relacionadas por la derivada covariante). Esta extensién de
una simetria global a una local responde a la necesidad de ser consistente
con una teoria de campe localizado y con el principio de causalidad. Origi-
nalmente la introduccidén de nuevos campos a partir de la extensién de una
simetria global se debié a los fisicos Yang y Mills quienes en 1954 [53] publi-
caron un articulo donde reconocian la semejanza entre la libertad de norma
de la electrodindmica de Maxwell con la simetria del isocspin, en otras pal-
abras: la libertad de elegir arbitrariamente el signo de las particulas en cada
punto del espacio-tiempo que es posible gracias a la libertad de norma de los
campos de interaccién de la electrodindmica (el potencial electrico y mag-
netico) es similar a la libertad de elegir el signo de la proyeccién del isoespin
(elegir de entre los nucleones quién es un protdén y quién un neutrén) inde-
pendientemente de la eleccion que hayamos hecho en cualquier otro punto
del espacio-tiempo. La idea resultd muy fructifera, aunque no se explotd
desde un principio y hubieron de pasar algunos afios antes de que las teorfas
de norma fueran ubicdndose en ¢l lugar que ahora ocupan. En el caso par-
ticular del isoespin, sin embargo, la extensién de la simetrfa no fué posible
debido a que cl isoespin no es una simetria exacta (el protén y el neutrén



no tienen la misma masa), lo fundamental del trabajo de Yang y Mills fu¢ la
idea de hacer de la simetria un concepto dindmico, dependiente del espacio y
del tiempo, con lo cual se kizo posible derivar la interaccién entre particulas
con dicha simetria.

1.2 FEl “boom” en la fauna hadronica

El descubrimiento del electron, del protén vy del neutrén junto con el re-
conocimiento del fotén como particula mediadora de la interaccién electro-
magnética, parecian redondear una visién acerca del munde fisico, mas adin
cuando Anderson [54] descubrié en los rayos césmicos una particula de masa
muy parecida a la que se predecfa desde la teorfa de Yukawa [35] para las
particulas mediadoras de la interaccién nuclear entre protones y neutrones.
Sin embargo, no seria tan sencillo, la particula descubierta por Anderson re-
sulté inocua para los nicleos atémicos (mas tarde se decubrirfa que resuttaba
del decaimiento de la particula predicha por Yukawa) los muones como ac-
tualmente se conocen, resultan ser, al menos hasta los limites experimentales
actuales, particulas puntuales, que junto con el conocido electrdn, el taudn
[36] y los respectivos neutrinos {particulas predichas por Pauli para explicar
ta violacién al principio de conservacién de la energia de los decaimientos
beta} forman el conjunto de los leptones, particulas puntuales con nimero
bariénico igual a cero, que no experimentan la llamada fuerza fuerte o de
color, en cambio los piones (nombre con el que finalmente habrian de cono-
cerse las particulas de Yukawa), quienes si experimentan la fuerza fuerte,
pertenecen al grupo de los hadrones, particulas que tienen por peculiaridad
precisamente la de experimentar la fuerza fuerte. Los hadrones {del griego
“hadros” = fuerte) se dividen a su vez en particulas con nimero barienico
igual a cero, los llamados mesones y aquellas con nimero bariénico difer-
ente de cero, los llamados bariones. La razdn de estos nombres es histérica
v en la actualidad inaplicable, en la década de los 30’s las particulas lep-
tonicas conocidas eran el electrén, los mesones conocidos eran los piones y
entre los bariones estaban el protén v el neutrdn, los nombres respondian
al valor de sus masas (v a la entonces imperante tradicidén de poner nom-
bres griegos a las particulas): leptdn significa ligero, mesén medio y baridn
pesado. El panorama se modificaria radicalmente empezando por el ya men-
cionado descubrimento del leptén llamado mudn tan pesado como algunos
mesones (el taudn, leptén descubierto mds tarde es més pesado, incluso, que
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el protén y el neutrén). En cuanto & los hadrones, el perfeccionamiento de
los aceleradores de particulas permitié el accese a fendmenos con una energia
mucho mayor con lo cual fué posible detectar un enorme ntunero de nuevas
particulas hadrénicas incluyendo a las llamadas resonancias [57] con una vida
media tan corta que no es posible detectarlas directamente por sus trazas en
una camara de burbujas o de niebla,

Asi, la original clasificacién de las particulas por su masa se vino abajo,
¥ se recurrid a clasificarlas en base a otras caracterfsticas fisicas como las
que ya mencione (interaccién fuerte o no, nimero bariénico, etc.); tal clasifi-
cacidn de las particulas en tres grupos (leptoncs, mesones y bariones), puede
entenderse en la actualidad de otro modo, los leptonres son particulas fun-
damentales, mientras que los mesones son particulas formadas por un par
cuark-anticuark v los bariones por tres cuarks. Las diferencias fisicas ob-
servadas son consecuencia de estas caracteristicas en su composicién. Los
cuarks son particuias con carga de color, la fuerza fuerte entre nucleones
puede entenderse, asi, como el remancnente de ias interacciones en el interior
del nucleén, algo similar a la fnerza de Van der Waals a nivel nuclear.

1.3 La “doma” de la fauna Hadrdénica

Del mismo modo que Mendeleiev logrd clasificar el conjunto de los ele-
mentos quimicos a partir de observar y ordenar las caracterfsticas fisicas
¥y quimicas de los diferentes elementos, paso a paso se fué logrando clasificar
a los hadrones descubiertos experimentalemente en esquemas matematicos
basados sobre todo en la teoria de grupos y las simetrias de las particulas,
de las primeras simetrias que lograron identificarse esta el ya mencionado
isoespin, que algebraicamente tiene una estructura semejante al espin. Por
otro lado, el estudio de los decaimientos de particulas v la no observacién
de algunos decaimientos que no viclaban las leyes hasta entonces conocidas
fueron introduciendo nuevos niimeros cudnticos. Las reglas empiricas que
permitian conectar estos nimeros cudnticos con caractoristicas fisicas medi-
bles sirvicron, sino para entender el espectro hadrénico, sf para Conocer que
es lo que estaba sucediendo a nivel subnuclear. De cntre los trabajos més
importantes en la segunda mitad del siglo XX, estd el de Murray Gell-Mann
y Zweig, quienes obsevaron que el conjunto de particulas hadrénicas conoci-
das podia acomodarse dentro de multipletes del grupo SU{3), multipletes en
los que quedaban naturalmente incluidos los multipletes del isosespin:

6



1.4 La simetria SU(3)

Si giramos una esfera con respecto & cualquiera de sus diamefros no ten-
dremos forma de distinguir los estados de la esfera antes y después de la
rotacidn, es eso lo que decimos al afirmar que la esfera tiene simetria rota-
cional. Fué precisamente con respecto a este tipo de transformaciones en el
espacio fisico que se entendis en un principio el concepto de simetria. En io
que se refiere a la fisica hadrénica, hemos mencionado algunas simetrias entre
las particulas que no tienen que ver con transformaciones en el espacio, se lla-
maron simetrias internas: el isoespin, la extraneza, el nimero baridnico ¥ la
carga; en particular €l 1soespin surgid como consecuencia de la simetria entre
el protén v el neutrén en lo que respecta a las interacciones nucleares, se ob-
servo, por ejemplo [58], que las caracteristicas fisicas de los nicleos atémicos
con la misma masa atdmica eran similares sin importar ¢l nimero atémico,
la fuerza nuclear no distingue entre un protén y un neutrdn, es decir para ella
los protones y neutrones son una misma particula (el nucledén} con isoespin
T= 1/2, las dos proyecciones de este isoespin sobre cualquier eje (el oper-
ador Ty por ejemplo) corresponderan al protdn v neutrén respectivamente.
Podremos, entonces, representar al nucleén del siguiente modo:

~(2)

La simetria de isoespin significa invarianza, al menos en lo que respecta a las
fuerzas nucleares, ante transformaciones del grupo SU(2):

N =N+4dN con 0N = —iw, [N

donde w, son los pardmetros de la transformacién (infinitesimales en este
caso) e I, son los generadores del grupo SU(2) que definen la estructura del
grupo por la relacién que hay entre ellos, la llamada dlgebra de Lie del grupo

[Iau Iﬂ] = Ia-[ﬂ — Iﬁfa = ifaﬁ.yf,},

De este modo ¢l doblete de los nucleones forma un base para una repre-
sentacién irreducible del grupo SU{2} (Un representacion es un espacio de
transformaciones lineales no-singulares homomeorfas al grupo en cuestién).
Ademds del estudio del espin conocemos un conjunto de matrices que satis-
facen la anterior aigebra de Lie: [, = 1/27, con 7, las matrices de Pauli.
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La anterior no es la. iinica representacidn de la simetria del isoespin, si
observamos la siguiente tabla con informacion experimental acerca de las
propiedades fisicas de los piones, podemos darnos cuenta de que formar un
multipiete:

Pién | masa Diferencia carga | Tiempo de vida | espin
(mac?) | en masa (MeV) (seg)
ot | 139.59 4.59 e 2.55 x 1078 0
7 | 135.00 0 0 0.83 x 10716 0
7~ | 139.59 4.59 -8 2.55 x 1078 0

La casi igualdad en sus masas y sus semejanzas fisicas, en lo que respecta
a las interacciones nucleares, significan que forman la base para una repre-
sentacidn irreducible del grupe SU{2} de dimensidn 3 (por el hecho de ser de
dimensién igual al nimero de generadores del grupo se llama representacién
adjunta).

De este modo los miembros de los multipletes del grupo SU(2) isoespin
difieren entre si por sus caracteristicas electromagnéticas (en particular la
carga eléctrica), dentro de un multiplete de isoespin la carga varia desde
(Jmen hasta Q. cubriendo todos los valores intermedios que sean obtenidos
por sumar multiplos enteros de ia carga elemental al valor minimo de la
carga dentro del multiplete, (Qmm, Qumun + €, ..., @mar — €, Qmaz), COMO en
general las cargas de un multiplete de isoespin no estd centrada en el cero, la
componente 3 del isoespin que recorre el total de los mtembros del multiplete
, 5¢ cuenta a partir del valor central de la carga del multiplete:

Q = 1/2(Qmax + Qmm) + T3

Definiendo la hipercarga [60] como ¥V = Qe + Qmin. Obtenemos que:
& = 1/2Y + T3 de este modo la hipercarga caracteriza al multiplete in-
dependicntemente del valor del isoespin. Por otro lado la no observacién de
algunas reacciones como por ejemplo el decaimiento del Atomo de hidrégeno
en dos fotones (e~ + P — v+ ) a pesar de no violar ninguna ley de con-
servacién conocida sugirié un nueve nimero cuintico. el ndmero bariénico
(B). De modo similar se propuso la extrafieza (3) [59, 60] para explicar el
largo tiempo de vida de las (entonces llamadas) particulas V., Ambos nimeros
cuénticos tienen relacidn con la hipercarga: Y=8+B.
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Si de las particulas hadrénicas (conocdas en su mayoria por Gell-Mann
y Zweig), agrupamos aquellas con €l mismo nimero baridénico y espin y las
acomodamos en diagramas ¥ vs Iy, obtenemos lo siguiente :

= Qectete S=B=0 p Octete S=1 B=0

K Kt

Y para las particulas con nimero baridnico diferente de cero:

v & Decaplets
$=3/2 B=1

A a0 at At

Observemos que los multipletes de isoepin quedan incluidos en los ejes
horizontales de los diagramas anteriores, vy es mds, a continuacidn veremos
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brevemente que cada uno de los diagramas anteriores pueden reproducirse a
partir de representaciones irreducibles del grupo SU(3), es decir cada uno de
los diagramas es un multiplete det grupo SU(3).

En términos de diagramas de Young [62] la representacién irreducible
{irrep) de orden méas bajo consiste de un solo cuadro:

1 0 0
ED conz'=1,2,3:= ¢ : 1 = 0
0 0 1

Los generadores del grupo SU(3) en la representacién fundamental (de
dimensién 3) son las llamadas matrices de Gell-Mann (ver apéndice A.1).

Podemos darle contenido fisico al irrep anterior, proponiendo 3 particulas
(los cuarks) que se identifican con el irrep anterior: i=l=u, i=2=d, i=3=s.
Las propiedades fisicas (isoespin e hipercarga) de ellos las obtenemos de
los generadores de SU(3), recordando que los multipletes de Isoespin estan
contenidos cn los diagramas Y vs. I3, del mismo modo que el grupo SU(3)
contiene al SU{2):

1
Ie=zh k=123 (1.1)

1
Y= —A 1.2
\/g 8 { )
con A, las matrices de Gell-Mann.
Asi, graficando las propiedades ¥ vs I3 de los tres cuarks obtenemos;

Y

2/3 T
IRREP (0,1}

173 o u

0

19 4

-273 L LA
172 0 172

Iy

La carga de cada cuark dada por Q = I3 + 3V es entonces: (), = 2/3,
Qa=-1/3y Qs =-1/3, en unidades dc e.

Ademaés a cada cuark debemos asociarle un niimero bariénico de % de tal
medo que una particula formada por 3 cuarks tenga niimero baridnico igual
al.
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Los irreps de orden mayor podemos obtenerlos del producto directo del
irrep fundamental:

L&l 1]
3 3 6@@

la, dimensidn de cada irrep se indica debajo.

Observemos de inmediato que en el producto anterior aparece otro irrep
con dimensién 3. Veamos cusles son las propiedades Y e I3 (v con ellas la
carga) de este irrep. Consideremos para ello transformaciones infinitesimales
del grupo SU(3) respecto a un grado de libertad que tiene un generador
diagonal (como lo son los generadores de los cuales se obtienen Y e I):

Los tensores base normalizacos tot. antisim. del irrep son -

%(ds — sd) (1.3)
1

%(su - ug)

%(ud — du)

Como ejemplo ilustrative veamos como se transforma el primero de los
tensores anteriores:

1 1 . a1 i 7 % _
7 —\/—i(d s'—g'd) = w\/—§((1——§w)«)d(1—§w/\)s—(1—w24w)\)s(1w§w)\)d) =

((d — %wC’de(s - -ngss) —(s— %wcs)(d - %chd))

{ds—sd) — ¢
=
V2

con Cy v C, los eigenvalores de s y d respecto a la matriz A. Despreciando
términos de orden 2 en el pardmetro w lo anterior es:

1 13
(1- 5(03 + Caz))%(ds - sd)

Es decir los ergenvalores del tensor (v por tanto las propiedades ¥ e I3) son
la suma de los eigenvalores de los vectores antisimetrizados que forman el

tensor.
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De este modo vemnos que el tensor %{ds — gd) tiene propiedades de signo
contrario a u {incluyendo la carga) y lo mismo para los otros dos tensores.
Por ello es natural asociar este irrep con el de los anticuarks.

.

< i==1,2,3 @: 'zf = E(ds — Sd)
E' cont K= d = 3(su — us)
K= 5 = L{ud — du)

El signo de semejanza entre los cuarks antisimetrizados v los anticuarks se
reflere a su comportamiento respecto al grupo SU(3)}, pero fisicamente no son
iguales: mientras que dos cuarks tiene mimero baridnico 2/3, cada anticuark
tiene nimero bariénico -1/3.

Un resultade empirico importante cs que todas las particulas hadrénicas
tienen nimero baridnico entero. De este modo no todos los irreps de SU(3)
tendran contraparte en el mundo fisico. El primer irrep de SU(3) con ntimero
baridnico entero que podemos encontrar es el formado por un cuark y un
anticuark. Las particulas asf formadas tendran nimero bariénico 1/3-1/3 =
0.

m@%ﬂ:@@
3 3 8 1 8 1

Las propiedades Y e I3 de los tensores sen la suma de las propiedades de
las pariiculas que los forman (como ya vimos). De este modo los 8 tensores
base del irrep obtenido de multiplicar un cuark par un anticuark ticnen las
siguientes propiedades Y e Iy:
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Y IRREP (1,1} con B=0

donde se toman, para las particulas con ¥ = [ = 0, combinaciones
lineales de ui y dd (tienen los mismos eigenvalores).

El multiplete obtenido representa a los multipletes mesdnicos (7 octete y
p octete) el primero acoplando los espines del par cuark-anticuark a cero y el
segundo acopldndolos a 1 {es decir los cuarks deben ser particulas de espin
1/2). Otro multiplete con nimero baridnico entero lo podemos obtener de
multiplicar 3 veces el irrep fundamental. Las particulas obtenidas tendrin
numero bariénico 3 x 1/3 = 1:

Llel e =T 1% ZSZI@E
8 I

3 3 3 10

El segundo de los irreps anteriores (de dimensidn 8) es similar al obtenido
para los mesones, sélo que con nimero baridnico 1:

X IRREF (1,1) ten B=1

d(du} wlud)

-L(ufas wa
o (wlded b aluay)

o
a

= (ulda) = d{ua
g (ulde) = dlus))

dids)

v representa al N-octete.
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Los tensores base del irrep de dimensién 10 tienen las siguientes propicdades
Ye Ia:

¥ IRREP (0.3) con B=1

|
L B S O At Bt

Lo anterior claramente reproduce al A decuplete graficado antes. Es de
notar que la particula {2~ que forma un singulete de isoespin dentro del A
decuplete fué descubierta después de haberse propuesto el presente modelo,
incluso éste permitid, al predecir sus caracteristicas fisicas, disminuir la difi-
cultad en su bisqueda y deteccisn [23]. Por ltimo el irrep de dimensién 1
corresponde a la particula A* detectada experimentalemente.

FEis posible reproducir el decuplete anterior pero formado por antiparticulas
considerando que la eleccién del irrep -] como el que representa las particulas
fué arbitaria y de igual modo pudo haber representado antiparticulas.

Es importante mencionar que mientras que en los multipletes mesdnicos
las antiparticulas se encuentran en el mismo multiplete que las particulas, en
los multipletes baridnicos las antiparticulas y respectivas particulas forman
dos multipletes diferentes. Podemos construir multipletes exéticos que no
violen la exigencia de B entero: por gjemplo uno formado por particulas com-
puestas por dos cuark y dos anticuarks (ggdq); otro (B = —1) con particulas
compuestas por un cuark y cuatre anticuarks (¢4g@g) v une mids (B = —2)

Historicamente el camino esbozado en lo anterior, condujo, como se ve,
de modo natural a ia idea de los cuarks como constituyentes de las particulas
hadrdnicas, con el modelo se lograron entender y explicar muchos de los datos
experimentales sin aparente conexidn y sc logro una visidén mds profunda de
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la, fisica hadrénica, por ejemplo la diferencia en las caracteristicas entre los
mesones y bariones se entendid como una consecuencia de la diferente com-
posicién de cuarks: los mesones formados por una pareja cuark-anticuark
mientras que los bariones por tres cuarks. Mas tarde se descubrieron nuevos
cuarks, el cuark charm {encanto} en 1975 (28], el cuark bottom en 1977 [29)
v el cuark top en 1995 [30] (este grado de libertad: up, down, strange, charm
, bottom y top recibe el curloso nombre de sabor]. La ampliacién, primero,
de la simetria SU(3) a una simetria SU(4) que incluyera al cuark charm, era
natural y efectivamente se lograron reproducir nuevamente [64] los resulta-
dos experimentales, sin embargo la inexactitud de la simetsia (que dentro
del modelo de cuarks podia entenderse como consecuencia de las diferentes
masas de los cuarks) se hacia ain mds evidente, esto mismo es lo que hace
ya imposible la ampliacién a una simetria SU(5) donde se incluya al cuark
bottom, esto obligd al uso de nuevas técnicas [64]. La relevancia, pués, del
modelo de Gell-Mann y Zweig, radica en el reconocimmento de la simetria
como elemento fundamental en la fisica de particulas, asi como, obviamente,
en la introduccién de los cuarks. El paso siguiente consistiria en encontrar
una simetria exacta que permitiera una teoria cudntica de norma (la CDC),
es elaro que sin el modelo de cuarks la labor hubiera sido mucho mas com-
plicada, éste condujo a algunas paradojas cuya respuesta serfa la puerta de
entrada para el descubrimiento de esa nueva simetria exacta: la simetria de
color.

1.5 El Color, una simetria exacta

El modelo de Gell-Mann y Zweig para reproducir los multipletes hadrdnicos,
significé apenas el comienzo en el entendimiento de la fisica a escalas sub-
hadrénicas, durante la década de los 60°'s y 70's, el modelo fué explorado
en sus consecuencias, se llegé a paradojas que significarfan el paso para la
introduce1én de un nuevo grado de libertad interno para los cuarks. En
1964 Gursey y Radicati [65] extendieron el modelo de cuarks para incluir en
6l musmo al espin, es decir se incluyé al producto de los grupos SU{3)sapor
v SU(2)espn en un grupo mayor: el grupe SU(6), de este modo la repre-
sentacién fundamental asociada a los cuarks es

{w{1),d(1), s(1), u(l), d{{), s{4)}

Los bariones son obtenidos, por el producto triple de la representacidn
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anterior:

[Je[Je[ J=[ T T 1e 2[ ] &

6 6 6 56 70 20

De inmediato se observa que el irrep [3] tiene la dimensidn justa para incluir
los multipletes bariénicos de mas baja energfa: dim(N-octete, s=1/2)+dim(A-
decuplete, s=3/2)=8 x 2 +- 10 x 5 = 56.

El problema con la eleccién def irrep [3] para reproducir los multipletes
hadrénicos esta en que no reproduce la antisimetria de los estados. Experimen-
talmente la medicién de los momentos magnéticos de los bariones indica que
no hay contribuciones orbitales es decir los tres cuarks deben de estar en el
mismo estado orbital S *,

Asi pués, por un ladoe tenemos una funcién de onda simétrica para los
estados bariénicos en lo que respecta a los grados de libertad cspin y sabor,
¥y por otro necesitamos que dicha funcién sea antisimétrica de acuerdo al
hecho de que los cuarks son particulas de espin 1/2.

Una alternativa explorada por Sakita [66] fué utilizar el irrep [1%] en lu-
gar del [3], sin embargo su dimensién no permite incluir los dos multipletes
bariémecos ademas de otras inconsistencias como el momento magnético que,
calculado suponiendo el irrep {1%), difiere del experimental no sélo en magni-
tud sino también en signo.

Este problema de los momentos magnéticos no se presenta con el irrep
[3]. Bajo suposiciones muy simples (ver por ejemplo [64]) se obtiencn valores
tedricos de acuerdo satisfactorio con los experimentales.

Asi las cosas, no resultaba tan sencillo descartar sin mds el modelo de
cuarks y en particular el irrep [3]. Resolver la paradoja de algiin modo fué
la alternativa tomada por Greenberg [67] M.Y. Han y Yochiro Nambu [68)] .

Si los cuarks dentro de un barién son simétricos es porque en lo que
respecta a los grados de libertad sabor y espin, los cuarks no son particulas
idénticas, asumiendo que los tres cuarks estdn en el estado S, entonces debe
haber un nimero cudntico con al menos 3 valores diferentes. Haciendo que

'ademss el radio de carga de los hadrones comeide con el de los mesones quicnes no
tienen restriceidn para que sus constituyentes cuark y anticuark, ccupen simultaneamente
el estado S,
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este nuevo grado de libertad sea antisimétrico se concilian los extremos de la
paradoja- los tres cuarks del irrep [3] pueden estar en el estado S y cumplir
con el principio de exclusién. Este mimero cudntico extra debia provenir de
una simetria SU(3) exacta que explicara, entre otras cosas, la igualdad en
masa de sus multipletes (3 cuarks con el mismo sabor y espin).

En el primer lustro de la década de los 70°s Gell-Mann y colaboradores
{69] revisaron la idea del nuevo grado de libertad para los cuarks y le dieron el
nombre de color, nombre que terminaria por popularizarse en la comunidad
mundial.

Desde un principio la nueva simetria interna (color), se utilizé mds alla
de sus objetivos iniciales: en el contexto de teorfas de unificacién [70, 71, 72|
v para explicar el confinamiento de cuarks, por ejemplo en el articulo ya
mencionado de 1965 Han y Nambu [68] introdujeron un octete de la simetria
{los gluones), con lo cual obtuvieron un mecamsmo para que todos los es-
tados de baja energia fueran singuletes de color. Con ¢llo el problema del
confinamiento de cuarks adquiria nuevas dimensiones. Precisamente el éxito
de la simetria de color para explicar, o al menos abrir nuevas perspectivas
para el estudio del comportamiento de los cuarks (libertad asintdtica y confi-
namiento principalmente} a través de su extensidn como simetria local en una
teoria cuantica de campos, es lo que la colocd como la simetria fundamental
en lo que se refiere a las particulas hadrénicas, dicha extensidén da lugar a
bosones de norma {gluones) mediadores de la interaccidén entre particulas con
color.

1.6 Los campos de Yang-Mills y la CDC

En lo siguiente se expone el modo en que la extensién de una simetria global
a una Jocal, da lugar a interaccidén entre las particulas con dicha simetria.
La exposicién es directa, y no se ocupa de las implicaciones topoldgicas v de
otra fndole relacionadas con las simetrias de norma:

Supongamos el Lagrangiano (densidad lagrangiana} de una particula de
Dirac:

T(ey, 0" — m)¥ = Wiy, 040 — Im¥

El Lagrangiano anterior depende de términos de la forma ¥+, 0*¥ y O,
cada uno de los cuales permanece 1invariante cuando se le aplica una trans-
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formacidn unitaria global:
U = exp{—ww,L,}

Donde los w, son los pardmetros (independientes de las coordenadas espacio
temporales) de la transformacién y L, son los generadores del grupo.
Al aplicar la transformacion los términos del Lagrangiance quedan:

(UN D)y, 84 UT = exp{iwaL,)} exp{—~twe Lo p Wy, 0¥ = Uy, 04T

Lo anterior fué posible ya que la transformacién os global, lo que le por-
mite conmutar con la derivacidn parcial. Los términos de la otra forma U
son claramente invariantes. Si queremos que el Lagrangiano anterior sea
invariante ante transformaciones locales:

U{w) = exp{—w,e(z) Ly}

Tendremos problemas con el término donde aparece la derivacién parcial
(los det otro tipo siguen siendo invariantes), el problema se reduce a buscar
que §*V se transorme igual que ¥ con lo cual se lograria anular ambas trans-
formactones, como en el caso de la simetria global, y dejar ¢l Lagrangiano
invariante.

De principio 8*¥{z) se transforma a : U(z}d*¥ + [8#U (x)]¥(z), el se-
gundo sumando es el que debemos eliminar. Es clare que si no agregamos
algo més a la teoria, no serd posible lo anterior, por otro lado una transfor-
macién local “independiza” a los puntos del espacio-ticmpo con lo cual las
derivadas parciales pierden su sentide {que es, por el contrario, relacionar
cl valor de los campos en diferentes puntos), lo anterior nos conduce asf a
buscar una nueva derivacién generalizada que no solo haga al Lagrangiano
localmente invariante, sino que asociada con la transformacién local, permita
“reconectar” el valor de los campos en diferentes puntos, definimos, pués, la
derivada covariante como:

D" (z) = [0 + igA*(2)]¥(z)

Donde A#{z) es un clemento del slgebra de Lie de la transformacion, es
decir es una combinacién lineal de los generadores de la transformacién:

AMg) = AL,
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Estos nuevos campos seran, por lo tanto, iguales en nimero a los gener-
adores del grupo y reciben el nombre de campos de Yang-Mills.
Si bajo una transformacién de norma infinitesimal los campos se trans-
forman:
AP(z) = A%(z) + éaﬂw(x) — ilw(z), ()]

se garantiza que bajo esa misma transformacion infinitesimal D*W{z} se
transforme igual que ¥ es decir:

DRU = 8" + 19 A% (z) -+ 6 AP (@) (T + §0) = (1 — iwe () D*¥ (z)

Con lo anterior hemos garantizado la invarianza local del Lagrangiano y
hemaos tenido necesariamente que introducir una derivacién generalizada y en
ella, a su vez, nuevos campos. Estos dltimos hacen del Lagrangiano original
insuficiente va que debe, también, incluirlos. Lo que se logra agregando un
término al Lagrangiano que sea invariante ante las transformaciones locales
(transformaciones de norma) y transformaciones de Lorentz. Podemos pro-
ceder a semejanza de la teorfa electromagnética, definiendo un tensor cuya
reduccién escalar nos de el termino buscado. Dicho tensor debe, por otro
lado, transformarse de acuerdo a una representacién irreducible del grupo
de las transformaciones y estar determinado por la estructura del grupo, es
decir por las llamadas constantes de estructura CS, ([L,, Ly] = 1C5,L,). El
tensor buscado es unz generalizacidn del tensor de Faraday:

Fi¥(z) = A7 (z) — 8" A} (z) — gCuw. A} () AL(2)

Con su correpondiente elemento en el dlgebra de Lie ¥ = F¥ L, las
transformaciones del tensor anterior garantizan (ver ref. [61]) la invarianza
local del siguiente Lagrangiano donde se incluye el correspondiente al campo
fermiénico y el nuevo termine de los campos de norma.

L= —1/4F*Fy, + Gliy, Dy — M)T

El 1/4 es convencional y el parametro g es llamado constante de acoplami-
ento de norma quien via el acoplamiento minimo fija la escala de interaccién
entre el campo de materia v el de norma.

La Cromodinamica Cudntica es un caso particular de teoria de Yang-
Mills, con las transformaciones locales pertenecientes al grupo SU(3)eper- En
los dos siguicntes capitulos de esta tesis trabajamos con el grupo SU(2) .-
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, bajo el supuesto de que los resultados obtenides son de igual importancia
y aplicahilidad para la teoria completa.

Podemos definir un campo magnético y eléctrico, con la particularidad
de que son parte del dlgebra de Lie del grupo:

E=E,L, y B=B./,

Identificando las componentes de estos campos con los elementos del tensor
F# (del mismo modo que en la electrodindmica) obtenemos los campos E,
vy B, en términos de los cuadripotenciales:

HA,
B, = —VA? - T Cate Ay AL

i
B,=Vx A+ EgcaﬁcAb x A,

Las constantes de estructura Cg, son las componentes del tensor tot.
antisim. fu, para SU(3) (ver apéndice A.1) y las del tensor de Levi-civita
€ape Para el caso SU(2). En el caso del grupo U(1) Cu. = 0, con lo cual
recuperamos las expresiones de la electrodindmica.

Asi un grupo de norma no abeliano introduce términos extras en com-
paracin con la electrodinamica . Por ejemplo V- B, = 19CuV - (A x A,
es decir existe una densidad de carga magnética, que ademas depende de los
campos mismos.

Las ecuacicnes de movimiento {equivalentes a la ley de Gauss v a la de
Ampere-Maxwell), para el caso de campos de norma libres se pueden derivar
del Lagrangiano usando las ecs. de Euler-Lagrange:

V -E,+ gCuAs-E, =0
V X Ba - % + gC’abc(AgEc 4 Ab X Bc} =10

Como sc puede apreciar las ecs. ya no son lineales y su resolucion aun
en el caso libre no es sencillo. Observese que en la ec. equivalente a la ec.
de Gauss, no aparecen derivadas temporales de 49, lo que indica que A9 no
representa un grado de libertad fisico. De este modo podemos elegir una
norma que la anule A2 = 0. Esta es la llamada norma del tiempo,

Finalmente, haciendo la transformacién de Legendre usual se obtiene la
densidad Hamiltoniana:

1
H=3(Ba-B+E, E)

que tiene una forma similar al caso de la clectrodindmica.
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1.7 El estado base de la CDC

En 1977 G. K. Savvidy y 8.G. Matinyan [8) publicaron un articulo en donde,
utilizando aproximacién a un lazo y técnicas de renormalizacion, demostra-
ban que la densidad de energia de los campos de norma de una teorfa de
norma libre SU(2) tenia la siguiente forma:

1 11g2H2[in H 1]

=-H"+
2 4872

pt2
donde H es el campo Cromomagnético. En el mfnimo de esta expresion
H#0.

Desde un principio Savvidy y Matinyan intuyeron que este resultado
podia dar lugar a un modelo fenomendlogico que explicara el confinamiento
de cuarks. Sin embargo el cdleulo que realizaron ocultaba el hecho de que
los estados que obtenian en realidad son inestables y por tanto no son una
solucién fisica, lo que por otro lado resulta reconfortante ya que un estado
base con un campo magnético homogeneo no es invariante de Lorentz.

Se puede intentar un modelo fenomenoclégico que reproduzea los resul-
tados de Savvidy y donde se vea que los estados son inestables. El punto
de inicio es encontrar una situacién analoga en electrodindmica que tenga
por resultado el confinamiento de algunas particulas (andlogas entonces a los
cuarks confinados). Esta situacién la encontramos en la superconductividad,
sabemos que dentro de un superconductor de tipo 1, las lineas de campo
magnético no pueden penetrar {efecto Meissner-Ochsenfeld). Asi el campo
magnético de dos hipotéticos monopolos magnéticos sumergidos en un medio
superconductor creard una regién de conduccién normal dentro del supercon-
ductor. En esta region la densidad de energia serd mayor que en la regidn
superconductora ¥ por lo tanto la configuracién de energia minima serd aque-
lla donde los monopolos esten confinados. Podemos asociar estos monopolos
con las cargas de color. Extendemos mas la analogia: si los monopolos crean
una regién de conductividad normal con un campo magnético, los cuarks
creardn una regidn dentro del vacio con un campo cromoeléctrico. En el
superconductor existen pares de Cooper unidos por interaccioncs electron-
fondn, los andlogos en CDC pueden ser cuerdas de campo magnético, es
decir, hablando en términos cldsicos, un campo magnético constante (que
por otro lado rompe la simetria de Lorentz del vacio). Los resultados de
Savvidy son congruentes con el modelo fenomenologico anterior (un campo
cromomagnético en cl estado base) . Sin embargo partiendo de las ecs. de
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movimiento para los campos de norma y suponiendo desde un principio un
campo cromomagnético constante se llega a [73]:

_ LMgH)? oH (gH)

s e T e

El resultado es igual al de Savvidy, salvo por el término imaginario in-
dicativo de la inestabilidad de los estados.

Podemos manejar los estados inestables de tal modo que podamos darnos
una idea de lo que ocurre no perturbativamente con ¢l vacio (estado base)
de la CDC. En la ref. [74] se hace lo anterior haciendo algunas suposiciones.
El resultado es un campo cromomagnético que en dos dimensiones varfa de
tal manera que el promedio del campo cromomagnético sobre una regién del
tamafio tipico de un hadrén es cero. Sin embargo el campo cromomagnético
en todos los puntos es paralelo, con lo que se viola la invarianza de Lorentz del
estado base. En el caso cudntico se tendrd una oscilacién sobre esta configu-
racién cldsica. La variacion hard que los campos cromomagnéticos dejen de
ser paralelos cambiando totalmente su orientacion en grandes regiones del es-
pacio, preservando de ese modo la invarianza de Lorentz. Esta caracteristica
es también la que le da nombre al modelo: “el vacio de espagueti”.

El manejo de la inestabilidad magnética del estade base de la CDC, ha
dado lugar a otros modelos. En la referencia [44] se propone el manejo de
la inestabilidad del vacio a través de agregar gluones localizados que esta-
bilizarian la solucién. Las consecuencias de este modelo es un vacio con
propiedades similares a las de un condensado Bose-Einstein, formado por
estados ligados de gluones {“glueballs”) acoplados a color cero.

Por caminos diferentes en la ref. [43] se llega a un conelusién similar: en
modos constantes el estado base de la CDC es descrito por un condensado
de glueballs acoplados a color y espin cero.
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Capitulo 2

Bajas energias en una teoria
clasica SU(2).o10r

2.1 Las coordenadas hiperesféricas

En la dltima seccidn del capitulo anterior se mencionaron algunas carac-
teristicas del estado base de la CDC, entre ellas la inestabilidad de una
solucién con un campo cromomagnético homogéneo, gue por otro lado es
congruente con el modelo fenomendlogico de confinamiento de cuarks que
explota la dualidad vacio de CDC-Superconductor . El manejo de esta in-
estabilidad da lugar a modelos del estado base. Uno de ellos conduce a un
estado base con un campo cromomagnético que, en su versién cudntica, varia
tanto en magnitud vy direccién en cada punto del espacio de tal modo que el
promedio del campo sobre regiones tipicas hadrénicas es nulo, preservandose,
asi, la invarianza de Lorentz.

Las coordenadas hiperesféricas, usadas inicialmente en fisica nuclear en
modelos colectivos microscopicos [49], permiten la descripeidn del nicleo
atdmico en términos de los elementos no nulos (g k = 1,2, 3) de una matriz
cuadrupolar diagonal referida a un sistema intrinseco, de los d4ngulos (#) que
gira ese sistema intrinseco respecto a un sistema fijo en el “laboratorio” y
de otros dngulos {¢) que son pardmetros de transformaciones ortonormales
cuyos indices se refieren al indice de cada nucledn. Tanto las p’s como las 8’s
son variables colectivas, en el sentido de que no se alteran por permutaciones
en el indice que nombra tas coordenadas de las particulas.

Dadas las caracterfsticas que se sugiere tiene €l estado base de la CDC
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(un campo magnético que varia de en magnitud y sentido de punto a punio)

parece conveniente el uso de las coordenadas hiperesféricas para su descripeién.
Nos permiten referir los campos de norma a un sistema intrinseco (orientado

en general de modo diferente en cada punto del espacio) donde la matriz:

Gk = Z AkaAja = Q;c_? = pkékj
a

es diagonal,
Concretando, la transformacién a coordenadas hiperesféricas es la sigu-
iente:

Asa = 2 (@)D (O AL 540a(B(2) (2.1)

La matriz D (©(z)) se refiere a la matriz de rotacién en el espacio fisico
3-dimensional mientras que A} ; (®(z)) es una matriz ortonormal en el
espacio de color de dimension A, Donde A es el nimero de campos de norma
(A=3 para SU(2) y A=8 para SU(3)).

De las propiedades de ortogonalidad de las matrices A es facil probar que
la matriz euadrupolar es:

Qi — ZAmAga
[

> (DB (0)kpic D (©) (2.2)
k

Il

T denota transpuesta

Con lo que se demuestra que las rotaciones D en el espacio fisico nos
llevan de un sistema fijo al laboratorio a un sistema intrinseco donde la
matriz cuadrupolar s diagonal. Notese que tanto p, como los dngulos © y
® dependen en general de z. El hecho de que la transformacién (2.1) sea
biyectiva implica que: 0 < p1 < po < ps.

Expresar algunas de las cantidades fisicas importantes de la QCD en
términos de coordenadas hiperesféricas es una tarea que ya ha sido real-
izada en la ref. [75], aqui nos limitaremos a reproducirlas. La densidad
Lagrangiana, por ejemplo, ticne la siguiente forma (en la norma del tiempo
v para SU(2)):

L=T-V (2.3)
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COn.:
1 1
T=s 23 (P +0d) (D0 + i) = X pmorQsome (2.4)
Z m 4 Tk ™k

v V independiente de las derivadas temporales.

De lo anterior es directo obtener los momentos conjugados de las coor-
denadas hiperesféricas. De especial importancia es el momento conjugado a
los campos @4, ya que en la siguiente seccidén buscainos soluciones a las ecs.
de movimiento acopladas a color cero. Es decir que sean escalares de color 6
dicho de otro modo con “momento angular de color” igual a cero:

8L or

L = 550y ~ 3] O (2:5)

Esta condicién simplificard la solucidn de las ecs. de movimiento para los
campos de norma expresadas en térrinos de los nuevos campos.

2.2 Una solucidn clasica

Haciendo uso de la transformacion de los campos de norma a campos hiperes
féricos, buscamos, en una esquema clisico, algunas soluciones de las ecua-
ciones de campo, con la esperanza de encontrar alguna con un campo cro-
momagnético transformado diferente de cexo.

En lugar de procededer con las ecuacionss de movimiento para los campos,
utilizamos un resultado obtenido por Belavin et. al. y G't Hooft {76, 77]
donde se deduce que cuando:

P = fu (2.6)

se tiene un extremal en la accién, es decir la condicién anterior es una solucién
para las ecuaciones de campo sin fuentes. Con el grupo de norma SU(2) v
en la norma del tiempo (A2 = 0) el tensor F& es:

FEv = QR AL — 0P AL — geaoALAL (2.7)

antisimétrico para los indices v, por lo cual los términos diagonales se anu-
lan T.os elementos que incluyen el indice temporal son:

F¥ = 0'Af = —FX (2.8)
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El resto de los elementos del tensor:

FY =0 A — P A — gegpe Al Al (2.9)

Los cuales se expresan en los nuevos campos (A,q = pr Dg, (©) Az (B)) como:

FP = Fu sy = 0(peDs k) = 85 (o6 Drihra) = €ano{ (0 Dinsn) (012 Dioj Agec)

(2.10)
donde los dngulos de rotacién en las transformaciones ortogonales se emiten
por comodidad. Para expresar io anterior de un modo mds conveniente,
utilizamos lo siguiente (para detalles ver apendice B.1):

6,D(0) = e'D (2.11)
Donde o son matrices 3x3 antisimétricas (of = —(o?)7), iguales a:
2‘ a
Cippr = a{@kk’ ($) (2.12)

Las componentes de esta matriz aj, son las “velocidades angulares espa-
ciales” a lo largo del plano (kk") fijo al sistema intrinseco. Fs decir es la
proyeccion sobre cl eje perpendicular al plano intrinseco (kk'), del vector
que nos da la informacién de la variacién en la orientacién de los sistemas
intrinsecos al desplazarnos a lo largo del eje 1 fijo al laboratorio.

Del mismo modo A, puede expresarse en términos de matrices ()
como las anteriores con la sustitucién de los pardmetros espaciales gy, por
los respectivos en el espacio de color @y, estos pardmetros que en general
dependen de las coordenadas espacio temporales completan (junto con los
p's y ©'s) el conjunto de los nuevos campos hiperesféricos. Asi la parcial de
A se escribe:

A = FA Con fl,, = %@kk. (2) (2.13)

Las matrices (°, son también antisimétricas. Con los resultados anteriores
podemos reescribir las componentes espaciales(ij) del tensor de campo:

Fopy = Aka{Dkgamk — Drs pi + pr{ @i Doy = 0y Diea) + pio (B Dy — Dk'zﬁim)}
= G€beaDin Dyt AgpAprcprpro (2.14)
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Por otro lado las componente del tensor de campo que incluyen un indice
temporal (FoF = 3°4% = — F*) son:

FI% = Fy o5 = 8o Dij Ao + piwiis Dy Dig + px Diy Qi g {2.15)

3

Donde las matrices wyy y {lgp son las equivalentes a las matrices o y 5 sdlo
que para la derivacidn parcial en el tiempo:

D = wD con wpy = A° Gy
BOA = QA con Qk—kf S 30(I)kkf (216)

Ambas matrices (w v {1} son antisimétricas.
Para expresar el tensor dual en los nuevos campos utilizamos los resulta-
dos anteriores directamente:

Fiv = %e“”“ﬁFwﬁ (2.17)
Considerando, primero, las componentes sin indice temporal tenemos que:
Fy = %EZJOk(Faok — Faro) = "% Fy o = 7 Fp o (2-18)
El resto de los elementos son:
FO% = RO %eﬂ’“me = %ek”Ff (2.19)

La solucién que buscamos resulta de igualar el tensor de campo con su dual
ec.(2.6):
e — e

Es decir en términos de los generadores de SU(2):
(F& — FFL, =0 (2.20)

De la independencia lineal de los generadores de SU(2), lo anterior implica
que:

Frv = Fwv (2.21)

La condicidén anterior dada en términos de las componentes espaciales y
las espacio-temporales separadamente es:

Fii = F2 = 0Fph y Fof = B = %ek”Fgf (2 22)
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Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes. Para demostrarlo supong-
amos que se cumple la primera ecuacidn y sustituyamos en la segunda:

B = S(IC) R = S )EP = P

Ahora en sentido inverso, supongamos cierta la segunda ecuacién y susti-
tuyamos en la primera;

1 . 1 1, .. . iy
FP = S P = 50,80 = bub) Y = 5(FY = FY) = P

Asi pués el par de ecuaciones (2.22) son enteramenic equivalentes, y pode-
mos utilizar cualquiera de ellas sin perder ninguna informacién. Elegimos la
primera que en términos de los nuevos campos se ve del siguiente modo:

F:j = Aka{ija;Pk - Dkzajpk + pk(a;ck’Dk'J - ai;k’Dk'i) + Pr (ﬂlt:'ka'J = D f:’k)}
= G€bea Din Dy Do N g o prprr =
F;j :fiJmFa om = Eum(aokakmAka + pkwkk’DkfmAka —+ kakakklAkla) (2.23)

No intentaremos dar solucién al conjunto anterior de ecuaciones diferen-
ciales acopladas. En lugar de ello supondremos un caso simple en el que llegar
a un resultado resulte mas sencillo, justificando la conveniencia de estudiar
ese caso con argumentos fisicos. De principio es importante notar que el
hecho de que los campo esten acoplados a color cero, trac como consecuencia
una relacién para las derivadas temporales de los campos @ y .

El momento conjugado al campo & (las rotaciones en el espacio de color
del sistema “mtrinseco”) es de acuerdo con el lagrangiano expresado en los
nuevos campos (ec. (2.3)):

ar 1
Ekk' = g(éaqT) = —5 ((pi + Pﬁ’}ﬂkk' - kapkrwkkf) (2.24)

La condicién color cero consiste en igualar a cero el momento conjugado
anterior, con o cual se obtiene la siguiente relacién:

Qupr = O = LH0E g (2.25)
,Okpk,
Lo anterior implica que:
2 ¢ 2 v
O () + fX} = pur(2) =5 pwk - 2/‘I’u 30 p;p; ) (2.26)
PR pkpk’
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Donde f{X*) es una funcién de las coordenadas espaciales unicamente.
La relacién entre © v @ se simplifica si px es independiente tanto del
tiempo como del espacio, este es el caso que consideraremos en lo siguiente.

2.3 Caso p;’s constantes

En el espectro a bajas energias del campo gludnico los modos dominantes
son aquellos con longitudes de onda grandes, cuyo caso lfmite es precisa-
mente el caso de longitud de onda infinita & g, constante en el tiempo y
el espacio, es de esperar entonces que el estudio de los Hamados modos con-
stantes aporte informacion acerca del comportamiento a bajas energias de los
campos gludnicos. En el dltimo capitulo de esta tesis se construye un modelo
en el que las aportaciones de los modos no constantes estan absorbidos en
parametros susceptibles de ser ajustados a resultados obtenidos en teorias
de redes (lattice gauge theories). Otro ejemplo de lo anterior es el trabajo
de Baal (ref. [79}), en donde se estudia el campo gludnico en una caja con
condiciones periddicas {un toro) y los modos no constantes son incluidos
como perturbaciones a la teoria en modos constantes

Con las componentes del potencial vector transformado al sistema “intrin
seco” constantes en el tiempo y el espacio, las ecuacidnes diferenciales obteni-
das se reducen a:

Fi = Aka{.ok ((azekk’)Dk’J - (9, ekk’)Dk’t) + pr ((81(I’kk')Dk’3 - (3;‘I’kfk)Dk'z)}
= 9€bea D Dty D gy D e e o prr =
Fi = ek FY = 9™ (0, 09O e Dy Ak + Pk Dy R Ara) (2.27)

En la expresién anterior el término que depende de la constante de acopla-
miento (g}, puede expresarse de otro modo utilizando los coeficientes de
Clebsch-Gordan para el grupo 30(3) (ver apéndice B.2).

Las representaciones irreducibles del grupo SO(3), quedan totaimente
caracterizadas por un numero entero mayor ¢ igual que cero, la relacién entre
representaciones de diferente orden estd dada por coeficientes de Clebsch-
Gordan del siguiente modo:

DZ o DB e = (imagamal J M) (jinajana| JN) DRy

fran T omeng
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En el término que nos interesa aparecen irreps de “espin” 1, tanto para
las rotaciones espaciales como para las de color, La aplicacién directa de la
relacién anterior para las rotaciones en el espacio de color (A) nos da:

= GbeaDia Diy Dip Diocprpre = ~GEcapicPre Do Dy (1R1E | Aq) (161c] Ag") A,
(2.28)
Por otro lado: ¢, = v/2(1b1c|le) para el caso de indices cartesianos (ver
apeéndice B.2). Con esto y con las propiedades de los CCG ( (1bleila)(lble|rg’) =
81380 ), el término queda:

~g\/§ 5;,\6mﬂgapkp;chlekJJ(lklk’l/\q) = “9\/5 Aqupkp'kakaaJ(lklk'llq)

Haciendo lo mismo para las rotaciones espaciales: 229
DyDyj = (1k1E'|Ap) (Lil5{Ap") D),
el término del que nos hemos ocupado es:
—0V2pepi (1R1K'| 1) (1K1E' |Ap) (1115 7\p) D)), Ay (2.30)
La suposicién g, constante mmplica que:
B + F(X7) = p?o f) ;?; Op (2.31)

Suponiendo f(X?) = 0 los campos ®’s y ©’s son proporcionales (del
mismo modo sus derivadas tanto temporales como espaciales). Con los re-
sultados obtenidos la ecuacién original completa ec.(2.27) se escribe (para
detalles ver apéndice B.3):

pi — P

Akapk(p% T P?c ){(Bi@kkf)Dk:j — (8,04) Dyri — Eij’"ﬁnekk'Dk’m} =

9V2 prpi (1RLE 1) (LKLE | Ap) (1315 M0) Dy Aga (2.32)

El primer término es de espin 1 tanto para las rotaciones espaciales como
para las de color, por lo tanto la igualdad implica que el segundo también
debe ser de espin 1 para los dos tipos de rotaciones. Para el caso del color
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la condicidn se curnple, sin embargo para las rotaciones espaciales se cumple
solo si A = 1, es decir el segundo término debe ser igual a:

o 1
9V'2 prow (LE1K [1g) (1k3K'|1p) (115 |1p) Dyplgs = 9PEPE Ektiatiky €pDypDga
(2.33)
Con los siguientes cambios de indices mudos:

11111

El término queda:

1
Egpquv’GQP’qup’k*fszDk’mAka (2.34)

La sustitucion de indices mudos anterior permite escribir la ecuacién para
los campos (ec. 2.32) de un modo mids conveniente:

a3
Pr — Pir m .
AV (_—,0% n pﬁl){{&@kkt}Dka — {8, 8p ) Dpry — €7 696kk,Dk;m} =

2 2’
ouL s (DOK )Gy~ (0,0)0m — €um (0005} Diabiea =
k f

g
{gpqpp"(‘:qp’qup’k’ Eijm}Dk'mAka (2.35)

Una solucidén de la ecuacidn anterior es eliminar término a término las
componentes del tensor que multiplica a Dy, Ay, es decir:

2 2
— o,
P gg + pg’ {(azekk’)éjm - (ajekk’)égm = €ym (agekk.')} ==
g
{500Pw v ieariveupm } (2.36)
Para el caso £ = k' =1 la ecuacidn {2.36) queda:

g
§Pqpr' (eqmicqr1)ény
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g

o aPp' (8q30p2 + Bpabps)eizp =

g
5(2»0203)6:;';) =10 (2.37)
Como tos indices ijp del tensor ¢,,, son libres, la ecuacién anterior exige
que:
paps =0 (2.38)

Procedicendo del mismo modo para k = &' = 2 y &k = k' = 3 obtenemos
ademds:

mpa =0 (2.39)
pPrp2 = 0 (2.4(})

Una solucidn a las ecs. (2.38) y (240) est ;p = po =0y ps #£ 0, 0
cualquier otra permutacion.

El resto de la solucién la obtenemos de la ecuacion {2.36) con k # k'
Para k=3 y k' = 2 y utilizando la solucién anterior (p; = p2 = 0, py #0)
obtenemos:

05 ((0.952)65m — (8,832)6um — €1ym(B0Oz2)) =

‘gpqpp"sqp’aﬁqp’Qeszm =0 (241)
Es decir:
(0922)83m — (8,032)8im — €ijm(0©p) =0 (2.42)
Lo cual resulta on:
0,032 =0con p=10,1,2,3 (2.43)

Un resultado similar se obtiene de tomar k=3 y &' = 1:
6#631 = (} con = 0, 1,2,3 (2.44)

La otra posibilidad (k = 1 y &' = 2) no da ninguna condicién para las
rotaciones a lo largo del eje perpendicutar al plano {21). Por otra parte la
relacién impuesta por la condicién color cere, exige que los campos G5 O
sean igual a cero. Quedande los campos $p(2) v sus derivadas con total
libertad, veamos por qué. La condicién cero implica ec. (2.25):



Como ps = pp = 0y p3 # 0 los campos © v © sobre los planos (32)
y (31) se “desacoplan” y los campos © se anulan necesariamente. Para el
caso de las rotaciones sobre los planos (12) es claro que la condicién (2.25)
se cumple cualquier que sea la forma de los campos. En resumen la solucidn
que obtuvimos es:

pm=p = 0
ps # 0
Ou=0s =0
B = “libre”
O = “libres” (2.45)

La libertad de @19 v ®p0 es consecuencia de la libertad de norma de la
teoria.

La solucién obtenida no produce un campo cromomagnético en el sistema
fijo al laboratorio, lo que es posible comprobarlo por la sustitucidn directa
de la solucién en la siguiente expresidn:

1
—é'fkuaka{ijaipk = Dy pre + prlc Doy — e D) +

Prt (.BL';;D::'J - Dk’lﬁil‘k)} - QﬁbcaDkafJArchk'cPkPkl

Bk

a

1
= —gﬁkuF;j‘

1
= o {g€bea D31 D3y Mgy Agepi} = 0

Lo mismo ocurre en el sistema intrinseco, la solucidn obtenida tampoco
produce un campo magnético, esto no es posible verlo con los resultados
hasta ahora obtenidos. Para comprobarlo es necesario encontrar el modo en
que el campo magnético se transforma al sistema intrinseco, tarea que se
realiza en el siguiente apartado, en donde, ademas, se encuentra el modo en
que se transforma ¢l campo eléctrico. En primera instancia los resultados
obtenidos son validos en general ¥ no se hace ninguna suposicién para los
campos salvo la exigencia de que estén acoplados a color cero. Sin embargo
para obtener condiciones para los nuevos campos que satisfagan un campo
cromomagnétice intrinseco no nulo y un campo eléctrico cero se hace uso
de la misma suposicién que en el presente apartado, es decir p’s constantes.
En particular se puede utilizar la solucidén obtenida en el presente apartado
para comprobar que efectivamente el campo magnético es nulo en el sistema
intrinseco
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Encontrar el modo en que se transforman los campos eléctricos y magnéti-
cos al sistema intrinseco ¢ imponer un campe cromomagnético no nulo al
tiempo que el correspondiente campo eléctrico se iguala a cero, es abordar
el problema desde el lado contario. Encontraremos el tipo de soluciones que
esperabamos encontrar (y ne encontramos) con la solucién clasica anterior.
Creemos que es posible llegar a cste tipo de soluciones si se considera la
teoria cudntica correspondiente (aunque quizé estas soluciones se encuentren
clasicamente al no hacer las simplificaciones que nos condujeron a la solucién
anterior (2.45)). Un intento por arribar a soluciones con las caracteristicas
antes mencionadas a través de la consideracién de la teorfa cudntica se realiza
en el capitulo sigutente.

2.4 'Transformacién del Campo Cromoeléctrico
y Cromomagnético al sistema intrinseco

En el presente apartado se encuentra el modo en que los campo cromoeléctrico
y magnético intrinsecos se expresan en términos de los campos hiperesféricos.
El campo magnético “intrinseco” (hm) se obtiene a partir de:

. 1,
Bé' = h‘mb-DmkAba = ~——2-'6A'2“1.Fﬂ 1j {246)
Sustituyendo la expresién (2.14) en lo anterior v haciendo el algebra nece-
saria (para detalles ver apéndice B.4 ) llegamos a:
Bf = R D Ay = t'iim‘Aluza-Dmi(a;uabfs.’:mu + pbagebm + Pbaj (Dmb)
+g’5nn’mfnn’bpnpn’DmkAba (247)

El primer sumando del iltimo término puede expresarse de otro modo
utilizando el hecho de que 9, = D,,8, donde 3, es la derivada parcial con
respecto a las coordenadas cspaciales del sistema intrinseco:

€kiy Aba-Dmi(-DpJgppbébm + prpjgpebm -+ prpjgp(bmb) =
€Lay AbqutDpj(appbébm + pbapebm + pbapq)mb) (248)

En la expresidén anterior aparcce el siguiente término:

€k Dina Dy = €y (1m1p|Aq) (L215]Aq) D2, (2 49)
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Utilizando las propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan y el he-
cho de que A debe ser igual a 1 obtenemos lo siguiente:
ektﬁDmiDm = Emquqk (2.50)

Sustituyendo lo anterior en el sumando {ec. (2.48)) resulta:

€2 D0 Dims (Diy O 060 + P D305 + py Dy 8y rab) =
é:mpq'-incAl;vc;z (appbabm - pba;pebm =+ pbap®mb) (2 51)
Haciendo el siguiente cambio de indices mudos en la expresidn anterior

m = 1y g — m, la sustituimos en la ecuacién para el campo magnético {ec.
(2.47) ):

B:‘: = hmemkAba = {Enpm(pbgpebn+pba_pq)nb+éppb6bn)+g‘6nn"menn’bpnpn’}Dmkaba
(2.52)
El campo cromomagnético intrinseco es entonces:

By = Enpm(Pbgpebn + Pbgﬁ@nb -+ 5?}9&5!»1) + gfnn’menn’bpnpn’ (2.53)
sin suma sobre el indice repetido b.

Para obtener el campo cromoeléctrico transformado en términos de los
nuevos campos procedemos de igual modo que para el caso magnético:

Eg = ka = _6umemkAma - pbwmemkAba - mekambAba. =
- (aﬂpmé-mb + P — memb)Dmkébu = mp D Npa {2-54}
donde e, ¢s el campo cromoeléctrico transformado al sistema intrinseco. En
la ecuacién anterior se ve claramente que éste es:
Emt = "(aopmé‘mb + Pebm + pmﬂmb) (255)
s suma sobre el fndice repetado ™y con Wony = 0°Cumr ¥ Oy =

A,

Hasta ahora no se ha utilizado la simplificacién que resulta de acoplar los
campos a color cero. En los siguientes péarrafos se hace uso de ella, a la vez
que se impone la condicién p's constantes:
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Las condiciones color cero v p's constantes junto con la misma suposicion
hecha en la ec. (2.31) implican que:

Qi = 21 ,0 O (2.56)

Sustituyendo en la expresion para el campo magnético transformado (ec.
2.53} y teniendo cuidado de la correcta sustitucidn de indices mudos, obten-
£mos:

2,01;,0,5
i+ o

hmb = fmpn{()bgp@bn + ,Ob( )épenb} + g‘enn'mfnn’bpnpn' (257)
Utilizando el hecho de que Oy es antisimétrico respecto al intercambio
de indices k&' expresamos el campo eromomagnético de otra forma:

Y
Roppy = Empn (.obap@bn h(Pr;—P(;)) + €nntmEnnis frfrt (258)
Pr + Py

La expresién para el campo cromoeléctrico también se simplifica con la
condicién color cero y p’s constantes. Cabe aclarar que contrario al campo
cromomagnético no se hace otra simplificacién (hay que recordar quc para el
caso magnético ademds se iguald f(X*) cc. (2.31) a cero):

2pm
Cp=— (Pbaoebm + ,Omau(I)mb) = -—-(pbaoebm + Pm p2p+p; Boemb) (2 59)

Py =P
= O ms s 5
"ok + i

donde se utilizé la propiedad de antisimetria de las derivadas de los cam-
pos &,

Fyando un campo cromomagnética en una direecién e igualando el campo
cromoeléetrico a cero, es decir:

h-mb = 53m5b3h (260)
Comp =0 (2.61)

obtenemos, como era de esperar, un conjunto muy amplio de soluciones que
las satisfacen. Esta tarea se realiza en el siguiente apartado.
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2.5 Fijando un campo Cromomagnético intrinseco

Lo que se muestra en el presente apartado son algunas condiciones para
los campos hiperesféricos en el caso p’s constantes, que producen un campo
cromomagnético intrinseco en una direccién dada en el espacio fisico y de
color (en la direccidn (33) }, al mismo tiempo que el campo cromoeléetrico es
cero, es decir se muestran algunas condiciones para las o's y ©’s que cumplen
con las siguientes ecuaciones {2.60,2.61)

Bmp = RO3mbap = €mpn (Pba ebn( z T P) ) + EnnmEan’bMnPr! (2.62)

Ph - Pm
ems = 0= (0 2.63
mb (B mb)pbpg T p ( )
Con e} fin de apreciar claramente las ecuaciones anteriores, se muestran
de modo explicito las condiciones impuestas por los término diagonales del

campo cromomagnético intrinseco:

(g~ ; )2 (p2 ~ ;01)2
PN~ BTt e =0 (264
= o Am—m)? {p2 — Ps)
2030 5 ——— = 0200 5——— + gp1p3 = 0 (2.65
R s+ 03 )
(ps — p2)* ( Pl)
0,0y 20 3904, =0+ =h 2.66
P30 Y3z P Fap — 7 31 Ty qampz ( )
Mientras que para los términos no diagonales las condiciones gquedan:
5 {pa — Pb)2
0 = pp0,Bup~———=— 2.67
PaCeTab p§+,o§ ( )

s suma sobre indices repetidos y cona,b=1,2,3,a# b

Las condiciones impuestas sobre los campos hiepresféricos por em, = 0,
son similares a estag Gltimas pero con parciales temporales (notese que los
términos diagonales ey, se anulan directamente}:

0= aooabﬂapz o pa (2.68)
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sin sume sobre fndices repetidos y con o,b=1,2,3, a5 b

Observese que en todas las condiciones anteniores (2.64, 2.65, 2.66, 2.67 y
2.68} aparecen diferencias entre las p's, Por otro lado el hecho de que hayamos
impuesto un campo cromomagnético en la direccidn tres, impone, también,
una simetria a io largo del plano intrinseco (12), lo cual nos sugiere suponer
que g1 = g . Bajo esta suposicidn las condiciones antes escritas se simplifican
bastante. Los términos diagonales del campo magnético intrinseco que se
igualan a cero (ecs. 2.64, 2.65) conducen a las siguientes relaciones :

2 2
A +
32@13 = *—'gp"y(?is:*-lﬂé?-')—i (269)
B 2 2
hOgs = gpsﬁ (2.70)

Utilizando la propiedad de antisimetria de las derivadas parciales que se
conserva al pasar al sistema intrinseco (8,0y, = —8,04), sustituimos las
expresiones anteriores en la condicién impuesta por el término diagonal no
nulo del campo cromomagnético intrinsece (ec. 2.66), encontramos que:

g(p1p2 — 203) = g(p} —~ p3) = h (2.71)

El resto de las condiciones para las ©'s, aparte de las condiciones (2.69,2.70),
se obtienen de la la expresiones (2.67) ¥ (2.68) que no dependan de restas de
/1y pa. Por ejemplo poniendo en (2.67) ¢ = 3 y b = 1 obtenemos:

2
p353631{’j§—1?%+ = (2.72)
que como (p3 — )% # 0y p3 # 0 implica que:
8305, =0 (2.73)
Del mismo modo se obtiene que:
8103) = 83041 = 80 = 830y = §0y; = HBOs = 0 (2.74)

En todas las condiciones (2.64, 2.65, 2.66, 2.67 y 2.68) las parciales de ©,
aparecen multipticadas por diferencias de p; y ps por lo que tales condiciones
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no imponen ninguna restriceién sobre las derivadas de ©15. Por ejemplo si
en (2.67) ponemos a = 1y b = 2 tenemos:
(p — pa)* —

016,09
R

(2.75)
que como (p; — p2)? = 0 no impone ninguna condicién para 8,61,. Lo mismo
se obtiene para el resto de las parciales de ©12. Esto era de esperarse dada
la simetria respecto a rotaciones en el plano intrinseco (12).

Las parciales de los campos $'s de las rotaciones en el espacio de color
sc pueden conocer de la condicidn impuesta por el acoplamiento a color cero
(2.25) Obtenemos lo mismo en lo que se refiere a los campos nulos ¢ in-
definidos. Para los dos campos &’s que no se anulan la dnica diferencia con
las condiciones para los dos campo © que tampoco se anulan, es el factor
constante al que son iguales:

5 2903m

Op03 = o= pi 2 (2.76)

5 Bay — 299592 9 77
e ey @

En resumen el conjunto de condiciones gue obtuvimos para los campos
hiperesféricos que implican un campo cromomagnético intrinseco diferente
de cero v el correspondiente eléctrico nulo, suponiendo p; = pe es:

9o — 205) = glo} — ) = h
~ o+ i )
0,0, = geypps—r—— con 7 & k =3

* oy — i)

5 ., 29030 Pk .

8,8, = —ajkC0 con § 6 k=3

R L

8,012 y 8, %10 arbitranas (¢=0,1,2,3) {2.78)

Se pueden intentar muchas formas para los campos hiperesféricos que
arrojen el mismo resultado en lo que a campo cromoeléetrico y magnetico se
refiere, por ejernplo suponer 8,9,,, = 0 (en lugar de p; = pa) exige que p3 =0
v gmp: = h. En el apéndice B.5 se muestran otros resultados similares.

Como va se ha adelantado, la solucién cldsica obtenida al principio del
capitulo ecs. (2.43}, es incompatible con las condiciones (2.78), es decir
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esa solucidn corresponde al caso campo cromoeléctrico y magnético igual
a cero. Sin embargo el ejercicio anterior arroja un poco de luz al tipo de
soluciones que cabria esperar para campos hiperesféricos que correspondan
a un campo cromomagnético no nulo que no rompa la invarianza rotacional
del vacio; se sabe que dicho campo debe existir en el estado base de los
campos de norma no abelianocs de la simetria SU(2).00, [8]. Hasta ahora se
ha trabajado enteramente en un contexto clisico, es decir hemos considerado
unicamente la primera aproximacién al correspondiente sistema cudntico, os
posible que soluciones compatibles con (2.78) (o semejantes a las del apéndice
B.5) resulten al considerar ia teoria cudntica, esto dtimo es justamente ¢l
tema del siguiente capitulo de esta tesis,

40



Capitulo 3

La descripcion cuantica en
coordenadas curvilineas

3.1 Integrales de trayectoria

El hecho de no haber encontrado soluciones clisicas a las ecuaciones de los
campos de Yang-Mills, con simetria SU(2)coior, que contengan un campo cro-
momagnético en el sistema intrinseco; nos conduce al desarrollo del presente
capitulo, en donde se considera la teorfa cuantica correspondiente.

Es bien sabido que cuando, en un problema de campo central, se hace
un cambio de variables cartesianas a polares aparece en el hamiltoniano, ex-
presado unicamente como funcién de la coordenada r, un nuevo término que
corresponde a la parte angular pero que puede entenderse como un poten-
cial efectivo para la variable r De modo similar esperamos que la transfor-
macién de los campos de norma a campos hiperesféricos traerd consigo un
potencial efectivo que favorezca energeticamente la presencia de un campo
cromomagnético que no rompa la simetria esférica del vacio, es decir un
campo cromomagnético mntrinseco.

Las consecuencias de una transformacién a coordenadas curvilineales, en
los sistemas cudnticos ha sido plenamente estudiado En las referencias
[4, 80], por ejemplo, existe un estudio del problema. En la primera parte
de este capitulo exploramos la transformacién a coordenadas curvilineales
dentro del formalismo de las integrales de trayectoria de Feynman. Con el
fin de hallar las complicaciones particulares que tiene este formalismo en el
estudio de las transformaciones a coordenadas curvilineas (la transformacién
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a campos hiperesféricos es sélo un caso particular de ellas), es conveniente
estudiar un caso sencillo, para asi enfocarnos, sobretodo, en ¢l método antes
que en las complicaciones matemadticas que pudieran aparecer. De principio
introduzcamos las ideas bésicas de las llamadas integrales de trayectoria de
Feynman [81]:

Las relaciones entre los eigenvectores de los operadores de posicién y
momento en la imagen de Schrddinger son las siguientes [82]:

La ortonermalidad y completez de los eigenestados de la posicién implican
que:

Wiy =0 =a) [ dglingl =1 (31)

For otro lado la relacién entre los eigenstados de la posicién y el momento
s¢ obtienen del siguiente modo:

@y = @' = vpld)

Donde %, (¢") es la eigenfuncién del operador momento en la representaciéa
de coordenadas:

. . 0
Dy (q') = —’eha—q,?,bp'(q’) ="y (¢)
La solucidn de la ecuacién diferencial anterior es:
Yo (g) =< ¢'|p >= AelPd/M 3.2
I3

Con A una constante de normalizacién que por convencién la elegimos
igual a la unidad (A==1), asi entonces de (3.2), obtenemos:

(Pla) = 9y (g) = el PI/m (3.3)

Con la eleccién de la constante A=1 la completez y ortonormalidad de los
eigenestados del momento son:

00 dp’
—co 2T

('lp'y = 27hé(p" - ') [p Y {p'| =1 (3.4)

La amplitud de transicién entre dos estados con ¢" y ¢’ definidos en los
tiempos 1" y i’ respectivamente se obtienc de:

((]"t”,qftr) — (qu‘ exp[—%(t" _ tr)ﬁ—}‘qf> (35)
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Donde |¢'t") son los eigenestados en la representacién de Heisenberg del
operador de posicién (gy(t) = e/Pgee™*H/*). Hay que recordar que en la
im4gen de Schridinger la dependencia temporal va por cuenta de los estados,
mientras que en la representacion de Heisenberg son los operadores los gue
dependen del tiempo (y por tanto sus eigenestados).

El objetivo de las integrales de Feynman es expresar la amplitud de proba-
bilidad entre dos estados sin hacer referencia a los operadores y eigenestados
en el espacio de Hilbert, sino unicamente al correspondiente hamiltoniano
clasico. Para ello dividimos el intervalo de tiempo entre ¢ y ¢/, en N “saltos”:

N
k-t _afpfti=t)
(e #0g) = ("] ] e #7TFo) (3.6)
1

En cada uno de los cuales introducimos una condicién de completez de
los eigenestados de posicién, es decir entre cada dos factores e™ ##(/~)/N
introducimos un tefmino similar a {3.1), con esto la amplitud de probabilidad
es:

fdm v 'dQN—l(9”|e_z(tﬂ_y)H/Nh]Q'N—1>(QN—li T ifh)(Q‘lleﬁi(tL#)H/Nﬁ]qq
(3.7
Cuando N — oo, el término {t"—¢')/N | se vuelve infinitesimal y entonces
la exponencial puede ser aproximada a primer orden, con lo cual la expresién
anterior queda:

(g"t"lg't) = /dfh - dayo (g1 - e H g1 - {a (1 — deH) gy (3.8]

Con ¢ = (t" — t)/Nh.
Cada uno de los factores de la forma:{gs.1/(1 — 2¢H }|gx) puede ser expre-
sado de otro modo utilizando la completez de los elgenestados del momento

(3.4).

{gri1|(1 — seH}|gn) = f_o:o %(Qk+1lpk><pk|(q — 1e )igy) (3.9)

Hasta aqui hemos explotado unicamente el formalismeo de la teoria cudntica,
la conexidn con la teoria cldsica se hace con la siguiente definicidn

(|H|g) = {pleyH(p, q) (3.10)
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Donde H{p,q) es el correspondiente hamiltoniano cldsico, nétese que
habrd, ambigiledad en la anterior definicién si en el hamiltoniano cldsico
aparecen productos de ¢’s y p's, ya que ambas cantidades no conmutan en
la teoria cudntica, esta ambigliedad se elimina si tomamos la ordenacidn de
Weyl en el operador hamiltoniano [4], es decir todo producto de la forma
Fla)p®, en el Hamiltoniano clasico debe ser escrito en el operador Hamilto-
niano como 3{f(q)p* + 2pf (g)p + p*f{q)]. Asf pués, con la definicién (3.10),
la expresién (3.9) se escribe:

{geea|(1 —2eHg) = [z%(%ﬂlm){mm)(l ~ teH (pg, 1)) =

/ dpk ePlos /R e H (pg)] (3.11)

Con el resultado anterior e !dentiﬁcando do = ¢y gv = ¢" obtenemos para
la amplitud de probabilidad:

(q”t”lq’t’) —
dqidp deN—1dPN71 dpy i N
| e exply D Pl —an) 1—1eH (pn, gn)
]‘ 2mh 2rh  2mh ?122% I} [ ’ ]

(3.12)
Como ¢ es infinitamente pequefio cuando N tiende a infinito, el factor
| [1 - zeH(pn,qn)], puede sustituirse por:

N—-1 N-1
I1 [t icH(pn,00)] =exp | 3 ~icH (pa, )] (3.13)

Con lo cual la ecuacién (3.12) queda:

dagdp, dgn.dpy_1 dpg
Ml n'tf — f AR f _AirmA e el
@' lat) 2t ah oxh o+

{ At z [pn QR+1 - Q"n) H(Pm (]n)]}

Con At = (¢" ~¢')/N

Como g, y p. recorren todos los valores posibles, podemos identificar sus
valores como los que toma alguna funcién arbitararia q(n) y p(n} en el tiempo
ta =t + nAd0s decir:

(3.14)

Gn = q(ta) pn= pltn) (3.15)
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Entonces la resta que aparece en la sumatoria de la ec.(3.14), es
Qi1 — Gn _ G{t' +nAE+ AL) ~ g(t' + nAt)

= 3.1
At At (3.16)
Cuando N — co Aé — 0 y entonces la resta anterior queda:
lim T a4 nAL) = g(t) (3.17)

N—roo At

De este modo el argumento del exponente en la ec. (3.14) toma la forma:

= Z [ (tn)d(tn) —H(p(tn),q(tn))]m (3.18)

Que cuando N — oo se transforma en una integral:

LI i — Hp, ) .19)

La unica condicién para las funciones ¢(£f) es que los puntos extremos esten
fijos, es decir ¢{t') = ¢’ ¥ g(") = ¢".
Con los resultados obtenidos la amplitud de probabilidad es:

Wity = [P DR ety [ dlpa-Heal) (320
Con (Dy) = T dafta) v (Dp) = TG 4.

En palabras el resultado obtenido nos dice que la amplitud de probabili-
dad entre dos estados con posiciones definidas en los tiempos ' v ¢, serd la
suma de un numero infinito de amplitudes unitarias correspondientes cada
una al infimite ntiimero de maneras posibles en que se puede llegar del punto
¢ al ¢ en el tiempo t’ a £, sin ninguna restriccion para el valor del momento
conjugado en cualquier tiempo entre ¢’ y £ (incluyendo ¢ y ¢").

La integracién de los momentos conjugados puede efectuarse si tenemos

un hamiltoniano de la forma:
2

Hip,q) = 5—+V(0) (3:21)

lo que da una integral gaussiana para los momentos. En general la integral
de trayvectoria de cualguier forma cuadratica :

Qlu) = %{u, Au) — (b, ) (3.22)
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puede ser caleulada [61). Aqui limitemonos al caso partienlar de un Hamil-
toniano como (3.21). Sustituyendo este Hamiltoniano en (3.20), obtenemos
N integrales (una por cada p;) de la forma:

e« dpy —iAL
L,o o P { s e+ elae = 91 )Pk ) (3.23)

que son integrales gaussianas:

foo EzEcxp{—aaxz + bz} = expb?/da

1
oo 2T Vamra

con b= £(gy ~ qe1) ¥y @ = £25, Es decir las integrales (3.23) son:

( mh )1/2(3){ {M} (324)

2miit 2Ath

Sustituyendo cste resultado explicito para las N integrales sobre los mo-
mentos en (3.20) obtenemos finalmente: :

SH N L t .
W'l = N [(Dgespy [ dtiig,) (3.25)

con N = (52372 Dy definido como en (3.20) y L = L(g, §) = img®—V(q)
el lagrangiane clisica,

La anterior es la llamada formula de Feynman que permite dar una nuevs
visién a la relacidn entre la teorfa cldsica y la cudntica.

La ecuacidn de Feynman nos dice que la amplitud de probabitidad entre
dos estados con valores ¢" y ¢’ definidos en los tiempos #* v ¢/, es ta suma
infinita de amplitudes unitarias correspondientes a cada una de las infini-
tas posibles trayectorias (cldsicamente no fisicas con excepcién de unza) con
puntos extremos fijos, la fase de estas amplitudes esta dada por el valor de
la accién de la trayectoria correspondiente, cldsicamente la trayectoria real
(fisica) del sistema serd aquella donde lIa accién es un extremo, tal condicién
implica que la accién (y por tanto la fase de la amplitud) de las irayectorias
vecinas seran iguales (a menos a primer orden). Por lo tanto la suma de las
amplitudes de las trayectorias cerca del extremo en la accién se “reforzardn™;
en cambio las trayectorias lejos del extremo, cada una con amplitudes difer-
entes, al sumarsc se anularan mutuamente (o al menos su contribucién sera
mucho menor que las trayectorias cerca del extremo). El resultado es que la
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amplitud de probabilidad total estard dada en gran medida por las trayec-
torias cerca del extremo. Las contribuciones de las trayectorias clasicamente
prohibidas dan correcciones a ordenes mayores, es decir desde la formulacién
de Feynman de la mecdnica cuintica es posible ver a la teorfa cldsica como
una aproximacién a primer orden de la teoria cornpleta, es decir de la teorfa
cuéntica.

Nuestro interés inicial en el presenta capitulo es explorar la conveniencia
del uso de las integrales de Feynman para estudiar el paso de coordenadas
cartesianas a coordenadas curvilineales, como es el caso de la transformacién
de los campos de norma a coordenadas hiperesféricas. Para ello, estudiaremos
un caso sencillo, que es totalmente resuelto en la referencia {4] sélo que de
modo diferente a como lo haremos aqui , también, en la referencia [50] se
estudia este caso con la diferencia de que en la fase del exponente de la
integral funcional, el factor i es sustituido por -1, es decir la integracion
temporal se hace en el espacio de Euclides y no en el de Minkowski como lo
haremos aqui .

3.2 Un caso sencillo
Estudiaremos el signiente Lagrangiano:

L i+ 4
L, 02,61, 60) = mI L - v (g) (8.26)

Donde V{(q), es una funcién que depende unicamente de ¢ = /¢% + ¢ La
transformacién que consideraremos es:

g1 =qcos¢ (3.27)
¢a = g seng (3.28)

Con esta transformacion tenemos dos maneras de plantear la integral de
Feynman, la primera es construir la integral en coordenadas cartesianas para,
después hacer la transformacién a coordenadas polares, con lo cual aparecerd
un Jacobiano en la integral. La otra opceidn es, desde el principlo, construir
la integral de Feynman en términos de las coordenadas curvilineales. Veamos
explicitamente cuales son las diferencias entre estas dos opciones. Nuestro
objetivo es encontrar la amplitud de probabilidad entre dos estados con ¢”
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' definidos en los tiempos t y t' respectivamente (¢’ ¥ ¢” con cualquier
Y aq p ¥ p
valor), cs decir:

(g"t"lg't) (3.29)

Construir la integral de Feynman en coordenadas cartesianas para de-
spués hacer la transformacion a las coordenadas polares significa expresar la
amplitud anterior en términos de la amplitud entre dos estados con ¢, ¥ ¢
definidos en los tiempo t” y t’ de tal modo que ¢\ > +¢5% = ¢ y ¢{?+¢i* = ¢"%.
Como no ntos interesan los valores inicial y final de ¢ hay que hacer una in-
tegracién sobre dicha variable. Una integracidn sobre la ¢ final entre 0 y
27 cubre el total de los casos para valores arbitarios de ¢ inicial y final. La
amplitud de probabilidad (3.29) , en términos de la integral de Feynman en
coordenadas cartesianas es entonces:

2n
(0 (") a2 (@) | () ()t = fo dé"{a), a0, t" g, o t') =
o a o

fd‘b"ffDq*Dqg e"p{if,w am ; & _ Vig)}  (330)

, 5 It
1 92

Puesto que los estados inicial y final no dependen de la coordenada ¢, lo
anterior es :

(@ ("), 45 (@ Ne 2 gl (), gh(g")) (3.31)

Donde H es el operador Hamiltoniano que resulta del lagrangiano clasico
sustituyendo p,, por el operador —iha—?}-. Este Hamiltoniano, a su vez, se
2
puede expresar en términos de q:

- R, 6 0? ht18, 0 ht 02
= 3nlag *og) VO =m0 (13) * VO~ Grgiggd)
(3.32)

IEl término que contiene parciales con respecto a ¢, en el segundo término de
la igualdad, pucde ser eliminado puesto que los estados son independientes
de dicha variable.

Sin embargo existe ambigiicdad en lo que respecta al operador hamilto-
niano que debemos utilizar. El lagrangiano cldsico en las coordenadas ¢, ¢
es: '
mQQQS? + (1"2

= Vig) (3.33)

52 -2
41 +
L=mB %y
m Vig)
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Por lo tanto el Hamiltoniano es:
1 pqzs 2 v
Hy = (;3 + pq) + Vg (3.34)

Donde p, ¥ p, son los momentos conjugados respectivos, Si en lo anterior
sustituimos el momento conjugado de ¢ por el operador (—iﬁ%) v, Ya que
estamos trabajando con estados independientes de ¢, eliminamos el operador
de momento de ¢, obtenemos

Hy = WhQLZ—-T;L.B—q—Q + V(q) (3.35)

El cual evidentemente difiere del que obtuvimos al expresar el Hamilto-
niano cartesiano en coordenadas polares (ec. (3.32) sin el término con ¢.

Por otro lado, supongamos las eigenfunciones del Hamiltoniano en la
representacion de coordenadas cartesianas:

¥, = {gila) (3.36)
Tales funciones son ortonormales:
f ola:)Yoln)48 = dowr (3.37)

Transformando la integral anterior a las coordenadas polares obtenemos:

[ Wolala, ) 0alale )7 (q, 6)d0dd = buu (3.8)

Donde J(g, ¢} es el jacobiano de la transformacién. Urn grupo de fun-
ciones ortonormales en el espacio de las coordenadas polares es entonces:

Ya(g. ¢) = (gdla) = /T (g, 8)¥e(g:{a, ¢)) (3.39)

Sin embargo las anteriores no son eigenestados del operador Hamiltoniane
. Definimos un nuevo Hamiltonjano:
_ s, 1
H=VJH(—
)

Con la definicién de %, y utilizando el hecho que las W, son eigenfunciones
del operador H, puede verse mimediatamente que las funciones 4, son eigen-
funciones del nuevo Hamiltoniano. Planteamos la amplitud de probabilidad

(3.40)
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entre dos estados con coordenada q definida en los tiempos t” ¥ £, con este
nueve Hamiltoniano (con estados independientes de ¢):

(@'tlt) = ("le® ) (3.41)

Asi la integral de Feynman que obtencmos de desarrollar lo anterior queda
planteada desde un inicio en coordenadas polares.

La cuestion planteada originalmente es, entonces, si la integral de Feyn-
man (3.30} es igual a la que se obtiene de la cxpresion (3.41). Para ello de-
sarrollaremos {3.30). La integral que resulta de la amplitud de la ec. {3.41)
se obtiene en la referencia [4]. Al final compararemos ambos resultados.

Partimos de la ecuacién {3.30):

2w ‘11 5

fdczﬁ”ffDqlD@em{r ft” dt(mﬁz—ﬁ - V(9)}

q; 44

Haciendo discreta la integral anterior obtenemos:

2 % po1 . _ - Z
N’I/D d¢5"f 1T daindaas exp{ Z (o 2?; o) +(qm ;ﬁ“ ) ~V(g)A}
Lo k=1 =1
(3.42)

Con g = @), Gin = G(t"), g = G(t' + kA) y A = Y25 A es una
constante igual a (wA)™.

Con el cambio a coordenadas polares aparece un factor g, que corresponde
al Jacobiano de la transformacién :

N /wnﬁ Tredqy exp{ 7 Z%—V(QJA}X

k=1
2 A ~im &

f I déx exp {?5" > g1 cos(gy — ¢5k—1)} {3.43)
L = M2 k=1

Para hacer la integracidn sobre los dngulos ¢, hacemos el signiente cambio
de variable:

X = (Pr — dr—1) {3.44)
Obtenemos un producto de n integrales de la forma.
i —t _ Megr-1
dxiexp {m(]kqx—l cos Xk} = (QW)JO(T) (3.45)
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Donde Jy es la funcién de Bessel con argumento real [83)
El comportamiento de Jy(2) cuando z — oo es (ver apéndice C.1):

2 1
Jim Jo(z) = ”‘;r; cos (z - g —o T O(z“z)) (3.46)

sustituyendo z = ™%%=1 ohtenemos el valor de la integral (3.45) cuando se
toma e} lfmite A -3 oo, La integracién angular nos da un producio de fun-
ciones de Bessel que al tomar el limite se convierten en cosenos multiplicados
por una raiz:

2 1 —_ n
lim [ gdmexp{—h%;qmﬁlcos(m — fa)} =

Fatii]

MQEdr—1 74N ™
€OS - - 3.47
H T Qe G 1 ( hA 8margr—1 4) (8.47)
Es imporante notar que conservamos el término = Sz’ més adelante se verd el
porgué de ello.
Al multiplicar el producto de raices de (3.47) por el jacobiano de la trans-
formacidn obtenemos:

nl_—:[lq H \/’2;,,'& S 2hA n/z 1 (3.48)
o R mrqugen, rr an LV ko N

Con los resultados anteriores y utilizando lo siguiente :
ke n n
IT cos(hi) = exp In(]] cos(fs)) = exp (Z ln(cos{hk))) (3.49)
k=1 k=1 k=1

la integral (3.43) es igual a:

28 n/2 °°"HI dgrex
m'fr \IQnQ’O KD

nooa2 2
U~ G T ey o MGkGk-1 A
{ - g;l A V(g)A—ifiin (cos( " g 1 ))} (3.50)

Expresamos el logaritmo del coseno que aparece en la intagral de otro modo:

NTHEm® (

tn(cos({A)) = In{e"*+e}—In 2 = In(e 4 (¢*4+1)~In 2 = —iA-+In(l+e™*)~In2
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; : MaRe—
Sustituyendo lo anterior en (3.50) con A = ==t e % obtenemos:

1 oo N=1 1&gy +giy)
N daw. — MR SRl vViA
= /s };Il QLBXP{hkgl 5A ()

MG Gk—1 RA '.'T MR Ge—1 hA T
—ih —=}+In{1 2 - —=)}-In2
! ( g hA 8mapgr 1 4}+ n{-+exp[2i( RA 8marde 1 4)]} n )}
(3.51)

Sacando de la integral los terminos constantes y separando los sumnandos
que tienen logaritmos, resulia:

= om{ge — gp1)® h
d A -
/ H i EXP R kgl 2A% * Smargi—1 V(q)}x
- MGGk i m
Infl 2 - - =)} = 3.52
“xp{,?; {1+ ep{2i( =3 - g = D) (3.52)

: n — 2 }
Mf qukexp %Azm(% qk 1) + b —V(q)}x

= 2A2 8marqe_y
. TGt RA i
1+ exp2i - - = 3.593
f!;[l ( ha 8Mkqr-1 4) (3:53)

Con M una constante igual a:

( 2hi )% 1
mAn/ G0

El producto que aparece al final de la integral (3.53), es una suma infinita
de productos de exponentes con argumento:

Mk i-—1 I
S = — 54
k RA 8Marge 1 A (3.54)

s decir:

n

—1) exp{ZiSk}) = 1-1 i exp{ 28, }+(—0)* 3 exp{2i(S,+S5,)}+ -

=1 LT,

.,T
=
e
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n
+(=1)? > exp{2u(S;, +5r,+- 45, )} A (=) exp{2i(n+1+- -+ )}

<2< LT,
(3.85)
Entonces tomando solamente el primer término de la sumatoria anterior, 1a

integral (3.53) es:

oo Nt i m{gs — 1)’ i
M dgpexpi=A + -V 3.56
/ M dsexp {0 3 =050 S~ V@) (356)

Tomando el limite cuando n — oo se convierte en':

. " 9 2
M/quxp{%/j Q’%q_ + 8:?192 - V(q)dt} {3.57)

Sin embargo el resto de los términos no puede reducirse del modo anterior
al tomar el limite cuando n tiende a infinito. Cada factor exp{2iS} al
multiplicarse por el exponente de la izquierda en (3.53) hace que el k-esimo
sumando en el argumento de dicho exponente se transforme :

Gy — Gt R? ~Vi(g) - m{ge + ge-1)® n? ~Vig)
20?2 8Mfrr—1 242 8mMgrgr—1
58)
Con el fin de hacer mas corta la notacidén definamos ;

_ migx — @r-1)? R

GETTE Mg W (3:59)
m(gk + ge-1)® B

B, = - -V .
k oA? T (gx) (3.60)
Entonces (3.58)) es:

Ck — Ek

Los miembros de la primera sumatoria en la ec. (3.55) producen n integrales
en las que un séle término C, es sutituido por Ey (el térmmo Cy sustituido
diferente en cada integral}, asi estas integrales difieren de (3.56}, sélo en que

laqui se ve porqué conservamos el factor ng;‘i -, el factor A, al tomar el limite, se

convierte en la diferencial de integracidn. Los términos de orden mayor aparecen propor-
cicnales a A? por lo tanto se anulan.
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un miembro de la sumatoria, digamos el k-esimo, es sustituido por Zy. Al
tomar ¢l limite a infinito, como ya vimos:

h?.
Brmng?

22
i - -
}51510 Cr = 5 T Vig) {3.61)
Pero Ey tiende a infinito ya que A — 0.
Obtenemos una suma infinita de amplitudes unitarias cuya fase esta dada
por la integral de una funcidn que cs infinita en un punto (conjunto de medida
cero).Explicitamente:

—1M Z f H dy; exp{ (E’T1 -+ Z C, )} (3.62)

T1=1 IFETL

n

La siguiente sumatoria de {3.55), producira (2) integrales, en cada una

de las cuales 2 factores O son sustituidos por dos factores Ey, asi continia
para las siguientes, La k-esima produce lo siguiente:

Wi = (=) M f qujexp{h[ZEn+ Z C’]} (3.63)
1'1<72< Ty =1 TETL T2y Th

Asi, identificando Wy con la primera integral que obtuvimos (3.58}, pode-
mos escribir la integral de Feynman (3.30):

{a}' ("3 ("' |a1 (¢)aa (¢} = lim > Wi (3.64)
k=0

Sin embargo las integrales Wy con & > 0 son nulas. Para confirmar lo
antertor mds que dar una prueba completa analizemos ¢l caso mds simple, es
decir Wy (ec. 3.62):

M Zlf H dg, exp { (Eﬂ + Z )} (3.65)

Puede escribirse de otro modo:

1

—M Z[ H dg, exp é@ + 8B, — C'.,)} (3.66)
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Sustituyende el valor de {E, — C,) obtenemos:

i )} 367

8mg,q;

M / HdQJZAexp{hAZC’ +222(mg,rqn1_

Al tomar el limite las sumatorias se vuelven integrales, el factor con la
delta de Kroenecker se convierte en una delta de Dirac y los términos pro-
porcionales a A2 se anulan, el resultado es:

—iM v i Y omg? 13 9
B e, T — 7)2mgdt .
A /Dq g dr exp{h /ﬁ 5 + S + §{t — 7)2mgq } (3.68)

Igual a:

_Mfquxp{ g mzq 8

El término de la derecha en la mtegracxon funcional anterior, tiene puntos
extremos en funciones constantes (st —h'?— = nw conn € N) y por cada punto
extremo méximo tiene un minimo que lo anula, por tanto la integracidn
funcional es cero . Del mismo modo el resto de las integrales con excepcidn

de W, se anuian nuestro resuitado final es asi.

(@ (a") g (@)t g, (s (d)E) = (g (@) (g")eT ¥ " gl (Vg (¢)) =

__qu} (3.69)

2A2 8margr—1

fmnﬂ dai exp { A 5 e gen) B vig)  (3.70)
k=1

Habiendo integrado explicitamente la parte angular de (3.30), debemos, ahora,
comparar el resultado obtenido con la integral que resulta de la expresion
(3.41}. En el libro de Lee [4] se encuentra dicha integral de trayectoria:

] - .2 2
(qule"T‘(t”—t’)quf) — (27rzA [Dq exp ;‘,bfi (% + 8:IQ2 - V(q))dt})
(3.71

Esta integral coincide (salvo un factor) con nuestro resultado:

(q;l(q QQ Q”)ie - H! 1( )qr( r)) %{ ulemz(t”—t’)ﬁlq.'> (3'72)
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Utilizando el hecho de que /7 (@) (@)a(a)} = |g} (donde F(g) es o jaco-
biane de la transformacién igual en nuestro caso a q) reescribimos lo anterior:

(g"[e7FE ") = (20)(g"[e7FE ) (3.73)

Asi entonces segin lo que hemos realizado, si es equivalente construir la
integral de Feynman en coordenadas cartesianas para después hacer la trans-
formacién a coordenadas polares que construir directamente la integral de
Feynman en coordenadas polares. Esta conclusion, coincide con los resul-
tados obtenidos por Edwards y Gulyavev en la ref. [50]. Alli los autores
calculan la integral de Feynman con para un lagrangiano de la forma L = ¢°.
La diferencia con o hecho aqui es que la integral la realizan en el espacio de
Enclides, en lugar que en el de Minkowski, es decir sustituyen el factor i que
aparece en el argumento del exponente, por un -1.

No estd de mds decir que trabajar en el espacio Euclideano, al menos
para este caso particular, es mucho mads sencillo v el resultado mas dirécto.
La razén técnica es que al hacer la integracién angular aparecen funciones de
Bessel con argumento imaginario cuyo comportamiento asintético va como
una exponencial v no como un coseno como ocurrio aqui . De este modo el
logaritmo y el exponente se cancelan obteniendose el resultado directamente.

El objetivo original de estudiar las integrales de trayectoria en un cambio
de coordenadas cartesianas a curvilineas, fué el de dar con ¢l potencial efec-
tivo que traé consigo tal transformacién. En el caso de la transformacion a
campos hiperesféricos se quiere estudiar si la transformacién implica un po-
tencial que favorezea energéticamente un campo cromomagnético intrinseco.
Como hemos visto, sin embargo, el metodo de las integrales de trayectoria
resulté muy complicado para nuestro ejemplo simple, comparado con la rela-
tiva facilidad con la que se podria calcular el potencial efectivo directamente
del operador hamiltonianc curvilineo:

P

H=JH
@) VJI{g)

Sustituyendo los operadores correpondientes para el ejemplo sencillo que
estudiamos obtenemos:

(3.74)

Rt & mh?

H=omag ¥ g

+ Vig) (3.75)
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que es justamente el Hamiltoniano efectivo que corresponde al Lagrangiano
que obtuvimos al hacer la integral de trayectoria, con la diferencia de que
esto nos levo sélo un renglén. Observese que en la deserpicién cudntica con
coordenadas curvilineas, no se utilizan ni el hamiltoniano H (cartesiano ec.
{(3.32)) ni el que resulta de sustituir en el hamittoniano curvilineo clasico
operadores, B, — —iﬁ%, Hy (ec.3.35). Pero estan relacionados como puede
verificarse inmediatamente :

ﬁ2
H=.\/J \/}(? Ho{g) + Smg? (3.76)

Asi, el término ’gﬁg , juega el papel de un potencial efectivo. La relacion
anterior puede generahzarse para cualquier transformacién a coordenadas
curvilineas [4]

H=H{q,p)w -+ Velg) (3.77)

Donde H (g, p)., es el operador que resulta de sustituir en el hamiltoniano
clasico, dado en térmunos de las coordenadas curvilineas y sus momentos
conjugados, F, — —iﬁ%, con la exigencia extra de que el operador esté en

la ordenacién de Weyl. Por su parte V.(g), estd dado por:

g .9 dq,
Vela) = [aqa 3? )][3%( ; )] (3.78)

gy X son las coordenadas curvilineas y cartesianas respectivamente, ademds
se suma sobre indices repetidos.

Queda aclarar gue al pasar a coordenadas curvilineas, en la integral de
Feynman correspondiente, el jacoblanc puede meterse en el argumento del
exponente, por lo que da lugar a un potencial efectivo extra (aparte de Vi{g)

).

lim N In(F () (3.79)

En el gjemplo que estudiamos este término se anula al hacer la integracién

angular.
En conclusién, si queremos conocer el potencial efectivo (sin consid-
erar la parte anpgular) que resulta al hacer la transformacién a coordenadas

hiperesféricas, podemos:
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» Calcular el jacobiano de la transformacién y multiplicar su raiz cuadrada
y el inverso de la rafz cuadrada por ambos lados de H (el Hamiltoniano
expresado en términos de los campos de norma), como se hace en la ec.
(3.403,

e Calcular directamente el potencial efectivo utilizando la ec. (3.78).

La primera de estas opciones es explorada en el resto del presente capitulo,
en donde se hace uso de las mismas aproximaciones que en el capitulo anterior
de csta tesis {es decir modos constantes, color 0, ete.)

3.3 El jacobiano de la transformacion a cam-
pos hiperesféricos

De lo realizado en el apartado anterior resulta que plantear una iniegral de
trayectoria para los campos de norma y después hacer la integracién de las
partes angulares (Opw v ®pr en este caso) para obtener un Lagrangiano
efectivo para los campos p's, es mds complicado que plantear el lagrangiano
directamentc en coordenadas hiperesféricas. Sin embargo como mostraremos
en lo siguiente, esta segunda opcidn esta lejos de ser inmediata, aunque en
principio no hay ningin problema en plantear cl jacobiano de la transfor-
macion, expresarlo de una forma manejable implica calcular un determinante
de 9 x 9.

El problema consiste en calcular el jacobiano de la siguiente transfor-
macion:

Aia = prDpa () Aga(P) (3.80)

Es decir, tomando como parametros de las 2 matrices ortogonales los 3
dngulos alrededor de cada uno de los ejes {X,Y,Z} tanto en el espacio fisico
como en el de color, lo que debemos calcular es:

3 Ai)

EPEN (3.8)

j{p,@,@) :‘

Donde €, = Ox,,,..,, &2 = Py, €1 = Oz,,,,,, ctc.
Existen tres dngulos, respectivamente, para las rotaciones en el espacio
fisico y de eolor, que junto con los tres p’s completan las nuevas coordenadas.
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Para encontrar las parciales de A4,, respecto a las coordenadas hiperesféricas
notemos que.
A= DTpA (3.82)

Donde A;, = 4w ¥ fhy = O3 Pk
Las matrices ortonormales DT y A son:
cos By cos @, 05 Oz 5en@; + sen@sen@y cos @ sen@asen@; —~ o5 Ozsenty cos Oz

DT: — cos Oysen@;  cos By 08 By — senOysenBysend;  sen®©y 005 O + o5 OpsenSysen:
sen@, —5en@y c05Qy cos Oz co3 Oy

cos Py cos &, —ces Pysend; sendy,
A = cos Fpzendy + sendpsendy cosd: €05 Ty cos P — sendosenPysend, —sendg cos Iy
send,sen®; — cos Pzsendy cos®;  sendy cosd, + cosdosendysend, cos b, cos by,

Con las matrices anteriores podemos caleular de un modo directo las
derivadas parciales, obtenemos:

84, Lk
e Do Agry
90, £ ke Pl g
aAza 2 2 2 ]
90 = (€ P te 13){Dk(3—1)pkak0) = (5 By 13)44(3-4)(1
0A,, '
7%, = " Dyiprs Do (3.85)
aA N o N
8@%{1 = (Ea23 +¢ la)DkapkAkwfa) — (6 23 + ¢ 13)-’4{(3—@)

Nétese que las parciales con respecto a los angulos x varia sélo por un
signo y por el indice de p (en una parcial es reducido con D y en la otra con
A). Las parciales con respecto a los angulos “y” no pueden ser escritas de
un modo compacto como ias anteriores:

OA —p Dyaigy c0s©:  —ppDisBppcos@;  —ppDradeacos@:
Tie PA.DL-SQJ?Bcn@g MDksmozgenO; 2 Dyg s 33"29’
661‘, Ay FEa R L xéis T

(3.86)
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sa
—pie Dy iBrscosd,  pr Dy Aggsend, P;.Du—m,mv

o4

94i —pyDyzBrgcos s piDigfisasents oy Dig 7ght
24

~piDygBpgcos Pz pp Dialpasend: Pkﬂxaﬁ‘;‘"

{3.87)
Por iltimo las parciales con respecto a las p's son :
0A, .
o = Dy A, (sin suma sobre k) (3.88)

Para obtener el jacobiano debemos calcular el determinante de una ma-
triz @ X 9, en la cual cada columma esta formada por cada una de las
parciales de las compeonentes A4;, con respecto a una de las coordenadas
hiperesféricas.Jista matriz se muestra en la siguiente pagina.

A pesar de lo terrible que se ve el cdlculo del determinante de la matriz
mostrada, es posible extraer algo de informacién acerca de él. La semejanza
entre las columnas correspondientes a las parciales respecto a los dngulos x,
permite expresar el determinante de otro modo. Los clementos de un mismo
renglén de dichas columnas son:

Para O,
D21PSA30 - D32p2A2a

y para @,
=Dy padza + Dapadhog

Nétese que si po = p3 ambas columnas serdn tguales y por lo tanto el ja-
cobiano sera cero. Por otro lado utilizando la linealidad de los determinantes
para la suma dentro de columnas (y/o filas) , el determinante serd la suma de
4 determinantes cn las cuales las columnas correspondientes a las parciales
con respecto a los dngulos x, estardn ocupadas por elementos de la siguiente
forma:

determinante 9, &
lo DhipsAge | —Daypafige
20 Dopafa, | Dypsig,
3o — Dy ooy | —Daypafig,
4o Dy pofge | Dypsgg,

Las columnas ®, y O, del primer determinante difieren séle por una con-
stante de proporcidn, per lo tanto el determinante se anuls, lo mismo ocurie
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84An
8412
8413

84z
0Az
84z

84z
0430
OAss

1
&p1
UH»DHH
DAy
U—HDHW
DAy
Dl
Dzl
Dizhn
Di3daz
Dyzhg;

1
dpz
DAy
Doy Bay
DgrAgs
DagAgy
DaaAga
Dazdgs
Dazdo;
DazAgs
Dazfag

i
Pog
D3 Ag
D31 Ag2
Umupmw
DAy
DsgpAsg
DAz
DsshAz
D3sAz
D33z

1
=N
Dirpr Bprs
Dripw Dy
De1peeDis

Diapie Agn
:% Diopr Agrg
m:%. Dispre Apes
1kES

L
glkk
'
glkk
!
elkk

glht’

€™ DigppArn
Diraprw Mgz

Diapy Apes

,
elFk

"
m_.:q

(3.89)

1
35,
—Diaprip cos Q;
—DizprArecos O,
—Digprlipg cos B,

BraprBpmsen®,
DisprApasen®,
DE?DE%&@»

@@ﬂ D.mw
mme
m@... D.g

mbmu
LT Agg

1
70,
Diaprlm
Diaprge
Droprfeg
—Diipedam
—Dp1prige
—Dr1prlis
0
0

0

A
9%,

L L
€5 Doy By

€% Dy pe Mgy

€5 Doy prr A
o

Y

Dpapr A
€% Dipapp D
€% Dy prr Aga

"
5% Dspw A

¥ Dyosp Aga

..
€'¥% Dirspr Aia

ks
o,

— D pedigs cos @,

UE.E,DE mmzﬁn
Uwpbr 5%,

—DpoprAgz cos @,

Urmnrbwwwmzﬁ
Ut?mee

—Diaprlps cos @,

DigprApzsend,

A
b.mm Pi 8%,

L
9%,
@»wapww
|‘U.S.Qrp..w.u
0

Do prAR2
—DiaprAkl
0

DiapeAk2
—DizprAkl
0




con el cuarto. Sacando del 20 determinante el factor que muliiplica a las
colurnnas obtenemos una determinante multiplicada por p#, lo mismo hace-
mos con el tercer determinante, obtenemos un determinante multiplicado por
o2, el cual difiere del anterior sélo por que las columnas estan intercambiadas,
el intercambio implica un cambio de signo, por lo tanto el resultado final es
un s6lo determmante multiplicado por (p2 — p3) los elementos de las columna
99, de dicho determinante serdn: g, Aa,, mientras que los correspondiente
a 0%, son: Dy Ag,.

Lo que hemos hecho es sacar de dos columnas del determinante la depen-
dencia en las p's, lo mismo es posible hacer con el resto de las columnas que
dependen de g . Sin embargo, en el caso anterior fué muy importante el hecho
de que los elementos de ambas columnas fueran “casi” iguales fila a fila. Esto
no ocurre con el resto de las columnas, obtener un factor tan sencillo como
el que obtuvimos al sacar 1a dependencia p de lag columnas correspondiente
a las parciales x, no parece inmediato. Sin embargo, como veremos mas ade-
lante, estos factores son sencillos y no dependen de los dngulos. Por ahora
lo dnico que podemos decir es que utilizando el hecho de que las columnas
que dependen de p son sumas de la forma Fyp, (donde los factores F. son
diferentes para cada columna y cada elemento de la misma, pero funciones
unicamente de los dngulos) y utilizando la propiedades lineales de los deter-
minantes, encontramos que el jacobiano que buscamos debe tener la siguiente
forma, el producto de un binomio de grado 2 y uno de grado 4:

T = (05 — o) F10} + faps + Faph -+ fapipa -+ Fspios + fopbps + frp1p3

+fs0105 + forars + frooles + fupieh + frpins) (3.90)

Los coeficientes f, son sumas de determinantes de 9 x 9, estos determinantes
son los que resultan de tomar todas las combinaciones posibles entre los
sumandos de cada una de las 4 columnas restantes que dependen de p después
de sacar del determinante la dependencia de p; es decir estos cocficientes f,
dependen exclusivamente de los angulos @ y © (en lo signiente veremos que
en realidad tampoco dependes de los dngulos).

Para calcular el jacobiano procedemos de otro mode, utilizamos la métrica
del espacio de las coordenadas curvilineas. Para obtener el tensor métrico
utilizamos lo signientc [84)]:

3PP, = 2T = G* P, P, (3.91)
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Donde P, y P, son los momentos conjugados de las coordenadas curviline-
as, T la energia cinédtica y P, los momentos conjugados de las coordenadas
cartesianas. El Jacobiano de la Transformacién esta relacionado con el tensor
anterior por lo siguiente ( det{(G%) = G)

T =G? (3.92)

Al hacer la cuantizacién ( sustitvir P, — -—1535), T es sustituido por el neg-
ativo del laplaciano, el cual se ve en términos de las coordenadas curvilineas
asi:

oF =~ D_gregue O (3.93)
9gy, 9q..

Lo anterior no es mas que 2 veces la parte cinética del Hamiltoniano
cartesiano expresado en términos de las coordenadas curvilineas (lo que se
obtuvo en la ec. {3.32} para el casc particular de las coordenadas polares).
Como vimos en la seccidn anterior para obtener la parte cinética del Hamil-
toniano curvilineo ( H ec. {3.40) ), tenemos que multiplicar lo anterior por
JY? = G=Y4 por la izquierda v por J /2 = GY4por la derecha, con lo que
obtenemos: 9

oF = —iti O gnge L (3.94)
9 Og,

Para el caso simple del apartado anterior vimos que la parte cinética del
Hamiltoniano cldsico en términos de los momentos conjugados curvilineos
era con m=1 {ec. {32)):

P2
oT = E;i + P (3.95)
De donde obtenemos el tensor métrico:
L0
G¥ = ( ‘g 1 ) (3.96)

conu=l=¢ypu=2=q.
De lo anterior obtenemos el Jacobiano:
_ 1.
j:G 1/22(?) 1/2=q

Y con esto podemos calcular directamente el Hamiltoniano carvilineo.
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Con el ejemplo ilustrativo anterior hemos visto que calcular el Jacobiano
a través del tensor métrico resulta mds sencillo que recurrir a la definicién del
Jacobiano como hicimos en un principio para las coordenadas hiperesféricas.
Para calcular el tensor métrico de las coordenadas hiperesfericas considere-
mos:

3 3
2T = Z O AiaGyArg = Z aﬂ(kakIAw)aﬂ(pk'Dk%Ak‘n) (397)
1,4 0
En lacc. (2.4) expresamos lo anterior en términos de las derivadas tempo-
rales de los campos p , © y ®. Para expresar la energia cinética en términos
de los momentos conjugados hay que hacer algunas manipulaciones mas uti-
lizando las propiedades de las matrices ortogonales (ver Apéndice C.2). Lo
que se obtiene es:

+
2= 34k Z o 1 *) ) +4S PP ki (399)
t,<k: b z<k
donde :
a7

" = S (3.99)

or
FPo,, = L 5005, (3.100)

ar
P =Ly = maaoq)kt (3.101)

son los momentos conjugados de las coordenadas hiperesféricas.
De la expresién anterior podemos encontrar facilmente el tensor métrico:

1 00 0 0 0 0 0 0
010 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 0 0 0 0
2 2
000 (—;’g_ig’fﬁ 0 0 (—p%fgg)— 0 0
17 F2 o 172 2
orr — 000 0 G 202 0 -@%JF%? 0
000 0 (- S (Y
(92 £3) 2. a (f’z f’s)
000 22e. g 0 A 0
(ri—p3) (E—p3) . s
000 0 Aam 0 A
(n§—p%) {(r§~p3) . s
2pzpa p5+p
voo 0 0 P 0 0 Toi—pl)?
(3.102)



Obtener el determinante de la matriz anterior es muy facil, dada la es-
tructura en blogues de la misma. Obtenemos;

(0 + p})? Padi 1
det G* = G = —4 =I[ ~ose (3.103
kl;[t [(»0?c -0t (e~ p?)‘*] E (0f — o})? (8.103)

Que explicitamente es:

1 1 1
(o — 3)% (0 — P3)? (0 — pi)?
A partir de este resultado es facil encontrar el Jacobiano de la Transfor-

macién:

J =GV =] (ek = 0]) = (6 = ) (0% ~ p3) (03 — 3) (3.105)
k<t

G= {3.104)

Nétese que el resultado anterior no estd en contradiccién con lo obtenido
caleculando el Jacobiano directamente de su definicién (ec. (3.90) ). La
diferencia es que esta vez obtuvimos la expresién exacta y de un modo més
sencillo.

El Jacobiano encontrado se limita al caso en que el grupo de simetria de
los campos de norma es SU(2)0r, de un modo similar podemos encontrar
el Jacobiano para el caso general del grupo SU(njesr con p = (n? — 1)

generadores:
(0} — 05)(i% — P07 — P3)(Prp2ps) "% (3.106)

Para SU(3) p = 8 y para SU(2) p = 3. Sustituyendo p para el caso SU(2)
recuperamos la ecuacion {3.105),

3.4 Dando paso al final

Habiendo entonces calculado el Jacobiano de la transformacién debemos cal-
cular el Hamiltoniano hiperesférico, multiplicando e} Hamiltoniano cartesiano
expresado en las coordenadas hiperesféricas, por la raiz cuadrada (y su in-
versa) del Jacobiano, es decir debemos aplicar la ecuacién (3.40) o equiva-
lentemente la ec. (3.94). Esta tarea es justamente la que se realiza en el
siguiente capitulo, dentro de un modelo del Hamiltoniano de la QCD, que
nos permite obtener y clasificar el espectro de energia de estados ligados de
gluones (glueballs). Como un anticipo a ello mencionemos que en el signiente
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capitulo no multiplicamos el Hamiltoniano cartesiano por la raiz cuadrada
(v su inversa) del Jacobjano:

(92— 02 (02 — p3) (P} — PR)) M2 (proas) P 9072

sino por lo siguiente :

(p1p2p3)™ 32 (0} + g5 + p3) (3.107)

De este modo el ¢l emento de volumen, que de absorber el jacobiano en
el Hamiltoniano seria simplemente dp;dpadpsd{l5d€ls, queda en la siguiente
forma:

bisen(3c)dpdbded s d e (3.108)

para valores pequefios de b. Y donde las variables g, b y ¢ son definidas,
como en la ref. [48], a través de:

pi(z)? = p(§)2(1 + 2b(z)cos(e(x) — %Tk)) (3.109)

La ventaja de trabajar con el elemento de volumen mencionado estriba en
¢l hecho de que éste es bien conocido en problemas de fisica nuclear [80], lo
que nos permitird avanzar en el estudio de la QCD apoyandonos en resultados
bien establecidos de la fisica nuclear. Dicha tarea es el tema dcl siguiente
capitulo.
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Capitulo 4

Un modelo del Hamiltoniano
de la CDC usando coordenadas
hiperesféricas

En el presente capitulo calculamos ¢l espectro de los Atomos gludnicos {glue-
balls) a partir de un modelo del Hamiltoniano de la QCD. Este modelo, dado
en términos de campos hiperesféricos, es obtenido a partir de consideraciones
generales acerca de la estructura del Hamiltoniano en modos constantes. Es
decir, suponemos que en la integral de trayectoria de la QCD podemos hacer
la integracién de los modos no constantes (dependientes de las coordenadas
espacio temporales) y obtener un hamiltoniano que este dado exclusivamente
en términos de los modos constantes (dominantes en el regimen de bajas en-
ergfas). Un modelo similar en este sentido se encuentra en la ref. [79], en
donde se hace un estudio de ios campos de norma con condiciones a la fron-
tera periédicas (lo que topologicamente corresponde a un toro) y donde los
modos no constantes son incluidos como perturbaciones a la teoria en modos
constantes.

Fl modelo que se mostrara no es exacto, en el sentido de que no se deriva
rigurosamente del Hamiltoniano de la QCD. Lo que se hace es encontrar
la forma general de la parte cinética mediante el andlisis de los grados de
libertad de los campos gluénicos. Por su parte suponemos que ia parte
potencial puede ser desarrollada alrededor de un minimo global. Con estas
suposiciones obtenemos un Hamiltomano de una forma especialmente simple
que nos permite el calculo del espectro de los estados ligados de gluones.
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4.1 Los grados de libertad y su clasificacién

De principo mostraremos los grados de libertad de los campos gludnices, y
como estos pueden ser ordenados dentro de representaciones irreducibles del
grupo O(8), el punto de partida es las representaciones totalmente simétricas
del grupo U{24) [85]. Esto significa que nos ocupamos exclusivamente de
particulas bosénicas. El grupo U(24), resulta del producto de los grupos U(8)
y U{3), el primero representando la libertad de color (en este capitulo traba-
jamos con la simetria SU(3) .o que implica 8 campos gluénicos) mientras
que el segundo grupo representa los grados de libertad espaciales (es decir el
espin). El hecho de que estos dos grupos deban dar lugar a irreps tot. sim.
de U(24), impone una restriccién para los irreps de U(8): sus diagramas de
Young no pueden tener mas de 3 renglones {62]. Finalmente la reduccién de
los dos grupos anteriores a los grupos de color SU(3) y rotacional SO(3) re-
spectivamente es realizada a través de O(8) para el color y a través de SU(3)
para la parte rotacional. Las reducciones mencionadas son bien conocidas
y me limitaré a utilizar los resultados de las referencias. El procedimiento
a seguir consistird cn encontrar los irreps de U(8) que contengan singuletes
de color, es decir puesto que estamos considerando unicamente la teoria de
norma pura, los glueballs, deberan tener color cero. En el caso general donde
se consideren también los cuarks, esto no deberd hacerse asi, puesto que
entonces podriamos acoplar glueballs con color y cuarks a color cero. Asi
pués la cadena de grupos a través de la cual clasificarernos el espectro de los
glueballs es la signiente [85], se muestran los niimeros cudnticos necesarios y
suficientes para tal fin (los niimero que representan las multiplicidades en las
reducciones aparecen también):

[N] [h]_hghg]
L{24) o U/,(8) X 17.(3)
£ U U (4.1)
(wiunus)  O(8) SUL(3)(p, q) '
U U K
(0,0) SUL(3) 50(3) L, M

Las representaciones de U(8) que nos interesan, son agquellas que contienen
un escalar de color (0,0). Puesto que la reduccién de U(8) a SU(3)coior €8
conocida {ver por ejemplo la Ref. [86] para irreps arbitararios 6 Ref. [85] para
diagramas de Young de hasta 5 casillas) y lo mismo ocurre para la reduccién
de U(8) a O(8) [87], es sencillo conocer la reduccion de O(8) a SU(3)cotor ¥ €1
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particular hallar los irreps de O(8) (wy,wows, 0) gue contengan un singulete
de color. Para lo anterior se procede recursivamente:

Partimos del irrep [0] de U(8), la reduccién a O(8) y SU(3) respectiva-
mente, es (0000) y (0,0), el resultado (trivial) es que el irrep (0000) de O(8)
contiene un singulete de color. El siguiente irrep de U{8} {1] se reduce a los ir-
reps (1000} y (1,1) de O(8) y SU(3) respectivamente, de esto se deduce que el
irrep (1000) de O{8) se reduce al (1,1) de color. Asi hemos identificado un ir-
rep de O(8) que carece de singuletes de color, lo que nos ayudara a identificar
a los irreps con singulete de color en irreps de U{8) de orden (# de casillas)
superior. Por ejemplo un rrep de 2 casiilas (gluones), puede ser 6 (17] ¢ (2]
, éste tltimo se reduce a SU{3) como (2,2)-+{1,1)+(0,0) mientras que para
O(8) se reduce a (2000)+(0000). Entonces, utilizando resultades anteriores,
vemos que (2000) de O(8) se reduce a (2,2)+(1,1) de SU(3), con el singulete
de color proveniente de la reduccién de (0000) de O(8). Como dltimo ejemplo
consideremos el irrep antisimétrico [12], el cual se reduce a (1,1}+{3,0)+(0,3)
de SU(3) y a (1100) de O(8). Hemos encontrado la reduccién de (1100) de
(O{8) en irreps de SU(3), en particular hemos encontrado gue éste no contiene
singuletes de color. Del modo anterior se continua para los siguientes irreps
de U(8). Conociendo su reduccién a O(8) y a SU(3) y con los resultados
que se vayan obteniendo, podemos encontrar la reduccién a SU(3) para un
irrep arbitrario de O{8). El procedimiento anterior no nos permite encontrar
una férmula inmediata para irreps de orden muy alto, sin embargo para los
fines del presente modelo es muy iitil pués tratamos con glueballs de pocos
gluones (N).

E] hecho relevante de hallar la reduccién de U(8) a SU(3} con mediacién
de O(8), radica en que las propiedades de conjugacida de carga y paridad de
los glueballs, vienen dadas por los niimeras cudnticos de O(8) (w1, ws ¥ ws)
como se verd més adelante.

Por otro lado la reduccién de la parte espacial al grupo de espin SO(3) a
través de SU(3) (con p = hy — hz ¥ ¢ = hy — hg) es muy sencillo de obtener,
considerando las siguientes reglas [88]:

K = min(p,q), min(p,g) — 2, ...061
K=0: L=max(p,q), maz(p,q)— 2, ...061
K#0. L=K, K+1, ... K +maz{p,q¢) . (4.2)

Asi, por ejemplo, para el irrep [2] = [2,0,0] (gque ya hemos visto contiene
un singulete de color asociado con el irrep (0000) de O(8)) tememos que
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p=2yqg=0y K=0 por lo que ¢l irrep tendra L =2 6 L = 0. Para irreps
superiores la aplicacién de las reglas (4.2) no es mds complicada.,

Con los procedimientos anteriores construimos la tabla 4.1, donde enlis-
tamos unicamente los irreps de U{8) (6 U(3)) que contienen singuletes de
color, en la 2a columna se muestran los irreps de O(8) que contienen di-
cho singulete, la tercera columna indica el nimero de singuletes; la cuarta
indica la reduccién al grupo de espin SO(3) {subindices indican multipli-
cidades en L correspondientes a diferentes valores de K); las dltimas dos
columnas muestran, finalmente, las propiedades de paridad y conjugacién de
carga de los irreps. (En la siguiente seccidn mostramos como se obienen tales
propiedades):

4.2 Propiedades de Paridad y Conjugacion
de Carga

Los estados de la seccidén anterior, pueden ser obtenidos a partir de csta-
dos que tengan mimeros cudnticos U(8) iguales a los correspondientes O(8)
{[Rihahs] = [wiwaws)). Para ello se aplican los siguientes operadores;

g = 28 x 0L} (4.3)

El simbolo [A x B, da el acoplamiento de dos tensores a espin [ [78] y

b} son operadores de creacién del campo A,,. Puesto que el operador (4.3)

consiste de sumas de pares de operadores de creacidon de la misma carga de

color, su aplicacacién no modifica las propiedades de paridad y conjugacidn

de carga. De este modo las propicdades CP de un estado cualquiera, ven-

dran dadas por el ivrep [hihohs] = [wiwsws], a partir del cual se obtiene por

aplicacion de los operadores (4.3). Puesto que cada campo gluénico A,, tiene

paridad —1, la paridad de un estado con N gluonoes (IV = hy +he+ hy) estard
dada por lo siguiente:

P = (Hl)w1+w2+w3 (44)

Las propiedades de conjugactén de carga son un poco mas complicadas
y no pueden obtenerse a partir de una expresién simple como en (4.4). Un
irrep dado arbitarrio de O(8) no ticne necesariamente una propiedad de con-
jugacién de carga definida. Que esto os cierto puede verse inmediatamente
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U8) (U(3)) | O@8) | #(0,0)1803) (L) | P | C
2] (0000) 1 0,2 +1 [ +1
4] (0000) 1 0,24 | +1]+1
[22] {0000) 1 0,2 +1|+1
6] (0000) 1 0,246 | +1|+1
[4,2 (0000) 1 029,34 | +1]+1
[29] (0000) 1 0 +1 1 +1
(3] (3000) 1 1,3 S|
5] (3000) 1 1,3,5 -1 -1
14,1] (3000) 1 1,234 | -1 | -1
(3,2 (3000) 1 1,2,3 -1 -1
[13) (1110) 1 0 -1 | +1
3,19 (1110) 1 0,2 -1+l
[2,1% (2110) 1 1 +1 ] -1
(4,12 (2110) 1 1,3 +1 1 -1
[3,2,1] (2110) 1 1,2 +1 | -1
[2%] (2200) 1 0,2 +1 | +1
[4,2] (2200) 1 0,25,3,4 | +1 | +1
(3,2,1] (2200) 1 1,2 +1 | +1
[2%] (2200) 1 0 +1 ] +1
[22,1] (2210) 1 1 -1 -1
(3,17 (3110) 1 0,2 -1
6] (6000) 1 0,2,4,6 |+1 1 +1
4,2 (4200) 1 0,25,3,4 | +1}+1
[4, 1% (4110} 1 1,3 +1 -1
[3%] (3300} 1 1,3 +1 1 -1
[2%] (2220) 1 0 +1 | +1

Tabla 4.1: Irreps de U(8) {{/(3)) que contienen singuletes de color, se mues-
tra la reduccién a O(8) que contiene dicho singulete y la reduccién al grupo
de espin SO(3). Asimismo se muestran las propiedades de Paridad y Conju-
gacién de Carga.
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para ¢l caso de un gluén (que pertencece al irrep (1000) de 0(8) ). Las
propiedades de conjugacién de carga para cada uno de los 8 diferentes cam-
pos pludnicos estan dadas por [89] :

CA.= naAm )
sin suma sobre el indice a y

e =—-1; a=1,3,4,6,8
Na=+1; a=2,5"7 . (4.5)

Sin embargo contrario a lo que sucede con el caso de un gludn, estados
acoplados a color cero (que implica contraccidn sobre el indice de color) tienen
una propiedad de carga definida.

Para encontrar las propiedades de conjugacién de carga (C) para estados
de color cero utilizaremos los llamados diagramas elementales permisibles
(epd) [90], es decir aguellos estados que no pueden ser obtenidos por pro-
ductos directos de otros estados con color cero. Un estado cualquiera de
color cero puede obtenerse a partir de productos de epd’s. De este modo la
propiedad C de cada estado estard dada por el producto de las propiedades
C de los epd’s de los que puede ser obtenido.

El problema consiste, entonces, en encontrar todos los epd’s de color cero
v sus propiedades C. En principio existen procedimientos para realizar lo an-
terior, sin embargo para nuesiros propdsitos (pocos gluones) bastara adeptar
un método mas sencillo. El primer epd es el primer irrep de G(8) sin color (ver
tabla 4.1), adoptando la signiente notacién para los epd’s (N, [wiwaws), 1)
donde N = wy + wy + wy, este epd se escribe en términos de operadores de
creacion gluénicos b del siguiente modo:

(2.[2], L = 0,2) = [b} x bt} (4.6)

Los operadores de creacidn se acoplan al maximo peso en espin (M = L),
1o que implica que el producto de dos epd’s con espines L y L' tendrd espin
L+ L', La propiedad C del anterior epd es muy facil de obtener, ya que la
contraccién sobre el indice de color implica que las propiedades de cada b
se eleva al cuadrado lo que da por resultado que el anterior epd ticne C=1,
Los irreps de U/{8) ( U/(3) ) que ticnen el mismo irrcp de O(8)(0000) que [2]
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pueden ser obtenidos por elevar al cuadrado y al cubo el epd anterior. De este
modo llegamos al siguiente epd que no puede ser obtenide como producto
del anterior . FEste es el estado que pertenece al irrep [3] v (3000) de U(8) ¥
0{8) respectivamente. Para encontrar su forma en términos de operadoeres de
creacién consideremos los siguientes dos diagramas de Young de dos gluones.

El = fanelt) x I = ] 21

L=0,2

T = danolth x 815" =[]

Los coeficientes fy;. son las constantes de estructura de SU(3) totalmente
antisimétricas, mientrds que 108 dgue son totalmente simétricos. Para repro-
ducir el irrep [3] de U(8) debemos acoplar simetricamente un gluén al segundo
de los diagramas de Young anteriores que ademds contraiga el indice de color
es decir:

(3,18, La) = daselle} x b1] % x 3] (47)

Como se muestra en el apéndice D.1 las propiedades C de los epd’s estd
dada por el nimero de veces (n.) que en él aparecen coeficiente tot. simetricos

Tabe’

O = (~1)" (4.8)

Asi el epd anterior tiene C' = —1. Con los dos epd’s encontrados podemos
seguir reproduciendo irreps mayores al mismo tiempo que detectamos mds
epd’s. El resultado final es que todos los epd’s necesarios para obtener es-
tados de hasta seis gluones (tabla 4.1) son los siguientes, donde se muestran
expresados en términos de operadores de creacidn:

(2,02, L) = [o] x B}JY

(3,[31, L) = duellb} x B1J1 x 4]

301, Ls) = Fancl(®) x 6 ¢ o]

(4,122, L) = Vigo)  daseawre [16] 3 1] x [B], x 0L, )25
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(4,(2.12), L) = Vigas) * duseSavree [0} > D], x ol 15!
(5,3, 1%, L) = Yjsa2) * fabeforawdawe{[b]) x b1 x [bT x b ]I 5 o, 1!
(5, [22 1,L7) = Yy * faseSarawdwrer{[[0] % BV x [bf, x BLI) x ol 15
6,[3%, Ls) = Vige) * daagas fastrer fasbscs Jagnsesllbh, % L]0
[b], > b1, J02) x (b}, < of,|(Fl] ) (4.9)

En el lado derecho aparecen operadores de Young que proyectan a estados
con una simetria definida y un definido irrep O(8) con [hi1hahs) = [wiwaws].

Bl espin de los epd’s esta limitado a lo siguiente (tabla 4.1): Ly = 0,2,
Ly=13Ly=0,L4=0,2, Ly =1, L5 =0,2,Ly=1,Lg=1,3

Con los epd’s anteriores pueden reproducirse estados con mas de 6 gludnes,
como es el caso del estado 0%~ el cual puede ser obtenido por multiplicar los
epd’s (3,[1%],0) ¥ (5,317, 0) lo cual da los irreps [422] (4220) de U(8) y O(8)
con propiedades de paridad y carga dadas por el producto de las propiedades
de los epd’s haciendo el cdlculo da, efectivamente P =+ y C = —,

Los resultados para cada estado se resumen en la tabla 4.1, en donde
puede apreciarse que las propiedades C y P son las misma para estados que
pertenecen al mismo irrep de O(8).

4.3 Un Hamiltoniano Colectivo

La densidad Hamiltoniana de ta QCD en la norma del tiempo, tiene la sigu-
iente forma general:

1

H= -5 > {(BpAw) + V(4) (4.10)

k{13

Il primer término es la densidad de energia cinética y el segundo la den-
sidad de energia potencial. Como ya se ha mencionado el presente modelo
considerara unicamente modos constantes que son el caso extremo de los
modos dominantes de la teoria a bajas energias. Una ventaja de eliminar
la dependencia espacial de los campos es que, como ya se ha dicho, el prob-
lema se reduce a uno con un nimero finito de grados de libertad, que cs el
caso que se ha estudiado extensamente en la fisica nuclear, los resultados alli
obtenidos serdn muy utilizados en lo siguiente.

El modo en que el hamiltoniano (4.10) sc convierte al pasar al caso de mo-
dos constantes, puede en principio obtenerse utilizando la integral de Feyn-
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man correspondiente, partiendo de la integral completa podemos expresar los
modos no constantes en terminos de los constantes y otra parte que, en prin-
cipio, puede ser integrada. El resultado serfa un Hamiltoniano efectivo en
modos constantes. Esta labor se hace en la ref. [79] para el caso de un toro.
En vez de intentar la dificil tarea anterior para el caso actual, supondremos
que, como en la Ref. [79], la energia cinética es cuadrdtica en los momentos
conjugados y multiplicada por un factor que debe ser funcidn de la constante
de acoplamiento g .Obtener la forma exacta de esta funcidn requiere de hacer
la integracién mencionada antes, lo que hacemos en el presente es modelarla
pOr un pardmetro (Blp).

El términe potencial puede ser también modelade, bajo la suposicién
de que éste puede ser desarrollado alrededor de un minimo global, en esto
también apareceran parametros que junto con el anterior pueden ser ajusta-
dos, utilizando para ello resultados cbtenidos en teoria de redes [51].

Con las suposiciones anteriores la forma general del Hamiltoniano efectivo
en modos constantes seria:

1 9
Hep = _§Z%+Veff(A) (4.11)

2w

Expresamos el término de energia cinética de la ecuacién anterior, en
términos de las variables hiperesféricas:

3
‘Aiﬂ = Z PkDi?z(e)Aéik,a(@) . (412)
k=1

La energia cinética en términos de las nuevas coordenadas se muestra
para el caso de SU(2) en el capitulo anterior (ec. (3.98) }, para el caso
SU(3) el resultado se modifica un poco, pués hay que considerar 5 grados de
libertad mas. Una vez obtenida la energia cinética cldsica se cuantiza segiin
la sigwiente regla:

2T = G* P, P, {clasico) (4.13)
. ] i,
o (p\2a 12w 9 g
27 (h)°G aq“G e 57 {cudntico)

donde P, son los momentos conjugados de las nuevas coordenadas, G*
el tensor métrico {con G = det(G*) el jacobiano es G™'/%), se utiliza la
convencidn de Einstein para los indices repetidos. La tarea enterior ya ha
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sido realizada (91, 92], v se muestra el resultado en la Rel. [48], la tnica
diferencia con el caso presente es que el ndmero A denota el nimero de
campos de norma mas uno y no el niimero de Nucleones, por lo tanto, ahora,
el grupo ortogonal es O(8). El elemento de volumen en términos de las nuevas
variables es :

(0}~ 05)(p1 — 03)(; — 15} (pLpapa)®dprdpadpsdQeds
Como ya hemos anticipado en el final del capitulo anterior ( y similar a lo
que se realiza en la Ref. [48]) parte del Jacobiano de la transformacién lo

incluimos en el Hamiltoniano, al tiempo que definimos nuevos estados en la
imagen de Schrédinger:

@ = (p1papa)**(pl + Pl + p3)*W (4.15)

Con esta transformacidn el elemento de volumen toma una forma particu-
larmente til ya que se ha estudiado en la fisica nuclear [80], para ver esto
explicitamente se definen como en la ref. [48] nuevas variables:

g =

w|R,

(1 + 2beos(c — 2?W:’c)) (4.16)

donde k =1,2,3.

El sector de ¢ que va desde 0 hasta 60 grados representa todas las posi-
bilidades fisicas, el resto de los puntos estan relacionados con alguno en
cste sector, ademds la variable b tiene un limite superior que depende de c.
Fr términos de estas nuevas variables el elemento de volumen, para valores
pequeios de b se aproxima a:

b'sen(3c)dpdbdedsdSy (417

que es igual a uno estudiado en la Ref. [80].
Por su parte el Hamiltoniano (con la inclusién de parte del Jacobiano)
expresado en términos de estas nuevas variables (b, ¢, ¥ p) toma la siguiente

forma general:

1 ( i 4 R?

2V 9 2
El operador R? es mostrado explicitamente en la Ref. [48), en csa refer-

encia se hace una expansién en términos de potencias inversas de la variable

T= ) (4.18)
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0% = wy +ws +wy + £(A4 — 5), donde A es el numerc de nucleones. Para ello
se utiliza la siguiente variable {3) .

ﬁ)z W 1-¥
g’ 1— 38+ 2b3cos(3c))
= 1+20"+ .. (4.19)

14 2(

La expansién del Hamiltoniano es realizada en términos de §, v se hace asi
para reducir el Hamiltoniano a una expresién simple a primer orden cuando
el ndmero de nucleones (y por tanto ¢°) es muy grande. En nuestro caso esto
no es asi ya que nuestro equivalente al nimere de nucleones (# de campos
de norma 1 = 9) no es muy grande, por eso a diferencia de la Ref. [48],
expandemos R? hasta el signiente orden, con lo cual obtenemos para R? en
términos de g v o:

e _ 1o 1o,
SR* = SRI+oR}
1 1a _,08 1
TR2 & e -9 v
SR~ o 535" 55~ Frein(e) 80" "5
3 J;CZ
* jgl-ﬁl,ﬁ’zsin(c—%ﬁk)]
1 4 9 B 2
+ (50' —g)(1+2(;))+6
1, 3& .,
~2-R2 ey cg()\,u)—izac {4.20)
k=]
con
Jp = Lp+ Ly
Ca( ) = N+ Ap e+ 300+ p)
A= wy—wy, M= wy W (4.21)

Despreciando los términos que vayan como % ¢ mayores obteremos los

mismos resultados de ia Ref. [48]. En nuestro caso las potencias inversas
del factor de escala o, no pueden simplemente despreciarse. A pesar de que

hemos tomado en cuenta explicitamente la expresidn a orden mads bajo de %
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nuestra aproximacion no es lo suficientemente buena. Para asimilar las con-
tribuciones de orden més alto redefinimos los pardmetros det Hamiltoniana,
como usuaimente se hace en problemas de fisica nuclear [80].

En conclusién la parte cinética queda como lo mostrado en (4.20) y (4.18),
con la tnica diferencia de que los sumandos deberan estar multiplicados por
pardmetros a determinar posteriormente con resultados obtenidos “experi-
mentalmente”en cdleulos de redes.

Para la parte del potencial, realizande la integracién de los modos no con-
stantes, deberdn aparecer términos muy complicados, como puede apreciarse
en la ref [79], donde se realiza esta integracién para el caso particular de
un toro. Sin embargo, podemaos obtener un potencial de oscilador arménico
suponiendo que el potencial puede ser expandido alrededor de un minimo
global, es decir el potencial serfa de la forma:

% o~ (4.22)
2
Asi, finalmente, con las suposiciones discutidas, el Hamilteniano cfectivo que
obtencmos es:
1 & R C,,

—E@ + 28,7 + 5 F (4.23)

Heyps

Sustituyendo este hamiltoniano en la ecuacién de Schrédinger, y con-
siderando que el Hamiltoniano efectivo y R? conmutan por lo que podemos
sustituir R? por su eigenvalor R?; obtenemos una ecuacién diferencial sepa-
rable que tiene la siguiente solucidn para la parte de p -

2(n,)!
Falp) = [I‘(n,,+)\+4)

3B Es? (4.24)

)7 (CoB,) M LYY (C,B,)E %)

Con ios poliromios de Laguerre L2 y

1
,\=1/R§+Z—3 . (4.25)

Los eigenvalores estan dados por:

C 1
E,pr=1/§5(2np+1/Ri+g+l) (4.26)
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Donde x denota el conjunto de nimeros cudnticos que faltan.

Para encontrar la forma explicita del eigenvalor R, observemos que el
operador R? es una suma de términos, los tres primeros constituyen un os-
cilador arménico para el grado de libertad enadrupolar (que puede expresarse
en términos del operador de ntmero Ny de bosones cuadrupolares), los sigu-
ientes 2 son un término proporcional a o* y otro constante; finalmente los
dos ltimos términos (los términos de Ry ) son ¢l eigenvalor Cy det operador
de Casimir de SU(3) y el operador £2 del grupo SO(3). Todos estos suman-
dos van multiplicados por coeficientes indeterminados que modelan tanto los
términos de orden superior en la sustitucién b a g como los términos simi-
lares que pudieran aparecer en la expansion de la parte del potencial. Asila
forma del operador R? es :

2

R? = 4 %%—Ng + Ey{o? — 36) + kaCo(X, ) + kal? + (ky — 9) (4.27)

2

Se han introducido algunos valores que no afectan la forma, pués pueden
ser absorbidos dentro de los coeficientes, su introduccién es sélo por conve-
niencia. Notemos que las funciones antes obtenidas son eigenestados de este
operador R como habiamos mencionado. En la expresién anterior se han
introducido cinco pardmetros que junto con el introducido anteriormente al
pasar al caso de modos constantes, dan un total de seis:

C, [C
Mﬁwggmk%mké (4.28)

El eigenvalor de R?, que tiene la misma forma que el operador, es susti-
tuide en la ec, (4.26). Finalmente para encontrar el especiro de energias
restamos a la expresién obtenida el eigenvalor para el vacio. El cual tiene los
siguientes numeros cudnticos n, = 0, N = 0 y wy, = 0. El resultado es:

2
T 42N
Eﬂp,Nz Bp (Zﬂp -+ [ Bg 6 2

+ky{wy + wo + wy){w + wy + ws +12)

ha(A% 4 A i+ 3N+ Bp0) + B3 L{L 1) + K
~ke) (4.29)
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En la siguiente seccidn de este capitulo, se ajustan los pardmetros de la
funcién anterior con resultados de teorias de redes en QCD [51]

4.4 FEl espectro de los glueballs

El espectro obtenido desde el modelo discutido en lo anterior, se ajusta al
obtenida en la Ref. [51]. Para ello se utiliza la rutina CERN-MINUIT [93]
para obtener en praomedio el mejor acuerdo a los 16 estados de la Ref. [51].
La ecuacién (4.29) con los pardmetros determinados y la energia en MeV's
es:

Bkl = 774.4(2n, + (12707 N,
+0.15(w; + wp + w3){w) + wo + ws + 12)
FLI6(AZ + A+ g2 43X+ 3) + 0.45L(L + 1)17) (4.30)

En la tabla 4.2 se muestran los resultados para el espectro, unicamente
para los estados que aparecen en la Ref. [51), Los estados con un signo de
multiplicacién {x) aparecen en la Ref. [51] como limites superiores. Como los
cdleulos de redes suponen cajas finitas aparecen varios valores para estados
con espin diferente de cero. En estos casos para comparar con los resultados
obtenidos por el modelo presentado se toma un promedio de los valores da-
dos en [81]. De igual modo se compara el espectro obtenide desde nuestro
maodelo con el obtenido en calculos recientes por M. Pearson [52]. Como se
puede observar existe acuerdo de los resultados tanto con los de la Ref. [51]
como con los de [52]. Esto indica que las suposiciones hechas, apesar de lo
regtrictivas que parecieran, son capaces de conducir a resultados correctos,
sini embargo hace falta estudiar con mas detalle dichas suposiciones y dejar
mas claro ¢l porque de su efectividad. Queda como tarea futura.

Finalmente en la tabla 4.3 se muestran algunos estados més para el es-
pectro de glueballs, estos estados no aparecen en la Ref. [51], sin embargo
debe ser posible obtenerlos en cdlculos de redes. Los estados que se muestran
son los de mds baja energia para L (=4,5,6) y PC {++,+—, —+, ——), del
mismo modo se muestran estados excitados para combinaciones de LT ya
tomadas en cuenta en su nivel de encrgia mis bajo. Se comparan algunos
resultados con los de la Ref, [52].
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[Rhiohs] | (wywaws) | £ (A1) [ n, | Nz | LFC | energia [ Ref. {51]
(MeV) Ref. [52]
2] (©000) [ 0700y [ 1 | O [0" | 154881 1549+ 53
2] (0000) | 0{0,0) | O | 1 | 2FF | 2137.7 | 2271+ 132
2390+ 120

[4,2] (0000) | 0(0,0) | O | 3 | 37" | 3702.6 | 3916+ 484
3690:-180

(1% (1110) | 0(0,0) | O | O | 0°F | 2012.0 | 2332+ 264
25904 130

(3,17 (1110) | 0(0,0) | 0 | 1 |27+ | 3301.9 | 3014+ 242
3070% 150

i5,3,1] | (3110) | 0(0,0) | O | 3 | 37% | 4961.0 | x 5869+ 673
4684+ 105

[22,1] (2210) | 1(1,0 1 0| 0 |17 | 3311.9 | 4356+ 484
3850+ 190

3] (3000) | 3{3,0) | O | O | 3~ | 4450.6 | x 5776+ 897
4132+ 158

(2,12 (2110) | 1(1,0 (0 | O | 1t | 3013.2 | 2904+ 264
2040+ 140

3,2,1] | (2110} | 1(1,0) | 0 | 1 | 2*" | 4086.0 | 3894+ 1166
41004 200

4,17 (2110) | 1{1,0) | 0 | 1 | 3* | 4086.0 | x 6187k 860
3540+£170

[3,2% (3220) | 1{1,0) 1 0| O |17 | 3909.8 | x 3757+ 374
4211453

[4,2,1] { (2210) | 1{0,1) | 0 | 1 |27 | 4398.4 | 3938z 242
% 39474k 53

(3,2,1] | (2200) | 2(0,2) | O] 1 | 1" | 4685.0 | 3960 308
41324 105

(3,17 (3110) | 0(2,0) | O | O | 077 | 3821.3 | 53464 2243
4947+ 105

(4,2,2] | (4220) | 0(2,0) 1 O | O | 07~ | 4620.5 | 3065+ 374
4737+ 105

Tabla 4.2: Espectro en MeV’s para los glueballs de menor energia calculado
segtn el modelo y los cdleulos de redes (latuce gauge theores)
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LA p) | n, | Nol LT [energia | Ref [52]
(MoV)

D (0,0) | 0| 2 | 4 | 3023.1

0(0,0) | 0| 4| 5++ | 42754

0(00) { 0| 3| 6 | 37026

0(00) | 0] 2| 4 | 4213.9

0000 | 0] 4| 5+ | 56005

0(0,0) | 0] 3| 67 | 4961.0

3(30) | 0| 1| a— | 51636

330) |0 1|5 | 516386

2200 | 0] 2| 67 | 57426

L(Lmjo| 2 4T | 4930.7

1(L0) | 0| 2| 5+ | 4930.7

0(0.0) | @ | 2 [ 07 [ 30231

000,0) | 1|0 |0+ | 3097.6

0000y | 0| 1|0+ | 330019 | 3640+ 180

1(1,0) | 0| 1| 17 | 4086.0

1(30) | 0] 0|17 | 41363

1001 | 0] 0|1 33119

0(0,0) {0 2 2= | 5023.1 | 3200+ 160

0(0,0) { 0] 1 [27+ | 33019 | 3937+ 53

Tabla 4.3: Otros estados con espin y cnergfa mayores
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A diferencia de los cilculos de redes, en el presente modelo no sélo es
posible reproducir el espectro de los glueballs sino, tambien, clasificar los
estados, segin los grupos de simetria de los grados de libertad. Asi por
ejemaplo, la degeneracién entre los estados 1T+ y 3+ puede entenderse en el
modelo como una consecuencia de que cada estado pertenece a dos diferentes
irreps del grupo O(8).

Las posibilidades que representa ¢l hecho de haber encontrado un modelo
capaz de reproducir el espectro de glueballs y dar un esquema de clasifi-
cacién para los mismos son muchas. Por ejemplo la extensién a un modelo
que incluya a los cuarks, o la inclusién de los modos no constantes, quizd
perturbativamente, para el estudio a mayores energias. De cualquier modo
estas son tareas futuras que quedan fuera de este trabajo de tesis.
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Conclusiones

La descripcién del estado base de la CDC (y en general de las teorfas de
norma no abelianas) es un problema no resuelto atin. Sin embargo se tiene
ya mucha informacién acerca de sus caracterfsticas. Por ejemplo se sabe
que el vacio perturbativo ! es inestable. En su iugar hay indicios de un
estado base con un campo cromomagnético diferente de cero, sin embargo
este esquema no estd del todo resuelto. El entendimiento del vacio de la
CDC es un punto muy importante para entender algunos fendmenos como
¢l confinamiento de Cuarks y el espectro hadrdnico. En la presente tesis se
hizo un estudio de la CDC para la parte de los campos de norma unica-
mente. En el caso real habra una combinacién con los campos de materia
{cuarks). Atn asf el estudio de la teorfa de norma pura puede enseilarnos
mucho acerca de lo aue podemos esperar en la teoria completa, a sabiendas
de que esta debe ser mds complicada. Uno de los problemas iniciales con
la presencia de una campo magnético no nulo en el estado base es que éste
parece romper la simetria de Lorentz y en particular la simetria rotacional
del vacio. El uso de las coordenadas hiperesféricas en su generalizacién como
campos permite, en principio, obtener soluciones invariantes ante rotaciones
con un campo cromomagnético no nulo. FEstas coordenadas usadas en un
principio en modelos nucleares estan asociadas con grados de libertad colec-
tivos de Jos nucleones. En la primera parte de esta tesis intentamos, usando
coordenadas hiperesféricas, encontrar soluciones cldsicas para las ecuaciones
de movimiento de los campos. Podemos concluir que usando coordenadas
hiperesféricas para resolver las ecuaciones de movimiento de una teoria de
norma SU{(2)eotr, para el caso sencillo de p’s constantes y acoplamiento de
los campos a color cero, conduce 8 una solucién incompatible con un campo
magnético intrinseco. Bajo las mismas suposiciones anteriores y suponiendao,

Tl “vacio” de la altas energias donde la constante de acoplamiento es casi cero y los
cuarks se comportan como particulas Hbres (partones)
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ademds, una simetrfa en el plano (12) “intrinseco”, obtuvimos un conjunto
de condiciones para los campos hiperesféricos que implican un campo cromo-
magnético intrinseco y uno eléctrico nulo:

glpr1ps — 203) = g(p} — p3) = h

2 2
5 Py + Py ..
00, = geijpps———== con § 6 k =3
sk = G€ik s (pj o) J
5 o 2gpspim, .
0,0y = —elfh—""2—"- con j 6 k=3
o "o -0
0,612 y 8,®,5 arbitrarias (p=0,1,2,3) (4.31)

Fxisten diferentes conjuntes de condiciones para tos campos hiperesféricos
que conducen al mismo resultade que las condiciones arriba expuestas. Esto
es una consecuencia de la libertad de norma “remanente”a la norma del
tiempo (en la cual se trabajo en toda la tesis).

La incompatibilidad entre la solucién a las ces. de movimiento clasicas
para los campos de norma y las condiciones que implican un campo cromo-
magnéico “intrinseco” nos condujo a considerar la teoria cudntica. En un
principio se pensé que el estudio cudntico de la transformacién a campos
hiperesféricos seria mas directo v claro utilizando el formalismo desarrollado
por Feynman en términos de integrales de camino {“path integrals”). Para
evaluar esta creencia se estudié una transformacién a coordenadas curvilineas
sencilla {a coordenadas polares). Se evalud la integral de Feynman para la
particula libre planteandola en coordenadas cartesianas para después hacer
la transformacién y se compard con lo obtenido planteando la integral de
camino directamente en coordenadas curvilineas[4]. Ambos métodos dan el
mismo resultado confirmando lo ya obtenido por otros autores [50]. Sin em-
bargo, a diferencia de lo hecho por los autores mencionados, aqui realizamos
Ia integracién en el espacio de Minkowski y no en el de Fuclides. La com-
paracién de ambas opciones indica que el cdlculo en el espacio Euclideano,
al menos para el caso estudiado, es més directo que haciendolo en el de
Minkowski. A pesar de ello, se vid que las integrales de trayectoria no eran
muy convenientes para el estudio cudntico de la transformacion de los cam-
pos de norma a campos hiperesféricos. Se opté por trabajar en la 1magen
de Schrddinger, en donde el paso a coordenadas hiperesféricas implica mul-
tiplicar el operador Hamiltoniano por el Jacobiano de la transformacién del
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siguiente modo:
A =VTH()
Se calculd dicho Jacobiano para el caso de coordenadas hiperesféricas.

De este modo se tuvieron los elementos necesarios para, en la imagén de
Schrodinger, obtener un Hamiltoniano de la QCD en coordenadas hiperesféri-
cas. Se propuso un esquema de clasificacién para los estados ligados de QCD
sin cuarks (los llamados “gluebalis”) basado en la reduccion del grupo U/{24)
a los grupos SU(3)eotor ¥ SO(3)espn del siguiente modo: el grupo U(24) se
reduce al producto directo de U(8) y U(3} el primero de ellos se reduce a
SU(3) a través de O(8), el segundo, por su parte, se reduce a SO(3) a través
de un grupo SU(3). La condicidn coler cere impone restricciones para los
irreps de U(8)y O(8). Sélo se consideran irreps que contengan el irrep (0,0)
de SU(3) color. Las propiedades de conjugacién de carga y paridad de los
estados se obtienen considerando unicamente los nimeros cudnticos corre-
spondientes al grupo O(8) del estado. Esta clasificacién resulta del andlisis
de los grados de libertad de la teoria mientras que los grupos intermedios se
eligieron de tal modo que permitieron obtener los ndmeros cudnticos necesar-
ios para calcular el espectro de energia de los glueballs utilizando un modelo
para el Hamiltoniano en coordenadas hiperesféricas.

El trabajo extenso en el use de las coordenadas hiperesféricas en lIa fisica
nuclear permitié conducirnos m4ds facilmente en el uso de estas coordenadas
para describir bajas energfas en QCD. Pero antes se hizo la siguiente su-
posicién: el Hamiltoniano de la QCD puede expresarse exclusivamente en
términos de los modos dominantes a bajas energfas (modos constantes de
longitud de onda infinita}, es decir que en la integral de Feynman de la QCD
los modos no constantes pueden ponerse en término de los constantes y una
parte oscilante que puede ser integrada, con lo gue se obtiene un Hamilto-
niano efectivo en donde los modos no constantes se manfiestan en la parte
del potencial y como una constante indeterminada multiplicando la parte
cinética.

Con la suposicién anterior, se realizd la transformadcion de la parte cinética,
procediendo de modo enteramente similar como en alguncs trabajos de fisica
nuclear [48]. A diferencia del trabajo mencionado, en nuestro caso el fac-
tor de expansién {que depende del ndmero de campos de norma) no es muy
grande por lo que se debieron considerar términos extras que en el caso de
la ref. [48] se desprecian. S embargo estos término extra pueden mod-
elarse por factores que multipliquen & los de orden mds bajo. Finalmente
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suponiendo una forma sencilla para ¢l potencial se obtuvo un Hamiltoniano
efectivo para los campos de norma a bajas cnergias, determinado hasta 6
paramétros y dependiente de operadores de Casimir de los grupos envueltos
en la clasificacién de los glueballs. Resolviendo la ecuacién de Schrodinger
se obtuvo una funcién analitica para los cigenvalores de los estades ligados
de los campos de norma (“glucballs”) que depende de 6 paramétros.

Fijando estos paramétros con valores obtenidos en calculos de redes, se
llegd a un espectro para glueballs que coincide muy bien con estos cdleulos de
redes, es decir se obtuvo un modelo consistente con los resaltados conocidos.

Se consiguié, pués, un modelo que bajo suposiciones muy simples repro-
duce los resultados “experimentales” de los calculos de redes y que a diferen-
cia de éstos proveé de un esquema de clasificacién para los glueballs. Esquema
que permite entender el porque de las degeneraciones observadas en el espec-
iro y en general de la estructura del mismo. El acuerdo de los resultados del
modelo con los de teorias de redes indica que las coordenadas hiperesféricas
son buenas candidatas para la descripcion del sector de bajas energfas de la
Cromodinamica Cudntica. Por otro ladoe el acuerdo mencionado también im-
pone la tarea de revisar con mas cuidado los razonamientos que condujeron
al modelo. Con ¢l fin de entender mejor sus implicaciones para el com-
portamiento de los campos gludnicos a bajas energias, asi como para poder
extenderio como un modelo que incluya a los Cuarks.

En el futuro se trabajard en dos lineas principales, la primera ya se men-
ciond y consiste en la extensién de la técnicas usadas en esta tesis para de-
scribir los campos fermidnicos (cuarks). La parte de Color parece mis sencilla
que en el caso gludnico ya que los cuarks transforman segiin la representacion
fundamental de la simetria de norma (STU(3)10r) mientrds que los gluones lo
hacen con la representacién adjunta (de dimensién 8), sin embargo la natu-
raleza espinorial de los campos fermidnicos frente a la vectorial de los campos
gludnicos, hace necesario revisar con més cuidado lo esencial de las técnicas
empleadas a lo largo de la tesis. La otra linea de trabajo se restringe como
en el presente trabajo a la parte gludnica de la CDC y consiste en intentar
una derivacién mds rigurosa del potencial efectivo para los modos constantes,
como se menciona en la tesis, en principio esto puede realizarse utilizando in-
tegrales de trayectoria de Feynman. Dentro de esta misma linea se pretende,
también, dejar los modos constantes ¢ intentar manejar explicitamente fluc-
tuaciones alrededor de estos (en términos de las coordenadas hiperesféricas
esto significa p(x) = po + €Pepsiton (%) ¥y N0 p = py =cte.). Asimismo se pre-
tende dejar el acoplamiento de los campos gludnicos a color cero, teniendo
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a la vista que, eventualmente, se llegard a estudiar la interaccién entre los
campos gludnicos v los campos de cuarks, en ese caso la parte gludnica y
la de cuarks no debe, necesariamente, estar acoplada a color cero de modo
separado, sino las dos partes en conjunto.
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Apéndice A

A.1 Matrices de Gell-Mann y constantes de
estructura de SU(3)

Cualquier miembro del grupo SU(3) puede expresarse del siguiente modo :
8
U =exp{—i)_ Agwa}
a=1

donde w, son los pardmetros que caracterizan a cada miembro del grupo ¥
X, los generadores del grupo, que en la representacién fundamental son las
llamadas matrices de Gell-Mann.

010 0 i 0
M=]|100 =41 0 0
000 0 0 0
' 1.0 0 00 1
a=]0 -1 0] x=[000
0o ¢ 0 160
00 — 000
=100 0 =100 1
: 0O 010
0 0 1 1 0
0 — /\g:— 0 0
v 0 V3 0

o= o
{
!
e



Las constantes de cstructura pueden obtenerse facilmente de la repre-
sentacidn explicita anterior, para ello se toman los conmutadores:

[/\n AJ} = Qifzjk’\k

suma sobre indices repetidos

Estas constantes de estructura son totalmente antisimétricas para el in-
tercambio de {ndices.

Las constantes totalmente simétricas se obtienen de los anticonmutadores:

4
{Azy )\_7} = 3‘6”1 -+ EdIJkAk

Los valores die fi;; v dyye a partir de los cuales pueden conocerse todos las
constantes no nulas son:
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123

147

156

246

257

345

367

458

678

| = b=
o=

ol

V3/2

93

ik | dux
1181 1/V3
146 | 172
157 | 1/2
28|
247 | -1
256 | 1
38| I
344 3
355 3
3661 -1
17| -1
48 | —5le
558 | 53
668 | —5i=
8| —5m
888 | —1/+/3




Apéndice B

B.1 Célculo de las parciales 0,D

En el presente apéndice se encuentra un expresidn para las derivadas parciales
de las matrices ortogonales D y A.

Partimos de la propiedad de ortogonalidad de las matrices D (el resultado
lo derivamos utilizando D, pero es igualmente vélido para la matriz A):

DD =1
Derivando lo anterior:

(&:D)DT + DB,DTY =0

de donde:
(8.D)D” = —D(8,D%) = ~((3,D) D7) (B1)
Definimos.
o, = (8,D)DF
Entonces (B.1) se escribe:
a, = —ar

Es decir ¢, es antisimétrica. Por otro lado:
o, D = (BTD)DTD = 8,0 {B.2)

Asi puede obtenerse la derivada parcial de una matriz D simplemente
multiplicandola por la matriz . Esta dltima tiene un significado simple,
para verlo, supongamos un vector fijo en el sistema intrinseco {Z'), el cual
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esta relacionado con el vector fijo al sistema del laboratorio del siguiente
modo:

Z'=DZ

Puesto que Z' es un vector fijo al sistema mtrinseco en todo punto del
espacio-tiempo (hay que recordar que en cada punto del espacio tiempo esta
definido un sistema intrinseco) se cumple lo siguiente:

8,2' = (D)2 + D8,Z = 0

utilizando (B.2) obtenemos:

87 =-DTa,DZ

Podemos expresar 8,2 de otro modo. En analogia con el caso de un cuerpo
rigido, en donde la velocidad debida a la rotacion esta dada por V, = (1 x Z,

expresamos d,2:
8Z=0x Z

§£2' s un vector “velocidad” { la velocidad no es respecto al tiempo sino
a las coordenadas espaciales).Las componentes de este vector (£ 7 ) estan
dirigidas paralelas al eje q fijo al laboratorio, por ejemplo la componente 3
de ' es perpendicular al plano (12) del sistema, fijo al laboratorio.

Iguatando las dos expresiones para 0,2 y en términos de componentes
{suma sobre indices repetidos):

T
= (D )spttpe Dar Zy = S 2y
Entonces:
D0, Dok = &30l

Contrayendo ambos lados con 5, obtenemos,
i — 1
ejqumamDak = 2Qq

Podemos “acoplar”los dos D a uno solo de orden superior utilizando co-
eficientes de Clebsch-Gordan (CCG) (ver apéndice siguiente):

Dy, Dax = (1plalAs)(1i1k|As) D2,

Por otro lado ¢,,, = v2(171k|1¢). Utilizando estos dos resultados obten-
EImos:
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V2(151k11g) (1plalis) (151kiAs) D)y, = 260
que usando la ortogonalidad de los CCG se escribe:
V2(1plal|18)Dygot, = €pasDisg0, = 20,
Multiplicande ambos lados por Dy,
EpakClpg = 2DkeSY
Supongamos k=3 entonces lo anterior es:
a4y = Do,

Algo similar se cumple cuande k£ = 1 y k& = 2. Es decir of, es el vector
¥, transformado 2l sistema intrinseco. O dicho en otros términos:

(N
Oéjk = Bzejk

Donde ©,; es €l dngulo de rotacién en el plano (3k) fijo al sistema

intinseco.
El razonamiento anterior se aplica, igual, para las derivadas temporales,

entonces:
a)D = (AJD

Con w una matriz antisimétrica:
Wy = (90@13

En el caso de las rotaciones de color, la dnica diferencia es gue el espacio
real es cambiado por el espacio de color y las © ’s por &’s:

oA =36

Con & antisimétrica : 0y, = 0%
Para las derivadas temporales:

80A = QA
con 2 una matriz antisimétrica:

ij = 80<Iij
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B.2 Coeficientes de Clebsch-Gordan cartesianos

En el presente apéndice derivamos algunas relaciones utiles para las rep-
resentaciones del grupo de rotaciones (SO(3)). Calculamos explicitamente
los coeficientes de Clebsch-Gordan (CCG) (Lilj|iK) para el caso de indices
cartesianos.

Usualmente en los libros, las representaciones se hacen utilizando una
base esférica. Del mismo modo los CCG son expresados en términos de estas
bases. De principio derivamos algunos resultados que igual se aplican para
cualquier tipo de base para después hacer e] cdlculo explicito de los CCG
en coordenadas cartesianas. Suponhgamos 2 particulas cuya interaccién no
altera el momento angular de cada una de ellas. En ese caso tenemos:

JEFsemime) = (G + 1)|fjemima),

Ju e fidamama) = mylfgemame)

donde 2 = 1,2 y |jijamuma) = |jima)|j2ms)

De cualquier modo puede resultar mas conveniente utilizar otra base com-
pleta farmada por estados que sean combinaciones lineales de la base anterior
v que sean eigenestados de la suma de los operadores de momentoe angular, es
decir de J? = (1 +H)? yde J, = §; .+ .. A esta nueva base la escribimos
del siguiente modo: |71j2J M) o simplemente como {JM). Podemos obtencr
la relacién entre estas dos base utilizando el hecho de que ambas son bases
completas:

|JMY = 3" |jvjermame) {g1jamamal JM)

T2

|pdzmame) = D | TM)(TM |1 jamnima)

JAM
la 1iltima de las sumatorias corre desde J = |j; — ja| hasta J = 5, + fs, de
acuerdo a la regla del triangulo {64}, Mientras que las m’s corren desde —j
hasta j. Los coeficientes que relacionan las dos bases reciben el nombre de
coeficientes de Clebsch-Gordan. En lo siguiente los denotarcmnos del siguiente
modo:
(Jrjemima| JM) = {jimagama|J M)

y por lo tanto el complejo conjugado es:

(I Mirjomums) = (g1mugams|JM)*
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Los coeficientes de Clebsch-Gordan anteriores relacionan dos bases que, de
modo independiente, son eigenestados de la componente z del operader mo-
mento angular correspondiente. Esto indica gue la base no se comporta como
una base cartesiana (cualquiera de las tres componenetes del momento an-
gular expresada en una base cartesiana no es diagonal [64]), de hecho la base
es esférica. Esto se manifiesta, también en el hecho de que los indices corren
desde —7 hasta j, en una base cartesiana corren desde 1 hasta 27-1. Deriva-
mos a continuacién algunos resultados importantes para los coeficientes de
Clebsch-Gordan que igual se aplican para una base esférica que para una
cartesiana.

La base |JM} es una base ortonormal, por lo tanto:

(JM|T'M'y = 3 (IM|j: famimg){frgemime| J'M') =
we1e

> Grmagame JMY (Jomajoma| T M') = 855 8mmse

mymse
Del mismo modo de la ortonormalidad de |43 o) v la completez de |JM)
obtenemos:

Z(jlm1j2m2lJM) (J1miJama|JM)* = 5m1m'15m2m’2

M
Los CCG estan determinados hasta una fase arbitraria, en nuetro caso la
elegiremos de tal modo que los CCG cartesianos sean reales (es por eso que
en el capitulo 2 se prescinde totalmente de la conjugacién compleja).

Lo que hemos hecho hasta ahora (desde el punto de vista de la teoria de
grapos [63]) es reducir el producto de dos irreps del grupo SO(3) a una suma

de irreps :
Nt

Dy, @Dy, = @ Dy
J={51-32l
Cada unc de los eigenestados |jm) transforma bajo una rotacién de
acuerdo a la representacién D?. Los elementos de matriz de dicha trans-
formacidn, supomendo una transformacion arbitraria D), es :

Dyn = (JM|D|JN)

Podemos relacionar las representaciones j1, 72 ¥ J de cualquier rotacién
arbitraria 7 utilizando CCG:

Dy = (JM|DIINYy = > (JM|j1jemyma) (uiamime| Digifanang) (hjenmne| JN) =

TR T
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Z (drmagama| JM)™ DR, DE L (Gimfang| JN)

miny mong
mirnIng

Utilizando como antes el hecho de que [JM) forman una base completa,
podemos derivar la relacion inversa:
: - . woypyJ
Doy Phiana = D, (imagoma [T M) (hnfzna| JN) Dy (B.3)
JMN
De la relacién anterior podemos derivar una retacidn entre los CCG carte-
sianos en términos de los correspondientes esféricos.

La transformacion desde componentes esféricas a componentes cartesianas,
puede hacerse por una transformacién unitaria (ver [64]):

E="Ue

Donde £ y e son una base ortogonal de vectores esféricos v cartesianos re-
spectivamente y U una transformacién unitaria. Explicitamente:

3 -1/v2 —i/v/2 0 e
& | = 0 0 1 es (B.4)
£ V2 /2 0 es

Asi las rotaciones de “espin”l (J=1), en cada una de las bases estan
relacionados por :
D =VDW!

donde D es 1a rotacidn en la base esférica, ID en la cartesiana vy V = U™ con
[/ definida explicitamente en (B.4).

De los resuttados anteriores obtenemos una expresién similar a (B.3) para
las rotaciones en coordenads cartesianas de “espin® 1, v de allimismo obten-
emos los CCG cartesianos de la forma (1¢17[1%) (con 2,7,k = 1,2,3) en
términos de lo CCG esféricos correspondientes:

D;?Di'j‘ =V, Dy I/ﬂ'JI/JVDVU'VV'J =

1y
ViLViL(lﬂlleM)Vy'Jm'}’(1U11V’|JN)*D}(4N

donde g, v,y 0", M, N = 1,0, —1 son indices csféricos, 4,4, 4,5 = 1,2,3
son cartestanos y se ntilizé la relacién (B.3).

La representacién esférica Dy, estd relacionada con la cartesiana a través
de una transformacién unitaria:

g T J J ot
Dyn = VD Vien
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La transformacién V7 se reduce a la matriz 3 x 3 ya mencionada cuando
J = 1. Utilizando la relacidén anterior obtenemos entonces:

D, Dy = VIV (18| IMYVih g % Vi, Vi (LT [INYV VL E x DY,

iy

Por otro lado la relacién entre dos representaciones cartesianas de orden
diferente estd dada por una expresién similar a {B.3), con la diferencia de
que los CCG son ahora cartesianos.

D, D, = (11| JK) (11 [JK' ) DY,
Comparando con lo obtenido anteriormente tenemos finalimente que:

(1012 |JK) = VIV Vi e (Ll | T M) (B.5)

[T Y

an suma sobre J

En el caso particular de J = 1 calculamos los CCG cartesianos utilizando
los CCG esféricos que resultan de acoplar a 1 dos espines 1. Escogiendo la
fase adecuadamente estos CCG esféricos son:

(1ple|1M)

M [0 ] @0 [ D ] @) [© ] &1 |10 [

1 0 [ —i/v2| 0 |4v2] 0 0 0 0 0
0 0 0 | =/v2| 0 0 0 |i/V2| 0 0
-1 0 0 0 0 0 | -i/v2] 0 [|ifv2] 0

La forma. explicita de las matrices I para el caso J = 1:

“1/vV2 0 1/v/2 —1/vVZ V2 0
VT—(—z/\/ﬁ 0 —z/\/ﬁ) V:( 0 0 1)
o1 0 1/vV2 +/v2 0

Asi con los CCG esféricos y la forma explicita de V v V7 pueden calcularse
directamente los CCG cartesianocs utilizando (B.5). El resultado final es:

. Culk
Ll 1K) = 22
(aipK) =7

cone, v, K =1,23
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B.3 Fi = FY, caso p’s ctes.

Partimos de la ecuacién (2.27) y de la reescritura del término dependiente
de g, con lo cual tenemos gue la condicion F¥7 = F¥ es:

FY = Aga{ o1 ((8:011) Diry — (8,0) Dis) + i ((8:@k10) Diry = (8% ) D )}
—gV/2p1pi (1K1K | Lg) (LK | Ap) (LiL5 | Ap') Dy Age
E9 = @™ o = €9 (0u0° Ot Dy Ao + pk Dim @ @ Arg) =
€9 Aea(pxBoOri Dt + i DB Qi)
En la tltima de las igualdades simplemente intercambiamos indices mu-

dos. Utilizamos ahora la condicidn color cero que implica (suponiendo f{X*} =
0):

2w
Qpiy = 57Ok
Jr o ot
Sustituyendo esto en la condicidn obtencrnos:

20155,
/—\Aa{Pk[a O Dy — 858ue) - po | 55 2pk 3@A'ka* - ;%8363:%13}:'1]}
e+ op

—gxfipkpw(1k1k’iiq)(1k1k’|Ap)(mﬂ/\p')D* o Aga =

Etijka (P};a()ekk’Dk’ + zpleki’m p2 ’fk Bo@k,:c)
kl

Factorizando se tienc:

5
Ao (1 - pﬁg_ik;)ﬁ‘){aink’Dk'g - ajekk’Dkfi}

— gV 2pe i (LE1E'| 1g) {1k 1K' | Ap) (1015 Ap") Dy Ay =

2P2J
€17 Do pr O Oy Din (1 — :
: 0 )
En el dltimo paso se ha usado la antisimetria de 8@ = —Fy Opry.
De la tltima expresién reoordenande términos obtenemaos finalmente:

Apa 0Ot Dyry = 0y Opp Doy — 70 Oppy Dy » =
k.okp +Pv{ kkt Lkty it Lgry = €7 0D L }

9V 2prpre (11K | Lg) (L 1K | Ap) (Lil g | Ap) Dy A
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B.4 BF, cdlculo complementario al capitulo 2

Para encontrar la transformacién del campo cromomagnético al sistema intrinseco
partimos de la definicién del campo cromomagnético en términos del tensor
de campo (ec. 2.46) y sustituimos en ella la ecuacién (2.14):

1 1
Bf = A"Q-EMJFQ § = ——2-6"“3{Amu[ijaz‘pm_Dmtajpm'i"pm(az@mm‘Dm’j"*agemm’Dm’z)‘}‘

pm(az(bm"mDm’j - aje)m'mDmH)] - gﬁbcaDmtDm’jAmbAm‘chpm’}

El tltimo de los términos entre corchetes es el mismo que el de la ecuacién
(2.28) que como vimos es igual a la expresién {2.33), es decir:

—GCbea sz Dm’; Amr':r‘Am’f:.ﬂc‘n'z,gm' =

- 5 G Py Pro? Emm’ qCmm’p! E'LjpD;up’ Aqa

En este caso el término anterior esta contraido con —3€, lo que dé:

1 .
ki =
19 T PrPr ki gbiiy Dpplige =

nn’mﬁnn’b

1
Egakppkpk’fkk’qfkk’p’ DyrpDge = %5 Pt Do Do

en el ultimo paso se hizo un cambio de indices mudos.
Se puede explotar més el intercambio de indices mudos. Asi podemos
escribir el siguiente término:

fkle{ijaz - szagﬂm] = Ama(eklijJaapm - Ekszmzajpm) =

Ama (EM';l Dmg 8uom + EkaDm?i aj Pm)

Pero como 1 vy § son indices mudos lo anterior es:
285 D1y 0,0 €ng
Del mismo modo los otros términoes son:
7 P (O mmams Dt = 0y Oy D) = 28 00 Py 8, Ot D
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Y el término restante:
4 p (8,2 MD ey — 0,@im Dits) = 28100 0Bty D65
Reuniendo todos los resuliados anteriores tenemos que:

B{; = Eku (szajﬂm +pmaj emm‘ Dm'!+pma_',- (I’m'mDm'z)+g

nn‘m nn'b '
€ €% pn pp D Aga

Factorizando en lo anterior Dy,; y cambiando en el primer sumando los
indices mudos m = by ' — m tenemos que:

Bf; = Nmp D Aps = szjAbaDmi(‘sbmajpb“%Pbaj ebm+Pbaj(I)mb)+%Enn,mfnnlbpnpn’pmkaba

Con lo cual casi tenemos ya la transformacién del campo cromomagnético
al sistema intrinseco. Esta labor continda y se termina en el capitulo 2,

B.5 Otras condiciones para las coord. hiperesféricas

En este apéndice se muestran otras condiciones para los campos hiperesféricos
que implican un campo cromomagnético intrinseco y uno cromoeléctrico
nulo(hy = 83853k y &y = 0). En todas se supone p’s constantes y ¢l campo
cromomagnético dirigido en la direccién (33) intrinseca. Las condiciones para
los campos ¢ pueden obtenerse de la condicdn color cero (2.25). La barra
sobre la parciales indica que la derivacién es respecto a ias coordenadas del
sistema intrinseco (Z; = D;, Z;).

1.- Suposicién : 8,0, =0
Resultado: ps =0 gppe =h

2.-Suposicion: p; = p2 = pa
Resultado:py = = p3 =0

3.- Suposicion: p3 =0, p1 # p2, ;1 y p2 # 0

Resuitado;
gpp2 = h
?0912 =0 ?1912 =0 ) 52612 =0 0301y = —ﬁ%_%fgl@az
(?0931 =0 _ 81631 ? 0 32631 = (91@32 =0 @3631 = [ibre
60932 =0 61632 - 81@31 32@32 =0 83932 = libTB
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4.~ Suposicidn ps =0 pr =g, ;my p2 # 0
Resultado
90 = gy = h
5;,,@12 = libre
5#831 =0 (,u, = 0, 1, 2) 53@31 = libre
@32 = (,u = 0, 1, 2) 53@32 = libre

5.-Supostcidn: pz = pz, o1 # po todos los pp #0
Resultado: o
gp1 (P2 = piy+ gpmpe = h

5;;912 =0 (u=20,1,2} 0y012 = 9,01(-3%012)‘
3!1931 =0 (,u = 0, 1,3) 82931 —*3:—F,J—‘

~ m pa—pi)?
0,04; = libre (. =10,1,2,3)

6.-Suposicién: 8,03, =0, o, #0, p, # 0, 0 # J)
Resultado

9o p2 =} —p3) +gpm=h

9,0, =0

con la excepcion de:

s gps (0h - p)(p8 — 6])
8,05 = L2 _
gz (Pa - .01)

5,01 _gmmm
P2 (o1 — pa)?

7.- Suposicién: py = 0
Resultado: )
=0 ps #0 p3(61©52 — 32031) =
5#@12 =hbre (u=0,1,2,3) B ) } B
50'931 =0 61931 = libre 82@31 = 81932 — ;h; 63@31 =0
50@32 =0 51 @32 = 52@31 + ;% 52@32 = libre 53@32 =0
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Apéndice C

C.1 Funcién de Bessel asintotica

En el presente apéndice derivamos el comportamiento asintdtico de la funcién
de Bessel de ordén integral cero cuando z — o0 (6 A — O con x = A~'). En
los libros de texto aparece comunmente el comportamiento asintotico pero
despreciando los términos que van como z71 (6 A). En nuestro caso, la
aproximacién debe llegar hasta términos de un orden més alto ya que la
funcion de Bessel aparece dentro de una integral de Feynman y los términos
de orden mis alto que van como A {6 z7!) cuando se toma el limite se
convierten en la diferencial de integracién. Los término de orden mayor A?
{z~2), por otro lado, se anulan atin dentro de la integral.
El comportamiento asintético general de la funciones de Bessel es [83]:

_ [z s °° ( 1)™ (v, 2m) pi, & (=)™, 2m +1)
[cos 4 T —sen{z 1 )2::0 G }
(C.1)
con los parentesis:

{4 IeA -3 {(4f - (217
(Vﬂ )" 22pp[

En nuestro caso v = 0. Las sumatonas que aparecen en la expansion son
entonces:

co (—1)m(—1) (18257 ... (2(2m) — 1)?)
mzzzﬂ 24m (2m)1(2) 2" -
(=)y™{1 3%-...(2(2m) —

2
ErET o con (5 + 067)
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o (=1)™(=1)2™ (13252 (2(2m+ 1) — 1)?)
mz 2202m+ 1 (2m - 1)1(2) 21
2 (=)™1-3 - (2(2m+ 1) - 1)?
2 (2m + 1)1(Bz) 2+
Sustituyendo los resultados anteriores ¢n la expresion para la funcién de
Bessel asintética ( , 8e tiene:

f [oos (o= ) os () sen(e -~ oo )]

de donde finalmente obtenemos que:

2 1
Jo(x) = \/%[cos (’L‘ - % - gsg)]

C.2 Energia cinética en coordenadas hiperesféricas

R —§en (é + O{I“Q))

cuando z — co.

En este apéndice se calcula la energia cinética de los campos de norma en
funcién de los momentos conjugados a los campos hiperesféricos a partir de
los resultados obtenidos en la ref. [75] :

2 = ZaDA:aaﬂ = Zq + Z Pk(zwkt + ZQ;G;) -2 }__, 21 Pl

Donde i = GpOy ¥ Oy = Op®Ps. Los momentos conjugados se obtiene
facilmente derivando T respecto a las derivadas temporales:

ar

Ppkza—m

= Pk
or
Po,, = Ly = Bomy (0% + 0] wre — 20600

erT
Py, = Ly = = (Pf + P?)th — 2ppproke
Z0F%
Despejando w v ) obtenemos:

(0% + 07) Lt + 2ppe L

Wiy =
t (of — o})?
_Apk 08 Lrs + 2pepe L
Qe = 2 732
(pf — i)
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Sustituyendo en la parte correspondiente de la energia cinética obtenemos:

> A ( PNTEDY Qit) =23 prpunsSlye =
K t t kt

Z { [[pk + 60207 + o1 LR, + L] + 8puoe(0} + £) La Lo
2[) P
T R £ [[Pk + 60307 + gL Lre 4 20000 (0% + i) (L, + £ t)] =
1
PO pg)4{(pﬁ +8pkof + kel — 4eipl — 4R LRy -+ L)+
it

(8p%0: + 8pLs? ~ 2080 — 128807 — 2pkpl ) el } =

1
3 e { (Ph+ 2080 — 30260 (L + L3 + 20106 (3pk — 20007 — £} ) Lt Lt
Pt)

kt (pk -
(C.2)
Si intercambiamos los {ndices de la sumatoria y la agregamos a la suma-
toria anterior tendremos dos veces esa sumatoria es decir:

1
> S = §(ZSM + 3 Si)
ke Kt ke
Hactendo esto con (C.2) obtenemos:

1 1
> (o2 — o) {5(pf‘c*PinO?*PszJfﬂf)(L£t+£§:)+.0kpt(2P§_4P£P§+2P?)thﬁkt} =
kt k t

Z {(pA X%+ 017 (L + £3) + 200006} — 0F) Lie Lie )
De donde ﬁnalmente:

1 +
z Z ((;)k ;’t)) (Lit + L )+ 22 Picpa Ll
2 P

Agregando el término dependiente de py, la energia cinética es:

+
2T = Zp;ﬁ Z ’“ [;‘)2L?ct+£)+22 p"pt thﬁkt
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Podemos expresar lo anterior de otro modo aprovechando que 3, Pry =
23 k<t Per:

+
oT = Zpk + Z pk pzt}g ) +4 Z pkpt Lk:C}ct
=t ( i<

Del resultado anterior podremos obtener facilmentc el Jacobiano de la
transformacién a coordenadas hiperesféricas.
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Apéndice D

D.1 Conjugacién de Carga de los estados con
escalares de Color

Para la clasificacién de los estados obtenidos en el capitulo 4 se obtuvo que
las propiedades de Paridad estaban dadas por los nimeros cudnticos corre-
spondientes al grupo O(8). De igual modo se vié que los estados acoplados
a color cerc pueden expresarse como producto de los llamados epd’s y que
la propiedad C de cada estado estd dada por el producto de las propiedades
C de los epd’s a partir de los cuales se expresa. Asi conociendo la propiedad
de carga de cada epd podemos conocer la de todos los estados de color cero.

Consideremos el ejemplo de un polinomio de orden dos acoplado a color
CETO!

asefagel[B] % BIE ¢ (B x 8115 (D.1)

Las propiedades C del anterior polinomio estan dadas por las de los op-
eradores de creacién gludnicos de acuerdo al indice de color. Denotando este
valor por 1, obtenemos que la conjugacién de carga del polinomio anterior
es:

(ﬂ&nbﬁcdabc)(ﬂa"?dﬂefadc)[{bz x bI:]Ll x [bzi X bL]LZ]JL\'J (D.2)

donde agregamos nZ = 1
Con los valores de 7, dados en !a ec.(4.5) y aplicando a cada una de
las constantes antisimétricas foz enlistadas en el apéndice A.1, encontramos

que:
(Tfa??dnefade) = fade
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Haciendo lo mismo para las constantes simétricas dg;, enlistadas en el
apéndice A.1 encontramos que:

(T]a e dabc) = - dabc

Asi puesto que las constantes f no cambian de signo y las d si , las
propiedades de conjugacidn de carga del polinomio (y en general de cualquiera
acoplado a color cero) estan dadas por el nitmero de veces que en 8l aparecen
constantes du.. Denotando este niimero por n¢ la propiedad de conjugacién
de Carga del epd serd:

C= (-1
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