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Introduccion

El conjunto de Cantor est4 lleno de sorpresas, no sélo tiene mas puntos de los que se merece sino que
puede llenar continuamente todo el universo, bueno, puede llenar continuamente cualquier espacio
métrico compacto. Bajo ese aspecto de polvo esparcide en un segmento, no deja de sorprender su
aparicién en muchos ejemplos de topologia.

Este trabajo nacit precisamente con la idea de mostrar ejemplos interesantes de topologia en
los que aparece. Comenzamos utilizindelo para construir un espacio conexo que tiene un punto
que libera a todos los demds de sus ataduras {Capitule 1). Después vemos una propiedad de
universalidad de su hermano mayor -la curva de Sierpinski- (Capitulo 2).

El siguiente paso fue mostrar su presencia en los solenoides y ahi quedamos atrapados. Se
podrian hacer varios trabajos como éste para mostrar cOmo aparece, se envuelve y se retuerce en
los solencides, pero explicar esto resultaria demasiado extenso para una tesis de este estilo.

Este es un buen momento para dar una introduccién geométrica de los solenoides.

Consideremos una dona o toro sélido I); en el espacio 3. Dentro de D consideremos una dona
sélida D, que le da dos vueltas a D). Dentro de Dy, consideremos una dona solida D; que le da
dos vueltas a Ds y, en consecuencia, le da cuatro vueltas a Dy.

Repetimos esta construccién indefinidamente. Es decir, una vez que tenemos construida la dona
D, construimos dentro de ella una dona sélida Dnyy1 que le de dos vueltas.

Entonces la familia Dy, D3, D3, ... es una sucesién de continuos anidados, por lo que su inter-
seceibn § = Dq N Dp N D3N ... también es un continuo. A S se le llama Solenoide Diddico. Se le
llama asi porque se construye dando vueltas dobles, aunque también se podria dar vueltas de otros
4rdenes y se obtendrian otros solenoides.

Veamos qué resulta de intersectar el solencide S con un plano transversal P a la primera dona
.

La interseccién de P con D resulta una unién de dos discos, la interseccién de P con Dyesla
unién de cuatro discos, la interseccién de P con D3 es la unién de ocho discos ..., como se muestra
en la figura 2.

Si los centros de dichos discos estuvieran alineados, entonces las intersecciones de P con las
donas se veria como en la figura 3.
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Figura 1: Solenoide

Al final, la interseccién de P con § quedaria contenida en Ia recta L. Llamemos C a tal inter-
seccién. El conjunto C también se podria obtener intersectando L con los dos primeros discos y
obteniendo un conjunto €1 que es la unién de dos intervalos.

El segundo paso seria intersectar L con los cuatro discos siguientes, obteniendo un conjunto Co

gue es la unién de cuatro intervalos.
De forma similar se obtiene C3 (véase la figura 4).

y entonces C=C1NC:NC3N ...

Esta forma de obtener a C recuerda a la construccién clisica del conjunto de Cantor y, en efecto,
C es ¢l conjunto de Cantor.

Ahora giremos el plano P sobre la dona D;.

Figura 2:
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Figura 3:
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Introduecion vi

Por lo que acabamos de vet, la interseccidn del solenoide con cada posicién de F es un conjunto de
Cantor, lo que sugiere que S se debe poder obtener de rotar al conjunte de Cantor apropiadamente.

Como se ve a lo largo de esta tesis, un solenoide se puede obtener tomando el espacio €' x I,
donde C es el conjunto de Cantor e I es el intervalo [0, 1} y pegando la tapa C x {0} con la tapa
¢ x {1} adecuadamente.

El “adecuadamente” del parrafo anterior se traduce en lo siguiente. Cada punto de la forma
{z,1) tiene que ser pegado con un punto de la forma (yz,0). No cualguier ¥, que tomemos resul-
ta apropiado;por ejemplo si tomdramos yr = z, sélo obtendriamos el espacio € x S*, donde §!
representa a una circunferencia, el cual no es un continuo y mucho menos un solenoide.

Lo que se hace es dar un homeomorfismo f : € — C y hacer yz = f(z).

En el Capitulo 3 se formaliza la idea de pegar utilizando la funcién f, a los espacios resultantes
se les denota C x I/(~f). Ademds de la teoria basica de estos espacios, en el Capitulo 3 también
se ve c6mo pueden ser construidos en el espacio E.

A base de sufrimientos milenarios, los geémetras han descubierto que no todos los problemas
de geometria pueden ser tratados efetivamente utilizando s6lo geometria. Afortunadamente para
los solenoides hay una manera analitica de definirlos y tratarlos. La herramienta que se usa para
hacer esto se llama limites inversos. En el Capitulo 4 se definen los solenoides con esta herramienta,
se hace ver que constituyen un grupo topolégico, se hace un corte -tomando una rebanada- en un
solenoide y se ve que se obtiene un conjunte de Cantor. En este mismo capitulo se muestra que con
homeomorfismos adecuados tode solencide es de la forma C x I/ (™ f).

Fn este momento cabe preguntarse qué le podemos pedir a un homeomorfismo f : ¢ — €' para
que el espacio C x I/ (™ f) sea un solencide.
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En el Capitulo 5 se introduce la nocién de homeomorfismo f : C —+ C compatible con una suce-
sién de nimeros naturales ny, n2, i3, ..., diferentes de 1, y se ven las propiedades basicas relacionadas
con este concepto.

Esta nocién de compatibilidad permite contestar la pregunta planteada anteriormente. Después
de desarrollar la teoria necesaria, en el Capitulo 6 se muestra que si un homeomorfismo f : cC—=C
es compatible con una sucesién, entonces C x [/ (™ f) es un solenoide.

Finalmente, en el Capitulo 7 se muestra de manera explicita un homeomorfismo f : C = C
con el cual se puede construir un solenoide. Es interesante analizar este ejemplo en forma separada
porque puede definirse de manera muy agradable, haciendo una suma apropiada en C.

La intencién después del Capitulo 7 era probar el reciproco del teorema pring¢ipal del Capitulo
6, es decir, queriamos ver que si un espacio de la forma C x I/ (™ f) es homeomorfo a un solenoide
entonces f es compatible con alguna sucesién. Sin embargo, los detalles de la prueba son muy
téenicos v, a causa de su extensién, tuvimos que dejarlos fuera de este trabajo. El lector entusiasta
puede revisar el articulo de Andrzej Gutek sobre el particular [AG].

Este trabajo esti pensado para que pueda ser leido por alguien con conocimientos basicos de
topologia.




Notacion

A continuacién introducimos ciertas notaciones y definiciones que se utilizardn a lo largo de este
trabajo:

(i) I denotara al intervalo [0,1], asimismo C' denotaré al conjunto de Cantor en el intervalo J.

(ii) R® representars un producto numerable de copias de R, es decir,

B =RxRxRx...

(iii) Sean (X,d) un espacio métrico, z € X y € > 0. Por B(z,¢) entenderemos la bola de radio
épsilon alrededor de z, es decir,

B(z,e) = {y € X| d(z,y} <¢}
{(iv) Dados un espacio X, n € N y una funcién f : X — X, denotaremos como f" la n-ésima
iteracion de f:
fP=fofo...of (n veces).

(v) Sean X un espacio topolégico y z € X. Definimos la casicomponente de z en X como la
interseccién de los subconjuntos de X, que son abiertos y cerrados, y que contienen a z.

(vi) Por un continuo entenderemos un espacio métrico, compacto ¥ conexo.




Capitulo 1

Un espacio conexo con un punto de
dispersion

En este capitulo discutiremos un subespacio X, del plano, muy particular. Se trata de un espacio
conexo, pero que tiene un punto privilegiado p tal que X'\ {p} es totalmente disconexo. Ademds
X\ {p} no es de dimensién cero.

La motivacién de este ejemplo es la siguiente: es un resultado conocido que todo espacio T, de
dimensién cero es totalmente disconexo (esto se probard en el Teorema 1.4), y era una interrogante
si el reciproco del enunciado era cierto. El ejemplo que discutiremos en este capitulo se debe a
Knaster y Kuratowski y muestra que existen espacios T, y totalmente disconexos que no son de
dimensién cero.

Para precisar lo que esto significa empecemos por las definiciones.

Definicién 1.1.Un espacio topoldgico Y se dice que es totalmente disconezo st para cada
punto y € Y se tiene que la componente de y en Y es {y}.

Definicién 1.2. Dado un espacio topolégico Y, un punto p € ¥ es llamado un punto de
dispersién si Y \ {p} es totalmente disconezo.

Definicién 1.3. Un espacio topoldgico Y se dice que es de dimension cero si para cada punto
z €Y y para cada abierto U CY que contenga ¢ T, podemos encontrar un abierto y cerrado A de
Y talqguez € ACU.

Empezaremos por probar el siguiente:
Teorema 1.4. Si un espacio T es de dimensidn cero, entonces es totalmente disconezo.

Demostracion.
Sea X un espacio T» de dimension cerc y SUPOREAOS que 10 €5 totalmente disconexo, es decir,
X tiene una componente no degenerada, a la que llamaremos Z.
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Sean z.,z € Z con z # z.

Como X es T podemos hallar un abierto U de X tal que z € U y z € (X \ U).

Por hipétesis X es de dimensién cero, asi que dentro de I podemos hallar un subconjunto A de
X, que contenga a z y que sea abierto y cerrado en X.

De acuerdo a lo anterior AN Z es un abierto y cerrado en Z. Ademds es un subconjunto propio
de Z, ya que no ¢ontiene a . Esto es una contradiccién, ya que habiamos supuesto que Z era
conexo, y como tal, el dnico subconjunto no vacio, abierto y cerrado de Z es Z mismo.

Por tanto X es totalmente disconexo y terminamos la prueba del Teorema. O

Definicién 1.5. Sean A un subconjunte de R y p = (%,1) € R2. Definimos el cono de A

como el subconjunto de R
K(4)=|J{i(a) | a € 4}

donde l{a) representa el segmento de recta que une p con (a,0).

Figura 1.1:
p=(+1)
™
/ \ \\\
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Nota: por comodidad, un punto {a,#) € K (A} representara al punto de I () que tenga altura
b, es decir, {a,b) = (1 — &) (a,0) + bp.

Lema 1.6. Sean A C R {{@n,bn}}32, una sucesion en K (A} \ {p} y sea {a,b) € K(A)\ {p}.
Entonces (an.bn} — {0,8) si y sdlo si an = a y bn— b

Demostracién.

Haremos la prueba en dos pasos.

=)

Por definicién tenemos que:
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(G b = (1 = b} (@03 0) + b = (1 = b} (@ 0) + b (% 1)
= ((1 ~ be)an + %bn,bn)

y andlogamente :

{a.b) = (1 — b} (a,0) +bp= (1 —b)(a,0)+b(%,l) = ((1 —b)a+%b,b)

Como {an.b,) — {a,b}, entonces:
. 1 1
(i} (l—bn)an+'2-bn = (1 -—b)a+§by
(i1) by, — b
Usando (ii) en (i) obtenemos que (1 — by} en — (1 — b)a.
Ahora bien, como habiamos tomado {a,b) € K (A) \ {p} entonces claramente & # 1,

1
l_b(l—bn)an—)a,
y usando (ii} otra vez obtenemos que a; — a.

De aqui que

=)
En el inciso anterior habiamos visto que

1
{an,bn) = ((1 — byl an + Ebmb") .
De esta expresion es claro que

(@n, bn) =+ ((1 —ba+ %b,b) ={a,b). O

Ahora si, describiremos el contrasjemplo al reciproco del Teorema 1.4, es decir, un espacio X

totalmente disconexo que no sea de dimensién cero.
. 1 . .

Asi pues, sea C el conjunto de Cantor en I y recordemos que p = (5, 1) . Definimos al conjunto

E como el conjunto de todos los puntos extremos de los intervalos que nos quedan en cada paso de
., . k

la construccion de C. Es decir, sea E = {z eC|z= 0 ne N}, y sea F el complemento de E
en C.

Lema 1.7. Todo punto de C es un punto de acumulacion de E. En particular, E es denso en
C.

Demostracidon.

Seane>0yzeC.
Recordemos que en el primer paso de la construccién de € tomamos al intervalo I y le quitamos

12 . 1
el intervalo (§, §) , de modo que en este paso nos quedaban dos intervatos de tamafio 3 cada uno.

Alné.logamente, para cada n € N, en el paso n-ésimo los intervalos que nos quedan son de tamafio

3
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i . .
Sea m € N tal que I < €Y sea [rm, Sm] €l intervalo del paso rn-ésimo que contiene a z. De
aqui que z # 1y, 0 bien T # 5. Supongamos que £ # 5q,.
De acuerdo a la construccién de C tenemos que s;m —rm = - < €.
En particular s, — z < £. Como s,,, es un punto extremo de algin intervale del paso m-ésimo
de la construccién de C, entonces s, € E.

Por tanto z €s un punto de acumulacién de E y de esta manera concluimos la prueba del lema.
O

Definicién del espacio X.

Para definir el espacio que estamos buscando nos fijaremos en dos subespacios de K (C).

Empezaremos tomando el cono de E y nos fijaremos sélo en sus puntos de altura racional. Es
decir, definimos Xg = {{z,y) € K (E) | y € Q}, donde Q denota a los racionales en I.

Asimismo nos fijamos en el cono de F y tomaremos sus puntos de altura irracional para definir:

Xr={{z.y) e K(F) |y ¢ Q.
Finalmente sea X = XgU X, al cual consideraremos como un subespacio topoldgico de K {C).

Figura 1.2:

rwilr
et
aloa

-

"""" Altura racional
""""" Altura irracionat
Lema 1.8, Si D es un subconjunto denso de C, enfonces

KDInX" =X.

Demostracién. "
Claramente K (D)N X~ C X.

Sea {z,y) € X; podemos suponer que (z.y) # p. Veremos que {z,y) € K (D) N x~.
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Como £ € C y D es denso en C, existe una sucesién {z,}5., C D tal que z, —+ =. En
consecuencia, usando el Lema 1.6, obtenemos que {r,,y} — (z,4).
El resto de la prueba lo haremos en dos pasos.

Paso 1.

Sea n € N. Veremos que {z,,y) e K (D)NX

Supongamos que z, € E, entonces y € § (para el casc en que zn, € F el argumento es comple-
tamente analogo).

Sea {yk}re,; C Q una sucesidn tal que yx — y. Entonces (a3} € X y por el Lema 1.6
(T, Yk) g5z {Tn, ¥). Como z, € D, tenemos que {(z,,yx) € K (D) N X para cada k € N. De aqui

—_———=X(C

que (Tn,yt e K(D)NX @

Paso 2. ki

Por el paso 1 tenemos que {z,,y) € K(D)NX ¢ )pa.ra. cadaneN

—_———— K[
Por tanto (z,y} € K (D)NX ). Como habiamos tomado (z,y} € X, podemos concluir que
— x

{z.y} e K(D)NX .

Asi terminamos la prueba del lema. O

K(C)

A continuacién introducimos algunas definiciones y observaciones, que serin utilizadas en la
prueba del Teorema 1.14.

Definicién 1.9. Un subespacio A de un espacio topoldgico Y se dice que es denso en ninguna
parte en Y si inty (ZY) = 0.

Definicién 1.10. Un subespacic A de un espacio topoldgico Y se dice que es de lo primera
categoria en Y si se puede ezpresar como una unidn numerable de subespacios densos en ninguna
parte en Y.

Observacién 1.11. Lz unidén numerable de espacios de la primere cafegorie es de la primera
categoria.

Proposicién 1.12. E es de la primera categoria en C.

Demostraciéon.

Sabemos que C no tiene puntos aislados, asi que cada conjunto de la forma {z} con = en ¢ tiene
interior vacio en C.

Por tanto {z} es denso en ninguna parte en € paracadaz € E C C.

Ahora bien, claramente E es numerable, luego lo podemos expresar como la unién numerable
de sus puntos, es decir, E = Uecp {e}.

De aqui que E es de la primera categoria en C. &

Definicion 1.13. Un espacio Y se dice que es de la segunda categoria si no es de la primera
categoria.

Nota: Claramente un espacio de la segunda categoria puede contener a uno de la primera pero
no a la inversa, ya que de ser asi, el de la segunda categoria podria ponerse como unién numerable
de conjuntos densos en ninguna parte, y por tanto seria de la primera categoria, lo cual es una
contradiccidn.
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TEOREMA DE BAIRE. §i Y es un espacio con una métrica completa y B es un abierto
no vacio de Y, entonces B es de la segunda categoria.

La prueba del Teorema de Baire se puede encontrar en [Mu].

Teorema 1.14. Ei espacioc X = XgU X es conezo.
Demostracidn.
Supongamos que X no es conexo. Entonces existen subconjuntos ajenos y no vacios U y V de
X tales que son abiertos y cerrados y U UV = X. Supondremos que p € U.
La idea de la prueba es encontrar un subconjunto denso S de C tal que €l cono de S (intersectado
X
con X} esté contenido en IJ. De este modo, como U/ es cerrado en X, K (§)N X" estard contenido

en U, pero entonces por el Lema 1.8 tendremos que X = K (S)NX" C I/ Con esto llegaremos a
una contradiccién.

Para empezar la prueba del Teorema sea ¢ € C y consideremos los puntos de [ (¢) que estdn en
V. Lo que nos interesa es ver hasta qué altura llegan estos puntos.

Entonces para cada ¢ € C definimos

s(c)={ ;up{ye 0,1]j{ey eV} ::igm;ig

Afirmacién 1.14.1. 5i ¢ € C es tal que s(c) > 0 entonces

e, (c)) € TXE nTEO

C RO\ X.
Demostracidn.
Haremos la demostracién en tres pasos.

Sea c € C tal que s(¢} > 0.

(i} Veremos que {c, s (c}) € vr©,

Como s(c) = sup{y € [0,1] | {c,y} €V} ¥ s(¢) > 0, para cada n € N existe z, € I tal que
s{e)— % <z2m<s(c)yle,zn) EV.

Claramente 2, — s (c), asi que usando el Lema 1.6 tenemos que

(6 zn} = (g, s (e))-

Por tanto {e,s{c)} € vEe,

(ii) Veremos que {c,s ()} € [t

Sabemos que para cada ¢ € C, se tiene {¢,1} =p € .

Entonces, como s (¢} = sup{y € [0,1] { {¢,3) € V} ¥ s(c) £ 1, para cada n € N existe z; € I tal
que s(c) < zn < s{c) + % y {c.zp) € UL

Claramente z, -+ s (¢), y por tanto {c, z,) = {c,5 (¢}}.

En consecuencia {c, s (¢)) € Tk,

(i) Veremos que T~ n7* 4 ¢ k()| x.
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Si suponemos que existe w € UK(C) il VK(C) con w € X, entonces se tiene que w € 7* v,
Recordemos que I/ y V son cerrados en X, asf que w € U N V. Esto es una contradiccion.
Por tanto T+ O nT*O c Kk (0)\ X .

De esta manera queda concluida la prueba de la afirmacidn.

Consecuencia 1.14.2. Si ¢ € C es tal que (¢,5(c)} € X entonces s(c) = 0, y en ese caso
ce E.

Demostracidn.

De acuerdo a la Afirmacion 1.14.1, si ¢ € € es tal que {¢, s {¢)} € X entonces 5(c) = 0.

En ese caso {c, s (c)} no puede estar en X, ya que su altura no es irracional.

Por tanto {c,s (c)) € Xg C K (E), de donde concluimos que ¢ € E.

Observacién 1.14.3. s(c) < } para cada c€ C.

Demostracion.

SeaceC.

Podemos suponer que s {c) > 0.

Por la Afirmacién 1.14.1 tenemos que (c, s {c)) ¢ X, entonces {c,s(c}) #p = (c,1}.
Por tanto s {c) < 1 para cada ¢ € C.

Sea @ el conjunto de niimeros racionales en I\ {1}.
Para cada r € (¢ definimos F, = {c€ F|s(¢) =r}.

Recordemos que lo que estamos buscando es un subconjunto denso de C que satisfaga ciertas
propiedades. De hecho el subconjunto en cuestién serd construido a partir de los Fy, y esto es lo
que veremos mas adelante. Por el momento probaremos algunas afirmaciones que tienen que ver
con las caracteristicas de los Fy.

Afirmacién 1.14.4. F=|J {F |reJ}
Demostracién.
Por definicion F. C F paracadar € ¢. Deaqui que |J {F, |[re P} C F.

Ahora probaremos que F C |J {F; |r € @'}

Sea c € F, entonces tenemos que'y es irracional para cada {¢,y) € X.

Si s (¢) fuera irracional entonces {c, s (c}) estarfa en X y por la Consecuencia 1.14.2 tendriamos
que s {c) = 0, lo cual es un absurde.

Por tanto s{c) € Q.

Ademis, en la Observacién 1.14.3 vimos que s{c} < 1, por tanto s(c) = r para alguna r € Q.

De aqui que ¢ € F, para alguna r € Q.

De esta manera termina la prueba de la afirmacién.

Afirmacién 1.14.5. F, es denso en ninguna parte en C pars cade r € @ \ {0}.

Demostracién.
Supongamos que existe r € Qf | {0} tal que F; no es denso en ninguna parte en C. En este caso

tendriamos que inic (F,C) # 0.
Como en el Lema 1.7 vimos que F ¢s denso en C, e inic (Trc) es un abijerto no vacio de C,

entonces podemos tomar un elemento e € E Ninic (Fr ) C ENF.”. De acuerdo a esto podemos
hallar una sucesién {z»}oe; C F; de manera que z, =+ €.
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Ahora bien, para cada n € N, se cumple que:
como § {z,) = r > 0, entonces por la Afirmacién 1.14.1 tenemos que

(27} = (2n, 8 (20)) € T 0 T,
Por otro lado, por el Lema 1.6 sabemos que {zn,7} — (€, 7).
De aqui que

le,r) e TXONTHO) c k(o) \ X

pero e € Eyr €Q, asi que (e,r) € X, lo cual es una contradiccién.
En consecuencia intc (F’:C) = {} y termina la prueba de la afirmacién.

Afirmacién 1.14.6. EU[J{F. |r € Q' \ {0}}] es de la primera categoria.

Demostracién.

De acuerdo a la afirmacién anterior tenemos que |J{F; | r € ¢ \ {0}} es de la primera categoria.

Por otro lado, en la Proposicién 1.12 vimos que F es de la primera categoria en C. En conse-
cuencia (usando la Observacién 1.11) tenemos que el conjunto

EU[U{F [re @\ {0}}}

es de la primera categoria en C, terminando as{ la prueba de la afirmacién.

Afirmacién 1.14.7. Fy es denso en C.

Demostracién.

Sea B un abierto no vacio de C. Como C es un espacio métrico y compacto, entonces C es un es-
pacio métrico completo. Por el Teorema de Baire, B es un espacio de la segunda categoria. Entonces
no es posible que B esté contenido en el conjunto de la primera categoria EUU{F; | r € @ \ {0}}].

De modo que BN Fy #10.

Como esto sucede para cualquier abierto no vacio B de C podemos concluir que Fp es denso en
C y terminar asi la prueba de la afirmacién.

Finalmente, dada ¢ € Fy y dada y € [0,1} tal que {¢,y) € X, como s(c) = 0, los puntos de la
) —
forma (c,z) € X con y < z < 1 no estan en V. Entonces {c,y} € T nx =T = U. Esto muestra
que K (R)nX cl.

. —_—X
Ahora bien, como I/ es cerrado en X tenemos que: K (Fp) N X CU.
Pero de acuerdo al Lema 1.8 tenemos entonces que

X=K({FnX cl,

yportanto X =U y V=40
Esto es una contradiccién que nace de la suposicién de que X tiene una disconexidn, por tanto
concluimos asi la prueba de que X es conexo. [
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Teorema 1.15. X \ {p} es totalmente disconezo.

Demostracidn.
Haremos la prueba en tres pasos.

Paso 1.
Sea {a,b} € X \ {p}. Entonces para cada {c,d) € X \ {p} tal que a # ¢ podemos dar una
separacién de X \ {p}, digamos X \ {p} = M UN, tal que {a,b) € M y (c,d) € N.

Para hacer esto, sean {a,b},(c,d) € X \ {p} con @ # c. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que ¢ < ¢.

Como C no contiene intervalos, existe t € I\ C tal que a <t < ¢

Sea N ={{z,p) e X\ {p}lz<t}y M= {{z,y) e X\ {p}|z>¢}.

Es facil ver que estos conjuntos satisfacen:

(a) {a,b) E Ny (c,d) € M.
(b) M y N son ajenos.

Ademés:

(c) M y N son cerrados en X \ {p}.

Sea {{Zn,¥a)}>>, C N una sucesion convergente a (2, w) € X \ {p}. Veremos que {z,w) E N.
Usando el Lema 1.6, tenemos que la sucesibén {zq},=, tiende a z.

Como z, < t para cada n € N, entonces z < 1.

Habiamos tomado t € I \ C y como z € C, obtenemos que z < t.

Por tanto {z,w)} € N y N es cerrado en X \ {p}.

De manera ansloga se prueba que M es cerrado en X \ {p}.

(@) NUM = X\ {p}.
Claramente N UM C X\ {p}.

Por otro lado, sea {z,w) € X \ {p}. Como t ¢ C entonces tenemos que z < ¢ ¢ 2 > ¢.
De aqui que (z,w) estd en N o estd en M.

De este modo concluimos que X \ {57} C NUM.

En consecuencia N UM = X \ {p}.

De los incisos (a), (b), {¢) y (d) concluimos que M y N constituyen una separacién de X \ {p}
con las caracteristicas requeridas.

Paso 2,
La casicomponente de (a,b) en X\ {p} estd contenida en [l () N (X \ {p})], para cada (a. heX.
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Como consecuencia del Paso 1, si tenemos dos puntos {a,b) € X\{p} y {c.d} € X\l(a), entonces
existe un abierto y cerrado M de X \ {p} tal que (a,b} € M y {c,d) ¢ M. Entonces {c,d} no estd
en la casicomponente de {a,b) en X \ {p}.

Por tanto la casicomponente de (a,b) en X \ {p} esté contenida en

[t} N (X \ {p})]-

Pasc 3.
La componente de {a,b} en X \ {p} es {{a,b)}, para cada (a,b} € X \ {p}-

Es un resultado conocido de topologia que la componente de un punto estd contenida en su
casicomponente (ver [HY]).

De acuerdo a esto y al paso anterior deducimos que la componente de (a,b) en X \ {p} estd
contenida en [I (e} N (X \ {p})].

Recordemos ahora que

_ | {{e.v) € K{(C)\ {p} | y es racional}, o bien
) n (XA ) = { {(0.9) € K(C)\ {p} |y es irracional}

De aqui que [[ {a) N (X \ {p})] es totalmente disconexo para cada a € C.
Por tanto la componente de {a,b) es {{a,b}} para cualquier {a,b) € X \ {p}.
Terminamos asi la prueba del Teorema. [

Teorema 1.16. X \ {p} no es de dimensidn cero.

Demostracidn.

Sean z € X \ {p} ¥ W un abierto de X tal que p ¢ w.

Si X \ {p} es de dimensién cero, entonces existe un subconjunto A de X \ {p} que satisface:
(1) A es abierto y cerrado en X \ {p} y:

(ij)zec ACW.

Como X \ {p} es abierto en X y A es abierto en X \ {p}, entonces A es abierto en X.

Por otro lado tenemos que A es cerradoen X \ {p} y A C W ex \ {p}, de modo que A es
cerrado en W . Entonces A es cerrado en X.

De aqui que A es un subespacio propio, abierto y cerrado de X. Esto es una contradiccién ya
que, por el Teorema 1.14, X es conexo.

Por tanto X \ {p} no es de dimensién cero y terminamos la prueba del Teorema. {J
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Capitulo 2

Universalidad de la Curva de
Sierpinski

En este capitulo hablaremos de una curva en la que podemeos encajar cualquier continuo del plano
con interior vacic. O lo que es lo mismo, cualguier continuo contenido en R? con interior vacio es
homeomorfo a un subcontinuo de la curva mencionada. Esta curva es conocida como la Curva de
Sierpiniski.

Una manera geométrica de describir a la Curva de Sierpifiski es la siguiente:

Paso 1.
Tomamos el cuadrado unitario I x I, lo dividimos en nueve cuadrados iguales y quitamos el del

centro {con esto queremos decir que quitamos el interior de dicho cuadrado}.

Figura 2.1:
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Paso 2.

A los 8 cuadrados que nos quedaron los dividimos a su vez en nueve cuadrados iguales y a cada
uno le quitamos su cuadrado del centro; observamos que de esta manera por cada uno de los 8
cuadrados nos quedan otros 8 cuadrados, es decir, al final obtenemos 64 cuadrados.

Figura 2.2:

M-
Paso 3.

A los 64 cuadrados que obtenemos del proceso anterior los dividimeos otra vez en nueve cuadrados
iguales y a cada uno le quitamos el del centro, obteniendo ahora 2% cuadrados.

Figura 2.3:

Inductivamente construimos el paso n:

Supongamos que en el paso it — 1 obtuvimos 8"~ cuadrados, entonces a cada uno de ellos lo
dividiremos en nueve cuadrados iguales y le quitaremos el del centro. De esta manera obtendremos
8 nuevos cuadraditos por cada cuadrado de los que teniamos, obteniendo asi, en este paso, 8"




Capitulo 2. Universalidad de la Curva de Sierpinski 13

cuadrados.
Si realizamos el procedimiento anterior para todos los nimercs naturales n y tomamos la in-
terseccidn de los conjuntos que nos quedan en cada paso, entonces €l espacio que obtenemos es la

Hamada Curva de Sierpinski.

Figura 2.4:

Ahora describiremos de una manera mas formal los pasos de esta construccién. De acuerdo al
procedimiento que acabamos de resefiar, estamos haciendo lo siguiente:

Paso 1.
Tomamos e} cuadrado unitario I x I y lo dividimos en 9 cuadrados iguales, para hacer esto

podemos dividir la base y el lado de I x I en tres partes iguales y tomar el producto de estas partes,
los productos que obtenemos son:

1 1 1 1 27 1 [2
[“’5]"[%* ["’5}"[5*5_ [”*5]" §=‘]'
12) 1) qr2lLqre 2Lz,
3’3 3] 13’3 3'3]" |3'3) T3’

2 17 2 1 2] 2 [2
G <es]s Bol=53] ) =[5
Observemos que estos productos definen 9 cuadrados y que todos ellos son de la forma [% 1:—1] X

k k+1 . .
[5, —;_—] donde i, k € {0,1,2}. De acuerdo a la construccién geométrica, ahora tenemos que qui-
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12

tar el interior del cuadrado de en medio, es decir quitamos (%, 5) x (ﬁ’ 5) ¥, finalmente, definimos

1 2 12
G= (M) x (5’5)-

Paso 2.
En este paso tomsdbamos los 8 cuadrados del paso anterior y los dividiamos a su vez en 9
cuadrados. Asi pues, tomemos un cuadrado tipico del paso 1, que es de la forma (%, 143;5) X
k k+1
(5’ -—;--—), para algunas i,k € {0, 1,2}.
L i+ 1
Una manera de dividir este cuadrado en 9 partes iguales es dividir (%, z—-}:—) en tres partes

. . k+1
iguales, hacer lo mismo con =1 y luego tomar el producto de estas terceras partes. Las

373
i t+1 3 3i+3
terceras partes de (5, —-—3-—) = (3, T) son

3 3i+3) (3i+1 3i+2 342 3i+3
39 J'\"e "9 JY¥Y\T9 9 )

las terceras partes de Ek—ﬂ = %3k+3 son
y las lerceras p 373 JT\9 9

3k 3k+3 3k+1 3k+2 3k+2 3k+3
9’ 9 ! g ' 9 9 ' 9 '
entonces los 9 subcuadrados de (%, i—_;:—l) X (g, %) son de la forma

3i+a 3it+a+l . k+b 3k+b+1
g 9 9 9 ’

donde a,b € {0,1,2}.
Para obtener el cuadrado del centro de (1 ﬂ) X (E u) basta tomar el intervalo del

3 3 3’3
centro de (%, E—_;—l) yelde (g, ksi) y multiplicarlos; de este modo obtenemos que el cuadrado
i i+1 Ek+1
del centro de (-37, —3-—) X (5, T) es
B+l 342 9 k+1 3k+2
9 ' 9 9 " 9 ’

Ahora definimos

C:::U{(azg-l,&;-z) X (3kg—e—1‘3k;2) coni k€ {0,1,2}};
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es decir, Cp es la unién de los “cuadrados del centro” del paso 1, que quitaremos en el paso 2.

Paso 3.

Otra vez, dado un cuadrado del paso 2 hay que dividirlo en 9 subcuadrados iguales y quitar el
del centro. a1 R

Dado que un cuadrado tipico del paso 2 es de la forma (%, %—) x (5, %), donde ik €

{0,1,...,3% — 1}. Por un argumento similar al del paso 2 tenemos que los 9 subcuadrados de
Ei1N (k R+1) (3 3i+3) 3k 3k+3
9’ 9 9 9 J T \27 27 27 21 )’

Ji+a Ji+at+l y k+b Jk+b04+1
27’ 27 a7 ! 27

son de la forma

donde a,b € {0,1,2}.
i 141
Continuando con el mismo argumento llegamos a que el cuadrado del centro de (%, %) X

k k+1
9" 9

) es el cuadrado

3i+1 3+2 N 3k+1 3k+2
21 7 27 27 21 )

Ahora definimos

L [(f3+1 342\ (3k+1 3k+2\ .
Cg—U{( TR )x( o T )li,ké{O,l,..,S 1}}.

Andlogamente en el paso n:
Supongamos que un cuadrado del paso n — 1 es de la forma:

i i41 k k+1\ (3 3i+3 3k 3k+3
3n-1’ gn-1 X -1’ gn—1 | ~ \3n' 37 * gn7 3n '
donde i,k € {0,1,..,3*1 — 1}. Igual que antes, podemos ver que, al dividirlo en 9 cuadrados, su
cuadrado del centro es:

Ji+1 3i+2 3k+1 3k+2
an ' g3n X 3n ' 3n i

Entonces definimos

Cn:_U{(?n'-i-l 3i+2) N (3k+1 3k+2) ii,kE{O,l,..,B"—l—l}}.

3 7 3 3n 3
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Observacién 2.1. También podemos expresar ¢ C, de la siguiente manera:
r r+1 5 s+1
C, = U{(S—n, —35—) X (ﬁ’—;g_n—) |r,s€{0,1,.,3" =1} yr,s =1 (mod 3)}.

Demostracién.

Sir,s = 1{méd 3) entonces r = 3¢ + 1 y s = 3k + 1, para algunas i,k € NU {0}. Si ademds
r,s € {0,1,..,3" — 1}, tenemos que:

Dado que 0 < r < 3" entonces 0 < 3i + 1 < 3". De aqui que —1 < 3¢ < 3" — 1. Como 3i es un
entero miltiplo de 3, deducimos que 0 € 3i < 3" —3. Por tanto 0 < < -t

Analogamente podemos ver que k € {0, 1, B it 1}
Similarmente, cada nimero r de la forma r =3t + 1, con ¢ € {O, 1,..,3" 71~ 1} €s un numero

que satisface r =1 (mod 3) y » £ {0,1,...,3* — 1}.
Por tanto, la nueva expresién para C, es equivalente a la que ya habjamos definide. O

De este modo, en el paso 1 obtenjamos: (I x I''\ €y,
en el paso 2 obteniamos: {I x I} \ {Cy U C3),
enelpase 3: (I x )\ [C1UCUCs),

y asi sucesivamente, en el paso n: (I x I) \UL,C;

Al hacer este proceso para todos los mimeros naturales n, y tomar lo que sobrevive, cbtenemos
5= (I x I) \ U:?:].Cis

Por definicién S es ¢l conjunto que habiamos descrito como la Curva de Sierpinski.

Hasta ahora. lo que hemos hecho es dar la definicién de la curva 5. Antes de mostrar el teorema
principai acerca de S, deduciremos algunas de sus propiedades elementales.

Empezaremos por definir el siguiente conjunto, sea

A={er|:r=3£nconkENU{O},nEN}.

Proposicion 2.2. Si ¢{n, k) = 3 entonces se setisfacen los siguientes condiciones para cade

nimero natural n:
(i) c(n + 1,3k) = e{n, k), para cada k.
(i) e{n, i) < cn, k), siempre que i < k.
(iii) A es denso en [0, 1].
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Demostracion. - f
(i} Esto es claro, ya que c{n+1,3k) = PO = cin, k).
(i1} Es claro.

(iii} Sean z € I y ¢ > 0. Veremos que (z — £,z + ¢) intersecta a A.

SeameNtalques—m<e.

Definimos

k
Am={zEI|z=3—mconk€NU{0}}CA.

Observemos que 0 = —0; € An.
Sea Z = {z € A | 2 € T — £}. Analizaremos dos casos.

Caso 1.
$5i0¢ Z entonces z — € < 0 < z ¥, por tanto, 0 € Ay N (z ~ €,z +£). De aqui concluimos que
{z — e,z + ¢€) intersecta a A.

Caso 2.
Si 0 € Z entonces Z # @ y, por tanto, podemos considerar zg = méx {z:z € Z}, digamos que
2y = am”
Por construccién, tenemas que zp < z < 1, asi que kp < 3™ — 1.
De aqui que:
ko+1 kp+1
(no< T < 1y, por tanto, m

k
(2) Ademas, dado que 3—:‘ =2z =mix {z:z € Z}, tenemos que z— € <

€ Ap.

ko +1
3m

Por otro lado tenemos que, como zp < x — €, entonces:

ko+1 ko-i-l_ko

1

i G T

. . 1 .
y como habiamos elegido m de modo que = < g, se obtiene que
ko+1
0< T ~(z-g)<e<{z+e)—(x—¢)
kp+1
De aqui que g I < {z +¢&).

Por tanto, de acuerdo con (1) y (2), deducimes que:

ko+1
3m

€A N(x—€.x+e),
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¥, de esta manera, obtenemos que (¢ ~ €, £ + £) intersecta a A,
Asi concluimos que A es densoen I. O

Observemos que con esta notacién, ¥ de acuerdo a la Observacién 2.1, podemos expresar
Cr = | H{c{n, i), e{n,i + 1)) x (c{n, kY, e(n k + 1)) Vi k = 1(méd 3)},

y como § = {I x I) \ UL, C;, podemos decir que S estd “inducida” en cierto sentido por A x A.
Nota: Las condiciones (i), (ii) y (iii} son muy importantes y las usaremos mucho en la prueba
de los siguientes teoremas.

En general, también podemos considerar, un conjunto de nimeros

A={an,k)el|ke{0],. 3"} yneN}

que satisfaga las condiciones (i), (ii} y (iii), es decir:

(i) a{n + 1,3k) = a{n, k) para cada k.
(ii) a(n, i} < a{n, k) siempre que i < k.
(iii) A es denso en [0, 1].

La expresién que teniamos para la Curva de Sierpifiski § estaba dada por S = (I x )\ U2, C;,
donde cada C; estaba construido a partir de ciertos elementos de A x A.
Ahora supongamos que teremos dos conjuntos

A={a(n,k)el|ke{0,l1,.,3"} ,nek}y
L={bn,k)ecI|ke{01,.3"},neN}

tales que satisfacen las condiciones (i) y {ii}).

Definimos la curva § (A, £) de la siguiente manera:
S(A L) =(I x I\ UL, Kn,
donde
K = U{(e{n,d),b{n,i+ 1)) x (a(n,k),b{n.k + 1)) | i,k = 1{mdd 3)].

A S(A,ZX) le lamamos la curve inducida por A X I.

A continuacién buscaremos condiciones suficientes para que dados dos conjuntos de nimeros A
¥ £, la curva inducida por A x I sea homeomorfa a 5. Esto lo veremos en el Teorema 2.5, pero
antes necesitamos probar los siguientes lemas.

Lema 2.3 Sean D y F subconjuntos densos de I = (0,1 y ¢ : D — E una funcidn sobre y
estrictamente creciente, entonces existe un homeomorfismo estrictamente creciente h 1 I — I tal

gue h[p=g.
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Demostracién.
Definimos h de la siguiente manera:

_ [ sup{g(v) €E:u<e}, siz>0
h(m}’{o, siz=0

Mostraremos las propiedades de h en una serie de pasos.

(a) h es una extensién de g.

S5i0 € Dy g(0) >0, por la densidad de E, existe y € E tal que 0 < y < g(0). Ya que g es
sobre, y = g () para alguna r € D. Entonces g(z)} < g(0), lo cual es absurdo, ya que 0 < z. Con
esto hemos visto que si 0 € D, entonces g {0) = 0.

Ahora tomaremos 5 € D, conz > 0. Dadau € D con u £ 7, tenemos que g (u) < g {z). De modo
que g {z) es una cota superior del conjunto {g () € F | v < z} y, como g (r) mismo pertenece a este
conjunto, podemos concluir que é es el supremo. De aqui que ¢ (z) = k (z) para toda z € D\ {0}.

Por tanto h es una extensién de g.

(b) h es estrictamente creciente.

Sean 0 < £ < w < 1. Por la densidad de D existen u,v € D talesque r < u < v < w. En el
caso en que 0 < z, ya que g es creciente, g (u) es una cota superior de {g(r) € E|r <z}, y g(v)
pertenece a {g(r) € E | r £ w}. Entonces

h(z) =sup{g(r) € E |r Sz} < g(u}
<g(v)<sup{g(y) EE|y<w}=h(w).

Cuando z =0, h(z) = 0 < g{u) < g(v) £ h{w).
En cualquier caso k(z) < k(w).
Por tanto h es estrictamente creciente y, en particular, es inyectiva.

(¢} (1) = 1.
Observemos que {g(u) € E|u <1} = E. Como E es denso en I, sup& = 1. De modo que
hR(l)=1.

{d) h es continua.

Sean £ > 0 y = € I. S6lo analizaremos el caso en que 0 < z < 1. Los otros casos se tratan de
manera andloga.

Sea y = k (z). Por la inyectividad de &, 0 < y < 1. Gracias 2 la densidad de D podemos escoger
elementos v,10 € B tales quey —£ < v < y < w < y+¢&. Como g es sobre, existen u, s € D tales que
g{u) = vy g(s) = w. Entonces h{u) < h(z) < h(s). Como h es estrictamente creciente se deduce
que u < T < 8.
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Sea & > 0 tal que (z — 8,z +8) C (u,s). Dada r € I tal que |z — 7| < &, se tiene que r € (u. s}.
Asi que u < 7 < 5. De modo que A(u) < h(r) < h(s) y entonces |h(z) — h{r)] < €. Esto prueba la
continuidad de h para cada £ € I.

(€) A es sobre.
Como h es continua su imagen es conexa, esté contenida en I y 0,1 € I. Entonces la imagen de

h es todo el intervalo J. Por tanto h es sobre.

(f} h es un homeomorfismo.
Esto es consecuencia de que ¢l dominio de h es compacto, su contradominio es de Hausdorff y

h es biyectiva.

Esto termina la prueba del lema. O

Lema 2.4. Supongamos gue tenemos un confunto
A={a{n,kyel|ke{0,1,.,3"}, ne N},

que satisface las propiedades (i}, (i) y (i), entonces eriste un homeomorfismo estrictamente

creciente h: I — I tal que h{a{n, k)) = 3> Pars tode a{n, k) € A.

Demostracion.
Haremos la demostracién por pasos. Recordemos que:

k
An={m€Ilz:3—nconkENU{0}}yA=U,;'°=!A,,.

Seag: A — A, dada por: a{n, k) »— gki

(a) g es sobre.

Dado iﬂ € A tenemos que iﬂ ¢ Iy, por tanto, k € {0,1,..,3"}, asi que si tomamos el respectivo
a{n, k), entonces a{n. k} € A. De aqui concluimos que g es sobre.

(b) g es estrictamente creciente.

Sean a{n. k), a{m,i) € A tales que a{n, k} < a(m,i}.

Veremos que entonces g {a{n,k)) < g (a{m,i}). Para ello analizaremos tres casos.

Caso 1.
Supongamos que n = m. Como a{n, k} < a{m, %) = a{n,) entonces k¥ < ¢, de donde concluimos
e L < 2 es decir, g{a(n, k}) < g (a{m,i})
que oo < o ecir, g ) g L)
Caso 2.

Supongamos ahora que n < m.
Por la condicién (i) sabemos que
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a(n, k) = a{n+1,3k) = a{n +2,9k) = ...
. = a{n+ (m ~ n), 3™k} = a{m, 3-"E).

Como a{n, k) < a{m,3), entonces a{m, 3™ ™k} < a{m,d).
De aqui que 3™ ™k < i (por la condicién (ii)).
Pero entonces, dividiendo entre 3™, tenemos que

i [3(m—n)k] < L

¥, por tanto, g {a(n,k)) < g (a{m,1).

Caso 3.
Supongamos que m < 7.
De manera andloga a como lo hicimos en el caso anterior, usando la condicién (i} tenemos que:

alm,iy=alm+1,3) =alm+2,%) = ..
- =al{m+ {n —m), 3™} = a{n, 324,

Como a{n, k) < a{m, 1) entonces a(n, k} < a{n. 3(n=m13), de donde k < 3" ~™§ (por la condicién
(i)
o n k [3(n—m4)
Igual que antes, si dividimos entre 3%, tenemos que r < = = I ¥, por tanto,
g(a{n, k}) < g (a{m,)).
De lo anterior se deduce que g es estrictamente creciente.
{c) Por la condicién (iii) A es denso en I, y ya vimos que A también lo es.

Asi pues, estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.4.1 y concluir que existe un homeomorfismo
h:I— I tal que k |p= g; de esta manera concluimos la prueba del Lema 2.4, O

Teorema 2.5. Sean

A={a(ni)el|i€{0.1, 3"} yneN} y
T ={b{nkyel|ke{01,.,3"}yneN},

tales que satisfagen las condiciones (i), (ii) y (ii). Entonces la curva § (A, L) es homeomorfa a la
Curva de Sierpiriski S.

Demostracién.
Por el Lema 2.4 existen dos homeomorfismos estrictamente crecientes h, g :  — I tales que para

cada a{n,i) € A se tiene que h (a{n, 1)) = éin, y para cada b(n, k) € T tenemos que g (b{n, k)} = 7
Dado que estos homeomorfismos son estrictamente crecientes, se tiene que mandan intervalos
en intervalos, en particular, para a{n.i) € A, obtenemos que

h ((a(n,i),a(n,i + 1})) = (Ez;. t_;_nl)
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y con g sucede algo similar.
De aqui podemos ver que el homeomorfismo producto A x g: I x I = I x I, es tal que:

(h x g) {(aln, i), afn, i + 1)) x (b(n, k), b(n, k + 1)) =
k+1

(e

3 3 T

Asi pues, recordando ¢dmo habiamos definido Ky, tenemos que:

(h x g) (Kn) = (h x g) U ilatn,i),aln,i + 1)) x (b{n, k). b(n.k + 1)} | ,
ik=1 {méd 3)

pero por lo que acabamos de mencionar del homeomorfismo producto, tenemos que, para cada

neN:
i i+1 kE k41
{h x g) (Kn) = Ui k=1 (méd 3) [(3—,,,?) x (§;a3—n)] = Cp.

De aqui que (h x g) (U8, Ky) = U2, Ca.
Finalmente, usando lo anterior y la inyectividad de h x g se tiene que

(h x g) (I x D\ UL, Kn) = (I x DAURL, G,

n=1

Por lor tanto (h x g} (S (A,Z)) = §, con lo que el teorema queda demostrado. [

Gracias al teorema anterior, si queremos encajar un continuo del planc con interior vacio en S,
bastaréd encajarlo en algin S (A,X). Lo que haremos a continuacién serd justamente buscarnos un
5 (A, £) que nos convenga para eso.

Asi pues, dado un continuo con interior vacio en el cuadradoe unitaric, empezaremos por buscar
familias de abiertos cuyo producto evada al continuo en cuestion, y después nos basaremos en ellas
para construir A y X. Esto lo veremos detalladamente en los siguientes lemas.

Lema 2.6. Dados dos intervalos abiertos no vacios A, B C I, y un continue ¥ C I x I tal que
int(Y) = @, existen intervalos abiertos no vacios: A'C A y B' C B tales que (A" x B')NY = 0.

Demostracion.

Dado que Y no tiene interior tenemos (A x B}\ 'Y # @, por lo gque existe z € (A x B)\Y.
Como Y es cerrado en el cuadrado unitario existe una vecindad U de z totalmente contenida en
(IxI)\Y. SeaV=Un(A x B), entonces V es un abierto no vacio en I x I. En esta vecindad V
sabemos que podemos meter un cuadrito abierto, es decir, podemos hallar dos intervalos abiertos
A'Cc Ay B'C B, talesque A'x B' C V C (4 x B}\Y, con lo que termina la prueba del lema. O
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Lema 2.7. Sean {A1,..,An} ¥ {Bi1,..,Br} dos familias de subconjuntos abiertos, no vacios
y ajenos dos a dos de 1. Sea Y un subcontinuo con interior vacio del cuadrado unitario. Entonces
existen dos familias {Cy,...,Cn} ¥ {D1,.... D} de subintervalos abiertos y no vacios de I tales que
Ci C Ay, Dy € Bj y (Ci x Dy)NY = @ para cada 1 y cada J.

Demaostracién.

Probaremos el lema haciendo una doble induccion. Con esto queremos decir que la prueba se
hara por induccién en m peto que el primer paso inductivo lo haremos por induccién en n.

FEntonces empezamos con m = 1.

Supongamos que 1 = 1. En este caso aplicamos directamente el lema anterior y terminamos.

Ahcra supongamos que el Lema 2.7 se cumple para n {seguimos suponiendo que m = 1).
Tomermos entonces una familia{4y, ..., An11} de subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos dos a dos
de I. Para empezar podemos aplicar la hip6tesis de induccién a las familias {A1,..., An} v {B1}-
Entonces existen familias {C1,...,Cn} y {D}} de subintervalos abiertos y no vacios de I tales que
C: C A, DL C By (CixD{)NY = @ para cada i £ n. Aplicamos ahora el Lema 2.7 a los
conjuntos Aq.) ¥ D}. Entonces existen dos subintervalos abiertos y no vacios Cpyy y Dy de I tales
que Cryy C Ang1, D1 C DY y (Cpy1 x D1)NY = (. Entonces las familias {C1:-,Cry1} ¥ {D1}
satisfacen las condiciones requeridas.

Esto termina la induccién en n y completa la demostracién del caso m = 1.

Ahora haremos el paso inductivo para m. Entonces supongamos que el Lema 2.7 se cumple para
m y para toda n. Para demostrar la afirmacién para m+1, tomemos una n cualquiera y consideremos
dos familias de subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos dos a dos {A1, ..., 4x} ¥ {B1,...: Bm41}
de I. Aplicamos la hipétesis de induccidn a las familias {A;,...,An} ¥ {B1;...; Bm+1}. Entonces
existen dos familias {C}, ..., CL} ¥ {D1, ..., Dy} de subintervalos abiertos y no vacios de I tales que
C!C A, D;C By (CixDj)nY = 0 para cada i < n y cada 7 £ m. Ahcra aplicamos el primer
paso de la induccién {cuando m es ignal a 1) a las familias {C], ..., C}} ¥ {Bm<+1}. Entonces existen
dos familias de subintervalos abiertos y no vacios {Cy,....Cn} ¥ {Dm+1} de I tales que C; C G,
D1 © By ¥ (Ci X D1} NY = 0 para cada i < n.

Aseguramos que las familias {C1,....,Cn} ¥ {D1, .-, D41} satisfacen las condiciones requeridas.
Claramente C; y D; son intervalos abiertos y no vacios, C; C 4; y D; C Bj para cadai < n
veada j €m+1.8ii<nyj<menonces (C;xD;))NY C (CixD;)nY = ¢ y, como
(Ci X Dmy1) NY = @, terminamos de comprobar las propiedades de estos conjuntos y entonces
terminamos la induccién y, con esto, la prueba del lema. O

Antes de continuar definiremos dos funciones que utilizaremos mucho en los siguientes resultados.

Lo que buscamos con estas funciones es que cada vez que tengamos dos puntos en I, digamos
z,y € I, con T < y, tengamos una expresién estdndar para los dos puntos interiores del intervalo
(z,y) que lo dividen en tres partes iguales. Asi pues:

Definicién 2.8. Parg cada par de punios T < y en el intervalo unitario, definimos las funciones
X,Z : I xI—= I delasiguiente manera:

-1

z+1 y
3(y=~2)

X{z.y) = =2

¥ Z(z,y) =
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y las denotaremos: Xz, y Z, respectivamente.

Teorema 2.9. Seq un continuo Y C I X I tal que int(Y) = 0, entonces pare cada n € N ezisten
dos conjuntos:

An ={aln, 3y € I]|j€{0,1,.,3"}}, y
T,={b{n,kyeIke{0,1,.3%}} tales que

(1) cumplen las condiciones (i) y (ii).

(2) (a{n, g} a(n, 5 + 1)} x (b{n, k), b{n,k + 1)) C{I x )\ Y,
para cada §,k € {0,1,..,3°71} fales que j,k = 1(méd 3).

(8) (a{n, 35 + 1), a(n,35 + 2)) C (Xotn-1j)atn-14+1): Bain—1.5)atn—15+1}) s ¥
(b{n, 3k + 1), b(n, 3k +2}) C (Xp(n-1 k)8(n=1,k1)s Zb(n-—l,k)b(n—l,k-i—i)i
para cada j.k € {0,1,..,3" 7 —1}.

H

(4) 6{n,0) =0 y a{n,3") =1 para cada n € N,

1 2
(5) 3 <a{l,1} <a{l,2) < 3

Demostracion.
La intencién es construir A, y I, de una manera similar a

k
An={mEIim=3—nconkEN},

aprovechando dicha similitud para establecer las condiciones (i} y (ii) para Ap y Egn. Asi pues, asocia-
remos ios nimeros a{n, k} y b{n, k) a los extremos de ciertos intervalos abiertos, que construiremos
basdndonos en la estructura de A,. Esta construccién la realizaremos de manera inductiva.

0 3 . 1 2
Empezaremos por definir ¢(1,0) = 37 a{l,3) = - = 1, Consideraremos 3Y3 € Ay ylos
asociaremos de cierta manera con a{l,1} y a{i,2}. Estc lo haremos en el:

Paso 1.
Por el Lema 2.6 podemos construir intervalos abiertos no vacios A = (z,y) Cly B=(w,z) CI

12 12
tales que (A x B} C [(5, §) X (-3-, 5)] \Y.
Entonces definimos
a{l,0) =0 afl,l}==x
a(l;2) =y ya(l,3) =1
También definimos

B1,00=0 b{l,1) =w
(1,2 =z yb{1,3) =1L
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Figura 2.5:

BULL3) o 1o s ree e oo s T :

w3
]
T

FETHRIEE
B [

w o= Bl I

1 4+

3

be1.0) ! ! j | -[

Lo 1 Tt i
! a{l,) =z all.2} =y a{l,3) =1
L \ ) #

A

Finalmente hacemos

A ={a{l,jyel]j€{0,1,2.3}} ¥
L= {b(le) el l je {0515213}}'

Observacién 2.9.1
(a) Ay y Zicumplen la condicidn (ii).
(b} {a{l,1),a{l,2)} x (8(1,1),5{1,2)) = Ax BC (I x I}\Y.

Paso 2.
En este paso construiremos los a{2, j} y los b(2,k), y definiremos

A? = {a(zij) € I!J € {0$11": 22}} Y
T = {b(2,k) €I |ke{0.1,.,3%}}

Para hacer esta construccién dividiremos en tres partes iguales a los intervalos (a(1,0},a(1,1)),
(a{1,1}.a{1,2)) ¥ (a{l,2},a(l,3)) (usando las funciones X, y Zr,) y en el “intervalo del centro”
de cada uno definiremos los (2, j) respectivos de manera similar a como lo hicimos en el paso 1
(para los (2, k) haremos algo andlogo), entonces:

definimos los intervalos “del centro” mencionados:
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Ao = (Xap.0a(t1)r Zar.ovaqr,1y) C (a{1,0},a(1, 1)) = (0,2),
Ay = (X, 1000.20 Zaa,1se1.n) € {a{l, 1),a{1,2)) = A,
Ay = (Xo1,9001,3): Zap1,25a(1,3)) C (2(1,2).2(1,3)) = (y.1)

y, andlogamente, para k € {0, 1,2},

Br = (Xp(1 yo(t k+1)0 Zb{1,k)0(1 k+1) )+

Claramente los A; son ajenos entre si y lo mismo sucede con los By, asi que podemos aplicar
el Lema 2.7 a las familias {A;}2_y y {Bx}i_, para obtener colecciones de subintervalos abiertos
no vacios {C_,-}?=o y {DiYi_, de I tales que C; C A4; y Dy C By para cada j,k € {0,1,2} y
C; x Dy C (A; X Be)\ Y, para cada 4,k € {0,1,2}.

Ahora, procedemos como en el paso 1:

Para establecer la condicién (i) para A1, definimos: a{2,35)) = a{l, ), para cada j € {0,1,2,3}.

Y para establecer la condicidn (ii) para As:

Escribimos cada C; = (z;,y;) , para algunas z;,y; € I, definimos a(2,3j + 1) = z;, y (2,35 +
2) = y;, de donde vemos que, como C; C A, tenemos que:

a{l,j) = a(2,35) < a{2,3j + 1} < a(2,3j +2) <a{2,3(j + 1)} = a(l, 7 + 1),

con lo que la condicién (ii) queda asi establecida para Ag.
Realizando un procedimiento anilogo para T; y Is, en este paso introducimos la:

Observacidén 2.9.2

a) A; ¥y =1 cumplen la condicién (i), y A2 y T2 cumplen la condicién (ii).

b) (a(2,7),a(2,j +1}) x (b(2,k),b{2.k + 1)) = Cj x D C (I x )\ ¥,
para cada 4,k € {0,1,..,3% — 1} tales que 7,k = 1 (mod 3).

Inductivamente realizamos el Paso m:
Supondremos que ya hemos construido los conjuntos Aj,..,Am—1 ¥ Z1,-.-: Em—1 satisfaciendo
las condiciones 1), 2). 3) v 4).

Como hicimos en el paso 2, dividiremos en tres partes ignales a los intervalos

(a{m —- 1,0),a{m — 1,1}),
(a{m —1,1),a{m — 1,2}},..,
(a{m —1,3™"1 - 1},a{m — 1,3™"1})

y una vez mis en el “intervalo del centro” de cada uno definiremos los a{m, j) respectivos como lo
hemos venido haciendo:

Definimos los “intervalos del centro” mencionados como sigue:
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Apg = (Xa(m—l,o)a(m—l,l)a Za(m—l,o)a(m—l,l)) C (a{m —1,0),a{m - 1,1}),
Ay = (Xa(m-l,l)a(m—l,'z): Za(m-l,l)c(m-l,?)) s (a(m -1, 1):a(m -1, 2)):

en general para j € {0,1,..,3™" — 1}, definimos:
Aj = (Xgtm-1,jjatm=1+1)1 Zafm=1 fafm-1,5+1y) C {a{m — 1, f),a{m — 1,7 + 1)).
Anélogamente, para k € {0,1,..,3™ — 1}, definimos:

By = (Xpim-1,6)b(m—1,k+1)s Zb(m—1 k)bm-1k+1} C (blm = 1, k). b{m — 1,k + 1)).

Por construccién, los A; son disjuntos entre s{ y lo mismo pasa con los By, asi que podemos, una
vez mas, aplicar el Lema 2.7 a las familias {Aj}ﬁzg -ty {Bk}zzai—l para obtener dos colecciones
de subintervalos abiertos no vacios de I {C’J-}?:al_l v {Dk}i:;‘l, tales que C; C A; y Dy C By
para cada j, k € {0,1,..,3™"1 =1} y C; x Dy C (A; x By} \Y, para cada j.k € {0,1,...3™7! ~ 1},

Ahora, procediendo ¢omo lo hemos hecho:

Para establecer la condicién (i) para Ap,_i, definimos:
a{m, 3j) = a{m — 1,3,
para cada j € {0,1,..,3™ 1},
Y para establecer la condicién (ii) para Am:
como antes, si cada C; = (x5, ¥;), para algunas z;,y; € I, entonces definimos
a{m, 35 + 1) = 5, a{m,3j + 2} = y;.
De aqui vemos que como C; C A;, se tiene que:

elm—-1,7) =a{m,3j) <a{m,3j+1} <
a{m,35 +2) <a(m,3{(j +1)) =alm—1,7+ 1),

con lo que Ia condicidn (ii) queda asi establecida para Am.
Si realizamos un procedimiento andlogo para Tp,_1 ¥ construimos X, podemos introducir la:

Observacién 2.9.m

a) Am_1 ¥ Tm—1 cumplen la condicién (i) , y Ap ¥ Zm la condicién (ii).

b) (a{m, j),a(m.j + 1)) x (b(m. k), b{m,k + 1)} = C; x Dy € (I x )\ Y,
para cada 7,k € {0,1,..,3™ — 1} tales que 7,k = 1 (mod 3).

Terminada la induccién definimes: A = UneNAm ¥ Z = UneNEm.
Para concluir la prieba del teorema, sélo nos falta ver que se satisface la condicién 4). Pero

esto resulta de que, por la condicién {i):

0 =af{l,0) = a{2,0) = ... = a{n,0) para cadan € N.
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Por otra parte, usando otra vez la propiedad (i) para cada n € N, tenemos que
1=a{l,3) =a{2,9 =a(3, %) = .. =alr,3").

De este modo termina la prueba de la conclusién (4} del Teorema 2.9, con lo que finaliza la
prueba de éste. O

Gracias a este teorema, dado un continuo ¥ C I x I tal que iné(Y) = @, podemos hallar dos
conjuntos A y T como antes y que satisfagan las condiciones (i} y (ii); nos gustaria que también
satisficieran la condicién (iii) y eso lo veremos en el Teorema 2.11, pero antes necesitamos probar
un lema.

Lema 2.10. Consideremos el intervalo I =[0,1] y una coleccion de conjuntos {In}ne,, donde
«={a{n,j € Ije{0,1,.,3"}) construidos de manera que :
1 % <a(l1)<afl,2) <3,
y para toda n 2 1:
2. se satisfacen las condiciones (i) y (%i).
1} 3. (a(na 3j + 1)? a(n,3j + 2)) c (Xa(n—lj)a(n—lg+1)sZa(n—l.j)a{n-—l,j+l))r para cada § € {0,11 ey 3-lo

Entonces para toda n € N, se tiene:

méx {|a(n,j) —a(n,7 +1)]: 5 € {0,1,.,3" = 1}} < (;) )

Demostracion.

Por induccién. Paran=1:

Por la condicién 1 tenemos: a{l,1},a(l,2) & (1 2

) 2
3,5), ademds a{l,1) € (0,5) y a(l,2) €
(1,1), de donde:

3

mix {la{l,5) —a{l,j +1}| : j € {0,1,2}} 5
= méx { |a<170> - a(l, 1)' 3 |a'(13 1} - '3{1:2)' ) |a<1: 2y - a<1:3>| } < g
Ahora supongamos que la conclusién es cierta para n — 1 y veamos cdmo son las diferencias

la{n, k) — a{n, k +1}| con k € {0,1,..,3" " ~ 1}.
Bastard ver estas diferencias para niimeros k de la forma 34, 3 + 1 y 37 + 2.

Asi pues, de acuerdo a la hipétesis 3 tenemos:
(1) la{n, 35 + 1} — a{n, 37 + 2}
< |Xa(«i—1.j>a(n—1,j+1> — Yagu-1g)a(n-ig+nl
= §|a(n—1,j)—-a(n-—1,j+l)|.




Capitulo 2. Universalidad de la Curva de Sierpinski

29

Usando también la condicién (i):

(2} Ja(n, 35) — a{n, 37 + 1)|
=la{n—1.7) —a{n,35 +1}|
< |a(n -1,5) - Ya(n—l,j)a(n—l,j+1)
= § i,a(n - 1:3) - Cl(ﬂ - 11.7 + l)l‘

Analogamente:

(3) lain,3( + 1)) — a{n, 37 + 2}
= la{n — L,j +1) —a{n, 37 + 2)|

< |0-(;L =~ 1L,j +1) = Xapn-1ja(n-14+1))
=zle{n—1,5) —aln 1,7+ 1)|.

Aplicando la hipétesis de induccién a las desigualdades anteriores obtenemos para
je{0,1,...3 1t -1}

(1) o, 35 + 1) = alm, 37 +2)
< zlaln=~1,3) —a(n - 1,3 + 1)

<l(gnki<gn
3\3 3/

(2') la{n, 37} — a{n, 37 + 1)|
< gla(n -1,5) ~a{n—1,5+1)|

() -6

(3’% lafn, 3(F + 1)) — a{n, 35 +2)|
< Ela(n— Li—aln—-1,7+1)|

2 /92 n—1 9 n
3676
Finalmente, de (1°), (2’} ¥ (3’) concluimos qgue

mix {|a(n, i} —a(m,j+1):5€{0,1,.,3" - 1}} < (%) ,

con lo que concluye la prueba del Lema 2.10. O
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Teorema 2.11. Dado un conjunto A, como lo habiamos construido en el Teorema 2.9, es decir
A=U2Ap, con Ap = {aln, §) €117 € {0,1,.,3"}} , tal que para cada n > 1:
1) A, cumple las condiciones (i) y (it} .
} 2) (a(na 3+ 1)10'(”: 3+ 2)) C (Xa(n—l,j)a(n—l,j+1):Za(n-l,j}a(ﬂ—l,j+1))= con j € {0?1: s 31—
1},
8 arn,0)=0yan3") =1
Entonces A es denso en 1.

Demostracién.
Como podemos ver, A, satisface las condiciones 1, 2 y 3 del Lema 2.10. Aplicdndolo, obtenemos
que para cada n € N:

méx {|a{n,j} —al{n,j + 1} |je {01,.,3" —1}} < (;) .

Ahora veremos que cualquier abierto basico de I intersecta a A, para algunan € N.

Sean entonces £ > 0y 0 < z < 1 (los casos z =0 y z = 1 son andlogos).
m

2
Tomemos m € N tal que (g) < £. Veremos que Ay N{z — e,z +¢) # 0.

Dado que a{m,0) = 0 ¥ a{m,3™) = 1, en particular existen j,k € {0,1,..,3™} tales que
a{m,j} € z < a(m, k). Ahora, si suponemos que A, no intersecta a (z — €, 2 + £) entonces tenemos
a (z — &,z + £) entre dos elementos consecutivos de Ay, es decir:

a{m, 7} <z-—e<z+e<a{mr+1)

para alguna r € {0,1,..,3™}. Esto no puede ser ya que, por el Lema 2.10, tenemos que

otm )~ afm i+ 11 < (3) " <e.

para toda j € {0,1,...3™ — 1}.
Por lo tanto, Ay N(z — &,z +2) # @ y A es denso en I, con lo que termina la prueba del teorema.
0

Corolario 2.12. Ses un continue Y C I x I tal que int(Y) = 0, entonces para cada n € N,
eristen dos conjuntos:

An = {‘1(”:3) GI |J € {011!"13"}} ¥
Yo ={bnk)el|ke{01,.,3"}}

tales que

1) cumplen las condiciones (i) y (%) .

2) A =UX A, y E=UR,L, cumplen la condicidn (i),

3) Pare cada n € N, {a{n,j),an.j+ 1)) x (b{n. k). b{n. k+1)) C (I xI})\Y, siempre que
ik €40,1,.,3""} tales que j. k = 1{mod3).




Capitulo 2. Universalidad de la Curva de Sierpinski 31

Demostracion.
Basta probar que los conjuntos A y £ construidos en el Teorema 2.9 cumplen la condicién (iit),
pero esto es consecuencia directa del Teorema 2.11. £

Teorema 2.13 (de la universalidad). La Curva de Sierpiriski 5 es universal entre los continuos
con interior vacio del plano. En ofros términos: si un continuo Y C R® es tal que int(Y) = @,
entonces eriste una funcion f:Y — 5 tel que f:Y — f(Y) es un homeomorfismo. Es decir, ¥
puede ser encajado en S. De esta manera se establece la universelidad de la Curva de Sierpiriski.

Demostracién.

Sea Y un continuo contenido en R? tal que int(Y) = 0. Como Y es acotado podemos hallar
a,b € K tales que Y C [a,b} x [a,b]. Sea g : [a,b] = [0,1] un homeomorfismo y sea Y = (g x g} (Y).

Gracias al homeomorfismo g x g, tenemos que ¥ es un subcontinuo del cuadrado unitario con
interior vacio, por tanto estamos en condiciones de aplicar el Corolario 2.12 a ¥, es decir, existen
dos conjuntos

A={a{n,j)el|je{0,1,.,3"}yneN}y
T={b{n,k)el|ke{0,1,.,3"} yneN}

tales que satisfacen las condiciones (i), (ii) y {iil) y, ademads, cumplen la siguiente condicidn:
{a{n, 7},a(n,j + 1)) x (b{n,k),b(n, k + 1)) C (I x N\Y,

para cada j,k € {0,1,..,3" 1} tales que j,k =1 (mod 3}.

Recordemos que para dos conjuntos A y & como los anteriores habiamos definido:
K, = Ui{a{n, i), a{n.i+1)) x (b{n, k},bin, k + 1)} i i,k = 1(méd 3),a{n, 7} € A, y b(n. k) € I}.

Del anterior_inciso (3} podemos ver que K, C (I x I} \ Y, para cada n € N, de donde U,
K,c(IxD\Y yentonces ¥ C (I x I) \ U2, K,.

Ahora, aplicando el Teorema 2.5 a A y T, tenemos que la curva inducida S (A, Z) por Ay I, es
decir §{A,B) = (I x I) \ U2, Ky, es homeomorfa a la Curva de Sierpifiski 5. Sea h: §{A,Z) = S
un homeomorfismo.

Nosotros finalmente queremos un homeomorfismo entre ¥ y un subcontinuo de 5. Afirmamos
que f = he(g x g) |y es el homeomorfismo que buscameos.

Por ser compesicién de homeomorfismos en su imagen, f es un homeomorfismo en su imagen.

Ademds f(Y) = ho(gxg)(Y)=h(Y) C S, por lo que f estd bien definida y, por tanto, ¥
puede ser encajado en S.

De esta manera concluimos con la prueba de la universalidad de la Curva de Sierpinski. O
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Capitulo 3

Identificaciones

En este capitulo introduciremos los espacios C x I/ (™ f). que resultan de identificar el espacio C x I
utilizando un homeomorfismo f : ¢' = €. Veremos algunas de sus propiedades y construiremos un
modelo en R3.

Como en todo este trabajo, C denota al conjunto de Cantor e I al intervalo [0, 1].

Empezaremos dando algunas definiciones.

Definieién 3.1. Sean X un espacio topoldgico y Y un conjunto erbitrario. Sea p: X = Y
ung funcidn suprayectiva. Definimos le topologia de identificacion en Y determinade por p
dada por T{p) = {U C Y | p7} (U} es abierto en X}.

Definicion 3.2, Sean X y Y espacios topoldgicos y p : X — Y una funcidn continua y
suprayectiva. Decimos que p es una identificacidn si la topologia de ¥ es ezactamente 7 (p).

Sea f : C = C un homeomorfismo.
Consideremos la siguiente relacién en el subespacio C % I de R? :
A un punto de la forma (z,1) € C x I lo relacionamos con el punto (f(z),0) en C x I. Al resto de
los puntos de € x I no los relacionamos con ningin otro punto del espacio.

Sea C x I/ (™ f) el espacio cociente inducido por dicha relacién y sea

P:CxI-CxI/(f)

la funcién cociente natural. Claramente P es una funcidn suprayectiva, asi que podemos darle al
espacio C' x I/ (™ f) la topologia de identificacién.
A continuacidn veremos algunas caracteristicas del comportamiento de F.

Observacién 3.3 Les fibras de P constan de uno o dos puntos, es decir, cada P~1(z) es
de la forma {(z,1},(f(z},0)} para alguna =z € C, o bien es de lo forma {{z.y)} paro algin
(z,y) € € x (0.1).
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Antes de continuar con las caracteristicas de P introducimos algunos conceptos, los cuales
estaran muy relacionados con los espacios € x I/ (™ f) y el comportamiento de P.

Definicion 3.4 Sean X un espacio topoldgico y G = {A;:j € J} una particion del mismeo.
Decimos gue la particion G es semicontinua superiormente en A; € G si se cumple lo siguiente:

Para cada abierto U de X, con A; C U, exziste un abierto V de X tal que A; CV C U y para
cada elemento A, de G que infersecie a V| se tiene que A C UL

Definicién 3.5 Sean X un espacio topoldgico y G = {A;: j € J} una particién del misma.
Decimos que la particidn G es semicontinua superiormente si G es semicontinua superiormente
en A; para toda A; € G.

Para familiarizarnos con este concepto veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.6
Sea X el subespacio de B? que se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1:

m

07‘

y sea II, : X — [0,1] la proyeccién usual sobre el eje X.
Sea G = {II;! () |t € [0,1]}, entonces claramente G constituye una particién de X.

Para ver que G es semicontinua superiormente, tomamos A, = II7! (¢;) un elemento de G y un
abierto U que lo contenga. Tomamos también ¢ > 0 de manera que U{B (z,e}:z € Ay} C U, ¥
definimos V = U {B(z,£) : T € Ay} (véase figura 3.2).
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Figura 3.2:

< T
-
»T
—

Claramente Ay, C V. Ademds, si A; € G es tal que 4, NV # @, entonces es ficil ver que
A; CV C U. Por tanto G es semicontinua supertormente.

Ejemplo 3.7
Sea X el subespacio de I xI que se muestraenlafigurad.3ysea G = {({z} x I} NX | z € (0, 1j}U

{{0.y)} {y €1}

Claramente § constituye una particién de X.
SealU=8 ((0,0),%) NnX.
Por construccion, los dnicos elementos de G que estdn contenidos en U son los de la forma
{0,9)} |0y < % , pero cualquier abierto V' de X que contenga a (0,0} necesariamente inter-
secta a elementos de & de la forma {({z} x N NX |z € {0,1]}.

Por tanto V no puede satisfacer las condiciones pedidas en la Definicién 3.4 y, en consecuencia, §
no es semicontinua superiormente.

A continuacién daremos una particién semicontinua superiormente de C x I, que nos ayudard
a ver algunas de las propiedades del espacio C x I/ (™ f).
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Figura 3.3:
(©.1) (LD
DI
4 U
(0.0) (3.0 (1,0)

Lema 3.8 5i P: CxI — CxI/(™f) es como la definimos enteriormente, entonces la particidn
G={P ' (2)|ze Cx I/ (f)} de C x I es semicontinua superiormente.

Demostracidn.

Sea A,, = P~ (z) € G, entonces por la Observacién 3.3, 4., = {(z, 1}, {f (z),0)} para algin
z € C, o bien A,, = {{z,y)} para algin {z,y) € C x (0,1).
Para ver que G es semicontinua superiormente en A, analizaremos dos casos.

Caso 1)
Supongamos que Az, = {(zo,¥0)} para algin {z¢,¥0) € C x (0,1), y que U es un abierto de
C x I tal que A, C UL
Sea V =[C % (0,1)]NU, entonces V es abiertoen C x Iy A,y C V.
Sea A, €Gtalque A, NV #£Bysea(z,9) € ANV C AN (C x (0,1)).
En particular y € (0,1) y por tanto A, = {(z,y)} CV CU.
En consecuencia G es semicontinua superiormente en Ag,.

Caso 2)

Supongamos ahora que A, = {(zo, 1}, (f (z0},0)} para algun xp € C, y que U es un abierto de
C x I tal que 4., C U.
Sea F: Cx {1} = Cx{0} dadapor: F(c,1) =(f(c),0). Como f es un homeomorfismo, claramente
F también es un homeomorfismo.

Congideremos los conjuntos

Wo=UN(Cx{0})y W, =F1(Wo)nU cCx {1}
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Es facil ver que estos conjuntos satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Wy 0 # Wo, ya que (f (z0),0) € Wo y (z0,1) € W,
(i) F(W))cWoC U

{iii) Wy es abierto en C x {0}, asi que W) es abierto en C x {1}.
(iv) Wy U F (W) es abierto en C x {0,1}.

(%1}
v
%,0) (f%).0)
Azy = {(%.1), ((%).0)}

= %

. = Fl (%)

= [/VI

Figura 3.4:

Por la condicién (iv) podemos tomar un subconjunto abierto W de € x I tal que
WnN(Cx{l}) =Wy Wn(C x {0}) = F(W).

Sea VV = W NU. Veremos que V es un abierto que nos sirve para comprobar la semicontinuidad
superior de G en A;,.

Empezaremos por ver que A,, C V. Por hiptesis tenemos que A, C U, asi que basta probar

que 4., CW.
Claramente (f (zq),0) € Wy, de modo que (2q,1) € W) C W. De aqui que

(f(z0).0) € F(W1) CW.

Por tanto A,, C W y, en consecuencia A,, C V.
Ahora, sea A, € G tal que A, NV # 0.
Si A, consta de un solo punto entonces claramente A, CV C U.
Si A, es de la forma {(z,1},(f(z),0)}, entonces (z,1) € V 6 (f (z),0) € V. Supongamos que
(z,1) € V, para ver que (f (z),0) € V (el caso en qgue {f (z),0} € V se trata de manera andloga).

En este caso

(,1) e WN(C x {1}) = Wy.
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De aqui que
{(f{z),0) e F(W)) C W.
Por el inciso (ii) tenemos que F (W) C U, asi que
(F(x),00eWnU=V.

Por tanto A, = {(z,1),(f{(z),0)} C V, con lo que podemos concluir que & es semicontinua
superiormente en A, ¥ terminamos asi la prueba del lema. O

A continuacién veremos ciertos teoremas que nos ayudardn a ver algunas propiedades de los
espacios C x I/ (~f). La demostracién de los tres siguientes teoremas es complicada y requiere el
uso de herramientas que no desarrollaremos aqui. El lector puede encontrar la prueba del Tecrema
3.9 en [HY), la del Teorema 3.10 en [Na] y la del Teorema 3.1 en [Mu}.

Teorema 3.9 Sean X un espacio de HousdorfJ, compacto, y p: X — Y una identificacion. §i
la particion G = {p} (y) |y € Y} de X es semicontinua superiormente entonces Y es un espacio
de Hausdorff.

Teorema 3.10 Si X es un espacio compacto y métrico, Y es de Housdorffy g: X — Y es una
funcidn continua y sobre, entonces Y tiene una base numerable.

Teorema 3.11 Si X es un espacio regular, de Hausdorff y tiene una base numerable entonces
X es metrizable.

Los teoremas anteriores nos serviran para determinar ciertas propiedades de los espacios C x
I/ (™ f), y esto es lo que veremos en el siguiente

Teorema 3.12 Sez f : C = C un homeomorfismo, entonces CxIf (™ f} es un espacio compacto
y métrico.

Demostracién.

Por la construccién de la topologia para C x I/ (™~ f) se tiene que P es continua. Ademds, como
€ x I es un espacio compacto, entonces P {C x I) = C x I/ (™ f) también es compacto.

Por oiro lado, en el Lema 3.8 vimos que la particidén

G={P ) zeCxI/{~f)}

de C x I es semicontinua superiormente.

De acuerdo al Teorema 3.9 tenemos que € % I/ {™ f) es un espacio de Hausdorff, y por el Teorema
3.10, C x I/ (™ f) tiene una base numerable.
Finalmente, gracias al Teorema 3.11, C x I/ (™ f) es metrizable, con lo que concluimos la prueba
del Teorema. [O
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Hasta ahora séle hemos visto algunas propiedades muy generales de los espacios C x I/ (™ f).

A fin de que podamos visualizarlos mejor, presentaremos una manera de verlos como subespacios
de B® cuando f es tal que f (c) # ¢ para cada c € C.

En otras palabras, construiremos un espacio Wy C R? y un homeomorfismo h: C' x I/ (~f) =
Wi,
Para ello empezaremos suponiendo gue el homeomorfismo f : C — C es tal que f (¢} # ¢ para cada
ceC.

Construccidén de Wy.

+
Para cada ¢ € C tomamos el semicirculo S, centrado en el punto (C g(C) ,0, O) , que pasa por

los puntos {(¢,0,0) y (f(c),0,0) y que estd contenido en el semiplano XZ* = {(z,0,2} | z > 0}.
Como ¢ # f (¢}, S, es no degenerado (véase figura 3.5).

Figura 3.5:
Se
y/
Y
| |~
¢ x e
Observemos que el radio de S, es #ﬂ > 0. Entonces para cada ¢ € C, podemos parame-

trizar S; de la siguiente manera:

Se = {-IE—-—Q'ﬁ-(-C-)i(cosﬂ,O, sen 8) + (‘3*;(6)10,0) |0<6 Sﬂ'}
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_fle—f@)| e+
_{ 2 (|c-f(c)|+°059,0, Sen9)|059£n},

Ahora, para cada ¢ € C, denctamos
F.={(z,y,2) e R | y = cz}.
Es ficil ver que P, es un plano que contiene al eje X. Definimos la proyeccién I, : S, — P, dada

porll. {z,0,z) = (z,c2,2).
Claramente I, (x,0,z) € P. para cada (z,0,z) € B® (véase la figura 3.7).

Figura 3.6:

Lo que buscamos ahora es parametrizar K. {S:). Asi pues, de acuerdo a la expresién de 5.
obtenemos:

T (Se) = {ic-;‘(c)l (lZJ—rﬁgl +cosf, ¢ sen 6, sen 9) l0<8< fr}.

Finalmente definimos el espacio Wy ={ H{II.(S;) | c € C}.
Lo que nos interesa ahora es ver que Wy es homeomorfo a ¢ x I/ (™ f). Para ello introducimos
antes el siguiente:
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Figura 3.7:

1 Ty(Sq)
2 T(S;)
3 Hg(S%)
4 TMy(S5s)
9 ]
5 Iy(5)

Teorema 3.13 Si g: C x I — Wy estd dada por

glet) = (c+2f(c) + C_é{(c) costw,l—c—:g—(c)-lc sen tﬂ',lc—-zf—gEn sen tﬂ’) .

entonces g es una funcidn continua y sobre.

Demostracidn.
Haremos la prueba en tres pasos.

Paso 1.
Veremos que ¢ estd bien definida.
Sea (¢, ) € € x I. Analizaremos dos casos.

(i) Si ¢ > f(c} entonces claramente
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glct)= c+§(c) + |c—éf(c)| cosim,

=w—wa(c+f@
2 \le— (9]

Je— f e}l e — f ()]
Tc sen im, s sen tﬂ')

+ costm, ¢ sen tm, sen tvr) € M (S.) C Wy

(ii) Si ¢ < f{c) tenemos que

et fle}  e—fle)

glct)= ( + o cos tr, sen tx

le— f{ell fe - 1 (o)
2 2 2

ctile) _le—flel . le=fo) LT

> 2 costm, 3 ¢ sen tm, sen trr) =

et flg)  le=flo) e — £ {e)] k (N
2 2 2

C sen im,

cos (w — ¢m}, ¢sen (r—tm), ——=—

:k—f®H(6+fM
7 \le- /()

sen (7 — tw})

+cos(m —tn),csen (x —ix), sen (Tc—tﬂ'))

€ T (S,) C W

En cualquier caso g (c,t) € Wy, por tanto g estd bien definida.

Paso 2.
Claramente g es continua, ya que lo es en cada una de sus coordenadas.

Paso 3.
Veremos que g ¢s sobre.
Tomemos (z,y,z) € Wy. Queremos poder escribir (z,y,z) = ¢ (¢, t) para algin (¢, € C x L
Como (z,y,z) € Wy, entonces (z,y, z) € Il (S;) para alguna ¢ € C. Ahora bien, de acuerdo a
la parametrizacién de I (5.), tenemos que

=1 [ e 7l
(@.2) = = (u*ﬂm

+cosf,c sen 8, sen 6)

para alguna 6 € [0, 7].
Analicemos dos casos.

8
(i) Si ¢ > f{c), entonces definimos ¢ = p tenemos

Mc sen ¢m, I—cﬂ sen tmw

glety = (c-&-:{(c) + c—;‘(c) cos ¢,

e+ 1) Je=f@l, 0, te= S () 1) S (G @'%n )

2 2 T T
=k—f®ﬂ(c+f@)
2 le— f{c)l

+ cosf,.c sen #, sen 8) =(z.y,2).
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(11) Si ¢ < f (¢), consideremos ¢ = (1 - g) Entonces:

oo - c+2f(c)+c—g(c)com|c—f(c)|csem,%(c_)lsem) -
_fetfle _le=f (C)| |C-J'('3)|CSEn o e = f e}l sen tr
2 2 ’ 2
c+ fle) | le=flo)l i'—f()! fe = f{c)l 6
( 2C+C 5 €O d ¢ ( ;)TI',—E2—CSBI] (I_E)Tf)
|c—f(c)i (Iz:’:;gcgl +cos gn',c sen gar, sen ;n‘)
= |c--;'(6)| (|Z-—’-§8[ + cos#,c sen , sen 9) = (z,¥,2).

En cualquier caso obtenemos que (z,y,2) € g (€ x I).
Por tanto g es sobre y terminamos asi la prueba del Teorema. [

Recordemos que lo que buscando es un homeomorfismo entre Wy y C x I/ (™ f). El siguiente
Teorema nos serd muy util para hallar dicho homeomorfismo.

Teorema 3.14 (de la Transgresién). Sean X,Z y Wy espacios topolégicos. Sean g: X — Z
una funcién continua y p : X — Wy una identificacidn, 5i g es consiante en cade fibra de p,
entonces existe una funcidn continug h : Wy = Z, dade por h = g o p~ !, tal gue el siguiente

diggrama conmuta:

g

X = Z
g ¥+
Wy

{.a prueba de este Teorema puede encontrarse en [Du].

La idea es utilizar el Teorema de la Transgresién para haliar el homeomorfismo k : Wy —
C x I/ (™ f) que estamos buscando. Para esto empezaremos por ver que g es constante en cada
fibra de P, donde g es como en el Teorema 3.13, y P: C x I = C x I/ (™ f) es la funcién cociente
natural que hemos venido manejando.
Esto lo veremos en el siguiente

Teorema 3.15 Si g : CxI — Wy estd dade como en el Teorema 3.13 y P:CxI=CxI/(™f)
es la funcién cociente usual, entonces las fibras de g coinciden con las de P.
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Demostracién.
Empezaremos por analizar las fibras de g.
Recordemos que P: = {(z,y,2z) € R® | y = ¢z}, de donde es facil ver que si ¢ # @ € C, entonces
P.NP, Ceje X.
Supongamos que (c,t), (a,5) € C x I son tales que g {c,?) = g (e, s).
Analizaremos dos casos.

Caso L

Supongamos que ¢ # a.

Como g{a,s) € P,, entonces g (c,t) € P, N F;, de aqui que g(c,t) € eje X. En particular su
tercera coordenada es igual a cero, de donde

le—flell

— sen tw = 0.

Por hipéiesis tenemos que ¢ — f (¢) # 0 para cada ¢ € C, asi que sen tm = 0. De aqui podemos
concluir que t € {0,1}.

Supongamos sin pérdida de generalidad que t = 1.
Aplicando e} mismo razonamiento para g {a, s), obtenemos que s € {0,1}.
Ahora bien, como g (¢, £) = g (a, s), en particular tenemos que coinciden en la primera coordenada,
es decir,

costm

c+fle) c—f(C) _ctitd e fld
2

? +f( ) . 2 f( )
a a [
= 5 5 CoS ST

Veremos dos subcasos.

(i} s = 1.
Aqui se tiene que

_eHfl) -1l _atfle) e=fla)
R e e S P C)

Como f es un homeomorfismo conciuimos que ¢ = a, lo cual es una contradiccion.

(i) s = 0.
De acuerdo a esto tenemos

fg=ttf 1@ _eti@ ecf@)_,

En consecuencia, en este caso obtenemos que

(e.t) =(c,1) ¥ (a.8) = (f (), 0).
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Por tanto P(a,s) = P{c,t).

Caso 2.
Supongamos que ¢ = @.
Como g (¢,t) = g (g, s), en particular coinciden en la primera coordenada, es decir,

c+ile) , e=1 (0 s+f(0)  a=f(a)

2 costn = > ) €08 87 =
c+2f(c) + c—:_!f(c) COS §T.

De aqui que costr = cossm, pero como la funcién cosenc es biyectiva en el intervalo [0, 7]
obtenemos que t = s.
Asi pues en este caso también tenemos que P (a,5) = P(c. ).

Por tanto hemas visto que si g(a,s) = g{c,t), entonces P {a,s) = P(c,t). Ahora veamos la
implicacion inversa.

Supongamos que P {a,s) = P (c,2). Si{a,s) = {c{) no hay nada que hacer, entonces supondre-
mos que son diferentes.

Por la forma en que definimos P, podemos suponer que {a, s) = (e,1) y que (¢, ) = {f (a),0).
Entonces

gl =gl = (LD 4 22T ) 0.0) = (s (a).,00
— (f(a)'i'g(f(a)) +f(a)-;’(f(a]),0’0) =g(f(a),0)=g(c,t).

Con esto concluimos que si P (a,s) = P (¢, t) entonces g{a,s) = g (c,t).

De esta manera obtenemos que las fibras de P coinciden con las de g y terminamos la prueba
del lema. O

Finalmente, en el siguiente Teorema veremos que el espacio Wy es de la forma que buscamos.

Teorema 3.16 El espacio Wy es homeomorfo a C x I/(™f).

Demostracidn.

Sean g: ¢ x 1 — Wy como en ¢l Teorema 313y P: Cx 1 = C x I/ (™ f) la funcién cociente
usual.

Por un lado, en el Teorema 3.13 vimos que g es continua y, por definicién, P es una identificacién.

Por otro lado, en el Teorema anterior vimos que las fibras de g coinciden con las de P y,
en particular, g es constante en cada fibra de P. Asi pues, estamos en condiciones de aplicar el
Teorema de la Transgresion, de modo que existe una funcion continua b : ¢ x I/ (~f) = W;, dada
por k= go P! tal que el diagrama
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g
Cx1I — Wf

Pl e
CxI/(™f)

conmuta, es decir, h o P = g. Veremos en tres pasos que h es un homeomorfismo.

Paso 1.
En el Tecrema 3.13 vimos que g es sobre, por tanto s también lo es.

Paso 2.
h es inyectiva.
Sean r,q € C x I/ (~f) con r # q. Veremos que h(r} # h{g).
Claramente las fibras P~* (r) y P! (¢) de P son distintas.
En el Teorema 3.15 vimos que las fibras de P coinciden con las de g, de donde obtenemos que
hir)=g (P' () #9(P ' (a) =hl(a)

Por tanto k es inyectiva.

Paso 3.

Por un lado, gracias al paso 1 y al paso 2 tenemos que A es biyectiva. Por otro lado, el Teorema
de la Transgresién nos garantiza que h es continua.

Finalmente, en el Teorema 3.12 vimos que C x I/ (™ f) es un espacio compacto, asi que h es una
funcién cerrada (ya que Wy es de hausdorff), y por tanto & es un homeomorfismo.

Terminamos asi la prueba del Teorema para concluir que Wy es un espacio de la forma C x

nef o
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Capitulo 4

Sobre los solenoides

En este capitulo introduciremos los continuos Hamados solenoides y discutiremos algunas de sus
propiedades. En particular veremos que dichos continuos son de la forma C = I/ (™ f) para algin
homeomorfismo f : C — €. Para ello empezaremos con algunas definiciones y notaciones.

Definicién 4.1 Si tenemos una sucesién de espacios topoldgicos {Xi}ie, v pors cade k € N
o]
tomamos una funcidn continug f,f“ : Xg41 = Xy, decimos gque la sucesicn {Xk, ,’c“"'l}k o £s ung

sucesién inversa.

o0
Definicién 4.2 Sea {X;,, ff"'l}k_o una sucesion inversa.
Al espacio {(a:o, zy, Tz, ) € T2 Xy | ff“ (Zr+i) = xk} lo llamamos el limite tnverso de

oo
la sucesion {Xk, f’“}k oY lo denotaremos Lim, {Xk, f“}.

Definicién 4.3 Dada una sucesién de nimeros naturales N = {ny}ie, C N\ {1} definimos
el solenoide asociado a N como el limite inverso lim, {Xk, f,f'“} , donde cada X representa

al cfrculo unitario S -a quien consideramos como subconjunto del plano complejo- y, ademds,
fE (2) = 2™ (z elevado a la potencia ny) pera toda k € N.

En otras palabras,

§= {s = (20, 21, 22, ) € S8 | {2,)™ =z para toda k € N}.

Cuando nos sea conveniente denotaremos a los elementos de $! en su forma polar; de esta
manera, un elemento tipico en §' es de la forma e?™? con @ € R Para abreviar, simplemente
escribiremos e () = g2,

Podemos extender esta notacion de la siguiente manera: dada una sucesidn de nimeros reales
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§= (605 91: 92: ) € wa
denotaremos

e(B) = (e(fo), e(8), e(6), ..} € XS

A continuacién veremos algunas de las propiedades generales de los solenoides.

Definicién 4.4 Decimos que un espacio topoldgico X es un grupo topolégico, si X tiene
estructura de grupo con respecio a alguna operacién * : X x X — X y se satisfacen ademds las
stguienies condiciones:

{i) la operacidn * es continua y
(ii) la funcion p: X — X dada por p(z) = z7! es continua.

Notacién 4.5 Dada una sucesidn de ndmeros naturales N = {ny}po; C N\ {1}, al solenoide
asociado a N:
§={z = (2, 21, 22, ...) €IS | (2,)™ = 2., para toda k € N},

le damos estructura de grupo topolégico multiplicando coordenada a coordenada. Es decir, defi-
nimos - : § x § — § dado por

- (Z, @) = (zowp, 21w1, 22W0, ...},

donde 7 = {20, 21, 22, -}, @ = (wp, wn, Wz, ...) ¥ Zpwy denota el producto de los numeros
complejos z, y we para cada k.

De aqui en adelante escribiremos Z - W en lugar de - (2, ).
A continuacién mostraremos que S es un grupo topoldgico con este producto.
Lema 4.6 Sean {n;}ye, C N\ {1} una sucesién y

§={z= 1z, 21, 22, -..) € OFZpS" | (2,)"™ = 2| para toda k € N}.

Entonces § tiene estructura de grupo topolégico con el producto -.
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Demostracidn.
Haremos la prueba en 3 pasos.

Paso 1.
El producto - esta bien definido.

Dados Z, @ € S queremos ver que - W € 5.
Por definicién, claramente tenemos que Z - @ € I12,5".
Ahora, dada k € N, si elevamos a la potencia ng la k-ésima coordenada de 7 - W, tenemos que

(zewe)™ = (26)™ (wi)™ = zx_1wg-1-

De aqui podemos concluir que Z- W € S y, por tanto, el producto - esta bien definido.

Paso 2.
S tiene estructura de grupo con respecto al producto -.

Claramente el producto - es asociativo.
Ahora, dada 7 € § es ficil ver que:

()siT=(,1,1,..), entonces -1 = %
(ii) Dada z = (2g. 21, 22, ...) , definimos ('z')_ ((zo) , (z) 7, (227, ) ,

y entonces claramente tenemos que z - @ '=1

Por tanto S tiene estructura de grupo con respecto al producto -.

Paso 3.

Clarameante el producto - es una funcidn continua, ya que lo es en cada una de sus entradas.
Por la misma razén, la funcién p: § = § dada por p(Z) = (2)~! también es continua.
De esta manera concluimos que S es un grupo topoldgico. O

Una (ltima observacion con respecto a la estructura de grupo topolégico de 5. Recordemos que
para multiplicar niimeros complejos en el circule unitario basta sumar sus argumentos. Asi pues,
dados dos elementos Z, T € 5, si representamos a Z y a @ en su notacién polar extendida, tendremos
quez=e(8) y w = e(a) para alpunas § y @ € B*°. Entonces

CW = (8(90) 6(91) 8(92) ' ) (E.' (Q‘o) 6(01) s e(ag), )
(e(8y +aq), e(f1 + o1}, e(f2+02), ...}
=e(f+a).

It

De acuerdo a esto, si

€ (ﬁ) = (6(0), 8(0) ? 3(0): ) = (1: 1,1, ))
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entonces e (0) - e (0) = e () y, ademis,
e(8)-e(—8) =(e(0),e(0),e(0), ..)=(1,1,1,..).

Por tanto e {(—8) = e (8) .

A continuacién introducimos una notacién y una funcién que utilizaremos frecuentemente.

Notacion 4.7
De ahora en adelante trabajaremos con una sucesién {‘r’t_,-}‘;c:l C N\ {1} fija y denotaremos

- 1 1 1
€=(a_:—1 a"-)EROC-
. Nz Thngns
También utilizaremos la funcién G : § — § dada por G (s) = 5 - e {£).

Nétese que si tomamos la k-ésima coordenada de e @ v la elevamos a la potencia 7 obtenemos

que
1 i n 1
[(__)] cef " Yoo —2 )
U Neng... Nk ninang...Ng n1feng...Np_1

Por tanto podemos concluir que e (E) =R

Ademds, en el lema anterior vimos que S es un grupo topolégico, asi que el producto de dos
elementos de § también estd en S y en consecuencia G esta bien definida.

Lema 4.8 Sea R = {e(f) € 5|6y =0} = {Z€ 5|z =1} C 5. Entonces la funcién Gig :
R — R es un homeomorfismo.

Demostracién.
Haremos la prueba en cuatro pasos.

(a) Gir : R —+ R estéd bien definida.

Sea ¢ (f) € R, entonces & =0y G(e(f)) = e (8) - e (€). De aqui que la primera entrada de
G e (8)) es e(0)e{l) =e(1) = e2™ = ¢ (0). Por tanto G (e (6)) € R y G|g est4 bien definida.

{b) G|r es continua.
Claramente G|z es la composicién del encaje R ~ £ x {e (£) }, dado por z — (z,e (£)), seguido de
la restriccién del producto - iRX{c(?)}: R x {e(€)} —+ R, el cual vimos que es continuo en el Lema

4.6. Por tanto G|g es continua.
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(¢} G|r es biyectiva.
Seal":S—{Sdadaporf(s):s-e(-f)

Como s, e {£) € S se sigue que 5- ¢ (€)' € S, ya que S es un grupo topolégico. Por tanto T
estd bien definida y podemos considerar la restriccion I'lg : R =+ R.

-1

Realizando un argumento similar at del inciso (a) es facil ver que I'|z estd bien definida. Ademis,
para cada r € R:

TlgoG)(r)=Tlr(r-e(@)) =r-e(®) e '=nry
(GoTR) (=G (re@®)=r-e@® -e@)=r

De modo que T'jz es la inversa de G| y, en consecuencia, ésta es biyectiva.

(d) Usando un arganmento similar al del inciso (b} obtenemos que I'|g es continua.

Finalmente, de acuerdo a los incisos (2}, (b}, (¢} y (d) concluimos que G[g es un homeomoerfismo.
0

Antes de continuar con las caracteristicas de los solenoides veremos una proposicién, que nos
ser4 iitil en la prueba de los siguientes resultados.

Proposicién 4.9 Sea N = {ny, ng, n3, ..} CN\{1} ysea 75z = {0, 1, 2, ..., ny — 1} pore cads
k € N. Al espacio 7ig, lo consideramos con la topologia discreta.

5i C' =TT X i3 X 7ig X ..., entonces C' es un espacto métrico, compacto, totalmente disconezo
y sin puntos aislados.

Demostracion.
Usaremos la siguiente notacién: un elemento (1, k2, k3, ...) € C' serd representado como k.

Haremos la prueba en cuatro partes.

(a) €' es un espacio métrico.
Como 7y es un espacio discreto, Ty es métrico para cada k € M. De aqui que C' es un espacio
métrico, ya que es el producto numerable de espacios métricos (ver [(Dul).

{b} C’ es compacto.
Claramente 7 es compacto para cada k € N. Gracias al Teorema de Tychonoff {{Du]) obtenemos
que entonces C' también es compacto.

{c) C' es totalmente disconexo.
Sean 7,k € C’ con 7 # k. Veremos que k¥ y 7 no pueden estar en la misma componente de C’.
Como 7 # k tenemos que j; 7 k; para alguna i € N.

Como 7; es un espacio discreto, es ficil ver que los conjuntos
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e X X {fi} XTI % . ¥
e x oy X (T {Fi}) X gL %X .

satisfacen lo siguiente:

(i) U y V son subconjuntos abiertos ajenos de C',
({jelU,keVy
(i) vuv=0C'

Por tanto U y V desconectan a C' de manera que k y 7 no pueden estar en la misma componente
de C'.
. En consecuencia C’ es totalmente disconexo.

(d) €’ no tiene puntos aislados.

Sea k € C' y sea U un abierto de C’ tal que k € U. Veremos que podemos hallar j € C” tal que
FeUN{k}.

Por la forma en que se define la topologia producto, podemos suponer que U es de la forma
Uy x Up x ...U; X "3 % Fiigz..., donde Uy, es abierto en 7im; para cadam € {1, 2, ..., 1}

Como 7377 tiene al menos dos elementos, podemos tomar jiy1 € Thz1 \ {kin )}

Ahora definimos j = (1, k2, ., ki, Jir1, Kit2: Kits, ).
Claramente j € U \ {k}, asi que podemos concluir que C’ no tiene puntos aislados. O

Observacién 4.10 Es un resultado conocido de topologic que si un espacio X es métrico,
compacto, totalmente disconezo y sin puntos aislades, entonces X es homeomorfo al conjunto de
Cantor {ver [HY]). Asi pues, de acuerdo o la proposicion anterior, C' es un conjunto de Cantor,
de modo que de ahora en adelente escribiremos simplemente C =7 Xfig XAz X ...

El objetivo principal de este capitulo es ver a cualquier solenoide § como un espacio de la forma.
C x I/ (~f) (que definimos en el capitulo anterior) para algin homeomorfismo f: C — C.

Para ello empezaremos por dar un homeomorfismo h entre el conjunto de Cantor C y el su-
bespacio R del solenoide. M4s adelante nos basaremos en dicho homeomorfismo para construir un
homeomorfismo H : Cx I/ (~f) = 8.

Recordemoas que habiamos definido una “rebanada” R del solenoide S como

R={e(@)eSip=0}={Z€S|n=1}.
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Hagamos algunas observaciones.

Sea e (f) € R. Como R C S, en particular tenemos que e {#1)™ = e (fp), es decir, e(61) es una
. . 1

raiz n-ésima de e {0) = 1. De aqui que #; es de la forma ;L_kl para alguna k; € {0, 1, ..., ny — 1}.
1

Gracias a esta expresién tenemos una manera natural de establecer una biyeccidn entre el conjunto

. 1
71 ¥ las raices ny-ésimas de e (0}, a saber: k; — ;t—kl’ para cada k} € 717.
1

En general, para m € N tenemos que € (fy,)"™ = e (fm-1), asi que e (6r,) es una raiz ny,-ésima

[ k
de e(fm-1) ¥, por tanto, 8, es de la forma :—1 + 'nﬂ para alguna k, € {0, 1, ..., iy — 1}. Una
1] e
vez mds, podemos establecer de manera natural una biyeccién entre 7, ¥ las raices np,-ésimas de

e (0m-1), a saber:

1
ki — — {Bm—1 + k), para cada k, € Fi.

De acuerdo a lo anterior podemos dar un homeomorfismo natural entre el espacio R y el espacio
C = 7] X fip x fig X ...; esto es justamente lo que veremos en el siguiente
Teorema 4.11 Sea {np}re; C N\ {1} una sucesidn. Recordemos que
S={e(B) eMXS" | e(B)™ =e(Bk—1), k € N}.
Sea C =7y x i3 X A3 X ... Definimos h: C = R dada por:
bk, ko, ks, ..) = (e(80), e (81), e{62}, ..},

1 1
donde 8 =0, 6, = ;‘—»kl, y en general 8, = - (km + Bm—1) parg cada m € N, entonces h es
1

un homeomorfismo.

Demostracion.
Haremos la prueba en cinco pasos.

(a) k estd bien definida.

Sean k € C y e (8) = h (k). Veremos que e(8,)™ = {01} para cadam € N.
Asi pues, seam € N.

Por definicién tenemos que 8, = é {km + 8m—1), de donde:

e(Bn)™™ = e(fmnm) =€(bm +0m_1) =
e (ko) € (Bmt) = €(0) € (Br—1) = € {Bm_1)-
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Por tanto e (5) € S y como &y = 0, tenemos que e (@) € R.
De esta manera podemos concluir que A estd bien definida.

(b} h es inyectiva.
Sean k, 7 € C tales que k (k) = e (8) = e(@) = h (7). Probaremos por induccién que km = jm

paracadam € N

Param=1:
Como e (6;) = e (o), entonces 8 = oy + r para alguna r € Z.
a A
Por definicién de A tenemos que 8; = — y o = i—l
ny 3
De aqui que
k
L= IR + 7
ny  n
y por tanto
kl = jl + nyr.

Ahora bien, como kj, j1 € T, se tiene que r = 0 y en consecuencia k; = j;. En particular
obtenemos también que 8 = a;.

Supongamos ahora que km—1 = jm—1 ¥ fn-1 = tm—1. Veremos que ky, = jm.
Sabemos que

1 1
b = == (b + 6m—1) Y @m = — (Jm + 0m_1)-
i Ny
Como € (0y) = e (em), entonces 8, = oy, + r para alguna r € Z. De aqui que
1 1 ,.
Op = — (ki + 0n1) = — {(jm + om-1) + 1,
i o

y por tanto ky + fn—1 = im + Omo31 + 7M.
De esta expresion concluimos que km = Jm + im, Ya que fp_1 = am-1.
Ahora bien, como Am,jm € Tom, Se tiene que 7 = 0 y en consecuencia kp = fm, ¥ también

Om =am. _
Por tanto & = j y podemos congluir que h es inyectiva.

(¢) h es sobre.
Seae(f) € R. B
Queremos hallar & € C tal que h (k) = e {6).

Para cada m € N, tomamos G, € [0,1) tal que e(Bn) = € {(8n).
Como (6o}, e(61), e(62), ...) € R, en particular tenemos que
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e(B)" =e(6:)™ =e(fy) =e(0) =1,

por tanto e (n;5;) = 1. De aqui que n18 es un nimero entero.
Como 5 € [0,1} deducimos que 0 < m8; < n; — 1, y entonces claramente n 5 € 71, asi que
podemos definir k) = ny 5.

Andlogamente, para m € N tenemos que
e(Bm)™ = e(fm)"™ = e(0m-1) = & (Bm—1):

es decir, e (nmBm) = € (Bm-1). Por tanto 1y,0;m = fn_1 + r para alguna r € Z.
De modo que 7imfGm — Bm-1 €5 un nimero entero, ¥ como Bm_1, Sm € [0,1} se tiene que nyfn —
an—] < iy — L

Ademas, si suponemos que

mfBm ~ Pn-1 £ 0
obtenemos que fimBm < Bm—1, pero como 0 < nyfm ¥ Bm-1 < 1 deducimos que
0<nmbfn <1
Ahora bien, dade que € (nmfm) = €{(Bm-1) ¥ 0 < Bm—1 < 1 y la funcién exponencial es inyectiva
en el intervalo [0, 1) concluimos que 1y, Bm = Bm—1 ¥ €n consecuencia Ny fm — Bm-1 = 0.

Por tanto 0 < fpmfBm — Bm-1 < #nm — 1. Entonces podemos definir & = nmfBm — Bm-1 ¥

obtenemos que km € Ty, _
Asf pues, definimos & = (k1, k2, k3, -..). De acuerdo a esta construccion, obtenemos que k € C.

Sea e (@) = h (k). donde cada oy, la elegimos en [0,1).
Probaremos por induccién que e (am} = € (8) para cadam € N.

Por definicidén de f tenemos que ag =0=6p y

e(al)—e(ﬁi) e (22) = (o) = et

Supongamos ahora que € (fm—1) = € {am—1) , veremos que € (fm) = € (am).

Sabemos que am = — {km + am-1), ¥ como by = npfiy — Br—1, obtenemos que
™

e(am)“e(——("mﬁm Brm-1+ am- 1J)
—o(E)(F2) ()
e (2] (%)

€(Bm) = €(0m) -
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De esta manera terminamos la induccidn para concluir que e (@) = e (5), ya que coinciden en
cada una de sus entradas.

Por tanto £ (k) =e(§) v h es sobre,
(d) h es continua.

SeankeCye>0.

1 € 1
Sea M € N tal que M1 < 3 Es decir, 3. o 7 < %
1 -
Sea.n6=2—M- y7€Ctal que [k -7 <4
Veremos que entonces th () — b (F)] <.
Por un lado tenemos que
1 — |&m = Tml|
g7 =8> -7 = X0 =5

Por otro lado tenemaos que kp,, rrm € NU {0}, asi que |kn —rm| € {0,1,2,...} paracadam e N,
Si suponemos que |km, — Tmg| = 1 para alguna mg € {1, 2, ..., M}, entonces

km — Tl M Ik lkm = Tm|
Z;‘::]_ = m = = m=1 m2 +Em—M+1 om = 2
1 lkm = rml| 1 1
= 2”‘0 —+ Em—M-{»l 2m 2 gmo 2 2_M

Esto es una contradiceién, asi que |ky — 7| = 0 para cadam € {1, 2, ..., M}.
De modo que ky, = ry, paracadam € {1, 2, ..., M}.

Sean h (K) = (e(80), e (81), e (62), ) y h(F) = (e(cn), e{e), ear) , ..). Veremos que by, =
amn para cada m € {0, 1, 2, ..., M}, y lo haremos por induccidn.

Para m = 0 tenemos que &y = 0 = ag, de acuerdo a la definicién de h.
Supongamos que fp—1 = am—_1, donde m < M, entonces:

1 1 1
b = = (hm + 0] = o (ki + Omo1) = —— (rm + @m-1) = 2y

m

ya que ky, = r, para cada m € {1, 2, ..., M}.

De aqui que h (F) = (e{f), e{1}, ... (Or), e{arrr1), ...} ¥, en consecuencia,

lh('—) h(l oc le (8} — ef{am)]

oy Mm_NQZm N }nq
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Concluimos asi la prueba de la continuidad de k.
{e) h es un homeomorfismo.

Como vimos anteriormente, C es un conjunto de Cantor.

De aqui que ¢l dominio de h es compacto y, como k es continua y biyectiva, podemos concluir
que h es un homeomorfismo pues R es un espacio de Hausdorff.

Por tanto C es homeomorfo a R y terminamos la prueba del Teorema. O

Ahora que tenemos un homeomorfismo h : C — R podemos considerarle como un homeomorfis-
mo k' : Cx {0} — R. Elsiguiente paso serd extenderlo a una funcién continua y sobre F : Cx [ = §,
para luego hallar un homeomorfismo H : C x I/ (™ f) = 5. A continuacién daremos la construccién
de F.

Teorema 4.12 Sea h : C — R un homeomorfismo y sea k' : C x {0} — R definide por
W (k, 0) = h{k).
Sea F:C x I — § dada por F{(k,t) = h(k) e (), donde

- ¢t t
=t —, —, L)
1 ning nneng

Entonces F es una funcién eontinua y sobre que extiende a '

Demostracién.
{a) F estd bien definida.

Sabemos que h(k) € R C § y claramente e () € S para cada k € C y t € I. Por otra parte,
en ¢l Lema 4.6 vimos que § es un grupo topoldgice con €l producto -; en particular éste es una
operacién cerrada en S y, en consecuencia, k (k) - e () € § para cada (k,t) e C x I.

De aqui concluimos que I estd bien definida.

{b) Flexioy=h'"
Sea (k,0) € C x {0}, entonces tenemos que

F(k,0)=h(k)-e(0) =h(k)-(e(0), e(0), e(0). ..} = hk) =1 (k,0)

(c) F es continua.

Siy:J — S es la funcién dada por - (t) = e (f), entonces claramente - es continua y F (k,t) =
h(k) -7 (2).

Como h es un homeomorfismo. h es continua.

Por otra parte, en el Lema 4.6 vimos que S es un grupo topolégico y, en particular, la funcién -
es continua.
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Por tanto, podemos concluir que la funcién F es continua.

(d) F es sobre.

Sea e (f) € 5.
Probaremos en dos pasos que existe {k,t) € C x I tal que F (k,t) = e (8).

Paso 1.

Veremos que existe e (@) € Ry t € I tales que e(®) - e (I) = ¢ (6).

Sabemos que oy = 0 para cada e (@) € R. De acuerdo a esto, si queremos satisfacer la ecuacién
e (o) e (£} = e (B} necesitamos e (0} e {t) = e (fy), es decir e(t) = e (fo).

Podemos suponer que 8y € [0, 1], asi que podemos proponer £y = 8y. En estecaso g € I'y

@ e (8). i) ()

Definimos ahora e (@) = e (8) - e (E)_l. Claramente ¢ (@) - e (fg) = e (6). asi que basta verificar
que e(&) € R.

Claramente e (&) € 5, ya que es el producto de dos elementos de §, y ya vimos en el Lema
4.6 que S es un grupo topolégico. Por otro lado, de acuerdo a la definicién, tenemos que e(og) =
e(fo) e {—6o) = e(0).

En consecuencia e (&) = (e (0), a1, 02, a3, ...} € A.

Paso 2.
Estamos suponiendo que b : € — R es un homeomorfismo, asi que podemos definir ko =

1~ (e(@)), donde ¢ (@) es como en el paso 1.
Finalmente calculamos

Fko.to) = h(ko)-e(fo) = ¢(@)-e (%) = e (8)-

De esta manera concluimos que F es sobre.

Terminamos asi la prueba del Teorema. [

A continuacién definiremos un homeomorfismo g : € — C y consideraremos ¢l espacio € x
I/{~g). Posteriormente veremos que éste es homeomorfo a S.
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Observacién 4.13 See h : C — R un homeomorfismo y sea g : C — C dada por
g9(z) =h"H (G (h(z))},

donde G estd definida como en 4.7
En el Lema 4.8 vimos que la funcidn G|g : R — R es un homeomorfismo, ast que g también lo
es.

En el teorema anterior dimos una funcién continua F : C'x I — S. Por otra parte, si consideramos
la funcién cociente usual P : CxI — Cx I/ {™g), tenemos por definicién que P es una identificacién.

Asi pues, casi estamos en condiciones de aplicar el Teorema 3.14 (de la Transgresién) para haliar
una funcién contima H : € x I/ (~g) — S {que resultard ser un homeomorfismo), sélo falta ver
que se respetan las fibras, y es lo que probaremos en el siguiente

Teorema 4.14 Sea h : C — R un homeomorfismo.
Si F:C xI— 8 estd dada como en el Teorema 4.12y P:C xI = C x I/ (™g) es la funcidn
cociente usual, entonces las fibras de P coinciden con las fibras de F.

Demostracién.
Empezaremos por analizar las fibras de F.

Supongamos que (k,£), (k',t") € C x I son tales que F (k,t) = F (¥',#). Denotemos
h(k) = (e{a), e{ar}, e(aa), ..) y h(K) = (e(a}). (o), e{03), ).

Como h(k), h (k') € R, podemos tomar oy = 0 = of.
Y como F(k,t) = F (k',t'), en particular son iguales en su primera coordenada, es decir,

e(t)=e(t+oy) =e(¥ +a}) =elt).

De aqui obtenemos que t = ' + r para alguna r € Z.
Consideremos dos casos:

(1) t ¢ {0, 1}.
Como ¢,t' € I, tenemos t = t/, asi que
hk)-e(f) = F(k,t) = F(K,¢) = F(K,t) = h(K) -¢ (3.
De aqui que k (k) = k (k') pero, como h es un homeomorfismo, obtenemos que k = £'. Por tanto

{k,t) = (K',t") y, en este caso, la fibra F~! (F (k,1)) consta de un solo elemento.

(ii) ¢ € {0,1}.
Si ¢ = t usamos el argumento del caso anterior para deducir que k£ = &'. Por tanto (k,t) = (K'.t').
Asi pues, podemos suponer que t # ¢
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Comot = t'+r conr € Z, sesigue que ¢’ € {0, 1}, asi que sin pérdida de generalidad supondremos
quet=1yt=0 _
Entonces e (f) =e (E), donde £ es como en la Notacién 4.7.

De acuerdo a lo anterior obtenemos que
h(k)-e(€) = F(h.t) = F (', ¥) = h(K') - ¢ (0) = A (K,
asi que A (k") = G (h(k)} v, por tanto,
K =h™H (G (R{K)} =g (k).
De aqui deducimos que, en este caso, la fibra en cuestién es de la forma
FU(F(k8) ={(k,1), (g(k),0)}.

Tomando en cuenta los dos casos considerados, podemos concluir que las fibras de F son de la
forma {(k,t)} para algtin (k.f) € C x (0,1), o bien de la forma {(k,1), (g(k),0)}, para alguna
keC.

Recordemos ahora que, de acuerdo a la Observacién 3.3, cada fibra de P es de la forma
{(z,1), (g(z),0)} para alguna r € C, o bien es de la forma {(z,y)} para algin (z.y) € C x (0,1}

De esta manera concluimos que las fibras de P coinciden con las de F' y terminamos asi la prueba
del lema. DO

Finalmente probaremos que C x I/(™g) es un solencide.

Teorema 4.15 Para cuglguier homeomorfismo h: C 5 R, 3 g: C = C (como en la Observa-
cion 4.13), se tiene que C x I/ (™g) es homeomorfo a 8.

Demostracién.

Sean F: O x I = § como en el Teorema 4.12y P: C x I = C = I/(™g) la funcidn cociente
usual.

Por un lado. en €l Teorema 4.12 vimos que F es continua, por definicién P es una identificacién.

Por otro lado, en el Teorema anterior vimos que las fibras de F' coinciden con las de P En
particular F es constante en cada fibra de P, de modo que estamos en condiciones de aplicar el
Teorema de la Transgresién. )

Asi pues, existe una funcién continua H : C x [/(“g) = 5, dada por H = F' o P, tal que el
diagrama
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conmuta, es decir, H o P = F.
Veremos en tres pasos que H es un homeomorfismo.

Paso 1.
En el Teorema 4.12 vimos que F es sobre, por tanto H también lo es.

Paso 2.

H es inyectiva.

Sean r # g € C x I/ (™g). Veremos que H (r) # H (g).

Por una parte tenemos que las fibras P~! (r) y P~1(g) de P son distintas.

Por otra parte, en el Teorema 4.14 vimos que las fibras de P coinciden con las de F, de donde
obtenemos que H (r) = F (P~ (r)}) # F (P71 (g)) = H {(g).

Por tanto H es inyectiva.

Paso 3.

Gracias al paso 1 y al paso 2 tenemos que H es biyectiva. Ademds, el Teorema de la Transgresién
nos garantiza que H es continua.

Finalmente, en el Teorema 3.12 vimos que C x I/ (™g) es un espacio compacto, asi que H es
una funcidn cerrada y por tauto H es un homeomorfismo.

Terminamos as la prueba del Tecrema, para concluir que S es un espacio de la forma C x I/ {~g).

O
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Capitulo 5

Propiedades de compatibilidad

En este capitulo introducimos el concepto de compatibilidad de un homeomorfismo con una sucesién

{ne}iZ, C NA{L}.

Esta nocién nos serd muy ttil en los siguientes capitulos, asi que dedicaremos el presente al
andlisis de ciertas propiedades bésicas de esta clase de funciones. Sin embargo, dado que varias
propiedades sélo nos interesan aplicadas al conjunto de Cantor, tinicamente las probaremos para

éste.

Empezaremos por dar algunas definiciones.

Definicién 5.1 Dadas n € N y una familia K = {K,, K>, ..., Kn} de subconjuntos de un espacio
métrico X, definimos la malla de K como

m(K) =méx {diam (K} |i€ {L2...n}}.

Definicién 5.2 Dados un espacio métrico X, una sucesion {n;}jo; C N\ {1}, ¥ un homeo-
morfismoe f: X -+ X, diremos que [ es compatible con la sucesidn {ni}se, si existe una familio
A={A, Ag, A3, ...} de subconjuntos de X gue satisface las siguientes condiciones para cada keN:

(i} Ages abierto y cerrado en X,

(ii) la familia Ax = { Ak, f (Ak), f2 (Ag), ., frm2 ™1 (Ay) ] constituye
una particion de X,

(1) m (Ax)== 0.

k—co

A partir de ahora denotaremos f° = 1x (la identidad en X).

A continuacion veremos uno de los resultades mds generales sobre esta clase de homeomorfismos.
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Lema 5.3 Sean X, Y espacios compactos y métricos y G : Y — Y un homeomorfismo compatible
con una sucesion {ng}ie; C N\ {1}. Sea g: X = X un homeomorfismo para el cual eriste un
homeomorfismoe h: X -+ Y tal que hog = Goh, entonces g es compatible con la sucesidn {ng}ie;-

Demostracidn.
Como G es compatible con la sucesién {ng}pe; C N\ {1}, podemos tomar una familia A =
{A), As, A3, ...} de subconjuntos de ¥ tal que para cada k € N:

(i) Ag es abierto y cerrado en Y,

(ii) la familia Ay = {4z, G (Ax), G (42), ey G (4} eg una
particibn de Y.

{iii) m (Ax)g=z 0.

k=rc0

Ahora, para cada k € N, definimos Fy = ™! (A;) y proponemos la familia F = {F;, Fy, F, ...}
para ver que g es compatible con la sucesion {ny};,.

Claramente F) es abierto y cerrado en X.
Tomernos ahora una k € N y consideremos la familia
Fi = {Fe g (Fi) . g% (Fi) g™ ™ ™ () ]
La idea de la prueba es ver, en tres pasos, que Fj es una particién de X para cada k y que

Paso 1.
Los elementos de la familia 7} son ajenos dos a dos.
Por hipétesis tenemos que g = k™Yo Goh, asi que

P (F) = (k" oGoh) (F) = (k™' o Gi o k) (Fi) = (™1 0 G¥) (),

para cada § € {0,1,...,mana - - np — 1}
Por tanto, para cada i, € {0,1,...,nny---ng — 1} con i # j, obtenemos que

¢ (Fx) N g? () = b7 {G* (Ax)) Nh™H (G7 (A))
=h"! (GI (Ag)NG? (Ak))

Pero como Aj es una particidén de Y se tiene que G {Ag) NG (Ag) = 0, de modo que
G {F)Ng (F) =0

para cada 1,5 € {0,1,..,nng - ng — 1} con i # J.

Paso 2.
La familia F; cubre a X.

Seaze X yy=h(z). _
Dado que A; es una particién de Y, en particular se tiene que y € G7 (A) para alguna j €
{0,1,...,nyng - - - ng — 1}. De aqui que
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z=h"t(y) € (A~ o G7) (A} = (A1 o GT) (R {F})) =
(A0 GI o k) (Fe) = (h™' 0 G o k)’ (Fi) = ¢/ (Fi).

Por tanto la familia F; cubre a X y, de acuerdo con el paso 1, podemos concluir que F; es una
particién de X.

Paso 3.
Veremos que m. (Fi )5t 0.
Seae > 0.

Dado que k es un homeomorfismo existe & > 0 tal que para cada L C Y con diem (L) < ¢ se
tiene que diam (™! (L)) <e.
Como m (Ap}r=2 0, existe k; € N tal que

diam (G} {A,)) S m(An) < é

para cada i € {0,1,...,mn2---ng — 1} y cada n > kj.
De aqui se sigue que
diam (g (F,)) = diam (k™) 0 G* o h) (Fy)
= diam (k™ (G*{An))} < €

paracadan > ks ycadai € {0,1,..,mmnp---ng — 1}.
Por tanto

m(Fn) = max {diam (¢* (Fy)) | i € {0,1,2,..,ung - -ng ~ 1}}<e

para cada n > k; y, en consecuencia, m (Fx )52 0.

De esta manera podemos concluir que g es compatible con la sucesion {n;};Z. y termiramos la
prueba del lema. O

A continuacién veremos una propiedad bésica de los homeomorfismos compatibles con una
sucesion.

Proposicién 5.4 Sea f: X — X un homeomorfismo compatible con una sucesion {ny}y=, C
K\ {1}. Sean k€N y m,r € Z tales que m=r (mdd niny - -ng), entoneces f™ (Ag) = f7(Ar).

Demeostracién.
Sea k € N. Haremos la prueba en tres pasos.

(a) fram2 -t (Ag) = Ag = fHmETE {Ag).

Empezaremos por ver gue fM1P27 Rk (AL} C Ay.

Supongames que fM™ Tk (AN (X \ Ag) # 0. ,

Como la familia A, es una particién de X se tiene que f™7"2 ™ (4,) N f7 (Ax) # @ para alguna
je{1,2,....mng-- ng— 1}

Entonces fhh2-fue=1(A,yn f7-1 (4} # B, puesto que f es un homeomorfismo. Pero esto es
una contradiccion, ya que A; es una particién de X. Por tanto podemos concluir que
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fnmg-.-m, (Ak) C Ak'

Ahora veremos que Ag C fM727 7k (A).
Supongamos que Ag N (X | fP1727 %% (A,)) # 8. Esto implica que

FHAR N (X frne e (4g)) # 0.

Como la familia A; es una particidn de X se tiene que f~'(Ag) N f7(Ax) # 0 para alguna
1€{0,1,2, .. ,ning -+ - g — 2}.

Entonces Ax N f7+1(4;) # 8, ya que f es un homeomorfismo. Pero esto es una contradiccidn,
ya que Aj es una particién de X. Por tanto podemos concluir que

A C [T (Ay).

Gracias a lo anterior obtenemos que Ay = ™7™ (A;). De acuerdo con esta igualdad con-
cluimos que f~"1%2" ™ (4;) = Ay,
Por tanto f™72 % (4;) = Ap = fMm2 " (4,),

(b) frnemem (A} = A, para cada m € Z.
Para m € N, haremos la prueba por induccidn.

Param=1:
Por el inciso anterior, tenemos que fM72 ™ (4y) = A = fTH2PE (AL,

Ahora bien, supongamos que 7172 ™™ (4,) = 4, para m € N. Entonces
fnmz---nk{m+l) (Ak) = fMiRaTm (fRangng (Ak)) = frunrmem (ALY = Ay
Por tanto, f"27 ™ (A,.) = A, paracadam €N,
Ya que para toda m € N, se tiene que
FTRREIA (4,) = I (TN (4,)) = Ay,

concluimos que f™M72 "™ (ALY = A, para cada m € Z.

(¢) Sean m, r € Z tales que m = r(méd nyn, - - - ng), entonces ™ (Ax) = f7 (4x).
Sabemos que m = r + zn ng...ng para alguna z € Z. De aqui que

er (Ak) = f"‘+zﬂ1ﬂ2...nk {Ak) e ff (fzn[ﬂ‘}...nk (Ak)) = fT (Ak) )

Terminarnos asi la prueba de la proposicion. 0O
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Nota: Para fines practicos, de ahora en adelante restringiremos nuestra atencién a los ho-
meomorfismos compatibles con la sucesién {nx}je; que estin definidos en el conjunto de Cantor

C.

Consideremos una funcién f : C — €. Una pregunta interesante es si f tiene puntos fijos, es
decir, si f{c) = ¢ para alguna c € C.

Si f* : ¢ — C denota la n-ésima iteracién de f, también podemos preguntarnos per los puntos
fijos de f". Es decir, queremos ver cuéles ¢ € C cumplen que f” (¢} = ¢, o lo que es lo mismo, cudles
puntos vuelven a su lugar en la n-ésima iteracién de f.

Definicidén 5.5 Al conjunio per(f) = {c € C| f*{c) = ¢ pare elguna n € N} lo Hamaremos el
conjunto de los puntos periddicos de f en C. Si c € C es tal gue f*(c) = ¢ para alguna n € N,
¥ 1 es minima con esta propiedad, entonces diremos que ¢ tiene periodo n bajo f.

En las siguientes proposiciones veremos como se comportan en este sentido los puntos de C bajo
los homeomorfismos compatibles con alguna sucesién {ni}5e,.

Proposicién 5.6 5i f: C — C es un homeomorfismo compatible con una sucesion {ne}io, C
N\ {1}, entonces f no tiene puntos periddicos.

Demostracidn.

Sea m € N. Veremos que f no tiene puntos periddicos de orden m.

Sean k € N tal que ninz - - - ng > m y ¢ € C. Consideremos la familia

Ae = {Ar. f (Ak), F2(AR), o Fr170 ™1 (AR},
donde A es como en !a definicidn 5.2. _
Como Ay es una particién de C, se tiene que ¢ € f7 (Ay) paraalguna j € {0.1,..,rung - - - g — 1},

Sear €{1,2,....,n1ng - - ng} tal que tn + § = r{méd nyny - - - ng). Entonces r 3 j.
De acuerdo a lo anterior v a la Proposicién 5.4, tenemos que

™ (Ag) = 7 (Ag).
Finalmente, como Ay es una particién de C, se sigue que f7 {Ax) N f7 {Ax) = 0, y entonces
F™H (A N7 {Ag) = 0.

De modo que ¢, f™ (c) € f™ (A) ¥y ¢ # f™{c).
Por tanto f no tiene puntos periédicos de orden m.

De esta manera concluimos la prueba. de la proposicién. 0O

Retomando nuestro analisis, dada una funcidn f : C — C, puede suceder que haya algunac€ C
tal que, quizd, ¢ no vuelve a su lugar bajo ninguna iteracién de f, pero que en cambio, las iteraciones
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de ¢ bajo f se aproximen mucho a ¢, es decir: puede ser que ¢ sea un punto de acumulacién de sus
imagenes bajo las iteraciones de f.

De acuerdo a esto introducimos la siguiente

Definicidn 5.7 Al conjunto

rec(f) = {ce C| para toda vecindad Vde cen X
existe n € Ntal que f"(c)e V },

lo llameremos el conjunto de puntos recurrentes de f en C.

Proposicién 5.8 §i f: C = C es un homeomorfismo compatible con una sucesidn {ng}ie; C
N\ {1}, entonces fodos los puntos de C son recurrentes bajo f.

Demostracidn.
Sean ¢ € ¢ v € > 0. Veremos que f™ (c) € {¢ - £,¢ +¢) para alguna m € N.

Asi pues, dado que f es compatible con la sucesién {nx};—,, podemos tomar familias A4 =
{A1, Az, A3, ..} ¥ {Ak : k € N} como en la definicién 5.2. En particular se tiene que m (Ak)g=z2 0-

Sea k € N tal que m (Ay) < e

Como Ay es una particién de C, existe § € {0,1,...,an2---ny — 1} talque c € fi(Ag). Porla
Proposicién 5.4 tenemos que

premne (44) = £ (A).

De manera que fM1"2% (¢) € f7(A), y dado que diam (f7 (Ax)) < €, podemos concluir que
lc— frne i {g)| <.

Esto termina la prueba de la proposicion.

Ahora bien, dado que c,a € f*(Ar). e>ay

diam (f* (Ag)) Sm(A) <c—a,
se tiene que
fH{ax) C[0,0).
Ademds, como diam (f* (Ay)) < a — (¢ — €) es fdcil ver que
(A C(c—e, )
Por tanto ¢ & f* (Ax) y entonces f7 (Ag) # f* (Ax).

Dado que Ay es una particién de C, se sigue que ™ (Ag) N f*(Ax) = @.

Ahora bien, sea t € {0,1,....,myng- - -np — 1} con t = 5 — 7 (mdd nang - - - ng).
Asi pues, de acuerdo a la Proposicidn 5.4, tenemos que
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FEFT(AR)) = 1277 (F7 (Ak)) = 7 (Ap),
de modo que
Fre) e fFU (Ar)) = f{A) Cle—egc) Cle—g,cte)

Terminamos asi la prueba de la proposicién. 0O

Otra de las caracteristicas principales de los homeomorfismos que son compatibles con alguna
sucesi6n, es que los Ay (dados como en la definicién 5.2) pueden ser tomados de tal manera que
0 € Ay para cada k € N,

Esto es lo que probaremos a continuacién.

Proposicion 5.9 §i f: C — C es un homeomorfismo compatible con una sucesion {nx}7e, C
N\ {1}, entonces podemos supener que 0 € A para cado k€ N.

Demostracidn.

Sea Ax € A tal que 0 ¢ Ax. Como A es una particién de C entonces 0 € f™ (Ag) para alguna
me{1,2,..,nnp---ng — 1}

Sea A} = f™ (Ag).

Consideremos la familia

L= (AL F (A, frne e (AL e (4D )
Por la Proposicion 5.4 tenemos que
e () = frine i (4g) = £ (A4)

para cada i € {0,1,..,mn2- - g — 1}
De aqui que

L= ™ (A T (AR s O (Ak) o S0 (AR}

Por tanto A. = Ay, con la condicién adicional de que 0 € f™ {A;) = A}.
Con esto queda demostrada la proposicién.  {J

En la siguiente proposicién veremos una de las propiedades mas importantes de los homeomeor-
fismos compatibles con alguna sucesidn.
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Proposicién 5.10 Sea f: C — C un homeomorfismo compatible con una sucesion {ng}re, C
N\ {1}. Si 0 € Ag porae tede k € N, entonces Agy1 C Ay para cede k€ N.

Demostracién.

Supongamos que Ay N{C\ Ag) # 0 para alguna k € N,

Como la familia Az es una particién de C entonces Apyy N f™(Ax) # @ para alguna m €
{1,2,...,mmny---np — 1},

Veremos en dos pasos que esto no es posible.

Paso 1.

Sea E™ = f~™(Agy1) N Ag. Entonces E™ es un subconjunto no vacio de A.
Veremos que 0 & [J{E™, f (E™), f2(E™),..., fame-teni=i (EM) ]

Supongames, por el contrario, que para alguna s € {0,1,2,..,n1ny..n51 — 1} se tiene que
0 e fS(E™). Entonces 0 € 3™ {Axy1) N 2 {Ag).

Como estamos suponiendo que 0 € Ag M Agyy, tenemos que A = f* (Ag) . Por otra parte, dade
que Aj es una particién, tenemos que s = 0. Entonces

0€ 7™ (Apga) = frne-Men ™™ (Apy).

Ahora, usando que Ax4y es una particién, obtenemos que 0 = nyna...ngq; — M. pero esto es
imposible, ya que 1 € m < nns.ng.
Por tanto 0 ¢ | {E"‘,f(Em), FE(E™), ..., frne-nep=l (E’")}

Paso 2.

Sea c € E™.

Dado que f~™ (Ag41) ¥ Ax son abiertos en C, E™ también es abierto en C.
En particular, existe ¢ > 0 tal que (¢ —&,e+€)NC C E™.

Como m (Ax)g=z 0, ¥ An es una particién de C para cada n € N, existe un niimero natural N
suficientemente grande de modo que m (Ay) < % yc €& fr(Ay) para alguna r en N. De aqui es
facil ver que

FF{AN)C (c—¢e,c+e)NC C E™.
Ahora, como la familia
An = {An, F(AN), F2(AR) . fRm-"0 L (AN)}
cubre a C, en particular se tiene que
D€ fAN) C (ST (E™)).

para alguna s € {0,1,2, ...,mna..ny — 1}.
Seat €{0.1,2,...,n1n2..n54; — 1} tal que t = s — 7 (méd nyng.. Mg 1)
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Por la Proposicion 5.4 sabemos que

0€f(fT(E™)=f(E™) €
U{E™ f(B™), fAE™),..., frime-men=l (E™)},
pero esto es una contradiccion con lo que vimos en el paso 1.

Por tanto Agy) C Ay para cada k € N y, terminamos as{ la prueba de la Proposicién. O

Proposicién 5.11 $i f : C = C es un homeomorfismo compatible con una sucesion {ng}pe, C
N\ {1}, y 0 € Ay pora toda k € N, entonces las siguientes condiciones son eguivalentes pera r,
seN:

(a) fT (Ags1) C £ (AR,

(b) fr{Aer) N (A # Dy

{c) r = s(médd nyns - - - ).
Demostracion.

Claramente (a) implica (b).

Veremos que {b) implica {c).

Sea k € N y supongamos que f™ (Agy1) N F5(Ag) # 0.
Por 1a Proposicién 5.10 tenemos que A1 C A, de donde obtenemos que f7 (Ag41) C F7 (4x)
y en consecuencia f7 (Ag) N F*(Ax) # 0.

Sean 71,33 € {0,1,..,n1na...ny; — 1} tales que r = r {méd nyng..ne) y 51 = s (mod nyng..ng).
Por la Proposicién 5.4, f™ (Ag) = fT{4x) ¥ 5 (Ax) = F* (Ax). Entonces

FA) N {Ax) #0.

Como la familia 4Ax es una particién de C concluimos que r; = 51, de donde » = s (mdd
nlng...nk).

Finalmente veremos que (c) implica (a}.

Supongamos que r = 5 (mdd nyng - - - ng).
Aplicando la Proposicién 5.4 se sigue que f7 (Ayx) = f*(A;). De modo que usando una vez més
la Proposicién 5.10, obtenemos que

f7 (Ak41) C f7{A) C £ (Ar).

Terminamos asi la prueba de la Proposicién. 0O
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Capitulo 6

Compatibilidad y solenoides

En capitulos anteriores definimos los solenoides y el concepto de compatibilidad para homeomor-
fismos; vimos también ciertas propiedades generales de este concepto. El objetivo principal del
presente capitulo es probar que si un homeomorfismo f : € = C es compatible con alguna sucesién
fne}ie, € N\ {1}, entonces C x I/ (™f) es homeomorfo a un solenoide.

Para alcanzar este objetivo necesitaremos probar una serie de resultados. En el primero de
ellos veremos que si dos homeomorfismos f,g : € — C son compatibles con una misma sucesién
entonces tienen un comportamiento bastante similar. En particular, empezaremos por ver que dos
homeomorfismos con esta caracteristica son conjugados.

Lema 6.1
Si f,g: C = C son dos homeomorfismos compatibles con una sucesién {ny}y=, entonces existe

un homeomorfismo ¢ : C — C tal que po f =goe.

Demostracion.

Dado que f y g son compatibles con la sucesién {ni};, existen familias 4 = {4, Az, 43,..}
y B = {By, By, B3, ...} tales que satisfacen la condicién (iii) de la definicién de compatibilidad v,
para cada k € N, se tiene que

(a} satisfacen las condiciones (i) y (ii}) de compatibilidad,
{b) 0 € Ay N By (por la Proposicién 5.9) y
(¢) Ag41 C Ag y Biyy € By (por la Proposicién 5.10).

De aqui que para cada p € C, existe ax € {0,1,...,n1ng..n; — 1} tal que p € f% (Ax). Ademds,
como el didmetro de los Ay tiende a cero, es facil ver que no puede haber dos puntos distintos en
n?;1fak (Ak)-

Por tanto p = N, f* {A;) para alguna sucesién {ex}re; C NU {0}.

Estrictamente hablando deberiamos escribir {p} = N2, f** (Az), creemos que podemos hacer
m4s facil la lectura si escribimos p en lugar de {p} y w(p) en lugar de {©(p)}.

Definimos ¢ (p) = N9 (Bx)-
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Veremos, en una serie de pasos, que p es el homeomorfismo que estamos buscando.

Paso 1.

i estd bien definida.

Tenemos que p = NG, fo% (Ax). En particular f2+1 (A, 1) N f% (A} # 0, asi que, aplicando
la Proposicidn 5.11, tenemos que

@p41 = ax (mod ning..ng} paracada k e N
Aplicando ahora la Proposicién 5.11 al homeomorfismo g, obtenemos que
g%+ (Beyr) C g™ (By)

para cada k € N

Ahora bien, dado que By, es compacto para cada k € Ny ¢ es continua, se tiene que ¢°¢ {By) tam-
bién es compacto para cada k € N. De lo anterior podemos concluir que la interseccién N2, g* {By)
es no vacia.

Por otra parte, como el didmetro de los By tiende a cero, es claro que no puede haber dos
puntos distintos en N2, g% (Bx). En consecuencia concluimos que ¢ es una funcién y que estd bien
definida.

Paso 2.

ip es biyectiva.
Si p € C, sabemos que p = N, f (A) para alguna sucesion {az}z—; C NU{0}. De marera
analoga es ficil ver que existe una sucesién {b}pe; € NU {0} tal que p = N 9% (Bx)-

Sean: C — C dada por 1 (p) = 1 (Mg, g% (Bi}) = N, f5 (Ak).

Por un argumento similar al del paso anterior tenemos que 7 es una funcién bien definida que,
ademas, satisface:

(8) (mo@)(p) =nlw N, f* (A)) =
7 (N§219% (Be)) = ML, f** (A} =p. ¥

() {(pon) (p) = (n(NF2,0™ (Bx))) =
@ (N, 2% (Ak)) = N2, g% (Bk) =p.

De modo que 7o = 1 = @on y por tanto 7 es la inversa de . En consecuencia ¢ es biyectiva.

Paso 3.
@ {f%= (Am)) = g% (Bm) para cada m € N.

Sean m € Ny p € fo (Ap). Entonces

p=(NPSLF% (Ag)) N fom (Am) M (N2, 1 f% (Ak)), ¥ por tanto
w(p) = (751%™ (Be)) N g% (Bm) N (NE2,,419% (Bx)) C ¢°" (Bm).

De aqui que ¢ (f*™ (Am)) C ¢°™ (Bm}-
Ahora, si g € g% (Bn,) tenemos que
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g = (51 g™ (By)) g% (Bm) N (M 419° (Bx)), ¥ entonces
2 g) = nlg) = (NP1 ()} N o (Am) N (N iy FO* (Ar)) C Fom (Am).

En consecuencia g% (Bi) C ¢ (f* (Ar)) ¥ concluimos la prueba del paso 3.

Paso 4.

¢ €s continua.

Sea U C C abierto y sea 7 € p~!(U/). Supongamos que ¢(z) = N, g% (Bi) para alguna
sucesién {bx}io, C NU {0}

Como g% (By) es abierto en C para cada k € N, y diam (g% (Bi)) — 0, tenemos que ¢ (z) €
g% (By,) C U para alguna kg € N. De aqui que

z € 971 (g0 (By)) C ™' (U).

Ahora bien, por el paso anterior sabemos que ¢! (%0 (By,)) = f% (Ay,), asi que z €
f¥0 (Aky) € ™! (U). Finalmente, como f% (Ay,) es abierto en C, podemos concluir que @~ (U)
es abierto en € y por tanto  es continua.

Paso 5.
¢ es un homeomorfismo.

En los pasos anteriores vimos que  es biyectiva y continua.
Por otra parte, el dominio de  es compacto, asi que podemos concluir que « es un homeomor-
fismo.

Paso 6.

pof=goep.

Sea p € C, con p = N, f° (A} para alguna sucesién {ax}y2; C NU {0}.
Entonces

(wo £)(®) = (wo fI(NZ,f* (Ar)) = o (AL F ™! (Ax)) = NFL,9™ 7" (By)-
Por otra parte
(g0} (p) = (g0 0) (M2 F* (Ak)) = g (NR219% (Bi)) = NELyg™ ! (By)-
De aqui concluimos que @ o f = g o ¢ y terminamos la prueba del paso 6.

De esta manera concluimos la prueba del lema. O

Antes de continuar introduciremos el signiente Teorema, que serd una herramienta muy 1til en
la prueba de los siguientes resultados.
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Teorema 6.2

Sean X, y X, espacios topoldgicos y Il : X; — Y; una identificacién para £ € {1,2}. Sea
f: X1 - X, un homeomorfismo tal que IIoo f es constante en las fibras de ITy y [Ty o f~? es constante
en las fibras de [I;. Entonces existe un homeomorfismo f, : ¥; — Y2 (dado por f, = Ilzo fo (I1;)™1)
tal que el siguiente diagrama conmuta

i
X1 — Xo

o, Ilp

: 1
Y - ¢

fe

Demostracion.
Haremos la prueba en cuatro pasos.

Paso 1.

Para &k € {1,2} consideremos yi € Y, y la fibra A; = II,;1 {yr) -
Veremos que f (4;) =T3" (Tl o f (A1) y £71 (A2) = 7 (T o £ (42)).

Claramente f (4;) C 7! (T o f (A1}).
Sea ahora b € [I;1 (1T, 0 f (A1)

Como II; o f~' es constante en las fibras de Ilo, en particular tenemos que es constante en la
fibra 115! (ITz o f {A;)) , de donde

) Mot (b)=Mof 1 {f{A)) =11 (4) =w,

Por tanto f~! {b) € A y se sigue que b € f (41).

En consecuencia f (4)) = II;" (Il o f (A1)

De manera completamente andloga se puede probar que

S (A} =107 (M 0 F71 (42)).

Paso 2.

Por un lado, tenemos que IT; : X; — Y] es una identificacién y que la funcién continua Iz o f :
X, — Y, preserva las fibras de I1;. De acuerdo a esto, por el Teorema 3.14 {de la Transgresién)
existe una funeién continua £, : ¥} — Y2, dada por f. = (Tla o f)ol'[l_l, tal que el siguiente diagrama
conmuta:

X - Xo

I i Nillzof 1 I,
Y — Y
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Por otro lado, como I3 : X3 = V5 s una identificacion y I} o =1 : Xy — ¥7 es una funcién
continua que preserva las fibras de Il,, gracias al Teorema 3.14 (de la Transgresién) existe una
funcién continua h, : Yo — Y}, la cual esta dada por A, = (H1 o f“)ongl, tal que hace conmutativo
el siguiente diagrama:

f
Xl — XQ
I 1 v Tof-1 . Iy
Y1 ~— Y-z
h,

Paso 3.
Veremos que h, = f, 1.

Para k € {1,2} sean yx € i, y Ar = 117 {yx) -
En el paso 1 vimos que

S(A) =051 (Ma0 f (A1) y f71 (A2) = TI7T (Ty 0 £77 (A2)).

De aqui que
h‘ (ft (yl)) = (h‘n Q H? o f) (Al)
= (Mo~ oH;") (a0 f (A1)
= (/U (A)) = Th (A1) = wn.
Andlogamente:
folho(y2)) = (fuoTyo f71) (Ag)
= (Izo foII) (Ily 0 f~? (A2))
=10 (f (f~1{A2)}) =T (42) = 92
Paso 4.

En el paso 2 vimos que f, y h, son funciones continuas y, en el paso 3, vimos que h, = f 1 Por
tanto f. : Y7 — Y5 es un homeomorfismo.

Concluimos asi la prueba del Teorema. O

Como habiamos mencionado antes, si ¢ y f son homeomorfistos del conjunto de Cantor en
si mismo y son compatibles con la misma sucesién, entonces tienen un comportamiento bastante
similar. De hecho, nuestro siguiente objetivo serd ver que, bajo estas condiciones, se tiene que
C x I/(™f) es homeomorfo a C x I/ (™g).

La prueba de este resultado se basa en el Teorema anterior, pero para llegar a esto necesitamos
sevirnos del siguiente
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Lema 6.3

Sean f,g: C — C dos homeomorfismos compatibles con una sucesion {ng}ie,.

Sean Py y P, las funciones cocientes usuales de C'xJen C'x I/ (~f) y CxI/ (™g) respectivamente.

SiA:CxI— C xIesta dada por A(z,y) = (p(z).y), donde  es un homeomorfismo tal que
po [ =g o, entonces

(i) A es un homeomorfismo y
{1i) A induce una biyeccién entre las fibras de Py y las de F,.

Demostracién.

Haremos la prueba en tres partes.

(a) Empezaremos por ver que A es un homeomorfismo.
Claramente A se puede ver como la funcién producto

A=pxlg:CxI=-CxI

Como cada factor es un homeomorfismo, obtenemos que A también lo es.

{b) Mostraremos que la imagen de cada fibra Py ! (2) bajo A es una fibra de F,.

Recordemos que, de acuerdo a la Observacidn 3.3, las fibras de Py constan de unc o dos puntos,
es decir:

(i) P_,,’1 {2) es de la forma {{z,1},(f (x),0)} para alguna x € C, o bien
(ii) PJ,_1 (2) es de la forma {{z,y)} para alguna (z.y) € C x (0,1).

Andlogamente,

(i) Py (z) = {{z,1),{g(z),0)} para alguna z € C, o bien
(i) Py (2) = {(z,y)} para alguna (z,y) € C x (0,1).

Ahora, si Pf‘l (2) = {(z,y)} para algin (z,y) € C x (0,1}, entonces claramente A (Pf_' (z)) =
(w{z),y) € C x (0,1}. De aqui que A (Pf‘l (z)) = Py‘1 (z) para alguna z € C x I/ (~g).
En el caso en que Py (2) = {(z,1),{f (z) ,0)} tenemos que
AP @) = {lp(),1) . (o (f (2,00} = {(2 (2),1) 9 (¢ (2)) .0},

ya que por hipdtesis po f =goy.
Asi pues, también en este caso, A (Pf‘l (z)) es de la forma Pg—l (z) para alguna z € C x I/ (~g).

En consecuencia la imagen de cada fibra P 1 (2) bajo A es una fibra de P,.
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{c) X induce una biyeccién entre las fibras de Py y las de F,.

Consideremos la funcién 4 : € x I = € x I dada por v(z,y) = (¢! (z},9)

De manera analoga a como lo hicimos con A en el inciso anterior, podemos probar que v también
manda fibras de P, a fibras de Py.

Ahora bien,

¥{A(z,y) =v(elz). v} =(z.0) ¥y
Ay (zy)) = A (e (2),y) = (z,9).

Por tanto 7o A = lg = Ao+, y podemos concluir que A induce una biyeccidn entre las fibras de
Py y las de F,.

De esta manera concluimos la prueba del Lema. O
Ahora si, con la ayuda del lema anterior y del Teorema 6.2, mostraremos el siguiente

Teorema 6.4
Si f,g : € —= C son dos homeomorfismos compatibles con una sucesién {ng}i.,, entonces
C x I/ (~f) es homemomorfo a C x I/{™g).

Demostracién.
Por el Lema 6.1 existe un homeomorfismo ¢ : C — C tal que po f = go .

Ademids, como Py y F, son identificaciones, de acuerdo al Lema 6.3 tenemos que la funcién
A:C xI— C x1I,dada por A(z,y) = (¢ {z),y), es un homeomorfismo que induce una biyeccién
entre las fibras de Py y las de F,. En particular se tiene que Py o A es constante en las fibras de Fy
y Py o X~! es constante en las fibras de F.

Asi pues, estamos en condiciones de aplicar ¢l Teorema 6.2, y entonces existe un homeomorfismo
A COxI/ ("= CxIf(~g).

Terminamos asi la prueba del Teorema. O

Recordemos ahora que en el Capitulo 4 definimos un homeomorfismo g : €' — C {ver Observacién
4.13), tal que el espacio C x I/ (~g) es homeomorfo a un solenoide S (ver Teorema 4.15).

Si supiéramos que tal homeomorfismo g es compatible con la sucesién {n;};, entonces, de
acuerdo al Teorema 6.4, cualquier otro homeomorfismo f : €' -+ C compatible con la sucesidn
{ny}$2,, tendria la propiedad de que C x I/ (™ f) es homeomorfo al solenoide S.

Asi pues, en adelante lo que veremos es que el homeomorfismo g es, en efecto, compatible con
la sucesién {n}ie,. Para llegar a esto tendremos que pasar por una seri¢ de lemas, en los cuales
utilizaremos ciertos resultados y conceptos introducidos en los capitulos anteriores.
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Empezaremos por recordar que en el capitulo 4 definimos una rebanada R del solencide § de la
siguiente manera R = {e(f) € S| 8 = 0} (ver Lema 4.8) y probamos que R es homeomorfo a C
{ver Teorema 4.11).

También definimos una funcién G |g: R = Rdadapor G(r)=7v-¢ (E), donde

- 1 1 1
§= (17 Ty 1 T )1
7 Mng Mnng

que resultd ser un homeomorfismo (ver Lema 4.8).

Como en adelante ia funcién G| jugard un papel fundamental, a continuacién veremos un lema
en relacién con el comportamiento de esta funcién.

Lema 6.5
Sea e (@) € R. Entonces

G™(e(@) =e(@-ef()™ = (e(ao-i-m),e(al-i—nﬂl) ,e(az+ n’::zz) ,)

para cada m € N.

Demostracién.
Empezaremos viendo por induccién que G™ (e (@) =e(a@) - e @m para cada m € N.

Para m = 1 el resultado se tiene por definicidn.
Supongamos ahora que G™~! (e (&) = e(a) - ¢ (E)m_l, entonces

e (e(@) = G (6™ (e(@) =G (@ ¢ @™ ")
=e@ e@)" e =c@-e@®"

Notemos ahora que

o7 (0 () () ()
(crme () ,e(ml?:) () ) -
(e(m) € (ﬂ%) ' (ﬂlﬂﬂ!) € (ﬂlﬂzﬂa) ’)

o= (o ()05 () )

m m
=(e(ao+m),e a;+n—),e(az+—-—-— s )
1

asi que
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De esta manera terminamos la prueba del lema. &

Una vez probado el lema, recordemos que en la Observacién 4.13 definimos un homeomorfismo
g: C —+ € dado por

g9(z)=h" (G (h(2))),
donde k : € — R es un homeomorfismo (ver Teorema 4.11).
La idea ahora es ver que G|g es compatible con la sucesién {ni};~; que define el solenoide S.

Si probamos esto, entonces de acuerdo al Lema 5.3, tendremos que el homeomorfismo g también es
compatible con la sucesién {nx}re.;-

Para esto, introducimos la

Definicién 6.6
Para cada k € N, definimos

Ar={e(@ eR|bi=0;ie{1,2,..k}}.

La intencién es utilizar estos Az para ver que G|g es compatible con la sucesién {ny}pe;-

Asi pues, empezaremos por probar que los Ay inducen particiones de R. Esto lo veremos en los
siguientes lemas.

Lema 6.7
Los elementos de la familia

Ap = {Ax, G (Ag) ,G? (Ag), ..., GMP- ™71 (A4 }

son ajenos dos a dos.

Demostracidn._ )
Supongamos que G* (A) N G {Ax) # 0 para algunas i £ 5 € {0,1,...,nin2...nz — 1}. Entonces
claramente Ay N G771 (4g) # 0.

Sea e () € Ax NG~ (Ax).

Como ¢ (@ € Ay, tenemos que 8, = 0 para cada m € {1,2,....k}.

Ademis e (8) = G~ (e(@)) para alguna e (&) € Ay, asi que, de acuerdo al Lema 6.5, tenemos
que



gSTA TESS W0 DERE
SALR ©f ' BIBUITESA

Capitulo 6. Compatibilidad y solenoides 79

Gi~He (@) = (e(au +7—1i),e (al + __']n;z) € (am + 2___') ,)
1
De este modo, en particular se tiene que

e(0)=e(bm)=c¢e (am+ L-—) = e(—Ji—)
Tne...Nm niN2.Ny,

para cada m € {1,2,...,k}, pero la igualdad anterior s6lo puede darse cuando j — ¢ es un miltiplo
de nyny...n, para cada m € {1,2, ..., k}.

Dadoquei < j € {01, .., ming.mg — 1}, obtenemos que j — i = 0.
Por tanto G¥ (A} = G7 (4;) v, en consecuencia, los elementos de Ay son ajenos dos a dos.

Asi terminamos la prueba del lema. [

A continuacién veremos que los elementos de la familia Ay, definida en el lema anterior, cubren
a R. Con este fin, probaremos antes un lema que nos serd muy util.

Lema 6.8
Sea {nx}jo, C N\ {1} una sucesién y R como en e! Lema 4.8. Entonces, dados ¢ @ Ry
m € {1,2,....k}, podemos hallar jm € {0.1,...,n1n2..70m — 1} tal que e (an—Lﬂ) = e(f;) cada
1702.-.Th
vez que i € {0,1,....,m}.

Demostracidn.

Haremos la prueba por induccién.

Asi pues, patam = 1:

Como e (@) € R, en particular se tiene que e (8;)™ = e(fg) = e(0), es decir, €(@) es una raiz

n1—ésima de e (0). Es facil ver que entonces 8, es de la forma i—l para alguna j; € {0,1,...,m — 1}.
1

De aqui que e{jr) = e(0) = e(6o) y ¢ (") = e(8y).

ny
Supongamos ahora que para 1 < m — 1 < k existe jm_1 € {0,1,..,n1n2..nm_1 — 1} tal que
e (;1-1]71,1;:1_11,) = e{6;) cada vez que i € {0,1,...,m}.
Otra vez, como e (5) € R, en particular se tiene que £(8m)"™ = €(fm_1), es decir, e(0m} es

9 _ !
mol o Im bara alguna
Nm

una raiz n,—ésima de e (§-1). De aqui es facil ver que 8y, es de la forma
g€ {0.1,....nm —1}.
Por hipétesis de induccién, podemos suponer que #n_1 =

L

jm-—l

——— asi que
nine...Nm—1}

B i e i im—1 + 1IN0 Tim
9m=m1+.7_m= Jm-i +J£=Jml.7ml2nm1
iy Nim ning...Ny T nina...My
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Definimos jm = jm-1 + iln1n2..m_1-
Entonces claramente

() =

Como 0 € jm-1 S nng..Rp_1 — 1y 0 < 5 < ny— 1, tenemos que

0 < fm Mty — 14 (g — 1) inz.nma
= ning..nm — 1.

Por tanto jm € {0,1,...,n1nz...ny — 1}. Ademss, dada ¢ € {0,1,...,m — 1}, se tiene que

e Jm —e Jm—1 +j;nn1n2---ﬂm—l
mng...ng n1Mn9.. 714
Jm-1 ,
=g | ———— | e{fPit1Ni+2Tem—1
nlng...n;) (FmMit1Mi42- Rm1)

=e(6;)e(0) =e(6;).

.De esta manera concluimos la prueba del lema. O
Ahora si, podemos mostrar que A cubre a R.

Lema 6.9
$i G es como en el Lema 4.8, entonces la unién de los elementos de la familia

Ak = {AkaG(Ak) an (Ak) 1 anln2mnk—1 (Ak)}

cubre a R.

Demostracién. ‘
Sean k € N, e(8) € Ry Ay € A Probaremos que e(f) € G7(Ay) para alguna j €
{0,1,..., A np..1% — 1}.

La idea de la prueba es hallar e(@) € Ag tal que (@) - e (€)° = e(8) para alguna j €
{0, 1,..,mna...n — 1},
Por el lema anterior tenemos una ji € {0,1,...,mng..n; — 1} tal que

Ik _ .t
¢ (mng...n,-) - 6(9;)
para cada i € {0.1,...,k}.

Asf pues, definimos e (@) =e () - e @'—j".

Recordemos que
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e @dh = (e(_jk) N (_n—‘?“) .e (ﬂ—l—ilkz) N (ﬁ%) ,)

Veremos que e{&) € Ay; para ello basta ver que ¢{ar,) = e{0) cada vez que m € {0,1, ..., k}.

Analizaremos dos casos.

Caso 1.
Si m = 0 entonces

e {ao) = e () e{—jk) = e (0) e{0) = e{0).

Caso 2.
Sea ahora m € {1,...,k}, entonces

€ () = € (Bm) € (—‘3"——) —e(On)e (_ji—)'l

ninz.mm 1Nn2.-.m
=e(Bm)e(8m) ™! = €(0).

Asi pues, de acuerdo al Lema 6.5
G (e (@) = e (@ e (B = (@),
de donde concluimos que e (6) € G’* (A;) y terminamos asi la prueba del lema. O

Lema 6.10
Ay es abierto y cerrado en R para cada k € N

Demostracidn.
Haremos la prueba en dos partes. Sea k € N.

(&) Ar es cerrado en R.

Sea Ty, = {O}k x [152 4+, S?. Claramente T} es un espacio compacto.

Dade que
Ar={e(f) e R|6;=0:i€{1,2....k}},

es facil ver que Ay = T, N R, de modo que a A lo podemos ver como la interseccidn de un cerrado

de []32, S* con R.
Por tanto A; es cerrado en R.

(b) Ay es abierto en R.
Como consecuencia directa de los lemas 6.7 y 6.9, tenemos que la familia
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Ak = {Ar, G (4x) . G (k) .., G271 (A }

es una particién de R.

En el inciso anterior vimos que Ay es cerrado en R, de donde obtenemos que G* (4;) también es
cerrado en R para cada i € {1,2, ..., mynz...nx — 1}. En consecuencia |J {G* (4;) : 1 < i < nyng..my — 1}
es cerrado en R.

Como Ay es una particién de R tenemos que
A= R\U{G (4) |1 €1 S mnamy — 1},

De aqui se sigue que Ay es abierto en R.

Terminamos asf la prueba del lema. O

Dado que nuestro proximo objetivo es ver que G|z es compatible con la sucesion {ny}pz;,
tinicamente resta ver que m {Ag) ;=z0. Esto es 1o que mostraremos en el siguiente:

Lema 6.11
Si .44 es como en el Lema 6.7, entonces m (Ay) ;5320

Demostracidn.
Sea ke N
Tenemos que

Ay ={e(@) €R|6=0;i€{1,2,..,k}}.

Asi pues, si e (&) € Ag, entonces por el Lema 6.5

G™(e(@) = (e (ag + m),e (on + ;:’—I) ,€ (az+ n::lzz) ,)

{m}) m mn e i el g1+ =
=leim}), el — el — e _— —— ] e
! A nine N nng...Mg ! k41 mna..ngy1 /)

De aqui que

GM (Ag) = {e(ﬁ)eRw,-: ;ie{1,2,...,k}}.

ning...Ny

De acuerdo a lo anierior, obtenemos que si e @, e(a) € G™ (A}, entonces

4(c @) (@) = Ty, Lelaelon])

d{e(8a),e({as)) 1 2 1
= Zf;o:ku —""—2,,—'—,""' < 22,?;0:“1 on < % = -1
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¥, por tanto, podemos concluir que
. 1
diam (G™ (Ax)) < 55

para cada m € {1,2,...,nqn2...nm — 1}.

De aqui que m (Ax) < Fmﬂ

Concluimos asi la prueba del lema. [

Corolario 6.12

El homeomorfismo G| es compatible con la sucesién {ng}je ;.

Demostracién.

En el Lema 6.7 probamos que los elementos de la familia Ay son ajenos dos a dos.
Ademds, en el Lema 6.9 vimos que la unién de los elementos de la familia

Ap = {4k, G (4k) G (Ak) 5., GM2 ™1 (4) )
cubre a R, de donde concluimos que .Ax €5 una particién de R.

Por otra parte, gracias al Lema 6.11 sabemos que m (A )=z 0 ¥, gracias al Lema 6.10, tenemos
que Ay es abierto y cerrado en R para cada k.

De acuerdo a lo anterior podemos concluir que &g es compatible con la sucesién {n;}ie,.

De esta manera terminamos la prueba del corclario. O
Finalmente llegamos al teorema central del capitulo:

Teorema 6.13
Si un homeomorfismo f del conjunto de Cantor en si mismo es compatible con alguna sucesién

{nr}2, € N\ {1}, entonces C x I/ (™ f) es homeomorfo a un solenoide.

Demostracién.

Sea f:C — C un homeomorfismo compatible con alguna sucesion {ne}ie, C N\ {1}.

En el Corolario 6.12 vimos que el homeomorfismo G|g es compatible con la sucesion {ng}52;.

Ademds, dado que g: C — C y A : C = R son homeomorfismos que satisfacen hog = Glgoh,
estamos en condiciones de aplicar ¢l Lema 5.3. De acuerdo a esto podemos concluir que g es
compatible con Ia sucesién {n;}5o ;.

Ahora bien, aplicando €l Lema 6.4 a f y a g, obtenemos que C x I/{™f) es homeomorfo a
Cx1If/(~g)

Recordemos que, de acuerdo al Teorema 4.15, tenemos que C x I/ (™g) es horneomorfo al sole-
noide S,

De este modo concluimos que & x I/ (™ f} es homeomorfo al solenoide S.

Terminamos asi la prueba del Teorema. O
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Capitulo 7
Un ejemplo

Dedicaremos este capitulo a la presentacién de un ejemplo que ilustrard los resultados obtenidos en
los capitulos anteriores.

Como en todo este trabajo C' denotard al conjunto de Cantor en 1.

Es un resultado conocido que cada elemento ¢ de € puede ser descrito como ¢ = (¢, ¢2,¢3,-..);
donde ¢, € {0,2} para cada k. Ademads, si en el paso k — 1 de la construccién de € tenemos que
un punto ¢ € C quedd en un intervalo [a, b}, entonces el valor de la k-6sima entrada de ¢ depende
solamente de la posicién de ¢ con respecto al intervalo que quitamos en el k-ésimo paso al intervalo
[e,b]. Es decir, esta entrada serd cero si ¢ estd a la izquierda del intervalo que quitamos, y serd 2 si
estd a la derecha del mismao.

Por comodidad, en lugar de considerar ¢, € {0,2} tomaremos cada ¢ € {0,1}.
Claramente esto no cambia la interpretacién geométrica de esta descripcién de los elementos de

C.

Una vez establecido lo anterior, nuestro préximo objetivo serd construir un homeomorfismo
f: C = C para después considerar sus propiedades principales.

DEFINICION DE f.

Asi pues, para cada ¢ € C consideramos la siguiente suma, donde la suma de cada entrada la
tomaremos mddulo 2:

€z € €3 C 0O
+ .. 00 0 1

a; Qa4 a3 4z a

entonces definimos f {¢) = @ = (81, 02,83,...).
Por ejemplo, si c = (1,1,0,1,1,1,...) entonces:
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-~ 1 1011
+ .. 00 0 1

11100

En este caso, a; = 2 (mdd 2), de modo que a1 =0 y llevamos 1. De aqui que az =1+0+1=
2 (mdd 2) asi que, otra vez, a2 = 0 y llevamos 1.

Procediendo de la misma maneraaz =04+ 0+1=1

Como ya no llevamos nada, a4 =1+0=1,a; =1+ 0=1, etc.

Asi pues, en este caso, obtenemos que f{c} = (0,0,1,1,1,...).

En este ejemplo podemos observar que, como al calcular a3 ya no llevamos nada, entonces
ag =c4 +0 = ¢4, a5 = c5 + 0 = ¢5, etc. En general obtenemos a = ¢ para cada k > 4.

La manera en que acabamos de expresar a f es muy ilustrativa, pero mas adelante necesitaremos
una expresién mas facil de manejar.

Con este fin, para ¢ # 1 = (1,1,1,...), tomarmos la primera entrada de ¢ que sea igual a cero, y
definimos m (¢) = min {k € N| ¢y = 0}.

Ahora si, definimos f : C — C dada por:

— (f (C),f (C),f (C),.--) si e<1
”c)‘{o;(o,o,zo,...)a G em1

donde

0 sike{l,2,..,m(c)—1}
fHle)=4 1 sik=m(c)
g stk >mc)

Claramente f es una funcién bien definida y, ademds, es ficil ver que coincide con la primera

expresion de § que dimos.

Como ésta es la funcién que utilizaremos de aqui en adelante, a continuacién veremos algunas
de sus caracteristicas.

Una manera geométrica de ver el comportamiento de f es la siguiente.
Analizaremos dos casos.

Caso 1. )
0,z
Seace [ 3]
De acuerdo a la descripcién de G tenemos que ¢ = (0, ez, ¢3. ...); entonces claramente m (c) = 1
¥ pot tanto
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fle) =(lege3,...).
Esto quiere decir que f l[o, 3] es una traslacion, ya que la primera coordenada de f (¢) nos dice

2
que f(c) estd en [5, 1] pero en el resto de sus coordenadas es igual a c.

Caso 2.
Sice [5,1] entonces

e=(1,1,1,.,0, Emic)+1 Emlc)} 425 )
¥, en consecuencia,

f (C) = (O, 0, 0, ey 1, cm(c)-l—l: cm(c}+2! ) .

Lo que tenemos en este caso no es tan sencillo como la traslacién del case anterior, asi que lo
analizaremos con mas detalle.

CGeométricamente, m (c) representa la primera vez que ¢ queda en un intervalo a la izquierda
de uno de los intervalos abiertos que quitamos en la construccidn de C. Es decir, el conjunto
A, = {z € C| m{z) =m{c)} representa la interseccién de dicho intervalo de la izquierda con €
{véase figura 7.1).

Figura 7.1:

[ 1 | by ] |
f ; = it I 1
L 1 | EE— -

mir)=1 m{z)=2 mz)=3
| — L | | I ! !
| I P AR 7
L ) | S———| —
Ao =(0,0,0,...) A§=(1t020a“) A%=(1!110.----)

Asi pues, dada ¢ € C, para el conjunto A, se tiene que
JA)={z€Clampn=1y2; =08 1<j <m(c)}

Bs decir, f restringida a A, es una traslacién, como se aprecia en la figura 7.2.

De acuerdo lo anterior, se tiene que la posicion de f (A.) es simétrica a la de A; con respecto
al =, pero f no actiia como reflexion, sino como traslacién. De aqui que f se comporta como una
isometria local excepto en el 1.
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Figura 7.2:
| I [T | Ly P
= T+ T f T 7
[ (I [ [
fAp ) 4 A

Sin embargo, si un punto estd muy cerca del I entonces su imagen estard muy cerca del 0, lo
cual es congruente con la definicién de f.

Esta descripcién geométrica de f nos sugiere varias cosas. En particular tenemos que £, local-
mente, (excepto en el 1) se porta como una isometria, de manera que uno podria pensar que [ es
inyectiva y continua.

Ademds, el comportamiento geométrico de f sugiere que también es sobre, asi que uno podria
preguntarse si f es un homeomorfismo.

De hecho f si es un homeomorfismo perc resultard ser mas que eso.

A continuacién veremos un resultado del cual concluiremos varias propiedades importantes de

A partir de ahora consideraremos G : § — 5§ como en la Notacién 4.7, es decir, G (s} =5-¢€ (E)
donde

= 1 1 1
6 = (11 Ty T ' -"):
np Mnz N3

pero tomaremos el caso particular donde n; = 2 para cada ¢ € N, y entonces

s (L 111
‘E_ 12:2212_3: R

También utilizaremos i : C — R como en el Teorema 4.11, es decir,
h (k.'l 2 ko, k3, ) = (e (90) 2 € (01) 2 € (92) y '-'):

1 1
donde 8y = 0,6, = n—kl, y en general 8, = - {(km + 8m-1) paracada m € N,
1 ™m

Ahora si estamos listos para introducir el:
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Teorema 7.1 §i G,k y f son como antes, entonces ho f =Goh.

Demostracién.

Sean ¢ = (1, ¢2,¢3,..) € C 'y € (8) = R (f(c)).

Veremos que ho f y Goh coinciden coordenada a coordenada y haremos la prueba por induccion,
analizando tres casos.

Caso 1.

i€ {1,2,.,m{c)—1}.

En este caso f; (¢} =0 v, por la definicién de A, tenemos que e (fp} = e (0).
Supongamos ahora que e (6;_;) = e (0}, entonces por definicién

@) = (350 +0-0)) =< (34(0) et6im) =<0
De manera que la i-ésima coordenada de k (f(c}) es igual a e (0) cada vez quei € {1,2,....m(¢c) — 1}.

Calcularemos ahora la coordenada i-ésima de (Go A) (¢c) para 1 <1< m(c) — 1.
Si denotamos h{c) = e(@) tenemos que ag =0 y

1 1
ai = 5 (e +ain1) = 5 (14 aim).

21 .
Veremos por induccién que a; = —5— bara cada i€ {1,2,...,m(c) — 1}.
Asi pues, por construccién tenemos que

1 1 1
ay = §(1+a0)—§(1+0)— 3
2-1 -1
Supongamos ahora que o;—1 = —5i=7—» entonces

1 1 2t 1 /2.2 -1 21 -1
a=z{l+a1)=3 (H 2i-1 ) =§( 21 ) Ty
Ahora bien, si lamamos G (h(c)) = e () tenemos que
e(B) =G (hie) =e(@) e(f)
donde

e(fo) = e(ao) - e(1) = e(1).

Entonces
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e (f) =8(0!s')'6(%) =e(g-§-_i——1—) '6(51".’) =

=e(%_-1+-2-1-) =e(1) =e{0).

Por tanto las i-ésimas coordenadas de G (h(c)) son igualesa e (0} cada vez que i € {1,2,...,m (¢) — 1}
¥, en consecuencia, coinciden con las respectivas de i (f (¢)).

Caso 2.
i=m{c).

Calculemos la m (¢)-6sima entrada de h (f{c)).
Asi pues, sabemos que

1 1
Om(c) = 5 (fm(e) (€) + Ompgy—1) = 3 (1 +8mgey—1)-
En el caso anterior vimos que
€ (om(c)—!) =€ (0)

de modo que

1 1
e (HM(C)) = 5 (1 + Bm(c],_l) =e (5)

Calcularemos ahora la m (c)-ésima entrada de
e(B) =G (h{c)) =e(a) e(E)

usando que

1
Umic) = 5 (Cm{c) + Om(c)—l)
1 gmle)-1 _
=5 (em@-1) = —mm—

Ahora, de acuerde al paso anterior, tenemos que e (,Bm{c)_l) = e (1) y por tanto obtenemos gue
1
e (Bm(a) = ¢ (omee)) ¢ | 575 ) =

et R T O
om(c) +2m(c) -

am{c)=1 _ 1
€ 2m(c) =€ E .

[
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De manera que G {h{c)) y h(f(c)) coinciden en la coordenada m (¢).

Caso 3.
i > m(c).

Por definicién de h(f{c)), tenemos que
1
gm(c) = 3 (fm(c) {e) + Bm(c)—l)‘

Ademas, por el caso 2 sabemos gue e (Bm(c)) =e (%) , de modo que

e (fm(ey41) = ('2- Frgeye1 () + em(c)))

(3 (o2 #3)) = (som 3))

Supongamos ahora que

€ (gm(c)-i-r—l) =

1 Crme)4r=2 | Cm(c)+r—3 Crn{e)+1 1
€ (5 (Cm(6)+r—1 + 5 T Tt e to1) )

y calculemos:

1 1
€ (em(c)+r) =€ (5 (fm(c)+r (e} + 9m(c)+r—1)) =€ (5 (Cm(c)+r + 9m(c)+r—1)) =

1 - — 1
e (_2_ (Cm(c)+r + Cm{e)4+r—1 n Cm(c)+r—2 I Cmie)+1 + 2_,-))

2 2% 21

Calcularemos ahora las (m (c) + r)-ésimas coordenadas de

Gh(Q) =e(@- e(€) =e(B)

parar € N
Empezaremos probando por induccién que

1 Cm{c)+k-1 Cm +k—2
Ome)+k = § (Cm(c)+k + (C)2T (22

I Cm(e}+1 am(c))

k-1 k-1

para cada £ € N.
Asi pues, sabemos que

1
i = 5 (emie)21 + Qmie))-



Capitulo 7. Un ejemplo 91

Supongamos ahora que

1 Cm(e)4+k-1 | Cm{c)+k=2 Cm(e)+l | Cm(c)
Om(c)+k = 2 (cm(c)+k + 3 + 92 to 9%—1 k-1 )

Entonces
1
Cm(c)+k+1 = 3 (eme)+h+1 + Amie)+k) =
1 1 Cmfc)+k-1 |, Cmlc)+k-2 Cmle)+1 | Xmie)
5 (‘”—m{c)+k+1 ts (cm(c)+k+ 3 T o Tttt 2k—1) =

1 Cm(c)+k |, Cm(c)+k—1 Cm{e}+1 . %mie)
3 (omiopeess = TR 4 T 4 R 4 SR,

Ademais, sabemos que

gmic)-1 _ 3
Q) = W

Finalmente,

1
e (Brme)+r) = € (am(eyte) - € (W) =

1 Crm{e)4+r-1 | Cm(c)+r—2 Crfe)+l | Pmic) 1 _
¢ ("2_ (c’“(c)+" + 3 + 72 Tt or—1 + or—1 ) + om{cy+r | T

1 Cm(e)tr=1 , Cm{c)+r—2 Cm(e)e1 | 29711 L _
8(5 (%(c)+r+ st Tt e Y mmet | T | T

1 Cm(cj+r—1 , Cm(e)4r—2 Cm(e)41Y , 2me-]

i (5 (cm(c)+'" + 2 + 9z +o. or=1 ) am{c)+r
1 Crm(c)+r-1 , Cm(c)+r—2 Cra(c)+1 1 _
e (5 (cm(c)+r + 3 + 92 +...t+ 9r—1 ) + or+1 -

1 Cmle)+r—1 | Cmic)+r—2 Crn(c)+1 1]
e(-2- (Cm(:)+,-+ 2 + 22 +...+2,,—_1+2—r .
En consecuencia G {h(c)) y i {f(c)} coinciden en la coordenada m (c) + r para todar € K.

Por tanto h e f = G o h y concluimos la prueba del Teorema. O

Recordaremos ahora que en el Lema 4.8 y en el Teorema 4.11 vimos que G |p: R =+ R y
h: C — R son homeomorfismos.

Notemos que en el Teorema anterior ¢ o 2 de hecho representa G|g ¢ k, ya que el contradominio
de h es R. Asi pues, utilizando el Teorema 7.1 obtenemos que f = k™' o G|g o h y, por tanto, f es
un homeomorfismo.
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Por otra parte, en el Corolario 6.12 probamos que el homeomorfismo G|g es compatible con algu-
na sucesidn {ng )52, C N\ {1}. Asipues, utilizando el Lema 5.3 y el hecho de que f =k~ 1o Glr o b,
obtenemos que f es compatible con la sucesién {n}iz;.

Esta situacién nos proporciona mucha informacién sobre f, por ejemplo, gracias a esto y a las
Proposiciones 5.6 y 5.8 obtenemos que f no tiene puntos periddicos y todos los puntos de C son
recurrentes bajo f.

En particular obtenemos que f no tiene puntos fijos, de modo que podemos construir un espacio
W; como en el capitulo 3, ¢l cual se veria de la siguiente manera:

Figura 7.3:

02027

Finalmente, una iltima cosa que podemos decir de f es que como es un homeomorfismo com-
patible con una sucesién, utilizando el Teorema 6.13 se puede concluir que el espacio € x I/ (™ f)
es homeomorfo a un solenoide.
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