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INTRODUCCION 1

1 INTRODUCCION

En Fisica Nuclear se presentan dos aspectos que caracterizan la frontera de investigacion, Por
una parte se parte de leyes y fuerzas, suponiéndolas establecidas, que gobiernan los fenémenos
relevantes, y entonces la investigacién consiste en predecir e interpretar fendémenos y procesos como
consecuencia de tales principios. Por otra parte, las fuerza nuclear no esta totalmente establecida, y
es por lo tanto la bisqueda de nuevos principios y la extensién de leyes conocidas la actividad en la
que se centra la investigacién. En el estudio del micleo, este doble aspecto juega un papel relevante
en el desarrollo de nuevos modelos y teorias, y es asi que dentro de esta rama del conocimiento, el
concepto de simetria ha representado una idea fundamental en la biisqueda y formulacion de nuevas
teorias de la estructura nuclear.

Hablando genéricamente, una simetria es un atributo que se refiere a aquella propiedad de
algin objeto cualquiera, de nuestra percepcién o de nuestro pensamiento, la cual queda invariante
después de haber aplicado alguna operacién de transformacién sobre dicho objeto. Por ejemplo,
en el caso de una particula moviéndose en un potencial central en tres dimensiones, este potencial
queda invariante ante rotaciones, y asf decimos que el potencial tiene simetria esférica. La teoria de
los Grupos, es la herramienta algebraica apropiada para estudiar los conjuntos de transformaciones
que dejan invariantes las funciones de un sistema fisico.

En el campo de la estructura nuclear se presentan simetrias de tres clases. La primera son las
simelrias geoméiricas, las cuales se relacionan con suposiciones sobre la forma de los nicleos defor-
mados y que introducen simplificaciones en su descripcion. Las simetrias cinemdiscas constituyen
otra clase de simetria fundamental, tales como lo son la conservacién de paridad, la conjugacion
de carga, o la inversién temporal. El niicleo ha constituido un laboratorio muy dtil para exami-
nar estas simetrias, como en los experimentos de dispersién nucledn-micleo, donde se han medido
términos de asimetria indicando la no-conservacién de paridad y que contribuyen al entendimiento
de 1a interaccién electro-débil [Adelberger (1983)). Finalmente, las simetrias dindmicas son aquellas
relacionadas con las propiedades de las interacciones nucleares.

En la espectroscopia nuclear se han distinguido dos tipos de fendmenos, unos son los llamados
de particula independiente, y otros los eolectivos. En los primeros, se considera fundamentalmente
el comportamiento de un solo nucleén en el campo producido por todos los demas, mientras que en
los colectivos se trata con movimientos coherentes de rmuchos nuclecnes.

El movimiento rotacional calectivo de los nitcleos ha sido estudiado a través de modelos fenome-
nolégicos con pardmetros ajustables {Bohr, (1952); Gneuss y Greiner, (1971); Hess, Seiwert, Maruhn
y Greiner, (1980)], de teorias basadas en el Modelo Unificado [Bohr y Mottelson, (1953); Nilsson,
(1955)], y formalismos que utilizan las simetrias de la interaccién nuclear [Heisenberg, (1932); Wigner
(1937); Moshinsky, (1968); Flowers, (1952); Elliott, (1958); Arima, Harvey y Shimizu, (1969); Hecht
v Adler, (1969); Ratna Raju, Draayer y Hecht, (1973); Arima y lachello (1976), (1978}, (1878);
Rosensteel y Rowe, (1980); Castanos, Frank, Chacén, Hess, y Moshinsky, (1982) ; Moshinsky.
(1984)}. En la presente tesis se consideran dos tipos de teorias de nicleo de caracteres distintos: el



2 INTRODUCCION

modelo colectivo de Bohr y Mottelson, y ¢l modelo algebraico de bosones interactuantes IBM-1, de
Arima y Tachello.

E) modelo colectivo de Bohr y Mottelson ha permitido la comprensién de los movimientos
colectivos vibracionales y rotacionales de muchos de los nicleos en la Tabla Periddica. Este modelo
es un modelo macroscopico que describe el micleo como una gota liguida, con lo cual ha repre-
sentado un esquema conceptual muy poderoso y de cardcter intuitivo, ampliamente aceptado en
la interpretacién de la espectroscopia nuclear. Aunque existen ciertos avances, este modelo no ha
sido establecide dentro de una fundamentacién microscépica, basada en los movimientos y fuerzas
entre nucleones, El modelo es particularmente simple al considerar nicleos gue estdn préximos a ser
vibradores esféricos, o un rotor rigido axialmente simétrico con una deformacién bien establecida.
En el Capitulo 2 consideramos la superficie de energia potencial (SEP) de una versién simple del
modelo colectivo generalizado, y mediante la teoria matematica de las Catastrofes demostrarernos
que existen solamente dos pardmetros esenciales, mateméaticamente relevantes, y se lleva a cabo un
analisis completo de las configuraciones de equilibrio. Asi, encontramos cémo se organizan todas las
formas posibles de la SEP dentro de regiones bien delimitadas de] espacio de parametros esenciales
del modelo.

Por otra patte, el modelo de bosones interactuantes fue extremadamente exitoso en las iiltimas
tres décadas, dando una descripcién fenomenolégica de datos espectroscépicos dentro de un amplio
alcance de nticleos distintos ¢ue exhiben caracteristicas colectivas. A diferencia del modelo de Bohr-
Mottelson, se irata de un modelo algebraico. En este modelo, se consideran parejas de nucleones
fuera de capa cerrada, acoplados para constituir un sisteina de bosones, cuya descripcion en términos
de teoria de grupos simplifica considerablemente el estudio del sisterna de muchos cuerpos. Los
nucleones se describen por medio de estadas de fermion en una configuracién n,l, j caracterizada
por el operador de creacién aL {jmys donde m = —j, -+, j es la proyeccion del momento angular de
una particula independiente, y 7 = :l:% es la proyeccion del isoespin. Por gjemplo, tomando un solo
valor de j, el operador de creacién de un bosén se define

bBM,t'r = Z Z Jm1,ijIJM)( Tl’szltT> nljrmy g% Iﬂgmgrg (11)

my,mz Ty, T2

donde J,M,(t,7) son los valores del momento angular total, su proyeccién, (isoespin total, y
su proyeccién). Debido a que los operadores fermidnicos af y «, anticommutan, se sigue de las
propiedades de simetria de los coeficientes de acoplamiento de Clebsch-Gordan [Rose, (1957)), que

b.TIM,t'r = ( )J_HbJMtr ) (1°2)

y en consecuencia el operador de creacidn de bosones se anula, a menos que (J +¢) sea impar.En el
modelo IBM-1 no se hace distincién entre protones y neufrones, pero se consideran acoplamientos
de nucleones del mismo tipo, de donde tenemos ¢ = 1, por le que J debe tomar solamente valores
cero o par. En particular, en este modelo, se consideran como elementos fundamentales los bosones
de momento angular cero, bogdn-s, ¥ momento angular dos, bosdn-d.

En el segundo capitulo, veremos cémo puede ser estudiada la geometria de modelos algebraicos
por medio del principio variacional dependiente del tiempo [Hecht, (1987); Gilmore, (1979)]. Este
formalismo nos permite tetier un limite cldsico del modelo nuclear, y particularmente estaremos
interesados con las propiedades estaticas de la funcién Hamiltonlana, esto es, con la superficie de
energia (SE) asociada a este modelo algebraico. Esta funcién depende de variables de estado y
de un conjunto de pardmetros, por lo que adoptaremos como herramienta de analisis a la teoria
de Catastrofes {Gilmore, (1981)]. Veremos que existe una conexién entre el modelo IBM y la
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aproximacion geométrica de Bohr-Mottelson, si se expresa la funcién Hamiltoniana del IBM en
términos de variables de forma. Esto es llevado a cabo mediante los correspondientes estados
coherentes [Gilmore, (1979)]. El anilisis de las formas y las transiciones de fase de forma dentro de
este modelo ha sido considerada en el pasado [Feng, Gilmore y Deans, {1981); Dieperink, Scholten, y
Iachello, (1980)]. En esta tesis aplicaremos estos procedimientos al modelo de bosones interactuantes,
pero lo relizaremos para el Hamiltoniano mds general de la interaccidn central de uno y dos cuerpos
el cual involucra los bosones s y d.

Todavia en este mismo capitulo, veremos que las configuraciones de equilibrio pueden ser clasi-
ficadas por dos pardmetros, suficientes para determinar el desarrollo de la superficie de energia mas
general. Esta SE, quedara organizada dentro de este espacio bi-dimensional de parimetros esen-
ciales dentro regiones delimitadas por una curva Separatriz, con la cual podremos saber: (i) Cudntas
configuraciones de equilibrio ofrece el sistema, (ii) si la conducta del modelo alrededor de los puntos
criticos puede o no aproximarse por un oscilador arménico. (iii) Se describe la conducta de las
simetrias dindmicas del modelo IBM-1 dentro del espacio de los dos pardmetros esenciales. (iv) Se
define la clase y el orden de las transiciones de fase de forma en el modelo general en funcién de los
parametros esenciales.

En el tercer capitulo se hacen algunas aplicaciones de los resultados desarrollados en el capitulo
previo. Primero se considera la clase y el orden de la transicién de fase de forma mas general en este
modelo. Con este anilisis se generaliza el estudio de las transiciones de fase de forma presentados
en el pasado, en los cuales se consideran solamente transiciones entre parejas de limites de simetria
exacta SU(5), O(8), y SU(3). También desde la década pasada se utilizaron Hamiltonianos efectivas
del IBM-1 en la descripcién de los espectros de energia y las probabilidades de transicién de varias
cadenas de isétopos e isdtonos [Castafios, Federman, Frank , y Pittel, (1982); Frank, (1989); Gémez,
Castafios, Frank, (1995); Gonzalez (1990)]. El andlisis de la estabilidad y las transiciones de fase de
forma en estos casos requiere de las generalizaciones desarrolladas en la presente tesis.

En el capitulo euarto hacemos un ataque intuitivo de los problemas de analisis desarrollados en
el capitulo precedente. Esto podria resultar importante en un caso de mayor complejidad, donde
s1 bien no podriamos alcanzar la generalidad matematica, por lo formidable del problema, las ideas
bdsicas de la teoria de catdstrofes nos pueden guiar para realizar un ataque del problema mediante
una aproximacién numeérica, como la que presentamos en ese capitulo. Finalmente, también se
incluye el calculo de las transiciones de fase de los operadores invariantes del modelo IBM, esto es,
de sus operadores de Casimir.
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2 EL MODELO COLECTIVO

El Modelo Colective fue introducido hacia la mitad de este siglo para describir propiedades
nucleares tales como los momentos cuadrupolares observados experimentalmente, los cuales en la
mayoria de los casos resultan mucho mayores que los predichos por el modelo de capas, especial-
mente en las regiones intermedias a las capas cerradas (ver p. €. la introduccién en: [J. M.
Eisenberg and W. Greiner, (1987)]). Asf también, muchas veces las probabilidades de transicién de
estados de baja energia exceden las estimaciones de modelos de particula independiente hasta en
dos dérdenes de magnitud; as{ mismo, en otro tipo de fendmenos, se pueden obtener estructuras de
bandas rotacionales y vibracionales las cuales no es ficil explicar por medio del modelo de capas.
Notablemente, debemos mencionar también la observacién de las resonancias gigantes fotonucleares
como un fendmeno que ha dado un gran impetu al desarrolio del modelo colectivo, las cuales se han
interpretado como vibraciones colectivas de protones us. neutrones en respuesta al campo eléctrico
del fotén-v incidente, el cual desplaza los protones en direccién del campo dando lugar al recule de
los neutrones para conservar fijo el centro de masa del niicleo.

En el modelo geométrico del niicleo se supone que éste tiene una superficie bien definida, capaz
de llevar a cabo pequeiias oscilaciones de forma y de superficie. Usualmente se considera que el modo
mds importante en el movimiento colectivo es la deformacidn cuadrupolar, y asi, resumiremos las
caracteristicas de los espectros asociados con las deformaciones de la superficie nuclear de simetria
cuadrupolar. Este grado de libertad exhibe espectros rotacionales, vibracionales, y de rotacién-
vibracién. Esto puede mostrarse mediante la transformacién a un conjunto de coordenadas de
forma intrinsecas y las de orientacién del sistema.

Considerando oscilaciones pequeilas alrededor de la forma esférica, el Hamiltoniano corresponde
a un oscilador arménico en cinco dimensiones. La cuantizacién de este Hamiltoniano se realiza
introduciendo operadores bosénicos cuadrupolares de creacién y aniquilacién. De esta manera, en
el orden mds bajo, el Hamiltoniano es proporcional ai operador de niunero de bosornes, con o cual
se predice la degeneracién dentro de cada multiplete fondnico y una separacién equidistante entre
multipletes, lo cual caracteriza un espectro vibracional.

El modelo que aqui consideramos describe las rotaciones del micleo suponiendo una deformacién
nuclear elipsoidal permanente. En este caso se elige el sisterna fijo en el cuerpo, también liamado el
sistema intrinseco, como un marco de referencia natural. Los cjes principales del elipsoide se escogen
como los ¢jes fijos al cuerpo, y uno introduce las nuevas variables g, ¥ ¥, con la primera de ellas
asociada con una medida de la deformacién nuclear, y la segunda asociada con su simetria de forma,
la cual puede ser la de un elipsoide axialmente simétrico prolato u oblato, o la de uno deformado
sin un eje de simetria (deformacion triaxial). En la expresion cuantizada del Hamiltoniano, la parte
colectiva de la energia cinética puede expresarse como la suma de las energias vibracionales de dos
modos normales en el plano # — 7, y la del movimiento rotacional que involucra en general tres
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grados de libertad. Para refinar el acuerdo con los resultados experimentales se pueden agregar
términos de correcidn perturbativa, los cuales representan un débil acoplamiento entre los modos
vibracionales y el movimiento rotacional,

2.1 COORDENADAS COLECTIVAS

Las coordenadas colectivas se introducen usualmente teniendo una imagen clésica del nicleo,
tal que la eleccién mds apropiada de estas coordenadas facilita de alguna manera la manipulacion
matemdtica del problema de la descripeién del movimiento coherente de muchos nucleones. Asi,
en vez de dar la deseripcién del nticleo en términos de las coordenadas (21, Ty, .. .,x34) de los A
nucleones, se introducen las coordenadas colectivas a["l(ml,mz, .«.,&a4), las cuales son funciones de
las 34 coordenadas nucleares. En la discusién que haremos en esta parte, consideraremos sola-
mente las coordenadas colectivas que describen la superficie nuclear, aungque existen otras clases de
coordenadas colectivas, tales como las que describen las fluctuaciones de la densidad nuclear.

Variables de deformacion

Suponiendo que el nicleo tiene una superficie claramente delimitada, consideraremos que éste
lleva a cabo movimientos colectivos que se pueden contemplar como oscilaciones de superficie, o
cambios en su forma, los cuales se definen mediante una expansion de la superficie en términos de
los armoénicos esféricos. La forma de la superficie nuclear se define por medio de los parametros
de deformacién @y, ., los cuales describen la longitud del radio vector que apunta desde el origen
hasta la superficie:

R(0,6,t) = Ro[L + Sau(= ) o, - u(1)Y,u(0, 9)]. (2.1.1)

Debido a la invariancia de la superficie ante rotaciones del sistema de coordenadas, se debe
cumplir

R(8,,1) = R(#', &', 1), (2.12)

donde las primas denotan las direcciones después de la rotacién. Esta invariancia implica que las
@,y sean las componentes de un tensor irreducible de rango A, el cual se transforma de acuerdo
con la representacion (2 + 1) — dimensional del grupo SO(3), esto es,

Gapu = EA,pDﬁU(Bj)(IA,p, (2.1.3)

donde las a5 , definen la superficie nuclear en el sistema rotado y las (6;) son los angulos de Euler
que conectan los dos sistemas.

Ademss, la condicién de realidad del radio R(#, ¢), junto con las propiedades de los armonicos
esféricos, implican
a:‘:,,u = (—)"QA’_#_ (214)

Finalmente, debido a que R(f,¢) es un escalar, las aa , deben tener la misma paridad que los
arménicos esféricos, esto es Pay 4P~ = (=) a4, donde P es el operador de paridad.

En la expansion de la superficie R(6, ¢), la constante Rq corresponde al radio de una esfera de
volumen idéntico a} del nicleo. crgp describe los cambios en el volumen nuclear, y en Ja medida que
consideramos al nicleo como un fluido incompresible, el cual lleva a cabo deformaciones pequefias,
podremos omitir esta ago. Del mismo modo, las ay, se pueden asociar a traslaciones del centro de
masa, en la medida que permanezcan pequefias, y asf, las podemos excluir también. Esto deja los
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términos ey, correspondientes a la deformacidn cuadrupolar, como los de mayor relevancia. Asi,
(2.1.5)

la superficie nuclear se aproxima por
R(6,¢,) = Ro[l + Ny ,Yau(8, 8))-

La forma elipsoidal se puede ver claramente si expresamos los armdnicos esféricos en coorde-
(2.1.6)

nadas cartestanas
I 207 — g% — ¢
Yop = ,
20 /16775 ( 7 )
1 zz 4 iyz
= 2.1.
Yox1 = F 811‘/15( 2 ), (2.1.7)
1 2?2 — % + izy
Yogs = : 2.18
SR 7T ( ) (2.18)
con los cuales obtenemos
2 2 2 2 2 p)
x y z 2y ) Tz yz
£= Ro(l + (Ymrﬁ -+ flfyy;—g‘ + (Fzg‘;g + Q(Y;cy—:r:i* + 20’,;;";&"‘ + QQW '-1:2—), (2.1.9)
mds la restriccidn
Upr + Yyy +,, =0 (2 110)
Del mismo modo se encuentra
2 .
Gty = _l'g (a.rr — Cyy e 2Z(Y:n:y) s (21] 1(‘)
(2.1.116)

/8 .
ot = F “l%(am i?(l’yz)l
(2.1.11c)

ar ¢
xgg = E(Z(t;; —au—ayy).
Y Y
y = Oy =g, = 0.

Por medic de una rotacién de los ejes es posible describir la forma nuclear respecto al sistema de
los ejes principales fijos al cuerpo. En este sistema de ejes principales se tiene o
Entonces la forma nuclear queda expresada como
: 2 2
! , yf , Z,l’ )
ZY 4ol (2 ). (2.1 12)
? r

. 2
= Rn(l -f-ﬂfi.r (%’) +a'yy
(2.1.13q)

(2.1.130)

Mientras que las nuevas variables quedan
— 2

g = Xy D5, (61,605,053},

fz +1 = 0

432 = —@, _3,

De este modo aiin tenemos cinco variables, de las cuales tres corresponden a los dngulos de
Euler relativos a [a orientacidn en el espacio de los ejes principales, y las dos restantes, @20 ¥ G292
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describen la deformacién inirinsece. En este sistemna intrinseco la deformacién a lo largo de cada
uno de los ejes principales puede visualizarse muy facilmente, si se introducen las variables de Bohr:

)
asp = Geosy, ag2 = ﬁﬁsm'r. (2.1.14)
En las variables de Bohr la superficie nuclear queda expresada como

R(8, ¢) = Ru(l + —1-2-1;,6 (cos'y(:}cos 8% — 1) + v/3sin v sin 02 c052¢)). (2.1.15)

La deformacién nuclear se puede ahora expresar en términos de las elongaciones § Ry, a lo largo
de cada uno de lo ejes principales £ = 1, 2,3, de la siguiente manera

R(90°,0°) = Ro(l + 6Ry), (2.1.164)
R(90°,90°) = Ro(l + 6 Ry), (2.1.160)
R(0°,0%) = Ry(1 + 6Rg), (2.1.16¢)
donde
5 27
SRy = 1/&}— B cos(y — —g-k) (2.1.17)

Notamos que el niicleo es axialmente simétrico si v = 0, ¥, % . Por ejemplo, si F = 0, entonces el
nticleo es esférico. Para § arbitrario, y v = 0, el nicleo es prolato. Si # es arbitrarioy vy = %, la
deformacion corresponde a un nicleo oblato. Finalmente, si el valor de 7 es intermedio, por ejemplo,
# arbitrario, v = %, se tiene una deformacién triaxial (sin un eje de simetria). En la Figura 1, se
ilustran los anteriores ejemyplos.

2.2 EL HAMILTONIANQ COLECTIVO

En la seccién anterior se definieron las propiedades de las variables colectivas o de deformacién
de la superficie nuclear. Suponiehdo que la superficie inicamente puede sufrir deformaciones de tipo
cuadrupolar, el Hamiltoniano puede dividirse en una energia cinética y en una energia potencial de la
superficie. Para garantizar que el Hamiltoniano sea invariante ante rotaciones, las energias cinética
¥ potencial se construyen como desarrollos en series de potencias de las coordenadas colectivas ey,
¥ sus correspondientes momentos candnicamente conjugados wy,,, esto es,

/s (0]
TG, ) =22 (712 x 74P 4 gy | (714 x 28] x ﬁ”l] +
2

B [#2 x #2003 o gl (2.2.1)
V(&) 2\(75 C, 312 x GO0 1 ¢, [[61) x AL x ALy,

¢y [al? x alhel . (gl « 5E2]][01 e (2.2.2)

La energia potencial de superficie determina principaliiente las propiedades especiales de los
nucleos, asi describe si un nicleo es esférico o deformado en su estado base o para estados excitados.
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p=0 ¥=0

B =3/4

Figura 1. Formas cuadrupolares representadas por la expansién multipolar de la Ec. (2.1.15). En
el primer caso se considera una forma esférica, con B =0, = 0. En los otros tres casos, se supone la
mistna deformacién ff = 3/4, la cual se exagerd con propésitos de ilustracién. Estas dltimas formas
corresponden a las deformaciones cuadrupolares de un nieleo deformado prolato, ¥ = 0, un micleo
deformado oblate, v = 7/3, y uno deformado triaxial, v = /6.

Considerando el desarrollo de la energia potencial de superficie hasta términes de orden cuarto
en las coordenadas cuadrupolares, se encontraran las caracteristicas principales que pueden ocurric
en la estructura de la superficie. Asi si expresamos V(Ei[z]} en términos de los angulos de Euler y de
las coordenadas intrinsecas, obtendremos la nueva funcidn

1 : /2 1,
Vi{ag,az) = 502 (aﬁ + (l%) + '55(.»3 ao(6a§ - ag) + :5'64 ((lg -+ 2&%)2 (2.2.3)

Al estudiar los diferentes tipos de superficie deseritos por la ecuacidn anterior, encontramos
conveniente expresar las variables ag y as en términos de las variables 3, de Bohr-Mottelson:

1
g = [Fcosy, 3 = —= Fsiny; 2.2.4
0= fFeosy 2= 5 fsiny (2.2.4)
y rescribimos los pardmetros como
1 {2 t
Tn= 3=/ —C =0, 2.2
2 2(.&1 (3 35(’31 (-‘1 3 4 ( 25)
guedando
V(B y) = Cy Bt — Ca B cos 3y + (582 . (2.2.6)

La expresidn anterior es capaz de describir una amplia variedad de formas y estructuras, las
cuales inchiyen un vibrador esférico, un rotor deformado, niicleos con deformacidn y-inestable, entre
otras que pueden realizarse para los niicleos en diferentes regiones de la tabla peridédica. La energia
potencial de superficie es una funcién que depende tanto de un conjunto de variables {3, v}, como de
un conjunto de parametros, {Cy, Cs, (4}, y asi, para evaluar su estabilidad, nsaremos el formalismo
de catéstrofes en la préxima seccion.
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2.3 FORMAS Y ESTABILIDAD DE LA SUPERFICIE ENERGIA POTENCIAL

Para analizar las configuraciones de equilibrio de la energla potencial de superficie mediante
el formalismo de catastrofes, es necesario determinar la Separatriz del sistema. La Separatriz es el
lugar geométrico en el espacio de pardmetros del sistema, y estd constituida por los conjuntos de
Bifurcacion y de Maxwell.

En estos conjuntos, y por lo tanto en la separatiiz, ocurren inestabilidades estructurales de
Ja forma nuclear. Los conjuntos de Bifurcacién son aquelios lugares geométricos en el espacio
de pardmetros en los ctiales ocurre que los puntos criticos de la energia potencial de superficie
coalescen, esto es, son degenerados. Mientras que, por otra parte, los conjuntos de Maxwell son
lugares geométricos en el espacio de pardmetros en los que la energia potencial de superficie, al
evaluarse sobre puntos criticos aislados, foma el mismo valor.

Simelrias de la SEP

Resulta conveniente iniciar el analisis de la superficie de energia del modelo colectivo con-
siderando sus simetrias. En primer lugar, notamos que la SEP en la Ec.(2.2.6) tiene una depen-
dencia en el dngulo ¥ de la forma cos3y. De aqui se implica inmediatamente una forma general
de la SEP con invariancia ante rotaciones de 2 /3 radianes; asi como ante reflexiones en los tres
ges: v = 0, ¥y = 27/3 y v.= 4n/3. Esas tres rotaciones y estas tres reflexiones representan las
seis operaciones del grupo llamado Clyy. Gracias a esta simetria es posible restringir el analisis a la
regidn comprendida entre los dngulos y =0y v = n/3.

Punios Critices de la SEP

Los puntos criticos (fe,v.) de la SEP de la Ec.(2.2.6) los podremos obtener calculando las
derivadas con respecto a las variables 5 y

VY8, ey = 0. (2.3.1)

Derivando parcialmente respecto a la variable v, observamos inmediatamente que éstos se localizon
{inicamente sobre las semi-rectas dadas por los valores 4, = 0 (caso prolato) 6 v, = /3 (caso
oblato). Claramente aguellos puntos criticos {asi como todos los demds puntos) sobre la semi-recta
¥. = m/3, se repiten exactamente sobre las semi-rectas y. = 7 ¥ . = 57/3 . Asf también, aquellos
puntos criticos sobre la semi-recta v, = 0, se repiten exactamente sobre las semi-rectas v, = 2%/3
y 7. = 4% /3. Expresemos esto en términos de las variables cartesianas (z,y), obtenidas a partir de
las polares como:

x=fcosy, y=4g0senq. (2.3.2)

Podemos observar que la totalidad de los puntos criticos de la S E P, salvo sus repeticiones simétricas,
se encuentra sobre el ¢je-X cartesiano; el semigje-X positivo contiene los valores criticos de los nicleos
prolatos y el semieje-X negativo los valores criticos de aquellos obiatos. De esta manera concluimos,
sin pérdida de generalidad, que se puede restringir la bisqueda de puntos criticos al eje-X cartesiano.
En este sistema de coordenadas cartesianas, la SEP se expresa:

Vie,y) = Ca(@® + 4%)* — C3 (2® — B329”) + Ca(2® + 4% . (2.3.3)




EL MODELO COLECTIVO 11

Como se puede demostrar (ver Ec.(3.4.11 ) ), en el sistema cartesiano la funcién V{z,y) es una
combinacién de log polinomios invariantes ante el grupo Cay, hasta el cuarto grado. Ademaés,
hemos optado por un sistema cartesiano debido a que, como veremos en seguida, el origen del
espacio (/3,7), representa un punto critico ante cualquier eleccidn de los pardmetros de control Cs,
C3, y C4, pero en las coordenadas esféricas dicho punto no tiene un valor definido de la variable 7.

De la Bc. (2.3.3) concluimos que el hecho de fijar tres pardmetros, Cy = C3 = (4 = 0,
sobredetermina la energia potencial de superficie, y por lo tanto introducimos los pardmetros de
control ¢g = C3/C4, y c3 = C3/Cy, 4. e,

Viz,y) = K%i'y—) = (@2 + y%)? — ca(z® — 327) + ca(z® + ¥%). (2.3.4)

Ecuacidon de los punlos eriticos

Los puntos criticos (2., y.) de la SEP en la Ec.(2.3.3) los obtenemos resolviendo la siguiente
ecuacion:

vv(m’ y) i(”cnyc): 0. (2'35)
Las derivadas respectivas resultan:
6—Va—4x(m2+ 2y~ e3(32% = 3y%) + 20 (2.3.6)
oz v 3 oY c2T , -0
av
e 4y(z® + y*) + 6eazy + 2e0y . (2.3.7)

La rama bdsica (v =0,y =0)

De la Ecs.(2.3.6) y (2.3.7) resulta inmediato que {(z. = 0, y. = 0) es un punto critico en todo el
espacio de parametros., Al variar los pardmetros este punto critico describe lo gue llamaremos una
rama bdsica. Para clertos valores de los pardmetros, esta rama basica puede degenerar y bifurcarse
sobre un subconjunto de puntos del espacio de pardmetros By, desarrollandose otros puntos criticos
f: # 0, en lo que Nlamaremos ramas primarias. Estas ramas primarias también podrian bifurcarse
sobre otros subconjuntos By C B, generandose ramas secundarias, y asi sucesivamente. Més adelante
encontraremos los correspondientes subconjuntos B; para los cuales cada valor critico G, se bifurca.

Otras rafces

Al considerar las demas raices, resulta conveniente obtener primero las soluciones de la ecuacion

V )
5 =" (2.3.8)

Sin embarge, como ya se menciond al referirnos a la simetria Cay, otras raices estan asociadas a
repeticiones simétricas de la raiz yp = 0, y por lo tanto no las consideraremos en toda la discusidn
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restante. Asi, tomamos la Ec.(2.3.6) con y = 0:
4a® — 3eze? + 2c0w =0 (2.39)

Ademas de la raiz @g = 0, resultan los puntos criticos:

¢ _ deg 4/ 90% — 32¢s (2 3 10)
= 5 , 3.

y

303 -/ 90% faad 3262 (2 3 11)

8

e .
Ty =

Conjuntos de bifurcacién

A continuacion hacemos una determinacién de los conjuntos de bifurcacidn y de la degeneracién
de los puntos criticos [R. Gilmore, (1981)]. Sea V(x,y) la SE, entonces la matriz de segundas
derivadas parciales respecto a las variables %, y se denota por H; ; = 22V y ge le Hama la matriz

Az 8z,
de estabilidad Hessiana. Si se satisfacen las condiciones
VV(z,y) |(%,yc) = {), (2.3.12)
det H‘.J‘(w) y)](i’c)yc) 75 0) (2'3'13)

entonces se garantiza el Lerna de Morse y los puntos criticos (#.,y.) asociados a la superficie de
energia permanecen no degenerados. Lo anterior significa que el sistema se encontrard en equilibrio
estable en los minimos de la superficie de energia , y alrededor de ellos V (#,y) se puede aproximar
por una forima cuadritica no degenerada. La estabilidad de estos minimos ante variaciones en los
pardmetros del sistema se observara sobre toda aquella regién del espacio de pardmetros que cumpla
con estas condiciones,

Las propiedades de estabilidad de las configuraciones de equilibrio también pueden determinarse
a partir de los eigenvalores de la matriz Hessiana ¥ ;:

AuAzs e An (2.3.14)

Los eigenvalores del Hessiano también dependeran de los pardmetros ;. que aparecen en la superficie
de energia. Por lo tanto, al variar estos parametros, uno 6 mas eigenvalores podrian anularse para
ciertos conjuntos, By = {cx}, de valores de los parametros. A éstos conjuntos B; se les denomina
conguntos de bifurcacidn, y describen hipercurvas en el espacio de pardnietros que forman parte de
lo que se llama la Separatriz de la superficie de energia (B = UpBi + Uy BM). Es imaportante sefialar
que la Separatriz incluye otros conjuntos de bifurcacién Hlamados de Maxwell BM | sobre los cuales
la superficie de energia toma el mismo valor en dos ¢ mds puntos criticos.

Sobre los conjuntos de bifurcacién By, no se cumple el Lema de Morse y entonces tendremos
que

vy (.’L’,y) l(wc,yc)“—: 0 Yy dct’H,:J,- (CC, y) l(ﬁ‘c.yc): 0. (2.3.15)

Considerando variaciones aun muy pequeiias de los parametros, el sistema podria cruzar algin con-
junto de bifurcacién B; y cambiar radicalinente la forma y estabilidad de los puntos criticos del
sistema. En efecto, sobre el conjunto B y solamente sobre él, cambia el ndmero y naturaleza de
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los puntos criticos. La Superficie de Energia V (z,y) ya no se podra aproximar por una forma
cuadratica sobre B; sin embargo, bajo ciertas condiciones, resulta posible reemplazarla por alguna
cierta forma candnica, v. gr., por una funcién de Catdstrofe. Aunque las Catdstrofes Elementales
solamente aparecen en ausencia de simetrias, las ideas y aplicaciones mas importantes del formal-
ismo materndtico de las catdstrofes pueden extenderse para funciones con simetria, resultando la
posibilidad de remplazarla por alguna 1.e., Catdstrofe restringida por simetria.

Conjunto eje-c3

Evaluada sobre la rama basica, la matriz de estabilidad Hessiana M.,y Tesulta igual a:

ofca O
2(0 62). (2.3.16)

Asi, la rama bésica degenera solamente si se cumple la igualdad ¢; = 0; esto es, degenera sobre el
eje horizontal, y se bifurca al cruzarlo. Vemos que esta rama basica de la superficie de energia es
estable siempre que ¢3 # 0, pero degenera simultdncamente en ambas variables a todo lo largo del
cje-ca, ya que se anulan los dos eigenvalores en la Ec. (2.3.16). Mas todavia, es directo demostrar
que si ¢3 = 0y ¢z = 0 entonces el punto critico resulta triplemente degenerado y localizadoen 8 = 0,
ya que en la Ec. (2.3.4) encontramos V = (z? +y?)%. Las Clatdstrofes Elementales con dos variables
degeneradas se desarrollan con al menos tres pardmeiros; en efecto, ya hemos visto que en este caso
tenemos una catéstrofe con simetria, no-elemental, y por lo tanto aparecen sélo dos pardmetros.

Estudiemos el comportamiento de la rama basica cuando varian los parametros. Inicialmente
recorremos el eje vertical {cz = 0). En estas condiciones, como es ficil ver de su expresién general
en la Ec. (2.3.4), la superficie de energia es invariante ante rotaciones en el plano, i.e., ante el grupo
S0O(2}). La superficie de energia del nicleo sufrird una transicién de fase de forma, como veremos en
seguida. Para cz > 0, es claro que la superficie de energia solamente tiene un minimo en el origen.
Cuando ¢y < 0, la superficie stempre tiene un maximo en el origen y existen ademds otros valores
criticos: )

(Be,ve) = (V=e2/2,7) {2.3.17)

con 7y arbitraria.

Este minimo en la Ec. (2.3.17), corresponde a un extremo no-local de la superficie de energia
(caso y-inestable). Adernds, este minimo es invariante ante el grupo de reflexiones en los tres ejes
de simetria, en las direcciones de los vectores a = (1,0), b = (-—15,54?), c = (—%,—ﬁé). Esta
reduccion de simetria al pasar de un minimo local en el origen, a otro no-local fuera del origen, en
(Be,7e) = (\/=caf2,70), representa un rompemiento esponidneo de simetria. Al cruzar el conjunto
de bifurcacion ¢; = 0, tiene lugar una transicidn de fase de forma, y en este caso correspoude a
una transicién de segundo orden {como demostraremos mdas adelante). El niicleo se transforma de
esférico a y-inestable.

Conjunios de bifurcacién asociados a las rafces 5, o5

Evaluada sobre las raices 2{, 2§, en las Ecs. {2.3.10) y (2.3.11), la matriz de estabilidad Hessiana
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resulta respectivamente igual a:

. 9c3-32e2+3e34/ D - 320y 0
c —
H(xls 0)-’”;9 - ( . (S] . . 963(3034"\/@'-‘_2) . (2.3.18)
. w 5 .
9c3—B8%co—Bea/BeI—82cy ‘ 0
e = 8
’H(&‘zso)m.y - ( 0 963(303_\/5‘:;—_%)) . (2.3.19)
]

De las matrices en {2.3.18) y (2.3.19), podemos obtener los conjuntos de hifurcacién para estas
raices. Asi, por la anulacién de alguno de sus eigenvalores, tenemos que resultan singularidades
sobre los conjuntos enumerados a continuacién:

i) Sobre la pardbola en el espacio de pardmetros
9c2 - 320, =0, (2.3.20)

donde las raices z§, x5 degeneran, ya que entonces se tiene

Ve

40 0
Hay(21,3,0) 9c’—32c3=0: (0 27 ) . (2.3.21)

508
il) Sobre los puntos que cumplen con las siguientes relaciones en el espacio de pardmetros
ey =0 Y co <0, (2322)

tenemos el punto critico (8e,v.) = (y/—~c2/2,70), cotn v arbitraria, ¥ en éste la matriz Hessiana
Haz,y resulta
H:c,y('ml.ZyO)

ca=0

_afe O
- 4( : 0). , (2.3.23)

Entonces solamente ocurre degeneracion en la segunda variable de la SE, esto es en la variable 7.
Por lo tanto, el semieje-cg-negativo es un conjunto de bifurcacidn para la variable v, y al cruzar este
semnigje ocurre una transicidn de fase de forma, la cual corresponde a una transicion de forma de
prolato, en puntos ¢z > 0, a oblato en los puntos ¢z < 0.

Conjuntos de Mazwell

Existen otros conjuntos de puntos en el espacio de los pardmetros que representan inestabili-
dades estructurales de la forma nuclear, y que son llamados los conjuntos de Maxwell. Estos son
curvas en el espacio de pardmetros en donde la SEP toma el mismo valor en dos o méds puntos
criticos de minima, o de méxima profundidad, respectivamente.

Para encontrar estos conjuntos, debemos determinar los puntos criticos aislados que dan el
mismo valor de la superficie de energia para una eleccidn dada de los pardmetros. Utilizamos en
pritner lugar la rama bdsica (fo, v5) = (0,0), sobre de la cual claramente la SEP toma siempre el
valor cero:

B2(B% —cafB+e3) =0, (2.3.24)

donde tomamos el valor 7 = 0, y el rescalamiento como en (2.3.4), -
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También existe la posibilidad de que otros puntos criticos g, # 0 den un valor nulo en la Ec.
(2.3.4), esto es asi cuando anulan el factor entre los paréntesis en (2.3.24). Resolviendo esta iltima
expresién obtenemos las intersecciones sobre el eje-f

Cc3 1
g = E‘iim (2.3.25)

y es claro que entre estos dos cortes hay siempre un valor extremo. Asi, el conjunto de Maxwell
queda defiriido por la curva
1
€r = ch (2.3.26)
Este extremo esta localizado en 8 = ¢3/2, y utilizando la ecuacién anterior, se puede verificar que
satisface la ecuacién de puntos criticos Ec.(2.3.10).
Al considerar las otras raices x{ y x£ en las ecuaciones (2.3.10) ¥ (2.3.11), donde la SEP toma

valores distintos de cero, requerimos que se cumpla

3¢5 + /9¢2 — 32 3y ~ /9e3 —
V( 63+ 863 C2;0;C2) (:3) - V( % 963 326250;62) C3) =0. (2327)

8

Esta expresién implica dos condiciones sobre los parametros de control, una de las cuales se asocia
con la degeneracion los puntos criticos, por lo que no resulta de utilidad porque estamos considerando
puntos de Morse. La otra condicidn nos da el conjunto de Maxwell ¢3 = 0, el cual se localiza en
ﬁc =/ -—62/2.

De esta manera, hemos construido la Separairiz del sistema, ia cual queda constituida por el
conjunto de bifurcacidn y el de Maxwell que presentamos arriba. Estas curvas se muestran en la
Figura 2, y dividen el espacio de pardmentros de control en distintas regiones, cada una de las cuales
caracteriza una forma particular ofrecida por el modelo. Podemos asi identificar cuatro regiones: i)
Por arriba de la pardbola sélida, donde la SEP tiene solamente un minimo en B =0, describiendo
de esta manera nicleos esféricos. ii) Entre la pardbola sélida y la punteada, donde la SEP exhibe
dos minimos, siendo aquel con # = 0 el minimo global, caracterizando asi niicleos esféricos con
estados excitados deformados. iii) Enire la pardbola punteada y el eje ¢3, donde la SEP exhibe
dos minimos, siendo aquel con 8 # 0 el minimo global, caracterizando asi nicleos deformados con
estados excitados esféricos. iv) Por debajo del gje ¢3 la SEP tiene un minimo en # {1, un maximo
en /7 = 0 y un punto de silla, caracterizando en consecuencia nicleos deformados. La SEP puede
ser aproximada por un oscilador arménico alrededor de estos puntos criticos. Notemos gue la SEP
puede exhibir el fendémeno de coexistencia de formas entre nicleos esféricos y deformados cuando
0 < ez < (9/32)ck. Otra regién de interés es el gje-cq; para valores ¢o > @, la SEP describe nicleos
esféricos, mientras que para e, < 0, la SEP caracteriza niicleos y-inestables. Cuando se cruza este
dltimo semi-eje, existe una transicién de forma desde oblato a prolato y viceversa.

Sobre el lugar geométrico que define la Sepratriz en el espacio de pardmetros, podemos tener
transiciones de forma, y sobre los puntos criticos degenerados, la SEP no puede ser aproximada
por funciones cuadrdticas. Es importante sefalar que la SEP tiene simetria de espejo a lo largo del
eje-cz, lo cual fisicamente representa transiciones de forma de prolato a oblato,

Finalmente, 1a SEP puede escribirse en la forma candnica de una Catdstrofe Cuspidal en la
variable #, mediante la transformacién f§ = y+c3/4, con lo cual podemos determinar los pardmetros

matematicos

a= =22, (2.3.28n)

v
b= (cz - 92) _ (2.3.286)
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Figura 2. La Separatriz de la SEP definida en la Ec. (2.3.4), se exhibe en el espacio de los
pardmetros esenciales (cs,¢2). Los conjuntos de bifurcacién se indican con una linea continua,
mientras que los conjuntos de Maxwell son indicados por una linea punteada.

En términos de estos parametros matematicos los conjuntos de bifurcacidén se expresan de una
manera simple por la ecuacion de una clgpide

] ’ b :
(E) +(g) =90, (2.3.29)

Notemos que para la Catdstrofe Cuspidal la condicidn b = 0 en la Ec.(2.3.28b) implicitamente da
los dos conjuntos de Maxwell calculados anteriormente.
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3 EL MODELO DE BOSONES INTERACTUANTES

El modelo de bosones interactuantes intenta describir en una forma unificada las propiedades
colectivas de los micleos. El modelo tiene conexidn con el modelo de capas esférico, adernds de tener
propiedades sitnilares a las del modelo colectivo basado sobre el concepto de variables de forma. Este
modelo ha sido investigado y extendido para cubrir muchos de los aspectos relacionados con el en-
tendimiento de la estructura nuclear. El modelo de bosones interactuantes TBM — 1 fue introducido
en 1974 [Arima y lachello, (1974)] para describir las propiedades colectivas de los niicleos par-par
en las regiones lejanas de capa cerrada a través de las interacciones entre dos clases de bosones: uno
con momento angular L = 0 (el bosén-s) y otro con momento angutar L = 2 (el bosén-d). Por lo
tanto, las excitaciones colectivas de los niicleos son descritas por bosones y el formalismo de segunda
cuantizacion es apropiado para representar al modelo. Asi, se introducen operadores bosénicos de
creacion y aniquilacién con momentos angulares cero y dos. Habiendo definido a estos operadores,
se puede obtener mucha informacién del sistema explotando sus propiedades algebraicas. El estudio
de las propiedades algebraicas permite principalmente construir estados base y evaluar elementos
de matriz de operadores relevantes. En este modelo los productos bilineales de los operadores de
creacién &, y aniquilacion &, dan lugar, bajo la operacidn de conmutacién, a una estructura de un
grupo unitario en seis dimensiones UU(6). Los bosones representan parejas de fermiones, el bosén-s
refleja la fuerte atraccion de apareamiento (pairing) de nucleones idénticos; mientras que el bosén-d
es el resultado de la atraccién J = 2%+, mds débil [Arima y lachello (1974)]. Asi, los nicleos son
esquematizados como un sistema de hosones s y bosones d, enyo niumero resulta igual a la mitad
. del niimero de nucleones de valencia, mientras que el carozo permanece inerte. Cuando una capa se
encuentra llena mas alld de la mitad, se cuentan parejas de agujeros en vez de parejas de particulas.

3.1 INTRODUCCION

Para construir el haniltonianc y otros operadores fisicos del 1nodelo J BM, resulta conveniente
introducir los operadores de creacién y aniquilacién de bosones s (s',s) y d (df,d,) con g =
0,%1,£2. La base se genera por la aplicacién de los seis operadores de creacién sobre el estado del
vacio {0). Resulta de gran importancia que estos seis operadores, denctados genéricamente comio
bl y los correspondientes operadores de aniquilacién b, donde o = 0,1,...,6, al constituirse en los

productos bilineales
g:(-"ﬂﬁ:bz‘tbﬁ: (Ylﬁ:llgl"“lﬁ

resultan ser 36 operadores que forman los elementos de un algebra de Lie u(6). Asi, el dlgebra
u(6) se dice que genera el espectro en el problema del modelo-IBM. Todos lo operadores fisicos son
construidos a partir de estos productos bilineales (7.4 dentro de lo que se llama una teoria algebraica.
EJ conocimiento de ésta nos permite estudiar de una manera directa sus simetrias dindmicas y, como
veremos mas tarde, en el caso en el cual los valores de los pardmetros de! hamiltoniano H;ga son
tales que este hamiltoniano queda expresado en términos de los operadores de Casimir de una sola
cadena de subgrupos de {7(6), resulta directo el cdleulo de Ios valores de expectacién del hamiltoniano
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en términos de los nimeros cudnticos que etiguetan las representaciones de grupo de esa cadena.
Al procedimiento matematico que nos permite hacer esto s¢ le conoce con el nombre de reglas
de ramificacidn las cuales estudian todas las posibles particiones de un 4lgebra G dentro de sus
distintas subalgebras. Como en el caso del problema del niicleo los estados del sistema deben estar
carcterizados por nimeros cuanticos dentro de las cuales esté incluido el momento angulax total, el
algebra del momento angular 0(3) debe estar contenida, Existen solamente tres cadenas de U(6) que
contienen el algebra de momento angular y que se les llama de U(5), U(3) y O(6). Estas subdlgebras
incluyen tres cadenas de grupos de U(6): ,

U(6) > U() D 0(5) D 0@3) D o{2), (3.1.1a)
U(6) {ggg} 5 0(3) D 0(2), (3.1.10)
U)o {8%} 5 0(5) D 0(3) D 0(2) - (3.1.1c)

En las cadenas (3.1.1b) y (3.1.1c) aparecen dos grupos unitarios en tres dimensiones y dos gru-
pos ortogonales de seis dimensiones. La razén de esto es que existen dos diferentes, fisicamente
significativas, realizaciones de sus generadores [Arima y Tachello (1974); Castafios ot al., {1979)).

Un élgebra unitaria de tres dimensiones tiene nueve generadores y estan constituidos por el
operador de nuamero, el momento angular y el operador cuadrupolar. La diferencia entre el algebra
u(3) y #(3) se encuentra en la definicién de los operadores cuadrupolares, esto es

. N
Qu = (14 + sdf,) = Sldt < A

. Jio
Q= (1 + sdl) + 5t x A1,

respectivamente. Esta diferencia da lugar a la existencia de distintos tipos de interacciones cuadrupo-
lares, cuyas expresiones estan dadas en el Apéndice A. Posteriormente veremos que estas interac-
ciones estan relacionados con la forma de los nicleos. El u(3) es adecuado para describir nicleos
prolatos, mientras que @(3) lo es para nicleos oblatos.

Un algebra ortogonal de seis dimensiones tiene quince generadores y estan constituidos por los
diez de o(5) més cinco restantes. La diferencia entre el 4lgebra o(6) y 5(6) se encuentra en estos
nltitnos cinco, a saber .

Ap=st dutsd,
Ap=ist dy—sdl),

respectivamente. Esta diferencia da lugar a la existencia de diferentes interacciones multipolares,
dadas en ol Apéndice A, que estan relacionados con la forma de los nicleos. Ei o(6) da lugar & una
superficie de energia asociada a la descripeion de niicleos v-inestable, mientras que 5(6) produce
una superficie de energia constante.

Estos resultados seran dernostrados mas adelante, sin embargo es importante sefialar que mo-
dificando el estado coherente en forma apropiada los papeles de las parejas. de grupos (u(3),4(3))
y (0(6), 5(6)) podrian intercanbiarse. Esto no es el caso para la separatriz del modelo de bosones
interactuantes ya que las formas posibles de las superficies de energia son invariantes.

Para construir el Hamiltoniano, primero se consideran las interacciones de bosén independiente
resultando naturalmente los operadores de mimero de bosones d, Na, v s, Ny. Después construimos
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las interacciones bosén-bosdén que mantienen constante el nitmero total de bosones, de estas estamos
interesados en considerar solamente aquellas que son escalares, esto es invariantes ante rotaciones.
Por lo tanto el Hamiltoniano mdés general de uno y dos cuerpos, que conserva e niimero total de
bosones y es invariante ante rotaciones es:

Hippr = €, N, + eqNy

+ 3 %\/21, +1[[d" x dlfiE x {d x )i
L£=0,2,4

+ T2t x a x A5 st x (@ x PN
+ 2 ([l x al)s? 4 52 x A

+ugsts[df x Al + %2 s12 5% (3.12)

donde los operadores bosénicos s, sf, d, y df‘,, satisfacen las siguientes reglas de conmutacién
diferentes de cero:

[sf]=1,  {ds,dl]=6uw. (3.1.3)
Los coeficientes enfrente de los términos de interaccién son pardmetros ajustables, que indican las
intensidades de las interacciones,

Ahora el problema que se plantea es el de caracterizar los estados base

AR (1)
seglin sus propiedades de transformacin ante los conjuntos de grupos correspondientes a las tres
cadenas mencionadas en (3.1.1). En principio podriameos construir bases que se transformaran segiin
las representaciones de los grupos apropiados y etiguetarlos con los nuneros cudnticos correspon-
dientes a las distintas representaciones. En el caso de un nimero fijo N de bosones, la funcién de
onda del sistema tiene gque ser completamente simétrica, esto es, se debe partir de la representacidn

totalmente simétrica [N]

3.2 SIMETRIAS DINAMICAS

Cuando el Hamiltoniano del niicleo puede ser escrito en términos de ciertos operadores C' (lla-
mados los operadores de Casimir o los invariantes) para una de estas cadenas de grupos, entonces
se puede diagonalizar el Hamiltoniano en forma exacta. FEstas situaciones, llamadas simetrias
dindmicas, han jugado un papel muy importante en el desarrollo del modelo TBM. Se podran
obtener soluciones analiticas solamente si el Hamiltoniano se logra escribir en términos de los op-
eradores de Casimir de una sola de las cadenas. Sus eigenvalores pueden entonces ser encontrados
analizando los eigenvalores de los correspondientes invariantes de (lasimir [Popov y Perelomov.
(1967); Nwachuku y Rashid, (1977)]. Estas soluciones de los limites exactos de simetria, espec-
tros de energia y transiciones electromagnéticas, recuerdan los resultados obtenidos con madelos
geométricos. Asi, a la simetria {/(5) se le denomind de vibrador anarménico, la de SU(3) la de
rotor axial y finalmente a la O(6) la de un rotor y-inestable.

El hamiltoniano (3.1.2) puede ser expresado en términos de operadores de Casimir de las cadenas
de grupos, (3.1.1}, como:

Hipym = klN'd -+ A,‘QN‘% + k;deN + k4L2 + k5A2 + kst + k7Q2 + ICgN + ngg , (32 l)
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donde N, es el operador de nimero de bosones d, L? es el cuadrado del momento angular, A%
es el operador de Casimir de O(5), P? estd relacionado con el operador de Casimir de O(6) a
través de P? = 1 (N? 44N — £*) 'y cuenta el nimero de pares de bosones acoplados a momento
angular cero. Finalmente Q° esté definido por Q* = 1G — 217, donde G es el operador de Casimir
de SU(3). Conteniendo entonces nueve términos independientes y otros tantos pardmetros. Sin
embargo, este Hamiltoniano no seria diagonalizable en forma cerrada, puesto gue algunas invariantes
de Casimir son diagonales en una cadena, y otras en alguna otra. La mayorfa de los niicleos no se
encuentran en la situacion ideal de una simetria dinamica perfecta, y asi se hace necesario tratar con

ol Hamiltoniano completo. Existen relativamente pocos célculos disponibles para este caso general,

U(s)

Considerando en (3.2.1} kg = k7 = 0 se tiene un Hamiltoniano constituido por operadores de
Casimir de la cadena (3.1.1a). Una base que porta las representaciones irreducibles de la cadena
(3.1.1a) estd definida por los nimeros cuanticos

| NvAsLM), (3.2.2)

donde N denota el niimero total de bosones, v es el ndmero de bosones con momento angular dos
y satisface la reglas de ramificacion

v=NN-1-,0,

toma todos los valores entre 0 y N. El mimero A caracteriza al grupo O(5) y se conocen bien cudles
son sus valores posibles para una v fija, esto es [Castafios et al. ( 1979)]

A=vvr—2,...,1460,
o sea, los valores de A son todos pares o impares. Los niimeros cudnticos L y M denotan el mormento
angular y su proyeccion, respectivamente. El indice s denota el nilmero de veces que puede aparecer
el momento angular L contenido en la representacién A y es tal que

s=1,2,,d(A, L) .

Esta etiqueta se define en términos del pardmetro g, que es un entero no-negativo que esta restringido
por las desigualdades ‘ '

A-L<3pu<A- -é—l si L es par, . (8.2.3a)
A-L<Iug< A~ £j—3 si L es imnpar. (3.2.30)

Definiendo g como el valor minimo de p, entonces se tiene que
s=p—jpup+1.

En este limite, el Hamiltoniano es diagonal en la base (3.2.2) y su’ espectro -de energia estd
determinado por la expresidn

Envar = kv + kav® + kaNv 4 kaL{U+ 1) + ksA(A -+ 3) + kalV + koN® . (3.24)
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Figura 1. Espectro tedrico del niicleo }2Cd. Denotamos entre paréntesis los nimeros cuanticos
Ay 5. A laizquierda de los niveles de energia se indica su correspondiente momento angular y
paridad.

Este especiro ofrece una descripcién de niicleos vibracionales con una amplia variedad de anar-
monicidades. Sin embargo, para identificar este limite es conveniente restringirse a espectros cuasi-
armoénicos. Los niicleos vibracionales son caracterizados por niveles de energia igualmente espaciados
con estructuras de uno, dos, ... fonones. Estos existen en la naturaleza y el niicleo '}3Cd es el ejemplo
tipico de micleo vibracional. Ei espectro del Cadmio con 4 = 110 es mostrado en la Fig. 1.

El operador cuadrupolar eléctrico esta constituido por dos términos, esto es,
- (2 (2)
Tf2=eg [dtxs-{-s]‘x&] + e [dfxt].’] .
# 4

Para calcular las razones y momentos electromagnéticos se utiliza el teorema de Wigner-Eckart, El
primer término del operador tiene propiedades bien definidas de transformacién y exhibe para los
niicleos vibracionales las reglas de seleccion sigunientes:

Av = +1, AA =41, ALl < 2.

El segundo término no cambia el niimero de bosones-d, Av = 0, y por supuesto también debe
satisfacerse que |AL| < 2.
Otras cantidades importantes que son de utilidad para identificar espectros de energia experi-

mentales son las razones entre valores B E2 siguientes
,_ BE24f —2f) o BE2A -2 L, BE%Of —2))
B(E22f —0f)’ B(E2;2F — o)’ B(E2;2f - of)’

Asi, las condiciones bdsicas para la observacién de una simetria U(5) en las transiciones electro-
magnéticas son que tienden a cero cuando v = 2y que las razones R/, R”, R, son aproximadamente
iguales.
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SU(3)

Considerando en (3.2.1) k1 = ks = ka = ks = k¢ = 0 se obtiene un Hamiltoniano constituido por
opetadores de Casimir de la cadena (3.1.1b). Una base que porta las representaciones irreducibles
de la cadena (3.1.1b) est definida por los nimeros cuanticos

| N LMY, (3.2.5)

donde (A, ) denotan los nimeros cuanticos que caracterizan las representaciones irreducibles de
SU(3). Los valores de (A, 1) que estan contenidos en la representacidn totalmente simétrica [N] de

U(6) son de la forma:
(A = 2N ~ da — 6y, p = 22), (3.2.6a)

donde = y ¥ son enteros que satisfacen las desigualdades
0<w< (N2, 0y UN-20)/3], (3.2.60)

con | J significando el valor entero menor al nimero dentro del paréntesis.

La & es un indice que resuelve las ocurrencias multiples del momento angular L en la repre-
gentacion (X, p) de SU(3). Una eleccion comiin es la & de Elliott, que esta definida por el algoritmo

L=t k+1,6+2.. ,A+p+]l—k, (3.2.7q)
k= min{A p}, min{dp}—2,...,1 60, (3.2.7b)

st £ # 0. Para & = 0 tenemos que
L=Adp Abp—2...,160 (3.2.7¢)

En este Hmite, el Hamiltoniano es diagonal en la base (3.2.5) y su espectro de energia esté determi-
nado por la expresidn ‘

3k k
Eng,wz = (ks — -él) L{L+1)+ ~23 (A% 4 % 4+ A+ 3N+ 3p) 4 ksN + koNZ, {3.2.8)

donde se substituyé la interaccin cuadrupolo-cuadrupolo por su expresion en términos de los op-
cradores, de Casimir de segundo orden (7 y el momento angular; utilizando ademads sus respectivos
eigenvalores. El eigenvalor de G esté dado por la expresion A 4 p? 4 A+ 3(A + p).

Este espectro ofrece una descripcion de niicleos rotacionales y sus niveles de energia son los de
un rotor, esbo es, siguen la ley L(L + ). Estos espectros existen en la naturaleza y el nicleo 125G
es el ejemplo tipico de nicleo rotacional. ISl espectro del Gadolinio con A = 156 es mostrado en la
Fig. 2. Las propiedades de decaimiento de los niveles de energia de niicleos rotacionales exhiben la
regla de seleccion siguiente: Las bandas B y 7 pertenecen a una representacion de SU(3) diferente
de aquella que caracteriza la banda base y por lo tanto las transiciones cuadrupolares -

B—gs, ¥
estAn prohibidas. Este resultado tiene como consecuencia que las razones R y R tienden a cero.
0(6) * ‘
Considerando cn (3.2.1) k1 = ky = kg = k7 = 0 se tiene un Hamiltoniano constituido por

operadores de Casimir de la cadena (3.1.1¢). Una base que porta las representaciones irreducibles
de la cadena (3.1.1c) esta definida por los nimeros cuanticos

| NpAsLM), (3.2.9)
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Pigura 2. Espectro tedrico del niicleo '$3Gd. Denotamos entre paréntesis los mimeros cudnticos
Ay p. A la izquierda de los niveles de energia se indica su correspondiente momento angular y
paridad.

donde p caracteriza al grupo O(6) y se conocen bien cuales son sus valores posibles para una
dada, esto es

p= N,N—-2,.--]160,
donde los valores de p son todos pares o impares. El nimerc A ya fue definido antes y para una p

fija sus valores posibles son
A:p)p-— 1!“',1r .

La reduccidn del grupo (H(H) hama abajo ya se discutid en el caso U(5).
£l Hamiltoniano (3.2.1}, en este limite, es diagonal en la base (3.2.9) y su espectro de energia
estd determinado por la expresidn

Envainm = kaL(L + 1) + ksA(A + 3) — ke/4p(p + 4) + (ks + ks /4)N + (ko + ke/)NZ . (3.2.10)

El pardmetro kg controla la separacion entre estados pertenecientes a diferentes familias p, ks es-
tablece el espaciamiento entre diferentes valores del nitmero cudntico A y k4 separa los momentos
angulares dentro de cada multiplete A. Este limite existe en la naturaleza y el nicleo '3 Pt es
el ejemplo tipico de micleo y-inestable. El espectro del Platino es mastrado en la Fig. 3. Las
transiciones cuadrupolares entre los niveles de energia de niicleos y-inestable exhiben las reglas de
seleccidn siguientes (considerando en el operador cuadrupolar e; = 0):

Ap=0, AA==l.

Es importante notar que este limite es analogo al Modelo de Wilets-Jean o del rotor y-inestable, y
asi la banda v de su espectro presenta el aglutinamiento regular del tipo 2%, (3%,47%), (5t,6%), etc.
Este aglutinamiento es opuesto al presentado por el rotor asimétrico rigide (Modelo de Davydov)
y este es por cierto una de las pocas distinciones entre estos dos tipos de rotores asimétricos. Las
caracteristicas de las transiciones electromagnéticas de esta simetria son gue tienden a cero cuando
AA = 2, que las razones R' y R" son aproximadamente iguales y la razén R tiende a cero.
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Figura 3. Espectro tedrico del nicleo 196 pt, Denotamos entre paréntesis los niimeros cudnticos

py s A laisquierda de los niveles de energia se indica su correspondiente
paridad.

3.3 SUPERFICIES DE ENERGIA

mormento angular y

El modelo IBM tiene asociada una estructura geométrica intrinseca. Esta es una propiedad
de cualquier modelo con una estructura de grupo bien definida [Giilmore, (1974); Gilmore y Feng,

{1978)]. Las propiedades geométricas

del 1 BM son de particular importancia debido a que permiten

relacionar este modelo nuclear con la descripeion de los estados colectivos en los niicleos por medio

de las variables de
(1952); Bohr y Mottelson, (1975)}.
la deformacion intrinseca elipsoidal. La
v indica la asimetria axial del nticleo. Asila g

forma 8 y v, introducidas por Bohr y Mottelson en su modelo colectivo {Bohr,
En ¢l modelo colectivo las variables 8 y v especifican la forma de
B representa, la. deformacion radial de la forma esférica y la
es cero para un ntcleo esférico, mientras que resulta

distinto de cero para niicleos deformados. La v es cero para nticleos prolatos axialmente simétricos
e igual a /3 para nicleos oblatos axialmente simétricos; mientras que para valores entre 0 y /3,

los nicleos son triaxiales.

Si para un modelo algebraico del nicleo obtenemos una expresién de la energia como funcion

de @ y v, estaremos entonces interesados en Jos minimos de esta funcién sobre
en los minimos de la Superficie de Energia (SE)

el plano-(3,7), 1. e.,

. ya que estos valores corresponderan a las formas

de equilibrio del micleo, En el limite geométrico, las propiedades del estado base estaran dadas por

las configuraciones de equilibrio de la SE.

modelo dan informacién de parte

»

A pesar de que las simetrias dindrnicas del

de sus capacidades y

I relacionan con las soluciones de modelos geownétricos, existe la necesidad de tener un procedimiento
para discutir sistemas algebraicos en términos de conceptos geométricos, Bste procedimiento puede
ser extremadamente importante cuando son introducidas extensiones del modelo IBM-1, porque
aparecen posibles entonces muchas interacciones nuevas y pardmetros libres. En estos casos el tener

una visién mas amplia o una interpretacién fisica del modelo es
posible el niimero de
buscar realizaciones geoméiricas

coherentes proyectivos) o por un andlisis clasico [Ginocchio, Kirson, (1980},

fundamental para reducir en lo
pardmetros libres. La mayorfa de los estudios para lograr ésto se han centrado en
del modelo a través del formalismo de éstados intrinsecos (estados

Dieperink, Scholten
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y Tachello, (1980)]. Las superficies de energfa que resultan de estos estudios queremos analizarlas
mediante la teoria de catdstrofes como veremos mas adelante.

Los estados coherentes de Weyl para un sistema de bosones s y d estan dados por una funcién
exponencial en términos de los bosones de creacion st y df actuando sobre el estado de vacio. Sin
embargo, para el IBM el niimero total de bosones se conserva, el grupo asociado es compacto y
entonces en la expresion general exponencial contribuye sélo un término que depende del nimero

total de bosones
| Nicy) = An(s' + 3 e d)V10), (3.3.1a)
I

donde las o, son en general cinco variables (son complejas, pero se les pide la condicidn de realidad

=ty

xy

Av=(1+49"7 (3.3.16)

es la constante de normalizacién. En el caso estatico que a nosotros nos interesa analizar, la corres-
pondiente superficie de energia del modelo se calcula a partir de la expresién

(N ;o&'|Hipm|N ; )
{o'|c} '

donde Hygar es el Hamiltoniano mds general del modelo IBM — I, Ec.(3.1.2). Para este caso,
obtenemos la SE:

E(a) = al'iina (3.3.2)

g N )
“+p7 T (14 po

donde se resté el valor constante Ne, , ¢ = eq — €,, ¥ se utilizoé el hecho de que las variables del
laboratorio «, pueden expresarse en términos de los tres angulos de Buler (6y,02,03), los cuales
definen la orientacién en el espacio del sistema de referencia intrinseco, mas dos variables intrinsecas
que se denotan # y ¥, porque estan relacionadas con las variables de forma de Bohr y Mottelson.
Las variables o, se asocian con las variables intrinsecas a través de la transformacion

E(B,7)=N (@1 + arff cos By + asf + ), (3.3.3)

=y a, D), (3.3.4)

v

donde @ = (8,04, 03), DEF,,) representa una funcion-I de Wigner, y se cumple
1.
ag = fFcosy, agp= —f;ﬁsm’y, as; =0.

Mas todavia, como la SE es un invariante rotacional, toda la dependencia con los dngulos de
Euler desaparece. Los parametros a; , as y az de la SE anterior, estan dados por las siguientes
combinaciones de aquellos que aparecen en el hamiltoniano /BM ~ | general

_Co e Y :
@ = o + =+ 5 {3.3.5a)
2
Uy = — oz Vg 3.3.5b
2 T ( )

s = -\%(UO + tig) | (3.3.5¢)
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3.4 TFORMAS Y ESTABILIDAD DE LAS SUPERFICIES DE ENERGIA

La SE en la Ec.(3.3.3) se ha utilizado para analizar la estructura de la forma nuclear en los
limites exactos correspondientes a las tres simetrias dindmicas de U(6) descritas en la Ec.(3.1.1)
[Dieperink, Scholten y lachello, (1980)]. También se han estudiado las transiciones de fase de forma
de las tres clases transicionales asociadas con parejas de simetrias dindmicas [Dieperink, Scholten,
v Tachello, (1980); Gilmore, (1979)]. En la presente seccion presentaremos un analisis para el caso
mds general, en el cual no se tienc necesariamente una de las tres simetrfas dindmicas. En este
caso general, las superficies de energia definen una familia de funciones con variables § y 7. Esta
familia es obtenida al variar el conjunto de parametros asociados a este modelo algebraico. La
teoria matematica de Catdstrofes sera utilizada para analizar las configuraciones de equilibrio y
nos permitira: i) determinar el nimero de pardmetros esenciales del modelo, ii) organizar todas las
formas posibles de las superficies de energia en regiones bien definidas en el espacio de parametros
esenciales, y iii) clasificar el orden de las transiciones de fase de forma de una manera general,

El procedimiento para utilizar el formalismo de catastrofes es el siguiente:

i) Los pardmetros de control esenciales y el germen de la superficie de energia son determinados.
Esto se logra obteniendo las configuraciones de equilibrio

VEB, 1) lpevr= 0

esto es, Jos puntos criticos (B, v.) de la superficie de energia. De éstos, aguel con mayor degeneracién
es seleccionado y es llamado la raiz fundamental. Posteriormente, se efectiia un desarrollo en serie
de Taylor alrededor de la raiz fundamental, El germen de la SE de TBM -~ 1 es el primer término
del desarrollo que no puede cancelarse por una geleccion arbitraria de los valores de los pardmetros.

ii) Se construyen los conjuntos de bifurcacién de la SE, los que se definen como el lugar de
puntos en el espacio de parametros de control esenciales en los cuales una transicién ocurre de un
minimo local a otro. Los conjuntos de bifurcacion se obtienen de la condicién detH = 0, donde H,
es la matriz de segundas derivadas de la SE evaluada en los puntos criticos

_ 62€(wk)

detMi; = _——Bmg'()wj l(xg,a:g):

con 2§ = B y &5 = 7, donde el superindice c en las variables 1, - denota que son puntos criticos.

En los pasos anteriores el gradiente de la S se utiliza para obtener informacién sobre sus
puntos criticos, mientras que la matriz H define su naturalesa, si detH # 0, definiendo si sus puntos
criticos son mmaximos, minimos o puntos de silla. Si detM = 0, la naturaleza y nimero de puntos
criticos cambia, significando que (@, #5) es al menos doblemente degenerado. Entonces los conjuntos
de bifurcacién definen regiones en espacio de pardmetros donde la naturaleza cualitativa de la SE
cambia, porque configuraciones de equilibrio son creadas o destruidas. El determinante de la matriz
de estabilidad es igual al producto de sus eigenvalores y estan asociados a las variables 8,7, de la
SE. Un eigenvalor cero indica que su variable asociada no estd bien comportada, significando’ que

la S$E en ese punto critico no puede aproximarse por una expresién cuadrdtica en esa variable.

1i1) e determinan los conjuntos de Maxwell, los que constituyen el lugar de puntos en el egpacio
de pardmnetros esenciales para los cuales la S tomna el mismo valor en dos o més puntos criticos
aislados. Estos conjuntos pueden encontrarse a través de las ecuaciones de Clausius-Clapeyron. Si
suponemos que para el conjunto {ch} de parametros esenciales se tienen p puntos criticos degener-
ados, las ecuaciones Clausius-Cllapeyron estan definidas por

lmel= =g
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0 ekt
Z( o ~ o )

iv) Finalmente, se reconstruye la separatriz del /BM 1, la cual estd formada por la unidn de los
conjuntos de bifurcacién y de Maxwell. La separatriz divide al espacic de parimetros en regiones
de estabilidad e identifica los sitios en los gue ocurren transiciones de fase de forma, junto con su
orden.

Sobre los ;::onjuntos de bifurcacién B; no se cumple el Lema de Morse y tendremos

VERB M) |per)=0 v detHi; (8, v) ltgeve)= 0.

Considerando variaciones aun muy pequenas de los pardmetros, el sistema podria cruzar algin
conjunto de bifurcacién B; y cambiar radicalniente la forma y estabilidad de los puntos criticos
del sistema. En efecto, sobre €l conjunto B y solamente sobre él, cambia el nitnero ¥ naturaleza
de los puntos criticos. La Superficie de Energia E(f3, ¥) ya no se podra aproximar por una forma
cuadratica sobre B; sin embargo, bajo ciertas condiciones, resulta posible reemplazarla por alguna
cierta forma canénica, v. g¢r., las Catdstrofes Elementales. Aunque las Catdstrofes Elementales
solamente aparecen en ausencia de simetrias, las ideas y aplicaciones mas importantes del formalismo
matemdtico de las catdstrofes pueden extenderse cuando las funciones tienen alguna simetria, i.e.,
Caldstrofes restringidas por simetria.

Swmetrias de la Superficie de Energia

Resulta conveniente iniciar ¢l andlisis de la superficie de energia del hamiltoniano del modelo
IBM — | considerando sus simetrias. En primer lugar, notamos que la SE en la Ec.(6) tiene una
dependencia en el dngulo v de la forma cos 3. De aqui se implica inmediatamente una forma
general de la S'E' con invariancia ante rotaciones de 2m/3 radianes; asi como ante reflexiones en los
bres ejes: ¥ = 0, ¥ = 27/3 y v = dn/3. Esas tres rotaciones ¥ estas tres reflexiones representan
las seis operaciones del grupo llamado Cav. Esta simetria tiene su origen en la limitacidn de las
interacciones a uno y dos cuerpos; concretamente en la interaccién ) - Q. Giracias a la simetria
mencionada antes, es posible restringir el andlisis a la region comprendida entre los angulos v = 0

yr=w/l

Puntos Criticos de la Superficie de Energia

Los puntos criticos (8;,7.) de la SE de la Ec.(3.3.3) los podremos obtener calculando las
derivadas con respecto a las.variables 3 ¥y

VE(ﬂ, ‘T) I(ﬁh.n_)z U ('341)

Haremos un tratamiento completo de los puntos criticos mds adelante; sin embargo, derivando
parcialmente respecto a la variable Y observamos inmedialamente que ésios se localizan inicamente
sobre las semi-rectas dadus por los valores ¥, = 0 (caso prolato) 6 v. = n/3 (caso ablato) en este
modelo. Claramente aquellos puntos criticos (asi como todos los demds puntos} sobre la semi-recta
Yo = w/3, se repiten exactamente sobre las semi-rectas Ye =T ¥ Y = b/} . Asi también, aquellos
puntos criticos sobre la semi-recta v, = 0, se repiten exactamente sobre las semi-rectas Yo = /3
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y 7. = 4m/3. Expresemos esto en términos de las variables cartesianas (2,%), obtenidas a partir de
las polares como:

=R cosy, y=fseny. T (34.2)

Podemos observar que la totalidad de los puntos criticos de Ja S E, salvo sus repeticiones simétricas,
se encuentra sobre el eje-X cartesiano; el semiej ¢-X positivo contiene los valores criticos de los
ncleos prolatos y el semieje-X negativo los valores criticos de aquellos oblatos. De esta manera
concluimos que, sin pérdida de generalidad, se puede restringir la biisqueda de puntos criticos al
eje-X cartesiano.

Ecuacién de los puntos crilicos

Los puntos criticos respecto de la variable polar 8 los obtendremos derivando parcialmente la
Ec.(3.3.3) respecto a esta variable. Encontraremos asi que esta primera derivada se anula si y solo
si se satisface la ecuacidn: ‘

B ez + 2(as ~ 241 — —(—:'_VETl—j)ﬁz — 3200 + 2(uo — 3 ~ Z‘['\}_E:—l‘)‘)] =0, (3.4.3)

La raiz fundamentel 3. =0

De la Ec.(3.4.3) resulta inmediato gue ol valor 8. = 0, es un punto critico en todo el espacio
de pardmetros. Al variar los pardmetros tal punto critico describe lo que Hamaremos una rama
bdsica. Para ciertos valores de los pardmetros, esta rama bdsica puede degenerar y bifurcarse sobre
un subconjunto Bp de puntos del espacio de pardmetros, desarrolléndose otros puntos criticos B, #
0, lo que llamaremos ramas primarias. Fstas ramas primarias también podrian bifurcarse sobre
otros subconjuntos By C B generdndose ramas secundarias, y asi sucesivamente. Més adelante
encontraremos los correspondientes subconjuntos By para los cuales cada valor critico 8. se bifurca.

Determinacton del Germen

Sobre la Separatriz tendremos que la Superficie de Energia F(B, 7) ya no podré aproximarse
por una forma cuadrética no degenerada alrededor del punto critico correspondiente. Uno puede
entonces preguntarse si las propiedades cualitativas de la funcion E(3, ) quedaran completamente
bien determinadas cuando la expansién en serie de Taylor alrededor de los puntos criticos degen-
erados es cortada para términos mds alld de un clerto orden p, ton p finita. Si este fuera el caso,
diremos que la funcidn es p-determinada en ese punto. Determinar si una funcién puede en efecto
ger cortada y para qué orden p de su serie de Taylor puede asi quedar truncada, se conoce como el
problema de la determenacion [Gilmore, (1981); Poston y Stewart, (1978)].

Mather ha desarrollado un algoritmo para decidir lu determinacidn de una funcién analitica en
los casos tipicos. Lo anterior supone que no existe constriceion alguna sobre los coeficientes de la
serie de Taylor de la funcidn alrededor del punto critico. Cuando el punto critico degenerado esta en
el origen, la simetria Csy impuesta sobre el sistema implica restricciones sobre Jos términos de su serie
de Taylor alrededor de este punto. Ll programa de la Teoria de Catdstrofes se ha extendido para

casos en los que tenemos funciones restringidas por simetria. A continuacion describimos [Gilmore,
(1981)] y aplicaremos esta extensicn a nuestro problema:
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1. Se arreglan los coeficientes de la serie de Taylor en orden creciente.
9. Se utilizan los k-grados de libertad de los pardmetros de control para eliminar los primeros
k coeficientes de Taylor distintos de cero.

3. Se eliminan los términos de grado mds alto de la serie de Taylor por medio de una trans-
formacion continua y diferenciable que preserve la simetria. La funcién que permanece
serd el germen de la funcién, invariante ante el grupo de simetria.

4. Al desarrollo de términos que fueron eliminados por la eleccién apropiada de los pardme-
tros de controi se le llama perturbacion universal.

Siguiendo este procedimiento,.desarrollamos la superficie de energia de la Ec. (3.3.3), hasta
cuarto orden en serie de Taylor alrededor del origen (z,y) = (0,0), en coordenadas cartesianas, y
asi encontramos

2, : 3
E(z,9) = (a5 —up+w) (2 +9%) + a2 (2* = 33 + (a1~ 2a3 + 5 —w) (7 +37)° + 0(3) , (3.4.4)

donde w = ¢/(N - 1}. En este punto, sefialamos un hecho sumamente relevante: Si bien es cierto
que el hamiltoniano mds general en la Ec. (3.3.3) depende de siete pardmetros, la SE se puede
sobredeterminar con sdlo tres parametros. En efecto, si en el primer paso del procedimiento antes
descrito, para eliminar los primeros términos de la serie de la Ec.(3.4.4) elegimos los valores:

ay—w+w=0, (3.4.5a)
entonces el término cuadratico se anula. Si ademds elegimos el valor:
a; =0, . (3.4.50)

encontraremos que el término ciibico también se anula. En estas condiciones (3.4 ba) y (3.4.5b)
implican us = (a3 -+ w)/2, de modo que el coeficiente del término cudrtico se vuelve

{2a) — a3 +w). (3.4.5¢)

Este ultimo no se puede anular en estas mismas condiciones. En efecto, si pedimos que {3.4.5¢)
se anule, la SE de la Ec. (3.3.3) se vuelve independiente de las variables 8 y v y toma un valor

constante igual a:
Ec-=¢N+ (£]N(N -~ 1). (_’)46)

Definzcion de los pardmetros vy y 1y

Por esta razon, elegimos el valor en (3.4.5¢) distinto de cero y formamos con (3.4.5a) y (3.4.5b)
los siguientes parametros independientes :

a3 —ug +¢f/(N - 1) 2z
- 2= 3.4.7a,b
) 21 +¢/(N—1)—az’ ro Tt IV —1) a3’ (3.4.7a,b)
y entonces la SE toma la forma:
= ___1__ 4 L a20m2 L9y o33 .
(B, 7) = 157 (5% + rB2(5° + 2) — roff®cosdy), (3.4.8)
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plano By 4\

Figura 4. Accién de los_clementos del grupo Cs, sobre los vectores a, b y ¢; asi como sobre

al = (~1,0), b’ = (1/2,~v3/2) y ¢’ = (1/2,V3/2).

donde 2/(N 1)
; _ -
AN Y L E(e)/N —eg — — (N~ 1) | =elf) 3.4.9
(LD (B —eo = 0 =1 =0, (349)
En e desarrollo de la funcién alrededor del origen disponemos de dos pardmetros de control esen-
ciales, 7. ¢., ™ y r2. Esta conclusion la. podemos entender como una consecuencia de la simetria Cly,
de la siguiente manera: Estudiando ol efecto de las transformaciones del grupo puntual (', sobre
el vector unitario en el plano a = (1,0) se encuentran los vectores

o= (-3 0) = (%)

2y

(ver Fig. 4) y se concluye que se transforman entre si bajo Cs,. Esto sugiere que se consideren los
polinomios de primer orden en las variables {(a,y) del plano cartesiano:

—z +3 —z—+/3 ,
pala,y) =z, p(®,y)= “{"3-@ y pel@yy) = —a’—".;'“y ~ (3.4.10)

La accién de los elementos del grupo (s, sobre estos polinomios es exhibida en 1a Tabla 1 siguiente:

Tabla 1. Accion de los elementos del grupo Cy sobre los polinomios pa, py ¥ Pe

E (:1'3 (;‘g (121 oy (5
Pa Pa Py Pe Pa Pe Ph
o P Pe Pa Pe Py ' Pa

Pe e Pa P e Pa Pe
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Es inmediato mostrar que los polinomios (3.4.10) no son linealmente independientes ya que:

palz,y) + oz, 9) + po(2,4) = 0

y entonces cualesquiera dos de ellos sirven como base para generar polinomios que portan la repre-
sentacion irreducible bidimensional, que denotamos {As}, del grupo Cs,. Por ejemplo, el polinomio
de grado d mds general esta dado por el desarrollo

{A;} (2,9) = E‘AP A

[)

donde p + ¢ = d. Para demostrar lo mencionado arriba utilizamos los operadores de proyeccién
asociados a las tres representaciones irreducibles del grupo:

1

pird = €(E+63+(.'§+m+02+03) )
i

P{AQ} = E(E+C’%+C?§ -7y ""‘0'2_‘0'3) '
1 .

PO = (28~ G- CY) .

La aplicacidon de estos operadores de proyeccidn sobre los polinomios (3.4.10} da el resultado sigu-

lente: )
P{)u] Pa = P{-\z} Pa =0, plas} P = 5 Per

donde & = a,b,c. De la Tabla I es inmediato mostrar que el polinomio de grado d dado por
1
J(d) = 3(p3 +pf +p7), (3.4.11)

donde d representa el grado del polinomio, es invariante ante el grupo C75,. A continuacion calcu-
lamos los polinomios invariantes hasta de cuarto grado:

(2 +y2)
2

I =60 =50, I@ =260+

JO) =1, J)=0, J2) =

Para estudiar los polinomios posibles que se pueden generar con los invariantes basta considerar la
region de la recta ¥ = 0 a la recta ¥ = /3 en la Fig. 4. Asi, vemos que en el desarrolio de la serie
de Taylor alrededor del origen Ec. (3.4.4) ya se habia restado el término constante y podremos
dividir toda la serie por el factor distinto de cero en la Ec.{3.4.5¢). Los términos lineales son cero
por tratarse de un punto eritico. Los cuadraiticos y cibicos se eliminan por una adecuada eleccidn
de los pardmetros (ver Ecs. (3.4.5a) y (3.4.5b) ). El primer término que permanece, invariante
ante el grupo de simetria, es ¢l germen de la funcidn. Esto es, podemos concluir que el germen
de la superficie de energia resulta la cuartica: (x? + y%)2. Por la expresion calculada para J(4),
notamos que el germen es efectivamente invariante ante el grupo (J3,. Asi, no requerimos de una
transformacion que preserve la simetria y podremos simplemente despreciar los términos de grado
mas alto de la serie de Taylor.

En conclusién, en ausencia de toda simetria, cuando un punto critico degenera es posible apro-
ximar ia funcién alrededor de ese punto por alguna de las catdstrofes elementales si el niimero de
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Tabla 2. Calédstrofes elementales de Thom

Nombre k Glermen Perturbacion
As 1 x3 a1
Ags 2 +at a4+ agpe’
Aq 3 z® ayz - agz® + 3T
Ags 4 Lo @ + age® + azz” + aqe?
As ;) z’ aj@ + age? + aga’ + aqat + opz®
B.a 3 ey — 3 o + gy + 03y’
Doy 3 oy +y° a2 + agy + asy’
Dy 4 zly 4+ v 4y + asy -+ aae’ + asy’
D_s 5 wly -y @ + agy + sz + aqy’ + asy®
Dys 5 iy + y° ay -+ asy + aaz® + aay’ + asy®
Ey_¢ 5 23yl ay + Gy + agzy + aay’ + asey?

pardmetros esenciales resulta menor o igual a cinco. En la Tabla 2 sobre Jas catdstrofes elementales,
tenemos que para dos variables se requieren tres o mas pardmetros agociados con alguna forma
candnica. De este modo, no serd posible asignar una catdstrofe elemental en nuestro problema si el
punto critico en el origen degenera, ya que existen solamente los dos pardmetros: ry ¥ Tz.

Hemos visto que lo anterior se debe a las restriceiones impuestas por la simetria Csy. Sin
embargo, extendiendo el procedimiento, hemos podido asignar una forma candnica, determinando
el germen y sus términos de desarrollo universal alrededor de Ja rama bésica cnando esta degenera.
La bifurcacion de la rama basica da lugar a otros puntos criticos los cuales tendran por lo general
wna reduccién de simetria. En lo que sigue, daremos la solucién de todos los puntos criticos en
términos de los pardmetros r1 y s Posteriormente, analizaremos la degeneracién de cada uno de
estos puntos criticos construyendo los conjuntos de bifurcacion correspondientes a cada uno de ellos.

Solucidn de los puntos criticos en {érminos de los purdmetros r1 y v2

Para encontrar los puntos criticos de la supetficie de energia en la Ec. (3.4.8), derivamos ésta

parcialmente en la variable g y as{ tenemos una ecuacién de la forma
3 {rafB® + 487 — 3raff + 4r1) = 0. (3.4.12)

il cambio de un nicleo prolato a uno oblato, i. ¢, el cambiodey=0ay= w/3 es equivalente
al cambio de 4 a —rg (ver Ec. (3.4.8) ). Equivalentemente, se pueden asociar nicleos prolatos con
las rajces positivas de la Ee. (3.4.42) y fas negativas con nucleos oblatos. Esto también se puede
ver si consideramos el cdleulo de los puntos criticos en coordenadas cartesianas. Salvo repeticiones
simétricas, coma ya sabewwos, la totalidad de los puntos criticos se encuentra sobre el eje-X; los
prolatos sobre los valores positivos y los oblatos sobre los negativos. El célculo de la primera derivada
parcial respecto a la variable z, tomando el valor y = 0 para la variable cartesiana, resulta en una
ecuacion idéntica a la Ec. (3.4.12) si se substituye B por . Clon lo anterior en mente, de una manera
elemental, revisamos todos los puntos criticos dentro de los siguientes casos:

'f) "= 0, e = 0.

En este caso la Be. (3.4.32) trivialmente se vuelve: #2 = 0 ; con B = 0 como la linica raiz .
Evidentemente que la degeneracion del punto critico es triple. Fsta es la maxima degeneracion que
presentan los puntos criticos, por esa razon el germen es 44, en la aproximacién del IBM — 1 que
estamos tratando, en la cual se incluyen interacciones hasta de dos cuerpos.



EL MODELO DE BOSONES INTERACTUANTES 33

z'z') ™ =0, Ty #0
En este caso la Ec. (3.4.12) se vuelve:

B2 (r2B% + 4 — 3r3) = 0. (3.4.13)

La raiz 8. = 0 es doblemente degenerada para todos los posibles valores de los parametros. Las
otras dos raices, para rg real, son

BE = ;'-1-(—2:& 4+ 3r2), (3.4.14)
2

donde #; da lugar a un minimo de la SE , mientras que S, corresponde a un méximo.
111) ™ ;é 0, Ty = 0.

Este es claramente el caso y-inestable, ya que tenemos ay = 0, desapareciendo toda dependencia
en la variable . La Ec. (3.4.12) resulta

48 (B2 + 1) =0, (3.4.15)

con las raices 8. =0 y

BE = /=, (3.4.16)

estas titimas dan lugar a minimos en la superficie de energia. Notese quesir, > 0 se tiene solamente
la raiz real §, = 0, correspondiendo a un minimo, mientras que si 7; < 0, se tienen tres raices reales
¥ B = 0 da lugar a un méximo de la SE.
iv) 1 #£0,7 #£0.
En este caso B, = 0 es también una rafz . Las otras raices se obtienen del factor entre paréntesis
en la Ec. (3.4.12):
(r2f8° + 437 — 3roff + 47y) = 0. (3.4.17)

Mediante el siguiente cambio de variable

transformamos la Ec. (3.4.17) a la ecuacidn reducida

Y4ay+b=10, (3.4.18qa)
donde
i6
a=-3— E ) (3.4.18h)
™ +1 32
=4 = . 3.4.
b ( ?,2 + 27"‘25) {3.4.18¢)

La naturaleza de las raices depende del valor numérico del discriminante

D = 4a® + 271, (3.4.19)
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Obviamente, D sera positiva, cero 6 negativa. Supongamos primero que D > 0 ; entonces la
ccuacion reducida, Ec. (3.4.18) tiene una rafz real:

g = AVE 4 BHR (3.4.20)
donde AL/ significa la rajz clbica real de
= —b/2+ /D]108, (3.4.20)
y asimismo B'/? significa la raiz ciibica real de
B = —b/2 — /D/108. (3.4.22)

Las otras dos raices son complejas y conjugadas una de la otra.

Supongamos ahora que D = 0 ; entonces

A=B=-b/2, (3.4.23)
y las raices de la ecuacion reducida son
g =22, wm=y= W2 (3.4.24)

Asi, y2 ¥ ¥a son rafces doblemente degeneradas, a menos que b= 0, lo cual implicarfa que a = 0,y
entonces todas 1as rajces en la ecuacién reducida Ec.(3.4.18a) serfan iguales a cero. Sin embargo, el
valor @ = 0 implica rs = £i4/3. Asi, fisicamente no se realiza la triple degeneracion en este caso.

Finalmente, sea P < 0 (Namado caso irreducible). Aungue en este caso todas las raices de la
ecuacién reducida resultan reales, se expresan por medio de raices cibicas de ntmeros imaginarios.
A pesar de las dificultades algebyaicas inherentes en el caso irreducible, es posible presentar las raices
en una forma adecuada al caleulo numérico:

y1 =2/ —a/3 cos($/3), | (3.4.25:1)

o = —2 /=3 cos( %y, (3.4.25b)
- T+ ¢ ;

ys = —2v/—a/3 cos( ), (3.4.25¢)

3

donde ¢ esta determinada por

V2T h

cosd = m , (3.4.26)

—~=D
VITH

tang =

(3.4.27)
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3.5 CONSTRUCCION DE LA SEPARATRIZ

La Separatriz B en el modelo TBM — 1, est4 definida por curvas en el espacio de parametros
(r2.71). Estas curvas resultan de la unién de los conjuntos de bifurcacidn asociados a los puntos
criticos analizados anteriormente. En lo que sigue, construiremos uno a uno dichos conjuntos de
bifurcacién.

i} Conjunto de bifurcacidn: recta r, = 0.

. El valor de la variable 8 = 0, de lasuperficie de energia en coordenadas polares, no tiene un valor
bien definido de la variable v. Los niicleos esféricos, aquellos con f# = 0, corresponden claramente
al punto z = 0, y = 0 en las coordenadas cartesianas. Si z # 0, el valor y == 0 corresponde al caso
prolato (con ¥ = 0) para > 0 y oblato (con v = ) para 2 < 0. Por esta razén resulta conveniente
expresar las variables de forma en coordenadas cartesianas y asi asociar la rama bdsica al origen
cartesiano (z,y} = (0,0).

La superficie de energia de la Ec. (3.4.8) en coordenadas cartesianas resulta

ez, y) = (TI?;T.J?'SE [(“’2 +y)+ r (B ) 24 2 ) -y (2P — 3a:y2)] . (3.5.0)

Evaluada sobre la rama basica, la matriz de estabilidad Hessiana Hy,y Tesulta igual a:

4r (J
( 0 4r1) ; (3.5.2)

Por lo tanto la rama bésica degenera solamente si el pardametro 1 = {; esto es, se bifurca al cruzar el
eje-ry del espacio de pardmetros. Vemos que esta rama bisica de la superficie de energia es estable
siempre que 7y 3# 0, pero degenera simultdneamente en ambas variables a todo [o largo del eje-rq,
ya que se anulan los dos eigenvalores en la Ec. (3.5.2). Las Catastrofes elementales con dos variables
degeneradas se desarrollan con al menos tres pardmetros; en efecto, ya hemos visto que en este casa
tenemos una catastrofe no-elemental con simetria.

A continuacién estudiaremos el comportamiento de la rama bésica (%o = 0} cuando nos move-
mos en el espacio de pardmetros. Inicialmente recorremos la recta rg = 0, en estas condiciones,
la superficie de energia es invariante ante rotaciones en el plano, i.e., ante el grupo SO(2), ya que
no existe la dependencia en la variable 7, como puede verse en la Ec. {(3.4.8). En las condiciones
mencionadas arriba, la superficie de energia del niicleo sufre una transicién de fase de forma: Para
Py > 0, la superficie de energia siempre tiene un minimo en el origen. Cuando 7 < 0, la superficie
tiene un maximo en el origen y existen ademds otros valores criticos: (Bes¥e) = (=71, 7o), con 7o
arbitraria. Este corresponde a un minimo no local de la superficie de energia (caso y-inestable).
Este minimo no-local de la superficie de energia es invariante ante el grupo de reflexiones en los tres
ejes de simetria, Ec. (3.4.10). Esta reduccién de simetria al pasar de un minimo local en el origen,
a otro no-local en (8.,v.) = (v/=r1,90), representa un rompimiente esponidneo de sunelria. La
transicion de fase de forma al cruzar el conjunto de bifurcacion r = 0, en este caso correspornde &
una transicion de segundo orden (como demostraremos mas adelante) y el nicleo pasara, a través
de la rama bdsica, de ser esférico a y-inestable.

it) Conjunto de bifurcacion: recia ro = ) con < 0.

Clomo hemos visto, el punto critico (5., v.) = {(V—7t,70) es una de las ramas primarias que se
bifurcan a partir de la ramna bésica al cruzar el origen a lo largo del eje-»;. Evaluada en este punto
critico, la matriz Hessiana H, 4 resulta singular:

(Srlgr;-—lg 0)
0 1

(1-ry)?
0

(3.5.3)
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lo cual corresponde a una degeneracion en la variable v. Por lo tanto, ¢l semieje-r1 negativo es un
conjunto de bifurcacién para la variable 7y, esto es al cruzar este semieje ocurre una transicién de
fase de forma, que corresponde a una transicién de forma de prolato, en puntos rz > 0, & oblato en
los puntos 72 < 0.

iii) Conjuntos de bifurcacion: curves ri1 ¥ T12-

Fn el caso de los restantes puntos criticos, el criterio de la degeneracion del Hessiano resulta en
un problema mayor de slgebra, el cual involucra resolver simulténeamente ecuaciones de tercero y
quinto grado. El cdlculo del conjunto de bifurcacién resulta més simple utilizando la condicion equi-
valente de singularidad del mapeo desde la variedad de puntos criticos hasta el espacio de parametros.
En el lenguaje de la Teoria de las Clatéstrofes, una Clatastrofe se asocia con las singularidades en e}
mapeo desde la variedad de puntos criticos hasta el espacio de los pardmetros

(%cr; Cr) — Cb (3.54)

Al variar los pardmetros Cp, los puntos criticos X cambiaran. Asi, en virtud de este cambio,
cuando dos o mdas puntos criticos coinciden el mapeo se hace singular. En estas condiciones el
Hessiano se anula al ser evaluado sobre los puntos criticos. Las singularidades del mapeo descrito,
bajo las hipdtesis del teorema de Thom, resultan estructuralmente estables y se dividen en clases de
equivalencia; estas clases de equivalencia son llamadas las Catastrofes Elementales {Gilmore. {1981),
Poston y Stuart (1978)] (ver Tabla 2).

Clomo sabemos, todos los puntos criticos se encuentran sobre el eje-X cartesiano, con repeti-
ciones simétricas que ya hemos analizado. Asf, nos limitamos a los puntos Xer = (2er, Q). Para
encontrar los puntos criticos de la superficie de energia en la Ec. (3.5.1), derivamos ésta parcial-
mente en la variable  y asi tenemos una ecuacion equivalente a la Ee. (3.4.12) para B; donde las
., satisfacen la ecuacion: \

@ (rga® 4 42® — 3rax + 4r1) = 0. (3.5.5)

Clomo los conjuntos de bifurcacion asociados a los puntos criticos # = 0 ya se han obtenido, nos
restringimos a @ # 0. En este caso definiendo Ter = Ay, la Ec. (3.5.5) se vuelve:

raAd k403 = Bppy A = 0.

Tista relacion permite determinar el mapeo

As ‘
(mcr; 72y 1‘1) - (’\2) -\ l“i’(’\% - 3) -} )\1]) ) (356)
que explicitamente toma la {forma:
ra{ A, Az) = Az, ' (3.5.7a)
MM -3
) = —h [+ 22 (3.5.70)
Fste mapeo es singular si el determinante Jacobiano de la transformacion en las Ecs.(3.5.7):
gra  fra 3
AR A Rk 2t Z»\z(l -, (3.5.8)
ax; 9k ,
se anuja. Esto da lugar a Ja condicion:
8A
Ay = — ! (3.5.9)
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En este caso, si substituimos (3.5.9) en las Ecs. (3.5.7), podemos obtener una ecuacién paramétrica
del conjunto de bifurcacién en términos del parametro A

_ M43 8
= T('X?—_-—l)-—, g = -“'3—(31?";“1—) . (3~510)

Eliminando el pardmetro A en las Ecs. (3.5.10), encontramos la funcién del conjunto de bifurcacién

en el plano (ry, 1)
(97 + 16)%2 32

= - - 3.5,
1'11(1‘2) 547_% 271'% 1 y ( lla)
_ _{(9r3 41632 32
r12(re) = 543 i I, (3.5.11b)

Como demostramos en la parte final del analisis de este caso, la deformacién £ resultard ser la
degenerada, mientras que la v se mantiene no-degenerada. Los valores criticos de la variable 3 se
obtienen de los valores ., cartesianos, que son soluciones de {3.5.5) sobre el conjunto de bifurcacién
1y de la Ec.(3.5.11a), esto es se reemplaza r, — r11(ry) teniendo en cuenta que el discriminante
D =0 y entonces usando las ecuaciones (3.4.23) y (3.4.24)

4 2 2 N
+ f______\w, (3.5.12a)

=5

37'2 3?‘2
4 (973 + 16

donde el punto critico 212 es doblemente degenerado. Anilogamente sobre el conjunto de bifurcacién
12 de la Ec.(3.5.11b), se obtienen los valores criticos de la variable I

v 2
1 _2/0rs+16) (3.5.13q)

&1 = '—E 37y ;
4 2+ 16

o :_,?5_7_*+___V(9;'~; +16) (3.5.138)
] "2

donde nuevamente es el punto 225 el que presenta degeneracién doble.

Los valores 2y; y x4, no degeneran, como lo demuestra un caleulo directo evaluando los eigen-
valores del Hessjano sobre estos puntos. En cambio el punto critico 13 degenera, ya que la matriz

HeSSla.lla l‘estllta
0 ‘ 1 r;. ri. 14)

Aors o 38075 (44 /973 +16)* /9rZ + 16
i {99+ (44 /92 + 16)2)3

El punto critico z4; también degenera, ya que la matriz Hessiana resulta:

(8 Af’w) , (3.5.16)

donde

(3.5.15)
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donde ‘
4863 (4— /5 716)" /07 + 16
Aviz = Ry (3.5.17)
{972 + (4 — /9% + 16)°}*

Transformando los pardmetros fisicos 11 y *2 @ los matemdticos a ¥ b, definidos anteriormente
en las ecuaciones: ‘

16 S+ 1 32 )
I = —_— =1, ‘ 3.4.1 b,
¢ 3 3rd’ b 4( o 27rd ( 8b;¢)

1a funcién del conjunto de bifurcacién dado en lag Bes. (3.5.11) toma la forma de una cuispide; i.e.,
en estos pardmetros, las Ecs. (3.5.11) cumplen con

ORI -

Para demostrar que en efecto se obtiene la catastrofe de la Cispide en la variable g, se tendria
que efectuar la determinacién y desarrollo en serie de Taylor de Ja Superficie de Energia alrededor
de estos puntos criticos degenerados, aunque a esta altura de la discusién podemos considerar este
punto como un mero formalismo y no lo llevaremos a cabo. Ln la Fig. (5) se ilustran con lineas
continuas los conjuntos de bifurcacion By: efe-ra, semieje-r) negativo y las cukvas r11 ¥ M1z

Para terminar con la construccion de la Separatriz nos dedicaremos al estudio de los conjuntos
de Maxwell.

Conjuntos de Mazwell.

Sobre los conjuntos de Maxwell la Superficie de Energia toma el mismo valor en dos o mas
puntos minimos ¢ maximos. En la descripcion de sistemas fisicos cuyo estado es gobernado por el
minimo global del potencial, al cruzar los conjuntos de Maxwell habra un cambio cualitativo del
sisterna debido a que la estructura del minimo global cambia, es decir se asocia a un punto critico
diferente.

En la descripcion de la forma de los nicleos, los conjuntos de Maxwell que nos interesan son
aquellos sobre Jos cuales degeneran los valores de los minimos de la superficie de energia. 3in
embargo, al considerar la estabilidad de los niteleos ante fision, veremos que también resultan de
importancia los conjuntos de Maxwell donde degeneran los valores de los miximos de la superficie
de energia. En el caso del JBM-1, existen tres conjuntos de Maxwell; uno esté asociado al caso
v-inestable y otros dos a la rama basica 8. = 0.

Para la rama béasica, de = 0, la superficie de energia vale cero. Entonces para encontrar los
conjuntos de Maxwell de {3.4.8), se utiliza la ecuacion B(8 £ 0,7.) = 0; con ys = 0 6 7. =7/3 la
cual, después de simplificarla se reduce a -

(r + D) Fraf+2m =0, (3.5.19)

Fsta ecuacion nos da dos intersecciones de la superfice de energia con el eje-3 y entre ellas siempre
se encuentra un punio extemo de la energia. Por lo tanto, cuando las soluciones de (3.5.19) son
duicas encontramos E(f. # 0,7.) = 0, d.e., los conjuntos de Maxwell asociados a la rama basica.
Esto sucedrd cuando degeneran las soluciones de la [e.(3.5.19)

ro & /18 — 8ri(r1 + 1)
} o . - {3.b.2
f 2(7‘1 e l) (3 0)

esto es, si se anula el el término de la raiz

PE 8 +1)=0. (3.5.21)
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Despejando r; como funcion de ry on esta dltima ecuacion encontramos los conjuntos de Maxwell

que denotaremos como rf;

+/TF 32 -1
i) = —22————-— .

(3.5.22)

El valor 7';*'3(1'2) corresponde al conjunto de Maxwell para la rama bdsica 8. = 0, donde degenera
el valor de la energia cuando esta es minima. El conjunto r]; corresponde a la degeneracion de la e-
nergia también asociada ala rama bésica, pero para un méaximo. El valor critico de 3 correspondiente
a ri(r2) se caleula directamente de (3.5.20)

AL, (3.5.23)

14241

los valores positivos de ﬁﬁ; corresponden a los micleos prolatos y los negativos a los oblatos.

El tercer conjunto de Maxwell que nos interesa esta asociado al limite v-inestable, es decir el
conjunto de pardmetros donde la variable v degenera. Este limite resulta, como sabemos, cuando
se tiene el valor del pardmetro ry = 0, dando como resultado una superficie de energia axialmente
simétrica con un minimo no-local en 8. = /=ry y cualquier valor de la variable 4. Obviamente
para todos los valores de 7y el valor de la energia es degenerado, siendo asi el semieje-ry negativo
otro de los conjuntos de Maxwell.

En la Figura 5 se grafican con lineas punteadas los conjuntos de Maxwell. El conjunto por
encima del eje-r corresponde a 7J;; los conjuntos por debajo del eje-ry estan asociados con el
semieje-ry negativo y ri;.

La Separairiz de la superficie de energia del modelo 1 BM-1, estd constituida por los conjuntos
de Maxwell y de bifurcacién sobre el espacio de pardinetros {rq, ).

Tabla 3. Puntos criticos en la variable 8 asociados a la Separatriz del IBM.

) B P Ba

1y 0 Bz Pz 7%

s 0 B i Brr
eje-rg 0 ﬂi‘?g B Py

™13 0 Bis IR B

™ 0 B2 Bra B
eje-ri(r < 0) ] B B —

En la tabla 3 se muestran los conjuntos de bifurcacién y de Maxwell que forman la Separatriz
del sistema de bosones interactuantes, junto con sus correspondientes puntos criticos.

Para el conjunto r5 se tienen superficies de energia que presentan un minimo en 8 = @, un
maximo en £ = f2;, y un punto critico degenerado en 3 = 335. Notar que F2; = z3; ¥ faz = 292
fueron definidos en las ecuaciones (3.5.13).

Para el conjunto de Maxwell #¥; la superficie de energia presenta dos minimos de la misma
profundidad en # = 0y # = [3;‘},, esta ultima definida en la Ec. (3.5.23). También tiene dos
tnaximos que estan denotados por [ﬁ,.

Para el eje-ry degenera la rama bidsica # = 0, y la superficie de energia tiene un minimo absoluto
en = ﬁ,t y un maximo en f# = Br,, puntos criticos definidos en las ecuaciones (3.4.14).
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Figura 5. Separatriz del Modelo de Bosones Interactuantes.

En el conjunto de Maxwell #7, la superficie de energia tiene dos maximos de Ia misma altura
en =0y B = B, esta iltima definida en la Ec. (3.5.23). La superficie de energia también exhibe
dos minimos gue estan denotados por #%. Uno de ellos es un minimo absoluto y el .otro es un punto
de silla de la SE, esto es resulta un mdximo en la direccion ¥.. :

En el conjunto de bifurcacién 7y, la superficie de energia presenta un maximo en 8 =0y un
minimo en J1;. En este conjunto se tiene un punto erftico doblemente degenerado en 8 = i3,
definido en la Ee. {3.5.12) -

En los conjuntos anteriores es conveniente recordar que valores negativos en la variable 3 estan
asociados a puntos sobre el eje ¥ = /3 a una distancia igual al valor absoluto de j.

El eje-ri (11 < 0) es un conjunto de Maxwell en la variable #, ya que la superficie de energia
tiene dos minimos de la misma profundidad en 8 = ﬁ;’i, definidos en (3.4.16). En 8 = 0 la superficie
asociada presenta un maximo.

Con respecto a la variable v, el cje-ri(r < 0) es un conjunto de bifurcacion infinitamente
degenerado, ya que estd representando niicleas y-tnestable.

Superficies de Energia Tipicas

Las formas tipicas de las superficies de energia son. estables dentro de las seis regiones divididas
por la Separatriz. El aspecto cualitativo de las superficies de energia dentro de cada una de estas
geis regiones puede determinarse graficando un corte, tomando €l valor constante ¥ = 0, de £(2,¥)
definida en (3.5.1). Los resultados se presentan en las Figs. 6 a 9 en todas las regiones al moverse
sobre la recta 1o = 4v/2/3 y en la Fig. 10 se ilustran las energias sobre la recta vg = 0, en el espacio
de parametros. Las formas posibles de las superficies de energia en las regiones con ry = —4+/2/3
se obtienen de las anteriotes a través de una reflexidn en el eje e(x,0).

En cambio sobre los conjuntos de puntos que constituyen la Separatriz, las superficies de energia
presentan inestabilidades, esto es, al variar los pardinetros, aun en fonna infinitesimal, se observa
ui cainbio cualitativo en la superficie de energia. £n las Figs. 6 a 10 se ilustra el comportamiento de
las superficies de energia sobre los conjuntos de bifurcacion y de Maxwell que constituyen la Separa-
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Figura 6, (iraficas (x,0) vs » de las superficies de energia para la region por euncima del

conjunto de Maxwell, esto es r; > rfy. En a) presentamos la superficie de energia con ;1 > 715
En b) se muestran la superficie de energia sobre el conjunto de bifurcacion ry5. En c} se ilustra el
comportamiento de la superficie de energia entre los conjuntos de bifurcacién r1z y .

triz. Es importante sefialar que todas las superficies de energia tienen el siguiente comportarniento
asintdtico: Cuando # > I entonces £(8,v) = | + r;. Es importante sefialar que en todos las figuras
se muestra con una linea punteada el valor asintético de la energia y en cada caso se muestra en el
lado derecho un acercamiento en el origen.

Transiciones de fese de forma
En esta seccidn se realizard un andlisis de las transiciones de forma de los nicleos. El proced-
imiento de andlisis para cada uno de los conjuntos de bifurcacion y de Maxwelles el siguiente:
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conjuntos de bifurcacion ry =0y r},. Eu c) se ilustra el comnportam

ara la region: 0 <y < rj5. En a)
a la superficie de energia entre los
iento de la superficie de energia

L. Se counsidera la superficie de energla en cada una de las regiones separadas por el

conjunto de bifurcacion o de Maxwell.

9. Se identifica 1a pareja de puntos criticos sobre el conjunto de hifurcacién o de Maxwell
que corresponden a minimos de la superficie de energia E(fm, ym) en las regiones

adyacentes,

3. Finalmente con el propdsito de establecer el orden de la transicién de fase, estudiamos
el comportamiento de la superficie de energla evaluada en esta pareja de puntos

a"EKﬁﬂl y e !

criticos y sus derivadas con respecto a s, It
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Figura 8.

Girdficas (2, 0) vs = de las superficies de energia para la region: r;; <7, < 0. En

a) presentamos la superficie de energia entre los conjuntos de bifurcacién 7 = 0y 75 En b} se
muestran la superficie de energia sobre #75. En ¢} se ilustra el comportamiento de la superficie de

energia entre los conjuntos ry ¥ 74

La evolucidn de [a variable s describe una curva en el espacio de pardinetros: (ra(s), ri(s}). Las
transiciones de fase se clasifican por su erden-n. La transicién de fase sucede cuando el estado del
sistema descrito por un minimo de la rama p se desplaza a otra rama ¢ al cruzar un conjunto de
bifurcacidn para el valor sp.

La transicion es de orden-n si

cdAtd 5 ple)
lim gE'_(?Z = lim (—)—E————(ﬂ

, 3.5.4
e} dﬁ‘ Sy—f =0 dsl Sude ( )

3

parai=10,1,23,...,(n— 1), pero no se cumple para { = n.
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Sobre el conjunto de Maxwell v}, el valor de la energia minima degenera, ya que, como sabemos,

se debe cumplir
B =0=0, e(f)=0, (3.5.31)

siendo continuo el pasc de una rama a la otra al pasar a través de 7}; sin embargo, como de-
mostraremos a continuacion, existe una discontinuidad en la primera derivada, &.¢.,

de(B3) :
= #o0. (3.5.32)

ko
Por simplicidad, supongamos que pasarmnos a través del conjunto de Maxwell »}, recorriendo el
espacio de pardmetros sobre la recta

ry = (tan @)z + 10, (3.5.33)

entonces en (3.5.24) tomanos § = ¥y ¥ encontramos el resultado escrito en términos de Bz en
(3.5.23):
de()
81’2

+2 .
L= (1f1;+2)2 [(2+ 8 tan 6 — B3] (3.5.34)
) 13

Ademds, sobre la misma recta en (3.5.32), obviamente tenemos que

de(f. =0 )

Be(fe=0))  _ - (3.5.35)
()1“2 s

Esto prueba que la transicion es de primer orden, existiendo una discontinuidad en la primera

derivada la cual depende de la posicidn, definida por 7y y de la direccion, definida por el angulo ¢

de la pendiente con la cual se cruza este conjunto de Maxwell.

Volveremos a caleular la discontinuidad de la primera derivada, pero en términos del nimero
de bosones N, como un nuevo pardmetro. Este pardmetro lo hemos elegido debido a gue, mds
adelante, daremos una interpretacion fisica de esta transicion de fase, en términos de las energias de
separacion de dos neutrones o de dos protones, para cadenas de isotopos e isdtonos, respectivamente.

Aunque en principio los términos de interaccidn entre bosones del hamiltoniano del nicleo
podrian depender explicitamente del ntimero N de bosones, como se menciona en la -seccion 1.7,
ha sido posible utilizar varios hamiltonianos efectivos dentro del modelo IBM, para describir los
espectros de encrgia y las probabilidades de transicion de cadenas de isdtopos e isétonos [Castanos,
0., et al., (1982); (dmez, A., Castanos, 0., Frank, A., (1995)]. Estos hamiltonianos efectivos
representan un ajuste simultdneo dentro de una 1isina cadena de nicleos, con la consecuencia de
que los pardtnetros prouedian los efectos de muchos cuerpos, y asi, dentro de una isma cadena,
solamente varia el nimero de bosones, esto es, para una determinada cadena, podemos escribir los
parédmetros independientes en la Ec. (3.4.7) como funcién del niimero de bosones exclusivamente

ry o= r(N), re = ra(N) . (3.5.36)

taleulamos la transicién de fase sobre el conjunto de Maxwell variando ahora el pardmetro s = N.
Naturalmente se siguen cumpliendo la Ec. (3.5.31), pero ahora la ecuacidn (3.5.35) se vuelve

de(Bis
anN

LS : p2, 0L oy O .
i3 - (1"",8?‘:52)2 (2+;313 (‘)N _ﬁIS (‘?N . (3‘03’")
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Que en general es distinta de cero, y nos serd de gran utilidad, como se adelantd, en la seccién 1.7,
donde se calculan transiciones de fase de varias cadenas de nicleos.

Ahora calculemos las demds transiciones de fase, las cuales resultaran de orden cero.

Ei eje-ry.
(e =0) _ =0,
mientras que .
+ (8x)°
€ =tri el 3.5.38
(82)] =i ey (3.5.38)

donde hemos expresado el resultado en términos de BE en (3.5.25), y asi la discontinuidad en la
propia funcién depende solamente de la posicion 7, donde se cruce el eje-re ¥ no de la direccién 8
con la cual se cruce.

El conjunto riy.
g(ﬁt‘ = U) =0,

T =rig

_ —T2rf 4 {64+ 9rE) (=4 + /16 1 97%)

r1¥rz 2167‘% ’

() (3.5.39)
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A8 APLICACIONES

4 APLICACIONES A SIMETRIAS DINAMICAS Y
HAMILTONIANOS EFECTIVOS DEL IBM

Fn este capitulo se utiliza el formalismo de la teoria de catastrofes, presentado anteriormente,
para localizar en el espacio de parametros esenciales las simetrias dindmicas del modelo de bosones
interactuantes y el comportamiento de Hamiltonianos efectivos. Finalmente, se discute en pro-
cedimiento general numérico por wedio del cual se deterninan los conjuntos de bifurcacién y de
Maxwell, asi{ como las transiciones de fase de forma y los valores esperados de los operadores, Ny,
Q-Qy P?, L?A%

Los espectros de energia y transiciones electromagnéticas en los limites exactos de simetria,
recuerdan los resultados obtenidos con modelos geométricos. Asi, a la simetria U(5) se le asocia
un vibrador anarmoénico, a la de SU/(3) o SU(3) un rotor axial, y finalmente a ia O(6) un rotor
y-inestable. En el caso de O(8) deanostraremos que su Casimir contribuye a una constante en
la superficie de energia, por lo que  este caso le lamoaremos Hmite O(5). Se ha utilizado una
representacion esquematica de las simetrias del 1BM por medio de un tridgngulo equilitero [Feng,
Gimore, y Deans, (1981)]. Cada uno de los vértices del triangulo tiene asociado uno de los limites
exactos. Existen niicleos que siguen cada una de estas simetrias en forma aproximada, los cuales
confirman el valor del inodelo IBM, sin embargo la mayoria de los niicleos son transicionales, y se
representan fuera de estos vértices.

En general, el hamiltoniano (3.1.2) debe diagonalizarse numéricamente en una de las bases (ue
caracterizan las cadenas de grupos (3.1.1}. Sin embargo, se ha logrado un mayor entendimiento de la
naturaleza de las soluciones en circunstancias especiales en las que el problema de eigenvalores puede
resolverse en forina cerrada. Procederemos a continuacion de la misma forma, pero para estudiar
ahora las superficies de energia que tiene asociadas y lo que nos dice al respecto el formalismo de la
teoria de catastrofes.

4.1 SIMETRIAS DINAMICAS

Un hamiltoniano constituido con los operadores de Casimir de primero y segunde orden, escrito
en términos de operadores bosonicos de U/ (6) tiene Dy = (N 4+ 5}N +4)(N +3)(N + 2N + 1}/5!
niveles de energia degenerados, donde Dy es la dimension de Ja representacion totalmente sinétrica
[N] del grupo. Este hamiltoniano produce una superficie de energia constante. Esta degeneracion
se rompe imtroduciendo operadores de Casimir de los subgrupos de U (6), asi consideraremos los
operadores de Clasimir de primer orden de U/(5) y los de segundo orden de SU(3) (SU(3)) y los de
O(6) (O(6)). Para conocer cémo se rompe la degeneracion, necesitamos las correspondientes reglas
de ramificacion [Castaiios, et al., (1979)] para cada subgrupo.

Si al hamiltoniano del IBM, construido con los operadores de Casimir de U(6), se le agrega
el operador de primer orden de U/(5), de nimero de bosones d, Ny, se rompe la degeneracién y se
separan los niveles de energia en las diferentes representaciones de {/(5) que estan contenidas en
[N]. Esto se muestra para N = 6 en la Fig. 1. Este hamiltoniano produce una superficie de energia
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Figura 1. Rompimiento de la degeneracién de un estado con N bosones al introducir en el
Hamiitoniano el operador Nj.

con parametros
) ry =0, m=1, (4.1.1)

independientemente del signo y la intensidad de la interaccién del operador de nmimero de bosones
d. De acuerdo a Ja discusién presentada después de la Ec. (3.4.15), la superficie de energia tiene
un solo punto critico en 8y = 0, que corresponde a un minimo. Esto significa que la interaccion
describe niicleos esféricos.

En el caso de incluir al operador de Casimir £? obtenemos un rompimiento de la degeneracién
en las diferentes representaciones de O(6) como se ilustra en la Fig. 2. Este hamiltoniano produce
una superficie de energia constante, donde no se pueden definir vy y ro, resultado que concuerda
con estudios anteriores [ Kirson y Leviatan, (1985)]). En este trabajo se separa el hamiltoniano del
modelo de bosones interactuantes en dos partes, una llamada inlrinseca, y otra colectiva, siendo
esta dltima la que produce una superficie de energia independiente de 3 y ¥. Por lo tanto, en este
lenguaje, el hamiltoniano considerado es puramente colectivo.

Si agregamos el operador (7, se rompe la degeneracién en las diferentes representaciones de
SU(3) que estan contenidas en {N], y como ilustracién indicamos el caso N = 6 en la Fig. 3. En
este caso la superficie de energia esta caracterizada por los pardmetros

42 4

3 Pp=—, (4.1.2)

s =
y también es independiente del signo y la intensidad de la interaccién. Para estos parametros, la
superficie de energia presenta cuatro puntos criticos:

l
Bi=0, B=2, B=-v2, ﬁ4=—\/§, (413)
de los cuales el minimo absoluto se encuentra cuando 8 = —v/2, por lo que la interaccion describe
nucleos oblatos.

Cuando consideramos ademas al operador de Casimir £2, se rompe la degeneracion de acuerdo
a las reglas de ramificacién de /(6) — O(6) y el hamiltoniano produce una superficie de energia
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Figura 2. Rompimiento de la degeneracién de un estado con N bosones al introducir en el
Hamiltoniana el operador de Clasimir de O(6).
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F‘igura 3. Rompimiento de la degeneracién de un estado con N bosones al introducir en el
Hamiltoniano el operador de Casimir de SU(3).

determinada por los parametros siguientes:
re =0, r=-1, (4.14)

que corresponde a un nicleo con deformacion definida 8 = £1, e independiente de garnma. Ademéas
la superficie de energia tiene un maximo en 3= 0.

Finalmente agregamos el operador (7 que rompe la degeneracién de acuerdo a las reglas de
ramificacién de U(6) — SU(3) y se obtiene una superficie de energia con pardmetros

(4.15)

Este resultado también es independiente de la intensidad y signo de la interaccion. Nuevamente la
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Figura 4. Simetrias dindmicas en el espacio de pardmetros (72, m1).

superficie presenta cuatro puntos criticos,

B =0, o = —2\/5, P = '\/5, By = —% . {4.1.6)

sin embargo en este caso el minimo absoluto se encuentra para 8 = /2, indicando que la interaccidn
describe macleos prolatos.

Es importante seiialar que ¢l Hamiltoniano constituido por operadores de Clasimir de los Erupos
unitarios en tres dimensiones dan lugar a superficies de energia que caen sobre uno de los conjuntos de
Maxwell que constituyen la separatriz, esto es, aquel que corresponde al caso en el cual dos maximos
tienen el misno valor. En la Fig. 4, se establece la regidn en el espacio de pardmetros yue cubren
hamiltonianos coustituidos por los operadores deseritos arriba ¥ la separatriz del hamiitoniano de
bosones interactuantes.

Ahora estudiaremos las simetrias dindmicas o limites exactos, éstos se obtienen cuando en el
Hamiltoniano del IBM nos restringimos a considerar operadores de Casimir asociados a una sola
cadena de grupos (ver Ec. (3.1.1)) [Castafios, et al., (1982)].

1) Bl limite vibracional esta descrito por el Hamiltoniano
H = by Ny + koNG + kaN Ny + kal® + ks A2 4 boN? . {4.1.7)

Utilizando el Apéndice A, especificatnente las ecuaciones (A.5), encontramos las energias de bosdn
independiente y los elementos de matriz de dos cuerpos en términos de los pardietros &;. Substi-
tuyendo estos valores en la Ec. {3.3.5) se tiene

ar =kz+ky+ ke, ay =0, s = k3 + 2kg .

Finalmente utilizanios estas expresiones de los parametros de la superficie de energia, junto con la
intensidades de fas interacciones,

€ =k 4 ko + ks + 6kq + 4ky | up = 2ky ,
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Figura 5. Superficies de energia evaluadas en los punto del espacio de parametros correspondientes
a los limites exactos. (a) Sobre el punto (rg, 1} = (0, 1), el minimo corresponde a niicleos esféricos
8. = 0. (b) Sobre (rz,71) = (0,1}, el minimo corresponde a niicleos con deformaciones J. = 1y
~-inestable. (c) Sobre (rz, ) = (4v/2/3,-4/3), el minimo corresponde a nicleos con deformacion
prolata con 8, = V2, v = 0, y la SE también tiene un punto de silla con g, = 1/«./2—, v = /3,
y dos maximos de alturas iguales, uno en G, = /2, v = w/3, y otro en el origen. (d) Sobre
(ro,r1) = (-—4\/5/3,-4/3), la SE es rotada w rad sobre un eje vertical en el origen, respecto a
aquella del inciso anterior.

para calcular los pardinetros de control:

= ki + ko + 6ky + dks + kN
V= Uy — kg + Okyg -+ 4kg + 2k N + ks N

Si en la expresiéu anterior tomatnos kg igual a cero, representsa un solo punto (rqg, 71} = (0,1) en
el espacio de pardmeiros sugerido por la teorfa de catéstrofes, La forma de la SE en esie punto
ge presenta en la Fig. 5(a). En general, en este timite las superficies de energia posibles estan
caracterizadas solamente por puntos sobre el eje ry de acuerdo a la ecuacién anterior.

'y = 0 . (4.18)

i) El limite O(6) esta definido por el hamiltoniano
H = kal? 4 kgA? 4 ko P? 4 ko N? . {4.1.9)
Procediendo en Ja inisma forma que para el caso anterior se encientran los parametros de la superficie
de energia siguientes:
kg

k
m==t bk, a=0, a3=«.§+2k9,
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fos que junto con los valores
. ke
€ = 6ky + dky u0=§-+2k9,

permiten calcular los valores (r3, 71} = (0, 1), resultado que es independiente de las intensidades
de las interacciones. Es importante sefialar que estamos obteniendo la misma superficie de energia
que para el lfmite vibracional. La razén de este hecho es que los operadores L% y A? que aparecen
en el hamiltoniano tienen contribuciones de un cuerpo proporcionales a Ny. Sien el hamiltoniano
anterior cancelamos estos términos de un cuerpo es inmediato probar que obtenemos una superficie
de energia constante. Por estos resultados llamamos a esta cadena de grupos, el limite O(5).

iii} El limite O(6), cuyo hamiltoniano estd definido por

H = kaL® + ksA? + kg P? + ko N2 . (4.1.10)
Encontramos en este caso
k k
ﬂ1='f+k9, az =0, 013?——-?6-%%9,

y junto con los valores

¢ = Bkq + 4ky | uo=%+2k9.

calculamos los parametros de control

. Bky + dkg + kg — kgN

T Gky ks — ket ke 0 20 (4.1.11)

Nétese que, nuevamente, si cancelamos las contribuciones de un cuerpo de los operadores de momento
angular total y del Casimir de O(5) se tiene (g, r;) = (0,—1). La forma de la SE en este punto se
bresenta en la Fig. 5(b). Es directo encontrar de las ecuaciones (4-1.11), que dependiendo del valor
que toma £ = k(N — I)/¢, la superficie de energia esta caracterizada por los valores sigulentes:

—x<Eé<—l= < =1L,
-l<égs 0= 1<n ;
0<ég 1= 0<rm< |,
l<é< com—1l<r < 0.

Si r; > 0 se tiene que la superficie de energia tiene un solo minimo en B =0, mientras que si r; < 0
tendra un mdximo en # = 0 y dos minimos de la misma profundidad en § = ++/77, esto sucede para
cualquier valor de y porque ry = (. Es también importante sefialar que para valores de 0 < £ < oo
las superficies de energia estan determinadas por la desigualdad siguiente del pardmetro de control
-1 <r < 1.

iv) El limite ST(3) est4 definido por el hamiltoniano

H =kl ? +E:Q% 4+ kgN? . (4.1.12)

Encontramos en este caso

k.
ar=Thky . ar= -2k, ag = kot 2k,
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con las intensidades g

4
Estas expresiones sirven para calcular los pardmetros de control

6-‘-‘6](.’4*- k'z, u0=2k9.

o 16V2k (N - 1) | 24kq — 25k7 + 16k7V
S a3k — 12kyN > T 24k + 3ky — 12k7N

(4.1.13)

Es importante sefialar que independientemente de los valores de ks y kr, si N = | inicamente
tenemos contribucién a la superficie de energfa de las interacciones de un cuerpo. Esto es Ng y por
lo tanto se tienen los pardmetros de control {rz, 71) = (0,1). Al aumentar el nitmero de bosones,
tomando el limite cuando N — oo domina la parte de dos cuerpos del hamiltoniano y entonces s
tiene que (rq, 1) = (—1%2\—%) que son los pardmetros correspondientes al Hmite SU(3). Esto se
demuestra cancelando las contribuciones de un cuerpo de los operadores de momento angnlar total
y de la interaccion cuadrupolo-cuadrupolo, ¥ encontrar una superficie de energia caracterizada por
la Ec. (4.1.2).

Por lo tanto concluimos que dependiendo de las valores relativos de k4 y k7 las superficies de
energfa estaran determinadas por los valores de los parametros de control que se encuentran sobre
la recta que une los puntos (ry, ) = (0, )y (re,7q) = (-—4{,3@,—-?—3). La forma de la SE en este
punto se presenta en la Fig. 5(d}.

v) El limite SU(3) estd definido por el hamiltoniano

H = kal?® + keQ* + ko N* . (4.1.14)
Encontramos los pardmetros de la superficie de energia signientes:

kz

“1534"6‘9, ﬂz=2\/§k7, g = dkr + kg ,
y los valores
9
tZ()'k'g;-*-Ek?, ug = 28y ,
con estas expresiones calculanos los pardmetros de control
164/ 2 k7 (N — 1) 24k, — 25k7 + 16k7N
Ty = = ; ) ry = - . (4.1.15)
24k4 + 3ky — 12k N 94k + 3k — 12k7 N

s importante sefialar que independientemente de los valores de kq y kv, si N = I, inicamente
tenemos contribucion a la superficie de energla de las interacciones de un cuerpo. Esto es Ny y por
lo tanto se tienen los parametros de control (ry, r1) = (0, 1). Al aumentar el mimero de bosones,
tomando el lnite cuando N — oo domina la parte de dos cuerpos del hamiltoniane y enionces
se tiene que {ra,r) = (4v/2/3,—4/3) que son los pardmetros correspondientes al limite SU(3).
Esto se demuestra nuevamente cancelando las contribuciones de un cuerpo de los operadores de
motnento angular total y de la interaccion cuadrupolo-cuadrupolo, y encontrar una superficie de
energia caracterizada por la Fe. (4.1.5).

En efecto, si usando la Ec.(4.1.13), para cualguier valor del nimero de bosones N, considerarnos
la razén m = ;;—%%%%—%, es directo detnostrar que resulta una constante, independiente de N,

¥

¢ igual a YN Por lo tanto concluimos que dependiendo de las valores relativos de ka y k7 las

superficies de energia estaran determinadas por los valores de los parametros de control que se

<
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encuentran sobre la recta que une los puntos (ry, ry) = (0,1) y (r2,71) = (4v/2/3, ~4/3). La forma
de la SE en este punto se presenta en la Fig. 5(c).

De los estudios realizados arriba sobre los limites exactos, concluimos lo siguiente: Las tinicas
superficies de energia posibles son aquellas que se encuentran sobre las rectas

Py o= KT/_E?’Z +1, (4.1.16a)
” x;%r2+l, (4.1.16b)
ry = ﬁ re—1, (4.1.16¢)
= %7-2“_1, (4.1.164)
rg==0. (4.1.16¢)

Estas rectas construyen el triangulo doble que aparece dibujado en la Fig. 4, cuyos vertices car-
acterizan las superficies de energia de los operadores de Casimir de I/ (5), Ec. (4.1.1), SU(3), Ec.
(4.1.2), O(6), Ec. (4.1.4), y SU(3), Ec. (4.1.5).

Finaimente, es importante considerar el valor esperado del niimero de hosones-d, evaluado sobre
los vértices del doble tridngulo de la Fig. 4, al cual lamamos e} doble {ridngule de Casten. El cdlculo
de esta cantidad lo podemos realizar mediante los estados coherentes para un sistema de bosones s
¥ d, los cuales han sido considerados para el modelo 1BM en la Ec. (3.3.1)

INiau) = An(s" 4+ audl)M|0), (3.3.1a)

donde las «, son en general cinco variables (son complejas, pero se les pide la condicién de realidad
o= ak) y
2y~ & .
A =(1+8%"7, (3.3.1b)
es la constante de normalizacion. La representacién del operador del niimero de bosones-d, N,
calculado a partir de la expresién:

) .
N(a)= tim 5CINaIN ja) (4.1.17)
al—c (']}
Para este caso, obtenemos: )
3
Ny =N —, 4.1.18
) =N s (4.1.18)

donde se considera el valor critico de la variable 8 que minimiza globalniente la S5,

En el limite U/(5), correspondiente al vértice superior (r3,71) = (0,1), en la Fig. 4, tenemos el
valor critico 8y = 0, de donde N; = 0. En el limite SIJ (3), correspondiente a los vértices inferiores
(re,71) = ;—‘(;{:ﬁ, —1}, en la Fig. 4, tenemos el valor critico Bimin = £/2, de euyo valor obtenemos
Ny = %N. En el limite O(6), correspondiente al vértice intermedio inferior (re,71) =(=1,0), en la
Fig. 4, tenemos el valor critico (i, = +1, de cuyo valor obtenemos Ay = -%N
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Transiciones entre Hmiles exactos

De acuerdo a nuestro conocimiento, el estudio de las transiciones de fase se ha restringido al
paso de un limite exacto a otro, esto es, variando la razon de dos coeficientes asociados con los
vértices del tridngulo de Casten; asi, cada lado del triangulo representa una transicion entre dos
limites. Existen varias cadenas de isGtopos en los que se ilustran este tipo de transiciones [Gdémez,
Castafios, y Frank, (1995)]. A continuacién consideramos estas transiciones entre dos limites exactos
v las estudiaremos con el formalismo de catastrofes desarrollado en la seccién anterior.

i) Transicién U(5) a STU(3).
Para este caso tenemos un Hamiltoniano constituido por los operadores da Casimir de cada uno
de los grupos mencionados, esto es .
H:al Nd-—-(’tg(-;. (4119)
Las superficies de energia asociada a este este hamiltoniano estan caracterizadas por los puntos del
espacio de parsmetros de control que se encuentran sobre la recta paramétrica: :
—8n+1 . -8\/§1]

B o=

6y4+1 " T ep+1 ]

donde 5 = §*(N ~ 1}. Asi las superficies cambian de tener un solo minimo en B=087r2=0a

(4.1.20a,b)

o=

tener cuiatro puntos criticos con un minimo global para una deformacion 8 = —v/2, sire = —4+/2/3.
La recta (4.1.20), forma pardmetrica de la definida en la Ec. (4.1.16a), atraviesa dos conjuntos
de Maxwell, y tres conjuntos de bifurcacion. En cada una de estas fitirnas tres intersecciones,
la superficie de energia sufre un cambio cualitativo. Aparecen en estos cruzamientos fransiciones
de orden cero que son de importancia cuando el sisteina se encuentra en un estado excitado y esta
prohibido su decaimiento al estado base. Estas transiciones representan la necesidad del decaimiento
al estado base debido a que ya no se presentan mds estos estados excitados de energia. Estas
transiciones suceden cuando la vecta (4.1.20) intersecta los conjuntos: 1) r1g, Be. {3.5.11b}, para
7 = 0.109487. Para mostrar que es una transicion de orden cero, basta con comparar el valor
de la superficie de energia en las ramas o = 0y By = Pap definido en la Ec. (3.5.13b), antes de
la interseccién sélo se tiene un minimo en By = 0, y después aparece adicionalmente un minimo
excitado oblato en # = fyy. y ii) #1 = 0 para n = 1/8, nuevamente es suficiente con comparar
los valores de la superficie de energfa para las ramas fo = 0y f, = (=24 /44 3r5 )fra, en dsta
transicion se observa que el estado base no cambia, manteniéndose oblato, los estados excitados
con deformacion cero desaparecen, debido a que aunque todavia existen puntos criticos que en la
variable 3 representan un minimo, en la variable y son maximos, es decir en la SE el minimo relativo
se ha transformado en un punto de silla.

También se presentan transiciones de primer ovden, entre ellag la mds importante es la que
aparece al cruzar el conjunto de Maxwell vy para y = 1/9. Bsto se demuestra calculando Ja primera
derivada con respecto a 7y de la superficie de energia H(Bh, v = #/3), y comparandola con la
correspondiente derivada de H (o = 0,0) para valores de {ry, 1) determinados por la recta (4.1.20)
con 5 = 1/9. En la transicion anterior ocurre un catxbio cualitativo en la superficie de energia, en
el cual el micleo en su estado base (excitado) pasa de esférico (oblato) a oblato (esférico).

Al continuar moviéndose sobre la recta (4.1.20), se intersecta el conjunto de Maxwell riy donde
Ja energia de dos mdximes degenera. Las superficies de energia caracterizan nficleos oblatos y
todavia existen puntos criticos que en la variable j representan un minimo, pero en la variable ¥
son maximos, es decir son puntos de silla de la SE. Finalmente tenemos el cruzainiento con v1q,
Ec.(3.5.11a), donde desaparecen estos puntos de silla, y Ja superficie de energia presenta Ginicamente
“un minimo oblato y un méximo global.
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ii) Transicién U(5) a SU(3).
Para este caso tenemos un Hamiltoniano constituido por los operadores de Casimir de cada uno
de los grupos mencionados, esto es ’
H=0 Ng-ay (7. (4.1.21)
Las superficies de energfa asociada a este hamiltonjano estdn caracterizadas por los puntos del
espacio de pardmetros de control que se encuentran sobre la recta paramétrica:

_ —8n+1 _ 82 7

T byl T2_671+}
donde 5 = $2(N — 1}. Es importante sefialar que esta recta paramétrica coincide con aquella dada
en Ec. (4.1.20}, si cambiamos 7y — ~ry. Entonces Jas superficies cambian de tener un solo minimo
en 8 = 0, si 7, = 0, a tener cuatro puntos criticos con un minimo global para una deformacién
B =2, siry=4/2/3.

La recta (4.1.22), forma paramétrica de la definida en la Ec. (4.1.16h) , también cruza dos
conjuntos de Maxwell y tres conjuntos de bifurcacién. Aparecen transiciones de orden cero en los
conjuntos: i) ryp para 7 = 0,.109487 en las ramas Bo =0y By = By, antes de la interseccidn sélo
e tiene un minimo en By = 0, y después aparece adicionalmente un minimo excitado prolato en
B = Pag. yii) r; = 0 para 5 = 1/8, para las ramas 3y = 0 ¥y B =(-2+ /4 +3r§ }/ra, en esta
transicion se observa que el estado base no cambia, manteniéndose prolato, los estados excitados
con deformacion cero desaparecen y aparecen puntos de silla en Iz regién de los nicleos en estados
excitados oblatos.

‘También se presenta la transicién de primer orden al cruzar ef conjunto de Maxwell »; para
n = 1/9 y analizando las ramas fi; = 0 y 3% En ésta ocurre un cambio cualitativo en Ja superficle
de energia, en el cual el nicleo en su estado base (excitado) pasa de esférico {prolato) a prolato
(esférico).

Al continuar moviéndose sabre la recta (4.1.22) se intersecta el conjunto a Maxwell r[;,, donde
las superficies de energia caracterizan nicleos prolatos, con los puntos de silla en la regidn de los
nticleos oblatos, suniergidos en el continuo. F inalmente, tenemos el cruzamiento con 711, donde
desaparecen estos puntos de ensilladura de la SE y esta presenta \inicamente un minimo prolato ¥
un maximo glabal.

i) Transicidn UU(5) a O(6).

Para este caso tenemos un Hamiltoniano constituido por los operadores de Casimir de cada uno
de los grupos mencionados, esto es

- (4.1.22a,b)

H = [43] Nri - (l’gf, . (4123)

Las superficies de energia asociada a este hamiltoniano estin caracterizadas por los puntos del
espacio de pardmetros de control que se encuentran sobre la recta paramétrica:

—4
L LS (4.1.240,b)

4+
donde 7 = %2(N — 1). Las superficies de energia cambian de tener un solo minimo en 8 = 0, si
n = 0, a tener un miinimo giobal cuando 11— 00, con una deformacidn 4 = 1.

La recta (4.1.24) intersecta e conjunto de bifurcacién en el origen (ry,71) = (0,0). En este caso
el sistema sufre una transicién de segundo orden, y se observa que el estado base cambia de esférico
a 7-inestable, en el punto 5 = 1/4. Para demostrar (e es una transicion de segundo orden se eligen
las ramas fy = 0 y 4, = /=, calculdndose la funcidn y sus derivadas, segiin el procedimiento
discutido anteriormente en la Ec. (3.5.24).
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iv) Transicién SU(3) a O(6).

Para este caso tenemos un Hanilioniano constituido por los operadores de Casimir de cada uno

de los grupos mencionados, egto es )
H=o1G—asl . (4.1.25)

Las superficies de energia asociada a este hamiltoniano estin caracterizadas por los puntos del
espacio de pardmetros de control que se encuentran sobre la recta parameétrica: -

RS Lk S 42 ‘ (4.1.26a,b)
—2n+3 27~ 3
donde 5 = £*. [ista recta es la forma pardmetrica de aquella definida en la Ec. {4.1.16c). Las
superficies de energia caxnbian de tener un minimo global en 8 = —V2, si i = 0, a tener un minimo
global cuando 7 -+ 0o, con una deformacién @ = 1.

Se presentan tres intersecciones en los conjuntos de bifurcacion iz, otra en vz = 0 y la tercera
en r; = 0. En éstas suceden dos transiciones de primer orden y una de orden cero. La transicion
de orden cero ocurre en 71 = 0, y la superficie de energia, arriba del eja 73, tiene estados excitados
esféricos y por debajo desaparecen, quedando en cambio puntos de silla en la regién de niicleos
oblatos, manteniéndose el estado base con la forma de un nidcleo prolato. De las transiciones de
primer orden, tomaremos en cuenta solamente aquella que involucra estados estables. Asi, consid-
eraremos Unicamente la interseccidn en 3 = 0, y la transicién de primer orden se determina entre
los puntos criticos 8. = V=1 ¥ Be = —/—71 Si se comparan los valores de la energia minima
cuando 7y — 0, se encuentra que éstos naturalmente coinciden, sin embargo, esta misma funcion
presenta una discontinuidad en su primera derivada al cruzar el eje vertical 7, = 0. En la seccion
4.3 presentaremos graficada numéricamente esta discontinuidad.

v) Transicion SU(3) a O(6).

Para este caso tenemos un Hamiltoniano constituido por los operadores de Clasimir de cada uno
de los grupos mencionados, esto es
H=wGtral. {4.1.27)

Las superficies de energia asociada a este Lamiltoniano estan caracterizadas por los puntos del
espacio de pardmetros de control que se encuentran sobre la recta paramétrica:

_ 2n-—4 2 ’
"= Ty TS T3 (4.1.28a,b)

donde 7 = £2, forina pardinetrica de la recta dada en la Be. (4.1.16d). Luas superticies de energla
cambian de tener un minimo global en § = V2, st 5 = 0, a tener un minimo global cuando 1 — 00,
con una deformacion 3 = 1.

Nuevamente tenemos tres intersecciones en los mismos conjuntos de bifurcacion del caso ante-
rior, con resultados simétricos a los de Ja seccion previa, camnbiando ry por -7z, ¥ consecuentenente,

A por —3.
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4.2 HAMILTONIANOS EFECTIVOS DEL MODELO IBM

En esta seccidn se analizan las caracteristicas de las formas y estabilidad de cadenas de isotopos
e isétonos, En particular se estudian los isétopos de los niicleos:

4Ry, ssBa, gSm, ea(id, 760s, 3Pt y g2U7.
"También la cadena de isStonos con N = 88 que denotamos JSORS e incluye
5o B, 3'Ce, Nd, B0sm, 82Ga, Dy, %Br, 159V,
¥ la cadena de isétonos con A = 90 que denotamos 15090 incluyendo
B0, 0o, WNA, PSm, WG, Dy, En 10V,

En principio el hamiltoniano podria contener interacciones de muchos bosones y Sus parametros
podrian depender explicitamente del niimero & de bosones; esta dependencia en N se heredaria al
hamiltoniano. En esta situacién estariamos obligados a realizar un ajuste por minimos cuadrados
de los pardmetros del hamiltoniano niicleo por niicleo. Como el niimero de niveles de cada nicleo
es generalmente muy reducido, aun si consideramos solamente interacciones de uno y dos cuerpos
la bisqueda de los parametros resulta dificil. Es por esto que se ha adoptado la misma filosofia que
Talmi realizé hace tiempo en el caso del modelo de capas para caleular la interaccién efectiva de los
niicleos cerca de capa cerrada [Talmi, (1962)), es decir, se hizo un ajuste simunltaneo de los espectros
de varios isétopos e isdtonos, promediando sobre todos los posibles efectos de muchos cuerpos para
determinar los elementos de matriz efectivos de la interaccidn nucledn- nucledu.

De esta forma, en la iiltima década se han utilizado varios hamiltonianos efectivos del IBM — |
para describir los espectros de energia y las probabilidades de transicién de cadenas de isdtopos e
isétonos [Castafios, el al., (1982}, [Frank, (1989)], [Gonzdlez, (1990}, {Gomez, Castafios, y Frank,
(1995)].

En estos trabajos se construyeron las matrices del hamiltoniano utilizando soluciones analiticas
obtenidas en la cadena U/(5) descrita en la Ec.(3.1.1a). Se consideraron los isdtopos e isotonos
mencionados arriba. Los hamiltonianos fueron determinados por medio de la construccién y di-
agonalizacién de las matrices de encrgia implementando un programa de compuso el cual realiza
un ajuste por el método de minimos cnadrados de los pardametros k;,7 = 1,...,7, del hamilto-
niano expresado en términos de los operadores de (lasimir, Ec.(A.1b) ¥ que mejor reproduce los
espectros de energia experimentales de todos los miembros de cada cadena. En algunos casos:
Sm, U, Pt,0s, Ru, e [5088, cuando se efectud la bisqueda por minimos cuadrados con todos los
pardmetros k; i = 1,...,7, la convergencia a veces se hace sumamente dificil.

Esta dificultad, sin embargo, se logré superar si se mantiene constante yasea kg & £y, En la
Ec.{A.5) estos dos pardmetros entran en la combinacién (&, + k3) dentro de los términos de dos
cuerpos, siendo asi razonable elegir arbitrariamente el valor ky = 0 y fi)ar k3 por medio del proceso
de ajuste. Asi también, para lograr convergencia. se encontrd que se necesitan aproximadamente
unos 25 niveles de energia experimental para realizar el ajuste.

Finalmente, un programa de computadora (op. cit.) para calcular los parametros de las tran-
siciones electromagnéticas (E2) el cual ajusta también por el método de minimos cuadrados los
datos experimentales. La raiz cuadrada de la desviacién cuadratica media o entre los valores de fas
energias experimentales y tedricas (r.m.s.) en estos ajustes es generalmente de unos 100 kel. Los
valores ajustados de los pardmetros k,,7 = 1,....7 para cada uno de los casos mencionados arriba
aparecen en la Tabla 1.
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Tabla 1. Pardmetros del Hamiltoniano (3.2.1) [keV]

Cadena o ky ko ks by ks kg k7
Sm 105 2248.00 0.00 -=197.00 —2.23 24.70 173 —-156.20

) 27 165.00 0.00 4,07 9.61 —3.47 2.42 —18.3

Gd ol  2749.00 0.00 —234.00 2.82 9.86 —17.80 —12.20

pie 34 298.00 12,70 8.70 4.00 —9.00- ~6.20 —8.50
pit g8 102870 21120  --301.04 990 ~132.40 —399.80 —1.94
Rul 122 1073.40 93.12  —146.20 5.50 —15.80 —43.20 0.00

0s 71 591.4 929 —163.70 1050  —42.50 —166.40  —6.80
Ba 73 96200 0.00  —H6.10 7.69 10.10 237.00 13.50
1SO88 132 21180 0.00 —2,70 4.20 ~15.7 —121.70  ~-5.60
1SORS? 88 54450 0.00  -36.40 540  —13.50 12330  —4.40
ISO90° 92 41870  93.00  —89.90 810 —5H9.10 —168.20 —13.60
IS0 69 1099.70 190  —88.50 3.70 —5.20  —80.40  —6.10

Los parametros de las intensidades de Jos operadores de uno y dos cuerpos del hamiltoniano
Higap en (3.1.2) se obtienen a partir de las ecuaciones (A.5) del Apéndice A. Los resultados
calculados a partir de los valores de la Tabla 1, se indican en la Tabla 2. Substituyendo estos
parametros dentro de las ecuaciones (3.3.5) obtenemos los valores de @y ,az ¥ aa y finalmente, de las
ecuaciones (3.4.7), se calculan los pardmetros esenciales ry y rq.

Tabla 2. Intensidades de uno y dos cuerpos del Hamiltoniano (3.1.2) [keV]

Cadena € co Co 4 o Uy to Uy
Sm 217062 --613.715 -—319.82 —377.64 0.8685 --H0R.4A82 —66.042 127.17
U 16573 240.13 —31.93 70.58 12.10 9.17 —b4.78 153.11

Gd 959881  —867.92 —456.06 —437.92 -8.90 —H77.80 ~74.46 10207
Pt* 32652 21.55 7.17 48.30 -3.10 —18.h6 —44.94 71.12
Pt 473.02  —245.79 50242 —367.22 —199.94 —681.82 45577 16.23
Ru 99020 —1i8540 —77.40 —-0.49 46.60  —118.51 10420 0.00
Os 42890 —367.40 ~284.50 —149.40 —83.20 —396.45 —216.451 56.89
Ba 137732 —476.06 —b563.52 563.7 118.5 65.07 325.85 —112.95
150838" 184.1 —254.06 —57.80 —-8.80 —60.85 —31.08 —161.11 AG.85
1SO88" 49640 —353.26 —128.90 —6L.00 —61.65 —101.07 —157.53 36.81
F5080*  264.60 —86.30 —150.40 —60.80 —84.10 —261.84 24887 113.79
15090° 102822 —398.35 —201.22 —160.10 --40.20 22517 —117.17 51.04

Al variar 1as intensidades de las interacciones enconiraremos que los valores de los parametros
de la Ec. (3.4.7) generan una curva en el espacio (rg, v1). Para un conjunto de nicleos, cadenas de
isdtopos e isétonos, donde se fijan todas las intensidades de las interacciones excepto el nimero N
de bosones, dicha curva (ro{ N),ri{N)), deseribe una recta paramétrica. Eliminando N, la recta
resulta de la forma ( ) /

Qg — @y) — g/ 2
pp o= ety + 1 (4.2.1)
ty
Clomo se puede ver de esta tiltima expresion, todas las rectas tienen la misma ordenada al origen, que
de acuerdo a la discusién presentada anterioripente caracteriza ol lmite vibracional, y una pendiente
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Tabla 3. Nimero de bosones para las cadenas de Is6tpos e Isdtonos
bt N Nx N, N

Ru 44 52 — 66 3= 1 —8 4—11

Ba 56 66 — T8 3 2% — 8* 5% — 11*
Sm 62 86 — 98 6 28 88— 14

d 64 86 — 96 7 97 9— 14

Os 76 104 — 122 3 11> — 2+ 14* — 5*

Pt 78 104 — 108 2* 11* — 9= 13* — 11"
Ptt 78 110 — 122 2* 8 —2* 10* — 4*

i 92 136 — 148 5 5 — 11 10— 16
15088 56 —» 66 88 3-8 3 6— 11
15088% 66 — 72 88 8* — 5* 3 i1 —8
15090 56 — 66 90 3-8 4 7—12
I15090¢ 66 — 70 90 8* s 4 12 — 10

particular a cada cadena. En la discusién que hacemos a continuacién de todas las cadenas, se elige
un orden de presentacién que considera prioritariamente la region del plano de pardmetros y como
segundo criterio el valor del ntimero atémico, a excepcién del Samario, que discutimos primero y
el cual se eligid como ilustracidn debido que cubre una region muy basta de este plano. En la
presentacion de las Superficies de Energfa para cada cadena de nicleos, graficaremos la energia
&(x,y), tomando un corte y = 0, de acuerdo con la expresion dada en coordenadas cartesianas en
la Ec.(3.5.1), que depende de los parametros (r2,7r1). Esta energia se relaciona con la expresién de
la SE, E(«), originalmente obtenida a partir de los estados coherentes en la Ec. {3.3.2), mediante

una magnificaciéon M y un corrimiento 5, E(z,y) = Me(x,y) + 5, dados por

= é(.‘Zm +

€
(N —1)

—az} N(N - 1),

1
S = Q‘?I(]N(N ~ 1)+ Ne, .

Sin pérdida de generalidad, en cada cadena de nicleos tomaremos el valor para la energia ¢, = 0.
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Tabla 4. Pardmetros ay,az, ¢a, [keV], y pendiente m en (4.2.1), para cadenas de Istopos e Is6tonos

@ a3 i3 m

Ru —29.7 0 -99.59 00
Ba 9.9 38.18 116.40 123756
Sm —204.17 —42.99 —256.93 ~1.23732
Gd —244.55 —34.51 —291.70 —1.23744
Os —115.80 —19.23 —274.10 —6.0676
pie 15.60 -24.04 —28.40 ~-1.76569
Pt —190.78 -5.49 ~508.75 —59.7086
3 37.60 —51.76 —29.40 —~1.23744
150882 —35.93 —15.84 —85.95 —-1.23705
15088Y ~69.42 —12.44 —115.69 —~1.23834
15090 —45.75 —38.46 —298.40 --3.65488
15090" : —109.75 —17.25 —153.10 --1.34756

FORMAS Y ESTABILIDAD DE CADENAS DE N VCLEOS

A continuacién determinamos el nimero de bosones para cada cadena. En el conteo de este
nimero, sdlo se consideran excitaciones de protones y neutrones de valencia, esto es, particulas
fuera de capa cerrada. I carozo se toma como inerte y debido a la conjugacion particula-agujero,
se cuentan solamente particulas en la primera mitad de capa semillena, y agujeros en la segunda
mitad de esta. Como se menciond en el parrafo anteror, consideraremos primero la cadena de los
Samarios, dando algunos detalles; para todas las demas cadenas daremos sélo los resultados en la
Tabla 3.

En la cadena de Sm tenemos el nimiero atémico Z = 62, con doce protones fuera de capa
cervada y asi el nimero de bosones de protén es Ny = 6. Considerando los valores dentro de esta
cadena para el nimero de masa: A = 148 — 160, tenemos que ¢l nimero de bosones de neutron
corre desde N, = 2 hasta N, = 8. El wiunero total de bosones varia de N = 8§ — 14. Ambos
bosones son de Lipo particula, pero en otros casos podria resultar que uno o ambos fueran de tipo
agujero y los marcamos mediante un asterisco en la Tabla 3,

Cadena de isdlopos de Sm

Fn esta cadena se ajustaron un total de 52 energias experitnentales, Es interesante notar
que en la descripcidn a bajas cnergias se encontté que el hamiltoniano efectivo puede truncarse a
solarmente cuatro térninos: ki, ks, ks, k7; con ks siendo importante en la descripcidn de los estados
de mayores momelitos angulares. Asi también hacenios notar que el niicleo *4¥5m exhibe un espectro
vibracional correspondiente a la simetria U/(5}, uientras que el nicleo 1389m exhibe un espectro
rotacional correspondiente a la simetria 7(3).

Las superficies de energia asociadas a estos 1sotopos se deteriinan calculando las constantes €,
ug, @1, @z y az. Las dos priineras estan dadas en la Tabla 2, y las tltimas se obtienen de las Fcs.
(3.3.5). De esta forima encontramos los vadores dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes se
exhibe para cada isélopo en la Fig. 6 un corte de la SE para valores de ¥ = 0° y v = 60°. Esto
es equivalente a considerar las curvas g(#,0), con & = Bcosy, en la expresién cartesiana dada en la
Be. (3.5.1). Los valores de la energfa tienen una magnificacion M, y un corrimiento .5, respecto a
jos valores del ajuste inicial, dados por

M = —T5.70N° + LI6LOIN, 5 =043N(N - 1).
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Figura 6. Superficies de Energia de los isétopos del Samario. La estructura de estas superficies
cambia de tener un mininio esférico para los mas ligeros (N =8y N = 9) a tener un estado base
deformado prolato (N > 10).
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Figura 7. Puntos de la recta pardmetrica Ec. (4.2.2) de los istopos del Samario para valores del
ntmero de bosones N = 8 a N = 14. Adends se incluye la Separatriz de IBM cou la descripeidn de
lag simetrias dindmicas.

Los pardmetros esenciales de las superficies de energia se calculan por medio de las Ecs. (3.4.7),
obieniéndose

85.98 —257.80 -+ 2(‘W7-“:{i)2 (22)
72_“15140—]-;%3— ! = _15140"*“2(}:2?32 . .2,

La localizacién de los puntos (ro(N),r1(N)), se muestra en la Fig. 7, donde se puede apreciar
que todos se alinean a lo largo de la recta (4.2.1) cuya pendiente rn se encuentra calculada en la
Tabla 4. En esta figura notamos que los isbtopos del Sm exhiben una transicién de espectro tipo
vibracional a rotacional couforme se incrementa el nimero de bosones de neutrén, de acuerdo con la
informacion experimental sobre los niveles de energia de los Samarios [Scholten, Tachello, y Arima,

(1978)].

De la localizacién de tos puntos en la Fig. 7, se encuentra que los nicleos L48gyy, y 508m
estan en la regidn de pardmetros #1 > r1g, correspondiente & las formas esféricas. Mientras que los
aticleos 1529m, 1549m y 1565m estédn en la region entre el eje-ry ¥ el conjunto de Maxwell ri3, por
lo tanto presentan un minino absoluto con deformacién prolata y un punto de silla en v = /3. Es
importante sefialar que el micleo 1565 m esté justo en al vértice del doble tridngulo correspondiente
a la simetria dindmica ST/ (3). El micleo 15845 cae en la region entre el conjunto de bifurcacién de
Maxwell #[, ¥ el conjunto ryy, esto significa que la S presenta un estado base prolato como los
anteriores, sin embargo son estados menos estables.

Finalmente el nticleo 189Sm cae en la region debajo del conjunto r1y y por lo tanto solamente
tiene estados prolatos y débilmente amarrados. Todos los puntos caen en la regién prolata del
triangulo doble correspondiente a la transicion vibracional-rotacional.

Cadena de isdtopos del Gd

Consideremos ahora los isétopos del Gadolinio, para el cual se logré un ajuste salisfactorio de
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Figura 8. Superficies de Energia de los isétopos del Gadolinio. La estructura de estas superficies
cambia de tener un minirmo esférico para los més ligeros (N =89y N =10) a tener un estado base
deformado prolato (N > 11). Para N = 10 se puede apreciar que el minimo se extiende a una
deformacién prolata.

los parimetros en la Tabla | usando un total de los sesenta y un niveles de energia mas bajos, en
los isStopos pares desde '5°(/d hasta 'U(/d, logrindose una desviacion 7.m.s. de 91 kel/. Para la
cadena de (7d teneinos el nlimero atémico Z = 64, con catorce protones fuera de capa cerrada y asi
el niimero de bosones de protén es Ny = 7. Considerando los valores dentro de esta cadena para
el mimero de masa: A = 150 — 160, tenemos que el nimero de bosones de neutrén corre desde
Ny = 2 hasta N, = 7, El nlimero total de bosones varia de N = 9 — 14, Ambos bosones son de
tipo particula, Las constantes de las supetficies de energia asociadas a estos isdtopos se obtienen de
la Tabla 2 donde ¢ y ugp estin dadas directamente, mientras que a;, ag y ag se calculan de las Ecs.
(3.3.5). De esta forma encontramos los valores dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes,
en la Fig. 8 para cada isétopo se exhibe un corte e(x,0) de la SE, donde se considerd la variable
cartesiana @ = fcosy en la expresién dada en la Ec. {3.5.1). Los valores de la energia tienen una
magnificacion M, y un corrimiento S, respecto a los valores del ajuste inicial, dados por

M= —98.7N" + 1398.10N, 5= —d45N(N — 1).
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Figura 9. Puntos de la recta parametrica e, (4.2.3) de los 1s6topos del (radolinio para valores del
niimero de bosones N =9 a N = 13. Ademis se incluye la Separatriz de IBM con la descripeion

de las simetrias dindmicas. En la segunda figura se presenta un acercamiento exhibiendo N = 10
gobre el conjunto de Maxwell 7f;

Los pardmetros esenciales de las suporficies de energia, de las Ecs. (3.3.12), resultan

_— £9.02 . —282.8 -+ B2 02s)

La localizacion de los puntos (r2(N),#({N)), se muestra en la Fig. 9,y la pendiente de la recta
{4.2.1) sobre la cual se alinean estd dada en la Tabla 4. En esta figura notamos que los isolopos
del (7d exhiben una transicion de un especiro del tipo vibracional a otro rotacional, confornce se
inerementa el ntmero de bosones de neutrén, de una mianera muy semejante a la de los Samarios.

De la localizacion de los puntos de la Fig. 9 se encuentra que el nlcleo 150¢1d est4 en la region de
pardmetros 71 > 1g, correspondicnte a las formas esféricas. El nicleo '*2(d estd sobre el conjunto
de Maxwell r¥,, el cual se caracteriza por tener, adends del minitmo esférico, otro prolato de la misma
profundidad. El '%4(/d estd en la region entre el eje-ry y el conjunto de Maxwell 775, por lo tanto
presenta un minimo absoluto con deforinacion prolata y un punto de silla oblato. El nicleo 156¢¢d
est4 muy proximo al vértice del doble triangulo correspondiente a la simetria dindmica SU (3), donde
los dos valores maxinos de la SE alcanzan igual altura y la profundidad del minimo secundario es
igual a la energia asintélica eq, = r1 4 1. Los dos dltimos, 138¢7d y 199¢7d, caen en la regidn por
debajo del conjunto 71 y por lo tanto tiene estados prolatos débilmente amarrados. Como en el
caso del S, todos los puntos caen tarubién en el lado derecho del triangilo doble, correspondiente
a la transicion vibracionak-rotacional.
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Figura 18. Superficies de Energia de los isdtopos del Platino®. La estructura de estas superficies
cambia de tener un minimo deformado para el mds ligero {V = 137} a tener un estado base esférico
para los més pesados: ¥V = 12% y N = 11*.

Cuadena de isdtopos del P1°

Para los isotopos del Platino, con niumero de masa desde A = 182 — 198, los parametros &; se
ajustaron inicialmente de un total de 82 niveles experimentales, sin embargo la desviacién del ajuste
resulta relativamente grande: 140 4eV; por esta razon se considerd conveniente partir la cadena
para lograr un mejor ajuste. La primera parte la designaremos como Pt% y consiste de los isétopos
desde '82P¢ hasta '8 Pi. Discutiremios estos en esta seccion. Los restantes se denotan como Pt y
su discusion la haremos mas tarde debido a que caen en una regién muy diferente del espacio de
pardmetros esenciales.

Para la cadena de P{® tenemos el mimero atdmico Z = 78, con cuatro huecos de protdn en
la semi-capa y asi el mirnero de huecos bosénicos de protén es N, = 2*. Considerando los valores
dentro de esta cadena para el niumero de masa: A = 182 — 198, tenemos que el namero de huecos
de bosdn para los neutrones corre desde N, = 11* hasta N, = 9*. El nimero total de bosones varia
de N = 13* — 11", Ambos bosones son de tipo hueco.

Las constantes ¢, wp, estan dadas en la Tabla 2, asi como las restantes, con las cuales se
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Figura 11, Puntos de Ja vecta pardmesrica Be. (4.2.4) de los is6topos del Platino® para valores del
niero de bosones N = 1l a N = 13, Ademas se incluye la Separatriz de IBM con la descripcidn
de las simnetrias dindinicas,
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determinan a4, as ¥ a3 a partir delas Ecs, {3.3.5) con las cuales calculamos las superficies de energia
asociadas a estos isétopos. De esta forma encontramos los valores dados en la Tabla 4, Utilizando
estas constantes se exhibe para cada isétopo en la Fig. 10 un corte de la SE para valores de y = (°
¥y v = 60°. Como antes se ha mencionado, esto es equivalente a considerar 8 > 0y 8 < 0,
respectivamente. El nicleo del 1%2P¢ con N = 13 huecos de bosén, es deformado con 822 1/3. Los
otros dos, Pt y 1¥6Pt, con N = 12y N = 11 respectivamente, son esféricos.

Los valores de la energia tienen una magnificacion M , ¥ un corrimiento 5, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por

M = 29.80N7 + 133.46N, S = —15BN(NV - 1).

Los pardmetros esenciales de las superficies de energia, de las Ecs. (3.4.7), resultan

a0 . 6
ry = 2008 = 2203+ (424)
T 59.60+ FREL 50.60 + S20EL

Al sustituir cada valor de N se obtiene una serie de puntos alineados segln larecta (4.2.1), con la
pendiente m asociada en este caso dada en la Tabla 4. La localizacién de los puntos (ra(N),r (N)),
se muestra en la Fig. 11. En esta figura notamos que los is6topos del Pt2 recorren ascendentemente el
espacio de parametros conforme aumenta el ntimero de masa, exhibiendo asi una transicion de forma
de rotacional a vibracional, ya que en los puntos de la Fig. 11 se encuentra que el nicleo ' P{ est4
en la regién de parimetros entre el eje-ry y e} conjunto 7%, por lo tanto presenta un minito absoluto
con deformacion prolata y otro minimo relativo correspondiente a un estado excitado esférico. Los
micleos Pt y 1804 estan por arriba del conjunto ry3, ¥ por lo tanto presentan un solo ininimo
correspondiente a un estado esférico,

Cadena de 1sdlopos del U

Paralos isétopos del Uranio los pardinetros k; se ajustaron un total de 47 niveles experimentales
lograndose una desviacién ran.s. de tan sélo 27 keV, segln se indica en la Tabla 1. Para la cadena
de U tenemos el niimero atémico Z = 92, con diez protones fuera de capa cerrada, y asi el niumero
de bosones de protén es N, = 5. Considerando los valores dentro de esta cadena para el nimero
de masa: 4 = 228 — 240, tenemos que el niinero de bosones de neutrén corre desde N, = 5 hasta
Ny = 11. El nimero total de bosones varia de N = 10 — 16. Ambos bosoties son de tipo particula.
Las constantes de las superficies de energia asociadas a estos isotopos se obtienen de la Tabla 2,
donde € y g estan dadas directamente, mientras que «;, @y ¥ agz se calculan de las Ecs. (3.3.5). De
esta forma encontramos los valores dados en la ‘Tabla 4. Utilizando estas constantes se exhibe para
cada isétopo en la Fig. 12 un corte de la SE para valores de 7= 0%y v =60° Como antes se
ha mencionado, esto es equivalente a considerar 8 3 0 ¥y B < 0, respectivamente. La forma de la
superficie de energia se mantiene casi sin cambios, presentando un minimo absoluto correspondiente
a una deformacién prolata un punto de silla de escasa profundidad.

Los valores de la energia tienen una wagnificacién M, y un corrimiento S, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por
M = 47.80N7 + 35.07N, 5 =6.06N(N -~ 1).
Los pardtnetros eseniciales de las superficies de energfa, de las Ecs. {3.4.7}, resultan

103.52 —32.5 -+ (1)35—';:3

T 1 ™ = =
95.60 + (l%:% ' 9560+ ;ﬁ,.)_’.;;s)

(4.2.5)

Py =
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La localizacion de los puntos (ro( N), ri( N }), se muestra en la Fig. 13, y ¢l valor de la pendiente
m de la recta que los contiene se da en la Tabla 4. En esta figura notamos que los isétopos del
U estén en la regidn entre el eje-rp y el conjunto de Maxwell riy; por esto es que presentan un
minimo absoluto con deformacién prolata y otro minimo relativo en la direccion 8 correspondiente
a un punto de silla en la region profata. La proximidad al eje-ry corresponde a la profundidad
relativamente menor de este punto de ensilladura. ‘

Cadena de isdtonos 15088

Para los isétonos par-par con un niunero de 88 neutrones, definidos por el conjunto de los ocho
nticleos dados al principio de la presente seccion,

146 148 160 ¢ 152 154 166 158 .
Wige, 85Ce, PNd, §°Sm, °Gd, &6 Dy 68 Er, 13%Yb;

se tienen tres bosones de neutron del tipo particula en todos los casos. En cambio, los primeros
sies bosones de protén son del tipo particula, mientras que los dltimos tres son del tipo agujero.
Nétese que el nicleo 1543y esta considerado en ambos casos. En efecto, el nimero de bosones de
protén desde el j¢?Ba hasta el 184y corre desde N, = 3 hasta N, = 8. A este primer subconjuto
< le denomina 150885, El segundo subconjunto, formado por los niicleos sapy, 139Er, 3P0,
tiene bosones de protén con los valores respectivos desde Ny = 8% hasta Ny = 6*. A este segundo
subconjuto se le denormina / S088°.

15088°

Las constautes de las superficies de energia asociadas a estos isdtopos se obtienen de la Tabla 2,
donde ¢ y up estan dadas directamente, mientras que dy, @3 y a3 8¢ calculan de las Ecs. (3.3.5). De
esta forma encontramos los valores dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes se exhibe para
cada isétopo en la Fig. 14 un corte de la SE e(x,0). Para N =6y N = 7 existe un solo minimo
esférico. Cuando N = 8§ se observa la coexistencia de dos minimos esférico-prolato, con este Gltimo
como el méas profundo. Los tres restantes, N = 9, N =10y N = 11 tienen un solo minimo prolato,
un maximo en el origen y un punto de silla cercano al origen ast como otro MAximo mas alejado en
la direccion prolata,

Los valores de la energia tienen una magnificacién M, y un corrimiento S, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por

M =T.05N? +85N, &= -3042N(N -1).

Los pardmetros esenciales de las superficies de energia se calenlan por medio de las Fes. (3.4.7),
obteniéndose

L 134,10
ry = 316?&4 10 "= ﬂﬂi‘ig{%l . (4.2.6)
14.1U+(N—_'ﬁ l4.10+m

La localizacion de los puntos (ro{ N), 7 (N)) sigue la recta (4.2.1) con la pendiente m escrita en la
Tabla 4. Estos puntos se nuestran en la Fig. 15. En esta figura notamos que la estructura de las
superficies de energfa tiene un solo ninimo esférico para los dos més ligeros y un solo minimo prolato
para los tres més pesados, 1nds uno intermedio el cual presenta una coexistencia esférico-prolato entre
sus minimos,
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15088t

Las constantes de las superficies de energia asociadas a estos isdtopos se obtienen de la Tabla
2, donde € y g estin dadas directamente, mientras que ap, a2 y ag se calculan de las Ecs. (3.3.5).
De esta forma encontramos los valores dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes se exhibe
para cada isétopo en la Fig. 16 un corte £(z,0) de la SE. Debemos recordar en este punto que los
bosones de protén son del tipo hueco en este caso, de manera que para N = 9 el nicleo es mds
pesado que para N = 10y N = ll. El primero es esférico y el tltimo es deformado prolato con un
punto de silla sobre SE en ia regién oblata. El nticleo intermedio N = 10 presenta coexistencia de
los minimos esférico y prolato.

Los valores de la energia tienen una magnificacién M, y un corrimiento S, respecio a los valores
del ajuste inicial, dados por

M = —11.60N? + 259.80N, 5= -3082N(N-1).

Los pardmetros esenciales de las superficies de energia se calculan por medio de las Ecs. (3.4.7),
obteniéndose

_ 496,40
Py = _Z?E:m , o= ﬂj_%% (4.2.7)
232+ e T E LX)

La localizacion de los puntos (r2(N}),r1{N)), se muestra en la Fig. 17. También tenemos a todos
estos puntos alineados en una recta predicha en (4.2.1) con un valor de su pendiente m dada en la
Tabla 4. En esta figura notamos que todos los puntos se ubican sobre uno de los lados del daoble
tridangulo, correspondiendo a transicidn esférico-deformado prolato.

Cedene de 1sdtonos 15090

Para los ts6tonos par-par con un mimero de 90 neutrones , definidos por €l conjunto de los ocho
niicleos dados al principio de la presente seccidn,

3403“' 148( e lolJN [ [)2 bnl 154(”_[ égGDy’ I.JSET lsﬁyb

se tienen cnatro bosones de neutron del tipo particula en todos los casos. En cambio, los primeros
seis bosones de proton son del tipo particula, mientras que los ltimos tres son del tipo agujero.
Nétese que el nicleo }3° Dy esla considerado en estos dos casos. En efecto, el niimero de bosones de
protén desde el 1i9Ba hasta el [25Dy corre desde N, = 3 hasta N, = 8. A este primer subconjuto
se le denomina I.‘u 090°. El segundo subconjunto, formado por los nttcleos 38Dy, L3¥Er,  180Vh,
tiene bosones de protén con los valores respectivos desde Ny = 8* hasta Ny = 6*. A este segundo
subconjuto se le denomina 15090%. Discutimos primero el segundo subconjunto porque, como
veremos, sus puntos en el espacio de pardmetros se mapean en una regién similar a los discutidos
hasta ahora, en tanto que el primer subconjunto se tratard mas adelante.

Isdtonos 15090°

Esta cadena se forina con los niicleos (3° Dy, 12 Er, 18°Yb. Las constantes de las superficies
de energia asociadas a estos isdtonos se obtienen de la Tabla 2, donde € y up estan dadas directamente,
mientras que @1, a y ag se calculan de las Ecs. (3.3.5). De esta forma encontramos los valores que
estan dados dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes se exhibe para cada isdtopo, en la Fig.
18, un corte e(z,0) de la SE. Debemos recordar en este punto que los bosones de protén son del
tipo hueco dentro de esta cadena. Asi, con N = 10, el niicleo 15°Y b es més pesado que para N = [1
y N =12, 38Er, 135Dy, iespectwamente El “SDYb presenta coexistencia de los minimos esférico
y prolato, con e} prolato ligeramente mas profundo. Para el {2°Dy y el 13°Er la forma es prolata,

con un punto de silla sobre SE en la regidn oblata.
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Los valores de la energia tienen una magnificacion M, y un corrimiento S, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por

M = —33.20N% + B47T3IN, &= —20.IN(N —1).

Los pardimetros esenciales de las superficies de energia se calculan por medio de las Ecs. (3.4.7),
obteniéndose ’
‘ 34.50 —112.90 + 12H

= Tepa0s WER T 6640+ R
Los puntos (ro{N),1(N)) caen dentro de la recta (4.2.1) cuya pendiente se encuetra dada en la
Tabla 4, y se muestran en la Fig. 19. En esta figura notamos que estos is6tonos se mapean fuera del
doble triangulo, pero miy proximos su lado derecho. El punto superior se encuentra en la regién de
coexistencia prolato-esférico, mientras que los otros dos estan en la regién con un minimo prolato y
un punto de silla oblato.

(4.2.8)

Cadena de isétopos de Ru

En esta cadena se ajustaton un total de 34 niveles experimentales para los isotopos en la region
96 Ry -+!12 Ru. Fs interesante notar que en la descripcidon a bajas energias se encontrd que en
el hamiltoniano efectivo se tiene que el pardmetro de la interaccion cuadrupolar es nulo, esto es,
k7 = 0. Para la codena de Ku tenemos ol niimero atdmico Z = 44, con seis huecos de protén fuera
de capa cerrada, y asi el ntimero de bosones de protén es Ny = J*. Debemos notar que los micleos
108 Ry 12 Ry son semejantes desde ef punto de vista del modelo IBM-1, ya que tienen el mismo
mimero de bosones. De este modo, consideramos s6lo los valores dentro de esta cadena para el
nfimero de masa: A = 96 — 110 y asi tenemos que ol ntimero de bosones de neuirén corre desde
N, = | hasta N, = 8. El ntumero total de bosones varia de N = 4 — 11. Estos bosones son de tipo
particula. Las constantes de las superficies de energia asociadas a estos isbtopos se obtienen de la
Tabla 2, donde ¢ y up estan dadas directamente, mientras que aq, ay ¥ aa se calculan de las Ecs.
(3.3.5). De esta forma encontramos los valores dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes,
para cada isétopo se exhibe en la Fig. 20 un corte £(x,0) de la SE. Es importante darse cuenta de
que en este caso los nucleos deformados son del tipo y-inestable, ya que el pardmetro que factoriza
la dependencia en 7 de la SE en la Ec. (3.3.3) se ha anulado.

Los valares de la energia tienen una magnificacion M, y un corrimiento 5, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por

M =20.10N* + 475N, 8 = 23.30N(N —1).

Los pardmetros esenciales de Jas superficies de energia se calculan por medio de las Ecs. (3.4.7),
obteniéndose o -
0 il 2y (429)
re=0, M= o008 2.
4012+ (2

La localizacién de los puntos (ro(IV),r1(N)), se muestra en la Fig. 21. En esta figura notamos que
los isétopos del Ru se localizan todos sohre el eje vertical. Progresando en la direccion negativa
al incrementarse el valor de N, observamos una transicion de forma esférico — v-inestable.. Los
niicleos 95 Ru —1% Ru, estAn en la region esférica y aquellos en la regién 104 gy —110 Ry son mds
y més deformados. La transicién de forma tiene lugar entre los valores N = 7y N =8 [Frank,
(1989)]. La deformacion se incrementa, segin los valores criticos dados-en la Ec. (3.4.16), desde
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# = 0.16 para **Ru hasta 8 = 0.58 para '"*Ru. Nétese que el tamafio de la deformacion alcanza
el valor 8 = 1, citado como el valor cldsico del limite O(6), si N = 20. El limite, para los valores
del ajuste del Ru, dado por la Ec. (4.2.9) en el caso N — oo, es

py = ay — 'u[]/2
- 2(&1 - {3 ’

y asi ol valor de la deformacién tiende al valor g = 1.90.

Cadena de isélopos de Os

Para la cadena de (s tenemos el niimero atémico Z = 76, con seis huecos de protdn fuera de
capa cerrada, por lo que el mimero de bosones de proton es Nr = 3*. El niimero de bosones de
neutron desde 1%90s hasta 1980s, se calcula de la capa més proxima N = 126, Asi, N, = 11*N, = 2%,
Por lo tanto, en esta cadena todos los bosones son del tipo hueco y disminuyen al aumentar el nimero
de masa. Las constantes de las superficies de energia asociadas a estos isétopos se obtienen de la
Tabla 2, donde ¢ y uo estan dadas directamente, mientras que a1, az y as se calculan de las Ecs.
(3.3.5). De esta forma encontrainos los valores dados en la Tabla 4.

Utilizando estas constantes se exhibe para cada isétopo en la Fig. 22 el corte £(z,0) de la SE.
En todas las superficies de energia el origen 8 = 0 tiene un méximo, de modo que nunca de obtiene
una forma esférica para estos niicleos. Solamente se tiene un minimo con deformacién prolata y un
punto de ensilladura. Asi, para los dos més pesados, el 1605 y 19805, el punto critico de silla es
muy profundo y accesible. Sobre estos puntos existe la posibilidad dindmica de oscilaciones prolato-
oblato en las que el nitcieo vuelve al fondo del pozo prolato, habiendo transitado por el punto silla
oblato. Para los niicleos restantes, a partir del 940s, el amarre se vuelve mds y mds débil, por lo
que ¢l continuo sé torna més accesible que el punto de silla. ’

Los valores de la energia tienen una magnificacion M, y un corrimiento .9, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por

M = 21.25N% + 193.20N, S =—4160N(N —1).

Los pardmetros esenciales de las superficies de energia se calculan por medio de las Fcs. (3.4.7),
obteniéndose

e _ 428.90
e = ——;E"?W : = _1_?9%_4‘;23;%}1 (4.2.10)
25+ X0 125+ v=n

La localizacion de los puntos (#3(N), m{N)) se ubica dentro de la recta {4.2.1) cuya pendiente m se
da en fa Tabla 4. Todos ellos se wuestran en la Fig. 23. En esta figura notamos gue los dos puntos
de la parte superior, donde se mapean los dos de mayor peso como se menciond antes, corresponden
a superficies proximas al eje-vertical negativo de la deformacidn y-inestable. El tercer punto esta
casi sobre el conjunto de Maxwell ¥, por lo cual, a partir de este el amarre se vuelve cada vez

menor.

Cadena de isétopes de Pt

La segunda parte de los isotopos del Pt la designamos como Pt® y consiste de los is6topos
desde 155P¢ hasta 2°°P¢. Discutireluos estos en esta seccidn. Para esta cadena tenemos el numero
atémico £ = 78, con cuatro huecos de protén en la semi-capa y asi el niimero de huecos bosdnicos
de protén es Ny = 2. Considerando los valores dentro de esta cadena para el nimero de masa:
A = 188 — 200, tenemos que el niinero de huecos de hosdén para los neutrones corre desde N, = 87
hasta N, = 2*. El niunero total de bosones varfa de N = 10* — 4*. Ambos bosones son de tipo
hueco.
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Las constantes de las superficies de energia asociadas a estos isétopos se obtienen de la Tabla 2,
donde ¢ y up estan dadas directamente, mientras que ¢y, dz ¥ g 5¢ calculan de las Ecs. (3.3.5). De
esta forma encontramos los valores dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes se exhibe para
cada isétopo en la Fig. 24 un corte e(x, 0) de la SE. Como se puede apreciar de estas curvas, en
todas las superficies de energfa el origen g = 0 presenta un méximo, de modo que nunca de obtiene
una forma esférica para estos nicleos. Ademds, en todas ellos se tiene solamente un minimo prolato
y un punto de ensilladura. El punto critico de silla es muy profundo y accesible. Sobre todas estas
supetficies existe la posibilidad dindmica de oscilaciones prolato-oblato en las que el nicleo vuelve
al fondo del pozo prolato, habiendo transitado por el punto silla oblato.

Los valores de la energfa tienen una magnificacion M, y un corrimiento S, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por

M = 63.50N% 4+ 172.92N, 5= —99.9TN(N - 1).

Los pardmetros esenciales de las superficies de energia se calculan por medio de las Ecs. (3.4.7),
obteniéndose

o loss . ~308.81 + F% (42.11)
DT Tl 4 R T 19+ iR -

Al sustituir los valores de N para esta cadena, tenemos una serie de puntos en el espacio (v, r)
alineados en la recta (4.2.1) con pendiente m dada en la Tabla 4.La localizacion de estos puntos
(72(N),m1(N)), se muestra en ja Fig. 25. Fn esta figura notamos que en los isotopos del Pt!
los puntos de la parte superior, donde se mapean los de mayor peso, cowmio se menciond antes,
corresponden a superficies 1y proxiuas al eje-vertical negativo de la deformacion +-inestable. El
tercer punto estd casi sobre el conjunto de Maxwell v}y, por lo cual, a partir de este el amarre se
vuelve cada vez menor, pero debido a la proximidad al semi-eje veritcal en todos los casos los nicleos
en esta cadena son casi y-inestables,

Isétonos 15090¢

Esta cadena, cuya primera parte presentamos anteriortente, consiste de los niicleos:
166 158 160
g6 Dy s £Ty w0 Yh.

Se tienen cuatro bosones de neutrén del tipo particula en todos los casos, mientras que los bosones
de protén son del tipo agujero y cuentan desde Ny = 8 hasta N, = 6*, respectivamente. Notese
que el nicleo 12Dy estd considerado en estos ambas partes de la cadena. Las constantes de las
superficics de energia asociadas a estos isétopos se obtienen de la Tabla 2, donde ¢ y ug estan dadas
directamente, mientras que aj, a2 y aa se calculan de las Ecs. (3.3.5). De esta forma encontramos
los valores dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes se exhibe para cada isotopo en la Fig.
26 un corte e(x,0) de ta SE. En la totalidad de esta cadena, desde N = 7 hasta N = 12, las SE
tienen un solo minimo prolato, un maximo en el origen y en la direccion prolata un punto de silla
cercano al origen asi coino otro méximo més alejade. El punto critico de silla es muy profundo y
accesible. Sobre estas superficies existe la posibilidad dindmica de oscilaciones prolata-oblato, en
las cuales el nticleo vuelve al fondo del pozo prolato habiendo transitado por el punto silla oblato.

Los valores de la energia tienen una magnificacion M, y un corrimiento S, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por '

M = 68.45N" + 63.85N, . 8 =—42,06N(N - 1).
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Los pardmetros esenciales de las superficies de energfa se calculan por medio de las Ecs. (3.4.7),
obteniéndose

e _ 264 60
- 76.93 N 14430+ tN-) (4.2.12)
TIB6904+ L 1T 36,90 4 20480

La localizacién de los puntos (r2(N),7(N)), se muestra en la Fig. 27. En esta figura notamos
que todos los puntos se localizan iy proximos entre si, en.una misma region dentro del doble-
triangulo: entre el eje-r2 horizontal y el conjunto #7,. La ubicacién anterior sugiere una deformacién
establemente prolata, pero con la posibilidad de acceder inestablemente al punto de ensilladura de
la SE en la regién oblata de manera transitoria,

Cadena de isdlopos de He

Para los 1sdtopos del Bario, con nimero de masa desde A = 128 — 130, los parametros k; se
ajustaron inicialmente de un total de 39 niveles experimentales, sin embargo la desviacion del ajuste
resulta relativamente pequefia: T3kel .

Para esta cadena de tenenios el nimero atémico Z = 56, con seis protones fuera de capa
cerrada; y asi el narero de bosones de protén es Ny = 3. Considerando los valores del ntmero de
masa dentro’ de estd cadena, tenemos que el niimero de bosones tipo neutrdén corre desde A, = 2
hasta N, = 8. El nimero total de bosones varia de N = § — 1.

Las constantes de las superficies de energia asociadas a estos isGtopos se obtienen de la Tabla
2, donde ¢ y ugp estan dadas directawente, mientras que a;, a2 ¥ a3 se calculan de las Ecs. (3.3.5).
De esta forma encontramos los valores dados en la Tabla 4. Utilizando estas constantes se exhibe
para cada isétopo en la Fig. 28 un corte g{z,0) de la SE. ;

En todos los casos se puede observar que existe tnicamente un minimo esférico y que el pozo
se deforma un poco y se hace mucho més profundo al aumentar el nitmero de bosones. De todos
los casos que estudiamos cn el presente trabajo, este es el tinico en ef cual existe un mdximo en la
direccién de deformacion prolata. En las direccion de deformacién oblata el pozo de potencial crece
asintdticatente, lo cual sugiere que a energfas mas grandes estos nidcleos se rompen pasando por
deformaciones oblatas,

Los valores de la energia tienen una mnagnificacion M, y un corrimiento S, respecto a los valores
del ajuste inicial, dados por o

M = —48.30N? 3- 736.96 N, S =59.25N(N —1).

Los pardinetros esenciales de las superficies de energfa se calculan por medio de las Ecs. (3.4.7).

obteniéendose
—2 10 + 1377 32

—76.36 (N—=1} .
v Lk L vy i (4.2.13)
—96.60 + oD —96.60 4+ oD

La localizacién de los puntos (ra(N'),#1{N)), se muestra en la Fig. 29. En esta figura notamos que
los isétopos del Ba se encuentran en una sola regidn, por encima del conjunto de bifurcacién ryy v,
notablemente, en la parte superior det doble trisngulo. Es as{ que, a pesar del la gran extensién
que recorren los puntos de estos isétopos sobre el espacio de parametros, no se observan cambios de
forma en ningin caso. Tanibién es interesante sefialar que la recta sobre la que se ubican todos los
puntos en este caso o3 una continuacion del brazo derecho del tridngulo doble, asociado a los vétices
de los limites {5} y ST7(3).
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Figura 12. Superficies de Energia de los isétopos del Uranio. Todos los nicleos presentan un
minimo absoluto con deformacion prolata y otro minimo relabivo en la variable 3 correspondiente a
un punto de silla de profundidad relativamente menor.
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Figura 13. Puntos de la recta pardmetrica Ec. (4.2.5) de los isétopos del Uranio para valores del
atmero ‘de bosones N = 10 a N = 16. Todos los nticleos estin en la region entre el eje-ry y el

conjunto de Maxwell 3.
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Figura 14. Superficies de Energia de los isotonos ISOB8%. Estos niicleos siguen una conducta tran-
sicional de esférico a rotacional. Para N = 8 se grafica un acercatniento en mayor detalle alrededor
del origen exhibiendo una coexistencia esférico-prolato. El minimo relativo en N =9, 10yll corre-
sponde a un punto de silla de la superficie.
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Figura 15; Puntos de la recta pardmetrica Ec. (4.2.6) de los isdtonos 150887, donde la graficacién
de éstos recorre descendentemente uno de los lados del doble tridngulo. Los dos primeros estén en

-1a regidn de las formas esféricas; ¢l tercero, con N = 8, estd en la regon que representa estados

excitados esféricos en coexistencia con el estado base prolato’y para los tres mds pesados el minimo
en ¢l origen desaparece, quedando un estado prolato.

886

1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2

¢

0.8
06
04
0.2

"2 N=[0

]

_ -4 -2 0 2 4 4 22 0 2 4

Figura 16. Superficies de Energia de los isdtonos 150383", Estos niicleos siguen una conducta
transicional de rotacional a esférico. Para N = 10 se exhibe una coexistencia esférico-prolato. Kl
- minimo relativo en"N = 11 corresponde a un punto de sills, de.la superficie,
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Figura 17. Puntos de la recta pardmetrica Ec. (4.2.7) de los isdtonos [ S088?, donde la graficacidn
de éstos recorre aseendentemente uno de Jos lados del doble tridngulo. El punto de arriba estd en
la region de las formas esféricas; el segundo, con N = 10, estd en la regén que representa estados
excitados esféricos en coexistencia con el estado base prolato; y para el mas ligero, con N=11el
minimo en el origen desaparece, quedando un solo minimo prolato.
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Figura 18. Superficies de Energia de los isdtonos 1SQ90%. Para el mds pesado N = 10 se observa
que coexisten los minimos esférico y deformado prolato, pero para los mds ligeros la deformacion es
solamente prolata
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Figura 19. Puntos de la recta pardmetrica Ec. (4.2.8) de los isétonos 1.5090°. Estos miicleos

siguen una conducta transicional de rotacional a esférico. Para N = 10 el punto esta en la zona de
coexistencia de formas esférico-prolato. El minimo absoluto en N = 11yl2 se encuentra en la regién
donde la SE tiene solamente un minimo prolato y un punto de silla en la diraccion de deformaciones
oblatas. ‘
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Figura 20. Superficies de Il

nergia de los isétopos del Rutenio. La estructura de cstas superficies

cambia de tener un minimo esférico para los mds ligeros, de N = 4 a N = 7, a una deformacion

v-inestable si N > B.
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Figura 21. Puntos de la recta pardmetrica Ec. (4.2.9) de los isdtopos del Rutenio para valores del
niimero de bosones N = 4 a N = 11." Ademas se incluye la Separatriz de IBM con la descripeion de
las simetrias dindmicas.
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Figura 22. Superficies de Energia de los isdtopos de Os. En estas superficies no se tienen formas
esféricas, solamente existe un winimo prolato y un punto de silla oblato. Como los bosones son del

tipo agujero, el peso disminuye con el valor de N
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Figura 23. Puntos de la recta pardmetrica Ec. (4.2.10) de los is6topos de Os. La ubicacién de estos
puntos sugiere una deformacién establemente prolata con la posibilidad de alcanzar inestablemente
al punto de ensilladura de la SE en la regidn oblata de manera transitoria.
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Figura 24. Superficies de Energia de los is6topos Pt’. En estas superficies no se tienen formas
csféricas, solamente existe un ininino prolato y un punto de silla oblato. (iomo los bosones son del
tipo agujero, el peso disminuye con ol valor de N. (‘omo se puede apreciar, la deformacion es muy
proxima al caso y-inestable en todos los casos.
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Figura 25. Puntos de la recta parametrica Ec. (4.2.11) de los isStopos Pt®. La ubicacién de estos

puntos sugiere una deformacién prolata muy laxa, con la

de ensilladura de la SE en ta regién oblata.

posibilidad de alcanzar ficilmente al punto
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Figura 26. Supertficies de Energia de los isétonos 15090, En estas superficies no se tienen fornas
esféricas ya que en el origen se presenta un maximo. Otro maximo muy alejado se encuentra en la
direccidén oblata, y los puntos criticos restantes corresponden a un minimo prolato y un punto de
silla oblato relativamente profundos. Aunque esta profundidad aumenta con el mimero de bosones.
la forma de la SE no cambia apreciablemente su forma cualitativa,
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Figura 27. Puntos de la recta parémetrica’ Ee. (4.2.12) de los isétonos 15090°, La ubicacion
de estos puntos sugiere una deformacién establemente prolata con la posibilidad de alcanzar in-
establemente al punto de ensilladura de la SE en la region oblata de manera transitoria. La relativa
proximidad de todos los puntos explica que las formas de las SE en todos los caso sean cualitativa-
mente muy serpejantes.
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Figura 28. Superficies de Energia de los isdtopos de Ba. Todos los nicleos presentan un minimo
absoluto con deformacién esférica y ningiin otro minimo.
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Figura 29. Puntos de la recta pardmetrica Ec. (4.2.13} de los isétopos de Ba. La ubicacién de
estos puntos indica que no existen transiciones de forma a pesar de la gran extension que se cubre

en este espacio.
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5 FORMALISMO DE CATASTROFES PARA PEDESTRES

En este capitulo evaluarernos numéricamente las transiciones de fase de forma de los niicleos.
En contraste con los calculos presentados anteriormente, donde se hace uso de la maquinaria de
la teorfa de las Catdstrofes, aqui usaremos un método intuitivo, el cual se basa en la evaluacién
numeérica de la variedad de puntos criticos. A partir de estos valores, haremos la evaluacién de otras
cantidades, tales como el valor esperado de la energia, sus derivadas respecto a los parametros, el
valor esperado del niimero de bosones-d, (Na), el cual podemos asociar fisicamente con el corrimiento
isotopico. También se incluyen los valores esperados de los operadores del cuadrado del momento
angular (L?), del operador (A%), el de pairing (P2), y cuadrupolar (Q®). Las expresiones de estos
valores esperados las podemos evaluar mediante el formalismo de los estados coherentes del IBM.

En esencia, recurriremos a nuestra intuicién geomeétrica, la cual nos permite obtener la posicion
de la Separatriz a partir de la coalescencia de los puntos criticos, esto es, donde el plano tangente
de la variedad de estos se hace vertical, o también, donde se corta esta misma variedad con el plano
horizontal 8 = 0, para el caso del conjunto de bifurcacién. Para el caso de los conjuntos de Maxwell,
tomaremos la igualdad numérica de los valores de la superficie de energia en dos miniinos o en dos
maximos. Si bien este método nurierico no tiene toda la generalidad y elegancia que nos ofrece la
obtencidn de la Separairiz mediante la teoria de las Catdstrofes, si nos permitird obtener resultados
cuando, con algin otro modelo de una complejidad mayor, se nos dificulte o atin imposibilite obtener
esta Separairiz. En la parte final aplicaremos estos resultados a Hamiltonianos Efectivos, en las
cadenas de niicleos de la Tabla Periddica presentados en la seccidn 4.9, Esta alternativa al método
analitico presentado anteriorinente motiva el titulo de la presente seccién.

Las evaluaciones mencionadas anteriormente se pueden dar para una curva cualquiera sobre
el espacio de pardmetros esenclales (ry,71). Sin embargo, serd suficiente con incluir trayectorias
rectilineas sobre este espacio. Primero consideraremos la recta que une los fimites /(5) y SU(3) del
doble triangulo de Casten en la Fig. 4, de la seccién 4.1. Después consideraremos la recta que une
los'limites U/(5) y O(6) del mismio tridngulo. También consideraremos la recta, que une los limites
O(6) y SU(3) del doble tridngulo nmencionado. Estas tres pendientes resultan de gran importancia
debido a que conectan los vértices del triangulo doble de Clasten, asociado a las simetrias dindmicas
del modelo. Si se incluyen todas las pendientes posibles, cubriendo asi todo el espacio. seria posible
hacer un mapeo de la Separatriz completa en el espacio de los pardmetros (rg,71) de esta manera
numérica,

Al tratar con los Hatiltonianos Bfectivos, tomaremos las rectas (r2(N),71(N)), donde N es el
niimero total de bosones de una cadena de nicleos, el cual nos servird de pardmetro para definir una
trayectoria en el espacio (1, 71), wientras que todos los demds parametros se encuentran ajustados
a una cadena de ntcleos particular, como en la seccién 4.2, Aqui, las transiciones de fase se pueden
asociar a las discontinutdades observadas con cantidades tales como las energias de separacién de
parejas de neutrones, o de protones, segtin la cadena sea de isGtopos o de isdtonos, respectivamente.
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5.1 EVALUACION NUMERICA DE LAS TRANSICIONES DE FASE
EN EL ESPACIO (1"2,?‘1)

Consideremos inicialmente la recta entre los vértices correspondientes a los limites U(5) y SU(3)

7
py o g 1. (5.1.1)
43

Clomo ya hemos mencionado en secciones anteriores, las transiciones que se realizan sobre el conjunto
de Maxwell rf, resultan de particular importancia debido a que el minimo global § = 0, que describe
un ntcleo esférico, se observa solamente en la regién del espacio de parémetros r > 73, ¥ este
minimo global cambiard a otro deformado, # # 0, al pasar a la region por debajo de este mismo
conjunto.

Primero, con propdsitos de referencia, obtendremos analiticamente el lugar geométrico de los
puntos de interseccién entre la recta mencionada y la Separatriz. Estos puntos resultan dela solucion
de la ecuacién (5.1.1), la cual representa la recta, simultaneamente con: la ecuaciéon r1 = 0, que
describe el eje horizontal; los conjuntos de bifurcacién rig ¥ r11 en las Ecs.(3.5.11); y los conjuntos
de Maxwell 75, y 775 en las Ees.(3.5.22). De esta manera, encontramos que esta recta intersecta la
Separeiriz en los puntos enumerados en la Tabla 1.

Tabla 1. Valores numéricos en las intersecciones de la recta (5.1.1) y la Separatriz.

192 7'?-3 ™= 0 Ti*3 ™1
Tg 0.7476 0.7h42 0.8081 1.88h6 3.4022
] 0.07449 0.0666 0 —1.3333 -3.2100

Ahora, mediante una graficacion numérica de la variedad de puntos criticos, recuperamos los val-
ores anteriores para ry, correspondientes a los conjuntos de bifurcacién sobre el espacio de pardmetros
(r2,71). En la Fig. la, se presenta un corte de la variedad de puntos criticos g; vs. 12, sobre la
recta (5.1.1) en el espacio de pardmetros. Bsta grafica presenta los valores criticos de la variable de
deformacién B; vs. rq, para los tres puntos criticos g; # 0, obtenidos numéricamente, a partir de las
Ees.(3.4.17-27). También se grafica la raiz fundamental 8 = 0.

En la misnia figura 1a, se incluyen las lineas verticales punteadas en los valores calculados an-
teriormente, 79 = 0.7476, ry = 4/2/17, y vy = 3.4022; como se puede apreciar ahi, estas coinciden
en los lugares donde las diferentes ramas del conjunto de puntos criticos coalescen, ofreciendo asi
una verificacion del método numérico. La parte superior de la curva, By, con pendiente positiva,
representa una raiz asociada a minimos de la SE. La parte intermedia de la curva, 3, con pendiente
negativa, se asocia con maximos de la 5E para valores positivos, esto es, arriba del eje horizontal,
y con puntos de silla de la SE, por debajo del mismo eje. La tercera parte, fa, inferior en la curva,
tarabién con pendiente positiva, representa una raiz asociada a un méximo. La recta horizontal rep-
resenta la rama basica 8 = 0. Los subindices de las distintas 3 corresponden a aquellos de las raices
en las Bes. (3.4.25). Las lineas punteadas se grafican sobre los valores calculados correspondientes
a los conjuntos de bifurcacion.

En resumen, medianle una graficacién, se pueden obtener numéricamente los valores de los
parametros (2, 71) asociados cou los conjuntos de bifurcacidn, esto es, la localizacién de los conjuntos
de Lifurcacién se puede obtener por Ja coalescencia de las ramnas de puntos criticos: en los lugares
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Figura 1. a) Grafica de la variedad de puntos criticos 5, vs. ry, sobre la recta: r = —ﬁ ro 41,

en el espacio de pardmetros. b} Girédfica de la energia evaluada en los puntos criticos, £(f;) vs. 72,
sobre la misma recta en e] espacio de pardinetros.

para los cuales la tangente de la variedad eritica se vuelve vertical, o en donde se intersecta la rama
fundamental con alguna de las otras tres ramas, segun se aprecia en la Fig. la.

De una manera numérica similar, podemos recuperar el lugar geométrico de los conjuntos de
Maxwell. Los conjuntos de Maxwell extin asociados a la degeneracion de la energia en dos mdximos,
o en dos minimos de la SE. 51 se recorre el espacio de parametros sobre la misma recta dada en
la Ec. (5.1.1}, entonces mediante una graficacién de la energia como una funcién del parametro
2, evaluada sobre cada uno de los puntos criticos anteriorimente obtenidos, podemos recuperar los
puntos correspondientes a los conpuntos de Maxwell observando dénde se cortan dos mdximos o dos
minimos de la grafica.

Asi, en la Fig. b se grafica la energia evaluada sobre los puntos criticos, €(f,) vs. 73, sobre la
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Figura 2. Energla evaluada en el minimo global de la Sk, sobre la recta: ™ = —ﬁ vy + 1, en el

espacio de pardmetros. Sobre el valor de 1 correspondiente al conjunto de Mawxell 7"1‘“3, marcado
por una linea de puntos, la pendiente experimenta una discontinuidad.

;-
[

recta 7y = — 57T+ | en el espacio de pardmetros. La parte superior de la curva, e(fly), representa
siempre a un médximo. La recta horizontal representa el valor de la energia evaluada sobre la
rama basica (@ = 0) = 0. La primera linea punteada se grafica sobre el valor y ry = 8\/?5/ 15,
correspondiente al calculado para el conjunto de Maxwell %, dado en la Tabla 1. A la izquierda de
esta linea, la rama bésica representa un ininimo, y a la derecha a un médximo. Este valor de la energia
degenera con el méximo anterior sobre la segunda linea punteada, en 73 = 4+/2/3, correspondiente
al caleulado para el conjunto de Maxwell 17, {ver Tabla 1). En la parte intermedia se grafica e{Ba)s
quien solamente presenta maximos y sillas de la SE. e(f) es, naturahinente, el minimo global a la
derecha de la. primera linea punteada, ya que claramente es el de menor valor en esta grafica. Como
se puede apreciar, estas lineas coinciden exactamente con los lugares donde la energia evaluada sobre
la rama basica 3, = 0 degenera con otro minimo global , o con otro maximo absoluto.

La transicion de fase sobre el conjunto de Mawxell 17, resulta claramente de primer orden, ya
que, 8i nos restringitmos a observar el winimo global, la energia resulfa continua sobre el conjunto
de Mawxell v, mientras que su prinera Jderivada cammbiara de manera discontinua. En la Fig. 2, se
exhibe lo anterior en un acercamicuto a la grafica del minimo absoluto de la Fig. 1b. La magnitud
de 1a transicién de fase la podenos evatuar utilizando la Ee. (3.5.34)

r

del i) =
Ory  lriz=ra 12\/'-2— ’
la cual resulta, después de sustituir los valores correspondientes, F1z = ﬁ;, ym= —7/4\/5,

con un valor aproximado igual a —0.2946. En la Fig. 3 se presenta una gréfica de la. primera

. ss(87F . . ..
derivada: —Sé%"—)- vs. 1. Podemos apreciar que el valor de la discontinuidad de fase caleu-
=11z
Jado anteriormente, se puede ohtener también numéricamente, midiendo directamente el salto de la
discontinnidad en la presente grafica.
C‘onsiderenios abora otra trayectoria sobre el espacio de pardmetros, la cnal recorre el eje
vertical 7o = 0. Este caminto pasa por el origen, el cual representa la degeneracion més grande en
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Figura 3. Derivada de la energia evaluada en el minimo global de la SE, sobre la recta
ro= —ﬁ 72 + 1 en el espacio de pardmetros. Sobre el valor de ry correspondiente al conjunto

de Mawxell rf; y marcado por una linea de puntos, la primera derivada cambia en un salto discon-
tinuo, cuya magnitud coincide con el valor calcutado, igual a :;\‘}'7 = —0).294628,

los puntos criticos. Clomo ya hemos visto anteriormente, la Ec. (3.5.30), en ese punto se presenta
una transicién de fase de forma de segundo orden, cuya magnitud es numéricamente igual a —2. En
la Fig. 4a, se grafica la variedad de puntos eriticos, la cual exhibe wna bifuracién en el origen. En
la region #; > 0, solamente existe un mininoe B0 = 0. Sobre la regidn »| < 0, B = 0 es un punto
correspondiente a un méximo relativo, y los otros dos puntos criticos representan los valores de la
deformacion 8, y-inestable. En la Fig. 4b, se grafica el valor de la energia evaluada sobre cada
uno de los anteriores puntos criticos. (lomo se puede apreciar, el minimo absoluto de la energia
cambia de la raina esférica, sobre {a region 71 > 0, a la rama deformada, sobre la regién ry < 0,
de manera contimia. En este caso, la Lransicidn se manifiesta en el origen de coordenadas como
una discontinuidad en la curvatura de esta grafica de energia minima, correspondiente a un segundo
orden, esto es, hasta la segunda derivada.

Finalmente, la recta », = —4——'—31-3 — 1, la cual une los vértices del doble tridngulo correspon-
dientes a los limites O(6) y SU(3). no corta al conjunto de Maxwell ;. Solamente corta al eje
horizontal #; = 0 en vy = —44/2, y al conjunto Maxwell en vy = 0 y ry = 4/2/3. Tl primero
es el dnico punto de coalescencia entre #'s criticas en este caso, como lo demuestra el grafica de
la variedad de puntos criticos en la Fig. 5a. Es importante notar que a la derecha de este punto
de coalescencia, los valores correspondientes al parametro r; son siempre negativos,de modo que
barticularmente en el punto ry = 0, el valor absoluto de las s criticas se iguala por parejas. Esto
expresa precisamente que tenemos un potencial Y-inestable, y asi, dos de estas ramas criticas se
extienden asintdticamente al infinito (ver Fig. [0c, seccidn 3.5), y Ia variable v. es ahora un punto
eritico degenerando no-local.

En la Fig. 5h se grafica la energia evaluada sobre cada uno de los puntos criticos anteriores.
En esta figura existen cuatro puntos de interseccién. El que se necuentra en la parte negativa del
eje horizontal, reproduce el puitte de bifurcacién anterior y 10 es un punto de degeneracidn de
Maxwell porque ahi coalescen un méximo y mn punto de silla, el minimo absoluto esta aislado y
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Pigura 4. (a) Grafica de la variedad de puntos criticos B; vs. r, sobre la recta ro = 0 en el
espacio de pardmetros, (b) (iréfica de la energia evaluada en los puntos criticos, €(8;) vs. rq, sobre
la rnisma recta en el espacio de pardmettos.

corresponde a una deformacion de nticleos oblatos. En esa misma figura, sobre el eje vertical existen
dos puntos de corte de la energia, de los cuales, el de la parte superior representa la degeneracion
de los maximos asintoticos con la rafz fundamental g = 0, y el de la parte inferior representa la
profundidad constante ~-inestable. En este dltimo punto es claro de esta figura gue el minimo global
de la energia experimenta una transicion de fase de oblato a prolato de primer orden, esto es, al
pasar de una rama a la otra, la energia cambia continuarnente, pero su pritera derivada resulla
discontinua en este punto. Finahwente, el corte de Jos valores de la energfa en la parte positiva del
eje del eje horizontal, corresponde al conjunto de Maxwell »], calculado independientemente en el
valor de la linea de puntos en rz = 4+/2/3 (ver Fig. 8b, seccion 3.5).

Resulta interesante observar la simetria que resulta en la figura anterior, si se elige la trayectoria



CATASTROFES PARA PEDESTRES 97

0 . 5 3
0
-0 N 5
_l -
Figura 5. a) Gréfica de la variedad de puntos criticos 3; vs. ry, sobre la recta: r| = mm re — I,

en el espacio de parametros. b) Girdfica de la energia evaluada en los puntos eriticos, e(B;) vs. 7o,
sobre la misma recta en el espacio de pardmetros.

en el espacio de pardmetros sobre la recta horizontal 7 = =1, la cual une los vértices del doble
tridngulo correspondientes a los limites SU(3) y SU(3). El resultado se presenta en la Fig. 6.

5.2 EVALUACION NUMERICA DE LAS TRANSICIONES DE FASE
DE HAMILTONIANOS EFECTIVOS

En esta parte calcularemos numéricamente las transiciones de fase de forma para las cadenas
de nicleos descritos en la seccién 4.2, en la cual se trataron sus Hamiltonianos efectivos. En aque-
lla seccidn se determiné la SE asociada a cada cadena y se estudié su estabilidad en el espacio
de pardmetros esenciales (ry, ). Estos Hamiltonianos efectivos representan un ajuste simultineo
dentro de una misma cadena de niiclecs, con la consecuencia de que los pardmetros promedian los
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Figura 6. (a) Gréfica de la variedad de puntos criticos B vs. 71, gobre la recta: 7y = ~1, en el

espacio de pardmetros. (b) Grafica de la energia evaluada en los puntos criticos, () vs. vy, sobre
la mistna recta en el espacio de pardnietros.

efectos de muchos cuerpos, y asi, dentro de una misma cadena varia solamente el nimero N de
bosones, esto es, para una deterniinada cadena se tiene un conjunto de puntos alineados sobre una
recta (ro{ V), 7¢( V), segin se ptiede encontrar en las Ees. (4.2.1-13).

Para realizar la evaluacién nuinérica que nos interesa, notemos en primer lugar que los puntos
criticos de la SE fueron obtenidos de manera general en la Secc. 3.4, los cuales incluyen la rama
basica § = 0, més las raices de la ecuacion (3.4.17):

(roff® + 4% — 3raff + 4r) = 0.

Es claro que las rafces f; de esta ecuacion estaran dadas en témminos de sus coeficientes, esto
es, B = Pi(ra,71). Asi, utilizando las Ecs. (4.2.1-13) para cada cadena de nucleos, los puntos
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criticos de la SE también pueden expresarse en funcién del nimero de bosones: B.(N). De esta
forma, si identificamos la rama G.(N) que corresponde al minimo absoluto para cada regién de la
Separairiz del espacio de parametros, entonces dentro de cada cadena de nicleos podra calcularse
numéricamente el valor esperado de la energia en la Ec. (3.4.8), evaluada sobre un minimo global,
Emin(NV). Las transiciones de fase de forma se manifiestan entonces en la gréifica gmin (N} vsN, como
discontinuidades en esta funcién, o en alguna (la més pequefia) de sus derivadas.

Las anteriores discontinuidades, las cuales se pueden medir directamente en las graficas men-
cionadas, también pueden, alternativamente, ser calculadas de las expresiones en la seccién 3.5
acerca de la Construccion de la Separatriz, como se describe en seguida. Si la transicién de fase
es de primer orden, y tiene lugar sobre el conjunto de Maxwell #f,, entonces dicha discontinuidad
es igual al valor de la primera derivada respecto a un parimetro, del minimo de la energia. Para
obtener este resultado necesitamos primero calcular en ntimero del bosén, N,, para cada cadena
particular el cual corresponde al punto donde la recta paramétrica que la contiene, intersecta el
conjunto de Maxwell rf;. Esto se logra resolviendo la Ec. (3.5.21), la cual describe el conjunto
de Maxwell, utilizando en ella los valores (vo(N),ri(N)} particulares del ajuste del Hamiltoniano
efectivo. Asi, obtenemos los valores del ntmero N, para cada cadena en la Tabla 2. En seguida,
con este valor, se calcula el correspondiente valor r2(N,) de los valores del ajuste correspondiente a
cada cadena de nicleos, asi como el de [5;"3 usando la Ee. (3.5.23). Finalmente, también se calculan
los valores de las derivadas 9re/8N, y dr1 /0N, las cuales podemos calcular en general a partir de
la Ec. (3.4.7}, como

6_7‘2_ _ —2(52(‘ _d_rl_ _ (2((13 B al) B uﬂ)f (5 2 1)
ON — 2’ ON — 2 -
((2(51 —a)(N -1+ E) ((2(!1 - (la)(N - l) + 6)
La discontinuidad de fase, ?—%ﬁll,t, dada en la Ec. {3.5.37), se denota como A en la Tabla 2,

donde se dan todos estos valores.

Un caso especial es el de la fransicién de fase de segundo orden, la cual es del mayor orden
posible en este modelo, y tiene lugar sobre el origen de coordenadas del espacic de pardmetros
como un unico punto. Asi, sobre una trayectoria a lo largo del eje vertical, la transicién de forma
de esférico a y-inestable para una cadena de nicleos resulta una transicién de segundo orden. La
magnitud de esta transicion la calculamos partiendo de las expresiones vy = 0, y de la Ec. (3.5.27),
para la energia sobre el ininiino B, = /—r,(N). De aqui, encontramos

Nf)z. (5.2.2)

Dentro de los ejemplos considerados, solamente ¢l de los isdiopos del Ru se apega a esta clase de
transiciones de forma, y muy particularmente, uno de ellos, el '®4Ru, se ubica en el punto de maxima
degeneracion de puntos criticos de la SE.

Las cantidades usualmente medidas no son las energias mismas, sino las energias de separacion
de dos nucleones, Sy(N} [lachello y Arima, (1987)]. Estas se definen como la diferencia en las
energias de amarre entre niicleos que difieren por dos nucleones, es decir, por un bosén en nuestro
caso. Las energias de amarre, g, son el negativo de las energias del estado base, £(f,),

e(fr,) (01
aN? T T\ 8N

ep = ~£(fe), (5.2.3)
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donde J. corresponde aqui al minimo absoluto de la SE. Asi, tenemos
“.)'g(N):EB(N-{- l)-—-EIB(N). (5.2.4)

Las transiciones de fage de forma en los nlcleos pueden sex estudindas experimentalmente mediante
la conducta de las energias del estado base para una cadena de isdtopos, o una cadena de isotonos
[Dieperink y Scholten, (1980)}. Esto lo podemos expresar de’la siguiente forma

Sa(N) = en(Be) — en1(fe) (6.25)

Fn ol limite cldsico esto lo escribiinos de manera continua
Be(fe)

a-' N = 0, 5-2.6

(V) =~ (5.26)

En conclugion, las transiciones de fase de primer orden se manifiestan como digcontinuidades en
Ja grafica Sg(N) vs. N, mientras que las transiciones de fase de segundo orden, se esperan como
discontinuidades en la derivada de Sa(N) respecto a N

aSy(N) _ 0Pe(fe)
aN  ~  ON?

= $2(N + 1)~ S2(N). (5.2.7)

Tabla 2. Transicidn de fase A sobre o, y valores asociados a cadenas de ntcleos

Cadena N ro{Ne) B A
Ru 7.7747 0 0 0.0268*
Sm 9.1788 0.7543 0.3535 —~0.0632
(i 9.99556 0.7543 0.3535 —0.0780
pte 12.4700 0.5459 0.2635 -0.003659
Pt 2.5315 0.0252 0.0126 —0.0001
IS088® 7.5985 0.7544 0.3536 —0.0224
15088 9.8330 0.7537 0.3533 ~0.0428

*A de 2° orden.

Clomo un ejemplo, consideremnos la transicién de fase de forma de los isétopos del Sm, los cuales
han sido considerados desde hace tiempo comeo un ejemplo de micleos transicionales. En la figura 7
se grafica el valor minimo de su Superficie de Energfa cuando se recorre el espacio de parametros
sobre la recta paramétrica (4.2.2) que les corresponde. Las energias de separacién de dos neutrones,
5(2n), para estos istopos reportadas por Méller y Nix [Moller et al., (1995)] se encuentran graficadas
en la Fig. 8.

53 EVALUACION NUMERICA DE LAS TRANSICIONES DE FASE
EN LOS OPERADORES DE CASIMIR :

Consideremos ahora el valor esperado de los operadores asociados a los de Casimir del modelo
1BM, presentados en la Ec. (3.2.1), esto es, det operador de mirnero de bosones-d {Ng), del cuadrado
del momento angular {L?) del operador de Casimir (AZ) de O(5), el de O(6) {£?) ¥ del cuadrado del
mornento cuadrupolar {Q - Q). Veremos que estas cantidades también experimentan un transiciones
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Figura 7. (a) Minimo global de la SE vs. N, sobre la recta en el espacio de parametros corres-
pondiente a los isétopos del Sm. Sobre el valor de N, correspondiente al conjunto de Mawxell i
marcado por una linea de puntos, la pendiente experimenta una discontinuidad. (b) Discontinuidad
de fase en la pendiente de la grifica en (a).

de fase. La representacién de los generadores de I/(6) con respecto a los estados coherentes del
modelo 1BM dados por la Ec. {3.3.1), resultan dados por las siguientes expresiones

2
(M) = 5L = 3149 = N s (5.31)

donde se debe tomar el valor critico de la variable § que minimiza globalmente la SE.

El valor de espectacién para el cuadrado del momento cuadrupolar, resulta dado por la expresion
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Figura 8. Energias de separacion de dos neutrones en gaS'm. La variable N, representa el nimero
de bosones de neutrén fuera de capa cerrada. Ny = 1 corresponde a 1466m, y N, =8 a $5°5m.

siguiente

4 @3 ‘ 9
U +20) 4+ N - 1) 4v2f8° cos 3y + 8P

e N
(QQ) = 4(1+[32)(

o1+ B7) ’
N 4 4 A/2f° cos 3y + 83
(Q.Q):m(11[52+20)+N(N-l)ﬂ s ‘g(zf;;z)]”’ , (5.3.2)

donde se debe torsar el valor critico de la variable ¢ que 1niniiza globalmente la SE.
Finalmente, para los operadores de 0(6) y O(6), respectivamente tenemos

(%) = 5N,

(£ = BN + 4N(N — 1)6{@3 , (5.3.3)

Tormermos nuevamente la recta que une los vértices correspondientes a los limites U(5) y SU(3),
dada en la Ec. (5.1.1). Debido a que en el limite U (5), y en toda la regién del espacio de pardmetros
por arriba del conjunto de Maxwell 7}y, el minimo global es esférico, el valor esperado de {Ng), ¥
todos los demas expresados en la Ec. (5.1.2), resulian nulos para el estado base. El valor esperado
de (N4} observa una transicion de fase sobre el conjunto de Mawxell #f. Si nos restringimos a
cvaluar sobre el minimo global, la grifica del valor esperado de {Ny4) resulta discontinua sobre el
conjunto de Mawxell 35 La magnitud de la transicion de fase la evaluamos con la Ec. (5.1.2),
sustituyendo el valor correspondiente, 8 = 51‘75 £l resultado es

|
N)|, =N 5.3.4
{Na) pmrt = D (5.34)
En la Fig. 4, se presenta una grafica de la densidad de bosones-d, ({Ng)/N)vs.re, Podemos
apreciar que el valor de la discontinnidad de fase calculado anteriormente también se puede recuperar
puménicamente, midiendo el salto en la discontinuidad directamente de la presente grafica,
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Figura 9. Nimero relativo de bosones-d, %ﬁl como funcién de rq, sobre larectar; = —7/4v/2 ra+1
en el espacio de pardmetros. Sobre el valor de ry correspondiente 2l conjunto de Mawxell rf;, el
cual es marcado por una linea de puntos, la funcién resulta con una discontinuidad, cuya magnitud
coincide con el valor caleulado, e igual a §.

Resulta interesante calcular también el valor del nimero de bosones-d sobre el punto del espacio
de parametros que corresponde al limite rotacional, SU(3), esto es, cuando la recta se extiende al
punto {rg,r1) = (g\/ﬁ, —4/3). En este punto encontramos el valor

2
Na)i _ =3
f‘l_-l“ls .

N. (5.3.5)

La recta que une los vértices del doble tridngulo en el espacio de pardmetros (s, 71) correspon-
dientes a los limites U(5) — O(6) es la recta sobre el eje vertical la cual intersecta la Separatriz en el
origen. En este punto, como ya sabeinos, se observa la maxima degeneracion en los puntos criticos
y la transicién de fase, como tainhién ya hemos estudiado en la seccidn 3.5, es de segundo orden,
siendo este el mayor que es posible obtener en el modelo IBM-1. En este caso, la graficacién de
las soluciones numnéricas de los puntos critices evaluados sobre la trayectoria presente, exhibe una
bifurcacién.

Es importante observar también que (N4} experimenta una transicion de fase al recorrer la
recta que une los puntos correspondientes a los limites U(5) y O(6). Lo anterior corresponde a
movernos sobre el eje-r;, verticalmente de arriba hacia abajo, cruzando el conjunto de Maxwell en
el origen. La transicién tiene [ugar entre los puntos criticos siguientes: el minimo esférico f = 0,
para valores r; > 0, y el minimo deforinado y-inestable, g, = /—r1, para valores ry < 0. Con estos
valores, encontramos que el valor esperado del niimero de bosones-d experimenta una transicién de
fase sobre el origen del espacio de pardmetros. Esta transicién es de un orden distinto de cero. Que
esto es asi, lo podemos ver evaluando primero:

<N“(ﬂ°))|r,=u =0, (5.3.6)

™

=0. (5.3.7)

r=0

ri=0 T - |

(Na(Be))
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0.5 1

Figura 10. Densidad de bosones-d, -(—Aﬁﬁ,p—"n como funcion de 7, en la region transicional U{5) —
0(6), al recorrer la recta 1z = 0 en el espacio de parametros. Sobre el valor de 7y = D correspondiente
al conjunto de Mawxell 1-?'3, la curva resulta con una discontinuidad en su pendients, cuya magnitud
coincide con el valor calculado, igual a —1, significando una transicion de fase de primer orden en
¢l ntimero de bosones de una clase.

Y posteriormente, coMmparamos con los resultados siguientes:

ANa(B)) ] .
("}7'1 - —(?‘1 —-— l)z ! (558)
y por lo tanto encontramos
aNBY | ONaBN| .
37"1 r =0 =0 ! 61‘1 ryos0 =-1.. (539)

Esto es, la.curva correspondiente a la grafica de densidad de bosones-d, {Na)/N vs. 7y, resulta
continua en el origen; sin embargo, esta misma curva, sobre ese mismo punto, presenta una discon-
tinuidad en su pendiente. De este modo, encontramos que la transicién de fase es de primer orden.
Fn esta transicion de fase, inicialmente ol ntcleo es esférico y estd constituido exclusivamente por
bosones-s. Después, al cruzar la Separatriz, adquiere una deformacién v-inestable, gradualmente
desde cero, con un nimero de bosones-d, el cual, tambitn gradualmente desde cero, crece contin-
uamente, tendiendo asintSticatnente al 100% de bosones-d, si rp — 00 Podemos apreciar esta
discontinuidad en la pendiente en la Figura 6.

Es interesante evaluar la discontinuidad de fase en el valor esperado de bosones-d sobre toda la
curva que define e} conjunto de Maxwell, 7 = #f,(rs), dada en la Ec. (3.5.22). Asi, encontrarermos
¢l valor esperado del niimero de bosones-d como una funcién de ra:
ré
(Nd(?"_;)) Pl e 2 :
n=ry 24 g4 4 4 2%
La expresion anterior tiene los Hmites siguientes

rlgiin.ﬁ(Nd(rg))\ =0, (5.3.11)

ri=riy

(5.3.10)
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lim (Nd(rg)) " = ;—N . (5312)

Fz—00 Ty=ry,
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6 CONCLUSIONES

En esta tesis hemos utilizado el formalismo de los estados coherentes y la teoria de catéstrofes
para clasificar las formas y las propiedades de estabilidad de las superficies de energia de modelos
del nticleo. En un primer ejemplo consideramos el modelo geométrico, el Modelo Colectivo de Bohr,
Mottelson y (ireiner. En éste ge supone gue el niicleo tiene una superficie bien definida, capaz de
llevar a cabo pequefias oscilaciones de forma. En un segundo ejemplo tomamos el modelo algebraico
de Bosones interactuantes, el cual fue desarrollado para describir propiedades colectivas de nicleos
par-pal en Tregiones lejanas de capa cerrada mediante la introduccién de las interacciones entre
dos clases de bosones, el boson sy el boson d. En este modelo, la idea de Simetrias Dindmicas
y su tratamiento algebraico, juega un importante papel en la descripeidn del movimiento nuclear
colectivo.

En particular, nosotros henios construido explicitamente la Separalriz para la superficie de
energia potencial del Modelo Colectivo y para la superficie de energia del Modelo de Bosones In-
teractuantes. Bsta nos da informacién acerca de las intensidades de los parametros de los modelos
para las cuales las configuraciones de equilibrio pueden aproxirnarse por una forma cuadrdtica, y los
valores para los cuales esto no es posible. Asf mismo, nos ofrece una clagificaciéon completa de las

formas que es posible alcanzar al variar log pardmetros del modelo.

Fl modelo Colectivo, representa una fuerle herrainienta en el tratamiento de la estructura nu-
clear colectiva. E} Hamiltoniano tiene una parte de energia cinélica, la cual incluye dos pardmetros.
Suponiendo que la superficie nuclear puede sufrir 4nicamente deformaciones de tipo cuadrupolar,
se tiene una segunda parte, de energia potencial, la cual incluye tres pardmetros més, asi como las
variables de deformacion gy 7. Este modelo resulta capaz de describir una gran variedad de formas
y estructuras, las cuales inchuyen al vibrador esférico, ol rotor deformado, la co-existencia de formas,
y los nicleos ~v-inestables. Mediante un andlisis fundamentado en la teorfa de las Catéstrofes, hemos
podido establecer que existen solatnente dos pardmetros esenciales, matematicatnente relevantes en
la descripcién de la SEP. Es decir, ¢ espacio de pardmetros de control es bi-dimensional, ¥ dentro
de este espacio de pardmetros se observan todas las posibles formas de la SEP.

La variedad de formas y estructuras nucleares mencionadas, se organizan en este espacio dentro
de regiones distintas, delimitadas por la Separatriz del sistema, la cual se calcula con las técnicas
dol analisis de catastrofes. Sobre la Separatiiz, degeneran los puntos criticos de la. SEP del Modelo
Clolectivo, y no se puede aproximar localtnente esta superficie mediante una forma cuadratica no-
degenerada. Particularmente en el caso de los minios, éstos no se representan bien mediante un
potencial de oscilador. Sin embargo, en estos puntos criticos degenerados se puede asignar una
forma candnica, representada por una funcién de Catdstrofe,

Todavia dentro del Modelo Clolectivo, cuando la degeneracion radica en la variable de defor-
macién B, el origen del espacio de parfinetros esenciales es la sede de un minimo global degenerado
de la SE, de forma cuartica, asociado a la catdstrofe de la Chispide. Este es un punto dnico, y sobre

de &l la SE tiene la degeneracién mis grande. Los otros puntos de la Separatriz, relacionados lodavia
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con los puntos criticos 5-degenerados, parten de este origen describiendo dos curvas. Una de estas
resulta una curva parabdlica con su vértice en el origen extendida hacia la parte superior, y simétrica
izquierda-derecha en el espacio de pardmetros. Los puntos criticos degenerados correspondientes a
este conjunto estan asociados a la catéstrofe del Doblez, con un grado menor de degeneracidn, y
ya no involucran al minimo global de la SE. Esta pardbola de la Separatriz la podemos llamar la
pardbola de bifurcacidn, ya que ahi se observa una bifurcacién de las raices criticas en la variable (3.

Por arriba de la pardbola de bifurcacidn solamente existe un minimo esférico en la SE. El
segundo conjunto de bifurcacién asociade a los puntos criticos B-degenerados, también parten del
origen, ubicéndose a todo lo largo del eje horizontal del espacio de pardmetros esenciales. Sobre este
segundo conjunto, los puntos criticos degenerados también se asocian a la catastrofe del Doblez,
e involucran al minimo relativo, # = 0 de la SE. En la regién comprendida entre la pardbola de
bifurcacién y el eje horizontal, coexisten dos minimos de la SE. En toda la region por debajo del eje
horizontal, el valor # = 0 representa un maximo de la SE.

Cuando consideramos que la degeneracién radica en la variable de deformacion 1, el origen del
espacio de pardmetros esenciales es aiin la sede del mismo minimo global, el mas degenerado de la
SE. Sin embargo, al desarrollar uno de los pardmetros, manteniéndose la variable y degenerada, se
obtienen otros puntos de la Separatriz, los cuales ya no son descritos por una catastrofe elemental.
Su ubicacidén estd a lo largo de todo el semi-gje vertical negativo del espacio de pardmetros esenciales,
y es la sede de las formas nucleares y-inestables; estos puntos involucran un minimo global no-local
de la SE. Esta parte de la Separairiz la podemos llamar el semi-eje de bifurcacidn. Este semi-eje de
bifurcacién de la variable 7, resulta también un conjuto de Maxwell para la variable 3, el semi-eje
de Mazwell. Esto es asi debido a que la SE tiene una profundidad constante en la direccidn de
la variable v, pero sobre ese mismo conjunto [a SE tiene un minimo aislado, no-degenerado en la
direccion de la variable j3.

Adicionalmente, la Separatriz del Modelo Colectivo contiene otros conjuntos de Maxwell, esto
es, todos aquellos otros puntos en el espacio de pardmetros esenciales sobre los cuales degenera el
valor de la energia en dos mininios aislados, no-degenerados. La SE del Modelo Colectivo presenta
esta situacién para la variable 3, sobre la pardbole de Muzwell. Esta es una pardbola préxima a la
pardbola de bifurcacidn, también con su vértice en el origen, y por debajo de ella. La pardbola de
Mazwell establece una separacién en dos regiones: por encima de ella el minimo global es esférico,
y por debajo, deformado.

En el Modelo de Bosones Interactuantes, mediante un analisis semejante hemos podido estable-
cer también que existen dos pardmetros esenciales inicamente. Estos fueron denotados rg y ry. Es
decir, dentro del espacio de pardwetros de control (rq, 1), se observan todas las posibles formas
de la Superficie de Energia. La Separairiz estd constituida por varios conjuntos, los cuales fueron
denominados como conjuntos de bifurcacién: »ya, 711, el gje-rq y el semi-gje r1 negativo; y conjuntos
de Maxwell: rf;, 714 y nuevamente el semi-eje 71 negativo.

El conjunto de Maxwell r};, divide el espacio de parametros en dos regiones: Para 7y > vt
la SE describe nicleos esféricos, nientras que para 7; < 7, ésta caracteriza nicleos deformados;
prolatos cuando 72 > 0 y oblatos cuando 3 < 0. El fendineno de coexistencia de formas, entre formas
esféricas y deformadas, se observa en la SE para valores de »; dentro de laregién 0 < r; < 743, lo cual
se acentia sobre el conjunto de Maxwell #F,. Aunque la SE no presenta simultdneamente minimos
locales oblatos y prolatos, para la regién 73 < 71 < 0 existe la posibilidad de tener fluctuaciones
entre las formas oblatas y prolatas. Dentro del modelo IBM-1, las transiciones de fase de forma son
a lo més de segundo orden en la ¢lasificacion de Ehierenfest.

Las simetrias dindinicas del modelo IBM-1 se describen en el espacio de parametros esenciales
mediante un tridngulo doble mostrado en la Fig. 4, del capitulo 4. Se encontrd que el limite SU(3)
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puede describir formas oblatas y prolatas, mietitras que los grupos 0(8) y SU(5) aparecen .cualndo
rq = 0. Las intersecciones entre el tridngulo doble y las curvas que conforman la Separatriz indican
fuertes cambios cualitativos en la SE. 8

Es importante notar que esta formulacién nos permite obtener 1a interaccion mas general, la cual
da lugar a una SE constante. Esto fué extensivamente utilizado en el pasado para separar las partes
colectiva e intrinseca de un Hamiltoniano algebraico [Leviatan, (1987)]. Particularmente, nosotros
encontramos que para el linite 0(6) la realizacion que llarnamos ((8) produce una superficie de
energia constante, y la que Hamamos O(6) produce superficies 7-inestables. Sin embargo, debemos
sefialar gque esto itimo se debe a que usamos una definicion particular de las estados coherentes del
modelo, y que podriamos tener ol resultado opuesto si se lleva a cabo una transformacion de norma
en los bosones 5 y d que constituyen estos estados coherentes.

Para los dos modelos considerados en esta tesis, las transiciones de fase de forma tienen lugar
sobre la Separatriz. La transicion de orden méaximo se registra de manera singular sobre el origen
de coordenadas del espacio de pardmetros esenciales, resultando de segundo ordent, Sobre el resto
del conjunto de bifurcacion el orden de las transiciones es de orden cero. Sobre los conjuntos de
Maxwell las transiciones resultan de primer orden, salvo en el origen, donde es de segundo. Al
cruzar la Pardbola de Maxwell Ia jransicion de fase de forma del niicleo es de esférico a deformado.
Sobre la recta de Maxwell el nicleo experimenta una transicion de forma de prolato a oblato. Sila
pransicion tiene Jugar cruzando verticalmente el origen del espacio de pardmetros, resulta ser la mds
singular, y esta es de esférico a garnma-inestable. Las transiciones sobre los conjuntos de Maxwell
revisten particular interés debido a que involucran al minimo global de la SE. -

La relacion entre los dos modelos anteriores ha sido extensamente estudiada en el pasado
[Moshinsky, (1980); Elliott, Evans, y Park, (1986}, (Ginocchio y Kirson, (1980); Dieperink, Scholten
y lachello, (1980); van Isacker y Chen, (1981)], ¥ con el presente trabajo esperamos contribuir
también en la fundamentacion de la estrecha semejanza que en algunos agpectos existe entre estos
dos modelos, los cuales sin embargo tienen planteamientos esencialmente distintos.

Finalmente, mencionainos algunas perspectivas de trabajo futuro. Esta clase de andlisis, y par-
ticularmente la aproxinacidn nuierica que presentamos en el dltimo capitulo, puede ser explotado
en situaciones mas conplicadas, donde los miodelos bajo consideracion involucran Hamiltonianos de
mayor complejidad, con un nimero grande de parametros, y cuya solucién general representa un
problema formidable, conio es por ejewplo el waodelo IBM-2, donde se distigue la interaccion protén-
neutrén [Arima, Otsuka, jachello, y Talmi, (1977)], o en otros modelos algebraicos mas recientes
como el modelo pseudo-SU(3) [Hecht y Adlet, (1969)], o el modelo pseudo-simpléctico [Troltenier,
Draayer, Hess, Castaiios, (1994)] . Esto es particulannente cierto si podemos aplicar a la funcién 8K
el lema de Ja particion de Rene Thou, obteniendo de esta forma un conjunto reducido de variables
degeneradas, y deterrinando sus pardinetros esenciales que definen el espacio de control. En el caso
de que el espacio de control sea de cinco o menos dimensiones, coio hemos visto, seré posible clasi-
ficar completamente la conducta de la SE. En un caso de mayor complejidad, gi bien no tendriamos
la generalidad matemdtica, las ideas hasicas de la teoria de catdstrofes nos pueden guiar para re-
alizar un ataque del problema mediante una aproximacién nwnérica, como la que presentamos .en
el capitulo anterior.

BIBLIOGRATIA

Arima, A., Otsuka, T, lachello, F., y Talmi, 1., Phys. Letl. 66B (1977) 205.

Dieperink, A. E. L., Scholten, Q. y lachello, F'., Phys. Rev. Leii. 44 (1980) 1747.

Elliott, J. P., Evans, J. A, y Park, P, Phys. Leti. B 169 {1986) 309.

Giinocchio, 3. N. y Kirson, M, W., Phys. Rev. Lett, 44 (1980) 1744; Nucl. Phys. A 350 (1980) 31.



CONCLUSIONES 109

Hecht, K. T. y Adler, A., Nuel. Phys. A137 (1969) 129.

Van Isacker, P., y Chen, J. Q., Phys. Rev. ¢ 24 (1981) 684.

Leviatan, A., Ph. D. thesis, Weizmann Instilute of Science, Rehovot, Israel, 1986.
Leviatan, A., Ann. Phys. (N. Y.} 179 (1987) 201.

Moshinsky, M., Nucl. Phys. A 338 (1980) 156.

Troltenier, D., Draayer, J. P., Hess, P. 0., Castaiios, 0., Nuel, Phys. A 576(1994) 351.




110 APENDICE A

APENDICE A. OPERADORES DE CASIMIR DEL IBM

En este capitulo establecemos el hamiltoniano descrito en la Ec. (3.1.2) en términos de las
interacciones de uno y dos bosones, y mostramos que alternativamente puede escribirse en funcion
de los operadores de Casimir asociados a las cadenas de grupos U(5), O(6) y STU(3), es decir

Hipm = ¢eNs +€aNy + A(J + \/_QAQ + -};’—4-/14 + 715’ + -2 + ugB + C (A.la)

= ki Ny + ka2 N2 4 n’csNdN A+ kal? + ksA? + ke PP + k7Q2 + kgN 4+ k;,Nz , (A1b)

donde se definieron los operadores

=fdf x d B x [dx djE 0 1 =0,2,4, (A.20)
B =st sl x d] 0, (A.20)
¢ =stg? {A.2¢)
D=[[dt xd) @ a2 {dxd) ™, (A.2d)
E=[[dtx al]® xq)®s +s[at x [d xd) &) O (A.2€)

Ny =sts | (A.2f)
Ng=at.a. , (A.29)

En la Ref [ Castaiios et al J. Math. Phys. 1979] se desarrollaron las interacciones de uno y dos
bosones, definidas en (A.2), en términos de los operadores de Casimir de los limites U/(5), O(6) y
SU(3), esto es

Ay = éNd(Nd-l-:i) - éAz, (A.3a)
1 . .

Ay = ~L% 4+ 2A% 4 2N ~2}}, A.3b

zTﬁ{L-l- + 2Ng (N — 2}} (A.36)

Ll Liw 6 .

Aq = g {ZL5 ~ A%+ = Na(Ne = 2)}, (A.3¢)
!

B = —=(N—-NNy, A.3d
ﬁ( L (A.3d)

C=(N-N)IN-Ny—- 1D, {A.3e)
1., = »

D= EW = L2+ UNNy ~ 2NF BN — ANy}, (A3F)

oo b oyae Lyw ae oy T 1T .

£ = \/375-{@ A+ LF = 2L ENG 4 =Ny = 2N (2N 4 5)} (A.3g)

La relacidn inversa a la FEc.(A.3) permite escribir los operadores de Casimir mencionados arriba en
iérminos de las interacciones de uno y dos cuerpos y el resultado es el siguiente:

NNy = A+ V545 + 8444+ VBB + Ny | (A.4a)
= —6Ay — 3VB Ay + 1244 + 6N, (A.4b)
A% = —4 A0 + V5As + 3A4 + 4Ny (A.dc)

= ~4Ag + VBAs + 344+ 2VBB — VBED + 5Ny + BN, (A.4d)
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- 7 ! 11
&= 10-3% 4+ L2 /B e D VTR sy, (aao
Ng =Ao+\/§A2+3A4+Nd ) (A.4f)
N¥= Ao+ VB5As + 34,4+ VBB +C + Na+ N, | (A4dg)

donde es importante sefialar que el operador cuadrupolar @ = 5?QM, siendo este ltimo el utilizado
en la Ref. [ Castafios et al J. Math. Phys. 1979].

Substituyendo las ecuaciones (A.4) en la expresién del hamiltoniano Hrpny (A.1b) y factor-
izando los coeficientes de los operadores de uno y dos cuerpos se obtiene su conexién con los
parametros k; definidos en (A.1),

€5 == bky + ks + kg , (A.5a)
(d=k1+k2+k3+6k4+4k5+%k7+k3+k9 , (A.5b)
g = 2(1\,’3 + Lg) — 12ky — 8ks + gke + %k’r + 2kg s (.A5C)
3
g = Q(ﬁlg + k3) — 6kg + 2ky — Zk? + 2kg , (A.5d)
cq = ko + ka) + 8k + 2ks + k7 + ke | (A5e)
uz = VB(ks + 2k + Jkg) (A5f)
1
ug = 5!’»‘6 + 24y (A.59)
|
vy = \/5(5:% +2k7) (A.5k)
ve = V70 k7 . (A.57)

Nuevamente como en ocasiones resulta Gtil tener la transformacion inversa de la expresiones ante-
riores, la damos a continuacién:

k—5+_3,. :Z_-_iﬁ.(ﬂ +—¥I_-U _2‘—"U +.]_..u (A6)
1 — IOCU T(J 35 4 2\/-7—0 2 \/5 il 2 0, .ba
1 1 9 7 1 I 1
,l(,'f = —C — {4 —_— — —_ — - _—— .
) 1000 + 7& + 35('4 + Qﬁﬁvz \/5‘00 + _21-‘-0 ‘/5?12 ) (A.6b)
4 i 1
kg = ——==v9 + ~=vy — uy + —=1y , A.Be
3 m bt \/.F)‘ 0 0 \/g 2 ( )
1 1
kg = —(c4 ~ 4} = —==1 , A.6d
ST Tk 1469
kg = .i_(, +if——3—r— L ’U+—L’U {A.6¢e)
5 = 10 -0 7 2 70 -4 2ﬁ6 2 2\/5 0 -
4 2
kg = ——=vq + =1y , AB
6 70 2 \/'l;)-vﬂ ( f}
]
bp = =iy | A6
7 776 2 ( )
ky=¢ [u -i——l v 5 v (A.6R)
s = €5 — — - , 6
B 9 0 2\/‘5' 0 /—?0 2
1 | 1
ko = —ug — —=vy + —==vy . A6
9 9 ] 2\/5 (]+1/,-7~0‘ 2 ( )
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Las expresiones (A.5) y (A.6) son titiles para comparar ajustes de espectros y transiciones de energfa
que se obtuvieron en términos de las interacciones de uno y dos cuerpos con aquellos que utilizan la
formulacién de operadores de Casimir. Asi como para la determinacion y estudio de las superficies
de energia.

También mencionamos en este capftulo que existen dos realizaciones de los goneradores de
los grupos unitarios en tres dimensiones y ortogonales en seis dimensiones del modelo de bosones
interactuantes. Los operadores de Casimir de U(3) y O(8) estan definidos en términos de los
operadores de uno y dos bosones (A.2) como sigue:

£2 = ~4Ag +VBAs + 344 + 2VBB + VED + 5Ny + 5N, (A7)
Q= %An—3—?Az+§A4+ §B+2\/ED-\/3_5E+%NJ+5N,. (A.8)

Comparando estas expresiones con (A.4d) y {A.4e) es inmediato concluir que:
Q*=Q*-2/3E =L+ D.

Por lo tanto es evidente que no son diagonales en la base que porta las representaciones irreducibles
de SU(8) y O(6), respectivamente,

Utilizando los resultados (A.7) y {A.8) es directo construir e} operador de Casimir ¢ de SU(3),

G=20Q%+ g-L‘“' ,
= 10N ~ Ag ~ 3VB Ay + 1244 + 4V5B + 2/5D — 2V3BE | (A.9)

y el operador de apareainienio, P*. Para este dltimo obtenenios

P”:i{N(N—l—tl)—E?} ,
5 L., 5
:ZAF)""E('—TD. (AlO)

que difiere de P2 en que para este (ltimo el factor del operador 1), tiene signo positivo.

Finalmente demostramos que los operadores de Casimir de STU/(3) y O(6) no son operadores
diagonales en las cadenas SU(3) y (6), respectivamente escibiéndolos como sigue:

(= =22Ng = LAN] + 16N Ny + 7 1F + 20 4 1677~ 2Q - 4N? | (A-11e)

L¥= —BNy — AN + AN N+ 2A% + 4P% — N2 . (A.116) -
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APENDICE B. TEORIA DE LAS CATASTROFES

El programa de la teoria de las catéstrofes puede presentarse de la siguiente manera. Supon-
gamos gue el estado de un sistema fisico est4 descrito por las variables de estado ¥;{t,zi; ¢ ), donde
t y @; juegan el papel de las variables, y podrian ser, respectivamente, el tiempo y la posicion;
mientras que las ¢, representan un conjunto de pardmetros, los cuales describen la influencia o las
perturbaciones del medio donde se encuentra el sistema. Debido a que estos parametros pueden con-
trolar cualitativamente las propiedades de las soluciones 1; (¢, zi; ¢a), 188 co s0ON llamadas pardmetros
de control. Las variables de estado resultan ser las soluciones de ecuaciones que expresan las leyes
dindmicas del sistema, fisico considerado. Nosotros nos ocuparemos solamente de aquellos casos en
los cuales el sistema dindmico es un sistema gradiente, esto es, cuando por ejemnplo, tenemos fuerzas
derivables de un potencial F = —VV:

di | BV(Yyica) _
g =0, (B.1)

La Teoria de las Catastrofes estudia la dependencia y la naturaleza del equilibrio del sistema, respecto
a los pardmetros de control, conforme estos pardmetros cambian.

Las propiedades locales, tanto de los potenciales V(1;) como de las familias de potenciales
V{®;; ca), estdn determinadas por una secuencia de teoremas y resultados del analisis funcional los
cuales involucran un creciente acercamiento con la Topologia. Entre estos resultados, destacan el
Teorema de la Funcién Implicita del Caleulo Avanzado, el Lema de Morse, y finalmente, el Teorema

de Thom, el cual es el resultado central de la Teoria de las Catdstrofes.

B.1. EL. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA
Considere una superficie F
{{2,y, 2)| Flz,y,2} = 0} . (B.2)

El teorema de la funcién implicita nos permite encontrar las condiciones bajo las cuales la superficie
tiene una representacién \inica en términos de una funcién implicita f. Segiin este teorema, en las
vecindades de un punto Xg sobre la superficie, sobre el cual el plano tangente no es vertical, es decir
sobre el cual D3 F(xg) # 0, podretnos encontrar una vecindad de Xo sobre tal que la superficie tiene
una representacién unica de la forma

{29, 0]z = f(e.9)} - (B.3)

Considere por ejemnplo la esfera
S={(z,yz)fa* +y*+2°—4=0}. (B.4)
Tomemos un punto (&g, ¥, 2o} sobre el hemisferio superior (zg > 0). Entonces, para una vecindad del
punto (£, %) en el plano XY, Ia ecuacion de la esfera define implicitamente una funcién continua f,

dinica en el dominio de esa vecindad, y que contiene el punto (&, %0, zo) en su grafica. Esta funcion
esta dada por la regla de correspondencia

flzy) = Vad—a? — 32, (B.5)
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Si (%0, Yo, 7o) €8 un punto sobre el hemisferio inferior (zg < 0}, entonces se obtiene un resnltado
semejante con la funcion implicita f dada por la regla de correspondencia :

fla,y) = ~Ja-w -yt (B.6)

Sin embargo, si el punto (2o, Yo, 2¢) es un punto sobre la esfera pero con zp = 0, entonces no es posible
encontrar una vecindad en el plano XY para la cual haya una funcién implicita tinica, continua,
que tenga esta vocindad como dominio y yue contenga al punto (o, Yo, #o) en su grafica. Los puntos
(#q,Y0,0) difieren de los demds puntos de la esfera en que en estos puntos el plano tangente a la
esfera es paralelo al eje-Z.

En el ejemplo anterior, determinar explicitamente la funcién f resultd facil; sin embargo, en
general, esta tarea podria ser muy dificil, o atn mas, podria no ser factible. Precisamente entonces,

ol Teorema de Funcién [mplicita nos permite asegurar su existencia, y bajo ciertas circunstancias,
nos ofrece férmulas para las derivadas parciales de esta funcién.

B.2. EL LEMA DE MORSE

Formas cuadrdlicas.

Una forma cuadratica general

qla) = Z Aije & (B.7)
i

en general podrd ponerse en una fortna canénica [Poston, (1978)]
""i£+"'+5»'§"5’3+1—”'—5’f, (B.8)
donde s < n. FEl nluneroc 5 es Namado el range de la forma cuadrdtica y (s — 1) el indice de la
forma cuadratica ¢, y cualguier forina cuadratica esta deterininada de manera \inica por SG rango e
indice. Una forna cuadratica restlia ser degenerada siempre (ue su rango sea mMenor ue €l nimero
n de variables. La diferencia (n— 1) es el co-rango, y wide el nimero de direcciones independientes
el el espacio de dimension n de las variables, en las cuales la forma cuadratica resulta degenerada.
Podemos representar la forina cuadratica () de la Ec. (B.7) en forma matricial mediante la matriz
A;j, y asi, tenemos N
g(x) = eAs” (B.9)
donde T denota la trasposicién del vector. Debido a que se curnplela relacion: g = ¥, podemos
remplagar la matriz A por (At A"T) = M, siendo ahora M una matriz simétrica, esto es, ten-
dreinos la igualdad: M = M. Por lo tanto, toda forina cuadratica se puede expresar en términos
de una matriz simétrica
q(a) = aMaT (B.10)

La degeneracién de una forma cuadratica tiene hugar si y solo si el determinante de su matriz se
anula.

Por ejemplo, en dos dimensiones reales, la foring cuadratica

gla,y) = ax® +2bay+ ey’ (B.11)

(‘b‘ 2) . (5.12)

tiene asociada la matriz
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Puntos Criticos no degenerados o de Morse.

Si el sistema fisico estd en equilibrio, tendremos que sobre un punto particular x, del espacio
de estados, se cumple VV = 0. A dichos puntos se les llama puntos criticos de la funcién V.
Las propiedades de estabilidad sobre estos puntos criticos, bajo las condiciones que presntamos a
continuacion, pueden ser determinadas por los eigenvalores de la matriz de estabilidad, o matriz
Hessiana V;; = -g-g?-é%. Claramente, ya no se cumplen las condiciones del Teorema de la Funcién
Implicita, sin embargo, si se cumple la condicion: def Vi; # 0, entonces los puntos criticos se llaman
no-degenerados, y el Lema de Morse garantiza [a existencia de una forma localmente cuadrdtica,
no-degenerada [Castrigiano y Rayes, (1993)]

Z=DPPTS (B.13)

f=1]

Aqui, las A; son los eigenvalores de la nsatriz de estabilidad Vi;, evaluados en el punto critico. Por
medio del cambio de coordenadas signiente: % = 1A%y, la forma cuadratica anterior se puede
expresar en forma candnica {Gilinore, (1981)]

V-~ =+, + -+ = MPE). (B.14)

La forma M (§) es llamada una sifie-i de Morse.

La matriz Hessiana determina si un punto critico ne-degenerado resulta un méximo, un minimo,
o un punto de siila,
Ejemplo. En las siguientes funciones en dos variables el origen resulta un punto critico no-
degenerado, representando un ejemnplo de un maximo, un minimo, ¥y un punto de silla, respecti-
vamente,

0 M3 M b ]
Flayyy = —2® —9® 2%44%, 2242, (B.15)

Adernads, el punto critico es aislado, v.c.. en una veeindad de puntos alrededor de él, no existen otros
puntos criticos. Se puede demostrar que los puntos criticos no-degenerados tienen que ser aislados
[Poston, {1978)).

B.3. FORMAS DE THOM

51 el sisterna fisico estd en equilibrio, esto es, si sobre un punto particular x. del espacio
de estados, se cunple VV = 0, pero la matriz de estabilidad resulta tal que det V; = 0, entonces
claramente ya no se cutaplen las condiciones del Teorema de Morse, y tenemos que los puntos criticos
resultan degeneradvs. Por sf misma, la matriz Hessinna Ya no puede determinar la naturaleza del
punto critico degenerado, si este resulta un méximo, un minimo, un punto de silla, o de alguna otra
forma maés elaborada.

Ejemplo. Considerada en una sola variable, la funcidn f(z) = 2%, tiene en el origen un punto
critico aislado y no-degencrado. Eu cambio, para todas las funciones siguientes, el origen resulta
todavia un punto critico aislado. pero degenerado

fley=2" n=3,4,5867. (B.16)

El criterio de la segunda derivada no puede determinar por si inismo la naturaleza del punto critico.
Por ejemplo, para el caso n = 3 en la scuacidu atiterior, la segunda derivada en el origen se anula, ¥




116 APENDICE B

tenemos un punto de inflexion, pero para n = 4, la segunda derivada en el origen también se anula,
y sin embargo tenemos un minirno.

Ejemplo. La siguiente funcioén, considerada en dos variables, (x,y), tiene sus puntos criticos de-
generados y no-aislados

fla,y)y = a®. {B.17)

(g g) . (B.18)

De esta manera observamos que el eigenvalor de la matriz, asociado a la variable &, nunca se anula.
En cambio, en la variable y siempre se tiene un punto critico degenerado. La funcién anterior
tiene un minimo en la direccion del gje-X, cnando z = 0, y este punto critico resulta degenerado y
no-aislado en la direccion del eje-Y.

Su matriz Hessiana resulia

Fjemplo. La siguiente funcién tiene en el origen un punto critico degenerado y aislado

fay) =2ty—v*. (B.19)
Su derivada resulta
VS = (2zy,a* — 357 . (B.20)
Su matriz Hessiana resulta
2y 2w
(2;1: —~(5y) : (8.21)
Ejemplo. La funcion
fl@)= et +e@ten, (B.22)

tiene en el origen un wminimo aislado y no degenerado. Bste punto de Morse resulta estable, sin
importar la variacién que sufran los pardmetros ¢ y ¢p. Sin embargo esto no es asi para otras fun-
ciones, para las cuales se incluyen puntos no-de-Morse, como vereinos a continuacién. Por ejemplo,
la estabilidad del punto critico de la funcion

fla)y = 2% 4 egx® 4 e+ co (B.23)

dependera de la eleccién de los parduetros. Sin pérdida de generalidad, podemos llevar la expresion
anterior a la forma

gl) = 2 +pu+yq, (B.24)

donde
p=e — 3/, g=cg—cp e+ ez /3)? . (B.25)

Para esta funcion tenemos que sus derivadas resultan
g(x) =32 +p, J'(2) =6z (B.26)

Asi, vemos que si p > 0, no existen puntos criticos. Si p < 0, entonces existen dos puntos criticos
aislados, no-degenerados, von un MAXINo e 2o = —\/—p/3, y un minimo en &ep = vV-p/3. Si
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p = 0, entonces existen un solo punto criticos aislado, degenerado, en &, = 0, como ya vimos en el
ejemplo de la Ec (B.16).

En este tltimo ejemplo podemos apreciar cémo es controlado el sistema por los pardmetros; de
hecho debemos apreciar que existe en realidad un solo pardmetro, p, matematicamente relevante,
el cual involucra a los dos pardmetros fisicos, ¢y y ¢, los cuales son los que manejan la conducta
cualitativa del sistema fisico descrito por el potencial f(z) en (B.23).

Si el potencial V(z;;¢c,), depende de uno o més pardmetros de control ¢y, entonces la matriz
de estabilidad Hessiana V; = -5%‘:— y sus eigenvalores A;, también dependeran de estos pardmetros
de control. Entonces uno o mas de los eigenvalores podrian anularse para ciertos valores de los
pardmetros, y asf tendriamos el resultado: detVj; = 0, al evaluarse sobre algunc de los puntos
criticos, resultando estos degenerados. Ya no seria posible, sobre de estos puntos, asignar localmente
una forma cuadratica no-degenerada, puesto que no se cumplen las hipdtesis del Lema de Morse.
Sin embargo, sobre un punto critico degenerado resulta posible asignar una forma canénica para el
potencial. Este es el importante resuttado conocido comno Lema de la Particién de Thom {Gromoll,
(1969}, {Poston, (1978)), [Castrigiano, (1993)]

Lema. Sea f: R" — R una funcién lisa, con f = 0, cuyo Hessiano en 0 tiene rango r (¥ co-rango
n ~r). Entonces f es equivalente, alrededor de 0, a nna funcién de a forma

Fatt kel 4 g, ), (B.271)

donde

f:R*" R,

es lisa.

Este Lema nos dice que alrededor de un puto critico degenerado, una funcidén f, lisa, de n
variables, puede expresarse mediaute coordenadas adecuadas, como la suma de dos tipos diferentes
de funciones, una en la forua cuadritica no-degenerada en » variables, mas otra funcién totalmente
degenerada f en n — » variables. De esta forma, ol estudio de una funcién en un punto critico
degenerado se reduce al andlisis de la conducta de la parte totalmente degenerada con un nimero
reducido de variables, igual al co-rango del Hessiano. Por ¢jemplo, si en un punto critico degenerado
una foncién tiene 12 variables y es de co-rango 2, se requerira estudiar solamente una funcién en
dos variables. Esta drastica reduccidu en el nliero de variables es lo que hace tan importante ¥
sorpresivo este Lema.

Asi, si sobre uno de los puntos crfticos del potencial V(a; co) se anulan ! = n — » de los
eigenvalores de su Hessiano: A (e}, (e}, sobre cierto punto del espacio de pardmetros, ¢ = ¢°,
entonces el Lema de Particidn de Thows puede ser utilizado para partir la funcién en una parte
de Morse, asociada con los 7 eigenvalores distintos de cero, y una parte totalmente degenerada de
f=n — 7 variables y de los ¢, pardinetros.

Teorema de Thom
Bajo ciertas condiciones, que incluyen [a limitacion a «u niumero de parametros & < 5, y la

ausencia de restricciones itpuestas por simetria en la familia de funciones V(24 ce), el teorema de
Thom [Thom, (1972)] establece la cxistencia de una transformacion de variables lisa, de manera que
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la funcién se puede escribir de una forwa candnica
n -
veGm+ Y nul . (B.28)
j=l4l

La funcién (1) es llamada el gérmen de la catdstrofe. En ]a Tabla.l se presentan todos los gérmenes
de catéastrofes para k <5, en el caso de ! < 2 eigenvalores nulos del Bessiano.

Tabla 1. Catdstrafes elementales de Thom

Nombre k Clermen Perturbacion
Ag 1 2% a1
Ay 2 +at ] A a1z + azz?
Ay 3 a® a & + aga? + agz®
Ass 4 A+ a2 + aoz® + aga® + agz?
As 5 z7 a4 age? + age® + aqat + asz®
Dy 3 aly -y a1 + agy + asy”
Dais 3 zty + 412 + azy + agy’
Dy 4 ary -+ aye + dpy + aaz’ + agy’
D_g 5 iy —y° : ax + azy + azz? + aay?® + asy®
Dys 5 aty + a2 + aay + azz® + asy® + agy®
Ey_s 5 o3t yt are + aay + daxy + aay’ + a5z’

En conclusion, en ausencia de toda simetria, cuando degenera un punto critico de una cierta
funcién, entonces es posible aproxinar dicha funcion alrededor de ese punto, por medio de alguna
de las catdstrofes elementales, tnando el niimero de pardmetros esenciales resulba menor o igual a
cinco. En la Tabla.l, se presentan estas catastrofes elementales, y tenemos que para dos variables
se requieren tres o mas pardmetros asoclados con alguna forma canodnica.
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