L
2/
.
2 .orwd
N

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

LA FORMULACION MATEMATICA DE LA

MECANICA CUANTICA Y UNA APLICACION:

EFECTO TUNEL EN ESPACIOS NO
SIMPLEMENTE CONEXOS

#5235 45
T E S | S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
M A T E M AT 1 C O

P R E S E N T A
CESAR OCTAVIO MALDONADO MERCADO

G

? -\ .;“i'.‘."

DIRECTOR DE TESS:
Dr. DANIEL SUDARSKY SAIONZ

CIUDAD UNIVEF!Q'JTAHIA "‘_L;[.ﬁNIO DE 1998



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



JER;DAD NACIONAL
AVEN"MA DE
Mexico

M. en C. Virginia Abrin Batule

Jefe de la Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis:

LA FORMULACION MATEMATICA DE LA MECANICA CUANTICA Y UNA APLICACION :
EFECTO TUNEL EN ESPACIOS NO SIMPLEMENTE CONEXQS

realizado por César Octavio Maldonado Mercado

con mimero de cuenta 9251771-4 - | pasante de la carrera de Matematicas

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis
Propietario Dr. Daniel Eduardo Sudarsky Saionz

o . ) e )
Propietario Ora. Maria de la Luz Jimena de Teresa de Oteyza a_

Propietario Dr. Pablo Padilla Longoria Zzéé/o ﬁaﬂ/m [—-

Suplente Dr. Oscar Alfredo Piﬁé@ﬁ'\e],asco %k
E‘:".--.‘r B ‘-‘. | -~
Suplente Dr. José Alejandro E¥33a;Mercadoe '
A ke ﬁé
&\.‘:‘ ':‘/‘- }“ \/

)2 %

[



Quiero dedicar todo el esfuerzo que puse en esta tesis
a Luz Marla, mi mamd y
a Mario, mi papd,
quienes siempre me han dado todo el amor y apoyo posible.



Agradezco a mis hermanos Mario, Julio y Rafa el haber sido Siempre tres de mis
mejores amigos y haber compartido conmigo 24 afios de vida.

Tengo mucho que agradecer también a todas las siguientes personas:

a Adridn por ser mi cuarto hermano, a Alejandro por afios de buena amistad, al
maestro Alejandro y a Alex por tres afios de entrenar juntos, a Alfonso por ayudarme a
no volverme loco con las computadoras, a Carlo por afios de amistad verdadera, a
Carlos por sus correos electronicos netws, a Claudia por las pldticas intensas, a
Enrrique por afios de estar juntos en esto de la Fisica, a Esperanza por su amistad, a
Joel por afios de estar juntos en esto de las Matemdticas, a Karina por compartirme el
mejor regalo posible, a Gabriel por afios de amistad, a Juan por ensefiarme que el
mundo es un lugar mdgico, a José Luis por mostrarme como es la vida Juera del
sistema, a Mayam por su amistad, a Nayelli por el cuento de Dumbo, a Omar Dpor ser
mi cuarto hermano, a Patricia por darme dnimo cuando mas me hacia falta, a Pary por
las canciones de Silvio, a Silvia por ser otra hereje, a Rubén por mostrarme la vida
verdadera, a Uri por su amistad, a Yomar y a todos los amigos de la escuela por sus
conocimientos, a Wallo por las platicas profundas, a toda la banda del primer semestre
(incluyendo a Gabriela) por meses de relajo, a todos los amigos de Monterrey por
compartir la percepcion unitaria, a todos los amigos del Universum, a todos los amigos
del Clan y a todos los amigos que por razones de espacio no puedo incluir en esta lista,

También quiero agradecer a Alejandro, Lucero, Pablo y Oscar por haberse tomado
fiempo para leer este trabajo y haber contribuido de manera importante para
mejorario,

Agradezco de manera especial a Daniel por tantas horas de ensefianza ¥y paciencia y
por haber aceptado el reto de ensefiarme Fisica.



indice

INTRODUCCION 2
1 BASES FiSICAS DE LA MECANICA CUANTICA 4
§1.1 El Origen de la Mecénica Cudntica . . . ... ... ... ... 5
2 BASES MATEMATICAS DE LA MECANICA CUANTICA 11
§2.1 Espacios Vectoriales. . . . . .. ... ... ... ... ..... 12
§2.2 ElEspaciode Hilbert . . . . .. ... ... ... ... ..... 14
§2.3 Teoria de ios Espacios de Hilbert . . . .. ... .. ... ... 19
§2.4 Operadores Linealesy Continuos . . . . ... ... ...... 23
§2.5 Operadores Lineales No Acotados y Teoria Espectral . . . . . 27
3 LA FORMULACION DE LA MECANICA CUANTICA 34
§3.1 La Ecuacién de Schridinger y la Mecdnica Matricial . . . . . . 35
§3.2 La Formulacién de la Mecdnica Cudntica . . . . .. . ... .. 42
§3.3 La Aproximacién Semicldsica y las Integrales de Camino de
Feynman . . . . .. ... .. ... L 50
4 EL EFECTO TUNEL 55
§4.1 Algunos Puntos Bésicos Sobre el Efecto Thinel . . . . . . . . . 35
§4.2 Nuevas Soluciones para la Ecuacién de Schrodinger . . . . . . 60
§4.3 Efecto Tinel Multidimensional . . . .. ..., .. ... ... 66
5 EL EFECTO TUNEL EN ESPACIOS NO SIMPLEMENTE
CONEXO0S 71
§5.1 Preliminares Geométricos y Topolégicos . . .. .. ... ... 72
§5.2 El Efecto TunelenelCircule . ... .. ... ... ...... 81

§5.3 El Efecto Tunel en Tres Espacios No Simplemente Conexos . . 86



introduccién

A lo largo del tiempo la interaccién entre la fisica y las mateméticas ha sido
una fuente de impulso para estas dos disciplinas. El hecho de que sea posible
relacionar propiedades de objetos matemdticos con fenémenos fisicos, hace
inevitable que exista esta simbiosis. El desarrollo de la mecdnica cudntica es
uno de los mejores ejemplos de esto, ya que desde su comienzo el desarrollo
conceptual de esta teoria se fué dando al parejo del desarrollo del formalismo
matematico en el que se basa. Por todo esto, el estudio de la mecdnica
cudntica se encuentra al mismo tiempo dentro de las matemdticas y de la
fisica.

Esta tesis ha sido escrita con la intencién de acercarse a la mecdnica
cudntica desde distintos puntos de vista, como lo son e! desarrollo histérico
de sus ideas principales, sus bases matemdticas, su formulacién en términos
de postulados, su aplicacién en un problema especifico como o es ¢l efecto
tunel y finalmente su relacién con la topologia del espacio.

Una de las razones para interesarse en el desarrollo histérico de la mecénica
cudntica nace de que sus postulados tienen un nivel considerable de ab-
straccidn, de forma que de entrada no es facil comprender las razones por las
que los postulados tienen determinada forma. Conocer el proceso que cul-
mina con los postulados nos ayuda a comprenderios mejor y si bien es cierto
que ellos no pueden ser demostrados ni deducidos en sentido estricto, si es
posible sugerirlos y con ello hacerlos mas naturales. En todo caso, su validez
no reside en esta posibilidad sino en que sus predicciones se confirman ex-
perimentalmente. En el primer capitulo y en el punto uno del tercer capitulo
se hace un breve repaso de los experimentos e ideas que dieron forma a la
mecanica cudntica.

Las teorias fisicas tienen siempre como base un formalismo matemadtico
al cual interpretan en determinada forma. Es indispensable conocer la es-
tructura de este formalismo para comprender las interpretaciones que una



teoria fisica hace sobre de el. Esto implica conocer sus axiomas y objetos
principales de estudio, as{ como los teoremas mds importantes junto con sus
demostraciones y corolarios. El tercer capitulo estd dedicado a los espacios
de Hilbert con los que se introduce la posibilidad de estudiar espacios vec-
toriales de dimensién infinita, mismos que tienen un papel importante en la
mecanica cudntica. El plan adoptado en este estudio es el de exponer primero
su definicién para después continuar con el estudio de su estructura y de al-
gunos teoremas importantes. Mds tarde se trata lo referente a los operadores
y se concluye con el teorema espectral, en el cual se fundamenta una parte
importante de la mec4nica cudntica.

No existe una lista de postulados de la mecénica cudntica en particular
que sea la unica reconocida, sin embargo, todas las existentes coinciden en
cierto nimero de puntos basicos, como es ¢l caso de la lista expuesta en este
trabajo en el punto dos del tercer capitulo. Después de este punto, el interés
de la tesis se traslada a estudiar cdmo es que esta versién “acabada” de la
mecénica cudntica se relaciona con ciertos aspectos concretos. El primero
de ellos es ver c6mo se representan las magnitudes observables de posicién y
momento. En el punto tres del tercer capitulo se estudia uno de los métodos
aproximados para resolver la ecuacién de evolucién de la mecdnica cuéntica y
ademds se presenta una introduccién a las integrales de camino de Feynman.

El efecto tinel es sin duda uno de las implicaciones mas exiranias de la
mecdnica cugntica y constituye un buen ejemplo para adentrarse mas en una
de sus aplicaciones concretas. El cuarto capitulo esid dedicado a exponer
algunas generalidades sobre este efecto y ademas un resumen de los resulta-
dos de la primera parte del articulo “Quantum Tunneling: a General Study
in Multi-dimensional Potential Barriers With and Without Dissipative Cou-
pling” de M. Razavy y A. Pimpale [14].

En el quinto capitulo se explora la relacién entre la topologia del espacio
y el efecto tinel desde un punto de vista cercano al experimental, en el
sentido de que no se exponen resultados generales, sino mas bien un estudio
de ejemplos que sugiera ciertas propiedades de este efecto que estén asociadas
a la topologia. Para este fin fué necersario hacer programas de computadora
en MAPLE, los cuales se incluyen en el apéndice de la tesis.



capitulo 1

BASES FISICAS DE LA
MECANICA CUANTICA

El nacimiento de la mecdnica cudntica comienza con una suposicién hecha
por Max Planck para resolver una inconsistencia a la que daba lugar la fisica
cldsica, constituida por el entonces s6lido marco tedrico de la mecanica new-
toniana, la teoria electromagnética de Maxwell y la fisica estadistica. El
fenémeno estudiado por Planck era e} de la radiacién del cuerpo negro. Este
objeto tiene la propiedad -al menos tedricamente- de absorber toda la ra-
diacién incidente en él. Puede ser estudiado experimentalmente de manera
bastante aproximada, usando una cavidad con una entrada chica en com-
paracién con la cavidad misma. Por esto el cuerpo negro puede ser visto
como algo que realmente existe en la naturaleza.

El problema de la fisica cldsica con este fenémeno consiste en que élla
conduce a la conclusién de que la energia interna del cuerpo negro es infinita,
lo que antomAticamente lo hace intratable desde el punto de vista de la misma
fisica clasica. A esta conclusidn se llega aplicando la fisica estadistica a los
grados de libertad del campo electromagnético dentro de la cavidad.

Este fendmeno fue uno de los muchos que se descubrieron al final del siglo
XIX y a principios del siglo XX, que cuestionaban de manera profunda a la
fisica de entonces. Otros de estos fendmenos fueron el efecto fotoeléctrico,
el efecto Compton, el espectro de emisién de los gases y la difraccién de los
electrones. Todos ellos generaron ideas creadas para explicarlos y finalmente
fueron éstas el origen de la mecdnica cudntica. (Este capitulo esta basado
principalmente en [8]).



§1.1 El Origen de la Mecanica Cuéntica

Antes de que Planck realizara su investigacién se conocian dos distintas leyes
para el fenémeno de la radiacién del cuerpo negro. La primera de ellas
debida a Wien cuya importancia residié en su capacidad de descripcién del
fendmeno en frecuencias altas, mas que en los argumentos teéricos usados en
su deduccién. Esta ley predecia que la cantidad de energia por unidad de
volumen, a una frecuencia » + dv y a una temperatura T era

3
Uy, T) = Srdv (1.1)
eT
en donde & y /3 son constantes positivas.

Por otro lado se tenia la ley de Raleigh -que mas tarde seria corregida por
Jeans- en la que se calcula el mimero de modos normales de vibracién de la
radiacién electromagnética por unidad de volumen y de frecuencia y luego se
multiplica por la energia de cada unc de éstos, para obtener la energia total
por unidad de volumen y de frecuencia. Para esto Raleigh us6 la estadistica

de Boltzman segiin la cual la energia promedio de cada modo estd dada por
J° dEEe” %eT
< dEe FaT

En esta férmula estd implicito que cada modo normal de vibracién puede
tener una energia con valores que varian de manera continua entre cero e
infinito. Multiplicando por el niimero de modos nos queda la ahora llamada
ley de Raleigh-Jeans

(E(v,T)) = = KgT. (1.2)

8mv?
Uw,T)= 3
que coincide con los datos experimentales a bajas frecuencias. La inconsis-
tencia viene del hecho de que la energia resulta ser infinita

8 2
’;’ KsT = 00 (1.4)

Esta ley es teéricamente correcta desde el punto de vista de la fisica cldsica
y sin embargo conduce a un absurdo.

El trabajo de Planck consistié principalmente en encontrar primero una
férmula que coincidiera con las dos leyes mencionadas, en los rangos respec-
tivos de su validez experimental y después en deducirla a partir de la fisica
clasica con alguna modificacién especifica.

KgT, (1.3}

U(T):fowdy



Dado que el denominador de 1a f6rmula de la ley de Wien crece en forma
exponencial es natural que restarle un uno, no afecte su comportamiento a
grandes frecuencias y por lo tanto la conformidad de la ley con los datos
experimentales, sin embargo para bajas frecuencias usando la serie de Taylor
se tiene que

o’
U, T) = —; 1.5
(. T) = 5 (15)
¥, & primner orden
c® aoT?

= — 1.6
SR (16)
lo cual es pricticamente la ley de Raleigh-Jeans. Ajustando las constantes
se lega a la férmula de Planck

82 hv

U(,T) = (1.7)

¢ e?’:_'f -1
en donde h es una constante que se ajusta experimentalmente. Mas tarde
-cuando la teoria cudntica se desarrolla més- resulta ser una de las constantes
fundamentales de la naturaleza.

La nueva idea que Planck introdujo en la fisica para poder deducir la
férmula fué suponer que la energia de cada modo normal de vibracién de las
ondas electromagnéticas de una cierta frecuencia v tenia que ser de la forma
E = hvn, con n € IN. Por lo anterior la férmula (1.2) fué reemplazada por

nhv
¥ onhve ¥aT hv
(E(v: T)) = = Y el vy ; (18)
T, e keT eFeT — 1

lo que multiplicado por el nimere de modos nos da la férmula de Planck 1.7.

QOtro hecho fisico conocido en la época de Planck e inexplicable segiin la
fisica clasica, es el efecto fotoeléctrico que consiste en que una placa de metal
emite electrones cuando recibe radiacién electremagnética. Experimental-
mente se puede encontrar que el nimero de electrones emitidos es propor-
cional a la intensidad de la radiacién que recibe. Ademds, esta emisién sélo
se da cuando la frecuencia de las ondas electromagnéticas es mayor a cierto
valor critico (#). La emisién no se debe al calentamiento de la placa puesto
que es practicamente instantdnea y si la frecuencia de las ondas es menor
que la critica, no importa cudnto se aumente la intensidad y por lo tanto el



calor que recibe. La energia cinética de los electrones puede medirse si se usa
un campo electromagnético y, se encuentra que ésta es proporcional a ¥ — i
para ondas de frecuencia v.

La explicacion de Einstein para este efecto consistié en interpretar a las
ondas electromagnéticas como particulas o mas bien como paquetes de en-
ergia £ = hv y sin masa, que al incidir sobre la placa remueven a los elec-
trones sdlo si su energia es mayor que la que mantiene ligados a los electrones
E, = huy. Segin su explicacién, el resto de la energia se convierte en energia
cinética del electrén liberado. Se obtiene asi la férmula

Ey = hv — hay, (1.9)
la que resulta concordar con los datos experimentales.

Por otro lado el descubrimiento del llamado efecto Compton reforzé la
idea propuesta por Einstein, acerca de que la luz presenta un comportamiento
corpuscular, a pesar de que su comportamiento ondulatorio habia sido plena-
mente demostrado mucho tiempo atris. El efecto Compton consiste en que la
radiacidn electromagnética incidente sobre un material, en parte se dispersa
¥ en parte provoca una radiacion secundaria en una direccién determinada y
cuya longitud de onda depende del dngulo en esta misma direccién. Compton
encontrd que el efecto puede describirse correctamente si se piensa en fotones
-pa.quet% de energla- y se les asigna un momento p = & = ik (donde A = —
y k = £ es el niimero de onda) y una energia E = hv. Aphca.ndo las leyes de
conservamén que se usan en los choques eldsticos de particulas se encuentra
el cambio de longitud de onda entre la radiacién incidente y la reflejada en
funcién del 4ngulo de dispersién.

Otro hecho fisico descubierto a principios de siglo y también inexplicable
para la fisica cldsica es el de los espectros de los gases, que consisten en pa-
trones de determinadas frecuencias de ondas electromagnéticas emitidas por
los gases cuando se hace pasar una corriente eléctrica por ellos. A princip-
ios de siglo se contaba con férmulas que al menos describian la distribucién,
medida en ese entonces, de las lineas espectrales. Ritz publicd en 1948

R R
F—E;,m>n=l,2,... (1.10)
férmula que da las frecuencias de emisién del Hidrégeno, en donde R es una
constante.

Para 1911 Rutherford ya habia demostrado que los dtomos estdn con-

stituidos por un nidcleo de carga positiva con casl toda la masa del dtomo

Vma =




¥ por electrones. El problema de los modelos que pretendfan describir el
movimiento de los electrones alrededor del micleo era que segin la elec-
trodindmica clasica, los electrones como cargas en movimiento periddico
debian emitir radiacién y por lo tanto perder energia y caer al nicleo.

En 1913 Bohr propuso que la energia de los electrones girando alrededor
del 4tomo estd cuantizada en niveles que corresponden a estados estacionarios
en los que los electrones no radian. Propuso también que los electrones
saltan de un estado a otro emitiendo ondas electromagnéticas de frecuencia
v= @';—EJ—' Ademds, dié la regla de cuantizacién el momento angular de los
electrones debe ser miltiplo de #, es decir,

[ = myr = nh. (1.11)

Por otro lado se sabe, segiin la mecdnica cldsica, que si un cuerpo tiene una
orbita circular se debe cumplir que la fuerza de atraccién debe ser siempre
igual a la fuerza centripeta de modo que, para un electrén girando circular-
mente en un campo coulombiano, se puede escribir

Ze® mu?

== (1.12)
De esta manera se tienen dos ecuaciones {la 1.11 y la 1.12), para encontrar v
y r en términos de los enteros n y algunas constantes entre las que destaca A.
Resolviendo el sistema y calculando la energia correspondiente a cada nivel,
se tiene

mZ2et 1
28T n?’

Tomando en cuenta que el gas s¢lo emite en las frecuencias fijadas por
Bohr, se obtiene la regla encontrada por Ritz,

En 1914 la existencia de los estados estacionarios fué confirmada por Frack
v Hertz, mediante un dispositivo que pasaba una corriente eléctrica a través
de un gas compuesto por moléculas con energia cinética promedio menor a la
necesaria para cambiar de nivel a sus electrones. Las mediciones demostraron
que la cantidad de corriente que atravesaba el gas, bajaba notablemente
cuando el voltaje era el adecuado para subir de nivel a los electrones de los
dtomos del gas. Lo anterior queda explicado, si se piensa que la energia de
los electrones de la corriente es absorbida por los electrones de los 4tomos
subiendo su nivel de energia y que si esta energia cinética no es la suficiente
para elevar estos niveles entonces no es absorbida.

E,=- (1.13)



Bohr propuso también que los niveles de energia de los 4tomos se saturan
v que las etapas de lHenado de estas capas corresponden a determinadas
propiedades quimicas. Con esto Bohr pretendia explicar los periodos en la
tabla de elementos, conocidos gracias a Mendelejeff, los cuales dependen del
peso atoémico del elemento.

Las ideas propuestas por Bohr resultaron ser correctas, sin embargo sus
razonamientos sirven s6lo para las érbitas circulares, por lo que era obvia
la necesidad de ampliarlas. En 1916 Wilson y Sommerfeld propusieron por
separado que puesto que los problemas tratados por la entonces teoria de los
cuantos tenian que ver con sistemas cuasi-periddicos, la regla de cuantizacién
de Bohr podia extenderse a todos los llamados invariantes adiabdticos, con
lo que se tiene

Ji= § pidgs = nh (1.14)

en donde la integral se toma sobre un ciclo completo del sistema.

Todo lo anterior es conocido como la vieja mecdnica cudntica. Si bien
es cierto que tuvo éxito en describir muchos de los fendmenos ajenos a ia
mecanica cldsica segin palabras de de Broglie “era necesaria una nueva
mecanica en la que la cuantizacidn estuviera en el centro de la teoria”. Hasta
entonces la cuantizacidn aparecia como algo superpuesto a la mecdnica cldsica
de manera artificial e inexplicada. Por otro lado ya se conocia la naturaleza
dual de la luz de onda y particula, de modo que cabia preguntarse si to-
dos los fendmenos cuantizados estaban relacionados de alguna manera con
una dualidad similar, en especial los electrones cuyo comportamiento en el
dtomo no era explicable cldsicamente y por lo tanto no se podia asegurar su
condicién de particula.

Fue de Broglie quien propuse la dualidad onda-particula, que postula la
naturaleza ondulateria de la materia, lo que a la larga serfa una de las ideas
fundamentales de la mecdnica cudntica moderna. De Broglie afirma haber
tenido en cuenta al formular esta idea el claro parecido entre los princip-
ios variacionales de Maupertuis y de Fermat. El primero corresponde a la
mecdniea cldsica y con él se puede encontrar la trayectoria de una particula
de masa m con energia E, enire dos puntos puntos dados p,,p» y en donde
el potencial es V y las variables canénicas conjugadas son p, ¢

5 m1/2m(E—V)dq=5fmpdq=0. (1.15)
o4 Pt
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El segundo da la trayectoria de un rayo de luz de frecuencia v en un medio

P ds Pz ds

JL e _éfm oy =0 (1.16)
en donde v(r) da la velocidad de la luz en el medio y A(r,v) la longitud de
cnda en funcién de la posicién y de la frecuencia. Comparando estos dos
principios puede verse que las trayectorias de las particulas pueden identi-
ficarse con los rayos de un problema de 6ptica si se propone que las ondas
tienen una longitud de onda que cumple p(r, E) = A(v)/A(r,v), en donde
A(¥) es una funcién que depende de la frecuencia. Basado en la similitud
de estos dos principios y en el hecho de que la luz presenta en ciertos ex-
perimentos un comportamiento corpuscular y en otros un comportamiento
ondulatorio, de Broglie postuld que cualquier mdvil con momento p y energia
E va acompaifado de una onda con una frecuencia y una longitud de onda

dadas por
E h

V=0 /\—p. (1.17)

Una de las implicaciones de ésta hipétesis, es que la materia debe pre-
sentar un comportamiento ondulatorio. La existencia de ésto fue experimen-
talmente demostrada por Davisson y Germer, quienes hicieron pasar un haz
de electrones a través de una rejilla de difraccidn, encontrando efectivamente
patrones de difraccién en forma de anillos.

El desarrollo adecuado de la mecdnica cudntica requiere del uso de el
andlisis funcional, el cual es estudiado en sus ideas principales en el siguiente
capitulo. La continnacién formal de las ideas aqui expuestas se hace en el
tercer capitulo.



capitulo 2

BASES MATEMATICAS DE
LA MECANICA CUANTICA

Uno de los conceptos matemadticos de mayor utilidad es el de espacio vectorial
de dimensién finita que conecta nuestra intuicién fisica con el formalismo del
anélisis matem4tico. Es posible generalizar la teoria de estos espacios de di-
mensién finita al caso en que la dimensién es infinita. Muchos de los teoremas
y objetos matemadticos de la teoria de dimensién finita tienen sus andlogos en
el caso de dimensién infinita. Podria pensarse que el estudio de esta gener-
alizacién tiene un interés estrictamente matemdtico, sin embargo, son estos
espacios los que constituyen la base de la fundamentacién matemdtica de la
mecanica cudntica.

Basta recordar que la dimensidon de un espacio vectorial es el numero
minimo de vectores que generan mediante combinaciones lineales a todos
los miembros del espacio, para darse cuenta de que en este nuevo caso serd
necesario tratar con sumas infinitas y por lo tanto es de esperarse que los
nuevos axiomas traten acerca de la convergencia de sucesiones en el espa-
cio. El nuevo conjunto de axiomas define lo que se llama un espacio de
Hilbert y, aunque no hace referencia explicita a la dimensién, es el minimo
de suposiciones necesarias para definir correctamente un espacio vectorial de
dimensién infinita en el que existan bases, producto interno, proyecciones,
transformaciones lineales junto con sus matrices asociadas y demds objetos
familiares al dlgebra lineal.

11
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§2.1 Espacios Vectoriales

Antes de empezar a exponer esta generalizacidn es necesario recordar algu-
nas definiciones y resultados de dlgebra lineal, que o no hacen referencia a
una dimensién en particular, ¢ si lo hacen tienen su andlogo en el caso de
dimensidn infinita. Denotaremos por E a los espacios vectoriales en general
y por F a los de dimensién finita.

Definicidén 2.1 Un espacio vectorial es un conjunto E al que estd asociado
un campo C, y con los que se definen 2 operaciones o funciones &: ExE—= E
, -t ExC — E, las cuales para todo z,y,2 € E y o, § € C cumplen:
ifz@y)Br=z@(yO2)

1) 30€c E tal quezd0 =1z

W) r@y=yOz

wo (zdy)=a- ey

v(a+f)-z=a-z@f z

vi) a-(B-2) = (af) -z

vii)l-z=1z

viii) 0.z =0

Un subespacio vectorial es un subconjunto de E que es cerrado bajo las
combinaciones lineales finitas de sus miembros. Un subconjunto finito de
vectores se dice linealmente dependiente, si al menos uno de ellos puede
expresarse como combinacién lineal de los otros. Un espacio vectorial de
dimensién finita se dice de dimensién n si contiene n vectores linealmente
independientes tales que cualquier otro vector es combinacién lineal de ellos.
A este conjunto se le llama base del espacio. Una observacién importante
€5 que una vez que se elige una de las posibles bases, los coeficientes que
representan a un vector dado son tinicos. El ejemplo més natural de espacio
vectorial es ¢l espacio Euclidiano R” y su andlogo complejoC". Segin puede
demostrarse, todo espacio vectorial de dimensién finita F que tenga como
campo asociado a los nimeros reales o complejos, es isomorfo a estos dos
ultimos ejemplos. Es decir, existe una funcién biyectiva entre F y ellos que
preserva toda la estructura. En adelante se toman en cuenta sélo espacios £
cuyo campo asociado es €.

Definicién 2.2 El producto escalar es una funcién (|-} : Ex E = C, que
para todo T,y.z € E y o, F €T cumple :
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i) (zly) = (ylz)*

i) (z|r) >0,z =0+ {zjz) =0

i) {az + Bylz) = o’ (z]2) + 5" (yl2)

en donde el simbolo * denota a la conjugacidn en los complejos.

Definicién 2.3 La norma de un espacio vectorial es una funcidn ||-|[ : E
R* que cumple:

i) laz|| = je|liz|

i) hz + ol < izl + iyl

ti) zl =0 = 1=0

Ademds, una norma define una distancia en el espacio vectorial medianite
d(z,y) = |z — yll.

Teorema 2.1 Todo espacio vectorial E con producto escelar cumple con las
siguientes propiedades:

i)la funcidn = = \/(z|z) es una norma.

ii)la desigualdad de Cauchy: {z|y)| < ll=|||l¥l

i) el andlogo del teoremo de Pitdgoras:

iz + il = lizll® + vl® + 2Re(zly)

iv)la identidad del paralelogramo:

llz + yll? + llz ~ ¥ll* = 2[|z|* + 2||yi|*

Al respecto puede verse [2].

Definicién 2.4 A un espacio vectorial E se le asocia otro espacio E', lla-
mado el dual de E que consiste en todas las funciones lineales y continuas
fEnC

E’ es un espacio vectorial si se definen las operaciones como:

(f @ g)(z}:=f(z) + g(z), (- f)(z) :=af(z) (2.1)
Es posible definir una norma en este espacio mediante
IF1l == Supyzy<hf ()] (2.2}

La funcién z — {z4jz) con 2y € F fijo, estd en el dual. Se tiene asi un
subconjunto A de F’ definido como sigue:

A:={f € E'3z; € E tal que f(z) = (zy|z) Yz € E} (2.3)
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A es cerrado bajo combinaciones lineales finitas por lo que es un subespa-
cio. Cuando la dimensién del espacio es finita es ficil ver que dimA = dimF,
por lo que se tiene asf un resultado importante para el caso finito: 4 = F'
es decir F” es isomorfo a F. Por otro lado dos vectores se dicen ortogonales
si su producto escalar es cero, un conjunto de vectores es ortogonal si sus
elementos lo son entre si, ¥ ortonormal si adem4s tieren norma uno.

Para terminar esta rdpida revisién de dlgebra lineal se consideran sélo
espacios de dimensién finita y se recuerda un teorema cuyo andlogo en di-
mensién infinita es fundamental para la mecdnica cudntica. Dada una base,
existe una relacién de 1 a 1 entre las transformaciones lineales y las matrices
n X n . Si la matriz cumple M;; = M}; la transformacién que define se dice
hermitiana. Un vector z es un vector propio de la transformacién T si existe
A €C tal que Tz = Az.

Teorema 2.2 Dads una transformacion lineal hermitiana, eriste una base
compuesta por vectores propios de ella.

La demostracién de este teorema puede verse en [10].

§2.2 El Espacio de Hilbert

Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno y supdngase que
existe un conjunto de vectores infinito y ortonormal {¢;} y sea {&;} una
sucesion de escalares con los que se forma la suma: lmp_eo 20, ¢, de
tener sentido el vector construido mediante esta combinacién lineal infinita,
su norma al cuadrado ser4:

n k
(,}H{.’o 21 ;| ,3}1232 ;) (24)
= =1

En este punto es necesario permitirse algunas libertades respecto de el
rigor matemdtico -que mas tarde serdn aclaradas-, para asi poder sugerir
qué nuevo axioma es util para tratar la convergencia en H. De modo que la
expresién anterior queda por la continuidad de la funcién £ — (z¢|3) como:

n

k n
o . T 12
Aop, fim 3 3 lody = Jim 3 loul” (25)
i=1 j=1 i=1
Esta serie converge sdlo cuando la sucesién de las sumas parciales cumple

con la propiedad de Cauchy:
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Definicion 2.5 Una sucesidn {An} en el espacio X con la métricad(z,y) es
de Cauchy si Ve > 03ng € N tal que si m,n > ng entonces d(An, An) < e

De lo anterior se desprende que hay combinaciones lineales infinitas que
en principio construyen posibles vectores cuya norma no estd definida por ser
infinita, de modo que no son aceptables si se quiere conservar la definicién
de norma y junto con éla resultados tan intuitivos como el teorema 2.1.

Por otro lado, ;qué significa que la sucesién definida por una combinacién
lineal infinita de vectores ortonormales en H sea de Cauchy?

Sea Y2, a;¢; tal que la sucesién de las sumas parciales es de Cauchy, entonces
se debe cumplir que Ve > 0 3 ng € IN tal que st m > n > ng entonces sucede
que

>l Sati~ 3oaugs =l ot | (2.6)

i=n

m m m
= J(Z aidil D o) = JZ lesi[?, (2.7)
i=n J=n i=n
esto pasa si y s6lo si la sucesién de las sumas parciales de la serie 32, o;|?
es de Cauchy, que es precisamente la condicién establecida después de la
ecuacién 2.5. En conclusién, es lo mismo pedir que una combinacién lineal
infinita de vectores ortenormales tenga norma finita, a pedir que la sucesién
de las sumas parciales sea de Cauchy en el espacio vectorial. Esto sugiere que
el axioma por agregar a la lista de axiomas de espacio vectorial es el de ser
completo, es decir, gue todas las sucesiones de Cauchy converjan dentro de

H, con lo que se logra establecer qué combinaciones lineales son aceptables.

Definicion 2.6 Un espacio de Banach es un espacio vectorial completo. Un
espacio de Hilbert H es un espacio vectorial con un producto interno definido,
que ademnds es completo respecto a la norma que este producte induce.

El ejemplo de espacio de Hilbert de mayor trascendencia para la mecdnica
cuintica es el espacio de las funciones de valores complejos definidas en Q €
IR™ y cuya norma al cuadrado es una funcién integrable:

L) = {f1f : @G, [ 1£du < oo} (28)

en donde p es la medida definida en R™.
En este espacio se identifican a las funciones que difieren en un conjunto
de medida cero.
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Teorema 2.3 L2 es un espacio de Hilbert.
En la demostracién se utilizan 3 lemas.[3}

Lema 2. 1 (Desigualdad de Hilder) Sean f € Li,g € LY en donde 1 <
p<ooy?l +; =1 {y por lo tanto p = —‘L) entancesfg € L. y edemds

falfgl llfllLvllyllm

Demostrecién. Ya,b > 0 se cumple la llamada desigualdad de Young { para
demostrarla basta recordar que la funcién logaritmo es céncava):

ab < 2o + L (2.9)
p q
por lo que se tiene
|f(z)g(z}| < If (=)f + - lg(a«')l" (2.10)

para todo z € { y entonces se tiene fg € L}, Par lo tanto

e o Lyove
[ 11815 171 + gl (2.11)

Ahora se toma una nueva f definida como Af, (A > 0) y se tiene

ap~! 1
Vel S =11 s +3. g I (2.12)

Se encuentra el minimo del lado derecho respecto a A. Se observa que en
= [|g]|%* /|| f > este minimo se alcanza y sustituyendolo en 2.13 se concluye
que fo ifgl < [1flleellgllze- =

Lema 2.2 (Teorema de la convergencia mondtona de Beppo-Levi) Sea { f;}
una sucesion creciente de funciones reales:
Hhlm)<...<fufa)<... Yz (2.13)

en L, tal que Sup; [ fidu < oo. Entonces, {f;} converge cast en todo punto
e f(z)yfel,.
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Lema 2.3 (Teorema de Lebesque) Sea { f;} una sucesidn de funciones en L,
tales que cumplen las siguientes dos hipdtesis en todo punto ezcepto tol vez
en un conjunto de medida cero:

) lim (=) - 1(2) (219
it)Existe g € L), tal que ¥n | fo(z)| < g(z). (2.15)

Entonces se cumple
fe L, limlifa—filyy =0 (2.16)

La funcidn g recibe el nombre de mayorante integrable de lo sucesién {f;}.

Demostracién. La demostracién del teorema 2.3 se hard en dos pasos.
Primero se demuestra que Lf‘ €s un espacio vectorial completo, y como se-
gundo paso se le define un producto interno y se ve que efectivamente éste
induce la norma respecto a la cual se demostré su completez. FEl primer
paso es valido para un tipo de espacios llamados de Lebesgue o L? definidos
anilogamente a L2 pero con 1 < p < co y en los que se define una nOorma:

I £ o= (f 1Py (217)
Cuando p 3 2 no se define un producto interior. Sean f, g € L%, se tiene que
() + g(z)” < (If (@) + lg{z)}} < 2°(1f(z)]” + g()[”) (2.18)

de donde f + g € Lf. Ademds el hecho de que af € L% es inmediato, las
propiedades de espacio vectorial resultan serlo también. Por otro lado se
debe mostrar que la norma propuesta en la ecuacién 2.8 cumple realmente
con los axiomas de norma (ver definicién 2.3 ). Ver esto para los axiomas
i),iti) es inmediato, en cuanto a si se cumple el axioma ) de la definicién
de norma, se tiene:

b7+ g W= [1f+gP s+l < [15 +oP~ 11+ [17 4970l (219)

pero |f +g["' € LY puesto que [|f + g|??~V esti definida. Usando la
desiguaidad de Hélder:



18

< NS + g as LSl + 111 + 917~ s hlas (2:20)
= (I + e F)F Sl + ([ 1 + P75 F gl (220)
= 117 + g5 1> + 1 + glEE=" glhzo- (2.22)

Por lo tanto ||f + gl|z= < ||fllze + l|gllz». con lo que se tiene que L% es un
espacio vectorial normado, de modo que falta ver que es completo.

Sea {fm} una sucesién de Cauchy en L, basta demostrar que una sub-
sucesién {fm;} -que denotamos por {fr}-, converge en L%, ésta se puede
escoger de tal forma que cumpla

3
1o = fillir < 57 VE 2 1. (223)

Formamos ahora la funcién awdliar g,(z} := Tp_; | fem1(2z) — fr(z)|, se tiene
que

lanllzr = 13 1ies(@) = £e@iler < 3 Mra@) = fe@lor 1. (220

k=2

De donde se sabe que {¢2} es una sucesién creciente de funciones reales
que cumple sup; f g7 < oo. Con el lema 2.2 se sabe que g5(z) estien L, y
converge a un limite gP(z), el cual pertenece a L. De donde se obtiene que
gn(z)?, converge a g(z) € L. Por otro lado

|fm(z) = fa(@)] = |fm(2) = frn-1(z} + fn-1(2) + . = fulz)] < 9lz) - gn(z))

(2.25
de donde se sabe que cast en todo punto {f.(z)} es una sucesién de Cauchy
¥ cemo tal converge a un limite f(z) y adem4s se tiene

|7 () - Jalz)] < g(2). (2.26)

En este punto se puede usar el lema 2.3. {f;(z)} es una sucesién de funciones
en L¥ que converge casi en todo punto a f(z), por lo que {fu(z)[P = | f{z)IP.
Ademids g” es una mayorante integrable de |f,(z)|? como puede verse en la
ecuacién 2.26. Con esto se cumplen las dos hipéiesis del tercer lema y por lo
tanto se obtiene que |f(x)|F € L}, es decir f € Lf. Finalmente, puede verse
que

lim | o= £ fiz=0 (227)
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tomando por separado la parte real y la parte imaginaria de la funcién f y
utilizando el lema 2.3. Se ha demostrado que efectivamente L% es un espacio
de Banach. Se debe demostrar ahora que L2 es completo rﬁpecto ala norma
que induce el producto interno definido como sigue:

(flg) = fn fgdu (2.28)

en donde f,g € Lﬁ. Los tres axiomas del producto interno se cumplen de
manera inmediata asi como la existencia de la integral que se sigue de la
desigualdad de Holder. Ahora basta darse cuenta que la norma que induce
es la misma con la que se demostré que este espacio es completo. .

§2.3 Teoria de los Espacios de Hilbert

Una vez que se tiene la definicién del espacio de Hilbert, se puede comenzar
a estudiar ¢6mo son los objetos andlogos a los del 4lgebra lineal. En esta
seccidn se analiza en especial Io referente a la continuidad de las funciones
lineales, a las bases y al espacio dual. En lo siguiente se denota al espacio de
Hilbert como H.

Contrariamente a lo que sucede en el caso de dimensién finita, no todas
las funciones lineales son continuas, es necesario agregarles una condicién
para garantizar su continuidad, ésta es que las funciones deben ser acotadas
es decir debe existir una constante k > 0 tal que Vo € H

7 ()l < Kll]l- (2.29)

Teorema 2.4 Sea A : H = € una funcidn lineal, el que A sea acotada es
condicion necesaria y suficiente para que sea confinua.

Demostracidn. Supongamos primero que A es acotada. Sean ¢ > 0y 1,
Yo € H tales que cumplen:||y — || < £, entonces

lA(% — )|l < kllv ~ |l <€ (2.30)

por lo tanto si |4 — yp)| < § = £ entonces ||Ay — Ay < e.

Inversamente, supongamos que A no es acotada, entonces Vi € IN 3
¥; € H tal que [|¢%]| = 1 y que [jAts|| > i con los que se puede formar una
sucesmn {1:}. Sea {¢:} una sucesién definida como ¢; := 14, se tiene que
ll¢:ll = 1. Por lo tanto ¢; — 0 si i = o0, pero por otro lado sucede que
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1
1Agi| = ;HATL"'“ >1, (2.31)
por lo que {Ag;} no converge a 0 y por lo tanto A no es continua. [

Teorema 2.5 (de la proyeccidn oriogonal) Sea H un espacio de Hilbert y
K € H un subconjunto convezo, cerrado y no vacio. Entonces
i)para todo 1 € H exziste un dnico ¢ € K tal que:

“ "lb - ¢ ”= d(d’: K) = minuEKd(d’, V)' (232)

Al vector ¢ se le llama la proyeccidn ortogonal de ¢ en K (Pxi).

i1)Si K es un subespacio de H entonces ¢ es el tinico vector en K tal que
(W—dv)=0VwekK.

it} Si K es generado por un vector (e;) se tiene que Pxv = (esy)e;.

Demostracidn. 1)Sea {1} una sucesién minimizante para la ecuacidn 2,32
es decir que cumpla que v, € K y que

dy = |l — Vnn = d=Infiexild — Vi (2.33)

la cual existe ya que la imagen de la funcién v — ||t — v|| estd acotada
inferiormente y por lo tanto tiene un infimo. Ahora veamos que esta sucesién
es de Cauchy. Con la identidad del paralelogramo y tomandoz =1 — v, y
y = ¥ — vy, Se tiene:

= g |2 ) a5 P = 3= v 17+ 0 v )

=§(n+ ™

(2.34)

y puesto que *at¥m € K sucede entonces que || ¥ — ®3%= ||> d por lo tanto:

Vn — Um
|
con lo que es evidente que la sucesién es de Cauchy y puesto que K es cerrado
existe € K tal que || — ¢|| = d. La unicidad de ¢ se puede demostrar
usando la identidad del paralelogramo.

ii) ;Qué sucede si K es un subespacio cerrado de H? Sea z # 0, z € K,
entonces, por el andlogo del Teorema de Pitdgoras:

[l = (¢ + A2)|I* =l — @lI* + 3 [| 2| + 2ARe(p — ¢]2) 20 (2.36)

< S+ &)~ & (233)
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que es posible para todo A sélo si Re(i) — ¢|z) = 0. Para la parte compleja
se hace algo andlogo y se obtiene el resultado.

iii) Finalmente, puede verse que Pg, ¥ = (e,|¢)e,, encontrando el minimo
de la funcién ||1h— Aeq|? respecto a A. n

Definicién 2.7 Un conjunte infinito de vectores es linealmente indepen-
diente st cualquier subconjunto finito de €l es lineslmente independiente.
Témese un conjunto de espacios ortogonales entre si, es decir, que si se
toman dos vectores de dos espacios distintos, estos son ortogonales. H es la
suma hilbertiona de estos espacios si el conjunto de las combinaciones lineales
finitas de gus miembros es denso en H en cuyo caso se escribe H = @, E,,.

Teorema 2.6 Sea H suma hilbertianc de {E,} (con E, := {z € Hiz =
aeq,a € C}), v sea € H, entonces se tiene:

= i(ealw)es (2.37)
DI =3 e (238)

i=l

Demostracion. i) Sean S, = Y%, Pg, y ¥ € H. Por el teorema 2.5 (ii)
(i Spp) = [1Savf||?, por lo que usando la desigualdad de Cauchy [[S.#| <
l#]l. Sea ¢ > 0y ¢ € F (en donde se define a E como el conjunto de todas
las combinaciones lineales finitas de los E;) tal que [|¢y — ¢|| < ¢. Se tiene
para cierta k € IN que Sx¢ = ¢ de modo que

1Se — @l < [|Serr — Skl < ||y ~ &l (2.39)

recordando que S, es lineal. Por lo tanto ||Sgv— ¢ < |[Siyp— ||+ —¢| <
2¢, de donde se tiene 2.38.
ii) Para demostrar éste punto basta ver que

n

1Satbll =3 [{eslh)[* (2.40)

i=1
con lo que se concluye la demostracién. =

Definicién 2.8 Una base Hilbertiana es una sucesion {e;} de vectores, tales
que: {(ejle;) = &; y el espacio generado por los {e:} es denso en H.
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En el caso de los espacios de dimensién n finita se tiene que todo con-
junto linealmente independiente de n vectores genera a todo el espacio, sin
embargo, cuando la dimensién es infinita el quitar un ndmero finito de vec-
tores no afecta la cardinalidad de una base y si su condicién de ser completa,
de modo que deben encontrarse nuevos criterios para saber si un conjunto es
o no una base. Uno de esos criterios es el siguiente:

Teorema 2.7 (Identided de Parseval) Sex {e,} un conjunto ortomormal,
este es completo si y s6lo si se cumple que Vb € H

el = iueiwx? (2.41)

Demostracién. Del inciso it} del teorema 2.6 se tiene que la completez
implica la identidad de Parseval. Inversamente, supéngase que se cumple la
identidad de Parseval, entonces se tiene que Ve > 0 3 n € IN tal que

912 = 3 e <. 2.42)

Por otro lado, con simple operaciones, debido a la ortogonalidad de los e,
puede verse que

Il — 3 (eideill® = Il = | fetwell® <e. (2.43)
i=1 i=1
Con lo que se concluye la demostracidn. n

Teorema 2.8 (De representacidén de Riesz-Fréchet) Dade A € H' existe un
tinico ¢ € H tal que Ay = (p|¢) Vo € H y ademds ||@|| = ||A||w. Es decir
la identificacidn respeta la norma y por lo tanio es una isometriz.

En otras palabras dado ¢ € H, éste determina una funcién lineal y continua
f : H =T dada por - = {¢|-). Inversamente, toda funcién lineal a los com-
plejos es representable de esta forma. Ademas la identificacién de H con H'
resulta ser una isometria: ||[{¢|-}|] = ||#||.

Demostracion. El camino de la demostracién resulta natural una vez que
se tiene en cuenta que el contradominio de las funciones del dual es de una
sola dimensién y que por lo tanto cabe esperar que exista un subespacio de
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una dimensién contenido en H que sea el complemento ortogonal del micleo.
En espacios de dimensién finita se tiene que dim(nicleo) + dim(rango) =
dim{dominio). Sea E := A~!(0), E es un subespacio cerrado de H. Si
E = H, basta tomar ¢ = 0, si no ¢ el caso, se necesita demostrar que
Jpe H-—FEtalque|pl=1,y{plt)=0vp € E. Seanypyc H—E y
1 = Ppypy tomamos p = Tee—eiy> €00 lo que queda que @ es ortogonal al
nicleo. Todo x € H se puede descomponer como x = Ay + 1, esto se puede
construir haciendo A = % ¥ ¥ = x — Ap, lo cual cumple A¥y = 0. Con lo

que & = {p}h) = {p|x — Ap), de donde
A=l oy o AX (2.44)

T el T Ay

Por esto Ax = (#|x) Vx € H, en donde ¢ := Ayp*p. El hecho de que la
identificacién sea una isometria es inmediato de la designaldad de Cauchy.m

§2.4 Operadores Lineales y Continuos

Una vez hecha la generalizacién de las bases y establecidas las condiciones
para que las funciones lineales sean continuas, lo siguiente es analizar cémo
afecta el hecho de tener una dimension infinita a las transformaciones lineales
que ahora se llaman operadores lineales. En adelante se toman en cuenta sélo
espacios de Hilbert separables, es decir aquéllos para los que existe una base
hilbertiana.

Dos operadores A y B son iguales si estdn definidos en la misma regién
QC Hysi AYy = By V¢ € Q. El conjunto de los operadores lineales
definidos en la misma regién forma de manera natural un espacio vectorial, en
donde las operaciones se definen andlogamente a como se hizo en la ecuacién
2.1. Ademds, si el rango de B estd contenido en el dominio de A se define
un producto -no conmutative-, mediante la composicién

(A® BYy := ABy. (2.45)

Como se demostré en la seccién anterior existen operadores lineales continuos
¥ no continuos, para los primeros muchas cosas resultan ser muy parecidas a
como son en los espacios de dimensién finita. En esta seccién se supone que
todos los operadores lineales son continuos.

Teorema 2.9 Todo operador lineal acotado definido en un subespacio del
espacio de Hilbert es extendible acotada y linealmente a todo el espacio.
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Demostracidn. Primero se extiende el operador A a la cerradura de su
dominio D4. Se sabe que para todo ¥ € D4 se puede construir una sucesién
{1} C D, que converja a 1. Puesto que A es acotado, se tiene que

(| Awi — Asll = [ A — )il < (AN = 5ll- (2.46)

Con lo que es evidente que {A;} es una sucesién de Cauchy. Se define la
extensién A como sigue: _
A= lim Ags. (2.47)
1—=00

Esta extensidn no depende de la eleccion de la sucesién por la continnidad
de A, asi mismo la extensién hereda la linealidad de manera natural. Ya que
D, es un subespacio cerrado, se puede encontrar un subconjunto de una base
de todo el espacio de Hilbert que lo genere y que su complemento genere al
complemento ortogonal de D4 al que se le designa como D;. Se tiene asi
que todo ¥ € H puede ser expresado de la forma ¢ = ¥, + v¥». En donde
Y, € Dy y v € Di. La extensién 4’ a todo el espacio de Hilbert se define
como sigue:

[ Z’-b Siﬂ)ED_A
Aw_{ﬂ sivve Dy

Con lo que el teorema queda demostrado. ]

Dada una base los operadores lineales acotados se pueden representar me-
diante matrices infinitas definidas como sigue: Sean ¢ = T {eilt)e; ¥y
Ay =13, oze,

0 = (el 4%) = (e A D sl¥)e) (2.48)
i=

que por la continuidad de la funcién - — (e;!A(-)} cumple

n

o; = lim Z (e;1) (eil Aej)- (2.49)

i=1
Si se define la matriz infinita A;; := (e;|Ae;) se puede escribir:

o0

Al) = Y Ayleilv)e (2.50)

i,i=1
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Un operador acotado A tiene un inverso si existe un operador A~! tal que
AA-l = A7'A = Id, este inverso es unico. Para demostrarlo supongamos
que existe otro operador B que cumple con lo mismo. Se tiene que

A - B=A"A(A"'— B) = A"Y(AA"' — AB) = 0. (2.51)

Por otro lado, al tener el mismo dominio A = B.

Existen dos tipos de operadores que son de gran interés en la mecénica
cuantica, éstos son los unitarios y los hermiteanos. Los primeros son acotados
por definicién y estdn asociados con los andlogos a las rotaciones en el espacio
euclidiano. Los hermiteanos no son necesariamente acotados y son la base
de la relacién entre la teoria y la medicién.

Definicion 2.9 Un operador lineal U es unitario si existe su inverso y ademds
cumple con que | Uy|| = ||¢)] V¢ € H.

Teorema 2.10 Los operadores unitarios son los inicos que lleven bases
ortonormales a nuevas bases también ortonormales y ademds dejan invari-
ante el producto interno de dos vectores.

Demostracidn. Sea U un operador unitario. La invariancia del producto
interno bajo la transformacién U: {3|¢) = (U|U#) se demuestra de manera
inmediata aplicando por separado el andlogo del teorema de Pitdgoras al
vector 1 + ¢ y a su imagen. El que un conjunto ortonormal lo siga siendo
bajo U se sigue de ia definicién de U, para demostrar que la completez se
conserva, se toma cualquier vector ¥ y se le aplica U~(¢) = 32, ae; de
donde ¥ = UU 'y = T, a;Ue; con lo que se tiene el desarrollo de cualquier
vector en la imagen de la base. Por lo tanto esta imagen es también una base.

Para demostrar que sdlo los operadores lineales unitarios llevan bases
ortonormales a nuevas bases ortonormales, se toma una base {g}, un op-
erador cualquiera A que cumpla la condicién y un vector ¢ = 52, arex.
De entrada A debe ser acotado, de otra forma podria tomarse una base con
vectores cuya imagen bajo A tendiera a tener una norma infinita, con lo que
A no cumpliria la condicién. Ademds sucede que

o

49l = 3~ loat? = w1 (2.52)

k=1

Por otro lado se tiene que el operador A tiene inverso: supongamos que
no lo fuera de modo que existen dos vectores distintos ¢, y i que tienen la
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misma imagen, por lo que su diferencia es distinta de cero y tiene imagen nula.
Nuevamente se podria escoger una base que incluyera a este vector diferencia
con lo que el operador no cumpliria la condicién. Se ha demostrado asi que
A es unitario. ]

Sea A un operador lineal acotado en H, existe un tinico operador A tal
que V¢,9 € H se cumple ($|Ay) = (A1¢|¢). La existencia de este operador
lamado el adjunto de A se sigue del hecho de que el funcional 1 — ($|A) es
lineal y acotado (por la desigualdad de Cauchy), y por lo tanto esta en el dual.
Segin el teorema 2.8 existe un inico vector x tal que ¥ — (x|¥) = (¢|AY)
el operador A' se define entonces como Al$ := x. La linealidad de A es
inmediata, el hecho de que es acotado se sigue de que:

(At} = [{glag)] < lellllwllllAl (2.53)

Teorema 2.11 Sean A y B dos operadores lineales continuos, enfonces se
cumplen:

ANt =4

#)(A+ B)t = At + Bt

i) (A7) = (A1)

iv)(AB)! = Bt At

Los cuatro puntos se demuestran ficilmente a partir de sustituciones.[10]
Teorema 2.12 Un operador lineal U es unitario siy sdlo siUUT = UtU =1
Demostracidn. Si UUt = UM = I entonces U~! = Ut y ademids

Uyl = (T = (9l (2.54)

y por lo tanto U es unitario. Por otro lado si U es unitario, se tiene para
todo ¢, ¢ € H, que

(BIUIUY) = ({Ug|U) = ($]1) (2.55)
por lo que UtU = I. Por 1ltimo
U—-Ul= U -UYWU ' =(UIU-UYU =0 (2.56)

con lo que se concluye que Ut = /-1, [ |
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§2.5 Operadores Lineales No Acotados y Teoria
Espectral

En la terminologia usualmente empleada en andlisis funcional se denomina
a todas los operadores lineales como operadores no acotados. Como se vi6
en el punto anterior estos operadores no acotados pueden ser acotados o
no acotados. Aunque estos términos son en principio contradictorios, son
ampliamente usados en andlisis funcional. (Al respecto de esto puede verse
[3][15]). En lo que resta de éste capitulo usaremos ésta terminologia.

El hecho de que existan operadores lineales que sean no continuos es
una novedad que aparece en la generalizacién a los espacios vectoriales de
dimensién infinita. Como va se demostrs en el teorema 2.4 ésto depende
del hecho de que el operador no acotado sea o no acotado. Muchos de los
operadores usados en mecanica cudntica resultan ser de este tipo.

Sea H un espacio de Hilbert y A un operador no acotadoe en este espacio
Se define la grifica de A como el subespacio

G(A) = {{z, Az) : z € D} (2.57)

{en donde D es del dominio de A), del espacio H x H. Nétese que H x H
¢5 también un espacio de Hilbert si se definen las operaciones de suma y
producto por un escalar componente a componente y el producto escalar
como

(w1, ¥2)| (S0, $2ly i = (d1d1) + {Yalda)- (2.58}

El operador A es cerrade si G(A) es un subespacio cerrado de H x H. Esto
es, si A cumple que para toda sucesién convergente en su dominio y tal que
la sucesién de su imagen también converja, se cumple

A(fim ¥n) = lim A(,). (2.59)

Supongase que A : D — H es un operador no acotado y que D) es denso
en H. Se define al adjunto de A como sigue. Sea D' el subespacio de los
miembros de H para los que €l mapeo ¥ — {A|¢) es continuo. Este mapeo
tiene una tinica extensién a todo H dada por centinuidad uniforme y por lo
tanto hay un tnico vector Aty € H tal que

(Al¢) = ($|A'¢), v e D,¢e D (2.60)
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Se tiene que A! es un operador no acotado en H. Se le llama a este el
operador adjunto de A. Ya que se definid A en forma maximal, se sigue
directamente de esto que A' es cerrado. Nétese que solo se puede definir
a A' si I es denso en H, de lo contrario, se puede encontrar un vector ¥y
ortogonal a este dominic de modo que

(Aldly) = (Al + thoiv), (2.61)

lo que querria decir que A no es univaluado. A partir de este punto se
consideran sélo operadores densamente definidos en H.

Definicién 2.10 El operador lineal A (tal vez no densamente definido en
H), se llame simétrico si Vo € D, se cumple (¢|AY) = (Ad|y). A se
liema autoadjunto si estd densamente definido en H ysi A=A

Dado un operador A se puede construir un operador Ry A = A— Al donde
I ¢s el operador identidad y A € €. La teoria espectral se encarga de estudiar
lo referente a este operador Ry A en funcién del parametro A.

Definicién 2.11 E! conjunto resolvente de A (p(A)) es el subconjunto de los
nimeros complejos tales que R\A estd definido, es continuo y con dominio
denso en H. El complemento de p(A) es llamado el espectro de A (o(A)} v
se divide en tres subconjuntos:

i) El espectro puntual (Pg(A)) formade por los complejos para los que el
resolvente no estd definido y por lo tanto N(A — M} # 0. A sus miembros
se les llama valores propios y a los vectores en el nicleo de A — AI vectores
propios. St la dimensidn del nicleo para un A determinado es mayor que
uno, éste se dice un valor propic degenerado.

it) El espectro continuo (Co(A)) formado por los complejos pera los que el
resoluente estd definido densamente en H pero no de forme continua.

iit) El espectre residual (Ro(A)) fermado por los nimeros complejos pare los
gue el resolvente estd definido perc de manera no densa.

No definido A € Po(A)
continuo A€ p(A)

denso A€ Co(A)

no denso A € Ro(A)

A Definido . {
no continuo
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Tearema 2.13 Si A es un operador autcadjunto se cumple que:

1)Sus velores propios son reales.

ti)Los vectores propios correspondientes a valores propios distintos son or-
togonales.

144} El espectro continuo es real.

1) El espectro residual es vacio.

Demostracion. i) Sea A un operador autoadjunto y % un vector propio
asociado al valor propic A se cumple que:

A(Plw) = (¥]Ag) = (Ag|¢) = X" (@[Y) (2.62)

¥ por lo tanto A es real.
ii) Por otro lado

0 = (¥l Ats) — (Aduly) = (A = AjHeles) (2.63)

por lo que (1) = 0si A # A,

iii) Sea A € Co(A), la solucién a la ecuacion A — Iy = g es 1 = Ry (4)¢.
De la ecuacién se desprende que {¥jAy) — A||¥]|? = {¢|¢), y puesto que
{1|A%) € IR, se tiene que

[Imjgll? = [Tm(ple)l < |1 < Ililsll, (2.64)

y por lo tanto

el = IRy(A)g] < % (2:65)

por lo que el resolvente Rj(A) es acotado (y continuo), si A tiene parte
imaginaria distinta de cero. Por lo tanto A € Co(A) debe ser real.

iv) Por iiltimo para demostrar que el espectro residual es vacio, se utiliza
el siguiente lema

Lema 2.4 Paro todo opersdor lineal B, se cumple que Rg = (NB)*.

Supongamos que el lema 2.4 es cierto. Obtenemos que

Dry(ay = {Ra-ar) = {N(4 = AN}t (2.66)

Pero N{A — M) = 0 si A no es valor propio, por lo tanto el dominio de R, A
siempre es denso en H con lo que se concluye la demostracidn. [ ]
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Demostracién. (Del lema 2.4) Sean ¢ € Dpg, ¥ € NB', se tiene que
0 = (B%|¢) = (14| B}, de donde NB' L Rg. Ahora témese x L Fp, sucede
que 0 = {x|B¢) = (0|¢) por lo que Blx = 0, es decir x € NB'. Con esto el
lema estd demostrado, pues se tiene (Rg)*t = NB!. "

Definicién 2.12 El operador A es compacto si la cerradura de la imagen de
subconjuntos acotados es compacta.

Es inmediato que estos operadores son acotados, pues de no serlo la condi-
cion de compacidad seria violada por una sucesién de vectores unitarios cuya
imagen tendiera a infinito en norma. Si A es compacto y B acotado AB
es compacte y como la identidad AA™! = I no es un operador compacto se
sigue que de existir A~* no es ni siquiera acotado puesto que esto implicaria
que I es compacto.

Teorema 2.14 (Teorema Especiral para operadores compactos) Sea A un
operador lineal compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert H y sea { )}
la sucesidn de sus valores proptos. Entonces, se iiene que

A=Y MNP, (2.67)
=1
donde PEA. es la proyeccién en el espacio Ey, = N(A — A1) y también se
cumple que
H = gyE,, {2.68)
Se dice que (2.67) es la representacidn espectral de A y (2.68) la descom-
posicién espectral de E.f2]

En la demostracion utilizamos el siguiente lema.

Lema 2.5 §ila funcidn ¢ — |{A¢|¥)| alcanza su mdzimo -restringida a los
vectores de norma menor o igual a uno- en el vector 1y, entonces éste es un
vector propio de A y su valor propio asociado es el de mayor velor absoluto.

Demostracion. Veamos que todo vector ortogonal a g lo es también a
su imagen v por lo tanto, éste es un vector propio. Sea 1 ortogonal a ¢y ¥y
de norma uno. Sea ¢ := iy + Ay, Se tiene que

(Al6) = (Adoly) + 2ReX{Avlyo) + |AF(AY|v) {2.69)
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sl es que (Ayy|y) % 0 el niimero ) se puede escoger con una fase de manera
que A(At|p) sea real y positivo y que ademds cumpla [A® <« |A|. Asi,
(Athglhn) < {Ad|d) es una contradiccidn y por lo tanto {Aw|ty) = 0. La
otra afirmacién es inmediata, pues de no cumplirse entonces la condicién del
mdximo tampoco se cumpliria.

Demostracion. (Del teorema 2.15) Sea {X;} la sucesién de valores propios
(incluido el cero), se demuestra primero que H es suma hilbertiana de los
espacios propios asociados a cada A; denotados por E;. Ya se demostré que
estos espacios son ortogonales, por lo que falta ver que las combinaciones
lineales finitas de los elementos de su unién son densas en H.

Sea E := @;E;. Se tiene que A(E}) C Eporloquesi ¥ € E* ,¢ €
E entonces 0 = (|A¢) = (Ay|¢) de donde A(E+)} C E*. El operador
A" ;= A |g1 es autoadjunto y compacto también -puesto que hereda estas
propiedades de A. Por otro lado Po(A') = {0} pues de tener A’ un vector
propio éste también seria vector propic de A pero por construccién Dy L
&;E; y por lo tanto este vector propio de A’ solo puede ser el cero. De esto
se desprende que Y1 € E* {A'y|¢) = 0 por el lema y por lo tanto si y € E+
¥ {¢:} es una base ortogonal de £+ :

2Re({A'x|¢i) = (A'(x + ¢i)|x + ¢) = (A'x|x) — (Adsl¢ —i) =0 (2.70)

y analogamente para la parte compleja, lo que implica que A’ = 0. Se tiene
entonces que E+ C N{A) C E de donde E+ = 0 y por lo tanto E es denso
en H. Por iltimo se toma una base hilbertiana para cada E; y su unién es
una base hilbertiana de vectores propios. -

Definicién 2.13 Un conjunto de operadores se llama una familia de oper-
adores de proyeccion B, dependiente del pardmetroz, siparatodoz € R, E,
es un operador de proyeccidn, es decir, E; es lg proyeccidn ortogonal a un
espacio cerrado, y cumple las siguientes condiciones:

i) < y= E; < Ey es decir E;E, = E,E, = E,

i) lime v Expetp = By Yo e H

NIy 0Bty =0 y lima e Esth = Vi € H

Teorema 2.15 (Espectral) Pera todo operador autoadjunto A eriste una
dnice familia de operadores de proyeccion tal que:

@iav) = [~ zd(¢|E.v) (271)
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en donde
d{$|Ectp) := ($| Bz tp — By, ¥) 1= (| E(A)Y) (2.72)

donde A = [2;_,,2;] es un elemento de una particidn cuye norma tiende o
cero en el proceso de integracidn. [10]

Se tiene que 2.71 es una integral de Riemann-Stieltjes. Lo anterior es
llamado la descomposicién espectral de A, puesto que determina completa-
mente al operador, lo cual es evidente si se piensa que en lugar del vector ¢
se pone uno a uno los elementos de una base hilbertiana. De este forma se
conoce la imagen de cualquier vector en el dominio de A, en términos de sus
componentes respecto a la base Hilbertiana propuesta.

Como primer ejemplo de la aplicacién de este teorema, témese un op-
erador autoadjunto cuyo espectro este formado sole por conjunto discreto
de valores propios {z;}. Como familia de operadores de proyeccidn témese
al operador E; dado por la proyeccién sobre el subespacio de los vectores
propios correspondientes a los valores propios menores o iguales que z. Las
condiciones i) y i4) son inmediatas. En cuanto a la condicién ii), ésta se
cumple tomando en cuenta que los valores propios son un conjunte discreto.
Asi se define una familia de operadores de proyeccién que cumple:

$149) = [ sd8E) = L n¢iBD) (2.73)

Por el teorema espectral 2.15 esta familia de operadores de proyeccitn es la
inica que lo cumple.

Como segundo ejemplo, para el caso de un espectro continuo, témese el
operador A en L2(0,1) definido como (z) — zi(z) y formese la familia
de operadores de proyeccidn: F.,9(z) = ¢¥(z) si 3 < z¢ v Ertb(z) = 0 si
T > Tg. Se tiene asi:

[ s@iEw) = [ a [ o) Bb)dy = (2.74)
[ 2d [ ewrswiy= [ s@rmiz=glay).  @7)

La construccién anterior también permite definir funciones de operadores
autoadjuntos de la siguiente forma:

@A) = [ 1B (2.76)
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Teorema 2.16 Se tienen las siguienies propiedades
i)(f +9)(A) = f(A) + g(A)

i)(af)(4) = af(A)

)(fg)(A) = f(A)g(4)

i) f{A)! = f*(A)

Demostracion. Las demostraciones de i) y ii} son inmediatas. iii) Por
definicién

(@l (Wataw) = [ F)digl o)), (2.7

puesto que los operadores de proyeccidn son acotados y autoadjuntos se tiene
que d(¢|Ezg(A)¥) = d(E:4|g(4)¥) y por lo tanto

= [T 1@ [ swdEdES) = [ fla)de [ glw)dlglE)
(2.78)
[ f@e@)d(dIE¥) = (6l(f)(A4)). (2.79)

iv)Por 1ltimo se muestra que:

(B (4)1) = (wl7(A)e)" (2.80)
= [" rdwiEe = [ 1A)deE (2:81)
= (|F*(A)¥) (2.82)
Con lo que se concluye la demostracion. ]

Se define ahora el operador U, = e®¥ -para un operador autoadjunto H-

de la siguiente forma:

* itT
(WU = [ e=d(6B.v) (2:83)
en donde ¢t € IR. De manera inmediata se tiene que U/, es unitario, pues
Ul = [ eted@lEy) = [ dolE) = (o). (284)

Hasta este punto se han expuesto las bases matemdticas para continuar
con el estudio formal de la mecdnica cudntica. Muchos de los resultados
expuestos justifican planteamientos del siguienie capitulo.



capitulo 3

LA FORMULACI’(')N DE LA
MECANICA CUANTICA

El mundo existe independientemente de nosotros y de nuestras mentes. Nues-
tra percepcién del mundo es limitada y los aparatos de medicién son una ex-
tensién de nuestras capacidades de percepcién. La mente selecciona determi-
nados estimulos de entre todo lo que percibe y en este proceso de abstraccién
intenta encontrar un orden en ¢l mundo que percibe. En este proceso surgen
modelos mentales acerca de cémo es el mundo o més bien acerca de ¢dmo se
comporta €l munde. Uno de los modelos de mayor influencia en la historia
es aquél en el que se representa al mundo como compuesto de particulas ma-
teriales con una posicién y una velocidad definida respecto a un sistema de
referencia.

Los fenémenos descritos en el capitulo 1, junto con otros, demostraron
que el modelo corpuscular era sélo una visién del mundo con un rango de
validez limitado. Estos hechos reclamaban en la década de los veintes de una
nueva visién del mundo, de una nueva teoria fisica que explicara sobre bases
nuevas tanto los fendmenos cldsicos como los entonces nuevos fendmenos
cudnticos, y que no fuera sélo una teoria creada a base de restricciones “ad
hoc” sobre la mecénica clasica como era el caso de la vieja mecanica cudntica.
En este capitulo se presentan brevemente las ideas que finalmente llevaron
a la formulacién de la mecdnica cudntica, asi como los postulados de esta
formulacién. También se presentan algunas de las consecuencias de estos
postulados, una breve introduccién a las integrales de camine de Feynman y
a la llamada aproximacién semiclésica.

34
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§3.1 La Ecuacién de Schrodinger y la Mecanica
Matricial

En la década de los veintes se crearon dos teorfas para explicar los entonces
nuevos fendmenos fisicos -descritos en el capitulo 1- conforme a una serie de
principios nuevos. La primera de ellas fue la continuacién de la linea de inves-
tigacidén propuesta por de Broglie y seguida por Schrédinger, quien encentrd
la ecuacién que describe el comportamiento ondulatorio de las “particulas”
confirmado con los experimentos de Davisson y Germer. La segunda fue
propuesta por Heisenberg bajo la conviccidn de que la nueva teoria deberia
ser creada sobre la base de algin tipo de relaciones entre magnitudes ob-
servables y no necesariamente sobre modelos o imégenes cldsicas como era el
caso de la llamada vieja mecdnica cudntica.

Heisenberg tenia claro que la nueva mecédnica deberfa de alguna forma
coincidir con la mecénica cldsica a escalas macroscépicas de modo que con-
stituyera una generalizacién de esta lograda con la ayuda de nuevos conceptos
y nuevas variables fisicas y que sin embargo se sirviera de la guia del aparato
matemadtico cldsico, cuya exactitud a escala macroscépica estaba fuera de
duda. La guia de Heisenberg fue el llamado principio de correspondencia
ideado por Bohr -quien tuvo una gran influencia sobre €él- en ¢l cual se pos-
tula una detallada analogia entre la teoria cudntica y la clasica apropiada,
segin la imagen mental que se use. Lo anterior tiene sentido en vista de otro
principio de Bohr llamado el principio de complementariedad. Este postula
que las imagenes cldsicas de onda y particula se complementan para dar una
cierta intuicidn acerca de los fenémenos cudnticos.

El camino seguido por Heisenberg para encontrar la mecdnica matricial
comienza teniendo en mente la imagen corpuscular de un sistema periddico
con energia constante -en especial el caso de un electrén en el dtomo de
hidrégeno-. Clasicamente un sistema periddico dependiente de n pardmetros
que varian con el tiempo se describe por coordenadas g (t) dadas por

o0

o0
a)= § o 5 g @)
T1==—00 Tp==00
que es una serie de Fourier real que representa una funcién g(t) : R = R"” —
IR y en donde »; € R.
Segin la teoria cldsica, las frecuencias y las amplitudes de emisién del
atomo son las frecuencias de la serie de Fourier, sin embargo en el caso del
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4tomo las frecuencias observadas estdn cuantizadas y dadas por

vam =222 e, (3.2)
tal como se vié en el capitulo primero.

El gran paso en ¢l desarrollo hecho por Heisenberg fue el haber convertido
la serie de Fourier en una sucesién de varios indices quitando las sumas que
aparecen en la ecuacién (3.1). Ademds sustituyé las frecuencias cldsicas por
las cudnticas y los coeficientes por las amplitudes de emisién observadas. Con
esto las variables dejan de ser coordenadas reales y se convierten en arregios
de nimeros cuyas entradas dependen del tiempo. La cuestidn acerca de las
trayectorias del electrén alrededor del niicleo se deja de lado. De esta forma
las nuevas variables propuestas por Heisenberg se construyen, en principio,
como relaciones de magnitudes observadas y tienen en general la forma

Qk(ﬂ, m) = qg:!,)ne%ri(v(n,m))t’ (3.3)
Pu ) =t 4

en donde P, @ corresponden a los andlogos de las variables canénicas conju-
gadas clasicas. En adelante el camino seguido por Heisenberg y completado
por Dirac y algunos otros fue el de construir una 4lgebra para estas nuevas
variables y después un formalismo andlogo al canénico, teniendo en mente el
principio de correspondencia.

Las variables propuestas por Heisenberg resultan ser matrices hermitianas
infinitas dependientes del tiempo. Una de las caracteristicas mds importantes
de estas es que son no-conmutativas, propiedad que a la larga se sitia en el
centro de la teoria cudntica. Se puede hablar de funciones de estas variables,
que en principio pueden ser vistas de la siguiente forma. Si tomamos una
funcién con variables reales f(p;,g;), esta puede desarrollarse en serie de
Taylor y después en esa serie se pueden sustituir las variables reales de los
términos por las nuevas variables con lo que se tiene f(F}, Q;)

Otro paso importante en el desarrollo de la mecdnica matricial fue dado
por Dirac, quien encontré el objeto andlogo en este formalismo al corchete
de Poisson, con lo que se logré conectar el formalismo hamiltoniano con la
nueva teoria. Este nuevo objeto es el conmutador de dos funciones de las
variables X (P, Q;), Y (P, Q;), definido como
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80X 9y 8y ax (3.5)
0Qr 8P, 0Qx 0P ’
Con este nuevo objeto también encontra.do con ayuda del principio de
correspondencia se postularon las ecuaciones de evolucién de las variables de
forma andloga a como se hace en }a mecdnica cldsica. Los principios de la

mecdnica matricial fueron:
i)Las condiciones de conmutacién de las variables cudnticas son

[P, Q;) = —ihd;; , (@i, Q5] =[P, Pl =0. (36)

1i)Las ecuaciones cudnticas de evolucién son

[X Y]i= (XY - YX) ~ Z

= E[H’Ql] , Bi= E[Ha Pl] (37)

en donde el hamiltoniano del sistema H(P,Q) se forma sustituyendo las
variables cldsicas por las cudnticas.

Dado explicitamente el hamiltoniano, el problema de evolucién de las
variables P, ( se resuelve diagonalizando el operador hamiltoniano, pues

Q(i,j) = -[HD,Q] i,j}= (HD(= i} — Hp(5,7))Q(, 5) (3.8)
(en donde Hp es el hamiltoniano ya diagonalizado) y por lo tanto
Qi 5} = Qoli, j)ek HoGA-HoG), (3.9)

Esta ecuacién da la evolucién del elemento de mairiz. Lo expuesto ante-
riormente fue el germen de la mecdnica matricial, sin embargo, hacian faita
mis elementos para que fuera la nueva teoria buscada. (Un desarrollo mas
detallado de la mecdnica matricial puede encontrarse en [9]).

Por otro lado Schrodinger continué investigando la posibilidad de desar-
rollar las hipétesis de de Broglie que se basaron en la analogia entre el prin-
cipio de Fermat y el de Maupertuis. Para esto Schrédinger tomo la ecuacion
fundamental de una de la formulaciones de la mecdnica clasica, la ecuacién
de Hamilton-Jacobi

A5(r,t) +

1
5 AR )2+ V{r) =0, (3.10}
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de cuya solucidn puede extraerse la trayectoria que parte de un punto rp al
tiempo #; y llega al punto r al tiempo ¢. Schrodinger considerd el caso en
que Ja energia del sistema no depende del tiempo y por lo tanto S(r,t) -la
funcién principal de Hamilton- cumple S(r,t) = Sy — Et en donde E es la
energia constante del sistema y Sp la lamada acci6n reducida. De esta forma
se tiene que

|V8| = /2M(E - V(r)) {3.11)

que es el valor absoluto del momento de las trayectorias. Puede verse que la
configuracién de las superficies de nivel de S es estacionaria pues las super-
ficies de nivel al tiempo ¢ evolucionan al tiempo ¢’ a superficies de nivel ya
existentes al tiempo t. Por otro lado la evolucidn de las superficies de nivel
siempre cumple

as

VS-dn+ Edt =0 {3.12)
donde dn es el vector normal a la superficie. Por lo tanto,
85
= dn
2= || = i .13
& = 151 = oir,) (313)

que en el caso E = cte se convierte en
E
virt) = ——mm—.
V2ZM{E - V)

Schrodinger supuso que las ondas de de Broglie -representadas como funciones
complejas 1(r, t)- cumplen la ecuacién de onda. Ademds supuso que la forma
matematica de estas ondas era

Bir,t) = A(r)e ¥, (3.15)

(3.14)

en donde S(r,t) es la accién cldsica y A(r) es una funcién a encontrar rela-
cionada con la amplitud de la onda. En el caso con energia constante esta

funcién es seoEt
Alrle™ # (3.16)
. - _ E N . — é N
tiene frecuencia v = £, los frentes de onda tienen velocidad v AT AT

de modo que la longitud de onda es

_'u('r,t): h _ h
Mrt) == JIM(E-V(r) #(r1)

(3.17)
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en concordancia con la propuesta de de Broglie y ademis la onda es esta-
cionaria. Suponiendo un tipo de solucidn:

U(r, 1) = A(r)erSolD-B0 = g(;)o 7Bt (3.18)

la ecuacién de onda toma la forma

V3(r,t) - #5;—2211!(1', ty=0 {3.19}
V2p(r)eTEt — —é—,—%;b(r)ei-‘m =0 (3.20)
IM{E-V(r))
V3(r) + 2—:21(19 —V)(r)=0 (3.21)
—#?
W‘V?@b(r) + V(r)g(r) = E¥(r) (3.22)

Esta iltima ecuacidn es la gue se conoce como la ecuacién de Schrédinger
independiente del tiempo. El propio Schrédinger generalizd esta ecuacién
para el caso en que la energia no es una constante de movimiento [8]. La
forma final de la ecuacién es:

iﬁgzb(r t) = :ﬁvzw(r 1)+ V(r, t)(r,t) (3.23)
ot 2M ' ’ e '

Los dos formalismos brevemente expuestos, resultan ser matem4dticamente
equivalentes (como se verd en el siguiente punto) y la conexién entre las
nuevas variables fisicas con el experimento fue encontrada por Born quien
propuso que las variables cuanticas proporcionan la posibilidad de medir el
valor de una determinada magnitud observable, tales como la posicién y el
momento.

La interpretacidn estadistica de Born establece que la norma al cuadrado
de la funcién de onda proporciona una distribucién de la probabilidad de
medir un determinade valor de la posicién en el espacio. Esta interpretacién
puede entenderse mejor si se toma en cuenta el hecho de que experimen-
talmente se puede grabar la incidencia de fotones a traves de una rejilla de
difraccion en una placa fotogréfica. Esto puede hacerse de modo que la in-
tensidad de la luz incidente sea baja, en este caso lo que se va grabando en
la placa son manchas que cuando aumenta la intensidad total de luz recibida
por la placa en un cierto tiempo, dan lugar a patrones de interferencia. De
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esta forma puede verse que las ondas de de Broglie son muy distintas a las
ondas cldsicas. En las ondas cudnticas no es importante en si la intensidad
de la onda, puesto que aumentarla o disminuirla no afecta la forma en que
se distribuye la probabilidad. -

En este punto es importante recordar que la mecdnica cuantica es una
teorfa que fue creada para explicar los fenémenos a escala microscdpica, y
que a esta escala la perturbacién que hacen los aparatos de medicién sobre
los fendmenos estudiados ya no es despreciable como sucede en la mecanica
cldsica. De hecho se puede utilizar esta caracteristica de la relacion aparato de
medicién-objeto como un pardmetro para determinar si un objeto es pequenio
o no lo es. Si la relacién es débil, el objeto es esencialmente cldsico. Sila
relacién es fuerte, el objeto es esencialmente cudntico.

La causalidad cldsica implica poder fijar las causas de un fenémeno inde-
pendientemente de! observador, lo que implica poder contar con mediciones
que no perturben considerablemente al sistema. A escalas cuanticas esto es
imposible.

Esta situacién tiene su origen en el principio de incertidumbre descu-
bierto por Heisenberg, quien en 1927 estudiaba cémo relacionar €! aparato
matemitico de la mecanica cudntica -cuya validez estaba firme después de que
Schrodinger demostrara la equivalencia matemética entre las dos mecdnicas-
con los experimentos.

En especial estudiaba ¢émo representar el camino de un electrén en una
camara de vapor dentro del esquema matematico, siendo que los paquetes
de onda tienden a extenderse y que los electrones perrnanecen. Heisenberg
afirma haber tenido en mente esos dias una idea de Einstein en el sentido
de que es la teoria ia que decide que puede ser observade. De modo que
Heisenberg se pregunté st tal vez era cierto que en la naturaleza sélo ocurren
cosas representables en el formalismo matemético de la mecdnica cudntica. Si
lo anterior es cierto en realidad no hay trayectoria del electrén en la cdmara
de vapor sino una secuencia de gotas de las que no es posible extraer de
manera exacta la posicién v el momento del electrén, entonces calculs el
limite de precisién en la medicién para este caso segin la mecdnica cudntica
y encontrd la relacién:

Ap AT ~ Ry {3.24)

en donde Ap, y Az representan la incertidumbre en la medida del momento
v la posicién respectivamente, al tiempo i.
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Un experimento 1til en la comprensién de la mecdnica cudntica es el de
mandar luz polarizada hacia un cristal de polarizacién. Sea ¢ el dngulo
entre la direccién de polarizacién de la iuz y la direccién en que el cristal
polariza. Clasicamente se tiene que la fraccién de la intensidad de la luz
que atraviesa el cristal es sin®a. Cudnticamente se sabe que los fotones de
alguna forma se polarizan, puesto que la direccién de polarizacién de un haz
de luz afecta la direccién en la que los electrones son emitidos por un metal
en el efecto fotoeléetrico. Sucede que si se envia un fotdn polarizado hacia el
cristal de polarizacién sélo se miden dos cosas: o bien el fotén atraviesa el
cristal conservando su longitud de onda y su polarizacion, o bien el fotén es
absorbido por el cristal. Si el experimento se repite muchas veces se llega a
la conclusién de que sélo una fraccién de los fotones emitidos igual a sino
atravieza el cristal, con lo que se recupera la prediccidn clédsica.

Lo anterior sugiere que el estado fisico en que 0 < a < 27, es en realidad
una superposicién de los dos estados medibles en que estos dos planos son
paralelos o perpendiculares puesto que no se miden estos estados intermedios
de manera directa. Ademas, el experimento sugiere que el “peso” de los esta-
dos en la superposicién esta retacionado con la probabilidad que tienen estos
estados superpuestos de ser medidos. Lo anterior puede ser represeniado de
la siguiente forma:

| ) =C 1)+ G| =), (3.25)

en donde | ) representa el estado en que los planos difieren por un dngulo
o que cumple 0 < o < %, | 1) cuando o = 0 y | =) cuando o = §. Las
constantes O, y C; tienen el valor sina y cosa respectivamente. (Los detalles
de estos razonamientos pueden verse en [7]).

Hasta este punto no se ha especificado que clase de objeto matemadtico es
t -}, asi como tampoco de qué clase de suma se estd hablando. Sin embargo
si se postula que las ondas de de Broglie 1 representan un estado cudntico,
entonces puede tomarse el ejemplo del estado |ip). Para ser congruente con
la interpretacidén estadistica de Born, la funcidén de onda 1 debe cumplir

]m W dbdy < oo, (3.26)

Esto implica que el conjunto de todos los estados cudnticos de la forma
|t} debe ser parte de el espacio Lf,(]Rs) que, como se demostré en el capitulo
dos, es un espacio de Hilbert. Todo lo expuesto en este punto apunta hacia
ciertos principios bdsicos que son expuestos en la siguiente seccion.
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§3.2 La Formulacién de la Mecanica Cuantica

En el punto anterior se describieron brevemente las ideas principales que
dieron origen a la mecdnica cudntica tales como los postulados de la mecdnica
matricial, la funcién de onda, su ecuacién de evolucién, la interpretacién
probabilistica y el hecho de que los estados cudnticos se asocian con vectores
de un espacio de Hilbert. Todas estas ideas desembocan en postulados de
la mecanica cudntica en cuyos enunciades se hace explicita su definicién y
propiedades. Estos postulados son:

Postulado .1 A un sistema fisico se le asocia un espocio de Hilberi. El
estado del sistema estd representado en lo mecdnica cudntica por un vector
unitario -llamado vector de estado |-)-, que es un elemento del espacio de
Hilbert asociado al sistema y contiene toda lo informacidn fisica que car-
acteriza el estado. Si dos vectores difieren por una fase se considera que
representan el mismo estado fisico:

) ~ el) (3.27)

Postulado .2 A cade magnitud fisica observable se la asocie un operador
autoadjunto en el espacio de Hilbert asociado al sistema del que se trate.
Ademds, las magnitudes observables sélo toman valores medibles pertenecientes
al espectro del operador.

Postulado .3 Sea A un intervalo [zo,7,] C IR. Dedo un vector de estado
|-}, un operador autoadjunto O asociado al observable B, y su espectro o(0),
se tiene que la probabilidad de que unc medicidn de B sobre el estado fisico
|-} resulte un valor x € AN a(O) estd dada por:

"Ex;l') - E::o:')”2 = ||E:(A)|)|12 (3'28)

donde los E. son operadores de proyeccidn pertenecientes a la familia de
operadores asociada a lo descomposicidn espectral del operador O.(La medida
de A estd relacionada con la dispersién de la medicidn en cuestion).

Postulado .4 La evolucién en el tiempo del vector de estado de un sistema
aisiado es causal y lineal. Estae evolucion estd deda por lo ecuacion:

., d
i |¥) = HIg) (3.29)

en donde H es el operador hoemiltoniane del sistema y es cutoadjunto.
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Postulado .5 Si se tiene un sistema fisico clisico en que las coordenadas de
posicidn son ¢; y los momentos conjugados son p;, los operadores cudnticos
autoadjuntos asociados a estos observables X;, F; deben cumplir:

[X,',Xj] = {R, PJ] = 0 N [X”}D:‘,] = zh&,, (330)

Las magnitudes observables gue cldsicamente se representan por la funcidn
B{z, p) = Bi(z)+B8:(p) tienen como operador asociedo el operador O(X, P) =
Bi(X) + Bz(P).

Postulado .6 El vector de estado |-} después de una medicicn del observable
B, con resultado 1y y con una dispersion correspondienie a A, se convierte
instantdneamente en el vector E.(A)|-) normalizado, en donde E, es la fo-
milia espectral del operador O asociado al observable B y z4 € A.

(Esta forma de los postulados puede verse en [8}).

I.a mecénica cudntica es una teoria construida sobre la idea de que debe
ser posible explicar a la naturaleza con base en relaciones de magnitudes
observables. El vector de estado se refiere a una realidad fisica que de algin
modo se etigueta en base a mediciones. Mds alld de decir que propiedades
cumplen estas etiquetas, la mecdnica cudntica no hace afirmaciones acerca
de que hay detrds del vector de estado. El primer postulado establece una
conexién entre los estados fisicos con elementos de un espacio de Hilbert cuya
teoria estd ampliamente desarrollada. Los puntos basicos de la teoria de estos
espacios se desarrollaron en el capitulo 2.

Una consecuencia de estos postulados es que si un sistema fisico se puede
encontrar en cualquiera de los estados |11),...,|¥,} entonces este estado es
una combinacién lineal de estos estados:

|‘d}) = alhbl) + ...+ ani’(,b“). (3.31)

Por otro lado se tiene que la probabilidad de que un estado |1} se convierta
en un estado [¢), después de una medicién es |[{¢|¥)|%. A la cantidad {¢|1}
se le llama la amplitud de probabilidad. Si el estado es una superposicion de
otros estados la amplitud de probabilidad se escribe como:

($l¥) = ar{lvn) + ... + an(@l¥n) (3.32)

lo que al encontrar su norma al cuadrado da lugar a interferencia.
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Otra observacién es que la dirensién de este espacio de vectores de estado
puede ser infinita. Sin embargo en cierta forma, es posible guiarse con nues-
tra intuicién euclidiana. Por ejemplo existe una norma y por lo tanto una
distancia entre dos estados. Por otro lado, a cada estado fisico |-} le corre-
sponde -salvo cambio de fase- un unico funcional lineal complejo del espacio
de Hilbert, denotado por {-| y que cumple (| : ¢} = (-[¢}. Los postulados
tres y cuatro definen explicitamente la relacién del aparato matemdtico con
las observaciones v el teorema espectral se sitia en el centro de esta relacién.

Por definicién los operadores unitarios dejan invariante a la cantidad
|E={A)|-}]I?, por lo que la informacién fisica de la teoria no se altera si al
espacio de Hilbert se le aplican este tipo de transformaciones. En ese sentido
los operadores unitarios son analogos a las transformaciones candnicas de la
mecanica clasica.

A continuacidn se definen tres conceptos estadisticos de importancia para
la mec4nica cudntica.[12]

Definicién 3.1 Dado un espacio X medible y una funcidn medible P : X 3
[0,1] € R tal que [y Pdp = 1. La funcién P es llsmada una distribucién de
probabilidad.

Definicién 3.2 Dada una funcién @ : X +— R, se define el valor prome-
dio de @ -también llamado el valor esperado- respecio a lo distribucidn de
probabilidades P como:

0= [X OPdy (3.33)

cuando X es un espacio discreto se tiene:

5 = Z ini (334)

Definicién 3.3 La dispersidn cuadrdtica media -también conocida como la
incertidumbre de la cantidad O- dada una distribucién de probabilidad P, se
define como:

A0 = /(O - D) (3.35)

Dado que los vectores de estado son unitarios, por definicién se tiene que
dada una base hilbertiana |e;) en el espacio y un vector {¥) = 332, ale;),
los valores |o;|? son una distribucién de probabilidades. La funcién de onda
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normalizada a 1a unidad tambien lo es, en concordancia con su interpretacién
propuesta por Born.

Para darle sentido fisico a la definicién 3.2 en términos de la mecénica
cudntica, iémese un observable cuyo operador asociade @ tenga un espectro
discreto de sélo valores propios J;. La base de vectores propios la denotamos
por {|A;)}. En este caso el promedio o valor esperado del observable O para
un estado ¥ = ¥ a;|A;}, al que denotamos como &y, es igual a

Ty =3 Masl? = (¥[0}) (3.36)

lo antertor se generaliza para los casos en que O tenga un espectro no discreto.
De esta. forma la incertidumbre del observable O para un estado |¢) queda
como:

(80P = (0 - 0) = (Y|0* — 200+ O’y) =02 - O (3.37)
El principio de incertidumbre -de cuyo origen se hablé en el punto anterior-
puede ser deducido a partir de los postulados. Este “principio” -llamado asi
por razones mds bien histéricas- afirma que si los operadores asociados a
dos observables no conmutan, entonces es imposible contar con mediciones
simultdneamente vdlidas de estos dos observables tales que el producto de
sus incertidumbres sea menor que un cierto limite. En lo particular esto im-
plica que es imposible conocer al mismo tiempo los valores de los observables
candnicos conjugados de la mecdnica cldsica. La deduccidn de este principio
a partir de los postulados se puede hacer como sigue:
Para todos los nimeros reales a,b y todos los operadores aseciados a
observables A, B se tiene

[A,B] = (A —a)(B-b)—(B—b)(A—a), (3.38)

tomandoe a = 4, y b = By, para algiin estado |¢), se tiene

A BLP = J1(9l(A-Fe) (B~ By)l) - (WI(B-Be)(A- AP (3:39)

= THA = A)I(B - Bl - (B-Bul(A-F)P  (3.40)
= |Im((4 ~ A )I(B - By)u) P (3.41)
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< (4 = ApIPH(B - Bo)gl = (ApA)*(AyB)*. (3.42)

Con lo que se deduce el principio de incertidumbre a partir de los postulados
de la mecdnica cudntica.(Esta deduccién puede verse en [12]).

En el punto anterior se hablé de las dos distintas imégenes de la mecdnica
cudntica. La de Heisenberg, en la que las variables son operadores expresa-
dos respecto a una base, es decir, matrices. Estas evolucionan con el tiempo
v contienen toda la informacidn del sistema. La ecnacién de evolucidn se
resuelve cuando se tiene al operador hamiltoniano diagonalizado. En esta
imagen los estados particulares del sistema en un tiempo determinado cor-
responden a vectores y no evolucionan. Las condiciones de conmutacién de
los andlogos a las variables candnicas conjugadas, corresponden al quinto
postulado. En la imagen de Schrédinger son los vectores de estado los que
evolucionan en el tiempo. El problema de evolucién para un sistema con
hamilteniano independiente del tiempo se resuelve cuando se conoce el es-
pectro del operador hamiltoniano (definido para un caso particular como
-£9? 4 V) lo que corresponde también a diagonalizarlo.

Es posible hacer una transicién matemadtica entre las dos imagenes sin
perder ninguna informacién fisica. Se tiene del postulado 4 que la evolucién
temporal de los vectores en la imagen de Schrédinger es:

L d
ih|v) = H|Y) (3.43)

cuya solucién formal es
) = e" ). (3.44)

Por lo visto al final del segundo capitule y puesto que H es siempre un oper-
ador autoadjunto, el operador U := e~#¥* _llamado de evolucién-es unitario.
En el siguiente diagrame conmutativo se explica la transformacion entre las
dos imédgenes

Oy = UOsUt
Hy — Hy
v 1 L Ut
Hs — Hs
Os

En este diagrama Hj representa el espacio de Hilbert de la imagen de
Heisenberg, Hg el espacio de Hilbert de la imagen de Schridinger y Os el
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operador asociado a un observable en la imagen de Schrodinger. También
se define el operador Oy que es el operador en la imagen de Heisenberg y
puede ser dependiente del tiempo. Nétese que si un operador depende del
tiempo, su espectro y sus vectores propios pueden variar con el tiempo. Por
esta razon las ecuaciones de los valores propios se escriben como :

O@H(e) = Alp(t) (3.45)

Por el contrario en la imagen de Schrédinger los vectores propios no depen-
den del tiempo por que los operadores no evolucionan. Otra observacién
importante es que el hamiltoniano conmuta con el operador de evolucidn,
por 1o que se tiene: _ ,
Hy =e nHigerlt = Hg, (3.46)
La evolucidn de los elementos de las matrices puede ser deducida a partir
del cuarto postulado. Se sabe que

1) = Hly), (3.47)
de donde p
—ind (y] = Hepl (3.48)

Por otro lado si {e;} es una base del espacio de Hilbert y se tiene expresado
al operador Qs en forma matricial en esta base, se tiene que

d d d

7 (il Osles) = 7 (&) Osles) + (el Os 7 Jes) (3.49)
i i
= E(eimoﬂej) - 'ﬁ(ei|OsH|5j) (3.50)
i
= 5 (&llH, Oslie;) (3.51)
De lo anterior también puede deducirse que

9By = L (4l0sy) = S(l{H, Osly) = L0 (3.52
dt ¥ gt Y TR Osly) = 31, O, -52)

lo que es conocido como el teorema de Ehrenfest.

Un punto importante es que el operador de evolucién es unitario, de modo
que los vectores de estado -unitarios por construccién- siempre tienen norma
uno a lo largo de su evolucién.
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Hasta este punto sdlo se ha especificado la forma de un caso particular
del operador hamiltoniano. Sin embargo, no se ha dicho nada respecto a los
operadores autoadjuntos asociados a observables tan importantes como son
la posicién, el momento, y el momento angular. A continuacidn se sugiere la
forma de estos operadores.

Tomando en cuenta que la norma al cuadrado de una onda de de Broglie
es una distribucién de probabilidad de la posicién de una particula, el valor
promedio de la posicién estd dado por

[ elu@)Pds = (jz). (3.53)

Esto sugiere tomar X : ¥{z) — z(z) como el operador de posicién en el
espacio de Hilbert L?((2), en donde Q C IR y los vectores de estado son las
ondas de de Broglie.

Para sugerir cudl debe ser la expresién del operador momento, se tiene
que contar con algo similar a lo usada con el de posicién. Teniendo en mente
que las ondas planas tienen numero de onda k& definido, la relacién p = hk
-en donde p es el momento-, establece que también tienen momento definido.
Se sabe que es posible expresar a las funciones en términos de ondas planas
mediante la transformada de Fourier, por lo que se puede descomponer a las
funciones de onda en términos de ondas con momento definido. Antes de
continuar con esta idea es necesario definir un objeto matemadtico auxiliar:

Definicidén 3.4 Sea {¢;} un conjunio completo de funciones, es decir, una
base hilbertiana del espacio L?(§)). Se define la delta de Dirac como:

§(z — ') =3 di(z)i(a") (3.54)

{Esta definicién puede verse en [5}}. Este objeto satisface una propiedad que
algunas veces se usa como su definicién. Sea f(z) € L?(Q). Entonces,

[ @8-z = [ 1) T 6i()i(a')dz (3.55)

= S 6() [ f(@)oi(e)de = (). (3.56)

A continuacidn se construye una expresién explicita de la delta de Dirac.
Se sabe de la teoria de series de Fourier que el conjunto de funciones ¢, =
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leBfz o5 completo en L?([0,1}). En consecuencia la delta de Dirac en este
I

espacio se expresa COmo

5(z - ' % P 2 (221 (3.57)

Ahora se toma el limite cuando [ tiende a infinito. Se obtiene

1 i f2wn r 1 oe fgj:—z’! =
lim > Y el = ﬁ/__ooe wdp (3.58)

isoo [ £~

que es la expresién de la delta de Dirac en LZ(IR).
Continuando con el operador momento, ahora tomese una funcién de onda
¥(z) tal que su transformada de Fourier esté definida. Se tiene asi que:

¥(z) =

(3.59)

ze"ﬁE .
¥(p) = \/— w() dz. (3.60)

La funcién y(z) ha sido descompuesta en ondas de momento definido medi-
ante la funcién de peso (p). Esta funcién de peso cumple con la siguiente
propiedad:

1= [_: ¥* (z)h(z)dx (3.61)

L [ SRy — [ e )z
= [ Lo g [ e e e
= [ s @dwer (3.63)

En vista de lo anterior tiene sentido interpretar a la norma al cuadrado de la
funcién #(p) como una distribucién de probabilidad de momentos del estado
[¢). Dado que esta funcién de peso es vnica para cada funcién de onda,
se le puede considerar como la representacion del estado en el espacio de
momentos.

El valor promedio del momento del estado i3} en la representacién de

momentos es: I
[ 9@ dp = wipw) (369

lo que sugiere definir P : 9(p) = p(p) como el operador momento en la
representacién de momentos.
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La forma del operador momento en la representacién de posiciones es
P = —ihi;Z como se muestra a continuacién:

WP = [ 9 (@) (i )(a) (3.65)

: B il ’ 2
= [ [T [ F e in e drdpat = [ plwtsz d;;)
6
El conmutador de los operadores de posicién y momento es:

(X, Ply(e) = —iha 2 p(z) + ih oay(a) = it(a)  (367)

1o que muestra que los operadores sugeridos asoma.dos a los observables de
posicién y momento, son congruentes con el quinto postulado.

El hecho de que sea posible representar a la funcién de onda como funcién
compleja de las coordenadas o de los momentos hace necesario hacer algunas
aclaraciones entre el cambio de representacién.

Los simbolos |z} y ]p) denotan estados puros de posiciones y momentos
respectivamente, los cuales aunque no son estados fisicamente reales ni tam-
poco estdn en el espacio de Hilbert, son elementos 1itiles en la descripcidn. }:_‘,n
la representaci6n de posiciones z se tiene (z|z') = 6(z~2") y (zlp’) = 2eF.
Andlogamente en'la representacién de momentos p se tiene {p|p’) = §(p—p')
y (plz) = e F.

Con esto se da por terminado esta breve introduccién a la mecinica
cudntica, en la que se ha hecho un repaso de las ideas més relevantes -tanto
fisicas como matemdticas- en su desarrollo. Plantear el formalismo de la
mecdnica cuantica de manera exhaustiva es algo que excede los limites de
este trabajo.

£3.3 La Aproximacion Semiclasica y las Inte-
grales de Camino de Feynman
Es bien sabido en fisica que el contar con las ecuaciones que describen un

fendmeno no significa necesariamente que se tenga el problema resuelto, de-
bido a que en la mayoria de las ocasiones no es posible encontrar una solucién
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exacta a estas ecuaciones. Por esto es necesario contar con métodos de aprox-
imacién adecuados, en el sentido de que no deben perder el contenido fisico.
Uno de estos métodos es el conocido como la aproximacién WKB, basado en
la idea de desarrollar a la funcién en términos de potencias de £.[6]

Se sabe que toda funcién compleja ¥ (z) -que no se haga cero— se puede
expresar como ¥{r,t) = ¢“% en donde S(r,t) es otra funcién compleja. Si
se substituye a la funcién ¢ por esta expresion en la ecnacién de Schrodinger,
se obtiene

n-eﬂ’r‘l v*‘ B L v (r)e FY (3.68)
de 1o que resuita la ecuacién
oS(r,t) 1 2 zﬁ 2
e 2JMV.S'(r,t) +Vi{r) - V S (3.69)

que es igual a la ecuacién de Hamilton-Jacobi salvo por el término propor-
cional a #i. Si el problema tratado es de escala macroscépica, es de egperarse
que este término sea despreciable v con esto se regrese a la ecuacidn clésica.

Si nos restringimos al caso en que el hamiltoniano no depende del tiempo,
entonces es posible proponer una substitucién distinta en la ecuacién de
Schridinger:

P(r 1) = e Fre B (3.70)
lo que nos lleva a la ecuacidn:
_ L 2 2,
E= YT |Vel{r}*+V(r) — QMV (3.71)

Ahora se propone un desarrollo de la funcién ¢ en términos de %

o) = oalr) + o) + (Voalr) + o+ (oulr)+ . (372)

ésta se sustituye en la ecua.cién (4.71) y asi se obtienen ecuaciones para cada
una de las potencias de %. A orden cero Ia ecuacién es:

1v¢:.,(1»)|2 =2M{E - V{r)} (3.73)

y a primer orden:
1
VO’l (T) M VJQ(T) = —EV"’ao.
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La primera de éstas se resuelve ficilmente (nos restringimos a partir de aqui
a una dimensién).

oo(z) = £ /z JIM(E - V(2))dz + c = :l:/zp(m)d:c+ ¢ (3.73)

donde p(x) := +/2M(E — V(z)}. La solucion de la segunda es:

o) = (B - (/o)) + cte (3.76)

= p(z)

Con lo que la forma de la funcién de onda aproximada por WKB es

w(z) = etloottont o _ K1 G fopman k2 -} (g0,
[p{z)! Ip(z)]

en donde k;, k; son constantes complejas.

Con esto se tiene efectivamente un método para encontrar soluciones
aproximadas a la ecuacién de Schrédinger. Este tipo de aproximacidn también
recibe el nombre de semicldsica, puesto que el tomar a la solucién como una
serie de potencias de # de alguna forma gradia la transicién entre la ecuacién
cudntica y la cldsica.

A continuacién se plantea la cuestién de que probabilidad existe de que
una particula medida en el punto z al tiempo t sea medida en el punto z’
al tiempo . El interés de tratar este tema tan especifico viene de que serd
utilizado en un argumento del siguiente capitule. Esto tiene que ser tomado
més como un planteamiento teérico, que en alguna medida representa algo
real, pero que simplifica las cosas. Sucede que, estrictamente hablando, un
punto tiene medida cero de medo que la probabilidad de que se mide un
punto es cero. Sin embargo, es posible calcular la amplitud dada por

(2, ¥|z,8) = (2| *HED|z) (3.78)

y es realmente integrando -sobre regiones de medida mayor que cero- la norma
al cuadrado de esta funcién de z’, ¥’ que tiene sentido hablar de la probabili-
dad de propagacion de una regidn a otra de la particula.

El principio de superposicion nos dice que debemos sumar todas las am-
plitudes de probabilidad de cada uno de los caminos posibles para encontrar
la amplitud de probabilidad total de que la particula vaya de un punto a
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otro. Por el principio de incertidumbre sabemos que no es posible saber la
trayectoria de la particula, de modo que aunque la medicién inicial y final
sean la misma, cada camino tiene su propia amplitud de probabilidad de
suceder y de esta forma los caminos entre si se interfieren.

Por todo lo anterior lo que procede es integrar las amplitudes de proba-
bilidad sobre todas las trayectorias posibles entre los dos puntos. Para esto
se divide el intervalo de tiempo #' — t en n + 1 partes iguales de largo e. Se
tiene

=(n+1l)e+t, tj=je+t (3.79)
con j = 0,...,n. Se sabe que se cumple la relacién de completez a cada
tiempo i

[ dzslas, i) (s, =1 (3.80)

Por otro lado, se tiene que

{zj, 1251, t-1) = (zje” 7“‘th!:’:.v—l) = (zjlzj-1) ~ (zJilej 1) +O0(€?)
(3.81)
Antes de continuar se necesita ver que se cumple la relacién (p|X|z) = z(p|:!:).
Si se toma la representacidn de posiciones

(| X|z) = f ' 28(x — o')dr’ = z[ e*=5(z - 2'Ydz’ = z(pz) (3.82)

y analogamente se tiene {p|P|z) = p{p|z}.
Ahora se toma un hamiltoniano de la forma H(X, P) = f(P) + g{X).
Entonces se tiene

dp; & (Ls—=Timn
(23| Hizs1) = [ doslas o) pslHlsr) = [ SEbekeris-VH (py,2,1)
(3.83)
de donde se desprende que
dpJ ip-(z-—z- ) H 2
(zj,tj|zj_.1,tj_1)=[—erﬂ 77D {1 — LeH(p;,2,)} + O() (3.84)

gf;ie{*p,(z,—x, DRz} 4 O ().

Despreciando todos los terminos de orden O(¢?) y tomando los limites para
hacer la integracion se obtiene finalmente la expresién

(' t'|z,t) = hm fHdz /H dp; eaZ,.ﬂ {p;(gj—2;-1)~H{p; 21 )t —t5-1)}
(3.86)

(3.85)




que con una notacién especial se escribe como

DzDp & [ ps-Hipalar

vt _
(I ’t |$? t) - Qﬂ_ﬁ
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(3.87)

Si el hamiltoniano es de la forma H = ;= P? 4+ V(X), se puede simplificar
esta expresion efectuando las intregraciones sobre los momentos usando el

cambio de variable p; — p; — m=-.

) ppas-fig o L 1 mgSip
2rh N;2zh

en donde se usé Az := z; — z;-; ¥ ademis:
1 f i 71
— = [ dpje ="
N; 7

Para este caso la ecuacion 3.88 se convierte en

ntlm (%}%-}-V(z)e

(z',t'|z, 1) = X lim ff[ dx._l._eﬂ‘zj-_-l 2
TN R s 19.h

1 Dz

- — 8%5[2]
NI 2nh

en donde S|z es la accién cldsica y el factor de normalizacién es :

Lol 2
%::f’Dpe_% ¢ dmar,

(Este desarrollo puede encontrarse en {13]}.

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)



capitulo 4
EL EFECTO TUNEL

Unc de los efectos mas novedosos predichos por la mecdnica cudntica es
el llamado efecto tinel, que consiste en la posibilidad de que las particulas
atraviesen paredes de potencial mayores a su energia. Matemdticamente esto
quiere decir gque una funcién de onda, concentrada en una regién del espacio
alrededor de un minimo local de potencial, puede extenderse y trasladarse
en cierta medida a otros minimos locales del potencial atravesando regiones
en que la energia potencial es mayor que la energia de la particula.

En ¢l presente capitulo se presentan varios resultados relacionados a este
efecto. Igualmente algunos métodos para encontrar soluciones de la ecuacién
de Schroedinger para nuevos hamiltonianos, a partir de soluciones conocidas,
Por iitimo se trata brevemente algunos aspectos del efecto tunel en varias
dimensiones.

§4.1 Algunos Puntos Basicos Sobre el Efecto
Thiinel

Clésicamente las particulas se representan como puntos moviéndose en el
tiempo con posicién T y momento p definidos para todo tiempo. Si el poten-
cial considerado es independiente del tiempo, la particula tiene una energm
constante dada por E = K + V(z), en donde la energia cinética es K =
Dado que K es no negativa, siempre se cumple que V(z) < E. Esto 1mp11ca
que las particulas con energia E nunca pueden atravesar por regiones en las
que se tenga E < V(z).

Como se verd en esta seccién, esta situacién es completamente distinta

55
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en la mecdnica cudntica. Para empezar, tomemos el caso de una particula
en un potencial constante V{(z)} = v. La ecuacién de Schrodinger serd
h: & . 0
—%@dl(z, t) + vip(z,t) = zﬁb—t-'d)(x, t). (4.1)
Sus soluciones -que se encuentran usando el método de separacién de variables-

S0 ) ]
w(z’ t) = Ale'(kz—wt)+A28'(_h’_w‘) (4_2)

en donde la variable de separacién es la energia, A, A; son constantes, y se
han hecho las sustituciones:

k=1’—%%2——i),w=—§-. (4.3)

Los dos términos de esta solucién son ondas planas moviéndose. La primera
lo hace hacia la direccidn positiva y la segunda hacia la negativa. Hablando
estrictamente, estas soluciones no corresponden a estados fisicos, puesto que
su norma al cuadrado no es integrable. Se dice que ro son normalizables. Las
superposiciones normalizables de estas ondas -llamadas paquetes de ondas-
, son las que corresponden a los estados fisicos. Estos paquetes se pueden
construir con ayuda de la transformada de Fourier:

¥(z,0) = f (k) dk (4.4)

en donde (k) es la funcién que determina el peso de cada onda plana en la
superposicién. Si esta funcién se concentra en la region & > 0, entonces el
paquete estard formado por ondas que se trasladan hacia la direccién positiva
¥ por lo tanto se moverd en esta direccidn.

5i el potencial es

v ostr<a
Viz) =14 v sia<z<b
v sib<z

la solucidn de la ecuacién de Schridinger serd

A“ei(kz—wt) + Alzei(—kz—wt) sir<a
Pz, 1) = ¢ ApeXT W 4 dge Kot gGacr <)
A31€i(kz_w"') + Asgei(-k:_Wt} sib<z
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en donde K = . Si se tiene que yp > F la solucidn en la regién
a < z < b al tiempo t = 0, serd una combinacién lineal de exponenciales
reales.

Los coeficientes A;y,...,Ass se fijan de acuerdo a la condicién de que
si ¥{x,t) es una solucién de la ecuacién de Schrodinger en todo el espacio,
entonces debe ser continua y con derivada continua. Esta condicién nos da
dos ecuaciones en el punto a y otras dos en el punto b en términos de estos
coeficientes. Quedan asi dos coeficientes libres. Si la situacién fisica estudiada
corresponde a tener un paquete localizado en 1a regién izquierda y moviéndose
bacia la barrera de potencial, entonces es vilido tomar A3, = 0 puesto que,
en principio, no se tiene tiene nada en la regién derecha moviéndose hacia la
barrera. Con esto sélo un coeficiente queda libre y podemos fijar A;; = 1.
A las cantidades |A;2|? ¥ |42 |? se les llama respectivamente, coeficiente de
reflexién y coeficiente de transmisién ya que la primera es la amplitud de la
onda que se refleja y la segunda es la amplitud de la onda que atraviesa el
potencial.

En la situacidn descrita, puede verse que si se tiene un paguete de ondas
moviéndose hacia la barrera de potencial, al “chocar” con ésta, alguna parte
podré atravesarla y al llegar al otro lado comenzard a alejarse de la bar-
rera, pues en la regién derecha todas las componentes lo hacen. Asimismo,
una parte del paquete tenderd a refiejarse después del choque. Esto es una
situacién radicalmente distinta a la situacién cldsica puesto que existe una
probabilidad de que la particula pueda atravesar la barrera. Esto es conocido
como ] efecto tiinel.

Tomamos ahora un sistema fisico de una particula cuyo hamiltoniano H
no depende del tiempo y tal que su espectro es sélo puntual. Escribimos el
problema de valores propios como

Hy; = Egi;. (4.5)

Sea ¢ un estado del sisterna, su descomposicién en términos de vectores
propios del hamiltoniano es

B(t=0) =Y ey (45)

en donde los coeficientes de la descomposicién del estado en términos de la
base de vectores propios son

i = [t =03 (z)de. (4.7)
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Si el estado estd completamente localizado en la regién R al tiempo ¢t = 0
esto quiere decir que se cumple

[R h(t = 0)[2dz = pp =1 (4.8)

en donde pg es la probabilidad de que la particula se encuentre en la regién
R o mds exactamente, la probabilidad de que una medicién de la posicién de
la particula dé un valor en esta region. La evolucién de la solucién estd dada
por

iE:

Y(z,t) =) cithe . (4.9)
i
Con esto se puede encontrar py a cada tiempo t:

pr(t) = fR ¢z, t)f’dz =3 ¢} ciek(Fi-Bilt A¢I (z)¢;(z)dz. (4.10)

Esta funcidén jugard un papel importante en el siguiente capitulo.

Si el potencial de H ademds cuenta con dos minimos locales o0 pozos y si
la onda que representa a la particula estd localizada en uno de estos en el
momento inicial, después de cierto tiempo habré evolucionado y se esparcira.
Si después de cierto tiempo la onda se encuentra localizada en su mayoria en
el otro pozo, se dice que la particula ha hecho tiinel a través de la barrera
de potencial que divide a los dos pozos. Si la forma y el tamafio del paguete
se preserva en ¢l proceso, a esto se le llama coherencia. En ocasiones sucede
que distintas componentes de la onda hacen el tinel a distintos tiempos, de
forma que la onda completa nunca llega a estar en el otro pozo. Para que se
hable en términos de efecto tinel tomamos la convencién de que al menos la
mitad debe llegar a estar fuera del pozo. Es decir, se debe cumplir pr(to) = ;
para algin tiempo t; en donde R es €l segundo pozo del potencial.

Antes de terminar este punto centramos nuestra atencién en los estados
fisicos llamados estados ligados y en algunas de sus propiedades que son de
interés cuando se trata con potenciales con pozos dobles.

Cuando se tiene una solucién de la ecuacion de Schrédinger independiente
del tiempo, que ademds es normalizable, lo que se tiene es un estado fisico
que pricticamente no evoluciona, pues lo Unico que cambia con el tiempo es
su fase. A estos estados se les [lama estados ligados.

Las condiciones para tener un estado ligado de energifa E son:

lim U(z) > E, {4.11)
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lim U(z) > E. (4.12)
I—+—o00
Ya que esto implica que las soluciones de la ecuacién de Schrédinger cumplan
Jim ¥(z) = 0, (413)
Jim 4(z) =0 (4.14)

v por lo tanto que su norma al cuadrado sea integrable. En efecto, esto puede
verse de Ja siguiente manera. La ecuacién de Schridinger -independiente del
tiempo- puede ser escrita como:

32

az?

¥(z) = a{U(z) — E}¥(z) (4.15)

en donde ¢ = %’? Se sabe que el signo de la segunda derivada de una
funcién esta relacionado con su concavidad o convexidad: si es positivo, la
funcién debe ser convexa, y si es negativo, la funcién debe ser céncava. En
la ecuacién 4.15 puede verse que en las regiones en las que el potencial es
mayor que F, el signo de la segunda derivada de la solucién es igual al signo
de la funcién, de modo que donde la funcidn es positiva es también convexa
y en donde es negativa es céncava. De esto se desprende que la inica forma
de que 1a funcién sea integrable es que tienda a cero junto con su derivada
en las direcciones de més y menos infinito. Las soluciones correspondientes
a esta clase de potenciales son llamadas estados ligados.

Los estados ligados de la energia no presentan degeneracién, es decir,
los espacios propios del hamiltoniano son unidimensionales. Supongase que
existen dos funciones de onda ,, ¥» que cumplen

_g2
B L 0(@) + UE(z) = B (a), (4.16)
B e) = Uea(z) = Bwi(o) (417)

Entonces, se tiene
2

&2 a 3] & a
0= 11’2551#1 - %F% = a{%(—ﬁ'f)l - i!’:a;‘l’z} {4.18)

de donde se deduce que 1,928%-1,61 - 5‘%1,&2 = cte. Se deduce qu esta constante
es cero, ya que las dos funciones de onda junto con sus derivadas deben tender
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a cero en el infinito. Se tiene que el wronskiano de estas dos funciones es
cerc y esto implica que las funciones 3, 3, son proporcionales y por lo tanto
corresponden al mismo estado.

De lo anterior se desprende que para estados ligados, la funcién de onda es
real, pues sucede que si 9 es solucidén de Ia ecuacién de Schrédinger entonces
también lo es 1* para la misma energia, lo que implicaria degeneracién si no
fuera real.

§4.2 Nuevas Soluciones para la Ecuacién de
Schrodinger

El mimero de potenciales para los que se tiene un conjunto completo de
soluciones de la ecuacién de Schriodinger es relativamente bajo. Existen,
sin embargo, métodos para generar conjuntos completos de soluciones para
nuevos hamiltonianos sin necesidad de resolverlos. Antes de exponer estos
métodos redefinimos el potencial V := 22U y la energia como € := 33 para
simplificar los desarrollos. La ecuacién de valores propios se escribe como

az
53:_290{ + {8,‘ - V}Wi = 0. (4.19)

Si bien es cierto que estos métodos no tienen que ver necesariamente con
el efecto tinel, si son de utilidad para contar con més problemas resueltos en
que aplicar los resultados del punto anterior y en general, contar con nuevas
soluciones a la ecuacién de Schrddinger puede tener otras aplicaciones.

El primer método se basa en aplicar una transformacién a las soluciones
del problema de valores propios de un hamiltoniano H (Al respecio puede
verse {1]). Como se demuestra mds adelante, las soluciones de H una vez
transformadas son soluciones de un nueve hamiltonianc del cual propor-
cioramos su forma explicita en términos de H. Sea {¢;} el conjunto completo
de soluciones de este hamiltoniano y {e;} el espectro puntual, en los que se
tiene que

(itps) = dijc (4.20)
con ¢ € R, es decir, la base de vectores propios es ortogonal pero no ortonor-
mal. Ademds, se fija la siguiente notacion:

2

%,
Hf =~z + V(2), (4.21)
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para representar al hamiltoniano original en la representacién de la posicién
z.

Para obiener el nuevo hamiltoniano, se forma una lista auxiliar de fun-
ciones {¢;}, la cual sélo debe diferir en un mimero finito de entradas de la
lista de funciones propias. Esta nueva lista se puede obtener de tres for-
mas distintas a partir de variar la lista de funciones propias. La primera es
multiplicando las entradas por constantes

G
s == 4.22
@ o ( )

en donde C; € IR*. La segunda es eliminando una funcién {en cuyo caso
por motivos practicos se le sustituye por la constante cero). En tercer lu-
gar, aumentando nuevas funciones f(z) que no esten en Lﬁ, Pero que sean
soluciones de la ecuacién 4.19 para un valor e no incluido en e] espectro del
hamiltoniano original y asintéticamente cero en la direccién negativa

lim f(z) = 0. (4.23)

T=0C
En este caso -por motivos pricticos- lo que se hace es reacomodar los indices
de la sucesién original de funciones propias poniendo tantos términos iguales
a cero como funciones se vayan a agregar y colocando en su contraparte en
los indices correspondientes a las nuevas funciones.

Se tienen de este forma dos sucesiones de funciones que coinciden de
manera exacta en todas las entradas, salvo en un niimeroc finito, en un cierto
mimero varfan por una constante, y en las demds entradas hay funciones
de un lado y ceros del otro. Por comodidad se escoge un orden en que las
entradas distintas correspondan a los primeros n indices.

Cada entrada de la nueva lista tiene asociado un coeficiente. Para las
funciones que no se variaron de la lista original este coeficiente es simplemente
;. A las que se variaron se les pueden asociar pardmetros libremente. Esto
nos da una lista de coeficientes {C;}. Se tiene también una lista de niimeros
{e;} en la que aparecen los valores propios de la ecuacién correspondiente a
cada indice. Se define asi la funcién

Qz,y) = i ¢i(Ic)fi(y) _ 90.-(:53::,-(1,)

i=l
y ahora se resuelve una ecuacidn integral para encontrar el micleo de la

(4.24)
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transformacién
K(zy) = -0z.y) - [ K(z2)005)dz, (4.25)

con el que se forma el operador de la transformacidn de Gelfan-Levitan

U($n) = 9o = ¢n(z) + f (z, ¥)¢n(y)dy. (4.26)
Con esto se puede enunciar el siguiente resultado:
Teorema 4.1 La funcién ¢, cumple
{Hg +V'(z)}n(z) = entfn(z) (4.27)

en donde V'(z) := 22 K(z,1). Ademds, el conjunto de todas las funciones
¥ es completo.

Demostracién. La primera parte se basa en mostrar que en efecto se
cumple {HF — e}, (z) = —V'(x)}4¢a(x). Substituyendo se obtiene

L ¢
{Hg_en}@bn(z) = anqsn(z)"'HuI [-ec K(xx y)¢n(y)dy-en¢n_en ‘/;m K(I, y)¢n(y)dy
(4.28)
en donde €l primer término se elimina con el tercero, ya que 3, es solucién
de la ecuacién 4.19. De esta forma sdlo se tienen que calcular el segundo y
el cuarto término. E} segundo es igual a

Hy f_ ; K(z,y)¢nly)dy = —2¢,,(z)%f((z,z) (4.29)

K (2,2) s ba(z) + () o yK(I,y)I,,==+ [ HiK(@y)énlw)dy. (430)
El cuarto término es

—en [ K@bady == [ K )Hio@dy  (431)

= K(2,2) gotn(@) = bula) g K (@) yee = | ; Sal0) HYK (2, )y, (4.32)

La suma de estos dos términos es

(G ~ en}bu(s) = ~26a(a) o K(,7) + [ b(6) (G — HEVK (2, 9)dy.
(4.33)
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Por otro lado, utilizando la ecuacién de Gelfand-Levitan (4.25}, se tiene
que

(B — HY}K (z,) = 20(z,9) s K(z,2) ~ [ Q(s,0) (5 ~ H§}K(z, 2)ds

(4.34)
Definimos
—V'(2)F(z,y) = (H} - H{}K(z.). (4.35)
Sustituyendo 4.35 en 4.34 y eliminando términos obtenemos
Fla,y)= -0z} - [ F(z, 30 v)dz. (4:36)

Nétese que 4.36 es precisamente la ecuacién de Gelfand-Levitan, de la que se
sabe que sus soluciones son tnicas. Por esto se tiene que F(z,y) = K(z,y).
Sustituyendo lo anterior en 4.35, obtenemos

{H; — H}K(z,y) = -V'(z)K(z,y). {4.37)
Finalmente se tiene
{HE — e }on(z) = ~V'(2)¢n(z) + f (@)K (z,y)¢a(y)dy  (4.38)
= ~V'@){oa(a) - [ K(z,)0n(u)dy} (4:39)
= —V'(z)thn(z). (4.40)

Con esto se tiene demostrada la primera parte del {eorema, hace falta de-
mostrar que €l conjunto de todas las funciones transformadas es completo.
Lo que eguivale a demostrar que se cumple

Ademads se tiene

Z Yz wn(?} i 6, én(z) + [ (z, 2)@n(2)dz}{dn (1) (4.42)

ﬂ

+ [ Ky win(w)du} (4.43)
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Por otro lado, puesto que las funciones {;} son un conjunte completo, se
tiene

5 £elIl) _ gy -y (e44)

Dado que 1 debe ser un estado ligado, debe ser real. Sustituyendo a la
ecuacion 4.24 en la ecuacién 4.43 obtenemos

=6(:c—-y)+ﬂ(a:,y)+L;K(z,z){§ %é%@}dz+ (4.45)
[ ke e [ [ k@ axg, wi(S 2 g
(4.46)

Puede mostrarse que todos los términos de esta ecuacién se anulan excepto
el de la delta de Dirac [1]. Este desarrollo es ur poco largo y no implica
ninguna dificultad mds alld de su extensién, por lo que con esto se concluye
la demostracidn del teorema. [ ]

Un ejermnplo en que se puede aplicar este teorema, es cuando la lista orig-
inal de funciones propias de un problema se modifica en una entrada corre-
spondiente a una funcién de norma uno, multiplicada por una constante. En
este caso la funcién  esta dada por

s,y = 20 0DOW) (o _1ygmge) )

a

y la ecuacidn integral que determina al nicleo es
K(z,3) = (e~ Dalalo(w) - [ Kiz,2)(a - Ddul2la(y)dz. (448)
Para despejar el niicleo es necesario observar que

[ E@awned =Kay [ @i @)

puesto que K(z,w)¢o(y) = K(z,y)do(w) como puede verse multiplicando a
la ecuacién 4.48 por ¢g(w). La forma final del niicleo es:

_ o= Do@)éty) -
KV = e PR (430
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Con esto se tiene definida la transformacién y puede ser aplicada a casos
particulares.

Un ejemplo concreto de este método es el siguiente. Tomameos un poten-
cial definido como

o stz <~
Viz)y=< 0 s —2<z<3
oo sif<z

Las soluciones en la region interna son:

_ \/gsen(nz) pare n per
(pn(z) - 2 .
\/;cos(n:r) para n impar

Nétese que satisfacen las condiciones de frontera: @n(+3} = 0 y que los
valores propios son e, = n? con n € IN.

Para formar la funcién £, escogemos eliminar el estado n = 1 de la lista
original de funciones propias para asi formar la lista auxiliar. Tenemos asi
que

o~ $i(Z) i i(Z)ei 2
Qe ) = S EAO 6@ 2 sy
y el micleo de la transformacién queda como
—d4cos(z)cos(y)
= 4.
K(z,y) 2z — 7 — sin{2x) (4.52)
El nuevo potencial es
Vig)= — 0z 8% (4.53)

(2z — 7 — sin(22))2

Finalmente las nuevas funciones propias son

e = nt (1) _if"_s(;zz(zz){‘f’;j(f)+"°;-_‘(f)}, n=23,.. (450)

El segundo método para encontrar nuevas soluciones es mediante la trans-
formacién de Darboux, que se define como

b v = (5 - ole)}9, (4.55)
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en donde o(z} := %lmﬁo(w) ¥ ¢o{z) es una funcién propia sin nodos del
hamiltoniano original. El nuevo potencial estd dado por

V() :=U{z) - 2¢'(x). (4.56)
Teorema 4.2 (Darbouz} Si la funcidén ¢ satisface la ecuacidn
—8"(z) + Ud(z) = \d(z), (4.57)
entonces la funcion 1 satisface
—" + V= M. (4.58)

La demostracidn de este teorema se basa simplemente en sustituir la definicién
de la funcion ¥ en la ecuacidn 4.58 y ver que el resultado se sigue de que la
funcién ¢ sea efectivamente solucién de la ecuacién 4.57.{11]

§4.3 Efecto Ttnel Multidimensional

El aumentar las dimensiones en el estudio de la mecénica cudntica introduce
en principio mayor dificultad para encontrar soluciones de la ecuacidn de
Schrodinger, que se convierte en una ecuacién en derivadas parciales. Ademds
introduce nuevos elementos de interés para el estudio del efecto tiinel tales
como el de los “caminos” seguidos por la particula en el proceso de tanel.
Por otro lado los resultados y métodos sobre el efecto tiinel en una dimensién
propuestos en las dos secciones anteriores, no son directamente generalizables
a los casos de mayores dimensiones. Sélo cuando el potencial permite que
la ecuacién sea separable se puede reducir el problema a varios grados de
libertad unidimensionales independientes. La condicién de separabilidad del
potencial para dos dimensiones es que cumpla Uz, y) = U; (z) +Us(y). Si la
ecuacion no es separable, entonces se puede recurrir a métodos aproximados
como la aproximacién semicldsica del método WKB, o bien al formalismo de
las integrales de camino de Feynman.

El hecho de que las funciones integrables sean necesariamente acotadas
¥ por lo tanto su norma al cuadrado tenga un mdximo, implica que las
funciones de onda tengan puntos especiales asociadas con estos méximos. El
movimiento en el tiempo de estos puntos describe una trayectoria y esto es
lo que se conoce como los caminos de las ondas. Existen varias formas de
estudiar estos “caminos”, el primero nace del siguienie argumento.
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Sea #(z) un paquete de ondas dado por

$(0,0) = [ vle)¥(e,0,0)d" (4.59)

donde ¢ := qi,..., 4, son coordenadas generalizadas, o '= «,...,0, €5 un
conjunto de mimeros cudnticos como pueden ser los momentos en cada di-
mensién. y en donde @ es una funcién de peso de la superposicién propuesta.
Reescribiendo tenemos

Plg,t) = f R(a)eS6H) dre (4.60)

con R{c) una funcidn real y positiva con un miximo en @ = ap. La condicién
que da la evolucién del punto maximo de la norma de (g, t) es

a
a_ae(q$ t, a)la:ao = 0. (4.61)

Si se esta tratando un sistema separable, la energia puede escribirse como
la suma de las energias de los distintos grados de libertad independientes del
sistema: E = E;+...+ E,. Si en este sistema se tiene un estado construido
como superposicion de estados con energia definida tenemos que

t = i{a'(ql’ul)_m*'"""on(%.ﬂn)_w ' 31
Ve t) = | vle)e Eapalimg  (4.62)

en donde la funcién de peso (o) tiene un maximo tnico en el punto oy =
{cp, - .-, ). La ecuaciones de movimiento del maximo, es decir, las ecua-
ciones del “camino” de la onda seran

d 14
E&:Ei(q",ag) - EEEE(ai)tlazaoi =0. (4.63)
Despejando el tiempo en todas y definiendo 3% E () = fiw; podemos escribir
a las ecuaciones anteriores como

139 1 8

w a—alg(‘?i: a’l)l0=ml =..= Zu—nang(q;_, a,,)}ﬂaoﬂ. (4.64)

En las regiones cldsicamente no permitidas para la particula sucede que
las funciones 6;{c;) son imaginarias, en cuyo caso es necesario introducir
un tiempo también imaginario it = ¢ y reescribir §;(e;} = ip;{a;) para
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poder encontrar las ecuaciones andlogas a las de las regiones cldsicamente
permitidas
i} 19
EE‘P(G:', o) — EEEE ()}Tlazao, =0 (4.65)
QOtra forma de tratar el problema de estos caminos cudnticos, es aplicar

la aproximacién WKB a orden cero, en cuyo caso la funcién (g, t) := ¥l
debe satisfacer la ecuacidén de Hamilton-Jacobi

35(¢g, 1)
Bt

Para sistemas separa.bles con energia definida se cumple

Z{ aS(q’ Dy Ly + 229l _ g (4.66)

SR - WL (@1 )+ W(an)- B} (4.67)

v la ecuacién de Hamilton-Jacobi se escribe como

Z{ 6W (QH t)

en donde e + vz + ... + . son constantes de separacién y o = a(y). Estas
aparecen en vista de que cada entrada de la suma del término izquierdo
depende de una variable distinta y por lo tanto debe ser constante para que
toda la suma sea igual a la energia. De esta forma se encuentran las funciones
WI(QI)J . Wn(qu)

Ahora se forma un paquete de ondas

PrVi@l=a+m+...+m=E:=mn  (468)

¥(g,t) = [ R4V E, ... dy, (4.69)
en donde

W = Wl(‘]h 71: rrry 'Tﬂ) + WQ(Q‘), '}’27 L 77!1) Ve + Wn(‘}'m'rn)- (470)

5ila funcién A(7y) tiene un maximo en v = 7, anilogamente a como se hizo
en la ecuacidn 4.63, las ecuaciones que dan el camino del paquete son

DA
o

%{W(Qi)}l'r':'ro = -3—1';"5—:')'|7_ =p;. (4_72)

o (W(a) ~ B}y = =280 =, (1)



69

Cuando el problema tratado no es separable es posible todavia, como se
muestra a continuacién, encontrar el camino de la onda a partir de ciertas
condiciones iniciales. En el capitulo anterior se expuso brevemente el formal-
ismo de las integrales de camino de Feynman, en donde en la ecuacién 3.91
se encontré el resultado:

@tz t) = % %eﬁsfﬂ (4.73)
que es en cierto sentido una suma generalizada de las amplitudes de probabil-
idad asociadas & cada trayectoria posible entre dos puntos. Como se usd mas
arriba, la parte que mds contribuye a la norma de una integral de niimeros
complejos es la que corresponde a cuando varia menos la fase. Por otro lado
se sabe que las trayectorias cldsicas cumplen la condicién

mf
§5=06{ " L(z,t)dt=0 (4.74)

Zo
Esto sugiere que el “camino” de la onda es precisamente la trayectoria cldsica.
Sabemos que existen varias formulaciones de la mecanica clasica todas
ellas equivalentes, en el sentido de que predicen la misma trayectoria para una
particula, de este modo es perfectamente vilido cambiar a una formulacién
en donde el problema tratado sea mas simple. En especial puede escogerse
resolver las ecuaciones de movimiento

d*q

md = Fig) = -

oV {q)
Og;

(4.75)

para ciertas condiciones iniciales.

Cuando se trata de una regién cldsicamente prohibida no existe una
trayectoria cldsica como tal, puesto que la energia resulta ser imaginaria,
sin embargo, puede recurrirse nuevamente a redefinir matematicamente el
parametro temporal como T := it para que pueda tener sentido la definicién
de energia 2

. g
E=K(@+V(g)=-mo= +V(g). (4.76)
Con esto la ecuacién de movimiento en la regién clasicamente prohibida es
dg?

—mer = F(q), (4.77)
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lo que nuevamente puede ser utilizado para encontrar las trayectorias que
corresponden a los “caminos” de las ondas.

Como ejemplo tomamos una particula libre cuya funcion de onda estd
dada por

#(z) = r"—; = [ e O Ry (4.78)
T et 24

en donde E(p) = p*/2m. La funcién de peso del paquete de ondas tiene un
méximo énico en § = F;. Las ecuaciones 4.63 que dan las trayectorias se
escriben como

Y - S _
'gp—ip z- a—mE(P)tfﬁ=ﬁo =0, (4.79)

es decir,
T =

3|

t. (4.80)

Que son precisamente las ecuaciones de una particula libre en la mecénica
cldsica situada en el origen al tiempo ¢ = 0.



capitulo 5

EL EFECTO TUNEL EN
ESPACIOS NO
SIMPLEMENTE CONEXOS

Durante mucho tiempo la topologia y la fisica tedrica fueron dos disciplinas
separadas, debido en parte a que salvo en raras excepciones se suponia que los
espacios tratados eran euclidianos. En las ltimas tres décadas esta situacién
ha cambiado debido a que los espacios de interés para la fisica tedrica se han
diversificado al punto que las ideas topoldgicas han cobrado importancia. Es
en este contexto en donde cabe preguntarse sobre cudl es ia influencia de la
topologia del espacio en la mecanica cuédntica y especificamente en el efecto
tinel. Esto es sin duda un tema muy amplio, el objetivo de este quinto
capitulo es explorar mediante ejemplos esta relacién. En especial se pretende
aprender si una propiedad global del espacio como la de no ser simplemente
conexo, puede influir en fenémenos locales como por ejemplo el tiempo que
un paquete de ondas situado en un pozo de potencial tarda en hacer tinel,
es decir, en escapar de la regién del pozo.

En el primer punto de este capitulo se dan algunas definiciones necesarias
de topologia y geometria, se construyen los espacios de interés en este trabajo
y se da la forma de la ecnacién de Schrédinger en estos mismos espacios. En
el segundo se compara el efecto tinel en el circulo, que es el ejemplo més
sencillo de espacio no simplemente conexo. En éste se sitilan dos barreras de
potencial rectangulares y se cornparan distintas situaciones de tinel variando
los anchos y las distancias minimas entre las barreras, asi como los paquetes
de ondas. En el tercer punto se estudia el efecto tinel en las topologias del

71
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toro, la botella de Klein y €l espacio proyectivo.

El método usado en este capitulo es distinto al de los capitulos anteri-
ores, en los que en se han expuesto principios y resultados generales que
han sido demostrados ¢ bien cuya validez ha sido sugerida. El trabajo aqui
presentado se aserneja mas a un estudio experimental, puesto que se toman
topologias determinadas en las que se encuentran ejemplos de los que se ex-
traen resultados particulares. Esto nos permite en principio inferir un cierto
comportamiento en general. Para obtener estos ejemplos explicitos se ha he-
cho uso de programas realizados en MAPLE, los cuales se presentan al final
de la tesis.

§5.1 Preliminares Geométricos y Topoldgicos

Antes de construir los espacios usados en este capitulo es conveniente recordar
algunos conceptos importantes de topologia y de geometria riemanniana. La
exposicién hecha en este punto no pretende abarcar estos temas, sino sélo
hacer un breve repaso de sus puntos basicos que son de importancia en este
trabajo.(Esta exposicién esta basada principalmente en [4][16]).

Definicién 5.1 Sea X un conjunto y P(X) el conjunto de todos los subcon-
juntos posibles de X. Una clase de subconjuntos T C P(X) es una topologia
de X si cumple que el vacio y el total estdn en él, y que si dada una sucesion
cualquiers de subconjuntos pertenecientes o T dada por {4;}, se cumplen

U2, A €Ty Mo, A eT. (5.1)

La parejo (X, T) es un espacio topoldgico. Los elementos de T se llaman
abiertos y sus complementos se lieman cerrados.

Sean (X, T), (Y,U) dos espacios topolégicos. La funcién f : X —+ ¥ se
dice continua si la imagen inversa de cualquier abierto en Y es un abierto
en X. Siuna funcién continua también tiene inversa continua se le llama un
homeomorfismo entre su dominio y su imagen. Dos espacios topoldgicos son
homeomorfos si existe un homeomorfismo entre los dos.

Un espacio topolégico X es conexo si los dnicos subconjuntos de su
topologia que son abiertos y cerrados al mismo tiempo son el vacio y el
total. Se dice que X es conexo por trayectorias si para toda pareja de puntos
Py, P1 existe una funcién continua 7 : [0,1] — X cuya imagen los une, es
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decir ¥(0) = po, ¥{1) = p1. Cuando las trayectorias vy inician y terminan en
€l mismo punto se les llama lazos.

Definicién 5.2 Une variedad diferenciable de dimension n es un conjunto
M y una familia de mapeos inyectivos z, : Uy C R™ = M con U, abierto
de IR", tales que:

8 UpTa(l) =M

i) Vo, B con To(Us) Nz5(Us) = W # 0, los conjuntos z3' (W) y 3 (W) son
abhiertos en R" y los mapeos 9:51 oz, son diferencigbles (C*).

iii) La familia {(Ua, za)} es mazimal respecto de las propiedades i) y i).

A una familia {{(Ua, zo)} que satisfaga i) y ii} se le llama una estructura
diferenciable de M y se dice que forma un atlas de la variedad. A los mapeos
del atlas se les llama cartas. El atlas induce una topologia en M si se define a
los abiertos como los subconjuntos A de M que cumplen que z;1(ANz(U,})
es abierto en IR™ para todo .

Sea R una regién de la variedad M y 7:,¥. dos lazos cuya imagen esté
contenida en R. Se dice que estos dos lazos son homotdpicos en R si existe
una funcién continua H : [0,1] x [0,1] — R tal que

H{0,8)=m(t), H{1,t)=7() 0<L<t<L]1, (5.2)
H(s,0)=H(s,1) 0<s<l. (5.3)

Definicién 5.3 Una variedad M coneza se dice simplemente coneza si se
cumple gue cualguier lazo es homotdpico a un punto del espacio.

Sean M, M’ dos variedades, una funcién f : M = M’ es de clase C* en
p € M si 3z,, 1y tales que z5' o foz, : Uy C R™ = Ug € R™ es de clase
C¥, en donde U, es una vecindad de p y Us es una vecindad de f{p). Dado
que todos los cambios de cartas son C™, ¢l que f sea C* no depende de la
eleccién de dichas cartas.

Sea F el conjunto de todas las funciones f : M — IR que son de clase
€*, Un vector tangente v en p € M es un mapeo v : F — IR que cumple:
Ju(af +bg) = av(f) +bu(g), Vf,g € F.a,bER,
i)v(fg) = f(pyv(g) + g(p)u(f)-

El conjunto de todos los vectores tangentes en el punto p forman un
espacio vectorial V, de dimensién igual a la dimensién de la variedad M.
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Un campo vectorial es una funcién que asigna a cada punto de la variedad
un vector de su espacio tangente. Se dice que un campo vectorial v es suave
{C*) si para toda f € F se tiene que v{f) es de clase C*. También es posible
formar campos de vectores duales w. Estos se dicen C™ si la funcién w(v) es
C* para todo campo vectorial suave.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién . Un tensor de tipo (k,1) sobre
V' es un mapeo multilineal

T:Vx.xVxVx.xV+~R, (5.4)

con k entradas del dual de V' y [ entradas de V.

Un campe tensorial de tipo (k,!{) sobre la variedad M es una funcién que
asigna a cada punto de M un tensor de tipo (k,!) que actda sobre el espacio
tangente en el punte y sobre su dual. Un campo tensorial T de tipo (k,{)
es suave {C™) si la funeién T(w',..,w*, v, .., 1) es suave para todo campo
vectorial v; suave y para todo campo suave de vectores duales wf. A las
funciones f € F se les toma como tensores de tipo {0,0) y se les llama
caropos escalares. Sea T' un tensor de tipo (k,l), se denota esto como T .
El conjunto de todos los campos tensoriales suaves en la variedad M de tipo
(k,{) forma un espacio vectorial denotado por T (k,{).

Una métrica g es un campo tensorial sochre M de tipo (0,2) que es
simétrico y no degenerado. Esto dltimo quiere decir que si g(v,v) = 0
Vv, € V, entonces v = 0. 5i ademds g es positiva definida, entonces la pareja
{M, g) es una variedad riemanniana.

Un operador derivada V en M, es una mapeo que lleva a campos tenso-
riales suaves de tipo (k,[) en campos tensoriales suaves de tipo (k,i +1). Si
Ty es un tensor, se denota su imagen bajo V como V,.T;';*. Ademis
los operadores derivada deben cumplir con:

i) Ser lineales, es decir que VA, B € T(k,I) y , 8 € IR se tiene:
V(@A st + BBy 75" ) = aVe Ay Tyt + BV.By 7yt (5-5)
ii) La regla de Leibnitz, es decir que VA € T(k,l) y VB € T(K', ) se tiene:
V(A5 5 By ) = Vel AQ 54) By + Ve(By & Ao (5.6)
iii) Conmutar con la contraccién, es decir, que VA € T(k,1)
Ve(Ayent) = Vedy I3 (5.7)
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iv) Ser consistente con el hecho de que los vectores tangentes actian como
derivadas direccionales sobre los campos escalares, es decir que Vf € F y
Vi* € V}, se tenga:

Lf) =1tV f. (5.8)

v) Ser libre de torsién, es decir que Vf € F se tenga
Vo Vsf = VaVof. (5.9)

Teorema 5.1 Dada una métrica g* en una variedad M, eziste una tnica
derivacidn que es compatible con la métrica, esto es:

V=0 (5.10)

(La demostracién de este teorema puede verse en [16]).

Nétese que se ha definido tanto a la métrica g® como a la derivacién V.
de marera intrinseca en la variedad, esto es, no se ha hecho referencia a las
cartas para definirlas.

Una vez que se ha hecho este breve repaso de geometria y topologia con-
struimos las cuatro variedades diferenciables de interés en este trabajo: el
circulo, el toro, la botella de Klein y el espacio proyectivo.

I) Para el circulo (C) tomamos el intervalo [0, 1] € IR e identificamos a los
extremos 0 ~ 1. Para dotar a este conjunto de una estructura diferenciable,
damos los mapeos inyectivos @ : R — C.

d)l(zl):{.r] 5i 0< 1, <1,

ED 81 0Lz, <3
CI)Z(Iz)-—{.’IIz‘i‘l s ~3<x, <0,

Los cambios de cartas son de clase C*° de manera inmediata y la unién
de las imagenes de estos dos mapeos es ignal a €. Ademas las imdgenes
inversas de las intersecciones de las imdgenes son abiertas en R. Esto dota
a C de una estructura diferenciable y con esto tenemos que C es en efecto
una variedad diferenciable.

Una condicidn suficiente para que una funcién f : ¢ ~ IR sea de clase
C® en un punto p € C, es que la funcién f o ®; sea de clase C* en una de
las cartas. De esta forma para que f sea C* en todo C es suficiente que se
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cumplan:

i) que f(z) sea C*¥si 0 < z < 1,
ii) que f sea C* en z = 0, esto es
lim f(z,) = hm Oz + 1), (5.11)
a-‘g—)

es decir, que f¥(0) = f(1) en donde el indice i denota ei orden de
derivacién 0 <1 < k.

II) Para el toro T, tomamos el conjunto [0,1}x {0, 1] € R? e identificamos
a los puntos (z,0) ~ (z,1), ¥z € [0,1] ¥ a los puntos {0,y) ~ (1,y), Vy €
[0, 1]. Los mapeos son los siguientes:

1z, 1) {(11,3}1 s 0<<L0l<y <1,
.’I: _ Iz,yz Si0<$2<1,05y2<.3

2=\ (g +1)  si0<z<l —3<us <0,
)_ .1:3,?]3 SiOSI3<.3,0<y3<1

3(z3, 3 (3 +1,ys) si —.3<33<0,0<ys <1,
{z4,4) st 02, <.3,0<1u<.3

1 ] - < < .

By(za,ys) = {z4 +1,94) st J<zy<0,0<y4<.3

(14,y4+1) si 05$4<.3, "".3(3]450
(zg+1ys+1) si —3<2,<0, -3<y <0

Anidlogamente a como se encontraron las condiciones suficientes para que
una funcién f sea de clase C* en el circulo, se encuentran las condiciones para
una funcién en el tore:

i)f debe ser C* en la regién |0,1[x]0,1| (en donde se denota a los inter-
valos abiertos como ja, &] para evitar confusién con los puntos).
ii} f debe ser C* en los puntos (z,0), con z €]0, 1[. Esto se cumple si

11rn D*f(za,10) = hm DFf(za,y2 + 1), {5.12)
Yo~

en donde -
k — -
Df(@9) = gomn f(ny), 1+m=k. (5.13)
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La condicién 5.12 se cumple si D*f{z2,0) = D*f(z,1), con 0 < 22 < 1.
iii} f debe ser C* en los puntos (0,y}, con y €]0, 1{. Esto se cumple si
lim DFf(zs,y5) = lim D*f(zs + 1,93), (5.14)
zy—0+ T3~
lo que a su vez se cumple si D¥f(0,y3) = D* f(1,43), con 0 <3 < 1.
iv)f debe ser C* en (0,0), es decir, se debe cumplir:
D*£(0,0) = D*£(0,1) = D*f(1,0) = D*f(1,1). (5.13)

III) Para la botella de Klein tomamos ¢l conjunto [0,1] x [0,1] C R% e
identificamos a los puntos (z,0} ~ (—z +1,1), ¥z € [0,1] ¥ a los puntos
(0,¥) ~ (1,¥), Yy € [0,1]. Los mapeos son los siguientes:

@1(I1,y1)={ (z1,11) sil<z <1, 0<ym <],
®,(z ) = (Ig,yz) 51 0<z2<1,0<p<.3
2Y2) =\ o+l +1) siO<zp<1, —3<3 <0,
By )= T3,Y3) s10<3<3,0<y;<1
3T U) =\ (25 + 1,3) si — 3<z3<0,0<ys<l,
{24, 74) 5i0<zs <3, 0< <3
(34, 40) = (.1:4-%-1 Ys) si —3<3<0,0€y,<.3
TGY) = (g w1,y 1) si0<z<.3, ~3<ys <0
(—Z4, 94 +1) i —3<1,<0, -3<y <0.

Las condiciones suficientes para que una funcién f sea de clase C* en la
botella de Klein son:
i) f debe ser C* en la regién {0, 1{x]0, 1{.
it} f debe ser C* en los puntos (z,0), con z €]0, 1], esto se cumple si:

lim D*f(xy,y2) = lim D*f(—~zp 4+ 1,90 +1) (5.16)
-0+ yz—0—
1o que se cumple si D* f(zy,0) = D*f(—22+1,1),con 0 < z3 < L.
iii)f debe ser C* en los puntos (0,y), con ¥ €]0, 1], esto se cumple si:

lnn D* _f(zg,y3)— l1m D*f(z3 +1,u3) {3.17)

z3—H
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lo que se cumple si D*f(0,y3) = D¥f(1, 1), con 0 < y3 < 1.
iv) f debe ser C* en (0,0), es decir, se debe cumplir:

D*£(0,0) = D*£(0,1} = D*£(1,0) = D*£(0,0) (5.18)
IV) Para el espacio proyectivo tomamos también el conjunto [0,1] x

[0,1] ¢ RR? e identificamos a los puntos (z,0) ~ (—z + 1,1}, Vz € [0,1]
y alos puntos {0,y) ~ (1,—y<+1), Yy € [0,1]. Los mapeos son los siguientes:

@1(31,1’1):{ (z1,%1) si0<zy <1, 0<y <1
(2, 12) = (z2,12) 51 0<a<,0<y; <.3
ATV =N Loyt Lge+1) si 0<zo <], —3 <y <0

®5(z3, ys) = (%3, 9s) st 0<23<.3, 0<ys <1
VT bs) = (Ta+1,~ys+1) st —3<z23<0,0<yz3<1

Estas cartas cubren al espacio proyective salvo a los puntos (0,0} ~ (1,1),
{(0,1) ~ {1,0). Puede verse que no es posible dar cartas que cubran estos
espacios ¥ que sean composiciones de translaciones y reflexiones de abietos
en R?, como es el caso de todas las cartas dadas anteriormente. Para cubrir
estos puntos es necesario “deformar” abiertos de R®. En este trabajo nos
limitamos a mencionar la posibilidad de formar estas dos cartas al rededor
de estos dos puntos. Existen otras definiciones del espacio proyectivo como
aquella e que se le considera formado por los puntos opuestos de una esfera.
Es posible dar un atlas a este conjunto y ver que es homeomorfo al espacio
aqui definido. (Al respecto puede verse [4]).

Por otro lado, hacemos notar que una carta que cubra sélo a un punto
puede ser hecha tan pequeila como se quiera, ésto ser4 importante mas ade-
lante.

Las condiciones suficientes para que una funcién f sea de clase C* en el
espacio proyectivo son:

i}f debe ser C* en la regién |0, 1]x]0, 1],
ii) f debe ser C* en los puntos (z,0), con z €]0, 1], esto se cumple si

im D*f(zg,y2) = lim DFf(—zo+ 1,55 +1) (5.19)
yo—0t yo—0—
lo que a su vez se cumple si D¥ f(z,,0) = D¥f(—z3 +1,1), con 0 < z, < 1.
iii)f debe ser C* en los puntos (0,y), con y €)0, 1], esto se cumple si:
lim D*f(z3,y3) = lim D¥f(zs+1,—ys + 1) (5.20)
30+ z3—0-
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lo que se cumple si D*f(0,y3) = D*f(1, —y; +1),con 0 <y < 1.

iv)Dado que el atlas dado explicitamente para este espacio no incluye a los
puntos (0,0) ~ (1,1), {0,1} ~ (1,0}, no podemos dar las condiciones para
que f sea C* de la misma forma que en los demés puntos. Sin embargo, es
posible extender a f de clase C* definida en ]0, 1[x]0,1[ de manera que la
extensién sea también de clase C* en estos puntos. Por esta razén basta que
f sea C* en los demds puntos del espacio proectivo.

En los tres atlas dados para los tres espacios, los cammbios de cartas son de
clase C* de y la unién de las imégenes de los mapeos son iguales a la variedad
correspondiente. Ademds, las imagenes inversas de las intersecciones de los
contradorminios de los mapeos son abiertas en IR®. Esto dota a estos espacios
de una estructura diferenciable y los convierte en variedades diferenciables.

Una vez construidos los espacios, el siguiente paso es definir la ecuacién
de Schrodinger en ellos. Para esto es necesario definir en estos espacios una
métrica, para asi determinar la derivacién del espacio que es compatible con
la métrica y con esto poder escribir a esta ecuacién como

2
I T ) + Ve ) = (et (521)
en donde los puntes de la variedad se denotan como p, V, es la derivacién
compatible con la métrica fijada en la variedad, ¥(p,t} es una funcién ¢ :
Mw—CyV(p)unafuncién V: M — R. !

Una observacién importante es que todos los términos de esta ecuacién
son escalares y por lo tanto no dependen de la eleccién de sistema coordenado
o carta. Por esto estdn definidos de manera intrinseca en la variedad.

Recordemos que si tomamos al espacio IR™ en e} sistema de coordenadas
de la funcién identidad entonces el tensor métrico se escribe como gh* = §*,

16i ge tiene un campo vectorial T* sobre la variedad, puede verse que se cumple

1 a
VoI = 8,7+, T =Y ————(/detgnvT*
b ; ’ae—tg*‘" azy g )

Por otro lado, se tiene que gV, Vi f = V(g™ Vi f} = V.T* en donde se toma T =
¢°*V,f. Tomando en cuenta estas dos ecuaciones, el laplaciano generalizado se expresa
en una carta ¢omo

18 .
zﬂ: WE(V detge g**' V. f)

(Al respecto puede verse (16, pag.49]}.

eE T

~mrA Vot

PPN I
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en donde v = 1,..n. La derivacién compatible con la métrica resulta
ser el gradiente. De esta forma la ecuacién de Schriodinger en este sistema
coordenado es:

2 9
—%aﬂvvyvﬂp(f, )+ V(@W(E, 1) = ho(z, 0 (5.22)

con T € R", que es precisamente la ecuacion de Schrédinger en su forma
habitual. Con esto se tiene que la ecuacién 5.21 es efectivamente una general-
izacidn de la ecuacién de Schrédinger para variedades riemannianas distintas
de los espacios euclidianos R".

Tomaremos como métrica para cada uno de los espacios construidos a la
métrica plana. En el caso del espacio proyectivo es necesario hacer algunas
aclaraciones. El que un atlas para este espacio incluya vecindades “defor-
madas” tiene que ver con el hecho de que no es posible darle la métrica plana
a todo el espacio proyectivo. Sin embargo, es posible concentrar la regién
con métrica no plana tanto como se quiera alrededor de los punfos que no
incluye ¢l atlas dado explicitamente. La medida de la regidn con métrica
no plana puede hacerse tender a cero y con esto se puede hacer que el es-
pacio proyectivo tenga métirica plana en todos sus puntos salvo en estos dos
mencionados.

El método que habremos de seguir para encontrar las soluciones de la
ecuacién de Schridinger es el siguiente. En primer lugar tomaremos la
primera carta de cada uno de los atlas dados para las variedades. En estas
primeras cartas de los atlas se ha usado el mapeo indentidad, de modo que
es vélido escribir a la derivacién compatible con la métrica como el gradiente
¥ por lo tanto resolver a la ecuacién de Schrodinger en la forma usual.

En segundo lugar pediremos que las soluciones encontradas sean ex-
tendibles a la variedad {es decir a la frontera de [0, 1{ en el caso del circulo y
a la frontera de ]0,1[x]0,1{ en el caso de los dem4s espacios), de forma que
sean de clase C? en la variedad. Esto nos garantiza que la funcién extendida
sea solucién de la ecuacién de Schridinger definida intrinsecamente en la var-
iedad en 5.21. Lo anterior corresponde a resolver la ecuacién de Schrodinger
como un problema con condiciones de frontera.

Plantear formalmente a la ecuacién de Schrodinger en el espacio proyec-
tivo y con la métrica plana ignorando los puntos en donde esta concentrada
la regién con métrica no plana, implicaria tomar a la ecuacién 5.21 con la
métrica plana en todo el espacio salvo en una regién de medida ¢ > 00 y
después tomar a la ecuacién con el limite cuando ¢ tiende a cero y ver que
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realmente la ecuacién se convierte en la ecuacién 5.22. Hacer esto requiere
herramientas matematicas que van mds alld de los limites de este trabajo.
Los argumentos que hacen pensar en que este planteamiento es valido son
m4s bien de caracter fisico. El hecho de que la regién en donde la ecuacidn
5.21 tendria métrica no plana tenga medida cero, hace pensar que su influen-
cia sobre el comportamiento de la onda serd despreciable, esto es, el paquete
practicamente no pasard por esos puntos. En todo caso ésto es solo una idea
intuitiva y en un futuro serfa deseable formalizarla.

§5.2 El Efecto Tinel en el Circulo

Como primer ejemplo de espacio no simplemente conexo tomamos por su
simplicidad al circulo. Intuitivamente podemos imaginar que el hecho de que
dados dos puntos en este espacio, existan dos caminos opuestos que los unan,
deber4 influir en la forma en que evolucionan los paguetes de onda puesto que
esto influye directamente en la interferencia de las componentes del paquete.
Como se explicé en el punto anterior, las condiciones para que la funcién
de onda ¥(z, t} esté bien definida en este espacio y ademds sea de clase C%,
son:
¢(k}(0: t) = l»b(k}(l! ), k=0,1,2 (5.23)

y que ¥ sea de clase C? en el intervalo )0, 1[.

Dado que nuestro interés en este trabajo es el de encontrar ejemplos que
sugieran comportamientos en el proceso de tinel, podemos escoger tomar
potenciales rectangulares y constantes en el tiempo para hacer este estudio.
El que los potenciales tengan discontinuidades en ciertos puntos, implica
que la segunda derivada de las soluciones de la ecuacién de Schridinger es
también discontinua en estos puntos. Por esto, las soluciones a la ecuacién
serdn de clase C2 en todo el espacio menos en estos puntos.

La unidad de longitud en el espacio se escoge igual a la medida de todo el
espacio, que denotamos por M. Por otro lado haremos una simplificacién en
la ecuacién de Schrodinger tomando las unidades i = 1, ¢ = 1 en donde c s
la velocidad de 1a luz en el vacie. En estas unidades la dimensién de tiempo
es igual a la dimensién de espacio y la dimensién de energia es 1/longitud.
Ademss, fijamos el valor de la masa de forma que podamos escribir a la
ecuacién de Schridinger como

3%2;1/«- +{e;~ V3 =0, (5.24)
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en donde se ha tomado una solucién de la forma W;(z,t) = ¥i{z)e ™", ya
que los potenciales de interés en este trabajo son independentes del tiempo.
De esta forma, dado un potencial

0 sip=0<z<p; Regionl

Vi sipp<z<ps, Ir
Viz)=14¢ 0 sipy<z<ps, r
Vo sips <z <ps, v

0 sips<z<1l=ps, v,

tenemos 5 regiones distintas del espacio y en general la solucidén serd

¥ = Ajcos(/ex) + Azsen(y/ez), I
%2 = Y(p2)cosh(v/Vi = e(z ~ p2)) + L senh(\VVi —e(z - p)), 1I
p=1 ¥ =u(ps)cos(ve(z — ps)) + L& sen(v/e(z — pa)), I
¥y = Y3(ps)cosh{v/Vz — e(z — pa)) + %&%senh(\/% —e(z—pm)), IV
¥s = tu(ps)cos(VE(x - ps)) + BP sen(ve(z — ps)), 14

en donde los coeficientes de las soluciones en las regiones I7,..,V, han sido
escogidos de forma que la solucién sea continua y con derivada continua
en los puntos ps,..ps. Nétese que estos coeficientes dependen linealmente
de los coeficientes A,, Ay que estdn sin especificar. Para esto tenemos las
condiciones 5.23 que en este ¢aso son
_ P (ps) - ar
Ay = a(ps)eos(vVe(l = ps)) + = Psen(Ve(l~ps)),  (5:29)

Vedr = —Vepu(ps)sen(Ve(l ~ ps)) + ¥ (ps)cos(Ve(l —ps)),  (5.26)

—eAr = —ethy(ps)eos(Ve(l — ps)) — Vey(ps)sen(ve(l — ps)),  (5.27)
las que resultan ser homogéneas para las variables A,, A;. La tercera de estas
ecuaciones es equivalente a la primera. La condicién para que sus soluciones
sean distintas de cero es que €l determinante de la matriz asociada al sistema
de estas ecuaciones, se anule. Este determinante es una funcién de la energia,
de manera que sus rafces nos dan los niveles de energia de las soluciones del
problema.

Con estos valores de la energia se pueden construir las funciones propias
normalizadas del espacio. Por otro lado los paquetes de ondas usados son
paquetes gaussianos normalizados dades como

g(z) = Ae": (5.28)
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en donde g es el punto medio de] paquete de ondas, A es el coeficiente de
normalizacién y o es el ancho de la distribucién.

La proyeccién del paquete sobre las distintas funciones propias lo descom-
pone en coeficientes de una combinacién lineal que reconstruye en cierta me-
dida al paquete. Para descomponerlo en su totalidad haria falta proyectar
al paquete sobre el cunjunto infinito de los vectores propios que forman la
base. Puesto que no es posible hacer esio explicitamente, es necesario contar
con criterios que hagan aceptable una descomposicién finita del paquete. El
primero de estos es:

n
Criterio, := 3 |a;|* > 95 (5.29)
i=I
en donde 7 es el niimero de funciones propias tomadas en la descomposicién
y los a; son los coeficientes. Este criterio nos dice qué tanto se han consid-
erado en la descomposicién a las componentes de mayor peso y es ademds
la norma del paquete reconstruido como combinacién lineal de funciones
propias. Debido a que esta norma no es igual a uno, es necesario normalizar
esta reconstruccidn del paquete.
El otro criterio de interés es el signiente:

Criterio; := fm |G(z}|?dz > .99 (5.30)
P

en donde G(z) es el paquete reconstruido ya normalizado y ps,ps son los
limites de la regién III, que es uno de los pozos del potencial. Este criterio
nos dice qué tanto del paquete estd en este pozo al tiempo inicial.

Se ha considerado como adecuada la reconstruccion de un paguete en
términos de coeficientes cuando el primer criterio este por arriba de 0.95 ¥
el segundo por arriba de 0.99. La razén para fijar estas cantidades es que en
los ejemplos desarroliados se observé que mejorar estos criterios implicaba
considerar un mayor niimero de componentes, lo que aumentaba el tiempo
de computadora de manera importante pero no afectaba pricticamente los
datos obtenidos.

Como se explicé en el capitulo anterior, en la ecuacién 4.10, la funcién:

pr(t) = ]le(z,t)]zd:r=Zc{cje%(s"sf)‘[R'tj;,o'(z)%(r)dz {5.31)

nos dice qué tanto del paquete permanece en la regién [/ al tiempo ¢. Con
ayuda de esta funcién hacemos la siguiente definicion.
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Definicién 5.4 E! tiempo de tinel es el menor tiempo en que esta funcidn
se hace igual a un medio.

Es posible distinguir un periodo entre los maximos de la grifica de esta
funcién al que llamamos periodo de tinel. Nuestro interés serd eancontrar
relaciones entre el tiempo de tunel, el periodo de paquetes ganssianos situados
en pozos de potencial v los potenciales rectangulares que encierren al paquete,

Un estudio exhaustivo del circulo con potenciales cuadrados implicarfa
tomar 6 pardmetros distintos:

1) Proporci6n entre los anchos de las barreras
2) Suma de los anchos de las barreras

3) Proporcién entre las alturas de las barreras
4) Suma de las alturas de las barreras

5) Distancia entre las barreras

6) Ancho del paquete gaussiano

Describir las variaciones del tiempo de tinel y del periodo de tiinel en
funcién de todos ellos es algo que requiere un tiempo de computadora consid-
erablemente mayor al disponible para la realizacién de este trabajo. Debido
a esto escogemos fijar la altura de las barreras como:

10
Obarreras = 57 (532)

M
¥ nos concentramos en examinar con ejemplos los pardmetros restantes.

En las tablas 1 a 10 y figuras 1 a 12 que aparecen al final de este capitulo,
se presentan los valores escogidos para estos pardmetros, asi como los resul-
tados obtenidos.

En las figuras 10 y 11 podemos ver que en general se cumple que para
los distintos potenciales, el tiempo de tiinel de los paguetes es mayor si el
paquete se hace mds ancho. Esto coincide perfectamente con lo esperado,
pues por el principio de incertidumnbre sabemos que entre mas angosta sea
una funcién de onda -y con esto se tenga mayor certidumbre en su posicién-,
mayor es la incerticumbre en su momento y por lo tanto en su energia. El
resultado de esto es que los paquetes angostos se extiendan mds rapido que
los anchos. En los ejemplos estudiados no fué posible distinguir diferencias
entre los periodos de tinel de los paquetes con distintos anchos y par esta
razon se no se toma en cuenta este pardmetro en los datos reportades para
periodos de tdnel.
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Como puede verse en las figuras 1 a 6, el tiempo de tinel disminuye
cuando aumenta la suma de los anchos de las barreras, contrariamente a lo
que podria esperarse, barreras mas anchas no contienen al paquete dentro del
pozo de potencial mejor que las barreras angostas. Esta observacién resulta
valida con todos los valores tomados de los demas pardmetros lo que hace
pensar que se pueda cumplir en casos mds generales.

El aumento de los anchos de las barreras también tiene efectos impor-
tantes sobre el periodo de tiinel. Como puede verse en las figuras 7a 9y 12,
entre mayor es la suma de los anchos de las barreras, mayor es el periodo de
tinel. Puede pensarse en principio que existe una contradiccién entre este
hecho y el que el tiempo de tinel disminuya conforme aumenta el ancho de
las barreras, sin embargo, esto puede explicarse recordando que el tiempo
de tinel nos dice cudnto tiempo pasa para que la mitad del paquete salga
del pozo de potencial y por otro lado el periodo nos dice cada cudnto en
buena medida el paquete se reconstruye en el pozo de potencial. De esta
forma tenemos que lo que sucede es que si aumentamos los anchos de las
barreras podemos decir que la interferencia es mayor puesto que los paquetes
se esparcen més ripido y tardan mayor tiempo en reconstruirse en el pozo
original.

Por otro lado la variacién de la proporcién entre las barreras no parece
ser un factor importante en el tiempo de tinel como puede verse en las
figuras 1 a 6. Sin embargo, esto si influye en el periodo de tinel. En las
figuras 7 a 9 puede verse que hay una cierta disminucién del periodo conforme
aumenta la proporcién entre las barreras. Esto hace pensar que la evolucién
de las componentes es mds uniforme entre mas delgada hacemos a una de las
barreras aunque la suma de los anchos se mantenga ignal.

En las figuras 10 y 11 podemos ver que cuando se aumenta la distancia
entre las barreras, también aumentan los tiempos de tinel. Esto se debe
a que las barteras se encuentran mds lejos del paquete y éste tarda mas
en alcanzarlas y salir del pozo de potencial. Los periodos de ttnel tienden
también a a aumentar cuando se aumenta la distancia entre las barreras. Esto
se puede explicar recordando lo dicho en el punto uno del capitulo cuatro en
cuanto a que cuando un paquete de ondas choca con una barrera de potencial,
parte del paquete atraviesa y parte se refleja. La parte del paquete que se
refleja, se dirige hacia la otra barrera y asi sucesivarmente hasta que sale
del pozo. Cuando las barreras estdn mds alejadas es de esperarse que este
proceso dure mayor tiempo y esto aumente el tiempo en que el paquete sale
en su mayoria del pozo del potencial. Como consecuencia inmediata esto
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aumenta e] periodo tunel.

§5.3 El Efecto Tinel en Tres Espacios No
Simplemente Conexos

En el primer punto de este capitulo se construyeron tres distintas variedades
riemannianas, éstas fueron el toro, la botella de Klein y el espacio proyec-
tivo. Nuestro interés ahora es estudiar posibles diferencias en el efecto tinel
debidas a la topologia de estos espacios. Nuevamente el enfoque tomado es
el de considerar ejemples que indiquen posibles reglas generales.

Como se explico en el primer punto de este capitulo, la forma de re-
solver la ecuacién de Schrddinger en cada una de las variedades, serd la de
resolverla en ]0, 1{x]0, 1] tomando la carta identidad, y después pedir condi-
ciones de frontera de acuerdo a la variedad de que se trate. Al igual que en
el punto anterior se toman hamiltonianos que permitan hacer una separacién
de variables ¥ que ademds sean consta.ntes por partes. Para esto se escogen
potenciales de la forma V(z,y) = V,(z) + V, 4(¥), en donde

0 sip=0<z<p), [

Vi sipp <z <ps, I
Ve(z) =< 0 sips<z<py, I
Vo sipi<z<ps, v

0 5"':?55351:136: I/,
y anilogamente

0 sipp=0<y<pm, T

W sipy<z <, i
Vily)=4 0 sipi <z <pl, Ir
V; sipi<z<p, !

0 sipp<z<l=p, V.

(Los nimeros romanos denotan a las regiones en el eje z y y). Lo que nos
permite escribir a la ecnacién de Schrodinger como:

_&X(@) ). 240

X( ) +Va{z) ~ Y( ) +Vy)=e+ey=e¢ (5.33)
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en donde la solucién propuesta para hacer la separacién de variables es
¥i(z,y) = X{(z)}Y(y) y ademés se han cambiado las unidades de energia
a.naloga.mente a como se hizo en la ecuacién 5.24. La unidad de energia se
fija como & 57 Siendo M? el drea del espacio tratado.

Con esto tenemos dos ecuaciones de Schrédinger en una dimensién, que
cotresponden a las variables £ y y. La solucién general a estas ecuaciones
se di6 en la pigina 82, en donde los coeficientes A;, A; se fijan segiin las
condiciones de frontera.

Pasamos shora a mostrar cudles son estas condiciones de frontera que
deben cumplir las funciones X,Y en cada uno de los espacios, para que la
funcién ¥(z,y) = X (z)Y (y) sea de clase 2.

I} En el toro:

Condiciones para lo continuidad

Parte de la frontera | Ecuacién Condici6én que implica
1)(0,y) ~ (1.y) X(0)Y(y) = )Y(y) & X(0) = X(1)
Nz, ~ (&1 [ X@Y Q) = X@Y() | & Y0 =Y
Condiciones para que sea de clase C*
3)(0,y) ~ (L) [ X'(O)Y(y) = X' (DY (v} | & X'(0) = X'(1)
4)(0,5)~ (L,y) [ X(OY'(y) = X(l)Y’(y) & X(0) = X(1)
5)(z,0) ~ (z,1) | X'(#)Y(0) = X"(z)Y (1) | & Y(0) = ¥(1)
6)(z,0) ~ (z,1) | X(z)Y'(0) = z)Y’(l) « Y'(0)=Y'(1)
Condiciones para que sea de clase C*
70,3 ~ (Ly) [ X(0)Y(y) = X"()Y(y) | & X(0)" = X"(1)
8)(0,y) ~ (Ly) | X(O)Y"(y)= X(1)¥Y"(y} | & X(0) = X(1)
90,y)~ (Ly) [ X0 (y) =X1Y'(y} |« X'(0) = X'(1)
10}(z,0) ~ (z,0) | X"(z)Y(0) = X"(z)Y (1) | & Y{0) =
10)(z,0) ~ (z,0) | X(z}Y"(0) = X(z)}Y"(1) | & Y"(0) = Y"(1)
12)(z,0) ~ (z,0) | X' (z}Y'{0) = X'{z)Y'(1) | & Y’(0) = Y'(1)
Todas estas se resumen en pedir que se cumplan:
D*X(0) = D*X(1), D*Y(0) = D*Y(1), £=0,1,2. (5.34)

Cada una de estas dos condiciones es igual a la condicién que se encontré
en el punto anterior para las soluciones en el circulo. Ademads la forma de
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la ecuacién es la misma, por lo que la forma de las funciones propias en el
toro es ¥(z,y) = X(z)Y (y), en donde X (z) ¥ Y(y) son funciones propias del
circulo. Si el valor propio correspondiente a una funcién propia 1 es e, deben
existir e;, e, que sean valores propios de las funciones X, ¥ respectivamente
en las ecuaciones correspondientes a las variables x, y tales que e = e, + ¢y,

II)En la botella de Klein:

Condiciones para la continuidad

Parte de la frontera | Ecuacién Condicién que implica
1)(0,9) ~ (1,y) X(0)Y(y} = X(1)Y(y) < X(0) = X(1)
2){z,0) ~ (—z+ 1,1} | X(2)Y(O) = X(—z+ 1)Y(1) | 2 Y(0) =£Y(1) "

Condiciones para que sea de clase C!

3)(0,y) ~ (1,y) X'0)Y(y) = X’ MY (y) & X'(0) = X'(1)

4)(0,y) ~ (1,9) X(0)Y'(y} = X(1)Y"(y) © X(0) = X(1)

5)(z,0) ~ (~z+ L,1) | X' (@)Y (0) = X'(—z FOY) & Y0) =Y (1) "

8)(2.0) ~ (=2 +1,1) | X (@)Y (0) = X (=2 = DY11) | & Y'(0) = =¥V'(1}°

Condiciones para gue sea de clase C*

7)(0, 4} ~ (1,9) X"(0)Y (y) = X"(1)Y (y) & X"(0) = X"(1)
8)(0,y) ~ (L, y) (O)Y" y) = X(1)Y"(y) & X(0) = X(1)
9)(0,y) ~ (L,y) X'(0)Y'(y) = X'(1)Y'(y) © X'(0) = X'(1)

1)0) ~ (=2 + LI [XEY0 = X(a s DY) [& V0] = 770"

(

10)(z,0) ~ (=2 + 1,1) | X" ()7 (0) = X'(—z + )Y (1) | & ¥Y(0) = =¥ (1} "
(
‘(0

12)(z,0) ~ (-2 + L,1) | X' @)Y (0) = X (—z+ )Y (1) | &Y' (0) ==¥(1)

Las condiciones en las que aparece el simbolo * implican también que la
funcién X debe ser par o impar respecto al punto 3. Si X(z) es par entonces
la ecuaciones 2,5, 10 se cumplen sélo si se tiene Y (0} = Y(1), las ecuaciones
6,12 se cumplen sdlo si ¥'(0) = ¥'(1) y la ecuacién 11 se cumple sélo si
Y"{0) =Y"(1).

Si X(z) es impar, las ecuaciones 2, 5, 10 se cumplen sélosi Y (0) = —Y {1},
las ecuaciones 6,12 se cumplen sélo si Y/(0) = =Y'(1) y la ecuacién 11 se
cumple sélo si Y(0) = -Y™(1).

En resumen, debe cumplirse siempre

D*X(0) = D*X(1), k=0,1,2. (5.35)
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Ademds X debe ser par o impar respecto del eje -15 Si es par entonces se
debe cumplir:

kY (0) = D*Y(1), k=0,1,2. (5.36)
Y si es impar entonces se debe cumplir:
DY (0) = -D*Y(1), k=0,1,2. (5.37)

Denotamos con un subindice p o ¢ si la funcién es par o impar y con un
supraindice s o @, si cumple las condiciones de frontera “simétricas” como la
ecuacién 5.36 o las “antisimétricas” como en la ecuacién 5.37. Se tiene asi
que la funcidn ¥(z, y) debe ser de una de estas dos formas:

Y(z,y) = XY 6 ¢(z,y) = X{Y* (5.38)

Las condiciones para la funcién X son las mismas condiciones para unsa
solucién en el circuio, sin embargo, el hecho de que X deba ser par o impar
impone la restriccién de ser pares ¢ impares sobre los potenciales que pode-
mos tomar. Dado que nos interesan potenciales con pozos dobles, tomaremos
potenciales con barreras rectangulares equidistantes al punto % y de iguales
dimensiones de ancho y alto.

IIT)En el espacio proyectivo:

Condiciones para la continuidad

Parte de la frontera | Ecuacién Condicién que implica

D0,y ~L-y+ ) I XO)Y ) =X1)Y(-y+1) [ & X(0) ==X(1)

)(z,0) ~ (2 +1,1) | X(@)Y(0) = X(~z + YV(1) | & Y(0) = £V (1)

Condiciones para que sea de clase C!

3)0.y) ~(1,—y+1) X'(O)Y yh= X’(I)Y( —y+1} [ X'(0) = £X'(1)
4)(0,y) ~ (1, —y+1) [ X(OY'(y) = X(1}Y'(-y +1) | & X(0) = £X(1)
5)(z,0) ~ (mz + 1,1} [ X'(z}¥Y (0) = X’(—:r+1)Y 1) | =¥ (0) ==Y (1)
6)(z,0) ~ (~z+1,1) | X(@Y(0) = X(-z + DV'(1) | & V' (0} = £Y'(1)

Condiciones para que sea de clase C°

N0y ~ (1, -y+1) I X(OY(y)=X"()Y{-y+1) |& X"(0) = iX"(l)

8)(0,y) ~ (1, —y+1) | X(OY"(y) =X(N)Y"(—y+1) | & X(0) =£X(1)

90,y) ~ (1, —y+1) | X(0)Y'(y) = X'(NYY'(-y+1) | & X'(0) = £X"(1)

10)(z,0) ~ (=2 + L, 1) | X"(2)V(0) = X"(—z + )P (1) | < ¥ (0) = £V (1)

11)(z,0) ~ (=2 + 1,1} | X(@)Y"(0) = X(—z + V(1) | © V"(0) = V(1)

12)(z,0) ~ (=2 + 1,1) | X'(@)V'(0) = X' (= + L)¥(1) | & ¥'{0) = £Y'(1)
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Estas condiciones implican también que necesariamente X y Y deben ser
funciones pares o impares. De estas ecuaciones se obtienen las condiciones:

Y, = X(0) = X(1), X'(0)=X'(1), X"(0)=X"(1), (5.39)
Y= X(O) .= —X(l): X'(O) = _X‘(l)s X”(O) = _X"(I)! (540)
X, = Y(0) = ¥Y(1), Y'(0)=Y'(1), X"(6)=X"(1), (5.41)
X; =Y (0)=-Y(1), Y (0)=-Y'(1), X"(0)=-X"(1). (5.42)

Con lo que se concluye que las funciones ¥(z,y) = X{z)Y (y) deben ser de
alguna de las siguientes formas

X3P X2Y? XPYP  XEYP. (5.43)

Con esto se obtienen las funciones propias para todos los espacios, asi
como los niveles de energia. Por otro lade, el paquete de ondas gaussiano en
dos dimensiones es

9(z, ) = 0:(z)gy(y) = A; A e 1TV 1 (P (5.44)

el cual se normaliza de forma que cumpla

1 ]pE=%

fo |Ae 32 24 = 1, (5.45)
3 -

fo |Aye~ 5 Py = 1. (5.46)

La proyeccién de este paquete sobre una funcién propia ¥es(z,y) =
X (3)Y:(y) esta dada por

[01 i * 0z, 454z, y)drdy = / ' 0e(2) Xu(z)do / o @Yiw)dy,  (5.47)

que son las proyecciones independientes sobre la variable z, que denotamos
por oy y sobre la variable y, que denotamaos por 5, es decir

%=£%@&ma, (5.48)
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b= [ ¥ty (5.49)

La evolucién del paquete de ondas reconstruido como una combinacién
lineal de funciones propias -denotado por ¢-, estard dada por

#(z,y,1) = 3 B Xy (z)Yily)e Hleertorslt (5.50)
kt

en donde ¢, , €y, son los valores propios de las ecuaciones correspondientes
a las funciones X, Yi.

La funcién que nos dice qué proporcién del paquete de ondas g(z, y), se
encuentra en el pozo de potencial [ps, ps] % [p}, p}) al tiempo 2, es la siguiente:

pr(t) = j:‘ /:‘ |%(z,y,t)Pdzdy. (5.51)

Al igual que en el circulo, definimos el tiempo de tinel como el menor
tiempo en el que la funcién pg(t) se hace igual a 0.5.

Nuestro interés es encontrar relaciones entre el tiempo de tinel de los
paquetes de ondas y los pardmetros que caracterizen a los potenciales rect-
angulares que encierren al paquete de ondas en una determinada variedad y
ademds hacer una comparacidn de los resultados en las tres variedades.

Nétese que las funciones propias de estos espacios son distintas por lo que
en principio no es posible decir si habra o no diferencias el efecto tinel en
los tres espacios tratados.

Los parametros de los potenciales cuadrados en cada uno de los espacios,
son los siguientes:
1)Anchos de las barreras de potencial en la variable z.
2)Anchos de las barreras de potencial en la variable y.
3)Alturas de las barreras de potencial en la variable .
4)}Alturas de las barreras de potencial en la variable y.
5)Distancia entre las barreras de potencial en la variable z.
6)Distancia entre las barreras de potencial en la variable y.
7)Ancho del paquete de ondas.

El hecho de que por un lado nos interese comparar situaciones anilogas
entre los distintos espacios y que por otro lado se tenga que las dos barreras
rectangulares de los potenciales en el espacio proyective deban tener el mismo
alto y ancho, hace que escojamos para los tres espacios, potenciales que
cumplan también con esto.
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En los ejemplos se han tomado potenciales iguales en las variables T y y
¥ se ha fijado el ancho del paquete como ¢ = 3M/100. La razén para fijar
un determinado ancho del paquete es que por el principio de incertidumbre
sabemos que entre mds angosto sea el paquete mayor es la incertidumbre
en su energifa y por lo tanto se extiende mds rapidamente. Debido a que
es predecible la forma en que afectan las variaciones de este pardmetro al
tiempo de tunel es que no se le incluye entre los pardmetros a ser variados.

En los ejemplos desarrollados, se han variado los tres pardmetros mds
significativos: el ancho de las barreras, su altura ¥ la distancia minima que
las separa, todos estos en cada uno de los tres espacios estudiados.

Los resultados obtenidos para el tiempo de tinel se presentan en las tablas
11 a 19, en las figuras 13 a 24. Mds adelante se presentan las grificas de la
funcién pr(¢) —.5 en todos los casos corridos en los tres espacios. (La funcién
Pr(t) nos dice que proporcién del paquete se encuentra en el pozo de potencial
R al tiempo t). En todos los casos se ha tomado M = 10. En las siguientes
tablas aparecen los valores asignados a los tres pardmetros de los potenciales
¥ se le asigna un niimero a las distintas combinaciones. (El pardmetro que
se varia horizontalmente en las tablas es el ancho de las barreras y el que se
varia verticalmente es la altura de las barrerras).

Distancia entre las barreras = 4M /10
M/20 | 2M/20 | 3M /20

10/M |1 4 7
20/M | 2 5 8
30/M | 3 6 9

Distancia entre las barreras = 4.5M/10
M/20 | 2M/20 | 3M/20
10/M |10 |13 16
20/M |11 |14 17
30/M |12 | 15 18
Distancia entre las barreras = 5M/10
M/20 | 2M/20 | 3M/20
/M |19 |22 %5
20/M |20 | 23 %
30/M | 21 24 27
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El resultado que mds llama la atencién es que en todos los casos estudi-
ados el tiempo de tinel del paquete es practicamente el mismo en las tres
variedades cuando los pardmetros que definen a los potenciales son iguales.
Sucede que localmente, es decir, en la primera carta de cada uno de los at-
las de las variedades -dados en el primer punto de este capitulo-, el que los
pararhetros de los potenciales sean iguales hace que los potenciales sean los
mismos. Los resultados sugieren que el tiempo de tinel de los paquetes no
distingue a las distintas topologias de la variedades, aunque se tenga que las
funciones propias de cada uno de estos espacios sean distintas.

En el caso del circulo se incluyé ademds del tiempo de tinel otra cantidad
en el andlisis hecho, esta fué la de el periodo de tinel. La razén para noe incluir
esta cantidad en el andlisis de estos tres espacios es que no hay un periodo
distinguible en la funcién que nos dice que tanto del paquete se encuentra
al tiempo £ dentro del pozo de potencial en el que se colocé inicialmente al
paquete de ondas.(Denotamos a esta funcién como pg(t)).

En resumen se tiene que en los ejemplos estudiados, si los pardmetros
de los potenciales son los mismos, las funciones pg(t) son pricticamente la
misma en los tres espacios hasta que el paguete de ondas sale del pozo de
potencial. A partir de ese momento estas funciones son totalmente distintas.
Esto puede verse observando las grificas de la funcién pg(t) que aparecen al
final de la tesis.

Como puede verse en las figuras 13 a 21, en los tres espacios el aumento
en Ja altura de la barreras ocasiona que el tiempo de tunel de los paquetes
aumente, lo que se explica recordando que dentro de ias barreras de potencial
el pagquete decae exponencialmente y esto es mds pronunciado entre mayor
sea la altura de la barrera.

Por otro lado se confirma lo encontrado en el punto anterior en el sentido
de que un aumento en el ancho de las barreras ocasiona una disminucién en
el tiempo de tinel, asi mismo se confirma también que entre mayor es la
distancia entre las barreras, mayor es el tiempo de tdinel.

Observando las grificas de las funciones pp correspondientes a los dis-
tintos pardmetros de los potenciales v comparando en especial las graficas
correspondientes a los mismos pardmetros pero a distintos espacios podemos
observar que en todos los casos estas son distintas. Con esto se tiene que fa
topologia del espacio si influye sobre el efecto tiinel, pero lo hace una vez que
el paquete se ha expandido sobre todo el espacio.

Como se explicd al principio de este capitulo, estos resultados deben ser
interpretados como se interpreta a los resultados experimentales en el sentido
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de que a partir de ellos se pueden inferir propiedades generales. En este caso el
resultado que se infiere es que la propiedad global que significa la topologia de
la variedad no afecta al fendmeno local que es la salida del paquete de ondas
del pozo de potencial. El paquete sélo “siente” los efectos de la topologia
una vez que se ha extendide por todo el espacio y no antes.



TABLA 1

ANCHOS DE LAS BARRERAS EN FUNCION DE SU SUMA Y SU PROFORCION

PROPORCIONES SUMA DE LOS ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/10 2MM10 3M/10
1 112, 1/2 1,1 3/2, 312

2 1/3,2/3 2/3, 4/3 1,2
3 1/4, 3/4 12, 32 3/4, 9/4

TABLA 2

TIEMPQ DE TUNEL DE UN PAQUETE DE ANCHOQ o=3M/100 EN FUNCION DE LAS
PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA

(Db= 4M/1Q)
PROPORCIONES SUMA DE LOS ANCHOS DE LAS BARRERAS
M0 2010 IMM0
1 0.5679 0.4824 0.4022
2 0.6221 0.5052 0.4154
3 0.6175 0.5097 0.4484

Db=Distancia entre las barreras

TABLA 3

TIEMPO DE TUNEL DE UN PAQUETE DE ANCHO o=3M/100 EN FUNCION DE LAS
PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA
(Db= 4.5M/10)

PROPORCIONES SUMA DE LOS ANCHQS DE LAS BARRERAS
M0 2M/10 3MM10
1 0.6704 0.5608 0.4842
2 0.6878 0.6126 0.5065
3 0.7146 0.6067 0.5212

Db=Distancia entre fas barreras

TABLA 4

TIEMPO DE TUNEL DE UN PAQUETE DE ANCHO o=3M/100 EN FUNCION DE LAS
PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA

(Db= 5M/10)
PROPORCIONES SUMA DE LOS ANCHOS DE LAS BARRERAS
M0 2M10 3M/10
1 0.8492 0.6626 0.5628
2 0.8108 0.6876 0.601
3 0.8085 0.6941 0.5901

Db=Distancia entre las barreras




TIEMPO DE TUNEL DE UN PAQUETE DE ANCHO c=4M/100 EN FUNCION DE LAS

TABLA 5

PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA

(Db= 4M/10)
PROPORCIONES SUMA DE ILOS ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/10 2M/10 3M/10
1 0.7696 0.6565 0.5476
2 0.7703 0.6747 0.5580
3 0.7685 0.6707 0.5652
Db=Distancia entre las barreras
TABLA 6

TIEMPO DE TUNEL DE UN PAQUETE DE ANCHO o=4M/100 EN FUNCION DE LAS

PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA
{Db= 4.5M/10)

PROPORCIONES SUMA DE LOS ANCHOS DE [_LAS BARRERAS
M0 2M/M10 3M/10
1 0.9394 0.7631 0.6544
2 0.9347 0.7117 0.6672
3 0.8276 07773 0.6884
Db=Distancia entre las barreras

TABLA 7

TIEMPO DE TUNEL DE UN PAQUETE DE ANCHO 6=4M/100 EN FUNCION DE LAS
PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA

(Db= SM/M10)
PROPORCIONES SUMA DE LOS ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/10 2M/10 INM0
1 0.9803 0.9332 (.7586
_ 2 1.0800 0.9234 0.7775
3 1.0950 0.9094 0.7891
Db=Distancia entre las barreras -




PERIODO DE TUNEL DE LOS DOS PAQUETES EN FUNCION DE LAS
PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA

(Db= 4M/10}

PROPORCIONES

SUMA DE LOS ANCHOS DE LAS BARRERAS

M/10 2M/10 3M/10
1 18.75 20 20
2 19 20 20
3 19 20 20

Db=Distancia entre ias barreras

PERIODO DE TUNEL DE LOS DOS PAQUETES EN FUNCION DE LAS
PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA

(Db= 4.5M/10})

PROPORCIONES SUMA DE LOS ANCHOS DE |LAS BARRERAS
M0 2M/10C 3M/10
1 20 24 26.66
2 20 22.8 25
3 19.5 22.5 23.4

Db=Distancia entre las barreras

PERIODO DE TUNEL DE LOS DCS PAQUETES EN FUNCION DE LAS
PROPORCIONES ENTRE LAS BARRERAS Y DE SU SUMA

(Db= 5M/10})
PROPORCIONES SUMA DE LOS ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/10 2M/10 M0
1 20 25 30
2 20 24 28
3 19.5 23.4 25

Db=Distancia entre las barreras




TABLA 11
TIEMPO PE TUNEL EN EL. TORO DE UN PAQUETE DE ANCHO o=3M/100 EN
FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS

{Db= 4M/10)
ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/20 2M/20 3M/20
10/M 0.277 0.227 0.181
20/m 0.292 0.271 0.221
30/M 0.309 0.271 0.226
Db=Distancia entre las barreras
TABLA 12

TIEMPO DE TUNEL EN EL TORO DE UN PAQUETE DE ANCHO o=3M/100 EN
FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS
(Db= 4.5M/10)

ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
Mi20 2M/20 3M/20
10/M 0.336 0.283 0.230
20/M 0.350 0.306 0.268
30/M 0.366 0.315 0.271

Db=Distancia entre las barreras

TABLA 13
TIEMPO DE TUNEL EN EL TORO DE UN PAQUETE DE ANCHO o=3M/100 EN
FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS

(Db= 5M/10)
ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/20 2Mi20 3M/20
10/ 0.386 0.339 0.298
20/m 0.399 0.351 0.305
— — — ) —  _ 30MM 0.414 0.360 0.317

Db=Distancia entre las baﬁeras




TABLA 14
TIEMPO DE TUNEL EN LA BOTELLA DE KLEIN DE UN PAQUETE DE ANCHO
o=3M/100 EN FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS

(Db= 4M/10)
ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/20 20120 3M/20
10/M 0.282 0.234 0.190
20/M 0.287 0.227 0.221
30/M 0.325 0.271 0.226

Db=Distancia entre las barreras

TABLA 15
TIEMPO DE TUNEL EN LA BOTELLA DE KLEIN DE UN PAQUETE DE ANCHO
o=3M/100 EN FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS
(Db= 4.5M10)

ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/20 2M/20 3M/20
10/M 0.338 0.287 0.237
20/M 0.352 0.306 0.268
30/M 0.367 0.318 0.270

Db=Distancia entre las barreras

TABLA 16
TIEMPO DE TUNEL EN LA BOTELLA DE KLEIN DE UN PAQUETE DE ANCHO
o=3M/100 EN FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS

(Db= 5M/10)
ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/20 2M/20 IM/20
10/M 0.386 0.338 0.298
20/M 0.398 0.350 0.308
30/M 0.414 0.361 0.317

Db=Distancia entre 1as barreras




TIEMPO DE TUNEL EN EL PROYECTIVO DE UN PAQUETE DE ANCHO o=3M/100

TABLA 17

EN FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS

{Db= 4M/10)
ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/20 2M/20 3M/20
10/M 0.289 0.243 0.198
20/m 0.301 0.243 0.220
30/M 0.383 0.271 0.226

Db=Distancia entre las barreras

TIEMPO DE TUNEL EN EL PROYECTIVO DE UN PAQUETE DE ANCHO o=3M/ 0g

TABLA 18

EN FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS

{Db= 4.5M/10)

ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/20 2M/20 3M/20
10/M 0.340 0.291 0.244
20/M 0.353 0.3086 0.266
30/M 0.369 0.316 0.269
Db=Distancia entre las barreras
TABLA 19

TIEMPO DE TUNEL EN EL PROYECTIVO DE UN PAQUETE DE ANCHO o=3M/1 00

EN FUNCION DE LA ALTURA Y DEL ANCHO DE LAS BARRERAS

(Db= 5M/10)
ALTURA ANCHOS DE LAS BARRERAS
M/20 2M/20 3M/20
10/M 0.386 0.340 0.297
— — 20iM _ — 0398 _ | _  0.350 0.308
30/M 0.414 0.361 0.317

Db=Distancia enise las baireras
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i eigenfunciones

Datos del espzcio y potenciales

[ > d:=4:anchol:=eval{3/4): ancho2:=eval(1/4):

[ > pl:=0:eval((p6-d-anchol) /2): p2:=*: p2+anchol:
pi:=":pi+d- {(anchol+ancho2) /2: p4:=": pS:=pd+ancho2: pE:=10:V1:=0:
V2:=1: Vi:=0: V4:=1: Vs:=V1:

> kl:=sqrt(En-v1}: k2:=sqrt(En-v2): k3:=sqrt(En-v3): kd4:=sqrt(En-v4):
k5:=sqrt (En-vS) ;:readlib{piecewise):
potenciales:=x->piecewise (x>=p6, 0, x>=p5, V5, x>opd, V4, x>=p3,
V3, x>=p2,V2,x>=pl,V1):
gausg:=x->exp{-1/2 * ( (x- { (p6-pl)/2) ) / sigma )A2 )t
plot({potenciales(x),eval (subs (gigma=.3,gauss(x)))},x=pl..p6);
normalizar:=proc{f)unapply(f (x)/sqrt{ eval
((int(f (x) A2, x=pl..p6)})) ,x);end:

&} forma general de la solucion

f > phil:=x->cll*cos(kl*(x-pl))+cl2*sin(kl=*{x-pl)): phil0:=D(phil}:
phi2:e=x->phil (p2) *cos (k2% (x-p2) ) +phil0 {p2) *sin(k2* (x-p2)) /k2:phi20:=D{p
hi2) :phild:=x->phi2(p3) *cos (k3* (x-p3) ) +phi20 (p3) *sin(k3* (x-p3) ) /kI:phi30
:=D(phi3} :phid:=x->phil (p4) *cos (k4* (x-p4)} ) +phi30(p4) *sin (kd* (x-pd)) /kd:
phi40:=D(phid) :phiS:=x->phid {p5) *cos (k5* {x-p5) ) +phi40 (p5) *sin (k5* (x-p5)
}/k5:phi50:=D{phi5) :
Phi:=x->piecewise(x>p6, 0,x>=p5,phi5 (x) , x>=p4, phid (x} ,x>=p3, phi3 (x),x>=p
L 2,phi2 (x),x>=pl,phil(x)):

ecuacion de eigenvalores

[ > Mll:=simplify(subs({cll=1,cl12=0}, Phi(p1)-Phi (p6) V)
M12:=simplify(subs({cll=0,cl12=1], Phi (p})-Phi (p6) 1)«
M2l:=simplify(subs{{cll=1,cl12=0},phil0(pl)-phi50(p6})}:
M22:=simplify(subs({cil=0,cl2=1},phil0(pl)-phi50(p6}}}:

L Maux:=array(l..2,1..2,[[M11,M12], [M21,M22]]1}): with{linalg):
[ » h:=unapply(det {Maux) ,En}:

[ > plot (h{(En),En=0..3);




L o hF T z5 2
[ > plot{(h{En}, En=0..40):

5 eigenvalores

programa que encaextrs la raices entre dos valores

r > raicesc:=proc{f,Min:pumeric,Max:numeric,n:integer)

for i from 1 ton do if

is(

f{evalf( (i*{Max-Min) /n)+Min}) *£ (evalf { ((i+1) *{Max-Min) /n) +Min}) <=0}
then

fsolve (£ (x)=0,x, evalf (i* ( (Max-Min) /n) +Min} . .evalf ( (i+1) * ( (Max-Min) /n)

+Min )): L:=[op{L),"] fi: od : LI[2..nops(L}] ; end:
warning, ‘i’ iz implicitiy declared local
L warning. ‘L is implicitly declared local
[ > raicesc(h,0,20,777);

[.07644693096 , 4120380860 , .5588861869 , 1.633068441 , 1.728687860 , 3.616341719, 3.697809521,

6365254074 , 6.474395119 ,9.923214488 , 10.02018614 , 14.28696243 , 14.34038173 , 19.42354053 ,
L L 19.46743967 ]
[ > listaux2 :=": nops{"}: M:=";

{8

L
& define las eigenfunciones normalizadas:
5 dgenfunciones no normalizadas
> eigenf:=[ seg(unapply( eval( subs( { En=listaux2[i] ,cll=1,
[ ci2=-evalf {subs (En=listaux2 [i] M11l}} /
evalf {subs (En=listaux2{i] ,M12}))}}, Phi(x})) .x},i=1..M }]:
[> [seq(sqrt{
eval {(int (eigenf [k] (X} A2, x=pl..p6))}) k=1..M}] :normalizador:=":

{ > [seg({{i/normalizador(j])*eigenf [j] (x),j=1..M}]: eigenfn:=":
[ estado base

> plotl{segleigenfn(i]) (x),i=1..1)},x=pl..p6);

L L f 7T i,s & »

& sigma = 3/10

[ > sigma:=evalf( (p6-pl)*3/100): gaussn:=normalizar{gauss}):




i coeficientes,testl

[> [seqlevalf { Int ( eigenfn(k} (x)}* gaussn(x), x=pl..pé)}, k = 1..M Y 1s

> coefi=n:

[ > testl:=sum(‘coef[i]jsr2’, i =1..M};:
testi = 9554553444

> 1/sqrti{testl) :NG:=":

> [seql [seq({evalf( Int {eigenfn (il *eigenfnljil,x=p3..pd}} . i=l..35)1

l: Li=1l..M)]: Ip3pd:=":

£ Funcion que nos dice que tanto del paquete esta "dentro” al tiempo t y que nos
da el periodo efectivo de reconstruccion del paquete

[ > BG*coef: coef:=":
[ > [seq{ [seq( coefl[il*coeflj]*Ip3pdijll[i] . i=1..3)),3=1..M}}: Kijz=":
[ > E:= [seq([seq(Kii[il [j),3=1..i),seq(Kij[j] [i], j=eval (i+1}..M}]

-i=1--l'l)]=
[> simplify{sum(sum{ *K{’'i']["]'}*exp(I* (listaux2['i’]-listaux2(’j’])
T} ,fi‘=1..M),7j’=1..M))-.5: TT:~unapply(“,t}:

[ > TT(0)+.5:rest2:=";

tesi? = 9922852126
> plot(gimplify (TT(t)),t=0..90);

L
[ > plot{simplify(TT(t)),t=0..5);
8.5,
ad’
8.3
[ B
..
- 1. -‘2':0."“\_ 74 &
¥
[ » raicesc{TT.0,1,7);
L [.6175047119 ]
RESULTADOS FINALES
PERIODO : 19
TIEMPO DE TUNEL : .5175047156

(=

&l sigma = 4/10
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