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INTERACCION DE
ELECTRONES RAPIDOS CON
ALEACIONES (TEORIA Y
APLICACIONES).



INTRODUCCION.

En ol estudio de las propiedades de los materiales, como cerdmicas (aislantes, cléctricas o
superconducioras) y aleaciones, por medio de {a microscopia electrénica convencionul y de
alta resolucion (100 K eV a 400 KeV'), se ha observado, que el haz de electrones rapidos
(Hobs [9] define a los electrones ripidos, a aqellos euyos voltajes de acoleracién son arriba
de 10 KV | mientras que Mott [16] los mienciona en todo momento, sin definirlos) causan
danos en las muestras. El objetivo de esta tosis es deseribir v caracterizar ol mecatismo
del posible datio (el cual puede ser idnico o de choque directo) cansado en una aleaciéu
{en particular en wna cerimica ¥ en un cuasicrtstal}, por la interaccion de electrones
rapidos en ¢l intervalo (01 MeV | 2 47417) con ésta.

Debido o que Tainteraceidn del az de clectrones con tos dlomos de la muestra os del
tipa conlombiano, entonces se trata de colisiones cldsticas. Como las velocidades de los
electrones {en ol inlervalo de energlas mencionado) se encucntran entre (0.56¢ | 0.98¢),
donde ¢ es la velocidad de la luz, entonees deben tratarse desde el punto de vista cusntico-
relativista. Por lo que es necesario obtener Ia eeuacidn relativista de Mott, |16} para
dispersion de parfculas. Para @ oblencion de ésta, se usard la couacién de Dirac {5]
para cleclrones en presencia de un campo electromagnético; para resolverla, este trabajo
s¢ basard en ol mélodoe usado por Darwin |4), y de esta forma, obkener la luncion de
dispersian «del haz dispersado por medio del corrimiento de fase; obteniendo linalmente
la seceidu clicaz de dispersion relativista de Mott f16]. Mot [16] por su parte usa los
resultados de Divac [5], Darwin [4] ¥ Gordon 8], para obtener b seccidn eficaz de dis-
persion. I5n este trabajo se mostrard como llegar & dichos resultados y los errores que
se cncontraroll en este articulo, Tambidn se mostrard que una de las componentes de la
funcion de dispersion se puede poner en Lérmines de la otra, lo cual permite obtener una
cvaluacion mits exacta de kb ecuacion de Mott, enando ésta es requerida.

Por otra parte, la expresion obtenida (la ccuicion de Mott) se puede eseribir en
funcidn de la energla cinética del haz de electrones, por lo que ésta se puede usar para

determnar Ly cantidad de energia que puede sev transferida al micleo o cleetrones de ln



muestra. Existen dos expresiones para la seccién cficaz de dispersién en funcidn de la
energia cinéiica del haz de electrones: una es la de Lehmann [13] v la otra es la de Hobbs
[9]. Debido a esto se mostrard como obtener una por medio de la otra.

Finalmente, se mostrard que la energia cinética del haz de electrones riapidos puede
transferirse al micleo o electrones de la muestra, y provocar cambios en ésta, por lo que
es la causante principal del dafio (principalmente el dafio de choque directo)., La forma
de mostrarlo es por medio de una simulacién con un programa de cémputo, escrito en
lenguaje Turbo-Pascal o directamente en Excel para maquinas PC. El cileulo no preteude
deseribir el proceso de como se lleva a cabo el daiio en la aleacidn, sino que por medio de
éste, se puede obtener informacién sobre la cnereia cinética que deben tener los electrones
pari poder desprender un determinado tipo de dtomo en la aleacién, ¥ va estd operaitdo
para ¢l case de interaccién entre un haz de clectrones v una muestra de la aleacién del
AleaCruagC 015813 ¥ también con la de ¥ BasCusO-.

Estos resullados son relevantes en la investizacion que se leva a cabo en lu catac
lerizacion de aleaciones por medio de microscopia electrénica. Ademis se tiene en el
intervalo de energfa mencionado un continuo, y puede también aplicarse en los trabajos
con radiacién de clectrones proveuientes de un acelerador (trabajando en dicho intervalo
de cnergias).

Por 1ltimo se tiene que la mayoria de los libros de Mecinica Cuintica que hay en
espanol, son traducciones realizadas en diferentes paises, por lo que a la seccidn elicaz de
dispersién también se le conace como: seccion diferencial de dispersion, seccién Lransver-
sal diferencial o simplemente seecidn eficaz. Debido a esto en lo sucesivo se usara seccién
transversal diferencial. A la funcién de dispersion se le encuentra como: amplitud de
dispersién; por lo que se usard funcién de dispersién. Finalmente al desplazamiento
de fase se le Hama: corrimiento de fase; por lo que se usari el términe corrimiento de

fase.



Ll plan de la tesis ¢s el siguiente:

En el capitulo 1 se presenta la seccién transversal diferencial para una particula desde ¢
punto de visla de la mecinica cuintica y se muestra el porque es necesario el uso de la
teoria relativista. Se obtiene la ecuacidn de onda flundamental para la Leoria relutivista
del clectrén e presencia de un campo electromagnético, asi como la ceuacién que Mott,
Hama ccuacidn de Dirac de segundo grado.

En ¢l capitulo 2 se resuelve la ecuacién de enda fundamental para la teorfa relativista
del clectrén, tomando como base el método usado por Darwin. Se determina el corrim-
ento de fase por medio de las soluciones obtenidas. Se determina Ia funcidn de dispersion
por miedio de los corrimicntos de fase. Se analiza la convergencia de las series infinivas de
lis ondas parciades, para ascgurar su convergeneia, Finalmenie, se muestra como poder
obleter upa de Jas series de ondas parciides por medio de Ia otra,

Eu el capitulo & se clasifica ¢ tipo de dafio producido en nna aleacion (o muestra),
debido w la interaceion del haz de electrones con los domos de ésta. Se pone 1a seecion
transversal diferencial en fincién de la energia cinétiea det haz de clectrones. Se obliene
la seecion transversid de dispersidn. Sc aplica la expresion tedrica oblenida, en partienlar,
en dos aleaciomes (una es un cuasieristal y la obra una cerimica superconductora) y se
comparan los resnllados con los obtenidos experimentalmente,

Finahiente se muestran las conclusiones obtenidas en este trabajo.



Capitulo 1

EL ELECTRON EN UN CAMPO
EXTERIOR.

La mayoria de los trabajos gque Lratan el tema de dispersion de particulas desde ¢l punto
de vista relativista, mencionan ¢l articulo de Mott [16]. Al revisar este arliculo, se
observa que @] se basa en expresiones obtenidas por Dirac [5], Darwin [4] y Gordon [8).
Pero al checar estos articulos, se ohserva que alzunas de las expresiones (o afirmaciones
que hace Mott) no son del todo iguales. Debido a esto, en este capitulo y on el siguiente
se mostrard como Hegar a las expresiones mas importantes que usa Mott para oblener la
seccion transversal diferencial y mostrar los errores que se encontraron.

IEn el inciso 1.1 sc muestra que la seccién transversal diferencial se obtiene por medio
de la funcion de dispersion y por que es necesario usar la teoria relativista. Para poder en-
contrar ln funcién de dispersién es necesario resolver la ecuacién de Dirac {5] (la ecuacién
de onda fundamental para la teoria relativista del electrén). IEn el inciso 1.2 se muestra
que la ecuacidén de Dirac puede expresarse en forma lineal o por medio de vun ecnacidn
de segundo grado, la cual depende sdlo del radio; en ambos casos no se obtiencn las

soluciones.

]



1.1 Seccidn transversal diferencial.

I3l choque de dos particulas, desde el punto de vista de la meeinica clasica, estd determi-
nado por sus momentos angulares y por el parametro de impacto. Desde el punta de vista
cudntico el planteamiento del problema es diferente, ya que, el movimiento con veloci-
dades determinadas y el concepto de trayectoria, junto con el de pardmetro de choque,
deja de tener sentido. En mecdnica cuintica solo podemos hablar de la probabilidad de
que, como resultado de ia colision, las particulas se desvien formando tal o cual Angulo. St
en ¢l proceso no se produce ninguna transformacién de las particulas, ni varia su estado
interno, entonces se dice que las colisiones son eldsticas.

En el ¢aso de colisiones elasticas, como todo problema de dos cuerpos, se reduce al
anilists de la dispersién de una particula, equivalente a la masa reducida, moviendose en
¢l potencial V{r) de un centro de fuerza lijo. De este modo, lu solucién de la ecuacién
de Schrddinger que describe el proceso de dispersion en el potencial V{r) debe tener a

grandes distancias (r — 00) la forma asintética

12l primer término corresponde a una onda plana incidente, la cual representa el estado
del sistema en ausencia del potencial dispersor y esta determinade por las condiciones
fisicas del experimento; el segundo corresponde a una onda esférica divergente saliente,
La funcién f(0) se llama amplitud de dispersién {o funcién de dispersién) y representa la
amplitud de probabilidad de que la particula incidenie emerja a lo largo de la direccién
del dngulo de dipersién 8 como resultado de la colisidn.

Si un detector se encuentra en P (caracterizado por las coordenadas polares r, 8, @),
como muestra la fig. 1, subtendiendo un cono del dngulo sélido €2 del origen, entonces »
la densidad del flujo incidente (o flujo de probabilidad de la onda incidente) normalizada
a la unidad es,

. P 2 P
Yitee & — hbmr:l o—_
m m



Usando la misma normalizacién, el flujo de probabilidad de la onda dispersada en la
direccién #t (correspondiente a la direccién del angulo 8) es

ip

jd:.-: - |¢ :sl g ”p |f£ )l

Pero a probabilidad de que la particula dispersada pase eu la unidad de tiempo por ¢
elemento de superficic dS despues de 1a colisién es 3y, - dS. Si dS se encuentra a una

distancia r del origen, entonces

. dS ] »
jaaas LOPE . Ly,

yaquei-dS  rdid. Por lolanto, se licne que la razon de osta probabilidad a la densidad

de flujo de la onda incidente es igual a:

Jdls ds

do
bmrl

If () ds.

[Esta magnitud tiene dimensiones de drea, sc Hama sccecion transversal diferencial,
representa ¢l nimero de purticulas dispersadas por unidad de [fujo incidente dentro del
inzulo sélido df).

Fisicamente do os el iarea electiva transversal en la region de interaccién que intercepta
i Ja densidad de fujo incidente y la Lransfiere al Angnlo sdlido d€ Por otra parte, en la
practica no se tiene nna sola particula incidente y una sola particuta dispersada (particula
blanceo), sino un haz de particulas incidentes sobre un conjunte de particulas blanco.
Entonces, si ¢ flujo de particulas ineidentes es J por an? v por sepundo v el mimero de

particulas blanco es N, ¢l mimero de particulas d N que emerzen por segundo en d) es
AN . INdo = IN {f (0)]* 40

de aqni se ohserva que cada particula blanco liene un drea efectiva do para interceptar

unira particula incidente y dispersarta en df). La cantidad dN s una cantidad gue se



observa experimentalmente; v s observacion de secciones y su dependencia de la energia
y direccidn ¢s la principal fuente de informacidn sobre las interacciunes entre particulas
Debido a esto, la informacién que puede ser obtenida acerca de las interacciones se logra
a partir de las secciones ohservadas. Por lo tanto, el problema de dispersién de particulas,
se reduce 4 encontrar la funcién de dispersion f (8), la cual a su vez puede ser expresada
por medio del corrimiento de fase de las ondas parciales.

En nuestro caso, las particulas que estin en movimiento son electrones, cuyos voltajes
de aceleracién sec encuentran en ¢l intervalo de [0.1MeV |, 2 M eV, pero un electrén con
una energia cinética de 0.1 M2V se mueve con una veleocidad de 0.56 ¢ (donde ¢ cs la
velecidad de la luz), por lo que se encuentra muy cerca del limite relativista ( ol limite
relativista se considera a partir de %;r sl <€ ,lzr el tratamiento puede ser clisico; pero
sty o> r‘.c el tratamiento debe ser relativista): por otra parte, los electrones con enermia
cinética de 2 M el’ se mueven con una velocida de 0.98 ¢, lo cual Ya €3 Cercalo i r, pero
si la energia fuera mayor a 2M eV | la velocidad se acercaria mucho a ¢. Debido a esto,

cl problema se debe tratar con la teoria relativista.

1.2 ELECTRONES EN PRESENCIA DE UN
CAMPO ELECTROMAGNETICO.

Desde el punto de vista de la teoria relativisla la expresién de la energia de una particula

libre con masa en reposo my y momentum p es

E s ey/p? +mic?

Remplazando el operador p por sus componentes §; se obtiene que

E = ofit + 734 45 4 m3e? (1)



Aplicando la “funcién de estado” p al sistema {1.1), se obliene la ecuacién de onda:
. [P 1/2
[L' - (pf +p3tpad mgcﬁ) ]w -0 (1.2)

Pero esta ecuacidn no es invariante ante Jas transformaciones de Lorentz, debido a la
asimatria entre K y los operadores 5,

51 la ecuacion (1.2) se multiplica por la izquierda por el operador

N 12 a1 nty o 1/2
[b V(BB R mie?) ] .

TR miet] ¢ -0 (1.3)

la cual ya es invariante y, por lo tanto, puede ser tomada como la hase de una teoria
relativista. Claramente se ohserva que el sistema (1.3} es diferente al (1.2) ya que no
todas las solnctones de (1.3} son de (1.2), pero el caso contrario si es vilido. De esta
fornia se ticnue que solo las soluciones de (1.3) con valores positivos de E son soluciones
de (1.2).

Por otra parte, la ccuncién (13) no os de la forma requerida por las leyes de la
mecanica enatica debido a la exislencia del cuadrado de I, lo cual lleva a ecuaciones
no lineales, Para poder luealizar la expresion de la energia, Dirac 5] la expresa de la

sigwente forma

]

I TR — - . . . "
-;- - \/ﬁf | pé }- p;—,’. boaege - Py b oeafin b aaps o+ fge” (1.4)

donde o, az, g v [ son matrices de 4 x 1 y corresponden a operadores no conmutativos

10



¥y cumplen con las siguientes reglas algebraicas

a2 =82=1, si {r=3s) (1.5}
oy b o0 -0, o+ fa, =0, si (r £ 5)

Las matrices que cumplen las reglas anteriores son de la forma

600 01 0 0 0 —
0010 0 0 i 0
) v G2 T
01 00 0 - 0 0
I ¢ 00 i 0 0 0
{1.6)
0 0 1 0 10 0 0O
0 0 0 -1 01 0 ¢
(13 N }3 .-
I 0 a0 ¢ 00 -1 0
0O -10 0 00 0 -1
Obsérvese gque
01 0 —i 1 0
T ar = ey Q;
1 0 i 0 0 -1

corresponden a las matrices espinoriales de Pauli, cuya dlgebra es idéntica a las de Dirac.

Por lo tanto, las matrices de (1.6) sc pueden poner en la forma compacta

0 1 o 7
&y - Qr , 2 = Gy,
0 I 0
(1.7)
0 1 0
Qg -- a; ﬁ ==
i 0 0 -

donde [ es la matriz identidad. De esta forma se tiene que la ecuacién de onda correcta

11



para una particula cu movimiento en ausencia de un campo esta dada po
, - - p a]
[[’1 — p) — Gpe — 3Py — ﬁ'ﬂ’lgc ¥ 0 (18)

Substituyendo las matrices de {1.7) en (1.8), ésta puede quedar en notacién de vectores

tridimensionales como:

) 0 7 i 0 .
E- lo, ep] - me| 4 - 0 (1.9)
10 0 -/

donde o (a,,0,,0,}.
Como lus matrices de Pauli son de 2 x 2 y las de Dirac de 4 x 4, para que no haya

inconsistencein Dhrae propone otras matrices, las cuales son

01 00 0 — 0 0 1 0 0 0

P o000 t 00 0 6 -1 0 0
") v Tyt s 23

0001 0 6 0 —4 0 ¢ 1 ¢

0010 6 6 ¢+ 0 0 0 0 -1

0010 00 —-¢ 0 1 ¢ 0 0

0001 00 0 —i 41 0 0
M v v M3

P o0o i 00 0 00 -1 0

O 100 04« 0 @ oo 0 -1

fstas a su vez cumplen con las replas de operacién de (1.5) respectivamente v ademiis
que
o 0] L I () L)

ay poyy B - ops

pot o que li eeuncidn {1.9) queda finalmente como

[(12) = [0, cp] - pamc ¥ 0 (1.10)

12



Cuando la particula es un electrén de masa m y se encuentra en presencia de un
! agnético d nctales ¢ y A 5lo hay bstitui - £
campo electromagnético de potenciales ¢ y A, entonces sélo hay que substituir po = 2

por po + £¢ v p por p+£A en (1.10) obteniéndose

{(Pu + %fﬁ) - P [U»P‘l %A] - Psmc}%’f = . (1.11)

La cual es la cenacién de onda fundamental para la teoriu relativista del electrén.
Fisicamente A corresponde al potencial vectorial magnético, y para el caso nulo la
ccuacién (1.11) s 1a ceuacién (2) de Mot [16].!

Si se multiplica la ecuacién de onda (1.11) {por la derecha) por el operador
[§ o4
[(pu | ;(f)) t [0. pt :A] + ﬂg?nC]
se obtiene que
e \*? e 2 e
- (Po + E¢) + (ﬂ] [U, P+;A]) t p1s + pap) [a,p-i-ZA] +
N an [ e e e
+omTeT b opy [a.p‘i‘-A] (Po + —eS) -m (Po + -¢) [0.p4--A]}w =0
e e ¢ €
pero de (1.5) sc tiene que

=1 . pi=1 'y ppstpm=0

por lo que se obtiene

{— (Po t %G’J)ﬂ + {o, pA %A]g +m3ety
o ([a.m %A] (pu + E"S) - (Po + §°5) [a.p r%AD} W e 0 (1.12)

'Donde gy = £ y p es ol operador —iA V.

13



Por otra parte se tiene que si B y C son dos cualesquiera vectores tridimensionales
que conmutan con ¢ , entonces la sipuiente identidad se cumple para los productos de

conmul adoves:
[0, Bi [G, C] = (o, By + o289 + 0383} (0101 + aaCo + U3C3)

desarrollando el producto y tomando cn cuenta que las o, anticonmutan, se obtiene

z(J, B] [{J,CI = [B.C] - 7109 (Lﬁ(}r_) - B._,(']) - G]Og{“l(";] - B;I,C’]) +
+a903 (B0 — B3(a)

pero

aygn  ig3 , Uyda  —ido ¥ O203 0y
v para el producto vectorial
B x C . (BaCa— BaCo)i— (B1Ca— BsC) G+ (B2 = BaC1) k,
por lo que se obtiene que
[o,Blie,C| - [B,C]ti[o,BxC]

£n mestro caso B - C - p +2A por lo que

e 1? PR . e
[o,p+ EA] = (p—l:A) t1 [a, (p+ EA) x (p-}-FA)]
e \? he
- (pi-—A) bi [n,—;—v x A}
¢ c

va que (p ! :—A) X (p I-EA) - —:":_#V x A debido & que p ¥ A no comutan entre si y



p —ihV. De esta forma se tiene

il

[o,p +§A] - (p+%A)2 + flc—e[a, V x A (1.13)

Por otra parte, al distribuir e producto del ¥ltimo término de la ce. {1.12) se tiene

[ w [ £ [

[ﬂ.p-l —A] (;uu t ~¢) = [a.p+—A] po + [0.p+-A] =¢
o € c ¢ Je

: e € € €

SAPEN AN JRY SEN N AN
[ . [ [ c
sumando miembro a miembro estas dos iiltimas expresiones se obtiene
[ ¥ 4 « e £
[m Pt -—A] (;ﬂt; i -d’) - (Po + _‘Jb) [”- pi=Al = —[0,pd] - ~lo,pA]
[ L [ (o C [

¥a que p y A no conrnntan con . tomando en cuenta que

K

_— — —ihV
¢ c dit P "

=2

tenemos que

3 . i ihe JA
[G.DSA] (Pu + iqﬁ) - (pa t :ﬁ) {o,p+EA] _EE[U‘ V) - alaid a, 1oa
c c ¢ c c c o at
_ the . 19A (1.14)
T cdt ’

Substituyendo (1.13) y {1.14) en (1.12 ) se obtiene
i 2 o 2 2 h
{» (po t f—d)) +m%e? (p+ SA) 4 E[clf, rotA] —
c ¢ c

ih 18
- 25 [U.V¢+—-—A- }10 =0
¢ cdt



como A es el potencial vectorial magnético ¥ ¢ es el potencial eléctrico, entonces

18 A
rotA =H y -V — e = B
cot
por lo que finalmente se ticne que
e \2 e \?2 5 5 h 2h
- (pn 3 irﬁ) t (p+iA) +-m7c + 2{0,7'[] + i-ful—[o, El|¢~0 (1.15)
[ [ [ cr

Los tres primeros términos corresponden a los términos de la ceuacién de Klein-
Gordon. La aparicion de los dos dltimos son debido a gue el electrén posee un espin.
Al primero de los dos términes extras se le puede considerar como encrgia potencial
adicional, que poseen los electrones lentos en la teoria cudntica; es decir, su forma es la
de 1 energia potencial de un dipolo magnético en un campo exterior. De esta nianera,
cn primera aproximacion (respecto de ]?) el electrdn se comporta como una particula que
posee. ademas de una carga, un momento magnético

el €

= g —= w18
2mc me

IBste tmoemento marnético se observa en el efecto Zeeman y estda de acuerdo con los ex-
perimentos. Ademis, la razén giromagnética (e/mc) es ¢l doble de la que serfa para un
moneitto magnético asociado con el movimiento orbital. 15 segundo término extra no
presenta uni interpretacion fisica directa; pero al no tener parte real, puede poseer algin
cfecto fisico nuevo®.

También se tiene que entre las soluciones estacionarias de la ceuacién (1.15) se ob-
ticnen soluciones para energias tanto positivas como negativas, ya que, los valores pro-
pios del hawiltoniano de un electrén libre son iguales a +ev/p? + mect. Debido a ésto

se puoeden tener estados tanto del espectro continno como del discreto. T espectro con-

tinwo de valores propios de la cnergia se encnentra para E > me? y para E < —me®,

Mot lo trelaciona con of espin del electrén y comeo mo de los cansantes de la dispersién.
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lo cual corresponde (al igual que la teoria no-relativista) a un movimiento infinito en
el que el electrén puede encontrarse a distancia infinita. regién considerada como Jibre.
Pero si —me? < E < mc? | el electrén no puede encontrarse en el infinito, por lo que el
movimiento es finito y el estado pertenece al espectro discreto,

Regresando a la ecuacién (1.15). Si solo hay interaccién debido a un campo eléetrico,

en ausencia del campo magnético A -0y M :- 0, dicha ecuacién queda

[— (po + gqb) +p4+m2? + t—-pl o, E[] {1.16)

Como el potencial eléctrico es debido a un campo coulombiano, éste tiene simetria
esférica y por lo cual @ Z' vE. /"' ; substituyendo en (1.16) y tomando en cuenta

que p : —ikV se obtiene

7 .2

= \? " " hZ
[— (Po t f'-{ﬁ) —120% pmEet ! f
e or

!a,r]]w"ﬂ

como h - & , entonces

T
an ;4 25 Ze?\ /27poY 1
[V i-f-t-—(P mc)-l—?( e )(h)f_‘i
2w 2e2\? 1 2 Zery 1 .
o) il amlerle 0
2nZe? zZ
S5¢a & he - 157

42 2n Ja ol
[Vz + — (p{) - rnzcz) + (%) T + "?'_'2_ - lf_aﬂ] IU. l"]} Y =0 (117)

Pero se tiene que p* = p2 —m?2c? : tomando la razén l}? =yt y substituyendo en (1.17)

2xpy\ 2 2ap\ 2au o o
\ .
{V (F) + (FE) 2+ G- iSmlon| v -0

17



s } . . N
Como A Zap S¢ puede tomar como unidad de longitud, finalmente

20 ot o
V:’fl»r—r’-+-r-2-—i;3p,[o,r] v 0, (1.18)

y corresponde a la ceuacién (17} de Mott [16], la cual llama ecuacién de onda de segundo
grado para los electrones de Dirac. En el articulo de Dirac [5] no aparece de esta forma,

sine como sc¢ obtuve en {1.15).

V¥ en coordenadas polares esféricas estd dada por

. laf,0 1 @ 2] 1 a°
VY et a— 1. _— .
2 Or (r (’?r) k rlsend 80 (sen 80) t risen®d d ¢* (1.19)
.
y B I a I A
Pl —— sent0— | + ———_ .
Lok Lenaaa (‘“‘“ 80) ' sen'-’t)()ebg] (1.20)

substituyendo (1.20) en {1 149)

substituyendo V¥ en (1.18)

1 a .8 L? *_1*20;;_‘_&2 ool 0
- Ir"— ]~ +tl+— = —t—p |0, .
r2dr ar 2 r Pl

lo cual tmphea que

& 28 LP-k%? iy 2o 0
ar?  pdr k32 R
L«
—11—3[)1 o, x|y -0 (1.21)

De esta munera se biene que la parte real de {1.21) es una ceuacidn diferencial de

segnudo orden, que solo depende de # | Ta cual se puede resolver por el método de ondas
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parciales para un potencial coulombiano modificado. Ademas, no todas las scluciones de
ésta son soluciones de (1.11) ya que |, como se menciond anteriormente hay soluciones,
tanto para energias positivas como negativas. Por lo tanto, solo las correspondientes a
energias positivas son soluciones de {1.11}. Como el caso que se estd tratando cs el del
clectron, éste corresponde a energias positivas (el caso de energias negativas es el del
positrén), entonces da lo mismo resolver la ecuacién (1.21) o la (1.11) para encontrar la
ecuacién de onda de interes, 0 mejor dicho, para encontrar la funcién de dispersién que

se busca.



Capitulo 2

DISPERSION DE ELECTRONES
EN UN CAMPO
COULOMBIANO.

En el capitulo anterior se vié que la seccion transversal diferencial se obticne por medio
de la funcién de dispersion; pero ésta puede calcularse por medio de los corrimientos de
fase Por otra parte, uno de los términos que aparece en las soluciones de la ecuacion de
onda para la teoria relativista del electrén, es el corrimiento de fase. Debido a esto en el
meiso 2.1 se resolvera la ecuacién (1.11) basandonos en el método de Darwin [4}, el cual
consiste en ponerla como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales. Pero Darwin
usé este método para el caso discreto de energias, por lo que las soluciones se dejarin
et términos de la funcién hipergeométrica degenerada; para el caso continuo de energias
{(que es ol correspondiente a la dispersion de particulas) se usardn estas soluciones tan solo
haciendo unos cambios, por lo tanto, se resolveran las funciones hipergeometricas y se
dejarin en términos del radio y funciones Gama, obteniendose finalinente ¢l corrimiento
de fase.

Ln el meiso 2.2 se encontrard la luncién de dispersién, la cual estit compuesta por

dos componenles y éstos a su vez estin expresados como una serie inlinita que depende
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de los corrimientos de fase y de los polinomios de Legendre ( a este método se le llama
de ondas parciales); pero como sen series infinitas que convergen condicionalimente en el
inciso 2.7 se mostrard como asegurar la convergencia para cualquier ingulo de dispersién.

Como las soluciones quedan en términos de un coeficiente que Mott denota por R, se
mostrard como oblenerlo, ya que difiere al expresado en Mott y Massey [17]. Finalmente
se calculard la seccién transversal diferencial. En Berestetskii y Lifshitz [2] se menciona
que las componentes de la funcién de dispersién pueden expresarse mediante una misma

funcién F (0); en el inciso 2.4 se mostrari cual es y como obtenerla.

2.1 EXPRESION PARA EL CORRIMIENTO DE
FASE.

on ¢l capitulo anterior se encontré la ecuacién de onda fundamental para 1a Leorfa rela-

tivista del electron, la ecuacién (1.11), pero su expresidn en forma compucta esti dada

por
(V) I 0 " ¥a
(epo + e¢) + [0,cp +eA] + me” - 0
I 0 0 - Yp
Yva . .
donde ¢ -: ; aplicando a la funcién de onda el operador y efectuando las opera-
¥p

ciones con las matrices se obtiene
(epo + ed) ¥4 + |0, cp+eA]¥p +me? = 0

(cpo+ ed)vp + [o,ep + eA)Pa+me? == 0

Pero, como ya se dijo en ¢l capitulo anterior, A =0 para el caso puramente coulombiano y
las componentes de o son las matrices de Pauli, efectuando e} producto punto se obtiene
el sistema

(cpo + ed)Pa + c(0zPa + 0yfy + 0,5:) ¥ 4 e’ == 0
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(epot eg)up t c(aepe + Oyby + t:“z}ﬁz) At me* 0 (2.1

Como o es una lineion biespinorial, es decir, es un 4-vector, entonces

R

Yo L ¥3
¢ =ty = ¥ ¥p =

V3 ¥ 1

L

Substituyendo vy v vy en (2.1) oblenemos el sistema
fepg bed)ypy | effy — ify) g + efada + mefy, 0
{vpa 1 e@)wg | e(fe 1Py} Y3 — chata + inc?Py - 0
(cpo t @) Un 1 € (Pr = iBy) %2 b ehathy ~ mcPs - 0

(cpa b rd) s | c(e b ifiy) ) — cPevig —mcihy - 0 (2.2)

IEl sistema antetior tiene solucion no Lrivial si su determinante es cero, obteniendose

]
i
3
I
b
o
{s

donde py {—
1. :y/eip?  (nc?)?

Obsérvese cano esto o8 congruenle con la teoria relativista: la energin puede tomar
valores positivos v negalivos, lo cual ya se habia dicho en el capitulo anterior. Por lo
tanto, solo los positives se consideraran por corresponder al caso del clectron,

Para encontrar la solucion del sistema (2.2} es necesario poner las componentes de p



cu notaciér: de operadores

ifFte +me) vt d a3\ N g 0

z . N A .

h ¢ ' ! ox !ay va Ozus

i fE+ed a g 7

—_ - —_— [ Y __0

h( c + )¢2+(Bz+13y)va c’):.l"ld

i fE+ed 7] & &

- - i | Yo 4 —1; = O

h.( ¢ )15’34"(6:5 !(’)y)U2+ a;‘”

i {E+ed 2] .0 &

_ — | . — —_— ] ———ey .3
n( - mc)u4+ (am'f-!ay) Uy Dng 0 (2.3)

De la ecuacion {1.21) se tiene que las soluciones solo dependen del radio; ademds, que
las soluciones para energias positivas de ésta, también deben ser del sistema (2.3), y por
otra parte ¢ depende solo del radio. [Intonces se puieden expresar las cuatro funciones
con ayuda de los armoénicos esféricos multiplicados por una funcién radial. Para esté, se

usard la siguiente férmula para los arménicos esféricos, dada por Darwin [4]

d Etu 29 -1 k
PE (k- u)lsend ( ) (cos ! ) &t

dcos 25k

la cual esta definida para cualquier valor entero positivo k y para cualquier valor de u
entre 4k jnclusive.

Si f es una funcién radial, entonces se cumple que (Darwin [4])

a d 1 df  k pu df ki1 “
(-a-- 5‘*)”’& = 2k+l[(%— f) L-:ll"(k““)(k—“—1)(d_f+-_f)Pj1l]
a d _ 1 df k df  k+1 u—
(5;— ay)fP T _(dr .,,.f)Pk+l 4 {k E-'u)(k+u-1)(d ——r f)P ]
. . 1 d, k N d k+1 "

Obsérvesc que si k = u, entonces los factores {k — 1) en los segundos términos se anulan.

De esta forma podemos ver que el sistema (2.3) tiene relaciones que se anujarfan, depen-
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diende de la forma de los armoénicos. Entonces se pueden usar soluciones de prueba, por

ejemplo:

Y= —iay F (r) PE, . W - —iagF (r) PR
3= @G (r) P 4 = asG(r) PRV

¢l factor —1 se introduce en y, y %2 para que F {r} sea real. Entonces se encuentra que
los coeficientes a; se pueden arreglar de tal forma que las cuatro ecuaciones los satisfagan.

Substituyendo las ; en el sistema (2.3) lenemos que la primera ecuacidn es:

4 dG k
. (F :_ed) )F(T)Ph-l =0 ( () ;C"{r))PJ':+1+

+1\ dr

Etw dG (r N
}2’\ [ﬂ4(k+u%l)1m(k—u)](7—) ')Pk_l-ﬁ
Ohsérvese que i aq (k +u + 1) + aa{k ~ 1) 0, entonces el términe P se anutal y
a; {E +ed ay—ay {dG &
- - P g i | —— = =G} - () .5
h( C +m ) 2k+l(dr r ( (2:5)

Eu la sepunda ecuacién se ohtiene

oy (B Fed yr1 , @3 @4 dG & utt
bt} i _Ig)prio
T ( c ! '”C) FPea vy \ar —7¢) e

dG k+1
.-(k—u.—-l)lag(k—u) I»-a4(k+u+l)](gr—++)pi‘+ll =10

aqui ¢l término P"“ se anula y la ccuacién queda

ay (£ +ed . aa—ag [dG &k,
- ( . 1 mc)l + T (dr —;-G 0 (2.6

Hin Jo sueesive en las funciones F (r) y € (r) se omitird la variable r,
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En la tercera ecuacién se tiene que

18 - dF k41
2 ted me | GPE - Gizor el XA P
h c 2k +3 \ dr T -
k+u+l dF k42
--ma—[ag(k+u+2)+alfk—u+1)](—d-?+—r—l-")P,:‘-:O {27)
Y en la cuarta ecuacidén
(i 7] E 1+ e¢ +1 @t — Qs dFr k41 " 1
— - PE e —— — — — ——p | Pty
R ( c mc) B s o T k2
k- dFf  k+2 .
+ k-t o (k4 D —+—F )P 0 2.8
2k+!|a'( wt D e "*”(dr " ) k (28)

st ay -- az entonces el Lérmino PE 5 en (2.7) se anula y el término P en (2.8) también.

Por lo que

S be R S
2 (! bee +mc) G-(ktuitl) (‘” 4 24 ZF) 0 (2.9
i ¢ dr r
E dFf  k+2
ﬂ—4( ted + mc) G+ (k—u) (—— + t I") 0 (2.10)
h c dr T

Por otra parte, de las ecuaciones (2.5} , (2.6} y (2.9) se tiene que si
azg~ag=2k+1 y as k+u-+4]

entonces

a3 = —k-+u

Sustituyendo aa,asy oy — ez = ! en (2.5), {2.6), (2.9) y (2.10) respectivamentic sc

obtienen las soluciones que forman un conjunto completo

W —iFPY, 2= —iF P

25



va (k4w DOPY D e (k4w appt! (2.11)

donde /' ¥ (7 satisfacen las relaciones:

L fE te ke
—-( rmjﬁ-lmc):’"+—£——(3’-0
h ¢ dr r
1 {1« dF k42
—-( ”'b—mc) G 4 -+ F0 (2.12)
R o dr T

Fste es el sistema (7.5) de Darwin [4] , que corresponde al (13) de Mott {16].

Perosia, as—lyaqs k—u,cnlonces debe cumplirse que
ag—aqg -(2k41) = a3y —(ktutl)
Por lo que se obtendria otro conjunto de soluciones completas
U ¥ —iRPEY

Wi —(klut )GPY, @y (k—w)apyt! (2.13)

cuyas funciones £y & satisfacerian las relaciones

1 (It ed . 4Gk ,
- (h_:__ 1 ml,) IS . :G -0 (2.14)

-;I(h i".¢+mc) CJ+%+E-:—2F 0
Ohsérvese que existe una diferencia de signo entre el sistema (2.12) y el (2.14), el cual
no se lmhiese podido obtener por medio de uua factorizacion, Ademids, stk = j ~ | en
{2.14), ! sistema corresponde al de la pag. 622 de Dirac {5] y que es el que usa Gordon
18].

Pero si

ey i R t+l
th LTI E SR P eGP
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vy aal' Py g alF PET

procediendo de manera analoga a la anterior y tomando en cuenta que si
ey a:--1 , az—as —(2k41) ¥y a4 k-—u

entonces

ty ~ — (k +u + ].)
' ' n ’ a2
y se obtendiia ol siguiente sistema-

aF k2 4| o a_
F--:F—h—r:(ﬁi-mc)c—-;cr 0

G k+ 2 2i ”
bl + t Gt — (E - mc“) F ot EF 0
dr r he r

De nuevo este sistema difiere del {2.14) en su forma y también es diferente al (2.12).
sta expresion o las anteriores con sus variantes (k — 7 — 1) aparecen en los libros de
texto que tratan ¢l tema de la teoria de Dirac y son usadas para encontrar los niveles de
energia del electrén en ¢l dtomo de hidrégeno, como por ejemplo: en el de Dirac {6] o en
el Schiff [22], asi como cn varios que no se mencionan en la bibliografia. Por otra parte,
substituyendo & - —x — 1 el sistema anterior toma la forma

LA & ]F—-fi(fwmc'*’)a—gc 0

dr T (1d

dG x -1 2 2 @
— — G+E(E—mc)F‘+:F“0 (2.15)

dr r

Observando que

2
Fl'r v (¥ + D F - il (E } mcz) (Gr} —-aG - 0
he

28i & - 3 — 1 nuestro sistema corresponde al de Dirac [6], dondew, - Fywy, Q.
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2w
G (o 1G4 = (E—me) (Fr) b oF 0
he

enteonces el sistema (2.15) sc puede eseribir como

(Fry y Y (rr) 2 (£ +m)(Cr) - 2(@r) - 0
T ¥

S

(cr) - %(Gr) t f—" (L - 1nc2) (Fr) + %(Fr) -0 {2.16}

e
De esta manera se tiene que para valores pequenos de r los términos E + me? en ol

sistemna {2.16) se pueden despreciar, ya que, tienden 4 cero cuando r — 0 por lo que®
) , o
ey ey e Sy 0
r T

(Cr) ‘(Gr)ii:-(pr) 0 (2.17)

"!Io"'

Se puede observar que de esta manera las funciones Fr y Or intervienen en cada una
de las ecnaciones (2.16) de bt misma forma. Por lo cual si se busca para ellas expresiones

con potencias iguales de r se obtendria que
Frooarm y Gr  bre?
Substituyendo estas en (2.17) y derivando nos da

ayr? ' yarm T Fabr™h 0

byr™ '~ b st )

*Fl signo £ se usard debido o que ol potencial prede ser atractive o replsive sin alectar los cilculos
posteriores.
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Por lo que se obtiene ¢l siguiente sistema

a{v+ x)Fba=0
b(r-x)taa =0

el cual tiene solucién diferente de cero si su determinante es cero: es decir, si

Debido a esto, hay dos casos: si o < x° entonces ¥2 > 0, lo cual nuplica que 7 es real.
Si v < O entonces # v (& divergen. va que, r es pequeno; pero esto no ¢s posible debido
a que F y G deben tener una forma asintética cuando r — (0, o 11 diverge una de ellas
lo tiene que hacer mas lentamente, porque se tiene que

O
T+ X

1o W —at (54 ) - (2.18)

—(j+%)“—(f'+l) para § = £ +
-I—(j-!—%)ff parajze_%

G . const - r?1

B

Asi pues

Ya que

Aunque la funcién de onda también puede tender a infinito en r - 0 {si v < 1). Sin
- 2
cmbargo, la integral de |y|° se conserva, desde luego convergente.
Sia® > x?, entonces v¥ < 0, 1 ! impli imaginario. Las -
S x° , entonces v* <  , lo cual implica que v es imaginario. Las correspon
dicntes soluciones oscilan cuando r — 0 {como r~! cos |y| Inr), lo que corresponde a una
situacion inadmisible en la teoria relativista de “caida hacia el centro” ; es decir, debido
a que la particula no puede escapar al infinito, escapa hacia el origen de coordenadas.
Como x% > 1, un campo puramente conlombiano se puede estudiar mediante Ia teoria

de Dirac, si y solo si o < 1, es decir, si Z < 137.
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En el articulo de Mott [16] se menciona que Darwin !4) v Gordon [8] encontraron
soluctones exactas del sistema {2.12); pero, por todo lo visto anteriormente, el sistema
de Darwin y el de (Gordon difieren principalmente en un signo menos, ol cual no se
puede obtener por medio de una factorizacién sino de la manera de como se escojan las
soluciones que forman el conjunto complete. También cabe aclarar que las soluciones de
Darwin asi como las de Dirac (recuerdese que Gordou usa el sistema de Dirac) son para
encontrar los niveles de energia para el clectrén en el dtomo de hidrégeno y no son para
encontrar la funcidn de dispersion, que es el trabajo que ¢l hizo y que se estd estudiando.
Por otra parte, s1 se hubiese tomado ¢! sistema (2.12) tal vy como lo menciona Motl,

entonces se ]thi(’h'(‘ nl)t('[li(lo que
2 2 2

v se tendria que x 8 1 no podria ser siempre mayor o igual a uno, iucluso, Darwin
menctona que su ecuacion para tos niveles de energia del hidrégeno difiere de la expresién
original de Sommerfeld exactamente en este término, y para poder coincidit con la de
Sommerfeld es necesario substituir & en su ee. (7.5) por —k — 1.

Por lo tanto, se seguird usando la ec. (2.15) en este andlisis. Debido a lo anterior of
problema se divide en dos partes: el espeetro discreto (i < me?) v o espectro continue
{F > me?). Para o] espeetro discreto se debe cumplir que a? < x2 y que 4 sea real v
posilivo para segurar ¢l comportamiento asintdtico cuando r — 0, ademds se Liene que
en la teoria de Dirac no sélamente debe cumplirese que 7 < 137, sino que tambidn se

tiene que ol poleneial del campo que se este estudiando no puede erecer mis rapide que

é cuando r — (0, debido a esto las lunciones F y G que satisfasen el sistema (2.15) deben
ser similares a las del sistema (1.17), por lo que las expresiones que se proponen son de
la forma

Ry V@ Ee 0 Q1 Qu)

v —Vmd—Ee ™, - Q) (2.1
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donde se usan las siguientes substituciones
P2 A= f(meVY —E2 | 4= x?-a?

Como puede verse, estas ceuaciones cumplen con la condicidn (2.18) cuando g — 0 .
Ademids, como F, y G, dehen comportarse asintdticamente convergente cuando g — 0
csto se asegura con el término p"~!, el término e~ #/? es para asegurar la disminucién
exponencial cuando p — oo, ¥ por otra parte, se tiencn las funciones Q; y Qg para la
normalizacidn de coordenadas las cuales cumplen que @ >3 @2 cuando p — oo y de esta
manera se asegura el comportamiento asintético de la misma manera para las funciones

F, y Gy. Colocando {2.19) ¢n la primera ecuacién de (2.15} y simpliificando sc obtiene

p(Q1 14 Q2) 4 (v k) (Q1+ Qo) + — acl) (E—l)—

o 2T 2
- %(%“) +‘-"\/:C H‘(Ql Q2) - 0 (2.20)

Anilogamente, substituyendo (2.19) en la segunda ecuacién de (2.15)

P (@ — Q)+ (r - ) (@) Qz)—le( 2—")+

he

2
+p2&(1.i &r_)_a me + F

he met — F

(Ql +Qa) - 0 (2.21)

En los problemas relacionados con el campo coulombiano es mis comodo trabajar
con unidades atémicas, teniendo que: para la masa, la longitud y el tiempo sus unidades

respectivamente son

fl2 ﬁ3
m=911x10"8; | — =0520%10%m y — - 242 x 10~'75
me me
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Por lo que l1a unidad de energia queda como

m 84

= 4.36 x 107 erg - 27 21eV

Por ésto, el paso a las unidades atdomicas en las férmulas se puede cfectuar (para el
cleetrén) suponiendo que

e=h=cam=1

iJe esta forma, las ecuaciones (2.20) y (2.21) quedan expresadas como

p(Qr+ Q) +(y+ x)(Ql+Q2)“FQ2+C¥V::;E(Q1—Q2) 0

P =Q2) + (v =x)(@1— Q) +pQ2— +fr:*(21 1 e -

Ciyvae surma da

, am
rQ; | (’Y - “—) t+ (x - T) Q2=0 (2.22)
ya que A = vVm® — E?. Restandolas se obticne
, am alf o
s (30 ) (-0 %) 22

Despejarndo Qq de {2.22) y substituyendo en (2.23) se tiene que
o) v v e1-0)@ - (1- 50 @24)
Despeiando @) de (2.23) y substituyendo en (2.22) se obtiene

pQi 1 v i 1= Q- (111-22) Qs -0 (225)
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Obsérvese que las ecuaciones (2.24) y (2.25) son de la forma
fr—2)0" —ad’ —ad =0
cuyas soluciones se obtienen con ayuda de la funcién hipergeométrica degenerada F (a, ¢, 2}

De esta forma se tiene que

) E
@\ /”"(‘Y—'EA‘-,TWFI,[))

1)

e fS
Qs BF('y-i—l—gA—,‘Z'y-[»-l,p) (2.26)

Pero para cualesquiera valores finitos de 2 v a , ¥y para valores enleros negativos o cero

de ¢, la uncién hipergeométrica se determina por la serie

a:z
Flaez) - 1425 28T JE
(a,c,2) + cl!  e(ey 1) 2!

Si en cualquiera de las ecuaciones (2.22) o (2.23) p — 0, entonces

Fla,e,2) =1 , @Qi=A y Qo=28

por lo que la relacion entre A y B es

Ea om

T 5 X+ 5
B - Ao I3 - Pl Ty | 2.97
x - 5 'y+9—§ ( )

Es necesario que las dos ecuaciones de {2.26} se reduzean a polinomios, ya que, de
lo contrario crecerian como e cuando p = oo , ¥ a su vez creceria como €°/2 la funcién
de onda total. Pero si ¢ es un entero negativo o cero, entonces la funcién F {a, ¢, z) se
reduce a un polinomio, sea

ali

Rulkilry
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donde n, -2 0,1,2,3, ... , son los nimeros cuinticos radiales. Observese que si n, 0 se

reduce a cero tan solo una de ellas. Pero esto implica que v — “—A‘F“-, por lo que

2 (uE ?
e (%)

2 (am)g- a (aE)2 > | I_cxm
X ) 77 ) =5

Si \ < 0 ¢l coeficiente B3 en (2.27) se anula, de tal forma que @z 0 ¥y no se viola la

y como

condicién impuesta. Pero st y > 0 se tienc que B —A y por lo taulo Q» diverge para

1, : 0. Por lo que son admisibles los sipguientes valores de n,

0,1,2,3,... ,six<0
1,2,3,4,... .six>0

Por otra parte, falla enconlrar cl coeliciente de normalizacién A . Para esto ¢s
necesario normaldizar In funcion de onda ¢ del espectro discreto, lo enal se cumple s

a . . . 3 ,
Tlvl dV . 1. Como en este trabajo solo interesa el espectro continue no es necesario

encontrar A, entonees las ecnaciones de (2.19) quedan de la forma

" E
Fy  AVmd l')\e"“‘/"p"'"l [F’ (')‘ - g:-\—-..?’r + l.ﬂ) -

als S
T X ( aly )
— | —2 | & N [l PRI
()( ‘.‘;") ! T v b Ep

" E
Gy —AvVm-—F e P l2pr1 [F ('[ - -Q—A-—, 29 + 1, p) 1 (2.28)

wlf -
T-5)N . all
i (-{-—:-,—,__E__T)F('y +1—- > ,Z’)‘}-l,p)]

. + o n
Resnmiendo todo lo anterior, tenemos que cuando x° > @~ entonces v es real, pero
. - 9 . .
esto implica que x° es real | ya que, a es real; esto a su vez quiere deeir que A es real.

" N -
Por lo tanto, tmes > 1 o cual corresponde al espectro discreto. Por lo tanto, todo lo
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anterior efectivamnente correspoude al espectro discreto.

También se tiene que si y? < o entonces 4 es imaginario, por lo que A tiene que ser
Imaginario. ebido a esto me? < £ ya que, A = (mc'z)"’ — E?, lo cual corresponde al
espectro conlinuo (que es el que interesa estudiar para el fendmeno de dispersion).

Para el estudio det espectro continuo debe cumplirse que <oy B> mc®, por
lo que no es necesario hacer los cdlculos anteriores, sino que solo basta con los cambios

siguientes {donde p = |p| ¥ usando unidades atémicas):

vin— E — —ivVE —m, A—.—iVEQ-mZ-—-—ip (2.29)

alkl o 2ret
Vidomz T hy

port lo que i
- 1-% v-u em
x-%5 x-L  x-if

—4

P am _21re2 . v\ 941
q "VET-mZ  hv T E (2.31)

(2.30)

donde

. . , . 2y —1/2
tentendo que v es la velocidad de la particula definida por E = mé” (I - 3:-;) . Sub-
stituyendo los nuevos términos en Gy y F,. de (2.28) se obtiene que

'
F, -éf— m + I e P! [e‘EIE‘ (y—ig.2y+ 1p)—e ¥F (y + 1 —iq, 2y l,p)]
et

r
[ :.f_l- I~ me 2ol o8 (4 — ig 2y + Loyt e ®F(y+1—ig 2y l,p
x - toE
pero como p - 2Ar , entonces p = —i2pr , donde p - VET—m? . Substituyendo de

. ,
nuevo en Fyy Oy

Fy Vi 4 i
G, VE —1mn

A'ett (—izpryr™! {e"!~’ (v — 19,2y + 1, —i2pr) F



Fe Up (v +1 =142y + 1, —-i2pr)]

Usando la propiedad de F (a, ¢, z) como

Fla,c,z) - eF(c=a,c, —2)

entonces
Fly+1—iq2y+1,—i2pr) — e" P F (y +iq, 29 + 1, i2pr)
S o {7 - iq, 2y + 1, —i2pr)
Por lo que
F E+m -
= A (2pr)™ [0 (g — i, 2y + 1, —ipr) F
G —iV Il —-m

Fe Mt pr oy g 2y 4 1, —iQPT)]

por lo tanto,

{ei(pr+€) Fy—iq,2y +1, —i2pr)} (2.32}

F Im
X 3 = 2AVE £m (2pr)"!
Gy e

Pero cuando z — oo, la forma asintética de la funcién hipergeométrica cstd dada por

Fla,cz)= Fé%-(—-z)—“(.‘(a,a—c + 1, -z} + II,‘EZ))e"z“"C(c—a, 1 —a,z)

donde
afat+ l)c(e+1
palate(crn)

ac
G(a,c,z)-—:l+ﬁ; o133
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Por lo tanto,

+F 1tz 2t 22

)

Usando la formula anterior tenemos que

M. a_c{u (c=o)(t-a), (c-a)fematN{i-a)(i-atl)
(a

(i2pr)~"*" [1 (v — ig) (= -

Fy—iq.2y 11, =i2pr) =T (27 + 1) {F(’Y T 11 4q) 2ipr

w)]

1 e o =trilral [y 4 1 +ig) (1= 7 4 ig) 1
oy i 0=
tO (,.2)] L T {y — iq) [ + i2pr t (,.2)

De esta forma, si r — oo , entonces se obtiene

{2y + 1)

Y Ly iR
I (v Jrlhq)(t )

Fiy—ig, 2y +1,—i2pr) =

Substituyendo en (2.32)

F. Im . I"{ 1 )
1 eavEER Gyt a0 p BT D vl
Gy Re Cly+1+44q)
AN E im ] 3 -iglni+ign2
. iA'Y ml"(?’y +1) @2pr)" {exp [i (pr + £) 4 iq n-z + iq In 2pr] (i2pr) "
pr Re Py +1+iq)
pero
(i2pr) 7" = (2pr) T =T
substituyendo ésto en la ecuacién anterior, se ohtiene
" s AF E L . fm i(pr+£—i-’1+q1n2pr)
x AV E M e T
Gy pr Re Ty +1+1iq)

37

._]+



pero
e'? cos{y —arg (e + b)) + i sen{y — arg {a + ib))
a | b |a + ib|

Por lo gue

F iAVELEmm {2y 41 5} Sen
v . _ (2y ) e~ /2 (pr+£+qln2pr—-%7—
. or [T {y + 1+ 4q)] €os

—arg{y + 1t iq))

iAVEEm T(2y+ 1) 0] sen
Pr I‘(7 +1+ "(I)l cos

(pr + 8y + qlupr — %I) (2.33)

donde

o E-am{y+l4i4g) -5y + 3 (2.34)

v 2y =1 es el momento angulio orbital. De (2.34) se ticne que
ei'.!hx - {2 ~wy + 7l = 2arg P{y r 1 +ig))

P{v11- iq)e,-,,“_.,)e,—gg
Ply bt tiq)
peroe de (2.30) se ticne que
e*l'.’f ¥ "?
x — i’

por lo tanto,
why Xy 1—in) o
Y—ig I'{y+ 1+ 1q)

e (2.35)

que os ol corrimiento de fase de Ja x-ésima onda parcial que tanto se ha estado buscando,

ya que, es mas fdeil caleular In funeidén de dispersidn por medio de dste.
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2.2 ECUACION DE DISPERSION RELATIVISTA

En mecdnica cuantica no-relativista, se ha resuelto el problema de expresar la funcién de
dispersion en funcidén del corrimicnto de fase. La expresidn asintética de la funcién de
onda que representa Ja dispersion de particulas en un campo de fuerzas centrales fijo cs
de ia forma
. eipr
¥ = Ugpe'® + u},vp.T .

donde Ug, es la amplitud de la funcidn de espin de la onda incidente vy Up., es la
funcién de espin de dispersion, la cual depende del dngulo de dispersidn, es deeir, del
ingule correspondiente a la direceidn de dispersion n' .

La funcién de dispersion de la funcién de onda queda determinada por completo
dando una magnitud de dos componentes; una de cllas es ¢l espinor tridimensional w,
que representa la funcién de onda no-relativista en el sistema de reposo de la particula.
También sc puede expresar en funcién de cste espinor la densidad de corriente: ésta cs
proporcional a w*w. Por lo tauto, la seccion transversal diferencial de dispersion esti
determinada por

L
do = u—dﬂ
ww

pero normalizando la onda incidente mediante la condicién w*w 1, entonces
do = v *w'dQ

[’ar lo que se puede introducir un operador de dispersién f medianle la definicién

Debido a que w y w' Lienen dos componentes, el operador definido es por completo
h I 1

aatlogo al operador amplitud de dispersion que hay en la teoria no-relativista de Ia
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dispersién cuando se ticne en cuenta el espin. Dicho operador es de la forma
f atbsl-s (2.36)

donde &, b son operadotes orbitales que dependen unicamente de €2, Por lo tanto, se
puede expresar ¢l operador como funcién de los corrimientos de fase de lus funciones de
onda en el campo dispersor. Para esto es necesario determinar los elementos de la matriz
dingonales de los operadores & y b (se expresaran como ag ¥y by ), los cuales cumplen con
la relaciones (Landau [12]),

as t ,'_;u,, . ;21—7: (eﬂ“"* N ])

1,0,
! ] Bh;
ag— 5(E1 1) by - o (e —1)

resolviendo o sistema se obliene

! s} ne, iy o
be AR (e - ) {2.37)

! 26 S

« — (0t 1) [e®® — 1} }E{e5 -1 2.8

" 2(29}!)1’;{1[( ) ) +e( )] (2:88)

Por otra parte, el desarrollo de la funcién § eu polinomios de Lependre esta definida
como (Landau |12},

F o A8(1 —cosdl) . Z(?f b 1) Pe(cos @)

£=0}

aphicando of operador {2.36) o esta faueion, se obtiene la funcién de onda plana incidente

(2 lo largo del eje 4)

Ff = 37(26 40 1) fale {cos0)

2.0
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SNIERY (a,+b,i-§) Py (cos6) (2.39)
F--0

La aplicacién del operador { - § a la funcién Py (cos0) est dada por

£-5 Py(cos@) = iv -8 P}{cost) (2.40)

donde £} es un polinomio asociado de Legendre y » el vector unitario correspondiente
t 1

n x n' perpendicular al plano de dispersién. Por lo tanto, substituyende {2.37), (2.38)

{2.40) en (2.39) se ticne
F = ¥ 28, .
f 2—~Z [([-{ I)(e ¢ —1)+E(e ' —l)]P(((‘ObO) -
P2 (e"""""+ - et ) v-5P, (cosﬂ)}.
De esta manera f toma la forma

f J129(0v-8=FD+g(0w-0

donde
1) -Z—l-i[f ) (&5 = 1) 4 £ (% —1)] Pe(cos0) (2.41)
o
g {9 %i (e"""fi - eml_) Py (cos ) (2.42)
1

Cambiando los corrimientos de fase 6, y 67 , por los corrimientos de fase 8y reta-

tivistas. Tomando en encuta que las 8 y §;7 se relieren a estados cuyo momento angular

orhital es £ {en o sueesivo £ 1) ¥ con momento angudar total 7 - 1 I+ {; y j=i-1L

respectivamente. Se debe cumplirque x = ~!I=1para § - 1+1 ¥ x =1 pura j=1-

por lo Lanto, quadarian cono

éir - b-(lH) ' 61_' - 4
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Por lo que, (2.41) ¥ (2.42) quedan como

f8) = ﬁ i [0+ 1) (20w — 1) 41 (2%~ 1)} Pt (cos0) (2.43)
1 - 10 (141 i 4
g(9) = '2;‘;[( eB8-uen _ l) - (ez“s - l)] P (cost) . (2.44)

La ecuacién (2.43) se puede descomponer como
[0 - Z[(: + 1) (-040) + 1e*4] Py (cos0) + o E('zz +1) Py, (cosf) .

Esta expresion y la {2.44) son las que mucstran el enlace esencial entre el potencial V (r)
¥ la seccidn transversal observada, demostrando claramente la naturaleza ondulatoria de
la descripcion de la mecinica cudntica. La dependencia angular debido a cualquier onda
parcial dada esta determinada por Py {cos#), el cual oscila debido a 0 pero no muestra
una preferencia estricta por alguna direccidn en particular, como puede verse por la

aproximacion asintética de

P, (c0s0) = [ﬂina]”'sen [(1+3)e+3] . 0>
La que determina la variacidn angular del patrén de dispersién es la interferencia entre las
ondas vecinas. También se Liene que el primer término de (2.43) (asi como los de (2.44))
son los que contienen los corrimientos de fase debido al potencial V {r); el segundo es
requerido para remover cualquier contribucién por la onda plana no-dispersada, el cual
puede ser omitido para 0 # 0, ya que, por delinicién la onda plana se mueve sélo en

direccion liacia adelante; matemdaticamente

i(ﬂ + 1) Pr(cosd) =0 para 0#0 {2.45)
=0

Por otra parte, el angulo & = 0 corresponde a las particulas no dispersadas; por lo

tanto, el segundo término de {2.43) se puede despreciar para cualgnier ¢ . De csta manera
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las ecuaciones (2.43) y (2.44) pueden escribirse como

f(8)= 2_—;2 [(l + 1) ef-arn 4 lezw'] Py (cos )
1=0

g(8) = 51;2 [em‘(‘“) - em‘] P/ {(cos8)
i=1

Usando (2.35) se tiene*:

&2y — (_’ —1- iq’) O iq)‘_iﬂ(‘-’r-l-1)

Yotor — 8¢ Uy + 1+ ig)

de {2.22) se puede ver que

Tter V=1 e 1) = e

pot lo que
el ey o {1 +1 +"-Q") l:('YlH +1- !fl)
Yo~ Dy +1 +dq)

va que, e™ (= 1) sea

Tiyy -

Yirr — i T (ygn + 1+ 4g)

debido a esto, sc obtience que

e uen (1 +1+iq") (—l)iTtH

(1 —ig ) (~1)' T,

1Se usara 71 5 ¥a que, ¥ depende de i, os decir de x.

13

(_ l)‘ a~ i+ ,

~1 Tt i=ig) g

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)



Substituyendo (2.48) vy (2.49) en (2.46) y (2 47) respectivamente

J0) = ZI (+ D+ 1 +4g")Toey + 11— ig) lg](-—] Y Pr(cos4) (2.50)

i[(! —ig )+ P+ 1 +ig) TH;](—I)I P/ (cos®) . {2.51)
I:.

Estas ecuaciones son idénticas a las del sistema (22) de Mott {16} salvo por un factor

de ien g (6). De (2.50) y {2.51) se tiene

oQ

O ﬁ%z{—(l ) T + PT—ig {4 1) Ty HIT} (1) P (cos )
i1

| & . . .
2(0) - 5;2[17; + (0 D) Ty + ¢ (T - TO(=1) P/ (cos0)
i1

Desarrollando las series y agrupando términos®

(0 = [1 Ty (P Py = i1 (P = Py)] (= 1)! (2.52)
l 1

1 = I i ] r r 1y

1) - 53 17 (P = PL) = ig' T (P4 L] (= 1) (2.53)

Tenando en cuenta gue los polinomios de Legendre cumplen con las siguicutes relaciones
de recurrencia

(P{= PLy) = 1P+ Py (1 ~ cos0) fsen
(Pl 1 PLy) = ~1{Py = Piy) (14 cos8) fson

Entonces en (2.53) se abliene que:

S0} - G(0)—iqg" F ()

“Se usara I en lugar de Py {vosd).



L cos@ | 1 —cos@

g(0)=q Fa)-i G (8) (2.54)

sen 8 sen @
donde

F (0) =2—;-§wa(ﬂ«m,1) (-1}
G (0) = %ilzﬂ (P + Py) (—1)

Usando las identidades trigonométricas

1reosd gy 12950 e
sen @ 2 sen 8
se obtiene finalmente
(O~ G0y 1q'F(8) (2.55)
q(8) :;qlcotg.}a (0) - itan-g-'G(a) (2.56)

Estas ecuaciones corresponden al sistem (23} de Mott, salvo el factor i, que ya se
habia mencionade con anterioridad.

Obsérvese que si en (2.42) en lugar de 515 se usa 2‘7,11), entonces las ecuaciones (2.50) y
(2.51) corresponden & las del sistema (22) de Mott [16] y las {2.55) y (2.56) serfan las del
(23). Cabe mencionar que en cl corrimiento de fase de Mott [16), pag. 435, no aparcce el
término (-1)* sino que el (~)* del sistema (21} es debido al sistema (16), pag. 432. Pero
aqui también hay otro problema, ya que, el corrimiento de fase e *%*% corresponde «
nuestro e?-¢+1, Esto se puede comprobar viendo Mott y Massey [17], pag. 79. Aqui
la ecuacién {37} corresponde claramente a nuestro ¢’y en la nota de pie de pagina
explica que su e®™ sc obtiene de (37) remplazando n por —n — 1 ; excepto cn el dltimo
término, el cual se convierte en e~"WPn+1=" En ésta el término ¢™" es debido a que en
{36) se suma y se resta %mr (como puede apreciarse en nuestra ecuacion (2.33)), y es
independiente de pny) (en nuestro caso 7,4;). Estas diferencias en la notacién pueden
ser porque Mott usa los resultados de Gordon [8]. Comparando la ecuacién (10), pag.

13, vemos que: nuestra @, esti relacionada con la o5 de Gordon y @ con g;; siempre
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y euando se cumpla que: —n' =y ~q, yaque, p — 4,3 lyqueky —ip. Perosi
lo antenor se cumple, entonces la kg ¥ la p de Gordon no podrian ser reales y él las esta
tomando reales, ya que estd analizando el espectro discreto (£ < mc?). Por lo tanto las
seluciones de Gordon no pueden tomarsc tal y como estik para el espectro continuo y
Mott asi lo hizo. En la nota de pie de pigina de Mott [16], pag. 435 se afirma que si la
1" de Gordon es igual a la k& de Mott, entonces la ¥, de Gordon {usando la ecuacién 10
de Gordon ) es igual a la #G_x_y de Mott, lo cual es falso, la variable z de la funcién
hipergeométrica de Mott es 2ir mientras que la de Gordon es ?kgr, por lo tanto, no
pueden ser iguales.

También se tienc que en f {#) de (16) en |16} los corrimientos de fase estdn con +1,
¥ pot otra parte en g {0) con —1; por lo tanto, la expresién para f () no corresponde
a Ia obtenida en mecinica endntica no relativista (en ésta siempre se obtiene e — 1,
cotl espin o sin éste) ya que se podria pensar que el +1 cs debido a la tcoria relativista.
Pero esto no acurre asi: debido a que en [17], pag. 76, corrige el error y su sistema (26)
corresponde a nuestras ecuaciones (2.43) y (2.44) respectivamente. Por tode lo anterior

segniremos usiando nuestra notacion.

2.3 CONVERGENCIA DE LA EXPANSION DE
LAS ONDAS PARCIALES.

Las series tal y como se encuentran cn en el sistema (2.54) no convergen para todo ¢ ya

que para { grandes, Gluckstern y Lin (7),
Tw‘ ~ I-l-—-2‘lq’

y para # £ | como ya se menciond antes, Pi{cos0) ~ 17172 Por lo tauto, en forma
extricta, F (@) es condicionalmente convergente y G (0) es divergente. Sin embargo, la

expresion para G (8) en (2.54) estd de tal forma que es sobreentendida como el limite de
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una suma dada, la cual incluye un factor convergente compatible.

El andlisis de las series en (2.54) se facilita si en las sumas se considera o = (0. Obte-
niendose la aproximacién de Born (F(8) y Gy (8)) que consiste en expandir la diferencia
entre F (8),G(9) y Fo (0}, Go () en series de ondas parciales, las cuales convergen es-
trictamente. Para ésto Mott |16] propone que se tome ¢ = ¢, lo cual implica que ¢ 3 v
por lo que se trata de la teoria clasica. Teniendo para los corrimientos de fase que:

(e _ Lo i T(=I— 141 —4q) g
—l—-1—iql(-1—1+1+iq)

2n =T (L4 1-1dg) Lo
I—igD(1+1+iq)

e

ya que si @ =~ 0, entonces v x (y x depeude de {).

Usando la relacion de recurrencia para la funcién gama

T

[ ()0 (1= 2z)

senmz

se tiene que
T{—l~1+1~iq) C(t+1 - iq)

C{—l—1+1+1g) C{l+1+iq)

Por lo tanto, los corrimientos de fase quedan como

(5o o LU+ 1~ 14q) y e F(l+1-iq)
P+ 1+14q) T{+1+iq)

Substituyéndolos en (2.46) y (2.47) respectivamente se obtiene

i Tt+1-ig))
fc (6) = 5% (2’ + 1) m l,(cos 0) (257)

g-(8) =0
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Por definicién la integral de Euler de primer grado (funcién beta) esti dada por

_ (el () _ ft oo -
B(a,b)—m- ./01 l(l—l) Yt

Tomandoal+1—1ig = oy 2ig = b, se obtienc

r (I +1-— iq) 1 i—ig 24ig—1
= -t dt.
T+ 1+iq) T (2g) fo (-1

Si|[X]<1-¢, entonces

-0 1

Substituyendo (2.58) y {2.59) en f.(8) de (2.57) se tiene que

—1 ! -1 Zig-1
f(0) - m[} FOX)Ye ™ {1~ dt

donde F(tX) = F(X) -t y como X — 1, entonces

o0
=3"(2 + 1) P (cos §)
1=0

B 1-t?
T (1= 2Lcosd + t2)32

Por lo tanto,

—i 1 (1=2y(1 - )" gy
fc - )f

2pI (24 2 oy 132
Pl (2iq pia+3/2 (25.3“ 2)l’ [l " i(;H "‘3 1]

cen?

tomando el cainbio de variable

ity ey =
=2 T 1
2b€l‘120
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¥ tomando en cuenta que

(1-1t)°

228
7 — dy“sen’s .

Entonces los limites cambian desde y = 0 hasta y = oo por lo que

~i 2ig-2 oo (2y)% 1y dy

fe = ——or (sen —g-) j .(—)—W
2pT(2iq) o (1+1?)

Haciendo nuevamente un cambio de variable de

1
1+y? - =

z

cntonces, cuando y — 0, = — 1; ¥ cuando ¢ — oo, z — 0. De esta forma

o (v
fe = Ty = N fo (Ve ot
_ g

) 1 [ 292 Joig_2 ! _ 912 g
W(SCH 2) 2 .[) (1 Z) z dz .

Usando nuevamente la integral de Euler de primer grado, se obtiene que

foeim e et

Por lo tanto,

—q %g-2 oo (ifl + %) I'(1 - iq)
fe= 2p0(2ig) (reng) ™ 27 I'(3/2) ’ (260

pero

2u)
Pord) =gy v T

%

Debido a esto,

yrin—a (i1 + %) I'(1 - iq)

_ P(2ig) (1 — ig)
r'(3/2) -

T (iq)
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Substituyendo Ia relacién anterior en {2.60), se obtiene

fel0) = -;-;% (sen %)th_z %ﬂq—)— (2.61)

pero :T'(z) = I (1 + 2}, por lo que se obtiene finalmente

22T (1 - i)
L1+ iq)

fo(8) = 2—‘75 (sen %)

1 (e2|‘qln r:eng—) (1 —1q) _—

% T tig)

L]

Sea
(1 —iq)

q Ziein cen §
R (e¥inwn) L
(e )r(1+iq)

2p
este Lérmino corresponde a la R de Mott {16], pag. 437. Obsérvese como de nuevo hay

un crror, y éste es corregido en [17]. Por lo tanto,

Jo(0) = Resc* §. (2.62}

[N

De esta forma, tenemos ¢l siguiente sistema

—tqfy+ Gy - Rcscag
qmt%aniLangGo - 0

Resolviendo para Iy y Gy , se obtiene que
i
Fo==R y Go=Rcot?§. (2.63)
q
Substituyendo en (2.55) y (2.56) respectivamente, se obtiene

fo0) = (F-1+es*§) R (2.64)
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90(8) i (%-1}cotfR (2.65)

Por lo tanto, las expresiones para las ondas parciales son
F0)=F{@) - F(0) y Gi1{8):=G(9) - Ga(8),
las cuales estin dadas como

Fi(0) = %ill), [P (cos8) — Pr_y (cos8)] (—1)}
1

G () -~ —;;i D |Pr(cosB) + P {cos @) (—1)' (2.66)
it

donde Dy = T} — Ty (a - 0). Por lo que la convergencia de las series en {2.66) csti
asegurada, ya que, 12D, esti acotada cuando ! — oo. L3} sistema {2.66) no aparece de
esta forma en Mott [16) (y su uso es por medio de indicaciones verbales), pero si en Mott,
y Massey [17] y sirve como punta de partida para varios articulos sobre el tema, como
por ejemplo: el de McKinley y Feshbach |14] y el de Gluckstern y Lin (7]

Como una primera aproximacién de la seccién transversal de dispersién tenemos que

fo = fotgolv-a)
por lo que
~ 12
|fol” = fos5 + 9095 + fogg + 90f;
= |fol* + a0l + fogs + gof3

donde |f0]2 + |g0|* corresponde a la dispersién total dcl haz dispersado, y Jogg + sofs
corresponde a alguna polarizacién en la colisién del haz dispersado. De esta forma,

usando (2.64) y (2.65) se obtiene que

’ 2 r_ 22
[fol? + lool® = (" — e ") IR + (iq—"-) (cot® 8) A .
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Pero R se puede expresar como

. _2__ 2iqin seng- ~Yarg ['(1+iq)
R = 5 (e )e

ya que
I'(1-1q) — e~Zimgl(1+ig)
(1 + ig)
por lo tanto,
s
R = R-R = (2.67)

Usando {2.67) sc tiene que,

' 2 ‘
1fol* 4 1gal? [(q—q?-) (1 + cot? %) + 27 - 7 esc? § t esc § 7[%-7

r
T -0 .20 10| 1
| e st ese’ | —,
[ q 2 2]4p2

pero de {2.29) y (2.31) tenemos que

Ze? ,  Zé? v\ my
7 - » = il-F y p=

hu hv /1 — v/ 2

Substituyéndolas en la relacién anterior, y tomando en cuenta que se habian usado

unidades atdmicas, se ohticne finalmente

2.4 2 2
a 2 2% v v .
1ol + {gol” = o (l - c_2) [csc"‘% - Ecsc‘ g] . (2.68)

Esta ecuacién se encuentra en algunos libros de texto, como por ejemplo: er Berestetskii
v Lifshitz [2] y en Holstein [10}; pero es obtenida por medio de la matriz de dispersién y
teoria de tensores.

Para una mejor aproximacién de (2.68) es necesario expandir el término D; de (2.66)
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en potencias de o, por lo que

2
DJ"—'Tz(a=0)--Tg(a=0)+%ﬂ'(a=0)+;—|7}"(a=0)+O(a4)

pero
T{(a=0)=0
y
T,
Te=0=-2C=0 00 gyt
donde
. o '(i=iq) . v D{t+1 ki)
v (! :q)—m-—i_q) h "’““*“’)"m'
entonces

2

m;-%ﬂ@=mwa~mpwu+LHﬂ—m+o@ﬂ.

Pero Ti{a =0), ¢ (I—iq)y ¢ (1 + 1 + ig) en potencias de q estin dadas por:

g 1+1 2
Ti{a—=0 = -~ {#ﬁﬁ( 1) 1+l [I‘(f + F((,%)l] + terms. q".etc.}
v{l-ig) = ¢({)- ’qﬂ(il [ﬁ(,')l - ;&t’—:}] + terms. g2, etc.

{1+ 1 +iq)

L) [P I
P (I +1)—ig "(‘:11 [W‘TH - ﬁ(uillﬂ + terms. ¢°, etc

(2.69)

Como f%% =ty v (+1)=9y()+ 7 » substituyéndolas en (2.69) se obtiene que

2
Dy = ; i+ - )( 1Y 4+ terms, o® q, etc,

Colocando (2.70) en (2.66) y despreciando los términos «%q se obtiene

F(0) = R “ﬁi](4})w Pisy)
= 1'p 4P ‘=l[ i } [ i SN
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ia? &2 1
G( Go EZ(TTi'[) +P¢_g)

1-1

Pero

o ) .
Z (Pt Piy) = "f( —1) y zp'z—i-l&;l=lncsc2%
i=1 L.:1

por lo que,
F(8) = Fo+0(a?
G = Gp+ %‘;- [';T (cscg- - 1) — 1ln esc? %] + O (a?)

Usando (2.63) cn la relacién anterior se tiene que

F{O)  IR+0(a?
G (0) coteg R+ :—:"[i( (cscg- ]) —ilncsczf_)-,+0(a2)]

Substituyéndolas en (2.55) y (2.56) respectivamente se obticne

flo - cotQGRi_4p[ (csc%—-l)—iincchg __%g_'.R
0 ot et B (e ) <ty

lo cual implica que

oy - (u+CSC )Ri-“ [ (Csc%*l)—z]n(‘s -g-]

gloy - ﬁglncsc 5-1—1[(u)cotaR———tan (CSC%—I)]-

Elevande al cuadrade, sumando miembro a miembro y usando nuevamente (2.67), en-

tonces la dispersion total del haz dispersado es:

' 2 '
17+ lgf* = {(q—;—-q)—(l +cot2-g;) +2E—;—qcsc2%+ esc’ 84

+7r::2 (c«,(;? E) (cscg - 1) + ﬂ—:—{?; [(cscg - 1) + In2 csc? 0]} ,f:
= %?2- [q’zq—z 7 csc? - +csct 5+ —5—:3 (c:ac2 g—) (cscg - 1) +0 (a"qz)] .



Usando los valores de ¢, ¢/, @ ¥ p en unidades ordinarias, la [érmula anterior puede

expresarse en términos de la velocidad v del electrén, la cual queda como:

2,4 2 2
2 2 Le v a0 _ Y 9
If]” -+ gl —m(lwg) [csc 7~ pese 5t

vaZ et (l—seng
+_ rerr———
¢ hec

57 2) + terms. de orden a’q (2.71)
send%
2

Obsérvese, como nuestra ecuacién {2.71) corresponde a la (25) de Mott [16], salvo por

20

un término, él tiene cos 3

¥ nosotros obtuvimos 1 sen% . Se puede ver claramente que
las expresiones anteriores no corresponden a alguna identidad trigonométrica y sélo son
iguales para 8 = 0y 6 = 7 (en general parad = 4nn 0 8 = (dn + 1) 7, donde n € Z). El
error estd en el término G de Mott, ya que, él obtiene 7 csc? % ¥ nosotros T (csc g - I), el
cual también es obtenido por McKinley y Feshbach [14). Por otra parte, nuestra ecuacién

(2.71) es idéntica a la (2.9) de Lehmann {13]. Por lo tanto, hay otro error en el articulo

de Mott [16].

2.4 OBTENCION DE G(§) COMO UNA FUNCION
DE F(9).

Es importante sefialar que hay una relacién entre las funciones de ondas parciales FF () y

G (8) . Esta se obtiene derivando Fy (9) con respecto a cos#, por lo que se tiene

dF, (8) _ i il d Py (cos §) B dPy_) (cosB)
dcosd 2 dcosf? dcosd

n=l

(2.72)

pero los polinomios de Legendre cumplen con la siguiente relacién de recurrencia

(1 + cos8)

dcos@ [PI (COSB) = P (cos&)] = ”Pl (cosﬂ) + P (Cos 0)]

o
(5]



substituyendola en (2.72) se obtiene

dFl (0) 1 th [ ( 9) ( 0)
d = Dy [P (co + P
cost 2 (l + cos{)) =1 tFeicos 1—11¢C08 ]

de {2.66} se tiene:
iR (0) G (8)

dcosft 1+ cosf’

le cual implica que

dF, (9)

Gy (8) — (1 + cost)

?

cos @
por lo tanto,
dFy (8)
G, (8) — —cot} 2.
(&) coty — (2.73)
Por otra parte, usando Fy (0} de (2.63) se tiene que
dFy (0)  —i*gcos] [1"(1 - iq)] Jiatnren?
deost  2genf (sen.—g) T (1 +iq)
—ig 29
= ———— ol 5 i (0
T+ cosd O & 0(0)
pero de (2.63) se obticne que:
d 7y (0) G (9)
deosd 1 +cosd’
lo cual implica que
dFy (7
Go(8) = (1 + cos) S
dcos @
por lo que
dFy (0
Go(9) = —cot & o () (2.74)
di
De (2.73) y (2.74) se concluye que I (0) y G {8) satisfacen la misma relacidn
dfi (0
G(0) = —cot Tgl ; (2.75)



El hecho de poder obtener un amplitud por medio de la derivacidn de la otra es muy
importante, ya que, facilita la evaluacién de la amplitud de dispersién total. Pero ademis,
por la misma naturaleza de F)(6), esta serie converge mds rapido que la de G| (6);
por lo tanto, si se usa la relacién (2.73) para obtener G, {#}, entonces las componentes
de la funcién de dispersién pueden expresarse mediante una misma funcién F (§) y se
obtendrian resultados mimeéricos méds exactos , que los obtenidos con la relacién (2.66).
Debido a esto, la importancia de la relacién {2.75) es doble y permite obtener una mejor

aproximacion de la dispersién total cuando ésta es requerida.
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Capitulo 3

SECCION TRANSVERSAL
DIFERENCIAL EN TERMINOS
DE VARIABLES DINAMICAS Y
SUS APLICACIONES.

En la seccién 3.1 se caracterizara el tipo de dafo producido por la interaccién del haz
de electrones con los dtomos de la muestra. Despues se pondri la seccion transversal
diferencial en términos de la energia transferida {energia de desplazamiento) a los itomos
por el haz de electrones debido a2 la colision. Como existe un intervalo de cnergias
de desplazamiento, entonces se promediard la seccidn transversal diferencial y a dicho
promedio se le llama seccién transversal de dispersion. En la seccién 3.2 se aplicard
la teoria obtenida para los dtomos del cuasicristal AlgoCusgCo01551s y para los de la
ceramica superconductora Y Ba;Cu3Or y de esta forma se obtiene informacién (por medio
de las grificas obtenidas) sobre la minima energia que deben poseer los electrones para
poder dispersar a los dtomos correspondientes. Se compararan los resultados obtenidos

tedricamente con los experimentales.



3.1 VARIABLES DINAMICAS.

Dentro de las aplicaciones de interes es importante tomar en cuenta la interaccién de los
electrones con muestras orgdnicas o inorginicas. Ahora bien, se sabe que desde el punto
de vista quimico sus estructuras son diferentes, por lo cual se pensarfa que el resultado de
la interaccién del haz de electrones con las muestras también lo es. Es interesante ver que
cuando el material inorgdnico tiene una estructura atémica cristalina o cuasicristalina,
los étomos tienen una posicién permenente y ordenada (o casi ordenada); por lo que
cualquier perturbacién en uno de ellos tendra efectos que pueden ser experimentados
por los dtomos vecinos. En los materiales orginicos esto no ocurre algunas veces debido
a su arreglo molecular. Pero a pesar de todo, tienen algo en comin: ambos sufren
dafios, en menor o mayor grado, cuando interactuan con electrones rapidos. Los choques
pueden ser elisticos, los cuales permiten obtener informacién posicional, o ineldsticos,
que proporcionan, informacién quimica.

Por otra parte, los electrones, debido a su carga eléctrica, interactuan en forma
coulombiana tanto con el nicleo atémico como con los electrones de la muestra. Am-
bas clases de interaccién pueden provecar un desplazamiento atémico irreversible. Al
desplazamiento atémico resultante de la interaccidn electrén ripido con micleo atémico,
se le llama dafic "knock-on” o choque directo, porque envuelve una transferencia directa
del momentum y energia al itomo desplazado durante la colisién. Al desplazamiento
atdmico originado por la interaccién electrén ripido con electrén atémico se le llama
daifio iénico (o radiolitico}. Estos dltimos son menos directos y requieren un mecanismo
para convertir la energia potencial de la exitacién electrénica en momentum niiclear y
ocurren a bajas energias. En el daiio de choque directo en ocasiones se tiene que la
energia transferida al Atomo desplazado es suficiente para que éste desplace a otro 4tomo
y asi sucesivamente, a esto se le llama desplazamiento de cascada. También se tiene que
el daito de choque directo se da (Hobbs |9]} cuando los clectrones son acelerados con
voltajes mayores a 100 K eV, mientras que el iénico para menores a 100 KeV y cada uno

predomina en su regidn.
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Ahora bien, ya se ha visto que durante la interaccién hay desplazamiento atémico,
ipero cudntos son desplazados debido al energia transferida por el haz de electrones? Para
csto se puede hacer uso de la ecuacion {2.71) la cual proporciona la seccién transversal
diferencial no sélo dependiendo del dngulo de dispersién 8 , sino también de la velocidad
v del electrén. Entonces se puede poner en términos de la energia cinética, por lo que la
seccidn transversal diferencial depende de la energia cinética del haz de electrones.

Para hacer el cambio de variable es necesario usar la siguiente transformacién (Lehmenn
[13])

o (T, E} dT = a () d (3.1)

donde T es la energia cinética transferida a ia particula blanco {es decir, a una particula
de la muestra), d) = 2 sin0df y E es la energin cinética del electrén. Pero en la teoria
de colisiones existe la siguiente relacién cinemitica (Lehmann [13]), que se cumple tanto
para la teoria no-relativista como para la relativista:

20

—_ = — 3.2
T sen’ (3.2)

donde T,y en la teoria relativista es

_ 2ME(E + 2mecd)
(mo+ M) 2+ 2ME

(3.3)

moax

v corresponde a la maxima energia transferida a la muestra de masa M por la particula
de masa m y energia 5, la cual se obtiene cuando @ = 7; £ = mgc? es la energia en
reposo del electrén (o proyectil).

De esta forma, diferenciando (3.2) con respecto a 8 y substituyendo en (3.1) se obtiene:

o (0) 27 sen 0 d0
—_—
TnaxSen 3 cos % do

a(T.E) =

=a(0) ;" . (3.4)

max

GO



Usande nuevamente (3.2} en (2.71) y substituyendo en {3.4), se tiene que

Z2et v\ (T2 v? Toax
7 TE) = gt (* - “) [ T @ T

vnZe? [1— /T [Tmax 2 an
+ - 7 373 +O(a q) T
¢ he (T [ Tinax) max

zet\’ T, 2 NG
= dq € (] _ ﬁ2) max ﬁ_ _ 7fa + waf max (3‘5)
2my? T? T T T32
donde § = Ly o == %’ La relacién anterior se conoce como expresién de McKinley-

Feshbach para la ecuacién de Mott, la cual se usa en el trabajo de Lemann [13]. Esta
ecuacidén es valida para Z < 30; para Z > 30 es necesario usar mas términos (los de o o
oF segiin se requiera) en el cilculo de la ecuacién (2.66).

Dado que siempre se puede encontrar una energia umbral de desplazamiento, en-
tonces existe un intervalo de energias, el cual estd asociado a un intervalo de secciones
transversales o (T'; E) . Esto quiere decir que no todas las colisiones pueden producir un
desplazamiento y por lo tanto, existe un intervalo de energias transferidas T que tienen la
probabilidad de poder desplazar a las particulas blanco. Debido a esto se puede obtener
el promedio de las secciones transversales g (T'; E) para las energias transferidas T' por
los electrones de energia E | en el intervalo de energias Trmin < T < Tiax por medio de la
relacion

04(E) =/:"’ Pe(T)o (T; E) dT (3.6)
donde Ty, es la minima energia transferida al nicleo de masa M necesaria para poder
desprender al atomo del enlace molecular y del medio, es decir, dejarlo en libertad;

la funcién de peso P4 es la probabilidad de que la energia transferida T produzca un

desplazamiento y ¢4 (£} es la seccion transversal de desplazamiento.
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La funcién F; es tomada de Rickards et al.[20], y estd dada por razones lisicas como

0 , st T < Thin
Py(Ty:- 4 1, si Tgn<T < 25Tmin {3.7)
QT ,si T >25Tma

Cabe mencionar que cuando T > 2.5T i, el desplazamiento de cascada es tomado en-
cuenta por la angostura @ == (0.812Tpin) R, donde R es la fraccidn de energia necesaria
para el desplazamiento en cascada. El valor de R es variable y depende de los elementos
y energia consideradas.

Tomando de (3.7} Py -- | y substituyéndola en (3.6) se obtiene:
Ze? : oy [T [Ty,
94(E) = 4n (Em_u?) (1-8 )]Tm [T? (5 r'raﬁ) +naﬁT3/2]dT
4n Zgg ( —-ﬁ) ’"“-1-(,82+7raﬁ)ln
2mu? Tenin

Tmﬂx Tmax
T~ 2rad (1 - 1{ T (3.8)
Pero de (3.8) se tiene que

Zer\? o Z e? 21—,62
() (1= - (55) 5

. 72 met)’ l—ﬁ2
h 9T m32 micdigt

Como 25 = Upg es la cnergia de Rydberg (13.6 eV) para 2 = 1y ;ﬁg = ag {53 pm) es

el radio de Bohr; entonces se obtiene finalmente que

] ' ,32 a Tma
o4(8) = 476303 (ot ) [ v v -

(ﬂ 4- -raﬂ) ln?

min

—{1+ 210,5)] (3.9

Esta es 1a expresion de Hobbs {9]. Tomando en cuenta que como la masa del electrén es
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despreciable con respecto a la masa M del nicleo atémico y como la energia cinética ¥
puede ser muy pequefia comparada a la energia en reposo AMc® del micleo, entonces la

maxima energia transferida en (3.3) se transforma en este caso a

2E (E + 2mc?)
M2

Tmax =

(3.10)

Sin embargo se tiene que sélo una fraccién de la energia transferida total es disponible
para el desplazamiento atdmice. Por lo que, la ecuacién (3.9) dnicamente es valida para
clementos ligeros;! para elemeutos pesados es necesario usar la expresién completa de
Mott. Por lo tanto, el uso de la relacién (2.75) es el mas recomendable (por su doble

importancia) para obtener {2.71) por medio de una evaluacién numérica.

3.2 DANO POR RADIACION ELECTRONICA.
EN Y BasCu3z07 y AlgaCugCo155i;3.

Uno de los campos donde 1a teoria descrita anteriormente se puede aplicar completamente
es en la Microscopia Electrénica de Transmision (MET) y en particular en su 4rea de Alta
Resolucién (METAR). En este campo la muestra bajo observacién es expuesta # un haz
de electrones generados con voltajes cuyos valores tipicos se encuentran en el intervalo de
(1KeV , 2MeV) Reyes y Yacaman [18]. Las muestras observadas son principalmente
de materiales inorgdnicos y cubren la totalidad de materiales estudiados en las Ciencias
de Materiales. Las muestras de materiales orgénicos, generalmente aquellos estudiados
en las Ciencias Bioldgicas, también pueden ser analizadas por MET, pero en este caso
la preparacién de la muestra es bastante laborioza en comparacién con los materiales
inorgdnicos Reyes y Yacaman [18].

Dentro de las aplicaciones de la teoria anterior estin los dafios causados en una

aleacién, por la interaccién con electrones ripidos. Para esto se han tomado como cjemplo

'lebbs [0} define a los dtomos ligeros, a aquellos que cumplen que Z < 40 y los pesados para Z > 40.
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dos muestras: una de ellas es la aleacidén cuasicristalina el AlgaCugCo1551s v la otra es
la cerdmica superconductora Y BaszCusOs.

El proceso de danio por radiacion que sufre una muestra durante su observacién en el
MET, puede ser seguido tanto en el modo imagen como en el modo patrén de difraccién
fiz. 2. En ambos casos se ven los cambios producidos en la muestra y pueden ser
estudiados en forma detallada.

En la figura 3 se muestra la grafica® de la ec. (3.10) en el rango de energias de
0.05M eV hasta 2MeV y los elementos corresponden a los de una cerdmica. En la
grafica se puede observar claramente como entre mds ligeros son los elementos, mayor
es la energia transferida, lo cual es de esperarse, ya que, Ty, depende del inverso de la
masa del dtomo. Ademis, por medio de la interseccidn de las graficas con la energia de
transferencia de 20 eV, se puede obtener informacion sobre la minima energia con la que
deben ser acclerados los electrones para producir el desplazamiento atomico. Observese,
como para ¢l Ba se requieren encrgias mayores & 2 M eV para poder transferirle una
cnergia de 20eV |, pero esto no quiere decir, que el Ba no puede ser desplazado con una
energia menor a 2MeV, lo que significa es que el bario necesita menos de 20eV para
poder ser desplazado, como se mostrara posteriormente.

Por otra parte, la fig. 4 representa la grifica de la cc. (3.9) con ayuda de (3.10),
tomando Tyin = 20V la cual corresponde al promedio de las Ty, (en la mayeria de lo
metales T\, se encuentra entre 1) — 30eV ). Los elementos corresponden a los de la
aleacién cuasicristalina del AlgaCugC015513. Aqui se puede ver el caso contrario: entre
mads ligero cs el dtomo menor es su seccidn transversal de dispersién. Por la forma de
como fue obtenida la seccidn de dispersidn se tiene que para o4 (F) > 0 hay produccién
de huecos. Por lo tanto, la grafica nos proporciona informacién, sobre la minima energia
Erin = Egcon la cual deben ser acelerados los electrones para producir desplazamiento de

atomos de la aleacidn, es decir, producir huecos en la aleacién. De esta forma, tenemos que

2Esta graficn y las subsiguientes fueron realizadas con ¢l programa de compute escrite en Turbe-
Pascal, el cunl es un algoritmo muy simple para la ecuacién (3.9) y no requicre demsiado detalle en su
evaluacidn.

64



dos muestras: una de ellas es la aleacién cuasicristalina el AlgaCupCo58i3 y la otra es
la cerdmica superconductora ¥ BagCuaOr.

El proceso de dafio por radiacion que sufre una muestra durante su observacion en el
MET, puede ser seguido tanto en el modo imagen como en ¢ modo patrén de difraccién
fiz. 2. En ambos casos se ven los cambios producidos en la muestra y pueden ser
estudiadoes en forma detallada.

En la figura 3 se muestra la grafica® de la ec. (3.10) en el rango de energias de
0.05M eV hasta 2MeV y los elementos corresponden a los de una cerdmica. DBn la
grafica se puede observar claramente como entre mas ligeros son los elementos, mayor
cs la energia transferida, lo cual es de esperarse, ya que, Ty, depende del inverso de la
niasa del dtomo. Ademds, por medio de la inlerseccion de las grificas con la energia de
transferencia de 20V, se puede obtener informacidn sobre la minima energia con la que
deben ser acelerados los electrones para producir el desplazamiento atdémico. Observese,
como para el Ba se requieren energias mayores a 2M eV para poder transferirle una
energia de 20eV | pero esto no quicre decir, que ¢l Ba no puede ser desplazado con una
energia menor a 2MeV, lo que significa es que el bario necesita menos de 20eV para
poder ser desplazado, como se mostrara postericrmente.

Por otra parte, la fig. 4 representa la grafica de la ec. (3.9} con ayuda de (3.10),
tomando T, - 20eV la cual corresponde al promedio de las Ty, (en la mayoria de lo
metales T, s¢ encuentra entre 10 — 30¢V ). Los elementos corresponden a los de la
aleacidn cuasicristalina del AlgCuggCoy55i3. Aqui se puede ver el caso contrario: entre
mis ligero ¢s el dtomo menor es su seccidén transversal de dispersién. Por la forma de
como fue obtenida la seccién de dispersion se tiene que para 04 (£) > 0 hay produccién
de huecos. Por lo tanto, la grafica nos proporciona informacién, sobre la minima energia
Emin = E4 con la cual deben ser acelerados los electrones para producir desplazamiento de

Atomos de la aleacién, es decir, producir huecos en la aleacién. De esta forma, tenemos que

2Esta grifica y las subsiguientes fueron realizadas con el programa de computo escrite en Turbo-
Pascal, ! enal es un algoritmo muy simple para la ecuacién (3.9) y no requicre demsindo detalle en su
evaluacidn.
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la minima energia Eq4 parael Al y St es a 200 K¢V y para el Co y Cu es aproximadamente
a 400 KeV. En la fig. 5 también se ha graficado la ec. (3.9), pero en este caso los
elementos corresponden a los de la cerdmica superconductora ¥ la minima energia de
los electrones B4 son: para el O de 100K eV, para el Cu de 400 KeV y parael Y yel
Ba arriba de 500 KeV. Por lo tanto, la ec. (3.9} proporciona un método para obtener
informacidn sobre la minima energia de desplazamiento de los elementos de una muestra
antes de ser analizada experimentalmente. También permite elegir un intervalo en el cual
existe la seguridad de que se produzcan huecos de un determinado dtomo y de los otros
no. Por ejemplo: en el intervalo de 100 — 400 K.V se producen huecos de O, Al y §i,
mientras que de los otros no. Finalinente, ohsérvese que a 2 M eV todos los elementos
pueden ser desplazados.

Ahora bien, debido a que ¢l proceso anterior es irreversible, entonces se tiene que una
vez sufrido el dafio en la muestra, ésta permanece estable, lo cual puede ser benélico o per-
judicial a ésta. Experimenlalmente han sido observados algunos dafios por Reyes-Gasga
et al. [19], al analizar la transicién de fase cuasicristalina a eristalina del AlgaCusgCo,5Si3
con ayuda del microscopio electrénico de alta resolusién MET. En el intervalo de volta-
jes de aceleracién entre 100 — 400 K eV la muestra sulrié una serie de cambios los cuales
fueren analizados en el modo imagen y en los patrones de difraccién (fig. 2a), hasta Hegar
al estado ordenado de vacancias; la transicion fue producto del desplazamiento atdmico
y los resultados tedricos corresponden a los observados experimentalmente. En Hobbs {9]
se menciona gue cuando el cristal a-quartz es analizado con el microscopio electrénico
a 150 KeV el cristal sufre una amorlizacién, usando la informacidén de la fig. 4 y dela
fig. 5 se puede concluir que la transicién fue producto del desplazamiento de itomos de
oxigeno, ya que, no sc tiene la energia suficiente para desplazar los del silicio

Iis bien sabido que en alpunos materiales superconductores la cantidad de huecos de O
son importantes para disminuir la resistividad y por lo tanto, aumentar la conductividad.
De esta manera, tenemos que si la muestra de ¥ BayCus07 es bombardeada con voltajes

de aceleracion entre 100 — 400 K¢V, entonces se Licne la seguridad de que sélo habra
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huecos de oxigeno y la muestra podria ser enriquecida (fig. 2b}. Por lo tanto, se ticne un
método para seleccionar el elemento que se quiere dispersar.

Anteriormente se habhia mencionado que la ec. {3.9) sélo era vilida para clementos
ligeros, ya que, sélo una fraccién de la energia total transferida al dtomo es usada para
producir el desplazamiento; la otra fraccién termina como calor. Si el cantacto térmico
de la muestra es pobre, como a menudo ocurre en muestras analizadas con el MET,
entonces una exposicién prolongada puede elevar la temperatura excesivamente y en el
menor de los casos logra ablandarla; pero en algunas ocasiones podria fundirla, tal y como
lo seitala Hobbs [9]. También se tiene que una exposicién prolongada puede producir
desplazamiento atémico pero desordenado, es decir, se obtiene un estado desordenado de
vacancias. Por lo tanto, se debe tener control sobre el tiempo de exposicidn con ¢l MET,
porque la elevacion de la temperatura, las vacancias desordenadas |, junto con el dafo
de cascada pueden causar degradaciones estructurales irreparables de la muestira, tal ¥
como fueron observadas en Acosta et al. f1].

IZu el articulo anterior se menciona que las zeolitas se caracterizan porgue su estruc-
tura forma una serie de tuneles de varios didmetros y que al analizar la zeolita Ca — A
con el MET (a 100 KeV) se modificaron las dimensiones de los tuncles, en poco ticmpo
habia una clara perdida en la cristalidad, junte con un incremento en la densidad de
imperfecciones circulares de un material vitrio; se produjeron variaciones en los grosores
promedio de ésta y mayor daiio en los bordes, ademas la zeolita se amorfizé. También
se senala que hay evidencias de que el Al y ¢l Si sufren desplazamiento directo arriba de
200 K eV, pero no se menciona nada sobre el O . De esta forma, si se usa la informacidn
obtenida por las prificas 4 y 5, entonces a 100 KeV hay desplazamiento de dtomos de O
¥ por lo tanto, ¢l dafio es de choque directo y no idnico como se pensaba.

Finalmente se tiene que, debido a que la cc. (3.9) se obtuvo, tomando en cuenta
que la interaccién del haz de electrones con el niicleo atémico es del tipo coulombiano,
ésta también puede ser usada para cualquicr otro tipo de particula incidente, como por

ejemplo, cuando se usa el acelerador de particulas alfa.

66



CONCLUSIONES.

En el presente trabajo se encontré que hay una serie de errores en algunas expresiones que
us6 Mott [16] para llegar a la ecuacién de dispersién relativista (tal y como se muestra en
el capitulo 2, secciones 2.2 y 2.3) . Es importante seiialarlos, ya que, la mayor parte de
la literatura que trata el tema menciona como referencia dicho articulo. Algunos errores
son corregidos en trabajos posteriores de él mismo; pero de otros no se encontré que se
haya hecho. Por lo tanto, para cualquier trabajo posterior a este articulo, ya sea para
llegar a le ecuacién de Mott ¢ para alguna investigacién en particular, deberd tomarse
en cuenta que las expresiones correctas son: para la funcién de dispersién en términos de
los corrimientos de fase es
th 1

O el Eg{(k +1) (@M — 1) 4k (270 — 1)} Py (cosB) ;

para el término R de Mott es

b [Pl —dq) : g\
R = 2q'(l_‘(] " iq)) exp (21qln sen; +rn),

para la onda parcial G (8) es

2

o
C = Go+ o=
°T

#
™ (csc—g— - 1) —ilnesc? g]

v para la dispersién total del haz dispersado es

AFY v? 68 v é
2 2
|f| + |9| —W(l-—c—z csc4~—~c5c2—+

+v 2 Z g2 lwseng b d d 4
- —t erms. de orden «
c he sen®$

Por otra parte, al poner la ecuacién de Mott en términos de la energia cinética del haz

de electrones rapidos se puede contar con una expresién tedrica, la seccién transversal
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de dispersién, la cual proporciona informacién para caracterizar los intervalos de energfa
en los cuales se tenga plena seguridad de que ahi la muestra sufrira un daiio de choque
directo, es decir, se puede seleccionar (antes del experimento o aplicacién tecnoldgica)
cl elemento que se desea desplazar {o desprender) de la muestra, y de esta forma, tener
control sobre los huecos producidos por 1a dispersién.

El tener control del elemento dispersado y con ello el nimero de vacancias, permiten
tener un control sobre otros pardmetros fisicos debido a los defectos, como pueden ser:
optices, cambios en el indice de refraccién; electromagnéticos, variando la resistividad o
conductividad de una aleacién y mecédnicos, variando la estructura cristalina. También
permite disefiar métodos de proteccién y evitar dafios irreparables en la muestra. Por lo
tanto. se puede contar con una gran gama de aplicaciones tecnoldgicas por el conocimiento
del niimero y tipos de defectos creados durante la interaccién electrén-itomo, especial-
mente en la produccién de ceramicas, polimeros, semiconductores y superconductores.

Finalmente se tiene que no hay una expresion para la seccién transversal de dis-
persién en funcién del tiempo, lo cual permitiria tener un mayor control sobre los dafnos

producidos en las aleaciones en el intervalo de energias usado cn esta Lesis.
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Fig.

2 Patrones de difraccidén antes y despues
de ser analizadas las aleaciones para:

aycuasicristal; b)cerdmica supercanduc-
tora.
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