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Introduccién.

Si tenemos que I' es un subanillo de un anillo A y G es un grupo finito de
automorfismos de A tal que I es el subanillo fijo de A bajo la accién de G, v
A es finitamente generado como '~médulo; se dice que A es una extension
pregalois de I' con grupo G, si A es un A [G] —generador proyectivo, y en-
tonces decimos que el par (A,G) es pregalois. La motivacién para estudiar
este tipo de extensiones, es que tienen una relacién cercana con las cubiertas
de Galois de K —~categorias, y éstas han llegado a ser una herramienta impor-
tante en el estudio de la teoria de representaciones de algebras de dimensién
finita sobre un campo algebraicamente cerrado K.

En este trabajo el primer capitulo consiste de algunos de los resultados
que vamos a utilizar en los capitulos siguientes, ademds de dar una idea de
cémo son las estructuras que utilizaremos a lo largo del desarrollo. Los re-
sultados m&s importantes de ete capitulo son el corolario 1.5 y la proposicién
1.7, y ellos toman su importancia precisamente en la medida de que son las
caracterizaciones de cuando un anillo A es un A [G]~médule generador, y
cuando es proyectivo, donde G es un grupo de automorfismos de A, y siendo
asi, seran los resultados mas citados posteriormente dado el objetive del
tema. En el capitulo 2 estudiamos el comportamiento de las parejas (A, H)
y (A,G/HY}, donde H es un subgrupo de G, cuando ya sabemos que (A, G)
es pregalois. En el capitulo 3 nos hacemos una pregunta similar a la del
capitulo 2, pero ahora acerca de los ideales del anillo A. En el capitulo 4 se
presenta la definicién de accién de Galois, que es algo mas particular que
pregalois, y vemos que muchos de los resultados de los capitulos 2 y 3 se
pueden extender cuando consideramos este tipo de acciones. En el capitulo
5 se relaciona a una accién de Galois (A, G) con el hecho de que la accién
inducida naturalmente de GG sobre las clases de isomorfia de los A—mddulos
simples sea libre, y en este respecto se llegan a determinar las condiciones
para que ambas nociones sean equivalentes. En el capitulo 6 se presenta el
concepto de K -—categoria, y se le asigna un anillo a cada categoria de este
tipo que tenga un niimero finito de objetos, para después relacionar el hecho
de que la proyeccion de la categoria sobre su cociente con un grupo G que
actia sobre sus objetos, sea una cubierta de Galois, con el de que la accidén
de G sobre el anillo asignado a esa categoria sea una accién de Galois. En
el capitulo 7 se incluye una lista de las definiciones y teoremas necesarios
para leer este trabajo. Todo este trabajo estd basado en el articulo [A.R.],
pero aqui lo hemos reescrito de una forma mas detallada y elemental que lo
hace incluso autocontenido, de tal manera que hemos demostrado muchos
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resultados que en el original se daban sin prueba, y hemos completado otros
cuya prueba era muy escueta. Asi creemos que este trabajo podra ser leido
por un piblico mas amplio.
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Capitulo 1. Resultados Preliminares.
Definicién: Sea A un anillo con unidad y G un subgrupo finito del grupo
de automorfismos de A. Denotaremos como A [G] al anillo del grupo oblicuo
de A por G; los elementos de A [G] son las funciones de G a A.

Notacién. Si f es un elemento de A[G] tal que f(g) = A, entonces
denotamos
[ = T4ec Mg, con Ag en A, y g en G. Con las siguientes operaciones: con
respecto a la suma, es un A — mddulo libre, donde la base son los elementos
de G, y la multiplicacién se define como Agg - Awh = Ayg (An) gh (gh es la
composicién de automorfismos de A) con la extension obvia para elementos
de la forma ¥ . Agg-

Veamos ahora como A es un médulo izquierdo sobre el anillo A [G], con
la accién definida por Ag-z = Ag(z) para A\gen A[G], yzen A:

sean Y ,ec Ao, ¥ Lge Hog elementos de A [G], y z,y elementos de A :

1) (deG Agg) - (z+y) =

Ygec Agg(T +y) =

Yoec Aglg(z) + 9(y)) =

Loec(Ag(z) + Agg(y)) =

oec 209(x) + Lo Xog(y) =

Loec2ad T+ Lgec Mg Y

2) (EQEG AgG + Lgec “yg) (z) =

Lgec(Ag +ig)g -z =

Ygec(Ag + 1g)g(z) =

2gec(Agg(2) + pog(z)) =

29eC Agg{z) + ZgEG p,gg(:lz) =

296G Agd " T+ Lgeg Hed - T

3) (Lrea Mf - Thea Mh) - () =

(Eshec Arf(An)(fR)} - ()

Y rec Lnec Arf () fh(z))

2 feG Af LoheG SO (M=) =

216G Af heG f()‘hh(m)) =

Yrec AMS  (Xhee Mh(z)) =

Lrea Mrf (Zne b - T)

4)1A[g] = IAIdA = 1AIdA(SB) = 1A$ = I.
Definicién:Diremos que la accién de G sobre A es pregalois, o simplemente
que (A, G) es una accidn pregalois, si A es un A [G] — generador proyectivo.
Si T es un subanillo de A, tambien diremos que (A, T') es pregalois, cuando I'




sea el conjunto fijo A={A € A:g(\) = A, g € G} de un grupo finito G que
actia sobre A, con (A, G) pregalois.

Cuando G opera como grupo de automorfismos sobre A, esa accién induce
otra accion de G sobre A%. Es decir que si denotamos por X, a la
multiplicacién en AP, tenemos que si g € G, y A, 0 € A%, entonces

9(A x p) = g(pA) = g(p)g(X) = g(A) x g(u),
por tanto podemos hablar del anillo A% [G], y preguntarnos por las
relaciones que haya entre A [G], y AP [G]. Por otro lado, si le damos una
estrucutura de A [G] — médulo derecho a A de la siguiente manera:

A Agg = g7 (AXg), 0 en general A« Tyeq Agg = Lyec 97 {ANg), podemos
ver que A es un A [G] — mddulo derecho con esa accién:

Sean A, € A,y Agg, Anh € A7 [G],

1) (A+p) g =

gHA+p)A) =

g (AN + ) =

97 (AN + g7 ) =

A Agg+ e Agg

2) A {Agg + Ah) =

g7 (AN} + BT (W) =

A-Agg + A Aph

3) A (Agg - Mh) =

A Agg(Mn)gh =

(gh)™ (Argg (M) =

h™lg7 (Mg (An)) =

h7 g {Axgg(Mn)) =

h=H g™ (Mg)g™ {g(An))) =

HHg (M) =

A3+ Agg)An) =

(0 2vg) - Wik

4) X+ 14 ddy = IdH (A1) = Ida(X) = M.

Y ahora veamos que hay un antiisomorfismo entre A visto como
A [G] — médulo derecho, y A™ visto como A [G] — médulo izquierdo, a
través del isomorfismo de anillos f : A {G]” — A [G], definido por f(Ag) =
g7 (Mg

Primero veamos que f es isomorfismo de anillos.

Sean Ag y ph en A{G]™, entonces:
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f(Ag* ph) =

fph-Ag) =

[(nh{A}hg) =

(hg)™" (1h(N)(hg)~" =

g~ A (uh(A)g™ h =

g7 (A~ (A~ h(A))g™ ! =

g~ (A () A)g~ AT =

g (g™ g h =

g7 (M) x g7 R (p)g™ AT =

g~ (Mg~ x W ()h! =

f(Ag) x f(ph). Donde X denota el producto en A% [G], y * el producto
en A[G]7.
Ahora, si le damos una estructura de A[G] — mddulo derecho a A de la
siguiente manera:

p-Ag= f(Ag) - p paracada p € A,y A\g € A[G], vemos que:

-rg=f(Ag)-p=9""Ng - u=g"' (N x g7 (1) =

=g g (A) = g7 (#A) = i+ Ag, es decir que la
A [G] — estructura derecha de A corresponde a la
AP {G] — estructura izquierda de A% por medijo del isomorfismo f de anillos.

Algo, que nos podemos preguntar, es: si sera cierto que (A, G) es una
accién pregalois, si y sdlo si (A%, G) lo es. Por las observaciones
anteriores, se ve, que esto se puede reformular como: jserad cierto que A es
un A [{G] — generador proyectivo izquierdo, si y sélo si, lo es como un
A [G] — médulo derecho?; la respuesta es que si, y esto se probara verificando
las dos propiedades involucradas en la definicién de pregalois, por separado,
y para esto necesitaremos algunos resultados preliminares.

Lema: a} ©: Al M —ae M, definido naturalmente como:
ME={meM:g-m=m,g€ G}, para cada M en
A[G] — méd, y para cada morfismo de A[G] — médulos f: M — N, como
f¢: MY — N€ donde f€ es definido como f€(m) = f(m), para cada m
en MC; es un funtor.

b)A tiene estructura natural de A [G] — AY — bimédulo, induciendo ast el
funtor

HOTTLA[GI(A, _) A [G] — méd — AG — mdd.

Prueba:
a)Veamos primero que, podemos restringir cada morfismo de A [G] —mddulos
f: M — N, auno de A® — médulos f€: M® — N, definido por
fE(m) = f(m), para cada m en MC.
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Es decir, sélo tenemos que verificar que;

1) f(M®) C N, para ver que f€ est4 bien definida; y que;

2) cada conjunto fijo M€ de un A [G] — médulo M, es un A€ — médulo. :

1) sea n € f(MC), entonces existe m € M tal que f(m) = n; y para
g € G tenemos: g -n=g- f(m)= f(g-m)= f(m) =n;

2)Para ver que M%es un A® — médulo, primero observamos que M es un
A® — médulo, porque A€ es un subanillo de A[G], y ahora veamos que M¢
es un subgrupo de M :

1)M€ no es vacio (1p € M)

2)para m,n € M y g € tenemos:

g (mtn)=g mtgn=miny

g-(—m) = —(g-m) = —m, es decir que la suma de dos elementos de M¢
es otro elemento de M©, y el inverso de un elemento de MS también es un
elemento de M€y finalmente

3)MC€ es cerrado bajo la accién de A%;

sean g € G, A € A%, m € M€, entonces;

g-(A-m)={(g-A)-m=g(A)g-m=

=Ag-m=X-(g-m)=A-m
G es un funtor que va de A[G] — méd, a A® — méd, que
solo restringe las funciones, por eso es obvio que, manda las identidades
en identidades, y que conserva la composicién de funciones, es decir que,
(go f)=4g%0 fC.
b)También tenemos que A es un A [G] — A® ~ bimddulo, porque sabiamos
desde antes que A era A [G] — médulo tanto izquierdo como derecho, y A® es
un subanillo de A [G], asi que s6lo es preciso verificar la asociatividad de las
dos acciones, es decir que {Ag- p) -y = Ag- (- ), para todas Ag € A[G],
pEA yyEAC

Para Ag, g,y como anteriormente tenemos:

(Ag- ) -y = Ag(p) - v = Ag(p) - vlda = Id5' (Ag(p)y) =

= Ag(p)y = Ag(n)g() = Aglp) = Ag - (- ).

Ahora que ya sabemos que A es un

A[G] — A€ — bimédulo, observamos que tenemos el funtor

Hompg(Ape, ) : A[G] — méd — A® — méd, que manda a cada

A[G] — médulo M a Hompg(A, M) € A® — méd, con la accién:

(A~ )(n) = f(pr), para cada pp € A, f € Hompig(A, M), y X € AC.
Ademés a cada morfismo de A[G] — médulos ¢ : M — N, lo manda al
morfismo de A — médulos

HOTI’LA[G](A,Q) . HomAlc;;(A, M) - HomA[Gl(A,N), definido como

Entonces .
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(Homaig)(A, g))(f) = g o f, para cada f € Hompyg(A, M). B
Proposicién 1.1:

a) El morfismo evaluacidn ¢, - Homag(A, M) — M, definido por

¢ (f) = f(1), induce un isomorfismo funtorial

dm : Hompg (A, M} = MC para cada A[G] — médulo izquierdo M.

b)ga : Endy ) (A)® — A, es un isomorfismo de anillos.
Prueba:

a) Primero veamos que ém(¢),) C M. Parag € G,y f € Hompg (A, M),
tenemos:

9-du(f) =9-FfQ1) = flg-1) = f(g(1)) = f(1) = ¢y(f), asi que ya
podemos decir que ¢y : Homp (A, M) — MC| est bien definida. Ahora
veamos que ¢, es un morfismo de A® — médulos :

sean f,g € Hompg(A, M), y X € A,

Dou(f +) = ( +0)(1) = £1) + 9(1) = due(f) + burla).

D6 (M) = AW) = F1A) = FO) = A (1) = A ().

Ahora veremos que;

1)¢a es inyectiva, y que

2)¢ s es suprayectiva, para tener que ¢y es un isomorfismo:

1) sea f € nuc(dar), entonces dp(f} = f(1) = 0, asi que si, A € A,
F(A) = Af(1) = A-0 =0, por tanto f es el morfismo cero, y asi tenemos que
¢p es inyectiva.

2)Para m € M€ definimos f : A — M como f (i) = p-m para cada iz € A.
Tendremos que ver ahora que en realidad f pertenece a Homy g (A, M. Para
esto, sean Ag € A[G} y 1 € A, entonces;

g i) = f(Ag(p)) = (Ag(w)} - m = (Ag(w))(g - m) =

= (Ag(p)g) - m = (Ag-p)-m = Ag-(p-m) = Ag- f(u), asi que Ppr, también
es suprayectiva, y por tanto es un isomorfismo. A continuacién, veremaos por
qué decimos que el isomorfismo que induce ¢y es funtorial. Es precisamente
porque la clase 7 = (¢par)MeA(Gj-mad de morfismos en AC —méd inducidos por
¢m, para cada M que pertenece a A[G] — méd, es un isomorfismo natural
que compara a los funtores (covariantes) Hompg(A,-) y -©, que van de
A[G) ~ méd a A® — méd, es decir, 7 es una transformacién natural a través
de isomorfismos. Pero mejor veamos la prueba:

Sean M,N € A[G] —méd, y sea f : M — N, un A[G] — mor fismo.
Directamente de las definiciones, verificaremos que €l siguiente diagrama es
conmutativo

' OMaisl /\/f | |
HO‘”A[GJ(A/’ /\’1) ' H A ( ) 7 HOWT (6] (A/ /\'})

A

b l 5

M - ' > NS




sea g € Homag)(A, M), tenemos que:

(¢~ o Hompig(A, f))(9) = ¢N((H0mf\|c:1(/\

on(fog) = (fog)(1) = flg(1)) = F4(g(1)

= fC(ém(g)) = (f€ o éar)(g), por tanto

¢n o Hompg)(A, f) = f€ o ¢u, ¥ ya habiamos visto que ¢y es un iso-
morfismo para cada M en A[G] — mdd, per lo que finalmente tenemos que

= (¢M)MeA|Gl-mad, €8 un isomorfismo natural.

b)Para probar que ¢, : Endpig(A)? — A%, es un isomorfismo de anil-
los, ya sélo es necesario ver que ¢, conserva la estructura multiplicativa,
porque en (a) ya se vié que ¢, si conserva la estructura de médulos, o mas
particularmente la de grupos abelianos, y que es una funcién biyectiva; asi
que:

sean g, f elementos de End,\[c;] (A), tenemos que:

Pa(go™ f) =dalfog ( 9)(1) = f(g(1)) =

= f(g(1)1) = g(l)f( ) da(g)da(f). por lo que queda demostrada la
proposicién. B

Como consecuencia del isomorfismo de anillos

Endac(A) = AC, tenemos en la siguiente proposicién, una relacién en-
tre ModA [G], y ModAC, las categorias de A [G] — médulos, y AS —médulos,
izquierdos respectivamente, cuando la accién (A, G) es pregalois.
Proposicidn 1.2: La accidn (A, G) es pregalois si y sdlo si,

A®pc — : ModA® — ModA [G), y

Hompgl(A, —) : ModA [G] = ModAS, son equivalencias inversas de
categorias.
Prueba: Supongamos primero que la accién (A, G) es pregalois. Entonces, A
- esun A |G| - generador, finitamente generado (por la identidad) y proyectivo,
ademas sabemos que

AY = Endag(A)?®, ( (A%)™ = Endyg(A) ), entonces por 7.6, ten-
emos que, si, a|gj/A es generador, entonces A es fiel y balanceado (es
decir que Ag)A End( AgjA)yer €5 fielmente balanceado) y que A gng g AP €5 fini-
tamente generado y proyectivo. Por 7.3 tenemos que si, jigA es finita-
mente generado y proyectivo, entonces para algunos zigA’, y » 2> 1 hay un
A [G] — isomor fismo A& A' = A[G]™ | y con esa n precisamente, tenemos
que:

(Agna(pem»)™ = Homaa(A [G], Apng(ygays)™ =

= Hompq(A [G]", Agna(yga)e) &

) 9) =
) =




= HOFTLA[G' (A & A', AEnd(A[c}A)"F) =
= Homaig)(A, Apna(yqa)e) © Hompg)(N', Apnd(y ga)er); de hecho este
ultimo sumando, ya no importa quién sea; lo importante es que finalmente,
tenemos que:
Arz End(A[G]A)"P & HomAlG](A',AEnd(A[G]A)op), Y por 7.4,
Agnq AgjA)er €5 un generador.
Asi que tenemos hasta ahora dos cosas:
)AiGIA Y ABnd(y oAy, son ambos generadores proyectivos, y finitamente
generados, es decir progeneradores. y
2} a6 A End( AlG]A)P €5 balanceado.
Obtendremos a continuacién que:
A® End(yph)r —» Y Homyg (A, —), son equivalencias inversas:
- Sea M = End(y g A)°P M, tenemos que:
HOmAl(;](A,A ®End(AlGlA)op M) = HO’m.A!cl(A,A) ®Eﬂd(A[G|A)°” M, por 7.8 ya
que zigiA, es finitamente generado y proyectivo, pero
Homyg) (A, A) @ pra(agay» M =
= End(pigA)” ® End(ygA)r M = M, por 7.7.
Ahora, tomemos N =g N, entonces tenemos que:
A O End(y g A)°P Hompig{A,N) =
= HomMG](HomEnd(MG}A)op(A,A),N), por 7.9, porque Apni(, 4);
es finitamente generado y proyectivo, pero
Hom,\[G](HO?ngnd(A[G]A)op (A, A), N) = HO’ITLA[GI (A [G] ,N),
porque
AGIA End(y g A)er, s balanceado, y Homaiq(A[G], N) = N, por tanto
(A DEnd(yqayr —) = F 'y G = Hompig{A, =), son equivalencias inversas.
Si ahora suponemos que, F' y G, son equivalencias inversas, se
sigue directamente de 7.10, que (A, G) es una accién pregalois. B
Para continuar con nuestro objetivo, ahora daremos algunas caracteri-
zaciones de {A [G])“, usando la inclusién natural de A en A[G], como un
subanillo.
Proposicién 1.3: Para un anillo A, y un subgrupo finito G del grupo de
automorfisros de A,
a)las siguientes igualdades se dan.

(Toec 9) 4= {Tyec9) - 41G]= (A[G])°={Sgec 9(N)g : A € A}.

b) (A[G])€ es isomorfo a A, como A—médulo derecho con ¥ ,eq g, como
generador.

¢c)las siguientes igualdades también se dan.




A (Lhec 9) = MG (Leec 9) =

={z€A[Gl:z-g==z,9€ G}, y este

A [G]~ AC —bimédulo, también es isomorfo a Homaig (A, A [G)), a través
del morfismo ¢, definido como ¢(f) = f(1), donde A y A[G], son
considerados como A |G] — médulos derechos.
Prueba:

a)Lo haremos con cuatro contenciones simples, las tres primeras en el
orden que aparecen los conjuntos, y la ltima que es la que cerrara el ciclo,
para concluir las igualdades:

1)la primera es obvia, si vemos a cada elemento (L e g)A, en

(Zgecg) - A, como (Tyec 9)Ale, que pertenece a (3 ,eqg) - A[G].

Z)sea (Lgec g)Ah en (Tyec9) - A[Gl, si f € G, tenemos que:

f((ZQEQ g)Ah) = (f(zgec gHrh=(f ZgeG g)Ah =

= (Tyec f9)Mh = (Sgeq g)Ah, por tanto

(Soeaa)ih € (A[G)E

S)sea T gcc Ag € (A[G])C, sabemos que para todo h en G, se tiene que:

h¥gec A9 = Xgec MAg)hg = Lye Ao, €s decir quesi h € G, y hg = h,
entonces h{A\g} = As, asi que si g = 1, entonces h(A;;) = A4, para toda h
en (G, por tanto

3 oec Agd = Lnec MAig)h, ¥ en consecuencia

(AG))® c {Theag(Vg: A€ A},

4)sea e 9(A)g, un elemento del conjunto

{dec g(A)g: X e A} , sabemos que:

de(}'g(’\)g = ZgEGg CA = (EgEG g) i A: ¥

(FCgec9) A € (Zyec9) - A, con lo cual se tiene la cuarta contencién, y
por tanto los cuatro conjuntos son iguales.

b)Sea ¢ : A — (A[G])?, definida como ¢(A) = (T4ec g) - A, probaremos
ahora que ¢ es un isomorfismo de A — médulos derechos. Por (a}, sabemos
que ¢ esté bien definida, y ademds que es suprayectiva; veamos ahora que en
verdad, ¢ es un morfismo de A — mddulos derechos:

sean A, p € A, tenemos que:

A+ p) = (Tgec9) - A+ 1) = Cpea (A + p)g =

= 30ec(9(A) + 9(1)g = Tyec 9(N)g + Tgec 9(1)g =

= (Zgec9) ' A+ (Lpec9) - = ¢(N) + S(n), ¥ que

(M) = (Cpec 9) - Mt = Tgec 9(An)g =

= Tyec 9(Ng(1)g = (Zgec 9(N)g) - = $(X) - 1, por tanto ¢ es aditiva,
y saca escalares de A por la derecha; finalmente veremos que ¢ es inyectiva:




Sea A € A, tenemos que:

si §(A) = (Zgec9) - A = Zyec g(N)g =0,

entonces g(A) = 0, para toda ¢ € G, y por tanto A = 0, de donde se
concluye que ¢, es un isomorfismo. Y si ¥,eqcA9 € (A[G])€, entonces
existe A en A, tal que ¢(A) = Yyec g A = Tyeq Agd, por ser ¢ suprayectiva,
por tanto tenemos que ¥, g es generador de (A [G]).

c)lo haremos como en (a), por contenciones simples hasta completar el
ciclo para tener las tres igualdades.

1)la primera es obvia, si vemos a cada elemento A(Tyec 9) en A+ (Tgec 9),
como Alg{Xgec 9), que pertenece a A [G] - (X,¢6 9)-

2)sea A(Tgec ) en A[G] - (T,ec 9), st b € G, tenemos que,

(A(Zgec9)) - h = Ag((Egec 9)h) =

= A(Zgec gh) = Ag(Lyec 9), por tanto

M(Toec9) €E{z€AG):z-g=2,9€G}.

3)sea Y gec Agg, €n

{z€eA[G]:z-g=1=x,9 € G}, sabemos que para cada h € G, tenemos
que:

(ToecAog)-h =T hearegh = Tycc Agrd, es decir que para cada hen G,
tenemos que si gh = ¢, entonces A; = Ay; En particular, si g = 15, tenemos
que gh = h, y por eso A}, = A, por tanto

%0 A9 = TgeaMad = Mg Toec d € A+ (Sec 9), ¥ se concluye asi la
igualdad de los tres conjuntos.

Y ahora para ver el isomorfismo entre Homaig)(A, A[G]), y A (Zyec 9),
primero veamos que ambos, tienen estructura de A [G] — A€ — bimddulos;
el primero la tiene, porque la hereda de las estructuras izquierdas de A,
y A[G], respectivamente; (ver capitulo 0) y el segundo también la tiene,
porque es un subconjunto de A [G], no obstante, es preciso verificar que las
operaciones son cerradas; para verificar la operacién izquierda, es suficiente
ver a A (Tyec g) como A [G]- (X yec g), por las igualdades anteriores; y para
la operacion derecha, lo haremos directamente de las definiciones:

sean M(T e g) € A (Zgec 9), ¥ it € AC, tenemos que:

(MEgec )t = M(Egec 9)1) = MTgec 9(1)g) =

= MEgec 19) = MpEgec 9) = M(Zyec 9), vuelve a estar en A-(E e 9);
y en estas igualdades, se ve por qué es necesario que p pertenezca a A® y
no solamente a A; y que las operaciones izquierda y derecha son asociativas,

es obvio, porque A [G], y A, son subanillos de A [G], y A~ (Tyec 9), es un
subconjunto de A [G].
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Ahora definimos una funcién ¢ : Homaie (A, A[G]) = A+ (T, 9), como
¢(f) = f(1), para toda f en Hompig(A,A[G]), y tendremos que verificar
que:

1)¢ esta bien definida,

2)¢ es morfismo de A [G] — A€ — bimédulos,

3)¢ es inyectiva, y

4)¢ es suprayectiva.

Y asi lo haremos,

1) Para ver que ¢, estd bien definida, sea f € Homp(A, A[G]), y sea
F(1) = hec Anh, entonces utilizando que f saca escalares de A [G], por la
derecha, tenemos en particular, que para toda g € G,

f(l-g) = f(1)g = ThecMh - 9 = Xpec wh'g, v por otro lado, si

operamos con g, antes de aplicar f, tenemos que,
f(L-g) = flg7'(1-1)) = f(1) = Srec Mnh, asi que, si A'g = h entonces
Ant = Ap, pero h'g = h sélo cuando b/ = hg™!, entonces Ang-1 = Ap para toda
g en G, y en particular para g = h, por tanto tenemos que Ay, = Ay, por
tanto

f(1) = e Mh = Lreg Aigh = Mg Lpec h € A- (Zgec 9), ¥ finalmente
tenemos que im(¢) C A (Tsec g)-

2) sean f,g en Hompig (A, A [G]), tenemos que:

¢(f +g) = (f +9)(1) = f(1) + g(1) = ¢(f) + ¢(g), ahora sean también
Mg en A[G], y pen A®, tenemos que:

(Ag- f) =(Ag- f)(1) =Ag- f(1) = Ag- &(f). ¥ que

o(f ) = (f - w)(1) = f{pl) = f(p) = f(Lu = 8(f) - p, utilizando
que f saca escalares de A [G] por la derecha, por tanto ¢ es morfismo de
A [G] — A® — bimédulos.

3)sea f en el micleo de ¢, entonces ¢(f) = f(1) = 0, y si A estd en A,
f(A) = f(1)-A=0-X =0, es decir, f es la funcién constante cero, por tanto
¢ es inyectiva.

4) sea A- e 9 € A+ (Xyec 9), entonces observamos que;

f A — A[G], definida como f(u) = A T iec g - u, satisface que:

#(f) = f(1) = XA-X,cc g, pero no habremos terminado esta prueba hasta
ver que en realidad f pertenece a Hompg (A, A[G]); para esto, sea Ag en
A[G], y p en A, entonces

fQpe Anh) = f(R7HpM)) = (A gec g) - h™H{pdn) =

= A Toec 9(h (1An))g = A - Tgnec gh{h™ (1dn))gh =

=X Tonec 9(BAn)gh = A - Toeq g{pAn)gh =

=X e 9(1)9(M)gh = X Toea g(i)g - Anh =
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= (A Teecd 1) - Awh = f(p) - Aph, por tanto f es un morfismo de
A[G] — médulos derechos, y asi ¢ es suprayectiva. Finalmente podemos
coneluir que ¢ es un isomorfismo de A [G] — A® — bimédulos. W

Definicién: Sean T' un anillo, y, M N dos I’ — médulos izquierdos, en-
tonces, al subgrupo generado por {im(f) : f € Homp(M, N)}, lo llamaremos
la traza de M en N, y lo denotaremos como Ty (N).

Es claro que 7y(N) es un I' — submddulo izquierdo de N. Con esta
definicién, la proposicién 1.3 nos da un nuevo resultado.
Corolario 1.4:

a)Consideremos a A y a A[G], como A[G] — médulos izquierdos. En-
tonces TA(A[G]) es igual al A [G] — ideal bilateral generado por 3 ,cc g, que
también es igual al grupo abeliano generado por los elementos del conjunto
M Toecg M A M € A}.

b)Consideremos ahora, a A% y a AP {G), como AP [G]—médulos izquier-
dos. Entonces ToA(A[G]} = Tae» (AP {G]) como A[G) — ideal bilateral.
Prueba:

a)Por definicién, 74 (A [G]) = gen {im(f) : [ € Hompig(A A [G'])} , pero
Homyq)(A,A[G]) = A - (Thecg) como A[G] — A® — biméddulos, a través
del isomorfismo ¢, definido como ¢{f) = f(1), asi que los elementos de
7A(A [G]), que son los generados por los de la forma f(A), con Aen A, y f
en Homyg(A,A[G]), son los mismos que los de la forma f(1)A, y ademis
sabemos por 1.3(c), que f(1) es de la forma - (¥ ;e 9), asi que finalmente
tenemos que cualquier f(A) es de la forma g+ (£,ec 9) - A, ¥ en consecuencia

TA(A[G]) = gen {u "Ygecd A AE A} :

b)Si hacemos corresponder, a través del antiisomorfismo de anillos

f:A[G] = A [G], definido por f(Ag) =g"'(A\)g™!, ala

A [G] - estructura izquierda de Homyg(A, A [G)) heredada por la

A [G) - estructura izquierda de A [G], con la A [G] — estructura derecha
de

Hompericy(A™, AP {G]), heredada por la A% [G] — estructura derecha de
A% [G], tenemos que:

{im(f) : f € Homay(A, A[G])} = {im(J) : | € Homuori) (AP, AP G}
y en consecuencia que 7 (A [G]) = Tpr (A {G]). H

Definicién: Sea T' un anillo, y M un I'—mdédulo. Entonces diremos que
M es un T — generador, en caso de que Ty(I') =T

Con esta nueva definicién, y con la descripcién de 74 (A [G]) dada en 1.4,
daremos en el siguiente resultado, una caracterizacién por elementos, de A
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como A[G] — generador, y esta serd la que usaremos en el resto de este
trabajo.
Corolario 1.5: A es un A [G] —generador, st y sélo s, existen A; y w: en A,
tales que 37— ) Mi(Tgec g)i = lajgy. Y ademds, A es un A[G] — generador,
si y solo si, AP es un AP [G] — generador.
Prueba: Supongamos que A es un A [G] — generador. Sabemos que

TA(A[G]) = A[G], y por 1.4(a), tenemos que cualquier elemento de A [G]
se puede escribir como Y1, /\,-(dec g)iL;, para algunas 7 en los
naturales, A; g; en A, y en particular para el 15g). Ahora supongamos que
Yy M(Xgec 9)is = 1a(g), para algunas A, p; en A, entonces por 1.4(a), el
1a(c esté en 7A(A [G]), ¥ por tanto todo el generado del 15, estd contenido
en TA(A[G]), es decir que TA{A[G]) = A[G], por tanto A es un A[G] -
generador. Y la segunda afirmacidn, se sigue directamente de 1.4(b), y de la
definicién de A [G] — generador. B '
Proposicién 1.6: Supongamos que A es un A[G] — generador. Entonces
tenemos lo siguiente:

a)A es un AY — médulo izquierdo y derecho finitamente generado y

proyectivo.

b)El morfismo natural o : A ®pe A — A[G], dado por
a(A@u) = A Tiec g i, para cada AD p en AQuc A, es un isomorfismo de
A[G] — bimédulos, donde la A[G] — estructura izquierda de A @pc A es
inducida por la A[G] — estructura izquierde de la primera A, y la A[G] —
estructura derecha, es inducida por la A [G] — estructura derecha de la se-
gunda A.

¢)El morfismo natural 8 : A|G] — EndpcA, dado por B(Ag) (1) = Ag{p),
para cada Ag en A[G), y cada p en Aes un isomorfismo de anillos, donde
A es considerado como un A® — médulo derecho.

d)El morfismo natural p: A — Hompc(A, A%), dado por p(A) = Tyec g
X, es un isomorfismo de A — modulos derechos, donde A y AC son consid-
erados como A€ — médulos derechos.

e) El morfismo de multiplicacidn § : A ®pc A — A, es un epimorfismo de
A — A — bimodulos que se escinde.
Prueba:

a)Por 7.6 tenemos que A gnges( AGIA)» €8 finitamente generado y proyectivo,
y por 1.1(b), tenemos que Ajc es finitamente generado y proyectivo. Asi,
tenemos {a), con A visto como A® — mddulo derecho. Para demostrar lo
mismo para A, visto como AS — médulo izquierdo, tendremos que hacer
algunas observaciones mas. Por el corolario 1.5, sabemos que A es un A [G] —



13

generador, si y solo si A lo es; y por las observaciones hechas al principio,
sabemos que la A [G]—estructura izquierda de A%, corresponde a la A [G]—
estructura derecha de A, asi que por 7.6 aplicado para A como A[G] -
generador derecho, tenemos que E"'dA[G](AA[G])A es finitamente generado y
proyectivo. Aqui, en los endomorfismos Endig(Aa(g), A es considerado
como un A [G] — médulo derecho. Ahora para probar que Endagi{Aajq)) es
isomorfo a A%, primero definamos ¢/ : Endyg(A) — A, como ¢/'(f) = f(1),
para cada f en Endj(A), y observemos que f(1) estd siempre en A%, es
decir que podemos definir a ¢ : Endaig)(A) — A€, como ¢(f) = ¢'(f) = f(1),
para cada f en Endyg(A) : Sea g en G, y f en Endyig(A), tenemos que,
fD)-g=f(1-9) = f(g7'(1)) = f(1), por tanto ¢ esta bien definida. Ya
s6lo hace falta probar que:

1)¢ es morfismo de anillos.

2)¢ es inyectiva. y

3)¢ es suprayectiva.

Lo cual haremos a continuacion:

1)Sean f y ¢, en Endag(A), tenemos que,

¢lg+ f) = (g + 1) =g(1) + f(1) = ¢(g) + ¢(f), ¥y que

g o f) = (g f)(1) = g(f(1)) = g(1)f(1) = @(g)¢(f), por tanto ¢ es

morfismo de anillos.

2)Sea f en el niicleo de ¢, entonces f(1) = 0, por tanto f =0.

3)Sea A en A€, definamos f : A — A, como f(u) = Ay, veamos que en
verdad f pertenece a Endyig(A); sea Agg en A[G] y p en A, tenemos que:

Fl Agg) = flg7 (ho)) = Ag~'(ph,) =

= g7 (Mg~ (pAg) = g7 (dpdg) =

= At - Agg = f(i) - Agg, por tanto f pertenece a Endyg(A), ¥y ¢(f) =
f(1) = A. Por tanto ¢ es un isomorfismo, y en consecuencia A es un

A® — médulo izquierdo finitamente generado y proyectivo.

b) y c)Probaremos primero que el diagrama

A& A—1B4 5 A® Home (N A)
<. ’/"t'
] /\\[/Gn] S = Enchﬁ(/\)
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es conmutativo, y posteriormente que cada uno de los cuatro morfismos
involucrados es un isomorfismo, (aunque de diferentes estructuras) haciendo
una adaptacién de la prueba de [A.G.1, A.2], lo cual implica las afirmaciones
(b) y (c). Y lo haremos en el siguiente orden:

1)El diagrama es conmutativo.

2)a es morfismo de A [G] — bimddulos.

3)8 es morfismo de anillos.

4) 1 ® p es morfismo de Endyc(A) — médulos.

5)¢ definido como p/(z @ f)(y) = zf(y), es morfismo de Endyc(A) —
modulos.

6)4 también es morfismo de Endc(A) — mddulos derechos.

7)a es un morfismo suprayectivo.

8)y’ y 8 son morfismos suprayectivos.

9)4 es un morfismo inyectivo.

10) 1 ® p es un morfismo suprayectivo.

11)8 es un morfismo inyectivo.

12) 1® p es un morfismo inyectivo.

13)a es un morfismo inyectivo.

Ahora procederemos con las pruebas.

1)Sean A, A2, A, en A. Directamente de las definiciones, tenemos que:

Bl ® M) (%) = B+ Toec g 2a)(ha) =

= B(Toee Mg0a)g) () = Toee BMg(Na)) (a) =

= Toea MI(M)g(As} = e Mg(Mads) =

=M Lgec 9(MAs) = At (Xgec 9 - M)(X3) =

=1 (M@Lgec g M)(Xa) = p'(1{M) © p(M))(s) =

= p'({(1 @ p) (M © A2)){A3). por tanto foa = ' o {1 @ u).

2)Sean Ay pen A, y nh en A[G], tenemos que:

a(nh(A @ p)) = a(h(X) @ p) = nh(A) - Teecg - 1 =

=nh(A) * Teec 9(1)g = 1h(N) - Egec hglp)hg =

= TgecMh(Mhg(p)hg = Toec nh(Ag(1))hg =

= Toecnh - Agu)g = nh- Lec Ag(1)g =

=nh- (A Toec g()g) =nh- (A Toec g 1) =

=nh - a(A® p). y también;

a((A® pnh) = a(A® K™ (pn)) =

=X Tgea g b (1n) = A - Tyec g(h™' (1m))g =

= A Ygea g(pmigh = X - Yoec 9(1)g(n)gh =

=X Teec 9y nh = (A Lgecg-#)-nh =

=a(A®p) - nh.
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3)Sean Ag y phen A[G], y 1 en A, tenemos que;

B(Ag - uh)(n) = B(Ag(p)gh)(n) = Ag(p)g(h(n)) =

= \a(uh(n) = B k() = BOG Bk n)) =

= (B(Ag) o Buh))(m).

4)Sean Ay nen A, y w en Endc(A), tenemos que;

(1opwran) =1 wk) en) =

=wN)®pm) =w(A@pm) =w 104)(A®7).

5)Sean A ® f en A @, Homyc(A,AS), y w en Endyc(A), tenemos que;
si 7 estd en A,

g (wr @ n) =pwd) e fn =

= w(N)f(n) =w(Af(n)), esta dltima igualdad, se da porque f(n) estd en
AS,y wen Endyc(A), donde A es un A® —mddulo derecho; es decir que f(7)

funciona como un escalar, y puede actuar antes o despues de aplicar w a A,

sin alterar el producto; y finalmente tenemos que;

w(Af(m) =w(w' (A& f)(n)), para concluir que;

#wr @ N =ww (A e f)Hn).

6)Sean A @ f en A @ Hompc(A,A%), y w en Endjc(A), tenemos que;
si 7 estd en A,

(2@ Nlw)(n) = W (A @ f ow)n) = Mf ow)(n) =

= M(w(n) = £ Nw) = (H(A@ f) ow)(n) =

= (W' (A® f) w)n)

7) Tenemos por hipétesis que A es un A [G] — generador, y por el corolario
1.5, existen unos ; ¥ 4; en A, tales que; Y7, Ai(X e 9)us = 1, entonces
tenemos que;

e M@ w) =Y M(Teecg)its = 1, y por ser 1, un generador de
A|G] como A [G] — médulo, se tiene que « es suprayectiva.

8)Ya tenemos que a(Y 1, A ® p;) = 1, y sabemos que 3 es un morfismo
de anillos, asi que

Bla(Th, A @) = f(1) = 1, y por la conmutatividad del diagrama,

£ (10 p)(Th, A @ pi) = 1, pero ademés sabemos que ¢ y (1 ® ) son
morfismos de Endac{A)—mddulos, y que el 1 es un generador de Endac(A),
visto como un Endsc(A) —médulo. En consecuencia, tenemos que p'o (1@ u)
es un morfismo suprayectivo, y por la conmutatividad de! diagrama, también
B o a serd una funcién suprayectiva; en particular, ' y 8 son morfismos
suprayectivos.

9)Por [A.G.1,A1], tenemos que si p' es suprayectiva, entonces es un
isomorfismo, y en particular es inyectiva. Ademds, tenemos que A es un
A% — mddulo derecho finitamente generado y proyectivo.
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10)Definimos ¥ : Endjc(A) — A ®pc A, como ¥(1) = F7_; A @ py5 con
los A; y p, definidos en (7), y la extendemos linealmente como morfismo de
Endpc{A) — médulos izquierdos. Asi, tenemos que p'o (1@ p)o ¥ = Id =
BoaoW. Ahora, sea A® f en A @pe Hompe(A, AC), tenemos que;

B S) = (o (18 1) 0 VYWA® f)) =

= ' {(1@uNT('(A® f)))), y por ser p inyectiva, podemos concluir que;

(1@ w)(T('(A® f))) = (A® f), y en consecuencia que (1 ® ) es un
morfismo suprayectivo.

11)Denotemos como a(A), al anulader de A, viste como A [G] — médulo
izquierdo, y observemos que a{A) = nic(§). Ahora veamos que
a(A}TA(A[G]) = 0 : sean z en a{A) C A[G], y y en TA(A[G]), tenemos que
existen f en Homag(A,A[G]), y Aen A, tales que f()) =y, entonces
zy = zf(A} = f(zA) = f(0) = 0. Pero por hipdtesis sabemos que A es un
A [G] — generador, es decir que TA(A[G]) = A[G], en consecuencia a(A} =
ntc{B) = 0.

12)Primero veamos que p es un morfismo inyectivo: sea A en el nicleo de
., entonces p(A) = 0, asi que para cada 7 en A, se tiene que;

Yec 9(AN) = Toec 9(N)9(n) = Tyec 9(A)g -1 = 0, entonces 3y g(A)g
estad en a{A), entonces ¥, g(A)g = 0, entonces g(A) = 0 para cada g en
G, por tanto A = 0, y en consecuencia g es inyectiva. Ahora tenemos que
el hecho de que A sea un A® — mddulo proyectivo, junto con que p es un
morfismo inyectivo, nos asegura que 1® i también es un morfismo inyectivo.

13)Tenemos que g’ o (1 @ p) es un morfismo inyectivo, por ser la com-
posicién de dos morfismos inyectivos, y sabemos que el diagrama conmuta,
asi que [ o o también serd una funcidén inyectiva, y en particular lo serd o.

d)Ya hemos visto en (12) de (b) y (c}, que 4 es un morfismo inyectivo,
por lo que ya sdlo es preciso probar que p es suprayectivo. Es claro que el
morfismo 7 = 3~ - gesun AS —mor fismo bilateral de A a A. Sabernos que
A es un A [G] — generador, entonces existen elementos z; y ¥; en A, tales que
%, ziTy; = 1, entonces multiplicando por A, por la derecha, tenemos que
A =", z;7(y: ). Ahora, si f: A — A% es un morfismo de A% — médulos
derechos, se tiene que; para cada A en A,

f) = f(Ehzr(yd) = T flzr(yid) = T fz)7(1A), aqui,
7(y:\) sale de la f por ser un escalar de A®, y

pi (@A) = TN, flmdyr = (7 - T, f(z:)u)(A), asi que

f =7-T", f{z:)w, en consecuencia tenemos que Hompc(A, A€) es gen-
erado por T = ¥ ;e g, como un A — médulo derecho. Y por tanto tenemos
que g es un morfismo suprayectivo.

-
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e)El morfismo p; : A[G] — A, definido como py(¥,cc Ag9) = A, donde 1
es el neutro del grupo G, es claramente, un A — epimor fismo que se escinde.
Por (a), tenemos que A es un A — médulo proyectivo, y § = p; o @, por tanto
§:A®pe A — A, es un epimorfismo de A — bimédulos que se escinde. B

Ahora veremos en el siguiente resultado, una caracterizacién de cuando A
es un A [G] — médulo proyectivo asociado con la existencia de ciertos elemen-
tos de A que, serd junto con la caracterizacién de A como A [G] — generador,
uno de los resuitados mas citados en este trabajo, y entre otras cosas quedara
claro de dicha caracterizacién, que A es un A [G] — mddulo proyectivo, si y
sélo si, A" lo es como AP [G]—mddulo. Y con esto, una de nuestras primeras
preguntas quedard contestada, como corolario de dos proposiciones.

Definimos ahora, un A {G] — mor fismo izquierdo, ¢; : A[G] — A, como:
(T gec Aeg) = Lgeg Ag, 8l que llamaremos, el morfismo aumentacién izquierda;
y similarmente definimos también un A [G] — mor fismo derecho

ea: A[G] — A, como €a(Y,ec A9) = Zgec 9(Xg-1), al que llamaremos el
morfismo aumentacién derecha.

Proposicién 1.7: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) A es un A{G]| — médulo proyectivo izquierdo.

i) ¢; es un A [G] — epimor fisrno que se escinde.

ii1) Eziste una A en A, tal que Toec g(A) = 1.

w) €4 es un A|G) — epimor fismo que se escinde.

y) A es un A [G] — médulo proyectivo derecho.

Prueba: Procederemos de la siguiente manera: primero haremos todas las
implicaciones hacia abajo, y después, todas las inversas.

(i=ii)Supongamos que A es un A [G]| — médulo proyectivo izquierdo.
Entonces, tenemos que para cualquier A [G] — epimorfismo ¢ : M — N,
y cualquier A[G] — morfismo v : A — N, existe un A[G] — mor fismo
p: A — M, tal que, el diagrama conmuta,
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es decir que, (o 0 p) = v; en particular lo tenemos para el A[G] —
epimor fismo €; : A[G] — A y el A[G] — morfismo 15 : A — A, es decir,
existe un A {G] — mor fismo '

p: A — A[G], tal que, (¢; 0 p) = 14. Por tanto ¢; es un epimorfismo de

A [G] — médulos izquierdos que se escinde.

(i=>iii) Ahora supongamos que ¢ es un A{G] — epimor fismo que se
escinde. Entonces existe un A[G] — morfismo § : A — A[G], tal que,
(¢; 0 8) = 14. Pero sabemos que, 6(1) tiene que estar necesariamente en
(A [G))€, porque si g estd en G,

g-6(1) = é(g-1) = 6(g(1)) = 6(1), por ser 6 un A [G] — mor fismo. Por
la proposicién 1.3(a), (A[G])€ = {zgecg()\)g PN A} , asi que

5(1) = Tyec9(N)g para alguna X en A, por lo que

i = (&0 8)(1) = &(6(1)) = €i(Zgec 9(AN)g) = Tyec 9(}), para alguna A
en A.

(iii=>i)Supongamos ahora que existe una A en A, tal que ¥y g(A) = 1.
Definamos § : A — A[G], como 6(p) = 3 cc Ag-p para cada p en A. Tenemos
que:

(€a 0 6}(1) = €a(XCyec Ag - 1) = €a(Egec Ag(plg) =

= Y oec 9(Ag7H (1) = Tgea 9(N997 (1) = Lgec g( M1 =

= 3 4ec 9(A) -1 = p para cada p en A. Por supuesto que § es un morfismo
de A [G] — mddulos derechos, porque si x estd en A y vh estd en A[G],
tenemos que:

8(p- vh) = §(h™ (1)) = Tyec Mg - h™Hww) =

= ¥y M (u))g = Tgec Agh(h™ (1v))gh =

= Tgec M(pv)gh = T pec Ag(p)g(v)gh =

= Y gec A(1)g - vh = (Tgec Ag - 1) - vh = () - vh. Por tanto eg es un
epimorfismo de A [G] — médulos derechos que se escinde.

Probar (iv=>v) y (v=>iv), es mutatis mutandis, como probar (ii=>1) (que
haremos al final) y (=-4i), respectivamente.

(iv=+iii)Supongamos que €4 es un epimorfismo que se escinde. Entonces
existe un morfismo de A [G] — médulos derechos § : A — A[G], tal que
(€408) = 1,. Pero observamos que (1) estden {z € A[G): z- g = z,9 € G},
porque si g estd en G,

8(1) - g = 6(1 - g) = 6(¢g7 (1)) = 8(1), por ser 6 un morfismo de

A [G] — médulos derechos. Y por la proposicién 1.3, sabemos que

[zeA[G):z-g=3,9€ G} = A (Tyecg) asi que 6(1) = A+ Tgei g
para alguna A en A, por lo que
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1= (eg06)(1) = €a(6(1)) = €a(A - Lygec 9) =

= €3(Yec A9) = Lgec 9(A), para alguna X en A.

(iii=1i)Supongamos ahora que existe una A en A tal que ¥, 9(A) = 1.
Definamos 6 : A — A[G], como 6(i) = p- ¥ ,ec9(A)g, para cada pen A.
De forma analoga a lo que hicimos antes, se ve que § es un morfismo de
A (G} — médulos izquierdos, y ademds tenemos que: para cada pt en A

(€ 0 6)(1) = €:(6(n)) = e~ Toec 9(M)g) =

= &(Tyecn9(N)g) = Thecng(A) = 1 Tyec9(A) = p, es decir que
(€; 0 §) = 1. Por tanto €; es un epimorfismo de A [G] — médulos izquierdos
que se escinde.

Y finalmente, (i=>i):Supongamos que ¢; es un epimorfismo de A [G] —
modulos izquierdos que se escinde. Entonces existe un morfismo p : A —
A[G) tal que (¢; 0 p) = 15. Sean M, N dos A[G] — médulos izquierdos,
o : M — N un epimorfismo, y 7 : A — N cualquier morfismo. Tenemos que:
T 0 €; es un morfismo que va de A{G] a N, To¢; : A[G] — N, y sabemos
que A [G] es un A [G] — médulo proyectivo, por ser libre. Entonces existe un
morfismo 1 : A [G] — M, tal que o =T o¢;, entonces conop =TOE 0P,
pero {€; 0 p) = 15, asique confop =T, es decir que nop: A — M es un
morfismo de A [G] — mddulos izquierdos, tal que el diagrama conmuta;
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por tanto A es un A [G] — médulo proyectivo izquierdo W

De esta proposicién, podemos resaltar dos cosas interesantes; la primera
es que la equivalencia de (i) y (v), nos da una simetria de la propiedad de ser
proyectivo, para A como un A [G] —mdédulo izquierdo o derecho; y la segunda
es que en (iii), ya tenemos una caracterizacién de A como A [G] — médulo
proyectivo, que incluso no depende de el lado por el cual se aplica la accién
del anillo A [G].

Enunciaremos ahora como un corolario, lo que fue una de nuestras primeras
preguntas sobre la simetria de la propiedad pregalois, y que ya ha quedado
demostrado, porque es consecuencia directa de 1.5, y 1.7.

Corolario 1.8: (A,G) es pregalois, si y sélo si, (A®,G) lo es. B

A continuacién daremos una proposicién, que serd citada mas adelante.
Proposicién 1.9: Si A es un A [G] — médulo proyectivo, entonces
AC C A es un A€ — sumando, de A, izquierdo y derecho. Ademds, si existe
A en el centralizador de A en A, tal que
Teec 9(A) =1, entonces A es un sumando bilateral de A.

Prueba: Supongamos que A es un A|[G] — médulo proyectivo. Por la
proposicién 1.7, sabemos que existe A en A, tal que ¥,ccg(A) = 1. Defi-
namos v : A — A%, como v{p) = Toeag(M), y v: A — A%, como

v(p) = ¥yec () para cada pen A Tenemos que si 7 estd en A% y puen
A’)

v(p-n) = v(pn) = Teee 9(Aun) = Toec 9(An)g(n) =

= L oec (AN = Ygec 9(Apt) - m = v(p) - m, por tanto v es un

A€ — mor fismo derecho, y analogamente se ve que v es un

AS — morfismo izquierdo. También observamos que si i : A — A es la
inclusién, se tiene que para cada y en A%,

(v 0 i) (1) = v(i(n)) = v() = Toec 9O = Lgec 9(N)g(p) =

= Toec 9( M = Tyeag(A) - it = 1, es decir que v es inverso izquierdo
de la inclusién de A€ en A, y analogamente se ve que v también lo es; asi
que ambos son epimorfismos de A% — mddulos que se escinden, derecho e
izquierdo respectivamente. Por tanto A® es un AY — sumando directo de
A. Si ademés se puede escoger a A en el centralizador de A% en A tal que
Y gcc 9{A) = 1, entonces ademés de que v y v llegan a ser la misma, tambien
son A® — mor fismos bilaterales, y entonces A® es un sumando bilateral de
Al

Aqui tenemos algunas caracterizaciones de una accién (A, G) pregalois,
cuando ya sabemos que A es un A [G] — generador.

Proposicién 1.10: Si A es un A [G] — generador, entonces las siguientes
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afirmaciones son equivalentes:

a)i: A — A es un monomorfismo de A® — médulos derechos (izquier-
dos) que se escinde.

b) A es un A — generador derecho (izquierdo).

c) A es un A[G] — mddulo proyectivo derecho (izquierdo).

Prueba:

(a)=>(b)Supongamos que i : A° — A es un monomorfismo que se
escinde. Entonces existe un morfismo o : A — A% de A® — médulos izquier-
dos(derechos) tal que (0 0 i) = lae, y evidentemente es suprayectivo; por
tanto A es un A® — generador izquierdo(derecho).

(b)=>(c)Supongamos que A es un A® — generador. Tenemos que existe
un morfismo suprayectivo 77 : A" — A% y en consecuencia también ex-
isten morfismos 7; : A — A€, y elementos X; en A, i = 1,...,n; tales
que X7, 7(N) = 1. Por la proposicién 1.6 sabemos que Hompc(A,A%)
es generado como un AS — médulo derecho por 7 = Y¢cc §- Entonces para
cada 7, se tiene que 7; = Tu;, para algunos p; en A, de tal manera que
1 =35, min(d) = 7(Th, i) = Toee 9(XL) piMi); y por la proposicién
1.7 tenemos que A es proyectivo como A [G] — médulo izquierdo y derecho.

Y finalmente, {c)=>(a)Supongamos que A es un A [G] — médulo proyec-
tivo, la proposicién 1.9 nos da autométicamente que i : A® — A es un
monomorfismo de A — médulos izquierdos (y derechos) que se escinde M
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Capitulo 2 Correspondencia de Galois.

Hemos mostrado en el primer capitulo, que el concepto de accioén pre-
galois de un grupo finito G sobre un anillo A es simétrico. Y en este
capitulo mostraremos que, si {A,G) es una accién pregalois, entonces para
cada subgrupo H de G, se tiene que (A, H) es una accién pregalois. También
mostraremos que la accién inducida del grupo cociente G/H sobre el suban-
illo fijo A¥ de A es pregalois para cada subgrupo normal H de G, si (A,G)
era una accion pregalois.

Lema 2.1. Sea H un subgrupo de G. Si A es un A [G] —médulo proyectivo,
entonces A es un A [H| — médulo proyectivo.

Prueba: Supongamos que A es un A [G] —mddulo proyectivo. Tenemos que:
A[G) es un A [H] - médulo libre, porque si tomamos un representante g; de
cada clase lateral de G/H, tenemos que; A [G] = ®{_;A [H] g;, donde s es el
nimero de clases laterales de G/H. Para ser mas explicitos, veamos primero
que esos representantes generan a A [G], como un A [H| — médulo :

Sea 3" ¢ Agg cualquier elemento de A[G], tenemos que;

Foec A9 = Ty (Lnen Mg.hgs) =

= T (Ther Mngih - 9)) = Tl (Ther Angih) + g con Lpen Angh en
A[H], por tanto {g;:i=1,...,s} genera a A[G].

Ahora veamos la independencia lineal:

Sea T3_, (Then Anaih) - 9i = Tgec Agg = 0, entonces Ay = 0 para cada
g en G, entonces Ap,, = 0 para cada i en {1,...,5} y cada h en H, asi que
para cada i = 1,...,5; Lpey Angt = 0, en consecuencia {g;:i =1, .., 8} es
un conjunto A [H] — linealmente independiente, y por tanto A[G] es un
A{H] — médulo libre. Pero A[H] = A[H)g:, asi que A[G] = @{_A[H], y
por ser A un A [G] — médulo proyectivo, existe una sucesion exacta

AlglA [G]™ —aje) A — 0 que se escinde, pero esa misma sucesion también
la podemos ver como

A A [G]Y —ajm A — 0, que también se escinde, asi que A es un

A[H] — sumando de A [G]", y sabemos que A[G]" = &, A[H] como
A [H] — médulo, lo cual quiere decir que A [G]" es un A [H] — mddulo libre
de dimensién sn, en consecuencia, A es un A [H] — médulo proyectivo, por
ser sumando de uno libre (ver teorema 7.2). W
Lema 2.2. Sea H un subgrupo de G. Si A es un A [G]—generador, entonces
es tambien un A [H| — generador.

Prueba: Supongamos que A es un A [G] — generador. Sea N un
A [H]—mbdulo. Sabemos que A [H] es un A [H]—generador, asi que existe
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un conjunto A y un morfismo suprayectivo de A [H]|—mdédulos de A [H ]A aN,
y también sabemos que A [G] = ®J_,A[H], entonces la proyeccién sobre el
primer sumando resulta un morfismo suprayectivo de A [H| — médulos. Y si
A es un A [G] — generador, en particular existe un conjunto B y un morfismo
suprayectivo de A [G] — médulos de A® a A [G], que también puede ser visto
como un morfismo de A [H] — mddulos. Asi que finalmente, componiendo los
tres morfismos, obtenemos un morfismo de A [H] — médulos

(AB)A — (A[G])* — (A[H])* = N que empieza en (AB)A y termina
en N, y adem4s es suprayectivo; por tanto A es un A [H] — generador. B
Reformulando y juntando los dos lemas anteriores, tenemos la siguiente
proposicion.
Proposicién 2.3. Sea H un subgrupo de G. Si (A,G) es una accién
pregalois, entonces (A, H) es también una accidon pregalots. @ '

Como una consecuencia de la proposicion anterior, tendremos la sigu-
iente relacién entre los anillos A®, A¥, y A, con H un subgrupo de G, cuando
(A, G) sea una accién pregalois.

Corolario 2.4. Sea H un subgrupo de G. Si (A, G) es una accidn pregalois,
entonces A es un A¥ —médulo proyectivo bilateral, y AH es un A€ —médulo
proyectivo también bilateral.

Prueba: Supongamos que (A,G) es una accién pregalois. La primera afir-
macién es sélo una consecuencia directa de la proposicién 1.6 (a). Para la
segunda afirmacidén, usaremos ademas la proposicién 1.9. Sabemos de la
proposicién anterior que (A, H)} también es pregalois, en particular tenemos
que A es un A [H] — médulo prayectivo. Y por la proposicién 1.9, A¥ es
sumando de A como un A¥ — submédulo izquierdo, y también derecho. Pero
ya sabiamos por la proposicién 1.6(a), que A es proyectivo izquierdo, y dere-
cho visto como un A® — médulo. Sabemos también que cada A¥ — sumando
de A es también un A€ — sumando, porque, M es A" — sumando de A, si
y sélo si, existe un A — epimorfismo ¢ : A — M, que se escinde, pero
si vemos a ¢ como un A® — mor fismo, sigue siendo un epimorfismo que se
escinde. Entonces, ya podemos ver a Af como un A® — sumando de A, y

ya sabfamos que A era un A® — médulo proyectivo bilateral, en consecuencia
A¥ también lo sers. H

Antes de obtener los resultados finales acerca de los grupos cociente, nece-
sitaremos algunos resultados preliminares. En el siguiente lema veremos a A
y A como A® — médulos derechos, donde H es un subgrupo de G.

Lema 2.5. Sea H un subgrupo normal de G. Si (A,G) es una accidn
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pregalois, entonces Homac(AH AC) es generado como un

A —médulo derecho por el morfismo o definido por o{z) = Yreg/n 9-(T),
donde cada g, es un representante de la clase lateral izquierda 7.
Prueba: Supongamos que (A, () es una accién pregalois. Tenemos que o es
un A% — mor fismo de A a A%, porque, si A estd en AC y z en A, entonces

a(z - A) = Lreo/n 97 (2N) = Trearn 9{z)g:(X) =

= Lrec/n 9r(@)A = (Zreq/n 9:()) - A = o(z) - \. Ahora sea
[ € Homps(AH,A%). De la proposicién 1.9 sabemos que A# es sumando
de A como un A — médulo derecho, entonces el morfismo restriccién de
Hompe (A, A%} a Hompe(AH, AC) es un epimorfismo. Entonces hay un

A® —mor fismo f': A — AS tal que su restriccién a A¥ es f. Por 1.6(d),
sabemos que Homye{A,A®) es generado como un A — mddulo derecho por
el morfismo ¢ definido por ¢(z) = ¥, 9(z). Entonces existe A en A tal que
f'=¢- A\ Entonces, si = estd en A7,

f(a) = /(=) = (6 N)(z) = $(\z) =

= Loec 9(AT) = T; i(Xhen h(X7)) =

= T 0d(Shen HN)2) = (0-Snes hON)(@). Es decir £ = 0 (Sper h(N),
por tanto ¢ genera a Hompae(A®, A%) como A" — médulo derecho. B
Lema 2.6, Sea H un subgrupo normal de G. Entonces A es un A" [G/H}—
médulo fiel, si A es un A[G] — médulo fiel.
Prueba: Supengamos que A es un A[G] — médulo fiel. Sea ¥ cq/y ArT
un elemento de A" (G/H], diferente de cero. Consideremos el elemento
>rec/H AM(Lger ) en A[G], que también es diferente de cero. Por hipétesis,
sabemos que A es un A[G] — mddulo fiel, y entonces tenemos que existe
un elemento z en A, tal que (T ec/u M(Tger 9)) (z) # 0. Sabemos que
Sren h(z) € Ay si escogemos un representante g, de cada clase 7, tenemos
que;

(ZTEG/H AT(EQET g)) (x) = (ETEG/H ’\'r ZheH g‘rh')(m) =

= (ZTec/H ArGr Soney P} (z) . En consecuencia,

(Erecru Argr) (Chen h(2)) =

= Trec/ AT (Zhen h(z)) # 0, con Tpey h(z) en A, De lo que se
concluye que A" es un A [G/H] — médulo fiel. M
Lema 2.7. A es un A[G] — generador si las siguientes condiciones se
cumplen.

a)A es un A® — médulo proyectivo finitamente generado.

b)Hompc(Ape, A%) es generado por ¥ geq g como un A—médulo derecho. .

c)A es un A[G] — mdédulo fiel.
Prueba: De la condicién (a), que A sea un A® —~médulo finitamente generado
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y proyectivo, se tiene que A es un Endyc {Apc) — generador, por el teorema
7.1, vy el teorema 7.5. Por otro lado, sabemos que la condicién (c), de que
A es un A [G] — médulo fiel, es equivalente por definicién a que el morfismo
de anillos ® : A{G] — Endjc (Axc) dado por @ (Agg) (A) = XAgg(A), sea
inyectivo. Finalmente si consideramos cualquier f en Endje (Ape) f: A —
A, tenemos que f estid en Hompe{Ae, A®), entonces, por la condicién (b),
existe A en A tal que T ycc g- A = f, asi que como cualquier f en Endjc (Apc)
puede ser representado por un elemento ¥ cc g - A en A[G], el morfismo &
es suprayectivo, es decir que

A [G] 2 Endpc (Apc), y por tanto A es un A [G] — generador. B

Para probar el resultado principal de este capitulo, aplicaremos ahora este
lema al anillo Af con la accién del grupo G/H, para un grupo normal H de
G.
Teorema 2.8. Sea H un subgrupo normal de G. Si (A,G) es una accidn
pregalois, entonces (A, G/H) también es una accidn pregalois.
Prueba: Primero probaremos que AY es un A¥ [G/H] — generador, apli-
cando el lema 2.7. Supongamos que (A,G) es una accién pregalois. Por
el corolario 2.4, sabemos que A¥ es un A€ — médulo proyectivo. En con-
secuencia, se satisface la condicién (a) del lema 2.7, para (A, G/H). Del
lema 2.5 tenemos que Homac(A¥,A%) es generado por ¥ ,eq/y 7, cOmo un
A¥ — médulo derecho, y entonces se satisface la condicién (b) del lema 2.7,
para el anillo A¥ y la accién inducida del grupo cociente G/H sobre él. Fi-
nalmente por 7.6, A es un A [G} — médulo fiel, ya que es A [G] — generador, y
del lema 2.6 tenemos que A¥ es un A¥ [G/H] — mddulo fiel, que es la tercera
condicién del lema 2.7. Ahora que tenemos las tres condiciones del lema
2.7, podemos concluir que A es un A¥ [G/H] — generador. Ahora por 1.7,
sabemos que si A es un A [G] — médulo proyectivo, entonces existe A en A
tal que Y ,ec g (A) = 1. Pero ey h(A) estd en Ay

Trec/u T (Znen (X)) = Treo/n 9r(Lnen MA)) =

= Yoec 9 (A) = 1. En consecuencia A¥ es un A [G/H] — mddulo

proyectivo. Por tanto (A¥,G/H) es una accién pregalois. B
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Capitulo 3 Anillos factor.

En este capitulo analizaremos lo que sucede con la propiedad pregalois
de una accién (A, ), despues de hacer el cociente de A con un G — ideal
I, considerando la accién inducida de G sobre A/I, donde un G — ideal
bilateral es un ideal bilateral de A que ademas es un A [G] — submddulo de A,
o equivalentemente podemos decir que es un ideal bilateral de A, invariante
bajo la accidén de cualquier elemento de G.

Podemos observar que la accién inducida de G sobre el anillo cociente A/1,
est4 bien definida; pues si A y u estén en la misma clase, es decir que (A—p) €
I,y g estd en GG, tenemos que

g — u) = g(X) — g(u) € I, por la definicién de G — ideal; es decir que g(A)
y g(u), también estdn en la misma clase.

Primero probaremos que si (A, G) es una accién pregalois, entonces (A/I,G)
también lo es, para cada G — ideal I de A. El inverso no se cumple, sin
embargo funciona parcialmente cuando nos restringimos a los G — ideales
que estdn contenidos en el radical de A. Es decir, lo que se cumple es que: si
(A/radA,G) es pregalois, entonces (A, G) es pregalois.

Para probar el primer resultado, necesitaremos primero otro resultado

que conecta a los anillos A [G] y (A/I)[G] para un G — ideal [ de A.

Lema 3.1. Sea I un G — ideal bilateral de A. Entonces

a: AlG] — (A/I)[G] definida por a(Toec Ag) = Ygec Ay induce un
isomorfismo A{G) /(I - A[G]) = (A/I)[G] donde X denota la clase residual
de A en A/I.

Prueba: Es obvic que a es suprayectiva. Veamos que « es un morfismo de
anillos;

Sean A\g y ph A [G], entonces

a(Ag - ph) = a(Ag(p)gh) =

= (Ag(p))'gh = Ng(p)gh = ,

= Ng(p')gh = Ng - p'h = a(Ag) - a(ph), por tanto o es morfismo de anillos.
Ahora veamos que el niicleo de @ es I - A{G] : primero que

(I-A[G) C nucla)) :

Sean Aen I, y ng en A[G], entonces

a(X- png) = a{(Ap)g) = (Ap)'g = 0, porque Ay estd en I. 'Y ahora que
(nuc(a) C T-A[G)):

Sea Ag en nuc(a), entonces a(Ag) = X'g = 0, entonces A estd en I, por tanto
Agestien I-A[G].

Asi que a: A[G] — (A/I)[G], es un morfismo suprayectivo de anillos, cuyo
nicleo es I - A[G], por tanto tenemos que
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A[GI /(- AG) = (A/D)[G). m
Proposicién 3.2. Sea I un G — ideal bilateral en A. Entonces:

a)A/I es un (A/I)[G] — generador si A es un A {G] — generador;

b)A/I es un (A/I){G] — médulo proyectivo si A es un A [G] — médulo
proyectivo;

c)(A/I,G) es una accidn pregalois si (A,G) es una accion pregalois.
Prueba:
a) Supongamos que A es un A [G] — generador. Entonces existen A; y y;, en
A tales que 7 Mi(X e 9)pti = 1, entonces AL y pf, son elementos de A/,
tales que

im1 Ai(Xgec g)pi = 1, por tanto A/I es un (A/I) [G] — generador.

b) Supongamos que A es un A {G] — médulo proyectivo. Entonces existe )
en A, tal que ;.5 g(A) = 1, en consecuencia, tenemos que A’ es un elemento
de A/I tal que
3 gec 9(N) = Loec 9(A) = (Cgec g(\)) = 1.
c) Esta afirmacién se sigue sélo de (a) y (b), por definicién. B

El resultado principal de este capitulo es el siguiente.
Teorema 3.3. Sea (A,G) la accidn de G sobre A, y radA el radical de A.
Entonces, tenemos lo siguiente:

a)si AjradA es un (A/radA) [G) — generador, entonces A es un

A [G] - generador.

b)si AfradA es un (A/radA) [G] — médulo proyectivo, entonces A es un

A [G] — médulo proyectivo.

c)si la accidén inducida de G sobre A/radA es pregalois, entonces (A,G)

es una accton pregalots.
Prueba:
a) supongamos que A/radA es un {A/radA)|[G] — generador. Entonces ex-
isten X;, ¥ 1; en A tales que Yo, A(T,eq9)uf = 1, donde A y 4] son las
imégenes de A; y u; bajo la proyeccién natural de A a A/radA, respectiva-
mente. En consecuencia, si tomamos a radA como el ideal I del lema 3.1,
tenemos que 1 — 32; Ai(Zgec )t estd en el niicleo de «, es decir que vale
cero en (A/radA)[G], y por el isomorfismo del mismo lema, tenemos que
1 -3 Mi(Egeq 91 esté en (radA) - A[G], que sabemos que esté contenido
en rad(A [G]). Asi que 30; Mi(X e 9)#4: s una unidad en A [G]. Entonces la
traza de A en A[G}, TA(A[G]) contiene una unidad (por el corolario 1.4), y
por tanto debe ser todo A [G]. Por tanto A es un A [G] — generador.
b)supongamos que A/radA es un (A/radA){G] — médulo proyectivo. En-
tonces existe A en A tal que 3. g(A) = 1 en A/radA, donde X es la imégen
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de A bajo la proyeccién natural de A a A/radA., es decir, que 1 — 3", (V)
vale cero en A/radA, o lo que es lo mismo, que 1 — - . g(A) estd en radA,
¥ POr tanto 3 ,cc g(A) es una unidad bilateral, con inverso tinico u. Ademas
sabemos que ¥, g(A) estd en A®, y por supuesto que también p, por ser

su inverso, entonces 1 = (T ecg(A))et = ¥ ,ec 9(An). En consecuencia, A es
un

A [G] — médulo proyectivo.
c)esta afirmacién se sigue sélo de {(a) y (b}, por definicién. B
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Capitulo 4: Acciones de Galois.

En este capitulo presentaremos la nocién de Galois y extenderemos los
resultados de los capitulos 2 y 3 substituyendo accién pregalois, por accidn
de Galois.

Definicién: Sean A y G como anteriormente. Se dice que (A, G) es una
accién de Galois izquierda (derecha) si las siguientes condiciones se satis-
facen:

(a) (A, G) es una accién pregalois.

(b} A®/annacS es un anillo semisimple artiniano para cada A—médulo
izquierdo (derecho) simple .

Se dice que (A, (G) es una accidn de Galois, si es accién de Galois izquierda,
y derecha.

Probaremos que las nociénes de accion de Galois, y accidén pregalois,
coinciden para anillos bésicos, donde entendemos por anillo bésico, a un
anillo A tal que A/annaS es un anillo con divisién para cada A—médulo
izquierdo o derecho simple S. En particular ambas nociones coinciden para
anillos conmutativos, asi como anillos que son semisimples artinianos basicos
modulo sus radicales.

En lo sucesivo llamaremos sélo simples o semisimples a los médulos o
anillos que sean simples artinianos, o semisimples artinianos respectivamente.

Primero probaremos que los resultados del capitulo 3 se cumplen, cuando
substituimos accién pregalois por accién de Galois izquierda (derecha).

Proposicion 4.1. Sea I un G-ideal de A. Si (A, G) es una accidn
de Galois izquierda (derecha), entonces (A/I,G) es una accidon de Galois
1zquierda (derecha).

Prueba:De la proposicién 3.2 sabemos que {A/I,G) es una accién pre-
galois. Asi que sera suficiente probar que (A/] )G/rmn(A /eS es semisimple
para cada A//— médulo simple S. Sea § un A/I— médulo simple. Tenemos
que [ esta contenido en ann, S, asi que

INAS C annaS N AY = annasS. No obstante, si (A,G) es pregalois,
A es un A{G] — médulo proyectivo, y por eso el funtor Hompig(A,-) es
exacto, pero por la proposicién 1.1(a) los funtores Hompg(A,-) y -© son
equivalentes, entonces el funtor punto fijo también es exacto, es decir que si

0— 1 — A— A/I — 0 es una sucesién exacta, tambien

0—I¢ = A% — (A/I)G_:*__g es exacta, de donde se tiene que AC/IC =
(A/I)C, ademas annscS/IC = ann;c“cS tya que, x € annaeS/IC siy
sélo si, existe y € I¢ tal que (z — y)s = 0 para todo s € S si y sdlo si,
z € AS/IC es tal que x5 = 0 para todo s € S, si y sélo si, z € annpc/eS; y
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por definicién /¢ = I N AS, entonces tenemos que A%/annseS = (AS/(IN
A%))/(annpcS/(I NAC)) = (A/I)[anna/neS ya que IS = I 1V AC. Pero
A€ /ann,cS es semisimple por hipétesis (Por definicién, de accién de Galois
para (A, G)), entonces (A/I,G) es una accién de Galois. B

El siguiente teorema, es el analogo al teorema 3.3, despues de substituir
accién pregalois, por accién de Galois.

Teorema 4.2. Si la accidn inducida (A/radA,G) de G sobre A/radA es
una accion de Galois izquierda (derecha), entonces (A, G) ya era una accidén
de Galois izquierda (derecha).

Prueba: Primero veamos que radA estd contenido en el anulador de
cualquier A—mddulo izquierdo o derecho simple; Sea § un A—mddulo simple,
para cada s en S, nos fijamos en el morfismo o, : A — §, definido por
gs{A} = A- s para cada A en A; sabemos que cada g, estd en Homa(A,S), y
que nuc{o,) = {A € A: A.-s =0}, entonces
Neesnuc(c,) ={A€A: A-s=0,5 € S} = ann, S, por tanto,
rad(A) C annaS para cada A — mddulo simple S, y lo demds es como la
prueba de la proposicion anterior. B

Observacién: Tenemos directamente del teorema 4.2 que: si A/radA es
semisimple, y A es un A [G] —~ generador, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) (A, G) es una accidén de Galois.

b} (A/radA)¢ es semisimple.

cHA/radA) |G] es semisimple.

En este punto es preciso dar un ejemplo, para mostrar que las nociones
de accién de Galois y de accién pregalois no coinciden, ni siquiera en el caso
de que el anillo sea un dlgebra de dimensién finita.

Ejemplo 4.3. Sea K un campo de caracteristica 2, y sea A = My(K), el
anillo de matrices de dos por dos con entradas en K. Sea ¢ el automorfismo de

A que se obtiene al conjugar con la matriz ( 1 g ) . Se ve facilmente sabiendo

que K es de caracteristica dos, que la accién de ¢ esta dada por ¢ ( : 2 ) =
a+b b
at+b+4c+d b4d

{id, ¢} . Y se ve facilmente que

AC = {(g 2):a,bEK}. Para ver que A es un A[G]— médulo

y que ¢ es de orden dos. Ahora podemos tomar G =
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1
proyectivo, tomamos ( 0 ) y observamos que
¢

1
0
TosW=id( g o )+e(§ o )-

11
= ( 0 0 ) + ( 01 ) ( ) y por la descripcion equivalente

de proyectividad dada en la proposicién 1.7, se tiene la propiedad para A.
Similarmente, si usamos la descripcién equivalente de A [G] — médulo gen-

erador dada en el corolario 1.5 | tenemos que para Ay = u; = ( (1) é ) ¥
0 1 1
A2=P"2=(0 1)}23: ‘(Egecg)ﬂt—(o
a b\ _ 2a+ b 2b
(Zﬁcm((:(i)-(m+¢ ( ) (a+b+2o+d b+2d)

y asi

@d+@mn=ud+@(
1 10 .
1 ) = ( 01 ) , entonces, substituyendo

) , i observamos que

» ¥

o =
—_ O
S

1 1
0 0
(id + ¢)(pe) = (id + ¢) ( g

tenemos que
HEDY (dec 9) g = M(id + @) + Aa(id + Pl =

11 0 1 1 0
—,\1«]-)\2—(0 0)-!-(0 1)—(0 1),yportantoqueAesun

A [G] —médulo generador. En consecuencia {A,G) es una accién pregalois,
no obstante que el A— médulo simple no es semisimple como A®— médulo,
por lo que {A,G) no es una accién de Galois de acuerdo a la equivalencia
entre (i) y (iv), de la proposicién 4.6, que daremos mas adelante.

Para probar que los resultados del capitulo 2 también se cumplen para
subgrupos H de G cuando substituimos accién pregalois por accién de Galois,
usaremos algunos resultados intermedios.

Proposicién 4.4. Supongamos que (A, G) es pregalois, y que A/ann) S es
un anillo simple para cada A —mddulo simple izquierdo (derecho) S. Entonces
tenemos lo siguiente.

a) Si T es un A [G] — médulo simple izquierdo {derecho), entonces T es
finitamente generado y semisimple como A — médulo izquierdo (derecho).

b} Si T es un A® — médulo simple izquierdo {derecho), entonces A ®x¢ T,
(T @pc A ) es un A — médulo semisimple izquierdo (derecho).
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¢) A[G] JannygT es un anillo simple para cada A [G] — médulo simple
T.

d) A®/annyeT es un anillo simple para cada A% — médulo simple T.

Prueba:

(a) Sea T un A[G]}— mddulo simple. Tenemos que existe una funcién
suprayectiva ¢ : A — T, por ser A un A {G] — generador, y entonces T = A/
donde I es un G— ideal izquierdo maximo de A. Pero entonces existe J un
A— ideal izquierdo méximo de A, que contiene a I. Observemos que (e 9J
es un G— ideal izquierdo de A. Entonces I = [\yeg gJ por ser I méximo, ya
que evidentemente I est4 contenido en (Jgee gJ. Por tanto T' es un
A-médulo semisimple, porque cada gJ es un A— ideal izquierdo méximo.

(b) Esta afirmacién se sigue de (a), por la equivalencia

A®pc .- ModA® — ModA [G], (proposicién 1.2).

(c) Sea T un A [G] — médulo simple. De (a) sabemos que T' es semisim-
ple y finitamente generado como A—médulo. Entonces A/annaT es un anillo
semisimple artiniano, porque si vemos a T' como la suma &F ,T: donde T;
es un A — méddulo mmple para i = 0,...,k; en esta situacién tenemos que
anny EBl , T = anmny EBt'] T;, si suponemos que T7,..., 7T} son un sistema
de representantes de las clases de 1somorfla y por el teorema chino de
clases residuales que Ajanny &% T = xE UA/a,nnAT,, pero por hipétesis
sabemos que A/annaT; es simple artlmano para i = 0,...,k'. Tenemos en-
tonces que A/annaT es un AfannsT — médulo de longitud finita, y por
ser G un grupo finito, también (A/annaT)[G] serd un A/ann,T — maédulo
de longitud finita, y por lo tanto también serd de longitud finita sobre
A y sobre A[G], y por lo tanto (A/annsT)[G] es artiniano {ver teorema
7.15). Pero eso quiere decir que A [G} /annaigT es un anillo simple artini-
ano, por ser cociente de (A/ann,T) [G], ya que si consideramos las proyec-
ciones py : A[G] = A[G) JannpgT vy p2 : A[G] — (A/ann,T)[G] y ob-
servamos que nuc(py) C nuc(p,), entonces vemos que existe un epimorfismo
p: (AfannaT) [G] — A[G] JannzgT.

(d) Esta afirmacién se sigue de la afirmacién (c) por la equivalencia de
Morita de los anillos A y A[G]. B

Lema 4.5. Si (A, G) es una accién de Galois izquierda (derecha), entonces
A/ann, S es un anillo simple para cada A—mddulo izquierdo (derecho) simple
S.

Prueba: Sea S un A— médulo izquierdo simple. Por hipétesis sabemos
que A€/annacS es un anillo semisimple. Obviamente, A - (arnpeS) - A
esté contenido en el anulador de S como A—mddulo. Entonces existe un
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morfismo suprayectivo de A— médulos de A/A - (annpeS) - A a Afann,S.
Pero A/A - (annpeS) - A es un A~ médulo artiniano, y entonces tambien
es artiniano como A— médulo. Consecuentemente A/annaS es un anillo
semisimple. B

A continuacién daremos otras caracterizaciones de (A, G) como una accién
de Galois.

Proposicién 4.6. Supongamos que (A, G) es pregalois. Entonces las sigu-
ientes afirmaciones son equivalentes:

i) (A, G) es una accién de Galois izquierda (derecha).

it} A/annaS es un anillo simple para cada A —médulo izquierdo (derecho)
simple S, y (A/annaT)[G)] es un anillo simple para cada A [G] — médulo
izquierdo (derecho) simple T.

iii) A/ann,S es un anillo simple para cada A—mddulo izquierdo (derecho)
simple S, y A {G]®4 S es un A [G] — mdédulo semisimple para cada A —médulo
izquierdo (derecho) simple S.

iv) A/ann,S es un anillo simple para cada A—mddulo izquierdo (derecho)
simple S, y cada A — mddulo simple S es semisimple como A% — mddulo.

Prueba:

(i)=>(ii}. Sea S un A—médulo simple. El lema 4.5 nos asegura que
A/annyS es un anillo simple. Ahora sélo tenemos que probar la segunda
parte de (ii). Sea T un A[G]- médulo izquierdo simple. Entonces T
es semisimple como A— médulo por la proposicién 4.4, y entonces por (i)
A€ /ann,cT es un anillo semisimple. Por otro lado sabemos que si (A, G) es

pregalois entonces el funtor punto fijo es exacto, y en consecuencia AS JannseT =

(A/annaT)%. Pero por la proposicién 3.2, sabemos que (A/annpT,G) es
una accién pregalois, porque anna7 es un G—ideal en A. Entonces, por 1.2
(AJannT)¢ y (A/annaT)}[G] son anillos Morita-equivalentes, y entonces
uno es semisimple si y s6lo si el otro lo es (ver teoremas 7.13 y 7.14). Por lo
tanto (A/annaT) [G] es un anillo semisimple.

(ii)=(iii). La primera parte de (iii) la tenemos también en (i), por lo
que sélo es preciso probar la segunda parte. Sea S un A— médulo simple.
Observamos primero que [,eg g(annaS) es un G— ideal de A, y sabemos que
S es un A— submédulo de un A [G] — médulo de longitud finita, entonces S es
un A-submédulo de un A [G] —médulo simple T. Ahora vemos que A [G]®4 S
es anulado por annaT , y entonces es un (A/annsT)[G] —mddulo. Pero
sabemos de (ii} que (A/annsT) [G] es un anillo semisimple, entonces
A{G]} @4 S es un A [G] —médulo semisimple.

(iii)=(iv). Sea S un A—médulo simple. Entonces A [G]®a S es semisimple
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como A [G] —médulo. Consideremos ahora (A [G] ®4 S)¢, que es lo mismo
que (Yoecg) - (A[G) ©a S), por el corolario 1.12. Pero por la proposicién
1.3, eso es igual a (¥ ¢ 9)A®@a S, lo cual es isomorfo a S como A% —médulo.
Entonces S es semisimple como A¢—médulo.

(iv}=>(i) se sigue como una consecuencia directa de la proposicién 4.4 d).
Y con esto queda completa la prueba. B

Con las equivalencias de esta proposicion, podremos decir ahora cuando
coinciden las nociones de accidn pregalois, y accién de Galois.

Proposicion 4.7. Supongamos que A /anna S es un anillo con divisién para
cada A — médulo izquierdo o derecho S, que sea simple. Entonces, (A, G)
pregalois, si y sélo si (A, G) es una accién de Galois.

Prueba: Supongamos que (A, G) es pregalois. Usaremos la caracterizacién
de la proposicién 4.8 (ii), para verificar que (A, G) es una accién de Galois.
Sea T un A [G] —médulo simple. Por la proposicién 4.4 (a) ( se sigue que
A/annaT es un anillo semisimple, y de ésto, que los conjuntos de A-ideales
méximos izquierdos, derechos y bilaterales coinciden; porque si I es un ideal
maximo izquierdo de A, entonces A/l es un A—mddulo simple, observernos
ahora que annpA/I C I : Sea A € annpA/I, entonces para cada i € A,
M € I, en particular para p = 1, asi que A € I, y por tanto annaA/I C
I, y AJannpA/I, por la hipdtesis, es un anillo con divisidn, entonces, es
simple como A—médulo izquierdo, entonces annsA/I es un ideal méximo,
por tanto annyA/I = [ como A—mddulo izquierdo, es decir quesii € I' y
A € A, entonces i\ € I, y eso quiere decir que I es un ideal derecho. Por
tanto A/annaT es isomorfo a T como A [G] —médulo. Tambien tenemos que
(A/annaT, G) es una accién pregalois, por la proposicion 3.2, ya que annaT
es un G—ideal de A. Asi que A/annaT es un (A/annsT) [G]—generador.
Y asi (A/annaT)[G] es un anillo semisimple, porque tiene un generador
simple. Entonces, se cumple la equivalencia (ii) de la proposicién 4.6, y
consecuentemente (A, G) es una accidén de Galois. B

A continuacién probaremos los resultados que nos dicen cémo se comporta
la nocién de accién de Galois izquierda (derecha), con respecto a subgrupos,
y grupos cociente.

Teorema 4.8. Sea H un subgrupo de G. Si (A, G) es una accién de Ga-
lois izquierda (derecha), entonces (A, H) es una accién de Galois izquierda
(derecha).

Prueba: Por la proposicién 2.3, sabemos que (A, H) es una accién pre-
galois. Asi que ahora, por la proposicién 4.6 serd suficiente probar que
(A/ann,T) [H] es un anillo semisimple para cada A [H] —médulo simple T
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Sea T un A {H] —médulo simple. Queremos ver que T es un A [H] —submddulo
simple de un A [G] =médulo simple M, primero observamos que A [G]@aju T
es un A {G] —médulo de longitud finita n, y ahora probaremos lo que quer-
emos por induccién (segundo principio) sobre n : Sea n = 1, entonces
A [G}@Am T es un A [G] —médulo simple, y por tanto la afirmacién se sigue.
Supongamos que la afirmacién se cumple para n = k. Ahora supongamos
que A[G] ®sm T es de longitud k + 1, tomamos a S un A [G] —submédulo
propio de A[G] @A) T, y partimos la situacién en dos casos: 1) siT C S,y
2) si T € S; en el primer caso, definimos ¢ : T — 5, como la inclusién, y en
el segundo caso definimos

p:T — (A[G] @am T)/S, como la composicién de la inclusién en

A|G] @a T, seguida por la proyeccién en el cociente. Asf tenemos que
tanto o como p, son inyectivas, y entonces ya podemos ver a T como un
A [H] —~submédulo de un A {G] —médulo de longitud menor o igual que k, y
asi queda demostrado. Ademas, annaM C anna T, asi que (A/annaT) [H] es
un cociente de (A/anny M) [H] . Por eso es suficiente probar que (A/ann M) [H]
es un anillo semisimple. También sabemos que (A/ann, M) [G] contiene a
(A/anny M) [H] como un (A/anns M) [H] —sumando bilateral, porque

S oecvn{A/annaM)g & (Ajanna M) [H] = (A/annaM)[G]. De esto se
sigue que cualquier (A/annaM)[H] —médulo N es un sumando directo de
(A/anna M) [G]®(A/annAM)[H] N. Entonces (A/anns M} [G]®(A/annAM)[H]N es
un (A/annaM)}{G] —mddulo proyectivo, ya que (A/ann, M) |[G] es un anillo
semisimple por hipétesis, por ser (A, G) una accién de Galois, (ver 4.6 (ii)).
Pero (A/anny M) [G] también es libre como (A/anns M) [H] — médulo, en-
tonces todos los (A/anna M) [H} —médulos son proyectivos, y consecuente-
mente (A/anny M) [H] es un anillo semisimple por el teorema 7.12. Con lo
que el teorema queda probado. B

Teorema 4.9. Sea H un subgrupo normal de G. Si (A, G) es una accién
de Galois izquierda (derecha), entonces (A¥ ,G/H) es una accién de Galois
izquierda (derecha).

Prueba: Por el teorema 2.8, sabemos que (A¥,G/H) es una accién pre-
galois. Veamos ahora que en realidad es una accién de Galois. Sea § un
A — médulo simple. Entonces A ®,x S es un A [H] — mddulo simple, por
ser {A, H) una accién pregalois (ver 2.3 y 1.2). Pero entonces A @\u S
es semisimple como un A—mddulo por la proposicién 4.4. Entonces, por
hipétesis A%/annac(A ®pu S) es un anillo semisimple. No obstante S es
un submédulo de A ®,n S visto como un A¥ — médulo, y en consecuencia
también como AS — mddulo. Pero ya sabiamos que A @,# S era un médulo
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semisimple. Por tanto S es semisimple como A® —mddulo, y con esto termina
la prueba. B




37

Capitulo 5: Acciones Libres.

El objetivo principal de este capitulo es relacionar la nocién de
accién de Galois con la de accién inducida de G sobre las clases de
isomorfia de A—mddulos simples.

En la proposicién 5.1 probaremos que si A/radA es un anillo semisim-
ple y la accién inducida de G sobre las clases de isomorfia de A—médulos
simples es libre, entonces (A, G) es una accién de Galois. Despues de
esto, consideraremos en la proposicién 5.2 la situacién en la que A es una
R—4lgebra, donde R es un anillo conmutativo tal que mA,, C radAm,
¥ Am/radA,, es una R/m—A4lgebra de dimensién finita para cada ideal
maximo m de R, donde A, se define como A,, = Rn ®r A, ¥y G
actia como grupo de R—automorfismos de A. Observemos que en esa
situacién el anillo A, /radA,, es semisimple. Usando ese resultado lo-
cal, obtendremos en la proposicién 5.3 una caracterizacién de cuéndo
es (A, G) una accién de Galois.

Después consideraremos la situacién, cuando R/m es un campo al-
gebraicamente cerrado y que A, /radA,, es un producto de un nimero
finito de copias del campo R/m, para cada ideal miximo m de R.
En esta situacién, probaremos que si (A, G) es Galois, entonces se tiene
que, la accién inducida de G sobre las clases de isomorfia de A—médulos
simples es libre.

Proposicién 5.1:Supongamos que A/radA es un anillo semisimple.
Si la accidn inducida de G sobre las clases de isomorfia de A—mddulos
simples es libre, entonces (A, G) es una accion de Galots.

Prueba: Primero probaremos que A/radA es un
(A/radA) [G] ~médulo proyectivo usando la caracterizacién por ele-
mentos de la proposicién 1.7. Sabemos que radA es un G — ideal,
entonces la accién de G sobre A puede ser inducida a A/radA, y también
podemos inducir dicha accién a los idempotentes centrales primitivos
de A/radA, porque sabemos que un idempotente central siempre va a
dar a otro idempotente central bajo la accién de un elemento de G.
Por otro lado sabemos que los A — médulos simples se identifican con
los A/radA — mddulos simples, y ademés por ser A/radA un anillo
semisimple sabemos que (ver teorema 7.16) es isomorfo a un producto
directo finito de anillos de matrices sobre anillos con divisién, y en-
tonces las clases de isomorfia de los A/radA —mddulos estdn uno a uno
con los idempotentes centrales de A/radA. Asi que la accién inducida
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de G sobre los idempotentes centrales primitivos ey, €g, .., e, de A/radA
es libre, ya que por hipétesis era libre la accién de G sobre las clases de
isomorfia de los A — médulos simples. Ahora, escogemos un idempo-
tente e;; ; j = 1,...,m de cada una de las drbitas. Es claro entoces que
deG g(E;‘n:l eij) = EgEG Z;n:l g(eij) = E?:l e; =1, donde

(X7, e:;) € AfradA, lo cual muestra que A/radA es un

(A/radA) [G] —médulo proyectivo.

Ahora usaremos la caracterizacién por elementos del corolario 1.5,
para verificar que A/radA es un (A/radA) (G] —generador, y asi com-
pletar la prueba de que {A/radA,G) es una accién pregalois. Sean
A = p; = & ; entonces tenemos que Y1 ; (2 gecg)ii = 1. En con-
secuencia (A/radA,G) es una accién pregalois , y por el teorema 3.3,
tambien (A, G) es una accidén pregalois.

Para completar la prueba de que (A, G) es una accién de Galois,
sea S un A—médulo simple. Para cada g en G, denotamos con SY el
A—médulo obtenido de S, usando ahora la nueva operacién de A sobre
S definida por A- s = g{A)s. Entonces [[,ec S es un A [G] —médulo,
definiendo la operacién como Ak ((3g)ec) = ((9(An)Sh-14)sec). Se ve

G
facilmente que este A [G] —mddulo es simple. Por tanto, (Ugec Sg) es

un A®—médulo simple; y como el conjunto fijo bajo G es
{(s,) : s, = 5,9 € G} donde s pertenece a S, se tiene que (IL;ccS5?)“ es
un A¢—submédulo de (I1;ccS?), y la proyeccién de (IgecS?) a S es un
A€ —morfismo, donde la imagen de (1[,ccS%)® es S. En consecuencia, S
es un A®—médulo simple y entonces por la proposicién 4.4 A Jannc S
es un anillo simple. @

Proposicién 5.2: Sean R, A y G, como se dijo al principio del
capitulo. Si la accién inducida de G sobre las clases de isomorfia de
A-mddulos simples es libre, entonces (A,G) es una accion de Galois.

Prueba: Primero probaremos que (A,G) es una accién pregalois
probando que T5A [G] = A[G], para ver que A es un
A[G] — generador, y luego veremos que la funcién o : A — A€ definida
por o(A) = Y ,ecg()) es suprayectiva para ver que A es un A [G] -
médulo proyectivo, de acuerdo a la proposicién 1.7. La primera de
las afirmaciones se sigue de la proposicién anterior, porque de esta se
tiene que {A [G]/TAA [G])m = 0 para cada ideal maximo m de R. La
segunda afirmacion se tiene de la misma forma, porque de la proposicion
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anterior, se tiene que oy, es suprayectiva para cada ideal maximo m de
R. Asi que por el teorema 7.11, o es suprayectiva, y 1 € A, entonces
existe A € A tal que 6(A} = X, cqg(A) = 1, y por tanto A es un
A [G] —médulo proyectivo. Ya tenemos de las dos afirmaciones que
(A, G) es una accién pregalois.

Ahora sea S un A—médulo simple. Entonces S, no es cero, para
algiin ideal maximo m de R. En consecuencia Sy, es un
A /radAp,—mddulo. Entonces Sy, tiene que ser un
Am/radA,,—médulo simple, y por la versién local de la proposicién
anterior, se tiene que S es semisimple como (A, /radAm)®—médulo.
Por tanto S es semisimple como A—médulo. Y anélogamente a la
proposicién anterior, A®/annjcS es un anillo semisimple; por tanto
(A, G) es una accién de Galois. B

Proposicién 5.3. Sea A un anillo tal que A/radA es una K—dlgebra
bdsica de dimensidn finita, donde K es un campo algebrdicamente cer-
rado, y G actiia como grupo de K -automorfismos de A. Entonces (A, G)
es una accién de Galois, si y solo si la accion inducida de G sobre lus
clases de isomorfia de A—mddulos simples es libre.

Prueba: Por la proposicién anterior, sdlo tenemos que probar que
si (A, G) es una accién de Galois, entonces la accién inducida de G sobre
las clases de isomorfia de A—mddulos simples es libre. Directamente de
las hipétesis, se tiene que A/radA es isomorfo a un producto de copias
de K con la accidn inducida de G como grupo de K —automorfismos. Al
dividir los sumandos del algebra A/radA en érbitas, puede tratarse una
érbita a la vez. Entonces tenemos que {A/radA)® es igual a un producto
de copias de K, una por cada érbita. Ahora, tenemos por la proposicidn
1.6 que (A/radA) {G] = End(jraanye(A/radA), y si nos fijamos en las
dimensiones, obtenemos que la dimensién de Endy /raan)c (A/radA) es
igual a la suma de los cuadrados del tamano de las érbitas. No obstante,
ésta es estrictamente menor que |G| - dimg({A/radA) , a menos que
todas las érbitas tengan |G| elementos. Y esto completa la prueba de
la proposicién. W

Usaremos ahora esta proposicién para probar el resultado principal
de este capitulo.

Teorema 5.4. Sea K un campo algebraicamente cerrado, R una
K -dlgebra conmutativa, y A una R—dlgebra. Supongamos ademas que
G actida sobre A como un grupo de automorfismos de R—dlgebrus, y
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que Am/radA,, es una K—dlgebra de dimensidn finita para cada ideal
mdzimo m de R. Entonces (A,G) es una accién de Galois, si y sdlo
si la accién inducida de G sobre las clases de isomorfia de A-mddulos
simples es libre.

Prueba: Dado el teorema 5.2, sélo tendremos que probar que si
(A,G) es Galois entonces la accién de G sobre las clases de isomorfia
de los A — mddulos simples es libre. Supongamos que (A,G) es Ga-
lois. En particular (A, G) es pregalois, entonces A es un A [G] —médulo
generador y proyectivo, lo cual implica que también lo serd Am como
A[G],, — médulo, y en consecuencia como A, [G] — médulo, ya que
A[G),, = A [G] porque G actiia sobre A como un grupo de automor-
fismos de R—algebras, asi que (A,,,G), también es pregalois, y dado
que Ap/radAn, es una K —élgebra de dimensién finita para cad ideal
méximo de R tenemos por 4.7 que (A, G) es Galois. En esta situacion,
tenemos por 5.3 que la accién de G sobre las clases de isomorfia de los
A — médulos simples es libre. Ahora sea § un A — mddulo simple,
entonces existe un ideal maximo m de R, tal que Sy, # 0, y si cualquier
elemento s de S era generador para S como A - médulo, entonces ten-
dremos también que cualquier elemento s/r de Sy, serd generador de
S,, como A, — médulo, es decir que Sy, es simple, asi que también la
accién de G sobre las clases de isomorfia de los A — médulos simples es
libre. &
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Capitulo 6. Acciones de Galois y cubiertas de Galois.

Iniciarémos este capitulo con algunas definiciones fundamentales.
Sea K un campo algebraicamente cerrado.

‘Pefinicién: Una K-categoria I', es una categoria en la cual los
conjuntos de morfismos son K-espacios vectoriales, y la composicidn es
una funcidn K-bilineal

(o: Mor (z,y) x Mor(y,z) = Mor (z, z)).

Dado el contexto, lamarémos Hom(z,y) al conjunto de morfismos
entre z vy ¥, y End{z) cuando sean los de ¢ a z. Las K-categorias que
estudiaremos, se llaman localmente acotadas, y satisfacen por definicién
las siguientes propiedades adicionales;

a)para cada objeto z en I', End(z) es un anillo local,

b} para cada par de objetos z y y en I', dimg (Hom (z,y)) es finita.

c¢)No hay dos objetos en T' que sean isomorfos, y

d)para cada objeto x en I' hay sélo un mimero finito de objetos y
en T tales que Hom(z, %) # 0 o Hom(y, z) # 0.

Si I' y A son K-categorias localmente acotadas, entonces un funtor

K-lineal F : ' — A se llama funfor cubriente si,

a}F es suprayectivo en los objetos,

b)para cada z en I' y a en A, F induce isomorfismos:
MT,ep-1(Hom(y, z) —Hom(a, F (z)) y
Lep-1@Hom (z,y) — Hom (F (z) . a).

Ahora consideremos funtores cubrientes donde I' tiene sélo un niimero
finito de objetos, y en consecuencia A también. Entonces asociamos a
I y a A los siguientes anillos:

IV =1, yer Hom(z, y)

A = IL; yea Hom(z, y)

vistos como matrices cuadradas donde la entrada (z,y) de la matriz
es un elemento de Hom{xz,y) , la suma se hace por componentes y la
multiplicacién es la usual para las matrices, donde el producto de dos
morfismos es la composicién en la categoria, es decir:

(fm,y)-'t.yef‘ ’ (fn!:,y)z,yef‘ = (f;:;’,y):z:,yél": donde :,y = Yserfzz 0 fz,,y'
Entonces se sabe que IV y A’ son unas K-algebras basicas de dimensién

finita. F induce un morfismo K-lineal F’ : I' — A’. Ademas, los dos
isomorfismos inducen dos morfismos ¢gop : A = 'y ¢up: A" = TV
definidos como sigue:
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((bcx F(fa b))z vy = Gzy > donde z:cEF 1(a) F(gm y) fa,F(y) Y
(¢W,F(fﬂ,b))ry = hey donde ZyeF 1{b) F( zy) fF(:c),b-

Obviamente, ¢ r ¥ ¢ r son K-lineales y coinciden si, y sélo si,
para cada a,b € A, zg € F~Ya) y yo € F~'(b) , el siguiente diagrama
conmuta,

U Heombon) — 5 0
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donde pz, ¥ Py, son las proyecciones naturales.

Proposicién 6.1 Los morfismos ¢ r Y ¢, son ambos morfismos
de K-dlgebrus y la estructura de A'—bimddulo inducida por ¢, p sobre
IV por la izquierda, y por ¢a,r por la derecha, hace a F' un morfismo
de A'—bimddulos.

‘Prueba:Primero probaremos que ¢, r ¥ @u, F son inclusiones de K-
dlgebras. Es claro que ambas ¢or ¥y ¢, r son inclusiones K-lineales,
y que mandan la identidad en la identidad. Serd suficiente probar
entonces que conservan la estructura multiplicativa. Haremos el calculo
para @or. Sean (fap) ¥ (fip) elementos de A’. Entonces (fap) - (fap)
= ( ;’,b), donde

(fiy) = Teea fae- fiy . Ahora consideremos

Pa,F(fap) ba,r(fap) = (924)(92y) = (95,), donde gz = 3er 9220, -
Las férmulas que conectan estas expresiones estan dadas por

ZzeF-'(c;) F(Q’:,y) = f;,F(y) y

Yeer-1a) Fgs,) = fupy) paratodaaen A yy en I' . Tenemos
que probar que la misma relacién se da entre g¢” y f” . Seanaen Ay
y en I" fijos. Entonces

szF‘l(a) F(gg,y) = erF*‘(a} F(ZZEF(gm,zg;,y)) =

= ZxEF‘l(a) EZEP F(QI,Z)F(g;,y) =

= Z:zEF(EzEF"(a) F(ga:,z))F(g:’:,y) =

- ZZEF fa,F(Z)F(g;,y) =

= 2 ceA ZzEF"(c) fa,F(z)F(g;.,y) =

= ZceA fa,c ZzGF‘"(c) F(g;,y) =

=2 ceA fa,cf;,F(y) = f;:F(y)'

Por tanto ¢, r es un morfismo de anillos.

Sea {hey) en I, y (fap) v (fo3) en A’. Entonces, con un célculo
sencillo partiendo sélo de las definiciones se muestra que:

PG o) o), (113)) = (o) Fha)(715) -

Asi que F' es un morfismo de A’-bimédulos donde ¢, r se usa
para definir la A'-estructura izquierda de I y ¢, r se usa para definir
la A’-estructura derecha de I". Asi queda completa la prueba de la
proposicion. @

En el resto de este capitulo sélo consideraremos cubiertas de Galois
finitas. Sea I' una K-categoria finita, localmente acotada, y supong-
amos que G es un grupo finito de K-automorfismos de I' tal que la
accién inducida sobre los objetos es libre. Entonces por |G, prop.3.1],
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la categoria cociente I'/G existe y la proyeccién candnica I' — ['/G es
un funtor cubriente. Los objetos de I'/G son las érbitas de los objetos
de T bajo la accién del grupo, y un morfismo f: a = ben I'/G es una
familia (y,fz)€ ocayesl (z,7) tal que

9( yfz) =g(y) foz) para toda g € G. Como la accién de G sobre
los objetos es libre, el funtor cubriente inducido hace que el siguiente
diagrama conmute para cada yp en b y 7o en a.

. l—)om (CL,L) i > J__J_ Hom(XO,j(go))

l:—-l

3e¢Q

Py,

_U_ Hom (9(7(0), ‘jf’) - > Hom (X, %)

XEQ
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En consecuencia para cubiertas de Galois finitas ¢ p ¥ @u,F coin-
ciden. Mas atin, la accién de G sobre I' induce una accién de G sobre
el anillo asociado a T' (I ) dada por ¢((fzy)) = ((§7" fer)et))ew)- El
anillo fijo (I")€ bajo esta accién es el conjunto de morfismos { fz,y} tales
que fry = ¢} fo(z).ow). Esto se puede reformular, como el conjunto de
morfismos (f,,) tales que g(fsy) = fa).o(y). Pero esto también es la
imagen de A’, el anillo de I['/G bajo la funcién ¢g

De todo esto se sigue que una cubierta finita de Galois F/: T' — A
con grupo de Galois G induce una accién de el grupo finito G sobre el
anillo I, ¥ que el anillo fijo (IV)®, corresponde al anillo A'.

Ahora probaremos que (I, G) es una accién de Galois.

Teorema 6.2 Sea ' una K-categoria finita localmente acotada, y
sea

F :T — A una cubierta de Galois con grupo de Galois G. Entonces:

a) (I',G) es una accion de Galois, donde I y la accidn de G sobre
' son como se ha descrito antes.

b) La accién inducida de G sobre las clases de isomorfia de I'—mddulos
simples es libre.

¢) El anillo A’ de A se identifica con (I")¢ por medio de la inyeccion
de anillos ¢op : A — T

Prueba: (a) y (b). Obviamente I /radl” es una K-dlgebra basica
semisimple y la accién inducida de G sobre las clases de isomorfia de
I’ —mddulos simples, corresponde a la accién de G sobre los objetos de
I, la cual ya era libre por hipétesis. Y por la proposicién 5.3, podemos
concluir que {I', G) es Galois.

(¢). Esta afirmacién se verifica facilmente partiendo de las defini-
ciones, y tomando en cuenta las observaciones hechas antes del teorema. B

Ahora probaremos un inverso de este teorema.

Sea K un campo algebriicamente cerrado, sea I una K- algebra
bésica de dimensién finita, y sea G un grupo de K-automorfismos de
I" tal que la accién inducida de G sobre las clases de isomorfia de
I"—mdédulos simples es libre.

Teorema 6.3. Sean I" y G como se ha definido antes. Entonce
eriste una K-categoria finita y localmente acotada ', y una accidn de
G sobre T' como un grupo de K-automorfismos tal que la accidon de G
sobre los objetos de T es libre. Mas atin, el anillo de T' es identificado



46

con IV y la accidn de G sobre I inducida por la accidn de G sobre T
es la misma que la accion original,

Prueba: Tenemos por hipdtesis que la accién de G sobre las clases
de isomorfia de IY—mddulos simples es libre, asi que G actiia también
libremente como grupo de permutaciones sobre los idempotentes prim-
itivos centrales
{ei,€a,...,en} de I"/radl’. En el siguiente lema probaremos que los
idempotentes {e;,é€z,...,€,} se pueden levantar a un sistema completo
de idempotentes ortogonales {E), Fy, ..., En} de I tal que la accién
de G permuta este conjunto de idempotentes. Asi, podemos formar
la K-categoria ' cuyos objetos son E), Es, ..., B, ¥ cuyos conjuntos de
morfismos son (E;, E;) = E;TE;. Hay una accién obvia de G sobre esta
K-categoria y se ve facilmente que I es el anillo asociado a I' y que la
accién de G no se altera al ir hacia atrds y hacia adelante. &

Lema 6.4. Sea (A, G) como se definid antes, y sea I un G— ideal
de A con I? = 0. Si {e),€y,...,e,} €5 un conjunto de idempotentes
ortogonales en A/I sobre el cual actia libremente la accidn inducida de
G sobre A/1, entonces {e), ey, ...,en} se puede levaniar a un conjunito de
idempotentes ortogonales {E1, Fa, ..., Eo} en A, sobre el cual G actia
libremente como grupo de permulaciones.

Prueba: Sea {e;, ey, ..., e, } los idempotentes de A/, y supongamos
ue los tenemos acomodados por érbitas,

?61,62,---,8[G|;8|c;|+1,---,82[c;;---;Gn_|c|+1,---,8n} . Levantamos a e, a
un idempotente Ef, y consideramos el elemento By = E{ =Y 1y E19(E}).
Asi, caleulandolo directamente, podemos verificar que F es un idempo-
tente, y que {g (E)) : g € G} es en verdad un conjunto de idempotentes
ortogonales, cuya imagen bajo la proyeccién canénica de A a A/I, es
precisamente la érbita de e; en {e,es,...,en}. Ahora, consideramos
e|ci+1 » ¥ lo levantamos a un idempotente EIIE?I +1; ¥ definimos

Eioi = Eigie — Zoee Big19 (B1) — Xgec g (E1) Bjgy4,- Tenemos
que g, es un idempotente ortogonal al conjunto {g (£)): g € G}.
En consecuencia, g(Ejg,,) es ortogonal a {g (Ey): g € G}, para cada
g € G. Ahora, obtenemos los idempotentes correspondientes a la se-
gunda 6rbita de la misma manera que obtuvimos los de la primera,
definimos el primero como
Eici+1 = Bigi41— Zgec-(1} Bigi+19(Ejg)41)- Y consideramos el conjunto
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{g(EIC!H) 1g € G} , que tiene propiedades analogas a las del conjunto
{g(E)) : g € G}. Continuando este proceso se obtiene un sistema com-
pleto de idempotentes ortogonales en A, el cual es permutado por G. B

Corolario 6.5. Sean A y G como en el lema, y supongamos que A
es un dlgebra bdsica artiniana tal que la accidn inducida de G sobre las
clases de isomorfia de A— mddulos simples es libre. Entonces existe un
sistema completo de idempotentes ortogonales en A, que son permutados
por G. En particular, esto sucede cuando A es un dlgebra de dimension
finita sobre un campo.

Prueba: La prueba se hace por induccién sobre la Loewy-longitud
de A.
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Capitulo 7: Definiciones.

Este capitulo no es para ser lefdo, sino sélo para ser consultado en algin
caso, ademas de no ser necesario para el matematico experimentado, y en
realidad tampoco para el principiante, ya que sélo haremos un recuento de
definiciones, y teoremas que hemos citado textualmente de la bibliografia,
adema&s de algunas convenciones acerca de la notacidén usada a lo largo de todo
el trabajo. En cuanto a los teoremas, no incluiremos sus demostraciones por
razones did4cticas, pero si darerrios la referencia bibliografica o hemerografica
en su caso, ya que la finalidad de este capitulo sdlo es agilizar la lectura del
trabajo, y hacerlo as{ autocontenido.

Definicién 7.1: Sea A un anillo. Entonces el par (0, M) es un A—mdédulo
izquierdo, en caso de que M sea un grupo abeliano, y 0 : A — End(M) un
morfismo de anillos.

Un A —médulo izquierdo M, también se puede ver como el grupo abeliano
M, con una multiplicacién escalar del anillo A por la izquierda, que cumple
las siguientes propiedades, para cada a,ben A, y cada z,y en M :

1) a(z +y)=az + ay

2) (a+b)z =az + bz

3) (ab)z = a(bx)

4) 1z = z.

Si M es un A —médulo izquierdo entonces End(a M) resulta ser un anillo,
en particular, podemos darle a M una estructura de End(, M )—mddulo dere-
cho de una manera natural, explicitamente, si ¢ es un elemento de End(y M)
y m un elemento de M, se define la multiplicacién como m - ¢ = o(m).

Definicién 7.2: Sea M un A — mddulo izquierdo. Definimos los biendo-
morfismos de M como BiEnd(aM) = End(Mpnd(, m))-

Definicién 7.3: Sea M un A —mddulo. M es un A — generador, si para
cada A — médulo N, existe un epimorfismo MA) — N — 0, para algin
conjunto A.

Definiciéon 7.4: Sea M un A — mddulo. M es proyectivo, si para cada
epimorfismo ¢ : N — U — 0, y cada morfismo v : M — U, existe un
morfismo
v : M — N, tal que v = go+, es decir que el siguiente diagrama es exacto
y conmutativo
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Definicién 7.5: Sea A un anillo. FEl centro de A se denota Z(A), y se
define como Z(A) = {A € A: Ay =vA,v € A}.

Definicién 7.6: Sea M un A — mddulo izquierdo (derecho). El anulador
de M en A se denota anny M, y se define como

annaM = {A €A : dm =0(mA=0),me M}.

Definicion 7.7: Sea M un conjunto, y G un grupo actuando sobre M.
La accién de G sobre M es libre, en caso de que gm # m, para cada m en
M, st g#1.

Definicién 7.8: Sea M un A — médulo. Diremos que M es simple, si M
no tiene submddulos propios.

Definicion 7.9: Sea M un A — mddulo. Diremos que M es semisimple,
st M es suma de A — mddulos simples.

Definicién 7.10: Sean I una clase de A —mddulos, y M un A —médulo.
El rechazo de U en M se denota rejpy (U}, y se define como

reju(U) =N{nuc(f): f: M - N, N elU}.

Definicidén 7.11: Sea ¢ la clase de los A — mddulos simples. El radical
de un A — médulo M se denota radM, y se define como radM = rejp ().

Definicién 7.12: Sea A un anillo. El radical de Jacobson de A se denota
rad/\, y se define como radA = radA.

Debemos decir que siempre que hagamos referencia al radical de un anillo,
a lo largo de este trabajo, nos estaremos refiriendo al radical de Jacobson.

Otra cosa que debemos mencionar, es que cuando nos referimos al anillo
Enda{ M), lo que queremos decir, es que la operacién esta dada por g f =
feog.

Definicién 7.13: Sean A y I anillos, y M un grupo abeliano. Si M es
un A — I' — bimddulo y

o : A — End(M), definido por o(A)(z) = Az, ¥y

p: T — End(M)°, definido por p(y){(z) = z7y para cada A en A, v en
I', y £ en M, son los morfismos canénicos, entonces diremos que A M (Mp)
es fiel si o (p) es inyectiva. Diremos que s Mr es un biméddulo balanceado,
en caso de que ambas, 0 y p, sean suprayectivas. Diremos que yMp es un
bimddulo fielmente balanceado, si o y p son isomorfismos.

Definicién 7.14: Sea M un A — mddulo izquierdo. Diremos que M es
" ‘un progenerador, (o un A — progenerador izquierdo).en caso de que sea un
generador proyectivo y finitamente generado.

En diferentes puntos de este trabajo, vemos a Homs(M, N), como un
médulo, y es preciso mencionar que la estructura estd dada camo sigue:

ESTA TEOYS MO :
msfumg.
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1) Si AMr y ANA son bimédulos, hay una I' — estructura izquierda, y una
A — estructura derecha inducidas sobre Homs(M, N), dadas por (vf)(z) =
f(zy),y (f6}{z) = f(z)8, paracadayen T, 6en A, y zen M.

2) Si pMa y aNj son bimédulos, hay una A —estructura izquierda, y una
I — estructura derecha inducidas sobre Homa (M, N), dadas por (6 f)(x) =
sf(z), y (fy){z) = f(yz), paracada yen ', 6 en A, y z en M.

Definicién 7.15: Sea A # 0 un anillo artiniano. La Loewy longitud de
A es n si, rad®'(A) # 0 pero rad™(A) = 0.

Ahora es tiempo de hacer un recuento de los teoremas que son citados en
algiin momento, a lo largo del trabajo.

Teorema 7.1: Si M es un A—médulo izquierdo, entonces pipnd(, My M Ena(s M),
es un bimddulo fielmente balanceado.[A.F.,4.12]

Teorema 7.2: Las siguientes afirmaciones acerca de un A — mddulo
izquierdo M, son equivalentes.

a) M es proyectivo.

b} Cada epimorfismo \N —p M — 0, se escinde.

¢) M es isomorfo a un sumando directo de un A — médulo izquierdo
libre.[A.F.,17.2)

Teorema 7.3: Un A — médulo izquierdo M es finitamente generado y
proyectivo, st y s6lo si, para algin mddulo A\M' y para algin entero n > 1,
hay un A — isomor fismo M @& M' = A™ [A.F. 17.3]

Teorema 7.4: Un A — mddulo tzquierdo M es un generador, si y sdlo
si, pare algin mddulo A' y algin entero n > 1 hay un A — isomor fismo

MM = Agp N [AF, 17.6)

Teorema 7.5: Sea A My un bimddulo fielmente balanceado. Entonces
AM es un generador, si y sdlo si, M es finitamente generado y proyec-
tivo.[A.F.,17.7]

Teorema 7.6: Un A — mddulo tzquierdo M es un generador, st y sdlo
si,

i) AM es fiel y balanceado.

1) Mpni(um) €8 finitamente generado y proyectivo.{A.F. 17 8]

Teorema 7.7: Para cada mddulo derecho My, hay un A — isomor fismo

N: MOAA—- M tadque n(m@AN =mA yn7 i (m)=m®1;

Y para cada A — mdédulo izquierdo AN, hay un A — isomor fismo

p:ARAN = N, tal que p(A®n)=dn, yp~'(n) =1Qn.

Ademds, si pMa(aANr) es un bimddulo, entonces n (1) es un isomorfismo
de bimddulos.[A.F.,19.6]
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Teorema 7.8: Dados los médulos s P, Up y N, hay un homomorfismo
natural,

n: Homa(P,U) ® N — Homye(P,(U ®r N)), dado por

n(f @n)(p) = f(p) @n. Y si 4P es finitamente generado y proyectivo,
entonces 1 es un isomorfismo.[A.F. 27.10]

Teorema 7.9: Dados los mdédulos Py, pUa y oV, hay un homomorfismo
natural,

p: P @y Homp(U,N) — Homp(Homa(P,U),N), dado por

p(p @ filg) = f(g(p). Y si Py es finitamente generado y proyectivo,
entonces p es un isomorfismo.[A.F., 20.11]

Teorema 7.10: Sean A y I anillos equivalentes, por medio de las equiv-
alencias tnversas F A M —=p My G iy M =y M. 5i P = F(A) y
Q = G(T). Entonces P y Q llegan a ser bimdédulos r Py y AQr naturalmente,
y se cumple que:

1) rPa y AQr son fielmente balanceados.

2) Py,p PAQ y Qr son progeneradores.

3) rPr &2 Homp(Q,T) 2 Homa(Q,A), ¥

AQr & Homp(P,A) = Homp(P,T)

4) F 2 Homa(Q,-), y G = Homn(P,.).

5) FE(P®)-), yG=(Q&r.). [AF,221]

Algo que debemos explicar, y que usaremos mas adelante, es la local-
izacién. Dados un anillo conmutativo con unidad A, un A —mddulo M, y un
subconjunto multiplicativamente cerrado U C A, definimos la localizacion de
M en U, como el conjunto de clases de equivalencia de los pares ordenados
(m,u), conmen M, y uen U, con la relacién (m, u) ~ (m/, '), si hay un ele-
mento v en U, tal que v(w'm—um’) = 0 en M, y la denotamos como M [U™].
La clase de equivalencia de (m,u), es denotada por m/u. Y M [U~'] es un
A — médulo, con las operaciones:

mfu+m' ' = (W'm+ um}jue' y Am/u) = (Am}/u, para m,m' en
M, u,v’ en U, y X en A. Si hacemos esta construccién, con M = A, la local-
izacién resulta ser un anillo, con la multiplicacién definida por (A/u)(X /u') =
AN Jur!, y de hecho M [U™!] es un A[U™'] — mddulo con la accién definida
por (A/u)(m/u') = dm/uw’ para Aen A, men M, y u,u' en U.

En algunas ocasiones, sélo escribiremos A, donde m es un ideal maximo
de A, y eso se define como A,, = A[U™!], donde U es el complemento de m.

Teorema 7.11: Siw: M —-» N es un morfismo de A—médulos, entonces
@ es un monomorfismo (o epimorfismo, o isomorfismo} si y sdlo si, para
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cade tdeal mdzimo m de A, el morfismo localizado ¢,, : M,, — Ny, es un
monomorfismo (o epimorfismo, o isomorfismo).[E., 2.9]

Teorema 7.12: Un anillo A es semisimple, si y sdlo si, cada A —médulo
izquierdo es proyectivo.[A.F.,17.4]

Teorema 7.13: Sean A y T anillos equivalentes por medio de la equiva-
lencia F g M —pM ysean M y M' A — médulos izquierdos. Entonces

1. M es simple (semisimple) si y sélo si F(M) es simple (semisimple).

2. M es finitamente generado si y sélo si F(M) es finitamente generado.

8. M es artiniano si y sélo si F(M) es artiniano.[A.F.,21.8]

Teorema 7.14: Sean A y I anillos equivalentes. Entonces A es semisim-
ple, arliniano izquierdo, respectivamente, si y solo si I' es semisimple, ar-
tiniano izquierdo.[A.F., 21.9]

Teorema 7.15: Un mddulo no trivial M tiene serie de composicidn, st
y solo si, es artiniano y neteriano.

Teorema 7.16: (Wedderburn) Todo anillo semisimple R es isomorfo a
un producto finito de anillos de matrices sobre anillos con division.
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