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Introducción 

Un año después de que se formulara la Relatividad General, en 1916 Schwarz
schild encontró la primera solución exacta de las ecuaciones de Einstein. Sin 
embargo, pasó casi medio siglo para que se comprendieran por completo la 
geometría y las implicaciones físicas de esta solución. Una de éstas es la 
idea de agujero negro, esto es, una región de "no escape'! en la que, como 
su nombre lo indica, a cualquier observador que logre entrar a ella le será 
imposible salir de ahí. La solución de Schwarzschild representa el espacio
tiempo en el exterior de un cuerpo aislado, estático y esféricamente simétrico 
y si éste se colapsa hasta cierto punto presenta un agujero negro. Basta 
conocer la masa total del objeto para que la métrica del espacio-tiempo quede 
totalmente determinada. 

¿Podrían existir agujeros negros q~e mantuvieran campos flSicos no tri
viales en su exterior? La respuesta para campo electromagnético no se hizo 
esperar, ya en 1918 se había encontrado la solución de Reissner-Nordstrom 
para el caso de agujeros negros con las mismas simetrías espaciales y tempo
rales que el espacio-tiempo de Schwarzschild pero con carga. Para determinar 
por completo esta solución sólo bastan dos parámetros: la ~asa y la carga 
eléctrica total asociada al espacio-tiempo. 

No fue sino hasta 1963 cuando aparece la siguiente solución que repre
senta agujeros negros en vacío: la familia de agujeros negros de Kerr. Estos 
espacio-tiempos son estacionarios (no estáticos) y tienen simetría axial. De 
nuevo, la generalización a campo electromagnético debida Newmann surgió 
casi inmediatamente. La familia de soluciones de Kerr-Newmann es una fa
milia de tres parámetros: la carga, la masa y el momento angular. Cuando 
éste último parámetro es nulo se reduce a la solución de Reissner-Nordstrom 
y cuando además la carga es nula se reduce a la de Schwarzschild . 

. El estudio de los agujeros negros en esos años fue muy intensa y se ob
tuvieron resultados notables. En particular, se demostró que la "totalidad 
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de las soluciones estacionarias que representan agujeros negros en los casos 
electromagnético y el vacío deben corresponder necesariamente a las solu
ciones de Kerr-Newmann. Esto es, quedan completamente determinados por 
la especificación de tres parámetros. La carga, la masa y el momento angular 
totales ¡de un espacio-tiempo tienen en comú~ que están sujetos a leyes de 
conservación y que se pueden medir desde regiones lejanas al agujero negro; 
matemáticamente se calculan mediante una intewal sobre ,cualquier 2-esfera 
situada en'la región lejana del agujero negro. A este tipo de parámetros se 
les llaman car.qas. 

Este resultado le pareció definitivo a mucha gente y se pensó que era 
general: Todos los agujeros negros estacionarios con cualquier tipo de campo 
debían de ser completamente determinados sólo por cargas. Esta conjetura se 
expresa coloquialmente diciendo que los agujeros negros "no tienen cabello" 
pensando tal vez en que para especificar a cierta persona, además del color 
de ojos, complexión o tez uno necesita especificar. las características de su 
cabello que, como todos sabernos, pueden ser muy variadas. Los intentos 
que se hicieron en esa época (hasta mediados de los setentas) para encontrar 
nuevos agujeros negros para campos distintos al electromagnético resultaron 
en que és~os se debían de reducir a la familia de Kerr-Newman~. Aunque 
sólo se buscó para campos muy específicos estos resultados apoyaban a la 
conjetura de "no cabello". En particular, I3ekenstein [5] demostró en 1972 
que campos escalares reales con potenciales de auto interacción convexos no 
pueden coexistir con agujeros negros estáticos y esféricarnente simétricos.' 

El primer problema serio al que se enfrentó la conjetura de "no cabello" 
surgió hasta 19901 

J cuando se descubrieron numéricamente nuevos agujeros 
negros con "cabello" en la forma de campos de Yang-Mills. I;:ste fue el primer 
caso de varias soluciones de agujeros negros en otras teorías acoplactas a la 
de gravedad de Einstein: Skyrme, Yang-MiIls con dilatón, Yang-MiIls-Higgs 
y Procca no abeliana2 . ' 

Sin embargo, no cualquier campo puede estar asociado a un agujero ne
gro. Al mismo tiempo que se descubrían nuevos agujeros negros surgieron 
varios teoremas de "no pelo" para campo escalar. El. caso de·agujeros negros 
estáticos y con simetría esférica asociados a campos escalares estacionarios 

, A mediados de los setentas ya se conocía un posible agujero negro con'campo escalar sin 
potencial, el agujero negro BMB'B [8, 3). Esta "solución" es muy' polémica pues el campo 
escalar es divergente en el hori7..oñte del agujero negro (en la sección §2.2.2 discutimos este 
punto) .. , . 

2.Ver las referencias dadas en la sea::ión §L6 
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mínimamente acoplados con potencial arbitrario (no negativo) está completo 
y la conclusión es que el campo debe ser consta.nte en todo el exterior del ~gu-. 
jero negro por 10 que estos agujeros negros se deb,en,de reducir a la solución 
de Schwarzschild; en la sección §2.1.2 presentamos esta demostración. ' El 
caso' de campo escalar' real estacionario no mínimamente acoplado no ha 
sido resuelto en general. En la sección §2.2.1 demostramos un teorema d.~ 
"no pelo" que abarca acoples no mínimos de campo escalar tales que el coefi
ciente del escalar de curvatura que resulta en la acción es positivo. El análisis 
de cuando este coeficiente es de la forma 1 + ~1.p12 y la constante de, acople es 
negativa, E < 0, (exceptuando el valor que genera una ecuación de campo que 
es invariante ante transformaciones conformes' ha sido tratado bajo ciertas 
suposiciones muy fuertes, además de que aún' permanece incompleto; en la 
sección §2.2.2 discutimos con detalle estos puntos. (, 

Las teorías de campos no escalares que admiten agujeros negros también 
admiten soluciones estáticas, con simetría esférica y regulares (que no pre
sentan un región de "no escape"). Uno puede imaginarse una solución ,d~ 
éstas como un objeto compacto estático y esférico que se mantiene ligado 
por el campo gravitacional que genera él mismo, s~mejando un~ estrella ¡fe 
neutrones. Este tipo de soluciones también se pueden encontrar en teorías 
de campos escalares complejos de la forma t/Je- iwt , 'a estas soluciones. se les 
denomina estrellas de bosones [13], [39J, [24J, [30J.· Hasta ahora ninguna 

, partícula escalar fundamental ha sido encontrada en experimentos con, acél
eradores, no se conoce su masa ni su interacción con la demás materia~ Sin 
embargo, 'la materia escalar adquiere mucha importancia en el contexto cos
mológico pues se piensa que partículas escalares pueden estar presentes en el 

'universo y formar parte de la materia oscura [23, 31]. 
El propósito fundamental de este trabajo es investigar la posibilidad de 

que existan agujeros negros ~táticos ,y esféricamente simétricos con campos 
escalares mínima y no mínimarnen.~e acoplados qüe tienen una dependencia 
armónica de la coordenada temporaL' La pregunta resulta interesante dado 
que se. han encOntrado nuevas soluciones de agujeros negros en teorías (no 
exclusivamente de campo escalar) que admiten soluciones regulares y que se 
han encontrado soluciones regulares para campos escalares de la forma t/Je- iwt • 

Aquí cabe hacer un comentario, todas las nuevas soluciones de agujero negro 
que se han encontrado' han resultado ser inestables mientras que las estrellas 
de bosones pueden, dependiendo de sus parámetros, ser configuraciones de 
equilibrio estable (ante perturbaciones radiales). 

La idea del primer capítulo es llegar de manera más o menos continua a la 
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definición de agujero negro y al final de éste damos un panorama general de 
los agujeros negros estacionarios. También explicamos las transformaciones 
conformes de la métrica, que serán de gran utilidad en los siguientes capítulos. 
Como siempre, el libro Generol Relativity de R. M. Wald [46) es la mejor 
fuente para los temas tratados en este capítulo. En el capítulo 2 revisamos el 
caso de agujeros negros asociados a campos escalares reales y estacionarios 
enfocándonos en aquéllos teoremas que consideran potenciales arbitrarios. 
En particular, no profundizamos en los teoremas para campo conforme, q'ue 
requieren ,que el potencial sea nulo. Finalmente, en el capítulo 3 trabajamos el 
caso de campo escalar con dependencia armónica de la coordenada temporal. 



Capítulo 1 

Relatividad General y Agujeros 
Negros 

§1.1 Propiedades geométricas del espacio-tiempo 

En esta sección presentamos un breve resumen de los aspectos más importantes de la geo

metría diferencial que aparecén en la teoría de la Relatividad General. Nos basamos en 

los capítulos 1, 2 Y 3 de libro de Wald, [46J, donde se encuentran ampliamente explicados 

los conceptos y se realizan formalmente todas las demostraciones. 

§1.1.1 Métrica y Operador Derivada 

Definimos formalmente el espacio-tiempo como una variedad diferenciable 
M de cuatro dimensiones sobre la que está definida una métrica Lorentziana 
900 , esto es, un espacio-tiempo es la pareja (M, gab). En general, todas las 
cantidades físicas y geométricas que usaremos serán tensores o campos ten
'soriales definidos sobre MI. Una métrica Lorentziana es un campo tensorial 
2-covariante suave, no degenerado y simétrico con signatura - +++ definido 
sobre la variedad, esto es, la métrica define un producto interno de vectores 
tangentes a M. La métrica inversa es un tensor 2-contravariante go.b que 
cumple 

lSea T un tensor l-covariante y k-contravariante. En general, lo denotaremos por 
T~',::::b~· I cuando se haya especificado un sistema de coordenadas usaremos índices griegos. 
Usaremos de ahora en adelante la notación de índices abstractos. 
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donde,8~ es la delta de Kr,onecker. Toda la manipulación de índices se hará 
con gab Y go.b excepto cuando se indique. 

Debido a que la métrica no es positiva definida se pueden dividir los 
vectores tangentes va a M en tres tipos, temporales cuando el cuadrado de 
su norma sea negativa, gabv4vb < O, espaciales cuando es mayor que cero y 
nulos cuando es igual a cero. La curva que siga en el espacio-tiempo una 
partícula con masa no nula siempre tendrá vectores tangentes temporales, 
las trayectorias de partículas que se mueven a la velocidad de la lu~ (como 
fotones o neutrinos, que tienen masa en reposo igual acero) tienen vectores 
tangentes nulos. 

Denotemos por T(k, 1) el espacio de t.odos los tensores l-covariantes y 
k-contravariantes. Decimos que un operador '\7. : T(k,l) .... T(k,l + 1) es 
un operador derivada si (i) es lineal, (ii) satisface la regla de Leibnitz para 
la "diferenciación de productos", (iii) conmuta con la contracción: 

'\7 ('J'::I •...• C •...• II.I:) - V T:!:1 •...• C •...• II.I: 
11 bl ••••• c, •..• bj - el b¡ •••• ,c ..... b¡ , 

y (iv) dadas una curva 'Y con vector tangente t" y una función 1 sobre la 
variedad, la acción del vector sobre la función está dada por: 

tU) = t·'\7.f. (1.1) 

De ahora en adelante trabajaremos solamente con operadores derivada libres 
de torsión, esto es, aquéllos para los que dada cualquier función 1 sobre M 
satisfacen '\7.'\7,1 = '\7,'\7.f. 

Al haber asignado coordenadas a una variedad existe un operador 8a1 

llamado derivada ordinaria, asociado de manera natural a las coordenadas. 
Supongamos que un campo tensorial sobre la variedad tiene como compo
nentes en cierto sistema coordenado {xlJ } a T~~:::;tl· ¡definimos 811 como el 
operador que al actuar sobre el campo tensorial produce otro campo con 
componentes (en ese sistema de coordenadas) a(T::",:::;~')/ax". Este operador 
depende, como hemos visto, del sistema de coordenadas en el que estemos 
trabajando y satisface todas la propiedades de los operadores derivada. 

Por otro lado, se puede demostrar que, dados dos operadores derivada VII 
y, Va existe un campo tens~rial C~ simétrico en los Índices ab 2 tal que 

(1.2) 

2Esta propiedad se cumple sólo para operadores derivada libres de torsión. 
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En particular, cuando Va. = 8a el campo C~ se denota por r~ y se denomina 
símbolo de ChristojJel. Notemos que éstos están asociados a 8. y, por lo tanto, 
dependen 'd'el sistema de coordenadas en cuestión; al cambiar de coordenadas 
dejando fijo Va estamos cambiando r~ por un nuevo campo tensorial r~~. 

FinalInente, mencionamos otro resultado que resulta fundamental en el 
formalismo matemático con el que se trabaja la Relatividad General. Dada 
una métrica 900 e,oste'uD único operador derivada Va libre de torsión asociado 
de manera natural a la métrica y tal que V 49bc = O. De ahora en adelante 
trabajaremos con este operador derivada. Se puede calcular este operador 
Va en términos de 8a sustituyendo la siguiente fórmula: . . 

(1.3) 

en la ecuacón 1.2. Al trabajar con espacio-tiempos específicos necesitamos 
expresar todas las cantidades físicas y geométricas en términos de coor,de
nadas, en las siguientes subsecciones haremos hincapié en la expresión 'en 
coordenadas de las fórmulas más importantes. 

§ 1.1. 2 Geodésicas 

Una de las tantas interpretaci9nes de los vectores tangentes a una variedad 
es que actúan como derivadas direccionales sobre funciones. De acuerdo a la 
ecuación 1.1 si la función! es constante sobre la curva con vectores tangentes 
ta tenemos que tava! = O. También existe una noción de 10 que sería que un 
campo vectorial va restringido a la curva 'Y "no cambiara al movernos sobre 
ésta ". En estos casos decimos que va es transportado paralelamente a lo 
largo de 'Y y debe satisfacer taV.v' = o. . 

Las geodésicas son curvas tales que su vector tangente ta es transportado 
paralelamente sobre ella misma, esto es, 

(1.4) 

Sin embargo, existen parametrizaciones en las cuales esta con4ición se trans
forma en tavatb = atb para cierta constante a. La parametrización de la 
curva para la cual se tiene 1.4 se llama parametrización, afín. '_ 

Como vemos, se puede hablar intuitivamente de las geodésicas ~omo Ías 
curvas mas rectas posibles sobre una variedad. Cuando las geodésicas son 
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curvas temporales, esto es, que todos sus vectores tang~ntes tienen cará.éter 
temporal3 un parámetro afín resulta ser el tiempo propio, definido por 

T = f -gabt"t' dt, (1.5) 

donde t es un parámetro arbitrario de la curva y ta es el vector tangente 
~n esa parametrización. Cuando se ha fijado un sistema de coordenadas la 
ecuación de las geodésicas (1.4) resulta 

rPXIl dxt! dx/J 
dt2 + r~vdtdt = o. (1.6) 

Por hipótesis de la teoría, las trayectorias en el espacio-tiempo de cuerpos 
en caida libre son geodésicas, por ejemplo, las trayectorias de satélites' orbi
tanda algún planeta SOn soluciones de la ecuación anterior. Las partículas 

. que viajan a la velocidad de la luz se mueven sobre geodésicas nulas. Un 
resultado interesante "de la Relatividad Gene!al es que rayos de luz pueden 
quedar atrapados orbitando algún cuerpo en regiones de campo gravitacional 
(curvatura) fuerte. 

§1.1.3 Curvatura 

Se puede demostrar que el operador Va 'V b - V b V ti. define una transformación 
, lineal de vectores duales (l-covariantes) a tensores 3-covariantes, esto es, 
existe un campo tensorial Wabcl llamado te,nSoT de curVatura de Riemann, tal 
que para' cualquier vector dual W c se tiene 

(1.7) 

Este tensor aparece como el único factor dependiente de la métrica en la 
eXpresión del cambio de un vector al ser transportado paral.elamente alrede

, dor de'una curva cerrada "pequeña" en la va~iedad. El tensor de curvatura 
cumple la identidad de Bianchi: 

, (1.8) 

donde los símbolos [1 significan anti-simetrizar respecto a los índices que 
encierran. Otras cantidades importantes que se generan a partir del tensor 
~e Hiem,ann, ~on el tensor de Ricci, 

. (1.9) 

3 Análogamente se definen las curvas espaciales y nulas. 
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y el escalar de curvatura 
R = gobR. •. (LlO) 

La expresión en coordenadas del tensor de' curvatura se puede obtener 
usando las ecuaciones 1.3 en 1.2 (VD. = {Jo.) Y éstas, a su vez, en,I.7, 
obteniéndose 

R" a r" a r" ro r" r a r" 
, IWP = ox". /Jp - 8xl' "p + L I'P au - "p QIl" (1.11) 

Se puede probar que dadas dos geodésicas infinitamente cercanas su acele
ración relativa depende del tensor de Riemann, de hecho, es cero si R:bc = 0'. 
Entonces, se puede asociar la fuer;¿a ue marea gravitacional con el tensor de 
Riemann. Haciendo una analogía con el caso Newtoniano en la que las fuerzas 
de marea dependen de un potencial se puede obtener una ecuación para Jldabc 
que describe el espacio-tiempo en vacío. Ésta se generaliza a una ecuación 
en términos de los campos de materia que estén presentes en el espacio
tiempo: la ecuación de Einstein (ver, por ejemplo, en [36]), que veremos mas 
adelante. Dado que el tensor de lliemann se puede obtene:r;- directamente 
de la métrica mediante la ecuación anterior, la ecuación de Einstein es en 
realidad un ecuación diferencial tensorial que involucra a gab Y a los campos 
de materia y los relaciona con el contenido material del espacio-tiempo. 

§1.1.4 Campos de Killing 

Una noción muy importante que ocurre en muchas teorías físicas es la de 
simetría. En el caso de un espacio-tiempo éstas se describen en términos de 
los así denominados campos vectoriales de Killing o "vectores de Killing". 

Consideremos difeomorfismos del espacio-tiempo en si mismo, cp : Jlf -t 

M Y algún campo tensorial arbitrario T definido en M. Si 'f"T = T decimos 
que q;, es una tr'ansformacion de 'simetría -del campo T. Si nos referimos al 
tensor métrico, T = gab, decimos que q;, es una isomema del espacio-tiempo. 
Ahora, supongamos que tenemos un grupo uniparámetrico de isometrías cPt ; 
M -+ M. El campo vectorial ~. que genera se denomina campo de Killing. 
De su definición se puede ver que este campo cumple que 

(Ll2) 

donde 4. es la derivada de Lie en la dirección del vector e~. ~stos campos 
vectoriales indican direcciones sobre las cuales el espacio-tiempo es invariante. 
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§1.1.5 Transformaciones conformes 

Dadas dos métricas 9o,b y gob sobre una variedad M diremos que una se obtiene 
de la otra mediante una transformación conforme si existe una función 0 2 

positiva y diferenciable sobre toda la variedad tal que' : 

(1.13) 

Debido a que el factor conforme es positivo, las dos métricas tienen la misma 
. signatura. ·Como está demostrado en [46J, dos espacio-tiempos (M,g .. ) y 

(M,94b) tienen la misma estructura causal, esto es, sus conos de luz con-
o. tienen los' mismos vectores tii y s610 si sus métricas están relacionadas por 

una transformación conforme. 
Cuando consideramos isometrías conformes de M, esto es, difeomorns

mos'" : M --> M tales que Y .. = (""g) .. = n-2g .. las dos métricas están 
relacionadaS por un transformación conforme. Sin embargo, también con
sideramos casos en los que 9Gb definida por 1.13 no está asociada a ningún 
difeomorfismo de M. 

La métrica inversa de 9ab la denotaremos por gab, observem~s que para 
que se cumpla la condición 

se tiene que 
(1.14) 

Sea V G el operador derivada asociado con 9Gb y V G el asociado a 90b (V G90b = 
O Y lo análogo para g .. ). En espacio-tiempos (dim(M) = 4) el escalar de 
curvatura R asociado a la métrica g .. y al operador derivada '\l. está dado 
por [46J: 

n2R = R-6g··V.V.lnn-6yGb(V.lnn)V.lnn 

= R-6W 1y .. V.v;n. (1.15) 

'.. Es'ta eCü8.ció~ será muy útil en los siguientes capítulos puesto que me
diante transformaciones conformes se han obtenido varios resultad9S. acerca 
de la posibilidad de que existan agujeros negros en teorías de camp~ escala,r. 

4 Aquí hemos seguido la convención de Wald [46], otros autores las denominan cambios 
","jo"!,,, [291, [17]. 
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§1.2 Ecuaciones de Einstein 

§1.2.1 El tensor de energía-momento 

La energía de una partícuia COn masa (en reposo) m y velocidad ua en un 
punto p del espacio-tiempo medida por un observador con velocidad va que 
coincide con la partícula al pasar por p está definida por 

(1.16) 

~I donde ¡f' es el momento de la partícula. Notemos que en espacio-tiempos 
planos, donde es válida la teoría de la Relatividad Especial, esta ecuación 
coincide COn la energía de la partícula medida por un observador 'en reposo 
respecto a ella (u~ = v·): E = m. En la ecuación 1.16 y de ahora en adelante 
usaremos unidades geometrizadas definidas por G :;::: e ;¡ 1. Si el observador 

'se encuentra en otro punto q del espaciü:-tiempo podríamos definir la energía 
de la partícula medida por él si hubiera una manera única de caracterizar su 
vector velocidad correspondiente en p. Esto se lograría uniendo p con q con 
una curva suave y transportando paralelamente v; hasta p. Sin e.mbargo, en 
espacio-tiempos generales, debido a la curvatura, el tran~porte paralelo de 
vectores depende de la curva por la que se realice por lo que esta caracter
ización no es única y no se puede definir la energía de la partícula para un 
observador que no coincide con ella en el mismo punto. 

Las distribuciones continuas de materia (o energía) se describen mediante 
el tensor de energía-momento T abo A la cantidad jo. = - rat'Vb se le asocia con 
la densidad de momento de la distribución de materia que mide un observador 
con velocidad vo.. La densidad de energía medida por este observador es p = 
TabVo.vb• El tensor de energía-mo'~e~to es simétrico y, satisaface la ~cuación 

V.TO> = O. (1.17) 

Esperamos que el tensor de energía-momento sea diagonalizable en la 
misma base que diagonali~a a la métrica. Una excepción a éste compor
tamiento es el caso de un fluido perfecto'. El valor propio p del vector propio 
temporal se interpreta como la densidad de energía de la distribución de ma
teria y los valores propios Pi coorespondientes a los vectres propias espaciales 
se les denomina- presiones prin~ipales. ' 

fiLos fluidos perfectos son una descripción macroscópica de la materia y su tensor de 
energfa-momento asociado no se puede obtener de una acción por métodos-variacionales 
(ver la sección §1.2.2). 
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Si el espacio-tiempo admite un vector de KiIling ~a de esta ecuación se 
puede obtener una ley de conservaci6n. Definimos el vector j" = -i'ab~1J 
entonces, tenemos 

-V.j·= ~,V.T'" + T"V.~, = o. (1.18) 

El primer término del lado derecho es cero por la eco 1.17 y eIsegundo es 
cero debido a que, ~. es campo de Killing (ecuación 1.12) y T'" es simétrico. 
Ahora, integrando la eco 1.18 sobre un volumen V del espacio-tiempo con 
frontera 8V y aplicando el teorema de Gauss obtenemos 

r V.i" áV = 1 jQdS. = O, lv Tav (1.19) 

donde dS· es el elemento de superficie normal a ella. Entonces, el flujo total 
de la proyección de Tab sobre ~G es nulo sobre superficies cerradas. Cuando 
el volumen está delimitado por dos hipersuperfiecies t = de la ecuación 
1.19 implica que para observadores que se muevan sobre las curvas integrales 
del campo de Killing~· = (8t)" se conserva la densidad de energía de la 
distribución de materia. 

La expresión 1.19 no representa una ecuación de estricta conservación de 
energía. En general no se pueden saber de antemano si un espacio-tiempo 
admite campos de Killing de manera que para observadores que se muevan 
sobre sus curvas integrales se conserve la energía. Sin embargo, localmente 
uno puede encontrar coordenadas en las que la métrica es· de Minkowski a 
primer orden y siempre en estas vecindades localmente hay conservación de 
energía. 

§1.2.2 Ecuación de Einstein, formulación lagrangiana 

Dada cierta distribución de materia en el espacio-tiempo descrita por un 
tensor de energía-momento Tab , la teoría de la Relatividad General postula 
que 

(1.20) 

que es la llamada ecuaci6n de Einstein. La constante", es igual 81TG donde G 
es la constante gravitacional newtoniana, en las unidades que usamos G = 1. 

. ';' . Las distribuciones de materia están descritas en términos de los campos flSicos 
'Ir (i), entonces, de acuerdo a la ecuación de Einstein la geometría del espacio
tiemp? (M,g.,) está asociada con los campos '1'(;). 
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Se puede' llegar a la ecuación de Einstein mediante un principio variacional 
escogiendo adecuadamente las densidades lagrangianas para la métrica y los 
campos ~e materia. Definimos la acción de Einstein-Hilbert como 

/, 
1 . 

S,= -RF9d'x. 
M 2" 

(1.21) 

" 

. La cantidad ..¡=g d4x representa el elemento de volumen en las coordenadas 
{xP }. En el apéndice A se demuestra que al hacer variaciones de la métrica 
y aplicar el principio de. acción extrema 55 = O (o equivalentemente, las 
ecuaciones de Euler-Lagrange) obtenemos las ecuaciones de Einstein para el 
vacío (T .. = O). " 

Las configuraciones de los campos de materia y su influencia en el espacio
tiempo también están gobernadas por un principio variacional. La acción 
correspondiente resulta de agregar una densidad lagrangiana de materia Am 
que depende de los campos 'Ir (i), sus derivadas y de la métrica al integrando 
de la eco 1.21: . 

1. 1. ')~. S= (-2 R+amAmy-gdx .. 
v " ' 

(1.22) 

Las variables de esta aCción· son los campos '" (i) Y 9o.b- Al hacer variaciones 
.. respecto a la métrica obtenemos la ecuación de Einstein acoplada 1.20, donde 

T .. = _ am 1 F9aA,., 
"F9 ag" 

(1.23) 

La constante O'm depende del tipo de materia que se esté considerandq. Al 
hacer variaciones repecto a los campos W(i)! el principio de acción extrema 
nos da la ecuación del campo. 

Por ejemplo; la acción del campo de Klein-Gordon acoplado a la ~av~dad 
es 

. , 
usando 1.23 obtenemos el tensor de energía-momento asociado a este campo 
(aKG = 16,,): . 

T .. ;, '\1.<I;\1,q, - ~('\1'q,'\1 ,q,.f m2q,2) ., 
.2.. .' , 

y al hacer. variaciones de la acción respecto~al campo 4> obtenemos su. ecuación 
de. movimiento: .1 
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El campo de Klein-Gordon es un ejemplo de campo escalar. En los capítulos 
. ¡siguientes trabajaremos con campos escalares con potenciales de aut,?inter

acción arbitrarios. 
El problema fundamental de la Relatividad General es resolver las ecua

dones de Einstein para las configuraciones que se estén estudiando. Pero 
es necesario establecer condiciones de 10 que se considera un tensor de en
ergía-momento flSicamente plausible pues uno podría proponer como dis

. tribl!ción de materia un tensor de energía-momento igual al-lado izquierdo 
. de 'la ecuaCión de Einstein y así tener una solución para cualquier configu-

ración geométrica. En esta tesis consideraremos en diversas situaciones las 
s~guientes: 

1. Se dice que T .. satisface la condición dominante de energía (DEC) sí 
para todo vector temporal orientado a futuro {4 el vector -TbtJf.b dehe 
ser temporal O nulo orientado a futuro. Esta condición se interpreta 
como que la densidad de energÍa no puede fluir a una velocidad mayor 
que la de la luz. 

2. T oh satisface la condici6n fuerte de energía (SEC) sí para todo vector 
temporal unitario <" se debe cumplir 

T. '" , 1 .. , ~ ~ -:? 
donde T es la traza de T ... 

3. T .. satisface la condición débil de energía (WEC) sí para todo vector 
temporal ~" la densidad de energía 

T .. ~"~' ~ O . 

. ~ ~up'ongam<?s que en un sistema coordenado {t~,xlJ,y#l.,z¡'¡}, donde t~ es 
temporal, el tensor T p.v es diagonal y que 11.#1. es cualquier vector temporal de 
la Torma ti~ =.(u~,u:Z:,O,O) con norma 

ulJu", = UtUt +u:z:u:z: = -k, k> O. 

.Si el sist~a sati~face WEC tenemos: 

.. ~ T$Wu~u'" = T;ulJu", = T;utut + T:u:Z:ux 
= -T,.t(k + 11.:Z:11.:z:) + ~uxux 
= -kT,.t + u:':u:z:(T: - TD 2:: O. 

(1.24) 

(1.25) 
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-Ti:2: o (1.26) 

y T; .- T"t ~ O; en general, para un sistema que satisface WEq tenemos: 

(1.27) 

N os' interesa en particular la condición débil de energía porque, como vere
mos en el último capítulo, los campos escalares mínimamente 'acoplados a la 
gravedad satisfacen WEC. . 

§1.3 La solución de Schwarzschild 

§1.3.1 Espacio-tiempos estáticos y esféricamente simé
tricos 

En general, un sistema es estacionario si su configuración no cambia. ante 
traslaciones temporales, definimos un espacio-tiempo estacionario COmo aquél 
en el que existe un grupo uniparámetrico de isometrías tPt cuyas órbitas son 
curvas temporales, que es equivalente a que exista' un campo de Killing tem
poral ea. En estos casos podemos asociar la coordenada temporal t con 
el parámetro de las curvas integrales del campo de Killing de manera que 
ea = (lty\ entonces, 

Esto es, existen sistemas de coordenadas en los que la métrica no depende de 
t y las curvas integrales del campo de Killing serán las que sigan observadores 
con sus coordenadas espaciales fijas. 

Definimos un espacio-tiempo estático como aquél que es estacionario y 
que además contiene una hipersuperficie E ortogonal al campo de Killing 
temporal. Esta definición es equivalente al requisito de que la métrica sea 
invariante ante transformaciones t -4 -t. Por ejemplo, el espacio-tiempo aso
ciado al exterior de un cuerpo uniforme con simetría axial rotando respecto a 
su eje con velocidad angular constante resulta ser estacionario. Sin embargo, 
este sistema no es estático porque no es invariante al cambiar la dirección de 
la coordenada temporal (t .... -t) ya que el tres-vector de velocidad angular 
apuntaría en sentido opuesto. 
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Consideremos un espacio-tiempo estático y sea E la superficie ortogonal 
al campo de Killing. Por ser estacionario existe un sistema de coordenadas 
{t, x;} (i = 1,2,3) en las que la métrica no depende de t. Reparametrizamos 
las curvas integrales del campo de Killing de manera que en t = O intersecten 
a E, que de esta manera queda parametrizada por las coordenadas {xi}. 
Dado cualquier punto q E M le asociamos como coordenada. temporal el valor 
del parámetro t que hace que 'Y,(t) = q donde 'Y es una curva integral del 
campo de Killingy como coordenadas espaciales {x;} las del punto 'Y,(O) E E. 
Observemos que como ~G es ortogonal a E: 

glW~PvV = gtiVi = O 

para cualquier vector v" tangente a E, entonces 9ti = O para toda i. Se puede 
probar que la métrica más general posible de este espacio-tiempo se puede 
escribir como: 

3 

ds' = _V2dt2 + L g;j(dx;)(d:d). 
i,j=l 

(1.28) 

donde _V2 = €C€a" En efecto, como se puede ver, los coeficientes de la 
métrica son invariantes ante transformaciones t -+ -t. 

Normalmente decimos que un objeto tiene simetría esférica si al fijar un 
centro es invariante ante todas las 3-rotaciones posibles alrededor de ese cen
tro. Para espacio-tiempos damos la siguiente definicón: Un espacio-tiempo es 
elJféricamente simétrica si admite como grupo de isometrías al grupo 80(3) 
(o a uno isomorfo a él) y sus órbitas son 2-esferas. Notemos que no necesari
amente debe existir en la variedad el "centro" respecto al cual se hacen las 
rotaciones. 

Consideremos un espacio-tiempo esféricamente simétrico, las 2-esferas S 
que son órbitas de 80(3) son ortogonales a las curvas integrales del campo 
de Killing estático €", de hecho, cada 8 está contenida en alguna E, = {p E 
M I t = cte}. Entonces, debido a la simetria de rotación se pueden dar 
coordenadas O, 'P sobre las 2-esferas que no dependen de t de manera que la 
métrica restringida a ellas sea proporcional a l~ métrica de una 2-esfera de 
. radio uno, esto es, 

ds'ls= T2(d02 + sen'OdJp2), (1.29) 

El factor de proporción debe. depender del área de la 2-esfera en cuestión. 
Vamos a definir la función T = T(A) como 

T=~. (1.30) 
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Sea q E E" aplicándole SO(3) generamos um, 2-esfera Sq e E, y sean O, <p 
las coordenadas a asociadas a q sobre esta 2-esfera. Desde ti podemos "tirar" 
una geodésica espacial ortogomil a Sq y' a los puntos p sobre ésta les asociamos 
las coordenadas (r, O, <p). A1;í asignamos coordenadas a cada hipersuperficie 
Be. La coordenada T está asociada, de acu~rdo a la ecuación' 1.30 con el 
área de la 2-esfera a la que pertence p y está bien definida s6lo en aquéllas 
regiones en las que 'VaT =1- O. De esta manera, a cada punto en la' variedad 
le asociamos, finalmimte, las coordenadas (t, T, (), rp). La métrica más general 
de un ,espacio-tiempo estático y esféricamente simétrico es, entonces, 

ds2 = -V2(r)de + f(r)dr2 +r2(d02 +sen20d<p2). (1.31) 

Las funciones y2 y f deben depender úincamente de- T ya que si fues~n . 
funciones de () y 'P la métrica no resultaría invariante ante rotaciones. C~n 
la ecuación 1.31 ya tenemos un punto de partida para analizar (siempre que 
V 2 =F O Y VaT :f. O) cualquier distribución de materia que presente simetría 
esférica y que además sea estática. Dados los campos de materia Tab , las 
ecuación de Einstein'se reduce a ecuaciones para cada uno de.los coeficientes 
v.2 y f en t~nninos de 1?S campos de materia. 

" 
, 

§1.3.2 Solución de Schwarzschild y coordenadas de Krus
kal 

Al considerar un espacio-tiempo es.tático y esféricamente simétrico y resolver 
las ecuaciones de Einstein en el vacío Roo = O para esta configuración obten
emos la llamada soluci6n de Schwarzschild. En las coordenadas en las que la 

. ·métrica se expresa como 1.31 la mé~rica de este espacio-t~mpo se escribe: 

. (2M) (ÚJ)-' . ds'=- 1-, dt'+ 1-, dr2+r2(d02 +sen2.Odcp2), (1.32) 

donde M es una constante de integración. Como se puede observar, ·'¡os 
coeficientes métricos presentan singularidades en r = O,2M Y en ,() = 0,1['. 
Además presenta otra propiedad interesante: cuando T -+ 00 los coeficientes 
tienden a los de la métrica del espacio de Minkowski, que tiene curvatura 
nula. Se dice que este espacio-tiempo es a.sint6ticamente plano, más adelante 
daremos una definición general que no depende de las coordenadas. Como 

, la interacción gravitacional está asociada a la curvatura del espacio-tiempo 
podemos interpretar este comportamiento asintótico como que la métrica 
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.,.\ . 
describe e"í exterior de un objeto estático y esféricamente simétrico que se 
encuentra aislado, por ejemplo, una estrella. ASÍ, la única interacci6n gravi
tacional a grandes distancias se debe a él. En esta región de campo débil se 
puede relacio'nar la métrica con el potencial gravitacional Newtoniano cI>: 

9u = -(1 + 241). 

De aquí que podamos identificar M con la maSa gravitacional del objeto. 
Como ya mencionamos, la métrica de Schwarzschild es singular en las 

hipersuperficies r = 0, r = 2M Y (J = 0,11'"; como veremos, algunas de 
éstas se deben simplemente a que las coordenadas no están bien definidas 
en los punt~s de esas regiones. Podemos hacer esta distinción evaluando en 
esos puntos cantidades escalares (puesto que son invariantes ante cambios de 
coordenadas) a las que se les puedan asociar propiedades físicas del sistema. 
De las ecuaciones de Einstein, tenemos que R = O Y RcwJl!lb = O en todo el 
espacio-tiempo. Sin embargo, 

de donde se ve que el sistema tiene una singularidad física en T = O. Las 
otras son removibles mediante adecuados cambios de coordenadas, en efeCto, 
(J = O, 'Ir son las singularidades que presentan las coordenadas esféricas en el 
polo nOl,"te de cualquier esfera T = cte; siempre podemos esoger otr~ coor
denadas B, cp sobre una 2-esfera respecto a las cuales podemos representar 
unívocamente a los puntos (J = O, 1r. 

. En 'la singularidad T = 2M los coeficiente métricos y los de la métrica 
inversa divergen. Ésto sólo nos indica que el espacio-tiempo definido por 
l.32 está restringido a O < r < 2My r > .2M. Vamos a hacer un cambio 
de coordenadas que nOS permita entender el comportamiento del espacio
tiempo de Schwarzshild en T = 2M. Para ésto definimos un nuevo conjunto 
de coordenadas, llamadas coordenadas de Krv.skal, {T, X, O, cp} mediante las 
siguientes ecuaciones de transformación: 

, ~ , (~ _ 1) ¿12M = X 2 _ T 2 

·2M 

t IT+XI 
2M=loX-T· 

(l.33) 

(l.34) 
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. Preservaremos las mismas (J, cp para representar la métrica sobre las 2-esferas. 
Así, la métrica 1.32 queda: 

32MJe-r/ 2M 

ds2 = r (-d7'" +dX2) +r2(d92 +sen29dep'), (1.35) 

donde r = r(T, X) está definido por 1.33. La coordenada r tiene signifi
cado físico s6lo para valores positivos (en r = O hay una singularidad física) 
entonces,' de la ecuación 1.33 tenemos: ". 'J' . , ! 

X2_T2 >_1. (1.36) 

De 1.35 se puede ver que la métrica ahora está bien definida para cualquier 
. valor de las coordenadas X y T siempre que satisfagan la condición 1.36 

(conservamos el mismo problema en 9 = O). La singnlaridad r = O queda 
representada por la hipersuperficie 

X2 _T2 =-1. 

Podemos hacer un esquema que ilustre la relación de estas coordenadas 
con las anteriores (ver Figura 1.1) representando el comportamiento de r y 
t en el plano T X Y tomando en cuenta que cada punto de éste corresponde 
a una 2-esfera. Consideremos primero las curvas r = de; si r > 2M son las 
hipérbolas X 2 - 7'" = k, k > O Y si r < 2M son las hipérbolas X 2 - T 2 = 
k, -1 < k < O. Todas éstas tienen como asíntotas a las rectas X 2 

- T2 = 0, 
que corresponden a la hipersuperfice r = 2M. La curva X 2 - y2 ;;;:. ....:....1 no 
pertenece al espacio-ti~mpo y representa la singularidad física r = O.' 

De 1.34 podemos ver que las curvas t = cte son rectas que pasan por el 
origen: 

(
1_<'/2M) 

T-X - 1 + etj2M 
r>2M 

T = X (~'::,;~) r<2M. 

Es claro que la coordenada t no es univaluada (y por lo tanto no está bien 
definida) en el punto del espacio-tiempo que corresponde a X = T = O. 
Observemos también que la curva t =" O corresponde a T = O si r > 2M 
Y a X = O si r < 2M. La curva t = ±oo corresponde a T = ±X donde 
er signo depende de la regió~ en que nos encontremos, entonces t tampoco 
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T 
r = constante < 2 M 

(Aingularidad) 

r .. l."OOstante >2 M 

r = (;onstante :>2 M 

I =conSlanle~-q'--::::r 

r" constante < 2 M 

Figura 1.1: Plano XT del espacio-tiempo de Schwarzschild en las coorde
nadas de Kruska!. 

está bien definida sobre la hipersuperficie r = 2M. Si un observador pudiera 
mantener constante su coordenada radial T, por ejemplo, usando unoS cohe
tes, se movería sobre hipérbolas r = cte (:# 2M) Y nunca atravesaría la 
hipersuperficie T = ±X. 

Como se puede ver en la Figura 1.1, la hipersuperfice r = 2M separa 
cuatro regiones del espacio-tiempo. Rayos de luz radiales (8, <p = de) están 
descritos por la condición 

32M3 r/2M 
0= e. (-dT' +dX') 

r ' 

que a su vez implica fx' = ±1, esto es, en el plano T X son rectas con 
pendientes ±1. Entonces, si un observador cruza de la región 1 a la región 
II no podrá regresar a ésta, de hecho, todas las señales que pueda emitir 
u~a vez en II permanecerán en n. Además, se puede probar que una vez 
adentro de 11 caerá en la singularidad r = O en un tiempo propio finito. 
Note~05 que el campo de KiIling estacionario es de carácter espacial en la 
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región O < r < 2M por lo que es imposible para observadores materiales 
mantenr sus coordenadas espaciales fijas en esta región. A la región II se le 
llama agujero negro y a la superficie r = 2M horizonte de eventos del agujero 
negro. En la sección §1.6 daremos' definiciones generales de estos conceptos. 

La región IV presenta las mismas caracterÍsticas que II pero "invirtiendo" 
la coordenada temporal. Esto es, un observador en IV se debió de haber 
originado en r = O un tiempo propio finito atrás e inevitablemente saldrá de 
IV en un tiempo propio finito posterior. A esta región se le ha denominado 
agujero blanco., La región III es idéntica a 1 salvo la misma inversión temporal, 
éstas dos son las regiones asintóticarnente planas del espacio-tiempo. 

Como ya mencionamos, se puede interpretar a la so~ución de Schwarz."chnd 
como el espacio-tiempo exterior a un objeto estático y esféricamente simétrico 
e identificar M con la masa gravitacional del objeto mediante el compor
tamiento en la región de campo débil. En el interior del objeto habría que 
resolver las ecucio:nes de Einstein con algún campo de materia Tab f;. o. En
tonces, si el radio del objeto es mayor que 2M el espacio-tiempo exterior a él 
no presentará un horizonte. Sin embargo, si el cuerpo se colapsara hasta que 
su radio sea menor que 2M entonces aparecería un horizonte y por lo tanto, 
una región de no escape o un agujero negro. 

En los capítulos posteriores trataremos el caso de agujeros negros bajo la 
presencia de materia en forma de campos escalares. A pesar de que podrían 
ser producidos por colapsos gravitacionales no analizaremos este proceso y 
sólo los consideraremos como posibles estados finales. 

§1.4 Causalidad 

En el espacio-tiempo de Minkowski (Itl , 1Jab) cada evento p E rn.4 tiene asoci
ado un cono cuyas generatrices son las geodésicas nulas (rectas con pendientes 
± 1 respecto a planos t = cte, en este caso) que pasan por p llamado cono de 
luz de p. Se puede etiquetar arbitrariamente cada rama de este cono como 
IIfuturo" o "pasado". Esto se puede extender a todo el espacio de Minkowski: 
se puede transportar paralelamente cualquier vector va en el cono futuro de 
p a otro punto q, y etiquetar como el cono de luz futuro de q a la rama de 
su cono de luz a la cual apunte el t!ansporte paralelo de vO. De esta manera 
se determina unívocamente la dirección positiva de la coordenada temporaL 

.En espacios curvos hay que redefinir el concepto de cono de luz. El espacio 
tangente TpM a un punto p de un espacio-tiempo general (M, 906) es isomorfo 



23 

--al eSpá.cio-tiempo de Minkowski. Definimos el cono de luz de p como el cono 
· que forriÍan en TpM los vectores tangentes a las geodésicas nulas que pasan 
· pór p. Cuañdo se puede hacer una designación continua de las ramas futuras 
de los' conos de luz decimos que el espacio-tiempo es orientable en el tiempo. 
En general, esto no es posible; una condición necesaria y suficiente es que 
exista un/Campo vectorial temporal continuo sobre (M,9ab)' 
" Si un 'vector tangente temporal o nulo en p apunta hacia la rama futura 
'del cónó' de1uz de p diremos que es 'un vector que está dirigido hacia futuro. 
Asimismo, si todos los vectores tangentes a una curva diferenciable 'Y e M 
están dirigidos hacia futuro diremos que 'Y es una curva temporal dirigida 
hacia futuro si todos sus vectores son temporales O cause.l dirigida dirigida 
hacia Ju~uro si alguno de sus vectores tangentes es nulo. De la ~isma manera 
se ~de6nen los vectores y las curvas temporales o ~ausales que están dirigidos 
hacia el pasado. 

En el espacio de Minkowski los eventos contenidos en el cono de luz futuro 
de p son aquéllos a los cuales se les puede transmitir información desde p y 
los contenidos en el cono de luz pasado de p aquéIlos que pueden influenciar a 
p. Ahora queremos generalizar estos conceptos a espacio-tiempos arbitrarios 
y caracterizar aquellos espacios que sean bien comportados físicamente; por 
ejemplo, de. éstos esperamos que su estructura causal sea tal que un obser
vador no pueda regresar a un evento en su pasado (en el espacio-tiempo de 
Minkowski esto es imposible a menos de que el observador pueda viajar a 

,una velocidad mayor que la de la luz). Otra propiedad que esperamos es 
que podamos_asignar una coordenada temporal a ia variedád que intuiti~a
mente se comporte como el tiempo que mide un observa~or en el espacio de 
MInkowski en el sentido de que sea creciente sobre las curvas que describen a 
otros observadores. Todo ésto se logra definiendo los espacio-ti~mpo global-

¡.,; me.J1t~,bipet:b6~icos, pero antes de ésto necesitamos precisar varios conceptos. 
,Sea p, E. (M,9Gb), definimos el futuro cronológico de p como el conjunto 

de eventos e.n M que pueden se~ alcanzados por curvas temporales dirigidas 
· a fu~uro que empiecen en p, lo denotamos como ¡+(P). Análoga!llente se 
define el pasado cronológico de p, ¡-(P). Notemos que en general p no está 
en su futuro O pasado cronológico a menos que el-espacio-tiempo admita 
curvas temporales cerradas, El futuro y pasado causal de p, J+(p) Y r(p) 
resp~tivamente , se definen análogamente intercambiando curvas temporales 
por cúrvas ·causales. Cuando un conjunto S e M es tal que ninguno de su 
púntos pertenece'al futuro cronológico de otro de sus puntos decimos 'que es 
un conjunto acronal. 
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, . U na curva 'Y e M, no necesariamente diferenciable, tiene un punto final 
futuro. p E M si para cualquier vecindad U de p existe to tal que si t > t., 
entonces 'Y(t) E U, esto ,es, si la curva no se sale de ella. La curva 'Y será 
inextendible al futuro si no tiene punto final futuro. Análogamente se definen 
los puritos finales pasados de una curva y las curvas inextendibles al pasado. 

Sea S e M un conjunto cerrado y acrana!. El dominio de dependencia 
futuro de S es el conjunto D+(S) de eventos p E M tales que cualquier curva 

. causal inextendible al pasado que pasa por p intersecta a S. Análogamente 
se define el dominio de dependencia pasado de S, D-(S). El dominio de 
dependencia de S es el conjunto 

D(S) = D+(S) U D-(S). 

Si pE D+(S) cualquier señal que llegue a p debió de haberse registrado antes 
en algún punto de S, si p E D-(S) cualquier señal emitida en o que haya 
pasado por p llegará a S. El dominio de dependencia de S representa al 

, conjunt<? de eventos que pueden ser detenninados por condiciones en S. 
. Sea E e M un subconjunto cerrado y acranal de M, decimos que E es 
una hipersuperficie de Cauchy de M si D(E) = M. Cuando un espacio
tiempo (M,goh) contiene al menos una hipersuperficie de Caucby decimos 
que es globalmente hiperbólico. 
, Es generalmente aceptado que en espacio-tiernpos físicamente razonables 
un observador no puede alterar eventos pasados. Esto sucede si el espacio
ti~mpo en el que vive no acepta curvas causales cerradas. Una. caracterización 
de espa.cio-tiempos sin anomalías causales es la siguiente: El espacio-tiempo 
(M, g.,) es fuertemente causal si para todo p E M 'y toda vecindad O de p 
existe una vecindad VeO de p tal que ninguna curva causal intersecta V 
más de una vez. 

Sin embargo, en espacio-tiempos que sean fuertemente causales podría 
ocurrir que bajo pequeñas perturbaciones de la métrica como, por ejemplo, la 
presencia de una onda gravitacional el espacio-tiempo acepte curvas causales 
que estén muy proximas a ser cerradas convirtiéndose en un espacio-tiempo 
causalmente inestable. Si existe sobre M un campo de vectores temporales 
ta no nulo podemos definir una nueva métrica . . 

Notemos que los conos de luz de gab están contenidos en los conos de luz de 
9oh. Decimos que el espacio-tiempo (M, goh) es causalmente estable cuando 

---~~--------
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(M,g .. ) no posee curvas causales cerradas. Se puede demostrar que (ver [46], 
pp199) causalidad estable implica causalidad fuerte. 

Los espacio-tiempos globalmente hiperbólicos son bien comportados cau
salmen te, en particular satisfacen el siguiente: 

Teorema!.1 Sea (M,g •• ) un espacio-tiempo globalmente hiperb6lico. En
. tonces es causalmente estable y existe una función t que es estrictamente 

creciente a lo largo de curvas causales dirigidas a futuro. Además, cada su
perficie t = de es una superficie de Cauchy. 

A la función t se le suele llamar tiempo globaL Como consecuencia de este 
teorema !a variedad. M puede ser foliada con hipersuperficies de Cauchy Et 
y la topología de M es 1R. x E. 

§1.5 Infinito Asintótico 

Como ya 'vimos, la solución de Schwarzschild se puede interpretar como el 
. exterior de un objeto aislado tomando en cuenta que cuando la coordenada 

T. ~ 00 la métrica se recluce a la métrica de Minkowski. .Ahora quisiéramos 
dar una definición general de que un espacio-tiempo sea asintóticamente 
plano. Para ésto estudiaremos el comportamiento en infinito del espacio
tiempo de Minkowski. 

En coordenadas esféricas la métrica de Minkowski es de la forma: 

ds' = -dt' + dr' + r'(dO' + sen'O cf¡p'). (1.37) 

Podemos expresar esta métrica en términos de coordenadas que etiquetan 
las geodésicas nulas radiales de este espacio (las rectas con pendiente ±1 
respecto al plano t = O). Haciendo ds' = O en la ecuación 1.37 y resolviendo 
la ecuación diferencial obtenemos: ' 

v = t+T 
U = t - T, (1.38) 

donde u, v son constantes de integración que vamos a.interpretar COmo ca
orde~adas. La coordenada v (~ = -1) representa rayos de luz que vienen 
de infinitO y llegan en t '" v al. punto r = O Y la coordenada u (~ = 1) 
representa rayos de luz radiales "salientes" que parten de T = O al tiempo 
t = u. 



26 

Queremos analizar el "infinito" del espacio de Minkowski en las siguientes 
regiones: 1) Futuro temporal infinito (t --+ 00, r = cte), 2)Pasado temporal 
infinito (t --+ -00, r ';' ete), 3)Infinito espacial (r --+ 00, t = ete), 4)Futuro 
nulo infinito (v --+ 00, u = cte) y 5)Futuro pasado infinito (u --+ -00, v = 
cte). 

En estas nuevas coordenadas ,U, v la métrica del espacio-tiempo es 

1 . 
ds2 = -dudv t 4(v - u)2(d02 + sen20dep2). (1.39) 

Propiamente, los puntos ti, v -t 00 no pertenecen al es..E.acio-tiempo de Min
kowski. Vamos a construir un nuevo espacio-tielJlpo (M;9ab) en el que estos 
puntos estén contenidos naturalmente en él. 

Para ésto definimos 9ab = !J27Jab donde 

\12:= 4 
(1 + v2 )(1 + u 2 ) . 

. y 11 .. es la métrica del espacio-tiempo de. Minlrowski. Notemos que en la 
región física U, v E (-00, 00) tenemos O < 02 < 00 y la nueva métrica 

_ 4 ( 1 ( . )2( 2· 2 2 ) 
g .. = (1 2)(1 2) -dudv + -4 v:- u dO + sen Odep ) +v + u ,~ ... ', , 

está bien definida. 
En las coordenadas T, R, (J,I.fJ, donde 

tenemos· . 

T = tan-Iv + tan-lu 
R = tan-lv - tan-lu, 

-2 
ds = -áI" + dR2 + sen2 R (d02 + sen20 dcp2). 

(1.40) 

(1:41) 

Con esta métrica DO encontramos ningún problema al extender de manera 
maximallas nuevas coordenadas a los intervalos R E [-11",11"]. T E (-00,00). 
El espacio-tiempo (M,y .. ) tiene topología S3 x rn. y se le conoce como el 
Universo estático de Einstein (ver figura 1.2). 

La región física está mapeada a la región O e M definida por lo~ inter-
valos: ,l. 

-1I"<T+R<1I" 

-11" <T- R< 11". 
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Figura 1.2: Esquema del espacio-tiempode Minkowki contenido en el espacio
tiempo no físico 8 3 x IR. 

Como se ve'dé la métrica 1.41 los puntos u, v --> 00 (T ± R = ±1T), que 
corresponden a "infinito" en el espacio-tiempo de Minkowski están contenidos 
en M. 

o'" Pareciera 'que eri R = ±1r hay una singularidad en la métrica. Las hiper
superfiCies T = de representan 3-esferas y R = ±1r son puntos (no super
ficieS) . sobre ell .... Ésta es una singularidad coordenada análoga a la de 1 ... 
coordenadas' ésféricas sobre 2-esferas. ~ 
- Al eXt~rid~i de manera maximall ... coordenadas R y T hemos obtenido 
un espaci<>-tiempo @,!io» tal que el espaci<>-tiempo de Minkowski (IR', '7.bi 
es mapeado a O e M bajo la transformación -1.40. En otr ... palabr ... , hemos 
encontrado una isometría conforme6 tf; : M -t O e M entre ambos espacio
tieri1pos~ .~. 

Nos interesa la frontera de O que, como ya vimos, es a donde se mapea el 
"infinito" del espacio de Minkowski. Está formada por las siguientes regiones: 

6Las isometrías conformes son difeomorfismos 1/J: M --+ MI tales que (t/J·g)ab = 02gabo 
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1. El punto i+ detenninado por R = O, T = ", llamado infinito jutro 
temporal, que es a donde covergen todas las geodeésicas temporales 
dirigidas a futuro. 

2. El punto i-, determinado por R = O, -rr, llamado infinito pasado tem
poral, donde comienzan todas las geodeésicas temporales extendibles al 
paiado. 

3. La 3-superficie .7+ llamada infinito futuro nulo, dada por T = rr - R 
con O < R < 11", que es donde empiezan las geodésicas nulas. 

4. Infinito pasado nulo, .7-, definido por T = -rr + R con O < R < rr 
llamado infinito espacial, que es donde cominzan y termiDan todas las 
geodeésicas espaciales. 

La idea de extender este concepto de ser "plano en infinito" a espacio
tiempos generales consiste en poder construir un nuevo espacio-tiempo DO 

físico que contenga vía una isometría conforme al espacio original y a su 
frontera, misma que deberá tener una estructura semejante a la del espacio
tiempo de Minkowski. Sin embargo, sólo nos interesa la estructura de infinito 
causal e infinito espacial y no la de infinito temporal puesto que se quiere 
porler describir objetos aislados que puedan afectar la curvatúra del espacio
tiemp~ cuando t ~ ±oo. 

La definición forII,1a1 de que un espacio-tiempo sea asintóticamnete plano 
precisa. la manera en que se deben "pegar" los espacio-tiempos físico y no 
rISico para grantizar que existan coordenadas en M en las que la métrica sea 
de la forma 1.37 mas correciones que dependen de l/r al acercarnos a ," y de 
la fonna 1.39 mas correciones que dependen de l/v y l/u al acercarnos .. .7+ 
y a .1- respectivamente. Para nuestros propóSitos basta con lo siguiente: 

Un espacio-tie~po (M,9Gb) es asint6ticamente plano si existe un esE..,acio
tiempo no físico (M, Yob) Y una isometría confonne tf; : M -+ tf;(M) e M con 
factor conforme n2 (Yob = n2 (tf;'g)ob) tal que 

n: tf;(M) -+ IR.. 

En M debe existir un pun'to ,'O tal que no exist~ puntos de- M en el 
futuro o pasado <;:ausa1 de i.o, es~o es, , . 

J+(iO) U J-(iO) = M - tf;(M)' 

. 7La barra indica la cerradura del conjunto. 
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La frontera 8M de M en M' es 8M = i O U :r+ U :r-, donde :r+ = 
8(J+(iO)) - ,"" y :r- = 8(J-('"")) - ,"". Además, 8M, que representa la región 
en infinito de M, debe ser causalmente bien comportada, es decir, esperamos 
que en 'la región asintótica de M no existan curvas' causales cerradas. 

En el límite cuando nos acercamos a infinito en un espacio-tiempo asin
t6ticamente plano las soluciones de la ecuación de Einstein deben de cor
respader a un espacio-tiempo plano (Minkowski). Entonces, si el espacio
tiempo contiene materia su tensor de energía-momento debe tender a .cero 
suficientemente rápido.en infinito. Esta propiedad es de gran importancia en 
las demostraciones de teoremas de Cx.istencia de.agujeros negros. 

§1.6 Agujeros Negros 

Por los trabajos de Israel [20), Müller zum Hagen et.al. y Rabioson [38) (ver 
más adelante) la solución de Scbwarzscbild es la única solución estática con 
simetría esférica en vacío de las ecuaciones de Einstein. Birkhoff demostró 
sin suponer estaticidad que la solución de Schwarzschild seguía siendo la 
única solución de las ecuaciones de Einstein en el vacío con simetría esférica 
. De esto se puede concluir que el colapso gravitacional de cualquier cuerpo 
aislado esféricamente simétrico produce, invariablemente, el espacio-tiempo 
de Scbwarzschild, el cual presenta una región de no escape o agujero negro. El 
propósito de esta sección es especificar cuando consideramos que un espacio
tiempo ¡¡cualquiera" contiene un agujero negro. 

Consideraremos a los agujeros negros como objetos aisladOs, po.r lo que 
los espacio-tieropos que los contienen son asintóticamente planos, además, 
esperamos que sean causalmente bien comportados. 

Decimos que un espacio-tiempo (M,gaIJ) asintóticarnente plano es fu.erte 
y asint6ticamente predecible si existe una región abierta V en el espacio
tiempo conforme (M,y .. )- tal que M n J-(:r+) e V y (V,y.,) es glob
almente hiperbólico. A menos que se especifique lo contrario, e ahora en 
adelante nos referiremos sólo a este tipo de espacio-tiempos. 

Básicamente, la idea de la definición general de que un espacio-tiempo 
. contenga un agujero negro es precisar qué sería un región de no escape análoga 
a la de la solución de Scbwarzscbild. 

Un espacio-tiempo fuerte y asintóticamente predecible contiene un agu.jero 

8Estamos hablando de la frontera de "'(M) e M. 
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nelJro si Ji no está conte~ida en J-(.:r+). La región ·del agnjero negro es 
B = M.- J~(.:r+). En otras palabras, un espacio-tiempo contiene un agUjero 
negro' si hay puntos de M que no pertenecen a ninguna curva causal que tenga 
punto final en .7+. La frontera de B en M se denomina horizonte de eventos 
(futuro) del agnjero négi-o y es la región H = 8[J-(.:r+)) n M. . . 

. ·Se puede demostrar (ver [46], pág. 301) que la región (iínM, gob) es glob
almente hiperbólica y que, por lo tanto, se puede foliar con hipersuperficies 

. de Cauchy., EntonceS, cualquier evento q E V n M se puede alcanzar por una 
curVa. causal inextendible a pasado que pase por q intersecta a alguna superfi
cie de Cauchy. Cuando el espacio-tiempo contiene un agujero negro, la región 
V n M contiene al exterior del agujero y al horizonte de eventos. Entonces, 
un observador que se encuentre en V n M no puede detectar singularidades 
en "su futuro". Sin embargo, como-sucede con la singularidad que se en
cuentra en la región IV (ref la fign!a) del espacio-tiempo de Scbwarzscbild 
curvas inextendibles al pasado en V n M pueden tener puntos finales' en la 

. singularidad. .' 
Han habido muchas evidencias te6ricas de que si un objeto se colapsa para 

formar un agujero negro la singularidad que se genera con este colapso debe 
de estar contenida dentro del agujero negro, en otras palabras, nunca podría 
ser detectada por observadores en el exterior de éste. Esta es .la llamada 
Conjetura de censura cósmica. 

Aunque fue encontrado casi 50 años antes e independient'emente, el espacio
tiempo de Schwarzscbild resultó ser un caso particular de la familia de espacio
tiempos de Kerr-Newmann. Éstos son soluci6nes estacionarias, axisimétricas 
y ,asint6ticamente planas de las ecuaciones de Einstein acopladas al campo 

·electromagnético.·La métrica y el potencial electromagnético que los repro-
senta son: 

ds' = _ (il.':' ~'sen'9) dt' _ 2asen'9(T' + a' + il.) dtd,n 
E· E . . r 

(
(T' + a')' + il.a'Sen'9) 'nd<p' Ed·' ~dIJ' + ~. +-T+~ 

. . . E . il. 

A. = - ~ (dt). - asen'9(d~).), (1.42) 

donde 

y 
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Estas soluciones están totalmente especificadas por los tres parámetros 
e, a y M. En efecto, notemos que cuando e = a = O obtenemos la métrica 
de Schwarzschild. Cada uno de estos parámetros se puede interpretar en 
términOs de integrales de superficie en infinito, así, a e se le interpreta como la 
carga eléctrica total del espacio-tiempo, como en la métrica de SchWarzschild 
a M se le interpeta como la masa total y a = JIM, donde J se interpreta 
como el momento angular total del espacio-tiempo. A estos parámetros se 
les denominan en general cargas. Otra propiedad interesante de este espacio
tiempo es que presenta ergoesfera, esto es, una región en la cual el campo 
de Killing estacionario~' = (It)" es espacial (iUn observador en esta región 
debe de viajar a una velocidad mayor que la de luz para mantener Ujas BUS 

coordenadas espaciales!). 

Se ha demostrado que todos los agujeros negros estacionarios en vacío 
o con campo electromagnético se reducen a los espacio-tiempos de Kerr
Newmann. Hawking demostró [16J que un agujero negro estacionario (con 
materia que satisface la condición de energía dominante DEC) debe de ser 
necesariamente estático o axisimétrico. Como el campo de Killing esta
cionario~' debe ser espacial o nulo en el horizonte sólo hay tres posibilidades: 

La primera es que el espacio-tiempo no presente ergoesfera, es decir, que 
~. sea temporal o nulo en el exterior del agujero negro. Hawking probó que 
en este caso el espacio-tiempo debe de ser estático. Este resultado también es 
válido en el caso vacio o electromaguético [l1J. La segunda posibilidad es que 
exista una ergoesfera pero que no intersecte al horizonte. Esta posibilidad 
no ·se cree físicamente plausible, en este sentido, a principios de los noven
tas Sudarsky y Wald [42J probaron que no existen agujeros negros con· esta 
propiedad en el caso electromagnético. La tercera posibilidad corresponae a 
agujeros negros que presentan ergoesfera que intersecta al horizonte, como 
es el caso de Kerr-Newmann. Este caso también se generaliza al caso elec
tromaguético. 

Cuando se consideran espacic>tiempos estáticos y esféricamente simétricos 
Israel [20J, Müller zum Hagen et.al. [49J y Robinson [38J probaron que éstos se 
reducen al espacio-tiempo de Schwarzschild. Israel [21J demostró que el caso 
electromagnético se reduce al espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom (este 
espacic>ti~mpo estático y esféricamente simétrico resulta de considerar a. == O 
en la solución de Kerr-Newmann). Respecto a la tercera posibilidad Carter 
[10J y Robinson [37J demostraron que todos se reducen la misma familia de 
dos parámetros de Kerr (e = O en las soluciones 1.42) y Mazur [33J y Bunting 



[9] gener¿lizaron este r~ultado a Kerr-Newmann en electrovacío. 
El hecho de que la 'totalidad de los agujeros negros estacionarios-en vacío o 

con campo electromagnético estén determinados por tres parámetros resulta 
sorprendente. Aún más, 'resultados· de este tipo se encontraron para otros 
tipos de campos clásicos [15, 44J. Para campos escalares r/> Bekenstein [5J de
mostró que cuando se consideran potenciales de" autointeracción V' convexos 
(4)~v > O) tampoco se producen nuevas soluciones de agujeros negros.,' , 

todos estos resultados llevaron a Wheeler a conjeturar que no podían 
existir otros tipos de ~gujeros negros mas que los de Kerr-Newma,nn o, en 
otras palab¡'as, que "los agujeros negros no tienen cabello" . 

Tiempo después, en 1990, se descubrió numéricamente [6, 45, 25) la exis
tencia de una serie de agujeros negros con campos de Yang Mills (acoplados a 

"la gravitación de Einstein), soluciones que resultaron ser inestables.' Después 
aparecieron otras soluciones también inestables en las teorías de Einstein
Skyrme [7, 12J, Einstein-Yang-Mills dilatan [27J, Einstein-Yang-Mills-Higgs 
[14J, y Einstein-Procca no Abeliana [14J. Con esto es claro que la conjetura 
de no cabello no es válida en general y que necesita una revisión. , 

Recientemente se han demostrado bastantes teoremas que· descartan el 
cabello con campos escalares, sin embargo, también se encontró una p~ible 
solución que representa agujeros negros para campos escalares, el agujer9 
negro' BMBB, sin embargo, según un análisis reciente resulta no ser· solución 
de las ecuaciones de Einstein en el horiwnte [43J. En los capítulos sigu
ientes nos avocaremos al estudio de cabello de agujeros negros es~~ticos y 
con simetría esférica can campo escalar estacionario y con campo escalar que 
depende armónicamente de la coordenada temporal. Este último caso es par
ticularmente interesante ya que esta configuración del campo también genera 
soh~ciones sin horiwnte, así como, por ejemplo,la teoría Einstein-Yang-Mills. 

, , 

~: .. : I . 

• 1 
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Capítulo 2 

Cabello escalar estacionario 

nDesde que se enunció la conjetura de uno cabello" han habido muchos inten
tos de establecer nuevos teoremas de no cabello para campos escalares. Por 
un lado, como hemos visto al final del capítulo anterior, se han descubierto 
nuevas soluciones que representan agujeros negros asociados a campos na es
calares1. Sin embargo, para campos escalares estacionarios muchos de estos 
intentos han sido exitosos. Una excepción para espacio-tiempos con simetría 
esférica es el agujero negro BMBB (que mencionaremos más adelante), sin 
embargo, esta solución no es del todo satisfactoria[43]. 

En 1972 Bekenstein demostró que nO pueden coexistir agujeros negros 
estáticos con campos escalares que tienen un potencial de autointeracción 
convexo, en la primera sección del capítulo hacemos un esbozo de esta. de
mostración. Pero el caso estacionario con potenciales arbitrarios aún está 
abierto, excepto cuando se consideran simetrías extras f19]. Cuando el agu
jero negro es estático y tiene simetría esférica existen teoremas de no pelo. 
para potenciales arbitrarios [41, 18]. En la sección §2.1.2 nos referiremos al 
de Sudarsky [41]. Después presentamos un teorema de "no pelo" para cam
pos escalares reales con acople no mínimo general y potencial no negativo 
arbitrario. Finalmente presentamos unos resultados de "no pelo" debidos a 
Bekenstein y Mayo [28]. 

En todo este capítulo supondremos que 

1 En [22J Bekenstein da argumentos de por qué podríamos haber esperado nuevos agu
jeros negros en teoría::! de norma 
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donde ~. es el campo de Killing estático y t es la coordenada temporal aso
ciada a él. 

§2.1 Campo escalar mínimamente acoplado a 
la gravedad 

§2.1.1 Caso estacionario con potencial convexo 

La acción que describe una teoría de campo escalar '4> mínimamente acoplado 
a la gravedad es: 

donde R es el escalar de llicci y Va la derivada covariante' asociados a la, 
métrica 9 .. y V = V(.¡\) es el potencial de autointeracción del campo. En el 
apéndice A se demuestra que la ecu~ión de movimien~o para este campo es: 

(2.2) 

Vamos a hacer un esbozo de la demostración de Bekenstein ·presentada 
en [5J. Supongamos que el potencial V es convexo,esto es, 

',' ·av 
'¡\a.¡\>O (2.3) 

en todo el espacio-tiempo y que existe un agujero negro estacionario bajo la 
presencia de este campo escalar. Se puede demostrar que en general [35J el 
horizonte de·eventos de un agujero-negro estacionario tiene una estructura 
análoga a la del horizonte del espacio-tiempo de Kruska! en el sentido de 
que posee una superficie bidimensional Su que es la intersección de las dos 
hipersuperficies X = ±T. A este tipo de horiwntes se les conoce como 
horizontes de Killing bifurcantes y a la 2-superficie Su como superficie de 
bifurcación. 

Multiplicamos por .¡\ ambos ladoS de la ecuación 3.28: 
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Usando que 

tenemos 

(2.4) 

Vamos a integrar esta ecuación sobre una región n e M que tiene como· 
frontera dos superficies t = de, Eto Y Etl respectivamente, una 3-superficie 
E contenida en infinito asintótico y la 2-!)uperficie de bifurcación S B . del 
horizonte. Usando la ley de Gauss, tenemoS: 

Fijémonos en la segunda integral del lado derecho de 2.5. Como el campo 
es estacionario los valores absolutos de las integrales del campo .sobre Ero Y 
sobre Eu son los mismos. Pero los vectores normales dE~ y dEfl apuntan 
en direcciones opuestaS por lo que 

El tensor de energía-momento debe ser nulo en infinito para que el espacio
tiempo sea asintóticamente plano por lo que esperamos que t/J\l atP = O en 
infinito (más adelante ponemos la expresión de Too para este campo escalar, 
que depende de t/> y de sus derivadas "Jat/». por lo que la integral sobre E 
es nula. Finalmente, la superficie 58 tiene medida cero y, por lo tanto, la 
integral sobre ésta es nula. 

Como el potencial es convexo, ecuación 2.3 y 

para campos estacionarios el primer integrando del lado izquierdo de 2.5 es 
no negativo. Entonces, el campo escalar debe ser nulo en todo el exterior del 
agujero negro y este debe corresponder a la solución de Kerr. 

Este resultado es interesante por su simplicidad y por el hecho de que 
no se necesitan las ecuaciones de Einstein para obtenerlo sino la estructura 
topológica del horiwnte de eventos' y la ecuación del campo. 
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§2.1.2 Caso estático y esféricamente simétrico .. 

Consideremos un espacio-tiernpo estático, esféricamente simétrico y asint6-
ticamente plano que contiene un agujero negro. Podemos darle coordenadas 
de manera que la métrica para el exterior del agujero negro se exprese de la 
fonna: 

ds2 = -¡Je-U dt2 + ¡J(-1)dT2 + T2(d02 + sen(O)'d<p2). (2.6) , 
donde JI. == 1 - 2;:'. Las funciones m.y 6 sólo dependen de la coordenada 
radial. Para que el espacio-tiempo sea asintóticamente plano pedimos que m 
y 6 tiendan a un valor finito cuando r -+ 00, de esta manera la métrica 3.29 
tiende a la del espacio-tiempo de Minkowski. 

Pediremos también que el agujero negro presente un horizonte regular en 
T = TH. para ésto es necesario que m(TH) = TH/2 Y que m(T) < T/2 para 
toda r > TH Y que la función" tome un valor finito en el horizonte. Notemos 
que ¡J(TH) = O. ' 

Como se demuestra en el apéndice A, el tensor de energía-momento aso
ciado al campo escalar que se deriva de la acción 3.26 es: 

(2.7) 

Las ecuaciones de Einstein Ge = 81rTt para la métrica 3.29 resultan en 
las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden para las funciones J1. y 
6: .. 

¡J' = 87rTT; + (1 - ¡J)/T 

6' = (47r,/JJ)(r, - 1';). 

donde I denota derivada respecto a r. 

(2.8) 

(2.9) 

Debido a la estaticidad y a la simetría esférica pudimos dar coordenadas 
en las que la métrica es diagonal. Entonces, el tensor de Rkci en estas 
coordenadas es diagonal y de la ecuación de Einstein se tiene que el tensor 
de energía-momento T,," también es diagonal. 

Ahora vamos a seguir a Sudarsky en (41). supongamos que existe un agu
jero negro estático y esféricamente simétrico bajo la presencia de un campo 
escalar tP con potencial de autointeracción V que es no negativo. Las ecua
ciones de Einstein 3.17 y 3.18 para los coeficientes de la métrica 3.29 toman 
la forma: 

6' = _1<'-4>" 
2 

(2.10) 
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r' 
m' = ,,¡-{¡lcfo" + VI. (2.11) 

para que la métrica se plana en infinito las funciones m y 6 deben 'tender a 
un valor finito cuando r ~ oo. Esto, en particular implica que: 

l OO m' dr < oo. 
'H 

Para garantizar esta convergencia m' = O(r-([H») y de la ecuación 2.11 
tenemos que cfo" = O(r-(3+·») y que V(cfo) = O(r-(3+·») cuando r ..... oo. 

La ecuación del campo en estas coordenadas se escribe 

Multiplicando esta ecuación por 4l tenemos 

Sea U(cfo) = ..,V(cfo), definimos la "energía" E del sistema como' 

1 
E := "2l'cfo" + U . 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Vamos a analizar el comportamiento de las soluciones guiándonos por el caso 
de una partícula en un pozo de potencial. Para ésto derivamos el análogo 
del teOrema del trabajo-energía de este sistema: La ecuación 2.13 se puede 
escribir 

(2.15) 

donde 

b = ~I" + (~ ~ 8')1' 

= ~rE+~(1_3m). 
2 r 2r 

(2.16) 

Para obtener la última igualdad hemos usado las ecuaciones de Einstein. 
Observemos que la "masa" jJ del sistema es variable y la energía se disipa 
debido al "coeficiente de fricción" b. 

2 E coincide con la componente T; del tensor de energía-momento del campo escaIar. 
En el capítulo 3 generalizamos este teorema valiéndonos de ~ hecho. 
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De nuevo, usando la ecuación de Ei~stein 2.10 podemos escribir la ee. 
2.15 como 

De la condición 

tenemos 

2m 
1'=1--;::0 

r 

m 1 3 
-;:-.:0;2<2 

(2.17) 

para toda T ~ T/{. De aquí que el, lado derecho de la ecuación 2.17 es 
negativo o nulo en el exterior del agujero negro por lo "que la función Ee-6 

es no creciente en toda esta región. Además,: 

Entonces la función Ee-6 es siempre meDor o igual que su valor en el hori
zonte. Pero esto es 'una contradicción pues para que la métriCa. sea asintóti
camente plana es necesario que Ee-6 = O(r-(Ht)) al acercarnos a infinito. 
La única manera de salvar la contradicción es que f/J == ete en todo el exterior 
del agujero negro y que este valor corresponda a un cero del potencial. De 
esta maneTa el tensor de energía-momento es nulo. Por la unicidad de las 
soluciones estáticas y esféricamente simétricas el espacio-tiempo debe cor
responder a la solución de Schwarzschild. Entonces podemos establecer el 
siguiente 

Teorema 2;.1 Un agujero negro estático y esféricamente simétrico con hori
zonte regular que satisface las ecuaciones de Einstein con campos de materia 
asociados a un campo escalar (de clase C 2 en el horizonte), con potencial no 
negativo, mínimamante acoplado a la gravedad y que satisface su correspon
diente ecuaci6n de movimiento corresponde a la soluci6n de Schwarzschild y 

. el campo escalar corresponde a un cero del potencial . 

. En el artículo original se presenta este teorema con una superposición de 
campos escruares <1>(;) dada por la acción 
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La gen'.eralízaci6n de la demostración que presentamos a esta serie de campos 
no causa problemas debido a que cada campo tPi satisface independientemente 

,·su respeCtiVa ecuación de movimiento 2.12. 
Aparte dé' este resultado hay otros teoremas que excluyen cabello es

, calar ~ínim8.niente· acoplado en agujeros negros estáticos y esféricamente 
simétricos ~con potencial arbitrario (ver las referencias que se hacen al re
specto' en [19J, pág.206). 

§2.2 ~Teoremas para campo no llÚnimamente 
acoplado a la gravedad 

La densidad lagrangiana de materia para una teoría de campo escalar míni
mamente acoplada no depende directamente de la curvatura del espacio
tiempo (aunque sí involcra a la métrica). En una teoría de gravitación 
(/estándar" se involucra a la curvatura mediante el escalar de llicci R de 
manera lineal¡ en éstas la forma más general de la acción de una teoría de 
campo escalar no mínimamente acoplado a la gravedad es [40J: 

(2.18) 

donde f(,p) > O. Por ejemplo, la teoría de campo dilat6nico está dada por 
f(;P) = ~h(,p) = e-~ y la teoría de Brans-Dicke con f(,p) =,p y h(,p) = wj,p, 
ambas con potencial nulo. . 

,: .. , "Después de estudiar el caso general en la siguiente sección, cuando habll>
mos de acople no mínimo del campo escalar DOS referiremos al acople del 
'tipo f(,p) = 1/21< + ~,p2 Y h(,p) = 1/2. Para este tipo de acople no existen 
teoremas de no cabello para el caso puramente estacionario. 

"§2;2!'1"": A(;oplll no mínimo general 
. : .' ,~ ::~.;-... '. 
Vamos a demostrar que la acción 2.18 se puede reducir mediante UDa transfo
mación conforme de la métrica a una acción de Einstein-Hilbert con campo 
escalar ;¡ = ;¡(,p) mínimamente acoplado a la gravedad. Este método rl>
sulta muy útil para analizar las soluciones de las ecuaciones de Einstein con 
campos DO mínimamente acoplados, en particular, cuando se conoce el com
:p()~t~mient.Q.d~)as soluciones del caso mínimamente acoplado. Sin embargo, 

• '. I ,"' ... "'1 1'," ',' • • 
no sle~pre la aplIcación de éste método es dIrecta porque en particular hay 
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que· garantizar que el factor conforme este -bien definido y sea positivo en 
toda la región donde se realice la transformación. . 

Usando el teorema 2.1 vamos a hacer una demostración de que no existen 
solucioDes que representen agujeros negros con horizonte regular (no extremo) 
estáticos y con simetría esférica en una teona' de campo escalar sujeta a la 
acción 2.18 donde 1(4)) > O, h(<;I) > O Y el potencial V = V(4)) es no negativo. 
Haciendo un desarrollo análogo al del apéndice A con esta integral de acción 
se obtienen las ecuaciones de Einstein para este tipo de materia: 

1 . 
1(4))0.. = h(4))'V .4>'11,4> - "29 .. (h(4»'V'4>'V ,H V) + '11.'11,1(4)) 

-9 .. '11''1101(4)). (2.19) 

y la ecuación de movimiento del campo: 

d~~) R + 2h(4))'V''V ,H d"J:l 'V'4>'V,4> = :~ . (2.20) 

Vamos a realizar la transformación conforme de la métrica 

. (2.21) 

donde 
¡r' = 1(4)). (2.22) 

Como vimos en la sección §1.1.5 el escalar de curvatura ñ asociado a la nueva 
métrica está dado por: l' 

R = ¡r' ñ - 6¡r3.9""V. v,n . (2.23) 

Yel raiígo de valide> de la transformación conforme está determinado. por el 
requisito ' 

o<n'<oo. 
En particular, en nuestro caso requerimos que la función 1(4)) perman= 
acotada en el exterior del agujero negro (recordemos que 1(4)) > O ). ' 

Tomando en cuenta que . 

~=j-n8g=n~H 
y la ecuación 2.23, la. acción 2.18 se convierte en: 

S = L Hlñ- ~Y"V"if,n - h(4))n'y''v.4>v,,4> - V)d'x. (2.24) 
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Donde hemos usado que gab = n2~ y hemos definido un nuevo potencial 
por V(4)) = f(4))-'V(4>). 

El segundo término del integrando lo podemos expresar como: 

6 ab- - - - ,- 1-oy V.V,O=6¡gabV•V,lnO- Y·V·OV,O] 

El término de la acción que corresponde a la integral de éste se puede reducir 
usando el teorema de Gauss: 

J. HIg"'V.V,lnO]d'x = r V.lnOdE". 
M 10M 

(2.25) 

Este es un término de frontera por lo que no contribuye ,a las ecuaciones de 
campo. Entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange de la acción 2.18 son las 
mismas que las de la acción: 

s = fM HIR + 6g"'V.n- 1V,O - h(4))O'yabV.4>V,4> - V]d'x 

= fu HIR- (Hd~Inf(4»)\ ~~:n yab
V.4>V,4>- V]~.26) 

Si definimos el campo ¡, = ¡'(4)) como 

_ I.~ 3 ( d )' h(~) 
4>(4)) = • ~ 2" ~ In f(~) + f(~) , (2.27) 

donde la constante a está determinada por las condiciones de frontera del 
campo, la acción 2.26 se puede escribir como 

(2.28) 

Que es la acción de Einstein-Hilbert más un campo escalar ¡, mínimamente 
acoplado a la gravedad con potencial de autointeracción no negativo. La 
ecuación de Einstein para esta acción es: 

(2.29) 

3Para obtener esta expresión 'basta hacer 1«(/1) == h(rP) == 1 en la ecuación 2.19. 
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y la respectiva ecuación del campo es 

(2.30) 

Estas dos útimas expresiones son mucho más sencillas que las ecuaciones 
respectivas para el caso no mínimamente acoplado. 

Observemos que debido a la suposición de que f y h son positivas en 
todo el espacio tiempo el integrando de la ecuación 2.27 es no negativo y, 
p'or lo tanto, el IInuevo" campo ;[J es una función monótona creciente de rP y 
existe su inversa f/J(4)) . Entonces, la transformación d3.d.a por las ecuaciones 
2.21 y 2.27 transforma uno a uno soluciones de las ecuaciones de Einstein del 

_ sistema (g •• ,.p) bajo la acción 2.18 a soluciones en el sistema (y .. , J) -bajo la 
acción 2.28. 

Por otro lado, cuando el espacio-tiempo admité un campo de Killing ~CI tal 
que el factor conforme n2 de la transformación presenta la misma simetna, 
esto es .c(fl' = O, entonces ~. también es un vector de Killing de la métrica 
90/11 como se puede ver de 

O = .c{g .. = .c{fl'Y .. = y .. .c{fl' + fl' .c{y •• = fl' .c{y .. ;-

En nuestro caso .c(.p = O para el campo de Killing estacionario ~. y el factor 
conforme es función sólo de .p, por lo que el espacio-tiempo (M, y .. ) tiene la 
misma simetría temporal que (M, g .. ). 

Como las transformaciones conformes de la métrica preservan la estruc
tura causal del espacio-tiempo el infinito futuro nulo :J+ de (M, g .. ) coincide 
con el de (M, y •• ). Si (M, g .. ) contiene un agujero negro, es decir, una región 
B '1 0 tal que B = M - r(:J+) esta región debe satisfacer la misma 
propiedad en (M, y .. ) y, por lo tanto, una solución que represente un agujeró 
negro en (M,g .. ) debe ser transformada a.una solución del mismo tipo en 
(M,y •• ). . 

El teorema 2.1 es válido para cualquier potencial mientras éste sea no 
negativo por lo que se aplica a 1 .. teoría descrita por la acción 2.28. -Esto es, 
no existen soluciones que representen agujeros negros con horizonte regular 
(no extremo), estáticos y esféricamente simétricos salvo cuando el campo 
es constante en todo el espacio-tiempo y la solución debe corresponder a 
la solución de Scbwarzscbild. Si existiera un agujero negro con las mismas 
propiedades que sea solución en el sistema [9061 ~l, ésta sería transformada 
a una solución asintóticamente plana, estática y esféricamente simétrica con 
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un' horizonte de Killing em [9001 tfoJ. Sin embargo, como ya expli~amos, esto 
no es posible. Entonces podemos afirmar que' , 

Teorema 2.2 La única solución que representa un agujero negro asintóti-
· camente plano, esféricamene simétrico y con horizonte regular del sistema 

descrito por la acción 2.18 donde 1(<1>), h(<I» > O con potencial no negativo 
y que el campo satisface su respectiva ecuación de movimiento en todo el 
espacio-tiempo resulta en la solución de Schwarzschild. 

" La demostración que presentamos de este teorema está basada en una 
· análoga debida a Saa [40), quien considera la acción 2.18 sin potencial y de
muestra que no· existen agujeros negros estáticos y esféricamente simétricos. 
Para ésto utiliza la solución exterior general del sistema descrito por la acción 
2.28 sin potenda! debida a Bekenstein (en [47) hay varias referencias a! re
specto) y por lo que su teorema abarca no sólamente los agujeros negros no 
extremos. 

El método de la transfonnación conforme que usamos para la demostra
ción de este resultado se basa en la suposición de que 1(<1» debe permanecer 
acotada en el exterior del agujero negro. Este comportamiento no se puede 
garantizar a priori. En general; hay que obtener esta información a partir de 
las mismas ecuaciones de Einstein y de la ecuación del campo. En el acople 
usual 1(<1» = t; + €<I>2 se debe garantizar en particular que <1> pennanezca 
finito en todo el exterior del agujero negro. Sin embargo, notemos que si 

,llegase a diverger en algún punto entonces no sería fonnalmente una solució~ 
'de la ecuación de campo en ese punto, pues'ahí no está definida. 

· §2:2.2 .. Acople del tipo L + E'P 
Cuando se considera la acción 2.18 con el acople usual y h(<I» = ~ obtenemos 
l;i acción" : " 

s= r A[~R+€<I>2R-(1/2)V·<I>V.<I>-V). 1M 2" . 
(2.31) 

El grado de acoplamiento del campo con la gravedad está medido por la 
constante ,-( El teorema 2.2 se aplica directamente a esta teoría cuando 
e > o siempre que el campo escalar no diverja en el exterior del agujero 

,negro. Siguiendo a Bekenstein y Mayo vamos a probar explícitamente .que 
este no es el caso. Además, vamos a presentar algunos 'resultados con.e <: o. 

>'. Par~ esta 'teoría no se tienen- hasta el momento teoremas de "~o pelo" 
ni se han encontrado soluciones salvo para el caso estático. La restricción 

. I . . 
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. al caso estático y esféricamente simétrico ha sido ampliamente estudiada . 
y sin embargo el análisis DO está completo aún: los resultados no cubren 
todo' posible valor de , y como veremos, algunos de ellos no son del todo 
satisfactorios. 

El tensor de energÍa-momento para la acción 2.31 está dado por (ver el 
apéndice A) 

T.., = 1 [2<T(¡) + T.(min)] 
1 + 2K.€4>' '.. .. , 

(2.32) 

donde 
T~) = "a" ,4>' - g .. "'" ,4>' (2.33) 

Y T(min) corresp.ondé al tensor de energía-momento del campo escalar mí
nimamente acoplado, ecuación 3.41. La ecuación del campo para este caso 
es . av 

".".4> + 2(R4> = a4> . (2.34) 

Cuando la constante de acople toma el valor € = - t. y se considera V '" O 
la ecuación del campo 2.34, 

("." a - ~R)4> = O 

eS invariante conforme bajo la transformación conforme de la métrica 

!í .. = n'g .. , 
esto es, existe un número rea1s tal que si cP es solución de 2.34 entonces 0 6 4> es 
solución de la ecuación correspondiente en (M, !í .. ). En este caso particular 
s = -1 [47J. Este caso es interesante porque se encontró una "solución" 
de agujero negro estático y esféricamente simétrico de la acción 2.31 sin 
potencial. A esta se le CODOce como el agujero negro Bocharova-Bronnikov
Melnikov-Bekenstein (BMBB) [8], [3] o simplemente como el agujero negro 
de Bekenstein' En las coordenadas usuales la métrica y el campo escalar 
est:ln dados por [221: 

M' . M -, 
ds' = - (1 - -;:-) df + (1 - -;:-) dr' + r'(dO' + sen'6drp')(2.35) 

4> = ±2-~(2.36) 
. 471'r-M 

'Como dice Bekenstein en [22J. esta solución fue encontrada primero en la ex URSS y 
luego redescubierta por él poco tiempo después. ' 
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donde la constante M > O. Como podemos observar la métrica es indepen
diente del campo y tiene una singularidad en r = M que corresponde al 
horizonte de eventos. . . 

Esta solución, que es bastante simple en su forma algebraica, sólo tiene 
una deficiencia: el campo escalar diverge en el horizonte. Esto parecía inofen
sivo en los análisis iniciales que mostraron que como la métrica es suave en en 
el horizonte las partículas que no estén acopladas al campo no tienen ~anera 
de detectar la divergencia de éste y para partícul.., acopladas al campo, el 
horizonte se alcanza en UD tiempo propio infinito hacia futuro y las fuerzas de 
marea al acercarnos al horizonte no divergen [4]. Sin embargo, recientemente 
se ha demostrado [43J que el tensor de energía-momento del campo no está 
bien definido en el horizonte, por lo que esta expresión no es solución de las 
ecuaciones de Einstein en el horizonte , esto es, no puede considerarse como 
una solución representando un agujero negro con horizonte regular. 

Xanthopulos y Zannias demostraron [47J que la solución de Bekenstein 
es la única estática, esféricamente simétrica y asintóticamente plana de la 
acción de campo escalar conforme fuera del horizonte. 

Después, Zannias [48J demuestra que no existen nuevos agujeros negros 
estáticos y esféricamente simétricos con horizonte no extremo para campo 
conforme (sin potencial) y donde el campo es finito en todo el exterior (in
cluido en horizonte) del agujero negro. La demostración de Zannías es in
teresante por su ingeniosidad, sin embargo, no abundamos en ella' porque 
queremos explorar los casos que incluyen potenciales (no negativos) arbitrar
ios. 

Pruebas de no pelo para ~ > O Y ~ :5 - ~ 

En [28J Bekenstein y Mayo excluyen posibles agujeros negros estáticos y es
féticamente simétricos no mínimamente acoplados para los valores ~ < O Y 
~ ::; -~. Consideraremos la acción de materia del campo escalar: 

(2.37) 

El potencial V = V(.p) es no negativo. Nótese que la constante de acople es 
el doble de la que estábamos utilizando. 

Supondremos que la métrica que describe al exterior del agujero negro es 

ds' = -e"dt' + e'dr' + ~'(d9' + sen'd<p') (2.38) 
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dónde v = v(r) y A ,,; A(r) son no negativas y por las condiciones asintóticas 
v(r)';A(r).= O(r- 1) cuando r ..... oo. El horizonte ocurre en T = rH, donde 
e-'x(rH ) = 0, si esta función tiene más de un cero el horizonte corresponde al 
de máxima r. . 

En términos de la métrica 2.38 el tensor de energía-momento para el 
campo escalar es: 

T:(l+ 2~<¡I') = V' v<¡lV'.<¡I ~~C~(V" <¡IV'.<¡I + 2V) 

+2~(V'vV' .<¡I' - c~V"V' .<¡I'). (2.39) 

Recordemos que :Ie!>ido a la s¡metría esférica 1'3 = -r:. En particular, uti
lizaremos las expresiones: 

T.' = e-.d(-~ -1/2)<¡I" - 4~<¡I<¡I" - 2~((4/r) - N)<¡I<¡I'J.- V . 
'. 1 + 2~<¡I' . :' 

(2.40) 

T.' _ ti = _2Ce~Á (2/T - v')<¡I<¡I' 
, o , 1 + 2~<¡I' (2.41) 

T.' _ r: _ -Á (-~ - 1/2)<¡I" - ~<¡I<¡I" + 2e(v' + N)<¡I<¡I' 
, ., - e 1 + 2~<¡I' " (2.42) 

Las ecuaciones <:le Einst,ein para Íos coeficientes de la métrica SOD:' 

",r: = e-Á (~+~) -~ 
r TT2 r2 

De estas últimas ~presiones se tiene: , 

e-Á (v' + X) = -",~(T: - 7;) (2.43) 

Usando ésta expresión para despejar v' + X obtenemos una expresión equiv
alente de 2.42: 

T! -'- r: = e-Á (-~ - 1)<¡I" - 4e<¡l<¡l" 
" 1 + 2~<¡I' + 2~r<¡lt/l 

(2.44) 

La ecuación del campo escalar tom~ la forma 

(2.45) 
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LaS componentes mixtas del tensor de energía-momento deben ser reg
ulares' pues el escalar T""T"" = (Tt')2 + (T:J2 + 2(T$)2 debe ser regular en 

· todo el espacio-tiempo para que la solución sea posible físicamente (su diver-
· gencia implicaría la divergencia de G,JVG¡W, quien debe ser regular debido a 
la regularidad de la métrica). En el siguiente capítulo abundamos en esta 
restricción Y.~partiendo de eIJa demostramos que Tl(rH) ::;; r;(rlf) cuando 

· hay simetría esférica y el tensor de ~nergía-momeDto es estático. 
Como vimos en las sección §1.2.2 un tipo de materia satisface la condición 

de energía dominante (DEC) si el vector de flujo de energía que un observador 
con cuatro-velocidad ub asocia al tensor de energía-momento Tab , 

(2.46) 

debe ser un vector temporal dirigido a futuro o nulo [46). Esta condición 
puede ser interpretada diciendo que la velocidad del flujo de energía de la 
materia siempre es menor que la velocidad de la luz. En particular, implica 
que la densidad de energía 

(2.47) 

es no negativa, como es el caso de teorías de campo escalar mínimamen
te acoplado (en efecto, de la ecuación 3.35 se puede ver claramente que 
satisfacen WEC). Sin embargo, de la expresión 2.40, no se puede garantizar 
que la densidad de energía p = -Tf del campo no mínimamente acoplado 

, sea no negativa. 
Si p < O en algún punto p entonces el vector de flujo de energía, ecuación 

, (2.46), no se f!DCuentra en el cono de luz futuro de p. Bekenstein y Mayo 
~upóne~',que qebe 'seguir siendo un vector de carácter temporal o nulo (que 
pertenece al cono de luz pasado de p), a esta condición la llamaremos la 
condicilfn de Bekenstein. Supongamos que el obserwidor se mueve sobre una 
hipersl.!perfi~ie <p = O, entonces, ul' = (ut , ur

, uo, O), donde . 
" . . 

La condición de Bekenstein implica que 

T;uvT:u(f = (Tf)2utUt + (T;)2ur ur + (T:)2UOuo ~ O, (2.48) 

debido a qu~ utUt = 9tt(Ut)2 < O Y u:ur = grr(Ur)2 2: O, uBuo = 900(UO)2 2: O, 
esta condición se cumple si y sólo sí 

17;1,1111 = IT;I ~ ITiI, 
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. ó equivalentement,e, sí 

. sgn(r;) = sgn(T,' - T;) = sgn(:r;' - TI) (2.49) 

donde sgnO denota el signo de su argnmento. 
En el desarrollo que haremos en el capítulo 3 supondremos que el campo 

satisface su ecuación de movimiento'y por lo tanto es (J2 y está 'bien definido 
en todo el espacio-tiempo. Cuando ~ > O Y bajo estas restricciones el factor 
conforme 

, 1 
n = 1 +2K{4>' 

es finito en [TH, 00) Y, por 10 tanto, por el t~.9!;em~ 2.2 no ef'isten agujeros 
negros con horizonte regnlar (no extremo) estáticos y esféricamente simétricos 
para la acción 2.37 cuando ~ > O. ' . . 

Bekenstein y Mayo no suponen en principio que el campo es finito. Supong
amos que diverge en r = r C" Tomando en cuenta que V, A, Y R son regulares 
en todo el espacio-tiempo de la ecuación de campo 2.45 se puede ver que si 
4> diverge entonces 

se comportan como (r-rc)-2 al acercarnos a Te' Entonces, de las expresiones 
2.41 y 2.40 tendríamos que las componentes de TI: divergen en es punto. Si 
Te = TH Y el horizonte no es extremo, esto es, e->' IV (r-rH) cuando r -t TH 

las expresiones para Ti - TI y Ti I ecuaciones 2.41 y 2.40 respectivamente, 
. también divergen. Esto DO es posible para soluciones físicamente aCepta

bles, entonces, el campo t/J permanece finito y por lo tanto la transformación 
confonne está bien definida. Aplicando el teorema 2.2 a la acción 2.37 con
cluimos que si ~ > O no existen agujeros negros estáticos y es/éricamente 
simétricos no trivialei' paro la acción 2.37. 

Cuando el horizonte es extremo, situación que está caracterizada por el 
comportamiento e-Á rv (r - TH)2 cuando T -+ TH no se producen inconsis
tencias. En particular Ti(rH) es finito y se cumple la condición 

.lim r;-T,:=O' 
r-trH 

6Por no triviales nos referimos a que no sean del tipo'Kerr-Newmann 
GEn el artículo de Bekenstein y Mayo se afirma incorrectamente que 

lim Tt-T;<O. 
r-+rff 
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El caso cuando el horizonte es extremo continua abierto. 
La demostración para ~ 5 -l no involucra una t~ansfonnac~ón conforme 

de la métrica sino la consistencia de las soluciones con el comportamiento 
asintótico del espacio-tiempo y las condiciones de causalidad 2.49. 

Hemos probado que cualquier divergencia del campo en el horizonte o 
fuera de él implica que la solución no es físicamente aceptable. Si sucediera 
que el campo también diverge en infinito las componentes de T; no se anu
larían y el espacio-tiempo fallaría en ser asintóticamente plano, e~tonces el 
campo 4> debe de converger a cierto valor 4>(00). 

, Como se puede observar de la ecuación 2.39, cuando uno escribe las ecua
ciones de Einstein el término 

n-2 = 1 
. 1 + 2Ki.4>2 

se puede factorizar del tensor de energía-momento. Este término proviene del 
acople no mínimo del campo y en las ecuaciones de Euler-Lagrange para la 
acción 2.37 aparece multiplicando al tensor GJW de manera que las ecuaciones 
de Einstein se pued~n expresar de la siguiente manera: 

donde 
1 

G .. = 1 + 2Ki.4>2 

La contribución al ~po gravitacionáJ de'cualquier otro· tipo de materia que 
se agrege al sistema como un ténnino extra al tensor T JW o al lagrangiano 
de materia del campo escalar (mientras no involucre al escalar de curVatura, 
es decir, que esté mínimamente acoplada a la gravedad) se verá afectada 
por el factor Gec- En este sentido es que se le interpreta como la constante 
gravitacional efectiva del sistema. 

Supongamos que Ger < O en alguna región y que agregamos al sistema 
una pequeña masa positiva (por ejemplo, agregamos polvo). En dicha r~gión 
esta masa contribuirá al campo gravitacional como si fuera negativa y re
pelerá a partículas de prueba coo' masa positiva. En la región asintótica del 
agujero negro na podemos esperar este comportamiento pues al menos en 
una vecindad de la Tierra esto 00 sucede asÍ. Entonces, 4>(00) debe ser tal 
que lirpr-+oo Gef > O. 

t'; 
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En particular, tenemos que 

"1 " 
l~ q,qi dr = 2[q,~(00) - q,'(rH)] < 00 

por lo que q,q,' = 0(.,'..) cuando r -+ oo. Con un axgumento como el 
anterior se puede demostrar que al menos 4J", 4>' := O(rtk) por lo :que en 
el límite q,"(oo) = </1(00) "= O. Usando este resultado y el hecho de que V 

. es no negativo obtenemos que Tl -t O cuando r -+ O implica que t/J'(oo) = 
V(q,(oo)) = O. Esto es, el valor asintótico del campo es un cero del potencial. 

Por el comportamiento asintótico de q,q,' y de 1 + 2K1;q,' el denominador 
de la ecuación 2.44 el; asintóticamente positivo. Bekenstein y Mayo suponen 
en principio que q,2 es asintóticamente decreciente, esto es, rPcfl < O para todo 
r mayor que cierto r· (en particular, suponen que el campo no se anula en 
esta región) y "además que 

en la misma región. Con esta última condición tenemos que tjJ2 es asintóti
camente convexa pues 

q,'" = q,q," + q," > O 

para todo r > r·. De acuerdo a la suposición 2.50 y a que q,</I < O tendríamos 
que si el campo t/J es positivo en la región asintótica entonces decae de manera 
convexa o que si es negativo crece de manera. cóncava. 

Entonces, de la expresión 2.41 tenemos' que T: - 1'# < O y' de la ecuación 
2.44 tenemos que Ttt - T; > O en la regi6n asint6tica. Este comportamiento 
contradice las condiciones de causalidad de Bekenstein (ecuación 2.49) por 
lo que debe de ser excluido. 

Supongamos ahora que '¡'2 es creciente y cóncava en la regi6n" asint6tica, 
esto es, (q,')' > O Y (q,')" < O paxa toda r > r'. La ecuación 2.44 la podemos 
reescribir como 

_A 2{q"n + q," r: - 1'; = -e 1 + 2K1;<P' + K1;(q,') , . (2.51) 

De aquí que Tf - 1'; < O mientras que Tf - TI > O, situación que taxobién 
contradice las condiciones de causalidad de Bekenstein. 

La funci6n 4>2 no puede comportarse sólo asint6ticamente creciente y con
vexa (q," > O, q"n > O) O sólo decreciente y cóncava (q," < O, q,'" < O) en la 
regi6n asint6tica puesto que en estos casos divergería en infinito (por ejem
plo, si decrece y es c6ncava entonces su derivada crecería mon6tonamente). 
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Sin e~bargo, la función también podría decrecer monótonamente mientras 
que su segunda derivada oscila entre valores negativos y positivos de maDera 
que cuando '¡"" = '¡''¡''' + '¡''' > O suceda que '¡''¡''' < O. Un ejemplo de este 
comportamiento decreciente se encuentra en la función sen2:z; en el intervalo 
. ('if, rr). En lá.demostración de Bekenstein y Mayo no es claro que pasa en 

_' este caso. . . 

. Ahora, si la función no es exclusivamente monótona creciente O' decre
ciente en la región asintótica tendría oscilar indefinidamente hasta alcanzar 
4>2(00): En este· caso, es claro que en algún momento debe crecer de manera 
convexa para que pueda alcanzar un máximo, esto es, tenemos la situación 
en la que (pi. > O Y ql" < O que contradice las condiciones de Bekenstein. En 
cada una de éstas regiones podemos aplicar los argumentos-anteriores para 
concluir que el campo debe ser constante en la región asintótica r > r· . 

La ecuación del campo 2.45 sólo tiene puntos singulares en r = rH Y 
T = 00 (el potencial y los coeficientes de la métrica son regulares en todo el 
espacio-tiempo) por lo que una expansión de ,¡, en serie de Taylor alrededor 
de r = r* converge para toda T > rH' Como el campo es constante-en (r*, 00) 
entonces debe ser constante en todo el exterior 'del agujero negro y éste debe 
de corresponder a la solución de Sc1iwarzschild. 

Podemos expresar los resultados obt-enidos hasta ahora de la siguiente 
manera: No existen agujeros negros no triviales estáticos y esféricamente 
simétricos con horizonte no extremo con campo escalar estacionario descrito 
por la acción 2.37 para los valores ~ > O de la constante de acople. Asumiendo 
las condiciones de causalidad de Bekenstein podemos concluir también que 
no existen agujeros negros con éstas propiedades para € :5 - ~. Insistimos 
en que la demostración de estos autores para este caso no es del todo dara 
a menos de que se pueda garantizar que el campo tenga el comportamiento 
considerado por estos autores (que si rjJ21 < O necesariamente rjJrjJ" > O). 

El análisis basado en la condición de caus.alidad de Bekenstein no es 
satisfactorio por dos razones: Primero, no es justificable flSicamente puesto 
que, si estamos dispuestos a considerar que j4 pueda ser un vector temporal 
dirigido al pasado no habría manera-de evitar que se produzcan casos' con 
j4 total de carácter espacial. Por ejemplo, si a uno de estos sistemas se 
le agrega "polvo" éste aportaría un· vector de flujo de energía, digamos j:, 
también de carácter temporal pero dirigido a futuro que puede escogerse de 
tal manera que al sumarse al vector del tensor de energía-momento del cámpo 

! . , 
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se produzca un vector de flujo de energía total 

que resulte de carácter espacial, lo que contradiría la condición de Bekenstein. 
Segundo, es UDa condición externa ya que no hay manera de garantizar 

a priori que una teoría particular como, por ejemplo, ,la de ~po escalar 
con acople no mínimo satisfaga automáticamente la condición de Bekenstein. 
Las ~emostraciones que acabamos de presentar se aplican para los casos muy 
·p'8.r·ti¿ul~es en los que se cumplen las restricciones de causalid3.d. Sin em
bargo, queda la pregunta de que se puedan: d'emostrar los ~ismos resultados 

. con suposiciones menos fuertes. En es'te sentido es que el caso de campo no 
mínimamente acoplado con potencial de autointeracci.ón no negativo,no está 
completo, además de que en el análi~is de Bekenstein falta la demostración 
para O > ~ > -~. 
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Capítulo 3 

No pelo para campo escalar coh 
dependencia armónica de la 
coordenada temporal 

En este capítulo presentamos resultados nuevos sobre la posible existencia de 
agujeros negros estáticos y esféricamente simétricos en teorías con un campo 
escalar que tiene una dependencia armónica de la coordenada temporal: 

(3.1) 

Como hemos visto, cuando se consideran teorías de campo escalar estático, 
esto es, que la derivada de Lie del campo en la dirección del campo de Killing 
estacionario { sea nula, 

(3.2) 

nO existen nuevas soluciones de agujeros negros estáticos y esféricamente 
simétricos. En particular, para campos de la fonna 3.1 en general tenemos: 

. (8)" C¡cp(T, t) = 8t . cp(r, t) = -iwcp(r, t) '" O. 

La presencia de este tipo de campo escalar es compatible con espacio-tiempos 
estáticos ya que si la métrica es est~tica (esto es, se pueden encontrar coor
denadas en las que SUB coeficientes no dependen de la coordenada temporal) 
el tensor de energía-momento asociado al campo escalar no depende de la co
ordenada temporal. De hecho, este tipo de dependencia temporal del campo 
escalar es la única compatible con configuraciones estáticas [13). 

53 



54. 

Las teorías de campo escalar complejo aceptan soluciones regulares está
ticas y esféricamente simétricas para las configuraciones de equilibrio, dadas 
por 3.1. En la primera sección discutimos el comportamiento general de 
estas soluciones. Como vimos al final del capítulo 1, se han encontrado 
nuevas soluciones de agujeros negros en las teorías de Einstein-Yang-Mills, 
Einstein-Skyrme, Einstein-Yang-Mills-Higgs, y Einstein-Procca no abeliana. 
Todas éstas teorías también aceptan soluciones regulares o sin horizonte. 
Un ejemplo es la solución regular encontrada en la teoría de Eintein-Yang
Milis por Bartnik y McKinnon en 1988 [2J (poco tiempo después, en 1990, 
Biwn encontró numéricamente soluciones de agujero negro para la misma 
teoría). En e¡;te sentido se podría pensar en la posibilidad de que si una 
teoría acepta soluciones regulares entonces también debe aceptar soluciones 
de agujeros negros: En las últimas tres secciones del capítulo mostramos que 
para algunos casos esta conjetura DO es cierta en gener~. 

§3.1 Soluciones regulares 

Como hemos visto, campos escalares reales y estáticos no son compatibles con 
agujeros negros no triviales. Es fácil ver que tampoco pueden generar config

. uraciones regulares (esto es, sin horizonte) asintóticamente planas, estáticas 
y esf éricamente simétricas. Para demostrarlo utilizaremos la herramienta 
desarrollada en la sección §2.1.2. 

Supongamos que existe una solución de este tipo en un teoría descrita 
por la acción 

(3.3) 

donde 4> = 4>(r).esreai y V(4)) es no negativo. La métrica del espacio-tiempo 
",~~.,que·genera.ría una de estas soluciones se p,uede escribir como 

: ds' = -/UJ-'Udt' + ¡Jo(-l)dr' + r'(dO' + sen'O dI!"), (3.4) 

donde ¡Jo(r) = 1 :-'1:1 > ·0. Como condición de fro~tera pediremos que 
en estas coordenadas la métrica sea regular en r = O, de donde tenemos en 
particular que ¡Jo(O) = o. Para el campo escalar requerimos que 4>(0) = cte, 
4>'(0) = O Y que 4>(00) = 4>'(00) = O ( de la ecuación de movimiento para el 
campo escalar 2.12 se sigue que si 4>"(0) no diverge es necesario que 4>'(0) = O). 
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De la ecuación 2.14 tenemos que 

',E(O) = ~¡u/>"(O) + U(O) = -VeO) S O 
. , r 

(3,5) 

Y la ecuacióri 2.17 se sigue satisfaciendo para esta configuración: 

'. 
d ( 6) 2 ( 3in) 6" -Ee- =-- 1-- e-4> SO. 
d, r 2r 

, (3,6) . 

Es'to -~, 'Ee-6 ~ n'egativa en r = O Y decreciente para toda T ~ O. Pero éstó 
es una contradicción ya que la función Ee-6 debe ser nula en infinito para 
que' el espacio-tiempo sea asintóticamente plano. De aquí que el campo fjJ 
es constante y T; ;; O en todo el espacio-tiempo y, por lo tanto, no existe 
solución regular no tnvial con estas condiciones de frontera. 

Cuando se conSideran campos escalares complejos, descritos por la acción 

S.=IJ(-g)[~R-(1/2)\7·4>·\7.4>-VJ,. (3.7) 
. 2~ . 

donde V = V(l4>Il. existe una corriente conservada debido a que esta acción 
eS invari~te ant~ transformaciones del tipo 

(Ú) 

como se puede comprobar fácilmente sustituyendo esta expresión en 3,7," 
.. El 'teorema' de Noether aplicado a la transformación 3,8 nos lleva a'la 

ecuaci~n de :conserVación 
(3.9) 

para la .co~ente, 

(,.'1'; , ";'" 
E~ 'nú~e.~o de p&:tículas del sistema que determina JI' es una cantidad con-
servada. Está dado por: . 

N = /, J' rf'x = _QW /, 14>'(r)lr'senO rf'x, 
E, . Et (1- ~)e-6 

(3.11) 

La últini~ igu~d.ad corresponde al 'caso esféricamente simétrico usando la 
métrica,?.4 . . " ." .' ' 
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En [131 se demuestra que para un número fijo de partículas la con
figuración esféricamente simétrica del .campo que minimiza la energía es 
</>(r, t) = </>o(r)e-;"".'Usando esta configuración para el campo se han en
contrado soluciones numéricas regulares en teorías de campo escalar mÍni
mimente acoplado," campo escalar mínimamente acoplado con campo elec- : 
tromagnético' (que es invariante ante la transformación 3.8) y para campo 
escalar no mínimamente acoplado (en esta sección seguiremos a [23], que hace 
una extensa revisión de estos resultados, en [31] se da UD panorama general 
sobre la teoría de estrellas de bosones). En general, se emplea un potencial 
de,autointeracci6n de la forma . 

(3.12) 

A estas configuraciones que SOn mantenidas por su autointeracción gravita.
cional se les llama estrellas de bosones en analogía a las estrellas de neutrones. 

La masa de ADM total M de una estrella de bosones se define asintóti-
camente por 

lim g" = (1 _ 2M) . 
r~oo r 

(3.13) 

El comportamiento genérico de la masa total M y del número total de 
partículas N como funciones del ~or inicial del campo </>0(0) es el sigu
iente: Ambas cantidades crecen con </>0(0) cuando es pequeño hasta alcanzar 
un valor máximo (no necesariamente simultáneo), después M y N decre
cen, oscilan y tienden a un valor constante independiente de </>0(0) cuando'. 
</>0(0) -* oo. Cuando'hay campo electromagnético se observa que al aumentar 
la carga e del campo la masa total M y el número de partículas N aumen-. 
tari preservando el mismo comportamiento descrito arriba. Sin embargo, 
e debe ser meDor que cierto valor crítico ecrit para que las soluciones ,sean 
regulares. Intuitivamente podemos argumentar que si e > eait la repulsión' 
COulombiana entre las partículas es mayor que la atracción gravitacional. La 
energía de enlace del sistema, definida por EB = M - mN, se vuelve positiva¡ 
para un valor finito de la densidad central del campo mayor que el valor </>,(0) 
que corresponde al máximo de la masa total. ' 

1 Esta acci6n está dada por 

S = L bAr;:' - (D'~)" D.~ - V(I~I) + ~F •• F"·) 
" , ' 

donde D,,~ = B,,~ - ieA"iP es la derivada covarlante de norm~'e es la carg~ asoci~"a1' 
campo y F" .. = B"A .. - B .. A" es el tensor de Faraday y A .. el potencial electromagnético. 
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El caso no mínimamente acoplado también ha sido estudiado numérica
mente. El comportamiento de la masa total y del número de partículas es 
similar al del las mismas cantidades en el caso mínimamente acoplado. ' Se 
encuentra que la energía de enlace para .p(O) fijo aumenta con el valor de 
I~I. Como vimos en la sección §2.2.2, en el caso.no mínimamente acOplado 
se puede definir una constante gravitacional efectiva dada por . . 

G _ 1 
.t - 1 +2~.p2 

Cuando ~ < O Y el valor .p(O) del campo es muy cercano al valor para el 
cual G"" -+ 00 el escalar de curvatura R diverge en el centro de la estrella 
produciendo una solución no ffaica. 

Cuando el campo escalar es rcalla acción no es invariante ante la trans
formación 3.8 y por lo tanto la teoría no tiene asociadas comentes conser
vadas. En estos casos la teoría no puede admitir soluciones estáticas regu
lares. Sin embargo, cuando se propone un campo real que depende del tiempo 
.p = .p(r, t) es posible construir soluciones regulares no estáticas (la métrica 
de estos espacio-tiempos debe depender de la coordenada temporal) que son 
periódicas en el tiempo, a éstas se les llama estrellas de bosones oscilantes. 

Las estrellas de bosones resultan ser estables ante perturbaciones radiales 
para cierto rango del parámetro .p(O). Cuando se consideran perturbaciones 
radiales infinitesimales de soluciones de equilibrio que preservan el número 
total de partículas, soluciones con .p(O) menor que el valor .p,(O) que produce 
la masa total máxima son soluciones en equilibrio estable mientras que si 
.p,(O) < .p(O) su equilibrio es inestable. En (26) se obtienen resultados sobre 
la estabilidad de las estrellas dé bosones mediante el uso de la teoría de 
sistemas dinámicos en lugar de la tradicional teoría de perturbaciones. 

También existen soluciones de sistemas mixtos de bosones y fermiones, 
en particular, neutrones descritos por una ecuación de estado. Se considera 
que los bosones y ferroiones sólo actúan entre sí gravitacionalmente. En 
estos casos, el comportamiento de la masa total y del número de partículas 
es cualitativamente análogo al de las estrellas que sólo están formadas por 
bosones o sólo por fermiones, esto es, tienen un máximo como funciones 
del valor central del campo después del cual decrecen y tienden a un valor 
asintótico. Las soluciones ahora están parametri2adas por las densidades 
centrales de ambos campos. 

Las estrellas de bosones y en general la materia que está asociada a cam
pos escalares han sido consideradas como posibles candidatas de la materia 
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oscura. De aquí que el resultado del eventual 'colapso de una estrella de 
bosones resulte de interés. 

§3.2 Un teorema de no pelo 

Consideremos un espacio-tiempo estático} esféricamente simétrico y asint6-
ticamente plano que contiene un agujero negro 'con horizonte regular. Como 
ya vimos en la sección §2.1.2 podemos encontrar coordenadas de manera que 
la métrica para el exterior del agujero negTo se exprese de la forma: 

ds' = -J1.e-Udt' + J1.{-I)dr' + T'(dO' +sen'O dip'), (3.14) , 
, 

donde J1.(T) ;; 1 - '~, 6 = 6(T) Y m = m(T). Dado que el espaóo-tiempo 
debe ser asint6ticamente plano'las funciones m y 8 tienden a un valor finito 
cuando T --t oo. La condición de que el horizonte, que se presenta en T = Tf[ , 

sea regular es que m(TH) = TH/2 Y que m(T) < T/2 para toda T > TH Y que 
la función 6 tome un valor finito en el horiwnte. Recordemos que J1.(TTl) = o . 

. Supondremos que en este espacio-tiempo existe materia' cuyo tensor de 
energía momento Ta• satisface la condición de energía débil. (WEC). Como 
vimos en la sección §1.2.2 esto implica que la densidad de materia: 

p;; -T: ? O. (3.15) . 
. ' 

En espacio-tiempos estáticos y esféricamente simétricos el tensor de energía
momento asociado a la presencia de materia sólo tiene a las componentes' 
Tl, T;, TI, T;: distintas de-cero; además TI = T;: en todo el ,espacio-tiempo; 
Recordemos de la sección §1.2.2 que la condición 3.15 implica 

, . 
(3.i6) 

Las ecüaciones de Einstein G~ = 81rT: para la métrica 3.29 resultan en 
las siguientes ecuaciones para las funciones IJ y 6: -

J1.' = 81rT'It + (1 - J1.)/T 

6' = (41rT/J1.)(T: - 7;), 

donde "denota derivada respecto a T. ' 

(3.17) 

(3.18) 
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La ecuación de conservación \7 ~T: = O para configuraciones esféricamente 
simétricas y estáticas sólo tiene una componente no trivial, a saber: 

v ~T: =:;: a~T: -:- r~rT: + r~pT: 

= T;' - (2,l - ó')[T,' - 7;]- ~[2T: - 2T;] = o. 
l' , 

(3.19)· 

Usando las ecuaciones' de Einstein 3.17 y 3.18 de esta eCuación se puede 
obtener: 

donde 

e'(e-'7;Y = _1_[(1 + I')(T; - T;) + 21'(4T: - T)], 
21" 

es la traza de r;. 

(3.20) 

La distancia propia radial x definida por dx = p.-l/2dr es una buena coor
denada en vecindades del horizonte; expresamos la ecuación 3.20 en términos 
de x: 

(3.21 ) 

Para que soluciones de las ecuaciones de Einstein sean físicamente aceptables 
el escalar que se genera al contraer T ¡.w consigo mismo: 

T".T/W = (Ti)' + (7;)' + 2(T%)' 

debe ser regul~ para todo r ~ TH, en particular en el horizonte; divergen
cüi d.e cualquiera de estas componentes implicaría la divergencia del escalar . 
GIJ"GIW,"De aquí que cada una de las c.omponentes mixtas T;: Son regulares 
en el horizonte (esto no se cumple necesariamente para las componentes de 
T";'l,. Ent.onces, ~llado derecho de la ecuación 3.21 debe permanecer finito 
cuando nos acercamos a r = r/{. Como J1.(rTl) = O esto sucede si y sólo sí 

(3.22) 

Este resultado,lo habían obtenido previamente Quevedo, Núñez y Sudarsky 
en [32]. . . 

Por comodidad llamemos E = e-5r; y notemos que por la ecuación 3.22 
E(rfI,) ::; O. Comb:el espacio-tiempo es asintóticamente plano las solucio~es 
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correspondientes a los campos de materia deben ser tales que las componentes 
del tensor de energía momento deben de anularse' en el infinito, ent'onces, 
para algún ro ;::: rH E'(ro) > O. Ahora bien, supongamos que las presiones 
radiales y angulares satisfacen 

(3.23) 

para todo T ::: TH. 
\ 

De la ecuación 3.20 tenemos: 

= -2
1 

fp(4TI - 3T; - T,) - (y; - 11)) 
p.r 

= -2
1 fp(11 - T,' -3Y; + 311) - TI +T: - y; - 11) 
p.r 

=2~r[(P.,:-m11 - T:J - (1+ 3p.)(Y; - 11)). (3.24) 

De esta última expresión tenemos que WEC y la condición 3.23 implican 
que E'(rll) ~ O en toda la región exterior r ;::: rH del agujero negro pues 
(1 + 3p.) > O Y P. - 1 = -';' < O. Pero requeríamos E'(ro) > O, de aquí que 
la única soIUl:.ión posible es que E '" O Y en particular y; '" O en el exterior 
del agujero negro: De·3.24 tenemos entonces que r: -T: = O Y y; - TI = O 
para todo r ;::: rH de donde se ve que en esta región todas las componentes 
mixtas del tensor de energfa--momento son nulas,: .. 

Por la unicidad de las soluciones estáticas, esféricamente simétricas y 
asintóticamente planas de las ecuaciones de Einstein en el vacío este espacio 
tiempo debe de corresponder a la solución de Schwarzschild.:'· 

Hemos demostrado el siguiente (34): , , I .. 

Teorema 3.1 Un espacio-tiempo estático, esféricamente simétrico y asin
t6ticamente plano que contiene un agujero negro con horizonte regular no 
extremo y que satisface las ecuaci~nes de Einstein acopladas a campos de, 
materia que satisfacen las condici6n de enery(a débil (WEC) y la condici6n: 

(3.25) 

en el exterior del agujero negro es necesariamente trivial. Esto es, r;. es 
idénticamente nulo y el e8pacio~tiempo corresponde a la 801uci6n de Schwarz
schild. 
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§3.3 Campo escalar mínimamente acoplado a 
la gravedad 

Ahora vainas a aplicar el teorema anterior a una acción que describe una 
teoría que consiste de una superposición de campos escalares rPi complejos 
mínimarnanete acoplados a la gravedad: 

s = ! /(-g)[2~ R - (1/2) EY'·(P;Y'.~i - V], 
. ' 

(3.26) 

supondremos que el potencial V = V(]~i]) i = 1, ... es no negativo. 
Como se demuestra en el apéndice A, el tensor de energía.-momento aso

ciado al campo escalar que se deriva de la acción 3.26 es: 

La ecuación de movimiento par~ cada uno de estos campOs resulta: 

. av 
Y'.Y' .~i = a~i' 

(3.27) 

(3.28) 

Consideremos un espacio-tiempo estático y esféricamente simétrico que 
contiene un agujero negro. Para el exterior del agujero negro proponemos la 
métrica que usamos en la sección anterior: . 

ds2 = _p.e-26dt2 + p.(-1)dT2 + T2(d02 + sen02 dcp2). 

Para calcular las componentes mixtas Tt tenemos: 

T:: = g""T." = ~g""E(Y'.~:Y'"~i + Y'.~iY'"~n , 

-tlt (~~Y"~;Y';~i + V). 
Supondremos que cada campo escalar es de la forma 

~(T, t)(j) = ~i(T)e-iwj', 
entonces tenemos que 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 



62 

Para simplifcar la notación definimos las siguientes funciones: 

_ 1 ,,2' 
A = 2 -26 L.,W¡rP¡ 

, ¡.te i 
(3.33) 

K '" ~i' ¿; ,,;:' 
• 

(3.34) 

que' son positivas -semidefinidas ·al menos en el exterior del agujero negro 
(r 2: TII). En ténninos de éstas las componentes de T;: resultan ser: 

r. , 

T,' = -A - K - V, 

r,: = A+K - V, 

TI=T;:=A-K-V. 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

Notemos que de acuerdo a esto el tensor T; tiene entradas ~eales y además 
resulta ser. estático. Estas componentes satisfacen las condiciones del teorema 
de la sección §3.2, en efecto, satisfacen WEC: 

p=-T,'=A+K+V~O 

y la condición 3.25 para las presiones: 

r,: - TI = 2K 2: O. 
-\ 

Entonces no existen agujeros negros estáticos y es/éTicamente simétricos baio 
la presen<;ia de campos escalares que tienen una dependencia armónica de la 
coordenada temporal. 

§;J.4 Campo escalar no mínimamente acoplado 
J . 

a la gravedad 

. 9onsideraremos ahora que el campo no está. mínimamente acoplado a la 
gravedad y que su acople es del tipo: 

s = I v'(-g)[2~ RHI,,;I'R - (1/2)V'·";"V'.";- VI: .(3.38) 

Mantenemos la misma condició~ para el potencial V = V(I,,;1l 2: O. 
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Como está demostrado en el apéndice, el tensor de energía.-momento aso
ciado al campo no mínimamente acoplado es 

·donde 

T. 1 [2<T(() T(m;n)J 
.. = 1 + 2~[<,61' ' .. +.. , 

T~) = 'i7. 'i7 .1<,61' - g •• 'i7''i7 ,1<,61' 

T1;n;n) = 'i7 .<,6''i7.<,6 - g.,;ri'i7'<,6''i7 ,<,6 + V). 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41 ) 

Notemos que el término 3.41 corresponde al tensor de energía-momento del 
campo escalar mínimamente acoplado." La ecuación de movimiento del campo 
(ver el apéndice) se escribe 

(3.42) 

Vamos a efectuar una transformación conforine·de la métrica: 

~ . 2 
-g .. -4g .. =Og .. (3.43) 

con factor conforme 
o' = 1 

1 + 2~1cf>'1 
(3.44) 

La norma de campos escalares del tipo <,6(r, t) = <,6(T)e-.... no depende de 
la coordenada temporal (la asociada al campo de Killing estacionario) y es 
esféricamente simétrica. Como el factor conforme depende únicamente de la 
norma del campo el espacio-tiempo (M, 9Gb) posee las mismas simetrías que 
(M,g •• ). 

Queremos expresar en términos de la nueva métrica. 9Gb a la acción 3jS. 
De manera análoga a como se obtuvo la acción S19 .. J en el caso en el que el 
campo era real llegamos a: 

J. 1 - 1 - -24~'I<,6I' -Qt- -

S[g •• J = _ M[2"R- 2[(1 +2~1<,612)2g 'i7.I<,6I'i7,I<,61 

+ 1 + 2~1<,6I,go'v.<,6,~,<,6J - ií}j( -g) d'x (3.45) 

donde V(I<,61l = O'(I<,6IlV([<,6Il· 



Al hacer una transfonnación confonne de la métrica cuando el campo es 
complejo en el integf.mdo de la acción aparece un término que sólo depende 
de 14>1. En este caso no es trivial encontrar un nuevo campo ~ = ~(4)) tal que 
la acción 3.45 corresponda a la acción del.campo ~ mínimamente acoplado 
a la gravedad. Sin embargo; en esta nue~ 'iiCción 3.45 el acople del campo 
original 4> es mínimo y presenta también un potencial V de autointeracción no 
negativo. Usando la ecuacióll L23 para la densidad lagrangiana de materia 

(g) ~ 1 -24I<{'I4>I' _~- -
A 9 .,:-V( -9)[2[(1+ 21<{14>I,)'9 '1.14>1'1,14>1 

1 - - -
+ 1 + 21<{14>I'9"''1 .4>''1 ,4>]- V (3.46) 

, ' 

obtenemos el tensor de energía-momento de este sistema: " 

n-'T![l = -9 .. [~(24I<{'I4>I'jn'n,I4>¡Vdl4>1 + ~n'9"'V ""'Vd4> + n-'V] 

+241<{'14>I'n''1.I4>IV~I4>.I,; ~(v.4>·v,4> + V.4>·V,4>·). ,(3:~7) 
De aquí p,odemos calcular las.componentes mixtas del tensor de energía-

momento Tol': ' 

r. (g) = 9"Tff = 24I<{'I4>I'n'[-~.s:Vdl4>IVdl4>1 + V'I4>I'1.I4>1l : 

+n'[~9"'(v,4>'V,4>TV,4>:V,4>') - 6!(~Vd4>'V~4> + ~V)] . 
. ,"" (3.48) 

Observemos que el 61timo término del' lád~ derecho de la' ecuaéión anterior' 
coriesponde 'al tensor de energía-momento de un campo escalar inínim~mente 
acoplado a la gravedad, ecuación 3.30. ,:. I 

BuSCamos soluciones de la ecuaciones de Einstein acopladas a materia 
descrita por un campo no mínimamenteacolado a la gravedad de la· forma : 

'.', : r 

_4>(r, t)= 4>(r)e-'"" 

y que describ~ espaclo-tiempos que contienen ~jer08 negros estáticos y 
esféricamente simétricos, descritos por la métrica 3.29. En términos de los 
componentes de está métrica cada una de las componentes de 3.48 son: 

r. (g) = -n'[12I<{'I4>I'n'!,t/>" + A + K + ~V] . (3,49), 



T; .(9) = 02[12~21q,12021'q,<2 + A + K - ~VJ 

r: (9) = T;: (9).= 02[_12~21q,12021'q,.2 + A - K - ~VJ 
, . 2 

Este campo de materia satisface WEC: 

p= -T: (9)? O 

y la condición 3.25 para las presiones: 

65' 

\ ': 

,(3.51) 

siempre y cuando la transformación confare sea válida, esto es, en la región 

0<02 < OO. 

En particular, (}2 -¡. O si el campo ( en nueStro caso su norma) es finito en 
todo punto, 

q,(r) < 00 Vr ? rH. 

Si el campo satisface su ecuación de movimiento 3.42 en todo el exte~or 
del agujero negro garantizamos esta situación pues debe estar bien definido 
para todo punto. Si ~ > O es claro que 1 + 2~q,2 > O. Entonces, de acuerdo 
al teorema 3.1 no existen agujerob negros estáticos y es/éTicamente simétricos 
en una teona descrita por la acción 9.98 con campo escalar q,(r, t) = q,(r)e-"" 
que satiSface su ecuaci6n de movimiento en todo el exterior del agujero negro 
cuando la constante de acople ~ > O. . , . 

Cuando w = O este resultado se reduce al de Bekenstein y Mayo. 'Ac
tualmente queremos estudiar el caso en el que los valores de ~ son negativOs 
pero sin sin suposiciones extras como serían las condiciones de causalidad 
de Bekensteio, con las que se descartaó cierto rango para ~ < O en el caso 
estacionario w = o. 

§3.5 El teorema de no "pelo" en otros casos 

En esta secci6n queremos discutir la posible aplicación del teorema 3.1 a un 
par de casos. El primero consiste en una teoría de campo electro.magnéticC;' y 
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d~'cainpo escalar nol acoplados entre sÍ, la acción para esta teoría está dada 
por" 

(3.52) 

donde F"" = o.A. - o.A. es el tensor de Faraday y A. el potencial electr<>-
magÍlético.· ' 

En este caso TCIb = T~m) + T~:)y como los campos escalar y electro
magnético no están acoplados se satisfacen independientemente las ecua
ciones. de conservación 

~ ~. ("") - O 
V(l..lb - I 

..., - (.;) ~ O Vg,.lb -. 

(3.53) 

(3.54) 

El espacio-tiempo lo describiremos por la métrica de agujero negro estático 
y esféric~e~te sifuétrico que ya es usual: . 

ds2 = -¡Je-Udt2 + /L(-I)dr2 + r 2 (d02 + sen02 dcp2). (3.55) 

Usando eSta inétrica y suponiendo que A. = (A(r) , O, O, O) se et,lcuentra que 

. A,2 26 
T, ("") = T! ("") = -rt ("") =' -T" ("") = ___ e_ < O. 

r .'P 871'"- (3.56) 

. .~.! ... . ' ~ 

Primero notemos que si no tenemos campo escalar (basta con que tj1' == 
~e), -r: (91) ~ O, las ec~a.ciones·de 'Einstein tienen UDa soluci~~ de agujero 
negro estático y esféricamente simétrico: la solución de ROissner-Nordstrom.' 
Es por esto que el tenSor de energía,...mo~entO del campo electromagnético ' 
no puede satisfacer las condiciones del teorema. En efecto, este campo sí 
satisf"';e WEC per<> .' ' 

"~ .,' 

, ! - .. A,2e21 
ti., ("").- T! (=) =:2-- > O 
. r 811'" _- I 

. I 

, , 

lo que contradice la condición 3.25. 
Cu~ndo el campo ;;"'a1ar' no es nulo el tensor de 'energía-momento total 

sí satisface WEC pero tenemos 

,"!. • 

A,2e26 
T3'- T; = ~,"rP'2 + 2g;;- . 

Nó'es directo garaÍltizar que esta expresión sea menor o igual a cero (pedir' 
ésto nos lleva a una relación entre las derivadas de" tP, A Y. los coeficientes 
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de la métrica): Podemos intentar ir un poco más adelante para obtener, sólo 
una condiciÓn para l~ 'co~ponentes de r:(eml. Para esto, a partir' d~ 3.54 
cal.cnlamos 

e'(e-'r; (O))' = (3.57) 

, .... - 2:r[(/l- 1)(r. (O) - Ti (.;)) - (1 + 3/l)(r; (0)- ~:) - -

-87rr'(T,' (=)r; (o) - r: (O)r; (=))] 'i o':' 

El último término de esta expresión, que incluye .componentes del tensor 
de energía-momento electromagnético es positivo (de acuerdo a 3.56 y a q!.le 
el campo escalar satisface WEC) por lo que una construcción como la que 
nos llevó a demostrar el teorema 3.1 no sirve para analizar este caso. 

Por otro lado, ahora veamos que pasa si conocemos una solución exacta 
de las ecuaciones de Einstein. S6lo como un ejemplo tomaremos la solución 
dada en [1] para la acción: 

(3.58) 

Notemos que tenemos un signo positivo en ellagrangiano de campo escalar. 
Una solución exacta estática y esféricamente simétrica para las ecuaciones 
de Einstein 'correspondientes a esta acción está dada por el campo esCalar 

1 e 
9I(r) = -[B ± V2arcsenh( -)] 

" r 

donde B Y e son constantes de integración y la métrica: 

1 
da' = -di' + --dr' + r'(dO' + sen'Ud",2). 

1 + C' ... 

(3.59) 

(3.60) 

Es.ta métrica no corresponde a un agujero negro pues no presenta un hor
izonte de Killing. Los escalares Connados con el tensor de ruemann presentan 
una singularidad en T =. O, por ejemplo, el escalar de cUrVatur~ . 

C' 
R=-2,. 

r 

Notemos ~arnbién que el campo de Killing estacionario It 11 tiene nonp.a con- . 
stante. 
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Las co~ponentes mixtas del tens~r de eJeTgía moment~ es'tán 'dad~ ·por 

(3,61) 

Notemos que T; < O para todo r > O Y que esta solución no satisface 
WEC. En la demostración del teorema usábamos WEC para garantizar que 
para algún ro (el del ,horizonte) 7;(ro) ,< O; esta solución satisface'este re
querimiento automáticamente. Ahora, tenemos 

y . _",' "_' . (;2 
,Té -t: =-2-, - < O 

, l' Jt4r" 

por lo que, de acuerdo a"i~ ecuació~ 3'.24 se'Úene_que 
1;,. 

paratodar>O.',,~ _ '. . ' 
. Esta,. expr~i~~,~ CO~~!,~~~ a la!-l':le ,~,'p~~e en ~,te<?r~a. La componente 

r; tiene. el ,co~p~~~miep.~,o <;orr~tp.p~~ q~~ 1,a soluci?D sea asint6tic~ente 
pl~a y no se presenta ninguna contradicción. . 

. 1-' 
, , 

,> \~. e 
'- . 

, 'r' _ 1'" 

"~'O' 

, . 

'. 



Comentarios finales 

Ante las nuevas soluciones de agujero negro encontradas durante esta década 
es claro que 'la '''conjetura de no cabello" necesita ser reformulada. De 
cualquier fonna, parece ser que para agujeros negros estáticos con simetría 
esférica en teorías de campo escalar esta conjetura podría ser válida. El 
único contraejemplo que se conocía es el agujero negro BMBB pero ya hemos 
mencionado por qué no se puede considerar una solución de agujero negro. 
Para campos escalares reales y estacionarios mínimamente acoplados la con
jetura es cierta. Cuando el campo es real y no mínimamente acoplado hemos 
visto que si el coeficiente del escalar de curvatura que aparece en la acción 
es positivo no existen nuevas soluciones de agujeros negros. De este teorema 
concluimos que para el acople usual cuando ~ > O tampoco se encuentran 
nuevas soluciones. Para campo co~forme (€ = -fi y sin potencial) ten.emos 
un teroema de uno pelo" debido a Zannias. Para valores ~ < O diferentes al 
que produce el caso ~nforme sólo existen las dem05~raciones de Bekenstein y 
Mayo que, como ya discutimos, presentan problemas. Para estos casos hace 
falta una demostración con mayor precisión y que sólo dependa del compor
tamiento del campo y de la métrica (de acuerdo a la ecuación del campo y a 
la de Einstein) y no de consideraciones externas al sistema. 

Pero de acuerdo a los resultados del capítulo 3 podemos generalizar 
la conjetura a campos escalares complejos del tipo ,p(r)e-... •. En el caso 
mínimamente acoplado la conjetura es cierta y en el caso no mínimamente 
acoplado cuando la constante de acople e es positiva también hemos de
mostrado su validez. Logramos ésto bajo la suposición de que el campo 
permanezca finito en el exterior del agujero negro y aunque hay evidencias 
de que divergencias del campo producen comportamientos anómalos en las 
soluciones (como sucedió con el'agujero negro BMBB [43]) hace falta probar 
explícitamente que el campo no diverge. El caso e > o es directo pues medi
ante una transformación conforme siempre se puede transformar la acción a 
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una de campo mínimamente acoplado. 
En suma, aún se necesita demostrar que no hay "cabello" escalar no 

mínimamente acoplado para valores negativos de~. Esta demostración no 
parece ser tan directa como para el caso ~ > O. Las demostraciones que 
presentamos en este trabajo se aplican a agujeros negros con horizonte no 
extremo, vale la pena considerar la generalización de todos estos resultados 
a agujeros con horizonte extremo. 

Pero, ¿por qué los agujeros negros no presentan "cabello" escalar? Pode
mos asegurar que, en efecto, no se generan nuevos agujeros negros al consid
erar ca:mpos escalares pero nO,~omos capaces de explicar qué es exactament~ 
10 que impide que estos campos coexistan con agujeros negros. De hecho, IIDO 

quisiera poder determinar a priori si cierta teoría admite o no soluciones de, 
agujero negro. Al menos, como hemos probado en el capítulo 3, no es su
ficiente que la teoría también admita soluciones regulares. En este sentido 
todavía hace falta mucho por hacer.' , .' . 

, ' l J • ,,'i '. ,'" L,r 

-,¡ 

, " 

.. 
" 

q. ,1', 

," 
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Apéndice A 

Tensor de energía-momento y 
ecuaCión de movimiento del 
campo·escalar acoplado a la 
gravedad 

§A.l Tensor de energía-momento 

Vamos a obtener el tensor de energía-momento del campo escalar complejo 
4> a partir de variaciones de la métrica en -la acción: 

s =.f HI~R HI<¡WR - (1/2)V'·4>·V'.4> - Vld'x. (A.l) 1M 2K 

Donde yo a es el operador derivada asociado a la métrica gab! K = 81rG, 4> es 
el campo' escalar y V = V(I4>1l es el potencial de autointeracción del campo. 

Querernos encontrar una condición necesaria y suficiente para que varia
ciones de la acción óS sean nulas al hacer variaciones en la métrica ógo.b 
manteniendo el campo 4> constante. Todas las integrales, excepto donde se 
indique son sobre toda la variedad M y para ahorrar espacio suprimiremos 
el d4x de ~as integrales de volumen. Tenernos: 

liS = /? [H G" HI4>I') R] + ! IiIH( -~V'.q,.V'.4> - V(4)lll (A.2) 
. . 

El primer término del lado derecho de esta ecuación lo podemos expander de 
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• la siguiente manera: 

f 6 [A (2~ Hlt/>I'~ R] = f C~ Hlt/>I') [A6(gabR",,)+ R6AJ 

= f A (2~ Hlt/>I') (R"" - ~9abR) 6g
ab 

+ f A (2~ + elt/>I') gab6R"". (A.3) 

Donde hemos usado que 

re: 1 rabI .re;; ab 6y -g = --.--gogabg. = -,-y-ggab6g .. 
. 2Fg 2' .. " 

.. (AA) 

Se puede demostrar que existe una forma v. tal que (ver [46J, pág 453) 

Integrando esta expresión, por el teorema de Gauss tenemos: 

!. A g
ab6R"" =!. AV·v. = J. v. dE" = 0, .(A.6) 

M M 8M, . 

esta última integral es nula ya que estamos efectuando variaciones ógGb que 
son nulas en la frontera de M. Por otro lado, usando . e 

V·(It/>I'v.) = It/>I'v·v. + v. V·lt/>I' 
• 

y el teorema de Gauss para eliminar el término V·(It/>I'v.) tenemos 

fFYIt/>I'V·v. = - f Av. V·lt/>I' 

Notemos que 

= " - f AV.It/>'I[V'(6gab) - g"'V"(6g,,,)J. (A.7) 

•• 

multiplicando esta expresión por 9Gb obtenemos una ecuación análoga para 
V.(6g",)V·It/>I'. Sustituyendo A.S en A.7, integrando y usando de nuevo 

I 
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el teorema de Gauss se elimio'an ios términos correspondientes a 'fas di~~r.:J 
gencias. Usando ésto obtenemos finalmente para la última integral de l~ 
expresión A.3: .. 

J Fu(L +~I4>I'}g"6R,,¡, == J Fu~[g .. V',v"I4>I' - V'.V"I4>I'J6g". 
. . . . . .~~ 

El segundo término del lado derecho de la eco A.2 corresponde a la variación 
de la acción de materia del campo mínimamente acoplado. Toda la con
tribución del acople no mínimo del campo escalar con la gravitación al ten~' 
sor de energía-momento proviene de la ecuación A.9. Observemos, que agrega 
derivad"" del campo del tipo V'.(4)V'.4>). 

Para el último término de la ecuación A.2 tenemos: 
. 1 

Fu[~2 V' .4>'V'.4> 

-~g •• (-~V'.4>'V'.4> - V)J6g··. 
(A. lO) 

. En'toD~es, haciendo Gab ~ Roo - ~gabR, la variación de la acción a primer 
orden, ecuación A.2 queda . 

65= J Fu[(2~ HI4>I')G •• H(g"V"V"I4>I'-V'.V'~F/JI') 
-~V'.4>'V'.4> - ~g .. (-~V'.4>'V'.4>- V)J6g··. (A.11) 

Esta variación es nula' si y sólo si 

(L +~I4>I') G .. = ~(V'.V'MI' - gabV',V"I4>I') 

+4V'.4>,V'.4>+ ~g •• (-~V'.4>'V'.4>- v) 
(A.l2) 

que se puede expresar 'como 
-',' 

'G - " [2<T(() T(m'nl] - T 
•• - 1 + 2,,~I4>I' .' •• +.. -" •• (A.l3) 

donde 
(A.l4) 



74 

es la contribución al tensor de energía-momento asociada al acople no mínimo 
(U O), y 

(A.15) 

Cuando el acople es mínimo (e = O) esta última expresión corresponde al 
tensor de energía-momento del campo escalar. Al término 

1 

1 +2~1t¡l1' 

se le interpreta como la constante gravitacional efectiva (ver la sección §2.2.2). 

§A.2 Ecuación de movimiento del campo es
calar complejo 

La condición que Qace que la variación a primer orden de la. acción A.l re
speCto a variaciones del campo manteniendo la métrica constante sea nula es 
la ecuaci6n de movimiento .del campo. Consideraremos .variaciones indepen
dientes de la parte real ót¡l, e imaginaria ót¡\, del campo' t¡I = t¡I, + it¡l,: ", " . 

Usando que . 

. 'il.t¡I"'il.t¡I = 'il.t¡I,'il.t¡I, + 'il't¡I,'il.t¡\, 

Y aplicando el teo~ema de Gauss tenemos '. . ~ . 

El potencial es función de t¡I, y t¡I" entonces 

i:lV av 
óV = at¡l, ót¡l, + at¡l, ót¡l,. (A.17) 

La variación de la acción, ecuación A.16, la podemos escribir ahora como 

liS = f Al (2~Rt¡I, + 'il''il.t¡I, - ::,) li,t¡I, 

+ (2~Rt¡I, + 'il''il.t¡\, - :~) ót¡\,l (A. lB) 
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Como las variaciones Ó<Pl y óch son independientes la variación ÓS será 
nula si y sólo si 

".".4>, + 2E.R4>, = !~ 
para i = 1,2 simultáneamente, esto es, si: 

que es la ecuac.ión de movimiento del campo escalar. 

'" 

(A.19) 

(A.20) 


