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PREFACIO

En el presente trabajo se hacen construcciones elementales con regla y compas, se
construyen, con regla y compas, poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 10, 15 y 17 lados,
se demuestra la imposibilidad de resolver con regla y compas los problemas clasicos
griegos de la duplicacion del cubo, de 1a cuadratura del circulo, y el de la triseccion
de un angulo, que consisten respectivamente en construir con regla y compis un
cubo de volumen el doble al de un cubo dado, un cuadrado de drea igual a la de un
circulo dado y trisectar un angulo dado. También se da una solucidén a estos

problemas usando otras herramientas.

Se han incluido cuatro apéndices. En los tres primeros se comenta sobre el
posible origen de los problemas clasicos griegos y se mencionan algunos
matematicos griegos que intentaron resolverlos, o que propusieron diversas formas
de como resolver estos problemas. Para la elaboraciéon de estos apéndices se
consulté [4 1, [8],[ 9], [14 ], y [16 ]. En el cuarto apéndice se hace una breve
resefia historica de la vida y obra del matematico Karl Friedrich Gauss, ya que fue €l
quien di6 una caracterizacién de los poligonos regulares que son construibles con

regla y compas. El material de este apéndice setomdéde [ 1]y {17]

El contenido de esta tesis esta presentado de tal forma que pueda ser consultado
tanto por estudiantes de licenciatura, asi como por estudiantes de bachillerato.
Ademds intenta proporcionar a los interesados en el tema un conocimiento que va

mas alla de lo elemental, sin abrumarlo con teoria excesiva,
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INTRODUCCION

En las construcciones geométricas con regla y compas, la regla es un instru-
mento con el cual s6lo se pueden trazar rectas que pasen por puntos dados del plano,
y el compis es un instrumento con el que sélo se puede trazar circunferencias que
tienen su centro en un punto dado y cuyo radio es la distancia entre dos puntos -

dados del plano.

Con estas restricciones se puede construir el punto medio de un segmento, 0
dividir un segmento dado en » partes iguales, trazar la bisectriz de un éngulo, trazar
una paralela a una recta dada por un punto exterior dado, se pueden construir
segmentos de longitud p+q, p-q9 (P>q). pg vy p/q, silos segmentos de
longitud p y g son dados o son construibles; también se puede inscribir en una

circunferencia un pentagono regular, etc.

Los antiguos gedmetras griegos desarrollaron construcciones de ciertos
poligonos regulares usando solamente regla y compas. Dichas construcciones se
basan en la construccién del cuadrado, del tridngulo equilatero y del pentagono
regular. Por ejemplo, la construccion del poligono regular de 15 lados fue obtenida
por medio de una combinacién de construcciones del triangulo y pentagono, un

octagono regular fue construido, a partir de un cuadrado, bisectando angulos.



El proceso de duplicar el nimero de lados de un poligono regular permitid a los
antiguos geometras de la antigua Grecia, trazar poligonos regulares de 4, 8, 16, 32,

03,6, 12,24, ...:5, 10, 20, 40,... ; 13, 30, 60, 120, ..., lados.

En los tiempos de Euclides (325 ac.) , los tunicos poligonos regulares

construibles con regla y compas de un nimero primo de lados eran el tridngulo v el

pentagono.

Es importante mencionar que durante varios siglos, ninguna construccidn con
regla y compas de poligonos regulares de un nimero primo de lados fue anexada a
las ya conocidas en la antigua Grecia, hasta que en marzo de 1796, Karl Friedrich
Gauss prob6, que es posible construir un poligono regular de 17 fados con regla y
compas. Se dice que este hecho hizo que Gauss se dedicara a las matematicas, pues

hasta ese momento no s¢ habia decidido entre las matemadticas y 1a filologia [ 1 ].

Durante mas de 2000 aiios no se pudieron resolver los problemas clasicos
griegos de la duplicacion del cubo, el de la cuadratura del circulo y el de la
triseccion del angulo, que consisten respectivamente en construir con regla y compas
un cubo de volumen el doble al de un cubo dado, un cuadrado de area igual a la de
un circulo dado y trisectar un angulo dado  En el siglo XIX se probé que es

imposible realizar dichas construcciones si sdlo se utiliza regla y compas.



CAPITULO 1
CONSTRUCCIONES ELEMENTALES CON REGLA Y COMPAS

En este capitulo se define cuando un punto P del plano es construible con regla
y compas a partir de un subconjunto X de! plano y se realizan algunas

construcciones elementales.

Definicion 1.1. Si X es un subconjunto de R, se dice que un punto P de R® es
construible con regla y compds en un paso a partir de X, si P es 1a interseccién de
dos rectas que pasan por puntos de X o la interseccion de una recta que pasa por
puntos de X con un circulo con centro en un punto de X y radio igual a la distancia
entre dos puntos de X o de ta interseccidn de dos circulos con centro en puntos de X

y radio igual a la distancia entre dos puntos de X.

Definicién 1.2. Un punto P de R? es construible con regla y compas a partir de un
subconfunto X de R? si, y s0lo si, existen Py, Py, ..., P, =P, puntos de Rz, tales
que, P, es construible en un paso a partir de Xy =Xy Pjes construible en un paso a

partir de X U{Py, Py, ..., Pi}= X i paracadai=2,3,..n.



Ejemplos de construcciones con regla y compas:

Ejemplo 1.1
Dados los puntos R; y R; en el plano, con R, diferente de R; construir un segmento
de longited 2d( R, R;}, con df R;, R;) 1a distancia entre los puntos R; y R».
Construccidn:

1. Trazar larecta! que pasa por los puntos R; y Rz . ( ver fig. 1.1).

2. Con centro en R; y radio r = d(R,,R;) trazar la circunferencia C.

3. Sea R; el punto de interseccion de C con la recta l.

Se afirma que, el segmento R,R, tiene longitud 2d(R;, Ry} .

R; Rz Rg

Figura 1.1

Justificacién. Como R;R; es un didmetro de la circunferencia con centro en R y

radio ¥ = d (R, Ry), entonceslad(R;, R; }=2r=2d(R;,. R;). nm



Ejemple 1.2
Dados dos puntos Ry y R; en el plano, con R, diferente de R; construir el punto
medio del segmento R,R, .
Construccién:
1. Trazar la recta! que pasa por los puntos Rpy R, . (ver fig. 1.2).
2. Con centro en R; y radio r = d{ Ry, R, ) trazar la circunferencia C.
3. Con centro en Ry y radio r trazar la circunferencia C;,
4. Sean R; y R; los puntos de interseccion de Cy C.
5. Trazar la recta! | que pasa por los puntos R; y R,

6. Sea R, el punto de interseccidn de l con la recta! .

Se tiene que , R, es el punto medio del segmento R,R, .

o R . c

Rg R4 'R; t

R;

Figurz 1.2
Justificacion. Como df R, R;) =d( Ry, R} =1,

d(R], R3) zd(Rg, Rj) =ry

d(Rz. R3) = d(Rz, Rj) s los triéngulos



ARR:R; vy 4 RgR2R; son congruentes , por consiguiente

ZRoRoR; = 2 RiR:R; , esto es £ RoRoRy = £ RiR: R,

Como df R;, R2) = d(Re Ry}, d( Ry, Re) = d( Ry, Ry £ ReR:Ry = £ RIR:R,,
los tridgngulos 4 R;R:R, y A ReR:R, son congruentes,

por lo tanto d( R R, ) = d( Ry, R;)y Ry es el punto medio del segmento RR,. m

Ejemplo 1.3
Dada la recta! y un punto Ry sobre la recta, trazar una perpendicular al que pase
por el punto Ry.
Construccién:
1. Sea R; un punto sobre !, con R; #Ry . (ver fig. 1.3).
2. Con centro en Ry y radio r = d{ Ry, R;) trazar la circunferencia C .
3. Sea R; el punto de interseccién de Cy [, con R, #R;.
4. Con centro en R; y radio r; = d{ R, R;) trazar la circunferencia C.
5. Con centro en R; y radio r, trazar la circunferencia C.
6. Sea R un punto de interseccion C;y C,.

Se afirma que , la recta que pasa por R; y Rp €5 la perpendiculara (.

Justificacién, El AR;RR; es congruente al AR RyR; ya que
d( Ry R;) =d(R, R;) =d(Rs Ry),
d( R Ro) = d( R R = 5 d(Ri Ry) ¥
d( Ro, Rs) = d( Ro, R3).
Por lo tanto, =" R:RgR; = £ RiReR; y siendo angulos suplementarios, entonces

< R:RR; es recto. Esto es, la recta que pasa por Rpy R; es perpendicularal. #



R,r- RG I

Figura 1.3

Ejemplo 1.4
Dada larecta! y un punto Ry en el plano que no pertenezca a {, trazar una perpen-
dicular a ! que pase por el punto Ry.
Construccion;
1. Sea R; un punto sobre {. (ver fig 1.4).
2. Con centro en Ry y radio » = d( Ry, R;) trazar la circunferencia C,
3. Sean R; y R, los puntos de interseccién de C y L.
4. 8i R; = Ry, se puede probar facilmente que la recta que pasa por Ry y R; es
12 perpendicular a{ .
5.Si R; =Ry, con centro R; y radio r trazar la circunferencia C;.
6. Con centro en R; y radio r trazar la circunferencia C».

7. Sea R; el punto de interseccion de Cy y Cy, con R; # Re.



8. Trazar la recta [, que pasa por Ry y R; y sea R, la interseccién f; y €.

Se afirma que , la recta [ es perpendicular aty pasa por Ry.

R;

£

Figura §.4

Justificacion. A R;R,R; es congruente al 4 R;R.H;  porque
d{ Ry, Ry) = df Ry, Ry),
df Ry R3) =d(R; Rs),
d{ Rp, R3} = d{ Ry, Rs).
Por lo tanto 2 R;RoRy = £ RRelRy.
Luego A R;RyR; es congruente al A RRyR;
por tener respectivamente iguales dos lados y e! angulo comprendido
entre esos dos lados.
Como d{ R}, Rp) = d{ Ry Ro), esto implica que
Z R,RRy = £ R:RRy. Como son angulos suplementarios, entonces

2 RiR Ry es un angulo recto. W



Ejemple 1.5
Dada la recta{ y un punto R en el plano que no pertenezca a £, construir una recta
paralela a { que pase por Rp.
Construccion:
1. Por R, trazar la recta | perpendicular al
2. Sea R, el punto de interseccidon de ? | y i,
3. Por Ry trazar la recta { ; perpendiculara! ).

Se afirma que, la recta f ; es paralela a !y pasa por R,.

£y
Ry
£
R; ¢
Figura 1.5

Justificacién, Ya que el angulo que forman las rectas{y ! es recto y el angulo que

forman las rectas{ > y { | es recto, entonces [ y { ; son paralelas. [ ]
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Ejemplo 1.6
Dados dos segmentos de longitudes py ¢ con g <p, construir un segmento cuya
longitud sea p + q.
Construccibn:
1. Sea PR el segmento dado de longitud p.
2. Sea QS el segmento dado de longitud 4.
3. Trazar larecta f que pasa por los puntos Py R.

4. Con centro en K yradio dado df (0, §) = g, trazar

la circunferencia C. Sea R, el punto de interseccion de Cy £
que no esté en el segmento PR ( ver fig. 1.6).
Se afirma que, el segmento PR, tiene longitud p + q.

—

0 s c

Figura 1.6

Justificacion. d(P, R)=pyd(R R,} = q = radio de C.
Porlotanto, d(P, Ry} =d(P,R})+d(R R;)=p+q W

Observacién. Cuando se dice que se tiene un segmento PR de longitud p, se supone

que se tiene dos puntos 4 y B cuya distancia se toma como unidad.
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Ejemplo 1.7

Dados dos segmentos de longitudes p y g, con g < p, construir un segmento cuya

longitud seap - g.

Construccion:

1.

2.

Sea PR el segmento cuya longitud es p. (ver fig. 1.7).

Sea O S el segmento cuya longitud es g.

Trazar la recta { que pasa por los puntos Py R

Concentroen Ryradiodadod{ (, S} =¢q

trazar la circunferencia C. Sea R, ¢l punto de interseccion de C y i

tal que R, es un punto del segmento PR .

Se afirma que, el segmento PR, tiene longitud p - ¢.

bt rdf
O S C
I P-4 !
P Ry R £
Figura 1.7

Justificacién. df P, R)=pyd( R, R} =g =radiode C.
Porlotanto,df P, R;)=d(P,R)-d(R.R)=p-q. m



Ejemplo 1.8

12

Dados dos segmentos en el plano PQ y RS de longitud p y g respectivamente,

construir un segmento de longitud p g.

Construccién:

1.
2,

3.

Sig = 1 el problema es trivial, supéngase que ¢ # 1/
Trazar la recta { que pasa por los puntos Py {

Por el punto P trazar la recta{ perpendicular a

Sobre lIa recta { , construyamos el segmento PR, , tal que d(P, Ry) = 1

Sobre la misma recta { | tracemos ¢l segmento m .
de modo que d{ P, R;) = q.

Trazar la recta { ; que pasa por los puntos R; y

Por el punto R, trazar la recta | 3 que sea paralelaa!,

y sea R; el punto de interseccién def3 y L.

Se afirma que, el segmento PR, tiene longitud pg.

| 9 | €
R s R
1 N
—
B e R
, ¢
P 0 Rs

Figura 1.8
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Justificacion. Por construccion AR, PQ ~ AR,PR;, ya que sus angulos
correspondientes son iguales.

Por lo tanto, sus lados son proporcionales, esto es :

1 _»
q - d(P.R,)
de donde
dP.R)=pq W
Ejemplo 1.9

Dados dos segmentos PQ y R S en el plano de longitud p y g respectivamente, con
g =0, construir un segmento de longitud L
q

Construccion;

1. Trazar la recta{ que pasa por los puntos Py . (ver fig. 1.9).

2. Porel punto P trazar larecta ! perpendicular ai.
3. Trazar sobre larecta! | el segmento PR,, tal que d( P, R;) = 1.

4. Sobre la misma recta{ ,, trazar el segmento PR,,
de modo que df P, R;) = q.
5. Trazar la recta!; que pasa por los puntos R; y .
6. Por el punto R, trazar la recta {3 que sea paralelaalz, sea R;

el punto de interseccién de f 3 y 1.

Se afirma que, el segmento PR, tiene longitud 2
q



BLETA

~J*
\ ¢

3 Q

Figura 1.9

Justificacién. Por construcciéon AR;PR; ~AR,PQ, ya que sus angulos
correspondientes son iguales y en consecuencia sus lados correspondientes

proporcionales, esto es:

de donde

Ejemplo 1.10
Construir la bisectriz de un angulo 6.
.Construccién:
1. SeaA el vértice del angulo ©.
2. Con centro en A, tracese la circunferencia de C de radio 1.
3. Sean R,y R; los puntos de interseccidn de la circunferencia C con

los lados del angulo 8.

14
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4. Trazar la circunferencia C; con centro en R, y radio 1.
5. Tracese la circunferencia C;con centro en Ry radio 1.
6. Sea Rjel punto de interseccion de C; y Crcon Ry # 4.
7

Trazar la recta! que pasa por los puntos 4 y R;.

Se afirma que, 1a recta ! es la bisectriz del angulo 8.

Figura .10

Justificacion. Como df A, Ry ) =d (A R:), d(A R;)=d{A R;)y
d(R; Ry) =d{ Ry R;) los triangulos 4 R;AR; y 4 R,AR; son congruentes,
por consiguiente 2 RiAR; = ZR3AR;,

por lo tanto al recta ! es la bisectriz del angulo 0. m
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Ejemplo 1.11
Dado el segmento R,R, en el plano de longitud p, construir un segmento
de longited |/p .
Construccién:
1. Trazar la recta { que pasa por los puntos Ry y R,.
2. Construir sobre la recta { el segmento R,R,, tal que df R;,R,) = !
como se muestra en la fig. 1.11.
3. Por R, trazar larecta !, perpendiculara | .
4. Construir R; punto medio del segmento ﬂ;
5. Con centro en R; y radio = d( Ry, R;), trazar la circunferencia C

y sea Ry el punto de interseccion de C cont ).

Se afirma que, el segmento R,R, tiene longitud \fp .

R, R, R, | R, t

Figura 1.1}
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Justificactén. El £ RyR.R; es un angulo inscrito en la circunferencia C y abarca un
diametro, por lo tanto es un dngulo recto y el ARR,R; ¢s triangulo rectangulo.
La altura R,R, del tridngulo rectangulo ARyR,R, divide a éste en los tmangulos

d(R,.R) d(R,,R)
d(R-thl) N d(Rlsz) '

ARR Ry y ARRR; que son semejantes, por lo tanto

Six =d(R, Ry, comodf Ry, Ry} =pyd{R, Ry =1, entonces se tiene que

£=£, luego
x 1

“=p, esdecir

x=J; | |



CAPITULO 2

CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS

DE POLIGONOS REGULARES DE 3, 4,5, 6,10, 15y 17 LADOS

En este capitulo se construye con regla y compds un tridngulo equilatero, un

cuadrado, un pentagono, un hexagono, un decagono, un pentadecigono y un

heptadecagono.

2.1 Dada la circunferencia C con centro en Ry y radio r, construir un cuadrado

inscrito en la circunferencia C.

Construccidn:

1.
2.
3.

4.

Sea ! una recta que pasa por Ry.
Sean R; y R; los puntos de interseccion de C y [ .( ver fig. 2.1).
Trazar ! | 1a perpendicular a ! que pase por R,.

Sean R; y R, los puntos de interseccion de !, con C.

Se tiene que, los puntos R;, R;, Ry y R, son los vértices del cuadrado.

18
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R;

Ry

Figura 2.1

Justificacién. Los triangulos ARyR;R;, AR,R;R,, ARRR, y ARGR ;R son isdsceles,
puesto que, df Ry, R;} = d(Ro. R3) =d{ Ry, R;) =d{ Ry, R;) = radio de C .

Por lo tanto, los ARgRR; , ARyR;R; ARsRR,y ARGR R, son congruentes,

porque tienen respectivamente iguales dos lados y el éngulo comprendido entre ellos
igual.

Porlo tanto, df Ry, R;) = d( Rs, R;) = d{ Ry, R;) = d{ Ry Ry),

y en consecuencia los puntos R, R;, R,y R, son los vértices del cuadrado. ™



2.2 Dada la circunferencia C con centro en Rp y radio r, construir un hexagono
regular inscrito en la circunferencia C.
Construccidn:

1. Sea R; un punto sobre C. (ver fig. 2.2.).

2. Con centro en R; y radio r trazar la circunferencia C; y sea R».

un punto de la interseccién de C, con C.

Se tiene que, el segmento R R, es un lado del hexdgono.

Ci
C
R,
—
Figura 2.2

Justificacion. El A Rp R; R; es equilétero puesto que,
d(Ro R} =d(Ro Ry) =radiode C =r=radiode C; =d (R, R;)

Por lo tanto, el LR:RyR,; = éz = é.?:r y el segmento R R,

es uno de fos lados del hexagono regular. m

20
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2.3 Dada la circunferencia C con centro en Ry y radio dado, construir un triingulo
equilatero inscrito en la circunferencia C.
Construccion:
1. Se construye un hexdgono regular inscrito en la circunferencia C.
(ver fig. 2.3).
2. Sean Ry, Ry, Ry, Ry, R5 v R los vértices consecutivos del hexagono.

Se tiene que, los puntos Ry, R;, y Ry son los vértices del triangulo equilatero.

Ry

Figura 2.3

Justificacién. El AR RuR; y el AR;RpR;5 son congruentes porgue
d(Ro, Ry} = d(Ry, Ry) = d(Ry, Ry} y £ RiRyR; = £ R3RyRs,

por lotanto df Ry, R;) = d{ R;, Rs ).

Analogamente df R;, Rs) =d{Rs, R;),

por consiguiente el AR R;Rs es equilatero. W
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2.4 Construccion con regla y compas de un decagono regular.

Supodngase que se tiene inscrito un decagono regular en un circulo con centro en O

de radio r = 1, con vértices 4, A, . . ., Ajp (verfig. 2.4),

A4 AJ

Figura 2.4
El angulo que forman los radios OA; y O4;es de 36°.

El triangulo 4 QA;4; es isdsceles, por consiguiente
LO0A A= ZAA0 =6,
como 26+ 36° =180 ° entonces
28 =144°
g=72°
Si trazamos la bisectriz del angulo £ 4,40 y si E ¢s la interseccion de ésta con el
radio OA; , como el angulo £ A,4.E = 36 °, entonces

ZAzEA; = ZEA;A; =72°



23

Y por consiguiente d { A2, E) =d (A, Az).

Como el L E4,0 = £ A4;0F = 36 °, el triangulo A4 OFA; es isdsceles y por
consiguiente d (O, £} =d(A; E)y porlotanto d( O, E )= d (A, 4.
Six=d(A, A),comox=d (O E), x<l,yd(E A;)=1-x

Como los tridngulos A 4;4:F y A Ay04,; son semejantes, entonces

x 1 . , .
T3 Y esto se cumple, si, y solo si,

¥’ =1-x si,vy sdlosi,

¥ +x-1=0 si,ysolosi,

. . . X ! .
Inversamente si se tiene un segmento de longitud x, tal que T es decir un
-x x

—-1+43

P que es menor que 1 y construible con regla v

segmento de longitud x =

compas, probaremos que se puede construir con regla y compés un poligono regular

de 10 lados inscrito en un circule de radio uno, con x la longitud de cada lado del

poligeno.

2.5 Sixeslalongitud de un segmento tal que ﬁ = % . Construir con reglay

compas un decdgono regular de lado x, inscrito en un circulo de radio 1.
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Construccién
1. Sea O el centro de la circunferencia C de radio 1 y A un punto de C.
2. Con centro en A trazamos un circulo de radio x, y sea B un punto de

interseccion de este circulo con el circulo dado.(ver fig. 2.5).

Se tiene que, 4B es el lado de un decégono regular inscrito en C.

Figura 2.5

Justificacién. Sea F un punto entre el segmento 04 tal que d (0, F) =x
El triangulo A4 OAB y el trianguto A BAF tienen un 4ngulo en comun,

2 BAF = 2 0AB , ademas B__A:g__i porque in.
FA AB I-x x

Por lo tanto, los tridngulos A OAB y 4 BAF son semejantes
y como el triangulo 4 OA‘B es isosceles, entonces el tridngulo A BAF es isosceles,

portantod (B, F) =d (A B)=x y £ FAB = £BFA =0.
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Ya que el A OFB es isosceles, entonces £ BOF = £ FBO = «.
Se tiene que 2a =4,

y como 28+a =180°,

entonces Sa =180°,

@ =36° y porlotanto, AB es el lado del decagono. W

Observacién. De lafig. 2.4

se tiene que x=—i+£ , §=36°
2 2
O—A,:+ O_A_,! ~ Zeosy = A,A12 = x’
2cosp = OA, + O4, - x’
I _(_i+£] _2+245
2 2 )
luego cos ¢ = 1+;/3 esdecir, cos 36° = 12‘5

Observacion. La funcion coseno es inyectiva, continua en [ 0, 7], toma valores
de [-1, 1],y por consiguiente para caday €[ -1, 1] , existe un angulo, y sélo un
a e[ 0, ], tal que cos = y.

De la figura 2.5, para probar que AB es el lado del decagono, basta hacer ver que

1++43

T con = 2BOA .

cos a =

En efecto, 2cosa = OA + OB - x?

o _(_i+[§]z 2+ 2405

2 2) 4

H

1+45

entonces cos ¢ = y y a= 36°.
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2.6 Otra construccion con regla y compés de un decagono regular.
Construccion:
1. Sea C uncirculo de radio 7 con centro en O, A un punto de C'y P el punto

medio de OA.(ver fig. 2.6).

2. Trazar el circulo C; con centro en Py radio %

3. Sea OB un radio de C, perpendicular a OA.

4. Trazarlarectalquepasapor By P.

5. Sean Ry S los puntos de interseccion de  con C,.

6. Con centro en B, trazar un circulo C; de radio d(B, R)

y sean My N las intersecciones de C; con C.

Se tiene que, el segmento BM es uno de los lados de un decagono inscrito en la

circunferencia C.

\B C;

A

Ci h)

Figura 2.6
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Justificacién. Si x es la longitud del segmento BR, probaremos que I_L =
-X

Y

= |~

por consiguiente BR es un lado del decagono.

Los triangulos A BRO y A BSO son semejantes porque los angulos £ SBO, £ BOSy
£ OSB del trisngulo A BSO son respectivamente iguales a los dngulos £ RBO,

£ ORB,y £ BOR del tridngulo A BRO.

En efecto £ RBO = £ SBO, ahora veamos que £ BOS = £ ORB.

Si Tes la interseccion de la recta tangente al circulo C; en ¢l punto R con el

radio df O, B) se tiene que £ TOR= £ TRO,

Como L ROS=ZTRB=90"

entonces £ TOR+ ZROS=ZTRO+ £ TRB

Por lo tanto, £ ORB = £ BOS, lo que implica que £ BOR= £ 0SB

Como los triangulos A BRO y A RSO son semejantes, se tiene

B_B0
OB BR
Por lo tanto JH']=—1l
i) X
1
De donde x==-1
X
f-x
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2.7 Construcei6n con regla y compds de un pentagono.

SiA,, Ay Az, A As, As Ay, As A Ajg son los vértices consecutivos de un decagono

y se trazan los segmentos A4, 4,, 4,4,, 4,4,. 4, 4,. y A, 4, , estos segmentos son los
lados de un pentagono regular y por consiguiente se tiene una construccion con regla

y comp4s de un pentagono regular.

A continuacién daremos una construccién con regla y compés de un pentagono

regular la cual se le atribuye a Ptolomeo [ 3 ].

2.8 Inscribir un pentagono regular en una circunferencia C de radio /
con centro O.

Construccidén:

1. SeaA un punto de Cy P el punto medio de OA.(ver fig. 2.8 ).

2. Sead(O. B} unradio de C, perpendicular a O4.

3. Trazar el circulo C; con centro en Py radiod ( P, B ) y sea Fel

punto de interseccion de C, con la recta OA en el interior de C.

4. Con centro en B se traza un circulo C; conradiod (B, F ).

Si O es un punto de interseccion de C: con C, el segmento BQ es uno de los lados

de un pentagono inscrito en el circulo C.



Figura2 8

Justificacion. Probaremos que el angulo ¢ = £'BOQ esiguala 72°,

( verfig. 2.8a).

Si y es 1a longitud del segmento BO , y es la longitud del segmento BF .

29



Figura 2.8a

Si a es la longitud del segmento BP, a es la longitud del segmento PF,

entonces x =a - é es la longitud del segmento FO.

Comoa= £ , x=—i+£ .
2 2 2

2
P=1+x =1+(—i+£J = 10-2J5 .
2 2 4

Por la ley de los cosenos, en el tiangulo A BOQ , se tiene que !

10-235
4

y2=1+1-2cos¢,2cos¢=2-yz=2-

30
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5-J5 _—1+45
entonces cos ¢ =1 - T a1

1+45

5loue
4’q

-]+J§

4

Hemos visto que cos 36°=

implica que cos 72°=

—1+435

4

como 0 < ¢ m,y,co5 =

esto implicaque ¢ = 72° W

2.9 Dada la circunferencia C con centro en Rp y radio r, construir un pentadecagono
regular inscrito en la circunferencia C.
Construccion:
1. Se construye un triangulo equildtero inscrito en la circunferencia C
(ver fig. 2.9).
2. Sean A, By H los vértices consecutivos de este tridngulo.
3. Se construye un pentagono regular inscrito en la circunferencia C de
tal forma que A sea uno de sus vértices.
4. Sean A, D, E, F, y G los vértices consecutivos del pentagono.
5. Sea () un punto sobre C que se obtiene al restar tres veces el arco AD del

doble del arco AB.

Se afirma que, el segmento AQ es uno de los lados del pentadecagono regular.
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Figura 2.9

Justificacion. El arco AB es un -;— del total de ta circunferencia Cy el arco AD es

! . .
un = de la circunferencia C.
5

Ya que la circunferencia es de radio r, el perimetro de C es igual 277y entonces el

. 2 . .
arco AB es de longitud 3™y el arco AD tiene longitud % ar,

. 2 2
por lo tanto, el arco AQ mide 2 37" 3 —m =

5

= 1’.:vr£2—3)-£ + 2”__(—2)r

: (2(5)+3(—3)) 2nr

=2rr| ————| =——
15 15

y por lo tanto el segmento AQ es uno de los lados del pentadecagono regular. ®
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2.10 Construccién del heptadecagono regular con regla y compas.

Sea C el circulo con centro en {0, 0 } y radio /.
Se quiere contruir un poligono regular de 17 lados con vertices

Py, P1, Py, P, ... Pige C,Po=(1.0)y P:=P=(cosi_7;,seni_f;).

Sea 6= 2., X=7(0,0)y(1,0)}

Para construir con regla y compas el punto P = ( cos i—’; sen i—’; ) apartirde X, es

. . 2 .
equivalente a construir e} punto Q = ( -:‘os}—;r . 0) a partir de X.
Para construir Q a partir de X es suficiente construir un segmento

de longitud cos i—f; .

. 2
Si 9= L , Ssean
17

co=cos0O+isen08, g,=cosl@+isenld,
£,=cos2@+isen2@,...,e.5=cosl68+isenli6 Q.
Eag. €4,..., Esg Sonlasraices de t7-1=0.
gr=cos K@+ isenk8 y

7. =cos(17-k)@+isen(17-k})@ sonconjugados
para cada [ <k <16, en efecto,

Egr.x =cos(17-k})@+isen(17-k)8



2z 2r
cos ( )17 isen( )17
=cos(-k-——2”+2:r)+ isen(-kﬂr—-!-Zn')
17 17
27 . 2z
- .k.—.—.— + .k_
cos { 17) i sen (- 17)

_ LLW 2y = -
=cos (k 17) isen(k 17) & =cosk@-isenk 0

£17.4 =& ,dedonde cosk@=cos(17-k) 0 ,ysi
I <k<i16 , entonces
E 7.k +£k:2005k8 (1)
Sean x;, X3, Y1, ¥2 Va Y« € Ctales que
Xy =gyt EgtEpytEtEsTEgtESTES
= (g1 +E15)(Es+E9) H(E4+E13) T(E2TELs)
Xz =E3t EpgtEstEtTETEITE ) TES
= (E3+E14)F(E7+E 1) H(EsHE ) H(E1 +E6)
Y1 =&y *Ey e TEY
=(g;+€15) (615 7€4)
Y2 TEgtEsteste;

=(cotes)*(Es5TE2)

34



Y3 SE3testeEnten
=(es+en)t(estern)

Ya T EppTE TE;TES
=(E10+E7)7(611+E6)

Por ( 1) se tiene que:

x; =2(cos@+cos88@+cos+8+cos2b)
x;, =2(cos36+cos78+cos3f+cos66)
¥ =2(cos @+cos48)

vy =2(cos88+cos28)
y3 =2(cos38+cos58)

vy =2(cos78+cos68)

17

Como 1, £;,&7,E3,..., &5 sonlaraices de r*7 -1, setiene que
l+tegrte,T€3+...+ &, =

Por lo tanto E1F EFTEFT... T Eg =-]

de donde se sigue que x;+x; =-1/

Si m2n , setiene que

2cosmbcosn@=cos{m+n)@+cos(m-n}8 (2)

35



Como x;x,= 2(2cos38 cos @+ 2cos 36 cos 88+ 2cos 38cos 40+
+ 2 cos 38cos 28 +2 cos 78cosO + 2 cos 7@ cos 88+
+ 2 cos 7@ cos 48 +2 cos 78 cos 28 +2 cos 50cos 8 +
+ 2 cos 58cos 88 +2 cos 3G cos 46+ 2 cos 58cos 26+
+ 2 cos 68 cos 0+2 cos 68 cos 86 +2 cos 68 cos 16 +
+2 cos 68cos 28 }

Por { 2 ) se tiene que

= 2[(cos48+cos 28) +(cos 118+ cos 38) + (cos 78 +cos 0)+
+ (cos 38 +cos 8)+( cos 89 + cos 68) +(cos 156+ cos 8) +
+ (cos 118 +cos 38) +(cos 98 +cos 38) +( cos 66 +cos 48) +
+ (cos 130 +cos 38) +(cos 98 +cos @) +(cos 78 + cos 36) +
+(cos 78+ cos 38) + (cos 146 +cos 20} +( cos 108 +cos 26}
+(cos 88 + cos 48)]

= 2 [(cos+0-+cos28)+(cos 66+ cos 58) +(cos 78 +cos 6)+
+(cos 36 +cos §)+(cos 88 + cos 68) +(cos 28+ cos )+
+ {cos 60 +cos 38) +(cos 86 +cos 38) +( cos 68 +cos 46) +
+ (cos 46 +cos 38 ) +( cos 88 +cos 8)+( cos 78 + cos 38) +
+(cos 78+ cos 38) +(cos 38 +cos 28) +(cos 70 +cos 28)
+( cos 86 + cos 48)]

= 2[4 (cos 40+ cos 26+ cos 68+ cos 38+ cos 76 + cos 6+

+ cos 88 + +cos 38)]
= 4[2cos @+2cos20+ 2cos 30+ 2cos 48+ 2cos 50+

+2cos 60+ 2cos 760+2cos 88 )]
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il

4f(e,+615) +(E2+Eps) v (Est ) H(E4tE13) +

+(esten)t(esren)+r(e;+€n0)+ (65t €9)]

4(-1)=-4
Porlotanto, x;x,=-4 ycomosetieneque x;+x;=-1I ,entonces
X, X sonraices del polinomio:
t?+1-4 (3), yademds x; > x, porquex; < 0
vaque cos78+cos38<0.
yityr=2(cos@+cos40+cos88+cos28)=x,
yivai= 2(2cos88cos@+2cos8 Bcos4 @+ 2cos28cos G+
+2cos28cos48)
= 2{cos90+cos78+cos380+cos48+cos3f+cosd+
+eos68+cos20)
= 2fcos@+cos20+cos30+cos4f+cos58 +cos7 O+
+cos8 0)
= (eytE)t{errE)rl(esten)y (€4t En)t
+(gstep)t(esten)+* (er+ &)+ (E5+89)=-1
Porlotanto y,;y,=-1,

entonces y; , ¥ son raices del polinomio
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Iz-x,l-l,cony;>y2.
Anilogamente y3; y y 4 sonraices del polinomio
t?-x,t-1,con y;> y,, como

Y1 =2cos@+2cos 486

y; =2(cos58+cos3b)

y3; =2(2cos48cosd)

v =(2cos46){2cos8)
Siz;=2cos 8, z;=2cos48,entonces
z;+vzZ27Yy
Z1z2%Ys
de donde se sigue que z,;yz, son raices del polinomio
1?-yit+y; conz,;>z,
Se tiene que
x,;,x;e R sonraicesde t2+1-4 con x,;> x3
yi.¥2€R sonraicesde t’-x,;1-1 con y;> y;
V3i,ys€ R sonraices de tz-le-] con y;> Vg
z;,z; € R sonraices de r"—y;t+y3 con y;> ¥y

Siz e R esconstruible apartirde X=1(0, 0)y(1,0)4



z 27 .
como cos 9= -21 , entonces cos 8 = cos I es construible,

Yaque x; y x; sonconstruibles a partir de X
i 1

porque Xj.X2= —;i—z-\h'? , entonces

¥ 1,y 2son construibles a partir de X,

ol

porgque Y, Y=

NI--

__,;_
2
Anilogamente 3,V s SO construibles a partir de X'

I
porque yiye= 55 x] +4 , entonces

39

z, esconstruible a partir de X porque z, = =* + —,} y? + 4y, , que es construible.

Haciendo los calculos necesarios a partir de las ecuaciones anteriores,

se obtiene que

{1+J_7+\/34 Ni7 o+

£l
8

w68+ 2017 = 2(1-NTT )34 = 2417 )~ 16434 - zJﬁ}

de donde cos -5—7— }E{ I++1 7+J34 217 +

+\ﬁ58+z,/ﬁ-2(1-~f1—7)(434- 217 j— 16434~ 2JT7} .
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. ., 2 2
Y asi, tenemos la construccion del punto P; = ( cos l_:' sen 1—’; J ypor

consiguiente se tiene la construccion del poligono de 17 lados. ®

En 2.11 daremos una construccion del poligono regular de 17 lados debida a
Richmond { 12 ]y [ 15 ], pero antes, demostraremos un lema en el que utilizaremos

tanto la notacién como los resultados obtenidos en la construcciodn anterior.

27 .
Lema. Sea 6= 7Y 0<x< fzf- tal que tanx =4 St ¢ = % entonces
t

2(cos30+ cos38) =tang y 4(cos3 @coss 9)=:an(¢-§).
Demostracion. 0<¢<2¢<4¢=x<%.
PR .
1f+t-d=t"+d1cotd -4
Lasraicesde 7+ 4tcotd ¢-4 son 2tanl ¢ y -2cot2 ¢
y como las raices de 1?2+ 1-4son x; Yy Xycon X,;>X;,
porlotanto x,;=2tan2 ¢ y x,=-2cot2 ¢ .
t?-x,t-1=1"-2tan2¢-1 quetiene como raices a
tan(¢+§) ytan(gzi-%) ycomo y; y ¥:son lasraicesde t?-x;1-1 con

Y > ¥y, entonces y;:tan(¢+§) , y2=tan(¢-%),

Andlogamente y;=tang y y,=-cot .
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Como se tiene que
y; =2{cos38@+coss 6),entonces
tang¢ = 2(cos36+cosi8).
Como 2(cos38cos58) =cos8 8+ cos2 8, entonces

4(cos38cos36) =2(cos88+cos28)=y:

Porlotanto, #{cos3 8 cos38)=1an(¢ -i:—). =

2.11 Construir un poligono regular de 17 lados con regla y compas inscrito en una
circunferencia C de radio / concentroen O = (0, 0 ).
Construccion:

1. Sean OA4 y OB radios perpendiculares de la circunferencia C.

2. Sea/unpuntoen OB tal que d(O, 1) = -3 d(o, B).

3. Sea E un punto sobre O4 tal que L OIE = é ZOIA.

4. Construir un punto F en 0O, con 04 didmetro de C,

de modo que £ EIF = -’5

5. Trazar la circunferencia C; con diametro AF . Sea K el punto de

interseccion de C; con OB.

6. Con centro en E y radio d( E, K ) trazar la circunferencia C;

Sean N5 v Ns los puntos de interseccién de C; con Q4.
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7. Trazar perpendiculares a Q4 que pasen por los puntos N3y Ns
respectivamente. Sean P; y Ps las intersecciones de estas perpendiculares
con la circunferencia C ( ver fig. 2.11).
8. Sea P, la interseccion de la bisectriz del angulo .« P;0P;5
con el arco P;Ps.
Se tiene que, ¢l segmento P, P, es el lado de un poligono regular de 17 lados

inscrito en la circunferencia C.

P B A
e I
C
o
K C;
7

Figum 2.11

Justificacién. Como angulo Of4 es menor que % ytan ZOIA =4 =tand ¢,
entonces 4 ¢ = = OI4 y por consiguiente £ OIE = ¢,

. ON, ON
Se tiene que 2 {cos £ AOP; + cos ZAOPs) =2( -O=—I-)i—o=;) (ver fig. 2.11)
3 3



Como OP,= OAy OF, = OA , entonces

ON, ON; ON,-ON,
2 (cos £ AOP; + cos £AOPs) =2(a--—0—) (———1(-)_A—i

Como N,E = EN, y NE = NO + OE , entonces N,O = EN; - OF.

ON, = OE + EN, ,de donde

((E +EN,) - (BN, - OF))

2 (cos £ AOP; + cos £ AOPs) =2

Como O == 04, 4 OI = 0A,entonces

EN

2{cos ZAOP; + cos LAOPs} =4 == = —==61-=tan¢ .

También se tiene que

ON, -ON (OK)?
Ps) =-4 —=—=—1=-4-—
4 (cos £ AOP; cos L AOF;) 5401 0AY

(OF)04) _ _, OF

(04) 04
-40F -0F
o
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Sig=2~X

17 hemos visto que las parejas §; = (cos 38, cos56} y

Sy = (cos £ AOQP;, cos £ AOPs) son soluciones del sistema de ecuaciones

¢
xXty=tan —
Y 2

Jxy=tan($- %),

que solo tiene una solucion S=(r. 1) e R 2. conr>0,¢< 0. Porlotanto

eos 3 8= cos £ AOP; ycos 3 8= cos Z£AOP;s .

Como 0 < 3 9<% y 0 < angulo AQOP; <% , entonces <~ AOP; = 36.

Ya que -;E <58<rm y g < dngulo AOPs < r, se tiene que £ AO0Ps = 36,

por lo tanto, A, P;y Ps son el primero, cuarto y sexto vértices de un poligono
regular de 17 lados inscrito en ia circunferencia C.

Como LAQPs - £ 40P; =28,y Pyes lainterseccidn de la bisectriz del dngulo
£ P;0OP; con el arco P; Ps, entonces el dngulo .~ P;0P, = 8 por lo tanto, €l
segmento P,P, es uno de los lados de un poligono regular de 17 lados, inscrito en la

circunferencia C. Los otros vértices se construyen ficilmente. m

Es importante hacer resaltar que la construccién con regla y compas de un
poligono regular de 15 lados es posible porque se pueden construir con regla y
compias poligonos regulares de 3 y 5 lados, ademas de que los numeros 3 y 5 son
primos diferentes.

Como se pueden construir con regla y compas poligonos regulares de 3 lados, de
5 lados y 17 lados, y como 51 es el producto de 3 y de 17, 85 es el productode 5 y
7,y 255 es el producto de 3, 5, y 17, entonces los poligonos regulares de 51 lados,

de 85 lados y de 255 lados se pueden construir con regla y compas.
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El siguiente resultado se debe a Gauss.

Teorema. Un poligono regular de » lados se puede inscribir en un circulo dado C
con regla y compas si, y sélosi, n=2"p;p,...ps conr2 0ys2 0,

Pn P ---, Ps primos diferentes de la forma
p,=2"+1

La demostracion de este teorema se puede veren (15 ]. @

En 1640 P. Fermat observd que los niameros F{n) = 27 41 conn=0,123,
4 eran primos { F(0) = 3, F(1} =5, F(2) = 17, F(3) = 257, F(4)=65537 ),y
conjeturd que todos los nimeros F{n) eran primos para todo n 2 0. Euler probé en
1732 que F(3) no era primo, mostrando que F(5)= (641)( 6 700 417). Hasta ahora

no se ha encontrado un primo de la forma F{n) para n > 4.

En virtud del Teorema anterior, es posible construir poligonos regulares de 257
y 65 537 lados. Si la construccion del poligono regular de 17 lados es mucho mis
complicado que la del pentdgono, la construccion del poligono regular de 257 lados
es atn mas complicada. En 1832 F.J. Richelot [ 6 ] public6 una investigacion sobre
la construccion del poligono regular de 257 lados. El profesor Hermes [ 6 ] de
Lingen trabajé sobre la construccién del poligono regular de 65537 lados; €l trabajo
durante 10 afios en dicha construccién y con los desarrollos algebraicos asociados
con éste. Los originales de este trabajo, que llenaron un cajén de buen tamafio, aun

se encuentra en la Universidad de Géttingen.
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CAPITULO 3

IMPOSIBILIDAD DE LA SOLUCION DE LOS PROBLEMAS
CLASICOS DE LOS GRIEGOS
SOBRE CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS
CON REGLA Y COMPAS

El objetivo principal de este capitulo es demostrar !a imposibilidad de resolver con sélo
regla y compas los problemas siguientes: duplicacion del cubo, triseccion de un dngulo de
6(° y Ia cuadratura del circulo.

Seap =X cR?

Se recuerdaque P e R? es construible con regla y compas en un paso a partir de X, si P es
_lainterseccion de dos rectas que pasan cada una de ellas por dos puntos de X, o si P es la
interseccion de una recta que pasa por dos puntos de X y de un circulo con centro en un
punto de X y radio la distancia entre dos puntos de X, o si P es la interseccion de dos circulos

como los descritos anteriormente.

Recordemos también que P e R? es construible a partir de X, s1 exasten Py, Py ooy Py € R
tales que

P =P, y P; es construible en un paso a partir de X;_; paracadai=1,2, .., n

conXp=X ;Xi=Xi_1u<Pi =X U{P,Py..., P, }paracadai= 1,2,..,n
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SiYi‘—‘{xeR/existezeRcon(x,z)eX;é(z,x)eX;?,seaF;elsubcampodeR
generado por Y paracadai=0,1,2,..,n
Debe ser claroque Qc FocFc..cF,cR.

Definicién . Un niumero real positivo  es construible a partir de X, si r es la distancia entre
dos puntos construibles a partir de X.

Sean ¢ # X c R?, y F el subcampo de R generado por el conjunto formado por las
componentes de las parejas que pertenecena X .

Sea P =(u,v) e R? construible en un paso a partir de X, entonces P =, v) es solucién

de un sistema de ecuaciones de alguno de los siguientes tipos :

ax+by=c
(1)

de+ey=f, cona b cdefeF
a+hy=c

(2)
Ly +drey+f =0, cona b cdefeF
Ly rax+bytce=0

(3)
L+ +detrey+f=0, cona b c defeF

SiP=(u,v)esunasolucion del sistema ( 3 ), entonces como
Ve autbvte =0
WV rduitevif =0
Se tiene que (v, v ) satisface
(a-du+(b-cjv+(c-f)=0 yporlotantoelcaso(3)
se reduce al caso (2 ).
Enel caso (1), uy v se obtienen a partirde g, b, ¢, d e 'y faplicando a estos niimeros un

nimero finito de operaciones del campo F, yenestecason, ve F.
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En el caso (2 ) u 6 v se obtienen resolviendo una ecuacion de grado 2 con coeficientes en el
campo F que se obtiene a partir de g, 5, ¢, d e y f realizando operaciones del campo F, por
lo tanto, u y v se obtienen a partir del campo F realizando operaciones del campo F y
extrayendo una raiz cuadrada de un niimero positivo del campo F, eneste casouyve Fé
g FyveF,

SiP=(u,v)e R’ donde uy v se obtienen a partir del campo F realizando operaciones del
campo F y extrayendo raices cuadradas de niimeros reales positivos construibles, entonces P

es construible a partir X. De lo dicho anterionmente se sigue el siguiente resultado .

Teorema . Sea¢# X <R’ y F el subcampo de R generado por el conjunto formado por
las componentes de las parejas que pertenecen a X . Una condicion necesana y suficiente
para que un punto P & R sea construible con regla y compas a partir de X, es que las
coordenadas del punto P se obtengan a partir de F, mediante sucesivas combinactones de
operaciones de campo y de extraccion de raices cuadradas de niimeros reales positivos

construibles a partir de X.

Definicion. SiF es un subcampo del campo E | se dice que E es una extension del campo F
ysedenotacomoE: F.
Observacién. SiE : F es una extension de campos, E resulta ser un espacio vectorial sobre

el campo F con las operaciones de suma y producto de E.

Definicién, El grado de la extersion E. : F denotado por [ E : F ), es la dimension del

espacio vectorial E , sobre el campo F.

Lema. SiL esun subcampo de M y M es un subcampo de N, entonces
[N:L]=[N:M] [M:L]



49

Demostracién. Sif =13 xJueI}esbaseNsobreMy 5=14 y,|yeJPesbascde
MsobreL,entoncesA={xay,lael,yeJ}esbasedeNsobreL. m

Teorema. Sea ¢ # X < R? y P construible a partir de X, siguiendo las definiciones y
notaciones anteriores, se tiene que [ Fi: Fi]=16{F: Fi.,]=2.

Demostracion. Recuérdese que F; es el subcampo de R generado por las componentes de
las parejas de X; .

SeaP;=(u;,v;}.Siu;,v;e F,entonces F;=F;.yyenestecaso [F: Fi4] =1,
siu; ¢ Fy.;, entonces w;=a+byc cona, b, c € Fi.y, Ve ¢ Fi.;, entonces

#; satisface una relacion de la forma

ui2+Aui+B=0 conA, BeF

Yy cOmo v =r+su; con 1,5 € Fi.y,

el subcampo F; de R que es generado por F; 4 Ui u i Vi ¥ coincide con el subcampo de R
generado por F; U u; t. Por lo tanto, cada elemento de F; es de Ia forma o + By; con
a,BeFi. Ademésd 1, u; besun subconjunto de F; linealmente independiente sobre
Fi.iyporlotanto 4 1, u; ¢ es base de F; sobre F ., y por consiguiente [ F;: Fi.,]=2 W

Corolario. Con las anotaciones anteriores [ F,: Fo] = 2°paraalgin 0 <5 <n.
Notacion. el subcampo generadopor F U Y sedenotapor F{Y )yporF (u) .
SiY ={ut.

Corolario. SiP = (u,v) € R? es construible con regla y compas a partir de
¢ # X « R? y Fgesel campo generado por las coordenadas de Jos puntos de X, entonces
[Fo(u):Fo]y [Fo(v):Fo] sonpotencias de 2.
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Teorema. Si F es subcampode R, f (x) e F [ x]es un polinomio irreducible
sobre Fy o € Resunaraizde f(x)entonces [ F(a):F}=gradodef(x).
Demostracién. Sif(x) =ag+a;x+..+a, ;X" +a,x", a,# 0,entonces

{ 1,a,d, ..,a"" } esunabase para el F - espacio vectorial F (a). =

Teorema. Si E : F es una extension de campos, [ E: F Jes finitoya € E,
entonces existe f{(x) € F[x], f(x) # 0 talquef(a) =0,

es decir o es algebraico sobre F.

Demostracién. Si[E:F] = n,estoimplicaqued /., &’,...a"t cEes
linealmente dependiente, por lo tanto existen a4, a4, .., @, € F no todos cero tales que
agtajaraa’+.. +a,a” = 0,estoes oesraizde

fix)=ap+a;x+.+a,x",y fix)x0 m

La imposibilidad de duplicar el cubo.

Teorema. Dado un cubo, no es posible construir con regla y compas el lado de un
cubo que tenga el doble del volumen del cubo original.

Demostracién. Sean (0, 0} y (1, 0) los puntos extremos del lado del cubo dado.
Sean (0, 0), y (a , 0) los puntos extremos del lado del cubo cuyo volumen sea el
doble, lo que implicaque @’ =2 ya’- 2=0.

Como « es una raiz del polinomio irreducible €2’ m(x) = x * - 2 sobre Q, esto
implica que [Q (a ): Q] = 3, por lo tanto (&, 0 ) no es construible a partir de

X={(0,0),(1,0)¢.

€21 fre) = x 7 - 2 es irreducible sobre Q porque no tiene raices racionales .
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La imposibilidad de 1a triseccién de un dngule.
Se sabe que existen algunos 4ngulos como el de 90° y 180° que pueden ser

trisectados con regla y compdas. Se va a demostrar que no siempre es posible

trisectar con regla y compas un angulo dado. Por ejemplo, el angulo % no puede ser

trisectado con regla y compas.

K3

Teorema. Es imposible , usando sélo regla y compas, trisectar el angulo 3

T r
P(cos —, sen —
( 3 3)

E4 T
cas —, sen —
Q(cos % sen %)

(0.0) | (cos Z.0) (1.0 (2cos Z,0)

(cos % 0)

Figura 3.1

SiX ={(0,0),(1,0),(cosfj-,sen§)}

Si se quiere construir con regla y compds un punto P a partir de X, esto es

equivalente a construir con regla y compas un punto P a partir de

X’=<(0,0),(1,0),(cosi;—,0)}.



A partir de X’ se quiere construir el punto Q = ( cos -;5 , sen % }, pero esto es

equivalente a construir el punto

Q = (cos % , 0), que es equivalente a construir el punto (2 cos % ,0).

k4
Seaf3 = 2cos 5 € sabe que

c0s38 = 4(cos®)’-3cosH

Si36 = %,entonces
cos = =4(c:os£)3-3cosE
3 9 9
1 _ T (3 F/4
= =4(cos—=)"-3cos =
2 9 Y
i =

23 2y 3(2cos Z
(cosg) (cosg)

(2cos%)3-3(2005%)-1=0 , entonces

p-38-1 = 0 lo que implica que
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J es raiz del polinomio f{x) = x’-3x-1 , que es irreducible sobre Q, lo que

implicaque [ Q (B ): Q= 3, de donde se sigue que { B, 0 ) no es construible

con regla y compés a partir de X* = (0,0),(1,0),(005%,0) b, por lo tanto

T . .
3 no puede trisectarse con reglay compas. W

La imposibilidad de cuadrar el circulo con regla y compas.

El matemético aleman Karl Louis Ferdinand von Lindeman (1852-1939),

demostrd [ 16 ] que el nimero 7 es un nimero trascendente, o no algebraico; esto

€s, no existe un polinomio con coeficientes enteres cuya raiz sea .
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Este resultado que obtuvo Lindeman resolvié uno de lo tres famosos problemas
de construccion con regla y compés que se habian planteado los antiguos griegos, el

de la cuadratura del circulo.

Teorema. No es posible construir con regla y compas un cuadrado que tenga area
igual a la de un circulo dado.

Demostracién. Supongase que el radio del circulo dado es 1, entonces el circulo
dado tiene area n.

Construir con regla y compés un cuadrado de érea 7 a partir del circulo dado, es
equivalente a construir con regla y compas un cuadrado de area = a partir de
X={(0,0),(1,0)}

Construir con regla y compas un cuadrado de area = a partir de X, es equivalente a
construir con regla y compas el punto (V7 , 0) apartir de X.

(J7 , 0) es construible con regla y compas a partir de X si, y sélo si, (=, 0 } es
construible con regla y compas a partir de X.

Si (7, 0) es construible con regla y compas a partir de X, entonces el grado de la
extensién Q(7):Q es una potencia de 2, lo que implica que n es algebraico lo que es
una contradiccién.  Por lo tanto, no es posible construir con regla y compés un

cuadrado de area n. g

Imposibilidad de construir con sélo regla y compis un heptigono.

Teorema. Es imposible dividir una circunferencia en siete partes iguales usando reglay
compas.

Para demostrar este Teorema, primero probaremos el siguiente Lema.
Lema, Si B= % , ¥ =2cos B, entonces y es raiz del polinomio

p(x)=x’+x?-2x-1 y p(x)esimeducible sobre Q.



Demostracién del Lema. P (x ) es imeducible sobre Q porque p (x } no tiene raices

racionales, asi que solo falta probar que y esraizdep (x) .

cos4B = 2(cos2B)?- 1
= 2(2(cosB)-1)%-1
cos4B = cos{2r-4B}=cos{7B-4B)=cos3B
Como cos3B = 4(cosB)’-3cosB por lo tanto,

2(2(cosB)?-1)%-1 = 4(cosB)’-3cosB
(2%(cosB)?-2)%-2 =2%(cosB)’-3(2cosB)
((2cosB)?-2)?-2 =(2cosB)’-3(2cosRB)

Siy = 2 cos B tenemos que
(y?-2)" =y’-3y+2
yl-dy? =yl-3y-2
yiyi-4) =(y-2)(y*+2y+1)
yi(y-2)(y+2) =(y-2)(y’+2y+1)

ycomo y-2# 0 porquey=2msB=2cm27”¢ 2,

entonces y(y+2)=y’+2y+1

yl+y?-2y-1=0 esdecir

3

y esraizde x’+x?-2x-I=p(x). m
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Demostracion del Teorema. Si pudiéramos construir dicho poligeno, entonces se podria

construir el punto P {cos -2-7{5 sen %’E ), y esto es equivalente a construir un segmento de

longitud y=2’cosz7'7r ycomoyesraizde p(x)=x’+x’-2x-1 queesimeducible

sobre (Q, entonces [ (1) : Q J=3 lo que implica que y no es construible. MW
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Imposibilidad de construir con sélo regla y compas un enedgono.
Teorema. Usando regla y compds es imposible dividir una circunferencia

en nueve arcos iguales.

Demostracién. Si pudiéramos dividir la circunferencia en nueve partes iguales,
entonces tendriamos un angulo de 40 °y como los angulos se pueden bisectar con
regla y compés, entonces habriamos construido con regla y compas un ngulo de
20°, esto es, habriamos trisectado con regla y compas un angulo de 60 °, lo que es

imposible, W
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CAPITULO 4

SOLUCION PE LOS PROBLEMAS CLASICOS
DE LOS GRIEGOS DE CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS
CON EL USO DE OTRAS HERRAMIENTAS

Si bien los problemas clasicos de los griegos de construccion con regla y compas
(duplicacién del cubo, la triseccion del angulo y la cuadratura del circulo) no se
pueden resolver usando solamente regla y compas, si se aceptan algunos procedi-
mientos adicionales, estos problemas se pueden resolver.

En este capitulo presentaremos algunas soluciones clasicas de estos problemas.
Sobre la duplicacion del cubo.

Hipécrates de Quios ( 460 a.c.) célebre matematico griego, descubrio que el
problema de la duplicacion del cubo se podia reducir a la construccion de dos
medias proporcionales entre dos segmentos de recta dados, es decir, a encontrar dos

segmentos de recta de longitud x e y tales que - % con ay b la longitud de
x ¥

los segmentos de recta dados. Veamos el porque de esta afirmacion.
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Sea a, b dos segmentos dados; x € y segmentos tales que

A
De (1) se sigue que :
x*=ay (2),
yi=bx (3) y
xy=ab (4)

De(2)y(4), setiene:

(x?)(xy) =(ay)(ab)
x’y =a’by
x* =a’b (5)

Si tomamos b = 2 a , entonces de ( 5), se tiene:

x? =a?(2a)

3
Porlotanto, x*=2a’ y (ij =2
a

Veamos como utilizando lo anterior se puede resolver el problema de Ia duplicacién

del cubo.
Si ¢ es el lado de un cubo dado y se quiere encontrar un cubo de lado 4, de volumen

el doble que el cubo dado, entonces se necesita que

2.

™3
d3 =2c 3 , ¥ esto se CUIDplC Si, solo Si, -
y y c

d .
— , entonces se obtiene
¢

3
Como (5—] = 2, si encontramos d tal que
a

-6~

y se tiene el problema resuelto de la duplicacion del cubo.

o=
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Observacidn. Si se tuviera un instrumento que nos permitiera trazar parabolas 6
hipérbolas y pardbolas, al intersectar las parabolas x* = ay, y* = 2ax o al intersectar

la parabolax’ =ayy la hipérbola xy = 2 a” tendriamos un punto ( x, ) tal que

3
(i) =2 y por lo visto en el parrafo anterior tendriamos resuelto el problema de la
a

duplicacidn del cubo.

Resolucidn del problema de la duplicacién del cubo por medio de la Cisoide de

Diocles (180 a.c.)

Construccién de la Cisoide de Diocles.

La Cisoide se puede construir de la siguiente manera

1. Trazar Ia circunferencia Cy con centro en el punte O. ( ver fig. 4.1)
Sean AB y CD diametros perpendiculares de la circunferencia Cp
Sea r = df0, B) la longitud del radio de la circunferencia C,

Ll

Sea £ un punto que se mueve en el arco AB , y F un punto del arco 4B

tal que arco £C = arco CF.
5. Trazar los segmentos perpendiculares EH y FG al didmetro AB de la

circunferencia Cocon Hy Gen 4B .
6. Trazar el segmento que pasa a través de los puntos 4 y F.

7. SeaK el punto de interseccion de los segmentos EH y AF .

La Cisoide es el lugar geométrico de todos los puntos K que se obtienen al

recorrer E el arco AB .

Observacién. Larecta ¢ tangente Cp en B es una asintota de la Cisoide.



59

Figura 4.1

Con la ayuda de la Cisoide se puede resolver el problema de la duplicacicon del

cubo; veamos como:
Sea M punto medio de OC, d(0O, M} = ér { ver fig. 4.2).

Sea P la interseccion de la recta que pasa por B y M con la Cisoide.

Trazar un segmento que pase a través de los puntos A y P, y prolongarlo
hasta que intersecte a la circunferencia Cy en el punto Q y alarecta ¢ en R.
A través de los puntos Py (0, trazar las rectas e,y ¢, perpendiculares al
segmento AB y sean Sy L la interseccién de ¢, con Cp, ¥ AB

respectivamente y T la interseccién de ¢, con AB .
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R
s
-
//
h & e
-
-
s|c L/Q
-
~
// Co
'/
P
7 M
v
// \
e
-~
-
-
s
P
A L (4] T B
x a
!
D
Figura 4.2

Sead(B,L)=a,dS L)=y,d4d L)=x.
Por construccion los triangulos ABOM y ABLP son semejantes, entonces sus

lados son proporcionales .

Esto es,
PL_2
BL r
i, _
2P



AAPL ~AAQT
AAQT ~ABSL
AASL ~ A BSL

Se tiene que :

AALP ~ A ASL lo que implica

BL_SL_AL
SL AL PL
a .y X
y x 1
2
Como g:l, g:i
y x' y 1,
) 2
2 a’
entonces yisax, xy=— de donde

y

Si ! es el lado del cubo dado y se quiere encontrar un cubo con lado £,

tal que, K¥=21, y encontramos un segmento de longitud &, tal que,

3 3
£- =4 , entonces (E) = (E-J =2
Iy { Yy

!
como k=25 entonces £’ =213
¥

?

y se tiene la duplicacion del cubo. m
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Triseccion de un Angule dade usando una regla graduada y un compis.

Este método se debe a Arquimedes(225 a.c.)[ 14 ].

8i 8 = £ EQF, construir un angulo x tal que 3x = 0.
Construccion:
1. Trazar larecta ! que pasa por los puntos O y E.(ver fig. 4.3).
2. Trazar una circunferencia Cy con centro en O y radio r = d(O, F).

Sean A y B las intersecciones de Cp con larectal o,

Figura 4.3

3. Sea! unaregla dada sobre la cual elegimos dos puntos O y P tales que
d(0. P)=r
4. Sobreponer estaregla! en la circunferencia Cy , y deslizarla de tal forma

que el punto P coincida con un punto de Cy diferente de F que este en el
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arco AFy el punto © coincida con un punto de la recta ! o y que, al mismo
tiempo la reglal pase por el punto <.
Al poner es esta posicion a la regla {, se construye el éngulo £F(JA4 que es un

tercio del dngulo dado <EOF.
Sean x y #las medidas correspondientes a los angulos «FQOA y <EOF,

Por demostrar que x = g g

Demostracién. Por construccion el AQPO es isésceles ya que
d(Q, P) = d(P, O) = r que es el radio de la circunferencia Co.
Por lo que
ZPO0 = £POQ=x (1)
Por lo tanto, QPO = 180°-2x (2)
Puesto que £OPF es un &ngulo exterior del AQPO, tenemos que <OPF = 2x.
El APOF es is6sceles porque d(P, O) = d(O, C) = r, que es ¢l radio de la
circunferencia Cy. En consecuencia
LOPF = ZPFQ, y entonces £PFO = 2x
Por lo tanto , £POF = 180°- 4x (3)
Como los puntos 4, O y B son colineales, podemos establecer que :
£POQ + £POF + ZFOB = 180° (4)
sustituyendo (1), (2 )y (3)en(4), obtenemos :
x+ I180% Ix + 8 =180°
x4+ 8 = 180%180°

SBx+ 8 =0
¢ =3x
X :19

3

Porlotanto, <UCQA= é ZEOF . n



Resolucidn de la cuadratura del circulo usando la Cuadratriz de Hippias.

Construccion de la Cuadratriz de Hippias *?.
La Cuadratriz se puede construir de Ia siguiente forma;
1. Consideremos un cuadrado con vértices A, B, Cy D (ver fig. 4.4).
2. Sea BED un arco de un circulo Cy con centro en 4 y radio » = ¢4, B)
3. Para generar el lugar geométrico de la Cuadratriz, se parte de las siguientes
condiciones:
1) Elradio del circulo Cp que es # = {4, B), se¢ mueve a una velocidad
uniforme de la posicién 4B a la posicién AD alrededor del punto 4
it} Al mismeo tiempo BC , también se mueve a velocidad uniforme, de la
posicidn BC a la posicion A0, siempre en forma paralela.
4. El radio v la recta BC empiezan a moverse en el mismo instante y en su (tima

posicién coinciden con AD al mismo tiempo.

_»8 ¢
3
Co
[} F [+
2 1
]
1
P i
I
|
1
1
|
[ i
o i
A H 6 D
Figuad.4

3 Hippias de Elis, nacié hacia el afio 460 a.c. y fue contempordneo de Sécrates. El inventé una curva
especial llamada Cuadratriz, que sirve para resolver el problema de la triseccidn del dngulo y el de la
cuadratura dei circulo.
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5. Sea B'C’ la posicién de la recta BC y AE la posicién del radio # durante este
movimiento en un tiempo 7. Sea Fla interseccién de B°C con AE .

El Lugar geométrico de estos puntos F determinado por el tiempo 1 se llama Cuadratriz.

Se sigue de la definicidn anterior que

arcoBED=£ (1)
arco KD FH
y como
£BAD _ arcoBED
ZEAD  arcoED
entonces

ZBAD _arcoBED _ _f_@_
ZFEAD  arcoED  FH

con H en AD tal que FH es perpendicular a 4D en cada instante 7.

Sea G = lim F, donde G es un punto sobre el segmento AD con # e} ttempo que tarda AB

t—=t
en llegar a 4D que coincide con el tiempo que tarda BC en llegar a AD.

El teorema de Dinéstrato “*’ afirma que :

arcoBED _;Ag
AR AG

Esta afirmacién la podemos justificar ahora de la siguiente forma:
Sienlafigwa34lad(4 F)=p, a=d(A B)y 8=2FAD=2EAD,

entonces FH = pSen @ y en virtud de (1) se tiene que

4 Dindstrato (c. 350 a.c.) utilizé Ia Cuadratriz de Hipias para resolver el problema de la cuadratura del
circulo.
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z
2.

8 pSenb

lo que implica el Teorema de Dindstrato.

De la igualdad antericr tenemos que

Se?:% ,5i §— Oesclaroque p - AG y como
2
fim Sen@
=/ entonces
8—0 @7
=1 o que implicaque #= 2
E% q plica q TG 0w

Teorema. Si tenemos un circulo de radio a, podemos construir un cuadrado

2

de areama* , usando la Cuadratriz de Hippias.

‘e s . . . 2a .
Demostracion. Siguiendo las notaciones anteniores se tiene que x = < de donde se sigue

que a‘f% es ¢l lado del cuadrado. n

Observacién. Usando la Cuadratriz de Hippias, podemos trisectar un angulo dado &.

En efecto si & es el angulo ~£FAD , si tisectamos AB'y AX = ~;~ AB’, 5 trazamos una

paralelaa AD porelpunto X y O eslainterseccién de esta paralela con el

arco BFD, entonces arco QD es un tercio del arco ED .
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Sobre la duplicacién del cubo.

El origen de la duplicacion del cubo esta relacionado, segin se dice, con una carta
que escribio Eratdstenes a Tolomeo 11T Evergetes (245 a.c.). En esta supuesta carta,
Eratéstenes sefiala que la duplicacién del cubo ya era conocido en esa época en

Atenas.

Sin embargo, existen dos anécdotas mas relacionadas con este problema, las

cuales han sido vinculadas con el posible origen de la duplicacién del cubo.

Una de éstas plantea que un antiguo poeta griego, llevd a escena una tragedia, en
la que se represent6 al mitico Rey Minos, quien habiendo quedado muy descontento
con el disefio cibico de la tumba construida para su hijo Glauco, ordend que se
construyera otra tumba con el doble de las dimensiones de la original, afirmando que

esto podia realizarse si se duplicaba cada una de sus dimensiones.

Este error cometido por el poeta por falta de conocimientos matematicos, llevo a
los antiguos gedmetras griegos a estudiar el problema con mas profundidad,
planteandose, como se podia duplicar el tamafio de un sélido dado conservando su

forma.

La otra anécdota relacionada con el mismo problema, cuenta que los habitantes de
Atfenas en afio 430 a.c. estaban siendo consumidos por una terrible epidemia o plaga,
que los llevé a consultar al oraculo en Delos, con la finalidad de saber como librarse
de ella. El oraculo contesté que si querfan eliminar la epidemia que asolaba la

ciudad tenian que duplicar ¢l altar con forma cabica de Apolo.

Para los atenienses Ia peticién del ordculo les parecié razonable de Hevar a cabo y
construyeron otro altar ciibico de iguales dimensiones y lo colocaron junto al ya

existente.
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Como los atenienses no entendieron la peticién del dios Apolo, Ia epidemia se
volvio mas severa por lo que volvieron por segunda vez a consultar al oraculo, y éste
les dijo que el dios Apolo estaba muy indignade con ellos, por que su deseo no habia
sido cumplido, ya que su nuevo altar debia conservar su forma, pero tener el doble

del volumen del ya existente,

La construccion de tal altar causd problemas para los atenienses, por lo que
recurrieron a la Academia de Platon para que los ayudase, y éste los remitié con los

gedmetras de su tiempo.

Es importante mencionar que este problema fue resuelto de diferentes formas.

Por ejemplo:

Hipocrates (440 ac.) demostro que duplicar el cubo es equivalente a encontrar

dos medias proporcionales entre dos lineas rectas dadas.

Arquitas de Tarento ( 400 a.c.) di una ingeniosa construccion en tres
dimensiones, determinando un punto obtenido de la interseccion de tres superficies,
(1} un cono recto, (2) un cilindro, (3) un toro de didmetro interior cero. La
interseccion de las superficies (2) y (3) generan cierta curva, la cual al intersectarse

con el cono se obtiene el punto requerido

Eudoxio (370 a.c.) plantéo una solucion que lamentablemente se perdié. Menelao
(350 a.c.) dié dos soluciones del problema y segiin parece inventd las secciones
conicas para este proposito.

Eratéstenes (230 a.c.) da una construccidn mecanica, y al mismo Platén se le

atribuye una solucidn.

Otras soluciones para este problema fueron dadas por Nicodemus, Apolonio (225

a.c.), y Diocles (180 d.c.) invent6 la curva Hamada Cisoide para este fin.
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Sobre la triseccion del dngulo

Los antiguos gedmetras griegos conocian que un segmento de recta se podia
dividir en un nimero entero de partes iguales con sdlo regla y compas, también
sabian como bisectar un dngulo dado. Posiblemente estos hechos los llevaron al
problema de la triseccion de un angulo dado con regla y compas como un caso
particular del problema de dividir un dngulo dado en un nfimero entero de partes
iguales. También es probable que el problema de la triseccién del dngulo surgié al
tratar de construir un poligono de nueve lades. Ya que ellos sabian construir un
tridngulo equilatero, entonces para construir un poligono regular de nueve lados era

suficiente dividir en tres partes iguales un angulo de 120°

El problema de trisectar con sole regla y compas un angulo de 120° es equivalente

_ a trisectar con sélo regla y compas un angulo de 60°.

Pappus, matematico griego que vividé a finales del siglo I d.c. hace un
comentario acerca de la triseccion del angulo, que sus predecesores no tuvieron éxito
en la resolucién de este problema, porque probaron métodos “planos” (esto es, con
recta y circulo solamente), y el problema no es “plano”, sino, “sélido” (por lo que se

requiere el uso de cénicas 6 de algo equivalente).

Es importante mencionar que los antiguos gedmetras gricgos, al no estar
relacionados con las conicas, ellos reducen el problema de la triseccion del angulo a
uno de tipo conocido como de “aproximacion”, y después descubren la solucién de

este problema por método de conicas.

En la busqueda de la solucion de los “tres problemas famosos de la antigua

Grecia”, se desarrollaron curvas planas entre las cuales estin la cuadrawriz de



APENDICE 2 70

Hippias (425 a.c.) y la espiral de Arquimedes. Estas se usaron para resolver el

problema de la triseccion del angulo como el de la cuadratura del circulo.

Nicomedes (240 d.c)) inventd una curva llamada concoide, con el propdsito de

resolver el problema de la triseccidn del angulo.
Pappus (300 d.c.) es el primero que usa un cono para trisectar un angulo.

Al paso de los afios se inventaron otros instrumentos relacionados con el
problema de la triseccidn del dngulo como lo fue el romahawk (una hacha de guerra
de los indios) se desconoce quien fue el inventor, pero este instrumento fue descrito

en un libro en el afio de 1835 d.c.

Otro ejemplo es la construccion dada en 1525 d.c. por el famoso Albrecht Diirer.
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Sobre la cuadratura del circulo

El problema de Ia cuadratura del circulo es muy antiguo y ejercié una grande
atraccion para matematicos y no matematicos a través de los siglos. Es importante
mencionar que el valor de 7 se encuentra estrechamente relacionado con este

problema.

Los primeros intentos por resolverlo se tienen como empiricos, los cuales se

dieron antes de que se desarrollase la antigua matemética griega.
Los antiguos egipcios ( ¢. 1800 a.c. ) intentaron resolver el problema, tomando el

lado del cuadrado igual a % del diametro del circulo dado. El valor que obtienen

los egipcios para zes de %= 3.1604... Esto se encuentra registrado en el Papiro
de Ahmes (1550 a.c.).

Con el florecimiento de la antigua matematica griega, los gedmetras gricgos no
aceptan las soluciones empiricas dadas a este problema, y se dan a la tarea de buscar
una solucién que sea “exacta” matematicamente. Primeramente ellos trataron de
resolver el problema usando sélo regla y compas, y se dieron cuenta que no era
posible, aunque no probaron su imposibilidad. Después lo intentaron empleando
curvas planas, como la Cuadratriz de Hippias, la Espiral de Arquimedes, las
Linulas de Hipdcrates, con estas curvas s¢ puede decir que ellos tuvieron éxito.
Otra forma en que trataron de resolver el problema fue por medio de inscribir

suscesivos poligonos regulares en el circulo.

Segin Plutarco el primer griego que trato de resolver el problema de la
cuadratura del circulo, fue Anaxdgoras (c. 499-427 a.c.), pero se desconoce ¢!

desarrollo de su trabajo.
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Hipécrates de Chios (¢. 460 a.c.) contempordneo de Anaxdgoras, es el primero
que cuadra ciertas linulas o figuras en forma de lunas acotadas por dos arcos

circulares, con la finalidad de probar la cuadratura del circulo.

Antifén (c. 430 a.c.), tratd de probar la cuadratura del circulo, inscribiendo
poligonos regulares en un circulo y duplicando sucesivamente el niamero de lados
del poligono inscrito, de esta manera se llegaria a .construir un poligono cuyos lados
coincidirian con la circunferencia del circulo y cuyas areas sean iguales. De esta
forma se podria construir un cuadrado de area igual al del poligono inscrito, y por lo

tanto, construir un cuadrado de area igual a la del circulo.

Hippias de Elis (c. 425 a.c.) inventé una curva especial, llamada Cuadratriz, ésta
fue utilizada para resolver el problema de la triseccién de un éngulo y ¢l problema

de la cuadratura del circulo.

El problema de cuadrar el circulo, consiste en construir un cuadrado que tenga la
misma area de un circulo dado. Esto se debe hacer solamente con regla y compis.
Esta construccién no fue encontrada en la antigiiedad, ni en la edad media, ni en los
tiempos modernos. Después de tantos esfuerzos por buscar la demostracién de que
este problema podia ser resuelto, se empezé a conjeturar que tal construccién era

imposible sélo con regla y compas.

Al inicio del siglo XIX la Academia de Paris, declara que ya no aceptara mas
demostraciones de posibles soluciones de este problema, aunque no se habia

demostrado su imposibilidad.

En 1882 el matemitico Karl Louis Ferdinand Lindemann prueba que la solucién
buscada de! problema de la cuadratura del circulo desde los tiempos de los antiguos
gedmetras griegos es imposible. El trabajé con conceptos que eran desconocidos
para los antiguos geémetras griegos, para los matematicos de la Edad Media y para

sus contempordneos, su desarrollo estuvo basado en las importantes propiedades del
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nimero 7. Lindemann probd que x es un niimero trascendente, es decir, no existe
un polinomio diferente del polinomio cero con coeficientes enteros que tenga a =«

como raiz. Cuando €1 hizo este descubrimiento tenia 30 afios de edad.

En una de las salas de la Universidad de Munich hay un busto de Ferdinand
Lindemann. Abajo del nombre aparece el simbolo 7 enmarcado con un circulo y un

cuadrado en honor a su descubrimiento.
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Karl Friedrich Gauss

Karl Friedrich Gauss nacid el 30 de Abril de 1777, en Brunswick, Alemania. Hijo
de Gerhard Diederich, cuyo oficio era realizar trabajos de jardineria, constructor de
canales y albaiiil y de Dorothea Benz. Se dice que su padre fue un hombre brusco,
extremadamente honrado y demasiado rudo con él. Su madre poseia un caracter
firme, gran inteligencia y sentido del humor. Karl Friedrich era, el mayor orgullo de
su madre.

Gauss desde muy pequeiio empezo6 a dar muestras de su talento matematico. A él
le agradaba decir que supo contar antes de aprender a hablar. Durante toda su vida
tuvo una gran habilidad para los calculos mentales.

Antes de cumplir los 7 afios ingresé a la escuela primaria. El instructor era un tal
Biittner. Al cumplir los 10 afios ingresé a la clase de Aritmética. En las primeras
clases el instructor planteaba un extenso problema de sumas y restas cuya respuesta
12 podia encontrar facilmente ( el instructor) por medio de una formula.

Cuando Biittner terminé de plantear el problema, Gauss inmediatamente escribi¢
la respuesta correcta en su pizarra. Cuando ésta fue revisada por Biittner, el quedé
asombrado de que Gauss la hubiera obtenido sin tener conocimientos previos de
ello.  Este acontecimiento tuvo como consecuencia que su instructor Biitter le
obsequiara a Gauss un manual de Aritmética y al ver cémo lo estudiaba y
comprendia, su instructor expresd, “Es superior a mi, nada puedo ensefiarle”.

En ese tiempo Biittner tenia como ayudante en su clase a Johann Martin Bartels
(1769-1836), un joven de 17 afios muy interesado en el estudio de las Matematicas.
A este joven Bartels le fue asignada la tarea de ayudar y supervisar los estudios de
Gauss. Este fue el inicio de una s6lida amistad entre Bartels y Gauss que durd hasta
el fallecimiento del primero, ellos estudiaron juntos los manuales de Algebra y

Analisis Elemental que poseian, ayudandose mutuamente en las dificultades.
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Durante estos afios Gauss empieza a adquirir algunas de las ideas y formas de ver
las matematicas, que lo caracterizaran a él posteriormente.
Al inicio de su actividad matematica, Gauss muestra interés por el teorema del

binomio.

£x+n(n_l)x2+"("—])("—2)x’+...
1 I2 1.2-3

(1+x)"=1+

Y se da cuenta que # no necesariamente tiene que ser un nimero entero positivo,
sino que puede ser un nimero ( racional ) cualquiera. Al analizar Gauss la
demostracién de este teorema en los libros, percibe el poco rigor matematico en la
que esta fundamentada la demostracién. Insatisfecho con esto, €1 di una nueva
demostracion, iniciandose asi en el Analisis Matematico.

Este rigor que di Gauss al Andlisis tuvo repercusion sobre toda la Matematica,
esto influye en su trabajo como también en la de sus contemporineos —Abel,
Cauchy y sus sucesores - Weiertrass , Dedekind. Gauss fue el primero de los
“rigoristas”.

“En el sentido constructivo Gauss fué un revolucionario, Antes de que terminara
su ensefianza secundaria, el mismo espiritu critico que le impidid quedar satisfecho
con el teorema del binomio le llevé a discutir las demostraciones de la Geometria
Flemental. A la edad de 12 afios ya miraba con recelo los fundamentos de la
Geometria Fuclidiana y teniendo 16, tuvo la primera intuicién de una geometria
diferente de la de Euclides. Un afio més tarde comenzd a someter a la critica las
demostraciones de la teoria de nimeros que habian dejado satisfecho a sus
predecesores, y se entregd a la tarea extraordinariamente dificil de llenar las lagunas
existentes y lo que habia sido hecho a medias” { 1 ].

Su amigo Bartels conocia a algunos de los hombres mas influyentes de Brunswick
en esa época, los cuales impresionados por el genio de Gauss hicieron posible gue el

Duque de Karl Withelm Ferdinand de Brunswick se interesara en él. Gauss tenia 14
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afios cuando ¢l Duque Ferdinand lo conoci6 en 1791, logrando que el Duque pagara
los gastos de la educacién de Gauss hasta que ésta terminara,

En 1792, Gauss se inscribe en el Colegio Carolino de Brunswick y durante su
estancia en ese Colegio, que fue de tres afios, estudia y analiza las cbras mas
importantes de Euler, Lagrange y sobre todo los “Principia” de Newton e inicia sus
estudios en la Teoria de Niimeros, obteniendo resultados muy importantes. Uno de
ellos, es el redescubrimiento de “La Joya de la Aritmética”, el Theorema Aureum, al
cual también llegd Euler, y que es conocido como la Ley de la Reciprocidad
Cuadratica.

Habiendo Gauss terminado sus estudios en el Colegio Carolino en Octubre de
1795 y disponiéndose a continuar éstos en la Universidad de Gottinga, altn no
decidia si estudiar Filologia 0 Matematicas. Un hecho importante y decisivo en la
eleccién fue el descubrimiento de que es posible construir con regla y compas un
poligono regular de 17 lados. Esto es, primero transformo el problema en uno
aritmético y algebraico, y posteriormente demostré que los tunicos poligonos
regulares, con un nimero primo p de lados , que pueden construirse con solo regla y
compas son aquellos que cumplan que p - | sea una potencia de 2. Este
descubrimiento hecho el 30 de marzo de 1796 fue determinante para decidirse por la
Matemética. A partir de este dia comienza a escribir su diario cientifico, el cual no
se conocid pﬁblic:_amente sino hasta el afio de 1898, cuarenta y tres afios después de
su fallecimiento. Este contiene 146 exposiciones muy breves de descubrimientos o
resultados que obtuvo de sus calculos, la dltima anotacién la hizo el 9 de Julio de
1314.

Una de las anotaciones de este diario es la del 19 de Marzo de 1797 en donde
Gauss muestra que ya habia descubierto 1a doble periodicidad de ciertas funciones
elipticas. Asi, otra de sus anotaciones es el caso general de la doble periodicidad.

Este descubrimiento fue uno mas de los trabajos que Gauss jamas publico. Toda

la obra de Gauss tiene tal perfeccion que no fué facil para sus seguidores descubrir
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el camino que ¢l siguid. Si hubiera aceptado la sugerencia de sus contemporaneos
de que abandonara tal perfeccion en su obra y si hubiere publicado sus trabajos es
posible que la Matematica se hallara medio siglo méas alia de ddnde estd. Un
ejemplo de esto es que Abel y Jacobi podrian haber iniciado donde Gauss terminé y
no volver a descubrir conocimientos que Gauss ya conocia antes de que ellos
nacieran. Lo mismo ocurrid con los creadores de la Geometria no Enclidiana.

En 1799 Gauss obtiene el Doctorado en la Universidad de Helmstedt con la
disertacién titulada “Una nueva prueba de que toda funcién algebrica racional
entera de una variable puede ser descompuesta en factores reales de primero o
segundo grado”. A este resultado se le conoce actualmente como el Teorema
Fundamental del Algebra. Es importante hacer notar que, Gauss da la primara
demostracion completa y correcta de este Teorema.

En 1801 aparece publicada Las Disquisitiones Arithmetical (Discusiones
Ariméticas) de Gauss. Esta obra es un tratado de la teoria de Nmeros y consta de 7
secciones. El contenido es sobre la teoria de congruencias, teoria de los residuos y
formas cuadraticas. En la Gltima secciéon de esta obra Gauss muestra su trabajo
sobre la ecuacién x” = 1, donde # es un niimero entero cualquiera. Dicho trabajo
sobre esta ecuacién es la solucién algebraica del problema geométrico de construir
un poligono regular de n lados, o de dividir un circulo en » partes iguales.

En 1801 Gauss incursiona en el campo de la Astronomia. Su interés surgid
cuando Giuseppe Piazzi (1746-1826) descubre un cuerpo celeste al que le llama
Ceres, que hoy sabemos que pertecenc al conjunto de asteroides que forman el
cinturén que se encuentra entre fos planetas Marte y Jupiter. Gauss calcula la
trayectoria de este cuerpo celeste, partiendo de los escasos datos disponibles y al
final de ese afio fue nuevamente observado Ceres de acuerdo con lo que predijo
Gauss. En 1802 Gauss nuevamente logra determinar la trayectoria de ofro asteroide
lamado Palas que habia sido descubierto primero por Wilhelm Olbers. En 1809

publica su segunda obra maestra a la que llama “Teoria de Movimiento de los
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. Fue director del Observatorio de Goninga aproximadamente

50 afios y profesor de Astronomia,

Gauss también se interesé por la geodesia y el electromagnetismo, tanto en el

aspecto tedrico como el practico.
La actividad cientifica de Gauss a partir de 1800 a 1855 la podemos dividir por

periodos:
De 1800 - 1820

De 1820 - 1830
De 1830 - 1840

De 1840 - 1855

Astronomia;

Geodesia;

Se distingue por sus trabajos sobre electromagnetismo,
magnetismo terrestre y la teoria de la atraccién de acuerdo a la
Ley de Newton;

Andlisis situs (Geometria de Posicién) y la Geometria asociada

con funciones de una variable compleja.

Gauss muere el 23 de Febrero de 1855 a la edad de 78 afios.

A Gauss se le conoce con el titulo de “Principe de las Matemdticas ™.
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a mas b

a menos b

plano cartesiano

unién de los conjuntos Ay B

trianguio

angulo

distancia del punto R, al punto R;

fin de una demostracion

segmento de recta entre los puntos Py R
a mayor que b

@ menor que b

@ mayor ¢ igual b

a menor & igual b

triangulo ABC semejante a tridngulo DEF
xigualay '

diferente

raiz cuadrada

numero 7

X pertenece al conjunto A

X no pertenece al conjunto A
funcién trigonométrica seno
funcién trigonométrica coseno
funcién trigonométrica tangente
funcién trigonométrica cotangente
nimero complejo §

conjunto de los nimeros reales
conjunto de los niimeros racionales
conjunto de los niimeros complejos
A subconjunto B

I extension del campo F

grado de EF
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