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Introduccion

Las Fuerzas de la Naturaleza

El concepto de fuerza ha sido empleado para dar explicacién a la
ocurrencia de eventos en la naturaleza. Es por esto, que el conocer
las fuerzas, es saber las causas de los cambios. Ello nos permite com-
prender acerca de la evolucién de nuestro objeto de estudio, y por éste,
podemos poner cualquier parte del universo.

Es por todos conocido, que la exposicién maxima en este sentido
de la teorfa fisica para una descripcién de la naturaleza, se da con la
teoria que formuls Sir Isaac Newton (1686 con su famosa publicacioén
de los Principios Matemdticos de la Filosofia Natural y su Sistema del
Mundo) con sus tres leyes de la mecdnica para las particulas. Pero la
descripcién de éstas se encuentra de manera restringida, para estudiar
de forma general las fuerzas que experimentan los cuerpos; es un he-
cho, y ademss bastante natural, la aceptacién de la fuerza que ejerce la
Tierra sobre nosotros, la cual se le conoce como nuestro peso. También
es conocida la fuerza que experimentan dos imanes uno en presencia
y cercania del otro; la fuerza que experimentan pequefios pedazos de
papel y un pedazo de plastico después de ser frotado por nuestro ca-
bello o un trozo de tela; para todos estos fenémenos perceptibles a
simple vista, la descripcién de fuerzas es casi suficiente, pero ;jcémo
. explicar satisfactoriamente la fuerza que experimentan cuerpos que no
estin en contacto?. El ejemplo mas claro a ello es la fuerza de atraccién
gravitacional, la cual fue resuelta por Newton cuando propuso su Ley
Inversa de la Distancia al Cuadrado.
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Ahora estamos en posicién de emprender un estudio més general de
las fuerzas, a éstas hay que considerarlas como las responsables direc-
tas de los cambios que podemos observar en la materia, ya sea de una
forma directa (con nuestros sentidos) o de manera indirecta (a través
de instrumentos). Asi ;cudles son las fuerzas que hemos distinguido
y cuantas son?. Las fuerzas mds claras, entendiendo por esto las que
son observables por nuestros sentidos -puros-, son la gravitatoria y la
electromagnética. La primera es la responsable del comportamiento de
las grandes masas en el Universo, esta fuerza en principio facil de enten-
der, es aquella que experimentan todos los cuerpos que poseen masal,
siendo esta fuerza la que ejerce atraccién entre ellos. La segunda, la
fuerza electromagnética, tiene una manifestacion més sencilla, y los
primeros en percatarse de ella fueron los griegos; éstos se dieron cuenta
que al frotar pedazos de dmbar (elekiron) con lana podian levantar
pedazos de papel, esta fuerza es debida a la existencia de cargas, y
estas Gltimas se pueden distribuir de un cuerpo a otro al realizar algin
trabajo sobre sus superficies. Otra experiencia comin es la existencia
de la fuerza magnética, observada también por los griegos, debido a que
ciertos minerales llamados magnetitas al ser suspendidos por un hilo se
orientaban de una forma particular.

Esas fuerzas eran las tnicas aceptadas hasta finales del siglo XiX,
por lo que se elaboré una descripcién comin para todos los fendmenos
que involucraban fuerzas eléctricas y magnéticas. Por otro lado y pos-
teriormente, apareceria una mejor descripcién acerca de la fuerza gra-
vitacional que la que habia elaborado Newton, la cual seria dada por
Albert Einstein.

Ya el siglo XX traeria a escena nuevos fenémenos que no podian ser
explicados con las fuerzas conocidas hasta ese momento, es aqui cuando
surgen las fuerzas nucleares, cuyo entendimiento no se realizaria plena-
mente sino hasta el dltimo tercio de este siglo. Las manifestaciones de
las nuevas fuerzas son observables inicamente de forma indirecta, pero

1Con m4s cuidado la energfa (el tensor de energia - momento es el que da la
métrica en el espacio - tiempo) es la vnica responsable de la produccién del campo
gravitatorio. '
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si fandamentales para el entendimiento de la estructura atémica y adn
mas, de como estd constituida la materia misma.

La primer fuerza nuclear observada por los fisicos fue la fuerza nu-
clear débil, cuya manifestacion se aprecia a través del decaimiento ra-
dioactivo de atomos, cuyos nucleos poseen generalmenie una mayor
cantidad de neutrones que de protones. Su entendimiento completo y
su relacién con las otras fuerzas ha sido uno de los pasos mas decisivos
en la empresa del estudio de las particulas.

La otra fuerza, llamada fuerza nuclear fuerte y cuya manifestacion
es ain mas compleja e indirecta, es responsable de la estructura de
los niicleos, donde particulas como neutrones y protones (nucleones)
se encuentran fuertemente unidos. La investigacion en torno a esta
fuerza nos ha revelado que su manifestacién mas pura se encuentra
a nivel de la estructura de todas las particulas que constituyen los
niicleos y otras particulas que se han observado en la radiacién cdsmica;
esta fuerza es en tultima instancia, la que permite la existencia de los
protones, neutrones, mesones..., etc. y su comprensién se ha logrado
por experimentos en los cuales se explora a través de colisiones en-
tre particulas, la estructura de éstas mismas. En estas particulas se ha
observado una estructura que sugiere la existencia de partes mas funda-
mentales de materia, las cuales constituyen toda la materia barionice®.
Estas nuevas particulas lamadas quarks® son semejantes en principio
a los electrones, pero ademds poseen propiedades nuevas, como carga
eléctrica fraccionaria y una nueva carga fuerte llamada color.

En este nuevo esquema, un nucleén estard constituido por un con-
junto de tres quarks, de tal forma que su combinacién la indentificamos
como protén o neutrén u otra particula que constituyen a los hadrones.
En el caso de particulas compuestas por pares de quarks - antiquarks
reciben el nombre de mesones. Es aqui donde la fuerza nuclear fuerte
tiene su mds pura o primera manifestacion, siendo ésta la responsable de

2Nombre genérico que se le dan a los hadrones (protones, neutrones, etc.) y a
los mesones {piones). :

3Pérmino que se acuiio a estas particulas en alusién a la obra Finnegan’s Wake
de James Joyce.
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mantener unidos a los quarks dentro de un nucledn, y su manifestacion
secundaria es la de mantener a los nucleones unidos.

La descripcién de las fuerzas que conocemos hoy en dia requieren de
un aparato matemadtico mas general y mucho mas amplio que nos pueda
dar mayor informacién respecto al fenémeno fisico, que vnicamente el
hecho de conocer la fuerza que actia sobre una particula. Esto se ha lo-
grado de manera amplia con algunas teorias clésicas, como por ejemplo,
en el estudio de los fluidos donde tenemos un sistema del cual podemos
pensarlo como un continuo; sin embargo, conocer la fuerza que actua
sobre un sélo elemento del fluido no nos serviria de mucho, ya que no
describe la evolucién global del fluido transcurrido un cierto tiempo.
Por esta razdn, se construyd una teoria en términos de la velocidad de
todos los elementos, ya que si conocemos la velocidad de todos los ele-
mentos en todos los puntos del fluido y su posicién inicial, conoceremos
la. evolucion de todo el fluido, y en particular, la evolucién de un sélo
elemento. Esta nueva descripcion que involucra conocer la velocidad
de todos los elementos se le conoce como un campo, y en particular en
este caso, se trata de un campo de velocidades.

Ademais de perfeccionar nuestro aparato matematico para estudiar
el problema de las fuerzas, serd necesario pensar en las fuerzas como
resultado de un proceso mis bésico que Hamaremos interaccidn; de tal
manera que no nos limitemos tinicamente al esquema restringido de la
teorfa de Newton; la cual dada una fuerza, ésta podria decir todo lo que
le ocurria a la particula ante la accién de ésta misma. Puesto que la
matematica involucrada en la teoria de Newton, supone a la fuerza como
un vector (por consiguiente con atributos de magnitud y direccién), y
esto no es del todo aplicable a la interaccién gravitacional®, que in-
cluso en su descripcién més moderna, es un cambio en la geometria del
espacio-tiempo; pero tenemos, que las interacciones no son instantaneas
en el sentido de que un cambio en la configuracién del sistema en es-
‘tudio induce un cambio en otra parte del espacio un tiempo después

‘Es aplicable la nocién de campo de fuerzas vectorial a la gravedad en una
aproximacién (a las ecuaciones del campo gravitatorio de Einstein) conocida como
campo débit.
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y nunca se veran cambios simultdneos en ambas regiones del espacio®;
por lo que la descripcién matematica de una interaccién se realizara
ahora con el concepto llamado campo.

El concepto de campo nos permite realizar la conexién entre parti-
culas o elementos minimos de materia. Es un concepto cuyo surgimiento
se puede atribuir a las meditaciones de M. Faraday sobre la interaccién
eléctrica y magnética. La utilidad de este concepto es clara, en el sen-
tido de que este elemento es el inico que hay que conocer para poder
explicar como se comporta un particula que experimenta la interaccién
y como ésta misma evoluciona en el tiempo.

Los campos matemditicamente que modelan alguna interaccién en su
construccion se imponen ciertas simetrias para lograr una descripcién
correcta. Estas simetrias son impuestas por alguna teoria; ejemplo de
esto seria la Teoria de la Relatividad, la Teoria Mecanico Cuéntica de
las particulas con Espin, Invariancia de norma, ... etc.

Por otro lado, existe un aparato matemadtico conocide como for-
malismo Lagrangiano - Hamiltoniano que se ha utilizado como una
generalizacién de la teoria de Newton, ya que en este formalismo se
pueden estudiar problemas con restricciones que no se manifiesten nece-
sariamente como fuerzas. El formalismo propone que cierta integral
llamada accidn se minimiza siempre para la evolucién de la particula
(la variacién de la accién es nula); este mismo formalismo a su vez,
puede ser extendido para darnos una descripcién de campos en vez de
evolucién de particulas; en esta situacién, lo que minimiza la integral
de accién es la configuracién del campo en el espacio-tiempo.

Cromodinamica y el Campo Gluénico
Dentro de este esquema, la descripcién de las interacciones fun-

damentales estard dada por campos, haciendo primeramente la dis-
tincién que unos serdn los campos de materia, como lo son los campos

®Mis cuidadosamente se puede decir que las interaciones como perturbaciones
se propagan en €} espacio a una velocidad finita.
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de electrones, particulas que verdaderaimente consideramos fundarmen-
tales.. Estas particulas poseen espin fraccionario y su nombre genérico
son fermiones, esto es debido a que la descripcién estadistica de ellos, la
formularon E. Fermi y P. A. M. Dirac {1926}, y otros campos serdn los
resppnsables de transparéar la interaccién entre los primeros. Asi, el
campr-de interaccién entre los campos de materia estara caracterizado
por un comportamiento distinto, debide a que poseen un espin entero,
conocidos como campos bosénicos, ya que la descripcién obedece a una
estadistioa distinta a la formulada por. Fermi y Dirac, que crearon S.
N. Bose y.A. Einstein (1924)..

De esta manera, el campo de interaccién entre los quarks (fermiones)
es llamado campo gludnico (bosones). Este campo es el portador de la
interaceion fuerte o fuerza fuerte, La interaccién estd descrita por parti-
culas 'gue tiene un espin. entero de valor A y no poseen carga eléctrica;
sin_ embargo, poseen la carga fuerte o “color” a diferencia de otras
interacciones como el electromagnetismo, donde el portador de la in-
teraccion es el fotén, el cual no tiene carga eléctrica. He aqui, uno de
las. problemas en la. teorfa de ln interaccién fuerts, ya que-tenemos una
teora. donde Jos portadores de.la interacciénia su vez poseen carga y
esbo provoea que lateoria sea no lineak:: 8in embargo la mayor dificultad
de\la interacsion fuerte radica en el heeho de que los grados de libertad
atbnjas.energias no son los mismos que a altas energias (problemas en
mfrarm,]o) esto debido al fenémeno de: conﬁnamlento de 1as cargas de
colol; - N

Elﬁ"l\:/I'eip;é_b_ Bosénico

En una teoria cldsica de campo para resolver un problema, implica
encontrar’ Jg5, ecuaciones del campo (E¢. FEuler-Lagrange) y conocer

SEl confinamiento de las cargas de color es uno de los resultados més importantes
en {4 teoria de fas interacciones fuertes y es precisamente este fenémeéno el que puede
explicar por que existen las familias de bariones que se observan en la naturaleza
que son . una combinacidn incolora de cargas de color y la no existencia de una
observacién de cargas de color libres (quarks).

. "Batre otras cogas como: el ham:ltbmano (la energla del s:seema), el t,ensor de
energla esfuerzo, ..., etc. S
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las soluciones de éstas. El! problema cuintico parte de una funcion
hamiltoniana, que se cuantiza imponiendo las reglas de conmutacion
entre los campos y los momentos conjugados (variables canénicas), con
ello se obtiene el operador hamiltoniano y un conjunto de operadores
como: intensidad del campo, momento angular, lineal,... etc.; cuyos
eigenvalores y eigenestados caracterizan el estado del sisterna. Una vez
encontrado éste, se puede resolver el problema. Esto en principio facil
de realizar no lo es en la practica, puesto que el cdlculo de los elementos
de matriz es extremadamente largo y complejo; entonces, lo que queda
por hacer, es tratar de dar una descripcion aproximada del problema,
reduciendo grados de libertad® y, de la misma forma, estados accesibles
del sistema.

En esta situacién, es el enfoque, arriba citado, que se utiliza en pro-
blemas de muchas particulas o campos, ampliamente utilizado en fisica
nuclear en los modelos nucleares colectivos. En estos modelos se des-
cribe en una aproximacién un nicleo compueste de muchos fermiones
(protones y neutrones) por pares o cuasiparticulas, las cuales estardn
acoplados a espines 1 o 0 h; éstos pares tienen un comportamiento
bosdénico y pueden ser descritos mas ficilmente (el dlgebra de estos
campos obedece la estadistica de Bose - Einstein que es mas sencilla
que la involucrada para campos espinoriales que obedecen la estadistica
de Fermi - Dirac). Este esquema de aproximacidn, en el formalismo de
la segunda cuantizacién es conocido como erpansion bosdnica o regliza-
cion bosdnica, la cual permite describir el comportamiento del espectro
del hamiltoniano, de nicleos pares-pares { igual nimero de protones
y heutrones y nimero par de estos). Sin embargo, estas realizaciones
que substituyen estados fermionicos por estados bosdnicos pierden la
completa descripcién del problema, debido a la existencia de estados
fermiénicos que no son posibles de describir por estados bosénicos®;
y peor ain, hay estados bosénicos que se pueden obtener, pero no se

8Entendiéndose la reduccién de los grados de libertad para una teoria de campo
como la imposicion de ciertas constricciones, que restringen los posibles estados
fisicos descritos.

®Caso por ejemplo de un sistema de 3 fermiones, este sistema nunca podré ser
descrito por bosones (no hay forma de acoplar 3 fermiones a un boson).
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verifican en la teoria fermiénica.!* Estos iiltimos estados, son los esta-
dos no fisicos y hay que poder identificarlos e incluso removerlos de los
calculos a través de ciertos criterios.

Existen diferentes formas de lograr una descripcién de pares de
particulas acopladas a ciertos espines, éstos se pueden pensar de una
forma general, como un cambio de operadores de cierta dlgebra a ope-
radores de creacién y aniquilacidn que actian sobre otro. espacio de
estados, los cuales también son mapeados.

En la teoria cuidntica del campo, éste es el proceso. comin que se
sigue, asi en el caso del campo electromagnético en el vacio.en una
regién determinada del espacio, cuando se procede a la cuantizacién de
éste, se descompone en campos de osciladeres, cldsicamente es.descom-
poner al campo en una serie de Fourieg, en estas, coordenadas se puede
expresar una teoria que formalmente es, de la misma estryctura que la
descripcién de una particula que oscila, cuantizar en. estas coordenadas
es trivial y es también natura.l la mtx:oduccmn de los Operadores de
creacién y amqullacxén, e ,

Por lo que la aplicacién de estos modelos: golectivos a una teoria
clasica de campo es posible, y obhiener asi una teoria efeetwa que des~
criba campos con ciertos estados de- pola,mzaclon

El método del Mapeo Bosénico aﬁratavde=reescribir-,' e la formulacién
Lagrangtana- Hamiltoniana para la Teoria Clasica de los Campos, los
campos de norma en términos de unos nuevos campos que son pares de
éstos. La presuncion de la posibilidad de ello traerda como consecuencia
una descripcién mas sencilla, de la cual se piensa sea la mds correcta
para los campos de norma a bajas energias; esto se verificaria en un
futuro desarrollo al cuantizar la funcién hamiltoniana de estos campos
pares.

1°Caso de un sistema que consta de un nimero par de fermiones idénticos y que
se pueden describir por bosones, en un mismo estado, en esta situacién se estaria
violando el principio de exclusién de Pauh : :
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Esta Tesis

En esta tesis se aplicard una técnica de mapeo bosénico a una teoria
cldsica de campo, la cual dard como resultado una teoria efectiva de
pares de campos de norma. Dentro del desarrollo de ésta, se expondrd
brevemente el mapeo bosénico empleado en la mecdnica cuéntica de
muchas particulas y cémo se puede extender a una teoria clisica de
campo, partiendo del hecho de que las transformaciones en los campos
no cambien el dlgebra impuesta por los conmutadores o los Paréntesis
de Poisson.

Posteriormente se desarrollard un estudio de la densidad lagrangia-
na del campo gluénico, en donde se aplicaran los resultados del mapeo
bosénico a una teoria cldsica de campo. Se intentard reescribir este
campo en estos otros campos bosdnicos, pero por las razones que se
expondrdn en los capitulos 1 y 3, se utilizara otro mapeo en campos o
coordenadas hiperesféricas; éstas seran en principio las coordenadas que
permitiran una transformacién a coordenadas bosdnicas (las cuales se
desarrollan previamente) y finalmente, se obtendra la transformacién
de coordenadas o campos de norma a campos bosénicos (o pares de
campos).

En este punto, se estara en posicién de emprender el estudio de la
teoria cudntica del campo gluénico; asi como {qué es lo que ocurre si se
desea un mejor teorfa fisica ?, ;si es posible la renormalizacién de estos
campos? y ;qué correcciones aparecerdn si se considera este caso?.




Capitulo 1

Mapeo Bosoénico

La descripcién del campo gludnico en el vacio serd nuestro objetivo,
y para ello hay que pensar cudl serd la estructura del estado base. Lo
que actualmente sabemos, es que el campo gludnico estd constituido
por particulas de espin uno (bosones) y que poseen carga de color';
igualmente sabemos, que en la naturaleza no se observan las cargas
de color libres, pero si en el vacio hay gluones, éstos no pueden per-
manecer solos por mucho tiempo, se tenderan a cubrir por otros de tal
forma que no haya una carga neta de color; as{ mismo, si se formara un
condensado? de gluones en el vacio de carga de color cero® (glueballs)
sus espines estarian alineados con un valor total en su espin de dos o
contraalineados, con un valor total en el espin de cero®. Precisamente
son estos casos los que hay que estudiar, y de esta forma poder elaborar
una teoria que simplifique la descripcién, conteniendo Gnicamente es-

1De hecho la carga fuerte de color que poseen no es de un sélo tipo sino una
mezcla de 2 de las posibles.

2Semejante y en analogia con lo que ocurren con ios electrones en un supercon-
ductor [14].

3 Al mencionar color cero, hago referencia al hecho de que hay igual cantidad de
carga de color de todos los colores posibles o hay una combinacién, tal que no hay
una carga de color neta, es decir, por ejemplo una carga de color con una anticarga
de color {conocido también por spin color singlete).

4El hecho de que solo haya estados con espines cero o dos, pero no con espin
uno, se debe a que son las unicas combinaciones simétricas (en la parte espinorial y
de color) bajo el intercambio de dos gluones respetando de esta forma la estadistica
de Bose-Einstein [12].
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tados de carga de color cero y de valor de espin cero o dos unidades de
hi. Por lo que en este caso, podremos aplicar una técnica simplificatoria,
a las variables para la descripcidn.

El concepto de mapeo bosdnico es un método aplicable a sistemas
de muchos fermiones o bosones, debido a que en ciertas circunstan-
cias tienen un comportamiento los pares de fermiones como bosones y
los bosones agrupados en pares siguen conservando su comportamiento
bosénico, en particular, cuando la densidad de pares de fermiones es
pequefia {1]. El método reemplaza los grados de libertad de pares de
fermiones directamente con los exactos grados de libertad de bosones.
Para ello estudiaremos la técnica del mapeo bosénico con un ejemplo del
algebra de Lie del grupo SU(2), en términos de operadores bosénicos
que obedecen el dlgebra de Heisenberg - Weyl.

Existen varios métodos, pero principalmente analizaré el método de
Holstein-Primakoff y el método de Dyson-Maleev. Sin embargo, estos
dos métodos no son los \inicos posibles, ya que entre ellos estén el de
Maérumori, Yamamaura y Tokunaga; el de Belyaev y Zelevinsky, el cual
es una aproximacién al método de Holstein-Primakoff y el método de
Schwinger {13].

1.1 Métodos de Mapeo

Para comenzar el estudio de los métodos de mapeo consideraré el
ejemplo de los operadores de momento angular en su forma esférica,
ilustranido la formulacién del método en esta situacién.

1.1.1 Mapeo Holstein-Primakoff

. Consideremos los usuales generadores del grupo SU(2) , J, = (J.)!
y Jo que satisfacen las reglas de conmutacién:

i, J-] =275 [Jo, Jul = £Jx (1.1)

3 Algebra de Lie que obedecen los operadores de creacién y aniquilacién.
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teniendo en cuenta que para la representacién de los estados tenemos
el ket:

[,m) con —j<m<j . (1.2)
Asi, los elementos de la matriz para los operadores Jy y J. estardn
dado por:

(j1 mlJﬂlj’ m) =m
(1.3)
) ) ) i L
(om + HJylj,m) =[G —m) (G + m +1)]2.
Para realizar el mapeo consideramos la siguiente sustitucién, que no
es Unica y si, de alguna manera, arbitraria:

m=-j+n (1.4)

donde n es la nueva variable de estado, y para que tenga sentido la

sustitucién, sus posibles valores estarin comprendidos por la desigual-
dad:

0<n<2j . (1.5)

Este desplazamiento en los niimeros que caracterizan un estado, nos
permite representarlo de la siguiente manera para un j fijo:

[, m) —n) . (1.6)

De esta forma, los elementos de matriz de los operadores dados por
la expresiones (1.3) se transforman a las siguientes expresiones:

(n|Joln) = —j+n
1 (1.7)
(n+1Jin) =[(n +1) (2§ —n))*

podemos ver ahora, que los elementos anteriores pueden ser escritos
de manera maés sencilla si se introducen los siguientes operadores de
creacién b' y aniquilacién b que actian en un espacio de Hilbert para
los estados bosdnicos con las siguientes propiedades:
tyn
bo]=1  m=%Lp
n: (18)

(a) (6)
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y cuyos elementos de matriz estardn dados por las siguientes expre-
siones:

(n+1ofn) = Vr+ 161 (n—1[bln) = VAbnorn

(1.9)
(a) ()
ademads, definimos el operador de nimero de ocupacién # como:
A =0blb (1.10)
cuyos elementos de matriz seran:
(mlin) =nép, . (1.11)

De tal manera, que los nuevos operadores para ¢l dlgebra de SU(2)
se pueden expresar en términos de los operadores bosénicos®:

(JO)B = _j + btb )
- \ (1.12)
(J4)p = (J0)b = bt (25 - b'b)”

Estos nuevos operadores deben de actuar en un subespacio de Hil-
bert, del nuevo espacio de estados de los bosones’; pues aunque los
operadores (1.12) puedan actuar sobre cualquier estado, hay estados
que no son fisicamente aceptables. Es facil percatarse de cuales estados
son los aceptables para este caso, ya que para cada valor de j, sélo
estardn permitidos los valores para la variable m dados en la expresion
(1.2). Ademds, debe pensarse a la raiz de un operador como un simbolo
para representar la suma en serie de Taylor de la expresién.

®El subindice “B” indica los operadores transformados y expresados por opera-
dores de creacién y aniquilacién bosénicos bt y b respectivamente.

"Debido a que a través de la accién del operador de creacién bt, puede construirce
un estado con un nimero n de ocupacién arbitrario, pero carente de interpretacién
para nuestro caso, ya que si los operadores Jy. J_ ¥ Jp son del momento angular n
tiene que satisfacer 1a expresién (1.5}, esta designaldad implica la existencia de un
subconjunto de estados.



1.1. METODOS DE MAPEQ 5

1.1.2 Mapeo Dyson-Maleev

Observando el mapeo de Holstein-Primakoff podemos percatarnos
que la raiz de un operador trae como problema el de la convergencia de
una serie infinita. Si tratamos de expresar los nuevos operadores por
expresiones finitas, tal vez sea necesario relajar las condiciones de her-
miticidad impuestas a los nuevos operadores expresados en términos de
los operadores bosénicos, y de esta forma es como se puede construir el
mapeo de Dyson; para lograr este fin, introducimos los operadores b, bt
con las propiedades anteriormente dadas en las expresiones (1.8) , (1.9a)
y {1.9b), adem4s, en nuestra representacién la matriz del operador Jo
sea diagonal y de la forma:

(Jo)p =—j+blb . (1.13)

Si quitamos la restriccién de hermiticidad de los operadores Jy, J_,
pero conservamos las reglas de conmutacién (1.1) podemos proponer
una forma general para los generadores de SU (2) en términos de los
operadores de creacién y aniquilacién:

(J+)D = btf+ (ﬁ')

(J—)D = f- (ﬁ)b )

donde 7 es el operador de niimero dado por la expresién (1.10), con las
reglas de conmutacién (1.8a), y sabiendo las siguientes propiedades de
los operadores de creacién y aniquilacién, se impone la condicién para
las funciones f, y f-:

(1.14)

bf(R) = (R —1)8t bf (-1} =f(R)b ,
(a) ()

(1.15)

[(J+)D ) (J—)D] =2 (JO)D 3 (1.16)

f+@®) f-(A)=21-7 . (1.17)
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La condicién anterior (1.17) nos da la libertad de escoger alguna
de las funciones f, o f_ , obteniendo el mapeo de Dyson si alguna de
ellas es igual al operador unitario, en particular hacemos la siguiente
eleccién:

f(@)=1 (1.18)
y esto implica inmediatamente que:
fe(R) =2 -7 (1.19)

de esta forma llegamos a los operadores mapeados con el método de
Dyson-Maleev:

(J4)p =" (25 ~ 1) (1.20)

(J)p=b . (1.21)

_' f(')bsérve_mos que el mapeo de Holstein-Primakoff es recuperado si
imponemos la condicién de hermiticidad (J,)}, = (J.)}

D Que es:
fe@By=f-(A) =2 -7 . (1.22)

El mapeo de Dyson al ser aplicado para la solucién de problemas,
produce hamiltonianos no hermiticos [1] [13].

12 . ,Mapeo de los Estados

Cuando se expresan los operadores del grupo SU (2), en nuestro
mapeo hay una cierta arbitrariedad, esto se puede ver, ya que segun se
defina el estado del vacio, los operadores adquieren una cierta forma,
para esto observemos las siguientes definiciones:

jm)y— ) y n=m+j=>0<n<% , (1.23)

con esta definicién hemos trabajado y el operador de nimero Jp tiene
la forma de:
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Jo=—j+blb

pero no es la tnica posible y para esto consideremos que el niimero
cuéntico n al ser definido como:

n=m-—j=>-2j<n<0 , (1.24)
en esta nueva situacién tenemos entonces para el operador Jp la ex-
presién:

Jo=j+bb (1.25)

para el caso del mapeo de Dyson-Maleev, recordemos las propiedades de
los operadores de creacién y aniquilacién (1.15a) y (1.15b), de tal ma-
nera que al reimponer las reglas de conmutacién que deben de cumplir
los operadores mapeados se tiene:

blofs (7= 1) f- (A —1) = (b'b+1) f- () f1 (A) = 2 (5 + b'0)
(1.26)
de tal forma que anslogamente a la expresién (1.17) obtenemos:

f+(@) f-(R)==-2j-7n , (1.27)

con lo cual se puede construir otro mapeo de Dyson-Maleev, dado por
los siguientes operadores:

(J+)D = bf , (1.28)

(J-)p = (=2 —7A}b , (1.29)

donde se hizo la seleccién de:

@) =1 @ =-2-4 . (1.30)

Seleccién que puede compararce con las expresiones (1.18) y (1.19),
se aprecia que el operador unitario ahora es f; y no f_ como origi-
nalmente lo era, junto con el cambio del operador f_ en —4;j unidades
respecto al original operador f,, todo esto como resultado de cambiar
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el estado de mayor peso (original |27) por |0)). Esta situacién permite
mostrar que el mapeo depende de como se fije ¢l estado de mayor o
menor peso.

1.3 Un Ejemplo de Aplicacién del Método

Para ilustrar las ideas anteriores podemos pensar en alguno de los
modelos sencillos que se emplean en Fisica Nuclear en la descripcién
de los niicleos atémicos, como podria ser el modelo de capas de Lipkin
(Lipkin, Meshkov y Glick , LMG) [13], este modelo describe a los nu-
cleones mds externos y en la versién mds sencilla de éste, se tienen 2
niveles con un mismo valor de §, un nivel justo arriba del nivel de fermi®
y otro justo abajo; el nivel de abajo esta lleno por 25 + 1 nucleones en
esta situacion tenemos un hamiltoniano que esta dado por la expresion:

~

H=cK,- % (K3 +K2) (1.31)

donde £ y V son constantes y los tres operadores K, K_ y Ky es-
tan definidos en este modelo por unos operadores de creacién CL,, y
C!,. (fermiénicos), el primero crea un fermién en el nivel +m y el
segundo crea uno en el nivel —m respectivamente y los operadores de
aniquilacién Cpp, y C_p de particulas :

2541 .
K.= mz—l CimCom (a)
2541
K.=5 ¢t Cm ) (1.32)
m=1
2541
Ky=3 3 (ClnCim = CluCom) (@)

observemos que estos operadores cumplen con el algebra del grupo
SU (2) y que 4demas son hermiticos (K;)' = K_ , siempre y cuando se
cumplan las siguientes reglas de anticonmutacién para los operadores
fermionicos los cuales son:

8El nivel de fermi es la capa completa més externa.
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[Cimsc+m]+ =1
1.33
[l Com], = 1 -
+

y cualquier otro anticonmutador es nulo. Este problema por su estruc-
tura tan sencilla puede ser resuelto de una forma exacta, sin embargo
para mostrar el empleo de la técnica de mapeo podemos proponer que
los operadores K, K_ y K, sean mapeados con el método de Dyson-
Maleev, en este caso estamos proponiendo que los operadores se pueden
expresar por:

Ky =5t (2j - b} (a)
K_=b (b) (1.34)

Ko=—j+bb (c) ,

de tal forma que tenemos para el operador hamiltoniano mapeado con
el método de Dyson, utilizando las ecuaciones (1.15a) y (1.15b):

B Hp=c(-j +b1b) - % ((b*)z (2j —btb 1) (2j - bfb) + 52) :

(1.35)
los estados se mapean como estd dado en la siguiente expresion:
con la relacién entre los nimeros cuanticos:
m=-j+n . (1.37)

De manera tal que para ver una aplicacién del método de mapeo
bosénico podemos encontrar los eigenvalores de la energia y asi com-
parar los resultados con los obtenidos en el cdlculo exacto, tenemos
entonces, que para un sistema de 2j + 1 nucleones y j = % (10 nucle-
ones) los niimeros cuanticos cumplen con los intervalos que expresan
las siguientes desigualdades:
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(1.38)

ml )
IA
3
IA
| ©
=]
AN
&
IA
©w

El problema de calcular los eigenvalores de la energia se traduce
en conocer los elementos de matriz del operador hamiltoniano, para el
calculo exacto tenemos:

(G, ma | Hij, m) = embp m,

~EVIG-m)G+m+ ][~ m — 1) G+ m + 2)|omszm,

“SVIG+m) G—m+ DG+ m =1 G —m+ Domzm,
(1.39)
los elementos de matriz del hamiltoniano mapeado con el método de
Dyson son de la forma:

(mlHpln) = & (=j + 1) bmn

=52 =n =12 —n)/(n+1) (n + 2)dmps2 (1.40)

~Y (= 1)bmas

Para los valores de € = V = 1, diagonalizando ambas matrices ob-
tenemos de esta forma los eigenvalores, que se tabulan a continucién:
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Espectro
Hamailtoniano Hamailtoniano
Ezacto Mapeado
1.876 1.876
1.872 1.835
0.850 0.850
0.750 0.711
0.146 0.146
—{0.146 —0.124
—0.750 —0.750
—0.850 —0.860
—1.872 —-1.812
—1.876 ~1.872
(a) (b)
Estos espectros se grafican a continuacién:
25
15
0.5
-05
-15
(a) (b}
-25

Figura 1.1: Espectro del hamiltoniano exacto (a) y el espectro del hamilto-

niano mapeado con el método Dyson-Maleev (b).

Para ver de una forma clara en donde queda la aproximacién ob-




12 CAPITULO 1. MAPEOQ BOSONICO

servemos que el mapeo de Dyson-Maleev no describe perfectamente
el espectro de los operadores K, y K_, veamos la expresién para el
operador K, actuando sobre el estado |n) que es:

Kiln)=(2j-n)vn+1|n+1) | (1.41)

si recordamos que en el mapeo se introdujo la definicién de n (1.4) y
como se asocian los estados bosonicos con los estados fermionicos (1.6),
si substituimos estos elementos en la anterior expresién, obtenemos:

Kiljm)={j—m)ym+j+1|jm+1) , (1.42)
la expresi6n exacta para la accién del operador K, sobre el estado |jm)
es:

Kjm)=/(j-m)(m+j+1) ljm+1) . (1.43)

Comparando estas ultimas dos expresiones (1.42) y (1.43) se puede
apreciar que difieren por un factor de /7 — m , pero para j pequeiias
(o pocos nucelones en el modelo de LMG 2 0 4), se pueden aproximar
muy bien entre si, los valores de los elementos las matrices.



Capitulo
Teoria de Campo

Para estudiar el campo gludnico serd necesario recapitular algu-
nas partes fundamentales de la teoria de sistemas continuos y con un
nimero infinito de posibles configuraciones o grados de libertad.

En este capitulo se desarrolla los conceptos basicos de una teoria
de campo, entendiéndola siempre como la generalizacién de una teoria
de particulas, para esto es necesario recordar el principio de minima
accidn aplicado en la teoria de la mecanica de particulas. Continuando
el desarrollo de las ideas anteriores, a través de un ejemplo construiré
en un limite una teoria clsica de un campo partiendo de una teoria
discreta de particulas.

Posteriormente se realizard en analogia con los sistemas de muchas
particylas la formulacién hamiltoniana en la teoria cldsica de los cam-
ROS,. .

2.1 Principio de Minima Accidén

La expresién de las leyes del movimiento de una particula o un
cuerpo en su forma mas general, serd a través de un principio conocido
como prmczpw de minima accién (o principio de Hamilton); éste es-
fablece que cualquier sistema mecédnico se caracteriza por una funcién
que depende de las coordenadas, velocidades y del parametro tiempo,

13
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llamada funcidn lagrangiana o funcién de Lagrange!.

L(Ql:q%“‘>Qi,ql:(j2:"'aqi,t) . (21)

Supongamos que en los tiempos t; y £, el sistema en cuestién tiene
las coordenadas ¢; hasta ¢; bien definidas, entonces entre estos:dbs
tiempos o estados el sistema evolucionara de tal manera que la integral:

Lz
S= [ L@@ Gty s st (2.2)
ty

tendré el menor valor posible. Esta expresion se conoce como la integral
de accion. Sea ¢; la funcién posicién para la i-ésima, coordenada en la
cual la integral de accién tiene precisamente el valor minimo, tal que :

qg: = q,-(t . a.-) = q,-(t ' O) + a,-(,',-(t) (23)
y su derivada esté dada por la expresién:
G = Gilt o) = Gi(t: 0) + ai(ilt) (2.4)

donde (;(t) es una funcién que se anula en los valores extremos t, y
f2 , a; es un escalar distinto del nulo. Esta trayectoria perturbada
nos permitirad encontrar la condicién que satisface la coordenada ¢; |
como funcién del tiempo en la situacién que hace minimo el valor de
la integral de accién. Consideremos ahora la integral de accién en la
trayectoria perturbada:

ta
Iﬁ = /L((h:---:(Iz"i'ai(hfjh-'-:‘ji"f'aigi:t)dt . (25)
151

Calculemos el valor critico de esta integral para la i-esima coorde-
nada y bastara con ello imponer la siguiente condicién:

di,,

da’,'

1Se considerard el caso no relativista, pero la extensién al caso relativista es
sencilla y se procederia en total analogia para obtener las ecuaciones de movimiento.

=0 . (2.6)
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Esta condicién se traduce en la integral (2.5):

dly, oL dq; 0L 0q; _
= / [aq, S0t 50 aa.] Q=0 (2.7)

consideremos el segundo término del integrando y apliquemos sobre €l
una integracidn por partes, obteniendo la siguiente expresién:

f.2 t2
oL 0¢; oL Og; dg; d (3L
T gt = % d _

/ 4, B [aq, Ba,]t Bas di (aq,) dt. (28
1

Pero observemos que la siguiente derivada cancelard el primer térmi-
no de la suma anterior, ya que por la condicién que se establece para
la trayectoria perturbada tenemos:

[SZ] - [3;1] S GOl =@, =0 . (29

Entonces la integral (2.5) se puede reescribir de la siguiente manera:

ty
i, %[oL d (8L\] 0
T e -0 . 2.
dos :[ [6qi it (aq,-)] o =0 (2.10)

La integral debe ser nula para cualquier valor de d¢;/da; {8}; siendo
esto posible, sélo si se cumple para la coordenada g¢; de la i-ésima
particula la siguiente ecuacion:

oL d (oL
Li@e e

Esta es la ecuacién de movimiento para la particula i-ésima, y es
conocidas como la ecuacién de Euler-Lagrange. Podemos hacer las
siguientes definiciones para el momento generalizado?:

oL
94

2Esta ecuacién se indentificara con el momento de una particula.

pi = (2.12)
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y para la fuerza generalizada®:

)

pi= o (2.13)

2.2 Un Sistema de Masas Acopladas con
Resortes

Para poder estudiar la generalizacién del principio de minima accién
para sistemas con un numero infinito de grados de libertad, analicemos
como un ejemplo a un sistema de resortes acoplados [2] como el que se
muestra en la siguiente figura.

2 a

[

Baiphazado

i i equilibrio
%

I

ey
Figura 2.1: Sistema de de masas acopladas con resortes.

Este sistema esta constituvido por masas m; (todas iguales) que estdn
unidas por resortes y todos de igual constante de restitucién k. En re-
poso se encuentran las masas a una distancia a una de otra; ahora
desplacemos de su posicién de reposo a la particula i-ésima y también
a 5us vecinas.

Consideremos ahora el movimiento que realiza esta particula alrede-
dor de su posicién de reposo; asi mismo, observemos que se tratan de
pequeias oscilaciones. Describiré a la particula i-ésima por su coorde-
nada generalizada n; con respecto a su posicién de reposo, asi quedaran

3Esta otra ecuacién se indentificara con las fuerzas que experimenta la particuia.
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las particulas etiquetadas; podemos entonces escribir la funcién de La-
grange del sistema como:

L=T-V , (2.14)

donde la energia cinética y la energia potencial estdn dadas por las
siguientes expresiones:

T= %Zmiﬁf , (2.15)
1 k k
V= 5 Z [‘2' (Mie1 — m)” + 3 (m ~ 771'—1)2] , (2.16)
quedando asi la funcién de Lagrange:
1 9 k k
L= 5 Z [mﬂ? ) (41 — 7’!:')2 ) {ni — 77;'_1)2] . (2.17)

Podemos escribir esta misma funcién incluyendo la distancia que
separa a las particulas en reposo, obteniendo:

pe a2 - ()] L e

a a

de esta forma, la funcién de Lagrange para el sistema de particulas se
podré expresar en términos de la funcién Lagrangiana de cada particula:

L=YaL; , (2.19)
donde L; estard dada por la siguiente expresidn:

-' 1 |m., ak (Th'+l - Th‘)2 (7?:‘ - 77:‘-1)2
2 2 _ GR AT 7 TR 2 Y 9
L 2 [an‘ 2 [ a + a ’ (2:20)

siendo esta dltima expresién la funcién de Lagrange de la particula
i-ésima.
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Para continuar nuestro andlisis obtendremos la ecuacién de movi-
miento de la i-ésima particula que se obtiene al aplicar la ecuacién
- (2.11) en la expresidn (2.20):

. _k k
mn; = 3 (i1 — m) — 5 (= ma1) (2:21)

Supongamos ahora a este modelo en el limite, cuando la distancia
entre las particulas, a, tienda a cero, describird un cuerpo semisélido
capaz de sufrir pequefias deformaciones, entonces nuestras expresiones
pueden ser identificadas con las siguientes:

Tis1 — i o n{z + a) — n(z)
a a

(2.22)
i — M1 N n{z) - nlz — a)
a a

donde ahora los {ndices que identificaban a las particulas son substitui-
dos por las coordenadas de las particulas, y asi en el limite considerado,
se transforma en la derivada parcial con respecto a la posicién:

Iim n(z +a) ~ nlz) = 3—” )
a—( a (917

(2.23)

adem3s se puede observar que los limites que siguen serén el modulo
de Young y la densidad de masa:

limka=Y , (2.24)
a—0
m

Por otra parte, la suma de las funciones lagrangianas de las parti-
culas, se transformard en la integral sobre una nueva funcién llamada
densidad lagrangiana, su integral serd el lagrangiano del sistema:

imL; =L {2.26)
a0
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L= f Ldz (2.27)

donde £ es la funcién densidad de Lagrange del sistema y estara dada
por la siguiente expresién:

1 an ? an ?
L=- — | =Y | =— . 2.28
2 [‘“ (at) (8:5 (2.28)
De esta misma forma, en el caso limite referido obtenemos para la
ecuacién de movimiento del sistema (2.21) lo siguiente:

o Y &

A = 2.2
ot?  uox? (2.29)

observemos que la solucién de esta ecuacién son ondas longitudinales
que se propagan con una velocidad:

\/g . (2.30)

2.3 La Formulacién Lagrangiana para los
Campos

El ejemplo anterior nos sirvié para ver que la generalizacion de la for-
mulacién Lagrangiana, se puede extender naturalmente para el caso de
sistemnas continuos, introduciendo el concepto de densidad lagrangiana.
Entonces sera posible ampliar el concepto de ecuaciones de movimiento,
pero no para una particula sino para un campo; esto formulando un
principio de minima accién para la integral de la densidad lagrangiana.

Pero la generalizacién es de tal forma que el papel que jugaban
las “coordenadas generalizadas” ahora lo jugaran los campos y las “ve-
locidades” seran substituidas por los gradientes de los mismos. Asi
tendremos una densidad lagrangiana en términos de los campos, de las
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derivadas con respecto a las coordenadas y de estas iltimas, cabe men-
cionar que hacen el papel andlogo del tiempo.

A continuacién procederemos a deducir las ecuaciones de movimien-
to o ecuaciones del campo, utilizando notacién indicial con las conven-
ciones, indices griegos que toman valores del 0 al 3; indices latinos que
toman valores del 1 al 3, entonces:

Tp =1
I, =z
Iy =1Y
Ty =2z

(2.31)

Un campo y un gradiente de éste estaran expresado por:

Ay =Au(z,) (2.32)

04
Ane = B,
p

Asi mismo, la definicién de los gradientes son con el operador de
derivacién parcial:

0 1¢ 9 a9 &
2y =2 = ). 2.34
3z, % (cat’ oz’ 0y’ 62) (2.34)

Consideremos una densidad lagrangiana, dada por la siguiente ex-
presién y con una dependencia funcional:

C = E (Aﬂ) A,u,psj.u) r (235)

(2.33)

donde j, es una funcién que representa a las cargas (estaticas y en
movimiento o corriente) acopladas al campo, sabiendo que la funcién
de Lagrange del sistema estd dada por la integral:

L= / L(Ap, Appin)ds (2.36)

donde:
d3.’£ = dCC;dIBgd(lZ;; . (237)
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Supongamos que en las coordenadas x; y X, el campo tiene valores
bien definidos, entonces entre estas dos posiciones espacio temporales,
variard de una forma continua, tal que la integral de accidén:

[= [ C(Ap Aup i) d'z (2.38) -
X

calculada entre estos dos puntos tenga el valor minimo posible. El im-
poner que la integral sea minima, implica que su primer variacién sea
nuia, y esto nos traerd como consecuencia la ecuacién que debe satis-
facer el campo. Ahora consideremos una linea de evolucién perturbada
para el campo que se encuentra entre los puntos x; y Xo , de tal forma
que si A, es el campo que minimiza la anterior integral, entonces una
posible trayectoria perturbada seria:

fi# = A.u (zp: @) = A.u (x5 : 0) + (=) (2.39)
en donde A, estd definida como:

A# (z,:0) = Ay (z,) (2.40)

y la funcién Q,(z,) que perturba tiene la siguiente propiedad de anu-
larse en los extremos de integracién, i.e.:

Qu(x1) =Qux2) =0 (2.41)
ademés o es un escalar distinto del nulo.

Al ser la primera variacidn nula, se impone una condicién sobre la
integral de la trayectoria perturbada, si es ésta la integral:

I= f £(AwAupda) d'z (2.42)

la condicidén sera:
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y la condicién anterior se manifestard sobre la integral (utilizando la
convencién de Einstein):

dI 7"[6£ 0A, AL BA,,

- = - — 4 = . .
ia oA, D0 + 94, a }d =10 (2.44)

Esta integral se puede realizar por partes en el segundo término del
integrando, obteniéndose:

dl _[ 2 8A, 1" F[oc & (oL \|o4, . _
io ] o - () e
(2.45)

pero calculemos la derivada parcial del campo perturbado con respecto
al parémetro de perturbacién (aA,,/ da), cuya expresion sera:

BA
Ba

y por lo tanto, el primer término quedard afectado por una funcién
que siempre se anula en los extremos, quedando asi inicamente de la
integral (2.44) la siguiente expresién:

AL 3&, 4 :
dz=0 . 2.47
[ (aAp#)] dc : ' ( )

Esta integral debe ser nula para cualquier funcién que perturbe la
trayectoria, de esto se concluye que el integrando debe ser nulo; entonces
se tendrd la ecuacion que satisface el campo A,, ésta es la ecuacién co-
rrespondiente a la generalizacién de la ecuacién de Euler-Lagrange, las
cuales son conocidas en este caso como las ecuaciones del campo:

aL a oc
- = . 2.48
04, Oz, (aAp.u ) ° (248

=Q,(z,) , (2.46)

2.4 Una Aplicacién Sencilla

Apliquemos el formalismo anteriormente expuesto al caso de nuestro
sistema de resortes. Cuando la distancia entre ellos tiende a cero, si
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indentificamos a la densidad Lagrangiana del sistema como:
1 an\’ dn 2
- k0 I il 2.49
£ 2 [,u (at) Y (ax ’ (2.49)

y asi mismo realizamos las siguientes sustituciones, considerando que
este ejemplo es un caso escalar, unidimesional y no relativista:

Iy — T
Ig -+ t
A, = 7
on (2.50)
Ay — ™
on
A#,O -+ 'a—t ,

entonces la ecuacién del campo (2.48) tomara la forma, que expan-
diendo en notacién vectorial serd la siguiente expresidn:

oL 0 | oL d oL
walatm) =)o e

calculando explicitamente para esta densidad lagrangiana (2.49), obte-
nemos: » v 52
Iy _YFn_y 252)
o2 poz?
tratandose claramente de la ecuacién de onda que se propaga en el eje
z con una velocidad v, dada por:

Y
V=g —
M“

{2.53)



Capitulo 3

Técnicas de Mapeo Bosénico
Aplicadas a la Teoria Clasica
del Campo

En este capitulo desarrollaré los fundamentos del mapeo bosdnico
~ aplicado a teoria cldsica de campo'; cudl es su importancia y cémo
simplifica enormemente el calculo en diversos problemas; asi mismo,
mostraré los problemas de cilculo que no se pueden resolver satis-
factériamente con la propuesta del método de mapeo bosénico.

La aplicacién del mapeo bosénico ha sido desarrollada para una
teorfa de operadores y estados en Mecdnica Cuéantica. Ahora, cémo
se puede emplear ese método en una teoria clasica del campo. Esto
en principio se podria lograr imponiendo un cambio de espacio de fun-
ciones de los campos y respetando las reglas del dlgebra que han sido
establecidas a través de los paréntesis de Poisson; por lo que si hay
una posible transformacién que deje invariante esta algebra, entonces
se estard describiendo en principio una situacién fisica compatible con
el modelo exacto.

1Para un tratamiento cuintico, que es fundamento para este método véase [3]
(13},

25
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3.1 Aplicacién del Mapeo Bosénico a la
Teoria del Campo

Consideremos un campo ®, (z) y su densidad de momento asociado
I1, (z) y en la densidad hamiltoniana de este campo aparecen expre-
siones como las siguientes: productos de campos, productos de momen-
tos o productos mixtos de campos y momentos, pero no gradientes de
los campos.

T Zz: z) B, (7) (a)

1 N
= S 2 I, (z) 11, (z) (5) (3.1)
. N
N = Zl (I’a (.’L‘) Ha (.’I:) (C) )

tomemos la definicién de paréntesis de Poisson para dos funciones den-
sidades® A (z) y B (z); pero por tener una teoria donde no aparecen gra-
dientes de los campos, asi como tampoco gradientes de los momentos,
nuestra definicién para los parentesis de Poisson cambia de derivadas
funcionales a derivadas parciales ordinarias [2], asi que tomemos la si-
guiente definicién para los parentesis de Poisson:

9A 9B  0A 0B |
4.B}= Z(anaati»,, acz»aan,,) ’ (3:2)

2A partir de este momento voy a considerar como obvio la dependencm de los
campos y sus momentos del espacio y tiempo.
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calculando los paréntesis de Poisson de las expresiones (3.1a) definidos
tenemos:

@7 = g (o )

1 i o2 oI, 0%} o1t}
4N S\ OIL; 8%, 3%, Tl

(3.3)
1 X [9%201R ] X
- mia,b:l (3‘I’i 3Hi) - _ﬁi;’:l (oo : Ty 1)
1 Y 1 -
=" &.0II; = ——N
N Zl N

Andlogamente calculamos el otro par de paréntesis para las fun-
ciones (3.1b) y (3.1c¢):

N e el _ 2
{N,P}_zm{g«iana,;nb}_ \/_Znn P( ,)
3.4

{V.Q7} = {Z‘b HmZ@"’} ZM Q* . (3.5)

l_l
Observemos que estas funciones forman un algebra cerrada entre
ellas, expreséndose en las relaciones que se cumplen entre sus paréntesis
de Poisson:

{QQ,P2}=—%N . NP =-P , {NQ}=0Q" , (36)

consideremos el mapeo o transformacién a unas nuevas “coordenadas
generalizadas” pero conservando el dlgebra de las expresiones primigias:

2—-—1—2 a
@ = —=a(e) @

P=—pl@a@plz) ) )

N=q()p(2) () .
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de esta forma definimos los paréntesis de Poisson en las nuevas coorde»

nadas: 0AOB OAOB
{A B}— A, T R a. (3'8)

y observemos que el dlgebra se preserva con estas nuevas coordenadas

{@, P} = 5%—\,- {9,pep} = —%—-pq = -—%N , (3.9)
{N, P} = \/—— {qp, pap} = \/-—%—qup =-P? (3.10)

N,Q? , 2 3.11

{M,@*} = \/-{qzﬂ;r} mq Q (3.11)
: Volvemos a ver que esta operacién de mapeo, nos permite conser-
;. var las mismas relaciones establecidas en las expresiones (3.6) de con-
; . mutacién, pero son mucho mas ficiles de verificar cuando se calculan.

3.2 Un Ejemplo )

Para ilustrar la aplicacién de las ideas anteriores pongamos un ¢aso;
éste se trata de una densidad lagrangiana que posee s6lo una parte
cinética y de esta forma podemos expresar el Hamiltoniano de una
forma sencilla en términos de 1a densidad hamiltoniana.

7= / Tdz | (3.12)

T=;T@mr it

podemos aplicar directamente un mapeo procediendo a realizar la susti-
. tucion de la siguiente forma:

M) - e (314)
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este cambio de coordenadas nos permite escribir la densidad hamilto-

niana T )

2
5 ,—-QNG'P )

asi también las relaciones formales (ecuaciones de Hamilton) entre los
campos y los momentos conjugados se preservan en los nuevos campos
y nuevos momentos conjugados:

oT oT'

i

(3.15)

Utilizando las anteriores ecuaciones podemos obtener expresiones
para el momento conjugado en términos de las coordenadas:

aT’ 1 aoq)
—_— a = —— = = 3/ 2N —_— , 317

de esta forma podemos expresar la densidad hamiltoniana 7’ en térmi-
nos del nuevo campo y sus derivadas temporales:

T = g (@%‘?_)i) : (3.18)

Pensando en un principio de equivalencia entre coordenadas tem-
porales y espaciales proponemos un posible mapeo para el operador
gradiente, si pensamos que el papel que jugaba la derivadas parcial
temporal, es totalmente andlogo al que jugard el operador gradiente:

8 = -V (3.19)

tenemos asi la propuesta para los gradientes de los campos como:

> (Ve) - VaN ((—v(;’—)z) . (3.20)

i
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Capitulo 4

Campo Gluénico de la CD en
SUcolor (2)

En este capitulo expondré la teoria de campo para las interacciones
fuertes en ausencia de cargas, i.e. campos en el vacio; para esto recor-
daré un poco de la teoria del campo electromagnético, para posteri-
ormente dar una descripcién de ¢émo se realizé una formulacién més
general para tener teorias dindmicas. Por lo que comenzaré una muy
breve resefia histérica de cémo se logré la formulacién de una teoria
para las interacciones fuertes; entonces se propondra analogamente a la
teoria electromagnética una densidad lagrangiana para el campo glu-
4nico en el vacio y se impondrén ciertas condiciones sobre esta misma
como la fijacién en la norma del tiempo. Asimismo se aplicaran las
propuestas desarrolladas en el capitulo anterior para un mapeo a coor-
denadas bosénicas del campo de norma gluénico.

4.1 Teorias de Campo de Yangs - Mills

Cuando tenemos una teoria de campo y observamos que hay ciertas
transformaciones que dejan invariante a las ecuaciones del campo, asi
como a su densidad lagrangiana, esta transformacién en el caso de la
_electrodindmica se puede ver cuando realizamos las siguientes substi-
tuciones en el campo A*:

A 5 A* 4 ¥y (3) (4.1)

31
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— esta transformacion se conoce como transformacidn local de norma [4}

[71.

Si ademds tenemos una teoria dinamica de las particu]as como la
que se desarrolla a partir de la densidad lagrangiana del Campo de

Dirac, dada por: o~

L=¥(z) ({04 —m)¥(z) , | (4.2)

donde ¥ son biespinores, ¥ = ¥!4° es la conjugada hermitica de Dirac
y v son las matrices 4 X 4 de Dirac. Cuyas soluciones de la ecuacién
de movimiento (la ecuacién de Dirac) tiene la forma de:

] ¥ = (: )e“"E“”) con u y v espinores. . (4.3)

Sab&mos ademés que la descripcién fisica es invariante ante cambios
de fase locales, estas transformaciones son de la forma:

VR

slsd g el LN oy glalaly : 644

SR BT JGI ul(l]
M «para me ia dmdad lagrangiana del sistema total ses in-
mmbajﬁ estas- sramsformaciones kénemos que proporer un aeopla-
. s Rignto minima® con 6l campo, de tal forma que se sustituird el operador
. Aewemanio por 4l miemo, mds un término del campo slectromagnético.
- Esto es I substitugién de la derivada ordinaria por una derivada.co-
vanante, de ‘esta forma tenemos:

By = 8 —ied, .. S ()

La densxdad lagrangiana del campo de Dirac que describe particulas
con espm ¥ <on carga eléctrica, en presencia de un campo electro-
magnético est;ara‘ dada por :

L=¥(z)G(, —dedy) Y ~m) ¥ (@) . naih (46)

1Es un hecho natural si pensamaos que la densidad lagrangiana total dei 51stema
- estd constituida por 3 paries gue son:

L= Lpirae + L:_Mazwe!l + LInteracc:‘on

y en el término de interaccidn es donde se encuentra el acoplamiento.




41. TEORIAS DE CAMPO DE YANGS - MILLS 33

De esta forma la densidad lagrangiana del sistema de particulas y
campos sera la expresién:

L=T((8, —ied,)y* —m) ¥ — %FWF‘“" : (4.7)
Observemos que esta expresién no es invariante ante transforma-
ciones de norma del campo A,,, sino que ademas se requiere la transfor-
macion simultinea de la fase de la funcién de onda para que se logre la
invariancia, de tal forma que ahora para preservar la invariancia de la
densidad lagrangiana se precisa de una transformacion simultidnea en
los campos que es:
Ar — AP 4GPy
(4.8)
U — e*x ¥
Es por todos conocido que estas ultimas transformaciones forman
un grupo conocido como U(1}, jqué ocurrird cuando una densidad la-
grangiana es invariante ante transformaciones de un grupo como SU(2)
y SU(3)7. Estaidealatuvieron Yangs y Mills [6] en 1954, generalizando
el concepto de invariancia ante transformaciones de norma vy, de esta
manera, propusieron que las funciones de onda fueran invariantes antes
las transformaciones de la forma:

¥ (z) — e~ Fhalmimey (z) con e=123 , (4.9)

donde 7, son las tres matrices de Pauli, las cuales son los generadores
del grupo SU(2), g es la constante de acoplamiento que en el caso de
la electrodindmica es la carga fundamental.

De la misma forma en que cambia el operador de momentos en la
teoria de las particulas al introducir un campo electomagnético, cam-
biando de una derivada ordinaria a una derivada covariante, en forma
totalmente andloga al electromagnetismo, introducimos un campo de
norma? W, tal que:

’_gfaww . (4.10)

2En esta situacién hay que mencionar que el indice griego 1 es para coordenadas
espacio temporales y el indice latino a corresponden a indices internos de la teorfa

debido a que hay tres generadores del grupo SU(2} y se deben sumar sobre todos
elios. El recorrido de los indices serd para p=0,1,2,3 y paraa =1,2,3.

8y = 0, +
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Ahora si estamos-pensando en-el campo de norma covariznte bajo
estas transformaciones, podemos proponer la transformacién de norma
para el campo como:

W (3) = WE (2) + eanel W5 (x)-i-%@"ﬂa @

donde €, €s la densidad tensorial totalmente antisimétrica de Levi-
Civita y son aqui las constantes de estructura del grupo. Asi la densidad
lagrangiana en la teoria estara constituido por un tensor de campo de
la siguiente forma:

Gayu = apWau - avWan - gfach:W: ) (4'12)

y asi la densidad lagrangiana para el campo de norma sera:
1
eC = —zGapyaﬂy . (4-13)

Si comparamos esta densidad lagrangiana con la que calculamos
para el campo electenmagnético nos damos cuenta que contienen un
térmitnb extra ¥ claramentediferente que es un producto de los campos,
a este tétining le precede la constante de acoplamiento lo cual nos indica
que éstos canpos son autointeractuantes o que poseen una carga. Esto
no seubseivar¢n el electromagnetismo y es asf que los campos de norma
del electromagnetisme no poseen carga de ninguna especie. Ademds
como se vera mas adelante estos campos no tendran masa®.

4.2 La Cromodindmica Cudntica

La teoria para las interacciones fuertes fue desarrollada después de
muchas observaciones sobre el comportamiento regular de las particulas
que se observan en el nicleo o en la radiacién cédsmica. El primer in-
tento se realizé al estudiar los nucleones. Estas particulas en principio
como pensaba W Hezsenberg pueden ser mamfestaclones de un orden

:’Los campos de nornta en cleréas c:munstancxa.s si pueden adqumr masa, este
fendmeneo se conoce con el nombre de Mecanismo de Higgs o Ruptura Esponténea
Simetria,
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més simple 0 “un mismo tipo de particula” y ast fue como nacid el con-
cepto de tsoespin. En esta situacién el protén puede ser la particula con
la proyeccién del isoespin para “arriba” con valor +% y el neutrén la
particula con la proyeccién del isoespin hacia “abajo” con un valor —%.
De esto se puede inferir que hay un algebra semejante a la que se estu-
dia en la teoria de W. Pauli para particulas con espin fraccionario, es
ademas inmediato encontrar la relacion que hay entre la carga eléctrica
¢J. vy la proyeccién del isoespin en el eje z Iy que estard dada por la
expresion:
1

Qe=l+3 - (4.14)

Si desarrollamos el dlgebra en la notacién de Dirac podemos escribir
las operaciones sobre el estado del protén o el estado del neutron, re-
presentemos los estados por:

i 5 Iny . (4.15)

Podemos asi también aplicar algunos resultados conocidos en la
teoria de particulas con espin fraccionario, de igual manera es posi-
ble pensar que un operador I, actuando en un estado del neutrén lo
cambie a un estado de protdn, asi mismo tenemos el operador I_ que
realiza la operacién contraria.

Iiln)=1Ip) , (4.16)

I_|py=1n) . (4.17)

Ademds tenemos un operador que nos da la informacién de la carga
del estado [, de tal forma que:

Ly =—21n)  Dlp)=+30p) - (4.18)

También sabemos que los operadores son hermitianos es decir cum-
plen que I, = (I_)! estos operadores satisfacen las reglas de con-
mutacién del grupo SU(2). En una posible representacion matricial
de W. Heisenberg tenemos:

para los estados:
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|p>%(§) iﬁ>=(‘j) , (419

para los operadores:

I+=(g{])) I-:(gg) 1(,:({1) _?1) (4.20)

Estos operadores son una representacién de los generadores del gru-

po SU(2).

En 1864 M. Gell-Mann, Y. Ne'eman y G. Zweig propusieron un
modelo que involucraba la existencia de pequeifias particulas consti-
tuyentes de los bariones, esto con el fin de simplificar y sistematizar la
descripeién de éstos. Estas particulas que constituirian a los bariones

- deberian-eséar en grupos de ires para formar un hadrén y en pares para
formar mesones. A estas particulas le dieron el nombre de quarks, ¥ en-
tre sus propiedades figuraban tener carga eléctrica fraccionaria y espin
fraceionario de'd; traténdose de esta forma de fermiones; para-que la
descripcidn fuera completa se necesitaban tres tipos de quarks que som:

TeroR

y ‘ carga, carga
tipo (sabor) elécirica  estraiieza
% {up) +% 0

d (down) 3 0

s (strange) -3 -1

con estas particulas podian explicar 1a formacién de los bariones obser-
vados.

Sin embargo la existencia de particulas formadas con tres quarks
idénticos como A*™ (formada por tres quarks u), viola el principio de
exclusién de Pauli, con lo cual se necesita un grado mds de libertad en
la teorfa y este grado fue dado por una nueva carga llamada cergd de
color que podria ser de tres tipos que son: azul, rojo y amarillo.
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Ahora la teorfa dindmica involucra una descripcién de hadrones
formados por tres querks y cada uno con la posibilidad de tener tres
posibles colores. La simetria para esta descripcién fue SU(3) debida a
los tipos (o sabores: u,d,s) de guarks y una simetria SUcq.,(3) para la
carga de color; asi que conociendo esto, se propuso una teoria dindmica
invariante ante las transformaciones de norma inducidas por el grupo
SU.0r(3). A esta teoria se le conoce como Cromodindmice Cudntica

(CDC).

Entonces tenemos que las funciones de onda tendrdn como trans-
formacion de norma.:

W (z) — ey (1) con a=12.,8 , (4.21)

donde A, son las matrices de 3 x 3 de Gell-Mann, que son la genera-
lizacién de las matices de Pauli, siendo éstas las generadores del grupo
SU(3). Asi mismo nos damos cuenta de que ahora hay 8 indices internos
de la teoria que corresponden a los 8 generadores de SU(3} y esto
trae como consecuencia la existencia de 8 campos de norma A que se
llamaran campo gluénico y cuyo tensor del campo estara dado por:

Fo, = 0,40 — 0,A% + g, f3 AL AL (4.22)

donde f4. son las constantes de estructura del grupo SU(3) [6).

Sin embargo siendo la teoria de norma en SU.q,,(3) la correcta para
modelar la interacién entre los quarks que constituyen a los hadrones,
restringiré el posterior desarrollo de mi tesis al estudio de una teoria de
norma SUeuor(2) , con lo cual el indice interno en la teoria solo tendra
los primeros 3 valores. Esta restriccién no es tan limitante ya que en
este modelo se representa toda la estrutura importante de la CDC, y
es facil la extensién al grupo de norma SU,.-{3).
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4.3 La-Densidad Lagrangiana del Campo
Gludnico

Tenemos para la densidad lagrangiana del campo gluénico {(campo
de norma en SV (2)), como: |

L= -—EF;,,F;‘” : (4.23)

El tensor de campo gludnico estard dado en principio por la ex-

presién (4.22) y la dnica diferencia serd que las constantes de estruc-

tura del grupo serdn substituidas por la densidad tensorial totalmente
antisimétrica de Levi-Civita {(constantes de estructura de SU(2)):

FV = gEAY — 3Y AR + ge AL AY
(4.24)
Fi, = 0,45 — 8, A% + geb AL AL
Procedetanos ol desaerollo de la densidad lagrangiana para ver sus
pastes. gonskitutivas ¥ -posiermrmmte construir una iecorfa efectiva o
un mapeo, de tal forma gue se puede escribir Ia densidad lagrangiana
como: : : -

L= [a,,A“ 3.,A“ + g AL AC| [B4 AL — 5% A% + ge 2 4 AY)
(4.25)
Desarmllando la expresién anterior obtenemos en la notacién, que
llamaré notacién tensorial (mdtcnal con la conversién de Einstein):

L=-= (a A2 - 0,AL) (B4 AL - a“A“) w36)
4.26
—EE de (3 A -0, Aa) Ak gy — _____5 L £ deAbAcA#Au
Podemos reescribir ta densidad lagrangiana y para esto consider-
aterios Tas siguientes paries puramente temporales queda constituyen,
estoes p=0G, r=0: .
[:1 =0 . (4,27)
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Consideremos las partes espacio-temporales de la densidad lagran-
giana tomando uy=¢, v =00 p=0,rvr =1

1 . .
Ly = —5 (0iA5 — Qo A) (8° A3 - °Ay)
2 g . (4.28)
—gele (8 A3 — BoAf) ALAL — 4 T o ede AASALAY
y tomemos la parte puramente espacial de la densidad lagrangiana que
es =1, V=71

1 o -
Lo =~ (3dg - ;A7) (AL~ 7 AY) )
2 .
~gede (343 — ;A2) AYAL — et e e ALAS LA

Entonces la densidad lagrangiana serd la suma de las 3 anteriores
partes, es decir:

£=£1+E2+£3 B

= 5 (BiAf = B0AL) (B A — P AL) — ge e (8:A8 — BuA?) AiAl
2
. 1 o .
—%—s bceﬂ“"Aﬁ’AgA;AS - 5 (03 - By42) (243 - DAY
PG
—gete (B A2 — 9;A) ALAL ~ —s e e ALAS AL AL
(4.30)

Esta expresién nos permite ver que no hay derivadas temporales de
los campos A% y de las ecuaciones de Hamilton, podemos ver que hay
un inconveniente en ellas; asi, de la definicién de momento candnico

conjugado tenemos:
6L

68p As,

¥ = (4.31)
Observemos que no estd definido I12, si imponemos la norma de

tiempo, esto es: .
Ar=0= A4 =(0,4) . (4.32)

Evitamos la aparicién del momento canénico 112 , entonces la den-
sidad lagrangiana del campo gludnico en la norma de tiempo adquiere
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la forma: — - - '”

L=—= (agAﬂ) (@°Ai) — = (a A2 — 0;A) (81 A] — D AL)

e . (4.33)
gede (6,-A° 0;A%) ALA1 — e AL AT AYA]
Para simplificar un poco la notacién y utilizando la convencidn vec-
torial: .
X ) N2
=7 y =2y = (z') ,
i=]
se reescribird de esta forma la densidad lagrangiana en la notacién
vectorial y en la norma del tiempo:

-

QA (¢ A (95 2)- (R )

~T (A &) - (&-A)')
(4.34)

4.4 LaDensidad Hamiltoniana del Campo

Glnomco

Para continuar ¢on nuestro estudio de la teoria del campo gluénico es

" necesario construir la densidad hamilioniana. Bs de gran importancia

lat formulacién hamiltoniana si se pretende un tratamiento cuéntico al
estilo Sehridinger (operadores y eigenestados). En general tenemos una
densidad lagrangiana. del carmpo gludnico de la forma :

= (@A) V() (4.35)

Para construir la densidad Hamiltoniana del campo en cuestion,
observemos primero, de la definicién de momento canédnico conjugado
que:

e L

7 I'I,-. = W *_- (aoA ) =84, . (4 36)
A51 la densrdad Hamlltomana se escmbzra por su deﬁmcxon
|  H=TGA - L - (@87

. e s .
LR L edmrep 5 e AL T
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Haciendo las sustituciones pertinentes de la ecuacién anterior y sim-
plificando obtenemos de esta manera la densidad hamiltoniana en la
norma del tiempo y en notacién vectorial:

(¥ % Aa)’ + geae (V x A - (A x &) wss)

4.5 Mapeo Bosénico del Campo Gludnico
€n SUcolor (2)

A continuacién estamos en posicién de aplicar el mapeo a la densi-
dad hamiltoniana, pero por tratarse de la construccién de una teoria
efectiva en pares de campos, es necesario hacer unas simplificaciones

evitando la introduccidn de productos de derivadas con pares de cam-

post.

Por lo que al aplicar el método de mapeo en la densidad hamiltoni-
ana consideremos las partes que s6lo involucran pares de campos y por
esta razén despreciaremos en esta aproximacion el término:

9€ase (V x Aq) - (A, x A) . (4.39)

Trabajaremos con la siguiente densidad hamiltoniana:

W= gl (9 A) S {(A- &) - (A 4)) . a

MI*—-‘

Procederemos a analizar la parte del términocinético de la densidad
hamiltoniana que es:

T=20, -, . (4.41)

K\JIP—‘

4Es posible tratar estas partes “impares” de campos utilizando otros conceptos
como cuasiparticulas, para mayor referencia vea [3).
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N El mapeo que proponemos en total analogia con el seccién (3.1) sera
entonces para el término cinético:

T % o (Z) - i, (9:)—+T-—é i Piky (T) Gryky (2) Drgi (2)
iRkl

(4.42)
y para los productos de los campos de norma A;,, la transformacién
general a coordenadas bosénicas (no normalizadas) sera:

A,‘aAja - i . (443)

Esta transformacién se puede interpretar de la siguiente manera: el
tensor ¢;; contiene en su diagonal la nporma del campo 4;, (la intensi-
dad de este) y fuera de la diagonal, de una manera simétrica compo-
nentes como Aj;Az, que tiene una estructura semejante al momento
cuadrupolar del campo. Come sabemos las relaciones que se estable-
cen en las ecuaciones de Hamilton se deben de preservar para nuestro
mapeo:

a7 .
g oWE = Ak (4.49)
Desarrollando 1a derijzada tendremos:

1 m
= D QukaPhai (0i50kk + Sikdhs) + DitaGhaks (Ohyidin + Stadis)
i,k ,ke=l

5.

m
2 {aekaPhaj + GikaPrst) + 7 g Z {Dkks @,j + Piky Ghek)
-’G2= k;:l

m
Z (Qkkzpk” + qunggk)

RS ik i e il ol

(4.45)
Tenemos asi el sistema de ecuaciones lineales:

o Z(q,m,-%-qgm,) - (4.46)
k—l )

Podemos reescribirlo de la siguiente manera factorizando Phyk, ¥ 35T
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obtenemos:

m m
365 = D Y {gikOkr,0iky + QikOin, O5k,) Phrke
m R E (4.47)
= Z (@ik ks + ik, Oiky) Phika s
k1,k2

de tal manera que la expresién anterior se expresa en términos de unas
sumas simples que seran:

m m
3G = Y (@i Oiks + QikyOska) Praks + 2 (@ikaOiks + ity Oskg) Pghy
k1<ks k1>k2

m
+ Z (ij5ik + GikOjk) Prk
k

(4.48)
Sabemos por otra parte que nuestra expresién es invariante ante la
sustitucién de k; — ky y viceversa. Esto permite algunas simplifica-
ciones de nuestra ecuacidn por lo que se reescribir como:
1 m
3q; = = z (9jk: 0k, + ik, Ojky + Giky ik, + Giky 05k ) Piiks

2
ky <ks (449)

1 m
+3 > {2560k + quebik) Prx
k

Nuestro sistema de ecuaciones puede escribirse en una forma matri-
cial si consideramos un vector columna ¢ cuyas componentes sean ¢;;
que por simetria de indices ¢;; = ¢;; . Si m = 3 (grados de libertad del
color, que son iguales a los grados de libertad espaciales} para el caso
de una teoria de SU,qr(2) de color, nuestro espacio de fase tendrad una
dimensién m (m + 1) = 12, que toma la forma que se muestra:

Para los vectores:

¢ = (i1, qr2, G13, 922, Gos, Ga3)
(4.50)

pP= (Pn,P123P13,P22,P23,P33) )

y de esta forma podemos plantear la ecuacién (4.46) como:

§=MI(g)p ; (4.51)
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donde M (g;;) es una matriz cuadrada de 6 x 6, cuyas componentes s¢
calculan a continuacién:

Consideremos el caso ¢ = 7, entonces nuestra ecuacion se transforma

a:
. 1 &
3qu = 5 Z (Qiky Oiky + Giky Siky + QinyOiky + Giky Gy ) Ph ko
| m ky<ks m (4'52)
+§ Z {Gindix + qindix) Drr = Z QikPki
k k
Ahora tomemos el caso 7 > j 0 4 < j tenemos:
1 m
3Gi; = 5 E (ij;?&;i + Qiky Pryj + Qiky Diky + Q:'kzpjkz)
ym e (4.53)
+3 ; (gjrpex -+ Qirpit) :
Por lo que tenemos la matriz M (g;;):
i 2a11 212 203 Q ° 0
S - 3<f @2 fen ten) 938 0 q1a o
M (qij) = = 9.1!0 ;ﬁ:a:; (g -gcan) 2:” '?;:a w(:)a . (4’54)
3 0 13 912 g2y {qez a3} 93
[+ o 2913 o 3023 2933

Par otra parte es posible reescribir el término de energia cinética en
una forma matricial utilizando la definicién de los vettores de momento
y coordenadas:

1 & 1
T'=z 3 Pin (@) 0k (3)Pui (1) = gp'Qaw)p  (4.59)
"1khk2=1

donde la matriz @ (g;) es:

LIV 2912 2q13 0 4 ¢
0 {q1s 4 qu2) 2923 2z + a1 N3 [
Q ( . ) — e 0 (o + qas) 2 412 2933
i g 0 0 {922+ qan) (qaa +qus +qaa) «23
g 0 U L+ 0 q28
) 0 0 ] 0 ] 922

{4.56)
Ahora tenemos las expresiones (4.51) y (4.55) en forma matricial
y nuestro sistema de ecuaciones (4.46) se puede resolver. Esto nos
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permitird reescribir el término de energia cinética en funcién de los
campos y las derivadas temporales de estos dltimos, entonces €l término
cinético se podra reescribir sabiendo que:

§=Mg))p=p=M"(g;) ¢ =>p' = ¢ (M_l (Qij))t . (4.37)

Utilizando las ecuaciones (4.57} y (4.55) podemos escribir el término
cinético de la densidad lagrangiana en términos de los campo g;; y en
notacién matricial:

1 1. A —1;
‘T’:gthngqt (M 1) QM™'¢ . {4.58)

Es necesario ahora poder escribir los otros términos de la densi-
dad lagrangiana o hamiltoniana. El problema al que nos enfrentamnos
es que no hay relaciones formales (ecuaciones de movimiento o ecua-
ciones canénicas) que nos puedan ayudar para lograr el mapeo término
a término. El problema principal estard en ¢cdmo proponer un mapeo
al término que involucra un rotacional en la densidad hamiltoniana:

LExA) (4.59)
2

Este problema no se puede resolver con sélo la suposicién o la postu-
lacién de cémo cambian las derivadas, puesto que existen diferentes ope-
radores como gradientes, divergentes y rotacionales, cada uno de éstos
debe tener su transformacién particular o mapeo. Se sugire entonces
la utilizacién de otras coordenadas u otro posible mapeo, no de pares
de campos (productos de campos de norma} sino del mapeo de un sélo
campo a través de unas nuevas coordenadas llamadas hiperesféricas.
Estas son un mapeo exacto y prometen ser mas sencillas de transfor-
mar a un mapeo bosénico, como se discutira en los siguientes capitulos.

A excepcién de los términos de los rotacionales del campo A, el
otro término que se puede mapear inmediatamente es el término de los
campos a la cuarta potencia. Su realizacidn en coordenadas bosénicas
es inmediata, segin la propuesta (4.43} aplicada al término (de campos
a Ja cuarta potencia):

{(Zfb.ffb)? ~ (A'b.,zi'c)z} . (4.60)
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-Haciendo las siguientes observaciones:

(i 2Y ~ (Sad) (461

— -2
%) b7

de tal forma gue el mapeo del término de los campos a la cuarta po-
tencia serdn:

(64727 [5e) g} o

Para ¢l téxmino que falta (el término del rotacional al cuadrado) se
desarroliarg el siguiente capitulo.

T P S s, (Lt 1 T I SR



Capitulo 5

Coordenadas Hiperesféricas

En este capitulo introduciré el mapeo a coordenadas hiperesféricas;
dado que éste, se trata de un mapeo del campo de norma, el cual serd
exacto y permitird reescribir todas las partes de la densidad lagrangiana
del campo gluénico y por consiguiente la densidad hamiltoniana!. La
introduccion de este mapeo se hace con la finalidad de diagonalizar la
matriz definida en la ecuacidn (4.43) y cuyos elementos son de la forma:
Y5 AjAj [10]. Una vez logrado este mapeo procederé a estudiar un
caso, mds sencillo y particular, que permitird encontrar un conjunto de
ecuaciones que simplifican en gran medida las densidades (lagrangiana
y hamiltoniana), que posteriormente permitira la realizacién del mapeo
a coordenadas bosénicas.

5.1 Mapeo a Coordenadas Hiperesféricas

Tenemos la densidad lagrangiana del campo gludnico en el vacio en
la norma del tiempo, que estd dada por la expresién (4.34):

1Un ejemplo de la utilizacién de estas coordenadas en otro contexto, como es la
fisica nuclear de modelos colectivos, se puede encontrar en [9].

47
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0 en notacion tensorial con la expresién (4.33):

1 a l'l a a) (5t Ad F A
L= =5 (0A1) (°4]) - 5 (Bids - 0;42) (341 - D 4)) 52)

a

2
96 (Bid} — 0 A9) Al — et e fe AL AS A A

Realizaremos el cambio de “coordenadas”(campos) proponiendo:
3
Aia =3 Dy (0) A5 () (5.3)
k=1

donde las matrices cuyos elementos son D3 y A3, las que tienen los
grados de libertad espaciales y los grados de libertad en el espacio de
color respectivamente. Ademas los 4ngulos # v & nos indican la orien-
tacion del sistema de referencia?, tanto en el espacio ordinario como en
el espacio de color [10].

Observemos las siguientes propiedades de ortogonalidad de las ma-
trices (obviando i{ndices superiores):

E. DHDmi = Cskm Z AmaAka = Omk
(a) ()

A continuacidn se reescribird toda la teoria en estas nuevas coorde-
nadas®, es claro que aqui todos los términos tendrén una transfor-
macion, de tal forma que no se despreciard a ningin término de la
densidad hamiltoniana o lagrangiana.

(5.4)

5.1.1 El Término Cinético

Para comenzar con la teoria del campo gluénico en estas nuevas
coordenadas consideremos el término cinético de la densidad lagrangia-
na dado en la expresién (4.41):

T= —% (GoA}) (BOA;) = % [30 (; Pk-DkiAka)] : (5.5)

2Sistema de referencia donde se diagonaliza la matriz: 3, A} Aj; .
3Véase Apéndice A para calculos completos.
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Las derivadas temporales de las matrices Dy; vy A,,, estarin dadas
por:

Oy Dy; = Dki = ZwknDni O Ama = Ama = ngkaka )
n k

(a) (b)
(5.6)
CON Wgn ¥ $2mi matrices antisimétricas. Desarrollando la expresién (5.5)
obtenemos:

1 . 1
T= 5 Z pfn + 5 Z p?n (ank + Lﬂ),?nk) - Z pmkamkwmk . (57)
m mk

m,k

Sabiendo que debido a la simetria de la expresién anterior podemos
escribir la siguiente igualdad:

S (Bt i) = 5 3 (o) (Rt i) L 69

m,k

y finalmente podemos reescribir la parte cinética como:

T = % SR+ % 3 (Ph + oE) (Dot + wh) = 3 Pk Rmicom
m m,k m,k

(5.9)
Es también posible calcular los momentos generalizados segiin las
ecuaciones de Hamilton. Tenemos 2 expresiones, una relacionado con
el momento angular conjugado del campo en el espacio y otro con el
momento angular del campo en el espacio de color:
para el espacio es:

oT

mek

= Z [(pfn + pi) Wk — 2Pmpichnlc] ; (5-10)

m,k

Lmk =

y para el espacio de color es:

Lok = agf;k =3y [(pfn + pi) Qo — 2pmpkwmk] . (5.11)

m,k

Nuestro interés de buscar un mapeo en coordenadas hiperesférica
es para utilizarlas como un paso intermedio en la bisqueda del mapeo
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bosénico, y éste tiene que presentar una descripcién del sistema por
campos de norma en donde no haya carga de color neta. Esto se traduce
a que debemos imponer un sistema de referencia donde no haya color.
La condicién de que haya color cero se impone por:

20mpr

0=Lrk =, [(an + P;zc) Dk — mepkwmk] = Ok = 5——FWmk
mk m + pk

(5.12)
esto implicard necesariamente una relacion entre las “velocidades an-
gulares” del espacio fisico y el de color. De tal forma que utilizando
la ecuacién anterior se puede escribir la parte cinética de la densidad
lagrangiana sin color:

R P e AN
T==-%Y 2 += L 5.13
3 2 m 4,,% Pl + P (5:13)

5.1.2 EIl Término de Campos a la Cuarta Potencia

Para reescribir el término de campos a la cuarta potencia en el
mapeo de coordenadas hiperesféricas consideremos a la expresién (4.60)

que es: ,
L{(A-A) - (&-A)} (5.14)

que aparece como un término restando en la densidad lagrangiana.
Consideremos primero:

2 2
(J‘-fb : f_fb)2 = ( iAib)z = (Z AibAib) = (Z an) ) (5.15)
Wb m
y ¢l otro término es:
2
(A-A) = T3 Avdjetia] = 3 [Z (A;-(,A{)] . (5.16)
iJ be ij L b

Ademds tenemos por ortogonalidad de las matrices Ay, que es-
t4 dada en la ecuacién (5.4b), de tal forma que tenemos la siguiente
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relacion:
> (AibA‘;) =3 (Z kakiAkbmemjAmb) =Y piDwiDy;
b b k.m k
(5.17)
Por lo tanto, si utilizamos la ortogonalidad de las matrices D tenemos:
(A A)" =Y. 3 62 DusDis%, Doni Doy = Z ph (5.18)
i,j km

quedando de esta forma el término de los campos a la cuarta potencia
en nuestras nuevas coordenadas de la forma:

2

%{(g,,.;f,,)?-(A‘b-zc)z}:gg{(gpi)z—gpi} . (5.19)

5.1.3 El Término de Campos Impares

Es algo propio del mapeo en coordenadas hiperesféricas la posibili-
dad de transformar todos y cada uno de los términos que aparecen en
la densidad lagrangiana®. Aunque no podran ser mapeados a coorde-
nadas bosénicas por completés transformaremos este término.

Este término de los campos impares es:
gease (V % Ao} - (A x &) = gele (842 - 0;42) AL . (5.20)
Ademds se puede escribir de otra forma como:

ge oA (ALAL - AL (5.21)

conjuntamente con la anterior simplificacion, podemos rescribir el sigu-
iente término:

e ALAL = £ WAL AL = €, ALAT . (5.22)

Entonces tenemos para este término una forma mucho mas sencilla
y facil de transformar:

9eare (V x Aq) - (&, x A;) = 2ge . (8; A AL (5.23)

4Véase el Apéndice A para los cilculos completos.
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Haciendo la transformacién a coordenadas hiperesféricas y después
de realizar las simplificaciones adecuadas, este término quedara:

2ge e (B:A2) ALAL =
ggabc z ai (an) anniAmaAchnb
+2962° 3" 8; (Dis) PePmPrDimi Drilgalmelyy (5.24)

k,mn

+29€abc Z 3,- (Ama) pgnanniAchnb

Entre los elementos de la matriz se encuentran las siguientes rela-
ciones, que involucran a los coeficientes de Clebsch-Gordan (C-G):

AmcAny = Y (lmln|idy) (1clblldy) Al 4 . (5.25)
1,dy da

Con estas relaciones® podemos reescribir el término de campos im-
pares en una forma mds simple. De esta forma el término de campos
impares quedari expresado por:

J€abe (V X Aa) . (Ab x A,_.) =

ai Dy 'mFn D 'Dm'
29k§n[ ( kJ)PkP PrEnpmiLlm; ] (5.26)

+29 2 [at (Ama) psnanniEnmkAka]

km,n

5.1.4 El Término del Rotacional Cuadrado
Este término es en los campo de norma® y se puede expresar por :
(Fx &) =
= (0,43 - 0,A2) (9'A] — DV AL) =2 (B,A20° 4] — B AS07AY)  (5.27)
=2{(au3)’ - s i)

Procedemos a realizar el mapeo de tal forma que se expresa el rota-
cional cuadrado por:

5Véase Apéndice A para caleulos completos.
$Véase Apéndice A para caleulos completos.
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(Vx 4,)" =

23 (8 (p))” + (ox: (Di))? + (o8 (Dra))?]
k

+Ya(0}) [a (DY) + & (a1,)]
k

+4 Z [6; (ij) Pedrel; (Ama) Pmij]

k,m

—225: £x) 8; (px) D; Dyi + p28; (Di;) 8; (Dxi) + 8i (02) Di; 05 (Dii)

-2 Z Pk P Drni Dy 05 (Aga) 0 (Ama) + 28; (px) Dij Akadj (Ama) pmDimi
km

+2ai (ij) Pi:Akaaj (Ama) P-mDmi
(5.28)

5.1.5 La Densidad Lagrangiana

Con las partes anteriores transformadas a coordenadas hiperesféri-
cas se puede expresar la densidad lagrangiana como:

UJ2
L= Z‘Z+ Z mk

o pm +p
—Z[(a.pk) + (ou0iDi ) + (prBiLira)’]

%
-3 ) [: () [o: (D%) + 8. (a2,)]]
—2> " [(8:Di;) pr Do (3:Ama) P Dimj]

km

+ Y [(3:ipx) (Biox) D Dii + £} (8:Di5) (8;D1:) + 8 (p}) Dij (9;Dyi)]

£
+ Z (pkPmDmiDij (8:8ka) + 20m DmiDgjBra (0:0x)] (35 Ama)

k,m

+2 > pmDmipkDra (8:Di;) (9;8ma)

km

—2g Z [Enmkpkmeanani (ai-ij)]

k,m.n

2 2
—2¢g Z [EnmkP?nPnDniAka (aiAma)] - % { (Z pﬁ) - Zpi}

k,m,n
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5.2 El Caso cuando p es Constante

Para simplificar la cantidad de términos en la densidad lagrangiana
dada en la expresién (5.29), podemos utilizar 1a relacién entre derivadas
de las matrices Dy; y Amq como se utilizé en el caso del término cinético
donde se hizo uso de las igualdades (5.6a) y {5.6b), cuya generalizacién
la podemos expresar por:

O Dy; = E(‘:)(aiekl) Dy 0ilpe = ;(bgai‘bml) AP (5.30)

De esta forma podemos obtener 1tiles relaciones como:
309“ = Wi 60<I>m, = ng . (5.31)

Estas iiltimas dos igualdades jugardn un papel muy importante para
la simplificacién de la densidad lagrangiana en el caso de p = cte. Antes
de continuar simplificaremos un poco més la estructura de los términos
de campos impares y los del rotacional cuadrado’. Tenemos entonces
para los campos impares, utilizando las reglas de ortogonalidad de las
matrices Dy; y Ay, (5.4a) y (5.4b) respectivamente, junto con las ex-
presiones (5.30a) y (5.30b) :

GEabe (ﬁ x .:‘Ia) (z‘-fb x fi'c)
= 29 Z [pkpmpn (aigkm) + pfnpn (aiq)mk)] EnmkDni (532)

k,mn

Ahora apliquemos la misma simplificacién al término del rotacional
cuadrado, usando las reglas de ortogonalidad de las matrices Ay, ¥ Dini
y las ecuaciones (5.302) y (5.30b), también manipulando y renombrando
los indices y haciendo uso de las propiedades de antisimetria de los

"Para referencia véase la seccién anterior.
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dngulos Gxm v Prn, se obtiene:

(f’ X 54)2 = 22 [(&'M:)Q — Dy Dyi (8ipx) (ijk)]

+22 [Pk ((3 6'lcm) (3i¢km)2) = 20kpm (0:0m) (&"Pmk)]

+2Z[a (02) (8;0mk) — 20m (8ipk) (3% mi)] Drni Dy (5.33)
k.m

+2 ) [206pm (8:0nk) (8P k) — £2 (9:8uk) (8;8,mk)] Dimi D
k.m.n

+2 3 pnpmDimiDn; (8i®kn) (8@ mi)
kmn

Si ahora consideramos el caso de p = cte, los términos que forman
la densidad lagrangiana se simplifican enormemente, dando como re-
sultado para la densidad lagrangiana la expresién que a continuacién
sigue:

2
L= lz (Pi‘P?n) Wik
45 Pt ai
2 (72 ((801m)? + (0:8m)?) = 2085 (O560me) (Biomi)]

- z (206 0m (8:6nk) (8@ mk) — £ (Bibnk) (8;0mk)] DimiDyj

km.n
5.34
- z panDmiDnj (ai@kn) (6jq’mk) ( )
kmn
+29 Z [P?npn (8:i®mr} — Oi (Omk) pkpmpn] Ermnk Dni

k,m.n

T (TA) -z

Ademds de las relaciones que se obtienen cuando se impone que el
momento generalizado asociado al color sea nulo, se obtiene la condicién
de color cero (5.12), esta expresién en nuestra aproximacién se puede
integrar inmediatamente con respecto al tiempo usando el hecho de que
P €5 una constante:

2pm Pk

2prm
Do (Bonk) = —omE 80 (Bk) = Bt = -

P + o}

50me+const. . (5.35)
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Esta iltima igualdad nos permite encontrar una relacién entre las
derivadas espaciales de nuestras variables (5.30a) y (5.30b):

2pmplc
G; (P ——50;: (0m i 5.36
(i) = R (Omi) (5.36)

La relacién anterior es sumamente 1til para poder simplificar la

densidad lagrangiana. Haciendo las substituciones pertinentes tomar4
la forma

z ( 2 ¥ pz) ( mnfc:)‘2 - %Z (_pzz_—fniat (ka)2

; oy kon Pt 0%

4pmpk ]
+ - 0; (6nr) 8; (Bmi) Dos D,
k%n [pk (Pm -+ p%) (pﬁ + pi) ( k) ¢l ( k) j

—2g E pk pzpnpkpmemnka (Omx) D

!m in pm

{(54) x4

Para reescribir la densidad hamiltoniana con la condicién de que p
es una constante, recordamos la forma que tiene esta expresién en la
norma de tiempo que estd dada por (4.38):

7{_111 n+ (VxA)+g€m(VXA) (A x A)

V2 ) - (A )

Identificando los términos se realizan las substituciones y entonces
queda la expresién para la densidad hamiltoniana en coordenadas hi-
peresféricas con la condicién de color cero y p constante:

_ 1 (R-ph)° (p — o5 o
‘42,:"—_pm+m (008rmk)? + - Z o (00m)

4P Pk
- - i 0i0nr) (8301 Dpi D, ;

Z, ["* % +pz)(pa+pi)]( V) B
+2¢ E +p2.0npkpm5mﬂk (aiemk) Dy,

kmmn Pm

+~4- {(;pi) - Xk:p}‘,}

(5.37)

(5.38)
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5.3 Un Breve Resumen

Teniendo estas expresiones que corresponden al mapeo en coorde-
nadas hiperesféricas estamos en posicién de buscar un mapeo que cor-
responda a las coordenadas bosénicas {objetivo principal de estudiar
el mapeo hiperesférico), es de suma importancia en si mismo el mapeo
hiperesférico®, por tratarse de un mapeo exacto y que manifiesta el
comportamiento colectivo del sistema como se vera en el capitulo sigu-
iente, ademds el tratamiento cudntico parece ser mas factible en la
aproximacién de “p = cte”.

8Para el tratamiento del problema de da Cromodinamica Cudntica con este
mapeo véase [10], un tratamiento semicldsico de un mapeo semejante a éste se
puede ver en [5].






Capitulo 6

Mapeo Bosodnico de la
Densidad Lagrangiana del
Campo Gludnico en

SUcolor(z)

En este capitulo se aplicardn los desarrollos hechos en el capitulo
anterior para la construccién de la densidad lagrangiana del campo
gludnico mapeada en coordenadas bosdnicas, partiendo del mapeo en
coordenadas hiperesféricas dado por la expresién (5.37) siendo este el
caso cuando “p = cte”.

6.1 Preliminares

Tenemos la densidad lagrangiana del campo gluénico en SUcorer(2),
en el vacio en la norma del tiempo, escrita en notacién vectorial:

L= % CYAE % (9 % A2)" — gt (9 x 42) - (A x &)
92 o -2 . 2
_I{(Ab.Ab) ~ (4, A) }

A continuacién se procedera a escribir los términos de esta densidad
lagrangiana en coordenadas bosénicas 0o de campos pares, teniendo un

(6.1)
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mapeo en coordenadas hiperesféricas, en el particular caso donde p; es
constante.

6.2 Mapeo Bosénico

6.2.1 Relacién con las Coordenadas Hiperesféricas

Para realizar un mapeo a “coordenadas hiperesféricas’ se propuso la
siguiente transformacién para los campos de norma A4;, expresién(5.3),
que es:

3
A= pDRAR (6.2)
k=1

Con las propiedades de ortogonalidad para las matrices D}? y Al2
dadas en las expresiones (5.4a) y (5.4b) y con la definicién de las “co-
ordenadas bosodnicas” obtenemos:

Gij = AiaAjo = ) peDrilrapi DijAie = 3 pEDiiDy; (6.3)
Py %

Haciendo la observacién que hay suma sobre indices repetidos ten-
emos:

@i = AicAia = ) piDiiDri=y_pip (6.4)
ki ’

Esta 1ltima ecuacion se puede expresar de una forma més sencilla
definiendo un par de matrices, que son:

a qiz i3 . o0
Q=| a2 @ ¢ y P=[02p 0| , (89
Q13 G23 Q33 0 0 p

de tal forma que la expresion (6.4) se puede dar en términos de las
trazas de las matrices anteriores por:

ir(Q) =tr (pz) . (6.6)

Si consideramos el caso en donde gy, es constante entonces las deriva-
das de estas trazas también seran nulas.



6.2. MAPEQO BOSONICO 61

6.2.2 El Término de Campos a la Cuarta Potencia

El término de los campos a la cuarta potencia es inmediatamente
mapeado por simple inspeccién de las expresiones (6.3) tanto en los
campos A; como en el mapeo hiperesférico:

2

%’*{(Eb‘/i‘b)2—(Eb'jc)z}:%z{(¥p§)2"¥pz} - (67)

Es también posible escribir esta Gltima expresién en notacién ma-
tricial si observamos que:

2
S a2 2
(A 4) = (Z pfn) =tr (") =@ ., (68)
asi , el segundo término se puede escribir en campos g;; de la siguiente
manera; ,
(Ab 4 Ac) = z [AibAJ'b]2 = quj . (69)
¥ v

También se puede emplear la notacién matricial, obteniendo una
expresion que nos permite escribir:

(Ab ) Z pkmek:DngszmJ Z ,01 =tr (p4) . (610)
k

Finalmente el término a la cuarta potencia se puede escribir en
notacién matricial por:

{(Zm) - ZP&} = 94—2{1&1" () - tr (s")) =

\ k (6.11)
% {tr (@7 - tr (@)
Aqui podemos escribir las ecuaciones:
tr (Q) — tr (Q%) = tr (0" — tr (o*)
(6.12)

= 2(p}0} + 010} + Pip3)
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tr(Q) =tr (p*) = ot + % + o (6.13)

det (Q) = det (p*) = p}plp? (6.14)

6.2.3 El Término Cinético

El término cinético escrito en los campos de norma A, en la norma
del tiempo es :

T=3(04) (6.15)

Este término cinético en coordenadas hiperesféricas después de im-
poner la condicién de color nulo y que g sea constante quedara ma-
peado como:

2 2412 2
- W
7— = _ Z (pk pm) > mk . (616)
4 mk P?-n + Pk
Sabemos que para las matriz w {con elementos wni) , que es an-

tisimétrica y est4 relacionada con las derivadas de las matriz D cuyos
elementos son D}? :

80Dk =3 winDni (6.17)
n

de esta expresién y por las reglas de ortogonalidad de las matrices
involucradas obtenemos:

Y Dpmids (Dii) = Y winDniDmi = wim - (6.18)

nd

Andlogamente se tiene para la matriz A, para los grados de liber-
tad del color:

3 AraBo (Bma) =Y Qmnlnalia = Qi (6.19)

n,a

Con la expresién (6.17) se puede obtener una relacion til que per-
mite reescribir al término cinético de una forma ma4s conveniente para
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nuestro posterior desarrollo, esta relacién es:

0= () (o)

ki n

— — 2
- Z Win Driwim Dmi = Z Wim
k,m

kamn

(6.20)

Desarrollando el término cinético obtenemos, considerando a pg
constante:

2
= % [; pkao (DkiAka)] y (621)

1
T =120 (02t 03) [0 (Do)’ + 80 (Arma)’]

ko (6.22)
+ Z pkmekiAmaaO (Dmi) 80 (Akn)

km

Asi la condicidn de color cero dada por la expresién (5.12) implicara
la ecuacidn:

Brah (Bra) = 7225 Dy (Do) (6.23)

y €l término cinético se puede reescribir como:

T = i >0k + k) [1 + ((_:_thj)?] 8o (Ds)*

L s (6.24)
_Z;(Tﬁj ODkt - Lﬁ‘)—(aﬂ rm

Relacién de las p; con la Matriz @

Para poder encontrar el mapeo a coordenadas bosénicas, partiendo
de las coordenadas hiperesféricas podemos resolver el siguiente sistema
con las ecuaciones (6.12), (6.13) y (6.14). Obtenemos asi una expresién
general en términos de cualquier py:
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ok (r (@) - #}) + %%@ = % (tr@?*-tr (Q%) . (625

Cuya solucién es para p,! estard dada por:

1 1
2__“"(Q)+ _E_,_ E+M_33+ _N N2+£31
=3 2 PR 2 V7T Tor|
(6.26)
donde N y M son las expresiones:
3 _ 2
N = 39tr (Q) — 27tr (Q) tr (Q%) —det(Q) (6.27)
162
M = 2tr (Q)? - str (Q?) (6.28)
s 5 . .

Para continuar la transformacién de “coordenadas” hiperféricas a
bosénicas del término cinético dado por la expresién (6.24), buscaremos
la relacién que existe en las matrices D y @, que a continuacién se
desarrolla.

Relacién de las Matriz D con la Matriz Q

El conjunto de ecuaciones que relacionan las coordenadas bosénicas
con las hiperesféricas, en particular a la matriz D, cuyos elementos son
Dy; con la matriz Q, cuyos elementos son g;; estd dada por la expresién
(6.3) y es:

gi; = zp?‘Dk,'ij . (629)
k

En una notacién matricial tenemos:
Q = D'p’D (6.30)

donde D* = D! por ser una matriz ortogonal (el superindice ¢ indica
a la matriz transpuesta). Proponemos una solucién para las matrices

1Véase el Apéndice B, en la seccién B.1.1 donde se resuelve la ecvacién anterior
(6.25).
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D de este sistema, de la forma:

Uy Va1 um
D=(V1 Va V3)= V2 Uz Vs2 ) (6-31)

Uiz V3 Uz

donde V; es un vector columna que es eigenvector de la matiz Q. Con
un eigenvalor A, tenemos:

QV, = AV, con Vi=1 von . (6.32)

De esta manera, el problema de encontrar los eigenvectores se con-
creta primero a la bisqueda de los eigenvalores. Pero encontrar los
eigenvalores es trivial, pues de la ecuacién (6.30) se puede obtener la
sigulente ecuacién (utilizando el hecho de que la matriz D es ortogonal):

DQD™' = p? | (6.33)

La matriz p* es diagonal y cada componente es un eigenvalor de la
matriz ) de tal forma se tiene:

An=p% . (6.34)

Conociendo los eigenvalores procedemos a calcular los eigenvectores.
Para evitar soluciones triviales (todas las componentes nulas) conside-
raremos el subsistema de ecuaciones (formada con la primera y segunda
componente de (6.32)) y tomaremos la dltima componente del vector
que queda como pardmetro cumpliendo una condicién de normalizacién,
el sistema en cuestién sera:

(g1 — An) Vin + qrovon + qu3v3, =0
y (6.35)
qi2Vin + (go2 — M) von + gu3van =0

con la condicidén de normalizacién:

'ulzu + u;’n + 'Ugn =1= g, = /1 -}, ~vZ . (6.36)
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El hecho de escoger algin signo negativo en la raiz incluird un con-
junto mas amplio de transformaciones como reflexiones. Las soluciones
del sistema anterior (6.35) estdn dadas por:

Vop = Q1213 — Q23 (fhl - /\n)
" (Q22 - )‘n) (911 - /\n) - Q%2

Yan , (637)

Qa2 — Q13 (G22 — An)
(g22 = An) (@11 = An) — g
Utilizando la condicién de normalizacién obtenemos para vs,:

Vin =

Vin - (6.38)

= (g22—2n {11 ~2n)—q3,
\/[92:1'112-ms(l;m—An)]n+[qlma-42s(0u _‘\n)}2+[(022_1\n)(q1l—An)_(ﬁz]z
(6.39)
Finalmente, dados los eigenvectores de la matriz  podemos con-
struir la matriz D y de igual forma se pueden calcular las derivadas
con respecto al pardmetro tiempo. Con esto se procede a realizar las
substituciones de las p, con la expresién (6.26) y D;; con la expresién
(6.31) en la expresién para el término cinético (6.24).

V3

6.2.4 El Término Rotacional Cuadrado
El término del rotacional cuadrado en los campos de norma es:
(V x 4)" = (842 - 0;43) (6° AL - ¥ A1) =
2 (BA20°A] - 0,A36° 43) = (6.40)
2| (auss)” - 2,397 41

Para poder simplificar ain mas este término empleamos la condicién
de color cero, que es:

20mpPx

20mPk B
o+ PR

0 (Pmx) = 50 (Omi) => Prmi =

4 (6.41)

Realizando las sustituciones y simplificaciones el término de la den-
stdad lagrangiana o hamiltoniana del rotacional al cuadrado, quedard
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en las coordenadas hiperesféricas como:

(Van) 2 % + : a(akm)

m

4pmpk
—2 8, (k) 3; (O Dm,Dn .
2 [p" 2+ i) 2y Ol f‘) R

kmn
(6 42)
Proponemos una simetria en derivadas espamales y temporales
ZDm.-Bj Dk,‘) = ZBJ Bkn) D,-“'D,-,'-,i = 8J- (gkm) ' y . (6\43)
i n,i
5 BkaB; (Arme) = 226, (Fn) ) Araliie = 8 (i), (. 44)\-

permitiéndonos de esta manera, al utilizar la cond1c1on de color cero,
encontramos una relacion entre las derivadas espaciales :
2% SR N L R 'SS:
Pk

B (Bmk) = 5——50: (Orx) (6.45)

. PL+ 0k . TN

Entonces la condicién de ¢olor milo y el hecho de que psea constante
nos permite reescnblr la. expresuSn anterlor utlllza.ndo ]as ecuamones

(6.43) y (6.44):

A Al B QPmpk : o S g
Akaa,_(Ama) =2 +pkaJ (Dm,) o 6.461)‘

Ahora con nuestras defimclones podemos encontrar a.lgunas rela,- .
ciones utiles que nos permitlrén escnblr en termmos de la.s denvadasl
de las matrices D, el termmo del rotacwnal cuadrado

A =TAODy oy

i

(B:Dx) Za (Bin) Drg; (B} Dong = & (ka) O ey,

Y (8:Dy;) Dyj = > 6 ( gkn Dnlej = 0 (Bkl) ) - {6,49) -
J n,j

Z (aiDnr) Dy, = as' (enk) ’ (650)

r
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Y (8;Dms) Dy = 35 (k) (6.51)
3
Considerando que hay suma sobre indices repetidos obtenemos:

(6’ x A )2 =

Z (pk (a Dk3)2

km

-2 Z [Pk 4fmp?c2 3 DkerstiDnj (aiDm') (aj-Dms)

kmmn pm+pk) (pn+pk)

{6.52)

Es en este punto donde se precisa el cdlculo de la derivadas espaciales

de la matriz D, haciendo las substituciones pertinentes tendrémos este
término en coordenadas bosénicas.

6.3 Un Resumen

Para concretar las ideas anteriores y de esta forma hacer mis explici-
to el método, mencionaré de una forma reducida los pasos que se lle-
varon a cabo para obtener a la densidad lagrangiana del campo gluénico
en coordenadas bosénicas, partiendo de la densidad lagrangiana en
coordenadas hiperesféricas. Conociendo el mapeo propuesto para los
campos (5.3), es inmediato conocer el mapeo para los pares de los
campos (6.3), con estas relaciones bdsicas se puede proceder directa-
mente al mapeo del término de campos a la cuarta potencia, cuya
expresion final es la (6.11), de este término mapeado podemos obtener
unas ecuaciones que nos relacionan las gy, con los elementos de las ma-
trices ¢; resolviendo el sistema y asi mismo resolviendo el sistema que
relaciona las componentes de la matriz D con las componentes de la
matriz ¢ (6.30), conocemos todos los elementos que forman las coorde-
nadas hiperesféricas en terminos de las coordenadas bosénicas. Susti-
tuyendo las primeras en terminos de las segundas, obtendriamos para
cada término de la densidad lagrangiana una expresién en coordenadas
bosénicas.



Conclusiéon

Actualmente se acepta que la teoria correcta para la descripcién de
las interacciones fuertes es la Cromodinamica Cudntica (CDC). Esta
teoria presenta enormes dificultades para el cdlculo, atin en el régimen
de altas energias (puesto que la descripcién por ejemplo de los jets?
involucra el tratamiento de la CDC a bajas energias y se presentan
todos los inconvenientes de este régimen) y no se ha podido dar una
confirmacién y explicacién a toda la fenomenologia asociada a ella. En-
tre algunos de los problemas abiertos en el régimen de bajas energias
estdn: el confinamiento de las cargas de color, el espectro de masa de
los hadrones y el estado del vacio: el campo gluénico.

La intencidén de realizar esta tesis fue lograr la formulacién de una
teoria efectiva del vacio gluénico de una forma no perturbativa que
describiera el estado del sistema (su configuracién) y nos permitiera
conocer la energia de éste. Para alcanzar esta meta se partié de un
modelo que trata de establecer una estructura en el vacio; en este caso
se concreté a la descripcién del vacio por pares de campos. La idea
fisica detrds de esto, es la esperanza de que el estado mds bajo en en-
ergia del sistema sea un condensado de gluones, lo cual se piensa como
gluones acoplados a espin y color nulo. La teoria de la Cromodindmica
Cuantica estd realizada con base a las simetrias que se establecen con
el grupo SU(3) para los sabores de los quarks y también es el mismo
grupo para la carga de color. En el desarrollo de esta tesis lo relevante
era la simetria impuesta por el grupo de color; y he aqui donde se hizo
la primer simplificacién, en vez de considerar el grupo de simetrias de

2Los jets son la formacién de haces de particulas (hadrones) como resultado de
la colisién de otras particulas como protones - antiprotones.
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SU(3}, para el color se consideré el grupo SU(2) que permite realizar
unos cdlculos mas sencillos, pero que tiene en escencia la misma estruc-
tura que la teoria completa.

Se introdujé el concepto de mapeo bosdnico como se emplea en
la Teoria Cuéntica. Este método permite reproducir con cierta exac-
titud los primeros niveles de los espectros de los sistemas cuanticos;
la idea fisica principal del método radica en el hecho de que los sis-
temas cudntico constituidos de particulas (fermiones y bosones) a ba-
jas energias tienden a agruparse (acoplarse}, dando lugar a fenémenos
como superconductividad, superfluidez o superfluidez en los nicleos.
Matematicamente esto se traduce en que los operadores de nuesira
teoria original se pueden desarrollar en serie de potencias de unos op-
eradores bosénicos (con un caracter colectivo). Esta situacién es alta-
mente empleada en los tratamientos de sistemas cuanticos de muchas
particulas, conocidos por modelos colectivos. Estas ideas nos resultan
claras en principio al aplicarce a la teoria del campo gluédnico; por lo
que se procedié en esta direccién. Pero debido a que toda la descripcién
se realizé en una teoria clasica hubo la necesidad de ajustar el método a
esta situacién; entonces los operadores en el método original son ahora
los campos y sus momentos conjugados en el formalismo lagrangiano-
hamiltoniano.

Se realiz6 el mapeo bosénico (capitulo 5) en la teoria del campo
gluénico cambiando el espacio de funciones y operadores diferenciales.
La teoria del campo gluénico en el vacio posee términos que no pueden
ser mapeados ya que en su realizacion se necesita tener expresiones que
sean productos de pares de campos o derivadas de pares de campos.
Aqui se realizé otra aproximacién y se desprecié el término llamado de
campos impares. Sin embargo, ain quedaba el término del rotacional,
con el cual no existe una relacién formal que nos indique el posible
mapeo de esta expresién.

Esta situacién motivé a iniciar el estudio de un mapeo alterno, el
mapeo en coordenadas hiperesféricas (capitulo 6), que por tratarse de
una transformacién exacta de cada campo de norma si podia mapear
(transformar) todos los términos en la densidad hamiltoniana. En este
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nuevo mapeo se pudo analizar el campo gluénico como un sistema
colectivo. Este método de mapeo es mucho més “manejable” y per-
mite, previa imposicién de ciertas condiciones, describir el sistema con
carga de color nula he incluso, se han desarrollado métodos cudnticos
como se pueden consultar en la referencia {10]. El empleo del mapeo
hiperesférico es sélo un paso intermedio para lograr el mapeo a las coor-
denadas bosénicas, ain cuando es por si mismo suficiente para abordar
el problema del campo gluénico en el vacio de una manera no pertur-
bativa.

El desarrollo de las coordenadas hiperesféricas nos permitié encon-
trar el mapeo bosénico (capitulo 7) formalmente, ya que con unas
pocas relaciones de los campos de norma y las coordenadas bosénicas
se pueden lograr plantear ecuaciones que relacionan las coordenadas
hiperesféricas con las coordenadas bosénicas. Se procedié a resolver es-
tos sistemas de ecuaciones y, de esta forma se pudo reescribir el término
cinético de la densidad lagrangiana, asi como el término del rotacional
al cuadrado en las coordenadas bosdnicas.

La motivacién de buscar un mapeo en coordenadas bosdnicas fueron
las expectativas que habia por obtener una teoria efectiva del campo
gluénico en el vacio con alto contenido de interpretacién fisica. Lamen-
tablemente es impractico el cdlculo en estas coordenadas (bosénicas),
debido a la cantidad de operaciones algebraicas involucradas para ob-
tener las expresiones, como la densidad lagrangiana, las ecuaciones de
movimiento (del campo), entre otras. Sin embargo, no dejan de ser
interesantes estos métodos de transformacién, puesto que abren un
panorama nuevo y poco investigado en la teorfa del campo. Es ficil de
creer, que técnicas como las empleadas aqui, que junto con otras, nos
proporcionen una gran cantidad de informacién de los sistemas; por
ejemplo, que nos permitan indentificar problemas y tal vez remover-
los, asi como investigar m4s simetrias o las simetrias existentes en una
teoria.

Para un desarrollo futuro, dentro de todo un proyecto de investi-
gaci6n y/o para desarrollo de una tesis doctoral , se deja la introduccion
de los campos fermionicos (quarks), junto con el correcto grupo de
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norma SUcq.-{3) para lograr una mejor descripcién del estado base de
la CDC, tratando de incorporar a estos a través de una teoria efectiva
que tenga los correctos grados de libertad para modelar a los hadrones,
esto con la esperanza de reproducir el correcto espectro de masas de es-
tas particulas, entre otras propiedades interesantes como lo seridn: los
momentos magnéticos. momentos dipolares, secciones de dispersién...
etc.



Apéndice A

Calculos Complementarios al
Capitulo 5

A.1 Mapeo a Coordenadas Hiperesféricas

A.1.1 El Término Cinético

Consideremos el término cinético de la densidad lagrangiana dado
en la expresién (5.5):

2
T = —% (GoAT) (BOA::) = % [30 (; PkaiAka)] ' (A.1)

pero ademds para las derivadas temporales de las matrices Dy; y AL,
estardn dadas por:

80Dk = Dy = > winDai 00lma = Do = Y Vet Bra , (A2)
n k

CON Wy ¥ (3mk Matrices antisimétricas. Desarrollando la expresion {A.1)
obtenemos:

1 . 1
T = 2 > Pt 2 > P (ank + w:?nk) =3 PmoxSlmikwme . (A.3)
m myk m,k
Debido a la simetria de la expresidén anterior podemos escribir a:

> o (ank + W?nk) = ’;“ > (Pgn + Pi) (ank + wznk) : (A.4)
mk

m,k

73
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Finalmente podemos reescribir la parte cinética como:

T=1 T+ ; 5 (ot #8) (O ) = 3 Pl

(A.5)
También podemos calcular ios momentos generalizados segin las
ecuaciones de Hamilton:

Lok = Bi:k = ’g (P?’n + Pi) Wmk — mepkﬂmk] , (A.6)
Con = g = S (e 48) e = pmpiti] - (A1)

La condicién de que haya color cero se impone por esto y ello im-
plicara una relacién entre las “velocidades angulares”:

20mpPx
R
(A.8)
de tal forma que se puede escribir la parte cinética de la densidad
lagrangiana sin color:

0=Lne=, [(an + pﬁ) Qi — 2Pmpkwmk] = Qi =
m,k

1l —. 2 — ?,,zw,’n
T=§Epm+zz(p" o) e (A9)
m

A.1.2 El Término de Campos a la Cuarta Potencia

Para reescribir el término de campos a la cuarta potencia consider-
emos cualquiera de las ecuaciones (4.60). Tenemos la expresién:

%"{(Jb-z,,)z ~ (-4}, (A.10)

que aparece en la densidad lagrangiana. Consideremos primero:

(A’,,.A‘,,)2=( ;;A.-b)2= (ZA.-bA.-b)2= (;pf,,)z . (A1)

i,b
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El siguiente término que es:

(/_fb : fi’c)2 =30 AwAj ALAL =Y [Z (AibAi)] . (A12)

ij be 1,j b

Por ortogonalidad de las matrices Ay, tenemos :

> (A,-;,Ai) =3 (Z kakiAkamijAmb) =Y piDiDy;
k

b b k.
(A.13)
Por lo tanto, utilizando la ortogonalidad de las matrices D tenemos:
o2
(Ab . Ac) = Z z pka,-ijp,anmiij = Z p‘,t . (A14)
i.j km k

Quedando de esta forma el término de los campos a la cuarta po-
tencia en nuestras nuevas coordenadas de la forma:

2

L {(gb.gb)z_ (.;i;-,i'c)?} = 5"; {(ijpi)z - ;pi} - (A18)

A.1.3 El Término de Campos Impares
Este término de los campos impares es:
GEabe (‘? x fi'a) - (/-Tb X fi'c) = gel* (BiA; - 6,-A:-‘) 1AL . (A.16)
Se puede escribir de otra forma como:
gel A (A3AL - AJAY) (A.17)
Ademas tenemos:

-'EabcAgAf: = EachgAi =€ ;A‘(’: . (A].S)

abc

Entonces tenemos para este término:

9€ase (V x Au) - (A x Ac) = 296 (8.43) A4 (A.19)
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Haciendo la transformacién a coordenadas hiperesféricas donde:
0:A? = 8 (peDrjlAre) =

¢ (A.20)
2_18: (ox) DijAra + 8 (Dij) prlixa + 8; (Aka) pxDi}
k

entonces el término quedara dado por la expresién:

2geabc (OIA?) ;Ai = 2geabc Z [61 (kaijka) pmanmaniAchnb] -

k,m,n
(A.21)
Después de realizar las simplificaciones adecuadas este término que-
dara:

2ge be (3;' A;) AL AT =
gEabc Z 3" (p?-n) anniAmaAchnb

be A22)
+2gsabc 2 ai (ij) plcpmanmaniAknAchnb ( )

k,mn

-'*'296:6 Z ai (Amc) psnpaniAchnb

mn .

Ademas entre los elementos de la matriz hay las siguiente relaciones,
que involucran a los coeficientes de Clebsch-Gordan (C-G):

Doy = Y, (Imln|id;) (1c1blidy) A} 4, (A.23)
{,dy,dy

y asi la relacién:

e DA meBns = V2 (1b1c|1a) ApmeDns

=Vv2 ¥ (1blc|ia) (Imln|ld;) (Lclblidy) AL
Ldy,d2 (A'24)

=v2 ¥ (lclb|la) (Inlm|idy) (1c1blidy) A o
zydl’dQ

Por reglas de ortogonalidad de los coeficientes de C-G:

> (1b1c|1a) (1b1clidy) = 8i1baa (A.25)

be
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obtenemos asi algunas relaciones que nos servirdn:

ESAmcBy = V2 Y (Inlm|1d) AL, = ¥ €nmaldl, ,  (A.26)
d d

ELAmaAmeBry = V2(Inlm|Im) =0, (A.27)

€A mAnsAre = V2 (Inlm|1k) = eni - (A.28)

Con estas relaciones podemos reescribir el término de campos im-
pares en una forma mads simple:

2ge ) (8:A2) AjAI =
29 Z [al (ij)pkpmpngnmkijDni]

k,m,n

+29 Z Ial (Ama) pznanniEnmkAka]

km,n

(A.29)

De esta forma el término de campos impares quedara expresado por:

euse (9 A2) - (A x A) =
29 Z [at (ij)pkpmpnenmkijDni]

k,m,n

+2¢ Z [61 (Ama) P?rnanniEnmkAka]

k,m.n

(A.30)

A.1.4 EFEl Término del Rotacional Cuadrado
Este término es:
V x ,Zfa)2 =
BA? - B;AY) (0 AL - ALY = 2 (DA AL - BACTAL)  (A.31)
—2|(a.42)" - a,-AgaJ‘A;]

Para transformar este término indentifiquemos las siguientes expre-
siones:

A2 = 3" 8 (pkDijAra) =

¢ (A.32)
> O 18: (k) Drjlka + 0i (Dij) prBia + 85 (Dka) peDij]
3
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ain = Zaj (memiAr_no) =
z [aJ (pm) Dfm'Ama + aj (Dml') pmAma + aj (Ama) memi]

(A.33)
Continuando con el calculo consideremos:

(outs)’ =
zk: [(3‘- (o))" + (xBi (D)) + (pad (Aka))2]
b a6 [0 (%) + 2. (8]
+2 Z [8: (Dxj) prDra; (Ama) Pm D]
k,m

(A.34)

y el término cruzado seré:
RAI A, =
3~ 18: (pr) DijOra + 85 (Drs) prBra + 8 (Dia) puDis) (A.35)
km
[aj (pm) DmiAma + aj (Drm') PmAma + aj (Amu) memi] y
que desarrollando es:
QAP A, =
S 8 (x) 95 (px) DrjDii + p38 (Das) 9; (Dis) + 8 (03) D05 (Dii)
x
+3_ PepmDiniDij8; (Ara) 05 (Ama) + 205 (1) D1 Brad; (Dima) pmDimi

km
+28; (Dij) prDxa®5 (Ama) pmDmi ~
(A.36)

de tal forma que se expresa el rotacional cuadrado por:
(Vx4 =
2y [(3-' (06))? + (ox3i (D1))* + (ox s (Aké))z] N
* k; & (6} [0 (DE;) + & (&%)
~23" [3: (px) 3; (ox) Di; Dai + 0 (Dis) 9j (D) + Bi (}) Daj0; (D))
-2 i[ﬂkPmDmkajai (Aka) 8 (Asna) + 20 (pr) DrjAradi (Bma) PmDrmi

km
+23; (D;) 05 Bka05 (Drma) pmDimi] — 2[8i (Di;j) prBrali (Ama)PmDTj] . )
A.37
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A.1.5 La Densidad Lagrangiana

Con las partes anteriores transformadas a coordenadas hiperesféri-
cas se puede expresar la densidad lagrangiana por:

2

(p?
me+ Z kp2 +pwmk

m,k
—Z[(ai (00)* + (p18i (Di))” + (pad: (Ara))?]
k

S ACACICAREIEN)|

~—2Z[3 (Dr5) prDkali (Dma) pmDomjl

+Z[a (px) 85 (pr) D;Dyi + p}8; (Diz) 85 (Drs) + 8 (0}) Dis8; (D))
+ Z [0k pr Dmi D85 (Dka) 85 (Bma) + 285 (0x) DB kads (Arma) prm Dimi)
+2 Zaa {Dk;) PrDka05 (Bma) pmDrmi

k,m

—2g Z [al (ij) pkpmpnenmkijDni}

km,n

~2g Z [31' {Ama) P?nPnDniEnmkAka]

kmn

() 3]

A.2 El Caso cuando p es Constante

(A.38)

Para simplificar la cantidad de términos en ia densidad lagrangiana
podemos utilizar la relacién entre derivadas de las matrices Dy; y Apyg
como se utilizd en el caso del términd cinético donde se hizo uso de las
siguientes igualdades:

8oDi; = Dy = Zwkan‘ , Apa = > QmkBia (A.39)
n k

cuya generalizacién la podemos expresar por:
B ij Z 6 9,\-1 D;J 3,- (Ama) = ZB, (q)m;) A;a . (A40)
t
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De esta forma podemos obtener ttiles relaciones como:

ag (9“) = Wy} 30 (Q’mg) = ng . (A.41)

Estas ultimas dos igualdades jugarén un papel muy importante para
la simiplificacién de la densidad lagrangiana en el caso de p = cte. Antes
de continuar simplificaremos un poco més la estructura de los términos

de campos impares y los del rotacional cuadrado. Tenemos para los
campos impares:

GEabe (6 X A‘G) . (J‘Tb X fi‘c) =
29 Z [al (ij) pkpmpnenmkijDni]

k.m,n

+2g E [3 (Al'l'm)p2 Pn msﬂmkAka]
ki (A.42)
29 Z [(Z ; (Our) Dn,-) pkpmpnsnmkijDni]

km,n

v20 3 [(za () 0. pmpnnme,.mkaka]

kmn

Utilizando la ortogonalidad de las matrices Dy; y Ay, tenemos:

GEabe (6 x J:fa) : (A‘b x A‘c) =
29 Z [a: (gkm) PrPmPn + ai (q’mk) prznpn] EnmkDni (A43)

k.mn
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Ahora apliquemos la misma simplificacién al término del rotacional
cuadrado:

(¥ x ,L)’* -

2 2
+23° [(31' (p))? + (Pk >0 (6k) Dlj) + (Pk > 6 (Tw) AIn) }
k !

!

+2Z d: (p}) [Z 8; (011) Dy Dys + > 8 (Prt) AraBge
{
+4Z [(Z (Bri) DIJ) Prlka (Za {Pran) & ) PmDmJ]
-2 8 (px) 8; {px) DijDii + o} (Z i (Bkn) Dn]) (Z 9; (8km) Dm:)

k n

—2231‘ (}) (Z 8; (Bkm) D
=23 PkpmDimi Diy (23 D) Afu) (Z 35 ((I)mn)Ana)

k.m n

—4 Z ai (pk) ijAka (Z aj (q)mn) Ana) PmDmi
k,mn n

-4 Z (Z 0; (gkl) Dlj) pkAka (Z 6_1 (q)mn) Ann) PmDmi
k,m { n

(A.44)

Simplificando, usando las reglas de ortogonalidad de las matrices

Ane Y Dpi, también rearreglando los indices y haciendo uso de las
propiedades de antisimetria de los dngulos 6, y @i, se obtiene:

(9 x A)" =252 [@ (00))" = 0.(x) 0, (9) Dy D]

2y [d(@ (6em))* + (<I>km))") = 200m: () B, (O]
+22[3= (P%) 95 (Brmk) — 20m0; (p1) B (P k)] Deny Dy

+2 ki 20k pm8; (Oak) O; (Prnk} — PR (Bak) O; (Omik )] Dimy D

k,m,n
+2 Z pnpvnai (@kn) aj ((I)‘m.k) Dm!Dnj

k,mn

(A.45)
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Si ahora consideramos el caso de p = cte, los términos de la densidad
lagrangiana se transforman a:

_1 (pf - szn)2 Wk
£=3 ,% Ph+ P}
=3 [ (8 (Bkm)” + 8 (B4m)) — 2080ms (Brus) B: (B

— Y [2060m0 (Bnt) 85 (Prmr) — P}0; (Bnic) 35 (Gmk)] Dpni Dy,

kmn

Ad
- 2 PnPmOi (an) aj ((I’mk) DmiDnj (A.46)
k,m.n
+2g 2 [3, (q’mk) p?npn ~0; (emk) pkpmpn] Emnk Dhni

k,m.n

{(54) 34

Ademds de las relaciones que se obtienen cuando se impone que el
momento generalizado asociado al color sea nulo se obtiene, integrando
con respecto al tiempo y usando el hecho de p es una constante:

_ 2w _ 2pmpx
%(¢m)—%+p£%(0m)=@mk-%+piom . (A4Y)

De esta manera se permite encontrar una relacién entre las derivadas
espaciales:

B (Do) = ;"1“’;% 8 Oms) - (A.48)

Esta 1dltima relacién sumamente 1til para poder simplificar la den-
sidad lagrangiana, que haciendo las substituciones pertinentes toma la
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forma:

. [p s ]6(9 ©)0; Ont) DDy (A49)
el M R S TP R e T A
2

2g Z P2 pipnpkpmfmnka ( mk) -Dm'

£{lra) x4}

A.2.1 La Densidad Hamiltoniana

Para reescribir la densidad hamiltoniana con la condicién de que p
es una constante, recordamos la forma que tiene en la norma de tiempo,
que es:

]_ — — — - — —_
H = 5lla T, +%(V><A ) + gabe (V x A4) - (Ay x A)
N 2 (A.50)
+& (4 4) - (4 A)'}
donde se identifican los términos. Entonces quedara:
1 (0} - o)’ (pk — P2)" pm)
=~ ———3 Omk) Okm
W= g 2 O o ol 5 3 0 0
4p2 Pi
- Z [ 2m. o al' (gnk) aj (Bmk) -D'm.;'Dnj
2, + 2
Ko pi) (P% + pk) (A.51)

2
+2 z k 7; npkpmemnkai (Bmk) Dni
kmn p12'n Pk

{2






Apéndice B

Calculos Complementarios al
Capitulo 6

‘B.1 Mapeo Bosénico

B.1.1 Solucién al Sistema de Ecuaciones para p;

Para poder encontrar el mapeo en coordenadas bosénicas podemos
resolver el siguiente sistema con las ecuaciones (6.12),(6.13) y(6.14),
obtener asi una expresién general que relacione los términos de pg con
ios términos de la matriz @ que estara dada por la ecuacién (6.25), que
es:

A (ir (@ - ) + 24

y Sr@ -w(@) . ®

Si consideramos la siguiente sustitucién y realizamos algunas sim-
plificiones de la ecuacién anterior:

A =Xt (@) + 5 (tr (@ — i (@) M- det(@ =0, (B3)

obtenemos una ecuacidn de tercer grado en Ax que se pude resolver
inmediatamente, escribiéndola de manera ain mas sencilla al hacer las

85
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sustituciones siguientes:

P=—tr@ Q=3(r@'-u(@) R=-dt(@

(B4)
Tenemos para nuestra ecuacién:
AM+PAR+QM+R=0 . (B.5)
Cambiemos la variable A, por z de la siguiente manera:
/\k =I— % ) (BG)

y realizando la sustitucién obtenemos:

P 2p? P PP PR
3 Al —e— e ——— =
z+(3 3 +Q)z+'R. 27+ 5 3 0. (B.7)

En este Gltimo cambio de variable ha desaparecido el término cua-
dritico y deja una ecuacién que se puede resolver con el conocido
método de Cardano. Simplificando ain mds la notacién podemos defi-
nir;

Pt gp2 P P pQ
M—-E—**?+Q y N-R_ﬁ-'-?—T R (B.8)

dejdndonos de esta forma nuestra ecuacién en.su forma m4is simple
posible:
2+Mz+N=0 . (B.9)

Su solucion estard dada por la siguiente igualdad:

N N owl N [N B
z= —?-i- —4-+-§7 + -5 T+—2? ,  (B.10)

donde N y M estén dadas por las expresiones:

_ 3ot (Q)® — 27tr (Q) tr (Q%)

N 162

—det(Q) (B.11)
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M = %tr Q) - %t'r (@) . (B.12)

Para la p; quedari la igualdad:

1

1 1
2P| N N2+M33+ N N2+M33
k=773 2 4 37 2 FRREDY,

(B.13)

B.1.2 El Término Rotacional Cuadrado

El término del rotacional cuadrado en los campos de norma es:
(V x 4)° = (042 - 9,4°) (547 — P A%) =
2 a,-Agaifg — BAIPAL) = (B.14)
2((6:42)" - a,AgaiA;',]

Consideremos a las derivadas que constituyen al término del rota-
cional al cuadrado:

(342)" = 62 [B: (Day)” + 8 (Aka)’]

. (B.15
+2Y " pepmDpn;0i (Dij) Ao (Dma) (B.19)
k,m

G AL A, = Y [0i (Dij) prDra + 0i (Dka) i Dij] -
k,m (Blﬁ)
[61' (Dmi) pmAma + aj (Ama) PmDmi]
Desarollando la expresién anterior obtenemos:
B A% AL =" p20; (Dy;) 8; (Dyi)
k
+3 PePmDiniDij; (Bka) 85 (Bma) + 20kpm Dmis (D) Brads (Buma) -

k,m

(B.17)
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