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1. Introduccion

En Ia actualidad cualquier fenémeno natural ya sea biologico , climatico o mecanico, puede ser analizado

por medio de un conjunto de leyes fisicas, estas leyes pueden estar en términos de ecuaciones de forma

mtegral, en términos de ecuaciones de forma algebréica o en términos de ecuaciones de forma diferencial

mediante 1a relacion de variables de interés.

Para el caso especifico de los ingenieros y cientificos, éstos se dedican al estudio de fendmenos de indole

fisica, lo cual representa dos tareas a resolver, las cuales son :

1.- La formulacion matemética del fenémeno o Pproceso fisico de interés.

2.- El andlisis numérico del modelo matemdtico.

Estas dos tareas antes mencionadas son la base para la formulacion de la técnica del Elemento Finito, la
cual nos permite obtener soluciones aproximadas mediante el uso de técnicas de analisis numérico mediante

la discretizacion de un cuerpo en varios elementos de estudio.

Debido a ésto, se decidi6 realizar una simulacion del llenado en moldes mediante la técnica del elemento
finito, ya que en la UNAM no existe planteamiento alguno sobre este tema, sin embargo al tratar de
resolver el problema en conjunto se observé que el tiempo necesario para la solucién del problema en su
totalidad y los recursos que se necesitarian para tal efecto no estaban disponibles, por lo cual se procedio a
simplificar el problema en forma tal que solo se tomaria en cuenta el aspecto de mecanica de fluidos para el

estado de flujo laminar, con esta simplificacion se pensé que el desarrollo de este trabajo llegaria a feliz
termino.

Sin embargo al desarrollarse los puntos de analisis establecidos por la técnica del Elemento Finito se

encontro los siguientes problemas :

* La generacion y discretizacién del cuerpo de estudio por medio de elementos geométricos base, el

problema en esta fase tiene dos posibilidades -



residual a fin de obtener un sistema matricial a partir de jag ecuaciones diferenciales que rigen el

fendémeno de ¢studio, los cuales pueden ser el método Galerkin, ¢l método Rayieigh-Ritz, el método de

* La incorporacién de las condiciones de frontera : en este punto se deben considerar los siguientes
aspectos ;




2. Antecedentes

En afios recientes el interés por obtener un modelo matematico del llenado de moldes a tenido un gran
aumento, esto es debido principalmente a los recientes trabajos en el tema, que se han concentrado en la
descripcion del fendmeno en geometrias mas complejas.

De acuerdo con N. Saluja y O.J. Ilegbusi' ia simulacién del llenado de moldes leva implicito varios

aspectos que pueden resumirse de la siguiente manera :

1. El lenado de moldes representa un problema de frontera libre y dependiendo de la
representacion de las deformaciones o de la distribucion de Ia superficie, es el proceso de
descripcion del fenémeno.

2. El llenado de moldes es un problema de mecinica de fluidos, el cual puede ser tratado con las
ecuaciones constitutivas, sin embargo las etapas de movimiento turbulento y de solidificacion
Presentan comportamiento no Newtoniano.

3. Elllenado de moldes y su subsecuente solidificacion puede ser representada como procesos de
Transferencia de Calor y de Solidificacion, mientras que la estructura y los defectos pueden ser
obtenidos como resultado de un modo particular de operacion.

4. El llenado de moldes debe describir geometrias complejas, lo cual propicia el encuentro con

aplicaciones practicas.

Sin embargo la exitosa sintesis de éstos aspectos no ha sido resuelta todavia, por lo cual el articulo esti
enfocado principalmente al aspecto de fluidos en el aspecto de flujo laminar, flujo turbulento, flujo no

Newtoniano y condiciones de frontera predeterminadas.

Por otro lado para RA. Stoehr y C. Wang® el proceso del llenado de moldes implica enfriamientos
prematuros, patrones de flujo del metal durante el llenado del molde asi como la distribucion de

temperaturas que pueda tener, la cual influird en el proceso de solidificacién y llenado

' N, Saluja, Q.3 Tlegbusi. J.Szekely, “Fluid-Flow Phenomena in the Filling of Cylindrical Molds Using Newtonian (Turbulent) and Non-Newtonian (Power Law)
Fluids”, AFS Transactions, Vol. 91, Pags. 291 -297.

*R.A, Stoehr, C. Wang, “Coupled Heat Transfer and Fluid Flow in the Filling of Castings™, AFS Transadions, Vol. 88, Pags 733 - 740.
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. Los autores explican que durante el lienado de la cavidad del molde se presentan superficies libres, las
cuales presentan una posicidn y velocidad, y estas pueden ser determinadas por la interaccién de las fuerzas

viscosas, las fuerzas gravitacionales, las fuerzas de Momentum y las condiciones de continuidad.

Para ello se desarrollo una técnica computacional denominada Solution Algorithm-Volume Of Fluid la
cual en su forma abreviada se escribe SOLA-VOF, esta técnica esta basada en diferencia finitas, en la cual

el dominio del flujo es dividido en celdas de forma rectangular.

La localizacion del metal liquido es representada mediante la funcion F {funcion de fluido}, donde F es ,

igual 2 uno cuando las celdas estan Ilenas y cero cuando estan vacias, la dependencia del tiempo de F esta

gobernada por la siguiente ecuacion en el dominio 0 < F< 1.

donde :

—
V : es el vector velocidad.

u y v son las componentes en la direccién horizontal y vertical.
€, ¢, son los vectores unitarios de las direcciones.

t. es el tiempo.

En este método se presume que el dominio del flujo esta orientado en el plano x-y. Por lo cual las
componentes de velocidad u y v son encontradas mediante el uso de las ecuaciones de Navier-Stokes, las
cuales han sido ligeramente modificadas, debido a la consideracién de las fuerzas de arrastre que actan

sobre las paredes paralelas al movimiento del flujo, quedando de la siguiente forma :

au - ac.u: atyx arzx
~ =-V-Vu—-—+pg, -

ot pox pox pdy pdx
ov > ot oG ot
—=-V Vv—313»+gy- o2 @
ot pdy pix  pdy  poz
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V-V =0
donde :
P : esla presion.
&« &y son las aceleraciones del cuerpo.

£ esla densidad.

Oxxy Ty Txz Opr Ty Ty - SON 1as componentes de esfuerzo.

asumiendo que el flujo tiene un comportamiento Newtoniano, tenemos que :

Ou ov ou ov
O = Hger Ty = MG O = T, = L

donde

| es la viscosidad.

Debido a la consideracién de las fuerzas de arrastre generadas por las paredes paralelas al flujo, se

encontrd los esfuerzos T~ y T, no son despreciables, o cual obligo a los investigadores a desarrollar una

expresion que relacionara al esfuerzo con la interface, la cual ests dada por la siguiente expresion :

T,, = pi,
donde :
u, es obtenida del Numero de Reynolds.
El Ntmero de Reynolds esta definido como : .
UH
Re =
\Y

donde :
U, esla velocidad promedio en el canal definido como ()",

H es el espesor de la cavidad del molde.

v es la viscosidad cinematica.

Para Re, > 2100 se utiliza la siguiente expresién :




o T T RS aaw—w—mwsms5sms.wssss—.
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Para Re, <2100 se utiliza la siguiente expresién :

6vlU
u: = =

" H

Para encontrar los esfuerzos 1, y 1, solo se necesita resolver las expresiones anteriores con las

correspondientes componentes.

Por otro lado G. Upadhya y A. J. Paul’ enfatizan la importancia de los fendmenos que acontecen en el

proceso de fundicion, los cuales se pueden resumir en el siguiente diagrama de bloques.

Hodelo g
Stliation
|
l 7
Waory A
Bocslado Wadehdo
i |
| [ 1 I
Traaskresa Transfeencia Tratsfeencia Calor Espesiice Wélod gel
de Hementem de Calor de Masa Hétodo de a Entalpia Calor Latente
Aproximacign Ecuationes ¢e Ecuzcidn de Roduk de Ecuseidn Fraseidn Hétodo de Recupesaciin| | Leyes de Crocimieno
e Bemouk Navig-tles R Energa Agroimation l2 ision Shida e Temparetur yNetleatkn
Rapidez Velcidad Tempershira Tiempo ge Cantentrarn Frattifn Fratein Soide
Solifeacion ' Sl Tamafio de Grany

Donde cada termino del diagrama de bloques anterior es representado mediante una ecuacion analitica.

Para el caso de la aproximacién geométrica se utiliza la regla de Chvorinov, la cual relaciona el tiempo de

solidificacion y el médulo de seccidn, la cual se expresa :

t,=c{V/)

* G Upadhya, A J. Paul, “Comprehesive Casting Analysis Model Using a Geometry-Based Technique Foliowed by Fully Coupled. 3-D Fluid Flow, Heat Transfer
and Solidification Kinetics Calculations™, AFS Transactions. Vol. 92, Pags. 925-933,
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donde :

C es una constante del material del molde, la cual puede obtenerse mediante la relacion :

2% s)
T a\T,, -T, \kpCp

Tw es el punto de fusion del metal.

donde :

T, es la temperatura del molde.
k es la conductividad térmica del molde.
p es la densidad del molde.

Cp es el Calor especifico del molde.
P’ es la densidad del metal.

H  es ¢l calor efectivo de fusion, el cual es obtenido mediante la ecuacion -

H,=H,+Cp'AT,
donde :
AT, esla temperatura de sobrecalentamiento.

Cp’es el Calor especifico del metal.
H; es el calor latente del metal fundido.

Para el caso del flujo de fluidos o de transferencia de calor fire necesario utilizar las técnicas de Balance de

Energia o las técnicas de Balance de Momentum, en el caso de las primeras dan un panorama general del

comportamiento del fenomeno en un aspecto global, mientras que las segundas dan una descripcion del

fenémeno en forma puntual, lo que permite observar el fenémeno en forma de sistemas individuales, los

cuales presentan un comportamiento especifico en cada punto estudiado.

Las técnicas de Balance de Energia, utilizan la ecuacion de Bernoull: o la ecuacion de Saint-Venant, las

cuales se emplean para determinar las razones de flujo en una direccion establecida.

Las técnicas de balance de Momentum, se utilizan para obtener informacion sobre los perfiles de

velocidad y los patrones de conveccion en el metal fundido, los cuales se basan en las ecuaciones de Navier-

Stokes, las cuales para su solucion mediante el paquete denominado SOLA-VOF se pueden expresar de la

siguiente manera
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g(IdeQ) =—[pFV-nds
[o] 5

o _ wV ij-P—+ +vVv?
o =WV . g, +vWu
ov - oP
Ez_v-Vv—p—'ay"-i-gy+VV2v
op =
Ll oV =
6t+Vp 0

donde :
F es la funcion de 1a fraccion de volumen,
u, v son las componentes de velocidad en los ejes coordenados.
P es la presion.
Q es el volumen.
S es el area superficial.
g es la aceleracion de la gravedad
p es la densidad
v es la viscosidad

t es el tiempo

N
n es el vector normal unitario de la superficie.

Para la obtencién del mapeo de temperaturas en el dominio de la funcién fue necesario resolver la

ecuacion de la Energia, la cual fue expresada de la signiente manera -

dr - - -
Cpp-z= —CppV-VT-V-g+0

donde :

C, es el calor especifico

q es el flujo de calor

Q es la raz6n de generacién de calor.



3. Modelo Matematico

De los articulos previamente mostrados, se puede observar la complejidad que encierra el proceso de
fundicién, ya que entran en accion varios fenémenos de indole fisica, los cuales pueden clasificarse en

fenomenos de Dindmica de Fluidos, Transferencia de Calor, Transferencia de Masa, Nucleacion,

Crecimiento de grano, etc..

Sin embargo el estudio se enfoco al aspecto de Dinamica de Fluidos, debido principalmente a la gran
complejidad que encierra todo el fendémeno, por lo cual se utilizaron las ecuaciones fundamentales de la

Dinamica de Fluidos, las cuales se muestran a continuacién -

Ecuacion de Continuidad
o (2
2 V- \P |1 4 )= G

Ecuaciéon de Cantidad de Movimiento

av e
p?ng—VP+uV2V

Ecuacion de la Energia

~

d —
p7:+P(V-V):V-(kVT)+<p

o A () (3 )]

pes la densidad.

donde :

i es la viscosidad.
P es la presion.

t es el tiempo.

—
V es el vector velocidad.

i esla energia interna.
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Al desarrollar las ecuaciones se encuentra que :

3.1 Ecuacion de Continuidad

O —
—£+V-(pV)=0

—+(ﬁi+£'+—?—k}( U, +pv, +pw )-0
6t ax a.v.’ az pi p] P I ¥ A

Debido a que el fluido de trabajo es incompresible, el término %tg = 0 ,esto se debe a que los cambios de

densidad en el tiempo no son significativos, por otro lado el estudio del fendmeno se restringira al llenado
del molde sin llegar al proceso de solidificacion, lo cual significa que las variaciones en Ia densidad con

respecto a la posicion seran también consideradas igual a cero, por lo cual Ia ecuacién resultante sers -

Sin embargo para un total estudio del fenémeno se recomienda el uso de los términos de densidad variable

ya que €stos términos permiten un mejor entendimiento y estudio del fendmeno de solidificacion,

3.2 Ecuacioén de Cantidad de Movimiento

av 5
—dT:pg-—VP+uV2V




4*____———————————T:l--II.IIIl...................IlI.IllllIIIIIIIlIIIIIIIIII

Simulacién del Henado de moldes mediante Ia técnica del Elemento Finito 11

fluidos de comportamiento Newtoniano,

Al desarrollar toda la ecuacién se encuentra el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales :

ou oP, [6211 6zu+62u)
pat—pgx— & +l“l' &I_Fa-yl azZ
oy P, ( v 3 9%
R PR wrk e s
o ¥\t o)
P AN
p at _pg,: 62 “’ axz ayz aZZJ

Sin embargo esta ecuacion también puede ser representada de Ia siguiente forma :

an+a°’°=+ac”‘ o, (au Bu N Gu)
Pg. F. e 6y+6z_p6t+uax+v5y w
—apy+acxy+ac”+§ti- (@+ ﬁ+v£v-+w@)
T e Ty & Aa ™"ty
F,  x, o, aou_(aw ow  ow aw)
pg, % ax+@)+6z_pat+uax+v6y+w6z
donde :
v ow
o = 2#‘&: c, —Zua, G, =2u—

ou v ow  Ou oy ow
T =T, =U 54‘"&:7&:73:!1 §+Ez—,‘cﬂ=‘tv:ugz—+5

las cuales al ser substituidas en las ecuaciones anteriores dap como resultado las primeras
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3.3 Ecuacién de lg Energia

~

di -
p-£+P(V-V)=V-(kVT)+q>

D= Z(@) 2 +2(§5J2 + 2(@3)2 +[ﬂ+iu~)z +(§E+QJ2 +(§‘i+§-w—)z
M A o /) \ax" o) 3ty
la cual es también conocida como funcion de disipacion,

Esta ecuacién relaciona tanto a velocidades como a temperaturas, sin embargo se debe solucionar primero

la ecuacion de la cantidad de movimiento para poder resolver Iz ecuacion de la energia

Al desarrollar la expresion encontramos que

dii (ﬁu ov Bw) [a’r T a’r)
P +P —+—+—|=k

d " \ex Ty a) e T Tyt ®
di (T o1 o1
Z:k(af 4»611)2 +6zz)+¢a

La cual si observamos detenidamente encontramos que ¢l primer termino después de 1a igualdad nos
representa la perdida de calor por medios conductivos, mientras que el s

egundo miembro de la igualdad nos
representa las perdidas por friccion.

Esta ecuacion es valida para un fluido Newtoniano en condiciones muy

y generales de flujo no estacionario,
compresible, viscoso y conductor de calor.

Sin embargo mucho autores proponen la siguiente aproximacion -

dii ~ C dT
por lo que la ecuacién toma la forma -
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dr k( T . T . GZTJ
p » dt axz a.v2 +
donde :

it o " Ve

que al sustituirlo en la ecuacion anterior tenemos que :

(ar 8T 8T arj [azr o°r azr)
pC, = +

Y u—a;+v5,-+w—'~— P + P + x°

quedando la temperatura como variable primaria y la velocidad como variable secundaria,




4. Método del Elemento Finito

El método del elemento finito es una técnica de analisis numérico la cual se emplea para obtener

soluciones aproximadas de una gran variedad de problemas ingenieriles.
Los pasos a seguir para llevar a cabo el analisis son :

1.- Discretizacion del cuerpo en estudio.

2.- Seleccion de las funciones de interpolacion.

3.- Desarrollo del modelo de elemento finito en su forma de peso residual.

4.- Ensamble de los elementos para la obtencion de un sistema global de ecuaciones algebriicas.
5.~ Imposicion de las condiciones de frontera.

6.~ Solucion del sistema de ecuaciones algebréicas

7.- Post-Procesamiento de datos de interés particular.
4.1 Discretizacién del cuerpo en estudio

Para el caso unidimensional la discretizacion se lleva a cabo por medio de lineas, sin embargo para el caso
bidimensional se puede utilizar cualquier figura que pueda ser contenida en el plano xy, por ejemplo : el
triangulo, el cuadrado, el pentagono, el circulo, etc.., mientras que para el caso tridimensional se puede
utilizar cualquier figura contenida en el espacio xyz, ejemplo de ello es el tetraedro, el cubo, el prisma, 1a
piramide, el cilindro, la esfera, etc.., la eleccion del tipo de elemento, del niimero de elementos, y de la
densidad de elementos dependera de la geometria del dominio, del problema a analizar y del grado de

precision deseada.

Para la obtencion de una buena discretizacién o mallado se recomienda llevar a cabo los siguientes pasos

L. Seleccionar los elementos que caractericen las ecuaciones gobernantes del problema.

2. El namero, la forma y el tipo de elementos debe ser tal que la geometria del dominio sea

representada con la precision deseada.
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3. La densidad de los elementos debe ser tal que las regiones de gradiente puedan ser
adecuadamente modelados.

4. El refinamiento de malla debe hacerse de manera gradual, de las regiones de alta densidad a
las regiones de baja densidad. Si se llegaran a utilizar elementos de transicion, éstos deben ser
usados fuera de regiones criticas. (los elementos de transicién son aquellos que conectan elementos

de bajo orden con elementos de alto orden).

AV

AV

ava

AR AR AT R
A s TVt
"F

S

VAVAY;

2

o,

(¢) mallado final

{c) estado imicial de remallade

Figura 1.- Proceso de mallado y remallado
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4.2 Seleccién de las funciones de interpolacién

En este paso se asigna el nimero de nodos de cada elemento geométrico, lo cual representara la
variacidon del campo de variables sobre el elemento estudiado. Este campo de variables puede ser un

escalar, un vector, un polinomio, o un tensor de orden mayor.

La aproximacion mediante elemento finito denominada Ut(x,y) de la funcién u(x,y) sobre el elemento

° debe satisfacer las siguientes condiciones para que la solucién aproximada converja.

1. U" debe ser diferenciable.

2. El campo de variables empleado para representar U debe contener los términos necesarios.

3. Todos los términos del campo de variables deben ser linealmente independientes

El mimero de términos linealmente independientes en la representacion de U” dictamina la forma y el
numero de grados de Iibertad del elemento. Por lo general el campo de variable mas socorrido en el
elemento finito es el polinomio, debido a esto, las figuras que mas se emplean para el estudio
bidimensional y tridimensional son :tridngulos o cuadrados, tetraedros o cubos. Para la seleccion del

polinomio se emplean en el analisis bidimensional el tridngulo de Pascal, mientras que para el estudio

tridimensional se utiliza el hipercubo.

Por ejemplo si se utilizard un triangulo de primer orden, el polinomio que representaria a dicho

elemento seria de la forma -
Ui(x,y)=q, +a,x+a,y

mientras que para un cuadrado de primer orden, el polinomio que representaria a dicho elemento seria

de Ia forma :

Us(x,y) = q, tax+ay+axy

Si el triangulo o el cuadrado fuera de un orden mayor este se obtendria mediante la relacion de Ia

figura 2a y 2¢.

En caso de utilizar un sistema xyz el polinomio estaria dado en funcién de las figuras 2b y 2d
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Figura2.- expansiones polinomiales del elemento finito. {(a) Tridngulo de Pascal, (b)

Tetraedro de Pascal, (c) Hipercubo Bidimensional, (d) Hipercubo Tridimensional .

4.3 Desarrollo del modelo de elemento finito en su forma de peso

residual

Al generar ¢l mallado del cuerpo en estudio asi como las funciones de interpolaciOn, se tienen las bases
para el proceso de solucién, sin embargo hay que tomar en cuenta que los fendmenos que se estudiaran
generalmente estan representados por ecuaciones diferenciales, las cuales en su mayoria tienen elementos

parciales de orden n, por lo cual es necesario utilizar el método de peso residual.
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El método de peso residual (Weight Method Residual) nos permite convertir tanto a ecuaciones como a
sistemas de ecuaciones diferenciales de grado n en sistemas o ecuaciones de grado 1, lo cual permite una
forma de representacion mas sencilla dando como resultado un planteamiento de solucidén mas simple. Este
meétodo se basa principalmente en el teorema de Green-Gauss el cual nos permite convertir una integral de

superficie sobre un campo de vectores de flujo con la integral de volumen de la divergencia, el cual se

expresa de la siguiente forma :

[y nar = [v.vao

donde :

V es un vector que puede representar ya sea la velocidad, el desplazamiento, el flujo, etc..

B es un vector normal a la superficie.
dI representa las superficies infinitesimales.

d€2 representa el volumen infinitesimal del interior.

la cual al ser multiplicada por un escalar queda de la forma:
foa¥ -nar = [ v (av)aa=| av. VaQ -+ [y - Vadey
Si substituimos ¥ por Vii; y a 1 por nyi; en la ecuacion anterior obtendremos que :
[ a¥indr = [ (av,), d0 = JLav40+ [ Va0
al reacomodar los términos de la expresién anterior tenemos que :
[ avi.a0=[ avnar - [ v,ad0
Q ¥ I Q

lo cual hace recordar la integracion por partes.
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Al substituir las funciones de peso integral y realizar Ia integracion por partes, se forman sistemas de
ecuaciones. Las cuales estaran definidas por los limites de cada integral, los cuales estaran definidos por el

tipo de elemento geométrico previamente escogido.

4.4 Ensamble de los elementos para la obtencién de un sistema global

de ecuaciones algebrdicas

Para encontrar las propiedades de todo el modelado mediante el uso de elementos de red, se debe
ensamblar todas las funciones que forman al cuerpo de estudio, lo que genera una ecuacion matricial
que representa el comportamiento del sistema estudiado. Para poder llevar a cabo este procedimiento es

necesario diferenciar entre el elemento local del elemento finito y ¢l elemento global del elemento finito.

El elemento local es el elemento geométrico empleado para representar el cuerpo de estudio, y este

tiene sus puntos de interseccion bien definidos por los vértices.

El elemento global es el conjunto de puntos que determinan la interseccion entre elementos {locales)

del cuerpo en estudio.

Sin embargo hay que hacer notar que el proceso de ensamble de elementos esta basado en dos
principios basicos :
1.- La existencia de continuidad en la variable primaria.

2.- El equilibrio o Balance de las variables secundarias.

En la practica existen dos procedimientos para ensamblar dichos sistemas: el primer sistema de

ensamblaje consiste en :

Giobal — Local

Ky K

Kl.‘ K]%

Kz K:‘% + Kt%
K, G

Ks 0

K K\ + K3




N e —————

Simulacién del llenado de moldes mediante Ia técnica del Elemento Finito 20

* Enumerar el numero de elementos asi como el niimero de nodos de la red.
¢ El proceso de enumeracion debe realizare en el sentido contrario a las manecilias del reloj, teniendo
que numerar primero los vértices de las figuras geométricas y después los puntos intermedios entre

los vértices.

* Al terminar el proceso de numeracién se procede a construir un arreglo matricial que ordena a cada

nodo del mallado, esto se logra mediante Ia siguiente metodologia :

1. Seleccione el elemento base (es el elemento que definimos como # 1 ).

2. Escriba el nimero de cada nodo global en un arreglo de fila y columna por cada elemento de
la red.

3. Cada elemento tiene una y solo una fila.
Al realizar éstos pasos se obtiene la siguiente matriz en base a la figura previamente mostrada :

1 2 3 x| puntos globales del triangulo
12 4 5 3|> puntos globales del cuadrado

Ya obtenido el arreglo matricial se procede a enlazar a los elementos que coincidan en elemento y
nodo, esto se logra observando la colindancia entre los nodos asi como la composicion de los sistemas

de ecuaciones generados por cada elemento geométrico.

Para el triangulo el sistema es :
1 .1 1 ¥
K u + K u + Ku, = f}
i 1
Knu1 + Kzzu2 +K,u, = f)]
1 1 1
Ksl'ul + Kszuz + Kssus = f:s

Para el cuadrilatero el sistema es :

Kiul + K u; + KLul + Kiu? = f7
K ul + Ku} + KLu? +K§4u4 fi
K} u} +Kju; + Kiul + Klu = £l
Kiui + Koul + Kou? + Kou? = f2
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Al observar el arreglo matricial B se encuentra que :

K} ,K2, K> son elementos libres

K,, = K},,K}, = K}, son elementos coincidentes *

Con los pasos anteriores se procede a realizar las siguientes operaciones en los elementos coincidentes
para obtener el sistema matricial buscado :

11 11 1.1 2.2 2 2 2 2 2 2 t 2
(K u, + Kpu, + Ko u3) + (K0, + K u; + Kjug + Ko u)=(f, + 1)

11 1.1 1.1 2.1 2 2 2.2 1 2
(K50, + Kpu, + Ko us )+ (K2 ul + KL u? + Kgui + Kjul)=(f + f})

al agrupar se encuentra que
1 _ i _ 2 ) S e 2
u=U, u,=u; =U,, Hy=w,=Us, My =U,, 4y =U,
por o que el sistema queda :

KLU, + (K3, + KU, + (K, + KLU, + K3U, + K3U,

4

K, U, +(K;, + KU, +(K3; + KLU, + KLU, + KLU,

al agruparlo con el sistema matricial queda :

_Klll Kllz Kll:i 0 0 -”Ul-
KZII (K;2 + Klzl) (Kzls +K124) Klzz K123 U2
K;, (K,+K}) (KL+K2) K% K% |Us
0 Kzzi K‘i Kzzz Kzzs U4
| 0 K321 K324 K:z Kszs _Us_

* ¢l segundo subindice de los elementos coincidentes denota el renglon a utilizar en las operaciones de obtencion del
sistema matricial global.
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El segundo método se basa en la implementacion de la siguiente formula :

E
Kq_ﬁ, — Z(Ae)TKeA:
e=1

donde :
e representa el elemento finito utilizado
E es el namero total de elementos finitos en el cuerpo de estudio

A es la matriz de coordinacion
La matriz de coordinacion puede ser obtenida mediante el uso de Ia siguiente expresion :

Zh = A%,
donde :
Zx s el nodo local del elemento e
A’; es la matriz de coordinacion del elemento e

Z, es ¢l nodo global i del arreglo buscado.

Al realizar el procedimiento anterior en la figura del tringulo y del cuadrilatero encontramos que

e=1 — ya que representa el nimero total de elementos a ensamblar.
N=3 - para ¢l caso del triangulo por sus tres nodos.
N=4 — para el caso del cuadrilatero por sus cuatro nodos.

i=5 — es el namero de puntos de interseccién entre elementos y vértices libres.

para el triangulo se tiene :

2]
z] [1 00 0 0]z
L|=[0 100 0|z
] [0 010 0}Z

_Zs_
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para el cuadrilatero se tiene :

2] [o 1 0 0 o]
z22 0 06 01 0 g’
1700001
22| |0 01 0 of °
4 __ZS-
Al aplicar la ecuacidon de ensamblaje se obtiene que :
r T B "_
100'1 1 1 OOOOKllexzzKlstﬁtOlBO
0 1 0 Kll Kll' K13 1 0 0 0 O 1 0 0 0 2 2 z 2
¥ 1 1 K21 K22 KZS K24 0 0 0 1
K@=001K2,K22Kﬁ01000+00012 . ) ,
1 1 1 KSI K32 K33 K34 0 O O 0
0 O 0 _KSI K32 K33 O 0 1 0 0 0 1 0 0 Kz Kz K2 KZ 0 0 1 0
0 0 o] (0 0 1 0+ a 45 “
(K}, K. K. 6 ¢ Iy
Ky (K,+K]) (KL+KL) K. K2 U,
Kﬂﬂ: K::: (K::2+K421) Kl +K2) K422 K423 U3
0 Kzzl Ki Kzzz Kzzs U“
L 0 Kszl K§4 ng Kszs_—Us-

St uno observa detenidamente el sistema recién obtenido con el sistema antes calculado, se encontrara que

dichos sistemas son idénticos. Por lo cual el uso de cualquier método es factible dependiendo de las
herramientas a disposicion,

Hay que hacer notar que el uso de dichos métodos también puede implementarse para realizar el ensamble

de las matrices My C asi como de los vectores de fuerza §A
4.5 Imposicion de las condiciones de frontera

Una vez que el sistema de ecuaciones este listo para ser solucionado, esté debe ser modificado para
tomar en cuenta las condiciones de frontera del problema, las cuales estaran dadas por ia naturaleza del

fenomeno que se este estudiando asi como por las geometrias que se presenten en el analisis.

D e D

L



Simulacion del llenado de moldes mediante la técnica del Elemento Finito

Para llevar a cabo el proceso de solucion del sistema anteriormente planteado, es necesario
comprender que existen dos tipos basicos de condiciones de frontera, que son : las condiciones de
frontera de Neumann o también conocidas como condiciones iniciales y las condiciones de frontera de

tipo Dirichlet, las cuales especifican el comportamiento de las variables en estudio en la frontera del

cuerpo.

Las condiciones de frontera de Neumann son satisfechas automaticamente al generar las funciones de

interpolacion que caracterizaran al cuerpo en estudio, mientras que las condiciones de Dirichlet pueden ser

impuestas através de la eliminacion de ecuaciones o através de los multiplicadores de Lagrange, para el

primer método se supone un sistema global establecido en el cual existen un nimero predeterminado de

condiciones de frontera, lo que origina que el sistema global de n x n ecuaciones sea reducido a un sistema

de (n-1) x {n-1) por cada condicion de frontera existente en el cuerpo en estudio por la cual el sistema

global de ecuaciones matriciales se puede dividir de la siguiente manera :

Aary Ay u(n)}:{ﬂ}
Avey Ay J ¥ F,

donde :

a es el subindice que se refiere a la n incognitas que han de ser determinadas.

b es el subindice de los m valores prescritos en las condiciones de frontera.

De tal forma que la solucion del sistema se expresa como

—_ -1 —
Uy = A | Fly A(ab)“(b)]

Para el uso de la técnica de los multiplicadores de Lagrange se considera que todas las condiciones de

frontera del cuerpo en estudio estan dadas por la relacién :

g.u,=b

r

donde :
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4~ es conocida como la matriz de condiciones de frontera.
u es la variable a resolver.

b, es el vector numeérico de condiciones de frontera.

# e¢s el nimero de condiciones de frontera.

i es el numero de incognitas en el sistema.

Al aplicar los multiplicadores de Lagrange se realiza un sistemas de restricciones y fuerzas las cuales
mantendran las condiciones de frontera invariantes en el tiempo, por lo cual el producto de éstos

multiplicadores puede ser expresado mediante la siguiente expresién :

lr(qn'ui - br) =0

Para el caso del sistema :

se observa que al realizar el acomodo global de los elementos del cuerpo en estudio el invariante funcional

en ¢l elemento finito se define como :

¥y

ol =(A..u. —f,-)@u,. =0

ol = G(O.SAyu,.uj - l.u,.) =0
la cual al ser sumada con la expresion de los multiplicadores de Lagrange obtenemos que :
J=05Auu;, — fu, +2 (g4, -5,
Esta expresion nos relaciona a la cantidad de energia necesaria para modificar las condiciones de frontera,

por lo cual es necesario encontrar el minimo valor posible entre cada incOgnita u; y A, impuestas por las

condiciones de frontera, por lo cual :
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o oJ
of = “éu—.-au,. + £y

H r

M, =0

Debido a que du,y &), son arbitrarias encontramos que las parciales con respecto a la variable u y las

parciales con respecto a A son igual a cero por 1o que se puede construir el siguiente sistema de ecuaciones :

BINEH

lo cual permite incorporar las condiciones de frontera en la matriz global del elemento finito, logrando asi
un sistema de ecuaciones independientes , los cuales al plantearse el proceso de solucién haran que las

condiciones de frontera sean respetadas, al mismo tiempo que se obtienen los resultados de las incognitas en
estudio.

4.6 Solucion del sistema de ecuaciones algebrdicas

Al realizar los pasos anteriores uno llega a obtener un sistema de ecuaciones linealmente independiente de
n ecuaciones con n incognitas, lo que permite realizar operaciones matriciales que permiten el conocimiento
de los coeficientes de solucion del problema analizado.

Los procesos o métodos que llegan a determinar éstos coeficientes son : el método de Gauss-Jordan, el

método Gauss-Seidel, el método de cofactores, etc.., asi como el uso de paqueteria especializada.
4.7 Post-Procesamiento de datos de interés particular

Este paso se utiliza para obtener una visualizacion del fendémeno de estudio, lo que permite un mejor

entendimiento y/o correccion de fos métodos y elementos empleados en el proceso de solucion.



5. Planteamiento de Soluciodn

Para poder llevar a cabo el anélisis, primero sera necesario discretizar el dominio donde se presenta el

fenémeno de interés, mediante o] uso de elementos geométricos, los cuales para este anlisis en particular

seran tridngulos.

IS
AR
I

DN

oy

MR

¥

\\(\,\
[

i~

:
RN

Acto seguido se procedera a buscar las ecuaciones diferenciales que representen al fendmeno de interés,

en este caso las ecuaciones que mejor representan al fendmeno son -

Las ecuaciones de Navier-Stokes

an+aon+&rJ, o, [@+ @Jr 6u+ 6u)

Pg, o ox o + e =p Py u&v vay w
_aPy+§1+a_°£+%h_ (@Jr > o, a")
ag+azn+arﬁ+acz (&v+ ow w aw)
T A T —— = — YVt w—
RT% & Ty Ta oA Yo Ty T

y la ecuacion de Continuidad
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Sin embargo debido a la complejidad del fenomeno, el estudio se realizari en 2D, por lo cual las

ecuaciones anteriores se reducen a -

OB, Bom T (@_"+ M, éu_)
P TTae Ty Pl i Yo
opP, o, oo, 5 N VR
pgy—ay-}- 2 + . =p E+ua~+v5’;
w
ox  dy

Para llegar a obiener ef comportamiento de las variables de interés en un comportantiento laminar, se
pueden emplear varios procesos de solucién, sin embargo para este caso de estudio se emplearan Ios

meiodos de “formulacion mezclada de velocidad Y presion” asi como el método de la “formulacion de

penalizacion” para la obtencion de resultados.

3.1 Formulacién Mezclada de Velocidad ¥y Presion

En este método como en los otros las ecuaciones de Navier-Stokes, asi como la ecuacidn de Continuidad,

son empleadas en el planteamiento de solucién, sin embargo cada metodologia presenta ventajas y

desventajas las cuales se discutiran en cada proceso de solucion.

Las ecuaciones empleadas en flujos 2D son :

(iu-+ Qu_+ 93] +6P" % 611,,‘_0
[gv—+ Qv~+vév—) +-€)\—Pi o ac”—o
& oy

donde :
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Ou ov ou oy
. :211‘&, 0‘”:2“5’ Ty =T, =L 5_!_5;

las cuales al ser sustituidas en las ecuaciones anteriores obtenemos :

[@ ou Qﬂ) oP, i(z ?ﬁ)_i [?L?:’_) -0
o "ax Vo) TPt g T M o Moy ") |”
[_@xwézwi‘:)_ +6Py__a_[ [.a_u+zv.) _E[z @)_0
Pat &c@:pg"ayébcuayax ayuay~
ou v
a+é;:0

Dichas ecuaciones nos serviran de base para llevar a cabo el método de peso residual con el fin de obtener
el modelo matricial que nos permita representar ef comportamiento del fendmeno en estudio. Por lo que al

aplicar el método de peso residual obtenemos -

du_ ., P 2 = al [@ @) _
Iﬁ{pdt—pgﬁ i 7 el B _u@+6x wdxdx =0

ou )| 8(. ov
“(a““a)_—a(zua)}“’z"x@-“

donde :

Las cuales al aplicarles el teorema de Green-Gauss encontramos que :
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du o, ow,ou  ow (ou ov B (auj w ) .
,{Pwlz—wapgx" pw Px+2u“&—a+ua" » > ‘lxdx__[.rwl W= n, +u R

2

dv ow ow, (ou o Ow, v B ou o 5
{"”’ZE""Z"& o P +p o (5+—a—x) +2”_5ry—5;}dxdy = j.r wz{u(av + 6xJn" +(2p p Pyjny}ds

Al observar las dos primeras ecuaciones en su forma integral , se cae en la cuenta que estas ecuaciones
dependen del tiempo por lo que se empleara un modelo de elemento finito semidiscreto, también se puede
observar que los términos empleados en el termino de tiempo existen términos de aceleracién convectiva no

lineales, los cuales pueden ser linealizados, mediante el uso del método Galerkin.

Para ello se utilizaran los siguientes identidades lineales -
n n n
— e - e - e _ e
““Zl".i‘i’j ; "‘Z}"j“’j . P=2 Py y w =y
i- = i1

dichas identidades son sustituidas dentro de las ecuaciones de forma integral antes mostradas y al desarrollar

los productos y agruparlos por variables se obtiene ¢l siguiente arreglo

£

%f e ¢ e
M, =+ C01 + K0~ £ =0

por lo cual el arreglo matricial quedara de la siguiente manera :

] [o] [olllu) [iCa+Cal  [o]  [oll(u) [1K™1 (K% (£°]](a (]
[o] [a] [o]kvp+| [o] [c.+C] To][vt+ (k7] [&=] [&*]v!= [7]
[o] [o] [o]]|p fo] [o]  [olilp) [[x*] [k>] [&*]|lP] |0

donde :
ay,

. By
AI‘J = er(pi(pjdx‘fya Cu = Q,p\ti,-—“-dxdy, sz = Q‘pwi?yidxdy
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oy, OV, Oy, OV, oy, Ov, v,
1no_ i i 12 _ i 13 _ i
K =au| ——Tady sy & b K =nf, dedy K° = —| “Eiy gy
oy, Oy, oy, Oy; Ay, Oy dy,
2 —Ti T4 2 _ —ri L S S B __f XX
K" =pf 5 &b K =uf dedy + 2 dedy K* =~ 5 Vel

dy, dy,
E¥=-jovigiady K= o, gy g»_ J,, odxay

%y

Para encontrar las fuerzas que actian dentro del sistema solo se tiene que aplicar las siguientes

identidades -

ou ou oy
F, = Q.pngidxdy+ F,W;{(ZHEMP)@+p[5+a)ny}ds

Fy = of Dgy‘i’,-dxdy+! ,W:{“(%"'%]nx +(Zu%v——P]ny}dS

La ventaja de usar este método, estriba en que el método permite el uso de algoritmos de integracion en
el tiempo de forma explicita, sin embargo la gran desventaja de este método es que al utilizar el método de
aglomeracion de masa existe la posibilidad de un deterioro en e} proceso de solucion, sin embargo en el caso

de flujo estable, se puede eliminar la matriz de masa, por lo que la tarea se reduce a la solucién de las

ecuaciones algebréicas no lineales en forma iterativa.

3.2 Formulacién de la funcion de penalizacién

En la funcién de penalizacion la presion es representada por la siguiente ecuacion

donde X es un parémetro de las condiciones de incomprensibilidad, el cual debe tener un valor mayor a cero,

por lo cual la ecuacion de la Continuidad es eliminada y solo se emplea las ecuaciones de Navier-Stokes,

La principal ventaja de la formulacion de penalizacion es que la variable adicional P es eliminada, por lo

cual el sistema de ecuaciones queda :
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ox T\ Ta)”

p(@+u@m+v%)_pgx+a[_l(%+%)] a(uauj a"u[au av)]:o

s |

o x|y x|y

las cuales al aplicarles el método Galerkin y el teorema de Gauss-Green, obtenemos el

[Mx{j}[q[qu{jqﬂ:[ﬂ

¥

(2o ) o o o

siguiente sistemna

este al ser desarrollado queda -

[[m] [o]][sﬂ [{Cu +Cal {0} ) [[Ka] [KufTe] [, £,Tu] [ F,]
1 [ | = r -+ 3 F - )‘ -~

Lot oalsl] o1 fewcallo | [efl) A L v 7,
donde :

= f, [ 22 w2y x, - e

- %5‘4’1 _ By, Oy, oy, a"’j]
21 = Q,u- ax P dxdy: Kzz—jo.(zu EY a a o dxdy
3‘41,- awj 5‘”; 6\]!1 6Wi aw.f a\[’.‘ awj

L, =L,§‘ o By, L, = | EW@’ L, mfn,gy*gﬂi’cdy, L —L,ja"y— e dxdy

ou ov ou ou &
F, =Io,pgx‘i»';dtdy+Irgwi{[?\.“—+7\,—+2u-—)nx +u[-—+_Jn ds

ox oy ox o &/’
ou  ov ou Oy ov
F, :J.Q,pgy\pfdx‘b”i‘ r,‘i’;{l-l(“a}“ﬁ-ajnx +(l?&—+l"éy—+ Zp—éy—)ny}ds
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Para el caso de flujo estable, la matriz de masa puede ser suprimida por lo cual el sistema de ecuaciones

resultante es ;

l[c1+ K1+ AL L]][’j _ [?]

¥

Sin embargo para un flujo incompresible A — o, por lo que las matrices C y K por ser finitas, no toman

participacion en el proceso de solucion por lo cual el sistema a resolver se reduce a :

e )-[7

El procedimiento empleado para obtener los coeficientes de la matriz L dan por lo general una matriz no
singular al evaluar exactamente los elementos de las integrales, independientemente del elemento que se este
empleando. Debido a que la matriz L es no singular, se encontraria que solo la solucién trivial para el flujo
de velocidades daria resultado, por lo cual es necesario hacer que la matriz L sea sin ular, la forma de

S L ALSE

lograr esto es evaluando las integrales de forma numérica con lo cual se asegura que la matriz sea singular.

La principal ventaja de este método es que el almacenamiento de datos asi como el niimero de ecuaciones
a resolver es mucho menor a cualquier otro método de solucién, esto se debe principalmente a que la

presion ha sido eliminada del sistema de ecuaciones

Para calcular la presion en los puntos de interés solo se debe substituir los valores en la expresion de la
presion.

Existen muchos otros métodos de solucién los cuales tienen ventajas en calculos de 3D, otros tienen
ventajas en capacidad de memoria y almacenamiento de datos, algunos otros en velocidades de
convergencia, sin embargo el uso de uno u otro presenta un planteamiento y enfoque distinto, asi como
requerimientos de velocidad y memoria, los cuales variaran dependiendo de la estructura y potencia del

programa empleado.



6. Generacién de Funciones

Del capitulo anterior se observa el uso constante de funciones por lo cual sera necesario detenerse un
poco en el planteamiento y obtencién de esas funciones, que al ser combinadas con los sistemas matriciales

dan como resultado Ia representacion del fendmeno en estudio.

Para el caso de haber seleccionado un tridngulo con tres nodos o vértices se plantea el siguiente sistema

matricial
u, 1 x y 1 {1 €
=il x, yp, C,
L I x, y; Cy

de la matriz formada por las coordenadas del tridngulo, se procede a realizar la inversa de dicha matriz con

io cual se obtiene el siguiente sistema

\ b
G| o, a, aa_i u |
chz :’\31 B’z Ba u,

Y Ys Ys |lUs

donde la matriz con coeficientes a, B y v es la matriz inversa de las coordenadas del tridngulo, debido a que

se esta empleando un tridngulo de tres nodos se debe utilizar la funcion de interpolacién U'(x,y)=a+Bx-+yy,

por lo que la funcion wi= o + Bix + yyy.

Estas funciones y deben cumplir las siguientes condiciones -

naw:
=0

i=1 ax
ov;

@



Simulacién del llenado de moldes mediante la técnica del Elemento Finito 35

Debido a que son tres puntos deben existir tres funciones por cada triangulo existente en el mallado, sin
embargo para obtener la representacién de las funciones de tridgngulos con un mayor nimero de nodos es

necesario emplear el método de los “elementos polinomiales de Lagrange”, el cual serd explicado a
continuacion :

Los pasos a seguir en el método de los elementos polinomiales de Lagrange son :

1. Dibujar un triangulo con el nimero de nodos deseado.

2. Asignarles el valor de 1 y 0 a los extremos y dependiendo del niimero de nodos sera la division de

fracciones.
3 o . P
- tomar 5, =0,s, =5, ,=1ys, "1
221, -5
4. Aplicar la formula : v, = [[——2
=0 SI —sp

Para demostrar como obtener las funciones y se utilizaran 2 triangulos, el primer triangulo posee tres

nodos, y como se puede observar en la figura anterior el triangulo de tres nodos solo emplea dos
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indicadores, los cuales son s, v s;. Lo que indica que existen 2 nodos por lado, por lo cual k=2, con esto
podemos decir que p va de cero a cero, otro aspecto que hay que considerar es que el triangulo lineal
contiene 3 nodos por lo cual n =3

Al aplicar la formula tenemos -

L, —s, —LI_O—L
Y= s,—-s, 1-0
esto se debe a que se estd analizando el nodo 1 Ginicamente, por lo cual las siguientes funciones quedan de la
forma :
L,-s, L,-0
= = = L
Yz s,—8 1-0
L, -5 -0
W.‘i = 3 9 = 3 - L3

5, ~ 8, 1-0
donde las funciones y fueron previamente determinadas, por el método matricial..
Para el segundo caso utilizaremos un tridngulo que posea 3 nodos por lade lo que significaria que k=3 y
en nimero de nodos que forman al triangulo seria de n=6, por lo cual al aplicar la formula encontramos
que :

Li~sgLi—s, L -0L -05
S, S, S,—5, 1-0 1-05

¥y, = L, (2L1 - 1)

siendo esta funcion de interpolacion la gue representa el nodo 1

Ly-s5yLi~sy L,-0L -0
S, ~5, 5,—5, 05-005-0

Ve = 4L,L,

siendo esta funcion de interpolacion la que representa al nodo localizado en el centro de la linea, por lo que
las siguientes funciones de interpolacion se representan de la forma
yw,=L,Q2L, -1, y,=4L,L,, w,=L,(2L,-1), v, =4L,L,
Sabiendo que :
L =a,+Bx+7v,y
cuyos coeficientes estan determinados por la matriz inversa de los vértices del tridngulo lineal, lo que
significa que al realizar el producto de las funciones encontramos que el resultado es similar a la funcién de

mterpolacion de segundo orden la cual se representa como :

Ut(x,p) =, + e, x+o,y+a, x> +a xp+ap’
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Debido a que las funciones de interpolacién necesarias para resolver el modelo varian de acuerdo al tipo
de matriz a calcular, se procederd a mostrar el polinomio de trabajo en cada una de las variables que
intervienen. Siendo estos :

_ 2 2z
Y; =€ TE,XTELY+HE X HELXYHEY

%: €y H28,X+E,Y
86\;,. =€, +E,X+2€,Y

W, =A+Bx+Ty+Ax? + Exy+ @y’ + Hx® + I’y + Kxp? + My® + Nx* + Ox?* y + TIx?y? + Oxp® + 5y
V:¥; y Yy

oy |
Y, =4, +Bx+Cy+Dx*+Exy+Fy* +Gx* +Hx*y + I xy* + J »°
a“u; 3 2 b nd 2 3 H 2 2 3
Wi?:AZ"I'Bzx*'Czy'*sz HEXy+ Ry +Gx" +Hyx y+ Lxy” +J,y

Ay, oV,
ox dx

Oy, Oy,

=g+hx+iy+jx" +hkxy+ ly*

T’ax" e “31+I‘1x+i1y+j1x2+k1xy+liy2
oy, OV, .
& ayJ“g2+h2x+lzy+12x2+k1x.”+lzy2

Al desarroliar las funciones y se toma en cuenta el orden de numeracidon de nodos, el cual consiste en
numerar en primer termino a los nodos de los vértices y después seguir numerando los nodos interiores de
forma escalada hasta terminar de enumerar el mimero total de nodos en la figura base de analisis, éstos al

ser acomodadas en la forma previamente descrita forman el siguiente sistema:

’\VI\ 20] -a, 4a,B, - B, o7, -1, 283 4B,v, 2y} |% 1
Wy, 20} -a, 40,8, - B, 40,7, — 7, 28; 4.7, 273 x

) Y, L Za: —a, 4o, - P, oY —7s Zﬁ; 48,7, 27; y
W, 4a,a, 4(“152 + azﬂx) 4(“172 + O,y 1) 46,8, 4(‘3172 +B,y 1) 477, || x2
Vs da,0 4(‘12[33 +a3l82) 4(0'273 +a3'}'2) 48,8, 4(5173 +ﬂ372) dy,7, | Y
(¥s ] _40'3(11 4(0"3B1 +axﬁ3) 4(‘71371 +a173) 1B.B, 4(B3'Y1 +B,y 3) 47371_\)’2}
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al derivar este sistema W con respecto a X se obtendra el siguiente sistema :

fa\lf; 40"1[31 -8, 43§ 4By,
ox
oV, 4o,B, ~ B, 4B§ 48,7, £y
ox 1
aa‘f 4By -B, 4P 4.y,
1 aw r = X
a; 4(“152 +a2Bl) 83,8, 4(B17z +B.y 1)
Oy ¢ L7
x 4(0‘233 +°:3B2) 86,8, 4(5273 +Bﬂz)
oy ¢
ax ) | o8, +aB,) BB, 4By, +B.s)
y al derivar el sistema y con respecto a 'y se obtiene el sistema :
5;;1 da,Y, — 7, 4By, 47:
o
;,2 4oy, — 7, 48,7, 472 4 A
1
oy
6)’3 40375~ 48,7, 4y;
Yoy, [~ x
6},4 Moy, +ayy,) 4By, +B.1.)  8YiY.
0w L7 )
o 4(0!273 +0tavz) 4(32?3 + ﬁﬂz) 8v,7;
0¥
y 4(0'371 + aﬂ’s) 4([3371 + B]'Y:s) 8v,7,

Con los sistemas previamente calculados se procede a realizar los productos de funciones que daran
forma a la matriz M (de masa), K (de rigidez) y C (términos convectivos no lineales), y mediante el uso
de arreglos matriciales( matriz nodal) se llegara a formar un sistema matricial global que representara las

condiciones del fendmeno en estudio en un instante determinado.
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Debido a que el estudio del fenémeno est4 basado en triangulos, es posible aplicar la siguiente formula de

integracion numérica :

{f L Lk dxdy = Uitk
17278 (i+j+k+2)!

la cual al ser aplicada genera la tabla siguiente de coeficientes numéricos dentro de la matriz que se esté

calculando.

n=r+s Ecuacién
Grado del Polinomio

n=1 j

gé X ¥;

n= 1&

12 '2:1: X: ¥;
0= 1<

30 2:1: X[y
=4 1 3

Py Zﬂ: Xy

Estas ecuaciones solo son validas, si es que el sistema de coordenadas empleado para definir los vértices

del triangulo se tomaron desde el centroide de la figura, de no ser asi, las ecuaciones antes presentadas se

modificarian con la adicién del termino 3" %" y* paran >1.

Para n=1, ias ecuaciones son :

Para n=2, las ecuaciones son :

1({2 1{< 1{
% 12(§x' 0% |, G = | Lxy, +9%), ¥ =53 >y +97
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Para n=3, las ecuaciones son :

I 3 3 1 3
%= %[fo +272-") , Xy = SO[foy,. +27i’j:) , Xt = 5(2::,.),3 +z7x‘y=)

i=1

Las cuales generaran un arreglo matricial de 18 renglones por 18 columnas, por cada elemento triangular

de 6 nodos existente en ¢l mallado.



.

7. Conclusiones y comentarios

De los capitulos anteriormente expuestos se puede concluir que :

L.~ EI empleo de métodos numeéricos como el Elemento Finito, permiten Ia modelacion de fenémenos
de indole fisica, permitiende asi la comprension de las variables de mayor relevancia que intervienen

en el fenémeno de interés.

2.- En la simulacién del Hlenado de un molde intervienen varios fenémenos fisicos como son : Ia
Transferencia de Masa, Ia Transferencia de Calor, 12 Dindmica de Fluidos asi como los aspectos
relacionados con el Crecimiento y formaci¢n de grano, Ia Porosidad Y constitucion fisica del molde,

Ia consideracién de una Frontera Libre en 12 cnal $¢ presentan los estados liquido y gaseoso,

3.~ Para realizar el estudio de fendmenos mediante el método del Elemento Finito es necesario
contar con equipos computacionales superiores a una PC, ya que estas reducen en gran medida Ia
obtencién de resultados debido principalmente 3 su limitada memoria Y a su velocidad de

procesamiento.

4.- El grado de exactitud con que se quiera representar ef problema de estudio, variars de acuerdo a
Ia densidad de mallado del cuerpo, a la cantidad de nodos asignados al elemento geométrico base y a

las ecuaciones de soluci¢n empleadas en el planteamiento de solucién,
S.- Al querer simular un fenémeno dinimico es necesario realizar un proceso dinimico que cambie

de acuerdo a las necesidades del problema en estudio,

van incorporando nuevas variables de estudio ¥a que estas traen consigo un nueve conjunto de

ecuaciones diferenciales, las cuales deben ser acopladas a los sistemas de globalizacién, a los sistemas

de restriccién y a los procedimientos de solucién,
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Debido a que la solucion de este problema supero las expectativas de la presenie Tesis se da a

continuacion fos signientes comentarios :

El tema de elemento finito es muy amplio y para el caso de este analisis en particular, quedaron muchos

aspectos sin cubrir entre ellos estan

o La generacion de mallado automatico para cualquier geometria dada, las cuales pueden cubrir los

siguientes puntos

1. Generacion de geometrias complejas a partir de puntos determinados, los cuales se podrian
realizar mediante la especificacion de curva y linea o mediante el uso de coordenadas
paramétricas, asi como un niimero miximo de nodos en cada curva o linea de la figura
construida.

2. Para los puntos donde exista un mayor interés de andlisis dar la posibilidad de incrementar el
nimero de nodos.

3. Cuando la geometria a estudiar presente curvas, serd necesario realizar cambios de base a fin
de facilitar el andlisis.

4. Generacion de una base de datos que contenga el niimero de nodos de cada elemento, el
niimero de elementos existentes en el mallado, la forma del elemento, el niimero de restricciones
totales en el mallado, el nimero de fuerzas o desplazamientos existentes en el momento del

andlisis.

o Planteamientos de métodos de resoluciéon y generacion , cuyos puntos a resolver son:

1. Generacion del polinomio caracteristico de acuerdo al nimero de nodos y a la figura
geométrica base.

2. Métodos de integracion numérica, método de Newton-Raphson, método de Runge-Kutta para
la solucion de ecuaciones diferenciales, métodos de solucion para sistemas matriciales
lineales de n x n, algoritmos de solucién para ecuaciones diferenciales parabélicas e

hiperbolicas, rutinas iterativas que hagan uso de los métodos antes mencionados.
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el

Acoplamiento ¢ imposicién de las condiciones de frontera, cuyos principales puntos a resolver

S0 .

1. La generacion de un algoritino que permita el acoplamiento de elementos a nivel matricial.

La obtencion de .las condiciones de frontera por medio de un archivo asi como un algoritmo
que permita ya sea la modificacion del sistema global o la adicion de columnas y renglones al
sistema global a resolver.

Realizar un estudio mas detallado sobre las fronteras libres asi como los efectos que

ocasionan en la interface liquido - gas.

Procesamiento de datos, sus puntos a resolver mas importantes sott :

. El acoplamienio enire el mallado, la imposicion de condiciones de frontera y las técnicas de

solucion mencionadas con anterioridad.

Elaborar algoritmos que permitan definir los intervalos de tiempo mdximos permitidos a fin
de garantizar convergencia.

Disefiar la llamada y salida de datos por medio de archivos fuente - destino o en su defecto
realizar el llamado a la memoria principal a fin de economizar tiempo de computo.

Eliminacion de datos muertos en memoria activa.

Post-Procesamiento de los datos generados en el procesamiento, cuyos puntos a resolver mas

importantes son :

1. Llamado de datos de los archivos fuente - destino.

. Manejo de interfaz grdfica entre el cuerpo de andlisis , el mallado y las variables de interés

Cada uno de los puntos antes mencionados por su gran extension pueden ser considerados como temas de

Tesis, sin embargo el planteamiento y el desarrollo de herramientas debe hacerse gradualmente asi como

empezar a fomentar en el estudiantado un cierto interés en la investigacion y en el desarrollo de futuras

herramientas de trabajo.
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Pseudocoédigo

Datos de entrada -

densidad del metal fundido — rho [kg/m’}

viscosidad del metal fundido — mu [kg/m s]

gasto volumétrico * — gvol [m?/s]

profundidad del canal — penl [m]

profundidad del molde — pmld [m]

puntos del contomo de la figura — x[1},...,x]11] , y[1],....¥[11] [m]

namero de divisiones méaximas por linea — div]1], div[2], div[3], div[4], div]5],

divi6], div[7], div[8], div[9], div[10], div]11]

(Xs,)‘s) (17,)'7)

(X10:¥10) (X9,¥0) (x5,¥3) (Xss¥e)
(Xu,)m): (x3,¥3). (Lh)’.t): . '
(x1,¥1) o (X2,¥2)
Planteamiento de intervalo
A; — Area

A {(x-x1)*(y3-y1)}, A {(Xa-%2)* (y3-y2) 12, As={(x4-%1)*(Yo-ya), Ag={(Xs-%a)*(y5-¥4)}/2,
As={(x6-%0)*(y7-¥s)}

* este dato puede ser obtenido de tablas relacionando el volumen a llenar con la altura del vertedero o puede ser dado por ¢l usuario
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Volcanal = [(A;+A;+As+A ) *pend] — volumen total del canal de alimentacidn.
Voll = [(A+Az)*penl]

Vol2 = [(Az+A4)*pend]

volumen del molde = [As*pmld] > Vol3

volumen total = volcanal + volmolde — Vtot

tiempo de llenado = Vtot/gvel —> tlic

angulol = atan ((ysy2)/(x3-x2)) — Angl

angulo2 = atan ((ys-ys)/(Xs-X4)) — Ang2

tiempo - volumen

intervalo de tiempo inicial = At = 0.01s — delt
volumen de entrada = gvol * delt — Vent

t €s el tienmipo transcurrido

t=delt

cont =0 — contador

Repeat
{
Repeat
{
If (Vent >= 0.1*(Vol1+Vol2) then
{
delt = delt*0.5
Vent = gvol *delt
t =delt
}

} Until (Vent < 0.1*(Voll1+Vol2)

If (Vent <= Voll) then
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{

longitud en direccidn x = Vent/(pcnl*0.001) — longx
el valor de 0.001 se da por suponer un espesor de 1 mm.
If (longx <= (x;-x;) then
{
distancia recorrida en direccion “x” es = longx — distx
altura “y” alcanzada por el fluido en el instante del analisis = 0.001 — disty
}
else
{
Solver(Vent,Angl,a) — se refiere a la subrutina que calculara el punto de interseccion del metal
fundido con el molde mediante la técnica de Newton-Raphson de la siguiente ecuacion

Voi —{{a* rsina) + 0.5(r cosa }{rsina}j* pcnij, a fin de enconirar las coordenadas de ubicacion por io

que las vanables distx = a+rcosa y disty = (y;+ rsina, siendo a la distancia del punto 1 al punto 2.
cont = cont + 1
)
If ((Vent > voll) and (Vent <= Vol2)) then
{
Vini = (Vent - voll) — estd vanable auxiliar se implementara para calcular las variaciones de
coordenadas en el volumen2.
longx = Vini/(0.001* pcnl)
}
If (longx <= (x4-x;)) then
{
distx = longx — variable auxiliar de la distancia recorrida en el eje x
disty = 0.001 + (ys-y;) —> variable auxiliar de la altura del fluido.
}

else

{
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Selucion1(Vini, Ang2,b) — subrutina empleada anteriormente para calculo de coordenadas
de interseccion obteniendo que la variable distx = longx = (b + rcosat) y que la variable disty = rsina +
(¥3-y1), siendo b la distancia del punto 1 al punto 4.
}

If (Vent > Veoll+Vel2) and (Vent <= Vtot) then
{
Vini = Vent - (Voll+Vol2)
longx = Vini/(0.001 * pmld)
}
If (longx <= (x5-X5)) then
{
distx = x5+ longx
disty = 0.001 + {y&¥1)
}
else
{
distx = (x6-x9)
dsty = Vent / (pmld * distx) — variable auxiliar en la variacion de y en el molde
disty = (ye-y1)+dsty
} :
}
}
delt = delt + incremento de tiempo — increment
t=delt
Vent = gvol * delt
H
3 Until (Vent > Vtot)
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Coordenadas - tiempo

El uso de esta rutina esta incluida en la subrutina Coorden{disx, disy), donde disx —distx y disy —
disty
If ((disx <= (x2-x1)) then
{
intervalo de coordenadas = (xy-x;)/div[1] — Interv

nimero de intervalos de estudio = Round (disx/Interv)+1 — estud

element = 1 — inicializacion de conteo de elementos del mallado.

Xmax = disx —» variable auxiliar de verificacién

Ymax = disy —»variable auxiliar de verificacion.

X, Y — variables de caracter matricial para el almacenamiento de los elementos triangulares.

X{ij=ss, Y[ij=y, XP2FX[1}, Yi2I=Y[ij+disy, X[3]=xi+estud, Y[3]=Y[2]

Repeat
{
element = element + 1 — aumento en uno de los elementos a considerar.
If ((element mod 2) = 0) then
{
X]element*3-2]=X[element*3-3], Y[element*3-2]=Y[element*3-3]
X[element*3-1]=X{element*3-5] , Y[element*3-1}=Y[element*3-5]
Xlelement*3]=X{element*3-1] + estud, Y[element*3]=Y[element*3-1]
3
else
{
X|element*3-2]=X[element*3-3], Y][element*3-2]=Y[element*3-3]
X[element*3-1}=X[element*3-2] , Y[element*3-1]=Y[element*3-2] + disy
X[element*3]=X[element*3-1] + estud, Y{element*3]=Y[element*3-1]
}
yUntil ((X[ij=Xmax) and (Y[i]=y1))
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If ((disx > (x2-x1)) and (disx < (x5-X;)) then
{
For vb =1 to div|2]
{
If (disy) <= (( vb/div[2])*(¥s-y:)) then
{ Interv=(x»-x,)/div]1]

Intery=(disy/vb) — variable auxiliar que estima el nimero de intervalos de estudio, en la
formacion del mallado en direccion y
z = vb — variable auxiliar empleada para calcular el nimero de elementos en el mallado
asi como el numero de divisiones verticales.
3
reelem = z*(2*divi{l])+(2*z-1) — variable empleada para el calculo de elementos geométricos en el
mallado.

i=1 — contador auxiliar

Xmax = disx

Xref = (x>-x,) —> esta variable sefiala el cambio de pendiente o el inicio de mallado
Ymax = disy

Yref = Ymax —» esta variable sefiala Ia altura maxima en e! instante de estudio

X[1}=x;, Y[i]=y: X2]=X[1}, YR2I=Y[1]+Intery X[3]=X[1}+Interv, Y[3]=Y[2]
If (i=1) then
{
Repeat
{
element = element + 1 ~> aumento en uno de los elementos a considerar.
If ((element mod 2) = 0) then
{
X[element*3-2]=X[element*3-3], Y[element*3-2]=Y[element*3-3]
X[element*3-1]=X{element*3-5] , Y{element*3-1]=Y [element*3-5]
X[element*3]=X{element*3-1] + Interv, Y[element*3]=Y|element*3-1]
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I (X[element*3] > Xref) then
{
If z=1 then
{

interv := disx - (x»-x;)

X[element*3}= X[element*3-1]+interv
Xref = X[element*3]
Yref = Y[element*3]

else

r = Y[element*3]/sin{(Angl) — variable auxiliar que permite el calculo de

distribucion en el eje x
Xrx = r cos{Angl) + {x-x1) —> varnable que encuentra punto de interseccién entre

el fluido y el molde
Interv = Xrx - X[element*3-1]
X[element*3] = X|element*3-1]+Interv
Xref = X[element*3]
Yref = Y{element*3]

i=itl
}
else

{
X{element*3-2]=X[element*3-3], Y[element*3-2]=Y{element*3-3]

X[element*3-1]=X[element*3-2] , Y[element*3-1]=Y[element*3-2] + Intery
X[element*3j=X[element*3-1] + Interv, Y [element*3]=Y[element*3-1]
If (X[element*3] > Xref) then

{
If z=1 then

{

interv ;= disx - (x2-x;)
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X|element*3]= X[element*3-1]+interv
Xref = X[element*3]
Yref = Y{element*3]

}

else

{

r = Y[element*3}/sin(Ang1) — variable auxiliar que permite ¢l calculo de distribucion en el gje x

Xrx = r cos(Angl) + (x:-X1) —> variable que encuentra punto de interseccion entre

el fluido v el molde
Interv = Xrx - X[element*3-1}
X[element*3] = X[element*3-1]+Interv
Xref = X[element*3]
Yref = Y{element*3]
i=i+l
}
}
H
} End Repeat (Untili > 1)
Hi>1 then
{

rew = ((i-1)*(2*div[1])+(2*(i-1)-1)) - ((i-2)*(2*div[1])+(2*(i-2)-1)
X][element*3-2] = X|[{ element - rew)*2]
Y/[element*3-2] = Y|[( element - rew)*2]
X[element*3-1] = X{ (element*3-2]
Y[element*3-1] = Y{element*3-2] + Intery
X{element*3} = X{[(element - rew)*3]
Y|[element*3] = Y[element*3-1]
Repeat
{

element = element +1
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If ( element mod 2 = 0) then

{
X][element*3-2] = X[element*3-3]
Y{element*3-2] = Y[element*3-3]
X[element*3-1] = X[element*3-4]
Y[element*3-1] = Y[element*3-4]
X[element*3] = X[(element - rew)*3]
Y[element*3] = Y{element*3-1]

}

else

X]element*3-2] = X[element*3-3]
Ylelement*3-2] = Y[element*3-3]
Xiclement*3-11 = Xlelement*3-5]
Y]element*3-1] = Y[element*3-5]
X|element*3] = X|[(element - rew)*3}
Yielement*3] = Y[(element - rew)*3]
}
¥ (X[element*3] = Xref) and (Y[element*3] = Yref) then
{
element = element+1
X[element*3-2] = X[element*3-3]
Y]element*3-2] = Y]element*3-3]
X]element*3-1] = X[element*3-2}
Y[element*3-1] = Y[element*3-2] + Intery
Y{element*3] = Y{element*3-1]
r = Y{[element*3]/sin{Angl)
Xrx =r cos{Angl) + (x>-x;)
Interv = Xrx - X[element*3-1}
X]element*3] = X[element*3-1]+Interv
Xref = X[element*3]
Yref = Y[element*3]
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i=i+l
}
element = element +1
Until ((X[(element-1)*3]=Xmax) and (Y[(element-1)*3}=Ymax))
} (End) Repeat

El procedimiento para mallar el resto de la figura es muy similar, solo se tiene que tomar en cuenta el
numero de divisiones totales que existen desde el punto 1 al punto 5 para obtener el numero de divisiones
totales para el eje x como para ¢l gje y, para el caso del molde este solo debe tomar en cuenta lo punto

existentes del punto 9 al punto 6 y realizar el mismo procedimiento antes mostrado.

Generacion de matrices

Después de generar el mallado se procede a realizar los siguientes pasos en cada elemento geométrico

previamente establecido :

1.- tomar los puntos que forman al elemento, que en este caso por tratarse de tridngulos se tomaran los

puntos (x, ¥1) » ( X2, ¥2) » ( X3, ¥3) con lo cual se forma el siguiente arreglo matricial :

1 x, y
I x, »
1 x; y;

al obtener dicho sistema se procede a calcular la inversa siendo esta de la forma :

1 a, a, U,

ﬂ Bl Bz Bs
Yi Y2 Y3

donde :

U =X, 0 — X ¥; B.=y,—-¥: .7 z_(xj_xk) s 2A=a, o, +ay

Acto seguido se procede a calcular los coeficientes que formaran la matriz de coeficientes de un tridngulo

con 6 nodos aplicando la expresion
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con lo que obtenemos el siguiente sistema asi como sus respectivas derivadas con respectoaxyay :

v, =]]—

2L, -5,

rﬂsl p

(y, ] i 20} -a, 4a.B, - B, 4o.Y, - Y, 2B; 4By, 2y;
v, 2a; ~a, 4o.p; -B, 40,7, — 72 2p; 48,7, Z'Yz
) Vil 2“: -, da,p, - B, 40,1, -7, 283 48,7, 2y,
W, 4a,0 4(“&2‘*’“251) 4(0"172"'“271) 48,8, 4(5172'*'5271) 4y,7.
¥s 4a,a 4(a2ﬁ3+asﬁz) 4(“273"'&'372) 48,8, 4(5273 +Bz'¥z) 47,75
(W) _4‘130'1 4(“3&1“"‘133) 4(a371+a173) 488, 4(ﬁ371 +Bﬂ’3) 47371_
rawn 4“-131 _"Bl 4Bf 45171
ax
a;’; B, 49; 48,v,
a;;" da.;p, 63 46; 46373
4 g
oy
a,: 4(“1B2 + 3251) 8B,8, 4(5172 + BzYl)
oY
& 4(‘1233 +(X.3|32) 8.8, 4(B273 +B,y z)
Oy ¢
(ax ) | 4oB+a8,) 8BB,  4(B.r,+By,)
a;: 4,7, - v, 48,7, 47:
oy
@f 40,7, — 7, 48,7, 4y;
oy
6y3 da,7;—7; 4B,v, 47§
. dy -
ay4 4(“172 +a271) 4(3172 "’3271) 87,7,
Oy,
4(0-273 +a372) 4(3273 +Bsyz) 87,7,
o
6
o | | Heviror,) aBai+By)  8va,

al mismo tiempo que se calculan los coeficientes se procede a realizar los siguientes productos entre

funciones quedando de la siguiente forma:
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vy, = A+Bx+Ty+Ax” + Bxy + @° + Hx’ + Ity + Kap? + My® + Nx* + Ox’y + Tix? y? + Oxp® + Tp*

y+Dx*+Exy+Fy*+Gx*+Hx"y+1xy’ +J,.y°

W: ax
y+ D, x> + E,xy + F,3* +Gx° + Xy + Lxy* + 1,9’

2

Qy;
s =g+hx+iy+ jx* +hxy+ by’

oW
aau’;’ ayJ =% +h1x+i1y+j1xz+k1xy+lly2

a‘l-‘iaw' . .
e ayi = 8§ +h2x+123’+12x2 +kzxy+lz}’2

para poder calcular las integrales que resultan del producto entre funciones, se aplica la siguiente identidad :

ff L1 axay = LIy
v (i+j+k+2)!

la cual permite obtener el resultado de la integral sustituyendo sumatorias previamente calculadas en las

incognitas respectivas siendo estas:

1 3 1 3 Y
fzZ—(Zx?+9izjaﬁza(zxiyi+9xﬁﬁ)7y _E(Zy: +9j;2)

i=1

1 3 1 3 \ l 3
& =—[fo mf], #y= —(Z‘,xf.v,- + 2729 |, ' = 5| Lxyl + 275
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con éstos pasos se puede caleular Ia matriz M, C y K de cada elemento triangular de 6 nodos que exista en

el dominio a analizar,

Para el caso del ensamblaje entre elementos no se ha podido encontrar un algoritmo adecuado que permita
realizar el acoplamiento entre elementos, ya que estos métodos por sus caracteristicas especiales requieren
del manejo de expresiones de tipo Booleano, asi como de una gran cantidad de memoria, por lo que el

arreglo global entre elementos no puede ser efectuado en una PC.

En el caso de la imposicion de fronteras solo es necesario modificar el arreglo global mediante uno de los

sigmentes métodos :

i- Ay Ay —||r ‘@
LAee  Aun || %

o de la forma :

Ag Gr || H; F,
g; O A | {54
y eso depender4 de la capacidad de computo y de la memoria que se disponga.
Ya realizado el calculo de las matrices, el ensamble de elementos y la imposicion de condiciones de

frontera lo Unico que falta por realizar es ia solucién del sistema mediante procesos tradicionales de

solucion.
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El ejemplo que a continuacion se muestra dara una clara idea def planteamiento y desarrollo del
Método del Elemento Finito.

El dominio a analizar tiene un flujo permanente ya establecido por lo cual posee las siguientes
caracteristicas ;
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Los pasos para llevar a cabo el estudio del fenomeno por medio del Método del Elemento
Finito son :

1.- Discretizacion del cuerpo en estudio.
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2.- Seleccion de las funciones de interpolacion :
En esté caso la figura empleada para discretizar el dominio fue el triangulo simple, por lo cual la funcion

de interpolacidn de acuerdo al triangulo de pascal sera de la forma :
U'(x,y)=a, + fx+7,¥

3.- Desarrollo del modelo de elemente finito en su forma de peso residual :

La ecuaciodn diferencial que rige esté fendmeno es la siguiente : V> = k la cual al ser desarrollada tiene
la siguiente forma :
3 ( A é‘u) g ( G Su

A aua"'alzg +_§y_

F )+a00u—f:0

a5 Ex_*‘azzg

al asignar a :

1731 1Z5] du cu
F, zaug"'ang yaF, :azla{_"'azzg;
reducimos el sistema a la siguiente expresion :
74 7
E(Fl)+E(F2)+amu -£=0

la cual al aplicarle el método del peso residual se encuentra que :

| v i(F)%—m&“(F yt+a u—f}dd;dz:()
o &c 1 @_ 2 20

al desarroilar los términos individualmente se tiene :

oF, or,
LWEW+LVEW+%OLMM~LM =0
al aplicar el teorema Green-Gauss se tiene .

J’Qavl'icf). = L av,n d - InViaic.ﬂ
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por lo cual la expresion anterior queda :
ow 174
| wEn a7 - IQFG;;Fldquz +f wn - jongdd_s& +ag | wucbeierz — | witbeiz = 0
Al agrupar las ecuaciones anteriores se obtiene que :
ow ow
L; EF, +EF2 — &g Wu — WL |dahd = L W[Flnx + any]df

Debido a que el analisis a realizar se llevard a cabo en 2D se tomaré una profundidad unitaria por lo que la

ecuacion antes presentada cambiara de la siguiente manera ;

o ow
J.Q[EFI +2~‘;F2 — g WU — wf]dc;y = irv‘[ls",nx +F2ny]ds

con este cambio se procede a evaluar la matriz de rigidez mediante los siguientes pasos :

1.- Expresar la ecuacién en su forma diferencial o Integrodiferencial
Sw éu da}y o ou
L; e aug+aug +— Gy a é{+an o — a4, Wu - wE [y = §rw[Flnx +F2ny]d5‘
donde :

du da du a
§FW[F1nx+F2ny]ds § a, éx+a12 o n, + an§+ang n, |ds

2.- Aplicar Método Galerkin o cualquier otro método de aproximacion, ya sea el Método Rayleigh-Ritz, el
Meétodo de minimos cuadrados, etc..
Para el caso Galerkin se elige un polinomio de grado n, el cual dependera de la figura geométrica base y
del nimero de nodos que esta posea por lo cual la variable de solucién estara definida como :
Ut (x,y) =2 usy; (%, 7)
=1

la cual al ser sustituida dentro de la ecuacion anterior nos genera un sistema de la forma :

IQ{Z(EIHZUJ(Z; +a122u OZ;) ( Hiu _+a22§uj%)—aoow§ujy/j—wf]d¢

73] du ou a
§w a"c?;c+alzé_}r n, + anéx-kanéy n, |ds

il
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Debido a que se necesitan plantear n ecuaciones algebraicas independientes se recurre a estandarizar las
funciones de peso residual ya que estas pueden tomar el valor de funcion necesario para crear un sistema

lineal independiente por lo que la expresion anterior se transforma en
c ay/i él‘ll é’w &Wi 5./, al”
ZI{J‘Q'[ & at! @: ta, 0'3: + 51[ 8y &: ta, ayj _aoo'ﬂij oy u; =
3=

oy (o0 2 e D), (0, 210, 2
nyiﬂ‘#‘*' a4 a“é‘x+a“éy n,+|a,; §x+anéy n, |ds

que da la apariencia de un sistema de la forma :
n
Y KuS =£7+Qf
=1
al desarrollar cada producto uno se encuentra con que :
W, =a, +Bx+y.y

Vv, ma.a, (@B ra )R+ (ay, + a7, )7+ B X + (. B + v, B +r.y, 3

N, XN, XN _ XN _
% e = B.5; x oy P @ﬁ{wiﬂ, & a

y como las figuras geométricas base son triangulos se puede realizar la siguiente simplificacion a fin de

obtener una matriz numérica mediante fas siguientes expresiones -

Sin embargo para nuestro caso de analisis las constantes ago, a12 y 821 son igual a cero por lo cual la matriz

de rigidez K se reduce a :

=(B.5; tr.r;)A



Simulacion del llenado de meldes mediante la técnica del Elemento Finito 64

para el caso de las fronteras se plantea la siguiente metodologia :

1.- agrupar términos y definiciones a fin de obtener simplificaciones en el analisis.
La ecuacién de frontera es el resultado del planteamiento del método del elemento finito sin embargo

debido a que el estudio se esta refiriendo a las lineas de corriente encontramos que el termino ¥,k =V,

por definicion, lo que implica que por cada valor de #existird un.nueva frontera de analisis por lo cual la

expresion de la integral sobre €l cuerpo cambiara por una integral de superficie por lo cual el termino de

AR 22 [(%)n, + (%}ny}cb

para el calculo de v se plantea un nuevo sistema que relacione la posicion con el tiempo en termino de las

frontera sera :

coordenadas de analisis por lo que se plantea el siguiente sistema :
x=a,+bs+ct
y=a, +bs+te,t
con las siguientes condiciones de frontera :
parax=x;y=y; s=0,t=0
parax=x;y=y: s=a ,t=0

parax=x3y=y:; s=c¢ ,t=b

Al sustituir las condiciones anteriores en las ecuaciones anteriores tenemos que :

t
x(s,t)=x, +(x, —xl)§+[[3—1)xl —Eix2 +x3:!~£

a a

_ s c c pod
y(sst)—y1+(yz—y1);+ ;—1 yl—;yﬁys 5

estas expresiones nos permites expresar a y;(x,y) como i(s,t), sin embargo para nuestro analisis solo es

necesario \;(s), lo que implica que todas las funciones se analizaran tomando un tiempo t=0.

Las expresiones con tiempo t=0 al ser sustituidas en cada funcion de interpolacion generan una nueva
funcion de interpolacion que depende solo de la posicion por lo cual las nuevas funciones de interpolacion

empleadas en las integrales de frontera seran



simulacién del llenado de moldes mediante la técnica del Elemento Finito 65

S S
yis)=1-~ vs)=7  ¥s(s)=0

Al regresar al estudio de la ecuacion integral, se encuentra que el producto interno entre la linea de
sorriente y el vector normal que la define serd siempre cero, mientras que el segundo termino también es
ero ya que fisicamente los términos derivatorios en X y en y son la cantidad de flujo paralelo que va desde

as fronteras.

Al tener realizados los pasos anteriores se procede entonces a armar el sistema matricial global a fin de
poder ser modificados por Ias condiciones de frontera los resultados , por lo cual se muestra a continuacion

a forma de armado en sus respectivos pasos

e Agrupar el niimero de elementos individuales con el niimero de nodos globales.

Nodo Global

Elemento # 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nodo 1 1 4 4 4 2 2 6 6 5 5
Nodo 2 4 5 9 8 6 5 7 10 10 9
Nodo 3 2 2 5 9 3 6 3 7 6 10

o Generar la matriz caracteristica de cada elemento del mallado.

145 —1.25 —0.2 02 -02 0 0.2 0 -02
(A4,0),=|-125 125 0 [(A,),=]|-02 145 -1.25 (A,,,)3 =l 0 125 -1.25
—02 0 0.2 0 —125 125 -02 -125 145
125 -125 0 05 —05 0 (05 0 -—05
(3,),=|-125 145 -02|(a,);=(-05 1 -05|(a,)=| 0 05 -05
6 —02 02 0 -05 05 -05 -05 1
05 —05 0 05 0 -—05 05 0 -05

(A4),=[-05 1 -05/(a,).=| 06 05 -05/(a,)=| 0 05 -05
0 -05 05 05 -05 1 ~05 -05 1
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1 -05 —05
(2,0),=|-05 05 o
~05 6 05

e Acoplar las matrices antertores en una matriz global mediante la utilizacion de la férmula :

Ky =2 Ao (R), A%

r=1

lo que da como resultado el siguiente sistema matricial

(145 -02 000 —125 000 0.00 000 0.00 0.00 0.00 | v,
~0.2 245 000 000 -125 ~1L0 000 0.00 000 000 | ¥,
000 000 100 000 000 —-05 —05 0.00 000 000 |,

~-125 000 000 290 -64 000 000 -1.25 000 0.00} v,
000 —125 000 -04 490 -10 000 000 -175 -05]| v,

800 -10 -05 008 -10 400 -10 000 000 05 Hw,

000 o000 -05 000 000 -10 200 000 000 -05 || y,
006 000 000 -125 000 000 000 145 -02 0.00 | v,

0.00 0600 000 000 -175 0.00 000 -02 195 0.00 | w,
10.00 0.00 000 000 -05 -05 -05 000 000 150§y, |

o o0 L o O o O

r
L

4, Imposicion del las condiciones de frontera :

Este procedimiento se realiza de acuerdo con el primer método explicado previamente en el

pseudocodigo, el cual consiste en realizar la siguiente operacion

Dado un sistema matricial :

Ay Ay Ay AL |4 F
Ay Ay Ay Ay 1| | F
Ay Ay Ay Ay ¢ | F 3
Ay Ay, Ay Ayllo F,

cuya condicion de frontera sea A, = a crea el siguiente cambio en el sistema matricial ;
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a, 0 a, a, 1] [F-2a,2
0 1 0 0 ¢ a

A, 0 A, A,f¢ Fy~Ayua
A, 0 2, A,le| |F, -2,

lo mismo ocurre para cada condicion de frontera por lo que el sistema matricial antes calculado llega a

tomar la siguiente forma :

100 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.0 0.00 0.0 | ¥,
000 100 0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 || v,
0066 000 100 000 0.00 000 0.00 06.00 900 000 | vy,

0.00 000 000 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 000 | v,
0.00 0.00 0.00 0.00 490 -10 0.00 000 000 000 v, 29

- NN

0.00 0.00 0.00 000 -10 400 -10 000 000 0.00| v, 3
600 000 0.060 0.06 000 -—-10 200 000 000 0900} v, i
0.00 000 0.00 0.00 0.00 0.00 6.00 100 0.00 000 v, 0
0.06 06.00 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 1.00 000 v, 0
10.00 0.60 0.00 0.00 000 0.00 000 000 0.00 100}y, 0

5. Solucion del sistema matricial

Como resultado de la imposicion de fronteras el sistema matricial resuitante es :

49 -1 o0y, ] [29
-1 4 -1fy,|=]3
0o -1 2y, | |1

el cual se puede resolver mediante el uso de cualquier paquete matematico que maneje sistemas matriciales
lineales lo que da por resultado que :
v, =0.845

w, = 1241
w, =1.120
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68

Al realizar ¢l ejercicio anterior con 111 elementos y 73 nodos globales se encuentra que
un posible mallado para el fenomeno de estudio es

=
It

0=
rh?
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Al aplicar los procedimientos anteriores a este nuevo arreglo se encuentra que la solucion al sistema
matricial generado es:

yi1=2 Wr=2 Y3 =2 Yie=2 Was =2 Wau=2

V=16 . yg=1585 y =153y, =157y, =157 W3y = 1.550

wy=12 Wwe =1173 ¥rs = 1151 Wi =112 ¥ 17 = 1106 ¥33 =1.092

¥, =08 ¥ =0.772 ¥ 16 = 0.751 ¥ =0.713 ¥ =0.702 3y =0.703

vs =04 ¥ = 0.385 ¥y =0.371 ¥a3 = 0.371 W9 = 0.376 W35 = 0.293

¥ =0 Vi =0 Vig =0 V=0 V3 =0 Vi =0
z::;isﬁ Wi =2 Wsp =2 Ve =2 Ve =2 Yes =2

W45 = 1.543 ¥s = 1.538 Vs =1.517 ¥e3 = 1.541 ¥ g9 = 1.501

W39 = 1079 Vi =102 yo =116y =147y =1157 4o, =1150
¥ =0.709 W =071 Vs =071y =0T737  y=0731 g, =022
Va i 3'307 Wag = 0.314 Wy = 0.288 Ve = 0.288 ¥es = 0.307 v =0277
Via = W9 =0 Vs =0 Ve =9 Ve =0 V=0
V=0

lo que da una mayor idea de como se est comportando el sistema de estudio.

ESTA TESIS

N BEBE
SALIR BE 1A

tISLIGTECA
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