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INTRODUCCION.

La Mecinica de Fluidos es una rama de la Fisica, que estudia el comportamiento de los fluidos
bajo la influencia de una fuerza total, resuitado de }a suma de campos de fuerzas como el campo
gravitatorio o el campo electromagnético.

En el siglo XVIII se conocian varios principios de Hidrostitica como el principio de Arquimedes
o ¢l principio de Pascal, sin embargo apenas comenzaba el estudio hacia el aspecto dindmico de los
fluidos; y aunque muchos cientificos importantes trabajaron en la Mecanica de Fluidos sin tugar a
dudas podemos atribuir al matemitico Leorhard Euler (1707-1783) ser el fundador de los
principios basicos para el estudio de la Mecanica de Fluidos, formulados en un lenguaje
matemético.

Euler deduce un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden no lineal que
relaciona los componentes de un flujo con el pardmetro presién, este sistema de ecuaciones es
importante por que junto con la ecuacidn de conservacion de la masa sienta las bases para modelar
matemadticamente los problemas de Ia Mecdnica de Fluidos.

Las ecuaciones de Euler, son importantes por el desarrollo que se origino apartir de ellas, pero en
algunos flujos no modelan por que hay fluidos de ciertas caracteristicas cuyo comportamiento no
es aproximado con la prediccién de la ecuacién de Euler; afortunadamente esto se puede
solucionar con relativa facilidad en el sentido de que aun cuando fue necesario ¢! trabajo de los
cientificos Navier y George Stokes quienes en forma independiente uno del otro en el siglo XIX
deducen un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineal que *generaliza’ 1a ecuacién de
Euler, conceptualmente solo hay que introducir un termino mas: a viscosidad. Asi se llegaala
generalizacién de las ecuaciones de Euler, las ecuaciones de Navier-Stokes.

La ecuacién de conservacion de la masa, la ecuacién de Navier-Stokes y la ecuacién de energia
son €] modelo matemético con que actualmente se cuenta para trabajar con los problemas de la
Mecanica de fluidos, mismo que modela el campo vectorial representando el campo de velocidad
para fluidos de la clase llamada newtoniana.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales
de segundo orden que relaciona los componentes de un flujo, el pardmetro presién y la
viscosidad; estas son complicadas pero se ha probado que ‘modelan’ con aceptable exactitud
como para justificar su empleo.
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La teoria matemética que se utiliza para analizar las ecuzciones de la Mecdnica de Fluidos es

extensa y variada por ejemplo, desde el concepto de cambio de variable hasta la teorfa de espacios
de Hilbert.

Mi interés en este trabajo de tesis es exponer la deduccién de las ecuaciones de la Mecéanica de
Fluides y aplicar el concepto de cambio de variable para analizar un flujo con simetria radial
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MECANICA DE FLUIDOS.

§1-Periodos.

En la Mecénica de Fluidos se dan cuatro periodos histéricos, los cuales tienen relacién con los
cientificos de cada periodo asi como el respectivo desarrollo tecnoldgico.

Primer petiodo:

En el siglo XVI se tenia un conjunto de conocimientos del comportamiento de algunos aspectos de
los fluidos, principalmente liquidos, reunidos en una disciplina que se puede considerar como la
Mecénica de Fluidos en este tiempo. En este siglo la Mecdnica de Fluidos es una disciplina basada
en hechos experimentales. Su lugar de desarrollo es en el continente europeo, principalmente en
los paises Inglaterra y Francia,

Segundo periodo:

En los siglos XVII y XVIII la Mecanica de Fluidos que en estos siglos la podemos reconocer
como las disciplinas de nombre Hidrodindmica e Hidréulica; debido al trabajo de cientificos
importantes de la época tomo un carficter mas tedrico; esto introduciendo el lenguaje de las
Matemiticas para la formulacidn de las relaciones que se observaban empiricamente, tales como la
conservacién de la masa.

Tercer periodo:

Durante el siglo XIX, se siguieron desarrollando los hechos experimentales asi como la teoria
matematica relacionada, dando origen a una teoria clasica la que reunia todos los resultados
conoeidos hasta aquel tiempo.

Cuarto periodo:

En el siglo XX debido a las dos guerras mundiales un alto desarrollo se dio a la Mecanica de
Fluidos para cierto tipo de flujos, aquellos involucrados con el vuele de un avién, este problema
hacia que se desprendiera en forma natural una clase de problematicas que dieron origen a una
teoria llamada Aerodindmica. Uno de los prandes inventos del siglo X3, la computadora
electrénica, hizo posible en el &mbito de la Mecénica de Fluidos efectuar célculos numéricos con
los cuales se puede predecir en forma aproximada el comportamiento de ciertos flujos bajo ciertas
condiciones y dado un modelo matematico.
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§2-Cientificos.

Isaac Newton {1642-1727) en el volumen I de su obra ‘Principios Matemdricos de la Filosofia
Natural’ hace una exposicién de su teoria de Mecinica; ¢l Volumen II lo dedica al estudio de los
fluidos, en este libro €l deduce la ley del seno cuadrado que da la distribucién de presiones de un
chorro sobre una superficie, esta es una buena aproximacién en un flujo importante de la
Aerodinamica.

Sobresale en este trabajo de [saac Newton un postulado que expresa una ley de comportamiento
para los fluidos, misma que ahora se sabe es valida para una clase de fluidos suficientemente
general, estos son ilamadoes Fluidos Newtonianos.

En el sigto XVIII Daniel Bernoulli escribe el libro titulado ‘Hydrodynamica’ publicado en el afio
1738, en el cual, entre otros temas, trata de encontrar una relacion entre velocidad y presién, la
cual daria fugar a ]a llamada ecuacién de Bernoulli, sin embargo es de notarse que esta relacién en
la forma que se conoce actualmente no esta escrita en este libro.

Posteriormente, en ¢l afio 1749 Jean le Rond d’Alambert (1717-1783) publica ‘Ensavo de una
nueva teoria de la resistencia de los fluidos” en la que aplica el principio de la conservacién de la
masa a flujos axisimetricos, convirtiéndose en el primer cientifico en aplicar y en forma adecuada
el principio de conservacién de ta masa, sin embargo la ecvacién de continuidad en su forma
general tal cual se le conoce en la actualidad no es debida a el. Descubre ademaés una paradoja en la
cual0 deduce que un cuerpo inmerso en el flujo de un fluido ideal no experimenta fuerzas de
arrastre.

Leonhard Euler (1707-1783) con mucho se puede considerar el fundador de las bases
Matematicas para estudiar la Mecanica de Fluidos. Euler es quien formula en la forma que se
conoce actualmente la ecuacién de Daniel Bernoulli y la ecuacién que expresa el principio de la
conservacion de la masa. Introduce el concepto de presién como funcidn puntual, que el mismo
relaciona con los componentes de velocidad para obtener una ecuacién que generaliza la ecuacion
de Bernoulli (en el sentido de que se puede obtener las ecuacién de Bemnoulli a partir de la
ecuacién que Euler deduce), misma que seria muy importante en el desarrollo de la Mecénica de
Fluidos, a esta se le Hama ecuacién de Euler, es una relacién de la funcién vectorial que representa
€l pardmetro presi6n con el campo de-velocidades del fluido. Una funcién vectorial en el espacio
tridimensional tiene tres componentes; la ecuacién de Euler da lugar a tres ecuaciones por esto
también se puede uno referir a las ecuaciones de Euler.

§3-Indices.

Se puede observar que distintos flujos con distintas condiciones, pueden coincidir en una o mas
propiedades.

Los flujos dependen del fluido mismo, de la situacién a la cual esta expuesto asi como de sus
pardmetros: temperatura, presion, viscosidad, densidad, velocidad promedio, etc., y 1a geometria
en que se hallan.

Como es que pueden compartir una o mas propiedades?
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La respuesta fue encontrada por Reynolds quien en sus investigaciones descubre el principio de
similitud de un indice al descubrir un pardmetro que ahora se llama el mimero de Reynolds.

Veamos que es un indice;

A un flujo se le quiere asignar un nimero tal que, segin ia clase de su valor, se pueda determinar
al flujo como miembro de alguna clase. Por ejemplo si uno quiere clasificar a los flujos en frios y

calientes, el numero :JT donde ¥ es el volumen del fluido y T la temperatura, y tomando como

flujos ‘calientes’ aguellos flujos para los cuales este valor sea mayor que un valor predeterminado
k en el cual ne sea necesario introducir ninguna dimensién de medida {este ejemplo no satisface
esta condicién lo cual muestra que no es un namero que sirva como indice -al menos lo que
queremos definir como indice- aunque ilustra ia idea del concepto) podria ser un candidato.

El nimmero debe depender de los parametros del flujo asi como de la geometria en que se
encuentra.

Se deben hacer dos consideraciones, primero, cuales son los parametros de que depende el indice
y segundo, en que forma,

Definicien: C es un Indice si y solo si:

C es una funcién C:%R7 — 9 que depende de los pardmetros  p,, p,, Py, ... P, Y Sus valores
C( p\» P+ Py> -+ P, ) hacen una divisién en categorias de los flujos cuyas geometria sean similares
(en el sentido de la geometria sintética en la cual por ejemplo dos tridngulos con vértices
respectivos 4, 4,4, a,a,a, son similares si se puede hacer una correspondencia de vértices.

: . A4 )
digamos A4, — a, en la cual la proporcién de lados correspondientes - es constante siendo esta
aa,
la ‘proporcidn’). Mas aun C debe ser una funcién que no haga referencia a ningin sistema de
dimensiones de medida, esto debido a que C representa una caracteristica.

Escribamos las condiciones que definen a C en la forma:

1- Sea F' un conjunto de flujos (seria primero necesario hablar de I3 representacion de un flujo en
un modelo matemético, pero esto se hard en el capitulo dos) con geometrias similares, un

indice es una funcién C:F — %R a la que asociaremos la interpretacién: F~'{r) cs una clase
de flujos que coinciden en una propiedad especifica también asociada a la funcién C.
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2- Existe una funcién A:R? - Ry una “seleccion * de pardmetros py, Py, Pas s p, tal que si

f & F entonces C(f)= A(pp,, pp,, PP3»--pp,) donde pp,es el promedio del pardmetro p,
del flujo £

3- Cno hace referencia a ninguna dimensidn de medida; es un numero adimensional.

El nimero de Reynolds es un indice  que permite determinar si un flujo es laminar o turbulento,
ast como sus fases de transicion. Reynolds estudia distintos flujos en la misma geometria, los
cuales aunque eran distintos en los valores de sus pardmetros, compartian la propiedad de ser
flujos laminares o turbulentos y descubre que para los flujos laminares hay un cociente de algunos
de sus parimetros que siempre es inferior a X un valor critico, mientras que para los flujos
turbulentos el mismo cociente siempre da valores superiores a K, Este cociente es el numero de
Reynolds; cumpliéndose asi la condicién 1 de ser indice.

Ademés el nimero de Reynolds satisface las otras dos condiciones de ser indice;

Para verificar las otras dos condiciones con lo que ademds daré la definicién del numero de
Reynolds, empleare la tabla:

NOMBRE SIMBOLO | DIMENSION

Masa M M
Tiempo T T
Longitud i L
Velocidad Vv L
T

Densidad p %{5—

Viscosidad n M
TL

2- Reynolds descubre que el indice buscado depende del promedio de los pardmetros: velocidad,
densidad y viscosidad.

3- La dependencia de los pardmetros Reynolds también la descubre, sin embarge se puede deducir
esta, con la condicién tres. C debera tener la forma /°*V®*p°*n?, luego al sustituir las

dimensiones; L&*P* M ‘T*Y: como  C debe ser adimensional las potencias de las
dimensiones deben ser todas ellas cero, es decir: a+b-3¢-d =0, c+d=0,-6-d =0 estas
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ecuaciones llevan a: a=b=c=—d, tomando en particular a=J la expresién para C queda

iV
C(y=AWLV,p,n)= =2 ¢ste es el numero de Reynolds.
n

Este es un indice importante por que:

1- Dio origen al concepto de similitud.

2-Es un numero que se construye facilmente y es (til.

Asi los indices construidos y definidos tienen la propiedad de similitud, esto es, flujos con
geometrias similares con indices coincidentes, presentaran un comportamiento idéntico respecto a
la propiedad en particular. Esto permite hacer simulaciones a escala, de situaciones reales, asi se
puede por ejemplo estudiar el comportamiento de un ala en la atmosfera, experimentando en
laboratoric con un prototipo a escala. Este es el principio de los tineles de viento.

§4-Laboratorio.

En la investigacidén de la Mecénica de Fluidos, el modelo matematico, es uno en el que se han
hecho simplificaciones al problema real, lo que lleva en el mejor de los casos, a dar una
aproximacion de la situacién fisica. A este modelo siempre serd necesario someterlo a una
comparacién con modelos de laboratorio, es decir comparar resultados del modelo matemdtico,
con los resultados de experimentacidn (debe notarse que, aun los experimentos de laboratorio son
unz aproximacion de la situacién real). Para el fin de poder tener modelos fisicos que permitan
hacer investigacion experimental es necesario saber que observar de un flujo y desarrollar
métodos que permitan visualizarlos.

Un dispositivo llamado Cdmara de Visualizacién, hace posible la observacion de las curvas
llamadas: Trayectoria de Particula, Linea de Corriente y Linea de emision las cuales dan
informacion acerca del comportamiento del flujo a Jas cuales estdn asociadas. La curva
Trayectoria de Particula como hace mencién su nombre, s la trayectoria debida al flujo que
sigue una particula del fluido; la curva ilamada Lirea de Corriente seria la trayectoria de
particula de cada una de las particulas con posicién un punto de esta curva si el flujo se hiciera
independiente del tiempo, es decir si fuera un flujo estacionario; la curva llamada Linea de emision
es ¢l conjunto de puntos de tal forma que las particulas en un tiempo dado que tengan coordenadas
que son un punto en la curva al transcurrir el tiempo en algun instante pasaran todas ellas en un
lugar fijo. En el capitulo dos se definiran estas curvas con mayor precision.
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Se logran visualizar estas lineas en una cémara al introducir un elemento con propiedades épticas
distintas en el flujo que se quiere estudiar. En las distintas formas de introducir el elemento, y en
su naturaleza, se visualiza una linea o la otra.

El método de experimentacién para estudiar los flujos es: implementar observaciones mediante las
cdmaras de flujo, en las cuales se trata de hacer evidente las curvas de Particulas, de Corriente y de
Emisién.

Estos son algunos métodos utilizados:

1-Agua en tanque de poca profundidad.

Cuando la profundidad det agua es suficientemente pequefia, la ecuacion del movimiento de un
flujo en un canal abierto, es aproximadamente anélogo a la ecuacién de la dindmica de un gas con
valor del indice isentrdpico igual a dos. Las ondas de choque generadas en el caso de un gas,
carresponden a las ondas de agua, En este caso el flujo de un fluido compresible puede ser
investigado observando los patrones en las ondas que se forman.

2-Pelicula de aceite.

Se hace una mezcla de aceite y de pigmento el cual se esparce en la superficie del flujo que se
quiere observar. La fuerza de corte, generada por el flujo actia sobre la capa de aceite
observandose las trayectorias de los pigmentos depositados, muestran la direccién del flujo en la
superficie del modelo y pueden revelar patrones de transicion, separacion y patrones secundarios
en el flujo.

3-Pelicula sensible a la temperatura.

Una pelicula de un material especial que cambia de color o de fase en relacién con su
temperatura, se esparce sobre la superficie del flujo. El estado det flujo cerca de la superficie se
ilustra con los cambios de esta pelicula. Cristal liguido o pintura sensitiva es lo que se usa en este
modelo. .

4-Listones en la Superficie,

Muchos listones son colocados en la superficie de un cuerpo inmerso en un flujo, con los cuales
se indican las direcciones del flujo cerca de la superficie.
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5-Malla de listones.

Se coloca en una red gran cantidad de listones, uniformemente distribuidos, en un planc ortogonal
al flujo. Cualquier remolino viajante es detectado, por las formas que toman los listones en la
malla.

6-Inyeccién para evidenciar la Linea de Emisidn.

Se inyecta continuamente un fluido con color visible distinto al fluido del flujo, con tubos cuyo
radio es pequefio de tal forma que no perturben al flujo estudiado. El estado del flujo es mostrado
por las resultantes lineas de emisi6n visualizadas.

7-Suspencidn.

Pequeiias particulas de un fluido distinto 0 particulas de algin sélido se mezclan en todo el
volumen de un liguide, en el momento de iniciar ef flujo. El régimen del flujo se visualiza por las
Trayectorias de Particula que se forman.

8-Particulas flotantes.

El estado de un flujo es examinado por Ia observacién del movimiento de particulas que son
dispersadas para que floten en la superficie de un liquide. Este método también muestra Lineas de
Particula.

9-Linea de tiempo.

Se inyecta un fluido en una linea recta, transversa al flujo. La naturaleza del flujo es investigada
observando la transformacién de esta linea al transcurrir el tiempo.

10-Precipitacidn electrolitica.

Este método se usa cuando se trabaja con Agua. Se generan pequeftas particulas blancas por
electrolisis, y estas permiten observar las Trayectorias de Particulas. Una aleacién de estaiio en
forma de placa se coloca en la superficie del liquido, esta placa funciona como un &nodo, la cual
por electrélisis reacciona, formando pequeiias particulas blancas.
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11-Burbuja de hidrogeno.

En flujos de agua, se generan pequeiias burbujas de hidrogeno mediante electrélisis, empleando
un alambre que funciona como citodo, colocado transversalmente al flujo. Estas burbujas son Jas
que se observan para obtener informacién del flujo. Las Lineas de Emisién se forman usando un
voltaje fijo y un alambre doblado en forma de sigsag, o bien aislando el cable en intervalos. Se
generan lineas de tiempo, si se usa un alambre recto y pulsos de voltaje.

12-Descargas eléctricas.

Este método sirve para analizar el flujo del aire. Se generan descargas eléctricas usando voltajes
muy altos en dos electrodos. La primer descarga eléctrica forma una camino ionizado. Este camino
ionizado se mueve junto con el flujo del aire y la segunda descarga eléctrica, se propaga a lo largo
de esta trayectoria que tiene muy baja resistencia eléctrica en ese momento, De esta manera, las
demds descargas eléctricas, se propagan a lo largo de los caminos ionizados uno tras otro,
formando el trazado de lineas de tiempo en el flujo.

13-Humo.

Se utiliza este método en el aire. Se genera humo de color blanco mediante un pulso eléctrico
generado en un alambre inmerso en aceite. El humo se emplea para estudiar el flujo del aire.

14-Grifica de sombra.

Se coloca una fuente, cuya emisién de luz, genera distintas zonas de luminosidad a través del
fluido, las cuales son proyectadas sobre una pantalla, o bien directamente a la camara. El estado
del flujo es indicado por las formas de brillantez y oscuridad.

15-Schlieren.

Rayos de luz paralelps, -son refractados a través de un flujo, los cuales se hacen converger
mediante un lente convexo. El estado del flujo es visualizado por la brillantez en contraste con la
oscuridad de las formas que se observan proyectadas sobre una pantalla, o al ser retratadas
directamente.
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16-Interferometro.

Rayos de luz paralelos se dividen, una parte se hace pasar a través del flujo, para postericrmente
mezclarse con la otra parte, la cual ha pasado a través de una seccién de compensacién. La imagen
combinada obtenida se proyecta sobre una pantalla, o se retrata directamente. De esta forma se
tiene informacion del flujo por la interferencia obtenida. Se pueden obtener lineas de nivel de la
densidad ajustando una iluminacion uniforme en la pantalla.

17-Termografia.

Se detectan rayos infrarrojos de la superficie de un fluido, o de un sélido, obteniendo asi la
distribucion de temperatura de la superficie, visualizada esta como formas claras-oscuras.

18-Hele-Shaw.

Se coloca un fluido viscoso entre dos placas paralelas de vidrio cuya separacién es pequefia. El
flujo que se genera se puede aproximar como bidimensional. Las Lineas de Corriente se obtienen
por ia continua inyeccidn de tinta, o de burbujas de hidrogeno en la parte media de las placas.
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EL MODELO MATEMATICO.

§1-La representacién de un Flujo.

5i se toma en cuenta que un fluido es materia no rigida y esta formada por moléculas, al
modelar matemaéticamente, se tiene una teoria para los fluidos andloga a la teoria cinética
de los gases debida a Boltzmann-Maxwell que en efecto algunos cientifieos han trabajado,
sin embargo debido al orden del didmetro de una molécula comparada con el orden del
didmetro del espacio total que ocupa el fluido, se puede aproximar un fluido como si este
fuera un continuo, hecho que se ha aplicade con éxito y es comtinmente aceptado como
punto de partida para el estudio de los problemas de la Mecénica de Fluidos y serd el que se
adopte aqui.

Asi representemos:

1- Al fluido que le da origen como un conjunto D en R* conexo, igual a la cerradura de
su interior.

2- Al flujo, gue corresponde al movimiento del fluido, mediante 1a funcién:

vy Dx[0,0)cR* 9 Dc W’

que representa la posicidn y(x,¢) que tomara la particula en el tiempo ¢ que tiene posicién
x en el tiempo 1=0.

Ademis de la funcidn y se puede asignar un campo vectorial V el cual esta relacionado
cony en laforma:

SeaxeD} arbitrario, en el tiempo ¢, entonces al dejar transcurrir un lapso de tiempo At, a
partir de ¢, debido al movimiento del fluido, la particula localizada en x, cambia de

posicion a x + Ax =y (y "' (x,1),1+Ar), ¢l cociente:

A _yly AN~y ' (x),0)
Al At

es un vector en R, que indica la direccién del movimiento, y su magnitud indica la
velocidad media del movimiento de la particula, al tomar el limite del cociente cuando Ar
tiende a cero, se tendra cuando y es derivable respecto a £, un vector que en magnitud
indica la velocidad instanténea, y en angulo, la direccidn instantinea del movimiento de la
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particula con posicién x, en el tiempo ¢. Entonces, en cada punto y en cada instante el flujo
tiene asociado un vector.

Estudiaremos a los flujos mediante las funciones:

v Dx[0,0)cR* > DR} y ¥V :Dx[0,0) c R* - R,

En las deducciones de los siguientes apartados y capitulos sera necesario tener condiciones
de regularidad para la funcién y : Dx[0,0) c R* = D <R las cuales varfan segin la
deduccién correspondiente; para mantener con claridad y uniformidad las discusiones
haremos la:

Suposicion:
I-y es tres veces continvamente diferenciable.

2-y es inyectiva en las tres primeras variables: y (x,7} =y (y,1) => x=y.

En general, menos que la condicién 1 se necesita para que sean validos los razonamientos
en las deducciones siguientes, sin embargo esta condicidn implica todas las suposiciones
que se necesitan hacer y se tomara como valida, desde aqui en adelante. La condicién 2
corresponde al hecho de que dos particulas distintas no pueden tomar la misma posicién en
el mismo tiempo,

§2-Principios de Conservacién,

Una vez tenida la representacién de un flujo es necesario contar con relaciones que
permitan determinar en forma tnica a esta, dado condiciones especificas del flujo
expresadas en la representacién de un flujo (estas son condiciones de frontera); estas
relaciones las hay en forma de ecuaciones diferenciales parciales que se pueden obtener al
expresar en forma matemética tres principios de Fisica en la representacién de un flujo.

Con los tres principios se llegaran a tres relaciones en forma de ecuaciones diferenciates
parciales. Euler en forma esencial ya habia deducido dos de estas relaciones; Ja tercera se
obtiene aplicando conceptos de la teoria de Termodindmica.
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Las relaciones son la expresién mateméatica de los postulados fisicos:

1-Conservacién de la Masa.
2-Segunda ley de Newton,

3-Conservacién de la Energia.

El primer principio da lugar a la ecuacién de continuidad que fue obtenida por Euler en la
forma que se conoce actualmente. Ef segundo principio da lugar a la ecuacién de Eulery a
la ecuacidn de Navier-Stokes que al incluir las fuerzas de friccidn a nivel molecular (la
viscosidad) generaliza la ccuacién de Euler. El tercero da lugar a la ecuacion de
conservacidén de la energia.

Hay dos distintas formas de expresar estos principios fisicos en forma matematica debidas
a Euler y Lagrange respectivamente.

Euler procedia de esta forma: Sea R < D fijo en el espacio, ;que implicaciones tienen los
principios 1y 2 en ¥ en el conjunte R?, la ecuacidn de continuidad y la ecuacién de Euler,

Lagrange procedia de esta forma: Sea Rc D ;qué implicaciones tienen los principios 1 y
2 en los conjuntos  (R,) al variar ¢l tiempo?, la ecuacion de continuidad y la ecuacidn
de Euler, pero expresada en una fonna distinta a como Fuler las encuentra.

Podemos parafrasear diciende gue Euler fija una posicién y observaba la variacidn respecto
al tiempo, mientras que Lagrange fija un volumen y observaba la variacidn respecto al
cambio de posici6n de este {que también involucra la variacién del tiempo aunque en una
forma distinta que en la referencia de Euler).

Ademas para hacer validos 1os cilculos en la forma que procedia Euler son necesarias
condiciones de regularidad distintas a las necesarias para la forma en que procedia
Lagrange.

En lo que sigue nos referiremos a la forma de proceder de Euler como el sistema de
referencia de Euler o abreviadamente referencia de Euler y similarmente para la forma de
proceder de Lagrange, sistema de referencia de Lagrange o abreviadamente referencia de
Lagrange.
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§3-Variables, Parimetros ¥ Fuerzas.

El dominio de ¥ es Dx[0,%)cR* se llaman las tres primeras variables las variables
espaciales o de posicion y a la cuarta variable la variable tiempo.

Fisicamente un flujo presenta caracteristicas y fuerzas a las que se haya sometido; en Euler
comienza la representacién de ellas mediante funciones puntuales, estas funciones se
llaman parametros del flujo y a estos corresponden por ejemplo: 1a presion, la densidad, la
temperatura, etc. v las fuerzas que se ejercen en el pueden ser: fuerza de gravedad, fuerza
electromagnética, etc.

§4-Lineas Especiales.

La funcién ¥ es un caso particular de las funciones llamadas campos vectoriales, en la
teoria en que se estudian, se definen tres clases de curvas que representan la integracién del
campo vectorial.

Sea V:Dx[0,%) c R* - R el campo de velocidades de un flujo y sea x e D

La curva llamada Trayectoria de Particula es la ‘integral del campo vectorial, variando
el tiempo’. Es una curva que esta asociada a un tiempo 7,, a un punto x y a un intervalo
de tiempo Af, esta es el conjunto de puntos por los cuales la particula con posicién en el
punto x en el tiempo f; tomara posicién al variar el tiempo en el intervalo

[45,2,TAL])

Esto en notacién Matematica:

Sea T :[r,,,.r0 +A:]—> Dc R’ derivable tal que 7(f,)=x esta es una trayectoria de
particula respecto al campo vectorial ¥ en el punto x, si se satisface la igualdad:

V(T(1),t)= : T{6) Vielty,t, +At].

t
Se puede hablar del miximo dominio a la que la funcion T pueda ser extendida
satisfaciendo las condiciones de ser trayectoria de particula, siendo asi que podemos hablar

de la trayectoria de una particula gue pase por un punto x sin hacer referencia a ningin
intervalo de tiempo en particular.

No siempre existen eslas curvas, siendo el problema de existencia complicado y
perteneciente al problema de las ecuaciones diferenciales, sin embargo en e} caso particular
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en el que estamos:

g i
Voyj =2 ,
q"{”} arw {x4)

estas curvas siempre existen y de hecho para un punto x arbitrario en D la curva
T:10,0) — D c R* definida como:

TW)=y {y ' (x,15),1)

€s una parametrizasion de la trayectoria de particula que pasa por el punto x, por que:
T(te) =y Gy " (x,1,),4,) = x vy y es diferenciable .

La curva llamada Linea de Corriente es la integral del campo vectorial, fijando el tiempo'.
Tiene asociado un tiempo ¢, y un punto 1. Esta es Ja curva que pasa por el punto x
contenida en el dominio del flujo siendo sus veclores tangentes coincidentes con los
vectores velocidad del flujo en los puntos de la curva en el tiempo 7, .

Esto en notacion Matemética:
Sea T :[to,tu +Ar]—> D R* derivable tal que 7(1, J=x. Esta es una linea de corriente

si se satisface [a igualdad:

V(T(s),t,) = -‘%T(s) .

La curva llamada Linea de Emisién esta asociada a un tiempo 7, aun puntox y aun
intervalo de tiempo Ar. Esta es el conjunto de puntos w del flujo que al variar el tiempo en
cl intervalo [¢,,t, +Ar], la particula posicionada ahi, pasara por el punto x al seguir el
movimiento dei flujo.

Esto en notacion Matemdtica:

Sea T :[ro,r,, +Ar]—) Dc R derivable esta es una Linea de Emisién si la Trayectoria de
la particula comespondiente al punto 7(s), en el tiempo z, con parametrizacidn
P, :fs,b] > 9 satisface la igualdad:

P.($)=T(s), F.(b)=x.
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§5-Derivada Material.

Los parametros de un flujo dependen de la posicidn y del tiempo, asi se puede obtener la
razon cambio que tiene cada uno de ellos respecto al cambio de tiempo o de posicion, lo
cual se puede interpretar como una ‘derivada’ segin la referencia de Euler o de Lagrange.

Para que sean validos los razonamientos en este apartado y donde se usen las deducciones
aqui hechas se debe hacer la siguiente:

Suposicién :

Sea ¢ un Fluido que da erigen a un Flujo @ ysea P:Dx[0,0)cR* =R
un pardmetro asociado a @; P es Continuamente Diferenciable.

Esta suposicion se hara de aqui en adelante, aunque en algunos apartados uma condicién de
regularidad menos restrictiva se pueda hacer.

Sea P:Dx[), 0} R - R un parimetro arbitrario asociado de un flujo @, (se
entenderd al hablar de un pardmetro de @ que puede ser un pardmetro del fluido ¢ y este
pardmetro podria ser: la temperatura, la presion, la densidad, la viscosidad, etc.).

La razén de cambio instantinea de P respecto al tiempo en un punto x en el instante r,, es

oF

at (&g}

porque por definicién:

Pl to +80) —Pix,4o)
At

y e} cociente

Pix,ty +AN—P(x,1,)
At

es la razén de cambio promedio respecto al tiempo del parimetro. La variacién instantdnea
se obtiene al tomar e limite de estos promedios cuando A — 0. Se puede interpretar
como la razdén de cambio segin la referencia de Euler.

Para obtener en el punto x en un instante de tiempo 1, el cambio de P al variar la

posicion, hay que considerar que la particula con posicion en el punto x al instante ¢,
sigue una trayectoria la cual podemos representar mediante una curva T regular,
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parametrisada en un intervalo fa.b]; esta parametrisacién es posible por que estamos en la
suposicién de que 1la funcidn w es derivable (suposicién hecha en el apartado §1), de
hecho tomemos la parametrizacion:

T:{ty,1,]» DR’
definida por la correspondencia:

Ty=yy " (x,0),0)

en particular obsérvese que T(f,) =y (x5, t,)=x. Si V(xt) es el campo de
velocidades del flujo, se cumple:

f,— I =V(T(.y
1

hecho que ser necesario recordar mas adelante.

P(T -
El cociente: --Lgi’ :F—A Q'HIQZAE)M-}—J ( {(_’_(L).' 0 e (1)
!

§

mide ¢! cambio promedio del parimetro P al varar la posicién de la particula en x.
Obsérvese el heche importante, de que el caciente (/) quedo expresado en funcién de ¢
unicamente, esto muestra que el cambio de la posicién depende del cambio del tiempo (no
debe confundirse esta afirmacion con que, ¥ sea una funcidn dependiente de 7, esto es:
puede pasar que ¢l flujo no dependa del tiempo es decir que el flujo sea estacionario y no
obstante la trayectoria de una particula seguird dependiendo del tiempo). Para obtener el
cambio instantineo del pardmetro P, al cociente (J) se le aplica el limite cuando At — 0.
Una forma de obtener este limite es observando que se puede aplicar la Regla de la
Cadena al expresar el cociente (I} como una composicién de funciones derivables. Sea
cilty,t, 1 R* definida por Ia correspondencia t — (T(1),2) resulta cierta la siguiente
igualdad:

d
ey = (T {),n,10.
7 c(ry =¥ (T(),0.1)
Mas aun, son ciertas las igualdades:
PT{tg + 80, 10 + A1)~ PT (4).4o)

lim =2
At At
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i g’o )ity + A= (Poc)ty)
840 At

las tres primeras son ciertas por la definicién de la funcién ¢ y la definicién de derivada,
la ultima igualdad -u,v,w}=V- es verdadera par la Regla de la Cadena la cual es aplicable
puesto que P y y son diferenciables en todo su dominio.

. .. . D . ,
La uitima expresién en los libros se denota como E (P) y sele llama derivada material .

Se puede interpretar como la razén de cambio segiin la referencia de Lagrange.

§6-Integracion.

El proceso de integracion se emplea para la deduccion de las ecuaciones de la Mecénica de
Fluidos, ya que en todc momento se necesita tomar una particién de un conjunto y asegurar
la convergencia de las sumas de Riemann introduzco las definiciones de particién, sumas
de Riemann, integrabilidad y el teorema de Riemann-Lebesgue que da las condiciones
necesarias y suficientes para que una funcién acotada sea integrable .

Sea £ %M"un conjunto compacto igual a l2 cerradura de su interior y conexo; por una
particién de este definimos una coleccién de conjuntos {E,}, 1<n<Nde E que
satisfacen:

t- E=|JE,.

2- Paracadan E, es cerrado.

3- Paracadan E_es conexo.

4- Paracadan E, esla cerradura de su interior.

5- E,.nE_=0E N3E_.
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La norma de esta particion es por definicién sup{x-y, ral que:x,y e E, 1<n< N}.

En forma general el conjunto =denota puntos intermedios arbitrarios de los conjuntos
E esto es el conjunto Z tiene la forma:

z2=J@EnE)=|JE,}

Sea F:EcW®R' - Racotada, sean P= {E.}ocnew una particion de £ y E puntos
intermedios de P denotamos con S(F,P, = ) la suma :

3" P, wn(E,)

donde m(£, )denota la medida de Jordan del conjunto E,.

Definimos que F es integrable y designamos el numero llamado su integral en E por el
numero real IF en el caso de que:
£

Ve >038 >0 tal que para toda particién P de E con norma inferior a2 8 y conjunto =
suceda que:

S(F,P.E)- [ F <s.
' o

Ahora que tenemos la definicién de que una funcién es integrable y cual debe ser su
Integral es importante saber cuando una funcién es integrable, el teorema de Riemann-
Lebesgue nos da las condiciones necesarias y suficientes.

Teorema de Riemann-Lebesgue,

Sea F:EC®" 5 NRacotada F  es integrable <> el conjunto {xe D tal que F es
discontinua en x} tiene medida exterior cero.

Asi con las suposiciones hechas, dado que toda funcién derivable es continua , entonces en
todos los procesos de integracion en que estén involucrados los componentes de ¥ y los
parametros del flujo sobre dominios compactos, no habra problema para asegurar la
existencia de la integral, por este motivo no se discutird en los apartados correspondientes
¢l problema de la existencia.
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§7-Teorema de la Transportacién de Reynolds.

Sea R un conjunto conexo compacto igual a la cerradura de su interior contenido en D, en
un tiempo 1, el fluido que se encuentra en R debido al flujo, cambia de posicion al
transcurrir ¢l tiempo, lo que da lugar a la transformacién de R para cada tiempo ¢ 2 ¢, en
un conjunto distinto R(s) bajo la funcién v , en forma precisa: R{t}=wy " (R,1,),1).
Sea P un pardmetro arbitrario del flujo. Cada R(¢) debido a la suposicion hecha en el
apartado §1 es un conjunto conexo compacto, entonces el pardmetro £ puede ser integrado
en R(r); se puede construir una funcion INT,:[r,, ]9, que asigne a cada tiempo
t 2 ¢, laintegral de P en laregion R(:):_[HP estoes INT, ()= IHP, de esta se puede
R{n y{fL)
obtener la derivada respecto al tiempo (la existencia de la derivada se prueba abajo junto

con la obtencidn su valor), la cual es el limite: h‘m‘—]---{ IHP(x,t}—IHP(x,:,,)} , esta

ety W R{ty)
razdén se puede interpretar como el cambio de la funcién INT, en la referencia de
Lagrange, ya que s¢ debe observar que la regién de integracidn cambia de posicion. En los

D
libros es denotado — m P, lo cual hace pensar que se esta extendiendo la definicién de
Rty

D
r Calculémosle en términos de Py de V, el pardmetro y el campo de velocidades

respectivamente.

El simbolo 3y u_”denota el Jacobiano de y evaluado en (x,t). Se usaran los siguientes
resultados:

LEMA-1

:;jﬂ P(x.n)= m -;P(x, ). Laregién de integracidn esta fija.
X R

LEMA-2

Si wy (x,f)=x entonces v, =

LEMA-3 g_ 3\],;: = (3y ) *(Divergencia ¥V (y, ) o
[£X)]

REGLA DE LA CADENA (aplicado en particular para la composicién Po{y,7)).

;; Po(y,r}=V -VP(x,t)+ P(x,1}*divV . Recordemos que V= "j’;‘"‘
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TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE (aplicado en particular a la funcién y
fijando el tiempo).

HIP(xt) IH{P(\V (x,),1,)*{Iy¢'} Recordemos que R (f)=vy (R,1).

R(s)

Dades como ciertos los resultados anteriores podemos proceder de la siguiente forma

Es cierta la igualdad (sumando un cero):

[[fpen-{[[Pesio = [[[ oo~ {[fpta- [l P e [ P

Rita) Rirg) Rirg) Rita} Rt}

Utilizando el Teorema del cambio de variable:

f[jP(x:) - HIP(x!O) ~ﬂ’jp(x:) mp(x:)-mp(x 0+ {[[ P (x.0).0* 3y

Ritg) Ritg)

esta ultima igualdad se puede escribir como (sumando un cero):

[I[Peo-{{fPey

Rr) Rity)

ml’(x 0 -[[] Pex.e, )~jij(x 0+ [[[ Pt 00~ [[[ Poy (1 00,0+ mp(\p(x 1,1)*y

Risy) Rify} R1fg)

Asi aplicando el limite cuanto f tiende a r,:

fim —{ IH P - ([ Peg)

Riry)
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{gj:t——‘- (I peen =[] Pex.e.)- ﬂjP(x 04[] Poy (x,1),1)- jij(w(r 0,0+ {[{ Pew (.0, * 3y}

Rita) Rife) Rity) Rirg) Rely)

Ahora asociando términos dos a dos y utilizando la linezlidad de la integral, se tiene la
igualdad:

tim ——{ [firxy = [[[Pet) 3 =

2 1= R Rire)

fm m’P(I )= P(xf) +im mP(w(x 0 r) - P(x,1) i m( Y =Dy pey )

Ritg) R 1} Rity) 0

ahora si aplicamos ei lema 1:

Jim —{ [lf Py = fffPea) 3=

Tt Reiy Rit)

P(x, t) P(x t,) Ply(x,5) , )-Plx,1) (Sw -1)
lim ==t 20 lim lim *p \
!{—g‘,r—n - J-‘J:;l;,_” t—fo ‘!“_LJ;,_" (\P (l f) 1}

recordando que y (x,4,)=x VxeR(f,)=R, y aplicando la regla de Ia cadena ademés
el lema dos:

:I—lonrl { J‘.UP(I f) - _”IP(XJO) }“
Rt} Rirg)
Mm% IHV vre+if A2« pix,
"a] Ri1,)

Luego aplicando el lema 3 a la tercer integral se tiene la igualdad:
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[l 5 [ w25 e
Rirg) Risy) Rigy)

”I — +H_[ V-VP(x,t) +IH 3y *(divergencia V(y ,0))* P(x,1)

R(ln) Ritg) Ritg}

y finalmente por el lema 2

Hj o +IH V -VP(x,1) +J'H 3y *(divergencia V{y,N)* P(x,1)
R(r,,] Rity) Riiy)

”'J' P +J'HV VP(z,1) -{-Iﬂ (divergencia V{y ,0)* P(x,?)

Rty Ry Rita)

ahora observando que:
V-V P(x,t) +({divergencia V{y 1)) * P(x,1) = divergencia(¥ (x,1) * P(x,1})

sc Hlega a la igualdad:

d!NT,,(.r) d _[H

dt leJ)

(il {— P(x,0)+div(P(x,1)* V (x,1))}

Ru,)
Esta expresa la derivada de la funcién /NT, . Este resultado se le conoce como el Teorema
de la Transportacién de Reynolds . La importancia de este Teorema es que permite
‘transportar’ las expresiones que se obtienen en la referencia de Lagrange a expresiones en
Ia referencia de Euler, siendo asi un enlace en un sentido.
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§8-Formas de las Ecuaciones de Conservacién.

Los principios de conservacién ( de masa, momento o de energia) se pueden expresar en
dos distintas formas segiin que se haga ia referencia de Euler o la referencia de Lagrange;
ademds se pueden poner en términos de integrales o de derivadas parciales por este
motivo se pueden encontrar cuatro distintas formas para cada una de las ecuaciones de
conservacidn. Se debe sefialar que todas estas expresan el mismo principio de conservacién
aunque son diferentes las condiciones de regularidad en cada ecuacién, y mas aun se
puede deducir una forma de la otra mediante el teorema de la transportacién de Reynolds y
los tecremas del calculo vectorial como son el teorema de Gauss y el teorema de Stokes, al
hacer las correctas suposiciones de regularidad.
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ECUACIONES DE NAVIER-STOKES.

§1-Ecuacién de Conservaciin de la Masa.

La deduccidn de la ecuacién de continuidad, la ecuacién que expresa ia conservacion de la masa,
se deduce en la referencia de Lagrange en forma directa.

La densidad se define como el limite de la razén de cambio de la masa respecto al volumen. Sea
x& D un punto arbitrario, se toma una esfera, se mide la masa contenida y se toma el cociente
con el volumen de la esfera, este cociente da una densidad promedia, que al tomar el limite
cuando el volumen tiende cero, resulta ser la densidad en x. De esta definicidén se puede ver que
una aproximacion para la masa en un volumen pequefio es la densidad en uno de sus puntos,

multiplicada por el volumen; asi la masa contenida en la regién R se expresa como jH P,
' R

donde p denota la densidad. Sea R unaregion en un instante de tiempo 7,, en general sea R()
la region en que se transforma la region original R al  tiempo 5 es decir

R}=y (y "'(R,1,),1), la integral Hj p, eslamasaen laregién R(1) en el tiempo ¢, por el
R(r}
principio de la conservacion de la masa es constante, esto es:

I{IP=HJ-P paratodo t 2 0;

R(1)

esta es la ecuacion de conservacion de la masa, obtenida en la referencia de Lagrange, en forma
integral, observemos lo siguiente:

1- Fue directo obtener la ecuacidn de continuidad.
2- Aparentemente solo se regula el comportamiento del parimetro densidad

3- Es suficiente pedir que p sea integrable, aspecto que en las aplicaciones podria parecer una
generalizacién innecesaria. En desarrollos avanzados esta condicion en la densidad (y en la
demds funciones involucradas) con mayor generalidad se introduce con éxito para analizar
ecuaciones diferenciales parciales; esta es una técnica del Analisis Funcional.

Se pueden obtener tres ecuaciones mas, que también reciben el nombre de ecuacién de
continuidad, que involucran e} campo de velocidades V; estas serin obtenidas mediante
transformaciones mateméticas, y se obtendré una en forma independiente.

A la ecuacién de continuidad:

HI p{x,t) = constante

R(ry
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la podemos pensar como un caso particular de Ja funcién genérica INT, del apartado §7 del
capitulo dos, aplicindole a esta ¢l Teorema de la Transportacion de Reynolds resulta la
siguiente igualdad:

{1112 ptanvdistote, 0¥ 0 =0

Rirg}

esta forma de la ecuacién que expresa el principio de 1a conservacién de la masa es la que se
obtiene usando la referencia de Euler expresada en forma integral. Observando que la region de
integracion, es arbitraria se puede obtener la forma diferencial en la referencia de Euler de la
ecuacion de la conservacion de la masa. Si aplicamos el teorema del valor medio de la integral,
tomado en particular sobre una regién de integracién B, el interior de una esfera de radio -,

n
centrada en un punto fijo pero arbitrario x contenidaen D entonces podemos escribir la igualdad:

volumen(B, )“'{g P&, 1) +div(pE,,1)*V (1) )} =08, B,

siendo el volumen de B, un nimero positivo, se debe cumplir que:

2 @10 +db(p(E, )V 6,01 =0

al hacer n-9 o, por la continuidad de las segundas derivadas de las funciones y y p, se tiene
la ecuacioén:

_% plx,t) +divip(x ,)*V{(x,0} =0
7

esta es [a ecuacidn de la conservacion de la masa expresada en forma diferencial en la referencia
de Euler.

Observemos !a igualdad div(p V)=p divV + gradp -V vy recordemos la definicion de derivada

. D .
material ———(P)=-§- P+u-'—a- P+v—?~P+w--a~— P, la ecvacién de conservacion de la masa se
Dt ot éx o oz

puede escribir como:
?— p+pdivii= 0
of

esta cs la ecuacién de conservacion de la masa, en forma diferencial en la referencia de
Lagrange.
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Se deducira la ecvacion de conservacién de la masa en forma directa a partir de la referencia de
Euler. Se hard esto sin justificar la validez de los razonamientos, por que se quiere ilustrar la
forma de proceder en la referencia de Euler, y no tomar a esta como la correcta deduccién de la
ecuacion de conservacion de la masa.

Sea R una regién y S su frontera, la cual es una superficie. El principio de la conservacion de la
masa se puede enunciar para la regién R como: La razén de crecimiento de la masa en R es igual
a la razén de flujo de la masa por la superficie S en la direccidn interjor. La razén de crecimiento

2 . 0 . .
de la masa esta dado por P I I{Ip que es igual a Iﬂa p . El flujo de masa sobre una porcién

pequefia de la superficie § la cual podemos llamarsS, se puede aproximar  asi:
Area(S)*p (x, ,) *V(x, ,t):n(x,,r) . x, €85, donde n es un vector normal de norma uno
apuntando en la direccién interior de la regién R. Al sumar sobre todas las porciones de
superficie, y hacer estas mas pequefias se obtendra en el limite la integral de superficie

ﬁp V-dn, este es el flujo de masa por la superficie §, en la direccién interior, que por el
5

Tecrema de Gauss es igual a -m div(p V), finalmente la ecuacién de la conservacién de la
L3

masa resuita _[Hg; p ==~ H I div (p V), la cual se puede escribir:
R [ 4

Jﬂf; Pt .‘{J‘dfv(p ¥)=0.

Esta es Ia ecvacién que se obtuvo anteriormente.

§2-Ecuacién de Conservacidn del Momento.

La segunda ley de Newton es Fuerza = Masa * Aceleracién, que para una particula puntual lleva
a la ecuacién F = g;(mV(x)) = m*a de la cual se puede deducir el principio de la conservacién

del momento lineal, al ser expresada esta ley en ¥, se obtiene la ecuacidn de conservacién del
momento. Para obtenerla se procederd de la misma forma que con la ecuacién de conservacién
de la masa: utilizar la referencia de Lagrange.

Sean #, un tiempo fijo, R un conjunto abierto subconjunto de D denotado también R (7.}, sea §
la frontera de R la cual supondremos es una superficie, también denotada $ (s,). Para cada
tiempo 7 la regidn se esta transformando en una regidn R (¢) debido al flujo, siendo esta
vy "' (R,1,),r),sea la frontera de R(1) denotada S (¢) la cual supondremos es una superficie.
La fuerza que experimenta cada una de las particulas en la regién R es igual a su masa por su
aceleracion, esta es la segunda ley de Newton, la cual se aplica a masas puntuales; sin embargo

con el proposito de aplicar esta a conjuntos que representan volimenes de masa, es razonable
pensar que si la masa total de la regién de R es la suma de las masas de las parnticulas que 1a
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forman, entonces la fuerza a la que esta sometida esta regidn, anilogamente es la suma de las
fuerzas en cada una de las particulas que la forman, esta es una suposicion razonable cuya
justificacién es por consideraciones fisicas.

Continuemes siguiendo esta idea,

Hasta ahora se ha impuesto condiciones de regularidad para los pardmetros, y para la funcién v ;
{que implica condiciones de regularidad para ¥), como no se habia hablado de las fuerzas a que
se halla sometido el fluido, no se habia impuesto ninguna condicién de regularidad a ellas, serd
necesario para las deducciones siguientes la:

Suposicién :

Sea ¢ un flujo ysea F:Dx[0,0}cR* —» RN’ una fuerza que se ejerce en el; F
€5 continua.

Esta es una suposicidn que se har de aqui en adelante, la cual implicara que los componentes de
F son integrables en todo compacto y respecto a cualquiera de sus variables.

La fuerza total F a la cual esta sometida el fluido, supongamos es la resultante de dos fuerzas
F, y F,,la primera de ¢llas representa la fuerza por unidad de volumen, mientras que la segunda
la fierza por unidad de area.

Sea O una particién de R(t), sea p elemento de O, la fuerza que achia en p se puede
aproximar como Masafp)* F,(£,,t) donde &, ep, a su vez se puede aproximar por
volumen(p)* p(&,,0)* F,(E,,f}E, € p  al hacer la particién cada vez mas fina, y al sumar
sobre todos los elementos de p se obtiene la integral de cada uno de los componentes de F,,
simbélicamente lo podemos escribir

[leF.

RO

esta es la fuerza por unidad de volumen en el conjunto R(z).

Sea W una particién de a superficie 5(7), y sea s elemento de ¥ la fuerza que se experimenta en
este, debido a la fuerza F,, se puede aproximar por Area (5)* F,(%,.t) &, €5 al sumar sobre
todos los elementos de la particion e ir haciéndolos cada vez mas pequefios, en el limite se
obtiene la integral de superficie de cada componente del campo de fuerza F,, simbélicamente lo
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podemos escribir:
fir,
Sr)

esta es la fuerza por unidad de drea en el conjunto Sfi).

Entonces ya tenemos la fuerza total que actita en el conjunto R?) en el tiempo ¢

. + IfF.

L1131 Rt

La masa por aceleracion en el conjunto R¢#) la calculamos asi: sea {0 una particién de Ry} y sea
2 un elemento de esta, en p la masa por la aceleracion se aproxima como:

D
Masafp, *EV@J), £ ep,

a su vez esto se puede aproximar como:

D
Volumen(p)}* o (&,1) "‘-5’- V.,
al sumar sobre todos los elementos, v tomar particiones con elementos cada vez mas finos, se
obtiene en el limite la integral que podemeos denotar como:
Jife 2 Vix,t)
Dt

Ris)

esta es 1a masa por aceleracion total en la regidn R(2).

Finalmente tenemos la igualdad:

[Tegven= 5+ [[[=

Rir} ) Riry

¢sta es la ecuacidén de la conservacion del momento, expresada en la referencia de Lagrange, en
forma Integral.

En el apartado §4 se obtendra la forma diferencial en la referencia de Euler de una forma de fa
ecuacion de conservacion de momento, la ecuacién de Euler.
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§3-Ecuacién de Conservacién de la Energia,

La energia no se crea ni se destruye solo se transforma, el principio de la conservacion de la
energia, expresado para un fluido daré la ultima ecuacién, para tener el conjunto de ecuaciones
para la representacién de un flujo.

. Este principio es la primera ley de la Termodindmica, y se enuncia asi:
' La razon de cambio en la energia interna = Trabajo + Diferencia de Calor’.

Consideraremos para un fluido que la energia interna es la suma de la energia cinética, con la
energia por unidad de volumen debido a la interaccién intermolecular. Se hace la suposicion de
que esta energia es constante y se le denotara con la letra e.

Consideraremos de nuevo la situacién en la referencia de Lagrange.

Sea () una particién del conjunto R{t) y sea p un elemento p de ella, la energia debido a la
interaccion molecular en p es: masa(p)*e, que se puede aproximar asi: volumen(p}* p(E,,1) "e.
£, € p; al sumar sobre todos los elementos de la particién y hacerla cada vez mas fina se tiene
en el limite la integral:

[fjoe.

R{r}

La energia cinética en un elemento p de 1a particién se puede aproximar como:

i
-é-masa(p)*(V(ﬁ,,f) V))&, ep

esto a su vez se puede aproximar por:

1
5 volumen(p)* p&,, ) * V(&) V1) &, ep

al sumar en todos los elementos de la particidn y hacer cada vez mas fina la particidn, en el limite

se¢ obtiene la integral:
Lilfp o,

R(r)

Entonces la razén de cambio en la energia interna total, en la regién R(1) es:

= [[[toes 2v-n)

Rin
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El trabajo realizado en la regién R¢t) debido a la fuerza F, se puede aproximar, tomando una
particién Q de la regién R(1), sea p un elemento de O, el trabajo en p esta aproximado por:
masa(p)*F.(x, )Vfx.1), lo cual a su vez se puede aproximar por:
volumen{p)*p (x,,1) * F (x,,00¥V(x,.t), al sumar en todos los elementos de la particion, y hacer
cada vez mas fina la particidn, se tiene ¢n el limite la integral:

fffor.

Rir)

esta integral es la cantidad de trabajo que realiza el fluido originalmente en la regién R, debido al
campo de fuerza F, enun tiempo .

£l trabajo realizado en la superficie S¢t) debido a la fuerza F, se puede aproximar, tomando una
partieién; sea W una particién de Sf#} y sea s un elemento en ella, el trabajo en 5 esta
aproximado por: drea(s)* F, (x,.0)¥(x.t}, al sumar sobre todos los elementos de la particién y
hacerla cada vez mas fina, se tiene en el limite la integral de superficie:

ey

5{r)

Esta integral es la cantidad de trabajo que realiza el fluido originalmente en la region R, debido al
cambio de fuerza F,, en un tiempo &

El trabajo total en la regién R(1) es:

Horv+ ey

R(n) L0

Sea H:Dx[t,,»)c R*3R* el campo vectorial que representa flujo de calor en el fluido.

El flujo del calor en la superficie (2} es - ﬁH dn, esta integral por el teorema de la divergencia

S
es -[[faivE.

R

Si reunimos todas las expresiones encontradas, en la primera ley de Ia termodindmica, tenemos la
ecuacion:
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b’%{{f)pe-r%V-V = llorv+ ey -[[Javn.

&ir) 501) Ri1)

Esta es la ecuacidn de energia expresada en la referencia de Lagrange en forma integral.

§4-Ecuacién de Euler.

En la ecuacién de conservacion del momento, obtenida en el apartado §2, la fuerza F, esta
expresada en forma general. Euler deduce la ecuacidn de conservacion del momento, dando una
expresién para la fuerza F,; el supone: F,=p*n p es el pardmetro de presion, y n es un vector
normal a la superficic en la cual se este calculando el actuar de la fuerza. A los fluidos los cuales
se les puede describir haciendo esta suposicidn, se les llama fluidos ideales, un ejemplo de estos
es el agua (valido para ciertos tipos de régimen de flujo de ella).

La ecuacién de conservacion del momento es:

lomven=§r+ [ffoF.,

R(s} LI - R

en esta ecuacién hagamos la sustitucién: F, = p* n. La integral ﬁ pn esiguala - J-H grad p, asi
541y Rir)
Ia ecuacién de momento es:

[llo 5 vex0=[[[{oF, g}

Esta ecuacidn se le conoce como ecuacién de Euler. Su forma es integral en la referencia de
Lagrange, se puede obtener en forma diferencial, observando que la region R es arbitraria, se
puede aplicar el mismo argumento que en el caso de la ecuacién de continuidad, para asi obtener
la ecuacidn diferencial:

D

—V=pF, -grad

Pp =pPh—grap

escribiendo explicitamente a I)—:V se obtiene la ecuacién de Euler en forma diferencial, en la

referencia de Euler.

La ecuacién de energia:

%{‘f‘]:pH%V-V = flogv+ §ry -[fldva,

Rity Sir} R0
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al sustituir F,=p*n da lugar a la ecuacidn:

%Iﬂ'pe_,_%y.;/ = HIpI-‘,.-V—I» ﬁpn-V -_[HdivH

Rir) Ry 5}y Ri1)

si aplicamos el teorema de la divergencia, a la integral de superficie:

2 ([fpesr-v = [ffory ~[ffavion) -[faw,

Rir)y R} Rin
esta es la ecuacion de energia en forma integral en la referencia de Lagrange para fiuidos ideales.

Se obtiene la forma integral en la referencia de Euler aplicando el teorema de la Transportacion
de Reynolds.

D
e llfoes 2y v =[S ioerlr nrsflavoerForrm.

Rir) Re1)

La forma diferencial en la referencia de Euler para fluidos ideales es:

:—3‘ (pe+—g- 14 2)+dx'v(pf.--i-£2)- ,V.z)-V=pF,V—dh(pV) ~divH .
&

§5-Ecuacién de Navier-Stokes.

En la ecuacién de conservacion del momento la fuerza F; no se ha dado en forma explicita, la
ecuacién de Euler es la ecuacién del conservacion momento déndote una forma particular, a esta
fuerza. La forma de Euler modeia bien fluidos para los cuales 1a viscosidad es muy pequeiia, sin
embargo cantidad de fluidos los cuales son necesarios considerar en la practica, presentan una
viscosidad la cual no puede ser despreciada y aun siendo esta pequefia (en algin orden de
magnitud) hay fenémenos para la cual sin-ser aparente, la viscosidad es determinante, es
necesario entonces en la ecuacion de conservacion del momento y en particular en la fuerza £
considerar los efectos de la viscosidad. Navier independientemente de Stokes, deducen la
ecuacion de conservacién del momento incluyendo efectos de viscosidad, a esta ecuacidn se le
llama ecuacién de Navier-Stokes, La forma de Euler para la fuerza ejercida sobre la superficie es
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£, = p* n segln se vio en el apartado anterior, ahora a esta expresidn le vamos a sumar una
funcién o del vector normal unitario n, con la finalidad de incluir el efecto de la viscosidad,
esto es vamos a suponer que la fuerza por unidad de drea dada una superficie y sus vectores
normales, definida puntualmente es:

plx,fy*n+olx,1)-nix,1)

Un resultado muy importante enunciado y demostrado por Cauchy, dice que si se supone la
funcidon o continua, entonces esta es una funcion lineal, lo cual hace demostrable bajo la
hipétesis de continuidad el postulado de Newton: el intercambio de momento en un flujo debido
a la interaccidn molecular es linealmente dependiente de los gradientes de velocidad; los flujos
para los cuales es valido este postulado se les llama flujos newtonianos.

En Algebra Lineal se prueba que toda transformacién lineal, fijando una base tiene una matriz
asociada que la representa, veamos cuales son los componentes de la matriz asociada a la

transformacién ¢ en la base candnica (el espacio es R*).

Sera necesario imponer condiciones a o para determinarla, que corresponden a la expresion
matemdtica del comportamiento del fendémeno que representa esta funcidn, es decir el
intercambic de momento debido a la interaceidn molecular; estas condiciones son;

I ¢ depende continuamente de los gradientes del campo de velocidades.
2 ¢ es invariante bajo rotaciones de coordenadas.

3 o es simétrica

La condicion / es una expresion que ‘generaliza’ el postulado de Newton acerca de la relacién
de la disipacion de momento en un flujo. La condicién 2 expresa que en la rotacién rigida de un
fluide, no hay difusion de momentos, hecho que es razonable y se confirma con experimentos de
laboratorio. La condicidn 3 expresa la conservacién de momento angular.

De la condicidén / se puede demostrar la condiciéon

I’ o depende linealmente de los gradientes del campo de velocidades.

esta deduccion, es de hecho el teorema de Cauchy acerca de la funcién o .
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Las condiciones /' 2 v 3 son suficientes para determinar a la funcién o , la cual es:
o(x,y=rdivV(x, 1) +2u O(x,1)

donde se ha vsado la notacion:

los nimeros £, p son constantes que se determinan experimentaimente.

V es el campo de veloctdades del flujo y u,v,w son sus componentes,

divlF{x,n = -

‘E u(x, r)+-@ v(x, ’)_l_@ n{x, 1)
éx oy cz

I es la marriz identidad de tres por tres entradas.

3t e

Ofx.t) =~ ¢ X(x,1)T + F(x,1)), J(x,1) eslamatriz jacobiana de! campo de velocidades V' y

S(x,1)7 es sumatriz transpuesta.

Ahora recordemos la ecuacién general que se dedujo en el apartado §2 que expresa ia
conservacion de momento:

[[foprremn=BE + [[[7

LiU] Sty Rin

y como s¢ procedié en el apartado §4 para obtener la ecuacién de Euler, para poder obtener la
forma definitiva de 1a ecuacién de momento que en esta forma se ilama ecuacion de Navier-
Stokes:

p_g. V=pF,=Vp+(h+p)V(divK) + p &V)

donde se ha usado la notacién:
V represenia el vector gradiente de la funcidn escalar a la cual se esta aplicando.

£ representa el laplaciano de la funcion escalar a la cual se esta aplicando.
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Hay un caso importante cuando el fluido es incompresible es decir su pardmetro densidad, no
cambia en €] tiempo y en el espacio, reduciéndose las ecuaciones de Navier-Stokes a las

ecuaciones:
Dy p_ Lot
2 Po Pe
div V=0

Ahora escribamos las ecuaciones componente a componente:

2 2 F

Bu 0 J 8 -10 p 0 é J
S FE— UV —utw—u=— o P+ F 4= cut s ut s u)
ax ()Y oz Py Ox po Ox d oz

ov d é & -1¢8 Tl a2 o2 8?
U VAV L VAW v == - PR F S (vt v 20y

o ox o 8z po Iy TPy X &y @z

_ 2 2 2

i‘E}w+wa w+v __6_ w+ w—a— w=—-l— ,.a.,p.}.p_ +-E-(i— w+ E--- W+ —— w}
ar ax oy & Py 0= op, &t : &z’

0 7/ 7]

v -w=0

ox dy oz
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS.

Las ecuaciones de Navier-Stokes no se pueden resolver generalmente en forma analitica; solo
en casos donde las ecuaciones se reducen considerablemente. Sin embargo aun cuando no se
pueda obtener una solucidn analitica de las ecuaciones de Navier-Stokes se puede obtener una
funcién que aproxime a la solucién, esta funcién se puede encontrar al utilizar el concepto de
diferencias finitas, mismo que introduce por primera vez Lecnhard Euler.

Se expondra el concepto de diferencias finitas, 0til este para resolver ecuaciones diferenciales
en forma aproximada. Se dan ejemplos de ecuaciones diferenciales que no tienen un buen
comportamiento respecto al principio de Existencia-Unicidad, y se muestra como se refleja en
los calculos numéricos. Se presenta el método de resolucién de ecuaciones en diferencias
finitas de Maccormack. '

§1-Ecuaciones en diferencias finitas,

Se explicara para el caso en que las funciones involucradas en las ecuaciones diferenciales
dependen de dos variables, dado que para un mayor numero de variables es andlogo el
razonamiento —aunque es mayor la complejidad -. Supéngase se tiene una ecuacidn diferencial

la cual se desea resolver en un rectdngulo del espacio euclidiano R 2.

Una derivada parcial de una funcién es una derivada normal fijando la otra variable, y una
derivada se define como el limite de la razdn del incremento de la funcién entre el incremento
de la variable-cuando esta tiende & cero, entonces se puede aproximar a la derivada como este
cociente, dado que el incremento de la variable sea suficientemente pequefio.

Si para cada derivada parcial que aparece se sustituye por una aproximacién de cocientes, se
obtendra una ecuacién que es de tipo algebraico, a esta ecuacitn se le conoce cumo ecuacion
en diferencias finitas. Pero no es conveniente hacer una manipulacion algebraica de una
ecuacién que involucra un conjunto de indeterminadas de la potencia del continuo, entonces
se hace necesario hacer una seleccién de puntos en el dominio. A este conjunto de puntos se
le conoce como malla. El hecho de que solo se consideren puntos de este conjunto trae como
consecuencia, que las aproximaciones que se hagan para las derivadas parciales sean de tres
tipos.

Esto se hace claro cuando se introduce un tipo particular muy importante en la practica, de
malla que se le conoce como malla rectangular.
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Primero veamos la definicidn de malla:

Sea D un subconjunto igual a la cerradura de su interior, conexo compacto de R*. Un
subconjunte de puntos m contenido en D se le llama malla de norma 4 si se satisface:

1- m es un conjunto finito.

2- Para todo elemento de la cerradura de D existe un elemento de la malla m tal que la
distancia entre ellos dos sea menor o igual a d.

3- 4 es el minimo de todos los que cumplen la condicién 2.

Esta es una buena definicién debido a la condicion 1. De hecho 4 es el maximo de las
distancias de los elementos de m.

Se puede extender la definicién a conjuntos D) cerrados que no sean compactos, al escribirlos
como la unién de conjuntos compactos y aplicarles a estos la definicién. En este caso ja
norma de D se define como el miximo de las normas en cada compacto. Esto es: sean

D=UK , donde cada K, es compacto y m un conjunto discreto contenido en D, este
1

conjunto es malla de norma 4 si: el conjunte K, ~m es mallaen K, con 4, sunorma, la
norma de m es d, el supremo del conjunto {d,}, (pucde bien suceder que este supremo sea

infinito, en cuyo caso indica que el conjunto m no es bueno para lo gue se quiere del
concepto de malla). Es fécil ver que esta es una buena definicién, es decir, que no depende de

la descomposicién en compactos: D = UK [
i

Una malla rectangular se define en un conjunto que sea un rectdngulo. En el rectingulo
fa.b]xfc.d}] sean b-a . ¢74_ ay dos numeros positivos arbitrarios con m y n dos
m n

nimeros naturales. Considérese el conjunto:
m={(a+ ax*k,c+ Ay*s)tal que 0<k<m, 0555n])

este es una malla con norma igual a:

Sea (a + Ax*, c+ A% ) un punto arbitrario en el interior del rectingulo es decir de tal
forma que 0<k<m, 0<s<n.
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La siguiente tabla muestra las tres Unicas distintas aproximaciones para la derivada, digamos
respecto a la primera variable, en este punto a la funcidn f; con puntos de la maila m:

diferencia sentide positive  f(g+Ax*(k+1),c+ Ay*s)—fla+Ax*k,c+Ay*s)

Ax
diferencia sentido negativo  f(a+Ax*k,c+Ay*s)— f(a+Ax*(k-1),c+Ay*s)
Ax
diferencia centrada Slatdxt(k+1),c+Ay*s)— fla+Ax*(k-1),c+8y*%s)
2*Ax

Son estas las finicas tres combinaciones posibles de elegir puntos en la malla para dar un
cociente que aproxime la derivada en el punto elegido de la malla tomando dos puntos de
ella, respecto a x, de tal forma se tomen dos valuaciones de f.

Se puede abusar de la notacién y eseribir:

SlatAx*(k+D),c+Ap*s) - fla+dx*(k-1),c+Ay*s)
2% Ax

=

Es importante el hecho de haber elegidd al punto (@ + Ax*, ¢+ ay*s) en el interior del
conjunto, por que de lo contrario las expresiones de la tabla podrian ni siquiera tener sentido,
Por ejemplo no es posible aproximar una derivada respecto a x con una diferencia en sentido
positivo en puntos de la malla que tienen la forma ( b, c+A y*s ), esto debido a que se
tendrian que tomar puntos que no solo no son elementos de Ja malla, si no que ademis ni
siquiera son elementos del rectangulo. Tampoco se puede dar una aproximacién con una
diferencia en sentido negativo en puntos de la forma ( a, A y*s + ¢ ), esto por 1a misma razén.
Similarmente no es posible aproximar una derivada respecto a y con una diferencia en sentido
positivo en puntos de la malla de la forma (a+A x*k .4 ); ni tampoco con una diferencia en
sentido negativo en puntos de la malla de la forma { a+ A x*%, ¢).

La generalizacion de una malla rectangular en R * es la natural, asi como la generalizacién de
malla rectangular en un rectdngulo infinito.

§2-Ejemplos de ecuaciones diferenciales.

Una ecuacion diferencial de una variable, con una unica solucién.

Consideremos Ia ecuacién y'=y con l2 condicién inicial y(0} =/ de la cual sabemos su
solucién es la funcion exponencial. A la derivada y ' se le puede sustituir por una diferencia en

sentido positivo con lo cual se obtiene la ecuacion: f-(k—-'-z;‘ﬂ@ = frk) esta ecuacién es una

ecuacién algebraica con una infinidad de indeterminadas la cual aproxima a la ecuacién
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diferencial, esta es una ecuacién en diferencias finitas. Podemos observar que se tiene un
sistema de ecuaciones algebraicas, con una infinidad de indeterminadas y una infinidad de
ecuaciones, que debido a la simplicidad del problema se puede resolver ficilmente. Se puede
despejar el valor fik+1) quedando asi:

Jik+1)=(1+a x)fik).

Como conjunto malla tomemos
m={ Ax* tal que ke Z ), escierto que S (k) =(1+Ax)* * £(0),

esto se puede probar facilmente con induccién matemética sobre el indice k. De la condicién
inicial y(0) =/ se reduce la anterior igualdad a:

fE)=+ax)*,

esta es la solucién al sisterna de ecuaciones que representa la ecuacién en diferencias.
Comparemos los valores que en efecto toma la funcién f, y los valares obtenidos mediante la
ecuacion en diferencias:

0.02,
a0 e B
3

0.0

-0.044
-0.064
.06

0.1
0127

[L.1]
-
(=]

La prifica muestra la diferencia de la solucién exacta, con la solucién dada mediante una
interpolacién con los valores que da la ecuacion en diferencias finitas. Se uso una divisién de
la unidad de 10, es decir dx=0. /. Podemos observar ¢n la siguiente grafica como el orden de
aproximacion va siendo menor al tomar valores en el dominio cada vez mayores:

S
&
s
8
=

E 8 8 § J
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Se evidencia que aun en una ecuacién bien comportada, con una solucién regular, en la cuat
no hay problema con el principio de Existencia-Unicidad, existen detalles con los cuales se
deben tener cuidado, en este caso el orden de aproximacién en los puntos del dominio. Se
sabia la solucién, de tal forma que a priori se conocia el dominio de ella; todo el conjunto de
los reales, no obstante este también es un detalle que es importante considerar.

Ejemplo de una ecuacién diferencial sin solucién,

. d . . .
La ecuacién (d— F)¥ +e" =0 no tiene solucién la cual sea una funcién real evaluada, esto se
X

puede probar ficilmente, observando que la ecuacidn diferencial tiene dos sumandos que
siempre son mayores o iguales que cero, igualadas a cero, y uno de ellos: la funcién
exponencial siempre toma valores positivos, esto en el campo de los nlimeros reales no es
posible, asi pues no hay ninguna funcién real valuada que satisfaga la ecuacién diferencial; sin
embargo en el campo de los nimeros complejos la suma de dos nimeros elevados al cuadrado
si puede ser cero, debido a esto la ecuacidn diferencial en principio puede y de hecho tiene
solucion al tomar la derivacién en el sentido complejo, pero esta solucién no interesa en lo
que se quiere ilustrar aqui. Si utilizamos la misma notacién que en el ejemplo anterior y
aproximamos la derivada de f mediante una diferencia en sentido negativo resulta:

(-f -(k)"g—j;(f -:lf)-)z +e* =0 se puede despejar directamente a f{k) en funcién de fik-1) esto

queda:

I
fk)y = flk~1) +idxre?
por induccién matemdtica se puede obtener apartir de esta ultima igualdad la relacion:

Fk) = fO)+iax D e .

=tk

Es decir la ecuacion en diferencias finitas da como solucin valores complejos, no hay una
solucidn aproximada que tome valores en los reales, o al menos no se encontrd al usar la
aproximacion de la derivada mediante unz diferencia en sentido negativo. Sabemos que el
problema esta en el heeho de que la ecuacién diferencial no tiene solucion en el campo de los
reales, pero si se estuviera en el caso de un problema con vna ecuacidn diferencial mas
complicada y se aplica directamente un método numeérico, se hubiera llegado a una situacion
en la que fallariz el método numérico. Es importante saber caracteristicas de la ecuacion
diferencial antes de comenzar a aplicarle un anélisis numérico.

El sistema de ecuaciones diferenciales:

';a_v,_=av v, v

Bl i T T
b 2 3 3
L +2x, M -2x, O -fix)

ox, o, éx, ax,
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o0 escrito en forma compleja;

S 12 i, +in) 2 ==f(x,)
o, dx,

donde se ha escrito u = v, +iv,

es un ejemplo no trivial de una ecuacién diferencial sin solucion.
Este sistema lo encontrd y demostrd que no tenia solucién H. Levy en 1956.

" Ejemplo de una ecuacidn diferencial con una infinidad de soluciones.

Considérese [0,2]x [0,=] €l cuadrante positivo de ®?, conjunto en el cual se quiere resolver
la ecuacion diferencial:

0 %)
— Sy [0 0)=1(x, ),
ox oy
con las condiciones de frontera:

- f(0.0) f(x0)= f(x())

S’HQ)

70.9="2 ro,m+ 2

cx éx

La ecuacién en efecto tiene solucién, pero de hecho tiene una infinidad de soluciones, todas
las funciones de la forma f{x.;j= re” +e” son solucién de la ecuacién, como se puede
comprobar por sustitucidn.

Fijemos los nimeros ax y Ay En el rectingulo [0,]x{0,x] consideremos la malla
m={(ax*s, Ay*k} s,k e N U {0} }.

La derivada parcial de orden dos ;}f es la derivada parcial respecto a la variable x de la
x
funcién ? f, entonces es también una derivada primera, de una cierta funcién, su
cx

aproximacién es:

'W'f(i"-] s)—--—f(k s)

e

CAPITULO-4 PAGINA-44



esta es una diferencia en sentido positivo, si  sustituimos a f por la diferencia:
x

FUFL)~ fiks) 3
Ax 2

en la anterior expresidn se tiene para la derivada la diferencia:

ox

Jk+2,5)=-2f(k+1L,5}+ f (k,5)
Ax? )

Si sustituimos estas diferencias finitas, aproximaciones a su respectiva derivada, entonces
obtenemos la ecuacién en diferencias junto con sus condiciones de frontera que sustituirén a
la ecuacion diferencial junto con sus condiciones de frontera. Estas son:

fks)= f@&_ﬂ:%{g;}f)jﬁ__&’ﬁf) +f£’£git£v-_f(_’fa_s)_

Las condiciones en la frontera:

= SE+L0) - 1(£0)
Stk0) e +1

fo.gy= LGS+ S0,s) | [(.0)- f(00)
Ay Ax

Comencemos haciendo la simplificacién Ax=Ay=a, A es un numero positivo arbitrario
pero que es pequefio ( para los siguientes célculos no importa el orden de magnitud). La
estrategia a seguir en este caso es ir resolviendo la ecuacién a 1o largo de las lineas
horizontales { (k*a, i*A ) i es un numero fijo natural, y k es un numero natural que se esta

moviendo} la primer linea { (A*d, 0) } se resolverd con la condicién sobre la frontera
correspondiente es decir mediante Ia ecuacién:

= [k +L0) = [(k0)
Jk) - +1

si despejamos a ffk+1,0) queda:

Skt1,0) = fikO)(I+r) - 4.

De esta ultima igualdad recursiva se puede ficilmente deducir que:

JiR0) ={f0.0)+1}*(t+4)* - L
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Esta es la solucién para la ecuacién en diferencias, para los puntos (k%a.0). Ahora Ia
ecuacién en diferencia que sustituye a la ecuacion diferencial se puede resolver en la linea
(%*A x, 1), recordemos la ecuaci6n, pero para estos puntos en particular:

ft0) = fk+2,0)- 1 gcz +10)+ S (k0) | Sk ; f(k,0) ,

esta la podemos reescribir como

5 RO 1+ = L]’f) - Y10 = SR,

podemos observar que el valor f{%, 1} esta en funcién de los valores de f en los puntos (.0,
(k+1,0) y (k+2,0} los cuales ya se obtuvieron, esto significa que también se ha resuelto a la
ecuacién en los puntos (k*a,1). De igual forma en general se puede resolver la ecuacion en
la linea (k*A, s+1) una vez que se ha resuelto en la linea (k*a.s). Observemos que todos
los valores de la aproximacion estardn dependiendo de los valores de aproximacién sobre los
puntos de la frontera, La solucién de los puntos sobre Ia frontera depende del valor de fen
{0.0) y este valor no fue posible determinarlo hasta ahora, por lo cual no se ha resuelto
completamente Ja ecuacién, esto muestra que la ecuacién diferencial con las condiciones de
frontera dadas, no se resuelve de modo tinico, Observemos ademds que no se utilizo de modo
alguno la condicién de frontera en los puntos de la forma (0,p), esto no debe ser causa de
sorpresa, pues en las ecuaciones diferenciales, los problemas de frontera ademés de ser
complicados, son diversos y presentan gran cantidad de comportamientos, en este caso
particular lo que sucedid es que para determinar la solucidn solo fue necesaria la informacién
de un subconjunto de la frontere, la informacidn en el otro pedazo es innecesaria, lo cual se
puede comprobar verificando que la solucién que se ha obtenido satisface a Ia condicién de
fronters en los puntos (0, A *s).

Estos tres ejemplos aunque triviales muestran Ja importancia de considerar el principio de
Existencia-Unicidad y analizar el orden de los errores.

No existe una teoria general que contemple todos los puntos que se necesitan analizar para
determinar el comportamiento de las ecuaciones diferenciales, es una teoria abierta. Sin
embargo las ideas son claras, se debe tomar un conjunto de ecuaciones a las cuales se les debe
analizar tornando en cuenta ideas de aproximacion, de estabilidad, de Existencia-Unicidad,
ete.

CAPITULO-S PAGINA-46



§3-Algoritmo de Maccormack.

El algoritmo de Maccormack es un esquema de aproximacién mediante una diferencia finita a
las derivadas correspondientes, ia cual se aplica en particular a las ecuaciones de Navier-
Stokes.

En las ecuaciones de Navier-Stokes una de las variables es el tiempo, que al variar da la
evolucién del sistema, El método de Maccormack aplicado a Navier-Stokes es un algoritmo
que consiste en discretizar el tiempo, y resolver en un punto del tiempo una vez resuelto en ¢l
tiempo anterior, dando aproximaciones mediante diferencias finitas para las derivadas.

Si por ejemplo consideramos un flujo que representamos bidimensionalmente y sin perdida
de generalidad nos fijamos en p (la densidad), se propone la siguiente aproximacion:

pyitd)= pyy+ Promedio(—:; pJA
en donde:

d 1 @& a
Promedio(—p )=~ (—p (cp.t)+ A - p (xyt+A)).
rome !0(‘3T p) 5 (61 P (xy.t) ;!”‘t‘»‘x(ar p (xyt+A))

é
- X i
arp(ry)

se obtiene al sustituir en la ecvacién de continuidad por cada derivada parcial que aparece una
correspondiente diferencia en sentido positivo.

Aproxrg; p oyt A))

se obtiene al sustituir en la ecuacion de continuidad por cada derivada parcial que aparece una
correspondiente diferencia en sentido negativo, pero en lugar de poner el valor de las
funciones correspondientes se sustituye por un valor predecido, donde este valor predecido
para una funcién f es:

Fexp1+8) = f(x,y.r)+A-§ S

En realidad no es importante el sentido de las diferencias excepto que g;p (xyt) y

Aprox( ; p {x, y, 1+ A)} tengan sentidos opuestos,
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§4-Cambio de Dominio.

Al resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en forma aproximada mediante ecuaciones en
diferencias, hay un problema en particular muy importante, es la construccién de una malla.
En el apartado §1 se mostrd un tipo particular de malla, en la cual es relativamente facil
manipular las relaciones algebraicas, que se dan mediante las ecuaciones en diferencias, pero
en general los dominios que se deben considerar en las ecuaciones diferenciales son mas
generales que rectingulos, en particular los problemas de la Mecanica de Fluidos hacen
necesario considerar mallas mas generales; y ademas habra puntos del dominio en que se haga
necesario que la norma de la malia sea muy fina, como en los puntos de la frontera, pero sin
necesidad de que en los demés puntos sea tanto.

Hay un concepto que permiie utilizar las ventajas de una malla rectangular, a la vez que
simplifica la ecuacidn en consideracién, si es que hay las condiciones necesarias, este es el
concepto de cambio de variable.
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CAMBIO DE VARIABLE.

El concepto de cambio de variable es 1til para el andlisis de las ecuaciones diferenciales,
siendo en algunos casos, necesario para los calculos numéricos y en otros casos, necesario
para consideraciones tedricas.

Este concepto esta ligado a uno muy importante y trascendentat en toda la Matemética, el
concepto de Transformacidn, que en las diversas ramas de.la Matemdtica por si solo deja
mostrar su trascendencia, en este capitulo se considerara su importancia desde ¢l punto de
vista de las ecuaciones diferenciales.

Relacionado al concepto de cambio de variable esta el concepto de cambio de coordenadas,
que se expone en el primer apartado.

§1-Coordenadas Generalizadas.

Sea D un conjunto no vacio, conexoy abierto. Sean C,, G, G, ..... CP familias de curvas
en D que satisfacen:

1) Vxyelementosde C, xNy=¢

2) ¥velemento de D existen x, € C, ,x, € C,,x, € C,.....,x, € C, tal que fv}=(x,

El conjunto de familias C,, C,, Cy,.....C,se Hlaman sistema de coordenadas generalizado
parz el conjunto D.

I

Las condiciones uno y dos implican las propiedades triviales:

i-D= Us ; D es la union de las curvas de cualquiera de los conjuntes C,

1eC

2-8i fv}=Nx, y v}=Nx, = x, =x,;las curvas x, de la condicién dos son unicas.
Esta es una generalizacién de coordenadas.
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Si nos restringimos al caso en que D es subconjunto de un Espacio R¥ y las familias de
curvas son familias de curvas regulares, estaremos en el caso clasico que se aplica en las
ecuaciones diferenciales en que funciones vectoriales se hallan involucradas.

Sean D un conjunto abierto conexo, 9D R — Ec R una funcién biyectiva y
derivable al igual que su inversa, esto es, es un difeomormismo. Supdngase que se tiene

un sistema de coordenadas curvilineas C;,C,,C;,...,C, para ¢l conjunto £ entonces
mediante ¢ construyamos los conjuntos A, A, , 4;,..., 4 » Cuyos elementos consisten en
las imagenes de las curvas en el correspondiente C, bajo el difeomorfismo, esto es

A, ={o{x) x € C,}. Estas familias definen un sistema coordenado curvilinco en el
conjunto E.

Si se tiene una funcibn F: AcR' 5> DcR? esta tiene una descomposicién en las
coordenadas canénicas, es por eso que escribimos F =(f], f;,..f,). sin embargo esta
misma igualdad se podria escribir pero tomando como coordenadas a las transformadas de

las canénicas mediante @:DcR? - EcR’, y podria ser el caso que entonces la
expresion de F se simplifique o varie de una forma que para el problema en consideracion
sea conveniente,

§2-Cambioa de Variable en Ecuaciones Diferenciales.

Para hacer un cambio de variable en una ecuacién diferencial, es necesario utilizar el
Teorema de la Regla de la Cadena, es por eso que la funcién bajo la cual se hace la
transformacién debe ser derivable, ademds es necesario que su jacobiano no se anule en el
dominio en el que se efectuara el cambio de variable.

Sea F:Ec®R’” — R una funcién diferenciable 1a cual no es constante.

Sea T:DcR? - E<R? un difeomorfismo, definamos la funcién G:D =R - R
por la correspondencia G =FoT; laigualdad:
F=GoT™

es la relacién necesaria para poder hacer un cambio de variable en una ecuacion diferencial
y ademas entender la relacion de la solucién a la ecuacién transformada con la solucién de
la ecuacién original.
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La ecuacion diferencial:

C ooy
axf

supongamos la satisface la funcidn F, entoncees es cierto también que:
8 ;
-—(GoT"}=H,
; ( }

ahora debido a que se debe derivar una composicién de funciones se debe aplicar la regla
de la cadena, con lo cual s¢ llega a la igualdad:

a1y -
.:q_ (GeT "y = Z a_q_(_T__) guy _ H
OX;

donde se ha usado 1a notacién:

T(xl Lt xp) = (ul (x] gie3 x? )r": up(x] bkt } xp ))
Lo anterior significa que la expresion:

5G o,
T (L Hyer =0
du, 9x

es la transformacion de la ecuacién inicial:

d
S feH,
axf

bajo el cambio de variable de la transformacidon 7, y que sus soluciones son
respectivamente F, G,
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Simbolicamente podemos escribir:

a oG du r
e F=H=0—>) (—- —--'——H T=0 F——G
e > ( )o

Para ecuaciones que involucren derivadas de orden superior se procede de igual forma,
aplicando las veces necesarias la Regla de la Cadena.

§3-Variables Cilindricas.

En el caso de 9?, la transformacién ¢ :R* — %’ definida abajo, serd referida como
cambio a variables polares; en €l caso de %%, 1a transformacién s:%° — N definida como
s(r,0,2) =(p(r,0), z) serd referida como cambio a variables cilindricas.

Sea @ ;R > R? definida como  ¢(r,08)=(rcosd,rsend) esta Transformacién es un
difeomorfismo en el conjunto: [0, R]x[0,2r), sus matrices jacobianas son respectivamente:

Jacobiano(p )= {COSB —rsan:|

sen® +rcosB

cos send
Jacobiano(g ™) fv= 1 send !cosﬁ
r r

Entonces si se tiene una funcién F:%? = %? y llamamos G :R? - R? ala composicién
G = F oy , dado el anterior apartado son ciertas la igualdades:

_a_ - Flg)=cosb 53- G518 2 ¢

r o0
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y para las segundas derivadas:

6’ )
— F =cos 0 -
i Fle) ar

* I

2 1 3 2
T G+ ;.—1- sen‘ @ 'é'e"z' G-

G+ -cos’D ‘-9~:G+ 2 sen 8 cos 0 i~
- 8- r ar

2

1
--G+-sen’@ :2 G+-—2-:-scn9 cos §
- ér r

2 sen @ cosB -
r arod

G- -2{ sen 0 cos
»

E}'LQJ

H
a-;-G +leos e
&0 r

-

Sumando las anteriores expresiones se obtiene el Laplaciano en variables polares :

v en variables cilindricas:
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§4-Ecuaciones de Navier-Stokes en Variables Cilindricas.

Con las formulas del apartado anterior, se obtiene en variables cilindricas las ecuaciones de

Navier-Stokes.

Las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido no compresible son:

Navier-Stokes:

& -128 n, o* 8 &

fu @ 0
G FU L MRV U WU s P F b (S Ut )
a ox dy & P, Bx po &' H &

- 2 2 3
Yl vivLviwldy=l r—ravP+FV ML (-?--—v+ Zovel vy
& ay &z pedy Tope T & &f

- 2 2 2

@+u ° w+vé~ w+w—an w=--1- 8 P+F, +-—T]~(fqv—- w+—q—2- Wi ?—2 w)
ot ox Oz P, & T opy X7 oy éz

La ecuacién de continuidad;

a 7 d
LHE— v+ -w=0

& B &z
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Las ecwaciones en variables cilindricas para un fluido no compresible son

Navier-Stokes :

- +u{cos@ -a-u—ievnv—ev—a— u)+v(send _[‘3_ +9§6——a—u)+w—q-u=
r r ar r oo oz
0 send 8 1 8 8 19 a?
9 P—"ww——fP +F, +—— Ut —sut—— U+
o, (cos g ) ( Tl it rar"+a22 u)

cosd 2 a
V) iwo—v=

senf &
-~ +u(cosf —u»——-—-———- +v{senf ——v+—~~~ -
( 0 D or ro0 oz
_ 2 2 2
oo 2 P40 8 prp e b Lo 2l 200 )
Po ar r o6 &t rér 8P
f}: +u(cos® ?w-iel‘giw)+v(sen9 —qw-i--@-iq'-af w)+w§-~w—
ot or r or r o8 oz
2 2 2
-9 P+F + ) (-12— --@—z—w+ S w+1—g-w+ e W)
po oz py r° 40 o’ ror &2t
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Continuidad:

(cos® %u—%scne Eaé-u)+(sen9 %v«l-%cosﬁ 5% v)+§z- w=0

Estas ecuaciones se obtienen al sustituir las derivadas que aparecen en las ecuaciones de
Navier-Stokes, por las expresiones que se obtuvieron en el apartado anterior aplicados para
los casos correspondientes. De lo dicho en ese apartado resulta que la solucién {con sus
condiciones de frontera y en caso de existir) de las ecuaciones anteriores es solucion de las
ecuaciones de Navier-Stokes compuesta con la transformacién de variables cilindricas.
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FLUJOS CF ().

Consideremos un flujo que cumple las condiciones:

1- La densidad del fluido que le da origen es constante, respecto al tiempo y la posicion
plx,)=p, VxeD Vi20

2- El conjunto D que representa al fluido es simétrico con respecto al eje z.

3- Las fuerzas que actiian en el, son independientes del tiempo y son simétricas respecto at
egje z.

En variables cilindricas (r, 0, z).

2- (nB,.z)eD=>{r0,z}) eDVOeR
3- Las fuerzas que actiian en el flujo tienen la forma:

{cos 8 F(r,z), sen 8 F(r,z), F {(r,z))

La presidn debe satisfacer que: 6% P =0. Esto es por que la fuerza de presién actua por

unidad de superficie y Io hace en la direccion de los vectores normales a ella
multiplicados per una funcidn escalar que es el parametro Presion.. Entonces si se toma en
particular cilindros y se considera la condicion 3 se debe concluir que P no depende de 0,

] d
oloqueesigual —— P=0,
q 18U P

Liamemos CF al conjunto de flujos que satisfacen las condiciones 1,2 y 3. Estos  flujos
son importantes por que aparecen en las aplicaciones.

Consideremos elementos de §-F que tengan la forma:
(cos® u(r, z,1), senf u(r,z,1), Ww{r, 2,)} ...... *)

Sea M Ja matriz de rotacién en sentido positivo en un dngulo @ del plano (x, y.0) ensi
mismo en 9;
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~1

esta viene dada por:

cos® -senf@ O
sen6 cosO O
0 0 |

Entonces si V tiene la forma (*) se satisface la ecuacion; V(n0,z, )= M V0, z, 0

es decir;

Si 1a igualdad dada en

V0.2, 1) = M(u(r,z,1),0, w(r,z,1)).

%

la sustituimos en las ecuaciones de Navier-Stokes y de

continuidad expresadas en variables cilindricas se obtienen las ecuaciones:

Navier-Stokes en variables cilindricas y para la forma ¢*);

cos9 2 u+ucosd (cos’8 — 9 +_s_e_n__ u) +usend (senB cose ol _senf cosh u)+wcosd ?— u=
dr r or r oz
~2 3
——l—cosB 2 P +cosb F+—(—c—£ +cosd —o—?u+59§9 2uv+c:c»s9 a——u)
P, or p, ! or r or oz’
4
senf %u +u cos® (sen® cosH g;u_i‘fﬂ_(_’_;.‘_’?ﬁ u)+usend (sen’ B:r -c-?-'s: 8 1)+ wsenB —‘;u =
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-

!

56; w+u cos0 cosd 3_ w+usend send Q w+w£ w=

r ar
2 2

L P+F_ + L. (-g—z- w+—]- 9 w—i-a—2 w)
p, Oz p, or o 8z

Continuidad en variables cilindricas y para la forma (*):

2 2
(cos* @ 92, +§—59#gu)+(sen16 D e ?:9-5--1‘:)+fZ w=0
ar r r r oz

Reduciendo las anteriores ecuaciones se tienen las igualdades:

Navier-Stokes:

- 2 2
L u+u é—u+wr—afu=-—]—- —Q-P+F+—E-(—:1u+-‘-3--1 u-i—l- 9 u+—?i u)
ot or oz p, Or p, r* or rér &z
2 2
- wiu @ w+w-‘-3- w=-—}-- 2 P+F, +-B (—a— w-i--l- 2 w+-§~—2 w)
or or & p, &z Tp, W ror &
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hatl

Continuidad:

2 1 0
= ut—-ut--w=0
o r &

Estas son las ecuaciones de Navier-Stokes en variables cilindricas para los flujos de la
clase G-F en que se ha hecho !a suposicion (*)

Las tres ecuaciones de Navier-Stokes se han reducido a dos ecuaciones diferenciales que no
invelucran la variable 8. La ecuacién de continuidad no involucra la variable 0 .

Se puede obtener la siguiente relacién de la ecuacién de continuidad.

Si u se anula idénticamente entonces & w={( y para e} flujo estacionario se tiene ¢l flujo

iz
-

I . g . - Ja 1
de Poiseuille. 81 — w=0 entonces la ecuacion de continuidad se reduce a: > + u=0,
&z roor

. . . .. z, ¥ . ,
esta es una ecuacion lineal que tiene como solucidn u(r,z,r)= _‘I!__’__)__ Lo anterior se hara
r

con mas formalidad para obtener una expresion mas precisa, que da una relacidn.

Sera necesario recordar que u es una funcidn de mas de una variable y del teorema
fundamentat del calculo, la igualdad F(x) = I F'(s)ds + F(a) que para una funcién de dos o

mas variables da lugar a:

G(x,v,5,.)= I;s G(s, v, 2,.Yds + G(a, y,z2...)
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En general la ecuacién de continvidad (la forma que se ha obtenido) tiene 1a forma lineal:

—g— u+ fir+g =0, se puede resolver mediante un factor # que haga A E‘?_ u+hfu = éaﬂ (hu),
r r r

este factor da lugar a la ecuacién g(huﬂhg =0 de la cual u se puede determinar en su
r

dependencia de r.

En efecto:

I-aa— (A(s,z,0u(s,z,t))ds + (h(s,z,0)g(s,z,1))ds = Ibds
s a

de la linealidad de la integral y del teorema fundamental del calculo es cierta la igualdad:

h(r, z,u(r, 2,0 - ha, z,Du(a, z,t) +}' hs,z,0)g(s,z,t)ds =0

despejando a la funcién u se tiene:

u(r,z,l) = ;2—(—— ----- (Ih(s,z Ngls, z,0)ds — hia, z,ula, z,1))

Para determinar a # obsérvese que la ecuacién h g— u+hfu= —; {hu) implica:
(sl r
Jd ..
Bu =u-—h1
fu = u o (T

, d
si se elimina a # y se divide entre & se tiene la igualdad f = ; ;r h asipues f= P Ink

de similar forma que arriba se deduce que:

h(r,z,n)= exp((j f(s,z,0)ds)h(a,z,t))

ahora sustituyendo [ ! Y g =-§~w, primero:
a

h(r,z,t) = r h(a,z,n)
a
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luego sustituyendo en la expresidn de u:

u(r,z,t) =

a ts d
oD (!; a,2,0) = w (5,2,0)ds = h(a, 2, u(a,z,0)

y simplificando:
u(r,z,t) = A j‘s -é w(s,z,t) ds + Eu(a,z,:) .
r' oz r

Obsérvese que a en las anteriores deducciones no hubiera podide ser cero, sin embargo a la
forma a que se ha llegado el cero si es un valor permitido para esta; y como la igualdad
anterior es valida para toda @ en que la expresion tenga sentido es valida en particular para
a=0 (pues se esta en la clase C-F donde interesan voliimenes con simetria radial y por tanto
hay puntos del dominio en donde la variable del radio se anula ), asi pues:

u(r,z,1y=—~ ! Js-?— w(s,z,0) ds
ry oz

asi se puede llegar a la conclusion de que:

u(r,z,r):O@%w(s,z,t):O

y ademds
1(0,2,1)=0

esto es cierto dado que:
tim o u(r Z I) =lim —-] Ir-—- W(.S' Z f) ds=0
= L ] =20 5 5 =y

y como u es diferenciable con lo que en particular es continua entonces:

w0, z,)=lim__, u(r,z,1)=0,
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para mostrar que el limite;

l’mr-.o -

r—w(s,z,0)ds=0

~
O ey,
i

simplemente observemos que o w es continua en su dominio y entonces podemos aplicar
¢! teorema del valor medio para la integral:

- I‘I’E w(s, 7,1} ds =-1 {r)g 2 wk,z,0) &e(0,r)
ry oz , o

9
entonces se llega a la igualdad:

. 1: @ . 8
hmr—-o _.l" {l.é: H(S,Z,f) ds:hmr-.o —Fﬂ*'gz' W(E_,,Z,f) é € (0,?’)

7

que por continuidad permite concluir que:

|

]f
fim,_, ——Ir-
rs

w(s,z,1) ds=0“'§z- w(0,2,)=0 & e(0,r)

®
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CONCLUSION.

Los flujos en un dominio con simetria radial —Jominios que son
solidos de revolucidén- son importantes por que repetidamente se

les encuentra en las aplicaciones.

Desde el punto de vista matematico, estos flujos presentan la
oportunidad de aplicar el concepto de cambio de variable y en
particular la aplicacién de variables cilindricas, propias para este
caso; ademis de la légica suposicibn de la invariancia de la
sofucién bajo el grupo de transformaciones del espacio ' de

Rotaciones representado por un grupo de matrices.

Estas dos consideraciones en este trabajo llevaron a reducir
notoriamente las ecuaciones de Navier-Stokes y de conservacion
de la masa y obtener una relacién entre los componentes del
campo de velocidades, presentindose asi un desarrollo
cualitativo a Jlas ecuaciones de Navier-Stokes, mediante
consideraciones geométricas expresadas con formalidad en un

sentido analitico.
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