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Lista de Simbolos

LISTA DE SIMBOLOS

ESCALARES

1 Longitud entre los ejes 2 y 3. ;=150 mm.

1> Longitud entre los ejes 2 y 3. ,=150 mm.

I3 Longitud entre ¢l eje 4 (o el punto M) y el punto OT. 1;=180 mm.

e, Eselespesor del segundo eslabén desde una vista lateral.

e,  Esla distancia existente en el eje Z entre los puntos H y C restando el
espesor del segundo eslabén.

¢.  Es la distancia existente sobre el eje Z entre el punto C y el punto M.

o Determina la posicién angular del 6rgano terminal alrededor del eje Zo

«;  Posicién angular del 6rgano terminal en el punto operacional j.

Det J Determinante de la matriz del Jacobiano.

Det;J, Determinante de la matriz del Jacobiano para la solucién i=1, 2

j=1,...,%
d.  Indica la distancia variable entre ¢l primer eje prismético y el punto M
d, Magnitud de la primer variable articular.

8, Magnitud de la segunda variable articular

0, Magnitud de la tercer variable articular .

0y  Magnitud de la cuarta variable articular.

«d,  Magnitud de la primer variable articular para la solucion i=1, 2 (que
para esta variable la solucién 1 es igual a la solucion 2).

0,  Magnitud de la segunda variable articular para la soluci6n i=1, 2.

0.  Magnitud de la tercera variable articular para la solucién i=1, 2.

0,  Magnitud de la cuarta variable articular para la solucién i=1, 2.

d,..« Valor del mdximo recorrido de la segunda variable.

VECTORES

X"  Elemento 6x1 que pertenece al espacio operacional. Los primeros tres
elementos indican la posicién del érgano terminal y los tres restantes
indican la orientacién angular del mismo. X'=[°OT a°Zs]'=[°OT, °OT,
°OT, 0 0 ¢]". Como funcién del subespacio articular resolutivo del
espacio operacional X" X*=[x(T") y(T") z(TH) 00 al]”, donde i=1, 2y
T e Te (TR9e®RC,

©"  Elemento 4x1 que forma al espacio articular OR°. ©'=[d, 0, 6, 93]T.
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Lista de Simbolos

‘Ij+

—+

Elemento 4x1 constitutivo del espacio articular que no satisface ningin
estado operacional. ¥*'c R*® < @%°. W¥'=0" Si no se tiene ningun
estado operacional por satisfacer.

Elemento 4x1 constitutivo del espacio articular que satisfacc a un
estado operacional. i=1, 2 y Te T < vT o @FC, [T*'=0" si se tiene
algtin estado operacional por satisfacer, esto es %R=G(T") vy
OT=H(T").

Flemento 4x1 constitutivo del espacio articular de velocidad que no
satisface ninglin estado operacional. §'C ERG co%9, E'=6" Si no se
tiene ningun estado operacional por satisfacer.

Elemento 3x1 cuyos tres elementos son las variables articulares
exceptuando a di. H'=[ 0, 0, i0:). Donde los tres elementos
pertenecen a una configuracion de T.

Elemento 4x1 constitutivo del espacio articular de velocidad que
satisface a un estado operacional. i=1, 2y "€ §  v§*°c @, '=0"
si se tiene algin estado operacional por satisfacer, csto es
g =J7(H")X

Elemento 4x1 constitutivo del espacio articular de aceleracién que no
satisface ningtin estado operacional. Y'c &% c6* . Y'=0" Sino se
tiene ningin estado operacional por satisfacer.

Elemento 6x1 cuyos primeros tres eclementos son las variables
articulares exceptuando a d; y las tres restantes son las derivadas de
estas .. K" =[6 .6 .6 .6 .6 6,]. Donde los primeros tres

i
elementos pertenecen a una configuracion de T y los tltimos tres

i 1

pertenecen a una configuracion Z.

Elemento 4x1 constitutivo del espacio articular de aceleracion que
satisface a un estado operacional. 1=1, 2 y =e E UHRGC er.
=*=G" si se tiene alglin estado operacional por satisfacer, esto es

E =0 Kk)X+I7 (5K



Lista de Simbolos

MATRICES

D]R

EZR

23R

34R

45R

J
1Jj

Cualidad de orientacién entre el referencial {1} y el inercial {0}. Esta
cualidad es invariable en cuanto a rotacién ya que se trata de una
relacién de eslabonamiento con articulacién prismética.olR=ng3.

Cualidad de orientacién entre el referencial {2} y el inercial
{1}.°R=Rot]z, 6;].

Cualidad de orientacién entre el referencial {3} y el inercial
{21.%R=Rot[z, 6,].

Cualidad de orientacién entre el referencial {4} y el inercial
{3}.%\R=Rot]z, 63].

Cualidad de orientacién entre el referencial {5} y el inercial
{4}"R=Rot[z, a].

Matriz del Jacobiano analitico de orden 4x4.

Matriz del Jacobiano analitico de orden 4x4 correspondiente a la
solucién i=1, 2 y al estado operacional j=1,...,00. J;=J (H).

Adj ] Adjunta de la matriz del jacobiano.

PUNTOS.

B Punto que define la base del manipulador.

H Punto que define el hombro del manipulador.

C Punto que define el codo del manipulador.

M  Punto que defina la mufieca del manipulador.

OT Punto que define la parte operativa del érgano terminal.
LINEAS.

[M-OT] Linea entre los puntos M y OT.



Lista de Simbolos

BASES.

{0} Base inercial fija al eslabén 0. Su origen coincide con el punto
B.{O}={X0y020}.

{1} Base mévil fija al eslabén 1. Su origen coincide con el punto H.
{1}={x1 y1 21}

{2} Base moévil fija al eslabén 2. Su origen coincide con el punto C.
{(2}={x2y2 72}

{3} Base mdvil fija al eslabén 3. Su origen coincide con el punto M.
{3}={x3y3 23}.

{4) Base moévil fija al eslabén 4. Su origen coincide con el punto OT.
{4}={xa ya z4}.

DESCRIPCION ENTRE BASES
%1} Es la relacién que guarda la base {1} con la base{0}.

"1y ={Lal0 0 a1}

2} Es la relacion que guarda la base {2} con la base{l}.
E{2}:{;?0:(2,6!1);[0 0 O]T}

(3} Es la relacion que guarda la base {3} con la base{2}.
=R 0]l 0 (e +e))] ]

{4} Es la relacién que guarda la base {4} con la base{3}.
" ={rRacoln 0 «}

“(5} Es la relaciéon que guarda la base {5} con la base{4}.

5= {r: 0 o'}
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CONJUNTOS

XRG

®RG

RG
vt

RG
1 ABL’

u

G'_)RG

Regién geométrica del espacio operacional que colecciona a todas las
configuraciones posibles del manipulador.

Espacio articular de posicién que contiene a todos los estados
articulares.

Regién geométrica universal de solucién que contiene a todos los
elementos articulares resolutivos del espacio operacional y que es un
subconjunto del espacio articular de posicion.

Subconjunto del espacio articular de posicién que colecciona elementos
vectoriales articulares que no satisfacen una necesidad especifica del
espacio operacional.

Subconjunto de la regién geométrica universal de solucién que
contiene los dos elementos vectoriales articulares que permiten
alcanzar un y s6lo un estado operacional deseado, segtin las reglas G y
H.

Regién geométrica que redne a todos los clementos vectoriales
articulares que satisfacen a las reglas G y H empleando la solucion 1.

Regién geométrica que reine a todos los elementos vectoriales
articulares que satisfacen a las reglas G y H empleando Ia soluci6n 2.

Regién geométrica que contienc a todas las configuraciones posibles
para la primera variable articular para las solucién i=1=2

Regi6én geométrica que contiene a todas la configuraciones posibles
para las variables articulares k=1, 2, 3en su primera solucion.

Regién geométrica que contiene a todas la configuraciones posibles
para las variables articulares k=1, 2, 3 en su segunda solucién.

Regién geométrica universal que contiene a todas la configuraciones
posibles para las variables articulares k=1, 2, 3.

Espacio articular de velocidad que contiene a todos los estados
articulares de velocidad.
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RG
vs

EJRG

Regién geométrica universal de solucién que contiene a todos los
elementos articulares resolutivos del espacio operacional de velocidad
y que es un subconjunto del espacio articular de velocidad.

Subconjunto del espacio articular de velocidad que colecciona
clementos vectoriales articulares que no satisfacen una necesidad
especifica del espacio operacional de velocidad.

Subconjunto de la regién geométrica universal de solucién que
contienc los dos eclementos vectoriales articulares que permiten
alcanzar un y sGlo un estado operacional deseado, segun

=17 H")X

Regién geométrica que redne a todos los clementos vectoriales
articulares que satisfacena ¢' =J (, H')X empleando la solucién 1.

Regién geométrica que retdne a todos los elementos vectoriales
articulares que satisfacen a ,¢" =J (,H )X empleando la solucién 2.

Conjunto que contiene a las tres variables articulares 6, 0, y 05. Y
cuya configuracién pertenece a una configuracién de T.

Regién geométrica que contiene a todas las configuraciones posibles

para la primera variable articular de velocidad para las solucidn i=1=2

Regién geométrica que contiene a todas la configuraciones posibles

para las variables articulares de velocidad k=1, 2, 3 en su primera
solucion. ‘

Regi6n geométrica que contiene a todas la configuraciones posibles

para las variables articulares de velocidad k=1, 2, 3 en su segunda
solucidn.

Regién geométrica universal que contiene a todas la configuraciones

posibles para las variables articulares de velocidad k=1, 2, 3.

Espacio articular de velocidad que contiene a todos los estados
articulares de aceleracién.
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wRG

léRG

[1]

—RG

—RG
Fo—

Regién geométrica universal de solucién que contienc a todos los
clementos articulares resolutivos del espacio operacional — de
aceleracién y que es un subconjunto del espacio articular de

aceleracion.

Subconjunto del espacio articular de aceleraciéon que colecciona
elementos vectoriales articulares que no satisfacen una necesidad
especifica del espacio operacional de aceleracion.

Subconjunto de la regién geométrica universal de solucién que
contiene los dos elementos vectoriales articulares que permiten
alcanzar un y sdélo un estado operacional deseado, segln

= =i k)X+J"((H)X.

i
Regién geométrica que retne a todos los elementos vectoriales

articulares que satisfacen a,=' =J7(,K")X+J7(,H')X cmpleando la

solucion 1.

Regién geométrica que retne a todos los elementos vectoriales
articulares que satisfacen a,2" = J7(,K")X+J7'(,H")X empleando la

solucion 2.

Conjunto que contiene a las tres variables articulares 0y, 8, y 0; cuya
configuracién pertenece a T y también contiene a las derivadas de estas
variables cuya configuracién pertenece a V.

Regién geométrica que contiene a todas las configuraciones posibles

para la primera variable articular de aceleracion para las solucidn 1=1=2

Regién geométrica que contiene a todas la configuraciones posibles

para las variables articulares de aceleracion k=1, 2, 3 en su primera
solucion.

Regién geométrica que contiene a todas la configuraciones posibles

para las variables articulares de aceleracién k=1, 2, 3 en su segunda
solucidn.

Regién geométrica universal que contiene a todas la configuraciones

posibles para las variables articulares de aceleracion k=1, 2, 3.
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A]  Conjunto universal de los elementos obtenidos al evaluar el
determinante de la matriz del Jacobiano para cualquier configuracion
posible.

JA]  Conjunto universal de los elementos obtenidos al evaluar el
determinante de la matriz del Jacobiano para la primer solucién.

,A] Conjunto universal de los elementos obtenidos al evaluar el
determinante de la matriz del Jacobiano para la segunda solucion.

AT'  Conjunto universal de los elementos obtenidos al evaluar el inverso del
determinante de la matriz del Jacobiano para cualquier configuracién
posible.

AJ"' Conjunto de los clementos obtenidos al evaluar el inverso del
determinante de la matriz del Jacobiano para la primer solucion.

,AJ' Conjunto de los clementos obtenidos al evaluar el inverso del
determinante de la matriz del Jacobiano para la segunda solucion.

FUNCIONES

G=G(T*) Regla que relaciona al subespacio operacional de orientacién con
glaq p P

el espacio articular cuando se emplea la configuracién resolutiva
del espacio operacional. ° R, [00 1)11=GGTH

H=H(T") Regla que relaciona al subespacio operacional de posicién con el

espacio articular cuando se emplea la configuracion resolutiva del
espacio operacional. °OT=H(T")

ABREVIATURAS.

OT

Organo terminal.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

ch
sO

Funcién trigonométrica cos0

Funcién trigonométrica sen0

aTan(u,v) Funcién arco tangente de dos argumentos uy v.



Objetivos

OBJETIVOS

. Determinar la forma geométrica del conjunto universal de las
variables articulares contenidas en el espacio de trabajo de un
manipulador para ambiente limpio.

. Visualizar el efecto de la no linealidad de los conjuntos universales de
solucién sobre la trayectoria.

« Proponer una optimizacién de la trayectoria en basc a la forma de las
regiones geométricas de solucién del espacio operacional.



Definicion del problema

DEFINICION DEL PROBLEMA

En ¢l Centro de Disefio y Manufactura (CDM) de la Facultad de Ingenieria
de la UNAM se estd desarrollando un robot manipulador para ambicntes
limpios, este tiene como funcién el transporte de disco de silicio que son
utilizadas en la fabricacién de circuitos integrados o comunmente Ilamados
CHIPs. Entre otras caracteristicas que se pretende tenga el robot es su alta
productividad, que se puede traducir como ¢l mayor miimero de discos
transportados por unidad de tiempo.

Para lograr este objetivo es importante tomar en cuenta las caracteristicas
dindmicas a que se somete el robot y las cualidades para desarrollarlas. Las
caracteristicas dindmicas son precisamente el perfil de trayectoria y el lugar
geométrico por donde circula el elemento del robot que transporta al disco de
silicio, asf, las caracteristicas dindmicas se traducen como la severidad del
movimiento y la severidad del movimiento se reflejard directamente en
esfuerzos hechos en rodamientos de lo que resultard desprendimientos de
particulas las cuales son indescables para el cuarto con ambiente limpio.

Ademés de que la severidad del movimiento influye en la excitacién
arménica de la estructura del manipulador gencrando las particulas
contaminantes.

En resumen las caracteristicas dindmicas tienen que hacer eficiente el
funcionamiento del manipulador tomando en cuenta su presencia en un
cuarto limpio, Para tal fin se creard en el presente trabajo un marco tedrico
que permita determinar el lugar donde se presentan mayores velocidades y
aceleraciones y, por lo tanto grandes niveles de vibraciones.

En este trabajo se pretende determinar la forma y situacion de las regiones
geométricas del conjunto de solucion de las variables articulares que
satisfacen al espacio operacional y, con esto, establecer un marco tedrico
para optimizar la trayectoria del transporte de discos de silicio en ambiente
limpio.

10



Justificacién

JUSTIFICACION

A continuacion se presenta una breve justificacion para el desarrollo del
trabajo y la motivacién clara de alcanzar los objetivos. Los extractos de
articulos cientificos se exponen como justificacion:

[Pastel, R.V.; Lin, Z. Advanced Topics In Trajectory Planning. In Consise
International Encyclopedia of Robotics. Applications and Automation (1990)]

For practicals reasons, it is also desirable sometimes to
have continuos or even smooth acceleration profiles. Jerks in the motion of a
manipulator should be avoided as they lend to cause vibrations in the
manipulator and excessive wear on the gears.

Discusién: Aqui se presenta Ja importancia de conservar
perfiles con aceleracién discreta y se destaca que el desgaste es provocado por
las vibraciones que son producidas por perfiles no planeados.

[G. Sahar and J.M. Hollerbach. Planning of Minimum-
Time Trajectories for Robots Arms. Int. Joumal of Robotics Research, 90-
100 (1986).]

.. the problem therefore involves the determination of the
geometric path through these points which a manipulator can traverse in
minimum time. This is a rather difficult problem and a general tractable
solution is not yet available.

Discusién: En este articulo se plantea la necesidad de
reducir el tiempo de las trayectorias y resalta el hecho de que atin no haya sido
creada.

11



Justificacién

(Craig. L. Stevens. The Design of a Room Robotfor Wafer Handling. 17
Intemational Symposium on Industrial Robot. April 26-30,1987, Chicago,
USAL

To insure smooth and vibration free wafer handling, the
robot was designed to be as stiff as economically possible by using precision
instrument bearing and optimally designed aluminium monocogite links...

Another concern during the transport of wafers is the
amount of vibrations to which the wafers are subjected. Indexers and
elevators subjects wafers to varying degrees of vibration which particles to
fall from the backside of the wafer and contaminase other wafers. Here the
cassettes remains stationary on their platiforms and wafers are removed by
the wafer handler. The mechanical components of the robot as well as the
acceleration and deceleration times for the wafer handler movement were
carefully chosen to subject the wafer to a minimal amount of vibration.

Discusién: Aqui se destaca la necesidad de reducir las
vibraciones para algun robot ya creado y en el segundo parrafo se plantea la
idea de reducir las vibraciones mediante la optimizacién de trayectorias.

[Craig, J.J. Introduction to Robotics. Mechanics and Control. Second

Edition. Addison Wesley, 1989]
[pag. 229]

Usually, it is desirable for the motion of the manipulator
to be smooth. For our purposes, we will define a smooth function as one
which is continous and has a continuous first derivative. Sometimes, a
continuous second derivative is also desirable. Rough, jerky motions tend to
cause increased wear on the mechanism, and cause vibrations by exiting
resonance in the manipulator. In order to guarantee smooth paths, we must
put some sort of constraints on the spatial and temporal qualities of the ...

Discusién: Aqui se vuelve a tocar el punto de el
movimiento que se desca tener y el desgaste producido por las vibraciones
que se producen en el manipulador cuando éste entra en resonancia.

12



Justificacién

[pag. 169]

The transition should be characterized by motion laws
requiring the actuators to exert joint generalized forces which do not violate
the saturation limits and do not excite the typically unmodeled resonant
modes of the structure. It is then necessary to devise planning algorithms
that generate suitably smooth trajectories.

Discusién: En esta parte se plantea la necesidad de crear
trayectorias suaves que no excedan los limites de saturacién y no caigan en
los modos tipicos de resonancia.

En resumen los anteriores articulos plantean las siguientes situaciones:
e [l desgaste es causado por las vibraciones.

e Las vibraciones son causadas por perfiles no
planeados.

e Hasta ahora se ha incurrido muy poco en la creacién de
un sistema préactico al cual recurrir para la planificacion
de perfiles.

Este dltimo punto nos muestra el mévil principal; que es crear un
sistema para poder cuantificar y localizar las zonas con puntos singulares que
son los que creardn conflicto con la estructura del robot manipulador y por
lo tanto causaran vibraciones.

13



Establecimiento de la hipdtesis

ESTABLECIMIENTO DE HIPOTESIS

Tomando en cuenta la no linealidad de las leyes que rigen el movimiento de
manipuladores con articulaciones rotacionales y presencia de singularidades,
asi como su efecto en las cercanias a ellas, debe existir un camino en donde
¢l movimiento de los elementos del manipulador consuma menos energia
y, por tanto, se aproveche al méaximo el par motriz de los actuadores,
disminuyendo el tiempo de proceso, pero, ;de qué manera se encuentra
accidentado el camino?.

Esta es basicamente la pregunta a contestar en esfe trabajo.

14




Metodologia de la investigacidn

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

a) Definir y analizar exactamente el problema.
b) Resumir todas las hipétesis fundamentales.

c) Desarrollar una investigacién documental extensa en
bibliotecas, centros de informacién de libros , revistas,
articulos, red internet, etc. con las posibles palabras
clave: robot, manipulador, trayectorias, generacion
de trayectorias, cinemitica, dinamica de
manipuladores, formulacién de Lagrange, cuarto
limpio, trajectory planning, path, joint space
trajectories, operacional space trajectories,
optimizacién of path planning, etc.

d) Resumir las ideas de solucién.
e) Justificar las mejores ideas de solucién posibles.
f) Obtener resultados y evaluarlos.

g) Concluir.

15



Introduccién

1. INTRODUCCION

El proceso de manufactura de semiconductores, 0 circuitos integrados
(comtinmente 1lamados ICs, ¢ chips) tipicamente estd constituido de mds de
cicn pasos, durante los cuales se forma tan solo un disco o también llamado
oblea.

Generalmente, el proceso incluye la creacién de ocho a veinte capas
patrén una encima de otra, formando al final el circuito integrado completo.
Este proceso de poner capas crea regiones cléctricamente activas sobre la
superficie de la oblea semiconductora. El proceso que a continuacién se
describe pertenece a la empresa manufacturera Harris.

El primer paso en la manufactura de semiconductores comienza con la
produccién de una oblea; una delgada y redonda rebanada de un material
semiconductor, comdnmente silicio. En este proceso, silicio policristalino
purificado, hecho de arena derretida, es calentado hasta fundirse. Una pieza
pequefia de silicio sélido (semilla) es colocada en el silicio fundido, y
posteriormente la semilla es lentamente jalada del silicio fundido enfridndose
para dar forma a un lingote de cristal. La tension superficial entre la semilla y
el silicio derretido causa una pequefia elevacién de este, logrando con esto
reducir su temperatura.

El lingote de cristal es puesto en un didmetro uniforme y una sierra
corta al lingote en delgadas obleas. Cada oblea se procesa a través de series de
méquinas donde se alisa y quimicamente se le hace un pulido espejo. En este
momento las obleas estan listas para ser enviadas al drea de fabricacion donde
el circuito integrado es formado en la oblea. El proceso de fabricacion, el cual
se lleva a cabo en un cuarto limpio, incluye una serie de pasos que se
mostraran a continuacion.

Normalmente se toma de 10 a 30 dias para completar el proceso de
fabricacion.

16



Introduccién

Oxidacién térmica 6 deposicion.

Las obleas son pre-limpiadas usando alta pureza (bajo contenido de
particulas quimicas). Las obleas de silicio son calentadas y expuestas a
oxigeno ultra-puro en Jos homos de difusion bajo condiciones
extremadamente controladas formando una pelicula de bidxido de silicio de
grosor uniforme en la superficie del agua.

Foto resistivo 0 mascarillas.

La parte de mascarillas es usada para proteger un drca de la oblea
mientras se esta trabajando en otra. Este proceso recurre al uso de
fotolitografia 6 “photo-masking”.

Una fotoresistencia es colocada en la oblea, ddndole caracteristicas
similares a la de un pedazo de papel fotogrifico. Un fotoalineador alinea la
oblea a un recubrimiento y proyecta una luz intensa a través de la mascarilla y
a través de lentes reductores, exponiendo a la fotoresistencia con Ja mascarilla
patron.

Fotograbado.

La oblea es entonces descubierta (la fotoresistencia expuesta es
removida) y horneada para endurecer los residuos de fotoresistencia patron.
Se expondr4 entonces a una solucién quimica o plasma (descarga de gas) asi
esas dreas no cubiertas por la pelicula endurecida son grabadas.

La fotoresistencia es removida usando quimicos adicionales o plasma y
la oblea es inspeccionada para que mantenga la imagen transferida del
recubrimiento a la capa de arriba.
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Dopaje.

Atomos con un electrén menos que el silicio (tales como el boro), o un
clectrén mas que el silicio (tales como el fésforo), son introducidos al édrea
expuesta en el proceso de fotograbado para alterar el caracter eléctrico del
silicio. Esas arcas son llamada tipo-P (boro) o tipo-N (f6sforo) para reflejar
sus caracteristicas conductoras.

Repitiendo los pasos.

Los pasos de oxidacién térmica, mascarilla, fotograbado y dopaje son
repetidos muchas veces hasta que la capa “front end” es terminada (todos los
recursos activos han sido formados).

Deposicion dieléctrica y metalizacion.

Después de terminar la capa “front end” , los recursos individuales son
interconectados usando una serie de deposiciones de metal y pasos patron de
peliculas dieléctricas (aisladores).

La fabricacién de semiconductores actual incluye tres capas de metal
separadas por capas dicléctricas.

Pasivacion.

Después de que la dltima capa de metal cumple con los patrones, una
capa dieléctrica final (pasivacion) es colocada para proteger al circuito de
algiin dafio 6 contaminacién. Las aperturas son grabadas en esta pelicula para
prevenir acceso a la capa metdlica de arriba por prucbas eléctricas y cadenas
de alambre.
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Prueba eléctrica.

Un sistema de prueba eléctrica automdtico dirigido por computadora
checa la funcionalidad de cada chip en la oblea. Los chips que no pasan la
prueba son marcados con tinta para ser rechazados.

Ensamble.

Una sierra de diamante corta en rebanadas a la oblea en chips sencillos.
Los chips marcados son descaratados, y los chips que aiin permanecen son
visualmente inspeccionadas bajo un microscopio antes de ser empacados.

Después el chip es puesto en una envoltura que es la que lleva los leads.
Una méquina encadenadora de alambre une los alambres, que son una
fraccién del ancho de una porcién de cabello humano, a los leads de la
envoltura. Encapsulado con un recubrimiento para proteccion, el chip es
probado una vez mds . Ocasionalmente, es usado una envoltura cerdmica para
ciertas aplicaciones militares.

Después de la descripcién del proceso de fabricacién de un chip se
puede dar una idea de las multiples tareas que se tienen que efectuar, ademds
de que todas se llevan a cabo en un espacio que simplemente no se puede
imaginar; una particula que llegue a medir 0.1um 6 0.5um puede faciimente
dafiar miles de compuertas electronicas.

Un cuarto con ambiente limpio es medido por el maximo permisible de
particulas. Los mdximos son llamados “Clases™. Por ejemplo un cuarto limpio
clase 10,000 puede tener un promedio de 10,000 particulas con un promedio
de .05 micrémetros o més grandes en un pie ciibico de aire.

Por estas razones la indumentaria en un cuarto con ambiente limpio
deben de estar libres de la emision de particulas. Esta necesidad se acentia
dia con dia debido a la creciente produccién de circuitos integrados y a la
tendencia a la minaturizacion de estos.
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Ia emisién de particulas en un robot manipulador es debida, en primer
Jugar al efecto producido por el roce entre dos piezas y en segundo lugar al
efecto que tienen la vibraciones de la estructura del manipulador; este efecto
produce la propagacién de las particulas. Estos dos problemas bésicos son
debidos a efectos que tienen origen en la no-linealidad de las ecuaciones que
rigen el movimiento del manipulador. La no-linealidad crea puntos que son,
debido a la arquitectura del manipulador, dificiles de efectuar. Pero ;donde se
localizan estos puntos?.

E] localizar estos puntos y saber como evitarlos es la funcién de este
trabajo en donde se recurrird a la creacion de regiones geométricas de
solucién. Las regiones geométricas de solucién son bdsicamente la
representacién grafica de conjuntos que dan solucién a las ecuaciones que
rigen el movimiento del manipulador. De esta manera se podrd observar la
localizacién de los puntos que producen efectos desfavorables en el
movimiento del manipulador para el ambiente.

Al tener un anglisis adecuado de la arquitectura de las regiones
geométricas de solucién se podrd predecir y entonces controlar el
comportamiento de las trayectorias del manipulador haciendo posible el
incremento de la eficiencia y la reduccién de la contaminacion.

A continuacién sc presenta la arqguitectura del trabajo, donde se
explicara qué cubre cada uno de los puntos.

En primer lugar en el capitulo de “Modelacion” se dard a conocer la
estructura asf como el modelado directo y el modelado inverso. De aqui se
partird a estudiar las variaciones que tiene el manipulador para alcanzar
puntos operacionales en la parte “existencia y unicidad de soluciones”, y
finalmente se estudiard en “Sigularidades” la relacién que dard la base para la
localizacién de los puntos llamados singulares.

El capitulo de “Espacio operacional” mostrard las especificaciones del
espacio que el manipulador estd destinado a cubrir. Los dos diferentes
conjuntos pardmetros se mostrardn correspondientemente en las partes
“Subespacio operacional de posicién” y “Subespacio operacional de
orientacién” .
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El capitulo “Regiones de solucién del espacio operacional” presentard a
los conjuntos de solucién para la posicion, velocidad y aceleracién. En estos
conjuntos se encontrardn los elementos de cada variable articular que
cumplen con ciertas reglas que restringirdn al movimiento del manipulador.
Aqui es donde se podré ver donde se localizan la zonas conflictivas para el
movimiento del manipulador,

En “Las regiones geométricas y su efecto en la trayectoria® se
presenta la influencia que ticnen las regiones geométricas sobre la trayectoria
haciendo una simulacién y compardndola con la region geométrica
correspondiente para de esta manera dar el marco tedrico para la creacién de
trayectorias adecuadas.

En “Resultados y conclusiones” se muestran las conclusiones a la que
se llegd después del andlisis que se efectué durante el trabajo. En
“Bibliografia” se lista los libros a los que se consulté y finalmente en
“Anexos” se podrdn encontrar variaciones de las regiones geométricas de
solucién asi como los programas que se efectuaron para la creacién de todos
Jos conjuntos y trayectorias que se muestran a lo largo del trabajo.
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Modelacion

2. MODELACION

MODELADO MATEMATICO DIRECTO

El manipulador consta de 1 articulacién prismatica y 3 articulaciones
rotacionales, es decir es un manipulador P-R-R-R. La figura 2.1 representa al
manipulador en funcionamiento.

A

i
‘\\k‘\

L

(

Figura 2.1 El robot manipulador funcionando, a cada 45° hay columnas de discos que son
manipulados por el robot manipulador.

Las siguientes figuras (2.2-2.3) muestran el esquema cinematico:
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Figura 2.3 Es el mismo esquema cinemdtico pero en una vista isométrica.
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Modelacion

Viendo el esquema cinemdtico y sabiendo que magnitud de desplazamiento
de la tltima articulacién depende de las 2 anteriores, ya que ésta debe
mantenerse radial al eje 1 y 2 (M-OT debe apuntar en direccion hacia el
centro), se puede afirmar que el manipulador tiene 3 grados de libertad. La
siguiente tabla muestra los rangos de desplazamiento en cada articulacién.

Articulacidn Rango de desplazamiento
Primera(lineal) 0-210mm
Segunda (rotacional) 0-360°
Tercera(rotacional) 0-180°
Cuarta(rotacional) 0-90°

Tabla 2.1 Rango de desplazamiento de las articulaciones.

En la tabla 2.2 se muestran los pardmetros de eslabonamiento segiin la
convencién de Denavit-Hartemberg.

i 2.1 Q. d; 01
1 0 0° d, 0°
2 0 0° 0 0,
3 1, 0° €1+, 0,
4 L, 0° €3 0,
5 13 0° 0 0°

Tabla 2.2 Pardmetros de eslabonamiento del manipulador P-R-R-R segin Denavit-
Hatemberg.

Usando la siguiente relacién de eslabonamiento (2.1) y con una adecuada
descripcién espacial se determina la situacién de cada sistema de referencia.

B, — 50 0 a,_,
Ly
“Hiy=<| sOce, , cBea,, —sd, || —s@_d, (2.1)
sOso,, cBso_, co co,_d,
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Modelacién

Los sistemas de referencia se toman segtin la siguiente figura (2.4), Cabe
mencionar que el sistema de referencia Zo, X (punto B) serd el sistema de

referencia base del espacio operacional.

74 zs
A
3 |
AR c x3_ M ot
A e = X5
H—o—>
e o XIxX2
B

Figura 2.4. Descripcién espacial de eslabonamiento.

Las siguientes relaciones (ec.2.2-2.6) representan la relacion que guarda cada
sistema de referencia con su sistema anterior.

"1} = {13X3;[o 0 d, ]T} 2.2)
2} = {Rot(é,@l);[O 0 O]T} 2.3)
213} = {Rot(z?,@z);[l, 0 (e +e2)]T} 2.4)
4= {Rot(z‘:,% nln, 0 e3]T} 2.5)
s = {13,(3;[13 0 o]T} (2.6)
La siguiente ecuacién (2.7) nos muestra la descripcién espacial general del
sistema de referencia del 6rgano terminal con respecto del sistema de la base.

c(6, + 8, + 6,1, +c(6, +8,)I, + 6,
“£5Y = Rot(2,(0, + 6, +6,));| s(8, + 6, + 81, +5(6, +6,), + 56,1, (2.7)
e, +e, +te, +d,
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MODELADO MATEMATICO INVERSO

Como las figuras (2.5-2.6) nos muestran, la variable articular lineal dl se
encuentra definida entre las lineas de accidn de los vectores X; ¥ Xiy

Yo, \/
92 d ./’ C
WA
/ S
) -
I// ~~ M /1;//, or
// \.'/'T
| TN 0,
Lo
H. v N |
- X
ZD,I ﬂ’]

Figura 2.6 Definicién de las variables giratorias
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Modelacién

Definicién de la primera variable articular (posicion)

La posicién z del 6rgano terminal estd dada por la siguiente ecuacion (2.8),
esto medido en el sistema referencial {0} como se muestra en la figura (2.7).

C R ¢OT 71—
H _ B el+e2+e3;,

°071z

R > X0 - N -

Figura 2.7 Definici6n de la primer variable articular

°OT, = (e, +¢, +&;)+d,

(2.8)

Se pone dl en funcién de las otras variables conocidas y queda la siguiente
ecuacidén (9):
d, =0T, - (e, + e, + ;) (2.9)

Definicién de la segunda variable articular (posicion)

Yo, 1 ’

0, ; K
oA
L/ N 4 e
E/‘\ . 0T
AN N
/ TN 0 'OTy,°OTy
FE—
H."_ > GT >XD L
ZO,I ]

'OTx,°0Tx
Figura 2.8 Definicién de la segunda variable articular
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Modelacion

Como se puede apreciar en la figura anterior (2.8) 0, se define como muestra
la ecuacion (2.10):

G=c+p (2.10)

Donde:

a= 2aTan(°0T,.°0T,) 2.11)

L+ Jorz+or? -1, - 1
=alo
4 2,(J°0TZ +°0TF ~1,)

(2.12)

Analizando el dngulo o es necesario realizar unos ajustes. Existen 8
posibilidades: los ejes +X +Y y los cuadrantes de los sistemas de referencia
{0} y ({1}. Las ecuaciones (2.13)-(2.20) nos proporcionan estas
consideraciones.

Para el primer lugar geométrico, que es ¢l cuadrante comprendido entre +x e
-y

o= aTan(OOTy,UOT,) (213)
Para el segundo lugar geométrico, que es el cuadrante comprendido entre -x e
+y

a = 180°+aTan(°0T,,°0T,) (2.14)

Para el tercer lugar geométrico, que es el cuadrante comprendido entre -x e -y

a = 180°+a7an(°07,,°0T,) (2.15)

Para el cuarto lugar geométrico, que es el cuadrante comprendido entre +x € -y

a =360°+alan(°0T,,°0T,) (2.16)
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Moedelacién

Ademds, los ejes tx e ty.
Para el quinto lugar geométrico, que es el eje +x
@=0 (2.17)
Para el sexto lugar geométrico, que es el eje +y
a =90 (2.18)
Para el séptimo lugar geométrico, que es ¢l eje -x
a=180° (2.19)

Para el octavo lugar geométrico, que es el eje -y

@ =270° (2.20)

Definicién de la tercer variable articular (posicion).

En la siguiente figura (2.9) se muestra la definicién de la tercer variable
articular: es un &ngulo definido alrededor del eje 3, medido en z,
angularmente, desde la prolongacién de x, y hasta x3,

YOl

'0Tx,°0Tx
Figura 2.9 Definicion de la tercer variable articular
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Como podemos ver en la figura anterior (2.7) la tercer variable articular se
encuentra definida por la siguiente ecuacién(2.21):

92 = 180°+}f (2.21)
En donde:

142 = JPor+or? -1,
20,4, )

¥ = aCos(
(2.22)

Definicién de la cuarta variable articular(posicion)

Esta variable es dependiente de las otras dos (0, y 0,) de tal manera que la
linea (M-OT) debe de mantenerse siempre radial al primer eje giratorio (eje
2). Esto se muestra graficamente en la figura siguiente (2.10):

Y, |
| -7
P
0,/ JC
}{\ _ \\\
~1
1/ e
el g
/é///e "”"”"”" \Z 3
H./\lva‘v N \
Z 1 g X‘J. 1

0,1
Figura 2.10 Definicién de la cuarta variable dependiente

Como se puede observar en la figura anterjor 61 se entiende como la ecuacion
(2.23) siguiente.

6 =6+6+6, (2.23)
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Tomando en cuenta que Oy =, 03 queda definida como:

=a-6-6 2.24)

Velocidad lineal de la primera articulacion

La velocidad lineal con que debe moverse la primer articulacion, en
funcién de la posicién y la velocidad con que viaja el drgano terminal, se
obtiene derivando temporalmente la ecuacién (2.9), y se muestra en la
siguiente ecuacién(2.25):

Y 0
dl"'" Vors

(2.25)

Velocidad angular de la segunda articulacion.

La siguiente definicién (ec.(2.26)) se encuentra derivando la ecuacidon (10).

(2.26)
Donde:

(2.27)
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OOT; OVOTx +00]} ’ vO’Ty
dp I,JW .
12 +(JPOr*4°0T? -13)’-13)
21 "OT +°0T? - 1)
1212+ oTi+°01! - 1)
* ———
2(y°0T 0T} = L)

(2.28)

Velocidad angular de la tercer articulacion

La ecuacién (2.21) es derivada con respecto al tiempo y se obtiene la
expresién que relacionard la velocidad angular de la tercer articulacién en
funcién de la posicién y velocidad con que viaja el 6rgano terminal, esto es
(ecuacion (2.29)):

. (JPoTz+P0rT - 1)(°07, v, 40T, *vor,)
91 = = *
L, [C 017 +°0T}

J 1 )

2 iz | forrior -1 )

21,

1-

(2.29)

Velocidad angular de la cuarta articulacion

Como 6, depende de las dos variables previas a ella como lo marca Ia
ecuacion (2.24), la ecuacion de la velocidad angular (2.30) estd definida por:

& da 3 »
3 = _E;_ Q"gz
(2.30)
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Aceleracién lineal de la primer articulacion.

Derivando la eccuacién (25) se obtiene la aceleracién con que viaja el
eslabonamiento a lo largo del eje 1, y el resultado serfa (ecuacién (2.31)):

;il =" Qor: (2 31)

Aceleracion angular de la segunda articulacion

Derivando la ecuacién (2.26) se obticne la velocidad con que debe
desplazarse la segunda articulacion (ecuacidn (2.32)):

G-, Lf
di* —dr’ (2.32)

Donde:

Pa °OT.%an, 0T, %y ("o, "OT,="or, YOT, X *Vor, "OT, +67, *0T, )

di? OOT,2+°0T;.2 ) (00sz +00T2')2
(2.33)
d*p
P
(2.34)
B = B.8; + BaBuBsBe (2.35)
B = - \:

12+ (fP0T2+°0T7 -1,y - I}
20, (POT3+°0T? - 1)
(2.36)
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B2 = BuBn + Bohxu (2.37)

0T, "vor, +00Ty O"m'y

Ba = Toonmi g2
1, JPOT+°0T}
' g (2.38)

(OOTJ or +°0T, “Vor, )(1‘2 - 1’2)

bz = ([OTE 0T - 1) J*OT+°01;

(2.39)

2
07 0 0T 0
( L ) 00T, @ gp, +*vi, +°0T, o, + Vo, ( OL, Vor+ 0L, Vor, )
- =

; Jorz+or? (cor2+%or?) 2.40)

zi—lf+(m"l’)z
B = z(m_z,)z (2.41)

Bis = B (2.42)

B = B (2.43)
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As i
1‘+(1f°0T’ 01 -1y’ - )
W 2/, (f°OT + °0T’-—1)

(2.44)

(- 1)(13 +(,/°0Tj+°mj ~ 13)2 -1;](002%0],,4-"07;%%)
= *
A 2, fOrT+0T; - L) (fPorz+eor? )

(12~ 12 +(JoOr7 %017 - 1)

\/;‘J(W—i {12—32 [m”” (2.45)

|

Aceleracién angular de la tercer articulacion

Al igual que la determinacién de la aceleracién de la anterior articulacion,
el cambio de velocidad angular de la tercer articulacién con respecto al
tiempo est4 definido por la ecuacion siguiente (2.46):

* R4n
é; =
4, (2.46)
h=rure Y el (2.47)

¥ = (\POTFROT? ~1,)(°OT, 1, +°0T, *ver, ) (2.48)

Y2 =Y~ Nan (2.49)
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( )[4 +17 ~ ,/ or+ °OT’—13 ,/"07" "07‘2—13)(“0 OVOT,-POOT;DVOH)

Y~
0 s T ( °0T’+°0T1-1,)
l of; +°0T; — oL :
(2.50)
a
T ¥ OTy —
2N 2
12 +1§ _( fOOIfPGOT:) __!3)
244
(2.51)
|

Tu = = 232

| [+ -(Jorr0r )

O _ __
O+ 0L 20,
(2.52)
Yis :(‘V' 00?:2 ""OOT; ”3)(00710“0“"'%(27“ +00Tv0a0f”+ovéﬁ)+
2

. (OOI; OVOT:-%“OTJ,OVGT},)

‘F)O];2+00n2

(2.53)

Aceleracién angular de la cuarta articulacion

Como Ja aceleracién de la cuarta articulacién depende de las otras dos
anteriores, su relacién es (ecuacion 2.54):

L o8

91-—6! 91 ;z (254)
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Existencia y unicidad de soluciones

2.1.1 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE
SOLUCIONES

Al tener un manipulador redundante tendremos para cada punto operacional
dos configuraciones como muestra la figura (2.1.1):

YQ, 1
r\\‘ 192 293 i OT
E,t_,_,_,_,_,__,z,"e}
: 0, ‘\4—&2\62
| I‘\:’/ =
H v .8, :
~ - > Xo, 1
ZD, 1

Figura 2.1.1. Para el mismo estado operacional existen dos
conjuntos de soluciones

Como se puede observar en la figura anterior (2.1.1) para un punto
operacional existird una configuracién que caerd en el rango de 0°<0,<180° y
180°<0,<0°, y existird otra configuracién en la que -180°<6,<0° y 0°<0,4
<180°.

Entonces para ¢l espacio operacional existirin dos conjuntos de
solucién, entendiendo por solucién la existencia de un(os) elemento(s) que
pertenecen al espacio articular que producen un elemento del espacio
operacional deseado. De tal manera que regién geométrica de solucion se
entiende como el conjunto de elementos vectoriales articulares que cumplen
con ciertas reglas que se explicardn mds adelante.
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Para empezar se tratard la regién geométrica de solucién de la
posicion de la segunda variable articular que como en todas la variables
articulares rotacionales de este manipulador existen dos conjuntos de solucion
que se nombrardn en este caso como A8,y ,AB,. En las siguientes figuras
(2.1.2 y 2.1.3) se muestran estos dos conjuntos:

400 |
0,()
200
ot =
oogl =
0
25
_gl
_250 g 250 500

Figura 2.1.2 Muestra la vista lateral de la regién geométrica de solucion del
conjunio |AQ.
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200}
o} Sriam,
-200 o
500 S
2510 TR
ﬂ S
-25
-4p0 }
-5l0
-250 0 250 500

Figura 2.1.3 Muestra la vista lateral de la region geométrica de
solucién del conjunto »A9;.

El conjunto universal AB; se obtiene con ]a unién de los conjuntos ;AQ, y2AB,
como muestra la siguiente ecuacién(2.1.1):

A61:1A91U2A61 (21])

Es importanie mencionar que los conjuntos A8, y ,AD, tienen su interseccion
en los extremos externos del volumen de trabajo como se observard en la
figura (2.1.4).

La siguiente figura (2.1.4) mostrard la existencia y unicidad de la articulacién
0, que es como ya s¢ mostré en la ecuacion (2.1.1) la unién de los dos
conjuntos anteriormente mostrados.
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400t

)

200

-200¢

255[ F,;(m_m)- I = __‘.:;:_.'-:a. -

-235
-400
2

-30 . X(mm)
-250 0 250 500

Figura 2.1.4 Muestra la vista lateral de la regién geométrica del conjunto universal de
solucion de 8, . Este conjunto engloba las dos posibles soluciones al espacio operacional.

De la misma manera se presentard el caso de la tercera variable articular
mostrando los dos conjuntos de solucién (figuras 2.1.5 - 2.1.7) y la existencia
y unicidad de solucién (figura 2.1.8).
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500

500

Figura 2.1.5 Muestra una vista inferior del conjunto (A8, que se forma de todas las
configuraciones posibles de la solucién primera para la tercera variable articular.

500

-500
0
~59

-100

-150

500

Figura 2.1.6. Es el mismo conjunto que se muestra en la figura anterior pero ahora desde
una vista superior.
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504

-500 o "i\i%\\\\
195% % A #”fﬂé%g gﬁ%%¢¢ : ////

a60

Figura 2.1.7. Es una vista superior del conjunto ,A8; que contiene todas las posibles
configuraciones para la segunda solucion de la tercera variable articular.

5300

500

Figura 2.1.8 Es la vista superior del conjunto que es la unién de los dos conjuntos de
solucién anteriormente mostrados. Aqui se tiene contenida a cualquier solucién posible

para la tercera variable articular.
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Existencia y unicidad de scluciones

Finalmente se mostrard el mismo caso para la cuarta variable articular, los
conjuntos de solucién separados (figuras 2.1.9-2.1.12) y la existencia y

unicidad de solucidn (figura 2.1.13-2.1.14).
500

500

Figura 2.1.9 Es la vista superior del conjunto que retine a los elementos que cumplen con
la primera solucién de la cuarta variable articular, es decir el conjunto {ADs.

500

500
Figura 2.1.10 Es la vista inferior del mismo conjunto de solucién mostrado en la figura
anterior.



Existencia y unicidad de sotuciones

500

Figura 2.1.11 Es el conjunto de solucién que contiene a los elementos de la segunda
solucién de la cuarta variable articular y se le llama ;A8;.

500

259

Figura 2.1.12. Es la vista inferior del mismo conjunto 2AB;
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Existencia y unicidad ag solucionts

300
250

0

-250
-500 £ P
50 : :,—'x‘r..'/," ? S50
0 | 0 e
-50 ;
~250

580

Figura 2.1.13 Es la vista superior de la existencia y unicidad de solucién de la cuarta
variable articular.

500

500

Figura 2.1.14 Es el mismo conjunto de la figura anterior pero con un corte del cuarto
cuadrante y en una vista diferente. Reune a todos la posibles soluciones para la cuarta
variable articular.



Singularidades

2.2 SINGULARIDADES

El jacobiano es una transformacioén lineal que ayudard a visualizar las
regiones donde se concentran los llamados puntos singulares.

El jacobiano resuelve la cuestién en la que teniendo dos regiones D y D’
en R, una funcién diferenciable T en D" con imagen D, esto es , T(D Y=Dy
cualqmer funcién integrable con valores reales, f: D—R, se quiere expresar

'[ £(x, y)dA como una integral sobre D" de la funcién compuesta foT.
D

El jacobiano bésicamente relacionard el estado de la velocidad del
manipulador en los espacios articular y operacional (2. 2.1). Al ser una matriz
(2.2.2) de orden 4x4 y no singular en la mayor parte de las configuraciones
del mecanismo, se pueden obtener las velocidades articulares en funcién de
las velocidades operacionales al invertir J, pero existen puntos operacionales
en donde no es posible realizar esta operacién y se les llama singulares.

X =76 (2.2.1)

Al ser la definicién del jacobiano la matriz adjunta de J entre el escalar
determinante de J podemos deducir que las indeterminaciones que se
presentan en los puntos singulares son debidas a que el escalar determinante
es cero. Al conocerse esto el siguiente paso seria simplemente cvitar estos
puntos, sin embargo surge lo que se muestra en la siguiente figura (2.2.1):

Det J=1x10" mm’__.

Manipulador. e _DetJ=1x10"mm’ \
I \ L

\ / N \ )
Velocidad Operacional . _ \ \7\ /itﬁ/
Det J=1x10"mm’ ____ T

Det J=1x10°mm> /’

Punto Smgular
Figura 2.2.1 En la cercanfa a los puntos singulares el determinante tzende a cero.
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Singularidades

Como podemos observar en la figura anterior (2.2.1) la cercania a los
puntos singulares nos produce una disminucion a gran escala del determinante
lo que producird un aumento violento de velocidad articular es decir, una alta
aceleracién que es precisamente lo que se quiere evitar y la tinica forma en la
que se podrfa evitar serfa formando una estrategia perfectamente delimitada
de trayectoria, para lo cual sec debe conocer muy bien la estructura y
Jocalizacién de estos puntos, asf como la forma de las regiones geométricas de
la posicién, velocidad y aceleracion.

Teniendo las ecuaciones que definen la posicién del érgano terminal en
funcién de las variables articulares podemos obtener el jacobiano del
manipulador que es (ecuacion 2.2.2).

a9 A o A
od, 96, 96, 6,
% & % &

od, 96, 98, o6,

J(d,,6.6,.6,)= & & & N (2.2.2)
od, 6, 96, JIb,
Yo Yo Y S
od, 96, 96, J0b,
En donde:
fi =1c6 +1,c(6, +6,) + L,c(6 + 6, + ) (2.2.3)
fo =156+ 1,5, + 6,)+1,5(6, + 6, + 6;) (2.2.4)
fi=e te +e +d (2.2.5)
Y entonces la matriz queda:
o X &
d6, db, do,
¥ I %
J{@)=]0 %6 9, 8, (2.2.5)
1 0 0 0
0 1 1 1
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Singularidades

En donde:

N _ 10 150 +0,)—1,5(6,+6, +6,) (2.2.6)
89]—“151‘23 L +6,)—s(6 + 6, + 6 L
4 _ 1s(6 +6,)— 1,58 +6,+86 (2.2.7)
892—_25(: L) — 1,56, , +6;) ey
%:—lﬁ(ﬂ +6,+6,) (2.2.8)

% 10, + 1,0(6, +8,)+ Le(8, + 6, +6) (2.2.9)
‘%—1 0 +6,)+Lc(6 +86,+86,) (2.2.10)

06, 20(6, +6,) + L,c(6, + 6, + 6 s

gf(;} o6, +0,+6,) 2.2.11)

y el determinante: Det] = 11,56, (2.2.12)

Teniendo el determinante se puede deducir que las singularidades se dardn
cuando 8,=0°, 180°, -180° y la siguiente grafica (2.2.2) nos da la idea de su
comportamiento.

20000 /‘\
10000/ \
5,
2\
-zunnn

Figura 2.2.2 Evolucién de Det J
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Singularidades

Como va se menciond la cercanfa a los puntos tiene efectos dindmicos que
se deben tomar en cuenta para los objetivos que se han fijado y se
comprenderén més facilmente estos efectos si se toman en cuenta las leyes de
Newton-Euler (2.2.13):

F=ma; N=Ilo+0m®(Iw) (2.2.13)
Para movimientos rotacionales la aceleracién en la ley de Newton (2.2.14)

a=0®r+o®(@®r) (2.2.14)

De las ecuaciones anteriores podemos observar que conforme crecen las
aceleraciones y velocidades angulares crecen al igual las fuerzas y momentos.

A continuacién se mostrard la definicién de accleracién angular articular
(2.2.15):

Ot + At - O(1)

Bt = lﬂ'} A (2.2.15)
En donde:
. o o _adjJ (1 + Ar)
QU+AN=J (+A) v, el J( 1 A Vor (2.2.16)
Y,
. D _aajﬁ.’(t)0
B =J () v,y =4t J ) Vor (2.2.17)

La diferencia entre estos dos vectores de velocidad articular separados por
un pequefio incremento en el tiempo serd muy grande cuando esté en las
cercanias de una singularidad. Este efecto se debe a que el det J disminuye
con una pendiente muy grande al acercarse ¢l manipulador a el limite lateral
del volumen de trabajo (como se verd mas adelante).

49



Singularidades

Derivando la ecuacién 2.2.1 se obtiene la siguiente ecuacién (2.2.18) en la
que se puede observar la relacion inversamente proporcional del Det J con la
aceleracion angular.

o . 0 0
é(r)=( ‘o ]d(“d”(’)){ Jor ]ade(r)“(———*“vOT ]adj](t)M

det J (1) dt det J (1) det® J (1) dt
(2.2.18)

Al tener en el tercer sumando en el denominador el det J elevado al
cuadrado, cuando este sea muy pequeflo, aumentara considerablemente la
aceleracién angular.

El conocer todos estos cfectos es de gran importancia para que en

combinacién con el resultado de las regiones geométricas se les pueda dar a
estas una correcta interpretacion.
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Regidn geométrica de la singulandad

2 2 1 REGION GEOMETRICA DE LA
SINGULARIDAD.

Después de estudiar la localizacién de los puntos singulares esta parte
complementard el andlisis mostrando diferentes regiones geométricas que
ayudaran a interpretar los cfectos dindmicos que se producen en este

manipulador.

La siguiente figura (2.2.1.1) muestra la solucién 1 del determinante de la
matriz del jacobiano (ecuacién 2.2.1.1}:

A={Detd |, Yo = 1D (B.) Y apaprss (2.2.1.1)

Figura 2.2.1.1 La regién geométrica del determinante de la matriz del Jacobiano de la
solucion 1.
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Kegion geometrica Ge ia singularidad

Ahora en la siguiente figura (2.2.1.2) se muestra el inverso del
determinante (ec.2.2.1.2) donde se puede observar que en los extremos del
volumen de trabajo existe un crecimiento muy grande.

| |
= = 22.1.2
B {Derjv ’ } {DefJ } o (22.1.2)
1 ! =3, e £ 180°<@250

Figura 2.2.1.2 Inverso del determinante para todas las configuraciones de la
solucién 1.
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Regién geométrica de la singularidad

Como se puede observar en los extremos del volumen de trabajo existe
un crecimiento de lo cual se puede deducir que la pendiente del escalar
(2.2.1.3) del determinante crecerd en los extremos y se comprueba en fa

siguiente figura (2.2.1.3)

{d(Ders(8,),...} (2.2.1.3)

LA ={d(Detd ).}

3=

~180°=g2L1807

Figura 2.2.1.3 Solucién universal de la regién geométrica de la pendiente del
determinante DetJ

Ln
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La siguiente figura (2.2.1.4) muestra el conjunto de solucion 2
(ecuacién 2.2.1.4):

={Det(0,).} e (22.1.4)

,AJ= {Det),,...}

1=0,1,2, =

Figura 2.2.1.4 Representa el conjunto de escalares del determinante para
la solucidn 2.
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Regidn geométrica de la singularidad

A continuacién se muestra el conjunto del inverso del determinante
(ecuacion 2.2.1.5) para la solucién 2 (figura 2.2.1.5):

:AJ‘:{ : } :{4——} (2.2.1.5)
2 Derf( =002, = 2 Der‘[(%) ~180°<82<0°

"

W

2.5

Figura 2.2.1.5 Conjunto de escalares del determinante de la matriz del jacobiano
para la solucidn 2.

h
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Como ya se menciond en la parte 2.2 de singularidades en la ecuacion
(2.2.18) que es la que relaciona la aceleracién articular con las condiciones
cinematicas del espacio operacional, existe un denominador que contiene ¢l
determinante Det J elevado al cuadrado. Al acercarse el manipulador a los
puntos singulares el Det J al cuadrado decrecera en demasia lo que provocara
un efecto dindmico que causard vibracién en la estructura del manipulador.
En la siguiente figura (2.2.1.6) se muestra el Det J al cuadrado para la
solucién 2 (ecuacién 2.2.1.6) y se observa su comportamiento ya mencionado

en los extremos.
[zM]zzz{(DeUr)z"“} :q{(DC’fJ(Qz ))2"“}0°5925180° (22.1.6)

1=0,1,2, = 7

Figura 2.2.1.6 Colecci6n de Det J al cuadrado solo para la segunda soluci6n.
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La figura (2.2.1.7) a continuacién muestra el inverso del cuadrado del
determinante (ecuacién 2.2.1.7) donde se pude observar més claramente que
es lo que pasa en los extremos del volumen de trabajo con el miembro de la
ecuacién (2.2.18) ya mencionado.

VR R S D N 22.1.7)
7] oia (DerJ(Bg))"
=,1,2, % 2 0°282<180°

S

NTIICNL]
RO

w
S

!
g
:

Figura 2.2.1.7 Muestra el conjunto del inverso del determinante al cuadrado. Esta
regién es de suma importancia ya que en eila se puede ver como el inverso del cuadrado
del determinante afecta a la aceleracién articular.
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Region geomelrica de la singliidlldatl

En la siguiente figura (2.2.1.8) se puede observar el cuadrado de la

derivada del determinante para la solucién 2 (ecuacion 2.2.1.8) y se nota
como afecta a la aceleracién articular la cual serd sumamente grande en los
extremos. Incluso se puede ver que tan solo en el medio del volumen de

trabajo la pendiente es nula.

(80T = {(d(DetJ{))z,...} = {(d(DerJ(@z)))z,..} (22.1.8)

0°<62<180°

Figura 2.2.1.8 Donde se muestra ¢l cuadrado de la pendiente del Det J
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El fa siguiente figura (2.2.1.9) se presenta el conjunto universal de
soluciones del Det J (ecuacidn 2.2.1.9), es decir los dos conjuntos 1AJ y 2AJ
que como se puede ver en la figura se intersectan en los extremos.

INSYN(SRY, (2.2.1.9)

-5 J ,’ 7 ) o &' 7' 0
~2. \é ‘g,.-". : : ' -1
W AT 52

Figura 2.2.1.9 Se muestran las dos soluciones posibles del Det §, es decir es un
conjunto de todos los posibles escalares Det J.
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En la siguiente figura (2.2.1.10) se muestra la union del inverso de los
dos conjuntos de sotucidn anteriormente mostrados (2.2.1.10) y es importante
destacar que no existe interseccion en esta unién debido a la divisién entre

cero.

AT = AU, AT (2.2.1.10)

&3
{2
o

Sy

R
Sy
a\:\;;\.}\\e SR

Figura 2.2.1.10 Muestra el conjunto de las dos soluctones posibles del inverso
del Det J.
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Espacio operacional

3. ESPACIO OPERACIONAL

El espacio operacional son todas las posiciones y orientaciones que
pueden ser alcanzados por el érgano terminal, Y vectorialmente se puede
representar como (ecuacién 3.1):

oo,
0T,

x'= {eRafo 0 1]7"],001*}:{;?; ]: o, 3.1)

La ecuacién 3.1 nos muestra las formas en las que puede ser
representado el espacio operacional: las primeras dos como descripcién del
sistema de referencia {5} con respecto del inercial {0} y como la tercera un
vector de seis clementos. Cuando se representa como un vector de seis
elementos los primeros tres dan las coordenadas cartesianas mientras que los
dltimos tres representan al vector de giro. Es decir los primeros tres
representan el subespacio de posicidn y los ultimos tres el subespacio de
orientacion.

X

Figura 3.1 Muestra la posicién y orientacién del 6rgano terminal.
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Espacio operacional

En la figura 3.1 se puede observar que el espacio operacional X" ¢s generado
debido a la evolucién de:

¢[-2m,2x]
dml0,11412]
dl[osd!max]

Entonces para un elemento j, X;" serfa (ecuacién 3.2):

0T, (d,+1;)cosg
°or, (d, +1;)seng
. | lor, d+ete, +e
=l 017 ‘ 0 (3.2)
0 0
4

El siguiente conjunto XRC colecciona la cantidad infinita de elementos X'
(3=0,...,%0):

V=21, 2m¥d, = 0,... L+ 1,;Vd, =0,...d, |
o, =@

X" =¢X7 01, =(d,, +1,)cos @ : (3.3)

0T, =(d,, +1;)sen

0T, =d, +¢ +e,+e
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Subespacio operacional de posicién

3.1 SUBESPACIO OPERACIONAL DE POSICION

El subespacio operacional de posicién contiene todas las posiciones que
pueden ser alcanzadas por ¢l 6rgano terminal del manipulador, es decir, es tan
solo una parte del conjunto X" que puede situar a la herramienta sin importar
la orientacién de ésta. Vectorialmente se representa como (ecuacién 3.1.1):

‘0T,

xpt ={%0T}=| ‘01, (3.1.1)
‘0T,

4

Como se observa en la ecuacién anterior el subespacio operacional de
posicién se representa por la descripci6n del sistema de referencia {0} 6 como
una matriz de 3 elementos. Estos tres elementos evolucionan de la siguiente
manera:

°0T, (d,, +1)cose
Xp' =|°0T, | =| (d, +1)sen (3.1.2)
0T,] |di+e e te]

En donde:

o[-27,2n]
dnl0,11+15]
dl[oadlmax]

Las siguientes figuras (3.1.1-3.1.3) muestran la regién de la existencia
de la posicién del Grgano terminal y se podra notar que coincide con el
volumen de trabajo.
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Subespacio operacional de posicion

2568

Figura 3.1.1 Representa al subespacio operacional de posicion, este subespacio
solo abarca la posicién del 6rgano terminal sin tomar en cuenta su orientacion.

500

-~500

T250 — 0 500
250 TRam] =

Figura 3.1.2 Vista superior del subespacio operacional de posicion.
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Subespacio operacional de posicidn

-300

Figura 3.1.3 Vista inferior del subespacio operacional de posicidn. Es
importante recordar que este espacio se genera de la evolucidn la las variables:
(P{'ZTL’—)-TE]- dln[0-11+12]: dl{oadlmnx]-
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Subespacio operacional de orientacion

3 2 SUBESPACIO OPERACIONAL DE
ORIENTACION

El subespacio operacional de orientacién es el otro subespacio del
espacio operacional en el que se toma en cuenta la orientacién de la
herramienta. Se representa vectorialmente como (ecuacidén 3.2.1):

(3.2.1)

Xo+=0{;’R[a,[0 0 1]T]}=

R C© O

Como se nota en la ecuacién anterior el subespacio operacional de
orientacién se representa por la descripcién del sistema de referencia {5} con
respecto del inercial {0} 6 como un vector de tres elementos, de los cuales los
dos primeros son nulos ya que el manipulador solo tiene rotacién en el eje Z.
Este subespacio se generard como muesira la siguiente ecuacitn (3.2.2):

0 0
Xo* =| 0| =|0 (3.2.2)
o Lo

En donde: o[-2m,2n]

La siguientes figuras (3.2.1-3.2.3) muestran al subespacio operacional de
orientacién.
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Subespacio operacional de orientacidn

-230 T

“‘A\L‘\N

—

Y(dm) el

504
Figura 3.2.1 Representa al subespacio operacional de orientacion que es generado por la
evolucién de =0 como resultado de 1a evolucidn de las tres articulaciones.
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200 ¢

()

~230

Y (dm) : 2‘%55}[“]
SHH00

-258 b 250

Figura 3.2.2 Vista lateral del subespacio operacional de orientacién. La orientacién aqui
mostrada tiene un sentido de giro normal y antihorario, esto es: @[-2m,21].
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Subespacic operacional de orientacidn

564

200

(")

~2010

-500

-250

X(dm) § 250
500

Figura 3.2.3 Vista inferior del subespacio operacional de orientacion. Este subespacio
representa al espacio operacional X" tan solo en la orientacién y para todo &i[0,dimud.
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Regiones de solucién del espacio operacional

4 REGIONES DE SOLUCION DEL ESPACIO
OPERACIONAL

Paralelo al espacio operacional existe el espacio articular el cual
contiene a una configuracién j-ésima (ecuacién 4.1) de los cuatro elementos
articulares correspondiente a una posicion en el espacio operacional.
Vectorialmente el espacio articular se compone de cuatro escalares que
corresponden a cada una de los clementos articulares como muestran las
siguientes ecuaciones (4.1y 4.2):

@Rc:{@;}jw 4.1
d,

. 18

0" = 6 (4.2)
93

Teniendo definidos al espacio operacional y al espacio articular se
puede concluir que una solucién ser4 una regla de correspondencia que logre
una imagen del espacio articular en el espacio operacional. Esta regla de
correspondencia estd dada por las reglas G y H. Se le llamardn reglas Gy H a
las reglas que restringen las configuraciones del manipulador para alcanzar un
punto. Estas restricciones son las que definen como ¢l elemento M-OT
siempre serd radial al eje 1 6 2 (figura 2.1, Capitulo 2). Estas reglas se basan
en la descripcién espacial general del érgano terminal (ecuacion 2.7, capitulo
2) y estén en funcién de los cuafro escalares que componen el espacio
articular. A continuacién se muestran las reglas G y H (ecuaciones 43 y4.4).

0
G{d,.6,.6,,6,) = Rot(3,6,+ 6, +6,) = 0 (4.3)
0 +6,+8,

6, +6,+ 8,1, + (8 + 6}, + i,

H(d,.6,6,.6,) =| s(6,+6, + 6L, + (6 + 6, )1, + 561, (4.4)
e te,+e,td
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Regiones de solucién del espacio operacional

Como se puede observar como la regla G especifica la orientacién del
6rgano terminal mientras que la regla H le da la posicién en coordenadas
cartesianas, las configuraciones del manipulador deben cumplir con estas dos

reglas para alcanzar cualquier punto operacional.
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Conjuntos de soluci6n de la posicion

41 CONJUNTOS DE SOLUCION DE LA
POSICION

Como regién universal de solucién entenderemos a un subconjunto
del espacio articular que cumplen con las reglas G y H. Esto es (ecuacién
4.1.1%

T c 0% (4.1.1)

u

, . . . RG
Ahora se supondra otro subconjunto del espacio articular que se llama R™ vy
contiene elementos que no tendrdn una configuracion ttil.

RF = @ (4.1.2)

R - [ o

¥, T 4.1.3)

J=1,0 00

- RG RG - -
Y entonces se hace notar que los conjuntos R~ y ¢T" son ajenos, es decir su
interseccién forma un conjunto vacio (ecuacién 4.1.4):

RFN, T = @ (4.1.4)

Se forma un subconjunto del espacio articular el cual contiene elementos que
permiten alcanzar un y solo un estado operacional. Y queda como:

Te, T  (4.1.5)
y

T= {,T* co|'{*Raf0 0 1J']=6(T"). 0T = H(fT)}}; (4.1.6)

VR V°OT Vi 3T  JR=G(T") y "OT = H(T")

En donde el conjunto ;T se define como:
3

72



Conjuntos de solucion de la posicion

[ ’ dl d]

. T 0 T 191 0 591
T =g, 8, .6, 6] K[el001]]=C o oT=H ', (4.1.7)

2 iv2

:93 193

Como se explicé en la parte de existencia y unicidad existen dos soluciones
que satisfacen las reglas G y H para un mismo estado operacional por lo tanto
este conjunto se compone de dos subconjuntos(ecuaciones 4.1.8-4.1.9):

0

dl d]
T T o T 191 0 191 L
T =|[4, 6, 6, 6] {K[elo01] |=G o [POT=H", (4.1.8)
1¥2 12
6, 6,
[ 0 d, a |
0 ¢
T =|ld .0, .0, ,&]| i Rlafo01]]=G o[0T =H o (4.1.9)
2V 2Y2
i 263 293
Donde cada uno tiene una serie de elementos infinitos (4.1.10-4.1.11):
TR :{J‘*, e@RGlO{SR[a,[o 0 1]T]:c;(;r*j),"m"=H(,.T:)}}J_O (4.1.10)
RG _ + rG|0) 0 r_ + 30 _ +
T —{ZT . €0 | {5R[a,[0 o 1']=6GT7n0r = HET ")}}M,.,,W @i

Y la unién de estos dos subconjuntos tienen como resultado el universo de
soluciones:

j-kl,z)

T ={1} U{ZTJ}R_D,_P;{j Ak 6(T) ol ) (T (4.1.12)

1]
pg
=

A

)
L
3

El
e

i
=
[
Lo
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Conjuntos de solucién de la posicién

o{or, = o{imy)oor, = am uri|* {0k, - e(x) o = HGTY
(4.1.13)

RG __
% ={17

1% = {171} (4.1.14)

J=l, o K=l

Y generalizando:

| =) 0n - |2k = o) ot = M) }
‘ TR = G(,1), 0T, = H( )T eR, = 6,3 ) o, = H(, T )}
(4.1.15)

ST = L T T Ty (4.1.16)

Y si se agrupan por soluciones queda (4.1.17):

"[OR, = G(,T)=G(,T7).00T, = H(,T') = H{,T/ )}}
°l9R, =G(,T;)=G(,T, ). 0T, = H(,T; ) = H(gT;)}},,__ 4117

{ ) ’
141 *2°1
UTRG {

{1

;1 = LT T (4.1.18)

La interseccidén de los subconjuntos 1TRGj y {I‘RGR no forman un
conjunto vacio ya que en los extremos del volumen de trabajo el manipulador
solo puede tomar una y solo una configuracién. Esta configuracién, alrededor
de todo el volumen de trabajo, forma el conjunto de interseccion de los
subconjuntos como se muestra a continuacién (ecuacién 4.1.19):

RG RG
]T ﬂgT — T:rfmnrera

T+ fromtera = TRG y T’:ﬁo”fem €, TRG},,,:]Mm (4 1 . 1 9)

m
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Conjuntos de solucidn de la posicion

Para comprender mejor ¢l conjunto de frontera basta con ver la
definicién del espacio operacmnal donde podemos ver que cn los extremos
del volumen de trabajo °0T,= (l;+1+15)cos(p) y OT =(1;+1,+13)sen{@) donde
¢[-2m,27] para cualquier °0OT, en cualquiera de las dos soluciones.

d, d,
6 6

T:l-ﬁomem — 101 — 201 ,Vm = 1, veny OO (4. 1 .20)
0 0

m n

Como ya se mencioné para cualquier punto operacional se requiere de la
combinacién de 4 escalares para alcanzar cualquier punto operacional para
cualesquiera de las dos soluciones. A continuacion se muestra el elemento j-

ésimo de ;T:

Vi=12Vj=1..,0 (4.1.21)

Si agrupamos a estos elementos escalares segun su naturaleza en un
conjunto quedarfa el articular prismatico y en otro los rotacionales: AR que
contiene todas las configuraciones de la primer variable articular para el
espac10 operacional y para las dos soluciones en cada punto y se le llamara

“regién geométrica escalar de la primer variable articular™; y ; ARC donde 6y
engloba tres escalares (k=1,2,3) para cualquier configuracion en el espacio
operacional en cualquiera de las dos soluciones y se le llamard “regién
geométrica escalar de la variable k para la configuracién i”. A continuacion se
muestran los dos conjuntos:

(AR :{(dI)J}; Vi=12; Vj=1,...,00 (4.1.22)
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Comnjuntos de sofucidn de la posicién

A2 ={(6) fYi=129) =1 Vi=123 4123)

Hablando de la primera variable articular la solucién 1 y 2 son iguales
(ecuacidn 4.1.24):

A=A = A ={(a) ) (41.20)

La primera solucién para las demds variables articulares (ecuaciones 4.1.25-
4.1.27):

it ={(,-91)1,(,-91)2,...} (4.1.25)
A =1(,6).(.6,),} (4.1.26)
9 =1(6)..(.6),-} (4.1.27)

A0 =1(,8),.(,6),0- (4.1,28)
A% ={,6,),.(6),0} (4.1.29)
A8 ={(,6),(,6,),0--} (4.1.30)

Y uniendo estas dos series de conjuntos obtendremos “la regién geométrica
universal escalar de solucién de la variable k”(ecuacion 4.1.31):

S A= AR U AR VE =123 (4.1.31)
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Lonjunios de SGICIGH de ld POosICIuil

500

500
Figura 4.1.1 Muestra al conjunto , A%/, es decir, contiene a los elementos que cumplen

con la segunda solucién para la variable 6, cubriendo el rango [-360°, 360°].
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500
<250
I
o P imm

0t _3‘?'2-*
-239 t

X
-400 ¢

-250 0 fx(mm) 250 500

Figura 4.1.2 Muestra la vista lateral del conjunto , A% cubriendo el rango [-360°, 360°].
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Conjuntos de solucion de la posicion

i
- 500
400 t \\\\
-25
250 2!
y(mm) 500 %
200
01 = T ;,3‘..‘, :’«;’;
~2006 |

500

-250 0 250

Figura 4.1.3 Vista lateral del conjunto (A" es deetr, la primera solucidn para la
variable 0,. Este conjunto retine a todos los elementos que cumplen con ta primera
solucion.

ESTR TEIS HNO DEBE
SMIR DE 1% BISLIGTECA
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5090

500

Figura 4.1.4 Es el mismo conjunto de la figura anterior en una vista inferior, se puede ver
cierta simetria con el conjunto anterior.
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500

250

y(mm}

~-500

400

200

dos soluciones para alcanzar todos

as

J

0s puntos operacionales.

es decir,

RE;
81 ¢

A

.5 Muestra al conjunto

Figura 4.1

I
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Lonpuntos ¢ solUCIon de la Posictldl

400 }
B =
200 ‘
|
,l: g ‘ )
RS b ; |
=5y !
e !
. |
-200 t ‘
Ay (mm)
250
-400 | '
500

-250 0 250 5069

Figura 4.1.6 Vista lateral de ;A% que es Ta unién de los conjuntos Ay’ y LAS . Se
observa como la interseccién de estos conjuntos se encuentra en los extremos del volumen
de trabajo.



SCOHJUIEOS Ul SV b Bd PR ILIVEL

" <50e
N
N 2250
A 0
50
Z80 § 500
i 7 y(mm)
\M&
Mﬁ\
0:07) >
-
200
Figura 4.1.7 Muestra la interseccién de los conjuntos ALy A% que se localiza

{inicamente en los extremos del volumen de trabajo.



Conjuntoes de selucion de la posicion

500

500
Figura 4.1.8 Muestra al conjunto | Ay , es la variacién de la variable 8, para cualquier
movimiento negativo (en sentido horario). es decir, representa la primera solucion para esta
variable.

500

y(mm) § © H\\\\\

500

Figura 4.1.9 Es la vista inferior de la variable 6, para la primera solucion, en la cual se
pucde observar como los valores mdximos se presentan en los extremos y en la parte
inferior presenta un centro gue tiene como radio [80 mm que es la medida del 6rgano

terminal.
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500

500

Figura 4.1.10 Representa la vista superior de la variable 0, en su segunda solucion, para
todos los movimientos positivos. En esta figura se observa como el valor maximo se
encuentra en la parte superior y en el centro y en los extremos se presenia el valor minimo
gue es 0°.

504

500
Figura 4.1.11 En donde se presenta la vista inferior del conjunto , A% que son los

movimientos positivos para la variable 8,.



Conjuntos de solucion de 1a posicion

500

wrsis 7,
YEEETETIAR
EAEN 2

v _H,%,;y;%“v
R e

500

Figura 4.1.12 Es la unién de los conjuntos , A}y y A%, en donde se puede observar que

la interseccion de estos dos conjuntos se encuentra en los extremaos.
500

500
Figura 4.1.12 Es la vista inferior de la unién de los conjuntos (Ay; y , Ay .
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Conjuntos de soluctén de la posicién

500

-500
-8000008E .

e

-“E{‘-\‘
_250 "

\

0

Figura 4.1.13 Es la interseccién de los conjuntos ARy ALY que se presenta en los

extremos del volumen de trabajo.

00

500
Fioura 4.1.14 Es el conjunto , A% que contiene todas las configuraciones de la variable
= ] 1 4 g

0. para la primera solucidn, es decir, para las orientaciones negativas (en sentido horario).
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Conjunios de solucién de la posicidn

500

Figura 4.1.15 Es la vista inferior del conjunto , AR que tiene los valores miximos en los
extremos y fos minimos en el centro que tiene un radio de 180mm que es la longitud del
grgano terminal.

500
Figura 4.1.16 Es la vista superior del conjunto | Ay; que son todas las configuraciones

posibles para la variable 65 en la primera solucidn.
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Conjuntes de solucién de fa posicidn

500

500
Figura 4.1.17 Vista inferior del conjunto  Aj; ., se observa como los valores minimos se
localizan en los extremos y los maximos en el centro que tiene un radio de 180mm que es
la longitud del érgano terminal.

560

580
Figura 4.1.18 Representa la uni6n de los conjuntos ALYy A} . Enesta grdfica se

puede observar como en los extremos existe la interseccién de estos dos conjuntos.

89



Conjuntos de solucién de la posicidn

500

500
Figura 4.1.19 Es la vista inferior con corte del cuarto cuadrante del conjunto, A que

representa la region universal de solucién para la variable 6.

500

~500
~-0.000CH

500

Figura 4.1.20 Es la interseccién de los conjuntos | A, y ,A§; que como se observa solo

se localiza en los extremos.
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Conjuntos de solucién de la velocidad

4.9 CONJUNTOS DE SOLUCION DE LA
VELOCIDAD.

El “espacio articular de velocidad” se define como el conjunto de
elementos como el elemento j-ésimo (ecuacién 4.2.2) que contiene cuatro
escalares que representan la magnitud de velocidad de cada uno de los

elementos articulares.

ov={oj} 42D
4

., |6

o= 422

=g (422)
6,

i

El conjunto de solucién de velocidad serd un subconjunto del espacio
articular (ecuacién 4.2.3):

" = @ (4.2.3)

Existe otro subconjunto del espacio articular de velocidad (ecuacion 4.2.4) en
el cual estén contenidas configuraciones de los cuatro elementos escalares no
dtiles para el manipulador. La interseccién de este subconjunto y el conjunto
de solucién de velocidad formardn un conjunto vacio (ecuacién 4.2.6).

R @ (4.2.4)

§RG :{5; c @RG §J+ EgRG} (425)

¢ NEC = (4.2.6)
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Conjuntos de solucidn de la velocidad

Para que un elemento pertenezca al conjunto de solucién de velocidad tiene
que cumplir ademés con una transformacién lineal que es el inverso de la
matriz del jacobiano. La matriz del jacobiano como ya se menciond
anteriormente es una transformacién lineal temporal que relaciona al espacio
articular y el espacio operacional. La matriz del jacobiano estd en funcién de
tres variables articulares que son 0y, 6, y 03, y a este conjunto se le llamara

H.
c={is" 6" = J7(,HT)X} (4.27)
En donde:

I tQB]T=J“(,.6,,,92,1.93)Xﬂ (4.2.8)

Y para cada solucién:

[l 6 6 6] =r(0,0.,0)%]] @29

[bd 46 26 0] =77(8.6.,0)%]] 42.10)

Las dos soluciones forman dos subconjuntos del conjunto (¢ (ecuaciones
4.2.11y4.2.12):

le:,*:J“(lH*)X} (4.2.11)

! 4=0,.00

IQRG = {IG_T e O

" ={ogl €0 =T BT (4.2.12)

=0),. ;oo

92



Conjuntos de solucién de la velocidad

Ademds, la unién de estos dos subconjuntos forman al conjunto universal
donde se tendrdn todas las posibles configuraciones como se muestra a
continuacién (ecuaciones 4.2.13-4.2.15)

2670=6%U,6" (4.2.13)

ngc = ]g{
26

UgRG - {1 Q;’z g;}Fo,...«» . (4.2.15)

+ _ -l +3\ vy
6 =7 }(‘Hl )X.’ (4.2.14)
260 =J7 (2H:)X ;

De esta manera:

g;es _ Nl M- =J#l(1H1+)X,1'§2+
’ 2‘;1Jr|2§1+ :J71(2H1+)X$2g2+

6 =T (‘H;)X""’} (4.2.16)

26 = (LHD)X e

S =16 G s 6 2 G ) (4.2.17)

Y si se agrupan segin el estado operacional:

G {1€1+,2€1+ 16 = J_l(lH:)X - J—I(?-Hr)X}’

= TN (4.2.18)
Liragili =77 (B )X =07 (1 )X e

1%

™ ={la st {ig et (4.2.19)

En cualquier configuracién de velocidad los elementos cscalares de un
subconjunto tendrdn que ser contrarios a los elementos del otro subconjunto

(excepto d,). Sin embargo la interseccién de los subconjuntos 1¢° y 6" no
forman un conjunto vacio (ecuacioén 4.2.20).
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Conjuntos de solucién de la velocidad

¢'Nyet 2D (4.2.20)

El elemento j-ésimo de cualquiera de las dos soluciones contiene a los cuatro
escalares (ecuacién 4.2.21) que representan la velocidad de cada una de las

articulaciones.

=12 =100 (4.2.21)

S, =

Si agrupamos a estos elementos escalares segln su tipo en un
conjunto quedarfa el articular prismdtico y en otro los rotacionales: ;A% que
contiene todas las configuraciones de la primer variable articular para el
espacio operacional (j=1,...,00) y para las dos soluciones (i=1,2) en cada
punto y sc le llamard “region geométrica escalar de velocidad de la primer

variable articular’; y A% donde 6, engloba tres escalares (k=1,2,3) para

cualquier configuraci6n en el espacio operacional (j=1,...,%0) en cualquiera de
las dos soluciones (i=1,2) y se le llamard “regién geométrica escalar de
velocidad de la variable k para la configuracién i”. A continuacion se
muestran los dos conjuntos:

A ={(dl)1}; Vi=12 Vj=1,..,00 (4.2.22)

ARG — {(;9}())}; Vi=12Vj=1..,00Vk=123 (4.2.23)

1778k

En la primera variable articular la solucién 1 y 2 son iguales (ecuacion
4.2.24):

ARG = ARG = A6 {(31)1,(65’1)2,--} (4.2.24)

Ptha T2 4l
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Conjuntos de solucién de la velocidad

L.a primera solucién para el conjunto de “region geométrica escalar de
velocidad de la variable k para la configuracién i” (ecuaciones 4.2.25-

4.2.27):

A% ={(.6, ) (.6, (4.2.25)
(A = {(192)1,(,9'2)2,...} (4.2.26)
A% ={(,6,),,(6,),- (4.2.27)

AL =1(,6),(:6),) (4.2.28)
A% ={(2é2)1,(29'2)2,...} (4.2.29)
ARG = {(293)1,(2@)2,...} (4.2.30)

Y si las dos soluciones se juntan formaran “la regién geométrica universal
escalar de solucién de velocidad de la variable k”(ecuacién 4.2.31):

A= AU LAY YR=123  (4.2.31)

USte T o ?
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Conjuntos de solucidn de la velocidad

53

01/ -50

530 -500

Figura 4.2.1 Es el conjunto , A}, y representa todas las configuraciones de velocidad

positiva (en sentido horario) para la variable Q para una velocidad de (3000,0) mm/s.

50

611/5) ”'/i” -
T -50
: x{mm 251 308
D

—Z3U

Figura 4.2.2 Es la vista lateral del conjunto LAY para una velocidad del manipulador de

(3000.0) mmy/s. Se observa como en los extremos del volumen de trabajo la velocidad
aumenia considerablemente.
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Conjuntos de selucicn de la velocidad

gil/s) -50

Figura 4.2.3 Es el conjunto , A% es decir. es la segunda solucién de fa segunda variable

articular para la velocidad cuando el manipulador tiene una velocidad (3000,0) mm/s. Se
nota como en los extremos del volumen de trabajo existe un gran aumento de la velocidad.

50
6(l/s) o
50

GO

500

Figura 4.2.4 Vista lateral del conjunto (A% con una velocidad de (3000,0) mm/s del

drgano terminal.
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Conjuntos de solucién de la velocidad

: 50
Gilis)

500 -5010

Figura 4.2.5 Muestra la unién de los conjuntos | A, y , Agy donde se puede ver que son

perfectamente simétricos.

o e R ~500
9‘(1/5) D 2 PO —250
->0 x{mm) 250 D = o511 500

Figura 4.2.6 Es la vista lateral de la unién de los conjuntos ALy Ay donde se puede

ver aun mas la simetria que existe entre ellos.
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Conjuntos de selucion de la velocidad

5040

Figura 4.2.7 Muestra el conjunto (A% que es la primera solucion para la tercera

variable articular. Son todas las configuraciones negativas (en sentido horario) de esta
variable para un velocidad del érgano terminal de (3000,0) mm/s.
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Conjuntos de solucién de la velocidad

500 -580

100 500

g.(l/sy 50F
B 0

-50
-140

Figura 4.2.8 Vista inferior del conjunto (A% con la misma configuracion de velocidad

que la anterior.

190 F
-5
50

0.0175) gl

—sot

-100 &

309

Figura 4.2.9 Es la vista lateral del mismo conjunto anterior. En esta figura se puede ver el
aumento de velocidad en los extremos de volumen de trabajo.
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Conyuntos de soluctdn de la velocidad

500 ~530

Figura 4.2.10 Representa al conjunto Ay que son todas la soluciones de velocidad

posttiva para la tercera variable articular con una velocidad del érgano terminal de (3000,
0) mm/s.
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Conjuntos de solucidn de la velocidad

500 -500

100 ,
50

-519
. -100

g1/ s}

Figura 4.2.11 Vista inferior del conjunto anterior. Se observa una gran variacion de la
velocidad en los extremos del volumen de trabajo.

o [ 2N
-100 g =250

' x(mm 500

5
Figura 4.2.12 Vista lateral del mismo conjunto donde se puede ver con mds claridad el
efecto de la cercania a los puntos singulares.



Conjuntos de selucion de la velOclddd

530 -500

Figura 4.2.13 Muestra la unién de los conjuntos ALy A Eneste conjunto se

muestran todas las posibles configuraciones para la tercera variable articular para la
velocidad. Este conjunto muestra una notoria simetria.
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Conjuntos de solucion de la velocidad

500 -5C0

\\ -250

50

6:(”.5') q
-50
-160

X(inm) 530

Figura 4.2.15 Muestra el conjunto | A7 . es decir. es la primera solucidn de la cuarta

variable articular para una velocidad def érgano terminal de (3000, 0).
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Conjuntos de solucién de la velocidad

500

/—ZV

9*11/.9) -
.1

560

Figura 4.2.16 Vista inferior del conjunto anterior. Se nota en este conjunto un rango mas
pequefio que en las otras variables.

5810

Figura 4.2.17 Es el conjunto de solucion , Ay] que es la segunda solucién para la cuarta
variable. son todas las configuraciones de velocidad positivas posibles. La velocidad del
manipulador es de (3000,0) mmy/s.
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Conjuntos de selucidn de la velocidad

570

500
Figura 4.2.18 Vista inferior del conjunto anterior, en donde al igual que todos los
conjuntos de velocidad se ve su simetria.

|

i
]

zzzzzzz
ffffff

9.(1/.&‘}'535

R !
e

Figura 4.2.19 Es la unién de los conjuntos | A5/ y , ALJ para una velocidad del érgano
terminal de (3000.0) mm/s.

500
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Conjuntos de solucidn de la velocidad

50 ¢

. 2

6.0175) “2
-25
—51i

Figura 4.2.20 Es la vista lateral del conjunto anterior. En comparacién con los conjuntos

de las demds variables articulares esta conjunto presenta un rango muy pequeo siendo la
misma configuracién de velocidad. Sin embargo se tiene cambios bruscos de velocidad que

es lo que quiere evitar

300

B.(l/s)

500

Figura 4.2.21 Vista inferior del mismo conjunto . Como se observé en todas las uniones
de los conjuntos se presenta una clara simetifa entre estos lo que ayudard a ver que la
interseccion de estos conjuntos solamente existird cuando la velocidad sea cero
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Conjuntos de solucién de la aceleracion

4.3 CONJUNTOS DE SOLUCION DE LA
ACELERACION

El espacio articular de aceleracién contiene a todos los elementos que
cumplan con la forma de la ecuacién (4.3.2) que es un elemento que contiene
4 escalares que representan la aceleracién de cada elemento articular.

éRa:{é;}Fl_m (4.3.1)
d,

|8

ta| 4.3.2

@J 92 ( 3 )
6,

La regién geométrica de solucién de la aceleracion se entiende como
un subconjunto del espacio articular de aceleracién que ademds cumple con
otra regla que se mostrard mds adelante. Si esta regién de solucién conticne
ademds a todos los elementos posibles se le denominard “regién geometrica
universal de solucion”.

RG — (RO (4.3.3)

[1]

u

Existe ademds otro subconjunto del espacio articular de aceleracion,
en el cual estan contenidos todos los elementos que no tiemen ninguna
configuracién 1til para el manipulador (ecuaciones 4.3.4 y 4.3.5). La
interseccién de este subconjunto con el subconjunto llamado regién
geométrica de solucién de la aceleracién formara un conjunto vacio (ecuacion
4.3.6).

'O O 4.3.4)

¥ie, =) (4.35)

J=luee

bro=fyred”
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Conjuntos de solucién de la aceleracién

B,E =0 (4.3.6)

Existe un conjunto que solo contienc elementos que son ftiles para formar
una configuracién dtil del manipulador, es decir, cumple con una regla para
formar configuraciones ttiles y ademéds es un subconjunto de la regidn
geométrica universal de solucién (ecuacion 4.3.7).

Ec,E" (4.3.7)

En la parte de modelacion se mostrd como con una transformacién lineal,
que es la matriz del jacobiano, con la cual se podfa relacionar el espacio
operacional de velocidad con el espacio articular de velocidad, si se deriva
esta ecuacion se obtendra:

O=J"X+7"'X (43.8)

Y esta serd la regla que se deberd cumplir para que un elemento forme parte
este conjunto.

La matriz del jacobiano estard en funcién de las tres variables articulares
rotacionales y la derivada de la matriz del jacobiano estard en funcién de las
tres variables articulares y de su derivada, para esto se definen los conjuntos
HyK:

H' = (4.3.9)

oD o
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Conjuntos de solucion de la aceleracion

oD

K+

~
<.

(4.3.10)

. .

De esta manera el conjunto = queda:

z={ = c@|z ="k )X+(HT)X] (43.11)
En donde:
= = [d1 61 8, é3]T ['&‘ ‘él 'éz fé3]T=

j“l(ngl’iBZ’l 93’191’19.2”9‘3)‘).(-'_ Jul(iel’l 92’;93)X
(4.3.12)

Y para cada solucién:

.. .. . .. d 7] =
1E1L = [1d1 191 192 193]T {[1 | 191 e 193] }

T (10,100 0306111601 8,)X + 7,6, 0,.,,6,) X
(4.3.13)

W i .6 .6 6] =
33*2 [2d1 261 292 293]T {[2 | 29] 292 293] }

j‘l(zel’Z 92 »2 93"2 6.152 92’2 63)X + 1_1(261’2 92’2 93)X
(4.3.14)

Los dos conjuntos que forman las dos soluciones son subconjuntos de la
regién geométrica de solucién universal y los dos cumplen con la definicion
de aceleracién (ecuaciones 4.3.15 y 4.3.16):
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Conjuntos de solucién de la aceleracion

oz - (& )k e ()R} @3.15)

j=0,. .0

20 ={,=1 8,5 = (LK) X+ H)R)  (43.16)

Ademds la unién de estos dos conjuntos forman la regién geométrica
universal de solucidn, es decir, si estos conjuntos se uncn contemplaran a todo
el universo de configuraciones ttiles (ecuaciones 4.3.17 - 4.3.19):

LEF=2%U,2* 4.3.17)

JEF = . . (4.3.18)

Asi para cada configuracion:

Er = J"(le)mr‘(lﬂﬁ)i,lzg

& =J (k)X + 77 1)K

Er =0 (KX + J7(LH )X ,E;

L2y = d (LK )X+ 07 (LHY )X

o Hy)X}
[, =0 (k)X +77'(H)X = JLED) X+ 77 Hy) K oo
(4.3.22)
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Conjuntos de solucién de la aceleracion

[t}

RG _ {{IEf’szEf}, (2 =S }""}j=o. o (4.3.23)

U

Al igual que en la regién geométrica de solucion de velocidad los dos
subconjuntos tendrdn en los escalares que representan las articulaciones
rotacionales el mismo valor absoluto pero distinto valor relativo, es decir,
tendrdn la misma magnitud pero sentido contrario(excepto d,). Sin embargo

su interseccién no forma un conjunto vacio (ecuacién 4.3.24).

(1]

RO SR 05 (4.3.24)

El elemento j-ésimo en cualquiera de las dos soluciones estd compuesto por
cuatro escalares que representan la aceleracion lineal o angular de cada una de
las articulaciones.

1
G ] i1V 1e (4.3.25)

(1]

+ __ i
P =
re?.

6,

i

i

i

Si se agrupan a estos elementos escalares segin su tipo, en un

conjunto quedaria el articular prismético y en otro los rotacionales: (AR que

contiene todas las configuraciones de la primer variable articular para el
espacio operacional (j=1,...,00) y para las dos soluciones (i=1,2) en cada
punto y se le llamard “regién geométrica escalar de aceleracién de la primer
variable articular”; y Al donde 6, engloba tres escalares (k=1,2,3) para

cualquier configuracién en el espacio operacional (j=1,...,0) en cualquiera de
las dos soluciones (i=1,2) y se le llamard “regiéon geométrica escalar de
aceleracién de la variable k para la configuracién i”. A continuacién se
muestran los dos conjuntos:

(AR = {(if;),}: Vi=12; Vj=1,..,00 (4.3.26)
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Conjuntos de solucion de la aceleracidn

it ek i

A% = {(.é’k)j}-,w:l,z; Vj= 1,00 VE=123  (43.27)

En la primera variable articular la solucién 1 y 2 son iguales (ecuacion
4.3.28):

ARG =, RO = AK ={(c}f,)l,(&l)2,...} (4.1.28)

1 i1 T2 dl

La primera solucién para A% (ecuaciones 4.3.29-4.3.31):

w0 =16),.(,6),] (4.3.29)

A2 ={(,6),(.8),- (4.330)

A =1(,6),(6), ) 4.331)
Y para la solucién 2:

N ={(Zé;)l,(29;)2,...} (4.3.32)

A =1(,6),(:6), ] (4.3.33)

A8 =1(,6)(:6),- (4.3.34)

Y con la unién de estas dos series de conjuntos se obtendra “la regién
geométrica universal escalar de solucién de la variable k”(ecuacion 4.3.35):

g AR = AU AL VR =123 (4.3.35)

g UTTor a0

113
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500 -5040

Fioura 4.3.1 Muestra al conjunto ARG que es la primera solucién para la secunda
= J 1 a q p fo=]

\ agiable articular. Los valores de la aceleracion estin divididos entre 100 para darle mds

proporcion a la grafica.
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-250
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Conjuntos de solucion ge 1a aceistaviue

500 500

-500

Figura 4.3.3 Esta es una vista inferior del mismo conjunto (A% considerando una

velocidad de [3000,3000] (mmy/s) y una aceleracion de [1000,1000](mm/sz). Fn esta vista
se puede observar gue existe simetrfa en fa parte central con respecto a la parte superior.
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Conjuntos de soluctdn de la aceleracion

HitlsT)

gl/s)

Figura 4.3.5 Es la vista lateral del mismo conjunto. Se puede observar una gran similitud
con la primera solucién del mismo conjunto linicamente se presenta un cambio simétrico,
esto se podrd notar al presentar a las dos soluciones juntas.

©90 -500

Figura 4.3.4 Se muestra al conjunto . Al considerando una aceleracion de

[1000. 1000}(mm/32) y una velocidad de (3000,3000}(mm/s).

180 ¢
C ‘ " Fr =i
-0 _ LA Lt |
-50GC -2540 0 250 SHE 250 0 -250
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500 s5qno

-500

w7
--1ao

Figura 4.3.6 Es una vista inferior que representa al mismo conjunto , Aj] donde al igual

que la primera solucién se nota simetria en la parte central.
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Conjuntos de solucién de la aceler

14

precia mds la simetri

isea

. Aqu

RG
2A3‘1

y

RG
existente entre las soluciones 1 y 2.

a1l

Figura 4.3.7 Es la unién de los conjuntos (A
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500 s5qp

-500

- -

197 N
%BQ(I/’S‘)f

1

50
~100

Figura 4.3.8 Es un vista inferior de la unién de los conjuntos | A%’ y , A%y representa

todo el universo de soluciones para la segunda variable articular.
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500

250

500
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Figura 4.3.9 Que representa al conjunto | Ay}, es decir, son todas las posibles

configuraciones de aceleracién para la tercera variable articular en su primera solucién.
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1000

500

~-500

-1000} /2
-500 -250 0 250 500250 0 -250

Figura 4.3.10 Es una vista lateral del conjunto , A%S considerando como en todas las

regiones geométricas de solucidn de esta parte una aceleracidn de [1000, 1000] (mm/s”) y
de velocidad [3000, 3000] {mm/s).
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-500 -5080

-1008

500

Figura 4.3.11 Que representa al mismo conjunto (A% Los valores de la aceleracion

estan divididos entre 100000 para darle proporcién a la gréfica, esto debido a que en el
centro se disparan los valores.
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500
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-300
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Figura 4.3.12 Es el conjunto , A , es decir, son todas las configuraciones posibles para

la segunda solucién de la tercera variable articular.
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1000

500

-500

-1000 Vil :
-500 -250 i 250 500250 D -250

Figura 4.3.13 Es la vista lateral del conjunto , A% Aqui también se puede ver como en

el centro se presentan picos muy altos y bajos.
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-500

560

Figura 4.3.14 Muestra una vista inferior del conjunto , A}S . En esta figura se puede
1] EA P g P

observar como la regién geométrica de solucién es perfectamente siméirica tanto vertical
como horizontalmente.
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0
00 g xmm)
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Figura 4.3.15 Este es la unién de los conjuntos A%y , A% aqui se puede ver como las

soluciones 1 y2 son simétricas.
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Figura 4.3 16 Es una vista inferior de la uni
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22 : 7 RG
Figura 4.3.17 Es un corte de la unidn los conjuntos ATy LAY
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500

Figura 4.3.18 Que muestra al conjunto (A%, es decir, todas las posibles configuraciones

de la cuarta variable articular para la primera solucion.
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Figura 4.3.19 Es el mismo conjunto , A% pero en una vista diferente. Se puede ver como

una combinacién de las regiones geométricas de aceleracidn de las dos articulaciones
anteriofres,
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Figura 4.3.20 Es el mismo conjunto A% peto con un corte a la mitad donde se podra

ver adn con mds detalle la idea de que es la combinacién de las regiones geométricas de
aceleraci6n las dos articulaciones anteriores.
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Figura 4.3.21 Esta es una representacion del conjunto , A% es decir, son todas las

onfiguraciones de aceleracion para fa cuarta variable articular en su segunda

posibles ¢
solucion .




Conjuntos de solucién de la aceleracién

500

il

Figura 4.3.22 Este es una vista diferente del mismo conjunto , A® al igual que las dos
& ] , 1\ gy aligualq

regiones geométricas de aceleracion anteriores las soluciones 1 v 2 presentan simetria una
con respecto a la otra.



Conjuntos de solucién de la aceleracion

1060
500 L
B, 0 9’3 (1/ S?) ;‘

-500

500

Fioura 4.3.23 Vista inferior del conjunto , AT . Como en todas las regiones
E i ERAPS g

geométricas de esta parte se considera una aceleracion de [1000, {000] (mm/sz) y una
velocidad de [3000, 3000} (mmys).
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500
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7 500

Fioura 4.3.24 Representa la unién de los conjuntos , A, y ,A§, donde se puede
& p J 1° %83 27483

apreciar ahora mds claramente la simetria entre €stos dos conjuntos.
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Figura 4.3.25 Es un corte de tres cuartas partes de la region geométrica de la unidn de los

. o 18]
conjuntos | Ay y LAY,



Las regiones de solucién y su efecto en la trayectoria

5. LAS REGIONES DE SOLUCION Y SU EFECTO
EN LA TRAYECTORIA

En esta parte se tratard sobre el vinculo que existe entre las trayectorias y
las regiones geométricas de solucion .

Para entender lo que se explicard mds adelante se debe comprender
claramente lo que son las trayectorias.

Por trayectoria se tienen dos acepciones: la primera que seria perfil de
trayectoria, que es una grafica que involucra a la evolucién del tiempo con
posicién, velocidad y aceleracién, y la de lugar geométrico de la trayectoria
que serian una serie de puntos cartesianos por donde pasard el oOrgano
terminal.

En esta parte se utilizard al perfil de trayectoria como medio de
comparacién ya que se podré en estas gréificas encontrar la evolucion del
movimiento del 6rgano terminal, ya sea posicién, velocidad o aceleracion,
conforme al tiempo. Entonces se comparardn con las regiones de solucion que
son, como ya se menciondé anteriormente, un subconjunto del espacio
articular que cumplen con las reglas G y H, es decir, serdn conjuntos que
representen al total de soluciones posibles a cualquier punto operacional del
manipulador y donde ademds sc podrd deducir la localizacion de los puntos
singulares.

Antes de continuar cabe mencionar que la trayectoria que se busca para
este manipulador debe ser eficiente pero por la naturaleza de las obleas de
silicio debe presentarse, al mismo tiempo, sin cambios repentinos en la
velocidad y aceleracién. Para que la trayectoria sea aceptable debe cumplir
ademds con los limites de saturacién para que no excedan la capacidad de los
actuadores, no se produzca resonancia en la estructura del manipulador, ni
exista la posibilidad de que el d6rgano terminal suelte al objeto de trabajo.
Ademis necesita tener el mejor comportamiento posible en su cercania a los
puntos singulares.
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Las regiones de solucidn y su efecto en la trayectoria

El tipo de trayectoria que cumple mas ampliamente con estas expectativas
es la de tipo quintico'. Este tipo de trayectoria se rige por polinomios de grado
cinco, de ahi el nombre de quintico. Las curvas en este movimiento son
“suaves”, es decir, guardan un cambio discreto en la velocidad y aceleracion.

A continuacién se muestran los perfiles de posicién, velocidad y
aceleracién (figuras 5.1, 5.12 y 5.13):

Figura 5.1 Perfil quintico para la posicion

1000 + -
900
800 +
760 -
600

500 1
400 1
300

200 -
100

Posicidon {rmm)

10

Tiempo (seg}

" Segiin Reporte del Seminario de Investigacién Doctoral 1. Judrez Campos, Ignacio. 1997. DEPFI-UNAM
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Figura 5.2 Perfil quintico para la velocidad

DO g+ « v = o = o oo s e e oo .
180
i60
140 -
120 +
100 -
80 |
60 +
40 +
20

Velocidad(mm/seg)

Tiempo (seg)

Figura 5.3 Perfil quintico para la aceleracion

[0 S — -

40

20 +

20

Aceleracién(mm/seg?)

-4Q

Tiempo(seg)

Estos perfiles son regidos por la siguientes leyes matemdticas (ecuaciones
5.1-5.3).

5
Posicién g()= Y at (5.1
=0
Velocidad L;(o:%(;—): i’ (5.2)
i=0
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.. . dz‘i’(l‘) 3 . . —2
Aceleracion  §(t)=—7 "= Y (i)i-Dat (5.3)
i=0

Y evaluando en condiciones iniciales y finales (t=0 y t=t¢) sc obtienen los
coeficientes que definen al polinomio (ecuaciones 5.4-5.5).

a,=a,=a,=0 (5.4)

a3=10{%r—} (5.5)

ty

a4=_15(‘i—f] (5.6)
t

o = 6[ 4 J (5.7)

Asi el perfil queda definido como (ecuacién 5.8):

3 4 5
Q(r):qf{lo[iJ ~15(i} +6[L} }; v, 0<:i<t, (5.8)
t t t
2 3 4
a0 =q,4300 L -6ol & l+30{ ik vr, 0y, (5.9)
! I Ly ty
. t* ¢
q(z):qf{60(t —180[g]+120[?}{}; Vi, 0<t<t, (5.10)

Al igual que en otras tareas de manipuladores como en soldadura o en
corte, el transporte de los discos de silicio requiere de un periodo estacionario
donde se conserve una velocidad lineal constante y mantener el [imite
méximo de aceleracién radial para evitar el movimiento relativo del érgano
terminal con respecto del disco. El perfodo estacionario se controla por el
pardmetro n>2 que influye en la duracién de los dos periodos transitorios:
(1/n)t;. Estos dos perfodos transitorios estdn interrumpidos por un perfodo

|~

e
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estacionario (sin aceleracién). A continuacién se mostrardn los perfiles
correspondientes a la posicidn, velocidad y aceleracion (figuras 5.4-5.6).

Figura 5.4 Perfil quintico para la posicion con periodo
estacionario, n=3

FOO - = oo oo o v o TS S s s £ T S
600
__ 500 -
E
E 400 |
=
]
2
2 300
=]
o
200 +
100 +
0 bl I et e o
[wn] [{o] ] o0 < [ L 4] [+3] < [{e] (s} o <0 <+ (=]
[{e] o o o V] = 0w 3] (9] 3¢l 3] [22) [Ie) o ~—
[1e] o« & o m 2] o> [} o w0 ] [=2] © (4]
CENR - B R T O T A T T
S o~ — ol o o uw oW [ S S I~
Tiempo(seq)
Figura 5.5 Perfil quintico para la velocidad con periodo
100 estacionario, N=3.. ...
30 |
80
w 70
£
E 60
® 504
b=
g 40+
S g0t
20 ¢
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0 : tomsd S : e e e
°© 2 ¥ 233888388 e B Q& =
R Ry - R B I I - I B~ B B
© B 6 B on DD g OA D
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Figura 5.6 Perfil quintico para la aceleracion con periodo
estacionario, n=3.
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Aunque en estos perfiles solo se muestra n=3 como ya se mencioné n
puede ser mayor ¢ igual a 2.

A continuacién se muestran la ecuaciones que rigen las trayectoria de la
posicién, del primer transitorio, del periodo estacionario y del segundo
transitorio (ecuaciones 5.11-5.13).

Fase 1 (primer transitorio):

3 4 5
_ 300n-2) ], {wJL {EJL {g)i . i
q(')"{qf(l_32+30(n—2))} "2\ ) Ty ) TR A, 2 0srs

(5.11)

Fase 2 (estacionario):

q(f):q(i}é(i)*{r-ﬂi}; iétﬁ(n—])ff (5.12)
n R n R n
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Fase 3 (segundo transitorio)

wlo [ 30(n-2) )|,
A=V T 30300 2)

1‘— n—2I ’ , n—-ZJt ! o n—Zt
,{ 10 n )7 o 15 n )7 5[ 6 n )’ St (n=-2
W=t - | —— s | | (T, tk
2 1; 2 t 2 i n n
n-1 <
!_{Sf._tf

I

(5.13)

El perfil de velocidad se rige con las siguientes ecuaciones (ecuaciones 5.14-
5.16);

Fase 1

) 30r-2) |, a[@)i_{@)i s[ﬂ)i . i
Q(f)_{qf{l 32+30(n—2)]} {n 23 f} n 4 t; +n 25 tj- ; 0€1< "

(5.14)
Fase 2
If tf n—1

q(f):q(;—], jszs( ]tf (5.15)
Fase 3

) _30(e-2) M,
g{1) = {qf[l 324+30(n —2))}

(5.16)

Y finalmente las ecuaciones que rigen el perfil de aceleracién (ecuaciones
5.17-5.19):
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Fase 1

o 30(n-2) V.| s(60 j___4(§@]£2 s(Eﬁjii . i

"(r)_{qf(l_32+30(n—2)}} {"(23][:}] o\ T T NE OF
(5.17)

Fase 2

, (5.18)

Fase 3
o 30(n-2) 1,
= {qf (l 3243001 - 2))}

- f I _
n“(@J —n’ mn{lgoj z +n5(——ﬁ120) n -] <r<t

3 4
t 2
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Se realizd una simulacién como ¢jemplo que va de [479.9,0,100lmm a
[0,479.9,200Jmm en linea recta. La duracién de la trayectoria es de 10
segundos. En la siguiente figura (5.7) se muestra la velocidad de la scgunda
variable articular.

Velocidad de la segunda variable articular

0.6 =2
0.4+ n=3
0.2 n=4
o[ ZENSEERRITTH PN FENITRRTIC S TRRTTEMTIN Ny, 11 =5
n=6

0200 8 45 04 32 40 48 56 64 72 80 n=
-04 1 n=8
-0.6 n=9

Tiempo(seq) n=10
Figura 5.7

Ahora se comparard con la regién geométrica de solucion de la segunda
variable articular (figura 5.8) para una velocidad de [-3000,3000] mm/seg. La
figura muestra una vista lateral del corte del primer cuadrante que es donde se
lleva acabo la trayectoria que estéd representada por la linea negra.

Figura 5.8 En esta figura se aprecia notablemente la influencia de la regién geométrica
si la comparamos con la trayectoria (figura 5.7)

Como complemento a la figura 5.8 en la siguientes figuras (5.9-5.11) se
muestra una vista superior de la misma grafica donde se podra corroborar este
efecto en la trayectoria.
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0 Seg.

Figura 5.9 Es una vista superior del primer cuadrante, la trayectoria que esta
representada por linea negra, comienza en ola esquina inferior derecha del la figura.

Fi gura 5.10 Muestra una vista de frente a la trayectoria (linea negra) que inicia por
la parte mas baja de la figura.
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Figura 5.11 Es una vista inferior en donde la trayectoria comienza por el lado
izquierdo y acaba en el extremo derecho.
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Ahora continuando con el mismo ejemplo pero con la tercera variable
articular, se muestra el perfil de evolucion de la velocidad de esta variable.

Velocidad de la tercera variable articular

i
08+
0.6 1 L
n=2
0.4 1
n=3
0.2t n=4
¢ et : : -+ n=5
o [{e] €D [a} [Ty] [ns] [<o] o o [Xo] [10] — =T
-0.2 5 8 8 ¥ _Z 8 2 ¥ ¥ @8 8 B 2 n=6
— o) =t «©Q (34 <t (<] I~ @D o [\ e
= o] — — [ 23] — @w — I~ & P~ n=7
04 & 7 T 9 © g 2 8 X 8 8 s
= N Y S N N - n=8
-06 L
n=9
-0.8 n=1o]
-1
Tiempo(seg)

Figura 5.12 Muestra la evoluci6n de la velocidad de la tercera variable articular

A continuacién se presenta una vista lateral de la region geométrica (figura
5.13).

0 200 400

Figura 5.13 Vista lateral de la region geométrica de solucién. La linea negra indica la
trayectoria que comienza de izquierda a derecha.
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Figura 3.14 Vista superior de la regién geométrica mostrando por donde pasa la
trayectoria (1inea negra). Compardndolo con la trayectoria se puede apreciar con detalle el
efecto de la regién geométrica: en las orillas se localizan los puntos mds altos y mds bajos

mientras que en la parte céntrica se presentan valles.
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Figura 5.135 Muestra la vista inferior de la regién geométrica y la trayectoria (linea
negra) que comienza de izquierda a derecha
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Siguiendo con el mismo ejemplo pero ahora con la cuarta variable articular
<e muestra a continuacién la evolucion de la velocidad de esta variable.

Velocidad de la cuarta variable articular

05
1
0.4 ik
03+
i —_—
02 1 n=2
0 n=3
4 2 n=
01 - : n=
> © e 2 3y 2 L g 5 it
01 = © o o] < =) ) — =)
5 & % 8 88 2 ¢
I ¥ 8 © & o & v @ n=7
02 & &N o u o @ g =
I = - - N ™ ™ It} n=8
-0.3 { n=9
! 1
04 ——n=10_
i

Tiempo(Seg)}

Figura 5.16 Muestra la evolucién con el tiempo de la velocidad de la cuarta variable.

Ahora comparandolo con la regién geométrica (figura 5.17):

0 Seg. E Rl

Figura 5.17 Vista lateral de la regién geométrica. Se observa como al igual que la
trayectoria la region geométrica presenta una simetria muy clara con respecto al tiempo.
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Figura 5.18 Vista superior de la region geométrica de la cuarta variable articular. Aqui
también se puede ver como la interseccidn de la trayectoria con la superficie que representa
la regidon geométrica se encuenira en el centro.
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Figura 5.19 Vista inferior de la regién geométrica y la trayectoria
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Para dar otro ejemplo ttil s realizard una trayectoria negativa sobre el eje
y en donde se usard toda la capacidad del manipulador para moverse. A
continuacién se muestra el perfil de trayectoria de la velocidad de la segunda

variable articular (fig. 5.20):

Velocidad de ia segunda variable articular
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Figura 5.20 Muestra el perfil de trayectoria de la velocidad . El punto inicial es
[0.480.100]mm y el punto final [0.180.100}mm en un tiempo de 7 segundos.

Ahora se mostrard una vista lateral de un corte del primer cuadrante de la
regién geométrica de solucién (figura 5.21) donde se podréa ver la influencia
de ésta en la trayectoria.
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Figura 5.21 Es una vista lateral de un corte de la regién geométrica de solucion.



Las regiones de solucién y su efecto en la trayectoria

2 " L L

~500 -250 0 250 500
Figura 5.22 Es una vista superior de un corte del primer y segundo cuadrante . La
Iinea negra representa la trayectoria.

Con la misma trayectoria se presenta ahora el perfil de la trayectoria de la
tercera variable articular (figura 5.23):

Velocidad de la tercera variable articular
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Figura 5.23 Es el perfil de velocidad de la tercera variable articular

Ahora se mostrard una vista lateral, una vista superior, y una vista inferior

de cortes de la regién geométrica correspondiente a la velocidad de la tercera
variable articular (figuras 5.24-5.26).
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Figura 5.24 Vista lateral de un corte del primer cuadrante de la regién geométrica
correspondiente a la velocidad de la tercera variable articular con velocidad [0,-
3000]mm/seg.
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Figura 5.25 Es una vista superior de un corte del primer y segundo cuadrante de la
region geometrica correspondiente a la velocidad de la tercera variable articular con
velocidad [0,-3000)mm/seg
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Figura 5.26 Es una vista inferior de un corte del primer y segundo cuadrante de la
region geométrica correspondiente a la velocidad de la tercera variable articular con
velocidad [0,-3000}mm/seg.

Siguiendo con el mismo ejemplo se presentard ahora el perfil de velocidad
de la cuarta variable articular (figura 5.27).

Velocidad de la cuarta variable articular
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Figura 5.27 Es el perfil de velocidad de la cuarta variable articular.

A continuacion se presenta una vista lateral y una superior de un corte del
primer cuadrante de Ia regidn geométrica correspondiente (figura 5.28-5.29)
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Figura 5.28 Es una vista lateral del corte del primer cuadrante de la regitn geométrica
de solucidn de la velocidad de la cuarta variable articular,

Figura 5.29 Es una vista diferente de la figura 5.22 donde se puede ver la trayectoria
que estd representada por la linea negra.

Después de observar el efecto en la trayectoria que tienen los conjuntos %

solucion se puede decir que ahora se puede predecir el comportamiento ¢

tendrd la trayectoria  con tan solo observar la region geométr\

correspondiente. Si por e¢jemplo  se quiere saber el comportamiento de

movimiento radial positivo sobre el eje x se podrd predecir observand\
region geométrica con velocidad {3000,0].
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6. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Resultados

Para este trabajo se propusieron componentes de velocidad del dérgano
terminal de magnitud de 3000 mm/seg y aceleracién de 1000 mm/seg” en
todos los cuadrantes del volumen de trabajo y se pueden observar las distintas
combinaciones de estos en los anexos correspondientes a la velocidad y

aceleracion.
Conclusiones

« La no linealidad de los conjuntos universales de solucion afectan
directamente a la trayectoria.

« Los resultados obtenidos en este trabajo concluyen que los puntos
singulares que se presentan principalmente en las orillas deben ser tomados
en cuenta para un redisefio de la trayectoria, en este redisefio se moderard la
aceleracién en las partes cercanas a los puntos singulares mientras que en
las partes lejanas a estos puntos se podrd incrementar. La ventaja que se
tiene ahora es que teniendo los conjuntos de solucién representados
graficamente y conociendo su efecto en la trayectoria se podrd realizar el
redisefio de una manera prictica y atinada. El disefio de las trayectoria con
perfiles de polinomios de grado superior producirdn mejores resultados al
tener en los extremos velocidad y aceleracion bajas mientras que a la mitad
del recorrido se puede aumentar considerablemente el cambio de posicion y
de velocidad, un ejemplo de esto puede ser el polinomio de grado 8 el cual
cumple con estas caracteristicas, sin embargo un polinomio de grado
superior producird mayor inestabilidad en el control del robot.

« Es preferible nunca operar el manipulador en configuraciones cercanas a la
singularidad porque se presentan grandes velocidades y aceleraciones lo
que producird altos niveles de vibraciones y estas a su vez tendrdn como
efecto un gran desgaste en los eclementos con movimiento relativo
produciendo posible microcontaminacién,

» Los componentes radiales generaran niveles de velocidad y aceleracibn a

diferencia de los componentes tangenciales, El dngulo f es el causante de
movimientos radiales y este es el que se debe moderar en su cambio de
magnitud posicién y velocidad.
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Anexos

8. ANEXOS

En los anexos se podrdn encontrar las variaciones de las regiones
geométricas; es decir, las variaciones de la direccién 'y valor de la velocidad
y aceleracion.

Para esto solo se uso la primera solucién , como ya se menciond en los
capitulos de conjuntos de solucién, la segunda solucién serd negativa a la

primera.
El sistema de referencia est4 colocado de la siguiente forma:

Las unidades usadas al igual que las divisiones (para darle
proporcién a la gréfica) son las mismas que se efectuaron en las partes 4.2y
4.3).

En los anexos también se pueden encontrar los programas que se
hicieron para crear la graficas mostradas en este trabajo. El Software usado
fué Mathematica for Windows 2.2.1, Wolfram Research Inc. 1993,
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6, . A=[1000.1000).
v=[3000.3000]

6,, A=[-1000.1000]
V=[-3000.3000]

8,. A=[1000.-1000]
V=[3000.-3000]

0, . A=[-1000,-1000]
V=[-3000,-3000]
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6. .A=(0.1000]
V=(0.3000]

6. .A=[1000,0]
V=[3000.0]

6.
A={0.-1000] A=[-10600.0]
V={0.-3000] V=[-3000.0]
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6, . A=(1000.1000]
V=(3000.3000]

8, . A={-1000.1000]
V=[-3000.3000]

g, . A=[1000.-1000]
V=[3000.-3000]

6, , A=[-1000.-1000]
V=(-3000.-3000]

169




Anexos

6. 6.
A=[0,1000] A=[1000.0]
V=[0.3000) V=[3000.0]

6 6,

A=[0.-1000] A=[-1000.0]
V=[(.-3000] V=[-3000.0]

170




Anexos

PROGRAMAS

Subespacio operacional de posicidn.

h=210

11=150

12=150

13=180

f=11+12+413

a=11+12

fact=Divide[13,f]+Divide[g*u,f*h]

ParametricPlot3D[{ { £*Cos[t],f*Sin[t],u+70},{13*Cos[t],13*Sin[t],u+70} { fact**Cos][t].fac
1*f%8in[t], 70}, {fact*f*Cos[t],fact*f*Sin(t],h+70} },{t,0,2*Pi},{u,0,h}]

Subespacio operacional de orientacidn.
11=150

12=150

13=180

d=Sqrt[112+1272-2*11*12*Cos[Pi-u]]
fact=13+d

x=Cos[t]*fact

y=Sin[t]*fact

alfarad=t

alfa=Divide[alfarad*360,2*%Pi]
ParametricPlot3D[{x,y,alfa},{t,-2*Pi,2*Pi},{u,0.1,Pi-0.1},ViewPoint->{1,-2,1}]
ParametricPlot3D[{x,y,alfa},{t,-2*Pi,2*Pi},{1,0.1,Pi-0.1},ViewPoint->{1,-2,-1}]

Primer variable articular de posicién
11=150

12=150

13=180
d=Sqrt[1142+1272-2#11*12*Cos|Pi-u]]
fact=13+d

x=Cos[t]*fact

y=Sin[t]*fact
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argt] =Divide[12*Sin[Pi-u},d]

betat=ArcSin[argtl]

ti=t+betat]

tt1=Divide[t1*360,2%*P1i]

uno=ParametricPlot3D[{x,y,it1 },{t,-2%Pi,2*Pi},{u,0.1,Pi-0.1} ,ViewPoint->{1.3,-2,1.8}]

Segunda variable articular de posicion
11=150

12=150

13=180

d=Sgrt[1172+1272-2*11*12*Cos [Pi-u]]
fact=13+d

x=Cos[t]*fact

y=Sin[t}*fact

tt2=u

t2=Divide[tt2%#360,2*Pi]
ParametricPlot3D[{x,y,-12},{t,0,2%Pi},{u,0.1,Pi-0.1}]

Tercer variable articular de posicidn
11=150

12=150

13=180
d=Sqrt{11/2+1242-2%11#12%Cos[Pi-u]]
fact=13+d

x=Cos[t]*fact

y=Sin[t]*fact
argt]=Divide{12*Sin[Pi-u],d}
betat1=ArcSin[argtl]
tI=t+betatl
tt1=Divide[t1*360,2*Pi]

t2=-u
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tt2=Divide{t2*360,2%P1]

alfa=Divide[t*360,2*Pi]

t3=alfa-tt1-tt2

uno=ParametricPlot3D[{x,y,t3},{t,0,2*Pi},{u,0.1,Pi-0.1 },ViewPoint->{1.3,-2,1.8}]

Primer variable articular de velocidad
11=150

12=150

13=180

vx=-3000

vy=3000

invdet=Divide[1,11#Sin{2*¥Pi-u]]
num=12*Sin[Pi-u]

rad=112+12/2-2*]1*12*Cos[Pi-u]

den=Sqrt[rad]

ee=Divide[num,den]

ce=ArcSinjee]+t+2*Pi-u

fact=I3+den

x=fact*Cosit]

y=fact*Sin[t]

alfap=Divide[vy*x-vx*y x 2+y"2]
bb=Cos[cc]*¥vx+Sin[cc]*vy+alfap*13*Sin[t-cc]
tlp=invdet*bb

invtlp=-tip
cincocinco=ParametricPlot3D[{x,y,t1p},{t,0,2%Pi},{u,0.1,Pi-0.1}]

Segunda variable articular de velocidad
11=150

12=150

13=180

vx=3000
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vy=0

invdet=Divide[1,11*12*Sin[2*Pi-u]]
num=I12*Sin{Pi-u]
rad=1172+1272-2¥11*12*Cos[Pi-u]
den=Sqrt[rad]

ee=Divide[num,den]

betai=ArcSin[ee]

dd=betai+t
ce=11#%Cos[dd]+12*Cos[dd+2*Pi-u]
hh=11#Sin[dd]+12*Sin[dd+2*Pi-u]
fact=13+den

x=fact*Cos{t]

y=fact*Sin[t]
alfap=Divide[x*vy-y *vx,x 2+y 2]
ultimo=11%Sin[-betai]+12*Sin]-betai-2*Pi-+u]
factalfap=13*ultimo
bb=-cc*vx-hh*vy+alfap*factalfap
t2p=invdet*bb

invt2p=-t2p
uno=ParametricPlot3D[{x,y,t2p},{t,0,2*Pi},{u,0.1,Pi-0.1}]

Tercera variable articular
11=150

12=150

13=180

vx=-3000

vy=3000
invdetl=Divide[1,11*Sin[2*Pi-u]]
invdet=Divide[1,11¥12*Sin[2*Pi-u]]
num=12*Sin[Pi-u]

rad=1172+12/2-2%11*12*Cos[Pi-u]

den=Sqrt[rad]
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ee=Divide[num,den]
ccl=ArcSin[ee]+t+2*Pi-u

betai=ArcSin[ee]

dd=betai+t
cc=11*Cos[dd]+12*Cos[dd+2*Pi-u]
hh=11*8Sin[{dd}+12*Sin{dd+2*Pi-u]
fact=I13+den

x=fact*Cos[t]

y=fact*Sin[t]

alfap=Divide{x *vy-y*vx x 2+y"2]
ultimo=11*Sin[-betai +12*Sin{-betai-2*Pi+u]
factalfap=13*ultimo
bb1=Cos[cc1]*vx+Sin[cc1]*vy+alfap*13*Sin[t-ccl]
bb=-cc*vx-hh*vy+alfap*factalfap
t1p=invdet]*bbl

t2p=invdet*bb

ParametricPlot3D[{x,y,alfap-t1p-t2p},{t,0,2*Pi},{u,0.01,Pi-0.01}, ViewPoint-
>{500,250,0}]

Primera variable articular de aceleracion
11=150

12=150

13=180

vx=3000

vy=3000

ax=1000

ay=1000

invdetl=Divide[1,11 *Sin[2*Pi-u]]
invdet=Divide[1,11*12*Sin[2*Pi-u]]
num=12*Sin[Pi-u]
rad=1172+122-2¥11*12*Cos[Pi-u]
den=Sqrt[rad]
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ee=Divide[num,den]

ccl=ArcSin[ec]+t+2*Pi-u

betai=ArcSinfec]

t1=betai+t

t2=Pi-u

ce=11*Cos[t] ]+12*Cos[t1+2%Pi-u]

hh=11%*Sin[t] ]+12*Sin{t1+2*Pi-u]

fact=13+den

x=fact*Cos[t]

y=fact*Sin[t]

alfap=Divide[x*vy-y*vx,x 2+y"2]
ultimo=]1*Sin{-betai]+12*Sin[-betai-2*Pi+u]
factalfap=13*ultimo

t3=t-ccl
bbl=Cos[cc1]*vx+Sin[ccl]*vy+alfap*13*Sin[t-ccl]
bb=-cc*vx-hh*vy+alfap*factalfap

t1p=invdet1*bbl

t2p=invdet*bb

t3p=alfap-t1p-t2p
alfappl=Divide[x*ay-y*ax,x"2+y"2]
alfapp2=(2*(vy*x-vx*y)*(vX¥x+vy *y Y(x " 2+y"2)"2)
alfapp=alfapp]-alfapp2
sum1=-(Cot[t2]*Csc[t2]*2p*(vx*Cos[t1+2]+vy*Sin[t]l +t2]+alfap*13*Sin[t3]))

sum?2=Csc[t2]*(vy*Cos[t1+t2]*(t1 p+t2p)+alfap*13*Cos[t3]*13p+Cos[ ] +12]*ax-
vx*(t p+t2p)*Sin[tl+t2[+ay *Sin{t1+t2]+13*alfapp*Sin(t3])

al=(suml+sum2)/11
aal=ParametricPlot3D[{x,y,-a1/100},{t,0,2*Pi},{v,0.01,Pi-0.01}]

Segunda variable articular de aceleracion
11=150
12=150
13=180
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vx=3000

vy=3000

ax=1000

ay=1000
invdet1=Divide[1,11*Sin[2*Pi-u]]
invdet=Divide[1,11*¥12*Sin{2*Pi-u]]
num=12*Sin{Pi-u]
rad=1142+1242-2*11*12*Cos[Pi-u]
den=Sqgrt[rad]

ee=Divide[num,den]
ccl=ArcSin[ee]+t+2*Pi-u
betai=ArcSin[ee]

t1=betai+t

t2=Pi-u
ce=11*Cos|t1}+12*Cos[t1+2*Pi-u]
hh=11*8in[t1]+12*Sin[t1+2*Pi-u]
fact=13+den

x=fact*Cos{t]

y=fact*Sin[t]
alfap=Divide[x*vy-y*vx,x"2+y"2]
ultimo=11%Sin{-betai]+12*Sin[-betai-2*Pi+u]
factalfap=13*ultimo

t3=t-ccl
bbl=Cos[ccl]*vx+Sin[ccl]*vy+alfap*I3*Sin[t-ccl]
bb=-cc*vx-hh*vy+alfap*factalfap
t1p=invdetl*bbl

t2p=invdet*bb

t3p=alfap-tlp-t2p
alfappi=Divide[x*ay-y*ax,x"2+y"2]
alfapp2=(2*(vy*x-vx*y Y (vx*x+vy*y) (x"2+y"2)"2)
alfapp=alfapp1-alfapp2
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sumal=Cot[t2]*Csc[t2]*2p*(11 *vx*Cos[t1 ]+ 2#*vx*Cos[t1+2]+]1 *vy*Sin[t] ][+12*vy*Sin|
t1+12]+alfap*12*13*Sin[t3]+alfap*11*13*Sin[t2+t3])

suma2=-

Csc[t2)*#(11 #vy*Cos[t] 11 p+12*#vy*Cos[t1+12]*(t1 p+12p)+alfap*12*13*Cos[t3] *t3p-+alfap*
11#13*Cos[t2+t3)*(12p+t3p)+11 *Cos[t1 ] *ax+12*Cos[t] +t2])*ax-

11 #vx*tIp*Sin[t] |+11*ay*Sin[t1]-

12%yx *(t1 p+t2p) *Sin[t1 +t2)+12Fay*Sin{t1+t2]+12*13*alfapp*Sin[t3]+11*13*alfapp*Sin[t2+
t3])

a2=(sumal+suma2)/11*]12
aa2=ParametricPlot3D{{ { x,y,-a2/100000},{x,y,a2/100000} },{t,0,Pi},{u,0.01,Pi-0.01}]
Tercera variable articular de aceleracion.
11=150

12=150

13=180

vx=3000

vy=3000

ax=1000

ay=1000
invdetl1=Divide[1,11*Sin[2*Pi-u]]
invdet=Divide[1,11*12*Sin[2*Pi-u]]
num=12*8in[Pi-u]
rad=1172+12/2-2%11*12*Cos[Pi-u]
den=Sqrtfrad}]

ee=Divide[num,den]
ccl=ArcSinfee]+t+2*Pi-u
betai=ArcSin[ee]

ti=betai+t

t2=Pi-u
ce=]1#Cos[t1]+12*Cos[t]1+2*Pi-u]
hh=11%*Sin[t]1}+12*Sin[t1+2*Pi-u]
fact=13+den

x=fact*Cos[t]

y=fact*Sin][t]
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alfap=Divide[x*vy-y*vx,x 2+y"2]
ultimo=11%Sin[-betai]+12*Sin[-betai-2*Pi+u]
factalfap=13*ultimo

t3=t-ccl
bb1=Cos[ccl]#vx+Sin[ccl]*vy+alfap*13*Sin[t-ccl]
bb=-cc*vx-hh*vy+alfap*factalfap

t1p=invdet]*bbl

12p=invdet*bb

t3p=alfap-tlp-t2p
alfappl=Divide[x*ay-y*ax,x"2+y"2]

alfapp2=(2* (vy*x-vr*y)* (vx*x+vy*y ) (x"2+y"2)"2)
alfapp=alfapp]-alfapp2
sum1=-(Cot[t2]*Csc[t2]*2p*(vx *Cos[t1+2]+vy*Sin]t] +t2]+alfap*13*Sin[t31))

sum?2=Csc[t2]*(vy*Cos[t1+t2]#(t] p+12p)+alfap*13 *Cos[t3]*t3p+Cos[t1+2]*ax-
vx*(t] p+2p)*Sin[tl +t2+ay *Sin[t1+t2]+13 *alfapp*Sin[t3])

al=(suml+sum2)/11

sumal=Cot{t12]*Csc[t2]*12p*(11 *vx *Cos[t1 ]+2*vx*Cos[t] +12]+11 #yy*Sin[tl]+12*vy*Sin|
t1+12]+alfap*12¥13*Sin[t3]+alfap*11 *13*Sin[t2+13])

suma2=-

Csc[t2)#(11*vy*Cos[t1]*t1 p+i2%vy*Cos[t] +t2)%(ti p+t2p)+alfap*12#13*Cos[(3]¥(3p+alfap*
11¥13%Cos[t2+t3]#(t2p+t3p)+11#Cos[t1 *ax+12*Cos[t]1 +t2]*ax-
11#vx*t1p*Sin[t1]+11*ay*Sin[t1]-

12#vx *(t1 p+t2p)*Sin[t] +t2]+12*ay*Sin[t 1 +t2]+]12*13*alfapp*Sin(t3]+11 *]3*alfapp*Sin[t2+
t31)

a2=(sumal+suma2)/11*12
a3=alfapp-al-a2
aa3=ParametricPlot3D{{x,y,-a3/100000},{t,0,2*Pi},{u,0.01,Pi-0.01}]

Matriz del jacobiano
f1=11*Cos[t1]+12*Cos[t1+t2]+13*Cos[t1+t2+t3]
£2=11*Sin[t1]+]2*Sin[t1+t2]+I3*Sin[t]1+t2+t3]
f3=el+e2+e3+dl

fA4=t1+t2413

df11=D[f1,d1]
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df12=Dff1,t1]
df13=D[f1,12]
df14=D{f1,13]
df21=D[f2,d1]
df22=DJf2,t1}
df23=D[f2,12]
df24=DI[f2,13]
df31=DI[f3,d1]
df32=D[f3,t1]
df33=D[f3,12]
df34=D[f3,13]
df41=D[f4,d1]
df42=D[f4,t1]
df43=Dff4,12]
df44=D[f4,13]

J={{df11,df12,df13.df14},{df21,df22,df23,df24},{df31,dr32,df33,df34},{df41,df42,df43,df
441}

Jinv=Inverse[J]

oper={{vx},{vy},{vz} {alfap}}
{{D1P},{T1P},{T2P},{T3P} }=Dt[Jinv.oper]

Determinante del jacobiano

11=1.5

12=1.5

13=1.8
A=13+Sqrt[11/2+12/2-2%11*12*Cos[Pi-u]]
p=11*12Sin{u]

pp=I11*#12*Sin{-u]

ParametricPlot3D[{ { A*Cos[t},A*Sin[t],1/p}.{ A*Cos[t],A*Sin[t],1/pp} },{t,0,2*Pi},{u,0.00
000000001,Pi-.0000000001 },ViewPoint->{2.293,-1.481,2.000}]
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Perfil de posicién

al1=480

b1=0

c1=100

a2=0

b2=480

c2=150
qf=Sqrt{(a2-a1)*2+(b2-b1)2+(c2-c1)"2]
a=(a2-al)/qf

b=(b2-b1)/qf

c=(c2-c1)/qf

n=10

tf=10
q1=qf*(1-((30*(n-2))/(32+30%(n-2))))
gft=(n"3)*1 .25*((t/tf)"3)~(n’\4)*.9375*((t/tf)"‘4)+(n"5)*.1875*((t/tf)"5)

qf2=(n"3)*1 . 25%(((tF)AE)N3)-
(nAdY* O3 TS*(((CE)/E) )+(MNS)*. 1875 ((EMALS 1 +(03)*3.75* (/) 2)/(tf3))-
(nP4)#3.75%(((tFm) 3Y(EA4)) H(n5)* 93T S*(((tEm) ) 5)* (t-(tf/m))

praf3=((t-((n-2)/n)*tf)/tf)

qf3=((n*3)*1.25*((praf3)"3)-
(nAdY*.9375%((prqf3) ) +H(nS)x. 1875%((praf3) S +((n3)*3.75*(((tfm) 2)/(1f"3))-
(nAdY#3.755((LE/m) 3)/(LEAA))+H(nAS ) 93T SH(((t/n) )/ (tF25)))* ((n-2)/m) *tf

qt1=Tablefq} *qf1,{t,0.0000001 tf/n,.1}]

qt2=Table[q]#qf2, {t.tF/n,((n-1)/n)*if,.1}]

qt3=Table[q1#qf3,{t,((n-1)/m)*th,if,.1}]

qpf1=(n3)3 7S H(N2HA3))-(nA 43 TS (BN HASY* 93TSH* (A (HS))

gpE2=(n73)*3.75*(((L) 2)(LFA3))-
(nA4)*3.75%(((UE/nY 3)(HEAG) ) +(n1S)* 93 TSH(((t/m) )/ (tF5))

pagpf3=(t-((n-2)/n)*tf)

qpE3=(n"3)*3.75%((pagpf3~2)/(t*3))-
(n"4)*3 75%((pagpf3/3(tEM))+(nn5)*.9375%((paqpf3r4)/(tf*5))

qpt1=Table[q1*qpf1,{t,0.0000001,tf/n,.1}]
qpt2=Table[q1*qpf2,{t,t{/n,((n-1)/n) *tf,.1}]
gpt3=Table[q1*gpf3,{t,((n-1)/m)*tf,tf,.1}]
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appf1=(n"3)* 7.5 (t(tA3))-(n ) * 11.25* (AU +(A5)*3.75* (1 3)/(15))
qppf2=0

gppf3=(n"3)*7.5*(paqpf3/(tf*3))-
(n*4)*11.25%((paqpf372)/(tf ) +(n"5)*3.75%((paqpf3/3)/(t"5))

qppt!=Table[ql *qppf1,{t,0.0000001,tf/n,.1 }
gppt2=Table[q1*qppf2,{t,tf/n,((n-1)/n)*f,.1}]
gppt3=Table[q1*qppf3,{t,((n-1)/n)*tf,tf,.1}]
x1=al+a*qtl

y1=bl+b*qtl

x2=al+a*qt2

y2=bl+b*qt2

x3=al+a*qt3

y3=bl+b*qt3

vxI=a*qptl

vyl=b*gptl

vx2=a*qgpt2

vy2=b*qpt2

vx3=a*qpt3

vy3=b¥*qpt3

axl=a*qpptl

ay I=b*qpptl

ax2=a*qppt2

ay2=b*qppt2

ax3=a*qppt3

ay3=b*gppt3

11=150

12=150

13=180

raiz=8grt[(x1°2)+(y172)]-13
arg=Dividely1,x1]
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alpha=ArcTan(arg]
argl=Divide[(11"2)+(raiz"2)-(13/2),2*11 *raiz]
beta=ArcCoslargl]

tetal=alpha+beta

raizz=Sqrt[(x2"2)+(y2"2)]-13

arg2=Divide[y2,x2]

alpha2=ArcTan[arg2]

arg 12=Divide[(11/2)+(raizz"2)-(13/2),2*1] *raizz)
beta2=ArcCos[arg12]

tetal 2=alpha2-+beta2

raizzz=Sqrt[(x3°2)+(y3"2)]-13

arg3=Divide[y3,x3]

alpha3=ArcTan[arg3]

arg13=Divide[(l1 A+ (raizzz2)-(1372),2*11 *raizzz |
beta3=ArcCoslargl3]

tetal3=alpha3+beta3

argt]=((11°2)+(1272)-(raiz"2))/(2*11*12)
gama=ArcCos|argt1]

teta21=-3.1416+gama

argt2=((11"2)}+(12"2)-(raizz"2))/(2*11*12)
gama2=ArcCos|argt2]
teta22=-3.1416+gama2

argt3=((1172)+(122)-(raizzz A 2)y(2¥11¥12)

gama3=ArcCos[argt3]
teta23=-3.1416+gama3
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TableForm{alphal-tetal-teta21,TableDepth->1, TableSpacing-> {0,0,0,0}]
TableForm[alpha2-tetal2-teta22,TableDepth->1, TableSpacing->{0,0,0,0}]
TableForm[alpha3-tetal3-teta23 ,TableDepth->1, TableSpacing->{0,0,0,0}]

Perfil de velocidad

al=480

b1=0

c1=100

a2=0

b2=480

c2=150

qf=Sqrt{(a2-al)"2+(b2-bl W2+(c2-c1)2]
a=(a2-al)/qf

b=(b2-bl)/qf

c=(c2-cl)/qf

n=4

tf=10
q1=qf*(1-((30%(n-2))/(32+30%(n-2))))

qf 1=(n"3)*1.25*((b’tf)’\3)—(n’\4)*.9375*((t/tt)"4)+(n"5)*.1875*((t/tf)"5)

qf2=(n"3)* 1 25*(((t/n)/tf)"3)-
(n™4)*.9375%(((tf/m)th)+(m"5)*.1 875=((tFMYHY5)+H(n"3)*3.75*(((t/n)"2)/(tf"3))-
(n™4)*3.775%( ((tF/n)A3)/(HF74))+(n5)* 93T 5 (M) )/ (" 5))*(t- (tfin))

praf3=((t-((n-2)/ny*tf)/tf)

gf3=((n"3)*1.25%((prqf3)"3)-
(nAd)* 9375((prqf3)M)+(nAS)*.1875%((prqf3) ) HH((n"3)*3.75*((tf/m) 2)/(1"3))-
(M43, 75(((EM)N3W(LM))+HASY 93T SH(((LMM)LEAS)))*(n-2)/m)*tf

qt1=Table[q1*qf1,{t,0.0000001,tf/n,.3333}]
qt2=Table[q1*qf2,{t,tf/n,((n-1)/n)*tf,.3333}]
qt3=Table[ql*qf3,{t,((n-1)/n)*tf,tf,.3333 }]

qpfi=(m3)*3. 755U 2)/(tE3)-(n"4)*3.755((I"3)/(t"4))+(n5 Y .9375*((tM)/(tENS))

qpf2=(n3)*3.755(((MY 2)NLFA3))-
(nA4)73. 75 *(((L/MYNB)LFAY)+(nA5)* 93T 5*((H/)M(LEMS5))

pagpf3=(t-((n-2)/n)*tf)
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apf3=(n"3)%3.75*((pagpf3 2)/(1f"3))-
(n™4)%3.75%((paqpf3~3)/ (A 4))+(n"5)*.9375*((pagpf34)/(tf"3))

qpt1=Table[q1*qgpf1,{t,0.0000001,tf/n,.3333}]

qpt2=Table[ql *gpf2.{ t,tf/n,((n-1)/m)*tf,.3333}]
gpt3=Table[q]*qpf3,{t,((n-1)/n)*tf,tf,.3333}]
appf1=(n"3)*7.5%(U/(tfA3))-(nM)* 1 L.25*((t"2)/ (tFA)4+(nA5)#3.75% (13 (UNS))
qppf2=0

qppf3=(n"3)*7.5*(paqpf3/(tf"3))-
(nAd)*11.25%((pagpf3°2)/(tFA4))+(n"5)*3.75%((paqpf3/3)/(tf"3))

qppt1=Table[q1*gppf1,{t,0.0000001,t{/n,.3333}]
gppt2=Table[ql*qppf2,{t,t{/n,((n-1 m)*if,.3333}]
qppt3=Table[q]*qppf3,{t,((n-1)/n)*tf,tf,.3333}]

xl=al+a*qtl
y1=bl+b*qtl
x2=al+a*qi2
y2=bl+b*qt2
x3=al+a*qt3
y3=bl+b*gt3
vx1=a*gptl
vyl=b*qptl
vx2=a*qpt2
vy2=b¥*qpt2
vx3=a*qpt3
vy3=b*qpt3
ax 1=a*qpptl
ay 1=b*qppt1
ax2=a*qppt2
ay2=b*qppt2
ax3=a*qppt3
ay3=b*qppt3
11=150
12=150
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13=180

normal=(x122)+(y12)
norma2=Sqrt[normal ]
norma3=norma2-13
alpha=((vy1*x1)-(vxl *y1))/normal
betal=((x1*¥vx1)+(y1#vy1))/(11*norma2)
beta2=2*Sqrt[ 1-((norma3)/(2*¥11))"2]
beta3=betal/beta2

tetalp=alpha-beta3

normal2=(x2"2)+(y2"2)
norma22=Sqgrt[normal2}
norma32=norma22-13
alpha2=((vy2*x2)-(vx2*y2))normal2
beta12=((x2*vx2)+(y2*vy2))/(11*norma22)
beta22=2*Sqrt[1-((norma32)/(2¥11))"2]
beta32=betal2/beta22
tetalp2=alpha2-beta32

normal3=(x3/2)+(y3"2)
norma23=Sqrt[normal3]
norma33=norma23-13
alpha3=((vy3*x3)-(vx3*y3))/normal3
betal3=((x3*vx3)+(y3*vy3))/(11 *norma23)
beta23=2*Sqrt[1-((norma33)/(2¥11))"2]
beta33=betal3/beta23
tetalp3=alpha3-beta33

gama=(norma3*((x1*vx1)+(y1*vy1)))/(11*12*norma2)
gamma=Sqrt[ 1-(((1172)+(1272)-(norma3"2))/(2*11 ¥ 2))2]

teta2p=gama*(l/gamma)
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gama2:(n0rma32*((x2*vx2)+(y2*vy2)))/ (11*12*norma22)
gamma2=Sqgrt[1-(((l 1IA)+(1242)-(norma32/2))/(2*11%12))*2]

teta2p2=gama2*(1/gamma2)

gama3:(n0rma33*((x3*vx3)+(y3*vy3)))/(l1 #]2%*norma23)
gamma3=Sqrt[ 1-(((I1 A+(1272)-(norma33/2))/ (2*11*12))"2]
teta2p3=gama3*(1l/gamma3)

TableForm[alpha-tetalp-teta2p,TableDepth->1, TableSpacing->{0,0,0,0}]
TableForm([alpha2-tetal p2-teta2p2,TableDepth->1, T ableSpacing->{0,0,0,0}]
TableForm{alpha3-tetalp3-teta2p3,TableDepth->1, TableSpacin g->{0,0,0,0}]

Perfil de aceleracién
al=480

b1=0

c1=100

a2=0

b2=430

c2=150
qf=Sqrt[(a2-al )} 2+(b2-b1 )" 2+(c2-c1)*2]
a=(a2-al)/qf
b=(b2-b1)/qf
c=(c2-cl)/qf

n=3

tf=10

ql=qf*(1-((30*(n-2))/(32+30*(n-2))))

gf1=(n"3)*1.25*((U/tf)"3)-(n"4)* 9375*((Ut))*4)+(n"5)*. 1875*((t/tHH™5)
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qf2=(m"3)*1.25%(((tfm)/ti)*3)-
(nAM)* 93 75+(((LF/m)D)M)+(mA5)*. 187 5% (((tT/my/th)™S MH(0A3)E3. 75 () 2)/(t"3))-
(n"4)*3,75%(((tf/m) 3/ (tf 4 ))+(n"5)*.9375 *(((tEm)MY/(EA5))* (t-(t/n))

prqf3=((t-((n-2)/my*tf)/tf)

qf3=((n"3)#1.25*((praf3)*3)-
(n*Y*.9375%((prqf3) )+ )%, 18755 ((praf3) S)+(n"3)*3.75*((tm) " 2)/(tf"3))-
(nA4Y#3.T5%((CF)A3)/(EAA))HDNS)* 93T SH (/) ML) *((n-2)/m)*tE

qti=Tablefq1*qf1,{t,0.0000001,tf/n, 3}]

qt2=Table{q1*qf2,{t/n,((n-1)/n)*tf,.3}]

qt3=Table[q1%gf3,{t,((n-1)n)*ftf,3}]

qpfl=(nA3)*3. 75+ (2Y/((FA3))-(nA4)*3. 7S (U 3(EA))+(5) . 93TS*((/("5))

qpf2=(n"3)*3.75%((tfm) 2)/(1f*3))-
(nA4)3.75% (L) 3Y(LEAD))HAS)* 9BTSH(((LFM)M/(H5))

pagpf3=(t-((n-2)/n)*tf)

qpf3=(n"3)*3.75%((paqpf3r2)/(tf*3))-
(n"4)53.75%((pagpf3/3)/(tEA4))+(n5)*.9375*((pagpf3~4)/(f5))

qpt1=Table[q1*gpf1,{t,0.0000001,tf/n,.3}]

qpt2=Table[ql *qpf2,{t,tf/m,((n-1)/n)*tf,.3}]
qpt3=Table[q1*qpf3,{t,((n-1)/m)*tftf,.3}]

qppf1=(n"3)¥7. 5%(t/(t"3))-(n"4)y*1 1.25%((t"2)/ (tfA)) (A5 *3.TSHF((N3Y/(EEAS))
qppf2=0

qppf3=(n"3)*7.5%(paqpf3/(1{*3))-
(n")*11 .25*((paqpf3"2)/(tf"4))+(n"5)*3.75*((paqpf3‘\3)/(tf"5))

gppt1=Table[q1*qppf1,{t,0.0000001,tf/n,.3}]
qppt2=Table[q1*qppf2,{t,tf/n,((n-1)/n)*tf,.3}]
qppt3=Table[q1*qppf3,{t,((n-1)m)*Ltf,.3}]
x [=al+a*qtl

y1=bl+b*qtl

x2=al+a*qt2

y2=bl+b*qt2

x3=al+a*qt3

y3=bl+b*qt3

vx1=a*qgptl

vyl=b*qptl
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vx2=a*qpt2
vy2=b*gpt2
vx3=a*qgpt3
vy3=b*qpt3
ax l=a*qppt1
ayi=b*gpptl
ax2=a*qgppt2
ay2=b*qppt2
ax3=a*qppt3
ay3=b*qppt3
11=150
12=150
13=180

normal=(x1*2)+(y112)
normaZ=Sqrt[normal }
norma3=norma2-13
resta=-(y1*ax1)+(x1*ayl)
suma={y1*ay1)+(x1*ax1)
revta=-(y 1 *vx1)+(x1%vyl)
suva=(y1*vyl)+(x1*vx1)
alfal=resta/normal
alfa2=-((2*revta*suva)/(normal”2))
alfa=alfal+alfa2
betal1=1/(Sqrt[1-(((norma3}/(2*11))*2)])
betal21=suva/(l1*norma2)

betal22=(suva*((11°2)-(1222)))/{(norma3/3)*norma2)
betal23=(1/11)*(((suma+vx1/2+vy12)/norma2)-((suva*2)/(Sqrtfnormal~3])))

betal24=(1/2)

betal3=betal2l

betal4=betal24

betal 5=-1/((Sqrt[1-(norma3/(2*11)*2])"2)
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betal 6=((- 1 *suva)/(2*11*(norma2)*(4*(1142)-1)))
betal2=(betal23*betal24)

betal=(betal 1*betal2)+(betal3*betal 4*betal 5*betal 6)
beta=-betal

tetalpp=alfat+beta

nnormal=(x2"2)+(y2"2)

nnorma2=Sqgrt[nnormal ]

nnorma3=nnorma2-13

rresta=-(y2*ax2)+(x2*ay2)

ssuma=(y2*ay2)+(x2*ax2)

rrevta=-(y2#vx2)+(x2*vy2)

ssuva=(y2¥vy2)+(x2*vx2)

aalfal=rresta/nnormal
aalfa2=-((2*rrevta*ssuva)/(nnormal*2))
aalfa=aalfal+aalfa2

bbetal 1=1/(Sqrt[1-(((nmorma3)/(2*11)*2)])
bbetal21=ssuva/{l1*nnorma2)
bbetal22=(ssuva*((1172)-(1242)))/((nnorma3/3)*nnorma2)
bbetal23=(1/11)*(((ssuma+vx2"2+vy2/2)/nnorma2)-((ssuva"2)/(Sqrt{nnormal~3))))
bbetal24=(1/2)

bbetal3=bbetal2l

bbetal4=bbetal24

bbetal 5=-1/((Sqrt[1-(nnorma3/(2*11))*2])*2)

bbetal 6=((-1*ssuva)/(2*11*(nnorma2)*(4*(1172)-1)))
bbetal 2=(bbetal 23*bbetal24)

bbetal=(bbetal 1*bbetal2)+(bbetal3*bbetald*bbetal 5*bbetal6)
bbeta=-bbetal

tetal pp2=aalfa+bbeta

nnnormal =(x32)+(y3"2)

nnnorma2=Sqrt[nhnormal]

190



Anexos

nnnorma3=nnnorma2-13

rrresta=-(y3*ax3)+(x3%*ay3)

sssuma=(y3*ay3)+(x3*ax3)

rirevta=-(y3*vx3)}+(x3%*vy3)

sssuva=(y3*vy3)+(x3*vx3)

aaalfa [=rrresta/nnmormal
aaalfa2=-((2*rrevta*sssuva)/(nnnormal2))
aaalfa—aaalfal+aaalfa2

bbbetal 1=1/(Sqrt] 1-(({nnnorma3)/(2¥11 ))"2)])
bbbetal21=sssuva/(11*nnnorma?2)

bbbetal 22=(sssuva*((11°2)-(12/2)))/((nnnorma3*3)*nnnorma2)
bbbetal 23=(1/11)*(((sssuma+vx32+vy3”2)/nnnorma2)-((sssuva*2)/(Sqrt[nnnormal*31)))
bbbetal24=(1/2)

bbbetal3=bbbetal21

bbbetal4=bbbetal24

bbbetal5=-1/((Sqrt{ 1-(nnnorma3/(2*11))*2])"2)

bbbetal 6=((-1*sssuva)/(2*11*(nnnorma2)*(4*(1112)-1)))
bbbetal2=(bbbetal23*bbbetal24)

bbbetal =(bbbetal 1 *bbbetal2)+(bbbetal3*bbbetal4*bbbetal S*bbbetal6)
bbbeta=-bbbetal

tetal pp3=aaalfa+bbbeta

f=Sqrt[ 1-(((1172)+(122)-(norma3/2))/(2*11*12))"2]

gamal I=norma3*suva

al21=(-.5)*((1172)+({12"2)-(norma312)y*(norma3 )*(suva)
b121=(1172)y*(1222)*(normal y*(Sqrt[(1-(((1172)+(12"2)-(norma3"2))/(2*¥11¥12))A2)"3])
gamal21=a121/b121

gamai22=((suva)/((Sqrt[normal 3])*{f)))

gamal3=(1/{(norma2)*(f)))
gamald=(norma3)*(suma+(vx142)+(vyl*2))}+((suva”2)/(norma2))

gamal2=gamal2l-gamal22
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gamal=(gamall*gamal2)+(gamal3*gamal4)

tetaZpp=gamal/(11*12}

fi=Sgrt[1-(((1172)+(12/2)-(nnorma3~2))/(2*11*12))"2]
ggamal I=nnorma3*ssuva
2al121=(-.5)*((1172)+(1242)-(nnorma3/2))*(nnorma3)*(ssuva)
bb121=(1142)*(12"2)*(nnormal)*(Sqrt[(1-(((11"2)+(12"2)-(nnorma342))/(2*11*12))*2)"3])
gegamal2l=aal21/bb121
ggamal22=((ssuva)/((Sqrt{nnormal "3} *({f)))
ggamal 3=(1/((nnorma2)*(ff)))
ggamal4=(nnorma3)*(ssuma+vx2/2+vy2"2)+{(ssuva*2)/(nnorma2))
ggamal2=ggamal2l-ggamal22

gamal=(ggamal [*ggamal2)+(ggamal3*ggamald)
teta2pp2=ggamal/(11*12)

fif=Sqrt[1-({(1172)+(12"2)-(nnnorma3/2))/(2*11*12))"2}
gggamal I=nnnorma3*sssuva
aaal21=(-.5)*((11"2)+(12/2)-(nnnorma3"2))*(nnnorma3)*(sssuva)

bbb121=(1122)*(1222)*(nnnormal y*(Sqart{(1-(((11"2)+(1272)-
(nnnorma3”2))/(2*11*12)y*2)"31)

gegamal2l=aaal21/bbbl21
gggamal22=((sssuva)/((Sqrt[nnnormal”31)*({ff)))
ggpamal3=(1/((nnnorma2)*({ff)))
gggamal4=(nnnorma3)*(sssuma+vx242+vy2 2)+((sssuva”2)/(nnnormaZ))
gggamal2=gggamal2l-gggamal22
gggamal=(gggamall*gggamal2)+(gggamal3*gggamali4)
teta2pp3=gggamal/(11*12)

TableForm{alfa-tetal pp-teta2pp, TableDepth->1, TableSpacing->{0,0,0,0}]

TableForm[aalfa-tetalpp2-teta2pp2, TableDepth->1, TableSpacing->{0,0,0,0}1
TableForm{aaalfa-tetalpp3-teta2pp3,TableDepth->1, TableSpacing->{0,0,0,0}]
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