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Introduccién

Esta tesis recoge algunos resultados matemdticos y algunas reflexiones metamatemalicas acerca
del Axioma «le Constructibilidad. Este axioma afirma que todos los conjuntes son definibles de
un modo muy especifico.

El universo de la teorfa de conjuntos es conocido como V. El universo de los conjuntos
definibles o constructibles, dado por Gadel, es conocido como L. La pregunta que se desarrolla
en esta tesis es: ;V es distinto de L? Aunque el enunciado “V es igual a L” es indecidible
en la teorfa de los conjuntos y esto se demuesira en este irabajo, se prueban otros resultados
mateméticos que apoyan la tesis metamatemética de que V es distinto de L.

Damos por hecho que el lector estd familiarizado con la axiomatizacién de Zermelo-Fraenkel
con Axioma de Eleccién {AF) de la teorfa de los conjuntos y que conoce los conceptos bdsicos de
esta teoria. También damos por sentado que el lector ha trabajado con el concepto de modelo
¥ que conoce los resullados bdsicos de 1dgica matemdtica.

El primer capitulo resume algunos conceptos preliminares necesarios para el resto del traba-
jo, como son el de férmula absoluta y el de consistencia relativa; ademds, se demuestran algunos
teoremas de légica.

En el segundo capftulo se deseribe el universo constructible L formado por los conjuntos
definibles y se demuestran varias de sus propiedades.

En el tercer capitulo se demuestra la independencia del Axioma de Constructibilidad
{V = L), es decir. se demuestra que este axioma es indecidible dentro de la axiomatizacién
de Zermelo-Fraenkel con AE. Esto significa que no se puede ni demostrar ni refutar en dicha
teorfa.

En el cuarto capitulo se demuesira un tecrema muy famoso para los mateméticos que se



dedican a la teoria de los conjuntos: el Teorema de Scoti. Este teorema afirma que la existencia
de cardinales medibles implica la negacién del Axioma de Constructibilidad. Los cardinales
medibles son cardinales sumamente grandes. No se puede demostrar la existencia de cardinales
medibles con la axiomatizacién de Zermelo-Fraenkel con AE, pues, si se pudiera, entonces el
Axioma de Constructibilidad seria refutable cosa que, como ya dijimos, no se puede demostrar.

El quinto capitule, utilizando los resultados anteriores. resumne los razonamientos que algu-
nos matematicos presentan para argumentar en conira del Axioma de Constructibilidad, entre
ellos, el de la existencia de cardinales medibles, el de las implicaciones contraintuitivas de dicho

axioma y el de las reglas metodolégicas intuitivas que apoyan su negacién.



Capitulo 1

Preliminares

Existen varios sistemas axiomdticos para la teoria de conjuntos. Gl més connin es el de Zermelo-
Fraenkel (ZF) que se trabaja en un lenguaje de primer orden cuyas variables se refieren ingen-
cionalmente a conjuntos. En este sentido, los conjuntos se entienden como entidades completas.
Sin embarge, hay cclecciones que no son conjuntos, las Hamadas clases propias. Un ejemplo
de una clase propia es la colecridn V de todos los conjuntos {ver [Amor 1993]). Cuando no
estemos seguros de si una coleccién es o no un conjunto, la llamaremos clase. Las clases propias
se pueden identificar con férimulas del lenguaje. Un ejemplo es la clase V = {x : +(z)} donde
w{r) = = = . Pero si definimos colecciones que no son conjuntos, los axiomas de ZF no
dicen cémo manejarlas, pues para ZF sélo existen los conjuntos. No obslante, muchas veces
gueremos decir algo acerca cle estas clases propias. La manera en a que lo haremos es la si-
guiente. Introducimos la nocién de “clase” como abreviatura de una férmula w(x) del lenguaje
de ZF cuyos pardmetros se refieren a conjuntos especificos. Es decir, entenderemos por una
clase A a aquellos conjuntos que cumplan con la férmula wlr) (A= {z:»(z)}). Asi, las clases
son coleccionies determinadas por férmulas en el lenguaje de ZF y, por lo tanto, pueden tener
propiedades andlogas a las de los conjuntos. Si no olvidamos que una coleccion es una clase,
podemos tratarla como & fucra conjunto. Por ejemplo, podemos escribir b € A™ siendo A
ura clase, cuardo lo que queremos decir es “p(b)" con A = {z: ;,o(:r)} Del mismo modo, si
tenemos presente que no sabemos si los individuos de los que hablamos son conjuntos, abusando
de la notaci6n utilizada pars conjuntos, podemos describir con clases cualquier propiedad de

los conjuntos (ver [Amor 1893}).



Observacién 1.1 Cuando estemos frabajando con clases. llamaremos funcional o relacional
a las colecciones gue se comportan como funciones o como relaciones. perv que estdn definidas

sobre clases.

1.1 Férmulas absolutas

El Nlamado universo de los conjuntos bien fundados se define como la unién sobre todo a
ordinal de Vo (BF = {J V,), donde, por recursién sobre ordinales, Vo = 0, Voy1 = P(V,) ¥,
si 5 es un ordinal lrn{.ingl'l, =0léJ_) Va. En la teorfa de conjuntos (£ F} generalmente estamos
pensando que las variables varfan en los conjuntos bien-fundados (BF), ya que BF es modelo
de ZF. Podriamos también interpretar las variables en cualquier clase A/. Por ejemplo, si
A = {{0}. {{8}})}, e! Axioma de Extensionalidad y el Axioma del Vacio segtin A/, nos dirfan
que para A el vacio es el conjunto {B}; esto sucede porque {#} es el conjunte que no tiene
ningin elemento de A, es decir, Af sélo conoce como elementos a {8} ¥ a {{8}} ¥, como M
no tiene como elemento suyo al @, entonces {0} no tiene elementos visto dentro de M. Por
lo tanwo, {0} es el vacio segiin M. Para formalizar este “segiin Af" necesitamos introducir el
concepio de relativizacién de una férmula a una clase M y después podremos definir como

férmulas absolutas para A a aquéllas que sean verdaderas en ] universo si y sélo si lo son en

la clase Af.

Definicién 1.1 Sea M une clase y ¢ una formula. Definimos ¢, la relativizacion de o a M,

por inducctdn sobre ¢ como sigue:
L=y easz=y
2 (zeyMeszey
3 (e A es oM A M

A=) es (M)

b

(<)

. (3re)™ es Ix(z € M ApM)

Observacién 1.2 Sea Af una clase.

a) Dado ¢ un enunciade, el enunciado o™ querrd decir que “p es verdaderv en A",
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b) Dado un conjunlo de enunciados S, si o™ para lode ¢ € 8, entonces se dice que “S es

verdadero en M ™ o que “M es modelo de §™.

Definicién 1.2 Sean M. N elases tales que M € N y o una férmula con n variables libres. Se

dice que v s absoluta para M, N si y s6lo 51 Va1, ..., xn € M (@™ (21, ... 20} e (21, o 2n)).

Definicién 1.3 Sea Af una clase y ¢ una formula con n veriables libres. Se dice que @ es

absoluta para Af si y sdlo si¥ay, .., 00 € M (@M (21, ..., 2,) — o{z), s )0

Observacién 1.3 Ser absoluta para Al es ser absolula para M. V. Como V denota el universe

- 4 .
de todes los conjuntos. vemeos que ¢V es cquivlancte a .5

Observacién 1.4 Obsérvese gue siy es absoluta para M, absoluta para N y A C N, enlonces
v s absolula para M, N. Los resultados que siguen ol respecto de este conceplo los mostraremos

pare férmulas absolutas para M. aunque también se aplican a férmulas absolutas para A, N,
Obviamente las férmulas = = y y = € y son absolutas.

Lema 1.1 Sea M una clase. Si 2 y ¢ son absolutas para M. entonces @ ¥ AW también

son absolutas para M.

Demostracién.-
Supongamos que - es absoluta para M, entonces ¢ oM
Por Io tanto, 52« =) « (-p)M.
Supongamos que ¢ y ¥ son absolutas para Af, entonces o oMy M

Porlo tanto, g At = M AWM o (o ay)M. B

Lema 1.2 Sea M una clase fransitive y ¢ ebsolute para Af. Entonces Jz(z € y A ) también
es una férmula absoluta para M.

Demostracién.-
Supongarmos que las variables libres de 4> estdn entre 21, .-y 2n, €ntonces, dadas y, zy,..., 2, € A
tenemos que:

Zr(zeyrg)— € AM(z €y ) puesy € M y M es transitiva.



re M(z€ynyg)—3xr € M(z €y Ag™M) pues ¢ es absoluia por hipétesis.
3 € Mz € y A pM) = [Fx{z € y A )] pues T € y es absoluta.
Concluimos que 3r(x € y A ) es abscluta para M. B

Definicién 1.4 Las fdrmulas Ap se construyen recursivamenie de la siguienfe manera:

l.zeyyz=y son Hy.
2. Siy yur son Dg. enlonces =2 y v AY son Ag.
2. 5i @ es Ay, entonces Jr(r € y A ) es Ag.
Corolario 1.1 5i M es transtiive y ¢ es una férnula Ay, enlonces ¢ es absolute para M.

Demostracién.-

Es trivial; es mds las [6rmulas Ag fueron construidas especificamente para ser [érmulas absolutas

para calses transitivas. Il

Definicién 1.5 Sea M una clase y sea F(z1, ..., Tn) una funcidn bien definida, es decir, F{zy,...,z5)
se define como la tnica y tal que (&, ..., 2n. Y1), bajo el supuesto de que para todos Ty, ..., Tn
erisie una dnica y tal que &(z1,...,Tn,y). Decimos que F(zy,...,z,) es absoluta para M si y
sdlo si

Vzle-mzney € AI("vbM(xlv --'any) - ¢($1, "':xnry))°

El siguiente lema nos dice cudles nociones absolutas (férmulas y funciones) son “cerradas”™

respecto a la composicién.

Lema 1.3 5i la formula o(z1.....%x), ¥ las funciones F(zy, ... Tn), Gily1, o ym) (i =1,..,1)
son absolutas para M, entonces la férmule o{Gi(v1, -\ ¥m), -, Gu(¥1, ., ¥m)) ¥ la funcidn
F(G1(1y s ¥m)s oy Grly1, oy Ym)) son también absolutas para M.

Demostracién.-
Sean ¢;(11, .. Im, ) las férmulas que definen a cada Gi(yr,...,ym) ¥ Sean y,...,ym € M,
entonces (Q&(Gl (yll '-'rym)z -e-y Gn(yh -y ym)))M = ‘PM (G‘lu(y] 1eeny ym): Gaf(yl T yrﬂ))‘

Como &;(y1, ..., ¥m, %} ¥ ¥(x1, ... £,) son absolutas para Af, tenemos que
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PG (W10 s ), o G (1, s 9m)) = Y (G (51, o Ui ), ors G (91, s Yim))

G en¥m)y o Grlyt: -y I ). Por lo tanto, PG, o Ym)s s Gu{Y1s - Y} ) €5 absoluta
para Af.

S (21, vy 20, y) €5 la formula que define a F{ixy, ..., x, ), entonces se puede mostrar de manera

andloga que F{G (%1, ..., ¢#m)s ooy GulW1, -y m)) &5 absoluta para Af. B

Definicidn 1.6 Un relacional R es limitedo por lo izquierda en una clase A s y sdlo 51 para

tedo z € A, {y € A : yRr} es un conjunto,

Definicién 1.7 5i R es un relacional Hmilado por la fzquictda en A y x € A. definimos cl

R-segmento inicial deferminado porx en A como pred{A,r R} = {y € A : yRx}.

Definicién 1.8 Un relacional R es bien fundado en una clase A si ¥ s6lo si en todo subconjunto

no-vaclo de la case A hay un elemento R-minimal, es decir,

YX CAX #0803y e X(-3z € X{zRy)).

Lema 1.4 Sea R un relacional limitado por la izquierds ¥ bien fundado en A y

F:AxV =V un funcional. Sea G 1 A — V definida de tol manera que

¥z € AlG(z) = Fiz, G | pred(A,z, R)}.

Sea M un modelo transitivo de ZF. 5i F es absolula para M. R y A son absolutas para M.
(R es limitado por la izquierda en A) y ¥z € M (pred(A,z, R) C M), entonces G es absoluta

para Af.

Demostracién.-

Se puede revisar la demostracién en [Kunen 1980] p.120. W

Teorema 1.1 Las siguientes férmulas de relaciones y Junciones son absolufas para cualquier

Al transitivo gque sea modelo de ZF.



(}xecy (11} s(z) {21) Rix] {31} & es finito

(8)z=y (12)z es transitivo {22) R es una funcidn 1 a1 (32)R bien-ordena a 4
(3)zCy (18 uz (23) a es un ordinal (33) a +1

(4) {x.y} (14)nz (z£1) (24}~ es un ordinal Mmite (34} a+ 3

(5) {z} (15) = es un par ordenado  (£5) @ es un ordinal susesor (95) a-

(6} (z,y) (16} Ax B {26) a es un ordinal finito (36) a*

(7))@ {17} R es una relacidn (27} w (37) plx) {(rango de x)
(8)xy (18) dom(R} (28} 0 (38) cervadura transitiva (x)
(9}xNy  (19) ran(R) (29)1

{(10) x\y (20) R es una funcién (a0p2 .

Demostracién.-
Demostraremos sélo algunos incisos representatives. El resto pueden revisarse en [Kunen 1980]
pp. 119-30.
(3) Sabemos que = C y es una abreviatura de ¥z{z €  — z € ), la cual es légicamente
equivalente a —3z(z € 2A -(z € y)), que es una férmula Ag. Por el eoralario anterior, £ C y es
absohuta.
(7) Sehemos que z = 0 «— [V € 2(w # w)] = =Jw € 2{w = w). Por lo tanto, z = @ es
l6gicamente equivalente a una fdrmula Ag y, en consecuencia, es absoluta.
(12) Sabemos que « es transitivo si v sélo si Yu € 2Vz € v(z € ). Pero Vu € vz € vz € x)
s logicamente equivalente a la férmula ~3v € #(3z2 € v{z ¢ z)), que es una Brmula Ag. De
modo que ser transitivo es una propiedad absoluta.
(13) z es un par ordenado < [3x € Uz Iy € Uz (2 = {z,1))]. Por lo tanio,
z es un par ordenado — $(C1(z), G'2(2), Ga(z2)), donde C(z) = Go(2) = Uz, Ga(z) = z, ¥
éla, b, c) = 3r € a3y € b(c = (z, y)).
Como Gy(z} y Ga(2) son absolutas por (13) y #(a, b ¢) es absoluta pues se obtiene de una
cuantificacién acotada de una funcién que, por (6), es absoluta, resulta, por ¢l Lema 4, que
#(G1(2), Ga(z), Ga{z)) es absoluta v, por lo tanto, que ser par ordenado es absoluto,
(23) a es ordinal si a es transitivo y a es un orden total con la pertenencia. Sabemos que ser

transitivo es absoluto y "o est4 toralmente ordenado por € se expresa cuantificando sobre o

10



YyeavVrcalyezvy=zVzey)AVuea(vévla
VyeavVr€aVv €allyEzrzev) —yE T
Como los cuantificadores estén acotados por a, es una férmula Ag.
(24) ~ s un ordinal Hmite si v es un ordinal ¥ Yy € v3z € y(y € 2} v 4 # 0, cosa que se puede
expresar mediante una fdrmula Ag.
(27} £ = w si y sdlo si x es un ordinal Ifinite y ¥y € 2(y no es un ordinal Minite), cosa que se
puede expresar mediante una férmula Ag.
(32) Sea M modelo transitivo de ZF. Sean A, Re M.
Queremos demostrar que {R bien-ordena a A) — (R bien-ordena a A)M
—) Sabemos que "R ordena-totalmente a A" es absoluta, pues sélo comprende propiedades que
va demostramos que son absolutas. Por lo tanto, sélo falta demostrar que
VX (X, A R) — (VXo[X, A R,
donde (X, AR =X CAAX #0— Ty € XVz € X{{z,y) ¢ R). Como &(X, A, R) también
estd expresada por propiedades que el teorema anterior demuestra que son absolutas, tenemos
@™ (X, 4, R). Por lo tamo, es suficiente con mostrar que ¥X € Me(X, A, R), lo cual se sigue
del hecho de que R bien-ordena a A.
«-) Es un teorema en ZF que todo buen orden es isomorfo a un vnico ordinal, por lo tanto, si
(R bien-ordena a A)M, existen f,o & M tales que (o es un ordinal ¥ [ es un isomorfismo de
(A, R) en (a, €))*. Pero esta fSrmula es absoluta para M, asf que a es realmente un ardinal y
f un isomorfismo. de donde se sigue que R bien-ordena a A.
(36) Se define o por recursién sobre 3 como sigue:
o®=1
ol = of. g
a? = sup{af : £ < 8}, si 4 es ordina) Iimite.
Una versién del Teorema de Recursién para ordinales es que dado un conjunto a ¥ dados &', H
funcionales, podemos definir un tnico funcionat £ 1al que:
a) F{0)=a
b) Ya € OR F{s(a)) = G(F(a))
¢} ¥y Hmite F(y) = H(F [,)

Luego si a es 1, G es el producto de ordinales de o por la izquierda y H es el funcional unién,

11



tenemos que:

a) Fll)=1=2a"

b} F(s(8)) = G(F(8)) = a-o?

c) Si «y es Hmite. F(y) = H{F [,) = H{{a? : 8 < ~}) = U{ef: § < 4}

Por el Lema 6, sabemos que si utilizamos nociones absolutas para Af en la recursién, el funcional
resultante es absoluto para M. Ademds, como ser ordinal, 1, el producto ordinal ¥ la unién de

un conjunto son absolutas, entonces la exponenciacién ordinal también es absoluta para Af. R

1.2 Consistencia Relativa

Intuitivamente, Z F es una teorfa consistente, porque todos sus axiomas son verdaderos en BF
(la clase de los conjuntos bien-fundados), es decir, porque BF es models de ZF. Sin embargo,
e] argumento anterior no es lo suficientemente riguroso, ya que se basa en la supuesta existencia
del objeto BF. Por oira parte, sabemos, con base en el segundo teorema de incompletud de
Godel, que cualquier teorfa que incluya a la aritmética recursiva es incapaz de demostrar su
propia consistencia. También sabemos que en ZF podemos definir a los niimeros naturales,
derivar sus axiomas y todos los resultados de la aritmética recursiva ¥, por lo tanto, que no se
puede demostrar la consistencia de ZF a través de un argumento formalizable dentro de ZF.
En consecuencia, los resultados de consistencia serén resultados de consistencia relativa, porque
supondremos la consistencia de ZF para demostrar, por ejemplo, la consistencia de ZF + AE
(la teoria formada por los axiomas de ZF mas el Axioma de Eleccién). En otras palabras,
los resultados de consistencia estaran sujetos a la hipdtesis de que ZF es consistente o, si se
quiere, desde un punto de vista filosdfico la consistencia de ZF tendrd que entenderse como
una pregunta abierta o como un acto de fe.

Para justificar el método que utilizaremos para demostrar algunas consistencias relativas,
dernostramos el siguiente lema y después el teorema al que llamamos Metaleorema de Consis-

tencias Relativas.

Lema 1.5 Sean M una clase. T’ un conjunto de enunciados en Lo, A= {A, €} un modelo de
B={eccA: A {z e M)a} CAyB={(Bc 5. Pam cualquier f6rmula de £¢ y
cualquier asignacidn a las variables s : w — B se cumple que A = ¢*M[s] @ B |= ¢[s).
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Demostracién.- (por induccidn sobre la formacién de férmulas).
5i é(z1, ..., Zn) s una {6rmula atémica, entonces
(a) o(z1, ... Tn) = Ty = 15
Al (zom z) M) e A 2% 25fs] @ o(i) = s() @ B = (z ~ 2)[s].
(b} ofz1,.cczn) = 2y € ;.
A (2 € 2;)M[s] © A | 75 € zls] = s{i) € s(j) & B (z: € zj)|s}.
Ahora, supongamos que el lema es cierto para ¢ y y.
(a) Si ¢lxy,...,zn) = ~¥(71,...,2q), entonces
AR (—(zy, 2o WM [s] & A S0 (), o za)[8] & AE WM (2,0, 20) 5]
Wope U{ry. ., Ia)s] & Bl (e, 28]
(b} 5i ¢(x1,....Tn) = (¥ AX)(zy,..., Tn ), entonces
AR @Az oz DM ] o Al (WM (20,2 AxM (), 2]
s AR Mz, an)ls) y Al Mz, 0 20)(s) H B = wlms. o za)is] ¥
B x(@1,....,zn)[s] & B (¥ A X1, 0y Za)]s]
(c} Si ¢(z1, .. ) = 3\ (=), ..., Tn ), entonces
Ak (Azix(zr, .o mn))M(s] & A 3z € MM (21, ... 30 ) 8]
< hayunp € A tal que A |= (z: € M){s(i / p)] ¥ A = xM(z1, - 20)[30 / p)]
& B = x{r1,....%)[s(i /q)] para algin ¢ € B & B |= 3z;y(x1, s Zn)[8]- (+ Por hipétesis de
induceién y porque, por la construccidn de B, tal g existe y es p (esdecir, p = q)).
Por lo tanto, €l lema se cumple para cualquier férmula.

Ahora podemos demostrar el siguiente metateorema.

Teorema 1.2 Metateorema de Consisiencias Relativas.

Sean I' y & conjunios de enunciados en L,. Sea M una clase. Si
L.TFM#Q

2 I'koM paratodoo ¢ £,
entonces Con(I") = Con(ZL}.
St ademnds de 1. y 2.se cumple que T F- ¢, entonces T' | M.

Demostracién.-

Supongamos que I" es consistente.

13



Si A= {A,¢€) es un modeto de T, entonces A |= 3z(x € M) y A= o™ para toda ¢ € L.

Sea B = (Be[p)donde B ={n € A: Az € Ma]} C A B es no-vaclo, porque
A | 3z(z € M) por hipétesis.

Dado o € £, tenemos que A |z o™ y, por el lema anterior, tenemos que B o

Asf, B es modelo de X v, por lo tanto, I es consistente.

S5i ademés, suponemos que Lk ¢, entonces £ = ¢,

Si A es modelo de T, entonces B es modelo de £, por lo demostrado anteriormente, Por lo
tanto B |= ¢ v, por el lema anterior, st B |= ¢, entonces A |= M, de donde I" = 4.

Por consiguiente tenemos que T' F ™. W

1.3 ;Qué caracteristicas tienen los modelos de los axiomas de
ZF?

Lema 1.6 5i M es una clase iransitiva. entonces el Arioma de Extensionalidad es verdadero

en AL,

Demostracién.-
El Axioma de Extensionalidad es el siguiente:
Vrvylvz(z ez — zey) = r =1y
El Axioma de Extensionalidad relativizado a M es:
v,y e MNVzeMz€z—zey)—z=1y
Veamos que Y,y € Mvze M(ze€z—z2€p) o x=1y|:
Sean z,y € M. Supongamos que Vz € M(z € 2 — 2 € y). Demostraremos que T = 1.
Sea z € z. Como x € M ¥ M es transitivo, entonces z € M de donde se sigue, por hipétesis,
que z € y. Sea z € y. Como y € Al y M es transitivo, z € M de donde se sigue, por hipétesis,
que z € x.
Por lo tanto, z = y.

Por lo tanto, el Axioma de Extensionalidad es verdadero en Af. M

Lema 1.7 5i para cada féormula p(x, z, wy, ..., wn) cuyas variables libres estdn entre T, z,wy, ..., wn.

se cumple que Vz,wy, ...,y € M{{z € 2z : oM (z, 2, w), ..., wy)} € M), enlonces el Azioma de

Separucidn es verdadero en Af.
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Demostracion.-
Sea w(x,z,w1,.... wn) en Lg con todas sus variables libres entre x, z, w), ..., wy. El Axioma de
Separacidén relativizado a Af es:
Yz, wi,. €M eMVTe Mz eymzeznegM(z,z,wy,..., wa))
Dadas z,w1,..., s € M, definimos y = {x € z : ™M (2, 2,19, ..., 1) }. Por hipétesis y € M v,

como € z implica que r € Af, tenemos que el Axioma de Separacién es verdadero en Af. B

Lema 1.8 5i Af es una clase transitiva, enfonces el Axioma de Potencia es verdadero en A

stysslosiVe e M Jye M (Plz)NAfCy).

Demostracién.-
El Axioma de Potencia relativizado a M es:
Ve MIye MVze Mz Cx)Y - zey)
Como A es transitivo, tenemos que z C T es absoluto para Af y
VieMIpeMze Mz Co)™ —2ey)
—VreMIyeMveeM{(zCr—z€y)
—SVreMIyeMv:e Mz e P(z) -z € y)
—YreM3Iye MYz €M AzePlz)—~2€y)
—Vze MIye M(P(z)NMCy). M

Observacién 1.5 Como fodas las relaciones y funeiones ya vistas son absolulas pam clases
transitivas y. como, los ariomas anteriores son verdaderos para ellus. entonces todas las closcs
M, a partir de ahora, serdn considerudas transitivas. Esto se debe a que las clases que nos

interesan son las que son modelos de ZF.

Lema 1.9 Sea M una clase. St M es un modelo del Axioma de Separacidn, entonces:
L. YT,y €M 3z € M (z € 2 Ay € z) implica que el Arioma del Par es verdadero en A
2 Sivre M 3ze M(Uz C z) implica que el Azioma de Unidn es verdadero en Al

Demostracién.-
1) Por hipétesis, dadas =,y € M, existe z € M tal que z € z y y € z; es decir, existe z € Al

tal que {z,3} C z. Sea w={v € z:v =xVev =y}. Como M es modelo del Axioma de
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Separacién, w € Af y como el Axjoma del Par retativizado a M es

Yr € MYy € AM3w € AMYv € M(v € w — v =1Vt =y}, sesigue que el Axioma del Par es
verdadero en Af.

2) Por hip6iesis. dada = € M. existe z € M tal que Uz C 2.

Siy={vez:Juwe Mweravew}={re€z:veuUr) entonces, como I es inodelo del
Axioma de Separacion. y € M vy como €} Axioma de Unidn relativizado a M es
VreMIyeMreMrey—~JuweMwezAvew),

tenemos que el Axioma de Ja Unién es verdaderoen Af. B

Lema 1.10 Sea Al un modelo del Arioma de Separacién. Supongamos gue para ceda férmula
ole y, A, wn, o wn) y cada A wy, ..., wn € A podemos mostrar que si

Yo € ATy € MMz, v A wy. ..., wn ) entonces

I e M{{y: Iz e AN, 1. A wn. .y uwn)} T V).

En tol caso el Esquema de Reemplazo es verdadero en M.

Demostracion.-
Supongamos que (T, y. 4,2, . Wy} ¥ A, w0, ..,y € M cumplen con la hipotesis, es decir,
que si Yz € A 3ly € Mz y, A, wy, ..., wn)entonces
Y € M({y: 3z € AxM(z, y. A uy, . wpn)) CY)
Seab={yeY: 3z e ApM(x,y, 4, w1 ... wn)}, como el Axioma de Separacién es verdadero
en M, b€ M. Dada (x. y, A, wy, ..., wn) que se comporta como funcién en A, el Esquema de
Reemplazo relativizado a A es:
VAe M3be MYy e Mlyebw— Ix e M{z € ANM(z,y, A, wn, o wn))].

Por lo tanto, el Axioma del Reemplazo es verdaderc en M. B

Lema 1.11 EI Azioma de Buena Fundacion (VA[Sx(xr € A) —
In{m e AAVy(y € m — y ¢ A)}]) es verdaderv en cualquier clase transitiva M C BF, donde

BF es la clase de los conjuntos bien fundados.

Demostracién.-
Esto se debe a que la interpretacién para el predicado € de LzFp es la relacién esténdar de

pertenencia. W
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Lema 1.12 Siw € M, entonces el Arioma de Infinito es verdadero en M,

Demostracién.-
Sabemos que @ v s{z) son absclutas para Af (clase transitiva). Por tanto, el Axioma de Infinito
relativizado a M es: 3z € M{D € z AVy € ={s(y) € z)). Luego si hacemos = = w, vemos que el
Axioma de Infinito es verdadero en Af. B

1.4 Teoremas de Légica.

1.4.1 Teorema del Isomorfismo.

El Teorema del Isomorfismo afirma que dos clases transitivas isomorfas son iguales. Para
demostrar este teorema, necesitamos recordar la €-induccién:

vr[¥z € 7 p(2) — ¢lz)] — Yxe(z).

k-4
Teorema 1.3 §i Ay, M, son elases transitivas isomorfas (M1, €) & {Mq, €) ). entonces

Yu € My(m(u) = u).

Demostracion.-
Sean Mj, My clases transitivas y sea 7 un isomorfismo, es decir, (M), €) & {Al3, €). Veremos
que ¥z € M (7{z) = £} por €-induccidén.
Sea z € M. Supongamos que Yz € r(x(z) = z) y veamos que 7(z) = 7.
D) Sea 2 € 7. Por hip6tesis de induccién, 2 = (z) y, como 7 es morfismo, 7(2) € #(x). Por
lo tante, z = #(z) € «(x).
C) Seat € w(z). Como w(z) € My y My es transitiva, t € Me. Como 7 es suprayectiva, hay
z € M, tal que ¢t = #(z) € n(z). Por lo tanto, como 7 es morfismo, z € ¥, por hipétesis de
induccién, z = 7(z). Concluimos que z=w(z)=t € .

Por lo tanto, n{z) =T, Ve € M) (n{z) =z} y My =M. B

1.4.2 Colapso de Mostowski.

Teorema 1.4 Si B es un relacional bien fundado, limitado por la izquierda y exlensional en

una clase A, enfonces existe una tnica clase transitiva M y un vnico isomorfismo = tales que
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{A, R} = (M.€). En particular, si A es una clase criensional con la perterencia enlonces ¢s

isomorfa a una nica clase transitiva y. st B C A y B transitive. entonces v € B(7(x) = ).

Demostracién.-
Recordemos 1a notacién acordada para el R-segmento inicial determinado por ren A
pred(A.x. R), es decir, pred(A.x, R) = {y € A : yRr}. Sea & un relacional definido como signe;
(1.0} € G = ues funcidn A 3r{dom(u) = pred(A,z. R) Av = ulpred(4, 2. R))).
Se puede ver que G es un funcional. Por el Teorema General de Recursicn. existe un vunico
funcional 7 1al que:
dom(w) = cam(R)
Ve € A(w(#) = C(7 lpreqar.)))
Sabemos que cam{R) C Aysiz € A —cam(R). entonces pred(A,r, R) =0 v = o= 0, de modo
que =(x) = G(B) =0 y dom(r) = A.
Por otro lado. G(w [reqar.r) = wipred{A.z, B)] = {r(z) : z € pred(A.x, R)}.
Sea M = a[A} = {=(z) 1 1 € A}. Veamos que A/ es uansitiva.
Sea w € M y sea y € w. Entonces w = #(z) para alguna = € A yw={a(z}:z € pred(A,r, R)}.
Como y & w, entonces y = w(z) para aigin z € pred{A, z, B), es decir, zRx. Por lo tanto.
zecam(R)C A eye M.
Obviamente = es suprayectiva.
Veamos que = es inyectiva.
Supongamos que hay .y € A tales que r # y v 7(z) = 7(y) = 2 ¥ supongamos que z es
el elemento de mfnimo rango tal que #y vy a(r) = 7(y) = z. Como R es extensional.
pred{A.z, R} # pred{A,y, R} y, sin perder generalidad, hay « € A tal que
u € pred{A, 2, R) — pred{A.y, R), es decir, uRz y ~{uRy). Por lo tanto, tenemos que
w(u) € 7lr) = 7(y) = 2 v que n{u) = #{v) para alguna vRy. Como —(uRy), entonces 4 # o
Por otro lado, j p(=(u}) < p(z) / (2 es el de rango minimo, w{u) = #(v) ¥y u# v).
Por lo tanto, 7 es invectiva.
Veamnos que 7 es morfismo: TRy — 7(x) € 7(y)
—} Si xRy, por definicién de =, #(x) € w{y).
<) St 7(z) € 7(y), entonces w(x) = 7{u) para alguna u tal que uRy. Como 7 es inyectiva,

T =uy, por lo tanto, xRy.
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Por lo tanto, % es morfismo.

Veamos que 7 v Af son tinicos.

Si my, Ay y 7. My son tales que cumplen con el enunciado del 1ecrema, entonces,

{A, R) o {Ah. e}y (A R} 2 (A3, €). Luego (A, €) Mg—:ll {My. €) . por el Teorema del
Isomorfismo. Af} = Ms. Por lo tanto, 740 7,'1 = id.

Concluimos que 7 = 73 ¥ Ay = AMa.

=)

Sca A una clase extensional con la pertenencia y sea B € A un conjunto transitivo, Por 1

29

anterior sabemos que exisien una clase transitiva M y un isomorfismo 7 tales que (A, R}
(M. €).

Veamos que ¥r € B(s(r) = r) por €-induccidn:

Sew w € B. Supongamos que ¥y € r(s(y) = y). Mostremos que #(z) = r.

) Sea 2 € ={x) = alpred(d.x.€)] = {x{w) : w € pred(A,z,€)} = {F(u): w e AAw e £}, es
decir, z = m(w) para algin w € <. Por hipétesis de induecién, =(w) = w, de donde se sigue que
zEerT.

2) Sea 2 € x. Sabemos que #(z) = {=(w) : w € AAw € x} ¥, por hipdiesis de induecién, que
z = 7(2), de donde se sigue que x = =(z) € w(x).

Porlo tanto, a{z)=z. 8

1.4.3 Teorema General de Reflexién.

Para demostrar este importante teorema necesitamos primero mostrar ¢l criterio de Tarski-
Vaught.

Entendemos por subférmula de una férmula a cualquier pedazo “vonexo” o “continuo”
de ella que sea fdrmula. Por ejemplo, P(z), Q(z.y) ¥ (P(z) A Q(z, ¥)) son subférmulas de
2e(P(x) A Qz, y)), pero Ix(P(x)) ¥ 3x(Q{z. ) no lo son. Dada una lista finita de f6rmulas
es fdcil obtener otra lista que contenga a la primera y a todas las subférmulz que perienezca a

ella (cerrada bajo subférnnlas).

Lema 1.13 {Criterio de Tarski-Vaughi). Si M. N son dos clases tales que Al € N y si
P1s--¥n €5 una lista finita de férmulas cerrada bajo subférmulas. entonces las siguientes afir-

maciones son equivalenfes:



1. ¢, ¥y son absolutas para A, N.

2 Toda ¢ (i=1,...,n) de la forme Iz (x.3n., ..., ym} cumple lo siguiente:
vylv'"lym € Afla-‘r € "V(‘FJN(xzyla'“*ym}) — 3z e A!( _?;(x'yll'“aym))]

Demostracién.-
1= 2) Sean y; = Iz {2, 41, ¥m) € § = (Y1, Ym) € M™.
Supongamos que 3z € N{¥ (.41, ..., ym)), es decir, supongamos que (Frsi (. )Y = &N
Como ; es absoluta para A/, NV, se sigue que v = Az € M(2¥ (x. 7)) y. como ; es absoluta
para A, N. concluimos que 3z € Af{(¢x ¥ (z, 7).
2= 1} Veamos que para culaquier ;; de la lista, y; es absoluta para Af, N, por induccién sobre
la formacién de férmulas.
Si ; es atémica, ya vimos que ; s absoluta para A7, N. Supongamos que ; ¥ ¢, son absolutas
para M, N. En tal caso, si ¢; = T 0y = A 7y, entonces ; es absolula para M, N.
Por otra parte, si o; = Anp;(z,7), filemos § = (y1,...¥m) € AF™, de donde tenemos las
siguientes equivalencias:
(@) & 32 € MM (e, 5) W 3 € Mo (z.g) ™ MV TP 30 ¢ NN (2, )

El Teorema General de Reflexidn muestra una propiedad relativa a la absolutez de una lista

finita de férmulas en una jerarqufa acumulativa.

Teorema 1.5 Teorema General de Refleridn. Sean Z una clase no-vacta y. para todo ordinal

a. Zy un conjunto. Si Z y Z, son tales que:
A)a<B=2,C 2
B} lim{y)=> Z,= U Z
Sy

Clz= U Z,,
) acOR ©
entonces, pare cualquier lista finita de férmulas ... ¢, se tiene que

Va3f < alypy, ..., v, son absolulas parm Zg, 7).

Demeostracién.-
Sin pérdida de generalidad, podemos supener que la lista es cerrada bajo subférmulas. Para

cada t = 1,...,n, sea m; el nimero de variables libres de la férmula , v sean G, : V™ — OR
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Yy F:OR—-ORlos siguientes funcionales;
min{n: 3z € Z,(of(2,8)} si g = 3rp(z,5) y Sr e 2(pZ(=,5))

€0t otro caso

Gt st} =

donde § denota (y,, S T

F(Q = sup{Gilyr, s t) : 41y cor i € Z¢} = sup Gilz™).

Obsérvese que para todo C€OR, Z esun conjunto, por lo que, por el Axioma de Reemplazo,
{Gu@) : 7 € Z:} es un conjunto de ordinales. Asf, Fi{C) est4 bien definido para cada € OR.
Obsérvese también que:

* Si ¢ no es existencial, Fi(¢) = 0 para todo ¢ € OR.

* La funcional £; es monétona, pues si ¢ < ¢', entouces {(/(g) : 5 ZC{Gi®) 7€ Za}
por lo que F(¢) = sup{Gy(g) : j € Z.} < sup{Gi(F) : § € Zp} = F(¢).

® Silim(~) y Vi € {1, - TIVC < 1{F{() < 7), entonces cualquier ;= 3z, (. §} cumple que:
Yo ;€ 0[32 € Z(23(@,§)) — 3z € Zy(E(z. ). Vearmos por ques

Sean y; = Tz 5 e viy oy, € Zy y supongamos que 3r € Z(a,.:f(x,yj). Ental caso,
Iz e Zal.(g)(n,of(x,g)). Como lim(y} y § € £, entonces, par la hipdtesis del inciso (B) de las
hipdtesis, 3¢ < (5 € Z¢), de donde Gy(7) < F(C) < . Asi, por ta hipétesis del inciso (A),
Zeupy © Z+ ¥. por lo tanto, 3z € Z.,(-,:f(x, 7))

Asf, por el punto anterior, si lim(y) y¥i € {1,2,...,n}, entonces V¢ < y(F{¢) < 7). Concluimes,
con base en el Criterio de Tarski-Vaught, que ¥12+1 ¥ SON absolutas para Z., Z.

S¢lo falta ver que dado a, podemos encontrar 8 > o tal que

im{ByyVie {1,..,n},¥¢ < B(F{) < B):

Por recursién sobre w, definimos By, para cada n € w, como sigue:

Br=a

By = maz{By + 1, Fi(3;), .., Fal)}

yses 8 =sup{B, : n € w}. Como a = By < B8) < ... < ..., entonces A es un ordinal limite
estrictamente mayor que a. Por otro lado, sea { < 4. Sabemos que { < 3, para algin n € w ¥,
por la monotonia de £}, F{() < Fi(B8,) < Bnyy < B. Asf, ¥¢ < 8, Fi{¢) < B y esto para cada
i€{l,.,n}. N
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Capitulo 2

Los Conjuntos Definibles y el

Universo

En este capftulo definiremos un modeto de los axiomas de Z F que también lo sea del Axioma de
Eleccién y de la Hipétesis Generalizada del Continuo. A este medelo lo llamaremos el universo
construible o definible ¥ lo denotaremos por L. La idea de los “conjuntos constructibles™ es
que sean los conjuntos que podamos definir con férmulas del lenguaje de ZF, pero dentro de
ZF. El conjunto de todos los subconjuntos “definibles” a partir de A (que denotaremos como
D(A)) serd el conjunto de todos los subconjuntos de A que sean definibles en el lenguaje de Z £
a partir de elementos de A como pardmetros.

Si Cg'}’ denota el conjunto de f6rmulas del lenguaje de ZF con n + | variables libres, entonces
D(A) = {{z € A: ¢* (40, ¥n-1,3)} | ¥ € L3550, 1 ¥ney € Ain € w}; sin embargo, ain
no hemos formalizado con suficiente cuidado esta definicién, ya que ¢ es una férmula y no un
conjunto y esta definicidn no est4 dada dentro de ZF. Para lograr esto, tendremos que definir
Df(A,n) como el conjunto de las relaciones r-arias en A que son definibles por una férmula
con n variables libres relativizada a 4 y definir a U Df(A,n} como el mfhimo conjunte de
relaciones en A tal que contiene relaciones basicas co:rf: {{z.y) € AxA:z € y} v es cerrado bajo
las operaciones de interseccién, complementacién ¥ proyeccién. En este contexto, la operacién
de interseccién dentro de la teorfa sers el equivalente al A del lenguaje, la de complementacién

serd equivalente al -~ y la proyeccién al 3. En esta primera seccién definiremos el concepto de
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“definibilidad™ para poder establecer lo que significa “ser definible”.

2.1 Definibilidad

Definicién 2.1 Searnncw e, j <n,
1. Proy(A,R,n) ¢=f {s€4”:3t € R( [n=5)}
€
. Diage(A.n,i,j) = {s & A" s(i) € s(3)}
3. Diag=(A,n.i, j) = {s € A*: 5(i) = s(j)}
£,

4. Definimos Df'(k. A.n) (para toda n simultdneamente), por recursidn sobre k € w, como
sigue:
(o) Df'(0, A,n) = {Diage(A,n,4,7} 1 i,5 < n}U{ Ding.(A,n,4,5):4i.j <n}
() Df(k+1,A,n) = Df'(k, A,n) U {A"\R: R€ Df'(k, A,n)}U
{RNS:R,S€ Df(k,An)}U{Proy(A,R,n): R€ Df'{k, An+ 1)}

5. Df(A’n) = U{Dfl(k:A:n): ke w}

Lema 2.1 §i R,S € Df(A,n), entonces A"\R ¢ Df(A,n} yRNS ¢ Df(A.n).
5i R€ Df(A,n+1), entonces Proy(4, R,n) € Df(A,n).

Demostracién.-
Sean R, 5 € Df(A,n). Existen kq, ko €w tales que R € Df'(ky, A,n) v § € Df'{ky, A,n). Por
definicién, si R € Df'(k1, A, n), entonces AR € Df'(ky + 1,4,n) C Df{A,n).
For lo tanto, A"\R € Df(A,n).
Por definicién, si R € Df'(k;, A,n} y § € Df'(kz, A n), entonces R, S € Df'(k, A,n) donde
k =mdzx{ky, ko}; luego, RNS € Df'(k+1,A,n) C Df(A,n)y RNS ¢ Df(A,n).
Sea Re Df(A,n+1). Existek €wtal que Re Dff(k, A,n+ 1} v,
por definicidn, Proy{A, R.n) € Df'(k +1, A,;n) C Df{A,n).
Por lo tanto, Proy(A, R,n) € Df(A,n). B
El siguiente teorema muestra que D f{A,n) contiene toda relacién en A que es “definible”

por una férmula relativizada a A,
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Teorema 2.1 S5i ¢{zp, ..., Tn-1) &5 una formula cuyas variables libres estdn entre zg,..., Tn-1.

entonces YA[{s € A™ : ¢*(s(D), ... s(n — 1))} € Df(4,n)].

Demostracion.- (por induccién sobre la formacion de férrmulas)
8i &(zg, .... Tn-1) = z; € T;, entonces
{s € A" : 6%(s(0),....5(n — 1)}} = {s € A" : (z; € 7;)[s(0),....8(n - 1)]} =
{3 € A" : 3(i) € s{5)} = Diage(A,n.i,j) € Df(A,n).
Si ¢(zp, ... Tn-1} = z; = z;, entonces
{s€ A" : 0*(s(0), ... s(n — 1))} = {5 € A" : (z; = 2;)[s(0), ..., s(n — 1}]} =
{s€ A" : 3(i) = s(j)} = Diag=(A.n.i,7} € Df(A,n).
Supongamos que para o(%o....Tn-1} ¥ ¥{Z0....,Tn-1), €l teorema se cumple. En tal caso,
{s€ A (¢ A¥(s{0),...,s(n - 1))} =
{s€ A" : o3(3(0), ..., 5(n — 1)) Aw(s{0), .., s(n — 1))} =
{s€ A" 1 0%(s(0),....s(n — 1))} N {s € A" : ¥(5(0), ..., s(n — 1))}.
Por hipdtesis de induccién, sabemos que {s € 4" : ¢*(5(0),...,s(n — 1)}} € Df(A,n) ¥y que
{3 € A" : A (s(0), ..., s{n — 1))} € Df{A,n). Por el lema anterior, sabemos que la interseccién
de dos conjuntos de D f(A, n) estd en Df(A, n), de modo que
{s € A : (@ AY(s(0),...,s{n — 1))}'} € Df(A.n).
Supongemos que el teorema se cumple para ¢{Tq, ..., Zn—1). En tal caso,
A"\ {5 € A" : 0A(s(0),...,s(n = 1))} = {s € A" : =¢*(s{0),...,s(n — 1))}. Por hipétesis de
induecion, {s € A" : ¢(s(0), ..., s{n ~ 1))} € DJ(A,n) y, por el lema anterior,
A"\ {s € A" ¢Y(s(0), ..., s{n — 1))} € Df(4,n).
Por lo tanto, {s € 4™ : =¢*(s(0), ... s(n — 1))} € Df.(A,n).

Supongamos que el teorema se cumple para ¥{(zg, ..., Zn_1) ¥ s€a ¢{Zg, ..., Tn-1) = Jy¥(Z0; -, Tr-1)-

Sabemos que las variables libres de la férmula ¢ estdn contenidas en {zg, ..., z,-;}. Tenemos
dos casos:

caso (i) y#z; ¥i=0,...n -1,

{s € A% : ¢*(s{0),....5(n = 1))} = {s € A" : Ty € AP*(s{0), ..., s(n — 1),3)}.

Sabemos por el lema anterior que Proy(4, {t € A™*! : ¢A(1(0), ..., t(n—1),t{n))},n) € Bf(A,n)
¥, como {t € A™ 1 A(E(0), ..., t{n — 13, 4(n))} € Df(A,n) por hipétesis de induccitn, sélo

falte mostrar que
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{s € A™ : 3y € Ay (s(0),....s{n—-1). )} = Prog(A, {t € A 9A(H0), ... t{n—1), ¢{n))}. n):
C)Sease {s€ A" : y € Av?(s(0),....s(n — 1),7)}. Existe a € A tal que

¥A(s(0), ..., s(n — 1), a). Sea t = s"a (donde * es la operacién de concatenacién, es decir,

8"y = (5(0),..., s{n — 1).a)). En tal caso, ¢ € A™*! y, por lo tanto,

s € Proy(A.{t € A" : ¢4 (H{0), ...t (n — 1), t{n))}, n).

2} Sea s € Proy(A,{t € A" : ¢A(H0),...t{n - 1),t(n))},n). Existe t € A" tal que
$A(t(0), ... t{n ~ 1),£(n)) y ¢ [a=s. Si tomamos y = ¢(n), tenemos que

s€{s€A": 3y Avi(s{0), ..., s(n ~ 1}, 1)}.

caso (ii) Si y = r; para algin j = 0,...n — 1, entonces Oz, s Tno1) = IT;0(T0, -y Tn-1 ),
€5 decir, z; no figura libre en @. Sean z una variable que no figura en ¢,

W {(T0, o o1, 2) = VX0, Tjl, £, 2410 e Zno1}) ¥ ¢ = Jz¢f. Tenemos que o' ¥ ¢ son

légicamente equivalentes y, por el caso (i), el lema se cumple para ¢ y también para ¢.

Observacién 2.1 El inverso de este teorema-esquema gue, intuitivamente, equivaldria o decir
“Todo elemento de Df(A, n) se define por une formula”, no se puede Juslificar rigurosamente
en ZF. Esto se debe a que doda una enumerncidn .y, .. de todas las formules del lenguaje
de ZF con variables entre 1g,...,2,_1, esta frase se escridiria comeo sigue:

YAYy € Df(A,n) ;’é/w [v={s € A" : ,(s{0), ..., s(n — 1)}}j ¥ esta expresién no es una férmula,

pues no es una expresion finita.

Definicién 2.2 Definimos En(m, A, n), simultdéneamente para cualgquier n, por recursidn sobre

m € w coma sique!
1. 85im=2%.37 ¢{ j <n, entonces En{m, A,n) = Diage{A,n,4,j).
2. 85im=12%-37.5¢4,j <n, entonces En(m, A,n) = Diag=(A,n,i, ).
8. Bim=2%-37.5% y j <n, entonces En{m, A, n) = A"\En(i, A,n).
§ Sim=2%.37.5% y j < n, entonces En(m, A, n) = Bn(i, A, n) 1 En(j, A, n}.
5 Sim=21.37.5% entonces En{m, A,n) = Proy(A, En{i, A,n + 1),n).

6. Sim no se puede foctorizar como en 1, 2, 9, {. 5 entonces En{m,A,n) =0,



Lema 2.2 Para toda n € w y todo A, Df(A,n) = {En{m, A,n):m € w}.

Demostracién.-
2} Por induecién sobre m € w.
Si m = 0, entonces m no se puede factorizar; por lo tanto, En(m,An)=0x0¢€ Df(A,n), ya
que &= {s € A" : s{i) € s(j}} = Diage(A.n,i,j} € Df(A,n).
Supongamos que el lema se cumple para k. §i m = k+ 1 y m es como en 6, entonces
En{m,A.n) = @ € Df(4,n). $§i m se puede factorizar como en los otros casos, por la defi-
nicién de Df'(k, A,n) y porque Df(A,n} = {Df'(k,A,n) : k € w}, tenemos que
Df(A,n) = {En(m, A,n): mew}.
C}Si Re Df(A,n) = {Df'(k, A,n) : k € w}, entonces existe & € w tal que R € Df'{k, An).
Veamos, por induccién sobre & € w, que Ya[Df'(k, A,n) C {En(m, 4,n) :m € w}.
5i R € Df'(0, A n), entonces:
e Si R= Diage(A,n,i,j) parai,j < n, tenemos que R = En(2*-37, A, n).
* Si R= Diag-(A.n,i,j) para {,j < n, tenemos que R= En(2%-37 .5 A,n).
Supongamos que Ya[D[f'(k, A,n) C {En(m, A,n) : m € w}] y veamos que
vn[Df'(k+1,A.n) C {En(m. A,n}):mew} Sea Re Df(k+1,A, n), entonces:
* S5i R € Df'(k, A,n), por hipétesis de induccién, R € {En(m, 4,n) : m € w}.
* 5i R = A™\S con § € Df'(k, A,n), entonces, por hipétesis de induccién, § = En(i, A,m}
para alguna i € w. Por lo tanto, haciendo m=2*. 37 . 52, tenemos que
En(m, A.n)= A"\En(i.A,n}=Ry Re {En(m An):mc¢ w}.
*S5i R=5nTcon §,T € Df'(k, A,n), entonces, por hipétesis de induccion, S = En(i, A.n)
para alguna { € wy T = En(j, A, n) para elguns j € w. Por lo tanto, haciendom = 2 1-33 .53,
tenemos que En(m, A,n) = En(i, A, n)NEn(j,A,n) = SNT = Ry R € {En(m, An):mew)
* 5i R = Proy(A.5.n) con § € Df'{k, A,n + 1), como definimos la contencién para toda n
simultdneamente, por hipdtesis de induccién, S = En(i,A,n + 1) para alguna i € w. Por lo
ianto, haciendo = 2 ¥-37 . 5, tenemos que En(m, 4, n) = Proy{A, En{i, A.n+ 1),n) =
Proy(A,5,n)=Ry Re {En{m,A,n}:mew}. W

Corolario 2.1 Pam tode n € w y todo A, | Df(A,n) 1< K.
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Demostracién.-

Es inmediata del lema anterior. B

Observacién 2.2 La definicién de Df es un camine para formalizer la sintaris ldgica y la no-
cidn de satisfaccidn dentro de ZF. Por su parte, En es un “alajo” para escribir la numeracion

de Gédel también dentro de ZF,
Lema 2.3 Las funciones Df y En son absolutas para modelos transitivos de ZF.

Demostracién.-

Sea Af un modelo transitivode ZF. Diage (A, n. 4, J), Diag_(A, n,i, j) son absolutas porque son
descritos por férmulas compuestas por una conjuncién de relaciones absclutas. Proy(A, R,n)
es absoluto porque la férmula que lo deseribe estd compuesta por una conjuncion de relaciones
absolutas y por existenciales acotados por conjuntos que estén en Af. Df'(k, A, n) esté definido
por recursién usando nocienes absolutas. Df(A,n} es la unién de conjuntos absolutos y, por
eso, también es absoluto.

La funcién En es absoluta porque las anteriores lo son, porgue las definiciones por recursién
utilizando nociones absolutas son absolutas y porque la exponenciacién ordinal también es

absoluta. W

2.2 Los Conjuntos Definibles

Como dijimos en la introduccién de este capftulo, queremos encontrar una definicién formal para
los conjuntos que podamos describir con relaciones y operaciones conjuntistas que “parafrasean”
o “simulan” una férmula del lenguaje de ZF, pero dentro de ZF. Para esto, partiremos de un
conjunto dado A y definiremos una operacién D(A} que serd como el conjunto potencie de A,
pero s6lo tomando los subconjuntos “definibles”. D(A) serd el conjunto de subconjuntos de
4 que son definibles a partir de un nimero finito de elementos de A mediante una férmula
relativizada a A.

Después, definiremos la clase propia L de los conjuntos definibles y veremos sus propiedades
para, en el siguiente capitulo, demostrar, entre otras cosas, que L es modelo de ZF junto con

el Axioma de Eleccién y la Hipétesis Generalizada del Continuo (ZFE + HGC).

27



L

Definicién 2.3 Sea A conjunto. Se define la operncidn D(A) como sigue:
D(A)={X CA:Ine3sc A"SRE Df(An+1)(X = {z€ A: s"z € R}}}

El siguiente teorema. en realidad un esquerna de la metateorfa, es la confirmacién de que la

definicién de D es lo que querfamos.

Teorema 2.2 5i ¢(vq, ... tn-1,%) €5 una férmula cuyas variables libres son eractamente

Y, e Un- 1, T, entonces YAV, .ty € A[{z € A: 6w, o va-1,2)} € D(A)-

Demostracidn.-
Sea A un conjunto y sean yg, ..., yn-1 € A.
Sea X = {z € 4: 6" (10. woyn-1, )} Sean n+ 1 € wfijo, t = (g, oy Ynu1) ¥
R={s & A" : ¢*(s(0), ..., s{rn—1), 5(n)}}. Por el teorema 2.1, tenemos que Re Df(A n+1).
Veamos que X = {z € 4: t"z € R}:
C)Size X, entonces 2 € Ay ¢ (Yo, ¥n-1,2). Sea & € A" la sucesidn
$(0) = yo,....s(n ~ 1} = pn_y ¥ s(n) = z. Como t = {Yyp, ..., Yn—1), €NlONCES § = £z y sabemos
que & (3o, ... Yn-1. z), de modo que, t*z € R.
Porlotame, z € {z € A: t*r € R)}.
2)Size {z€A:t"r e R}, entonces ¢*{yg, ..., Yo, 2).
Por lo tanto, z € X. -
Asl,3n+l€wH € A"IRe Df(An+1)(X ={zcA:t"z€ R}) y X C A, de modo que.
por definicién, X € D{A). W

Lema 2.4 Para caulguier conjunio A:
1. D(A) C P(A).
2. 8i-A es transitivo. entonces A C D(A).
I VX CA(JX <R — X eD(A).
4 (AE) | A2 N — | D(A) =] A|.

Demostracién.-

1) Se sigue directamente de la definicién de D(A).
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2) Sea A uansitivo. Dada la férmula = € v, tenemos, por el teorema anterior. que

Vv € Af{zr € A:z € v} € D{A)]. Como A es transitivo, {z € 4 :z € t} =vpuessiz €,
entonces z € A. Por lo tanto, Yv € Alv € D(A)}

Concluimos que A € D(A4).

3) Recordemos que, por ¢) lema 2.1, si R, § € Df(A,n+1), entonces (A"H'\R) € Df(4,n+1)
Yy RNS € Df(An+1). Porlo tanto, RU S = A™H((AI\R) N (A™N\5)) € Df(An+1)
y@=RnN(A"*"\R) € Df(An+1).

Sea X C Ay|X|=new Demostremos, por induccién sobre m < n, que

ER = {t € A" : 3 <m(i(n) = 1(i))} € Df(A,n +1).

Supongamos que E* € Df{A,n+1}). Veamos que E™ ¢ Df(A,n+1).

Es claro que £7**1 = Ef'U {t € A" : t(n) = {m)}. Sabemos, por hipétesis de induccién, que
EX' € Df(A,n+1) y, por la definicion de Diag-{A,n,3, ), que

{t € 4"*!: ¢(n) = t{m}} = Diag_(A,n+ l.n,m) € Df{A,n+ 1}. Concluimos que

EFu{te A it(n) = t(m)} € Df(An+1) y EP* € Df{A,n+1).

Ahora, para cualguier s € 4%, sea ran(s) = {z € A: s"z € E7}. Tenemos, por la defincién de
D{A), que, como EY € Df(A, n+ 1), ran(s) € D(A).

Por lo tanto, si X = {ag....an} y s € A" tal que s(i) = u;, entonces X = {reA:s"ze ET}
y X € D(A).

4) (AE) Sea A un conjunto tal que | A | > Ro. Suponiendo el Axioma de Eleccién,

| A" [ = | A| Yn € ». Ya demostramos que | Df(A,n + 1) | £ Ro (corolario 2.1}, por
consiguiente, como

DA =]1{XCA:3ne s e AR € Df(An+1)(X = {ze A:s"z e R)) |, tenemos
que | D{A) | <jwlf A" || DAAn+1}{ < |w] Allw| =] AL

Por lo tanto, | D(4) | €| A|. Ademds, sabemos por 3 que Vr € A({z} € D(A)), de modo que
| D(A){ 2| A|. Concluimos que | D(A) | =] A|. B

Observacién 2.3 Se puede penser que el inciso (9) del lema es una consecuencia frivial del
lema anterior pues si X C A y | X | = n, entonces existe f i n— x biyeccidn; como

X ={f(0), ..., f(n—1}}, hacemos (zo, ..., Tn—1,2) = (z = 29}V ...V (T = Tp_1) ¥, porel lema
anterior, X = {y € A: ¢*(f(0),..., f(n — 1))} € D(A). EI problema de este argumento es

que la funcidn [ que enwnera @ X esid en ef universo V, pero no tiene por qué estar en A,
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pues “ser finito” no es absoluto, es decir, puede ser que A no “sepa” que X es finito.

Gbservacién 2.4 Una consecuencia importante del inciso (8) del lema es que si A es finito,
entonces P(A) C D(A) y. por lo tanto, P{A) = D(A). Ademds,
ID(A) | = | P(A} | =24 > | A

Lema 2.5 La operacidn D(A) es absoluta para los modelos transitivos de Z F.

Demostracién.-
La demostracién es inmediata & partir de que Df(A,n) es absoluta (lema 2.3). M
Ahora ya podemos definir formalmente la jerarquia acumulativa de los conjuntos definibles

o constructibles y, después, el universo definible o constructible.

Definicién 2.4 Por recursidn transfinita, definimos L, para a € OR, como sigue:
Lo=10
La+1 = D(Ln)

Ly =} L para v lmite
a<y

Definicién 2.6 Sea L= |} L,.
acOR

Las siguientes proposiciones nos hablan de las propiedades de los estratos Ly yde L.
Proposicién 2.1 1. Va € OR(Ly C V,).

2Vnew(ln=V,)yL,=V,.

3. Sia es infinito. entonces | Lo | = | D(La) | = | Lay1 | .

4. Ya € OR L, es transitivo.

3. V8 <a(lsgC Ly

6. Ya EOR (L,NOR=q).

7. Sio < B, entonces Lo € Lg.
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Demostracidn.-
1) Por induccién sobre a € OR.
Si a = 0, entonces Ly = @ = V Por lo tanto Lg G V.
Sia =+ 1y suponemos que Lg C Vp, entonces Lgyy = D(Ls) C P{Lg) HQI' P{V3) = Vaiy.

S @ = v, donde « es un ordinal limite, y suponemos que V8 < +4(Ly C V3), entonces

Por lo tanto, Va € OR{L, C V,).
2) Es corolario del inciso (3) del lema anterior, ya que todos los subconjuntos finitos son de-
finibles. Asf, si A es finito, P(A) = D(A). Ademds, como ¥n € w(L, = V,), tenemos que
L=l Ln={J Vu=V,.

<t a<y
3) Es corolario del inciso (4) del lema anterior, ya que si a es infinito, entonces L, es infinito
yvyporlotanto, | La | =} D(La) | = | Lat1 |-
4) Por induccidn sobre o € OR.
5i a =0, entonces Ly =0 y & es transitivo.
Supogamos que Ly es transitivo. Consideremos Ly = D(Lg) € P(Ls). Sea = € Lay, es
decir, z € D(Lg) y, por la definicién de D(Lg), ¥ € Lg. Por otro lado, Ly € D(Lg) (lema 2.4,
inciso (2)) de modo que £ € Ly € D(Lg) = Lzy;. Por lo tanto, Lz, es transitivo.
3i a = 7, donde -y es un ordina lfmite y Lg es transitivo para § < 4, entonces Ly=|J Lpes
transitivo, ya que la unién de transitivos es transitiva. <
Por lo tanto, para cualquier o € OR, L, es transitivo.
5) Por induccién sobre a € OR.
5i a =0, la propiedad se cumple por vacuidad.
Supongamos que si 3 < a, entonces Ly € L. Sea 8 < a + 1. Tenemos dos casos:
caso i) B < a. En este caso Ly C L, por hipétesis de induccién v, como Lq es transitivo,
Ly € D(La) = Layy Porlo tanto, Lg C Lo1-
caso ii) # = o. Eneste caso Ly = Ly € D(Lo) = Loy
Si a = v y -y es ordinal limite, entonces, dado 8 < v, 8+ 1 < 7. Por ko tanto, por hipétesis de
induccién, Lg C Lagi.
Concluimos que Lg € Lay; © U Le = L,

£<y
6) Por induccién sobre a € OR.
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Sia=0,entonces Lo=Py BNOR=0=a.
5i @ = @+ 1, supongamos que Ly NOR = §. En tal caso, f=LsN OR' C LgNORy
L3 1 NORC P{Lg) NOR € PBINOR=Ve NOR=8+1 e
Por lo tanto, A C Lpyq N Om}i!cJ;O(Ll.;.H NORC B+1. Como S+ 1= FU{B}, sélo faita ver que
Be Lz NOR:
Por hipétesis de induccién, tenemos que 3= L;NOR y, como ser ordinal es absoluto para
conjuntos transitives, LsNOR={6€ Ly:6 € OR} = {8€Ls: (6 €OR) ). Por el tecrema
2.2, sabemos que {6 € Ly : (§ € OR)*} € D(Lg) = Lg41- Por lo tanto, 3 € Lgyy.
As, B+1=BU{B} C Ls,;NORY Lgy1 MORC B+ 1, entonces Lg,; NOR = 8+ 1.
Si @ =+, con + lfmite, y suponemos que V3 < 2(Lg N OR = ), entonces
LyNOR={(} Lg)NOR = U (LaNOR) = U B=n.
Concluimos qﬁ::: Vo & OR(Lg ﬁ OR = a). <
7) Primero veamos que Yo € OR(La € La+1):
={z€Ly:(z=mx)le} € D(L,) = Loy, por el teorems 2.2,
Ahora demostremos, por induccién sobre B, quesia < A, entonces L, € La.
51 8 =0, la propiedad se cumple por vacuidad.
Supongamos que si o < 3, entonces Ly €Ly Seaa < 341, de modo que a < 3.
caso i) 5i a < f, entonces, por hipétesis de induecién, L, € Ls € Lgi; ¥, por el incise (4),
La€ Lap.
caso ii} Si a = f, entonces, L, = Lz € Lty
Si B =, con ~ ordinal limite, entonces, dado a < 7, sabemos que o < a + 1 < v y, por el
inciso (5), que Ly € Lys1 € L.
Por lo tanto, L, € L, R

Proposicidn 2.2 L LCV.
2. L es clase transitiva.

3. Va € OR(a € L), es decir, ORC L.

Demostracion.-

1} Por el inciso (1) de la proposicién anterior, sabemos que Vo € OR{L, C V,) y, por definicién,
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L= LaC l) Vo=V

a€OR acOR
2) Por el inciso (4) de la proposicién anterior, sabemos que
Ya € OR(L, es transitivo) y también sabemos que la unién arbitraria de transitivos es transi-
tiva, por lo que L es una clase transitiva.
3) Sea a € OR. Como, por el inciso (6) de la proposicién anterior, a 4+ 1 = Lgy) NOR, tenemos
quea € Loy, ¥ Lov1 € Ldemodoquea € L.

Porlo tanto, CGRC L. 1

Observacién 2.5 La proposicidn anferior nos muestra que L es una clase transitiva que con-

tiene a todos los ordinales.

Asf como en el universo ¥ de los conjuntos definimos el rango de un conjunto r como el
primer ordinal a para el que £ € V41, en el universo L pedemos definir ei rango de un conjunto
como el primer ordinal a para el que = € Lay;. Es decir, el rango en L de un conjunto z es el

primer ordinal a tal que todes los elementos de x estdn definidos (o construidos) en Ly,

Definicién 2.6 Siz € L, ¢f L-mango de z, denotado por p (), es el menor 3 tel quex & Lair.
es decir, py(r) ={{B € OR:z € L34y}

Proposicién 2.3 1. Va € OR {p;(a} = a).

2 Ya€OR (Lo={z€L:p/(z) <a})

Demostracién.-
1) Sea ¢ € OR. Sabemos que @ € a + 1 y, por el inciso (6) de la proposicién 2.1, que
a+1= Lot NOR, por lo que o € Loyy. También sabemos que a ¢ L,
(puesa€l,=>ael,NOR=a = acal)de modo que p;(a) = a.
2) Sea o € OR. Mostremos que Ly = {z € L : p;(z) < a}.
€) Si y € Ly, entonces y € Ly, por definicién de L-rango, p;(y) < a. Por lo tanto,
ve{zel:p(z)<a}.
2) Siy € L es tal que p, (y) < @, entonces p;(y) + ! < a. Por el inciso (3) de 1a proposicidn
2L, Ly 41 S Loy, comoy € L, (y)+1 por la definicién de L-rango, tenemos que y € L,. @

Lema 2.6 (AE)VaZw (|Lal=]a])-
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Demostracién.- Por induccién sobre & > w.
Sabemos, por el inciso (4) del lema 2.4, quesi | 4 | > | w |, entonces | D{A)|=]A].
Si o = w, entonces L, = V., por el inciso (2) de la proposicién 2.1.
Por lo tanto, | L,, | = | ¥, I=1U al=lw].
Supongamos que | L, | = | a [ C‘omo Flas1|=1D(La) |, | Lo | =|a]¥ a > w, tenemos
que | D(La} | =] Lq |. Por consiguiente. | Los1 | =[D(La) | = | Lol =]a|=]a+1].
Sea - un ordinal limite, [L.,|——[U La|l= | L, U( U Lg [ <R+ ¥ | Ls]
Como, por hipétesis de mduccnjn, | Ly =10 ) como sOn tanios :::i:ﬁ 7 | conjuntes
cada uno con cardinal menor o igual que ! v |, por la férmula de suma cardinal, tenemos que
No-+ Z |Lﬂ|-—Nu+ I+ sup 18] =1|~].

wg @ LAY

Conc]mmos que | Ly <|9].
Como 3= L,NORC L,, por el inciso {6} de Ia propesicién 2.1, tenemos que v | < | L, |.

Porlo tanto, | Ly | =|+]|.®
Corolario 2.2 Siw < a <uwy, enfonees L, es numernble.

Demostracién.-
'La|=|0f=‘\'0-.

Observacién 2.6 Siw<a < wy, entonces L, es numerable, pero V, es no numerable desde

a=wt1, puest Vo | = | P(V.) [ = 2% >,

La itima observacién podria entenderse como que V & L, pues para los ordinales a tales que
w < a <w) la cardinalidad de L, es distinta a la cardinalidad de V,. Es mds, [ Va1 | = 21Vl
¥, en cambio, | Ly | = | @ | = Rp. Por lo tanto, existen conjuntos en V, que no estén en
Ls. Esto 1ltimo nos podrfa llevar a la conclusién de que V ¢ L. Sin embargo, no sabemos
si los conjuntos que faltan en cada uno de los estratos L, estén construidos (o definidos) en
algin estrato Ly més alto, por lo que todavia no podemos dar a une respuesta 2 la pregunta:

“v L



L i
Y
Va>ao (|L]=]a|)
VG>CO(IVM1[=2W“)
7
LMI le
V=i,

' Ynew(lL,=V,)

\fL

El universo V y el univero L



Capitulo 3

Independencia del Axioma de

Constructibilidad

En el capitulo anterior, demostramos que L C V. Falta saber si V C L. E] Axioma de Cons-
tructibilidad justamente afirma que V = L, es decir, que todo conjunto es definible. Después
de demostrar que L es modelo de Z F, la pregunta natural es si el Axioma de Constructibilidad
es cierto. En este capftulo veremos que no podemos contestar esta pregunta dentro de ZF s
suponiendo su consistencia. .

Primero demostraremos que L es un modelo de ZF ¥ que también es un modelo del Axioma
de Constructibilidad. Este axioma afirma que ¥z3a € OR(z € L,)}. Para constatar que L es un
modelo de Z F debemos mostrar que los axiomas de ZF son absolutos para L. La demostracién
de que L es un modele de ZF v del Axioma de Constructibilidad se basa en el Metateorema de
Consistencias Relativas visto en el primer capftulo. Lo que haremos serd demostrar la siguiente
implicacién: Cons(ZF} = Cons(ZF+V = L). De la misma manera veremos que £, también es
un modelo del Axioma de Eleccién (AE) y de la Hipétesis Generalizada del Continuo (HGC),
En otras palabras, veremes que Cons(ZF) = Cons(ZFE + HOC). Esto es importante para
entender la introduccién del universo L por parte de Gdel, va que su objetivo era consiruir un
universo de conjuntos en el que estos dos enunciados fueran ciertos. Después demostrarenios
con el inétodo de Forcing, debido a Cohen, que Cons(ZF) = Cons(ZF +V # L) para concluir

que ¢l Axioma de Constructibilidad es independiente en ZF , s decit, que en ZF no se puede
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ni demostrar ni refutar este axioma.

3.1 Consistencia Relativa de V = [

Para demostrar que L es un “modelo” de 2 F, tenemos que ver que todos los axiomas de ZF
son verdaderos en L o, lo que es lo mismo, que los enunciados de los axiomas son absolutos
para L. Escribimos un “modelo”, porque L es una clase propia (contiene a los ordinales) v un

modelo formalmente es un conjunto. De ahf la necesidad de ia siguiente definicién.

Definicién 3.1 M es un modelo interno de ZF si y sdlo 5i M es una clase transitiva que

cumple los eriomas de Z I,
Teorema 3.1 L es un modelo interno de ZF.

Demostracion.-
Para esta demostracién uiilizaremos los resultados obtenidos en el primer capftulo, seccidn 1.3.
i) Extensionalidad:
Sabemos que cualquier clase transitiva es un modelo del Axioma de Extensionalided, por lo
tanto, L es un modelo de este axioma.
ii} Regularidad o ]éuena Fundacién:
Sabemos que cualquier clase subclase de los conjunios bien-fundados cumple este axioma y que
L=1) Ly C |J V, porloque L es una subclese de los conjuntos bien-fundados. Por lo
t.amgfglnAx:omfgg Regularidad o Buena Fundacién es verdadero en L.
Cabe sefialar que el Axioma de Reguleridad no lo utilizamos para demostrar que L es un modelo
de &); esie axioma asegura que V = BF (donde BF = U Va) ¥ este hechio no figura en dicha
demostracién. En realidad lo tnico que utilizamos fue que BF es un modelo de él.
iii) Infinito:
Sabemos que w! = w, ya que L es una clase transitiva y también sabemos que w € L, pues
OR C L. Por lo tanto, el Axioma de Infinito es verdadero en L.
iv) Separacién:
Basta probar que para cada ¢(z, z, 2, -+ U} cuyas variables libres sean z, z, v, <oy Uy, S€ CUmple

QUé Yz, b1, .10 € L({z € 2: 68z, 2, 01,0, v0)} € L),
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Sean z,v1,..,tn € L. En tal caso existe a € OR tal que 2,v),..,v% € Ls. Como L es
una jererquia acumulativa, podemos utilizar el Teorema de Reflexidn {teorema 1.5 del primer
capftulo), por lo cual existe 3 > a tal que glo(z, z,v1,..., U} = ¢ (r, Z,v1,...t). Porlo
tanto, {r € r: q&"(x,z,v],...,vn)} ={z€z:0%(z, 2,1, iy Un)}. Si definimos

YT, 2,01, tn) = 2 € 2 A Oz, 2,0y, ey Uy, ENtONCES

{rez:¢ =, z,v, wntn}} ={z € z: oz, 2,0, watiy)} =

{r€ Lo: vl (x, 2,01, vn)} € D(L3) = Lgy,.

Concluimos que {z € z: o'z, 2,21, .., 04)} € L.

v} Unién:

Si z € L, entonces existe o € OR ta] que r € L,. Como L, es transitivo, z C L. Asi,
Ur CUL, € L,. De lo anterior se sigue que

Ur={y:3z(zezAy6z)}={yeL,:[3: (ze€znyez))ie}eD(L,)=LoyayUz € L.
vi) Par:

Sean z,3 € L. Sabemos que existe a € OR tal que z,y € L,. Por lo tanto,
{zyl={ziz2=zve=y)={z€L:(z =zVz=yte} e D(Ly) = Loyy.

Conclusién: {z,y} € L.

vii) Potencia:

Necesitamos probar que Yz € L3w € Lvz € Lizew— (€ 2)0).
Seazelyw=(Pa)={yelL:yct z}. Como la relacidn C es absoluta para clases
transitivas, tenemos que w={y € L:y C z) = P(z}N L. Definimos, para cada y C = tal que
y € L, B, como el minimo ordinal tal que y € Lg,. Sea o = méz {8,:5¢ Ls, Ay Cz}). En
tal caso, tenemos que Yy € Liy Cx —y € La+1). Asf,

w=(Pe)  ={yeL:yCx}={y€Lar1 : ¥ C 7} € D{Las1) = Lasa.

Por lo tanto, w = (P(z))* € L y dada 2 € L tenemos que
z€(P@)=zCry2:CamzePr)NL= (P(z))L.

viii) Reemplazo:

Sean o(r,y, A, v1, ..., %) ¥ 4,1y, -y ¥n € L. Supongamos que ¢(z, ¥, A, v1,...,¥q) se comporia
como una funcién en L y, por lo tanto, en V, ya que “ser funcisn” es sbsoluto para clases
transitivas. En consecuencia, tenemos que ¥z € Adly € Lipt(z,y, A. 1, ey )]

Seaz={wel:3zecA ¢L(:.r:, w, 4, v1,..,0,)}. Para cada w € L tal que hay una £ € A con
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¢ {z,w. A, v, ..., ), definimos 8,, como el minimo ordinal que cumpla que w & Ly, . Como
otz y, A, vy, tn) se comporta como funcién en V,

entonces {w: 3z '€ A ¢l(z, w, A, v1,..,tn)} € V, por el Axioma de Reemplazo. Por lo tanto,
podemos definir ag = médr {8, : Iz € A ¢t (z.w. 4, v, .. v) Aw € L}. Por otro lado,
sea 34 el ordinal tal que A € Lg,. Entonces, haciendo o = mdzx {ap. 3,4}, tenemos que
Yw € z{w € Lay1).

Por consiguiente, z={w € L:3v € 4 ¢'(z,w, A, 11,...,9,)} =

{we Layr:3r€ A dle) (z,w, 4,01, 0. 00)} € D{Lasy) = Loya y 2 € L.

Conelusién: L es modelo interno de ZF. W

Observacién 3.1 Abusando del lenguaje. podemos abreviar el corolario anterior como sigue:
ZFF(ZFYLAUL § LAORC L, donde (2F)L es une abreviatura de “L es un modelo de
ZF". UL € L es una abrevigtura de “L es transitive” y OR C L lo es de “L contiene a la clase
de los ordinales”.

Hemos visto que los individuos de L satisfacen los axiomas de ZF. Falta ver que, segin L,
el Axioma de Constructibilidad es cierto, es decir, que en L existen todos los conjuntos, segin

L.
Lema 3.1 La funcional L,(= L{a)) es absoluta para modelos transitivos de ZF.

Demostracién.-
Sea M un medelo transitivo de ZF. Tenemos que demostrar que {L,)M = £,
Por el lema 2.5 sabemos que la funcional D{A) es absoluta . La funcional L, se definié por
recursién transfinita a partir de D{A), por lo que L, ¢s absoluta.

Por lo tanto, (L)Y = L,. W
Teorema 3.2 L es un modelo del Atioma de Constructibilidad.

Demostracion.-
Tenemos que mostrar que (V = L)%, es decir, que
[vz3a(z € Ly))t = vz € L3a € L|(z € La)E].
Sea x € Ly sea a el minimo ordinal tal que = € Lq. Sabemos que OR C L, de modo quea € L
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¥, por el lema anterior, (z € Lo)L.

Por lo tanto, (V= L}-. W
Corolario 3.1 Cons(ZF) = Cons(ZF+V = L) yCons(ZF)= ZFFV £ L,

Demostracién.-
Si recordamos el teorema 1.2 del capitulo 1, tomando a I' como los axiomas de ZF, a T como
los axiomas de ZF junto con el Axioma de Constructibilidad, a la clase Af como el universo
L, y sabiendo que ZF - L # 0 y que ZF oL para todo ¢ € ZF + V = L, tenemos que
Cons(ZF) = Cons{ZF + V = L). Esto es légicamente equivalente a
Cons(ZF)= ZFFV#£L. N

Este 1ltimo corolario asegura que en ZF no se puede probar que V # L, es decir, no se
puede refutar VV = L; esto no quiere decir que V = L sea un teorema, es més, nuestro siguiente
objetivo es probar que en Z F tampoco se puede probar V = L. Se puede pensar que demostrar
esto se logra construyendo algun otro modelo interno (semejante a L) en el que sea verdad que
V # L, pero los siguientes resultados nos dicen que L es la menor clase propia posible que es
transitiva y un modelo de ZF. La consecuencia de esto es que cualquier modelo interno de ZF
contiene a L y, como se demostrard en el ltimo teorema de esta seccién, para cualquier modelo

interno de ZF no es posible probar la negacién del Axioma de Constructibilidad: V = L.

Lema 3.2 5i M es una clase propia transitive que es un modelo de ZF (modelo interno )},
entonces OR C M.

Demostracién.-
Sea a € OR. Como M es clase propia, M ¢ V, = {z : p(z) < a)}, es decir, exisie z € M tal
que p{z} > . Por otro lado, la funcién p(z) es abscluta para M y, ademss, {p(z))™ € M, pues
M es un modelo de ZF y es transitiva. Por lo tanto, a < p{z) = {p(x)}* € M y, como M es

transitiva, a € A .l

Teorema 3.3 Teorema de la Minimalidad de L.

5i M es una clase propia transitiva que es un modelo de ZF (modelo interno), entonces L G M.

Demostracién.-

Primero demostramos que L = LM :
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LM = {z € M : [z c La)]™}. Pero, por el lema anterior, OR C M y, por el lema 3.1.
{La)M = L,, entonces, LM = {reM:Za(re L)}

Ahora, demostramos que {z & M : Sa(zele)) = U Lo=L.

<) Se ve claramente. eeoR

2) Si a € M, entonces. por el Axioma de Separacion, Ly = LM €e M y L, C M. Comeo
sabemos que Ya € OR(a € M), concluimos queVa e OR(L, C M). W

Pronto veremos que no es posible Probar la consistencia relativa de un enunciado falso en

L, por el método de modelos internos, para lo cual es necesario realizar algin trabajo previo.
Lema 3.3 Li =,

Demostracién.-
Qllt={rel:(zeijt)CL
2} Como en ZF se prueba que (V = L), tenemos que (Vz{z € L)), es decir.
vz((z € L) — (z € L)*), de donde L C [L,

Par lo tanto, L: = L. m

Lema 3.4 Si M es una clase propia trensitiva que es un modelo de ZF {modelo interno),

entonces ML = L.

Demostracién.-
C)Ml={zeL:(zert)CL
2) Como M es un modelo interno, por el teorema 3.3 de la Minimalidad de L, L C M, esto
es, en ZF se prueba que Vz((z € L) — (z € M)). Como L es un modelo de ZF, entonces se
prueba que [Vx((z € L) — (z € M))|*, es decir, Vz|(z ¢ LY = {(z € L)t — (z € ANY)). Por
el lema anterior, L* = L, de donde tenemos que vr[rge L)~ ((ze L)~ (z € MY, que es
teutolégicamente equivalente a Vz{(z € L) — {z € M)4].
Porlotanto, LCMEyAMl=L B

Lema 3.5 Para toda férmula ¢ y cualesquiera clases M ¥ N no vactas: (¢M)V — M)

Demostracién.-
Podemos ver que MY C N, ya que MV = {zeN:(zeMPIC N
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Veamos que (¢*)¥ — ") por induccién sobre la formacién de férmulas.
Si ¢ = x; = 29, entonces
(MY = (21 =2 s (2 =2 — 1y =g = (T = z M"Y = S,
Si ¢ = z) € I3, entonces
FN = (= €)MV o () € 1) = 1 € 23 o+ (g € TIMY = M),
Supongamos que (@*)¥ — ¢M™) y que (M)V o 3 (M),
Si ¢ = ¢, entonces
SMW s (Lo L (g MWV L L MAN (MY) ) (2 MY = (1Y)
(MY = (PRI o (~OM)Y e (MY s M) s (g ™) s 1Y),
Si ¢ = ¢ Ay, entonces
(M = (@ AXP)Y = (B AXMIY s (SM)Y A (MY e ST A )
= (O A XYM e o),
Si ¢ = 3x¢, entonces
MY = (Fe)M)V = Bx(z € MASM)Y o 3zfz € NAz € MV A (6M)F] .
3zfr € MV A (@M)V] — 3xjz € MY A @MY o (Fzp)MY = MY
HI ¥

Por lo tanto, en ZF se prueba que (M) — (M") &

Ahora podemos demostrar que no es posible probar la consistencia relativa de enunciados

falsos en L por el método de los modelos intetnios.

Teorema 3.4 Seen ¢ un enuncigdo y M un modelo interno tales que ZF - (—g)k, Si ZF es

consistente, entonces ZF ¥ oM.

Demostracion.-
Supongamos que ZF + ™. Como L es un modelo de ZF, tenemos que ZF F {zM}E. Por el
lema 3.5, ZF F (pM)F — MY de modo que ZF F t™Y), Por otro lado, por el lema 3.4,
MY = L, de donde resulta que ZF - L. Pero, por hipétesis, ZF F {=¢)%, con lo que tenemos
que ZF es inconsistente,

Por lo tanto, si ZF es consistente, ZF ¥ o™ W
Corolario 3.2 Si ZF es consisiente y M es un modelo interno, enfonces ZF ¥ (V # L)M.

Demostracién.-

Es inmedjata de este wltimo teorema, pues ZF - (V = L)L. ®
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De esta manera podemos asegurar que no es posible demostrar la consistencia relativa de
V # L por el método de los modelos internos, es decir, no podemos encontrar ningiin modelo
interno seguin el cual V # L. El método utilizado para demostrar esta consistencia relativa se

explicard en la ultima seccién de este capftulo.

3.2 L es un modelo del Axioma de Eleccién y

de la Hipdtesis Generalizada del Continuo

Gédel construyé el universo definible L buscando un modelo de Z F dentro del cual fuera cierto
el Axioma de Eleccién y la Hipétesis Generalizada del Continuo. Esto, con el objetivo de
demostrar la consistencia relativa de estos dos enunciados. En esta seccién demostraremos que
ZF+V = L+ AF conlo que tendremos que ZF F {AE)L. De manera semejante demostraremos
que ZF - (HGCHE,

Recordemos que el Teorema del Buen Orden, que asegura que todo conjunto es bien orde-
nable, es equivalente al Axioma de Eleccién (ver [Amor 1997} pp. 101-9). Para demostrar que
ZF t (AE)*" definiremos un buen orden para L, con lo que tendremos que todo conjunto en L
es bien ordenable segqin L y, por lo tanto, que el Axioma de Eleccién es cierto en .

Primero definiremos un buen orden <, para L,, por recursién sobre a € OR :

1. =0

2. Habiendo definido €, la idea de la definicién de &1 para T,y € Loy, serd:
r€ar1ysiystlosi (€ Lany @ Lo}V (2,0 € LaAT €a )V (T, 4 € Lo A "1 se define

primero que ¥ a partir de elementos de nléJw" La")
3. 8i lim(v), €= {{=,4) € Ly X Ly 2 [prz) < p (] V [or(2) = pL {4} A (2. 1) € €ppapia]}

Para definir formalmente € +1tenemos que “comparar” dos conjuntos construidos por pri-
mera vez en el estrato L), Para esto, debemos tener un criterio de comparacién.

Por el lema 2.2, sabemos que si ¥n € w¥A, Df(A,n) = {E(m, A,n) : m € w}, entonces
Df{Le,n+ 1) ={E(m,La,n+ 1) : m € w}. Ahora, por definicién, si
D(La)={XCLlo:InewIse L"IR € Df (Lo,n+ 1)(X = {y € Ly : s*(3) € R})}, entonces

43



Dla)={XCLla:3n€EwIse L}Imew(X ={y € Lo :s"ly} € E(m, Lo, n+1)})}. En este
contexto n € w, § € Ly y m € w nos sugieren un orden de tipo lexicogréfico para los elementos
de D(L,) = Lo+; con base en &, .

Comenzamos por definir une relacién, <7 en L7.

Definicién 3.2 Definimos €RC LB x L come sigue:

Vs.t€ Ly, st <nls k=t [ A s(k) Ko t(k)]
Definicién 3.3 Sixz € Loy = D{L,). entonees:

i) n; denota el menor n € w tal que

Is€ L33m e w(X ={y € La: s"(y) € E(m, La,n +1)}}

i) sz denota lo €3* —menor s € L% tal que

Imecw(X ={y€ La:s"{y) € E(m, La,nz +1)})
i) mz denota la menor m € w tal que X = {y € Lo : s2{y) € E{m, Lo, nz + 1)}
Ahora sf, podemos definir €41 con base en <, como sigue:
Definicién 8.4 Sean x,y € Loy = D{L,). Por definicién £ <oy y 51 y 5610 si

g) 2,y € Lo AT Koy 6
b)z€loahyglad
&) T,y € LaA[{ne <}V (ne=ny Asy B 8y) V(g =y Az = 8, A < 1y

Observacién 3.2 La idea tras el criterio de comparucidn entre dos conjuntos construidoes por
primera ver en el estralo Lasy esr ng < ny si “el nidmero de argumentos vtilizados en la
construccidn de T es menor que el de los utilizados pam construir y”; ny = ny, si ‘el nimero
de ergumentos utilizados en la construccidn de ambos es el mismo™ en cuyo caso consideramos
el orden lezicogrifico entre ellos (s; 0= 5, ); para el caso en que ng = Ty y Sz = 8y, ademds
de que “el mimero de argumentos utilizados es el mismo”, el orden lezicogrdfico entre ellos es

el mismo, por lo que consideramos “la complejidad de la formula” (m, < my).
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Ahora, veremos que €43 bien-ordena a Lay,.
Lema 3.6 S:i <, bien-ordena a L,, entonces €q., bien-ordena ¢ Lgt1-

Demostracién.-
Supongamos que <, bien-ordena a L,.
Sea AC Loty =D(Ly)talque AZ Dy supongamos gue AN L, = @; ya que de lo contrario,
©omo <, bien-ordena a L,, habrfa un «,-primer elemento ¥, por lo tanto. un &g -primer
elemento.
SizeAentoncesz € Loy yz={y€Lo:s™y) € E(m. Lo, 1+ 1)} € A
Sea ng el menor n € w tal que 3s € L23m € w({y € Lo : s* () € E{m, La,n+1)} € 4).
Sea sp la <3°-menor s € LY, tal que 3m € w({y € Ly : s"{y) € E(m, Lo, ngp + 1)} € A).
Sea mg la menor m € w tal que {y € Lq : s§{y) € E{m, La,no + 1)} € A.
En tal caso, {y € Lo : sj{y) € E(mo, La,n0 + 1)} es el €, -primer elemento de A. B

Observacién 3.3 La relacién € o+1¢8 absoluta para los modelos transitivos de ZF.
Lo siguiente es definir el orden en todo L.

Definicidn 3.5 Dados 1,y € L definimos el orden <y como sigue:
2 <1y @ ([or(z) <pLW VoL (2) = pL{y) Az Ky ey W)

Lema 3.7 < bien-ordena a L.

Demostracion.-
Obsérvese que <;fr,= €5 .Si AC Ly A+ D, entonces existe a € OR Lal que AC Loy v
®€a+1/4 bien-ordena a A. Por lo tanto, <zbien-ordens & A.

Concluimos que <; bien-ordena a L. @
Teorema 3.5 5i V = L. entonces AE.

Demostracién.-
Supongamos que V = L. 5i z es un conjunto, entonces existe a € OR tal quer € L,. Como Ly
es transitivo, z C L, y, por lema anterior, <, [, bien-ordena a , pues la “buena ordenacién”

es absoluta. M
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Asi, tenemos que ZF +V = L+ AE y, por el teorema fundamental de modelos internos

(1.2), ZF F (AE)L.
Corolario 3.3 Cons(ZF) = Cons(ZF + AE) y Cons(ZF) = ZF ¥ =AE.

Demostracion.-

Sabemos que Cons(ZF) = Cons(ZF 4+ V = L) y. por el teorema anterior v el teorema funda-
mental de modelos internos (1.2), que Cons(ZF +V = L) = Cons(ZF +V = L + AE).
Por lo tanto. Cons{ZF) = Cons(ZF + AE), es decir, Cons(ZF) = ZF F -AE. ®

Hemos demostrado que existe un modelo de ZF (L) en el que el Axioma de Eleccién es
cierto; por lo que podemos estar seguros de que en ZF no podemos demostrar la negacién de
este axioma.

Ahore veremos que. al igual que con el Axioma de Eleccidn, L es modelo de la Hipdtesis
Generalizada del Continue. Recordemos que la Hipétesis Generalizada del Continuo afinna
que si 5 es un cardinal infinito, entonces el sucesor (cardinal) de x es 2%. Para ello tendremos
que demostrar algunas consecuencias de] Teorema General de Reflexién visto en el capitulo )

{teorema 1.3).

Teorema 3.6 (AE) Sean Z una clase y vy, ..., formulas. En tal caso
Yo € Z3A[r C AC Z Ay, o, som absolutas para A, Z A | A} < méax{Rg,| z [}].

Demostracién.-
Sea Z una clase. Supongamos, sin perder generalidad, que la Jista ¢3),...,¢*, es cerrada bajo
subférmulas. Sea Z, = Z NV,. Demostremos que Z y Z, satisfacen las hipétesis del Teorema
General de Reflexién (1eorema 1.5):
* Sia < 3, entonces, como o < Jimplica que V, C Vi, Za=Z NV, C ZNV; = Z,.
= Si lim(7), entonces Z, = ZNV, = ZN{ U Vo) = U (ZNW)=1 Za.
fZ=2NV=2n{J Va) U (ZnVo)—-U Za =
Sea z C Z. Sabemos :;Eueﬂex:ste a€ OR tal que x C Zu Por el Teorema General de Reflexién,
existe 8 > a tal que ¢, ..., 5, son Z5 — Z absolutas y, como x C 2, C Z3 C Z, = C Z3. Asi,
tenemos que £ C Z3 C Z ¥ ¢y, ..., 5, son absolutas para Zs, Z. Encontraremos 4 C Zj tal que

cumpla lo requerido; Zp cumple casi todo excepto posiblemente ser de cardinal menor o igual
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que e] méximo entre ¥y v el cardinal de z.
Como estamos suponiendo AE, sea < un buen orden para Zg.
Considerando que ; tiene m; variables libres (yy, ..., ¥m; = ¥}, definimos, paracada i =1,...,n,
la siguiente funcién H; : 23" — Z, como sigue:
Hi(g) = el <-menorztalquez€ Zyy zpf"(z,g) st = iz ) ¥ {vi) %0

el < - menor zde Z5 en otro caso
3i m; = 0, identificaremos H; con el elemento correspondiente de Z3, s decir, con el <- menor
z € Z3 tal que -,:f’(z)_. cuando ¢; = 3z¢;(z) ¥ (w:)%? ¥ con el <- menor z € Z3, en cualquier
oLro caso.
Las funciones H; se llaman funciones o constantes {funciones con cero argumentos) de Skolem
para ;, paracadai=1....n.
Sea A la clausura de x bajo Hy,..., H,. Es decir, sea A = U An, donde A, se define por
recursién como sigue: e
As==z
Anyy = An U {Hi(Y1: o ¥m,) 145 € An(G = 1., mi) A € {1, ., 0} }
Asi, tenemos que G A C Z,.
Obsérvese que si z es infinito, | Ay | = | 2|, Yn € w de modo que,
lA1=1U A< Tlanl= Tlz| =R |2| = méxivo| 2}
Como A es cerrado respecto a cada H; vy A C 23, entonces, por el Criterio de Tarski-Vaught
(lema 1.13), ¢; es absoluta para A4, Zs pues para toda ¢, = zpi(2,5) (F = 11, m) &
cumple que ¥y, ..., ym, € Af3z € Zggof"(z, #) =3z € A¢f" (zo, 7)), tomando = = Hi(g).
Asi, tenemos que @, es absoluta para A, Z3 y ya sabiamos que ¢; es absoluta para Zg,Z, de

donde se sigue que ; es absoluta para A, Z v esto paratodai=1,..,n. Porlotanto,z CAC 2

Y #1501 ¥y 50N absolutas para 4,2 y | A| € méz{No,|z|}. B

Observacién 3.4 En la demostracion de este dltimo teorema hemos supuesto que T es infinilo,
porque este caso es el que necesitaremos paru demostrar la consistencia relative de la Hipdtesis
Generalizada del Continuo. Es por esto que no es necesario para nuesiro objetivo ver algunas

posibles diferencias en caso de que T fuera finito.

Es importante recordar que si A es una clase extensional {con la pertenenci a}, por el Teorema

del Colapso de Mostowski (teorema 1.4), existen una clase transitiva M y un isomorfismo G
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G
iales que {4,€) = (M. €) y que, como G es isomorfismo, para toda férmula  se cumple que

VE1, i Tn € AlpA(Z15 0 Zn) = M (G(21), 0., Glza))].

Corolario 3.4 (AE) 5i Z es una clase transitiva y ¢y, ..., ¢, son enunciados. entonces

Yr C Zjz transitivo = M|z € M A M transitivo A _?\l (M o F)A | M |< mdz{N, | z|}]).
1=

Demostractén.-
Sea z ¢ Z. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¥y, €5 el Axioma de Extensionalidad.
Sea A el conjunto dado en el teorema anterior, donde
TCACZy .51 (v} — +%) ¥ | A| € miz{Ng,| z [}. Como por hipétesis Z es una clase
transitiva, tenemos que (Extensionalidad)? v, por tanto, (Extensionalidad)?, es decir, A es un
conjunto exiensional. Asf tenemos que, por el Colapso de Mostowski (tecrema 1.4), tenemos
que hay un isomorfismo G'y una clase transitiva M tales que {A, €) £ (M. €}y, como £} s o
para cada i = 1,...,n, tenemos que ¢ — o — o paratodai=1,..,ny
| M= [A] S méz{¥e,] s},
Por lo tanto, sélo falta demostrar que = C M. For el Colapso de Mostowski, como
M = GiA] = {G(a) : a € A} y 2 C A, tenemos que Gfz] § G[A4] = M. Ademés, como z es
transitivo, por la segunda parte del Colapso de Mostowski, resulta que Vi € o{G{w} = w) de
modo que Gz] =z C AL W

Para demostrar la consistencia relativa de la Hipétesis Generalizada de) Continuo, también

necesitaremos los siguientes conceptos y resultados.

Definicidén 3.6 Sea M une clase.

El ordinal de M. denotado por o(M), se define como M NOR.

Lema 3.8 Hay una conjuncidn finita ¢ de ariomas de ZF tal que
VAM((A tronsitivo A wA) — LM = L]

Demostracidn.-
Podemos observar que hay una conjuncién finita ¢ de axiomas de ZF tales que las nociones
de ordinal, rango, Le, etc. son absolutas para los modelos transitivos de . Luego, para cual-

quier clase (férmula) Af, podemos expresar el Teorema de Minimalidad de L (teorema 3.3)
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como sigue: ZF7 F (Al es una clase propia A M transitiva A ¢M) — L = LM C M, donde
“Af es una clase propia” se puede escribir como —3aVy(y € z — M (y).
Cabe sefialar que basta una conjuncién finita de axiomas ¢ para probar que "no hay ordinal
méximo™: =3rfz € ORAVY(y € OR — y < 1)).
Sea = = A . 51 M es un conjunto transitive y ¢*, entonces o(A} = ORN Af es un ordinal
limite (para Af ¥ para V) y, por lo tanto, Losy= U La= ) La

cEo(Af) a€M
Pero, como ya vimos en la demostracién del Teorema de Minimalidad de L.
LM =z e M: [@Aa{r € LM = {r € M : 3a ¢ Allz € Ly} =) L, Ast

Q€ M

Logaty = Mcam
Lema 3.9 Hay una conjuncidn finite x de eriomas de ZF +V = L tal que:

1. Si M es una clase propia transitive y ¥, entonces M = L.

2. V.’U’[(ﬁ! transitive A ’\‘”) — Al = Lo(M':l]

Demostracién.-
Sean ¢ la conjuncién finita de axiomas del lema anterior. y y = (¥AV = L). Como (V=L)M,
tenemos que:
(V= LM & (ve3a(z € La)M & vz € M(3a € M(x € LM)) & Vo & M(z € LM),
Por lo tanto, M C LM v Af = LM,
1} Si M es una clase propia transitiva v v™, entonces, por el Teorema de Minimalidad de [,
(teorema 3.3), LY = L, de manera que M = L.
2) 5i M es un conjunto transitivo tal que y™. entonces, por el lema anterior. LM = Lngy. de

manera que M = Ly, ®
Teorema 3.7 §i V' = L. entonces Vo > w{P(L,) C Lia+ )

Demostracién.-
Supongamos que V = L. Sean a > w v A € P(L,), de modo que AC L.
Sea X = L, U {A}. Sabemos, por el lema 2.6, que | X | ={La|=]|a] Porotrolado, X es
transitivo, pues si y € X, entonces o y € L, ¥, por lo tanto, y C Lo CXioy=A v porlo

tanto, y € L, € X. Utilizando el corolario 3.4 con Z = V, ¢ A Ay, = y del lema anterior v
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X = LaU{A}, se tiene que JAT[M wransitivo A X C AA [ Af] < méz{¥o,] X [}AGRH — y)).
Como | X |=|a|lyazw |M|< méz{®g,| X |} = |a|. Por otra parte, si X C Af,
emonoes|o|=|.¥|5|M].PorIoLamo,|M|=|a[.

Como V = L, x se cumple y, por ende, ¥ también. Asl, tenemos que M es transitivo y oM
Ademds, por el inciso (2) del lema anterior, A = Lyar)- Pero, como | M | = | a |, resulta
que | Lopasy | = | o{M) | = | o | <|al* de donde se sigue que o{M) < | a |* {(pues si
o) Z | a {*, entonces [ o(M) | 2 | a |*£). Sabemos, por el inciso (5) de la proposicién 2.1,
que o) < | a |* implica que Logany € Lig;--

Asipues, A€ X C M= Loary € Lig)+-

Concluimos que 4 € L = v P(L,) C Ly~ M

Observacién 3.5 Ellema 2.6 que utilizamos en el teorema anterior se apoya en el Arioma de

Lleccidn, pero recordemos gque si V = L, entonces AE,
Corolario 3.5 5V = L. entonces HGC.

Demostracién.-
Supongamos que V = L. Sabemos que x C Lx, pues x = L,NOR, de modo que P(x) CP(Ls).
For el teorema anterior. Ya > No(P(Ls) C L.-), de donde ¥« 2 Ro{P(x) C P(L:) C Li-).
Ademds, sabemos que Ya > w (| Ly | = |a|) (por el lema 2.6), por consiguiente
2% €| Le» | = &*. Por el Tecrema de Cantor, tenemos que 2* > &% ¥, por lo tanto, que
2" = x*. Concluimos que se cumple HGC.

Asfpues, ZF +V = L+ HGC, es decir, ZF I (HCC)-. m
Corolario 3.6 Cons(ZF) = Cons(ZF + HGC) yCons(ZF) = ZF ¥ -HGC.

Hemos demostrado que existe un modelo de ZF , a saber L, en el cual la Hip6tesis Genera-
lizada de] Comtinuo es cierta. Por lo tanto, como con el Axioma de Eleccién, podemos asegurar

que no se puede demostrar la negacién de la Hipétesis Generalizada del Continuo en ZF.

3.3 Consistencia Relativa de V/ £ L

Sabemos que un enunciado « es independiente de una teorfa si tanto & como sy negacién (—o)

no se pueden probar a partir de los axiomas de la teoria. Recordemos que el famoso teorema
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de incompleiud de (tdel de 1931 asegura que no es posible dar una prueba absoluta de la
independencia de un enunciado en ZF. Esto se debe a que la existencia de un enunciado en
el lenguaje que no sea demostrable a partir de sus axiomas implica la consistencia de ZF; y
la consistencia absoluta de esta teorfa es indemostrable ya que la aritmética recursiva se puede
representar dentro de ella. Por lo tanto, no es posible dar pruebas absclutas de independencia
en ZF. Sin embargo, hay otro tipe de pruebes que involucran a la consistencia. las pruebas de
independencia relativa. En estas pruebas se supone la consistencia de ZF y, a paritr de ella,
se demuestra la independencia de algiin enunciado en Z F. En este capitulo hemos demostrado
que L es modelo interno de ZF 4+ V = L. de ZF + AE y de ZF + HGC. & partir del supuesto
de que ZF tiene un modelo. Es decir. hemos supuesto la consistencia de Z F v entonces, hemos
demostrado la consistencia de ZF +V = L, de ZF + AE y de ZF + HGC'. Nuestra pregunia
al principio de este capitulo era: jes I¥ igual a L? Hasta ahora podemos contestar parcialimente
esta pregunta, puesto que va sabemos que en ZF no se puede demostrar que V¥ es distinto de L.
Nos falta saber si en ZF se puede demostrar que IV es igual a L. En la segunda seccién de este
capitulo demostramos que si un enunciado es verdadero en L, entonces, en ZF, no se puede
probar que su negacién sea cierta en algiin modelo interno. Por consiguiente, como V = L es
verdadero en L. no existe un modelo internc en ¢l que V' # L sea verdadero. El método de
Forcing de Cohen, se utiliza para demostrar que los enunciados tales como el Axioma de Elec-
cién, la Hipétesis Generalizada del Continuo v e} Axioma de Constructibilidad son indecidibles
en ZF. En esta seccién describiremos el método y daremos las ideas que lo justifican; véase
el capitulo 7 de [Kunen 1980] para la construccién formal. Después utilizaremos este método
para demostrar lz consistencia relativa de la negacién del Axioma de Constructibilidad y, por
lo tanto, habremos demostrado la independencia del mismo. De este modo estaremos seguros

que en Z F no se puede ni demostrar ni refutar.

3.3.1 El Método de Forcing

En 1963, Paul J. Cohen, di¢ a conocer un método para construir modelos de ZFE, a partir de
un modelo dado de la misma teorie. Si se construve adecuadamennte, el nuevo modelo también
lo serd de alguna afirmacién relativamente consistente dada de antemano en el lenguaje de

ZFE. Dado un enunciado ¢ del cual queremos demostrar su consisiencia relativa ¥, partiendo
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de la suposicidén de que existe un modelo A esténdar, transitivo y contable de ZFE. la iden de
este método es determinar un orden parcial P € M, que dependa del enunciado o. ¥ construir
una extensién de M, a partir de un subconjunto & € P, donde & CMyGe¢g A (aeste
subeonjunto lo Namaremos “filtro genérico™), de tal manera que esta extensién sea modelo
transitivo, esténdar y contable de ZF E+¢. Es importante observar que estamos suponiendo que
ZFE tiene un modelo con caracteristicas muy especificas: ser transitivo, estdndar v contable;
sin embargo ;cémo sebemos. suponiendo que ZFE tiene un modelo, que tiene uno con estas
caracterfsticas? Esta pregunta la discutiremos mds adelante cuando Jjustifiquemnos este método.

Sea A un modelo esténdar, transitivo y contable y sea P un orden parcial tal que P € Af
Estamos denotando por P al conjunto parcialmente ordenado, es decir. de zhora en adelante

P =(P.<). Supongamos que hay 1p € P 1al que ¥p € P(p < 1p).
Definicién 3.7 G es un filtro sobre P si:
LG#EDYyGGP
2 VpgeG.IreC(r<par<yg)
3. VpeG,YeePlpLg—qe)
Definicién 3.8 Un conjunto D es denso en P siDC PAVp e P Jg € D{g <p).

Definicién 3.9 Sea M un modelo estdndar, transitivo y contable de ZFE. Dado P un orden
parcial. tal que P € M, decimos que G es P-genérico sobre M si C es filtro sobre P y
VD es denso en PAD € M — GN D #p).

Lema 3.10 5i A es un conjunio contable, P € M es un orden parcial ¥ po € P. enionces
existe un filtro P-genérico G sobre M y py € C.

Demostracién.-
Sea {Dy : n < w} una enumeracién de todos los densos en P que pertenecen a Af (esta
enumeracion existe porque A/ es un conjunto contable). Definimaos gn COImMo sigue:
% = po
Gnt1 £ gn Y Gnt1 € Dy,
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Podemnos garantizar que existe gny1 < gn o0 gy € Dy porque Dy, es denso. Tenemos que
=920 2¢2Z.. Seal={peP:In<ug <p)} C P Caramente, pp € ¢. Como
M es un conjunto transitivo, {D € M : D es denso en P} = ({D € Af : D es denso en PHM.

Ademds, gnt1 € D NG, por lo tanto, G es filtro P-genérico sobre Af. W

Observacién 3.6 Es importante recalcar que wsamas gque M fuern un conjunio contable para

probar la existencia del filtro P-genérico,
Definicion 3.10 Dados p.q € P decimos que p es compatible con gsidre Plr<phAr<yq.

Definicién 3.11 L'n orden parcial P es frondoso si y sdlo si
Ype Plgre Plg<pAr<phqlr). donde g Lr denota que g no es compatible con r.

Lema 3.11 5i Af es un modelo esténdar y transitivo de ZF, P € M es un orden parcial

frondose y G es un filtro P-genérico sobre A, entonces G g M.

Demostracién.-
Sean M un modelo estdndar y transitivo de ZF. P € M un orden parcial frondso ¥ G un filuo
P-genérico sobre Af. Supongamos que G € M. Sea D = P — . Como P € Af y G e M
tenemos que D= P —G'= {x € P:x & G’} € M, pues M es modelo del Axioma de Separacion.
Por otro lado, dado p € P, como P es frondoso, existen ¢, € P tales queg<pyrLpy
glrComogir.ype PlrgqVvp g ),y como G es filtro, tenemos que ge€GorgG;de
modoqueg € P-Gor€ P~G. Porlotanto, Des densoen P. Pero D= P — G, por lo que
DNG =81 (ya que G es P-genérico).
Concluimos que G € Af. W

La definicién de la exiensién genérica, denotada por M|G], se hace a partir de M. utilizando
“P-nombres™, que son como los “nombres” de los objetos de MI|G). Estos “P-nombres” son
conjuntes de Af que pueden definirse rigurosamente por recursién a partir de P. La idea de
esta definicidn es: 7 es un P-nombre si y s6lo si 7 es una relacién y
V(o p) € {7 es un P-nombre Ap € P).
Después, por recursién sobre ordinales, definimos:
Vi=20

Vi =P x P)



VP = U vr
T a<Y @
Asf, VP = ) VP son los Pnombres del universo ¥, dado un conjunto Af, los P — nombres
aEOR
de M (denotados por M¥) se definen como MP = VP 1 A,
Observacién 3.7 Si A es un modelo transitive de ZFE y P € M es un orden parcial, entonces

MP ={reM:(r es P—nombre)™).

Ejemplo 3.1 (P-nombres):

¢ Claramente, @ es P — nombre.

* S5ip.q € P, entonces {{B.p)} v {{0.5), {0, q)} son P — nombres. En este caso, {{{{0,p}},q}}
¥ {{{{0.7}, (B.q)},p}} también son P ~ nombres.

Definicién 3.12 Dado P un orden parcial y G € P, definimos ig : VP — V como
ic(r) = { ic(c): 3p € G(o,p) € 7}.

Ejemplo 3.2 Claramente. ig(8) = B y entonces:

. {0} sipeG
ic{{®.p)}) =
] Sipg QG
Definicién 3.13 Definimos la extension genérica, denotada por M[G), como ig{MP) (con la

perlenencia), es decir, MG = { ig(r): 7€ M AT es P— nombre},

Intuitivamente, los elementos de M[G] son aquellos que pueden definirse a partir de G,
P-genérico sobre M. aplicando procedimientos conjuntistas definibles en A/ o, en otras palabras,
MIG} es el conjunto que contiene a M U {G'} v que es cerrado bajo las operaciones conjuntistas
definibles en M.

Para demostrar que Af C M|G] y que o(M) = o M[G)) necesitamos definir a los

“P-nombres candnicos”, que también se definen de manera recursiva,

Definicidn 3.14 Sea P un orden parcial. El P-nombre candnico dexest={(§j,1p):y € z},

donde §f es el P-nombre canénico de y.

Observacién 3.8 Ser P-nombre canénico es absoluto para cualquier conjunto transitivo M

Y, ademds, si T € M. entonces ¥ € M pues M es modelo del Azioma de Heemplazo.
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Para demostrar que G € M[G| necesitamos definir su P-nombre que denotaremos por I
Definicién 3.18 I'= {(5,p) : p € P}

Proposicion 3.1 Si M es un modelo transitive de ZFE, P es un orden parcial frondoso en
M y G es un filtro P-genérico sobre M, entonces:

1.9z € M(% € MP hig(z) = z)
2 (T =G

3. M S MG

{- M[G] es transitivo.

5. vr € MP(plic(r)) < p(7))

6. o(M[G]) = o(M)

Demostracién.-
1) Por &- induccién sobre los elementos de Af.
Observemos que b= @ € MF y que ig(d) = 0.
Sea z € M. Supongamos que si y € z, entonces feMPe ig() = y. Tenemos que
# = {{#,1p) : y € z}, donde, por hipdtesis de induccién, § € MP. En este caso % es una relacién
cuyos elementos estdn formados por P-nombres en sus primeras entradas y por Ip € P en sus
segundas entradas; por lo tanto, £ € MF. Por otro lado,
ig(€) ={ic(d):3pe G{o.p) € ¥)} = {ic(§) : v € =}, pero, por hipétesis de induccién,
{iclg):vexz}={y:y€z}=x Por consiguiente, ic(#) = x.
2) Observemos que ' € AfP, pues M es modelo del Axioma de Reemplazo. Tenemos que
ig(T) = {ic(e): e Gl{o,p) € T} = {ic(?) : p € G} v, por el inciso anterior, ig{f) = p, por
lotanto, {ic(5}:p€ Gl ={p:p&C} =G Par consiguiente, i (I') = G. Asi pues,
G =ig(T) € ic|MP] = M[G).
3)Seaz € M. Porelinciso (1), 2€ MPyz = ig(%), de aquf que z = ig(¥) € ig[MP] = MG}
Por lo tanto, M C M[G]. Por otro lado, como P es frondoso, G ¢ A v, por el inciso anterior,
G € M[G]. Concluimos que M < M[G).
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4) Seay € M[G] ysea z € y. Como y € M|G]| = ig[MF), y = ig{r) con T € M”, y, por
ende, = iz (o) pars algin o tal que (0, p) € 7 con p € G. Asf, tenemos que ¢ € V¥ y, como
M es transitivo y 7 € M, (0,p) € M. Porlotanto,c € M y 0 € MP. Concluimos que
T € ig{M¥} = M[G).

3) Por induccién sobre los nombres de A F.

Sea T € M¥. Supongamos que si {¢,p} € 1, entonces plic(a)) < plo).

Sabemos que o € {¢} € {z, p}, de donde si {c,p) € T, entonces

plic(a)) < plo) < p{{e}) < p(r). Asf, plic{e)) + 1 < p(r) para cuslquier & tal que {o,p) € 7
para alguna p € G. Como ig(r) = {ig(s) : 3p € G{{o,p} € 7)}, tenemos que

plic(r)) = Sup{p(ic(c)) + 1: 3p € G({v.p) € T)}. Por consiguiente p(ic(7)} < p(7).

6) Como (M) = M NOR, o{M} = min{a € OR : a ¢ M}. Sabemos, por el inciso {3),
que M C MG}, de modo que o(M} < o(M[C]). Supongamos que o(Af) < o(M[G]), entonces
o{ M) € ig|MP), es decir, o(M) = ig(r) para alpin T € MP. Asi, tenemos que

o{M} = plo(M)) = plic(7)) € p(7) {por el inciso anterior). Ahora, r € M, pues 7 € MP y
sabemos que si x € M, entonces p(z) € A, pues M es modelo de ZF ¥ el rango es absoluto.
Por lo tanto, p(r) = (p(r))™ € M y ; o{M} € A ! Concluimos que o(M) = o(M[G)). W

Observacion 3.9 Obsérvese que o(M) es un ordinal mite:

Sabemos que o(M) = min{a € OR:a ¢ M}.

Sio(M) =0, entonces | 0 ¢ M ! (M es modelo del Arioma del Vaceto)

Sio(M)=a+1, entonces & € M por la definicion de o(M) De aguf que {a} € M. pues M es
un modelo del Arioma del Par. Ahore, ofra ve por el Arioma del Par, {a,{a}} € M y, por el
Azioma de la Unidn, | U, {a}} =cU{a} =a+1€ M ! Porlo tanto, o M) = o(M|G]) es
un ordinal ltmite.

Para demostrar que M{C} es modelo de ZFE + o se use la definicién de “forzar™ (de aqui,

el nombre del método):

Definicién 3.16 Sean (1, .., Zn) una férmula y 1y, ..., 7n € MP. Se dice quep € P “fuerza”
a (71, ..., Ts), denotado por p Ik p(7y, ..., Ty), &i y sdlo 5i para todo filtro G, P-genérico sobre
M, tal que p € G, se cumple que [2(ig(71), ... ig(Tn)]MICL.



Ejemplo 3.3 » Sip < g, entoncesp - €T, ya que p{T1,7T2) = 71 € T2 y para cualquier
filtro G, P-genérico sobre M, tal que p € G,

[#(ic(@): i (DM = (g, CNMIC) = (g € GYMISN s g € G. Por lo tanto, plk § € T.
 1pl- &€ b siysolo si para todo fltro G, P genérico sobre M, {a € Ml ya que lp e @
para todo filtro G, P—genérico sobre M.

Lema 3.12 (Lema de Verdad) Pars todo filtro G, P-genérico sobre M se cumple gue
[elic(T1), - i6(ra))™I9 @ 3p € Clp Ik o(71,...,7n)).

Demostracion.-
Véase capftulo 7 de [Kunen 1980]. B

Para entender més ampliamente la definicién de “forzar” y el Lema de Verdad daremos
el siguiente ejemplo en el cual supondremos que M [G] es modelo, hecho que demostraremos

después.

Ejemplo 3.4 Sea A un modelo transitivo, esténdar ycontable de ZFE. Sea P=(|J" 2, D).
donde ™ 2= {f | f es funcidn y f 1 n — 2}. Obsérvese que 1p = @. e
Veamos que P es frondoso:

Sea p € P. Existe n € w tol que p es une funcidn de n en 2. Sean

9={li.): () €PVE) = (n+ 1,00} pr={li,3) 2 (,5) € BV (i, 5) = {n+1,1)). Tenemas
queq,r€P, gD pyrdpy ademds, g L 1. Porlp tanto, P es frondoso.

Como M es un modelo contable, por el lema 3.10, eziste un filtro G, P-genérico sobre M ¥,
como Pes frondoso, por el lema 8.11, G € M. También sabemos que ig(l) = G con
['={{g.p) : p € P} v, por ende, que G € M[G).

Ahora, sea fo = UG. Veamos que fg es funcidn de w en 2:

¢ Sean 21 € dom{fg) y vy € dom(fe) tales que fe(z1) # fo(xa). Eristen w,v € fg tales que
{z1, fe(21)) = v y {z0, fo(z2)} = w. Come fg = UG, eristen p.g e G tales quewep yv e g.
Como G es filtro, existe r € G tal quer Jpyr 2 q. De aqui que w € 7 y v € r, es decir,
{z1, felz)) € v y (22, fo(22)) € 7 donde fal(z1) # fa(ze). Comer € G, r es funcidn y, por lo
tanto, x1 # zo. Por consiguiente, fo es funcidn.

» Sean € w. Queremos ver que n € dom(fg). Sea D, = {pe P:n¢ dom(p)} C P. Dado
p € P, sin ¢ dom(p), entonces eriste ¢ € Dy, (3= p) tal que g D p; sin ¢ dom(p), entonces
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p:im—2 pere glgunam < n, sea g =pU{{{,0)ii=m m+1, i}, porlo tanto, n € dom(g)
¥q2p. As, ¥p € Pg€ Do(p 2 4q). Porlo tanto, Dy es denso en P y, por el Azioma de
Separucién y porque P € M, D, € M. Por consiguiente, G N Dy, # 0. Asf pues, tenemos que
3p € G(n € dom(p)) y (n.i) €UG coni=046i=1. Porlo tanto, ¥n € win € dom(fg)).
Concluimos que fg es funcién de w en 2.

5i 0 es un P-nombre para fe, entonces:

* {{0,0)} I 2(0) = 0. ya gue haciendo (71,72} = o(r1) = 3, tenemos que Pl 0.0 siy
s6lo si parn cualquier fltro G, P-genérico sobre M tal que PEC.

beic(r1),ia(ra))M9) — [0(i(r1)) = ic(r)iMIO) — [o(ic(0)) = i(B)]MIF) w [a(0) = o]Mic]
Ademds si {(0,0)} € G. entonces {0,0) € UG = Jo. Por lo tanto, [o(0) = OJMIC],

* Similarmente, {(0,1)} I ¢(0) = 1.

*lplroe *2, yaque. como 1p € G para todo filtro G, P-genérico sobre M,

lpl-g € “2 siy sdio si para cualquier filtro G, P-genérico sobre M, se cumple que

lic(o) € ic(PENMIC] w [f5 € ig(“BMIG o [fe v M6l

® lplka =UT siy sélo s para cualquier filtro G, P-genérico sobre M, se cumple que

fic(e) = ig(UD)MI . [f5 = Uig(D)|MI%) . (£ = UGIMIS),

* (Lema de Verdad) Si “o(0) = 0" es verdad en M[G], es decir, 5i p(0) = 0 parg adginpe G
{fa(0) = 0), entonces pI+ (D) = 0.

Teorema 3.8 Si M es un modelo estdndar, transitivo y contable de ZFE, entonces M [G] es

un modelo esténdar, transitive y contable de Z FE.

Demostracidn.-
Ya demostramos que A[G] es transitivo. Como M es contable y M[G] = ig[M?F], M[G)
también es contable. También sabemos que M [G) es esténdar, pues se definié como ig[MF]
con la pertenencia.
M([G} es modelo de] Axioma de Extensionalidad por ser transitivo ¥ del Axioma de Regularidad
por ser estdndar. Demostraremos que M 1G] es modelo de! Axioma del Par y del Axioma
de Potencia por considerarlos representativos; la demostracién para el resto de los axiomas
(incluido el de Eleccién) puede verse en el capitulo 7 de [Kunen 1980).
Par:
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Sean z,y € M[G). Tenemos que = = ig(c) para algin o € MP y y = ig(r) para algin r € M”.
Definimos par{e,7) como par{e,) = {{¢,1p),{r,1p)}. El P-nombre del par {ig(g),ic(T}}
estd dado por par{o,7) € MP, pues

ig(par(e, 7)) = {ic(n) : 3p € G({u, p) € par(e,7)} = {ic(o),ic(7)} = {z.¥}

Por consiguiente, ig{par(a, 7)) = {z, ¥} € M[G).

Potencia:

Tenemos que demostrar que ¥z € M{G]3y € M[G|{Vz € M[G)(z C z — z € y)). Sea z € M[G].
Tenemos que z = ig{c) con o € M¥. Daremos p € M tal que

¥z € M[Gl(z C ic{o) — x € ig{p)), es decir, ig(p) incluye a Ja potencia de ic(e) en MG
(* ~ " se obtiene por Separacién en M[G]).

Sea s = {7 € MP . dom(r) C dom{o)} = P(dom({e) x P)N M

vses p=sx{lp} = {{o.1p}: ¢ € 5} € MP. Asi, ig(p) € M|[G].

Sea u € MF tal que ic(u) € ic(o). Queremos demostrar que ig(u) € iglp).

Siv={(mp): 7 &dom{o)AplF 7 € it} € s, entonees {r,1p) € p v, como lp € G, por la
definicién de i, tenemos que ig(7) € ig(p). Ahora veamos que ig(T) = ig{u):

2) Si ig(m) € ic(u), entonces, por el Lema de Verdad, existe p € G tal que pit 7 € p y, como,
ia(u) C ig(o), tenemos que 7 € dom(c) Por lo tanto, {m,p) € 7 y ic(r) € ig{r).

G} Si ig(m) € ig(r), entonces, por la definicién de ig;, existe p € G 1al que {7.p) € 7. Por lo’
tanto, m € dorn(c)y p Ik 7 € p. Asf, por la definicién de “forzar”, tenemos que ig(7) € ig(n).
Por lo tanto, ig(7) = ig{u).

Concluimos que ig(u) € ig(p). B

Asf pues, tenemos que M[G] es modelo transitivo, estdndar ¥ contable de ZFE.

Es importante subrayar que la definicién del orden parcial P € M es muchas veces la
que determina que la extensién genérica sea modelo del enunciado o, aunque no siempre; en
algunos casos se logra con cualquier orden parcial frondoso. El método de Forcing es general
para casi todos los casos después de que hayamos determinado el orden parcial adecuado para
cada enunciado o (hay variantes del método, como el que se usa para obtener la consistencia
relativa del Axioma de Eleccién que es lamado Forcing restringido}.

Por todo lo anterior, el método de Forcing proporciona una prueba para la implicacion de

que si ZFE tiene un modelo transitivo, estdndar y contable, entonces £ZFE+ o tiene un modelo
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transitivo, estdndar y contabie.

3.3.2 Consistencia Relativa de |/ #L

Utilizando el método de Forcing, demostraremos 1a consistencia relatjva de #L.

Teorema 3.9 5i M es un modelo estdndar, transitivo ¥ contable de ZFE. entonces eriste un

modelo estdndar. transitivo y contable M|G) de ZFE tal que (V # L)MIG]

Demostracién.-

Sea A un modelo estdndar. transitivo y contable de 7 FE. Sea P = (nléi " 2. 2} {como en ¢l

¢jemplo 3.4). Recordemos algunos resultados demostrados anteriormente:
L. P es frondoso (ejemplo 3.4).
2 M= Loagy ¥y LMIGT = Logmicyy (lema 3.8, ya que Af v MIG) son modelos transitivos).

3. o{M) = o(A1[G]) (inciso (6) de la proposicién 3.1).

L=

LM C ALy LMIG) ¢ MIGY (Teorema de ta Minimalidad de [, {3.3)).

- MGl = VMO (wivial: M{G) = {zizeMC}={zeV:ze M[G]} = wMio)),

(<]

Como M es un modelo contable ¥ P € M, tenemos, por el lema 3, 10, que existe un filtro G,
P-genérico sobre M. Como P es frondoso {1), por el lema 3.11, G € M. Sea M[G) la extensién
genérica dada por el método de Forcing, de donde A, [G) es un modelo estdndar, transitivo y
contable de ZFE. Asf, M € MIG], va que M € MI{G] (inciso (2) de la proposicién 3.1), G ¢ M
¥ G € M[G] (por el inciso (3) de la proposicién 3.1, existe T 1al que ig(I) = ). Ahora, veamos
que (L S V)MG,

LMIG) = Logaiay = Logay = M % M S MG = Ve,

Es decir, Vz(z € LMIG _, 7 ¢ 1MIG)y A Jz{z € VMGl o ¢ L MIG],

Como LMK € A(G) (4) v M[G) = VMG (5),

tenemos que ¥z € MG)(z € LMIS) , £ ¢ VMICI) A3z € M{GHz € VMIS) A 1 g LMIGly, por
consiguiente, tenemos que Vr(re L —~z¢ VIAIr(z eV Az ¢ LyMiGr,

Concluimos que (£ S VMGl porlo tanto, que (V # L)MIG] g
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Sabenios que la consistencia de ZFE implica la existencia de un modelo de ZF, E. pero
no sabemos si ese modelo tiene las caracteristicas que necesitamos para emplear el método de
Foreing (ser estdndar, transilivo y contable). Por consiguiente todavia no podemos demostrar

el siguiente corolario.

Corolario 3.7 Cons(ZFE) = Cons(ZFE + V # L).
Cons(ZFE)= ZFEF I\ = [,

Demostraremos este resultado al final de la siguiente seccién.

3.3.3 Justificacién del Método de Forcing

El teorema de Léwenheim-Skolem (ver [Bell ¥ Slomson 1974), pp. 80-1} garantiza que si ZFE
tiene un modelo infinito. emtonces existe un modelo contable de ZFE. Et Colapso de Mosiowski
asegura que si (AL E) es un modelo de ZFE con £ una relacional bien-fundada sobre Af,
entonces existe un modelo {M’'.€) de ZFE con A’ transitivo. Por lo tanto, suponiendo la
consistencia de ZFE podemos garantizar Ja existencia de un modelo contabie. Sir embargo, no
sabemos si la consistencia de ZFE implica la existencia de un modelo estandar o la existencia
de un modelo bien fundado. Es mds, uno de los problemas del método de Forcing es que se
puede demostrar que de la suposicidn de que ZFE tenga un modelo, no se puede inferir que
ZFE tenga un modelo esténdar o un modelo bien fundado {ver [Amor 1991]). Entonces, para
Justificar este método necesitamos de una de las aplicaciones del Teorema de Reflexién que
nos asegura que para tode subconjunte finite de axiomas de ZEFE ; hay un conjunto que es
modelo estandar de &l. Como el método de Forcing habla de un modelo (conjunto), entonces
en realidad, aunque no se diga explicitamente, es un modelo de un pedazo finito de ZFE. Por
lo tanto, basta con la aplicacién del Teorema de Reflexién antes mencionado ¥ con el Teorems
de Compacidad de 1a Légica {cualquier conjunto de enunciados de un lenguaje de primer orden
tiene modelo si v sélo si todos sus subconjuntos finitos tienen modelo), para justificar €] método

de Forcing. Veamos esta aplicacién del Teorema de Reflexién:

Corolario 3.8 (4E) i ¥1: P 0T aziomas de ZFE, entonces se puede probar en ZFE

que
M [(_5'{1 e A M transitivo A | M| = Ny.
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Demostracién.-
Recordemos el corolario 3.4 del teorema 3.6 ¥ del Colapso de Mostowski: Dados Z clase tran-
sitiva ¥ i1, ..., ¢, enunciados. tenemos que
Yz C Z[z transitivo = 3M [z € MAM transitivo A ’_5] (M= ef)n | M| < mdz{Ro.| r [}]).
Sean ¢y, ...y, axiomas de ZFE. Sea Z = V Yz =_ w (obsérvese que r = . es infinito, ca-
50 que demostramos con cvidade (3.4)). Como w C V ¥ w es transitivo. el corolario antes
mencionado nos asegura la existencia de un conjunte Af transitivo tal que {1_51 M oC M
¥y i M| < méz{¥e,] « |}. Como w S M, tenemos que | Af | 2 | w | = By Por lo tanto,
| Af] =g,
Concluimos que 3Af [( A =)™ A M transitivo A | M | = Rp). K

i=1
Observacién 3.10 Es muy importante observar que se usd el Azioma de Eleccion, ya que sin &
ne se puede asegurar que A sea contable. De aguf que el método de Forcing necesita Justificarse
dentro de ZFE. Recuérdese que si M no es contable no se puede aseguror la eristencia del

filtro P-genérico, base de todo el método.

Teorema 3.10 Metateorema Fundamental del mélodo de Forcing.

Sea o un enunciado del lenguaje de ZFE. Si dade un modelo M estdndar, transitvo y contable
de ZFE podemos construir una extension genérica M[G)(2 M) tol que M[G} es modelo de
ZFE+o, entonces Cons(ZFE) = Cons(Z FE+0) (y de agut gue Cons(ZFE)= ZFE ¥ -a).

Demostracién.-

Supongamos que ZFE + o es inconsistente. Hay un enunciado y tal que ZFE 4o - (x A=)
Como las pruebas son abjetos metamatemdticos finitos, hay un conjunto finito de axiomas de
ZFE, ¢y, , tales que ¥1:¥n .0 F {(x A -x). Ahora bien, como toda prueba como
objelo metamatematico es una sucesidn finita de {6rmulas, de acuerdo con la suposicién del
tecrema, hay un conjunto finito I' de axiomas de ZFE en el cual podemos incluir a los axiomas
¥): 1§ Supongamos que dado un conjunto Af modelo esidndar, transitivo v contable de [ se
puede construir una extensién genérica MiG| que lo contenga tal que M[G] es modelo estdndar,
transitivo y contable de I v de ¢. Por el corolario anterior, sabemos que

ZFE r EIM((‘#QF @M} A AL wransitive A [ M | = Rg) ¥, por el método de Forcing, sabemos
que ZFE + BN((WI;\F e™) A e AN transitivo A [ N | =To), con N = M[G]. Asi, como
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$letn 0 (XASY), 2y €Ty ZFEF (pé\r ¢M)ne™, tenemos que ZFE+ (xA-y)»,
es decir, ZFEF xV A . Por lo tanio, ZFE es inconsistente. W

Con este dltimo teorema, podemos demostrar fécilmente el corolario 3.7
{Cons(ZFE) = Cons{ZFE + V #F L)y Cons(ZFE)= ZFE¥ V = L), pues el tecrema 3.9
demuestra que dedo un modelo M estdndar, transitivo ¥ contable de ZFE existe un modelo
M|G) estdndar transitivo y contable de ZFE vde VL )

En la segunda seccidn de este capftulo demostramos, con el métode de los modelos internos,
que
ZFFV # L yenla cuarta seccidn demostramos, con el método de Forcing. que ZF ¥V = L.
Por lo tanto, hemos demostrado que, dentro de ZF, el Axioma de Constructibilidad no se
puede ni demostrar ni refutar, es decir, es indecidible para ZF. Sin embargo. lo que afima
el famoso teorema de Godel al respecto de las consistencias absolutas. nos lace pensar que
€5tamos suponiendo una afirmacién de la cual no sabemos su verdad (la consistencia de ZF).
En realidad, los resultados de consistencia, como el del método de los modelos internos y el de
Forcing. estdn sujetos a la suposicién de que ZF es consistente y esia dltima afirmacién, desde

el punto de vista matemético, tiene que tomarse como una hipétesis.
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Capitulo 4

El Teorema de Scott

4.1 Introduccién

En 1961, Dana Scott demostré que si existen cardinales medibles, entonces V = L. Obviamenie
este teorema se demuestra dentro de ZF, luego entonces, como el Axioma de Constructibilidad
es independiente de ZF, no podemos demostrar la existencia de cardinales medibles. Por lo
tanto, podriamos pensar que el teorema de Scott no nos dice mucho. Sin embargo, la pregunta:
ies V # L7, aunque no podamos contestarla dentro de ZF, sigue en pie; es decir, queremos
sabersi V=Losi V # Ly, como dentro de ZF no pudimos saberlo, buscaremos oiros medios
bara contestarla. El teorema de Scott nos ayudarg para futuras reflexiones melamatematicas
sobre la no-constructibilidad del universo, ya que discutiremos en favor de la existencia de
cardinales medibles. Estas reflexiones Junto con otros argumentos se desarrollardn en el tiltimo
capftulo.

Para poder demostrar el teorema de Scott, tendremos que dar algunas definiciones y probar

con cuidado varios resuliados.

4.2 TUhlirafiltros

Recordemos la definicién de filtro (definicién 3.7): G es filtro sobre un orden parcial P(= (P, <))

si:

a) G£B,GS P
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b} ¥p.geC,IreGir <par<yg)
) VPEGYVge Plp<g—ge()
Definicién 4.1 Diremos que F es un filtro sobre un conjunto I si se cumple que
a) F#0,FC P
b} YA.B € F((ANB) € F)
¢) VA€ F(ACB—~BeF)

Observacién 4.1 En esta definicidn, el filtro es sobre ef orden parcial (P{I). C). pues
VA.B€ F(ANB) € F) = VA, B e FAIC e FICC AANC C B) por el inciso (c) de la
definicion.

Definicién 4.2 Diremos que U4 es ultrafitro sobre un conjunto I silf es un fillro sobre | y no

eriste un fillro F sobre I tal queld C F. es decir. sild es un filtro marimal sobre 1.
=

Observacién 4.2 El complemento de A € P(). I - A, es tinico y cumple que AN(J— A) =9
yAU(I~A)=1.

Definicién 4.3 Diremos que un subconjunio A de P(I} tiene la propiedad de la interseccidn

finita si ln interseccidn de cualquier subconjunto fintto de A es distinta del vacto.
Lema 4.1 Todo filtro F sobre I tiene lo propiedad de la interseccidn Sfinita.

Demostracién.-
Supongamos que hay un F filtro sobre / tal que no tiene la propiedad de la interseccién finita.
Dedo n € w, existe {z;: j € n} C F tal que jgn z; = 0. Como Fes filtro, ¥i.j € n(z:Nz; € F)
¥, por consiguiente, ,‘J_Qﬂ r;=0¢ F!(si b€ F, entonces, como VA € FIACB—BcF),
tenemos que F = P(/}). B

El siguiente lema muestra una caracter’stizacién dtil de los ultrafiltros,

Lema 4.2 5i F es un filtro sobre un conjunto I, F es un ultrafiltro sobre I si y sdlo si
VX eP()(XeFv{I-X)eF).

65



-

®

Demostracién.-
Obsérvese que si existe X € P(Jtalque X € Fel-~X € F, entonces, como F es filtro
P=XnN({I-X)eFyporlotanto, j;F= P(I)!
=} Supongamos que F es un ultrafiltro. Supongamos, sin perder generalidad, que X ¢ F. Sea
G e] “filtro” generado por £t {X}. Como F es un ultrafiltro, G = P(I). Por lo tanto, # ¢ G
¥ FU{X} no tiene la propiedad de la interseccién finita. Asf, existe {zj:7en} C Ftal que
(J_Qn ;)N X = 0, de donde J‘Qn z; C 1 —X. Como F es un filtro, jr;ﬂ z; € F ¥, por lo tanto,
I-XeF
<=) Supongamos que para cualquier X € P(I), X € Fo I - X € F Sea ¢ un filtro tal que
F G G. Por consiguiente, existe X € ¢ — F. Como X # F, I -X € F C G, tenemos que
B=XnN(I-X)€G y, por lotanto, iG = P(I)! Podemos concluir que F es un fltro maximal,
es decir. un utrafiliro. B

Recordemos que el Lema de Zorn, equivalente al Axioma de Eleccién {ver [Amor 1997] pp.
101-5), afirma que para todo orden parcial P no vacio tal que toda cadena C' € P estd acotada
en P, existe A € P maximal en P. Fste poderoso lema se utiliza para demostrar que todo filtro

puede extenderse a un ultrafiltro:

Teorema 4.1 (AE) Teorema del Ultrofiltro. Todo filtre F C P(I} puede extenderse ¢ un
ultrafiltro U,

Demostracién.-

Sea F'C P(J) un filiro. Sea F el conjunto de todos los filtros en P(I) tales que contienen a F.
Como F € F, F no es vacfo y podemos ordenarlo parcialmente con la contencién. Mostraremos
que las cadenas de F tienen cotas superiores.

Sea D = {D; : j € J} una cadena en F y gea D =J_2J“r Dj;. Si z,y € D, entonces existen
LicJtalessquer e Divye D;. Como D es una cadena, tenemos que D; C D; 6 D; C D,
Supongamos que D; € Dy, entonces z,y € Dy y, como D; es un filltto, 2Ny € D; € D S
t€P(I)yxC ez entonces z € D; € D. Como B ¢ D; para toda j € J, tenemos qued & D.
Por lo tanto, D es un filtro. Por otro lado, F C D, de donde D € F . Concluimos que IJ es

cota superior de D en F. Por el Lema de Zorn, F tiene un elemento maximal I/,

Por lo tanto, U es ultrafiltro y extiende a ¥, R
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Se ve facilmente, a partir de la definicién de filtro, que todo filtro es cerrado bajo inter-
secciones finitas: Sin embargo, un filtro no tiene por qué ser cerrado bajo interseccicnes de

cardinalidad infinita. De ahf las siguientes definiciones.

Definicién 4.4 Un cardinal x es regular si y slo si ¥h < r(K #,.-3% X3 |). donde
Y8 < A| Xz |< & Es decir. x es un cardinal regular si y sélo si & 1o es una unidn de menos

de % conjuntos cada uno de cardinalidad menor que k.

Definicién 4.5 Si & es un cardinal regular y F es un filtro sobre I, F es n-completo siy sdlo
si F es cerrado bajo intersecciones de menos de & conjuntos. Es decir, si {z, 1o <~} es tal

que ¥ < K.y € yVYa < 4(zs € F), entonces QT Ty €F.

a
Definicién 4.6 Si un filtro es Ry-completo, decimos que es o-completo.
Observacion 4.3 Todo fiitro es Ry-completo.

El siguiente lema afirma que es equivalente ser filtro s~completo y cumplir que para cualquier

unién de menos de x conjuntos en el filtro, a] menos un uniendo esté en el filtro.

Lema 4.3 Sil{ es un ultrafiltro sobre I, & €5 un cardinal y a < K, entonces

[vz'<a(A,-eu)—»_ﬂ e[l Aield — 3 <alA; eld)

<a i<a
Demostracién.-
=) Supongamos que |J A; e cona < & Si Vi < alAi ¢ U), entonces, por el lema 4.2,
i<a
I — A; e U Vi < a. Por hipstesis, [ (I — 4,) e 4. Como N {I-A4i)=1- |J Ay tenemos
i<a i<n i<ar
que ;jd={] A;n{I- | A)el!
i<a i<a
Por lo tanto, 3i < a(A; e U).
<) Supongamos que ¥i < a(4; € U). Si I('I A; € U, entonces, por el lema 4.2,
<a
I- N A;ely,comoI- N A;=U (I - 4), por hipétesis, I — A; € I para algin j < a.
<a 1<a <0
Por lo tanto, por la observacién del lema 4.2, ; Asguin

Otra caracteristica de ciertos filtros es “ser generados” por alguno de sus elementos:

Definicidn 4.7 Un filtro F sobre I se llama principal si hay 29 C [, 2o # B tal que
F={zxCTI:z¢Cz}.
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Observacion 4.4 Todo filiro finito es principal.
Lema 4.4 Todo filtro principal es cerrado bajo intersecciones arbitrarias.

Demostracién.-
Sea ¢ el generador de un filtro principal F. §i F,, € F para toda a € J, entonces
Ya € J(xp C F,). Porlo tanto, zg C '2, Fa. ?_;‘ Concluimos que F, € F.H
a o

Ejemplo 4.1 El filtro de Frechet o de los cofinitos.

Sea I infinito. Sea F = {x C I : I — x es finito}. Es fdcil verificar que F es filtro. Supongamos
que F' es principal. Eriste xp tal que 29 C = pera loda 2 € F. Como I es infinito y el comple-
mento de zo es finilo, o es infinito. Seay €29 #£ 0 y sea 1 = 7o — {y}. Claramente, z, € F
pues su complemento es finilo. es decir, zo — {y} € F. Asf, { 20 € =0 — {y} ! Por lo tanto, F

es no-principal.

En este ltimo ejemplo los conjuntos de F son todos infinitos. Los siguientes lemas nos
dan una caracterizacién de los ultrafiltros no-principales con respecto a la cardinalidad de sus

elementos.
Lema 4.5 Silf es un ultrafiltro principal, entonces hay al menos un confunto unitario en U,

Demostracién.-
Supongamos que I no tiene ningdn conjunto unitario. Por el lema 4.2, Ya € I{J — {a} € U).

Como I{ es filtro principal, por el lema 4.4, j @ = Qr (I-{ahei'!nm
o
Lema 4.8 Un ultrafiltro U es no-principal si y sélo si no tiene conjuntos finilos.

Demostracién.-
=) Veremos que si I{ tiene un conjunto finito, entonces es principal.
Supongamos que I/ tiene conjuntos finitos. Sea X € I el conjunto de cardinalidad minima en
U. Como U es un filtro, X # ¢. Afirmamos que X tiene solo un elemento. Supongamos que
3r,y(z € X Ay € X). Como X es el elmento de I de cardinalidad minima, entonces {z} € I{.
Por el lema 4.2, tenemos que / — {z} € /. Porlotanto, ; XN(I-{z}) =X -{z} €U ! (X es
finito, asf es que X — {z} es de cardinalidad menor y X es el conjunto de cardinalidad minima
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en {}. Por lo tanto, X tiene solamente un elemento, es decir, X = {z}.

Sea Y € U, entonces Y N {z} €U y,como @ ¢ I , Y N{x} 3£ 0. Asi, tenemos que {z} C Y. Por
lo tanto, {z} C Y para toda ¥ € &. Por consiguiente, &f es principal.

<) Veremos que si i es principal, entonces tiene conjuntos finitos.

Supongamas que I es principal. Por el lema 4.5, 3X € Y(X = {z}). Por lo tanto, & tiene al

menos un conjunto finito. M

Ejemplo 4.2 Sea F el filtro de los cofinifos sobre w (ejemplo 4.1). Sea i el ultrafiltro que
extiende a F. Veamos que U es no-principal.

Sea z C w tal que x es finito. Entonces, w —x € F. Por ot lado, como F C . tenemos que
w—x €U y. por el lema 4.2, z ¢ U. Por lo tanto. U no Hene conjuntos finitos y, por el lema

anterior, I es no-principal.

Lema 4.7 Sea & un cardinal infinite. No eriste un wuitrofiltro sobre & que sea no-principal y

st -completo.

BDemostracién.-
Supongamos que existe I ultrafiltro sobre & no-principal y x*-completo. Sea a € . Por el
lema 4.5, {a} ¢ U{. Asl. 1enemos que, por el lema 4.2, Va € #{k ~ {a} € U). Como I es x*-
completo, entonces ; P =QQ.; {x—{a}) € U ! Porlo tanto, no hay ultrafiltro sobre & no-principal

x*-completo.

Lema 4.8 Sea & un cardinal infinito. Sild es un ultrafiltro sobre & no-principal, k-completo,
entonces

Ya < k(k — a € U).

Demostracién.-
Por induccidn sobre a € «.
Sia=0,entonces k — 0 =K €.
Supongamos que x —a €. Como ¥ es un ultrafiltro scbre k, a ¢ If v, ademds, {a} € U, pues
U es no-principal (lema 4.6). Como U es x-completo, porellema 4.3, a+1=al {a} €U. Por
lo tanto, k — (a + 1) € U.

Si v < &, 7 es un ordinal limite ¥ suponemos que V8 < v(x — 3 € &), entonces
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—Y=kKk- U B=N (k-F),puesy=U B Comolif = leto
K=y=&K Bﬁﬁ S0 (%= ), pues v E<'r'3 es r-completo,

Y<RYVA< (- B e, tenemosqueﬂr;i (k—B)=x—vclU.n
b

4.3 La Ultrapotencia del Universo

Definicién 4.8 Sea / un conjunfo no vacte. Sean A; # 0 conjunios para cede i € J. E!
producto cartesiono de los conjuntos A; se define de la siguiente manera:

ITAi={f: T—U A |vieI(f(i) € 4)}.

€]

Observacién 4.5 Con lgs letras f, 9, h denotaremos Junciones.

Definicién 4.9 Sea I un conjunto no vacto. Sean A; # 0 conjuntos para cada i € I, Sea F un
filtro sobre I. Decimos que dos funciones f,g E_]_] A son F-equivalentes (f ~r g) si y sdlo si
li€l: 6 =gli)} € F “
Proposicién 4.1 La relacion ~p es una relacidn de equivalencia sobre HI As.
i€

Demostracién.-
o Reflexividad: Claramente, si f E_H Aj, entonees {i € I ; f{i) = f(i)} = ] € F. Por lo tanto,
f~r !
o Simetria: §i f ~r g, entonces {i € [ : f{i) = gi)} e Fy{iel:gli)= f(i)} € F Por lo
tanto, g ~p f.
+ Transitividad: Si f ~f g v g ~p h, entonces {iel:fli)=gd)}eFy
{i € I': g(i) = h{i)} € F. Como F es filtro, ({i € I : f{i) = gii)yn{ieI:gq(i)=h(i)})) e F.
Como Fesfitroy ({ieI: f(i)=g(i)}n{iel:gi)=r(H}) C {t €I J{i) = h(i)}, tenemos
que
{iel:f@Ei)=h(i)} € F. Porlotanto, f ropg. B

Intuitivamente, un ultrafiltro &/ sobre I consiste en todos los subconjuntos "grandes” de J v

podemos pensar que f ~ g es como decir que f es igual a g en “casi todas” sus coordenadas.

Definicién 4.10 Sea f €[] A;. La close de equivalencia de f, denotada por fr, es
ey
fF={9€H!Aiif""F§'}'
13
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Definicién 4.11 Dado I un uitrafiltro, definimos el ultraproducto de A; médulo U (H Aifld}
como el conjunlo de todas las clases de equivalencia ~y, es decir, H Afd={fu:f En AL

Definicién 4.12 Sea I un conjunto no vacfo y sez I un ultrafiliro,
Sean W; = (A;, {P;-“}jEJ, {Ff‘}kex, {cﬁ“};e L) estructuras en un lenguagje £, donde A;. {Pj“ Yies.
{F‘,’E“}ke” y {c%"‘}gu son el universo, las letras predicativas, las letras funcionales y las cons-
tantes respectivamente de cada ;. Definimos el ultraproducto de los %; (] /U = A) como
ict

el modelo de £ tal que:

1. El universo de H A /U es T] AifU.

i€l
2, Si P es una letra predicativa n-aria de £,

entonces la interpretacion de P en H W jU (PE) es:
Pl i) siysolosi (e 1: P”‘ (f ) FMENY €U

8. 8i F es una letre funcional n-aria de C,
entonces la inlerpretacidn de F en n A fU (F*) es:

FH( fu)—guﬂysdlﬂm{té-’ FE(FND, . P @) = o)} €U

4. Sea ¢ una constante de £, entonces la interpretacién de ¢ en H A, /U (™) es:
A=hysiysdlosi{iel: M =h{i)} el !
Es sencillo probar que esto dltimo estd bien definido, es decir, que la definicién depende sélo
de las clases de equivalencia ¥ no de los “representantes” de estas clases.
El siguiente tecrems ¢s sorpresivo, a pesar de que la definicién de ultraproducto haya sido
construida precisamente para que esto pasara. Hasta ahora nos daremos cabal cuenta de lo

poderoso que es ser un conjunto en el ultrafiltro.

Teorema 4.2 (AF) Teorema de Los o Teorema Fundamental de Ultraproductos. Si @ es el
ultraproducto 1'] UfU. o1, ., Ta) €5 una formula en el lenguaje £y ... 7 €T] W/l

t€l
entonces: [] m,/u Eipagp @siysdlosi{i € 1: W Fpyy  gmp) 8} €U

€y 0 wmwe o e
Demostracién.-

Por induecién sobre la formacién de férmulas.
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Supongamos que ¢{z1, ..., Tn) = 21 = Ts. ]'[ 6 /U t:(f’ ''''' e =1
- fl Y f2 ~ {i el: fl(l) = fz(i)} Euﬁ {I el: ﬁ., h(fl(")”",fn(")] Iy = .'Bg} EU.
Se demuestra anslogamente para ¢(1,....zn} = P(z1, ..., Tn ).

Supongamos que para ¥ y x el teorema se cumple.

c’n ‘21../1»“:”1 _____ I“)v’ ¥ n m-l/ut:(!l . f")x @ DwEuy DX el Dq,l-nDk €.
Sea é.—-—-u H Ql"/b“:(fu g "!11=€>1_I Ql,/lz“fux fn];b

pos {l el }:U'(")' I 1.[)} tUe I —{iel: 2 b(fl(,')..__.jn(,')) Pl el

’]e'jl AU 'E(Iu 12 Armisiysélosi Dels

=) Supongarmos que I;] WfU Fp. . gpy FEm¥. Hay bEI'I A; tal que
ﬂ U B miampy) - Sea E = {i €1 : % P:U () I lzmst] ¥} Por hipétesis de
mducmdn Ecld. Como EC Dy U es filtro, entonces D € If.

<=} Supongemos que D € U, Sii € D, entonces % ‘me o) Izmtd. Hay b € A; tal que

.....

Corolario 4.1 Si o es un enunciado en L, entonées:

Il W/UEosiysslosi{icl: A ka}eld
el

Demostracién.-
Es inmediata del teorema anterior. B

Intuitivamente, este corolario afirma que un enunciado es verdadero en 11 /U si vy sélo si
es verdadero en “casi todos” los factores. !

Para demostrar el teorema de Seott, necesitamos definir la ultrapotencia del universo con-

juntista. Hasta ahora, hemos definido el ultraproducto en estructuras cuyvos universcs son

conjuntos. La ultrapotencia es el ultraproducto de una misma estructura. La ultrapotencia del
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universo conjuniista serd el ultraproducto de V. & veces con & un cardinal, Para definir esta
ultrapotencia con todo rigor tenemos que asegurarnos que, aungue el universo de esta nueva
estructura sea una clase propia, sus elementos sean conjuntos; para esto utilizaremos el llamado

truco de Scott.

QObservacién 4.6 Es importante recorder que. como fue disculido al principio de esta tesis, las
clases propies no existen dentro de ZF, sin embargo. podemos habler de ellas si no olvidawmos
que no son individuos de nuestro universe sino abreviaciones de férmulas del lenguaje (ver

[Amor 1893]).

Definicién 4.13 Sea & un cardinal. Sea U un wtrafiltro sobre # Ut CP(x))
Dadas f.g:k =V, definimos f ~ g si y sélo si {a<k: fla)=gla)) cis.

De la misma manera que como definimos el ukiraproducte, definiremos los elementos de la
ultrapotencia como las clases de equivalencia. Sin embargo, si definimes f = {ge" V : g~ Ih
las clases de equivalencia no tienen por qué ser conjuntos. De ahi, la siguiente definicién que

utiliza el truco de Scott.
Definicién 4.14 f={g€" Vg~ fAVRE" V(hr f — p(g) < o(h)}

Observacién 4.7 El truco de Scott considera sélo las funciones de menor rango. Obsérvese

que este truco witiliza el Azioma de Regularided ( | V, = V), ya que da per un hecho que
aCOR

eriste o € OR fol que p{g) = a. Es decir, dado g un conjunto, da por un hecho que eriste

a € OR tal que g € Vo).

Definieién 4.15 Definimos la wlirapotencia del universo, denotada por V" Ui, como

ViU = {f:f e V).
La siguiente definicién es la interpretacién de la pertenencia en la ultrapotencia del universo.

Definicidn 4.16 Seen f.g3 ¢ V*/U. Definimos E C VU x VEJU de la siguienie manerq:
JEg si y s6lo si{a < x: fla) egla}} el

La interpretacion de la igualdad estard dada como la interpretacion de las letras predicativas
en la definicién 4.12, es decir, f = 7 si y sélosi {a < x: fa) = gla)} eld.
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El siguiente teorema es la adaptacién del Teorema de Los {4.2) a la ultrapotencia del uni-

VEerso.

Teorema 4.3 (AE) Esquema de Los. Dada @(T1.....Tn) una formula en el lenguaje de Z F.
Yf1on fo € V(@ HENF o) = {a < k2 0(fil0), .., fula))) €U).

Demostracién.-
Por induccidn sobre la formacién de férmulas.
Supongamos que o{). ... 2,) = 4 = 9. Tenemos que (@1 =) HENF )= Fi=]
—{e<n: fifa)= fola)} €U = {o <x: ¢(fi(a), ... fula))} € U.
Supongamos que @(2,....2,) = x; € Iy, Tenemos que (7 € zp)V/HEN(F wdn) = HEf
={a<n:fifa) € falo)} €U = {a < w:6{fi(a), ... fla))} € 1.
Supongamos que para ¥ y y el tecrema se cumple,
Sea o(x1.....zn) = (¥ A XNy, ... 7w). Tenemos que (A XHT1 g WEEN L ) =
(& @r, 2B (o Fl] y (i@, o ) WY RENF, L F) B
He <s:w(fi(a),... fala))} et ¥ Ha <x:x(fila), ... fala)}} €U]. Como U es filtro,
{e <w:ig(fi(a), ... falaN}N{a < x: x(N1(a), ... fala))} € U. Ademss,
{a <w:d(fifa).... falaM}{a < x: x(fifa), . fu(a))} € {a < x: (#rx)N{a). ., fafad)}.
Por lo tanto, como i es filtro, {a < x: ¥ A x(fila) ..., fala))} e s,
Sea ¢z, ..., Tn) = ~W(x). ..., 2,). Tenemos que ()21, zn )V UEN T L F)
@@ )} IE o )} ({0 < 0 fifads e fal@))} € )
{o < s 9(fife), ... fa{a))} ¢ U. Coma U es ultrafiliro, {o < x: @(f1(a),..., fala))} ¢ U —
w—{a <u:y(fifa),... fala))} €U = {a < x: ~U{fia).... fala))} € &.
Sea 6(z1.....,Zn} = JyP(x). ... 7s). Tenemos que (GUUAT1. o 2a) ) EN(Fy L Fo} s
hay una f € V5/u tal que v UENF | F o Fy B
hay una f € V*/U tal que {a < x: H(f1(a), ..., fla), flo))} € U.
Falta ver que: Hay una f & V*/i tal que {a <& :9(fi(a), ., fala), f(a))} € U si v sblo si
{o <x:Jp(fifa), ..., fala)}) eld.
=) Como {a < x: ¥{fi{a), o fufa). fle))} Cla<k: Syi(fila)s..., fala))}), U es filtro v hay
una f € V*/U tal que {a < & : @(fi(a)..... fa(a), f(a})} € U, tenemos que hay una fev~iu
tal que {a < & : Iy fi(a),.., fo(a))} € U, Por lo tanto, {a < & : Y(fi(a), ... fo{a))} € U.
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) Sea D= {a < &: 3yw{fi{a), ... fala))} €U. Si a € D, entonces hay 2, € V 1al que

¥(fi(a), ... fafa) za). Utilizando el Axioma de Eleccidn, definimos f : k — V de la sigiente

manera:
I, sia€ D

fla) = :
b sia¢gD

Asf, tenemos que D € {a < & :¥(fi(a},..., fa(a). f(a)}}. Por lo tanto,

{e < &:9(fifa), .., fula), f{a))} € i4. Por hipotesis de induccién, hay upa F € Veju wal que

WMENF S ) B
Corolario 4.2 Si o es un enunciado del lenguaje de ZF, entonces oV /UE) . .

Demostracién.-
Tenemos que Vf1...., fo €° V{o — {a < x: o(fi{a},.... fa(a))} € i4), pues o es emunciado v no
depende de fj, ..., fn € V. Como o es enunciado y @ ¢ I/, entonces
{a <r:o{fi{a), .. fa(a))} = &. Por el teorema anterior,
Vi1 fo € V@V TUE L o) o {a < 2 a(fi(@). ... fal))} € U).

Por lo tanto, g — oV"/U.E) @
Corolario 4.3 (V*/U, E) es modelo clase (no esténdar} de ZFE.

Demostracién.-

Es inmediata del corolario anterior. B

Definicién 4.17 Si® y B son dos estructuras {estructuras-clase) del mismo tipo p de lenguage.
decimos que A es elementalmente equivalente a B (U = ‘B) si y sélo si eualguier enunciado de

£, verdadere en A es verdadero en 8.

Observacitn 4.8 = es nulacion de equivalencin sobre estructuras ( estructurgs-clase) del mismo
tipo. Clarumente = es refleriva y transitiva. = es siméirica, ya que 5i A =B, dado ¢ enunciado
verdadero en B, 5i & no ¢s verdadero en U, como ¢ es enunciado. entonces ~o es verdadero en

A y. como A =B, ~o es verdaero en B.

Observacién 4.9 Por el corolario 4.2, (V*/U, E) = (V, €).
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Definicién 4.18 Sean A y B dos estructuras (estructuras-clase) del mismo lipo p de lenguaje.

Una inemersidn elemental de U en B es uns funcidn (funcional) inyectiva h tel que:

1. h:A— B (donde A y B son los universos de ™ y B respectivamente).

2 S8i P€p (P dearidad n) y a;,...,0n € A, entonces
{21.....an) € P2 (h(e), .., h{an)) € PP

8 Si f€p {f de m argumentos) y ay,....am € A, entonces
h(f2 a1, -y am)) = S (Ble1), ... h(am))

4. Sic e p, entonces h(c®) =B

Definicién 4.19 Sia €V, ¢, es la funcidn constante ¢z : £ — V tal que Va € r(cy(a) = @),

entonces definimos e : V — V" fl{ como e(e) = .

Proposicidén 4.2 5i ¢(z1,...,Zn) €5 una férmula, entonces

Yay..... %{¢(01| L] aﬁ) - d’(v‘/u's)(e(ai): hda | E(a'ﬂ))]

Demostracién.-

Sean ay, ..., an.
olay, .., an) — {a <x:ola), . o0} €U ¢nodependede e, DU yneld
= {a < n:¢leg(a) .., ca (a))} €4 Definicién de ¢,
e VEN G E) Esquema de Los (teorema 4.3)
wr gV UEN o(a)), ., elan)) Definicién de e

Por lo tanto, #{ay, .., an) — o' " M-E(ela;), .., e(an)). W
Corolario 4.4 La funcional ¢ es una inmersidn elementel de (V, €} en (V™ /U E).

Demostracion.-
Es inmediata de la proposicidén anterior; se muesira que ¢ es invectiva con

¢(a;.a3) = a; # az ¥ que e es morfismo con ¢{a;,as) = a; € az. W

Observacién 4.10 Obsérvese que esta tltima propesicién es mds general. Para saber que e es

ung inmersion elemental nos bastaba con mostrar que a £ b— Ty £ & y que a € b — HLEG,.
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Después de mostrar que la ultrapotencia del universo es extensional, limitada por la izquierda

¥ bien fundada, podremos aplicarle el Colapso de Mostowski {teorema 1.4).

Lema 4.9 (AE) El Arioma de Buena Fundacion es equivalente a que no eristan cadenas nu-

merables descendentes con la perlenencia.

Demostracién.-
—)} Supongamos que existe una cadena numerable descendente. Sea [ : o — A # 0 tal que
fin) = an ¥ a1 € ap,a2 € ay,....0n4] € Gp,... Por el Axioma de Reemplazo, ; f[+] es un
conjunto ! (el Axioma de Buena Fundacién asegura que f[w] no es un conjunto).
—)Sea A# D vseaag € A Si ANag= 0, entonces ag es ef elemento minimal respecto a la
pertenencia. 51 AMag # 0, entonces tomamos a; € A Nag. 5 ANa; = B, entonces a; es el
elemento minimal, Si ANa; # @, sea ap € ANa;. Asf sucesivamente, como no existen cadenas

numerables descendentes, encontraremos un ay, €-mininal, B

Teorema 4.4 (V*/U, E) es extensional, limitada por la izquierda y. si I{ es o-completo, en-

tonces es bien fundada. Es decir:
1. ¥f,g € V[vh € V(REf «= hEG) — [ = §] (Eatensional)
2 Vfe"Viavge* V(g€ £ — GEJ) (Limitada por la izquierda)
3. Sild es o-completo, entonces ~3{fn 1 1 € wW)¥n € w(fnr1 Efy) (Bien fundeda)

Demostracién.-
1) Por la proposicién 4.2, haciendo ¢ =tAxioma de Extensionalidad, tenemos que
{V* /U4, €) es extensional.
2) Sea f €F V. Veremas que fg = {7 : §Ef} es conjunto.
Sean A = (Uf[sl)U{@} v B= "A. Veamos queYg €~ V(gEf = 3h € B{g=N)). Seag: k= V
tal que GEf. Definimos b : k — V de la siguiente manera:
g(a) sigla) € fla)

h{a) =
0 €n otro caso
Es claro que h € B. Por hipGtesis, {a € « : g(la) € f(a)} € U ¥, por la definicién de b,

{a < &:gla) € fla)} C {a < x: gla) = h{a)}, de modo que {a < &: gla) = h{a)} € U. Por
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lo tanto, § = k. Asf pues, {3 : §Ef} C B/U, porque para cada gtal que GEf existe h € B tal
que § = k. Ademds, B/ es un conjunto, pues A es un conjunto por los Axiomas de Reemplazo
¥ Unién y, por consiguiente, B es un conjunto. Por lo tanto fe= {3:3Ef} es un conjunto por
el Axioma de Separacién.
3) Supongamos que I{ es o-completo. Probaremos que no hay cadenas numerables descendentes.
Supongamos que existe (f, : n € w) tal que ¥n € w(frs1 E. fa), entonces
Vn€w({a <r:fan(a) € fula)} €U) Sean Ay = {o < Jar1(a) € fu{a)}). Como U es o-
completo, ﬂ An €U, Asi, ﬂ A, #0.Sigge ﬂ An, entonces ¥n € w{fn+1{co) € fulao)). es
decir, ; . e f:;(ag € fg(ﬂﬁ) G filao} € folow) ’ (no existen cadenas numerables descendentes
en V). R

Podemos ahora aplicar el Colapso de Mostowski {teorema 1.4} ala ultrapotencia del univer-
50, si i es o-completo. Por lo tanto, existe una tnica clase transitiva A ¥ un inico tsomorfismo

= tales que (V*/U, E) & (M, &).

Definicién 4.20 Definimos jic : (V. €) — (M, €} como sigue:
Va € V(ju(a) = 7 o e{e) = 7(5,)).

Diagrama
Ultrapotencia
Universo del universo médulo I
(V.e) & (VSUE)
. =S 4
Ju=nmce \ (Mf‘ G)

Colapso transitivo de Mostowski
Veamos que ji es una inmersién elemental.

Proposicién 4.3 Si ¢{r,...,z,) es una formule, entonces

Vﬂ;, ...,a.,[¢(a;, ey ﬂ-n) - ¢MULI(QI)9 "‘-7ju(an))]

Demostracién.-

Sean ay. ..., @ conjuntos. Por la proposicién 4.2, sabemos que ¢(ay, ..., @n ) s & ALE) (e{a1)..... e{an)}
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ESTA TESIS No nrpr

SRR DE LA uoyig
Como 7 es un isomorfismo y M es una clase transitiva,
SV ME (ol 1), ... e(an)) «— oM (1 o e(a;), ..., T o elan)).

Por lo tanto, 6(ay; .., 0n) — &M Gul(ar), w, julan)). B
Lema 4.10 5il{ es un ultrafiltro sobre x, U es principal si y sdlo si jy es la identidad,

Dermostracién.-
Sea jyy =woe: V — Al donde j, es una inmersién elemental y Af es un modelo interno.
=) Supongamos que I{ es un ultrafiltro principal. Sea a € x, tal que {a} € U (lema 4.5).
Tenemos que ¥f € V=~/U{{a < x: fla) = fla)} € i), pues {a < x: fla) = f(a)} 2 {a} y U4
es un filtro. Ast, ¥f € V5/uU(f = sy = €(f(a)) ¥, por consiguiente, e es suprayectiva. Por
el corolario 4.4, sabemos que e es funcién inyective y morfismo. Por lo tanto, tenemos que e
es isomorfismo. Como la composicién de isomorfismos es un isomorfismo, ji; es un isomorfismo
entre ¥V y A clases transitivas. E] Teorems de lsomorfismos (teorema 1.3) asegura que dos
clases transitivas isomorfas son iguales, por lo tanto, V = A,
Concluimos que ji es la identidad.
<) Supongamos que I{ es un ultrafiltro no-principal. Sea id, : x — V la funcién identidad de
r en V. Consideremos #(id,) € M. Veremos que ={id,) no esté en la imagen de ji;- $i hubiera
a € V 1al que jy(a) = =(idy), entonces, por la definicién de ji, tendriamos que w{id,) = 7(Z,)
¥, COmo 7 s inyectiva, idy = &g. Asl, tenemos que {a < & : idy(a) = ci(a)} € U y, por o tanto,
ifa<r:a=celel! (fa<nia=a=0¢llo{a<n:a=a}={a} ¢ U porque lf es
no-principal (lema 4.6)). Por lo tanto, m(id,) no estd en la imagen de ji;. Pero m(ids} € V', asf
es que ju(w(ide)) # id.).
Podemos conluir que jy no es la identidad. B

Lema 4.11 5i § es una inmersidn elemental no-trivial del universo V en un medelo interno

A, entonces:
L Ya € OR (j(a) = a)
2 3a € OR (j(a) > a), es decir, j mueve a algin ordinal,

Demostracién.-

Por el lema anterior existe j como queremos. sélo necesitamos tomar un ultrafiltro I no-
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principal. Como j es una inmersién elemental y A es un modelo interno, si a € OR, entonces
Jla) € OR.

1) Supongamos que existe a € OR tal que j{a) < o. Sea ag el minime o tal que j(a) < a. Asi,
j(oo) < ep ¥, como j es inmersién elmental, ; j(i(aa)) < j(eo) ! (j{av} < co y supusimos que
ag era el miimo ordinal al que le sucedfa eso).

2) Como j es no-trivial, consideramos z el conjunto de rango miimo tal que j(z) # z. Sea
& = p{z). Veremos que j{8) > 6.

Supengamos que j{§) < &, entonces, por el inciso anterior, j(§) = 4.

e Si y € j{z), ply) < pi{z)), entonces, como j es inmersién elemental, j(p(z)) = o (i(z)).
Sabemos que el rango es absoluto para los modeles internos, de modo que p* (§(z)) = p(i(z)).
As{, tenemos que

p(y) < p(3(=)) = j(p()) = J(6) = 6 = p(x), de donde y = j(y), pues z es el conjunto de rango
minimo tal que j{r)} # z. Por lo tanto, j{y) € j(z)} y, como j es inmersi¢n elemental, y € x.
Por consiguiente, j(z) C z.

s Si y € 7, entonces, como = es el conjunto de rango minimo tal que j(z) # z, tenemos que
y = j{y) v, como j es inmersién elemental, y = j{y) € j(z). Por consiguiente, x C j(z).

Se concluye que [ j(z) ==z !

Por lo tanto, 7{(§) > 6. 8

Este tltimo resultado motiva la siguiente definicién, la de punto critico.

Definicidn 4.21 Sea j una inmersidn elemental no-trivial del universo V en un modelo inter-
no. Decimos que un ordinal § es un punto crifico de j si y solo si j(6) > 6 y § [s= ids. es
decir, si y sélo si & es el mimimo ordinal que mueve jJ.

4.4 Los Cardinales Medibles y el Teorema de Scott

Definicién 4.22 Un cardinal & es medible si y sélo st & > Wg y eTiste une funcién
u o Ple) — {0, 1} tal que:

1. Ya € n{u({a}) = 0} (No-triviatidad)

2 ur)=1
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3. Para todo conjunto {Aa ta < A} con A< n, Ax C 5. y Aa N Ag = B pare a # 3, sucede
que p( |J Ao} =3 n(Aq). (n-aditividad)}
a<i a<h

Observacién 4.11 A la funcidn p anierior se le llama una medida bivaluada sobre r.

Teorema 4.5 « es un carding! medible si y s6lo si x > ¥g y hey un ulitrafitro no-principal,

w-completo sobre K.

Demostracién.-
=+) Sea « un cardinal medible. Por la definicién de » cardinal medible, existe u medida bivaluada
sobre x. Sea U = {x € P(r}) : p{x) = 1}. Veamos que & es un filtro:
el #Dpuesueld.
o U CP(r) y U # P(x), pues Yo € s{{a} € U).
» Siz,y €l entonces u(z} =1y p(y)=1.Si plzNy) # 1, como z = {z - y) U(zNy), por la
«-aditividad de ¢ ((z = ¥} N (zNy) = 1), tenemos que p{z —y) = 1. ComozUy = (z —y)Uy
¥ (z -y} Ny =0, se sigue que j u(zUy) = u{{z ~y) Uy} =plz —y) +uly) = 1+ 1 =2/ Asi,
plzNyy =1y porlotanto, z Ny e U.
» Sl r € U, entonces p(z) = 1. Sea y € P(x) tal que = C y. Veamos que si z C y, entonces
u{r) < uly). Supongamos que z C . Tenemos que y = zU(y-z) y N (y - z) = O, por
consiguiente, u{y) = 4z U (y = 7)) = u(z) + uly - 2). Por lo 1anto, u(z) = u(y) — ply - 2) ¥,
como p{y — z} 2 0, p{z) 2 p(y). Por lo tanto, tenemos que 1 = u(z) < u(y). Asf, p{y) =1 ¥
yeU.
Concluimos que I{ es un filtro.
Veamos que I es un ultrafiltro:
Sea x € P(x). Supongamos que = ¢ I{. Como u(r) = 0, tenemos que u(x — ) = p(x —
T} +0 = p(x — z) + plz). Ademds, como p es s-aditiva y (£ ~z) Nz = 0, tenemos que
plr —z) + plx) = p((x = ) Uz} = p{x) = 1. Asf, u(x — =) = 1. Por lo tanto, x —z € U.
Concluimos que & es un ultrafiltro.
Como Ya € x(u{{a}) =0), tenemos que Yo € x({a} ¢ ). Por el lema 4.5, I/ es no-principal.
Veamos que U es x-completo:
Sea {As : & < A} tal que Ap € P(r) para toda a < A, A < nyoLi\ Ag € U. En tal

caso, p(nlél'\ Ag) = 1. Definimos para toda a < A, A; = A,- ﬁlécx A;i. Es decir, Aé, = Ap.
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A’, = Ay — Ag, A; = Ay - (Aé, ] A' }, ete. Obsérvese que Va < z\(A' C Aa}. Veamos que

U 4a =1{J A,, es decir. que la unién arbitraria es igual a la unién ajena.
a<ai a<h

€)Seaz € |) An Ental caso. z € 4, pera algin ag < A. Sizg |) A, entonces

a<A a<ap

z€ A, Gl A,-Size |J A, entonces z € A, para algin a) < ag < A Por lo tanuw,
a<h a<ag

rel) A,

aza

D) Searelj A En tal caso, z € A, pera algin ag < A, ComoA(,D_AﬁD Tr€As €U
a<h a<h

Aa.

Asipues. 1 = p( U Aa) = pu{(U A) =% p(A,) y, por lo tanto, 3a < A{p(4)) = 1).
a<a a<i a<h

Por otro lado. Ya < A{A; € A,), de donde 3a < Mp(As) > p{A,) = 1). Por consiguiente,

Ja < Ap(Ae) = 1).

Concluimos que & es k-completo.

+) Supongamos que existe un uitrafiltro f sobre & > w, no-principal ¥ k-completo. Sea
1 sirelf

2 P} — {0, 1} definida ast: u{z) = {
0 sizgld

Es claro que g es funcién.

Sea a € k. En tal caso, como U es no-principal, {a} ¢ &, por lo tanto, g({a}) =

Sabemos que & € U, pues & es un ultrafiltro v 0 ¢ U, por lo tanto, u(k} = 1.

Ses {Aq:a <A} talque A <&, A S,y AN Az =0 sia s 3. Tenemos que demostrar que

#( U Aa) =3 u{4a)-

a<i
I si U Aa (<] u
Sabemos que p( | Aa) = a<d
a<A 0 si |J Aadld
a<A
* 5i |J As €U, entonces, como U es #-completo, Aq, €2 para algiin ag < A. Si hay a; # ag

ach

tal que Aa, € U, entonces j AgyNAq, = 0 € 4 !Porlo tanto, #{Aae) = 1y V3 # apfp{Az) = 0).
En conclusién, ,u( U Ax)=1= Z #(Aq).
*Si U Aq ¢ U, entonces Ya < A(Aa ¢U), pues Ap C U Aa.
Por lo Lamo Va < A(u(Aa) = 0). En conclusién, ,u( U 4¢,) =0= Z #{A,). B
Las siguientes definiciones y proposiciones nos dan una idea de lo grandes que son los

cardinales medibles. Esta idea serd complementada en la seccién 5.1,
Definicién 4.23 Un cardinal & es fuerte si y solo si YA < w(2* < k).
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Definicidn 4.24 Un cardinal & es inaccesible fuerte si y s6lo sik > Ny, K es regular (definicion
4{.4) vy s es fuerte.,

Definicién 4.25 Un fillro F sobre un cardina & se llama uniforme si y sélo si

Ve F(|z|=x).

Proposicién 4.4 S5i U es un ultrafiltro re-principal, x-completo sobre &, entonces U es uni-

Jorme.

Demostracién.-
Supongamos que hay z € I tel que [z | < . Como z = lé.lr {a} € U, por la s-completud de i/,
[=4
hay o € z tal que ; {a} €4 ! (U es no-principal (lema 4.6)). M

Proposicién 4.5 Si x es un cardinal medible, entonces & es un cardingl inaccesible fuerte.

Demostracién.-
Sea « un cardinal medible.
# £ > N por la definicién de cardinal medible.
Como « es un cardinal medjble, existe un ultrafiltro 24 no-principal, -~completo sobre x.
e x es un cardinal regular, pues si no lo fuera, x = U daoon 3<kyVa <3, < k), pero
£ €Uy, como U es x-completo, Ay € U para almgfo € B; por lo tanto, habria Acg € U con
Aag < K ¥, por la proposicién anterior & es uniforme.
En conclusién,« es un cardinal regular.
* « es un cardinal fuerte, pues si no lo fuera, existirfa A < & tal que 2% > 4,
Sea §C *2={f:fesfunciény f: 1 — {6,1}} tal que | § | = k. Sea F un ultrafiltro no-
principal, x-completo sobre S (la existencia de F est dada por la existencia de &), Definimos
{zaia <A} talquez, C Sy, € F ast:
{fes:f(a)=0} si{feS:fla)=0}eF
{fes: fla)=1} si{feS:fle)=1)eF

T4 €514 bien definido pues F es ultrafiltro.

Va <A, 24 =

Como F es n-completo, (| z, € F. Por otro lado, 1 Za tiene a Io més un elemento, ya que
a<A a<k

sif#fyff e (1 Za:entonces hay ag < A tal que f(ag) # f'{ao) y f, fe Tao. En tal caso

a<h
tendrfamos que, f(ap) = 0= f'(oo} o flag) = 1= f'{ap). Porlo tanto, j [} zn={f} e F!
Qg
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{F es no-principal (lemad.6)).
Concluimos que x es un cardinal fuerte. B
El siguiente teorema relaciona los cardinales medibles con las inmersiones elementales visias

en la seccién anterior.

Teorema 4.6 x es un cardinal medible si y solo si existe inmersidn elemental no-trivial i de

V en un modelo interno A tal que & es un punio critico de J

Demostracién.-
=) Supongamos que « es un cardinal medible. Sea &/ un ultrafiltro no-principal ¥ #-completo
sobre £, Como U es x-completo, U es g-completo. Por lo tanto, podemos aplicar el Colapso
de Mostowski a la ultrapotencia del universo. Asf, existe 7 isomorfismo tal que V" & M
con M un modelo interno. Como I es no-principal, existe Ju:V = M 1'r"=_“J V® U, tal que es
inmersién elemental no-trivial (lema 4.10). Como jy es una inmersién elemental y M es un
modelo interno, si @ € OR, entonces Jula) € OR.

Veamos que fy [x= ide ¥ ju(s) > k.

OR J OR
v A “ A M= V. u

//\

/7 Inmersién ‘\ /
elemental ' ;
no trivial /

o rowwel e

ko VR
Y
k)= @) =nle(k)
KEy>k k= id, \\ /
7

k cardinal medible k punto critico de j,

Inmersién elemental no trivial con punto critico »

» Demeostraremos que ji, [x= idy, por induccién fuerte sobre x. Sea a < x ¥ supongamos

que ¥y < a(ju(y) = ¥). Veamos que ju(a) = a. Sabemos que Jul(a) = a (lema 4.11), de modo
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que falta ver que ju(a) € a o, lo que es lo mismo, que ju(a) C a. Como Jula) e M y M es
una clase transitive, ¥z € ju(e)(z € M) y, dado r € M, como = es sobre, existe | € Ve
tal que 2 = 7(f). Sea f: x — V', tal que n(f) € Jula) = w(e{a)). Como = es isomorfisma, |
E(e(a)) = Zo- Asi, tenemos que {3 < & : f(8) € ca(8) = a} € I4. Como a es ordinal, f{#) es
ordinal. Por lo tanto, {3 < «: f(8) < a} =Tga {8 < k: f(8) =1} €U. Por otro lado. a < &
¥ U es r-completo de modo que, por el lema 4.3, hay 75 < a tal que {8 < x: f(3) = o} €4,
es decir, tal que f = e{v,) = Cyy- Asi, tenemas que 7(f) = T{e{1q)) = ju(q) ot 70 < a. Por
Io tanto, 7(f) € ay ju(a) C a.

En conclusién, jula) = a.

‘e Como I{ es un ultrafiltro no-principal y k-completo, por el lema 4.8, Ya < K(k —a e ). De

aquf que Va < ({{ < k1 ca(§) <idi()} ={S<r:a < =n-(a+1) EU) ¥ que

Yo < kle(a) = & F idy. Por lo tanto, Yo < wla = jyla) = woela) € wlid,)) ¥

& C m(ide). Por otro lado, #(idy) es un ordinal, pues {£ < x : ids(¢) € OR}=r el v
por el esquema de Los, (id, € OR)Y"/¥; como 7 es un isomorfismo, Af es un modelo interno,
¥ ser ordinal es absoluto para los modelos internos, (z(idc) € ORYM — #(id,) € OR. Como
% C =(id,) y w(id,) es ordinal, tenemos que x < #(id,).

Por otro lado, {£ < r:ide(§) < exl€)} ={£ < k: £ < &} = k €U de modo que id.E &, = e(x)
¥, como = es un isomorfismo, m(id,) € m{e(x}) = ju(xk).

Por lo tanto, « < w(idy) < ju(k) ¥ % es un punto critico de jy.

<=} Supongamos que existe una inmersién elemental no-trivia) J del universo en un modelo
interno Af tal que & es un punto critico de j. Como j es una inmersion elemental, j(0) =0 v
Hs(a)) = s(i(a)), es decir,

Ha+) =3(a)+1. Ast, }(|) a)= |J ja) y, como w es absoluto para M. j(w) = w. Por
lo tanto, Ya < w(j{a) = a). ?owmo K esalf: punto critico de j, & > w.

Veamos que hay un ultrafiltro no-principal y x~completo sobre k.

Definimos If = {z C n: & € j(z)}

Veamos que & es un filtro.

& Como x < j(k), & € U ¥, como j{0) = 0, tenemos que 0 ¢ 4.

*Seanz € U y y C x tales que * C y. En tal caso, x € J{z). Por el esquema de Los (4.3}, como
Al es un medelo interno, j(z) € j{y) de modo que x € Jly). Por lo tanto, y € 4.
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® Sean z,y € U. En tal caso, K € j(z) y n € Hy), por lo tanto & € j(z) N j{y). Por el esquema
de Los (4.3), como A7 es un modelo interno, J(z) N j{y) = H(zNy). Por lo tanto, z Ny € i/,
Concluimos que U es filtro.

Veamos que U es un ultrafiliro

m(ﬁ“'a’rcﬁj(m—:r)'—-m-zéu.

zelU—nef(z)=ngj(x) - jr)

Por lo tanto, ¢ es un ulirafiliro.

Veamos que I es un ultrafiltro no-principal.

Sea a € x. Por el esquemna de Los, j({a}) = {i{e)} ¥, como « es un punto critico de j v a € &.

tenemos que {j(e)} = {o}. Asf, Ya < k(x € {a} = {j(a)}}. Por lo tanto, ¥a < s{{a} g )

Por el lema 4.5, i es un ultrafiltro no-principal.

Veamos que I es un ultrafiltro s-completo,

Sea {Aq:a < 8} donde A4, Cky 6 < &, tal que Va < 8(A. € U). Tenemos que

Va < 8(k € j(A,)). Asf, n € N, ia) R0 40500 Aa). Por o tanto,
a< i) a<s

xe;(ﬂ Ag), es decir, AQEH

ConclmmOS que if es una:!iraﬁltro f-completo.

En conelusién, & es un cardinal medible. M

El siguiente teorema, consecuencia directa del anterior, es el teorema de Scott v es el que

nos ayudard a reflexicnar sobre la pregunta mies Vo distinto de LT
Teorema 4.7 Teorema de Scott. Si hay cardinales medibles, entonces V & L.

Demeostracién.-

Sea & ¢l menor cardinal medible. Sea & un ultrafiltro no-principal, x-completo sobre x. Por el
leorema anterior, existe una inmersién elemental no-trivial del universo en un modelo interno
M tal que s es punto erftico, jy : V — M = V*%/id{. Como & es el menor cardinal medible y
J es una inmersién elemental. tenemos que (j(x) es el menor cardinal medible}. Como Af es
un modelo interno, por el tecrema de la minimalidad de L (teo 3.3}, LC M CV.Si L =V,
entonces M =V y, por lo tanto, ; j{x) es el menor cardinal medible de V / (k< j{K) ynesel
menor cardinal medible}, B

Corolario 4.5 No eriste una inmersidn elemental no-frivial del universo V en L.

86



L

L

Demostracién.-
Supongamos que existe una inmersién elemental no-trivial,j de V en L, entonces, por el teorema
4.6, existe un cardinal medible y, por el teorema de Scott, V # L. Por otro lado, como j es una
inmersién elemental, por el Esquema de Los {teorema 4.2), tenemos que V = L +~ (V= L),
Sabemos que (V = L}*, entonces ; V =L /

Por lo tanto, no existe una inmersién elemental de V en L. M
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Capitulo 5

JEs V no-constructible?

En el tercer capftulo de esta tesis demostramos que tanto V = L, el Axioma de Constructibi-
lidad, como V' # L, la negacién del Axioma de Constructibilidad, son consistentes con ZFE;
es decir, demostramos que el Axioma de Constructibilidad no se puede ni demostrar ni refutar
dentro de ZFE. Por lo tanto, se podria pensar que hay una teorfa de conjuntos con el Axioma
de Constructibilidad (ZFE + 1V = L) y otra teorfa de conjuntos con la negacién del Axioma de
Constructibilidad (ZFE + V # L) y que no existe ninguna necesidad de escoger alguna. Este
punto de vista esi4 relacionado con la idea de que ZFE es una creacién de la mente humana v
que cualquier extensién relativamente consistente de ZFE es aceptable porque no hay hechos
especificos con los que tenga que concordar. En contraste, est4 la posicién de que 1a teorfa de
eonjuntos es una ciencia que describe una realidad conceptual existente por si misma. Desde
esle punto de vista, las preguntas que no pueden ser respondidas por Z FE son legitimas, lo que
pondrifa en evidencia que lo que nos falta son herramientas (axiomas) para contestarlas. Esta
postura, muchas veces llamada “Platonismo” o “Realismo™, fue sustentada, entre otros, por K.
Godel:

"Pues si se ecepla gue el significade de Ios signos primitivos de la teoria de conjuntos... es
correcto, entonces Ios conceplos y los teoremas de la teorfe de conjuntos describirfan elyuna
realidad bien determinada.’ ([Godel 1947,64) p. 348).

Penelope Maddy también defiende la postura del realismo en matemaéticas hasta cierto
punto:

.. Enlo que sigue dar¢ por sentada una posicion realisia. Esto no es porgue piense que el
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realismo estd fuera de toda duda sino porque quiero explorar sus consecuencias.” ([Maddy 1993
p. I7).

Asf, la pregunte sobre la verdad de las proposiciones indecidibles o independientes de la
teorfa de conjuntos pueden considerarse como legftima si creemos que la teorfa describe una
realidad determinada. En tal caso, los axiomas aceptados no describirfan por completo dicha
realidad y necesitarfamos de nuevos axjomas para decidir tales proposiciones. Es por esto
gue muchos investigadores buscan argumentos intuitivos para decidir qué axiomas agregar a
1a teorfa, Obviamente, se puede cuestionar que un argumento de este estilo, no stendo una
prueba matemética, es en realidad de cardcter flosofico. Al respecto Maddy opina que tenemos
razones para confiar en los métodos de las matemdticas, pues éstos han jugado un papel muy
importante en €} desarrollo de las ciencias naturales, y no contamos con justificaciones similares
para los métodos filosdficos. Algunos métodos filoséficos han influido de manera importante en
nuestro sistema de creencias matematicas, y podrfamos considerar estos métodos para resolver
las proposiciones indecidibles. Maddy estima que las matematicas se deben conducir dentro de
sus propias practicas y que no es necesario apelar a un tribunal extra-matemético para encomtrar
estos argumentos. Asi, si nuestras preguntas son de cardeter filoséfico, los nicos métodos
flloséficos relevantes para contestarlas son aquéllos que de manera natural son considerados
mateméticos. (ver [Maddy 1993] pp. 17-18).

Este capftulo esté dedicado a resumir las ideas que han conducido a muchos investigadores a
creer que V es distinwo de L, es decir, est4 dedicado a describir lo que Maddy llama una opinién
informada al respecto del Axioma de Constructibilidad. La primera seccién estd basada en el
Teorema de Scott que demostramos en ¢l capftulo anterior; en ella se argumenta en favro de
la existencia de cardinales medibles. La segunda seccidn trata sobre la Hipédtesis del Continuo,
que es implicada por el Axioma de Construetibilidad y que muchos matem4ticos creen que es
{alse. La tercera seccién ataca el problema directamente, es decir, sin aducir que es falsa en
base en alguna otra afirmacion o a partir de que implique alguna afirmacién que creemos que
es falsa.

Las justificaciones en favor de la verdad o de la falsedad de proposiciones indecidibles ex-
puestas en este capftulo puede ser que se sigan de manera directa del concepto de conjunto, las

llamadas intrinsecas, o que se sigan de las consecuencias de estas proposiciones o de su poder
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explicativo, las llamadas exirinsecas.

5.1 ;Existen cardinales medibles?

Los Hamados Axiomas Fuertes de Infinitud afirman la existencia de cardinales méis grandes
que aquéllos cuya existencia se puede probar con los axiomas de ZFE. En cierto sentido €
Axioma de Reemplazo introducido por Skolem y Fraenkel es uno de ellos, ya que fue propuesto
especfficamente para poder generar X_,. Estos axiomas se estudian y analizan porque se cree
que pueden decidiralgunas proposiciones de otro modo indecidibles. Gddel escribe:

... los axiomas de la teorfa de conjuntos no constiluyen en modo alguno un sistema cerrado
en s{ mismo, sino que . af contrerio. ol verdaderv concepto de conjunto en que estdn fundados
sugiere su extensidn medionte nuevos ariomas que afirman la existencia de aiin més iteraciones
de lo ppemacidn ccconjunto dess.’ ([Godel 1947.64] p. 348)

Este punto de vista, compartido por muchos, nace de la idea de que cuslquier axioma
consistente con ZFE que extienda el dominio de la teorfa de conjuntos introduciendo nuevos
conjuntos puede ser aceptado si nuestros argumentos intwitivos nos convencen al respecto.
Es maés, la regla empirica marimizar considera <dos convenciones: la de engrosar al conjunto
potencia y la de alargar la clase de los ordinales, siendo claro que los Axiomas Fuertes de
Infinitud cumplen con lo segundo. El argumento més utilizado para defender estos axiomas
es la opinién casi general de que ¢l universo de los conjuntos es demasiado complejo como
para ser agotado con pocas operaciones, como la de conjunto potencie y la de reemplazo, de
modo gue, debe existir un ordinal después de tocdos los generados por potencia y reemplazo.
Andalogamente, el universo posterior a este ordinal tampoco puede ser agolado por lo que debe
existir otro mds grande. De este modo se puede defender la existencia de cardinales grandes
generados por procesos que consideran ordinales cada vez més grandes.

Un ejemplo de estos axiomas es el Axioma de Existencia de Cardinales Inaccesibles Fuer-
tes que afirma que existe un cardinal inaccesible fuerte {definicién 4.24). Esta proposicidn es
indemostrable a partir de ZFE, suponiendo su consistencia {(ver [Amor 1984] p. 8). Recor-
dando esta definicién, un cardinal » inaccesible fuerte cumple tres condiciones, a saber (ver

(Kunen 1980] p. 34 y [Jech: 1978] p.52):



1. K> Ny

2 Para todo conjunto con menos de & cardinales menores que &, la sume de sus elementos es

menor que £, s decir, VA< kYo < A (g, < K — Y. g, < ) (£ es un cardinal regular).
a<i

3. ¥X < &(2* < &) (& es un cardinal fuerte).

Se puede probar que existen cardinales que cumplen las propiedades 1 ¥ 2 como. por ejemplo.
Ry v. en: general, todos los cardinales infinitos susesores {Ry41) (ver [Jech 1978] p. 40). También
se puede probar que hay cardinales que cumplen las condiciones 1 y 3 como. por ejemplo, 3.
definido como caso particular de la jerarquia de los beths (ver [Jech 1978} p. 72):

Gy = No

Daqy =2

Xy =) Tasiyes limite.

Si nnﬁ:a-;dinal x cumple las propiedades 2 y 3 significa que x es un cardinal “inalcanzable”
con las operaciones conjuntistas mas poderosas. Es fdcil ver que Rp cumple las propiedades 2
¥ 3, de modo que un cardinal inaccesible fuerte puede pensarse, respecto a cardinales infinitos
anteriores, tan “inalcanzable™ como lo es Ry para los cardinales finitos. Es mds, el Axioma de
Existencia de Cardinales Inaccesibles Fuertes nace de la idea de que si « tiene dos propiedades
especificas, a saber: 3i n € wentonces 2" € w (3) ¥y sin € wy Mg, ..., Mn-] € W eNtONCES
l_ng" m; € w (2), ;por qué no existird otro ordinal més grande que w que cumpla las propie-
dades andlogas? Esta pregunta estd fntimamente relacionada con une regla empirica Hamada
uniformidad. Supongamos que en un estrato bajo de la jerarquia acumulativa nos enconiramos
con alguna “situacién interesante”; si una situacién similar no se vuelve a presentar en el resto
de la jerarqufa acumulativa, serfa como si el universo hubiera perdido su complejidad en los
estralos més altos, como si se hubiera tornado simple a partir de cierto punto. La regla de
uniformidad descarta esta posibilidad, pues afirma que sitnaciones similares a las de los niveles
bajos volverdn a presentarse en niveles mds altos del universo. Entonces, si ¥p tene las dos
propiedades mencionadas, segin la regla de umiformidad, debe existir un cardinal mayor que
las cumpla. Este es un cardinal inaccesible fuerte.

Sin embargo, el llamado finitismo de Cantor, que considera que los conjuntos transfinitos

se comportan de manera similar a los finitos, podifa servir como una refutacién a la regla de
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uniformidad: mientras que es cierto que la sucesidn de nimeros naturales contimia produciendo
situaciones complejias interesantes, tambiés es cierto que deja de producir primos adyacentes
después de 2 v 3 vy primos pares después de 2. Es por esto que generalmente se buscan otras
reglas empiricas, adem4s de la uniformidad, para defender alguna proposicién.

En el caso de los cardinales inaccesibles fuertes, hay otre regla empfrica utilizada para
aTgumentar su existencia: la refleridn. Esta regla estd basada en la idea de que el universo de
los conjuntos es tan complejo que no puede ser completamente descrito, de modo que cualquier
proposicién verdadera en todo el universo debe ser verdadera en algin segmento inicial de él.
En otras palabras, cualquier propiedad de V se aplica & algin V, que “refleja” esta propiedad.
En particular, V es cerrado bajo las operaciones de potencia ¥ reemplazo. Por consiguiente,
debe existir un estrato ¥, tal que también sea cerrado bajo estas operaciones. Se demuestra
que en ese caso K es inaccesible fuerte,

El Axjoma de Existencia de Cardinales Inaccesibles Fuertes también tiene algunos méritos
extrinsecos tales como e] hecho de que implica que ZF E tiene un modelo estandaren la jerarquia
acumulativa hasta e} primer inaccesible ¥, por tanto que ZFE es consistente (recuérdese lo
dichdo al principio de la seccién 3.3.3 al respecto de la existencia de modelos estdndar de
ZFE).

Los cardinales medibles, introducidos por Ulam en 1930, son inaccesibles (proposicién 4.5),
pero son muche més grandes en varios sentidos; por ejermplo, si « es el menor medible, entonces
existen tantos como « cardinales inaccesibles fuertes menores que & (ver [Amor 1984] p. 63).
Por su fuerza, probablemente son los mds conocidos de los grandes cardinales (aquéllos mayores
© iguales que los inaccesibles).

La primera regla empirica que podriamos utilizar para argumentar la aceptacién de un
Axioma de Existencia de Cardinales Medibles es 1a de marimizar, pues este axioma implica la
existencia de muchos pequerios grandes cardinales {entre ellos los inaccesibles).

Otra regla muy utilizada en las discusiones sobre la existencia de cardinales m;edjbles es la
de la uniformidad Si recordames la definicién de cardinal medible (definicién 4.22), tenemos
que una medida en un cardinal x es una divisién de sus subconjuntos en grandes y pequefios de
tal manera que x es grande, el ¢ ¥y los unitarios son pequeiios, los complementos de conjuntos

grandes son pequefios y los complementos de pequeiios son grandes y las intersecciones de menos
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de & conjuntos grandes se mantienen grandes. Sabemos que un cardinal 5 es medible si y sélo
§i & > Ny y existe un ultrefiltro sobre x no-principal y x-completo (teorema 4.5). Obsérvese
que pedimos £ > R, tanto en la definicién de cardinal medible (definicién 4.22) como en esta
uiltima equivalencia. Esto es porque, en caso contrario, g cumpliria con la definicién de cardinal
medible. pues si extendemos el filtro de los cofinitos (ejemplo 4.1) sobre Ry a un ulirafiliro I,
i resulta ser un ultrafiltro no-principal (ejemplo 4.2} y No-completo (observacién 4.3) sobre Ng.
Entornces, Ry serfa medible y asf, por uniformidad, debe haber cardinales medibles mayores que
Ro

En 1961, Scott demostré que si existen cardinales medibles, entonces V 3 L (teorema 4.7).
Esta demostracitn, que utiliza la ultrapotencia del universo, significa intuitivamente que no se
puede definir una medida en un cardinal medible . Este resultado es muy imporiante, va que
de alguna manera refleja el pensamiento compartido por muchos de que V tiene més conjuntos
que L ¥ que los Axiomas Fuertes de Infinitud pueden darnos una visién més completa del com-
portamiento de] universo. Sin embargo, este resultado, aunque sorprendente, es explicable dado
lo complicada que puede ser una medida. Resultados posteriores a éste, como ¢l de Rowbottom
que demmuestra que la presencia de cardinales medibles implica que existe un subconjunto de
enteros no-constructible (ver [Maddy 1988] p.506), dan una visién a los investigadores de por
qué L no contiene la n.led.ida de cardinales medibles. El proceso de sélo tomar subconjuntos
definibles en cada estrato nos da un modelo de ZFE en algin estrato coniable ¥ los estratos
siguientes no hacen ninguna diferencia. Esta estructura contable es una subestructura elemen-
tal de L. es decir estd contenida en L y para cualquier sucesién de elementos de ella y toda
férmula, 1a férmula instanciada con dichos elementos es deducible en L si v sdlo si es deduci-
ble en 2 subestructura. Ademds, L es un modelo interno muy “magro™, en el sentido de que
sélo contiene los conjuntos necesarios para contener & la clase de los ordinales: es més, todos
los conjuntos “grandes” que tiene L estdn en L gracias a que contiene a los ordinales. (ver
[Maddy 1988} p.306).

Recordemos el teorema 4.6. Este teorema, del cual es un corolario el Teorema de Scott, re-
vela la equivalencia entre la existencia de un cardinal medible y la existencia de una inmetsién
elemental no-trivial de V¥ en un modelo transitivo Af. El primer ordinal movido por esta inmer-

sién {punto critico, definicién 4.21) debe ser un eardinal medible. Entonces, si la definicién en
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términes de medidas y ultrafiltros habfa sido vista con cierto recelo por algunos investigadores,
la conexién que el teorema 4.6 da con las inmersiones elementales, a través de ultrapotencias,
revel6 una caracterizacion estructural natural de los cardinales medibles. Es mas, las reglas em-
piricas que hasta ese momento no se habian utilizado para justificar la existencia de cardinales
medibles, comenzaron a usarse para argumentar la existencia de cardinales con la propiedad de
ser puntos criticos de immersiones elementales no-triviales.

5i recordamos el corolario 4.5 que asegura que no existe una inmersién elemental no-trivial
de V' en L, también podemos pensar en la “delgadez™ de L antes mencionada: esto es porque de
alguna manera tjene como consecuencia que si una clase transitiva es elementalmente equivalente
a V (definicién 4.17} v existe una inmersién no-trivial del universo en ella, entonces esa clase
tiene que contener propiamente a L,

Por ultimo, es importante decir que, debido al apoyo casi general que se da al Axioma
de Existencia de Cardinales Medibles, muchos investigadores consideran que las pruebas que
suponen este axioma son pruebas para la teorfa de conjuntos. (ver [Maddy 1988] p. 508),

Por lo tanto, si aceptamos el Axioma de Existencia de Cardinales Medibles como correcto,
es decir, si creemos (ue describe de manera adecuada la realidad conjuntista, entonces tenemos

que aceptar que ¥ es distinto de L (teorema de Scott 4.7).

5.2 El Problema del Continuo

El problema del continuo surge en 1878, cuande Cantor conjetura que todo subconjunto no-
numerable de los mimeros reales puede corresponderse uno-a-uno con el conjunto de todos
los nimeros reales. Si consideramos el Axioma de Eleccidn, esto es equivalente s decir que
2% = R, (Hipstesis del Continuo). Otre manera de enunciar la Hipéiesis del Continuo es
diciendo que hay tantos subconjuntos diferentes de w como nimeros reales. Durante muchos
afos se buscaron pruebas de la Hipétesis del Continuo (HC) o de su negacién; incluso es el
primer problema en la famosa lista de Hilbert de 1900. Ahora sabemos que HG es indecidible
en ZFC. Su consistencia relativa fue demostrada por Gosdel cuando construys L (corolario
3.6). De hecho, en L es verdadera la Hipéteis Generalizada del Continuc (2% = Na41). Porsu

parte, la consistencia relativa de su negacién se demuestra por el método de forcing descrito en
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la seccién 3.3.1. Ahora bien. si compartimos el punto de vista platénico descrito al principio de
este capitulo, esto no resuelve el problema del continuo. Al respecto, Gédel dice:

‘.. su indecidibilidad [de HC[ 4 partir de los aziomas que hoy dia aceplamos sdlo puede
significar que estos ariomas no entrafian une descripcidn completa de esta realided. Esta cre-
encia no es, de ningtin modo. quimérica, pues es posible establecer medios para obtener decision
de una pregunla indecidible a partir de los ariomas usuales.' ([Gtdel 1947.64] p.348).

Desde su aparicién, muchos matemsticos desconfiaron que HC fuera verdadera y hasta la
fecha, se siguen buscando argumentos en contra de ella. A pesar de la sugerencia de Godel
de que HC seria resuelta por algiin Axioma Fuerte de Infinitud {ver {Gidel 1947,64] p.348-9),
tedos estos axiomas, incluso el de Existencia de Cardinales Medibles, fracasan al no implicar
la negacién de HC, pues son relativamente consistentes con HC (¥ con su negacién). De este
modo, aunque el Axjoma de Existencia de Cardinales Medibles implica que V' es distinio de L,
tampoco resuelve el problema del continuo.

Entre las pocas cosas que sabemos acerca del cardinal de los mimeros reales, estd el hecho
de que no es un cardinal inaccesible fuerte. También se sabe que HC se cumple para ciertos
subconjuntes no-numerables de reales, es decir, que esos subconjuntos especfficos de reales
tienen la misma cardinalidad que todo €l conjunto de mimeros reales. Sin embargo, estos
subconjuntos forman una parte sumamente pequena del total de los subconjuntos de 1os reales,
Ya que son muy especializados; es mds, el mimero de subconjuntos de reales que se sabe que
cumplen HC es 2% v hay 22 subconjuntos de los nimeros reales en total,

Recordemos €] corolario 3.5 que afirme que si V = L, entonces se cumple la Hipétesis
Generalizada del Continuo (HGC). Godel construye al universo L especificamente para que
HGC sea verdadera en él. Haciendo un andlisis intuitivo de L, podriamos entender por qué HC
es verdadera en L. Como todos los subconjuntos definibles de w aparecen en L., v sabemos que
la cardinalidad de L, es igual & la cardinalidad de wy (lema 2.6), entonces HC es verdadera
en L. Por atro lado, la cardinalidad de L,,, es pequefia parque el procedimiento de formacién
de conjuntos en L sélo permite a lo mds un nuevo elemento por cada férmula y sucesién finita
de pardmetros. Entonces, H( se cumple en L gracias a que la formacion de subconjuntos estd
restrinigida artificialmente, de modo que hay tantos subconjuntos de w como la cardinalidad

de w;. Al respecto, recordemos que la potencia de un conjunto no es sbsoluta, ni siquiera para
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las clases transitivas (P(A}™ = P(A}N M); es claro por tanto que, al restringirnos a conjuntos
definibles en cada estrato, reducimos el conjunto potencia.

En [Godel 1947,64] (pp. 353-4), Godel menciona varias consecuencias “contraintuitivas”
de HC, como que subconjuntos no-numerables “pequefios” de los reales tendrian la cardina-
lidad del continuo. Sin embargo, dado que ¢l famoso conjunte de Cantor, un subconjunto
no-numerable de reales con medida de Lebesgue cero (caracterfstica que le da cierta propiedad
de “pequefiez”), tiene la cardinalidad de! continue (sin suponer HC}, es dificil entender por
qué estas consecuencias son “contraintuitivas”. Es més, varios especialistas comentan que no
entienden por qué los ejemplos que da Godel son, como ¢l los califics ([Godel 1947,64] p. 353),
‘muy poco plausibles’. (ver {Maddy 1988] p. 495-6).

Uzt argumento muchas veces utilizado es que HC' es restrictiva porque e continuo es de-
mastado complicado como para ser numerado por los ordinales contables (cuya cardinalidad es
R;). Es més, la cardinalidad de la coleccion de todos los buenos drdenes numerables es &; y
la cardinalidad de la coleccién de todes los érdenes lineales numerables es 2%, Para que un
orden lineal sea un buen orden se necesitan requerimientos muy fuertes; es asi como se puede
pensar que hay muchos més érdenes lineales numerables que buenos érdenes numerables, Si
HC fuera verdadera habrfa igual mimero de ellos. Sin embargo, si HC fuera verdadera no serfa
la primera vez que la diferencia en complejidad entre dos conjuntos no determine una diferencia
de cardinalidad entre ellos.

El Axioma de Reemplazo asegurs que la imagen de una funcional restringida a un conjunto
es un conjunto. El Axioma de Potencia asegura que dado un conjunto, la coleccién de todos sus
subconjuntes es un conjunto. Si analizamos con cuidado estos dos axiomas, nos damos cuenta
gue, mientras que el axioma de reemplazo gerantiza la existencia de conjuntos no més grandes
que los ya existentes, el de potencia garantiza la existencia de conjuntos mds grandes y quizd
mucho mas grandes. Esto es, el axioma de reemplazo limita el tamafio de los conjuntos que
genera a través de la funcional ¥, en cambio, €l de potencia no encierra ninguna indicacién del
limite en el tamafio de los conjuntos de los cuales asegura su existencia. Es mds, del Axioma
de Potencia no puede deducirse ni siquiera que la cardinalidad de los conjuntos que genera
tenga alguna cota superior cercana a la del conjunto con el cual se generan; es por esto que, a

lo mejor, estos conjuntos son muche més grandes que los iniciales. Ahora, podemos ver a ¥,
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como el conjunto de todos los ordinales numerables; ésta es la manera mds simple de generar el
cardinal sucesor de ¥g. En cambio, €] cardinal 2% estd generado por un principio mucho més
poderoso: el Axioma de Potencia. Para algunos no es claro pensar que un cardinal generado por
principios muy parecidos a los del Axioma de Reemplazo (R, ) pueda “aleanzar” la cardinalidad
de] continue.

Un argumento extrinseco parecido s este ltimo es que una de las consecuencias de HGC es
que ser cardinal inaccesible débil es equivalente a ser cardinal inaccesible fuerte. Recordemos
que K es cardinal inaccesible fuerte {defincién 4.24) si & es cardinal mayor que ¥y, no es suma
de un mimero menor que & de cardinales menores que £ y, ademds, no es una €xponenciacién
de cardinales menores que x. En cambic, & es un cardinal inaccesible débil si es cardinal mayor
que Rg, no es suma de un mimero menor que & de cardinales menores que &y, ademds, no es
un cardinal sucesor. Como el cardinal sucescr de & es siempre menor o igual que el cardinal
potenciade & {k* < 2%), es facil ver que sf un cardinal no es “alcanzable” con exponenciacion de
cardinales menores que &], entonces lampoco es “alcanzable” con la aperacién sucesor; de aquf
que todo cardinal inaceesible fuerte sea inaccesible débil. Por otro lado, aunque nos parezca que
un cardinal “alcanzable” con exponenciacin no tiene por qué ser “alcanzable” con la operacién
sucesor, HGC implica que estas dos propiedades de inaccesibilidad son equivalentes,

Con base en el ya mencionado finitismo de Cantor también se puede argumentar que para
casi todos los mimeros finitos, n > 1, se cumple que 2" > n 4] ¥, como los transfinitos se
comportan en muchos aspectos bésicos de manera parecida, lo mds probable es que HGC no
sea verdadera. Es importante mencionar que Cantor crefa que los transfinitos eran parecidos
a los finitos porque comparten, segin él, las propiedades m4s bésices, a saber, tienen igual
mimero de elementos si y sélo si son biyectables, son bien-ordenables ¥ existe la aritmética
cardinal transfinita.

Por todo lo anterior, como el Axioma de Constructibilidad implica HC, si se cree que HC
no es plausible, entonces se debe creer que el Axioma de Constructibilidad tampoco lo es.

Quizé Godel pudiera convencernos de que los argumentos intuitivos deben ser tomados en
cuenta:

*Ne veo ninguna razon por la cugl debamos tener menos confianza en este tipe de percepcion,

es decir, en la intuicidn matemdtica, que en lg percepeidn sensible, que nos induce a construir
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teorias fisicas y o esperur que futuras percepeiones sensibles concuerden con ellas ¥. ademds, a
creer que cuestiones no decidibles por el momento tengan significado y puedan ser decididas en

el futuro.” ([Gadel 1947,64] p. 359).

5.3 Definibilismo y Combinatorialismo

Hay una objecién fundamental en contra del Axioma de Constructibilidad: V = [ parece
restringir indebidamente la nocién de conjunto arbitrario de naturales. En relacién a esto
muchos matem&ticos piensan que no hay ningiin indicio de que todo subconjunto de w sea
definible.

En [Maddy 1993], Maddy plantea que la préctica cientffica en general depende de “méximas
metodolégicas™. Nos da €l ejemplo de la médxime metodoldgica que considera que todas las
estructures rmatemdticas pueden ser descritas por conjuntos. Fsto es porque ls existencia en
mateméticas quiere decir existencia en el mundo de los conjuntos ¥ la resolucién de un problema
matematico quiere decir resolucién desde las hipétesis de la teorfa de los conjuntos. Sin embargo,
la teorfa de categorfas ha presentado anomalfas a este respecto. Es asi como podrfamos creer
que la teoria de categorfas terminard por derrocar esta méxima metodoldgica. Maddy sugiere
que alguna vez existié una méxima metodolégica dentro de las matematicas a la que llama
definibilismo. La idea de esta mdxima metodolégica era el considerar g lgs matemdticas como
el estudio de lo definible, lo representable, lo expresable. En este artfculo, Maddy hace un
andlisis histérico del desarrollo de 1a nocién de funcién y de como el definibilismo tuvo que ser
reemplazado por razones matemsticas poderosas.

Los comienzos del concepto de funcign estén asociados con Descartes (1637}, cuando aplica
el dlgebra a la geometrfa. Descartes explica c6mo con una ecuacién en =« ¥ ¥ se puede calcular
el valor de y para valores dados de z y clasifica a las curvas como “geémetricas” si estdn
determinadas por alguna ecuacién ¥ como “mecdnicas” si no. Esta clasificacisn puede verse
como el primer indicio del definibilismo, ya que Descartes excluye & las curvas “mecanicas” de
Su geometria. Durante algin tiempo, e concepto de funcién se pensé como una relacidn entre
cantidades puramente geométricas, Durante la primera mitad del siglo XVIII el cancepto de

funcién se fue separando de sus rafces geométricas. Fue entonces cuando las relaciones gréficas
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en general dieron lugar & funciones definidas analfticamente. En 1744, Euler escribe que una
funcién de una cantidad variable es una expresién analitica compuesta de la eantidad variable y
de cantidades constantes. Claramente la nocién de funeién sin representacién no es consistente
con esta definicidn.

La primera anomalfa de} definibilismo aparece con la ecuacién de onda de d’Alembert. No
debiera sorprendernos que esta anomalfa surge con el estudio de las ecuaciones diferenciales
parciales, ya que la solucién de éstas introduce funciones arbitrarias andlogas a las constantes
arbitrarias de integracién de las ecuaciones diferenciales ordinarias. D'Alembert decide poner
restricciones a sus ecuaciones para que éstas se puedan expresar de manera analftica. Es
decir, para d’Alembert e definibilismo es una méxima metodoldgica que acota las matemdticas
legitimas, aunque esto Provoque limitantes en ia aplicacién de las mateméticas a la mecénica.
Sin embargo, pare Euler era mejor pensar que si habfa valores inadmisibles de las funciones en
la ecuacién de onda que reflejaban el comportamiento de la mecénica, entonces estos valores
deberfan ser admitidos.

Posteriormente, comenzando en 1805 ¥ culminando en 1822, surgen las famosas series trj-
gonométricas de Fourier. Es entonces cuando se vuelve a pensar en definibilismo, pues la idea
principal de esta méxima metodolégica se conserva sj se acepta que entre las expresiones analiti-
Cas se encuentren las trigonométricas. Pareciera ser que a partir de este momento la nocién de
ser representable analiticamente por pedazos se considera también funcidn. En 1851, Riemann,
después de argumentar la importancia cientffica de estudiar funciones que no necesariamente
describan sucesos de la fisica, da una nueva definicidn de funcién admitiendo funciones “pato-
Yogicas”, como ia de Dirichlet {(f(z) = 0si z es racional yiz)=1sizes irracional). De esta
manera, Riemann da legitimidad a funciones no representables por series de Fourier. Sin em-
bargo, sunque extendié grandemente el concepto de funcién, los ejemplos que da son funciones
que ahora considerarfamos expresables analfticamente; por esto, no podemos decir que estas
funciones “patolégicas” desacreditan el definibilismo.

Hacia finales del siglo XIX algunos matemsticos comenzaron a estudiar a las funciones sin
Suponer que posejan propiedades generales (Darboux, Du Bois-Reymond); por lo que habfa
Inenos razén para esperar que todas las funciones pudieran ser definidas de alguna manera

especifica.
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Baire hace una clasificacién de las funciones en diferentes clases: la clase 0 como las funciones
continuas, la clase 1 como los limites de sucesiones de funciones continuas, ia clase 2 como los
limites de sucesiones de funciones de la clase 1 y asf sucesivamente. En 1898, Baire escribe que
para obtener una funcién que no pertenezca a estas clases, tendrfa que poder encontrar una
“particién del continuo” en dos conjuntos que cumplan ciertas caracteristicas; sin embargo, no
habfa podido “definir” tal particién. Despuss, asegura que habrfa que precisar el significado
de “definir un conjunto" ¥ expresa su inquietud de imponer esta restriccién a la nocidn de
CONjunto por estar convencido de que € una restriccion considerable. (ver [Maddy 1983] p.
32). Entonces, las preguntas sobre funciones se empiezan a reducir & Preguntas sobre conjuntos
¥ ademdés, el problema del definibilismo se hace explicito.

En 1904, Zermelo demuestra el Teorema del Buen Orden. Zermelo habla de Ja existencia
de una funcién de eleccién, pero no la describe. Es entonces cuando queda claro que Baire,
Lebesgue y Borel habfan utilizado el Axioma de Eleccién (AE) en varios de sus resultados
inadvertidamente. Los defensores del definibslismo no podfan aceptar facilmente este axioma,
pues argumentabar que no se podfa probar la existencia de un objeto matemstico sin definirlo.
Sin embargo, el Axioma de Eleccién results ser indispensable para desarrollar 1a mayorfa de
las ramas de la matemética (teorfa de conjuntos, andlisis, topologia, 4lgebra, l6gica, etc.) v
el progreso de la ciencia matemética terminé por dudar fuertemente del definibilismo como
méxims metodolégica.

Durante este mismo perfodo surgié una nueva méxima metodoldgica a la cual Maddy llama el
combinatorialismo. Como en €l caso de las funciones que asignan a cada elemento de un conjunto
finito otro elemento de ese mismo conjunto, las funciones de conjunios infinitos empiezan a
bensarse como uns infinided de determinaciones independientes que asignan a cada elemento
del conjunto otro elemento de ese conjunto. El combinatorialisme, descrito por Bernays en
1934, considera que los conjuntos y las funciones deben pensarse como resuliado de un ndmero
finito o infinito de determinaciones separadas. (ver [Maddy 1993] pp. 35-6). Asf, Bernays
Jjustifica e] Axioma de Eleccion, ya que una funcién de eleccién en uns familia de conjuntos
ajenos no vackos se constituye por determinaciones independientes que eligen un elemento de
cada uno de estos conjuntos. También resuelve el caso de las definiciones impredicativas, pues si

se piensa que los elementos de una entidad existen independientemente de la definicién, entonces
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se puede escoger un elemento particular de esa entidad; es decir, 1o es necesaria una definicién
que consiruya toda la entidad definida.

En resumen, el definibilismo, como maxima metodoldgica, dio lugar a cierias anomalfas: las
soluciones de la ecuacién de onda, las funciones “patolégicas” ¥, finalmente, las funciones de
eleccién. Aunque el definibilismo resistié por lo menos las primeras dos anomalfas mencionadas
permitiendo medios de expresidén més generales, el surgimiento del combinatorialismo como
una nueva y poderosa méximna metodoldgica terminé por reemplazarlo. Ademds, claramente
el combinatorialismo incluye al definibilismo, io que lo hace una mdxima metodolégica mds
genersl. Maddy argumenta que la perspectiva del combinatorialismo ha resultado fructifera
para el andlisis, la geometrfa. el glgebra ¥ la topologia y, por lo tanto, es la méxima metodoldgica
vigente en las matemdticas. '

En este contexto, jqué podemos decir del universo conjuntista V' y del universo constructible
L? Recordemos que el Axioma de Constructibilidad esegura que todo conjunto estd en algin
estrato de la jerarquia constructiva, es decir, que todo conjunto es un elemento de algin L. Un
estrato de la jerarqufe acumulativa {algin V,) incluye a todo conjunto formado con elementos
¥a existentes escogidos de manera combinatoria; ese mismo estrato en la Jjerarqufa constructiva
{La) incluye s6lo los conjuntos definibles {en el sentido desarrollado en la seccidn 2.2) formados
con elementos ya existentes. Como vimos al final del capitulo 2, esta comparacion, que ademds
se ve reflejada en la diferencia de cardinalidad entre la mayorfa de los estratos V, ¥y Ly (le-
ma 2.6}, no excluye la posibilidad de gue todo conjunto determinado de manera combinatoria
aparezca eventualmente en algin estrato posterior de la jerarqufa constructiva. Sin embargo la
comparacidn de L con la jerarquia acumulativa deja ver su cardeter limitativo. En un estrato
@+ 1, dada una férmula i en el lenguaje de los conjuntos, se permiten como pardmetros sélo
elementos de L, es decir, conjuntos que ya fueron definidos, y los cuantificadores de v sblo
pueden correr sobre L,, es decir, sobre los conjuntos que ya& fueron definidos. En otras pala-
bras, los nuevos conjuntos son definidos predicativamente. La justificacién de esta restriccion
es de tipo constructive, ya que la Jjerarquia de L se forma como si estuviéramos haciendo la
construccidn paso por paso, en cada estrato utilizando s6lo conjuntos que ya fueron construidos
¥ usando propiedades czpresables en el lengusje formal de los conjuntos. Asf, el Axioma de

Constructibilidad comparte la caracterfsitica limitativa del definibilismo: las definiciones im-
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predicativas no estdn permitidas. Ademds, es claro que la jerarquia acumulativa forma a los
oonjuntos de manera que cada elemento se escoge independientemente de 1os otros elementos ya
escogidos o por escogerse, es decir, con un mimero finito o infinito de determinaciones separadas,
Por lo tanto, aceptar al Axioma de Construetibilidad come verdadero serfa como imponer la
méxima metodoldgica del definibilismo, cuando ya ha sido desacreditada y reemplazada por la
del combinatorialismo. Es més, la méxima metodoldgica del combinatorialismo parece mucho
més adecuada para la descripcién del universo conjuntista.

A pesar de que todo lo que se ha dicho parece correcto, quedla pendiente una argumentacién,
Recordando el teorema 3.5, sabemos que el Axioma de Constructibilidad implica el Axioma de
Eleccién (AE). Por lo tanto, si una de las anomalias del definibilismo era justamente no permitr
la existencia de la funcién de eleccién, podriamos ver al teorema 3.5 como un triunfo tardfo del
definibilismo.

Por un lado podemos analizar por qué AE es verdadero en L. Generalmente, AE se conside-
ra un principio que “maximiza”; esto porque garantiza la existencia de conjuntos (las imigenes
de las funciones de eleccidn) que sin & no existirfan. Luego, si también se considera que L es
“magro”, jebmo es que AE es verdadero en L? AE es verdadero en L porque existe un buen
orden definible del universo constructible. Ahora, un conjunto es bien-ordenable porque se
puede escoger uno de sus elementos por cada ordinal hasta agotarlos a todos. Estas elecciones
son posibles gracias a la existencia de una funcién de eleccién, por lo que Maddy opina que
intuitivamente el principio del buen orden se deriva de AE ¥ no viceversa ([Maddy 1988] p.497).
La “maximizacién” que logra AE consiste en garantizar la existencia de conjuntos complejos ¥
probablemente indefinibles como un buen orden para los mimeros reales. Por consiguiente AE
es verdadero en L, pero no es verdadero porque existan conjuntos complejos en L, sino mds
bien porque hay un buen orden artificialmente fabricado del universo constructible. Es decir,
AE no logra “maximizar” a L, porque ya todo estd “predefinido”.

Por otro lado, aunque €] Axioma de Constructibilidad demande definiciones formales para
todo conjunto y restrinja nuestra atencién a definiciones bredicativas formadas constructiva-
mente, requiere que tomemos todo el rango de los ordinales. Esto es, para describir a L se
acepta a los ordinales como objetos prexistentes a 1a definicién, pues se utiliza el teorema de

Tecursién para ordinales para definir a los estratos L, (definicién 2.4) y después se hace la
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unidn, sobre todos los ordinales, de los estratos para definir L, {definicién 2.5). Es por esto que
€l Axioma mismo de Constructibilidad viola el elemento constructivo del definibilismo. Consi-
derando a los ordinales como una entidad que existe independientemente de su “definjbilidad™,
el Axioma de Constructibilidad se acerca mucho més al combinatorialisme que al definibilismo,
Con esto Maddy concluye que el Axioma de Constructibilidad no es una hip6tesis que satisfaga
nj los requerimientos del definibilismo ni los del combinatorialismo, sinc que es un “hibrido” del
que se sospecha su falsedad desde las dos perspectives. El Axioma de Constructibilidad es una
suposicién que impone restricciones constructivisias en sus definiciones, y, después las omite
para los ordinales que indexan los estratos.

En conclusién, Maddy piensa que la sospecha expresade por muchos hacia el Axioma de
Constructibilidad es acertada. Es decir, se concluye que V = L 1o sdlo no debe ser agregado
como axioma, sino que, ademds, parece falso. Sin embargo, hay que recordar que argumentar
que una hipétesis no debe ser agregada como axioma, porque “parece” felsa no es asequrar que
sea falsa. Maddy también expresa su inquietud al respecto de la necesidad de nuevos axiomas
para progresar en el estudio de los conjuntes. Por lo tanto, estas argumentaciones pueden

ayudar a clarificar el tipo de evidencia apropiada para agrandar Ia lista de axiomas.

5.4 Conclusiones

Desde el punto de vista realista o Platénico, podemos concluir que hay argumentos para pensar
que el Axioma de Constructibilidad es falso, Es decir, podemos pensar que en e} "mundo™ de
los conjuntos no todos los conjuntos son definibles.

Desde el principio de esta tesis tuvimos que considerar algunes afirmaciones como hipétesis
sint poder demostrarlas, como fue la aseveracion de que ZFE es consistente, 5in embargo. si
tomamos en cuenta un punto de vista filoséfico platénico podemos pensar a estas afirmaciones
como actos de fe basados en nuestra intuicion, nuestra experiencia ¥ nuestra razon. Es mds, los
actos de fe intuitivos y razonables no est4n exclufdos dela matemética, pues toda afirmacién que
se trabaja como un axioma es una afirmacién de la que se acepta y, en cierto sentido, se “cree”
su verdad sin demostrarla. Muchas veces podemos basar nuestra creencia en la verdad de un

axioma en nuestra intuicién matemética, pero en otras situaciones nuestra intuicién no nos dice
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mucho, Por lo tanto, habemos mateméticos con la inquietud de esclarecer la validez de ciertos
principios con base en argumentos més complicados. Es por esto que, para mf, el argumento
de] Teorema de Scott me lleva a creer que el Axioma de Constructibilidad es falso, pues sj el
universo conjuntista describe una realidad que permite la formacién de mas y mds conjuntos,
ipor qué no habrian de existir los cardinales medibles? También me parece muy convincente
el punto de vista de Maddy al respecto de la definibilidad de las matemdticas; ; por qué todos
los conjuntos que existen tienen que poder ser definibles de alguna manera? Queremos tener
todas las combinaciones posibles de objetos en los conjuntos ¥ esto parece responder més a un
criterio de combinatoria que de definibilidad.

Concluyo que hay reflexiones razonadas profundas y convincentes con base en las cuales,
desde una perspectiva realista o platénica, se puede creer que el Axioma de Constructibilidad

es {also.
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