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Resumen

Se presenta en este trabajo la extensién a dos dimensiones de un filtro para estimacién basado
en la Teoria de Informacién desarrollado por Lepe-Casillas, y su aplicacién a la restauracién
o reconstruccién de imagenes. En el Capitulo 1 se presentan los requerimientos minimos para
este trabajo de la Teoria de Informacién: definiciones y algunas relaciones importantes. En
el Capitulo 2 se presenta un breve resumen de los resultados obtenidos en una dimensién, de
la Teoria de Informacién aplicada a filtrado, de los cuales se obtienen 3 Criterios de filtrado
diferentes. Considerando el caso no causal, del Primer Criterio se obtiene el Filtro de Wiener
No Causal; con el Segundo Criterio se obtiene el Filtro de- Igualacién de Espectro con Fase
Optimizada, y con el Tercer Criterio se obtiene el Filtro de Minima Razén de Informacién
de Discriminacion de Propésito Dual y motivo principal de este trabajo, el cual tiene un
comportamiento intermedio entre ambos; es decir, mientras el Filtro de Wiener minimiza la
potencia del error y el de Igualacién de Espectro iguala el espectro de la senal filtrada con el de la
senal original, el Filtro de Propésito Dual trata de hacer ambas cosas a la vez, de donde se deriva
el nombre. Las definiciones y relaciones bésicas requeridas de la Teoria de Informacién en dos
dimensiones, se presentan en el Capitulo 3, mientras que la extensién a dos dimensiones de estos
criterios, se presentan en el Capitulo 4. Finalmente, en el Capitulo 5, se presentan los resultados
de la aplicacién de estos criterios al procesamiento digital de imégenes, especificamente en
reconstruccion o restauracién, mediante simulacién por computadora. Se incluyen 2 Apéndices

en los que se fundamentan las consideraciones teéricas empleadas en muchas partes del desarrollo
de este trabajo.
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Glosario
= {Xn}toe_o Proceso estocéstico discreto real.
H. Entropifa Diferencial Normalizada por Muestra del Proceso X.

D(X,Y) Informacién de Discriminacién Normalizada por Muestra del proceso X con respecto al
proceso Y

I(X,Y) Informacién Mutua Normalizada por Muestra entre los procesos conjuntamente estacio-
narios Xy Y

fz(€?*) Funcién de Densidad Espectral del proceso X.
E Proceso de Error.
S Proceso Estimador de S.
S Proceso original.
G(e’) Filtro estimador.
GY(e?*) Filtro de Wiener No Causal.
G5E(e?¥) 'Filtro de Igualacién de espectro con fase optimizada.
vzs(e’) Coherencia entre los procesos X y S.
G°(e?¥) Filtro de Minima Razén de Informacién de discriminaciéon de Propésito Dual.
X(t) = X Campo Aleatorio Estocéstico Real
Rx(t;,ty) Funcién de Correlacién del campo X.
Hx Entropia Diferencial Normalizada del campo X

E(X ,Y) Informacién de Discriminacién Normalizada del campo X con repecto al campo Y

- I(X,Y) Informacién Mutua Normalizada entre los campos X y Y
fx(e?*1, e72) Funcién de Densidad Espectral de Potencia del campo X
fy(e’1, e/*?) Funcién de Densidad Espectral de Potencia del campo X
G°(e?*1, ¢/*2) Filtro de Minima Razén de Informacién de discriminacién de Propésito Dual Bidimensional
GW (i, e’“?) Filtro de Wiener Bidimensional
GSE (eder, e’j‘”) Filtro de Igualacién de Espectro Bidimensional con Fase Optimizada

R, vy Matriz de correlaciones de orden N del proceso X



Agvy Determinante de Ry
Ay Secuencia de matrices A de orden N x N
Ay ~ By Equivalencia asintética entre Ay y By

L(y)y Matriz de orden N asociada a la transformacién lineal efectuada por el sistema con funcién
de transferencia L(e*) '

Rx(ny Matriz de Correlaciones de orden N del campo X




Capitulo 1

Requerimientos de la Teoria de
Informacién

1.1 Introduccion. .

Se presentan en este capitulo algunas definiciones y relaciones importantes de la Teoria de In-
formacién tomadas de [1]. Estas definiciones son de la mayor relevancia para este trabajo.
Su antecedente directo se encuentra en [4] sobre Teoria de Informacién aplicada a Procesos
Estocasticos empleando profusamente Teoria de la Medida. Se supone que los procesos estocés-
ticos involucrados son discretos, reales, cuyas funciones de densidad de probabilidad conjuntas
de orden N existen para todo valor de N. Se suponen ademads estacionarios y regulares, y si se
aplican a Sistemas Lineales Invariantes con el Tiempo (SLIT) desde —oo, los procesos de salida
también son estacionarios y regulares. Cuando se aplican desde cero, se da lugar a otro tipo de

procesos, los asintoticamente estacionarios y asintoticamente regulares, de los que se habla mas
adelante.

1.2 Definiciones Fundamentales.

Se presentan a continuacion las definiciones fundamentales para este trabajo.

1.2.1 Entropia Diferencial Normalizada pork Muestra.

La Entropia Diferencial Normalizada por Muestra del proceso X = {x,}o..___ se define como
0= lim — [~ 71?’-/°° PY (™) In _ 1l (1.1)

x Nooo N Jooo oo E PQ{V(EN) u .
donde 6~ = duydusy - - - duy es un elemento diferencial en RY, u”¥ = (uy, ug, ... un)? es un vector

mudo de N elementos también en R", y PN (u”") es la funcién de densidad de probabilidad
(f.d.p.) conjunta de orden N ‘del proceso X. También se le conoce como Razén de Cambio de
Entropia Relativa.




1.2.2 Informacién de Discriminacién Normalizada por Muestra.

La Informacién de Discriminacién Normalizada por Muestra del proceso X con respecto al
proceso Y estd dado por

D(X,Y) = lim — /oo N/ PN(u {PN( )}5N; (1.2)

Nooco N PN(uN)

donde PyN (u™) es la f.d.p. conjunta de orden N del proceso Y. Nétese que no es simétrica. Se
le conoce también como Razén de Cambio de Entropia Cruzada.

1.2.3 Informacién Mutua Normalizada por Muestra.

La Informacién Mutua Normalizada por Muestra entre los procesos conjuntamente estacionarios
X y Y esta definida por

@

_ oo  p2N(y N N
I(X,Y) = lim —/ 2”/ P2 (uN, yN)In { m (0, Y) }6N6N (1.3)

N—co N NaV) PY(M)f

siendo Pﬁ/ (u”,v") laf.d.p. conjunta de orden 2N de los procesos X y Y. Es un caso particular

de la Informacién de Discriminacién Normalizada cuando se consideran los procesos bivariados
=(X,Y)y Z* = (X x Y) cuyas f.d.p. de orden 2N son *

PN, vN) = P2V @",x") y PR @",v") = PN @") P (v"),

respectivamente. Asi, se tiene que

B ] oN P2N (N v M)
XN _ 3 I e F2N N 2 , N
D(Z,Z )_]31_‘11100]\[ — /_ . (uy )IH{PZNX(UN7VN) by 0

D(Z,Z7*) =1(X,Y) =1(Y,X) . (1.4)

Obsérvese que 1.4 es la definicién de la Informacién de Discriminaciéon Normalizada para Procesos
Bivariados.

1.3 Algunas Relaciones Importantes.

1) Si X = {x,}n.__, es un proceso aplicado desde n = 0 a la entrada de un SLIT estable,
con funcién de transferencia H(e’*), condiciones iniciales nulas y respuesta al impulso hin] =
hn,n =0,1,2,...; entonces la salida Y es un proceso estocastico asintéticamente estacionario
(ver Apéndice A), cuya razén de cambio de entropia H, es [17, pag. 299]:

1
H, = H. + S n|hol” , ho #0 . (1.5)

!Notacién Introducida por Lepe en [2]




Si la misma entrada se aplica al mismo sistema, pero ahora desde n = —o0, el proceso de salida
Y es estacionario y su razén de cambio de entropia es ahora [14, pag. 590]:

H, =+ [ mlHE)P (L6)
2 -7 27
ambos resultados coinciden si el sistema es de fase minima. Lepe-Casillas hace especial énfasis en
la diferencia entre 1.5 y 1.6: la primera la emplea en el disefio de filtros y predictores causales,
mientras que emplea la segunda en los filtros no causales. Finalmente, si X es un proceso
gaussiano, de la definicién se tiene que

— 1 d
H, = - In(2ne) / In f,(e7)— d ; (1.7)
2 27
donde f,(e’*) es la funcidn de densidad espectral de potencia (f.d.e.p.) del-proceso X.
2) Sean X = {xn}pe o ¥ Y = {yn}oo_., Procesos gaussianos con espectros de densidad

de potencia f.(e’) y f,(e’), y matrices de correlacién de orden N R, =E {gc_NzNT} R, =

_1/
E {yN yN T} respectivamente, se cumple entonces que

fole®) f fale) dw
/ (fJ e’) —ln {fy(ej“’)} - 1) 2w
DX, Y) = sdrs (fa(e™), £(e)) | (1.9

es decir, la razén de cambio de entropia cruzada del proceso X con respecto al proceso Y,
cuando ambos son gaussianos, es igual a un medio de la Distorsion de Itakura Saito.

3) Sean X = {xn}oe ., Y = {yn}or_., ¥ Z = X £ Y procesos con razones de cambio
entropia diferencial definidas individualmente y para cualquier par de ellos. Se cumple que [1]:

H,=1(X,2)+H,-I(X,Y);

H,=I(Y,Z2) +H, - I(X,Y) . (1.9)

1.4 Observaciones Finales.

En las definiciones aqui introducidas, los procesos involucrados se suponen regulares y estacio-
narios. Sin embargo, es posible considerar otro tipo de procesos de gran importancia en este
trabajo: los asintdticamente requlares y asintéticamente estacionarios [5], que se tratan en el
Apéndice A. Estos incluyen el transitorio y son de especial interés en el trabajo de Lepe Casillas
sobre filtros y predictores causales. Por otra parte, es importante observar la estructura de las
definiciones, va que servirdn de base para las correspondientes en dos dimensiones.



Capitulo 2

Aplicaciones de la Teoria de
Informacién a Filtrado

2.1 Introduccion. .

En esta parte se presenta brevemente la teoria de Estimacién Lineal, con aplicaciones a filtrado,
en una dimension, con minima informacién de discriminacién nomalizada, desarrollada y detal-
lada por Lepe-Casillas en [3]. En dicho trabajo se desarrollan tres criterios de filtrado empleando
conceptos de Teoria de Informacién: Entropia Diferencial Minima, Igualacién .de Espectro con
fase segin la potencia minima del error, y el Filtro de Propésito Dual. En la seccién 2.1 se
presenta el primer criterio, el cual corresponde a la relacion entre la minimizacion de la potencia
del error y la minimizacién de la informacién de discriminacién. En la seccién 2.3 se expone el
segundo criterio de estimacién que trata la igualacién del espectro, y en la 2.4 se presenta el
tercer criterio, el cual da lugar al Filtro de Propésito Dual (FPD), y motivo principal de este
trabajo. Las expresiones resultantes finales se comparan entre si y con las del filtro de Wiener.

2.2 Primer Criterio de Filtrado basado en la Teoria de
Informacion.

Considérese el sistema de la Fig.2.1, donde S y X son procesos reales, discretos, de media cero,
regulares y con funciones de densidad espectral f,(e’) y f.(e?*), respectivamente; G (e’*) es un
SLIT causal y estable. El tiempo de aplicacién ng de las entradas a los filtros determina el tipo
de proceso a la salida: estacionario si ng = —o0, o asintéticamente estacionario si ng = 0. Debido
a que se toma el limite en las definiciones introducidas en el capitulo anterior, los resultados que
se obtienen al emplear cualquiera de ambos valores, son equivalentes (ver Apéndice A) cuando
ha cesado el transitorio. En adelante, por simplicidad, se supondrd que ng = —o0, salvo en las
ocasiones en que explicitamente se diga otra cosa.

Weidemann y Stear [13] tomaron como criterio que en el caso ideal, la informacién mutua
normalizada entre los procesos E y S debe ser cero, I(E, é) = 0; esto significa que debe mini-
mizarse de modo tal que E ya no pueda proporcionar informacién para determinar el proceso

8




XJ_I__hG(ejw) S

2

+ N\

Figura 2.1: Sistema de Filtrado Lineal.

estimado S. De la definicién se tiene que
I(E,S) =D ((E,8),(E x §)) ; (2.1)

con el fin de tener una cota superior para esta cantidad en términos de estadisticas de segundo
orden, se cambia (E x é) por (W x é), donde W es un proceso gaussiano con f.d.p. f,(e’) e
independiente de X y S, llamado por Lepe Casillas proceso de ponderacion. Asi, al minimizar
D ((E, S), (W x é)) con respecto al filtro, se obliga a E a ser tan gaussiano como sea posible
al mismo tiempo que independiente de S, es decir

D ((E,S),(W x 8)) =D(E, W) +L(E,S) > I(E,S) . (2.2)
Puesto que el filtro G(e’) no genera informacién, o bien puede destruirla, se cumple que
I(E,X) > (E,S); (2.3)
con lo que se obtiene
D ((E,8),(W x §)) <D ((E,X),(W x X)) =D(E, W) + I(E, X) ; (2.4)
con igualdad si X y S son conjuntamente gaussianos. Entonces

D ((E,X),(W x X)) = D(E, W) +I(E X)

- - 1 1 fe(e7) dw
= —H, +1(S,X) + = In(2 " In £ (e ;
s+ ( ) ) + 2 n( 7T) + 3 2 ) _» Ilf ) 2 fw(e]w) 27r

donde f.(e’) es la funcién de densidad espectral de potencia del proceso de error E 1. Sélo el
ultimo término de la ecuacién anterior depende del filtro, y al minimizar con respecto a éste,
considerando un filtro no causal, se obtiene el filtro de Wiener no causal:

Foale™)
fz(e?)

1Se denomina también espectro de densidad de potencia o simplemente espectro.

GY(eiv) = (2.6)

9




Por esto, la minimizacién de la expresién 2.5 es equivalente, en el caso no causal, a la mini-
mizacién del valor medio del cuadrado del error empleada en el filtrado convencional; es decir,
ambos enfoques de minimizacién proporcionan el mismo resultado. Segin Lepe, este primer
criterio es equivalente al criterio de minimo valor medio del cuadrado del error, sélo si el filtro
es acausal. Si el filtro se restringe a ser causal, el 6ptimo no es independiente de f,,(e’*). Este
problema se estudia en [7].

2.3 Segundo Criterio de Filtrado Basado en la Teoria
de Informacién.

El filtro de igualacién de espectro se ha estudiado y empleado con anterioridad {10, 11, 12]. Sin
embargo, antes de [3], no se tiene conocimiento de que se le haya estudiado bajo la perspectiva de
la Teoria de Informacién. En ella, se le ve entonces como la minimizacién de dys(fs(e?), fs(e?))
considerando filtrado no causal. El resultado, el cual no depende de la fase, se enriquecié con el
empleo de la fase que minimiza el valor medio de la potencia del error 2, y que abajo se indica.
En resumen, la funcién de transferencia del filtro es

6%5(e) = () exp g aten) 27)

donde a(e’”) se propone sea

: Im |[fs.(e?¥
a(e?”) = tan™! {_h?[[}{z—((ef“’))]]} ; (2.8)
asi, el espectro de la salida del filtro queda
FEE(er?) = f,(e2%) ; (2.9)
y el espectro del proceso de R
FEE(E7) = fole) {2(1 = Pras(e™)D} (2.10)

donde 7.5(e?) es la coherencia entre los procesos X y S (se define posteriormente).

2.4 Tercer Criterio de Filtrado Basado en la Teoria de
Informacidn.

Lepe Casillas propuso adicionalmente dos modificaciones al planteamiento de las secciones an-
teriores. Por una parte, el proceso a estimar S se supone gaussiano; y por otra, se minimiza

2Cannon [11} no propone el empleo de una fase definida, sino por lo contrario, su propuesta es seleccionarla
de un cierto grupo segin convenga, y presenta algunos ejemplos y resultados. Por otra parte, la historia de
este segundo criterio comienza, en palabras del propio Lepe Casillas, cuando L. A. Buzo, después de conocer
los resultados del Tercer criterio, propuso escoger una fase tal que minimizara el valor medio de la potencia del
error. Lepe resolvié6 el problema asi planteado y encontré que dicha fase era la misma que la del filtro de Wiener,
y que la del filtro obtenido con el Tercer Criterio.

10




ahora la razén de cambio de entropia cruzada del proceso bidimensional (E, é) con respecto al
proceso también bidimensional (W x S) con el propésito de hacer a S lo mds parecido posible
a S. De las definiciones se tiene que

ﬁ((E,é),(w X S)) ¥5(E,W)+T(E,§)+ﬁ(§,s). (2.11)

Como puede apreciarse, esta expresién mide la razén de cambio de informacién mutua entre el
proceso de error E y el proceso estimado é, la razén de cambio de entropia cruzada de S con
respecto a S y ademas, la razén de cambio entropia cruzada entre E y el proceso de referencia
W. Considerando nuevamente que el filiro G(e’*) no genera informacién, entonces

D ((E,8),(W x 8)) < D(E, W) + I(E,X) + D(S,8) ; (2.12)
D(E,W) +I(E,X) +D(S,S) =D ((E, X), (W x X))

1 ) , — 1 1 /= - dw
+ 5dis(fo(e™), £,(e) = He + s In(2m) + 5 [ In fufe) 2. (2.13)

Nuevamente, al minimizar 2.11 con respecto al filtro, se obliga simultdneamente al proceso de
error E a ser tan gaussiano como sea posible, al proceso estimado S a ser lo més parecido posible
a S y al mismo tiempo a E a ser lo més independiente de S. Ademds, si se minimiza con respecto
al espectro de densidad de potencia del proceso de ponderacién W, f,,(e/*), se llega a

fuw(€?) = fe(e?). (2.14)

Al sustituir 2.5 en 2.13 y considerando el resultado de 2.14, se observa que la minimizacion de
2.13 con respecto al filtro consiste simplemente en minimizar la suma del dltimo término del
lado derecho de 2.5 y de la distorsién de Itakura-Saito entre f;(e’*) y fs(e?), ya que son los
tinicos términos que dependen del filtro G (e’*). Asi, al minimizar 2.13 con respecto al filtro, y al
mismo tiempo con respecto al esnpectro del proceso de referencia f.,(e’*) para tener un proceso
de ponderacién ~6ptimo”, se obtienen los siguientes resultados |3} (suponiendo a X gaussiano).
El valor minimo de 2.11 es

— - 1 [~ a(e™) -1 a(e’?) afel?) dw
D ((8,8),(W x8)) =3 [ {“‘ <1 = ygs@m) Foatemy -1 " <z—a‘m_—1) - 1} 2

(2.15)

donde 2 () a (a;(;@w; Eal()ef:)(;?)z , (2.16)
y ale™) =1+ j;"((:;:)) ; (2.17)
siempre que el filtro'de propdsito dual sea o
we1= (5), ey () -
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De esta ecuacién se observa que el filtro de minima razén de informacién de discriminacién tiene
la misma fase que el de Wiener. Empleando 2.17, este filtro toma la forma

° ejw = fsz(ejw) 4fx(ejw)f3(ejw) n ejw n ejw
G°(e?) 2£(e7)(1 + fn(e™)) {1+J1 + (@)l fa(e?)(1+ £3( ))} . (2.19)
donde .
fuw(e™)

fa(e™) = a(e) - 1=

) (2.20)

Con estos resultados, los valores ”6ptimos” de los espectros de los procesos de referencia, de
error y estimado toman la forma

fale) = fo(e?) {a(e™) =1}, (2.21)
fo(e7) = fa(e?), (2.22)

f(e) = fo(e) {%} : (2.23)

respectivamente. Para efectos de comparacidn, el filtro de Wiener no causal [3] tiene las siguien-
tes caracteristicas. La funcién de transferencia del filtro es

. Jjw
G (e) = f“(e-w) ; (2.24)
fx(e7)
el espectro del proceso estimado tiene la forma
(€)= g(€) fole™) (2.25)
donde v2,(e7“) es la coherencia entre los procesos X y S dada por
wy|?
o) = lme (2.26)
f2(e) fs(e?¥)
y el espectro del proceso de error es
() = fo(e) {1 2 42(e)} - (2.27)

Con estos resultados, puede verificarse que se cumple

Go(ejw) — Gw(ejw) 1 <2aa(31“’) )2 |

[as(e7)] \ 20(e™) — 1

= GSE(eiw) <_2_&£(’%):_1)5 ; (2.28)
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a(e) —1
1 - 7§s(ejw) '
ale™) —1

Fo(e?) = ¥ (%)

_ ¢SE ejw y . )
=) 2 (1 = |yzs(e™)) ’ (2:29)
of jwy _ }’V ejw 1 a(ejw)
f.§ (e ) - fs ( ) '7;%3(6'1“’) <2a(e]‘w) _ 1) ’
= joy e
= [P (e) e (2.30)

2.5 Observaciones Finales.

Se presenta en este capitulo la relacién descubierta en [3] que existe entre la Teor{a de Informacién
y el filtrado clésico y las modificaciones propuestas en [3] para obtener un criterio diferente de
filtrado. En este nuevo criterio se aprovecha la suposicién de que la f.d.e.p. del proceso a estimar
se conoce y es gaussiano. De las expresiones 2.28-2.30, Lepe [3] demuestra que el filtro propdsito
dualse comporta como el filtro de Wiener para valores grandes de la coherencia (cercanos a uno),
mientras que para valores pequeios de ella (cercanos a cero) su comportamiento es més parecido
al del filtro del método de igualacién de espectro. Para valores intermedios, su desempeno se
ubica entre ambos. Por este motivo, este filtro puede emplearse en lugar del de Wiener en
problemas en que los valores de la coherencia sean pequenos, por ejemplo, en restauraciéon de

iméagenes, por supuesto, habiendo obtenido primeramente las expresiones correspondientes en
dos dimensiones.
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Capitulo 3

Definiciones de Teoria de Informacion
en dos Dimensiones.

-4

3.1 Introduccion.

En este capitulo se presentan las definiciones introducidas en el capitulo 2 para el caso bidi-
mensional, empleando requerimientos bésicos de campos aleatorios. En la seccién 4.2 se definen
algunos conceptos probabilisticos elementales de campos aleatorios reales. En la seccién 4.3 se
presentan las definiciones de razén de cambio de entropia cruzada, informacién mutua y entropia
diferencial para dos dimensiones, mientras que en la seccién 4.4 se derivan algunas relaciones
entre ellas.

3.2 Campos Aleatorios.

Se presentan a continuacién lns elementns hasicos de camnos aleatorios.

3.2.1 Elementos Probabilisticos [6] .

Un campo aleatorio o estocastico real X (t) puede verse como una extensién de un proceso
estocastico en la cual a cada evento ( del espacio de todos los posibles eventos, se le asigna una
funcién X (t,¢) que depende de un vector de pardmetros t = (t1,t,...,t,) de orden n y del
evento (. Es esencialmente parecido a un proceso estocdstico, con la diferencia de que el espacio
de observacién o localizacién es un vector n-dimensional t en lugar de ser unidimensional como
en los procesos estocdsticos.

Puesto que el valor de un campo aleatorio en la localizacién o punto de observacién constante
t es una variable aleatoria (v.a) X = X (t), se define su funcién de distribucién acumulada como

PIX = X(t) <ol = Fe,8); - (3.1)

donde z es el valor de la realizacién z(t) en la observacién t. Notese que es una funcion due
depende del conjunto de parametros t. La funcién de densidad de probabilidad de la v.a. X se
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define como

OF(z,t)
(2T, t) = —F—; 3.2
p=(z,t) 92 (3.2)
de modo semejante se pueden definir las f.d.p conjunta para cualquier orden N. Generalmente,
en el argumento se omite la dependencia explicita de t;,to,. .., t,,, ¥ se usa la forma simplificada

ya conocida para procesos unidimensionales.
Se dice que un eampo aleatorio es homogéneo si todas las f.d.p conjuntas de cualquier orden

m no cambian cuando el conjunto de observaciones t,,ts,...,t,, experimenta un corrimiento
del origen, es decir

pz(xlr")zm;ﬁla"'at’_m) :pz(xl,---,xm;t_l +_1$771—;m+—1-{-) . (33)

Cuando el campo es homogéneo, su media y su variancia son constantes y las funciones de
correlacién dependen sélo de la posicién relativa de las observaciones t; y t,, con lo que se tiene
que, considerando el campo con media cero

R(ty,t5) = E [X(t1) X (t2)] = R(t; — t2) = R(z) ; (3.4)

donde 7 = t; — t, es un vector de componentes 7y = t17 — t21,...,7n = t1n — t2n. En particular,
si el campo es bidimensional se cumple que

R(r) = R(m1,m2) = R(=71,-72) 71,722 0; (3.5)

R(—71,70) = R(11,—72) 71,722>0. (3.6)

Para un campo gaussiano bidimensional, de media cero, su f.d.p. conjunta de orden N toma
la forma simplificada (se omite la dependencia explicita de los pardmetros de observacién t)

1 L S }
X)=-————5exps—-(xR7x)¢ , 3.7
P = G p{-5"R " x) (3.7)
donde xT = (X(t;),...,X(ty)) es un vector de N variables aleatorias; R es la matriz de

correlaciones de orden N del campo X (t) dada por
R=FE{xx"}, (3:8)

y Apg es su determinante. En esta expresién, la estructura de R depende de los puntos de
observacién o regién de observacién que conformen al vector x, asf como de los ordenamientos
- que se formen en dicha regién (ver Apéndice B).

3.2.2 Relaciones Entrada-Salida para un SLIC.

Sea un Sistema Lineal Invariante al Corrimiento (SLIC) discreto, causal y estable (ver Apéndice
B) con respuesta al impulso h(t) y entrada un campo real discreto homogéneo X (t). El campo
aleatorio de salida estd dado por

Y(R) =D hp)X(t—1). (3.9)
vz
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Al suponer homogéneo el campo de entrada, el campo de salida también es homogéneo con
media constante dada por

my =mg Y h(r); (3.10)
VI
y funcién de autocorrelacion
Ry(r) = > > h(a)h(B)Re(z +a — B) ; (3.11)
VaVvp

donde R (7) es la funcién de autocorrelacién del campo de entrada X (t). Si la entrada es no
correlacionada con variancia o2 (por ejemplo, ruido blanco), la ecuacién anterior se reduce a

Ry(z) = 0*Y_h(2)h(zr + a) = o?h(r) x h(-1) . (3.12)
Va

Para el andlisis en el dominio de la frecuencia, el espectro de densidad de potencia del campo

X, Sz(e’), con & = (e/*1,e?2,... %/n), se define como la Transformada de Fourier de su
funcién de autocorrelacién Rz(z), es decir,
(&) ZR T)e T (3.13)

En el caso bidimensional, la relacién entre las funciones de densidad espectral de la entrada y
la salida es

Sy, e72) = |H(ej“’1,ej“’2)|2 Se(e?1,e™?)  — 7 <wjwy < T, (3.14)

donde H (e/1, e3?) es la Transformada de Fourier de h(t).

3.3 Definiciones.

T LT . 2 : 1 P 1 L A 1

Con los elementos 1-
diferencial, informacién mutua e mforma(:lon de dlscrlmlnamon para campos bldlmensmnales (se
cumplen también para cualquier dimensién), sean estructuralmente iguales a las introducidas en
el Capitulo 1, de hecho son las mismas excepto por el argumento: ahora cada variable aleatoria
depende de t en lugar de t. Para evitar posibles confusiones, se ha cambiado ligeramente la
-notacién, aunque lo mejor es tener presente que ahora el espacio de observacién es n-dimenstonal.
Se supone que los campos son reales, discretos, de media cero y cuyas funciones de densidad
de probabilidad conjuntas existen para cualquier orden N. Por simplicidad, se omite en los
argumentos de las funciones de densidad conjuntas, la dependencia explicita de los vectores
t;,...,ty y del orden N.

Ca - . - ~ —— B L TS

3.3.1 Entropia Diferencial Normalizada.

La Entropia Diferencial Normalizada del campo X (t) se define como

_ ) 1 S N oo 1 .
Hx = lim N/ px(u)ln{ a }55; (3.15)




donde 8 = dujdus - - - duy es un elemento diferencial en RV, u = (uy, us, ... uy)T es un vector
mudo de N elementos también en RY | y px(u) es la funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.)
conjunta de orden N del campo X (t).

3.3.2 Informacion de Discriminacién Normalizada.

La Informacién de Discriminacién Normalizada del campo X (t) = X con respecto al campo
Y(t) =Y estd dada por

D(X,Y) = lim — /°° N/ {p"(g)}éff; (3.16)

N—oo N py(u)

donde py(u) es la f.d.p. conjunta de orden N del campo Y.

3.3.3 Informacién Mutua Normalizada.

La Informacién Mutua Normalizada entre los campos X y Y se define por

= . R Rl pxy(u,v)
I(X,Y) = Jim — / / pxy(u v)ln{px(u)py( )}5555, (3.17)

donde pxy(u,v) es la f.d.p. conjunta de orden 2N de los campos X y Y. Nuevamente se puede
ver como un caso especial de la Informacién de Discriminacién Normalizada si se consideran los
campos bivariados Z = (X,Y)y Z* = (X x Y) con f.d.p. de orden 2N dadas por pz(u,v) =
pxy(u,v) y pzx(u,v) = px(u)py(v) respectivamente. Asi, se cumple que

D(Z,z*) =1(X,Y) =1V, X) . (3.18)

3.4 Algunos KResultados Importantes.

1) Sea un SLIC bidimensional causal y estable, con respuesta al impulso h(m,n) e inversa tnica,
definida en una regién causal, condiciones iniciales nulas, con entrada un campo X homogéneo
aplicado en la misma regidn; la salida es un campo asmtotlcamente homogéneo Y (ver Anexo
B.1), cuya entropfa diferencial normalizada es

— = 1
Hy = Hx + 1n |ho,ol? hoo # 0 . (3.19)

En general, el segundo término del lado derecho, es una constante que sélo depende de h(m,n),
y en particular tiene este valor sélo cuando X y h(m,n) son causales. Si este mismo campo de
entrada X se aplica desde m = —o00, y n = —oo, se tiene entonces que Y es un campo regular
y homogéneo y se cumple que (ver parte final del Apéndice B)

s dwy d
Hy =Hy + = / / In |H (71, edwe)[PEL 222 (3.20)
2w 2w
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En una dimensidn, estas 2 dltimas expresiones son iguales si el sistema es de fase minima. El
autor en este trabajo, no afirma ni niega que 3.19 y 3.20 sean iguales cuando h(m,n) sea de
fase minima, sin embargo, es probable que asi ocurra si las caracteristicas de las matrices de
correlaciones para el caso unidimensional, se conservan para el caso bidimensional. Cuando Z
es un campo gaussiano, con funcién de densidad espectral de potencia fz(e’“!, e’*?), entonces
(ver Apéndice B)

dw1 dw2
2 9

Hz = 2ln (2me) 2/ / In fz (e, e72)— (3.21)

2) Sean X y Y campos homogéneos y regulares gaussianos, de media cero; la informacién de
discriminaciéon normalizada de X con respecto a Y estid dada por

jw1 pjwa Jwi pjw2
2/ / (fxe , e742) lnfx(e. , & )_1> dwq dwg; (3.92)

Fy (e, e792) Fy(elr elw2) M O

es decir, es igual a 1/2 de la Distorsion de Itakura-Saito bidimensional [9].
3) Sean X, Y y Z = X £ Y campos con entropias diferenciales normalizadas definidas
individualmente y para cualquier par de ellos. Se cumple que [1],{13]

Hz;=I(X,Z2)+Hy - I(X,Y);

H;=1v,Z2)+Hx - I(X,Y). (3.23)

Las siguientes dos relaciones para el campo X se demuestran en el Apéndice B.
4) Sea R., la matriz de correlaciones de orden N del campo X y P una matriz de permutacion
del mismo orden que R,. Se cumple que

Agr, = ApAg Apr (3.24)

y
tr{R;} = tr{PR,P"} ; (3.25)

donde Ag_, Apy Apr, son los determinantesde R, P y PT, respectivamente, y tr-{ } indica la
traza. Lo anterior significa que ni el determinante ni la traza de una matriz de correlaciones se
afectan si se premultiplican- y postmultiplican por una matriz de permutacion y su transpuesta,
respectivamente, o viceversa.-

5) La relacién entre el determinante de R, y la funcién de densidad espectral de potencia
de X, fx (e, e’?) puede escribirse como

. 1 " v » » dwldwl
J\IIgnoo—ﬁlnARz :/ In fx (e, e?2)

- J—7 271'2_’/T

(3.26)
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Capitulo 4

Extension a Dos Dimensiones del

Criterio de Lepe-Casillas para
Filtrado. :

4.1 Introduccion.

En este capitulo se presenta la extensién del criterio resefiado en el Capitulo 3 al caso bidimen-
sional. En la seccidén 5.2 se derivan las expresiones mas importantes y se obtiene la expresion
final a minimizar considerando nuevamente dos casos: S regular y homogéneo y cuando sdlo
lo es asintdticamente, considerando en ambos condiciones iniciales nulas. En la seccién 5.3 se
presenta la expresién para el filtro resultante de la minimizacién y se compara con las expre-
siones tanto del filtro de Wiener no causal como con la del filtro del Método de Igualacién de
Espectros. Finalmente, en la seccién 5.4 se comparan los resultados con los de Wiener y los del
método de igualacién de espectro.

4.2 Resultados de la Extension.

De acuerdo a lo presentado en el Capitulo 2 en este criterio de filtrado se requiere la minimizaciéon
de la cota superior !

D ((,9),(W x $)) <D(E, W) +1(£,X)+D(S,9); (4.1)

donde W es un campo gaussiano regular y homogéneo de media cero llamado de referencia, y
los deméas campos se relacionan como se indica en la Fig.4.1. De [3] se tiene que

D(E,W)+1(E, X) = -Hp+ lim —ln( N/2A1/2)+ lim —fr {ReRy }+1(E,X) 5 (4.2)

IRecuérdese que en esta expresién se ha sustituido I(E, ) por I(E, X), y como I(E, X) > I(E, 3), se produce
la cota 4.1.
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U

X (e, eivny

m = my
n ="ng
S

Figura 4.1: Sistema de Filtrado Bidimensional

donde Aw es el determinante de la matriz de correlaciones de orden N del campo W,y Ry y

Ry son las matrices de correlaciones del mismo orden de los campos E y W, respectivamente.
Esta expresién se reduce a [3]

D(E,W)+I(E,X)=D ((E, X),(W x X))

d(.d1 dw2
o7 21

= -Hs+1I(S,X) + —ln(27r / / In fiy(e?*?, e942)

2/_7r /—7r fe(e?™, e7*?) dw; dwq (4.3)

fw(e? e?¥2) 2r 27

Con este resultado, es posible obtener la expresién final a minimizar considerando las dos situa-
ciones siguientes?:
a) S regular y homogéneo. Se tiene en esta situacién que [3]

D(E, W)+ (E,X) +D(S$,5) = D ((E, X), (W x X)) — Hx + %ln(Zvre)

dw1 dwg
o 21

a) S asintoticamente regular y asintoticamente homoge_neo. Considerando condiciones ini-
ciales nulas, se tiene que

+ 1(115 (f (erl erz) fs(ff]“’l erz) / / lnfx(ej“’l erz)

5 (4.4)

D(E,W)+I(E,X)+D(S5,5)=D(E, X),(W x X)) - Hx + %ln(Qﬂe)

/ / 6]“-’1 e]“-’?) l Igoyolzfx(ej"‘)l’e]“u) 1 dw] dw2+
*2 fs (e?1 fo(edr, ewr) ! fs(e1, e7?) 2m 2w

dwy d
/ / In fx (e, e3) 2“” 2“’2 (4.5)
™ T .

2Ver en el Apéndice B las demostraciones definiciones y conceptos relacionados.
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donde ggo es la respuesta al impulso evaluada en (0,0) del filtro G(e/*?,e72). De la seccién
3.4 del capitulo 3, si g(m,n) es una transformacién causal y estable con inversa tnica también
causal y estable, ambas expresiones son iguales.

4.3 Resultados de la optimizacion.

La seccién anterior muestra que la estructura de las ecuaciones obtenidas es igual a la de las
ecuaciones unidimensionales del Capitulo 2, salvo por la dimensién del argumento de las fun-
ciones. De hecho, para el proceso de minimizacién, dicho argumento es irrelevante ya que la
minimizacién es con respecto a las funciones. Por tanto, los resultados de [3] reseflados en el
mismo Capitulo 2, se mantienen para dos dimensiones, es decir, el valor minimo de 4.3 es

DX, 0 xx)= 3 [ [ fin (MR ) :

(e7“1, 742) 20(e?¥1, eI¥2) — 1

Jwi pjw2 d _
_ln< afe™, e™?) >—1}dw1 vz (4.6)

2a(elvt, e?2) — 1 2r 2w

donde la coherencia es ®

(a2(e?r, e72) — 3a(ed1, e7?) + 1)

: : : . 4.7
(2a(e?*r, e792) — 1) a(ed*1, e7+2) ’ 47

(e, o) =

fw(ejwl, ejwz)
fs(eij , ejwz) ’

El filtro de minima razon de informacion de discriminacion de proposito dual es

a(edr, e??) = 1 4 (4.8)

1 . . . . . L

. ' . /]S(e.;'“'l7e-‘v"‘) “ ]Sxke_;-;’e_p'vz.) a\e"”‘,e‘"‘) -
of ,Jw1 Jw?2 — . _ . - - - . 49
0@ = e o)) Tfextem oo (aaem o 1) )

Noétese que, al igual que en una dimensién, este filtro tiene la misma fase que el de Wiener.
Empleando 4.8 junto 4.7 con se tiene que

fsx (7, e??) -
_ - - - °
2fX(eJW1, eJ“"“)(l + fa/(e]wx’ ejwz))

GO(ejwl , w2 )=

4fx(ej“’1, ejw2)fs(ejwl, ejwz) ] ) ) .
1+ |1+ wiLs (€1, e72) (1 + fly (e71, e2)
{ J fsx (e, ) 7Y v
(4.10)
donde 4 )
B fW(eJ‘UlyeJWQ)

= st o @

fiv (71, e79?) = a(el™?, ed2) — 1

$M4s adelante se da una definicién formal de v% g(e7*1, ¢992).
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Los valores de los espectros correspondientes al filtro 6ptimo (segin el 3er. criterio)
G°(e?1, e?*?), de los campos de referencia, de error y estimado toman la forma

i, %) = f(em, ) {a(e, o) <1} | (@12
PR, ) = fi(er, ) (@.13

y . .
F3lein i) = fo(ern, ) { S L (@19

respectivamente. Procediendo de manera andloga a lo indicado en el capitulo 2 y para efectos
de comparacion, el filtro 6ptimo bidimensional no causal debido a Wiener es

fsx (ejwl , ejwz)

GW (31, ei?) = NED (4.15)
mientras que la f.d.e.p. del campo de salida cuando se usa este filtro tiene la forma
£ (8, 6) = A3 g(eir, i) (e, i) (4.16)
donde 7% (e, 7“2) es la coherencia entre los campos X y S dada por
2 o |[fsx (e, eon)f?
TR ) = e ) e ) 1
y la f.d.e.p. del campo de error cuando se usa este mismo filtro es
FE (e, e17) = fo(en,e12) {1 — A€, €2} . (4.18)

Las relaciones correspondientes al método de igualacion de espectro en dos dimensiones son: La
expresién para el filtro es

i i (B2
donde . ; ior jon i
a(e*1, e¥2) = tan~! { Ryz[[J{:)):((:j“”::jw))]]} ; (4.20)
la f.d.e.p. de la salida toma la forma
ng(ejw’ e2) = fg(el, ejwz). , (4.21)
y la f.d.e.p. del campo de error es
FEE (e, €72) = fo(e™1, %) {2(1 — |yas(e™, €™2)])} (4.22)
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Con lo anterior, se cumplen las relaciones siguientes,

, : 1
) ) ) ) 1 a(erl er2) 2
G(ed1, eiw2) = GW (ed1 | edw2 : : 1 , 4.23
(e71, e?2) (e”1, e )I,YXS(eJWl,erz)' (Za(eJ“’l,eJ‘”?)—l) ( )
: : 1
_ _ jwr | gdwz) 2
= GOE (w1 giwa a(.e i 4.24
(e e )<2a(67“’1,63“’2)—1 ’ (4.24)
0 jwr jwe) — FW( jw1 _j a(ejwl’ejwz)_l
B, 64) = S (0, )T oy )
= fSE( jw1 gjw2 a(ejw’ej“dz) _.1 4.26
T S (o™ ) :20)

0f Gun i o 1 a ele’ejwz
fa(e8r, ei2) = fE¥ (71, e77) — (20 ( ) > , (4.27)

,yu(ejun , esz) (ejwl’ ejwz) -1
a(ejwl , ejwz)

2a (e, ef¥2) — 1

= fSB(gien giwa (4.28)
S

4.4 Comentarios Finales.

Los resultados anteriores indican que la expresién para el filtro de minima razon de informacion
de discriminacion de proposito dual en dos dimensiones, es la misma, salvo por el argumento
de las funciones de densidad espectral de potencia, que la de una dimensién. Por ello, es de
esperarse que ambos filtros se comporten en la misma forma. No obstante, se considera que la
evaluacién experimental del desempetio de estos 3 filtros es méas ilustrativa en dos dimensiones,
i.e. procesamiento de imagenes, en virtud de

e el 0jo huma..o Llele ot )il Jiviin mmuos gue cr vinw,

e por tratarse de filtros no causales, es mejor aplicarlos a imagenes, donde la causalidad no
es relevante, y comparar la calidad de las reconstrucciones;

e para una presentacion escrita, son mejores las imagenes que las graficas unidimensionales
para evaluacidn practica de los desempeifios.

La conclusién més importante es que, salvo pequefias modificaciones en los argumentos de las
funciones, los resultados de [3] pueden aplicarse directamente a dos dimensiones.
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Capitulo 5

Aplicaciones a Procesamiento de
Imagenes

5.1 Introduccion

Es este capitulo se presenta la aplicacién del filtro de minima razon de informacion de dis-
criminacion de Lepe-Casillas al procesamiento de imdgenes, especificamente en restauracién o
reconstruccion. En la seccidn 5.2 se exponen algunos aspectos numeéricos bésicos sobre las expre-
siones del filtro y su implantacién para simulacién por computadora, asi como otras expresiones
relacionadas. En la seccion 5.3 se resumen los algoritmos empleados en esta simulacién y su
codificacién en leguaje C. Por ultimo, en la seccién 5.4 se presentan los resultados obtenidos y
se exponen las conclusiones relevantes.

5.2 Aspectos Numéricos

En este trabajo se tomé la decisién de construir todas las partes necesarias para la simulaciéon
por computadora de la aplicacién del filtro en la restauracion de imégenes, con el propésito
de tener el mejor control posible de los aspectos numéricos y poder hacer la mejor evaluacién
posible. Las partes esenciales creadas para esta simulacién son:

1. Un programa exhibidor de imagenes en pantalla de computadora.
2. Un programa para difuminar la imagen y agregarle ruido.

3. Un programa para restaurar o reconstruir la imagen empleando el filtro de Wiener, el del
método de igualacién de espectros con fase optimizada y el de minima razén de informacién
de discriminacién de propdésito dual.

El tipo de imagen a la que se aplicaran los métodos de restauracion, debe tener una degradacion
producida por difuminacién y por ruido blanco normal aditivo. Por cuestiones de sim-
plicidad y rapidez en el cdlculo numérico, todas las -operaciones se realizan en el dominio de la
frecuencia.
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5.2.1 Imagenes y Matrices

Para este trabajo se emplearon imagenes monocromaticas de 256 por 256 pixeles, asignando a
cada pixel 8 bits sin signo. Lo anterior hace que se tengan 256 niveles , en este caso de grises,
del 0 (negro) a 255 (blanco). Cada imagen se maneja como matriz, es decir, a cada pixel se le
asocia un elemento de la matriz de modo que al pixel que se encuentra en el extremo superior
izquierdo de la imagen, le corresponde el primer elemento del arreglo matricial, mientras que al
pixel que se encuentra en el extremo inferior derecho le corresponde el ltimo. Debe mencionarse
en esta parte que la resolucién es un parametro que se asocia el medio exhibidor y que no tiene
que ver con el tamafo en pixeles de la imagen. Por supuesto, a mayor resolucién en el medio
exhibidor (puntos por pulgada cuadrada en impresiones y nimero de pixeles en la direcciéon
horizontal y vertical en un monitor, por ejemplo), mejor claridad visual. Para este trabajo se
escogi6 el tamaiio mencionado antes de requerir ejecutar operaciones con operandos contenidos
en la memoria expandida.

5.2.2 La expresiones de los filtros

Por conveniencia, se reproducen las ecuaciones presentadas en el capitulo anterior:

e Filtro de Wiener. La expresiéon para este filtro es

Fsx(e?1, e7*2)
fX (ejuJ1 , ejw2)

GW(ejwl,ejwz) — (51)

e Filtro de minima razén de de informacién de discriminacién de propdsito dual.
Este filtro toma la forma

Jjwr ,jw2
fsx (!, e72) .
P dun TN/ 0/ Wy Twa)))
A AN K N N I'VV.\‘ ’ 7

Go(ej“’l, esz) = =

{1 n \/1 b (e e (1t fﬁ‘v(ej“’%ej“”))} C 59)

72 (ejwl , edw2 )

con ‘ _
. . . i fw(ej“’l, erz)
n _ jwi pjwe) 1 — 5
fiv (e, e7?) = aelr, el*?) — 1 = ol o) (5.3)
y o
jwi giwa
72 (ejw1 eng) _ ‘|fSX.(€ , € )| ' (5.4)
X5 ’ Fs(e7“r, e77) fx(el1, e72) ’
que es la coherencia normalizada entre los campos X y S.
e Filtro de Igualacién de Espectro. Este filtro se puede expresar como
. : 1 .
GSE(ejw1 ejwz) = M ’ eja(GJ“”, e’2) (5.5)
’ fX(eJUh’ erz) ’
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donde

(5.6)

a(e?™1 ef92) = tan™? {Im[fsx(ej““, ejm)]}

Re[fsx(ejwl, ejldz)]

con esto, la fase de este filtro es la misma que la del filtro de Wiener.

Estas expresiones son las que se emplearon en los cidlculos numéricos. Todos los espectros de
los campos se calculan multiplicando la Transformada de Fourier del campo por su conjugado
complejo, de acuerdo con la siguiente relacién. Para los efectos numéricos de este trabajo, el
espectro de densidad de potencia fx(e?“!, e/?) del campo X se calcula como:

Fx(e?¥r, ed2) = X (e91, e72) X * (eI, e72) = | X (e71, &92)|% . (5.7)

donde X (e1,e7“?) es la transformada de Fourier del campo X. A todos los campos se les
resta el valor medio antes de efectuar las operaciones, y se restituye al finalizar estas. A partir

< del Filtro de Wiener se calculan los dos filtros restantes. Como se tratan imagenes (campos)
degradadas por difuminacién y ruido aditivo, 5.1 se expresa [8, pag. 278]

H*(ej""l, ejwz) fs(ejwl , ejwz) B fSX(ejwl> ejwz)

GW(ejwl‘ejwz) — i i i ] i i — ,
’ IH(CJ“-’lyeJWZ)P fS(eJWl,eJWQ) + fN(erl,e.'IWZ) fX

(5.8)

donde H (&1 e/2) es el sistema difuminador y fy(e’*!,e’?) es el espectro del ruido aditivo
blanco normal. Para efectos de cédlculo, este puede manejarse como constante. La expresién 5.8
es compleja, y su fase se calcula simplemente como

w1 L jw2 1 [Im[—H(e1, e7%?)]
dw (&1, e9¥?) = tan 1{ Re [H (o 7] } ) (5.9)

Nétese que de este modo, la fase del filtro de Wiener y, por tanto, la del filtro de igualacién de
especfro quedan Dot Tee a N e Ve L Y OV Aifantema A ae IT/2Twr LTwoN 1 A iadie AA E O

y de 5.9, se tiene que

fS(ejWIa ejwz) fs(eju“’ ejW2) (" 10)
. e . . . : . — 5.
fX(erl’ erz) ‘H(ej“", er2)|2 fs(erl, e]«)z) + fN(erl, erz)
con lo que 5.5 toma la forma
Jw j 3 ‘ . .
GSE(ejun ejwz) — fS(eJ L el 2) ; e.‘i¢w(€Jw17€Jw2) (5 11)
) - Jwi Liwz)|2 Jwy pjwe Jjwi Ljwe K )
|H(€ ;€ )| fS(e € )+fN(6 , € )

y la exponencial compleja se expresa como cos(¢w ) + j sin{¢w) para el cdlculo numérico 2. Para
el filtro de propdsito dual, es necesario calcular dos valores adicionalmente, la coherencia entre

'Recuérdese que la fase del filtro de minima razén de informacién de discriminacién de propésito dual, tiene
la misma fase que el de Wiener.

2Por conveniencia se omite el argumento. En lo sucesivo, este argumento se omitira de algunas de las funciones,
exceptuando aquellas en las que se considere importante dentro del contexto.

26




Sy X, v%(e?1,e72) y el peso optimo normalizado fi,(e’1,e2). A partir de 5.4, empleando
5.8, se tiene que

H*(ej“’l, eng)fs(ejwl’ eng) (H*(ej““, 6jw2)fs(€jwl, ejwz))*

fs(ejwl , ejw’z)fx(e.iwl7 e.’iwz)

7}2(s(ejwl ) ejwz) =

) ) H{edw eiw2 2fS el piw2
7)2(S(eJW1’e]w2) = Jw I ]'(f 2 ’ (ZI J'us : )‘w jway
|H(e 1e 2)| fS(eJ le 2) +fN(6J 1’61 2)
ya que fs(e?1, e/?) = fi(e?1, e?*2). Por lo que respecta al peso 6ptimo fi},(e71, e742), se calculd

empleando un método iterativo desarrollado por Lepe Casillas, cuya expresién fundamental,
omitiendo los argumentes, es

(5.12)

n(z 1 n(i n(i 2
0 = { sz [P VBP0 -l 17, G
w

<

donde i es el indice de iteracién. Esta continda hasta que se cumpla

’fC‘v(m)(ej‘“l, efr) — [ (et e1n)| < e (5.14)

El valor de € se escoge segiin la exactitud que se desee. Como primera aproximacién se toma
fn(O)( Jwi jwz) -1 2( Jwi .’iwz)
w (e e =1-—~%(e!" e .

Las expresiones anteriores suponen conocidos el espectro de la imagen original, el filtro de
degradacion, y el espectro del ruido. En la préctica, es dificil cumplir esto. Para la simulacién
realizada en este trabajo, se consideraron las siguientes situaciones

o Espectro del Ruido: Se toma como constante. Es uno de los pardmetros de entrada en el

Prograing ue lesiauracioll que se uescrive iias auelause.

e Espectro de la itmagen original: Puesto que se cuenta con la imagen original, se cuenta con
su espectro. Sin embargo, se presentan resultados empleando tanto este espectro como
otros que se obtienen de imégenes que sirven de referencia. A esto se le conoce como
restauracion a ciegas ("Blind Restoration”, en inglés) [12, pag. 392].

e Filtro de degradacion: Se aplica lo mismo que se dijo con respecto al espectro de la.imagen
original: Se emplean el filtro original y otros distintos en la expresién 5.8.

Es muy importante mencionar que para efectuar los experimentos del modo en que se descri-
ben mas adelante, es necesario suponer que las imagenes empleadas son realizaciones de campos
ergodicos, de modo que el espectro de una de ellas es igual al espectro del campo que las genera
como realizaciones. Ademas, la teoria presentada supone que estos procesos o campos son esta-
cionarios, caracteristica que no tienen las imdgenes. El suponer una imagen como realizacién de
un campo homogéneo y ergdédico valida el procedimiento empleado para obtener los espectros
empleados en los experimentos.
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5.2.3 Observaciones Adicionales.

Las imagenes monocrométicas aqui empleadas ocupan 8 bits por pixel, y, como se mencioné al
principio, cada pixel puede tener 256 valores posibles enteros positivos. La principal desventaja
de mantener este formato, es que al realizar las operaciones aritméticas entre iméigenes, puede
perderse cierta precisién numeérica, que a su vez puede proporcionar resultados que conduzcan
a evaluaciones incorrectas. Lo anterior es particularmente notable cuando se manejan valores
cercanos a los limites superior (255) e inferior(0). En este trabajo, para efectuar las operaciones
entre imégenes, primero se cambié su formato numérico: cada valor de pixel se expresé como
un valor numérico real. Una vez finalizado todo el proceso de operacién numérica, los valores se
regresan a su formato original, empleando una regla muy sencilla, si la parte decimal del nimero
es mayor que (0.5, se toma el valor entero inmediato superior; si es menor, se toma el valor entero
inmediato inferior. Con esto, se consideran las siguientes posibles situaciones:

1. Valor Maximo > 255, Valor Minimo < 0 y |Val. Max - Val. Min.| > 256;
2. Valor Maximo < 255, Valor Minimo > 0 y |Val. Max - Val. Min.| < 256;
3. Valor Maximo > 255, Valor Minimo > 0 y |Val. Max - Val. Min.| < 256;
4. Valor Maximo > 255, Valor Minimo > 0 y |Val. Max - Val. Min.| > 256;
5. Valor Maximo < 255, Valor Minimo < 0 y |Val. Max - Val. Min.| < 256;
6. Valor Maximo < 255, Valor Minimo < 0 y |Val. Max - Val. Min.| > 256.

En las 3 situaciones en que la diferencia es menor que 256, es posible representar fielmente
los valores obtenidos con valores de grises cuantizados, aunque tenga que agregarse un cierto
valor de desplazamiento al valor obtenido simplemente para colocarlo en el rango 0-255. En las
situaciones en nme la diferencia sea mavor ane 256, 1a renresentacién en valores de grises va no
es directa y puede manejarse de dos modos bésicos. Uno es escalar los valores al rango deseado;
otro es sencillamente truncar los valores mayores que 255 a 255 y los menores que cero, a cero.
Los resultados visuales dependerdn también del nimero de valores que se encuentran fuera del
rango deseado.

5.3 Programacién

Los programas se desarrollaron en lenguaje C empleando el paquete Borland C++© 3.1 para
DOS y se hizo uso de la memoria expandida (EMS) del sistema. Los valores de los pixeles se
pasaron a un formato de punto flotante que en C ocupa 4 octetos (bytes en inglés) por valor.
De este modo, por ejemplo, para una imagen de 256 x 256 pixeles, es necesario almacenar 65536
valores de 4 bytes cada uno, lo que da 262,144 bytes. Al realizar la Transformada Répida de
Fourier (Fast Fourier Transform FFT), se obtienen valores complejos, lo que duplica el valor
anterior, es decir, para cada imagen es necesario disponer de 524,288 bytes. Se desarrollaron 4
programas fundamentales, cuyas caracteristicas se describen a continuacién.
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e Programa # 1: Se emplea para degradar imagenes por difuminacién y agregarles ruido de

una variancia dada. Para lo anterior, se toman las transformadas de Fourier tanto de la
imagen original como del filtro difuminador, y se realiza la multiplicacién en la frecuencia.
Hecho esto, al resultado se le toma la transformada inversa y a continuacién se le agrega
el ruido blanco normal. Los programas para calcular la transformada rapida de Fourier
radiz 2, N par e igual a 256, y para generar ruido, se tomaron, con algunas modificaciones
convenientes, de [16]. La expresién para la transformada discreta de Fourier F(u,v) del
campo F(m,n) empleada es

1 M-1N-1

F(u,v) = N Z Z F(m,n)e{_ﬂ’mm/M_ﬂ’wn/N} , (5.15)
m=0 n=0

mientras que para la transformada inversa es

1 M-1N-1

-,F. w, ’U {g27rum/]\l+]27rvn/N} (5]_6)
v 3 2

Para este trabajo, se cumple que M = N = 256.

F(m n) =

Programa # 2: En esta parte se programan las ecuaciones de la seccién 6.2.2 para calcular
los filtros de Wiener, de minima informacién de discriminacién normalizada de propdsito
dual, y de Igunalacion de Espectro. Con ellos, se restaura la imagen degradada en el
programa anterior. Este segundo programa toma como pardmetros de entrada la imagen
degradada, el filtro empleado en la difuminacién de la imagen (o bien, puede proponerse
y emplearse otro distinto para evaluar los efectos en la restauracién), una imagen de
referencia y la variancia del ruido aditivo. Como se mencioné anteriormente, tanto el filtro
como la imagen de referencia pueden ser los originales u otros propuestos. El espectro de
la imagen de referencia se emplea en la férmula de restauracion.

Programa # 3: Fste nrograma se encarea de la normalizacion de los resultados obtenidos
en el programa # 2, considerando las situaciones presentadas en la seccién 6.2.3. Es
decir, 1) normalizando cada resultado por separado de acuerdo a los niveles de sus valores
extremos; 2) normalizando los 3 resultados de acuerdo a los valores extremos, maximo y
minimo obtenidos del conjunto de las 3 imdgenes; o bien, 3) truncando los valores mayores

_ que 255 o menores que 0. En esta ultima situacion, no se hace ninguin tipo de escalamiento.

De hecho, en este trabajo, el escalar y el truncar son operaciones excluyentes.

Programa # 4: Aqui se calculan los espectros de todas las imagenes involucradas. Para
la visualizacion de los espectros, se toma el valor méaximo y minimo del conjunto de todos
ellos y se hace un escalamiento para que queden dentro del rango de 0 a 256. Se hace lo
mismo, por separado, para visualizar la coherencia y el filtro de difuminacién. La versién
numérica de 5.7 empleada para calcular el espectro del campo X es

Px(u,v) = !X(u,v)|2 , (5.17)

donde X (u,v) es la transformada discreta de Fourier de X. La ecuacién 5.17 proporciona
lo que se conoce como el periodograma de X, el cual es un estimador sesgado de la f.d.e.p.
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fxx(e?,e?2) de X. De hecho, el periodograma se puede ver como la Transformada
de Fourier de la convolucidon del campo de autocorrelacién real R(r,72) y la ventana
de Bartlett [26, pag. 65]. Cuando m,n — oo, el valor esperado del periodograma es
igual a la f.d.e.p., sin embargo, la variancia nunca se aproxima a cero. Existen algunas
alternativas para obtener mejores estimadores de espectros reduciendo la variancia, tales
como la promediacién de los periodogramas y el empleo sistematico de ventanas en él.

e Programa # 5: Es el programa que configura el monitor de una computadora como medio
exhibidor de los resultados obtenidos en cada simulacién. Este programa requiere de un
monitor Super VGA y tarjeta de video del mismo tipo con al menos 1Mbyte de memoria.
Se puede exhibir en 3 resoluciones distintas: 640 x 400, 800 x 600 y 1024 x 768 pixeles por
pantalla. Las funciones bisicas para estas resoluciones, se tomaron, con modificaciones
convenientes, de [31]. Se incluyeron dos escalas para dar colores falsos, aparte de la de
grises, para resaltar detalles. La ventaja de este programa es que no requiere el uso de
ambiente Windows y sirve para cualquier marca de tarjeta de video con las caracteristicas
ya mencionadas. La desventaja es que requiere el uso de memoria expandida y no es
exportable a otras plataformas de C ya que emplea funciones exclusivas de DOS. Para
la exhibicién, se manejan 30 imagenes por separado de 256 x 256 pizeles = 64K pizeles
cada una, almacenadas también cada una por separado en un archivo de formato simple
(1 byte = 1 pixel o raw format en inglés), por lo cual se requiere de 64Kbytes por imagen
y casi 2 Mbytes de memoria para el almacenamiento de todas. Finalmente, este programa
exhibidor incluye una opcién que permite guardar la pantalla deseada en un archivo de
formato TIFF, la cual se ha empleado para la impresién de los resultados que se anexan.

Cada programa tiene subprogramas para la adecuacion de formatos de datos y para la correcta
comunicaciéon de datos entre los programas principales. Los archivos de las imagenes generadas,
pueden visualizarse con casi todos los visualizadores comerciales existentes 3.

5.4 Resultados

Se muestran los resultados de 6 experimentos realizados, empleando 6 imdagenes distintas. En
todos los casos, la imagen que se emplea como referencia es similar a la imagen original, pero
con algunas zonas degradadas sintéticamente.

e EXPERIMENTO 1: La imagen original es una fotografia aérea y la de referencia es la
misma pero girada 90° en sentido horario y con una regién degradada. Las diferencias entre
ambas pueden percibirse mejor en los espectros respectivos. En las imagenes restauradas
se observa que la restauraciéon de Wiener es de un modo ”"suave” que produce una imagen
borrosa. Por lo contrario, el del Igualacién de Espectro con fase mejorada, es el que
quita menos ruido pero produce una imagen con mayor definicién. El filtro de Lepe-
Casillas estd entre ambos: quita més ruido que el de igualacién de espectros y produce
una imagen menos borrosa que el de Wiener. En cierto modo, esto también se observa

3El autor no conoce uno que no pueda leer el formato sencillo.
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en los espectros de la imagenes restauradas y en la imdgenes de diferencias: el espectro
de la imagen restaurada con el filtro de Wiener presenta caracteristicas geométricas del
filtro de difuminacién, mientras que el espectro de los otros dos presenta caracteristicas
del espectro de la imagen de referencia. La imagen de diferencia entre la imagen original y
la restaurada mediante el filtro de Wiener presenta los valores mayores justamente en los
contornos de la imagen, mientras que en las otras imdgenes diferencia, los contornos estan
menos delineados y el ruido distribuido de modo mds uniforme. No obstante lo anterior,
el filtro de Wiener proporciona la menor potencia de error de los tres. Por supuesto, con
ese criterio, el Filtro de Wiener es “6ptimo”.

e EXPERIMENTO 2: Laimagen original es sintética generada con un fondo cuadriculado
y figuras geométricas sobrepuestas. Estas figuras son opacas y no permiten ver el fondo.
La imagen de referencia es la misma pero con menos figuras. Se cumple lo expresado en
el Experimento 1, pero aqui se presenta una particularidad: en las tres restauraciones se
perciben contornos del fondo en el interior de las figuras que deben ser opacas. El efecto
es mayor en la restauracion de Wiener. i

e EXPERIMENTO 3: La imagen original es LENA y la de referencia es la misma LENA
con una regién degradada. En este experimento se sigue cumpliendo en términos generales
con los resultados anteriores, aunque el efecto de la degradacion es grande.

e EXPERIMENTO 4: La imagen original es una toma de una secuencia de video y la de
referencia es la misma pero con regiones degradadas. En este experimento se observa un
poco mas claramente que la restauracion de Wiener no es visualmente la mejor.

¢ EXPERIMENTO 5: La imagen original es parte del diapasén de un violin y la de
referencia es otra parte del mismo. En este experimento son particularmente notables los

resultados de las normalizaciones para la exhibicién. Visualmente parece mejor truncar
los valor~r =~ ~oonoes ooee 2ER v momoror o O

v e JoTmeremom gy

e EXPERIMENTO 6: La imagen original es una seccién de una partitura y la de referen-
cia es una seccion distinta de la misma partitura. Nétese como la normalizacién de cada
imagen por separado, parece perjudicar a la restauracién por igualacién de espectro y a la
restauracién del filtro de Lepe. Cuando se trunca, estas dltimas parecen recuperarse un
poco. Cuando se escala a los valores maximos considerando las tres juntas, se recuperan
las caracteristicas generales observadas en los primeros experimentos.

5.5 Conclusiones

Los resultados obtenidos confirman practicamente lo demostrado en la teoria: FEl Filtro de
Minima Informacién de Discriminacién Normalizada de Propésito Dual (Filtro de Lepe) tiene
un comportamiento intermedio entre el Filtro de Wiener y el de Igualacién de Espectros con
fase mejorada. Sin embargo, como la potencia del error de restauracion que produce este filtro
no es minima, como la de Wiener, puede verse afectado sobre todo en imagenes con valores
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extremos muy cercanos a 0 o 255, ya que implica tener que truncar o escalar y esto, a su vez,
puede producir efectos indeseados o no notables en otro tipo de restauraciones.

Otro factor muy importante a considerar, es que el estimador de espectro empleado, el
periodograma, no es un buen estimador. Puede pensarse que en los experimentos afecta de
igual modo a los tres filtros; no obstante, el Filtro de Lepe requiere ademas de la evaluacién de
la coherencia, la cual involucra estimacién espectral. Indudablemente, mejores estimados de los
espectros, tales como los modelos paramétricos o la segmentacion de la imagen, que producen
espectros més suaves, se traducirdn en mejores resultados. En particular, el filtro de Lepe puede
verse mas favorecido por el hecho de que puede mejorarse la evaluacién de la coherencia.

Finalmente, en los resultados se ha observado que los criterios de normalizacién para exhibi-
cién pueden afectar seriamente las evaluaciones visuales de los desempeiios de los filtros. Para
cada aplicacién debe escogerse la normalizacién mas adecuada.
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Apéndice A

A.1 Introduccién.

En este apéndice se presenta un método para obtener la Distorsion de Itakura-Saito; partiendo
de la informacién de discriminacién normalizada entre los procesos S y S, ﬁ(g, S), donde S es
un proceso real, normal, discreto, de media cero, llamado proceso original o deseado; y é, que es
la respuesta de un filtro lineal, invariante con el tiempo, discreto, con funcién de transferencia
G(e’), cuando como entrada tiene un cierto proceso X, llamado proceso observado, real, dis-
creto de media cero y no necesariamente normal. Se define el proceso de error como E = S — §.
Se consideraran los casos en que S sea estacionario y regular y asintéticamente estacionario y
asintéticamente regular. En la seccidon A.2 se expone la estructura de la ecuacién involucrada
y se indican los términos relacionados con la Distorsion de Itakura-Saito. En la seccién A.3 se
definen los procesos asint6ticamente estacionarios y asintéticamente regulares, y se explican sus
relaciones con los procesos estacionarios y regulares. En la seccién A.4 se presentan de forma
sencilla algunos resultados de la teoria de prediccién lineal y su aplicacién en la factorizacién
de matrices de correlaciones Toeplitz. Finalmente, en la seccién A.5 se emplean todos estos
resultados para la obtencion de la Distorsion de Itakura-Saito.

A.2 Informacién de Discriminacion Normalizada entre
los procesos S y S.

De las definiciones dadas en el capitulo 2, y tomadas de [30], se tiene que la Informacion de
Discriminacion Normalizada entre S y S se desarrolla como
N ( N )

D(S,S) _Iglinwﬁ/ /OOPN N)ln{ N (ol )}5{)’;" (A1)

— . 1 1
- 5 i { iy

donde Eg{ } indica el valor esperado con respecto a S. Como el proceso S se supone normal, su
funcién de densidad estd dada por [14, pag. 197):

1 1 _
P (") = —% T exp{—ggNTﬂsw) N} )




donde Ry, es la matriz de correlaciones de orden N del proceso S y Ay es su determinante.

Puesto que el producto matnclal alv TRS( N)a da un escalar, puede tomarse el valor esperado
de la traza de este producto matric1a] y por las propiedades de ésta:

— . — | N 1 1 1 N7 N
D(S,8) = ~Hs + lim — In {(2ﬁ)2(As(N))2} + lim — Es {2 R (e } ’

1 1
D(S,S) = -H; + 5111(277) + g pin hm — ln {AS(N)} + = hm e~ ,T(B_S"év)gé(m) , (A.2)

siendo Rg(y) la matriz de correlaciones de orden N del proceso S y H; la razén de cambio de

entropia del proceso estimado S. Se demostrara que los dos tltimos sumandos del lado derecho
de la expresion A.2 estdn relacionados, respectivamente, con la integral del logaritmo de la
funcién de densidad espectral de potencia de S y la integral del cociente de las funciones de
densidad espectral de potencia de S y S. Esta expresién A.2 se reducir considerando los dos
casos siguientes:

e Caso 1: S Y S regulares y estacionarios.

e Caso 2: S asintéticamente regular y estacionario y S regular y estacionario.

A.3 Procesos Asintéticamente Regulares y Asintética-
mente Estacionarios.

A.3.1 Equivalencia Asintética entre Secuencias de Matrices [22].

En esta parte se reproducen algunos resultados de [22], dada la dificultad para su obtencién.
Estos resultados son fundamentales en las definiciones subsecuentes !.

Sean ag,k = 0,1,..., N — 1 los valores caracteristicos de una matriz A de N x N y Ay, k =
0 1 hrk 1 ]’\(‘V PN [P AY TP gy i P 1_. DU DI N Eiaana A *,‘ L SR T (d_m An A
(conoc1da también como [|A]|,, es decir la norma matricial ||A|| cuando p = 2 [19 pag. 14]) se
define como
x*A*Ax\?
ANz = (5151;;(1 _—:) , x€RY; (A.3)
X*x

donde * indica conjugada transpuesta. Para esta norma se cumple que

A% 2 A = "0 {e) ’ (A.4)

siendo Aps el maximo valor caracteristico de A*A. La norma débil o de Hilbert- Schmidt de A
(conocida también como la norma matricial de Frobenius [19, pag. 14}) se define como

max

] N-1N-1 1 3 1 N1 2
= Qg j =t —Ir __*_ = - k ) A
Il ( >3 |> (riaa))’ = (5 X x) (A5)

k=0 j=

1Se emplean los resultados de que para cualquier matriz cuadrada no singular, la traza es igual a la suma de
sus valores caracteristicos y el determinante es igual al producto de éstos [18, pag. 22].
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donde los ag ; son los elementos de A. Para esta norma se cumple que

2 1=,
lAllR > N > okl (A.6)
k=0

con igualdad si A es normal. Dos secuencias de matrices Ay y By de orden N x N son
asintoticamente equivalentes (y se abrevia Ay ~ By ) si

(i) Ay y By son acotadas en la norma robusta
ANl , IBNllg < M < oo (A7)

y
(1) Ay — By tiende a cero en la norma débil cuando N — oo,

i - =0. A8
Jim JAy —Byllp =0 (A38)
Asi, se dice que si una de ellas es Toeplitz, entonces la otra es asintéticamente Toeplitz. Algunas
propiedades de la equivalencia asintdtica son:
a) St Ay ~ By, entonces
A}i_r’noo ”A_N”F = A}l_{nw ”EN“F ) (A.9)
b) SiAy ~By yBy ~ Cy, entonces
Ay ~Cpy; (A.10)
c) SiAy ~By vy Cxy ~ Dy, entonces

A.C. ~R.D., - (A1)

d) Dadas dos matrices Ay y By asintdticamente equivalentes con valores caracteristicos
ank Y BNk, Tespectivamente, entonces

1 N-1 1 N-1
im — = lim — : A2
]\}I_I’noo N I;) Nk Jégnw N lg) BNk ; ( )

es decir, los valores promedio de las trazas son iguales cuando N — oo.
e) SiAy~Byy
-1 -1
Jas] - B3], < K <, (A.13)
entonces
Ay ~ By . _ (A.14)

La equivalencia asintética entre matrices implica que sus valores caracteristicos, productos e
inversas, se comportan similarmente. Es importante sefialar que esto no significa la convergencia
de cada elemento entre matrices, sino méas bien se refiere a su comportamiento en promedio.
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1[”]%_7 L(e?) p————w'[n]

Figura A.1: Sistema Lineal I

A.3.2 Definicion de Procesos Asintéticamente Estacionarios y As-
intéticamente Regulares.
Para la definicién de este tipo de procesos, se emplearan dos ejemplos sencillos ilustrativos.

Primeramente, considérese la Fig. A.1 en la que se muestra un Sistema Lineal Invariante con el
Tiempo, causal y estable, de fase minima, con funcién de transferencia dada por

L(e) = i l[k](ej“’)“k = i L(e)7* (A.15)
k=0 k=0
i llkl < 00, (A16)
k=0

donde [[n] es la respuesta al impulso del sistema; y como entrada, una secuencia de variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d. o proceso de ruido blanco en
sentido estricto), y de potencia unitaria I = i[n] (proceso de ruido blanco en sentido estricto),
aplicada desde n = 0. El proceso de salida W' = w'[n] estard dado por

w’[n]z_il[k]i[n—k]. (AT

Por simplicidad, se supone inicialmente que este sistema tiene Respuesta al Impulso Finita de
tamano N. Entonces, las primeras N muestras de la salida pueden escribirse como:

n
w;:Zlkin—k n=0,1,...,N — 1,
k=0

Wy \ [ 0 0 -0 o
wll I lo 0 - 0 21
wh = I L lp --- 0 12 :
Wiy Incv In—2 I3 - Do IN-1
w =Lwi, ~ (A18)

donde Ly se denominard matriz asociada a la transformacién lineal efectuada por el
sistema con funcién de transferencia L(e’*). De lo anterior, la matriz de correlaciones de orden
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N de la salida queda
Ryw=FE {E' EIT} =FE {L(N) i (L) i)T}
Royvy = (Lvy Rigwy L{N)) ; (A.19)
y puesto que F {i iT} = Ry = (), entonces
Ru/w) = Liwy Liy) - (A.20)

Nétese que a partir de esta ecuacién se puede obtener el promedio de la potencia contenida en
N muestras de w'[n] como 2

1
Py = ﬁ tT(Ew:(N)) . (AZI)
Adtn cuando los factores Ly y L{N) son Toeplitz, R, () no lo es, por lo que el proceso de salida

W' no es, en términos estrictos, estacionario 21, pag. 710]. Por ejemplo, sea N = 4, la matriz
B.w’(N) queda

lo 0 0 0 lo I1 Ih I3
R 1l 00 0 lp I3 Iy
i) lZ L lO 0 0 0 l() l4 ’
I3 o I1 o 0 0 0 Iy
1(2) loly lola lols
— loll l(2) + l% lOll + l1l2 l0l2 -+ l113
Bow) = | oty o+ hls 24243 ol + s+ laly | (A.22)
lols lola+hlz loly+hlz+bly B+1E+15+15
o bien [22, pag. 58]:
min{k,j}
rwlk, il = D lilivg—j ; (A.23)
i=0
donde ¢+ 7 . 0 oo o7 : ’ 7»,“4:_\11_3.

- B ok i e T S e

Considérese ahora un sistema causal como el de la Fig. A.2. Aqui, el proceso de salida
W = w|n] es un proceso regular, y por supuesto, es estacionario con funcién de correlacién dada
por [23, pag. 65] (la entrada se aplica desde n = —oo y es una sucesién de v.a.i.i.d.):

o0

rw[m] - Z li li+m 3 (A24)

1=—00

y considerando el mismo valor de N = 4 del ejemplo anterior, se tiene que la matriz de correla-
ciones de la salida es

B+B3+132+12 lolh+ Ly + s lolg + U413 lols
loly + Ll + bol3 l(2) + l% + lg + lg loli + Lilg + Isl3 lolo + L3
loly + l1l3 loly +lilp+lgly B+B24+12+13 lohh+hla+ iy |
lols . lola + 1113 loli + l1ls + 1ol3 1(2) + l% + l% + l§

Ruyn = (A.25)

2Si w'[n] no es estacionario, cada muestra contiene en promedio, diferente potencia
3La expresién o[k, j] se refiere a la correlacién como funcién de las variables k y j, mientras que la expresion
R (n)(l, 1) se referira al elemento I,m de la matriz R, (n).
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la cual es una matriz Toeplitz. Comparando R,y (y) con Ry n) ¥ A.23 con A.24, puede notarse
la evolucién del transitorio (condiciones iniciales del sistema nulas), y la convergencia de los

valores de la primera a los de la segunda: el iltimo renglén y la tltima columna en ambas
matrices son iguales. Esto significa que

rwlk, 7] = rwlk — 7], sik—-Mosij— M, (A.26)

donde M es el valor de la ordenada del punto ma&s alejado del origen, y para este ejemplo,
M = N = 4. Obsérvese que por la condicién de estabilidad A.16, ambas matrices cumplen con

A.7; y haciendo uso de una propiedad de secuencias convergentes (ver siguiente seccién) se tiene
que:

1
2
Jim I|Ew'(1v) - B_w(N)“F = lim (% tr [Ew'(N) - Rw(N)D =0; (A.27)
por lo que se cumple también con A.8. Entonces, las matrices Ry (ny y Ry son asintéticamente
equivalentes; y puesto que R,y es Toeplitz, R, (y) es asintéticamente Toeplitz. Por tanto,
un proceso cuya matriz de correlaciones tenga una estructura como A.22, o bien, que pueda
factorizarse como el producto de una matriz triangular inferior Toeplitz por su transpuesta,
y que estos factores correspondan a un sistema causal, y estable, se define como un Proceso
Asintoticamente Estacionario [15, pag. 225, 238]. En otras palabras, sus pardmetros estadisticos
variantes con el tiempo se aproximan a los valores de respuesta permanente o estacionaria
invariantes con el tiempo cuando n — oo [17, pag. 96].

Se define ahora la funcidn de densidad espectral de potencia asintdtica f,(e’*) del proceso
asintoticamente estacionario W’ como

x

ful@®) = 30 rwlnl(e@)7 (A.28)
donde
7w 7] 2 Ik 4l Yk.j tales que lk~il=n: stk—>M o0 si 1 = M, (A.29)
con M definido como arriba, por lo que
T[] = rwln] . (A.30)
Con esta definicién se tiene que
Jim fur(€) = fu(e?) = [L(e)), (A.31)

i[n] — L(e*) b——w|n]

Figura A.2: Sistema Lineal II
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donde f,(e’) es la funcién de densidad espectral de potencia del proceso estacionario w(n].
Adicionalmente, se define: un Proceso es Asintoticamente Regular, y se denota como X%, si se
obtiene de un sistema como el de la Fig.A.1, con funcion de transferencia el filtro de innovaciones
de un proceso Regular X, L.(e?*), de fase minima, y entrada una sucesion de v.a.i.i.d. aplicada
desde n = 0 [5]. Esta definicién es una modificacién a la presentada en [15, pag. 297].

Mediante las expresiones anteriores es posible relacionar las potencias promedio de los pro-
cesos de salida X%, P, v X, P,, como sigue:

1 T !
Pa:as = 1\}1_1)1100 'I—V— tr(Lz(N) LIL’(N)) = lim N t'f’(ﬂz(N)) = Rx(N)(O, 0) = ’I“x[O] == Pz ) (A32)

N—-oo

donde L, yy es la matriz de N x N asociada a L.(e’), Ryn)(0,0) es el primer elemento de
R, (n) ¥ 7=[0] es la funcién de autocorrelacién de X evaluada en 0.

A.3.3 Conclusiones.

Los procesos asintéticamente estacionarios y asintéticamente regulares muestran un compor-
tamiento similar al de los procesos estacionarios y regulares cuando el tiempo de observacion es
muy grande ya que el transitorio para entonces desaparece y el sistema alcanza una respuesta
permanente. Por tanto, cuando la entrada se aplica desde n = 0, la salida de un SLIT causal
y estable, para un tiempo de observacién tan grande como sea necesario para que alcance su
respuesta permanente, es igual a la que se observaria si la entrada se aplicase desde n = —oo.
Asi, un proceso asintéticamente estacionario es equivalente a un proceso estacionario para un
tiempo de observacién infinitamente largo. Segin Lepe [5], no todo proceso asintéticamente
estacionario es asintéticamente regular. Nétese que cuando la funcién de transferencia del sis-
tema, L(e’) es de fase minima, su inverso L~!(e/) = ['(e’*) es causal y estable, la matriz de
transferencia Ly y) es invertible para toda N (y su inversa se denota como L';()) y entonces es
posible emplear sistemas inversos. La importancia 7~ ~*~ en verd mde ndolanta Tn seneral <
X es un proceso regular, entonces

x[n] = ilz[k]i[n — k], (A.33)
k=0

x =Ly, (A.34)

ifn] = 3 e lklxln - K] (A.35)
k=0

i=Lynmx (A.36)

donde I;[k] = Iz, ¥ 7z[k] = 7z, son las respuestas al impulso del filtro de innovaciones Lz(€’*) y
del filtro blanquedor T';(e’*), respectivamente, del proceso X, i[n] es una secuencia de v.a.i.i.d.,
¥ Lzvy ¥ Loy son las matrices asociadas a L.(e?*) y T (e/*), respectivamente, de orden N
(donde N — o).
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A.4 Algunos resultados de la Teoria de Prediccién Li-
~ neal .

Se reproducen a continuacién algunos resultados importantes de [14, pag. 487] sobre Prediccién
Lineal, 4 los cuales permitirdn mostrar la relacién entre los coeficientes de los filtros predictores
variantes e invariantes con el tiempo y su aplicacién en la factorizaciéon de matrices Toeplitz.

A.4.1 Prediccién Lineal de un Paso de Orden Infinito.

El proceso predictor de un paso §[n] de un proceso regular S = s[n] en términos de todo su
pasado s[n — k], k > 1, se define como

s[n) = E{s[n] | s[n — k], k > 1} = ki hlk]s[n — k], (A.37)

donde h[k] = hy es la respuesta al impulso del filtro predictor H(e’*). En términos del filtro de
innovaciones de S, L,(e?), y de su respuesta al impulso [,[n] = I, se cumple que

L[0]

H(e*)=1- —— A.38
mientras que para el proceso de error de prediccién £[n] se tiene que
eln] = sn] — §[n|
o0 o
=Y Llkli[n — k] = Y L[ki[n — k] = 15[0]i[n] ; (A.39)
k=0 k=1
donde i{n] e> uu proceso de ruido oblanco. rl nitro del error de prediccion t{e’~) queda entonces
jw jw . ls[O] jw
E(e™) =1-H(e") = L) = 1s[0]Ts(e7)
con lo que se llega a ®
E(Z) =1+ \/F (7312_1 + ’Ys:z‘z—_2 +ee ,.),snz_" + ) ’ (A40)

donde T',(e’) = L;1(e/) es el filtro blanqueador de S, vs[n] = 7, su respuesta al impulso, y P
es la potencia del error de prediccion, la cual, de A.39, es

P =E{n]} = [0],

4Se trata de un breve resumen en el que se incluyen algunas notas aclarativas. Para mayor detalle, puede
consultarse directamente la referencia

SRecuérdese que v5[0] = lim, o0 Ty(z) = 1=

1,10]
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o bien, [,[0] = v/P. En términos de los coeficientes ¥s,., €l filtro predictor H(z) queda

H(Z) =1- \/ﬁ (730 + ’7'S1Z—1 + 7323—2 +eeet 7snz_n + - ) )

y se obtiene la relacién

VP, (A.41)
Por otro lado, puesto que L,(e’) es de fase minima,
In12[0] = / In [L () |2d—“’ - / In f,(e) 22 .
-7 27’
por lo que
P = exp {/_: In fs(ej“’);—:} , (A.42)

donde f,(e’*) es la funcién de densidad espectral de potencia de S. Finalmente, en términos de
la respuesta al impulso del filtro blanquedor de S, la ecuacién A.39 queda

€[n] = lOi[n] = Z ﬁ’?’sksn—k ’ (A43)
k=0
o bien
€0 \/ﬁ%o 0 O 0 30
&1 \/F’Ysl \/}3’)'30 0 0 81
1) = \/F%z \/j’_’)/s1 \/F%O 0 S9 7 (A.44)

En VPys, VPye,., VPvs,, - VP7rs Sn

- . / ~ R f A AFDN
N ’

et - :—bklv) - )
donde L',y es la matriz de asociada a la transformacion L (e’), de tamafio N (y se puede
hacer que N — 0o0). Nétese que vV Py, = 1y que L.:(}V) = Ly

A.4.2 Prediccion Lineal de Un Paso de Orden constante Finito.

. . A ..
El proceso predictor de un paso §y[n] del proceso regular S = s[n] en términos de los N valores
pasados mas recientes, toma la forma

N
$n[n] = E {s[n] | s[n — kl,; 1< k< N} = Z hYs[n — k] ; (A.46)
k=1
y la funcién de transferencia del filtro predictor se define como
N

~ R - —k
HN(e]w) = Z hi\/'(e] ) )
k=1
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y el error de prediccién de orden N, éy[n], como
én[n] = s[n] — 8n[n] .

Del principio de ortogonalidad y de la expresion para la potencia del error de prediccién de orden
N, Py = E {é%[n]}, se obtiene el sistema de orden N + 1 por N + 1 conocido como ecuaciones
de Yule- Walker. En particular, aplicando la regla de Cramer, se tiene que

A
Py = —(NH) (A.47)
As()
donde Ag(n+1) ¥ As(v) son los determinantes de las matrices de correlaciones Rg(y;1) de orden
N +1y Rgny de orden N, repectivamente, del proceso S. Es evidente que si N — oo, entonces
$n[n] — §[n], o sea

]&iinooéN[n] =¢g[n],

. N _ —
dim Ay = hy = VP, |

. . As(N—H)
lim Py = lim ——— =P A48
N—oo N N—-oo AS(N) ( )
Finalmente, en el Anexo A.1 se demuestra que
1 7f . dw
] — = = JwY —
Jim —1n Ay = In P /_Wln fole) o (A.49)

Anexo A.1 La demostracion de A.49 es la respuesta al ejercicio 14.15 de [14, pag. 531].
§La secuencia P, (1 < n < oo) cumple que Py > Py > ... > P;... > Py_1 > Py >
Pny1...> P, paral <i < N < oo, y ademas

}L%Pi =Py y IggnooPN =P,

es decir, P; es una secuencia convergente. La secuencia Iln P; también es convergente, por lo
que se cumple queIn Py > 1nPo> ... >InP;>...>InPy1>2InPy>InPNny1 > ... 2 InP,

(]
}HRJ In P; = In Py y 1\1’1_I’nooln Py=InP.

Por lo anterior, puede aplicarse la siguiente propiedad simple de las secuencias convergentes [14,
pag. 567]

ko0

1 & 1
hHm (k—m;lxm> =kl_i_)r{.1o(—lg(x1+x2+$3+---+$k)) )

alnPy =1In (AS(N+1)/AS(N)), con lo que se llega a -

1 1 M Ag ’
Iéiinoo (]—V-(ln Pi+InPyo+InPs+--- +lnPN)> = 1\}13100 (NZIn —AS(T;I—)> =5, (A.50)
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donde S es el valor de la sumatoria. Se tiene entonces que

lim <~1—iln M) = lim <ln M) =9, (A.51)
Noow \N =  Asp N—voo Asv)

o sea, de A.51 con A.48

1 &M Agn
InP = lim — ln—ﬂ—ﬂ)-,
N=co N 1= Asm)

n

(A.52)

con lo que In P se ha ezpresado en términos de una serie infinita convergente. De A.50 se tiene
que

: Aswv .1 1
Jim In _ﬁ = Jim = InAsven — lim —In Ay (A.53)

donde se dbserva que el sequndo término del lado derecho se hace cero. Por otra parte, puesto
que esta serie infinita es convergente, cumple

lim Uy =0, (A.54)

donde
1 In Ag(N+1)

Uy =
N As(N)

es el N-ésimo término de la serie. Por otro lado también se cumple que Uy = Sy — Sy-1,
siendo Sy la suma de los primeros N términos de la serie y Sn_1 la suma de los primeros N — 1
términos de la misma. Empleando estos resultados se tiene que

lim Uv = lim (Sv—S~v_1)=0 (A.55)
- L -5 = .56
Jim Sy 1\}1_131005” 1=0, (A.56)
. 1 1
= 1\171—I>noo (]—V" In As(N—H) - N In As(l)) -
. 1 1
1\111—I>noo <1—V— In Ag(ny — N In AS(1)> =0, (A.57)
con lo que se llega a
) 1 . 1
1\11—r+noo —]\7 In As(N+1) = 1\111—1>noo ﬁ in As(N) . (A.58)

Entonces, sustituyendo en A.53 y de A.42 se tiene que

1 " o
lim —In Ay =In P = lnfs(ej“’)—Q—:r—). (A-59)

—00 -7
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A.4.3 Prediccién Lineal de Un Paso de Orden Variable Finito.

Se desea estimar el valor presente de un proceso regular s{n| en términos de las n muestras més
recientes de su pasado finito, empezando desde el origen. El proceso predictor tiene la forma

Sn[n] = Xn: his[n — k] ; (A.60)
k=1

y como puede apreciarse, la longitud n no es constante, a diferencia del predictor de la seccién
anterior de longitud fija N; los coeficientes h} también dependen de n. Por lo tanto, este
predictor es un filtro lineal variante con el tiempo. El proceso de error se define como

£nln] = s[n] — 8aln] = /Pailn] , (A.61)

para el cual se verifica que

@

i[n] = \/ann[n} E{’[]} =1 Vn. (A.62)

Los valores de P, y de los coeficientes h} pueden obtenerse con los mismos métodos de la
prediccién de orden finito. Por otra parte, considerando que s[n| es regular, y denotando como

v[n, k] = ¢ la respuesta, del filtro blanqueador de s[k| variante con el tiempo, en el tiempo de
observacién n, al impulso 6[n — k] aplicado en €l tiempo k, se tiene que [20, pag. 109]:

i[n] = i’y[n, k] slk] ; (A.63)

0 en forma matricial

» Y 0 0 0 \(s \
/ZO \ (’79 I al ~ 0
vy 'y ty ) *
i | =1 % 1% ¥ 0 s2 | ;
in Y& AR AR e AT Sn
i = _s(n+1) § ? (A64)

donde el subindice n + 1 indica el orden de la matriz. Se observa que si s[n] = é§[n — k], entonces
iln] =42, n>k°®. Alinvertir la matriz L (n+1), S€ Obtiene

S0 0 0 -+ 0 i
s1 B0 -0 i
so |=|®B & 15 -0 i | -
Sn O L i in

5Este proceso recibe el nombre de Proceso de Innovaciones de Kalman.
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s = ;s(n+1).i- ) ‘ (A-65)

ademas, de esta ecuacion se tiene que la matriz de correlaciones de orden M = n + 1, Ry(py),
del proceso regular S, estd dada por

~ ~T
Rary = Lis(an) Lisany (A.66)

la cual se conoce como factorizacion de Cholesky. Haciendo s{n| = é[n — k], de las expresiones
A.60 y A.61 se tiene que

s[n) — éh?s{n — k] = VP,iln],

n

Sln — k] = S R%6[n — k — j] = VPurp; (A.67)
i=1

de donde se obtienen las siguientes relaciohes

- -1 1
noo_ R ; g k>1: A .68
Yn—k \/—ﬁn k Y \/_ﬁn ( )
con lo que finalmente la expresién A.61 toma la forma
énln] = s[n] + Z \/Fn'y[n, n — klsln — k] = Z \/E,ﬁ,?_ksn_k , (A.69)
k=1 k=0

con VP! =1,i=0,1,...,n; o bien

2 "VPp§ 0 0o -0 so
€1 \/Fl’)’é \/Fl’)’ll 0 S0 51

~—

; )_ VI VI vIrayy v e ) 1Y)

\/_ﬁn’Y(? \/ﬁn’)’? \/Fn’)’; \/-}371'7:: Sn

Nétese la similitud de las ecuaciones A.43 y A.44 con A.69 v A.70, respectivamente. De
hecho, cuando n — o0, los coeficientes en A.43 y A.69 son iguales y los procesos de error son
iguales. Entonces se cumple que

i "= i N =Tk A.T1

Jim yf =90, Hm g = ; (A.71)
o sea, conforme n crece, los coeficientes variantes con el tiempo tienden a ser invariantes con
el tiempo, es decir, sélo dependen de la diferencia entre el tiempo de aplicacién de la entrada
y el tiempo de observacién de la salida. Considerando lo anterior, las secuencias de matrices

~

Loy, Ly, Doy ¥ Ls(ar), con M = n + 1, cumplen con A.7, y ademds

lim |
M-—s00

Lo — Lo “F =0,
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y
es decir
Loan ~Lsary v Lson ~ Ly - (A.72)
y por lo tanto, de A.13
~—1 4 .1
Ls(M) ~ .L..s(M) y LS(M) ~ Loy (A.73)

resultados que se empleardan a continuacion.

A.5 Aplicaciones.

En esta parte se aprovechan los resultados de las secciones anteriores para evaluar la expresién
A.2. Se emplean las definiciones de Procesos Asintéticamente Regulares y Asintoticamente
Estacionarios introducidas en la seccién A.3.

A.5.1 Caso 1: S y S Regulares y Estacionarios.

De la ecuacién A .49, se tiene que

hm —lnA s(N) = / In f( eJ“’)—

Por otra parte, de la expresion A.66, se tiene que las matrices de correlaciones Ry y Ry de

los procesos S y S, respectivamente, pueden escribirse como ’

“ ~T A~ ~T
Ry = Lisvy Ly Rivy = Lsany gy

por lo que se tiene yu.

1 1 -1 S | . ST e T
5 im ~ {ES(N)Rs(N)} =3 Sim v i {(L;(N) L) ™ (L Lg(N))}
1. 1 L1 A T ~-T
= 5 A}l_r’noo N tr {Ls(N) L&(N) Lg(N) LS(N)} . (A.74)

Puesto que estas matrices son asintéticamente equivalentes a las asociadas a los filtros de inno-
vaciones de los procesos S y S, o sea

~—1 A T T ~
Loy ~ Loy » Lgvy ~ Ly ¥ Lsav) ~ Lsw) »

y por la propiedad 5 de la equivalencia asintética, se llega a

1 . 1 N P 1 . 1
5 hm N ir {L (N)LS(N)L (N) Ls(N)} = 5 lim ‘]V tr {LS(N) LS(N) Ls(N) Ls(N)}

N—-oo

“Los subindices indican el proceso al cual pertenece la matriz
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Figura A.3: Sistema Lineal III

11 1
5 dim — tr R R } = 5 131_13100 ~ 1 L B L | (A.75)

el producto matricial involucrado en esta ecuacién puede compararse con la ecuacic’)n A .20,
aunque ésta corresponda a un proceso asintéticamente estacionario, y de esta comparacién, se
observa que este producto matricial puede asociarse a la matriz de coyrelaciones de un proceso
de salida, W por ejemplo, de un sistema como el que se muestra en la Fig.A.3, con funcién
de transferencia el inverso del filtro de innovaciones L,(e’*) del proceso regular S, y entrada el
proceso regular S. Por tanto, la expresion A.75 es la potencia promedio por muestra P, [1, pag.
D.4] del proceso de salida W del sistema de la Fig.A.3, es decir

1.1 1 m fs(ejW) dw
=gyt {Rs(mR (N)} . Fe) 2 (A.76)
Por otra parte, de la Fig.2.1 con ng = —oo, y empleando los resultados de la seccién 1.3 del

capitulo 1, se tiene que

. qgm o
H;=H.+ 1n|G(eJW)|2§‘i

-7

)

por lo que, con los resultados A.49 y A.76, y sumando y restando la expresién
1 gm . dw
2 | a5

donde f,(e’) es la funcién de densidad espectral de potencia del proceso X, a la ecuacién A.2,

se tiene que
fs(e) G fale™) | ) dw
D($,8) 2/ (fs Eah ln{ D }— 1) o

— 1 1 /7 cood
~H, + = In(2ne) + = / Info(e?) 2 (A.77)
2 2 -7 271'

donde el primer término de la ecuacién anterior se reduce a un medio de la Distorsion de

Itakura-Saito: . )
& ooy L™ [ fs(e7) fs(e?” dw
d1s(8,S) = §Lﬂ (fs(ej“’) _ ln{fs(ej“’)} - 1) = (A.78)

Debe tenerse en cuenta en este resultado, que el tiempo de aplicacién de la entrada es ng = —oo.
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A.5.2 Caso 2: S Asintéticamente Regular y Asintéticamente Esta-
cionario y S Regular y Estacionario.

Ahora, el tiempo de aplicacién es ng = 0, y la matriz de correlaciones de S es R;m* =
Lgwv) Lg( N)» ¥ como Lgny ~ Lg( N)» se llega directamente a las expresién A.75. Sin embargo, de
la misma figura 2.1 y de la seccién 1.3 del capitulo 1 se tiene ahora que

- — 1
H; =H;+ —2-1n|gol2 ,
y siguiendo un procedimiento andlogo al de la seccién anterior, se llega a

e L (R (R ) dw
D(S’S)“??'/—w(fs(ejw)"l“{ XER) }"1)27

= 1 1 /7 . d ’

~H, + - In(2re) + —/ Infa(e™) 22 (A.79)
2 2J—% 2

donde g3 es la respuesta al impulso del filtro G (e?“) evaluada cero. Si G(e’) es de fase minima,

entonces A.79 es igual a A.77. La ecuacién A.79 aparece en [2, pag. 17] como el Teorema 2 8.

A.5.3 Conclusiones.

Se ha visto que al considerar tiempos de observacién infinitamente grandes, las trazas de las
matrices de correlaciéon de los procesos asintdticamente regulares y asintéticamente y estacio-
narios se comportan similarmente a las de los procesos regulares y estacionarios; es decir, los
efectos transitorios y por la dependencia del tiempo desaparecen. Adicionalmente, al considerar
filtros de fase minima, en ambos tipos de procesos la Informacién de Discriminacién Normalizada
tiene la misma expresién. Esto es importante ya que permite construir modelos matemadticos de
.o

Procesos que no son re; toit-eoo s~ hablando, a partir de !t oo o onzinton
procesos regulares.

8Lepe también la ocupa en su Proyecto de Investigacién de Doctorado.
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Apéndice B

B.1 Introduccion.

En esta parte, los conceptos introducidos en el Apéndice A se extienden a dos dimensiones.
En la seccién B.2 se presentan algunos conceptos basicos y resultados sobre Campos Aleatorios
Regulares. En la seccién B.3 se presentan algunos resultados de Prediccién Lineal en Dos
Dimensiones y en la seccién B.4 se emplean estos resultados en la reduccién de la Informacién
de Discriminacién Normalizada.

B.2 Conceptos Preeliminares.

B.2.1 Regiones Causales.

El concepto de causalidad no se extiende de modo natural a dos dimensiones; sin embargo, para
consideraciones tedricas, resulta conveniente definirlo. La regién causal R se define en [24, 10]
como el conjunto de puntos (m,n) en el plano que satisfacen

o (m ) & Rsiysblosi (—= =) & R.
e Si(m,n) € Ry (m',n') € R implica que (m +m/,n+n’) € R.
o (0,0) € R.

Ejemplos de regiones causales se muestran en la Fig.B.1. Un sistema causal es aquel cuya
respuesta al impulso tiene una regién de soporte que toma cualquier forma dentro de la region
causal R [26, pag. 482]. Como caso particular, se tiene la regién formada tnicamente por el
primer cuadrante del plano mn, la cual se muestra en la Fig.B.2. De acuerdo a la definicién,
ejemplos de posibles regiones semicausales y no causales [8, pag. 205], se muestran en la Fig.B.3.
En Prediccién Lineal en Dos Dimensiones se emplean el mismo tipo de regiones pero se excluye
el origen ya que éste es el que se predice.

B.2.2 Campos Regularés )

Sea un Sistema Lineal Invariante al Corrimiento (SLIC) Bidimensional H (e/?,e7“2) causal y
estable y con inverso inico también causal y estable (en una dimensién se dice que es de fase
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Figura B.1: Regiones Causales

minima) con respuesta al impulso h(m,n). Para este trabajo, se define a un campo homogéneo
X como regular si cumple que

e sea el campo de salida del sistema H (e, ¢72) cuando la entrada a éste sea dna sucesién
de v.a.i.i.d de media cero y variancia unitaria (campo de ruido blanco estricto I(m,n))
aplicada desde my = —o00, ng = —oo al mismo tiempo, como se indica en la Fig.B.4.

La consecuencia directa de esto es que la funcién de densidad espectral de potencia del campo
X, fx(e?*1, e?*?), puede factorizarse como

Fx(ed®r, eiwe) = ‘H(ejwl’ejw2)|2 = H(e, efon)H* (eI, e32) ; (B.1)

donde H (e, e??) es la transformada bidimensional de Fourier de la secuencia h(m,n) de fase
minima [27, pag. 203]. Esto significa que la funcién de autocorrelacién del campo regular X,
Rx(m,n), puede expresarse como la convolucién de h(m,n) y h(—m, —n) (se supone que h(m,n)
es real), es decir, si '

X(m,n)= > h(k,)I(k—m,l—n) Vm,n € R
V kleR

y si
Rx(m,n) = E{X(k,l) X(k+m,l+n)}

Figura B.2: Regién en el cuadrante L.
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Figura B.3: a) Regi6én Semicausal, b) Regién Acausal
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Figura B.4: Definicién de Campo Regular

Rx(m,n)=E { S (NI —di,l—35) > @Ik +m—i'l+n-— j’)}
VijeR viljeR
se cumple entonces que
Rx(m,n) = h(m,n)* h(—m,—n) . (B.2)
Debe tenerse en cuenta que, 1~ '~ ~andicidn Ao hamnoomoidad R.(m ») cAla e funcidn de 1a
diferencia entre los puntos de observacidn, es decir, m = m; —ma y n = ny —ng si Pi(my,n1)y
Py(mg, n9) son dos puntos de la regién de soporte del campo. En general,

Rx(g)=Rx(ji—-k) Vj, keR (B.3)

B.2.3 Matrices de Correlaciones de Campos Homogéneos

Matrices de Permutacién

Estas matrices se emplean para cambiar de posicién elementos de otra matriz. Se construyen
tomando un ordenamiento diferente de las columnas o renglones de la matriz identidad {18, pag.
73]. Por ejemplo, considérese la siguiente matriz de permutacién P de 4 x 4,

0010
000 1
P=10100
100 0




A

El primer renglén de P corresponde al tercer renglén de la matriz identidad de orden 4, el
segundo renglén al cuarto, mientras que el tercero y el cuarto corresponden al segundo y primero,
respectivamente, de la misma. Entonces, el ordenamiento por renglones de P, en términos de
los renglones de la matriz identidad, es {3,4,2,1}. Similarmente, la primera columna de P
corresponde a la cuarta columna de la matriz identidad, la segunda a la tercera, la tercera a la
primera y la cuarta a la segunda, por lo que el ordenamiento por columnas de P, en términos
de las columnas de la matriz identidad, es {4,3,2,1}. Sea A una matriz de 4 x 4 escrita en

términos de sus renglones a7, af af ol

T

%

A=| %
41 = aT
7

ag

donde las a; son los vectores que la conforman; se tiene entonces que

a3

T

a
PA=| "4 |;

as

af

analogamente, expresando A en términos de sus columnas como

A=(al az as a4)

se cumple que
£A=(a4 az ay 02)

Adems3s, el producto de dos matrices de permutaciéon es otra matriz de permutacién y

Fr =r r=i, (D-4)
lo que significa que P~} = PT; es decir, las matrices de permutacién son ortonormales, por lo
cual

detP = +1.

Finalmente, a partir de una matriz identidad de N x N, se pueden construir N! matrices
de permutacién. Las matricges de permutacién son importantes en el estudio de los campos
aleatorios, ya que permiten relacionar las diferentes matrices de correlaciones de un campo cuya
respuesta al impulso tiene una cierta regién de soporte, como se vera a continuacién.

Sea X(m,n).un campo regular y homogéneo!, entonces su funcién de correlacién dependera
s6lo de la posicién relativa entre las observaciones. Esto significa que la ubicacién de la regién

1La definicién de Campos Homogéneos se da en el Capitulo 3 v corresponde a lo que en procesos unidimen-
sionales es estacionaridad.




Figura B.5: Ejemplo de Regién de Soporte de h(m,n)

de soporte de la respuesta al impulso h(m,n) asociada a X(m,n), no importa, lo que a su
vez implica que la matriz de correlacién debe tener ciertas caracteristicas de simetria, como
sucede en una dimensién. El nimero de puntos N que componen la regién de soporte se pueden
ordenar, en un vector x, por columnas, renglones, diagonales o, ademés, en cualquier otro modo.
Un cambio en el ordenamiento del vector x producird una matriz de correlaciones diferente; no
obstante, un cierto ordenamiento a del vector x, denotado x,, es igual al producto de una matriz
de permutacion Py, de orden N x N por otro vector x;, el cual resulta al ordenar al vector x
en la forma, b, es decir

por tanto, se cumple también que

Considerando lo anterior, existen N! formas de construir el vector x y N! matrices de per-
mutacién P. Como éstas son ortonormales, la matriz de correlaciéon de un campo homogéneo,
R, (n), asociada a un cierto ordenamiento a de su regién de soporte, es igual a la matriz Ry
asociada a otro ordenamiento b premultiplicada por la correspondiente matriz de permutacién -
P, vy posmultiplicada pur t ,, v}, 0 sea

Ry = B {%axa"} = B {Pavxy (Barx)"} = B {Pasxs %" P} = Poy Ry P 3 (B.5)

con lo que se obtiene que

Apa = Apas Apy Apasr (B.6)

donde ARa, Apab, ARb, ARasr sON los determinantes de las matrices Ro(ny, Pas, Rony, P,7T, re
spectivamente. Lo anterior significa que los determinantes de todas las posibles matrices de
correlacion de un campo con una cierta region de soporte son iguales. Como ejemplo, consid-
érese la regiéon mostrada en la Fig.B.5. Formando el vector x? con los elementos de la regién,

empezando por el extremo -inferior izquierdo, y procediendo de abajo hacia arriba y luego de
izquierda a derecha, de acuerdo a la figura, toma la forma

x, 7 = {X(0,0),X(0,1),X(1,-1), X(1,0), X(1,1), X(2,-1), X(2,0), X (2, 1)} ;
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y la matriz de correlaciones R,(n) asociada a este ordenamiento toma la forma (notacién com-
pacta donde la sobrerraya indica que el nimero es negativo):

RO,T) Riy Rip RH) R3, Ry Ri,i)

RO,O R1,2 RT,1 Rl,O R§,2 R2,1 Ri,o

Ri3 Roo Ryg1 Rys [ Riy Rii Riz

Rl,T RO,l RO,O R0,1 1,1 Rl,O RT,T (B.7)
Rip Ros Roax Rop Riy Ri; Rig

Ry3 Rip Rz Ri3\ [ Roo Ryt Ro3

Ry3 Rin Rip Ry3 Roy Roo Ro3

Rjpo Ri2 Ri1 Rip Ro2 Ro1 Roo ) /

La estructura de B.7 corresponde, entonces, a la estructura general asociada a la matriz de
correlaciones de un campo homogéneo. De acuerdo con B.2 y la Fig.B.5, se tiene que

Rog
Ry
Roo
Ryp

I

il

1l

hoo+ ko, + Riz+hio+hi, + hg,T +hio+h3,
ha,1h20 + hoohy g + hih1o + hioh; 7+ hoihoo = Ry
h2,1h2j + hl,lhlj = RO,E

hahi1 + hoghy 1+ hoohio + hithoy + highoo = Ry,
haahyo + hophy 1 + hi1hop = Ryt

haahy 1= Rig

hoihi1 + Ry hoy = Ry,

haohiy + hythio + hiohoy + hythoo = Ry,

hathoy + hoohoo = R

haihoo = Rz
h’2,’1‘h0,1 = Ri,z
il,O’liLQ’O T g 10,0 = 1{5’1 . (.0}

Si ahora se toma otro ordenamiento para la misma region por renglones, de izquierda a derecha
y de arriba a abajo, se tiene que el vector toma la forma

x,7 = {X(0, 1), X(1,1),X(2,1), X(0,0), X (1,0), X(2,0), X (1, -1),X(2,-1)} ;

y la correspondiente matriz de correlaciones queda

Roo Rig Rap Roy Ri; Rs; Riy, Rs,
Roo Rip Rin Roy Ry, Roz2 Ry,
Rip Rop Rs1 Ryn Rop Ri12 Rpo
Ri1 Rax Roo Riy Rsg Ri; Rz, (B.9)
Ro1 Riz Rio Ropo Rip Roy Ry, '
Ry1 Rox Rap Rip Rop Ri1 Rog
Ryo3 Ris Ry1 Roi Rig Roo RT,O)
Ry3 Ro,i) (Rz,T Ri1 RO,T) (Rl,o Royp




Por supuesto, ambas matrices tienen los mismo elementos y se relacionan por

Rov) = Pu Ry Pa” ; (B.10)
donde P, tiene la forma
00010000
1000000O0°TCO
0000O0O010
P, = 00001000O0]
- 01 0000O0O0]}°
00010001
00010100
00100000

gdemds, Ry(ny ¥ Ry(wy tienen la misma traza y el mismo determinante.

En el caso particular de que se trate de una regién de soporte cuadrada, es decir, mismo
numero de observaciones en ambos ejes, la matriz de correlaciones resulta ser doblemente
Toeplitz por bloques, es decir, la estructura por bloques (indicados por paréntesis interiores),
es Toeplitz y cada bloque a su vez es Toeplitz. Para ejemplificar lo anterior, sea una regién
cuadrada de 3 x 3, ordenada por columnas de abajo hacia arriba y luego de izquierda a derecha,
empezando en el punto inferior izquierdo, la matriz de correlaciones toma la forma (en este
caso, las submatrices se forman por la separacién por columnas del vector que contiene todos
los puntos, con el ordenamiento propuesto)

Roo Roi Rogo Rio Riyp Rip Rao Rai1 Rap
Roi Roo Roa Ri1 Rio Ria Ryo1 Roo R
Roz Ry1 Ropo R,z Ri1 Rip Ry3 Ry1 Rap
Riy Ry, RI,Q\ Roo Roa Ro,2\ (R1,o Ria R1,2\
Ry = P~ P P- R.- PRan PRn; R.= R+n R.- (R 11\
Ry; Riy Rig/) \ Roz Ret Roo) \ Rz Rix Rio )
R3o Rs1 Ray Rip Ri; Rip Ropo Roi Rop
R31 Rz Rz 11 Rio Ri Rg1 Rop Ron
R33 Rs1 R3p Riz Ri1 Rip Ro3 Ro1 Rop

En este caso, existen 9! posibles matrices de correlacién para esta regiéon cuadrada y otras
tantas de permutacién; sin embargo, puesto que, independientemente de cualquier ordenacion
que se tome, sobre la diagonal principal siempre se tienen puntos de observacién iguales, todas
tienen la misma traza y, de acuerdo a las propiedades de las matrices de permutacién, el mismo
determinante.

B.2.4 Campos Asintéticamente Regulares y Asintéticamente Ho-
mogéneos.

Sea un SLIC bidimensional de fase minima como el mostrado el la Fig.B.4 cuya respﬁesta al im-
pulso h(m,n) tiene la regién de soporte de N = 8 puntos mostrada en la Fig.B.5. Considerando
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inicialmente como entrada un campo X (t) con la misma regién R de soporte y observando la
salida en la misma regién, de la ecuacién de convolucién bidimensional introducida en la seccién

3.2.2 del capitulo tres

Y(m,n) =

> hk,)X(m—-kn—-1) VmmneR,
YV klcR

se tiene que la salida Y estd dada por

Y (0, 0)
Y (0,1)
Y(1,-1)
Y(1,0)
Y(1,1)

Y(2,-1)

Y (2,0)

Y(2,1)

h(0,0)X (0, 0)

h(0,1)X(0,0) + ~(0,0)X (0, 1)

h(1,-1)X(0,0) + A(0,0)X (1, -1)

h(1, —=1)X(0,1) + h(1,0)X(0,0) + h(0,1)X (1, —1) +

1(0,0)X (1,0)

h(1,1)X(0,0) + ~(1,0)X(0,1) + ~(0,1)X(1,0) +
h(0,0)X(1,1)

h(2, =1)X(0,0) + h(1,0)X (1, —1) + h(1, —1)X(1,0) +

0)X (0,0) + h(2, —1)X(0,1) + A(1, 1) X (1, —1) +
1,0)X (1,0) + h(1, —1)X (1,1) + h(0,1)X (2, 1) +

(
(0,0)X(2,-1)
(2,0)X(
(1,0)X(
(2,0)
(

(1,

h
h(2
h
h(0,0

)X
(2, 1)X
h(1,0)X

0,0) + h(2,0)X (0, 1) + A(1,1)X (1,0) +
1,1) + A(0,1)X (2,0) + h(0,0)X (2, 1) ;

lo que matricialmente puede escribirse como (notacién compacta):

Yo

Yo,0 /ho,o '0 0 0 0 0 0 0 \ /Xo,o\

~ ~ ~ ~ ~ ~ b~

VRV - - ~ - -yl
0 hoo 0O 0 0 0 0 X1
hii hor hog 0 0 0 0 X10
hio 0 hox hop O 0 O X1 |’
0 hio hys O hop 0 0 P
h‘Q,T hl,l hl,() h’l,T hO,l ho’o 0 Xz’o
hoo 0  hiy hig O hoy hog X2

y=Hx.

(B.12)

(B.13)

(B.14)

La matriz de correlaciones asociada a este proceso toma la forma, con N igual al nimero de
puntos en la regién de soporte,

con esta expresion, es posible calcular la potencia promedio del campo Y (t) como

Ry = E{yy"} = H Ry H";

Py = %[—tr {HRxmH"} .
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En el caso de que la entrada sea ruido blanco estricto de variancia unitaria, la ecuacién B.15 se
reduce a '

Ry =HHT, (B.17)
cuyo determinante Ay(y) es
Ayny = Dy Ap = (hoo)?Y , (B.18)

donde, de B.13, se tiene que el determinante Ay de la matriz ‘H es (ho,O)N , con N igual al
numero de observaciones en la regién de soporte involucrada. La estructura de Ry y) es

Ry =
R(0,00,(0,0) £(0,1),(0,0) Rai.00) 30,00 Fa,1),00) Ro.00 F20),00) F2,1),(00)
R0,0),(01) F0,1),(0,2) Rudon faoney  Faa,oi) RoDon  Fronen  Fizn.00)
RoonaD o, ahed  Fao.an fanad en.an  feo.ad fewnad
R0,0),(1,0) F(0,1),(1,0) Rana0 Fae,a0  Raiao0 RoT),a,0 20,00 F21),0,0
Ro,05;1,1)  F(0,1),(,1) Rad.an  faonan  Fayay Ron.an  Feo.an By
Roo,enh Fonend  fned fooed faned feded feoed fened
B0,05,(2,0) F(0,1),(2,0) RaD)e20 oo Faui).2e RoD20 2020 #2120
_ R0 Ro1),21) Raden  Raoey  Faoney ReDeny oy oo

(B.19)
Nétese que los elementos de esta matriz son dependientes de los tiempos de observacién. Los
elementos diferentes (el nimero de elementos en la matriz es de N x N, pero no todos son
diferentes entre si) cuyos argumentos estdn més alejados del origen son:

R,y = h’%,o + h(2),1 + h’%,o + h%,l + h'%,o + h’%,l

R20),21) = hathoo+ hoohot+ hi1hio+hiohi1+ hothoo = R21),20)
Rty = h2ihoi+hiihi1= Ry e

Raa,e21n = hoihin + hoohio + hithos + hiohoo = Rez1),01,1)

Ra0),21) hoahio + haohy 1+ hithoo = R21),1.0)

R(17\/01\ = hojhi7=Ronnn

Raayen = hoghin+highor = Ry

R1),20 = hoohi1+hothio+ hiohor + by 1hoo = R2,0),0,1)
Ro,21 = h21hoy+ haohop = R21),0,1)

R0),21) = h21hop = R@21),00)

Ron,en = hathor = R0
R1),20 = hothao+ hothoo = R2,0),0,1) - (B.20)

Comparando B.20 con B.8, se aprecia cdmo las observaciones en puntos alejados del origen del
campo de salida tienden a ser iguales a las de un campo homogéneo y regular 2; esto es,

Rywnygx — Bvym) Vi k talesque |[j—kl=m si j— (X,Y) o st k— (X,Y),
) (B.21)

2Por el tamafio y forma no simétrica de la regién de soporte escogida para este ejemplo, aparecen algunos
ceros por debajo de la diagonal principal de B.13 que producen algunas peculiaridades, por ejemplo R(20),(2,0)
tiene mayor parecido a R(g o) que Rz 1) (2,1)-
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donde (X,Y) son los valores de las coordenadas del punto de la regioo n més alejado del origen.

Por otra parte, puesto que el sistema H (e/*1, e/“2) es estable, se cumple que, siendo N el orden
de la matriz,

IRymllr, IRmllr < o0,
y de B.21, se tiene que
Jim Ry — Raylir =0,

por lo que ambas son asintdticamente equivalentes:

Ry~ By,
Ry~ HHT, (B.22)
y se tiene que
Ry~ HH) ' ~HTTHT (B.23)

resultado que se empleard mas adelante. Al campo de salida de un SLIC de fase minima ob-
servado en und regién causal cuya entrada sea un campo de ruido blanco de variancia unitaria
y media cero aplicado en la misma regién, se define como Campo Asintéticamente Homogé-
neo y Asintoticamente Regular (CAHAR). Con estos resultados, las observaciones hechas en el
Apéndice A para procesos asintéticamente regulares y asintéticamente estacionarios se siguen
cumpliendo para campos asintéticamente regulares y asintéticamente estacionarios. En el Anexo
B.1 se extiende’a dos dimensiones tanto el concepto como la solucién del problema 34 de {17,
pag. 299]. El resultado es andlogo al que se obtiene en una dimensién, y se emplea més adelante.

Anexo B.1 Sea R la region de soporte finita de N elementos de un sistema bidimensional
invariante al corrimiento g(m,n). Sea X un campo bidimensional con la misma region de soporte
y que se aplica como entrada al sistema g(m,n), yY el campo de salida del sistema g(m,n) con
esta entrada y definido en la misma region. Sea Xnp = {Xmyny» Xmangs - - Xmymy) €l vector
de orden N coTrespondienic . v viuciwcouih I we bud 4% Lubui Lo wob LwiipU oa Cib 600 PuittUs b
la regidn R. Se define la entropia diferencial H(Xyp) del vector X yp como

HXynp) 2 E {m [ (B.24)

Sl
PXyp (xnp) 7

donde px , .(Xnp) €s la funcion de densidad de probabilidad conjunta de orden N de Xyp. Se
trata de obtener la_entropia diferencial de

Ynyp=AXpnp, (B.25)

donde A es la matriz asociada al sistema g{(m,n) (esta ecuacion es equivalente a B.14).
La transformacion lineal Y = AX +b, para la cual A es una matriz cuadrada deterministica
y b es un vector deterministico, tiene una f.d.p. py(y) dada por [17, pag. 21]

px(A™'[Y - b))
[A an|

py(y) = (B.26)
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donde A" es la inversa de A y |Aan| es el valor absoluto de su determinante. Puesto que A~
es unica, se tiene que [14, pag. 565]

px(x
py(y) = Z& : S (Ban)

|Aan] S 3

= MG ‘é ;’

con lo cual ) ,;./f

1 1 g
HYyp)=E{In|———— | =E{ln|——— | } + n|Aan]| , (B.28)
pXNP(XNP) pXNP(zNP)
es decir

H(Xyp) = HXpp) +1n|Aan| (B.29)

La matriz A puede tomar diversas formas segin se tome el ogdenamiento de la region de soporte
R. Cada ordenamiento distinto produce distintos ordenamientos en Xnyp, A yY yp. De hecho,
esta ecuacion se cumple para cualesquiera regiones de soporte de X y g(m,n), causales o no
causales, siempre que la matriz asociada a la transformacion sea cuadrada y con inversa unica.
Para el caso particular de que tanto X como g(m,n) tengan una region de soporte causal, y que
la salida se observe también una region causal, uno de esos ordenamientos produce una matriz
diagonal inferior, como en B.13, cuyo determinante es simplemente (g(0,0))", con N igual al
numero de elementos en la region. Empleando las matrices de permutacion y sus propiedades,
los determinantes de todas las posibles matrices A son iguales, con lo cual

H(Xyp) = H(Xyp) + Nln|g(0,0)] . (B.30)

Puesto que la entropia diferencial normalizada del campo Y puede escribirse como [14, pag. 587]

) 1 1
oy = mm —a(x = nm —im\y Y Lo x 5.5t
Y Noveo N \LNP) Neoo N I'my,ngs Yma,ngs mynn) s \ }

sustituyendo en B.30, se obtiene finalmente que

— - 1
Hy = Hy + §1n|g(0,0)|2 . (B.32)

donde Hx es la entropia diferencial normalizada del campo X y el logaritmo se ha expresado
en una forma que conviene en secciones posteriores.

B.3 Resultados de Prediccion Lineal en Dos Dimen-
siones.

Sea un campo aleatorio bidimensional homogéneo X (t) con funcién de densidad espectral
fx(e?“1 e72); la variancia o potencia del error P de predecir X (0) en términos de todo su
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“pasado” (todos los puntos fuera de la regién causal R, o complemento de R), estd dado,[24] y

[28, pag. 224], por®
dwi d
= exp {/ / In fx (e, e7?) 1 w2} . (B.33)
-7 2 27

Una regién de soporte causal finita R de N’ elementos que excluye al origen, como se muestra
en la figura B.6, se define como region de prediccion causal [8, pag. 205] y es posible emplear
una versién bidimensional de las ecuaciones de Yule-Walker [8, pag. 207] (algo equivalente a
predecir en términos de los N valores pasados més recientes del caso unidimensional):

o000
so 00
s o0
oo e @

3!

LN N 2N ]
L R R ]
e o o
L 2R R ]

Figura B.6: Ejemplo de Regién de Prediccién Causal con N’ = 40 elementos.

R(k,1)— > a(i,j)R(k—i,1—j)=0, (B.34)

Vi jeR
expresién que puede escribirse como un sistema de ecuaciones de N’ x N’ cuya solucién pro-

pormona el valor de Tt oL 0N Y it A VN AL v L N AR TE SN
potencia del error de pred1cc1on de orden N PN/ es [8, pag. 207]

Py =R(0,0)— > a(i,5)R(,J) - (B.35)
VijeER

Las expresiones B.34 y B.35 forman un sistema aumentado de ecuaciones de orden N’ 4+ 1= N
cuya solucién proporciona los valores de los N’ coeﬁc1entes a(z, 7) y el valor de Py,. En particular,
se tiene que (14, pag. 458|

PN/ = , ANI >0 ; (B36)

donde Apns y Anry1 son los determinantes de las matrices de los sistemas de orden N’ y de orden
N'+1, respectivamente. Al aumentar el nimero de puntos o tamaiio de la regién de prediccién
R, de modo que tienda a ser la misma que e] complemento de la regién causal R, el problema

3En una dimensién, Papoulis (15, pag. 424] le llama Férmula de Kolmogoroff
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tiende a ser igual al de prediccién empleando todo el pasado del campo, es decir, por B.33 y
B.36 se cumple que

. . A dwl de
P= lim Py = | / / 1 jor_giun B.37
Jm po= Jim Rt m oo [ [ i, T2 @

Jain [29, pag. 291] presenta este resultado usando algoritmos que emplean recursividad en ambas
dimensiones. Al tomar el logaritmo del error de prediccién , se tiene que *

dwy dwg
2 2w

Apne
InP= lim In M4 = lim —lnAN-/ / In fx(e9?, e32)

B.38
'—00 N N—ooo N ( )
lo que es un resultado similar a [14, pag. 531]. La cualidad de B.38 es que relaciona determinantes
con espectros en dos dimensiones sin emplear los teoremas de Formas Asintdticamente Tgeplitz

de Grenander y Szegd, aunque para obtener la potencia del error de prediccién P se modificaron
estas ideas de Grenander y Szego.

Como ejemplo, si se considera una regién de prediccién como la de la Fig.B.5 (sin incluir el
origen), el sistema de N = N’ + 1 queda

1 Ryy Ry Rip Ri1 Ry1 Rz Rgg Py Roo
0 Roo RT,z Rl,l RT,o R2,2 R§,1 Ri,o ap,1 Roa
0 R1,2 Ro, RO,T Ro,i R1,0 Riy RT,§ a1 Rl,T
0 Rl,] R(),l RO,O RO,l Rl,l RI,O RT,T @10 _ R]yo (B.39)
0 Rio Ro2 Ro1 Rop Ris Ri; Rip a1 Rip |’
0 Ry Rio By Ry3 Roo Roi Rz asy Ry7
0 Ry7 Rin Rio Ry1 Roy Roo Ror az Rap
0 Rop Rip Rin Rip Ro2 Roi Rop az1 Raa
y la matriz con determinante Ay es
Roo Ro1 Ry Rip Ryy Roy Rz Rt
Roy Roo Rip Ry, Rip B3y Rz Hzp
Ry Rz Roo Ror Roz Rip Rig gi,i
_ | Bio Ry1 Rox Rop Ry Riy Rip Rig
R= Rip Rio Roz2 Roi Ropo Rip Rip Rip |’ (B.40)
Ro1 Re3 Ripo Ry7 Ry3 Rop Ro1 Ro3
Rop Ry7 R1n Rip Ry7 Roa Roo Rox
Rp1 Rao Ri2 Rin Rip Ro2 Roi1 Rop

que es igual a la matriz de correlaciones B.7 asociada a la regién causal de la Fig.B.5. Estos
resultados se emplean en la siguiente seccién.

4Ver seccién A.4 del Apéndice A.
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B.4 Reduccién de D(S, S).

Considerando que S es un campo regular, gaussiano y homogéneo, de la definicién introducida
en el Capitulo 4, se tiene que

— . — 1 1 1
D(S,S) = —Hg+ -2-1n(27r) + 51\1,1_2{1)0N'ID(A5)
l _
+3 dm i {Rsm Rty 5 (B.41)

donde Ag es el determinante de la matriz de correlacién de orden N del campo S y Rsvy) ¥y Rsv

son las matrices de correlaciones de los campos S y S respectivamente. Se consideran nuevamente
dos casos: cuando S es un campo asintéticamente regular y asintéticamente homogéneo y cuando
es regular y homogéneo.

a) S asintdticamente reqular y asintdticamente homogéneo. Primeramente, se denota al
campo S como $° y a su matriz de correlaciones de orden N x N con B_ga( ) bara diferenciarla
de la matriz de correlaciones Ry del mismo campo cuando es regular.y estacionario. Del
Anexo B.1 se tiene

1
Hg. = Hx + 5 1n]g(0,0)"
Por otra parte, de B.38 se tiene

dw1 ClUJQ

Lmag— 1 jur | giwe .
1\}1m IIAS / [7; nfxe , € ) o 271_

Puesto que Rsany ~ Ry, POr la propiedad c¢) de matrices asintéticamente equivalentes, se
puede escribir

1.1 ] 1
y como se considera que S es regular y homogéneo, de B.23

ES(N)_I ~ H_T H_l :

donde H es la matriz asociada a la respuesta al impulso de un sistema de fase minima. Con lo
anterior, se tiene

1.1 1 »
3 4m 7 {BemBsim} = 5 Jim 5t {Rse Bsim
| - T4 ,-1
= 5 dim i (R (HTHT
1. 1 1 T .

expresion que, comparando con B.16, proporciona la potencia de la senal de salida de un sistema
que es el inverso de uno de fase minima H(e’“1, e’“?), con entrada el campo regular S, como se
indica en la Fig.B.7. Se tiene entonces que
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W
-
N

H (ejW1 , eJw2 )

m = —00
n = —00
Figura B.7: Sistema Inverso
1 . 1 - n f~(ej“’1 ejwz) dwl dw2
Pz;=-1 —t o / S ! ;
z 2N1—]->I<1>0N T{H —SH 2 -7 |H(ej“’1,ej“’2)|2 2 2w
es decir
fa(e?, €7?) dwy dwsy
Ly —tHRHT—// . B.44
2 Nooo T{ S } 2 fs(e?1,e*2) 2 2w ( )

Sustituyendo B.38 y B.44 en B.41, y sumando y restando 1/2 y -

dwy d
2/ / In fi (31, ¢2) w1 w2’

2 27w
se tiene
3L emw>umWMWWﬂ1M“%
S,S —In R =1} ==
~ 2 fS (e7“1, e?*2) fs(e?¥r, e7w2) 2r 27
dwy dw
-Hx+ —111(27re / / In fx(e?*1, e¥2) 1222 (B.45)
2 27 27r
b) S R Jﬂx,u 3" ;ju.wuyv‘uvu} :\, \;\,;uvumuau’» yluuvxuu;\,uu\, 1 uAl.upuuuL :; ;S :)ul.u;ubuo\.,,

inicialmente, que X es un campo normal, con funcién de densidad de probabilidad conjunta de
orden N dada por 3.7. Aplicando la definicién 3.15 se tiene

— 1 1 .
— lim — B.46
Hy ]\;E'nooNEx In (B.46)

b
-1 -
1 {"%KT Ryn ’—‘}

——e
VvV @mN Ax(n)

donde Ex { } indica el valor esperado con respecto a X, x es el vector de N variables aleatorias

del campo X, y Ax(n) es el determinante de la matriz de correlaciones Rxv del campo X.
Entonces

1 1 1
Hy = 5 ln(27re) + —2- 1\}1—{%0 NAX(N) , (B47)

ya que

1 1 _ 1
Ex {—sz RX(N)X} = Ex {5”’ (Rx(w) EX(N))} =N
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Por B.38 se obtiene

— 1 1 pm (7 o dwq dws
Hx = =In(2 = jur | giwr —
X 2 Il( 7!'6) + 2 [—w /—7r In fX(e € ) 21 27

que es 3.21. Si ahora este proceso normal X se aplica a un SLIC con funcién de transferen-

cia G(e’*1,e’?), entonces el campo Y de salida serd también normal con entropia diferencial
normalizada

(B.48)

dwy dwz

Hy = 1ln(271'e) + 1/7r /w ln{fx(ej“’l e92) |G (/1 ejw2)|2} - (B.49)
2 2J-nJn ’ ’ 2 27’
con lo que se obtiene
—_ 1 g7 m : . dw d
Hy = Hx + —/ / In G (efr, efwn)> 21202 (B.50)
2 - J-7 2 27

Suponga ahora que X no es normal. Del Anexo B.1 se obtiene el resultado general B.29.
H(Y.np) = HXyp) + K ;

donde K = In|A sn| es una constante que sélo depende de los pardmetros de la transformacién
lineal G(e?1,e72) con respuesta al impulso g(m,n) e inversa tnica, i.e, es independiente de
X . Si ahora se considera una transformacion con regién de soporte que tienda a ser de tamano
infinito, se obtiene

ﬁy = ﬁx + I\lflm In IAAN| ; (B51)

el dltimo término del lado derecho sigue siendo independiente de X, y ademads es una constante
finita ya que se supone que G(e’,e’?) es estable. Como se ha visto, si X es normal este
término constante es igual a la integral en B.50, y puesto que es independiente de X, debe

ser igual a esta integral para cualquier campo X [14, pag. 569}, es decir, B.50 se cumple para
cualquier campo X.

Con el resultado anterior, se tiene que

- — - Y 7.

Hs=Hyx+ - In|G(e/“?, &%) — —
s=Mxtg ) ) e e
y con un procedimiento similar al anterior, la ecuacién B.41 se reduce a

jwi_ eiwa joi_eiwz)|? Jjw1 w2 d
D3, 5) 2/ / (f en ehn) |G ) fx (e e )_1>dw1 ws
S

(&1, eTw2) fs(e?*1, e?*?) 2r 2w

) 1 1 fn fm o sy w1 dws
_ - _ Jw1  pJw2
HX+21n(27re)+2/_7r/_Whlfx(€ e )27r on
— 1o fa(e?, e2) fa(e?, e9?) dw dwy
S9=5[ [ ( ferr, ey Mg o) T ) 2x om

dwq dwg

1
~Hx + In(2re) + / / In fx (e, een) S0 £2

es decir, sélo cambia el término que involucra al logaritmo en la integral.. El primer término del
lado derecho de B.52 se conoce como Distorsion de Itakura-Saito Bidimensional [9]. Nétese que
los ultimos tres términos de B.45 y B.52 no se cancelan ya que X no se considera gaussiano.

, (B.52)
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