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Lgia tesis se fama “Cpisculo Poliddrice” porgue se trata de un lrabajo con pequefia
extension gus muesiTa algunas proposiciones y reflexiones pxias sobre i
descriptiva v otras paries de la matemética , asuntos mmporiantes para el
pues siendo ésta la "clencia de la extension” resulia il6gico prescingir de eila , tanto
como si 1a geometria v la matemdtica pudieran evitarse mufuamente . Fl adjetive
"noliédrico” lo es en dos sentidos | se trata del estudio e los poliedros , 1.e. ¢l estudio de
los sélidos clasicos de la geometria euclidiana , los que conocimos bien de entre fos
&ibumes de recories para hacer pirdmides , prismas , cubos y muchos olros ; de aquéilos
que zl ver la pagina impresa crefa uno abanicos , Perc en pocos minutos emergian como

istales i uno tenfa suficiente curiosidad v paciencia , y si no le importaba mancharse de
engrudo . Y en el ofvo sentide lo es por su intencién de ser "multifacético” , 0 sea que
nodiera tener suficiente calidad para resolver muchas cuestiones graficss .

Aungue el tema geométrico es anacronico en ¢f coniexio que han despiegado
aguélios ingenios eficientes y proficientes , productos de las nuevas tecnologias (7) , no o
es , afortunadamente , en el del humano pres estamos heblando de una disciplinag que se
ha practicado durante siglos sin vanaciones y en su modo esencial , a saber , en 12 mente
v en la tierra como lo hace sentir la misma palabra de origen griego . Perc insistir en ol
estudio de un tema frivial no debe ser motivo de encono para nadie . 5i Spmoza logrd
exponer la éiica segin el método geométrico , /porque no habriamos de hacer algo
parecido , aln si ¢l resultado es modesto?

La geometria de los pofiedros , como auténtica "retérica visual" | deja percibir esa
suerte de "vocacién” por lo humano . Reflexionemos un poco /acaso no 8¢ habian visto
implicitos en el arie , sea en la omamentacion de una mezquita , ¢ en ¢l vitral de una
catedral |, evidenciando el carjeter didéetico éste 7, | v acaso la publicacién de los
iratados de la ciencia perspectiva v 1a edad del humanismo renacentista no fueron
apontecimientos contemporaneos? | jacaso aquelios no fueron Husfrados con deleitables
Sguras al grabade de magnificos "mazzocchios” y cristales |, cus como stmbolos
indefectiblemente anuncigban nuevas luces al conocimiento 7, / 0 e UESHO siglo entre
‘os despeios que forman ef "boneyard” de las civilizaciones que les Hama Claude
Bragdon a algunas intenclones gue precedieron al disefio , no 508 hace saber de iz

L
5

ecesidad de escuadrifiar en una grifica de n-dimensiones 7. Poreso, ¥ tomandc en
seria como elementos las vicisitudes que han visto estos inguistanies entes geoméLricos
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como "imagineria” valida para inventar un disefic que coincida en ese espintu del arte | ©
para que funcione como réplica en funcion del disefio grafico .

La aproximacion al tema se antoja bien elemental : basta saber sumar , restar ,
maltiplicar , dividir y radicar . Combinando estas operaciones como lo ensefia el dlgebra y
la geometria , podremos cumplir una condicion fundamental del disefio , viz . la
representacion grafica .

Primero ;qué son los poliedros? , ;como estudiarlos? , ;es aventurado pensar en und
"praxis” (7) de los poliedros? . Una definicién provisional sencilla : los poliedros son
figuras geométricas sohidas compuestas inicamente por superficies planas . La definicion
completa sera dada mas adelante . La esencia de estos enies geométricos se puede
advertir sin dificultad en casi cualquier lugar , en objetos creados por 1a naturaleza o
construides por el hombre : un cristal como primer ejemplo y un edificio como segundo
dan ejemplos claros de que estamos relacionados con ellos de alguna manera .

Puedo decir que han instigado las mds ingeniosas obras humanas y gue con
seguridad continuardn haciéndolo en el futuro . Un sistema en forma de pentaprisma , por
ejemnplo , resuelve en la cdmara fotografica moderna el paralaje entre los ejes de los
lentes ocular v objetivo ; las ctpulas gecdésicas inventadas por R. Buckminster Fuller con
propositos arquitectonicos resuelven la cuestion de envolver un volumen dado con
minimo material constructivo , ademas de estar construidas exclusivamente con tridngulos
, incrementando significativamente la eficiencia estructural en edificaciones conocida
hasta entonces.

Sin duda es en el terreno del arte donde se reconoce con mayor frecuencia la grata
presencia de fos poliedros . Tropieza uno con elios en los milltiples tratados de la
incipiente ciencia perspectiva , en el famoso grabado "La melancolia” de Albrecht Diirer,
en la marqueteria del renacimiento italiano con el gjemplo de Fra Giovanni Da Verona,
en el trabajo grafico de Maurits Cornelis Escher ; o hasta en algunos ejemplos del arte
escultérico de hoy dia .

Los poliedros han sido claves para entender cémo funciona la naturaleza :
radiolarios , polen , semillas , virus , minerales son en sentido lato peliedros. De entre
todas las formas que conocemos o que la mente pudiera conjurar jcoémo es que la
naturaleza tiende a construir formas semejantes a poliedros en algunas de las solucicnes
que aplica en las manifestaciones morfologicas de su obra? ; una explicacion radica en la
relacién que guarda la materia {expresada como forma (1)) y la energfa : la sola existencia
significa consume de energia , por éso es primordial en las estructuras organicas (y en
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clerto medo también en las inorganicas) desarrollar maxima eficiencia (motriz |
protectiva , generaiiva , &.¢.) con el minimo gasio de energia .

En el mundo mineral (no hay sjemplo mas clare) , comprobariamos de maners
experimenta!l en un laboratorio | o también es thell mpaginar | que st las moléoulas gue
componen una sustancia "prefierieran” alterar las distancias de eniace atdmico | podrian
"escoger” el sistems cristalino en el cual cristalizar . Sabemos bien gne una misma
sustancia crisizlizada en distintos sistemas presenta propiedades guimicas v fisicas bien
distintas . Semejante operacion insumiria tna cantidad de energia superior en el sistemna
monoclinico gue en ¢l cibico , por ¢iemplo .

Démonos cuenia que distintas soiuciones morfolégicas adoptadas por diferentes
individuos obedecen a condicionantes cspecificas del ambiente o el lugar en gue se halian
, vV por regla general resulta imposible reproducirlas en circunstancias distintas 2 las que
originalmente las establecieron . En consecuencia aparece la diversidad de formaen fa
naturaleza . Las especies son |, por asi decirlo , variaciones sobre un mismo tema |

Eventualmenie una solucidn de "disefio” natural llega a un nivel expresivo
denominado ingenuamente en érminos humanos "belleza” | {concepto muy relativo que
se presta al prolongado debate) de la cual ¢l hombre exirae inspiracion v deleite . Sin
embargo | 1a belleza no es 1a finalidad de la naturaleza { no significa que ésta sea frugal en
hermosura v espectacularidad |, mas bien al contrario) | de aqui el hombre concluye que
¢lla jamnés hace algo en vano , v que tampoco organize las cosas de manera gratuita , sin
una ordenacidn bgica v armoénica , pues todo en ella es "mesura”.

Muchas civilizaciones de la antigiiedad fueron particularmente sensibles y atentas a
estas manifestaciones , v lograron adaptar y aplicar esta expresion vital en la creacion de
canones v cartabones artisticos |, ademas de utilizarias como criteric para la
fundamentacion formal de una arguitectura , una cerdmica , una orfebreria , una lapidana ,
&.c.

Biemplos clasicos se conocen de la Grecia antigua , & saber en su arquitectura : los
caracoles marinos v ta hoja de acanto legan a integrarse , con minimas alieraciones
formales , como elementos crnamentales caracteristicos en las fsonomias de las colummas
jonica v corintia .

Sir Theodore Coock mencions en su obra "The Curves of Life” gue la parte conica de
an ceraco! marino puede utilizarse nara frazar 1a voluta propia del capitel jonice : basta

2

con enrollar un cordel en las esirias del caracol v anudar un l4piz en et otro exiremo |
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colocando el caracol verticalmente se obtenia una espiral perfecta si se desenrrollaba el
cordel cuidadosamente (fig.1) .

(Los poliedros han inspirado algo semejante? ; uno de los didlogos de Platon | ¢l
llamado "Timeo" regisira lo que se debe considerar como el primer fexto con reflexiones
acerca de los poliedros . En el texto se puede interpretar que se define la estructura del
universo : Ya que los elementos se consideran cuerpos , ¢l Demiurgo , "aquel que ordena
" {2) vy a partir de una numerologia elemental condensada en la "Lambda mistica” (3)
procede a inventar dos tipos de triangulos |, uno recto isosceies v otro escaleno recto cuyo
primer lado es Ia mitad de Ia hipotenusa . Uniendo estos tridngulos de diversos modos
logra construir un cuadrado v un tridgnguio equilétero . Reproduce el cubo que hace
corresponder con el elemento tierra , el tetraedro que hace corresponder con el fuego , el
octaedro que hace corresponder con el aire , el icesaedro que hace corresponder con el
agua vy al final sdlo hace alusion al quintaesencial | el dodecaedro afiadiendo "...dios
utilizd (éste) para envolver al conjunto , haciendo un patrén de figuras animales {el
zodiaco) en la superficie.” (4) | pero es necesario decir que no esta formado con los
trianguios modelo . Debo agregar gue el concepto de los elementos aparece antes que
Platén v es posible que se deba a Empédocles . Y quiza por el mismo tiempo algwien en
la Etruma construy$ un dadoe con forma dodecaédrica inspirandose , seguramente , en los
cristales de pirita que por €sa regidn eran abundantes .

Hombres dedicados a Ia ciencia y el arte hicieron uso de los poliedros . Confamos a
Arquimides de Siracusa ; luego a Campano de Novara en la edad media . Leonardo se
ocup6 de ellos ; Albrecht Diirer , Piero Della Francesca , Luca Pacioli también . A la vez
del animo manierista y de la proliferacion de tratados semejantes , el famoso orfebre
nurembergués Wenizel Jamnitzer , asistido de 1a habilidad de Jost Amman 108 pone en su
inquietante libro "Perspectiva Corporium Regularmum” . Kepler armé la impresionante
maqueta del universo inscribiendo los sdlidos platénicos en sendas esferas concéntricas
ajustadas con precision criptica , v casi al mismo tiempo se tallaron en piedra para
decorar unas tumbas en algim lugar de Inglaterra . Luego Nicolaus Steno y Hatly tambien
, con tal de acercarse a la estructura interna de los cristales . Y en fin , pasando por L.
Fuler , Louis Poinsot , Alicia Boole Stott { hija del famoso George Boole ) , liegamos
hasta las indispensables triquifiuelas de Martin Gardner , comprobandoe que sobre ellos y
otfras cuestiones parecidas todavia se puede esoribir .

Debido a que la geometria se encuentra sustentada en una base axiomatica clara y
que , por lo tanto , poco lugar encuentran interpretaciones o significados otorgados hasta
cierto punto con arbitrariedad {como los que propone Wassily Kandinsky en su libro
"Punkt und linie zu flache” { "Punto y linea sobre el planc” } , acerca de puntos , lineas y
otros clementos geométricos ) , creo necesario retomar los axiomas de la geometria



suclidiana , s bien con imperceptibles cambios que no creo cansen alguno de los
wcidos caos geométricos . Bsto dar apoyo a las construceiones que se hardn en el
resto del presente trabajo (5) .

L: punto es agueilo gue no tiene partes . Referido 2 otros puntos |, éste solamente
fiene posicidn .

21 se puede wrazar una recta de un punto cualquiera 2 otro puntc cuzlguiers

3: se puede prolongar continuamente una recia finita en Hnea recia |

4. se puede describir una circunferencia con cualguier centro v con cualquier radio .

3: todos los dngulos rectos son iguales entre sf |

&: 2 través de un punto dado existe una sola paralela 2 unz Haesz dada

7. tres puntos distintos 1o colineales ; ura recta y un punto , o dos rectas que se
wtersectan |, determinan un plano

8. si nay 5 puntos , 4 de ellos en ef espacio de tres dimensiones existe uno que no
estd en ese espacio tndimensional |

Utilizaremos extensamente la geometria euclidiana | pero sin dejar de utilizar a
otras igualmente importantes donde resulie conveniente . Pero no olvidemos que ia
clasica restriccion al uso de la regla y ef compds fué observada vy respetada durante
muchos sigios . Bl avance del conocimiento hizo que esta practica desapareciera ,
conservandola , probablemente |, algunos de los pocos artesanocs dedicados a fabricar
mstrumentos sencillos como astrolabios v ofros semejantes . En este {rabajo insistiré en
utilizar exclusivamente regla v compés , pues a excepcidn de contados casos las
construcciones que haremos son basicamente cuadréticas , o sea podemos encontrar una
media proporcional entre dos segmentos | pero no podemos construir dos medias
proporcionales continuas , una sucesion de nlmeros general | un segmento que Tepresente
a un ndmerc resultado de una fincidn trigonométrica v otros oasos similares mediante un
nimero finito de pasos o iteraciones de una scla construccién (6) .

Sabemos bien que los nlumeros racionales son los que se pueden representar en la
forma A/B | con la condicion de gue A v B sean nimeros enteros v B=0. Si fenemos dos
segmentos diferentes , v uno corresponde a Ia unidad | 2! otro le corresponde un nimero
que puede ser Tacional o 1o , que s¢ denomina longitud del segmento . Nimeros
expresados en iz forma a/b o V (a/b) pusden construirse cuadriticamente i e. con regia v
COmnas .

Si tenemos un segrenio a v otro b , v wasladarnos uno & continuacion de oiro sobre
la misma ifnea , el segmento a+b representard la suma gréfica de estos dos segmentos . 8i
femernos un segmento 2 y olro b v nrocedemos de manera simifar | obtenemos sl

segmenio a2-b que revresents Ia diferencia grafica de estos dos scomentos (fies. 2 v 3) .
3 e Seblbh bisbcch



Consideremos dos rectas que se cortan . Si a partir del punto de interseccién
trazamos un segmento equivalente a la unidad sobre una cualguiera de las rectas y en la
otra el que corresponde al primer factor , podemos unir sus extremos mediante una recta .
Si ubicamos el extremo del segundo factor en ia primera recta v {razamos una recta
paralela a la primera que una los extremos del segmento unidad v el primer factor |
intersectard a la linea en el extremo del segmento producto . Esto es la multiplicacién
grafica . En la figura esté representado ¢f producto 3X2= 6 (fig4) .

El caso de la divisidn es inverso al de la multiplicacidn | i.e. el dividendoe
corresponde al producto , el divisor al segundo factor v ¢l primer factor al cociente .

Dividir un segmento en partes iguales es muy sencillo . Existen varios métodos a
utilizar , unos muy evidentes , otros muy elegantes ; el que describo a continuacion tiene
la virtud no solo de dividir un segmento sino también a cualquier rectangulo construido
sobre ¢l (de paso establece una hermosa teoria de proporciones caracterizada por
expresar cantidades alicuotas) . Aparece en el cuaderno de Willars De Honnecourt |
arquitecto y constructor oriundo del puebio homénimo . Este mismo método de
construccion se conoceria con el nombre de "canon de los orfebres de Basilea” segun dice
Hans Rayser (7).

Hn el recténgulo ABCD | a es el punto medio del lado AB ; la interseccion entre DB
v aC proporciona la division del lado AB en tres partes iguales , la interseccion de D1 y
aC proporciona la division en cuatro partes iguales , la interseccién de D2 y aC
proporciona la division en ¢cinco partes iguales | y asi sucesivamente {(fig.5) .

Bajo la razon en que un punto C divide un segmento AB se entiende 1a relacion
AC/CB . Designémosia con la letra griega A , A~AC/CB , esta expresion que tiene el
aspecto de una fraccidn ticne , ademas todas las propiedades de una fraccion . La relacion
en ia que el punto divide al segmente se¢ compone de la siguiente manera : numerador a
partir del origen hasta el punto diviserio ¢ ,denominador del punto divisorio ¢ hasta el fin

{(fig. 6).

La 1gualdad de dos razones s¢ denomina proporcidn . Siconsideramos cuatro
segmentos A , B, C vy D se dice estan relacionados mediante una proporcion geométrica
si A/B=C/D . Se llama discontinua en un caso general cuando A , B, C y D representan
niimeros diferentes , v se llama continua cuando dos de estos ndimeros son idénticos . La
proporcion tipica es entonces A/B=B/C o0 B=AC.



B={AC) es Hamada medis provorcionsl o media geoméirica entre Ay C . En ls
proporeidn A/B=C/0 ) Ay D se denominan extremos , By C medios . Bnuna
proporcidn el producto de los medios es igual al producto de los extremos , esto es
AXD=BXC . La raiz cuadrada ¢e un nlimero A {y en consecuendcia , el nlimero gue
representa la longitud del segmento s considerar) o8 ofro ndmero tal que , mulitpbicado
por s mismo reproduce ef ntmerc origing! A | se representa VA |

Consideremos una proporcidn continua de tres términos |, en [a cual 108 exiremos son
la unidad v el nfirerc A . La raiz cuadrada es media proporcional enfre ¢l mimero Ay ia
unidad | i.e. ANA=VA/L . Lo anterior sugiere una construccién para obtener ia raiz
cuadrada gréficamente : construimos el segmento A+1 v sobre ésfe una
semicirconferencia , por el extremo de A levantamos una perpendicular indefinida |, segin
se observa , esta linea v Ia semicirounferencia se cortan en of exrremo del segmento
requerido VA (fig.7) .

Se denomina inverso o reciproco de un ndmero , a otro gue cumple con la siguiente
condicion © ef nimmero inverso multiplicado por el original reproduce la unidad . Bl inverso
del nlmero A se representa 1/A . A esta relacidn entre ntuneros le corresponde una
transformacion (8) geométrica denominada inversién circular . Por definicion , el punto
inverso P de ofro P' con respecto a un circulo , situados ambos sobre 12 misma linea OF
es aquel cuya distancia al centro del circulo es igual a /0P, siendo 1 el radio del cireulo
. st =1 entonces OP=1/OP' . Bn la figura 8 fe muesiro la construccion geoméirica de un
punio inverso de otro (fg.8)

El coneepto de reciprocidad tiene una importancia extraordinaria y adquiere maximo
significado cuando se le encuentra dentro de la teoriz de proporciones . Jay Hambidge
concede amplic espacio dentro de su (indispensable) obra "The Elements of Dynamic
Symmetry” al concepto , v expone claramente las asombrosas relaciones numericas y
geoméiricas que surgen de la imeraccidon de la diagonal de un rectangulo con la
perpendicular trazada desde cualquier vértice . Las propiedades de estas lineas logran la
unidad entre las simetrias denominadas por ¢l como "estética” v "dimdmica”. Supongamos
que tenemos un rectangulo abed v 1a relacion entre ¢l lado ac al ed es , digamos , como la
unidad 2l nfimero 2 . Tracemos fa diagonal ¢b y luege la perpendicular am a ¢b ; tenemos
que ¢l segmento om representa el nlimero reciproco a aquel gue representz el segmento ¢
, e este caso em=1/2 v od=7 (11g.9) .
ital importancia considerar que 108 SegmIenios Mo , 26 ¥ &

anie |, es decir , que sus longitudes estén en progresidn geoméirica .
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¢Existe un rectangulo tal que , al restarle un cuadrado (la unidad) , obtengamos su
reciproco? | la respuesta es afirmativa como el mismo Hambidge demuestra y ia denomina
"rectangulo de los cuadrados rotantes” pues la construccion que permite determinarios se
repite indefinidamente dentro del rectangulo . No es ofro que el "rectangulo aureo” . El
valor numérico que relaciona los lados de este rectangulo , como es bien sabido , esta
expresado por un ntimero irracional raiz principal de la ecuacidon X*-X-1=0 vy,
siguiendo ¢l ejemplo de Matila Ghyka v H.E. Huntley se reconoce con la letra "
mintscula del alfabeto griego . asi ¢ = (V5 +1)/2 = 1.6180339887...

Las funciones mgonométricas nos serdn de mucha utilidad y las comprenderemos
mejor si pensamos cn ellas en términos de divisiones indicadas o fracciones { fracciones
propias en el caso del seno y ¢l coseno , ¢ mdistintamente propias e impropias en el caso
de 1a tangente ) (9) , formadas por los nitmeros que representan las longitudes de los
elementos lineales de un tridngulo recténgulo {catetos ¢ hipotenusa) en funcion de la
abertura de los angulos del mismo .

Fn la figura 10 , o es el dngulo del cual obtendremos las funciones seno , coseno y
tangente ; a representa la hipotenusa , b el cateto opuesto al anguio y ¢ el cateto
adyacente :

sen¢ =b/a;cos =¢/a;tan @ =b/c

Una matriz se define como el arreglo rectangular de niimeros dispuestos en "m" filas y
"n" columnas . Ejemplos de matrices son las siguientes ,

0 -2 1 372
i 2 -1 1 2 3 0
a2 3 b) c) d)
3 ¢ 3 5 34 2 ©
4 6 7 -3

Cada 1mo de estos nlzneros se les denomina elementos .Una matriz se denota con
letras maytisculas y sus elementos con mintsculas

411 ajz 813 - in

421 azz 423 - @&
A= Jajj =



7l subindice i indice el nfimero de 1z fila v ¢! subindice j ¢ nimere de la columna
Fi orden o dimensidn de una matriz ssté dado por el nimers de filas v columnas , asila
matriz con m flas v & columnas es de orden m ¥ n . Si una matriz fiene solo una flass la
denomina mairiz fla o vector fila v si Hene una sola colunmaz se {a denomine matriz
columna o vector columna . Ast | en los eiemplos ¢

a) ge trata de un vector fila , b) es una "matriz cuadrada” debida 2 que el ndmero de
filas coincide con el de columnas . Se dice gue es de orden 2X2 , ¢) es un vecior colurmna

, 4} es de orden 4%

Fxisten muchas operaciones mateméticas posibles con las matrices , y de entre éstas
utilizaremes la multiplicacion que , como se hara evidente , es la gue permite un irdnsio
facil entre el trazo v el nimero . Tomemos una matriz de orden nXm y una segunda
matriz de orden rXs . Para que la multiphicacion esté definida , el valor de m debe ser
igual 2l de 1, 1.e. el nimerc de columnas en la primera matriz debe ser igual al ndmerc de
filas en la segunda matriz . Asi, en un caso general , si |Al es una matriz de dimension
4¥3 v |B| es una matriz de dimensién 33 , el producto |A X B es una matriz de
dimension 4x3 definido por

ajl 2§12 213
by bz bz
#3142 873
AR = 1A X Bl = by: boy byy =

%35 b

e
i v

7 b33
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41011 by ag3bsr agibiotagbastassbsy  aqbiztassboztassbss.

Como se puede notar , es indispensable utilizar matrices ; conviene hacer una visita
a esos libros gque tienen alguna introduccion al tema .

Puede decirse que no tienen nada que ver con la representacion grafica y menos con
el disefic grafico . {Insidioso error! : | una expresion matematica y su correspondiente
grafica son lo mismo ! . Cada nimero en 1a matriz denota una de las coordenadas del
extremo del vector que une el origen con cada uno de los vértices de una figura .

Tradicionalmente es en el espacio bidimensional (el plano) donde se desarroila 1a
grafica v el disefio como tales ; en consecuencia se impone fratar la interaccidon de la
geometria y el disefio como operaciones de simetria en ¢l plano . Posteriormente veremos
que sucede en el espacio tridimensional .

El plano es el espacio de dos dimensiones , es decir , existe longitud v anchura pero
no espesor . Una discusion completa acerca del plano y sus propiedades seria , cosa
ambiciosa v no exenta de cuestiones gue por si solas serian objeto de otro trabajo , por lo
tanto intentaré tratar (inicamenie con cosas que fienen , considero , relacién mas
mmediata con nuestros propositos .

" ... Como Bruno Ernst explicaba ' en un principio una division regular del plano es
un rompecabezas con piezas idénticas ' . Por idénticas quiere decir 'congruentes’ ya sea
directamente u opuestamente . En el segundo caso una pieza de rompecabezas se puede
remover del plano y voltearse de atras para adelante . "

" La transformacion que relaciona dos figuras congruentes s¢ llama isometria . Las
isometrias que transforman un patrén en si mismo son llamadas operaciones de simetria
del patrén . 7

" Cada isometria directa es o , una traslacién ¢ una rotacion . Si las operaciones de
simetria del patrén incluyen traslaciones en dos diferentes direcciones , la famosa

10



‘restriccion cristalografica’ muesira que los fnicos periedos admusibles para una rofacién
son 2,3, 4y 6 unarotacion binana (Le. de periodo 2 o sea de 180° nathwralmente se

Hama media vaelia | similarmente una rofacion cuaternarnia {de 50°) es un cuarto de
vusita "

" Cada isometria opuesta es , 0 una refiexion {la cual ntercambia dos semiplancs
(10} separados por una inea recta Hamads espejo) o una reflexitn en deslizamiento : es
la misma relacidn entre dos huellzs sucesivas en yn camino nevado recto ...~

7

Bl término regitn fmmdamental (11) estd usado para un motive el cual esté repetid
en todo et planc |, esto es |, para una pieza tpica de vt rompecabezas wileito . Ya que las
piezas son todas iguales , 12 (mica estrategia de armado consiste en la eleccion de una
isometriz adecuada para localizar cada nueva pieza ...En los patrones utilizados por ios
moros en sus decoraciones de la Alhambra | la regidn fundamental es siempre ona figura
geométrica , como un poligono | pues el segundo mandamiento prolibia el uso de
‘cualquier semejanza cosz en el cielo arriba | o que esté entre la tierra , © que estéd en el
agua bajo tierva " (12) .

Bsta explisacion de la simetria en ¢l plano , fué hecha por Harold Scott Mc Donald
Coxeter | reconocida autoridad sobre el tema | y €8 notable por su sencillez v exactitud .

Coxeter define lo siguienie : 1a isometria o8 una transformacidn (13) en la cual exisie
una correspondencia uno a uno P — P entre todos los puntos del plano {o del espacio) |
estos pares de puntos se componen de un primer miembro de un solo par y también como
¢l segundo miembro de cada par . Una isometria (o transformacién congruente } es una
transformacion gue preserva la longitud .

La simneiria es ¢l resultado de aplicar cierias isometrias que dejan invariabie a una
fipura entera , mieniras se permutan sus partes . Una operacién de simetria se aplica a
determinadza figura y no tanto a todo €l plano : es una simetifa que transforma la figura et
otra gue ¢s clla misma (14) .

Por supuesio , podremos considerar uns figura comoe un eventual gréfico , uparted o
reticula que la sustentz , cualguier envolvente | una linea lmitrofe ¢ un simple perimetro
defimidos por sus correspondientes coordenadas o los vectores que 10s unen a un punto
-

0 .

Consideremos las coordenadas homogéness (15) de un vector [X! que representa &
un panto | v la matriz de wransformacion (1],



muitiphiquemos |X] por |T]

X X{Ti= X Y 1 0 1 0 = X*Y*1l= XY 1

donde los asteriscos quedan por las nuevas coordenadas homogéneas después de Ia
transformacion ; se deduce que no se alteraron . La matriz {T] es una matriz de identidad
Ja identidad es una isometria que deja todos los puntos de la figura invarianies .

m y n son factores de traslacion en dos direcciones distintas ambas paralelas a cada
uno de los ejes cartesianos x ¢ y respectivamente . La transformacion denominada
traslacion es |

0 ¢
X XM= X ¥ 1 6 1 0 = X*Y¥Y* 1= X+m Y+n 1
m n |

Pueden efectuarse un nimero indeterminade de veces sucesivas la misma o distintas
operaciones matricales , pero el orden bajo el cual son aplicadas debe precisarse con
atencion . De una secuencia de operaciones matricales se puede obtener una sola después
de multiphicarlas , a esto se le denomina concatenacion .

La rotacion alrededor del origen tiene ¢l siguiente aspecto ,

12



cosT sent O

(X Tl= X Y | -~sentT ecosT O 0= XFYF 1=
G 0 i
| XcosT - Ysenw Xsent + Yeent L

@

iendo T el dngulo que exisie entre la rectz que une el origen conelpunto X, Yy la
recta que une el origen con el punto transformado X * | ¥ * (fig. 11) . Ei determinante de
una matriz de rotacion es idénticamente ignala -+ |

Hemos visto las simetrias directas . La reflexidr v Iz reflexién en deshzamiento son

isometrias opuestas . Las matrices de refiexadn son

alrededorde latineav =0 1o eleje X,
i 0 0

=0 -1 G
g 0 1

alrededorde lalineax =0 ,1e. elge VY,

-0 0

7= ¢ -1 0

g 0 1
alrededor de Is inea v =x

g 1t ¢

Tl=1 0 ¢

g ¢ 1



cada unza de estas matrices tienen sus determinantes idénticos con - 1.

Todas las operaciones de simetria pueden aplicarse en diferentes elementos del
plano distintos a los gjes principales | ver. se puede reflejar en una recta cnalquiera del
plano |, rotar en un punto cualquera del plano , &.¢. vy para lograrlo debemos concatenar
ias operaciones €n la secuencia deseada .

La homotecia o dilatacion ( ; que no es una isometria ! ) se obtiene si los elementos
diagonales ( a 11 , & 22 } de la matriz secundana (submatriz) 2X2 de 1a matriz de
transformacidn son idénticos y el término diagonal restante { a3 Yes 1. El aspecto de la
mainiz s ¢l siguiente :

XK 0 0
=0 K 0
6 0 1
siendo K = a 1 = a = un coeficiente mayor o menor que la unidad que produce una
extensién o una dilatacion respectivamente
Se obtiene una distorsién cuando los clementos diagonales de una matriz de
transformacién son distintos v los elementos de! resto son idénticos con cero | €l aspecto
de la matriz :
K 0 0
M= 0 M 0
0 G 1

1a dilatacion es una homeometria , 1a distorsion una catametria . Ahora , si
dividimos la matriz general de dimensidn 3X3 en cuatro partes como se muesira

14



“ v or i

DSSIVaremos ios elementos 2, b, ¢ v ¢ producen Iz rotacion , la reflexion | Ia
distorsién , m v n fa traslacidn v el @Eeme“ﬁ&:o s provoca una extension general o @m‘%tmk I
cala general ; los elementos 5 v ¢ como verernos adelante producen la proygeeitn en &
espacio ridimensional (16) .
Anadiré que los nimmeros complejos surgen en este momento | 1a simetria es posible

falnddde o 1o PR e 2 g : 8
CeOI00 4 88 0peraciones mﬁa@usas extendidas” en e HESTEE VR V] EIG .

iclotomia |, efimologicaments | es una palabra compuesia por las griegas antiguas
K”U‘iﬁ}@@ v Toum v significa "cortar wn circule” . "Cortar” un ciroulo en partes iguales
genera los poligonos regulares . un poligone convexo se describe como a regidn finita de
an plano "rodeada” por un nimere finito de rectas en el sentido de que sv interior queda
por completo 2 un lado de cada recta ; regular quiere significar que los lados v dngulos de
un poligono son todos idénticos . Un poligeno regular tiene los dngules en el vértice y los
tados iguales y por lo tanto se puede inscribir en un circulo .

Carl F. Causs demostrd completamente a Ia edad de 19 afios que se puede construir
suclidianamente {(otra manera de referirse a las construcciones con reglay compés) , vl
poligono regular de "n" lados {(dividir la circunferencia en n partes iguzles) cuando y
solamente cuando .

Dyn=2¢ |, siendo p namero naturai ,
2) n es niimero primo de la forma 2K + 1

3) n es producto de factores diferentes de esta clase , i.e. de la forma
20 {26 + 1) {2r + 1) ...siendo 2K + 1,20 + 1 ... ;lmeros prmos
distintos . Asf ni el encdgono (n =9 = 3X3) ni ¢l poligono de 18 lados (n = 18 =2X3X3)
se pueden construir rigurosamente porgue 3 , aungue satistaciendo la condicidn 2 (3 =
21 + 1), esté repetido dos veces (17}

Los tmicos "‘Qﬁgﬁﬁ‘%@@l construibles cuadréticamente sonlosde 3,4 ,5,6,8, 10,
12.15,16,17,20,24 .. .lados,peronoasilosde 7,9, i, 13, M—,’i%,w,% \
22,23 .25, .. Eados .

La explicacién 2 esta inesperada "escasez” de poligonos regulares consiruibies
encldianamente | yace directamente en 12 teoria de los aémeros complejos . {Como

mencioné las operaciones de geometria s¢ las pueds mierpretar sémw_’#{émameﬂ‘&e COMmo

T
S Ay s o

. g o= 4 e
operaciones arfiméticas ex ¢! planc compleje . La eot cign cigiotdmica Z 0 =1, Gene

e
h



sus raices representables por combinacién de radicales cuando se cumplen las
condiciones 1,2 v 3 de la ciclotomia .

Toda esta discusion parece dificil y ardua , sin embargo es sencilla de dominar con
un poco de vehemencia v curiosidad . Es menester entenderlo ¥ manejario asi , como se
acostumbra en geometria , y sirve para que nadie pueda refutar la exactitud v el rigor de
nuestras construcciones : es imposible concebir la teorfa de los poliedros sin el auxilio de
estos conceptos vy relaciones . Y ciertamente seria deseable concebir 1a grafica en
termmos de "rigor” y "exactitud” . Cabe una reflexidn : pienso gue pocas ocasiones
apelamos a nuestra capacidad de asombro |, cualidad que preferimos ignorar , y quizé por
es0 toda geometria y toda expresion parece insulsa ; resulta admirable no obstante que
toda la teoria de transformaciones geométricas pueda unificarse eficazmente en términos
de llanas operaciones aritméticas y algebraicas . Nos convenceremos , después del
"festin visual " , que la eterna seduccién de Jas matematicas prueba ser mayor que
cualquiera de nuestros escépticos argumentos .

Aplicando la rotacién de un punto al rededor del origen sobre una circunferencia ,
obtendremos las coordenadas de los vértices del triangulo equilatero , cuadrado ,
pentagono , hexdgono , octagono y decdgono ( los anicos poligonos que mtervienen en
las fisonomias de los poliedros regulares y semirregulares ) afiadiéndo el dodecdgeno
{(que interviene junto con €stos , con la posibie excepcion del pentagono y decagono , en
las fisonomias de algunas "redes"), en el plano cartesianc . También constataremos que
la presencia de ntmeros importantes como 9, V2, V3, V3 &.c. introduce un "tema de
proporcion” ; esto significa "simetria integral” en ¢l caso de un poliedro . Introduciremos
otros niimeros notables v.gr. V(¢+2) =2 [ cos {7/10)] = 1.90211303 . . .

Hallé este Gltimo mientras calculaba las constantes métricas de un poliedro irregular
que por cierto exhibo en la parte final de mi tesis . Pensé en pounerle un nombre o un
simbolo especial para identificarlo , pero al final decidi dejarlo asi . Estuve tentado en
ponerle el nimero """ debido a que siempre aparecia como factor entre las propiedades
métricas de poliedros con simetria quinaria puesto que es el doble de la linea de
proyeccion del 4ngulo central de un icosdgono , o 1a raiz cuadrada de la seccidn qurea
mas dos unidades ; por lo tanto no es dificil expiicar el "deleite” que causa en la "mente”
encontrarlo en el lugar menos esperado . pero sus maximas bondades s¢ ven claramente
cuando se relaciona con la seccidn durea , como veremos adelante .

En latabla 1 est4 escrito el valor del angulo de rotacidn para cada vno de los
poligonos propuestos y las coordenadas de sus vértices .
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éngulo

2m/3

T2

2a/5

/3

T4

pOgons

frianguio

cuadrado

pentagono

hexégono

actdgono

decagono

doaecigoro {

@1 C632) (3)/2)
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0 L8 1) (LU
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(0,1 (NG+2)2,1N5+1)) (N@+2)(V5+1),-¢/2)

(NG 25T ,-0/2) (I H2)2,1/(5+1)

(0.1) (N3/2,1/2) (~3/2-12) (0-1) (3/2,-1/2)

(3/2,1/2)

(0,1 (N22422) (1.0) (N212,42/2) (0,-1)
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(0,-1) (V@r2YN5+1),0/2) (@ 2)/2,-H(N5+1)
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0,1 (-1/2,43/2) (N3/2,1/2) (-1,0) (N3/2,-1/2) (-1/2,N312)

O1) (12,0302 (N3/2,-1/2) (1.0) (V3/2,1/2) (1/2.N312)






Ya qu@ ia medida de vn angulo mscrito en ia circunferencia cs igual 2 la mitad del
angulo central gue sustonta e.% mismo arco (g, 12) enconframos cue , cuando en cuaiqmsez
poligono regular nnimos mediante una recta cualguier vértice con los demas restantes | el
angulo entre cada una de las diagonales asi obtenidas es ¢l mismo , pues ios arcos ev gue
queda dividida 13 cireunfercocia son congruentes [ Tambidn inferimos que ia relacicn entre
un p@iz’wmﬂ de n lados v uno de 2n lados se clarifica al considerar sus éﬂg&igs centrales €
inscritos | concretamente |, el angulo inseriie del poiigono de n lados coincide con &l
dngulo cemm'!i del que tiene 2o lados (fig. 13) .

Tomando en cuenta esta relacidn | podemos dibujar muitiples formas de poligonos |
destacando entre ¢ilos unos que son mmc&des genéricamenic @aja el nombre de
"poligonos estrellados” aungue sin reayor fundamento gue el que puede dar la costumbre |
¢l término esirella pertenece a ofro concepto gue mas adelante revisaremos . Porloque a
poligonos regulares conciemne , serd recomendable llamarles pentagrama | hexagrama ,
octagrama , &.c.

Mediante el proceso geoméirico Hamado {con cierta ncorreccion) estrellamiento se
pueden obtener otros poligonos . Junto con éste existe otro correspondiente denormnado
truncamiento . Se dice que ¢l proceso de estrellamiento v fruncamienio son mutuamente
reciprocos o duales , i.e. a la accién de uno corresponde una en ¢l ofro en sentido inverso
{en el sentido geoméirico) . Me refiero a ellos come "procesos” porque como se verd en
s0 oportunidad | si se @ﬁmempia al tiempo como un "gje carfesiano ex@a” , 088
fransformacion dindmica puede "segraentarse” ¢ interpretarse a cada instante como

generador de formas

El estrellamiento (insisto , nada que ver con ¢l concepto gue veremos ) de un
olfgono se puede lograr haciéndo extender los lados de los poligonos convexos hasta
gue se corten de nueve , tantas veces como sea posible ; o frazando ¢u sus nteriores ,
ciclicamente | las diagonales en un sélo circuito hasta Hegar 2 un vértice micial . Ea 61
sruncamiento cortamos los vértices del poligono o exitendemos determinados lados para
obtener algdn otro poligono (figs. 14 2,b.,c v 4).

Mo todos los poligonos "n-gramas” aparecen en los p@i@i@éms v POCC © nada ¢
sspacic ocupan dentro de nuestras discusiones ; por gjemplo el hexagrama se compone
rezbmente de dos trangolos superpuesios con usum:as oreniaciones |

" Furs

Vielecke und Vielfiache .7,
obra sobresaliente v bella . M@ Dermito E@pmdacﬁ‘ a.ﬂgmies ce ellos (figs. 15a,b,¢c.,d v
Ay
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Muchas veces es 0til pensar en los poligonos como si fueran representaciones de
sumas de vectores , de modo gque Ios lados representan sumandos cuya suma es Cero .

Es clare que existe un nimero mfinito de poligonos irregulares .
Reservo ¢l estudio de las transformacicnes en el espacio de tres dimensiones mas

adelante segin aparezca ¢l tema pertinente , a fin de ganar en claridad y proveer mas
¢iemplos .
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CPUSCULO POLIEDRICO
Para aprectar los poliedros es indispensable contar con ingenuidad v paciencia | para
utilizarios , la devocibn v el pathos por el asombro .

1 sentido comiin nos obliga a pensar gue ¢l asunto de los poliedros queda agotado
el hacer una escusta y superficial exégesis de las propiedades v relaciones que cada uno
de elios revela , obtemiendo en el mejor de los casos un texto corto |, sin trazas de
ambicion y en consecuencia sin mayer atractive .

La infuici6n , sin embargo , y por algima desconocids razdn |, nos sinda que el
terrenc es en realidad mmconmensurable v que deniro de su intensa topografia existen
meandros exirafios v estimulantes | llenos de eclosiones geoméiricas v delirantes virtices
aigebraicos .

£l serenc & inefgble arte de los poliedros | emerge didfanc v sonore | tiene ia
precisitn del movimiento de los cuerpos celestes | espléndido en sencillez v opulencia ;
su retdrica , meliflua v landable coincide con la de un paisaje onirico , la de un pequefio
grabade , 1a del discurso museografico . . .

Maﬁdﬁéas abSﬁ‘:ﬁOS . %Od@ JONES ?:.:i FESGHOS @H“EOGEOEEMS ’V’iﬁ‘ﬁﬁﬂaﬁas . 6S€&§®Y3;S SEH
» >
éﬁstm@ P

Cuando hacemos potiedros estamos haciendo tres cosas a la vez © geometria , una
artesania si es en el modo tridimensional ; v si se representan en el plano también | disefio
grafico . j, Como explicar que ¢l diseflo gréfico y una geometria singular que por si sola
{lega a ser un arle pueden estar relacionados | ademdés de manera productiva 7 . Para
empezar la idea vo es nueva . Claude Bragdon Ia bace evidente en el dibujo gue me
permito reproducir en la ldmina | . Si bien el disefio grafico se caracieriza por tener por
elementos esenciales formato |, color , tipografia v eventuaimente forma | ; qué es el
formato sino una relacidn entre dos nimeros 7, ;, qué es ¢l color sino una czniidad escalar
7 yiatipografia | no es geoméirica 7 { ver Diwer, Tory , &.¢) ; o bien, ; que hay de
ias garantias geométricas en ¢l empagne modernc v no 7 . Bragdon hace ornamentacion
en el coniexto de Iz arquitectura | no ? . Pues no . No tnicamente . Véase la relativa
desvinculacion del disefic grafico modemo con vna parte fundamental de la expresion
mtegral humana | El oficio | el haber sido alguna vez "aprendiz” de disefiador ; el dominio
de una artesania { asi se proponiz en iz Bauhaug ), para extraer de Iz materia la
disertacion mdefectile de los objetos v hacerla funcionar en contextos disimiles . Asi |y
86lo ast , es posible Hegar 2 la abstraceidn | habiende pasade ver lo corpéreo v lo tangible
. Entonces ta " unidad " geometriz-artesania | es con el disefio grafico no como dicotomia
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. Debe mterpretarse como " alternativa " ( jo dige a mi pesar por la connotacion que ha
adquirido 1a palabra ) , para ponerio a satisfaccion de los més virulentos adversarios ; que
no €S , por supuesto , mi principal preocupacion .

" Un poliedro es un conjunto finito v conexo de poligonos planos tales que , todo
iado de cada poligono pertenece también a tmicamente oiro poligono con la condicion de
que los poligonos que rodean cada vértice formen un circuito sencillo {para excluir
anomalias tales come dos piramides con una punta comun) , 10s poligonos se liaman caras
v sus lados aristas . . . entonces el poliedro forma una superficie cerrada y descompone el
espacio en dos regiones una de las cuales llamada interior es finita . " (18) .

"Un poliedro convexo se dice regular si todas sus caras son regulares e iguales
mientras sus vértices son todos rodeados de manera idéntica . " (19) .

Existen nueve poliedros regulares en el espacio de tres dimensiones . Si tomamos en
cuenta que el nitmero de poligonos regulares en el plano es infinito , la afirmacion parece
inesperada y sorprendente . Hay muchas maneras de demostrarla , pero debido al poco
£5pacio v a mi ¢5casa pericia en semejanfes empresas , opté por omitirla

Los poliedros regulares son , a saber : ¢l tetraedro , formado con cuatro caras
triangulares equildteras congruentes ; el hexaedro (o cubo) formado con seis caras
cuadradas congruentes ; el octaedro , formado con ocho caras trianguiares equiléteras
congruentes ; el dodecaedro , formado con doce caras pentagonales reguiares congruentes
. v el icosaedro , formado con veinte caras triangulares equilateras congruentes . Estos
son los Hamados "solidos platénicos” pues el fildsofo griego de la antigiiedad , Platon |
fué el primero en ocuparse de ellos . Hay que agregar que son poliedros convexos , es
decir , los dngulos diedros que forman cada par de caras adyacentes a una arista , son
siempre menores que T .

Los cuatro restantes , aunque también convexos , no tienen la apariencia de serlo ;
no obstante siguen siendo regulares | dos de ellos estan formados con pentagramas
regulares , otro con pentdgenos regulares | y otro con tridngulos equilateros ; los vértices
que exhiben tienen una disposicidn idéntica sin excepeidn, en consecuencia se trata de
poliedros regulares . Es interesante advertir que presentan simetria reflexiva v de rotacion
en coincidencia con la del icosaedro (con la del grupo del icosaedro (20)) . Esta simetria
de orden 5 se llama quinaria .

El pequefio dodecaedro estrellado estd formado con doce pentagramas , el gran

dodecaedro con doce pentagonos regulares | el gran dodecaedro estrellado con doce
pentagramas vy el gran icosaedro con veinte triangulos equilateros .
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e 3
ey f
E 4B L

a lamina 2 puede apreciarse ¢l conjunio ae los poliedros platénicos |

-u'

Las coordenadas de los vértices (o vectores de posicion) del tetraedro con longitud
de arista igual a la unidad (fig 16) (2 g} ,

N2 e i
N2y iz 1

Nz 1T o

ok

17282 1z e

El

21 stmbolo {3,3} para el tetraedro quiere decir que tiene caras triangulares |, tres
rodeando cada vértice .

Las coordenadas de los vértices del hexaedro cor longitad de arista igual 2 la unidad
(hg .17y,
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1/2 172 172 1
172 2 -2 1

-1/2 72 <12

[

-1/2 1/2 12

[

1/2 -1/72 1/2 1
2 172 ~1/2 1
12 A2 -1 1
12 -2 12 1

Su simbolo es {4,3} .

Las coordenadas de los vértices del octaedro de arista igual a la wnidad (fig. 18)

N2 0 0 1

0 N2 0 1

0 0 W21

SN2 0 0 1

0 0 AAN2

0 A2 0 1
Su simbolo es {3.4} .

Las coordenadas de los vértices del dodecaedro de longitud de arista igual a la
unidad (fig. 19)
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/2

/2

o2
172
w’?’,

o372

/2

<

112

/2

/2

-1/2
/2
4212

472

/2 1
& j
~0/2 i
-1/2 é
12 1
2 i
0 1
Y2 ;
~¢/2 i
@/2 ]
/2
$/2 :
-6/2 1
072 i
0
0 i
$/2
/2
-1/Z i



-0/2  -0/2 -0/2 1
Su simbolo es {5,3} .

Las coordenadas de los vértices del icosaedro con longitud de arista ignal a la
unidad (fig. 20)

0 o2 12 1
o2 R 0 1
0 o2 -2 i
720 /2 1
o2 -1 0 1
1/2 0 -2 1
-1/2 0 -on 1
02 120 1
12 6 w2 1
0 w2 21

0 o2 -2

[

-G/2 ~1/2 0 1

Su simbolo {3,5} .

Las coordenadas de los vértices del pequefio dodecaedro estreilado |, ef gran
dodecaedro v el gran icosaedro ceinciden con las del icosaedro , mientras que las del gran

dedecaedro estrellado coinciden con las del dodecaedro . En ¢l mismo orden se aprecian
en las figuras correspondientes {figs. 21 a,b,c v d}
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Las matrices para las proyecciones oriograficas en los planos X=0 , V=0 v Z=0
son respectivamente |

a & & ¢ ¢ ¢ O i 6 ¢ 0

2 1 & 0 g ¢ 0 ¢ g 1 4 ¢
Pu = Py = Tz =

9 4 1 & ¢ ¢ 1 0 ¢ ¢ ¢ ¢

¢ 0 o 1 ¢c o ¢ 1 g 0 0 1

aphcandolas en las coordenadas de los solidos platdnicos , obtenemos iz disposicion de
88 Droveccionas como semuestrz en las fguras 228 .0 ,¢0,4,v e

En la iabla 2 se da el nimero de gjes de simetria de rotacion de distintos perfodos
pars cada uno de los sdlides platdnicos .

TABLA 2

Niumero de gjes de rotacion en el espacio iridimensional

ip.ad | dg.p} binario {€TNArio cuaternario GUHNGETIo
(3.3} ; 3.3 3 4 - -
(43} 5 3.4 6 4 3 -
{5.3% 5 {35} 10 [5 e &

La proyeccién en un plano perpendicular al eie de simetria binario en el fetrasdro ,
puede observarse directamente en las vistas c;e Ea fi gurz 19 2 ; para construir ia
proyeccion con direceion de proyectantes parn al gje de simetria binario del cubo , es

necesario aplicar una rotacién del mismo bam ugn &ugﬁt@ de w4 v posteniormente
proyectar en ¢l plano adecuado . Concatenando la maﬁz de rotacion sobre ¢l gje ¥ bgjo
um anguio W = w/4 | v la matriz de proyeccion ortogonal en ef plano 2 =0, obtenemos ia
airiz deseada .

La mairiz general de rotacidéneneiee Y,
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COS Y 0 sen yf 0

sen v 0 cosy 0

Sustituyendo los valores sen W y cos W para ¥ = 7/4 en la matriz de rotacidn
general obtenemos |

N2 0 J1A2 0

0 1 0 0
Ry =
M2 0 12 0
0 0 0 i
Asi |
INZ 0 -1NZ2 0 10 0 0 N2 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 6 1 ¢ 0
RyPy = ==
N2 0 1IA2 O 0 0 0 9D N2 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0o 0 0 1

Las coordenadas en el plano para la proyeccion deseada del cubo [H] son,
finalmente (fig. 23),
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2 12 i1 TINZ 1200
2 Y2 A 2 0 H/ AR
TR B T B Nz o 0 3 .12 2 80
3212 L2 9 1 0 1 4 0 20
[H} RvPyl= =
12 -2 i iN2 6 ¢ ¢ 5 IN2 <12 001
LT Vo R Vi o0 0 0 1 5 0 “1/2 o 1
YR Vo RS Vo R 7Rz 12 0t
RYo VB VA g ¢ -2 ¢ 1
La proyeccion de un octaedro O] en un plano perpendicular a su gje do stmetria
binario se obtiene con la misma matriz (fig. 24},
N2 90 0 1 T2 0 g 1

o 1A 0 1 1A2 ¢ 0 1 2z 0 A2 0 1

g 1IN2

pemch

!

¢

[y
o
o3
{2
ased
Py
I
<o
faing
[

7 d
O g -T2 1 0 G G i 5 -1/2 { ¢ 1
g -iNzZ O 1 & 0 -iNZ G 3

Las proyecciones binarias def icosaedrs y del dodecaedro , se encueniran

~

directamente en las fguras 22 dy 22 e .

Los poiiedros f@glii&‘{'@’s con simetria cuaternaria (1.e guedan invanianies tras una
rotacién al rededor de cualquier eie balo un dnglo igual a w/4) son el hexaedro o ¢ uhC Y
o
il

3
Ay - el oy 1 5
Cﬁmﬁ.ﬁd?'@ SUS DOV @3@5 nes ostan represenialas €0 1238 1



Sélo resta obtener las proyecciones de los s6lidos platonicos segin ejes de rotacion
ternarios y quinarios . Para hallar una proyeccion en la direccion del gje ternario de
rotacidn comun en todos los poliedros regulares es necesario observar que éste tiene la
misma orientacion que un vector unitario con cosengs directores Cyx , Cy , Cz idénticos

todos con el valor 1/¥3 . De la formula d =+ (Cy 2+ Cy #) donde d eslaproyeccién

del vector unitaric en el plano x= 0 obtenemos el dangulo de rotacién o de las relaciones
cosa=Cz/d ,o0sent=Cy/d ({fig, 25 a) . Asi resulta Ia rotacién alrededor del gje X
hasta el plano xz , el componente z del vector es d , v el componente x es Cx v el coseno

director en la direccién X aparece ahora como se muestra en la figura 25 b . El dngulo de
rotacion requerido para hacer coincidir e eje ternario conelgje Zes cosB = d 6 sen B
={x ; como los cosenos directores del eje que contiene el vector unitario son | Cyx

Cy Cz|=|1N3 1A3 1A3], sustimyendoend =+ (Cy2+Cz?) |
d=~[ (AA37 + (N33R ] = \(2/3) ,
sustituyendo en cost=Cyz/d,yen cosP=4d
a=cos -1 [(IN3)/ (N3] =cos-1 (IN2) = w8 ,
b=cos -1 V(2/3)= 615479709 . ..

Con estos valores construimos las matrices de rotacién en los ejes X e Y siendo las
formas generales

1 o 0 0 cosB 0 senB 0

0 coso senot O 0 1 0 0
Ry = ;Y Ry =

0 =sence coso O senl 0 cosP 0

0 0 U 1 0 0 0 1

Las matrices requeridas son , sustituvendo con los valores encontrados
anteriormentc ,
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é 0 0 0 2|6 9 A3

O K2 1Rz 0 0 1 0
Ry = Ry =
0 -INZ AR 0 RYE G MG
Pare el tetraedio [T] , aplicando la primera rotacidn (R},
N 0 iNB 11 0 o 0 INg 0 12
GANE OINS -INE 1T 0 INZ A2 00 MR 12 o 1
[T Rxl= =
INE IR CINE 1 0 A2 THZ NG o -2
NG -INE TNE T 0 0 0 1 ang 12 0 1
La segunda rotacidn es Ry |
INg 0 12 1 2N6 0 IN3 0 O 0 (em24y12
SANg 2 01T ¢ 1 0 0o iMN12 12 -1NZ4
[TIRx Ry -

-
o0
<
i
=
~
R
i
[ES
—
£
{3
&
.
=~
T
O
-

o126 (Ne24Y32
SN2 0

<

@

o
[

SA1Z -1z cina

B L P P PR I P g
Por dlimo a Proyecoion €5 O Diaho L = v

0 0 (V62412 1 1 0 0 ¢ O o0
1A /3 1/ a1 0 1 1
AN12 Y2 -iA24 oL 00 -IANIZ 12 0
T RxRyPz| = =
Az 0 (ezayiz 1 o ¢ 8 0 2WiZ 0§
AATZ -2 S1AD4 S T ¢S A SRS VoV Vo B

<

et

rzd

JE—



La proyeccion se aprecia en la figura 26 . Para el cubo , las coordenadas de la
proyeccion ternaria seran {fig. 27},

190 0 0 1
2 IN6 1A2 0 1
3-1M6 1A 0 1
4 QN6 0 0 1

N2 0 1

Lh
=
<
O

I

6 286 0 0 I
7 0 o0 0 i
8 -1N6  -1A2 0 1
La proyeccion ternaria del octaedro (fig. 28),
1 I3 0 0 1
2 -1/243 12 001

AN3 -2 00 1

(]

4 1N3 0 0 1

/243 12 0 1

Lh

72303 <12 6 1

o

La proyeccion temaria del dodecaedro (fig.29)
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20 0 0 0 1
La proyeccion ternaria del icosaedro (fig. 30} ,

i ety o-I/N2 0 |

2 (oNE-(12V6) 122 ¢ 1
3 o226 ¢rlzN2 0 i
4 (PE-INE) (N2 0 1
5 {oNEH/2NGY (/242 0 1
6 (IA6Ho2NEY o2N2 0 1
7 -(AN6HO2VE) o2z 0 1
8 -(oNE(1/2NE)  1/2N2 0 1

O -(INE-O/2VE) (o/2¥2) 0 1
10 {(o-1y2Ns  {(o+1/2V2) 0 1
11 (@+r1V2v6  -(@-1/2N2) 0 i
12 -(oN6YH1/2V6) 17242y 6 1

Esta proyeccion del icosaedro presenta un giro con respecto al gje Y contenido en el
plano de proyeccion Z = 0 bajo un angulo igual a tg -1 (6—-1)V3(0+1) =1tg -1 (N5-2)N3
= 13545926022 . . ., lo mismo sucede con le vista del dodecaedro .

Las mismas proyecciones en el sentido del eje de rotacion ternario (como podrés
deducir de las figuras 17 v 18) se obtienen con un s6lo giro en cualquiera de los ejes bajo
un angulo cuyo valor es to-1 1/0? = 3648638281 . . . ; se nota con facilidad que para
lograr dibujar las proyecciones ternarias "corregidas” , aplicamos un giro con este angulo
y postericrmente proyectamos en el plano adecuado . Asi entonces en el dodecaedro con
ia matriz general de rotacion alrededor del ele Z,
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o
<

cos W Sen

-sen W ocosy O O

“}

& G 0
& ¢ 0 1

v la proyeccidn en el plano ¥ = 0 ,cbienemos la matriz concatenada |

NI s eI/ 0 0
NI AV eEE 0 0

RzPxl=
) ¥ 0 P90
0 0 o 1

0 Ueds 0 0
0 onN3 0 0
0 o 1 0
0

o, n
W W

Finalmente las coordenadas de Ia proyeceion ,

o

[a—
L
o

o

e

<o
feveh



Y

o

G

8]

0 (1+¢2/2V3

o3

0 (1+¢?)/23

o2
0

/2

4 0 (2+5)y2N3 -1

O (25243
6 0 1/20V3
7 0 0
8 0 12¢V3
9 0 (0%1)2V3
10 0 (0=1Y2V3
110 -(12¢V3)
120 (1-6%/2V3
13 0 (1-62/243
140 ~(120V3)
15 0 0
16 0 N3
17 0 -{(0*+1Y2V3
18 0 -(2+V5)/2v3
19 0 -(2+V5)243

12
/2
0
b2
-0/2
&/2
&2
/2
-0/2
-2
0
0
o2
172

-1/2

Jasmeel.

prh

ik

[

e

[

1

1
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Elresultado se ve en ia figura 31 . En el icosaedro , aplicando la rotacidn en el gie X
y provectando en ¢l plane Z = 0 |, obtenemos Ias coordenadas de la proveceion .

i 0 0 301 0 8 ¢
S INTHUBEHET eI 0 6 1 8 0
Ry Pzl =
" 0 IR INIHBEHSTE ¢ 0 ¢ 0 0
0 0 0 1 ¢ 0 0 1
1 0 0 0
6 INDIHUBCHWEHT ¢ 0

¢ -HeWTH1BCHHT 0 0

<

& ¢ 1
La proveccion del icosaedro | firzlmente

10 N3 ¢ i

292 N3 o
306 N3 6 1
4 12 (U3 0

5 92 <3y 0 1
6 12 3 o i

72 YWz

b=t

(#:3
[l

-l /NG
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9 -1/2 (U243 0

e

10 0 (N3 0

fEnY

110 QA3 0 1
12-0/2 (/293 0 1
se puede apreciar la proyeccion en la figura 32.

Para concluir con esta parte , las proyecciones en la direccidn del eje de rotacion
quinario en los poliedros regulares que lo presentan , viz. , ¢l dodecaedro v el icosaedro .

Seran necesarias una rotacion y una proyeccion : el angulo de rotacion es tg -1 1/6 =

sen -1 1/A(0+2) = 5535743588 . . . ; entonces para el icosaedro rotandoencleje X y
provectando en eiplano Y =0 |

06 0 o 1 ¢ 0 0 1 0 0 0

0 ON@I2) NG 0 0 0 0 0 0 0 IN@®2) ©
RxPyl= = :
0 -IN@2Y ON@G+2) 0 6 0 1 0 0 0 oA 0

0 0 8 1 00 060 1 0 O 0 i

0 0 g+ 1

[

292 0 VNG

Y

3 0 90 0 1

fa—

4 12 0 oYV

5 02 0 -1/(2N{o+2)

hmd

6 172 0 -0¥QNO+2) 1
7 <12 0 -PA2N@H2) 1

8 -o/2

<O

/(2N +2)

[
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9 12 0 N 1
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,
]
oo

@2y

292 O -LON(GEY

s b

El resuliado se ve en la figura 33
Idem en e dodecaedro ; girando en el gje Xy proyectando en el plano Z =0
Y I V¢ AN (0207)) S I

292 Ny 0

392 @HSIN@$Z) 0 1
40 LIS
5 0 SOty 01

&M

112 N2y 0 1

72 NG 0 T
8 12 »HeV@OR2) 0 1
9 -2 (ZHEYAGFD) 0 1
10 -4/2 N@R2Y O
(1-12 Y@y 0 1

K‘;
&
N

(2NSY2N@GTZ) & 1

1362 -G 0



14 -1/2 o¥(2N@O+2) 0

punmnd

15072 e(2N@o+2) 0 1

K

16-0%2  -o/2N@+2) 0

—t

17 0/2 ~(2+N5YN@G2) 0

Josrh

i8 0 -0?N(9+2) 0

hamad

19 0 -OA(0+2) 0 1
20-0/2 U@y 0 1
El resultado se aprecia en la figura 34 .

Al examinar el tamafio relativo de los poliedros , observamos sensibles contrastes
asi por gjempio , mientras el tetraedro no excede un espacio cubico de arista 142, osea
un poco méas de siete décimas de la unidad , €l dodecaedro excede en més de tres veces la
longitud de esta anista ¢ incluso 1a relacion de volimenes es cas: sesentaicinco veces
mayor en el dodecaedro con respecto al tetraedro . Serd bueno recordar lo que sugiere
Wenninger Magnus en un ensayito dedicado a la construccién de poliedros ; " . . . las
dimensiones lineales son directamente proporcionales entre si | las areas proporcionales a
los cuadrados de Ias dimensiones lineales , los volimenes a los cubos de dichas
dimensiones . " (22) . Podremos dar mas unidad al conjunto de los poliedros regulares
cuando expresemos las dimensiones en funcion de una sola , la idonea como veremos serd
la altura .

De =l aspecto general de las expresiones que figuran (hasta ahora) como elementos
de las matrices se deduce , en consecuencia , la constructibilidad directa con la regla y el
compas exclusivamente . Procuraré en la medida de lo posible dar siempre alguna
expresion como construccion cuadratica . Por otro lado , las mismas clarifican algunas
propiedades de simetiia . Brevemente , V2,2 N8 v otros , guardan estrecha relacién con
la geometria de tetraedro , octaedro y cubo ; mientras que ¢, V(§+2), N5,3.5,&.¢.,
la guardan en relacion a icosaedro v dodecaedro . V3, V6 , &. ¢. parecen ser comunes a
ambos grupos .
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1 'ﬂ 2

Se Hama poligono de Peirie (23) al poligono regular tridimensional tal que | cada dos

lados consecutivos | pero no tres , pertenccen a una cara ge un poliedro regular . Los

noligonos de Petrie del tetraedro , octaedro , cubo , icosaedro v dodecasdro son
respectivamente

,3,2,4 {(fig 22.2} , {(vn cuadrado)

[

2,3,4.8,5.6 (fig. 28) , (un hexdgonc)

1.9,8,12,7,11,6,5,2,4 {fig.33) , {(un decégono)

L6

o
A,

4.9 15,1 7,18,12,7,2,3 (fig. 34y , (un decdgono)

¥

Poligonos también , aungue no de Pefrie , son como los que presentan las figuras 35
a vb (idénticas en construccidn a las figuras ﬂ v 32) , Observemos con detemmiento
éstas v la figura 35 ¢ : hallaremos la presencia de "¢"

- en la figura 35 a vemos un hexagono ; del cual dividimos los lados , ast como los
segmentos que unen al centro con los vértices en media y extrema razén , teniendo
cuidado de colocar la parte mayor contada desde ¢l interior ; v en los lados de la periferia
en los dos modos posibles ; uniendo los puntos obtenidos de modo coherente
produciremos ia proyeccion seghn el gje ternario de rotacion del dodecaedro .

-en 35 b, dividimos también en un hexdgono , los segmentos que unen €l centro con
los vértices para obtener la proyeccidn termaria del icosaedro .

- en 35 ¢ los segmentos que van del centro a la periferia , a excepcidn de jos lados ,
se dividen de modo anélogo dentro de un decdgono para obtener la proyeceién con
simetria quinaria de rotacién del dodecaedro . Retomaremos estas proyscciones cuanto
consideremos los pelisdres de Arguimides .

Con la debida reserva , pues no GUIEro que se me acuse njustarmente de huriar o
adjudicarme cosas que , desconociendo s han estado previamente publicadas o
consignadas de algin modo pueste gue no han caido en mis manos libros que contengan
esta investipaciones ; inconscientemente pienso mias , propongo lo siguiente .

Se Yama homotdrmico (24) ai rectdngulo que tiene la wropiedad de producir dos
rectzngulos semejantes a s cuando se corta por la mited , it ransversalmente . Sin



necesidad de ver Ia ecuacidn que permite encontrar el valor numérico que refaciona sus
lados , es facil ver que se trata del rectangulo cuyos lades son como 12 . Los formatos
de papel que establecio la DIN { Dewisches Instifut Fiir Normung ) , instituio de
normalizacién aleman , por gjemplo , tienen la forma de recténgulos homotomicos .

Ya que el rectangulo homotdmico genera otro idéntico al restarle su reciproco
aunque con la mitad de! tamafio ( seria semejante en el sentido geométrico ) , puede
decirse que posee una cualidad tmica entre 1a categoria de rectdngulos . Asi, el criteric de
restar el reciproco a un rectangulo sirve entonces para establecer una numerosa familia de
rectangulos con propiedades importantes . Cualquier rectangulo , que no sea el
homotdmico le Hamo heterotdmico , pues al quitarle su reciproco obtengo un rectangulo
que simpre es diferente en forma al primero . Aqui doy unos ejemplos que pueden servir
para inventar una nomenclatura sencilla para identificar determinados rectangulos : aguel
que tenga la relacion del lado mayor al menor como 3/1 6 6/2 lo llamo "rectangulo
heterotémico 3" v se entiende que estd en posicion vertical porque el nimero 3 es mayor
que la unidad | i.e. , el lado mayor preferiblemente estd en posicion vertical ; uno que
fleve una relacion menos explicita vgr. V11/5 le llamo "rectangulo beterotomico
0.66332459 _ . ." o "rectangulo heterotémico V11/5 " y se entiende horizontal porque
V11/5 es menor que la unidad . En realidad la posicion no es muy importante ; si o es ,sin
embargo , la relacion entre los dos iados .

Matila Ghyka sugiere con acierto v con la autoridad que le confiere su indiscutible
prestigio profesional , que "mezclar” temas o simetrias (25) discordantes en un mismo
disefio es un error , reafirmando 10 que anteriormente habian establecido , por separado v
cn distintas épocas , Alberti v Hambidge en lo que se conoce como "regla de separacion
de temas discordantes” (26} . De modo gue temas heterogéneos en su naturaleza , vgr. )
yv,0 Y3y (1), 6 N2y V3 (1), no podian estructurarse , en términos de dibujo o
disefio , en una tnica forma dentro de 1a obra . Se trata de un hecho inamovibie pues lo
han confirmado asi los trabajos arqueologicos y de otra indole , sobre todo los hechos a
principio de siglo , como los de Caskey , los de Moessel en arguitectura antigua , y algo
mas reciente (relativamente) los de Boieau y otros en pintwra .

Convengamos en establecer una altura comiin para los cinco poliedros regulares
convexos ; un valor igual 2 la unidad .

- En el cubo al hacer una proyeccion ortogonal obtenemos un cuadrado si la
direccion de las proyectantes es paralela a cualquier arista ; (el cuadrado es el tmico
rectangulo heterotémico que tiene un reciproco igual a si mismo , por esc al restarlo el
resultado es igual a cero) de aqui que la relacion entre la arista y la altura seaiguala 1,
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-cn ef tetracdro | e igualmente en el octacdro , encontraremos que ia relacion entfre Iz
aristz a I altura es igual 2 3V2/2V3
n el dodecaedrol(2-4) V2+4)1 /o ,

-er: ¢l icosaedro [(+1W3T /0 .

Lo anierior en mente , procedo a mosirarte las vistas fansiméiricas (27) de los
poliedros regulares convexos : De entre todas las iransimétricas posibles , ias principales
son aguellas que exhiben la longitud de la arista en dimensidén verdadera (en ortoperfil)

P T 2N
28
RSk

Las transtméiricas del tetraedro son notables : una genera el rectangulo heterotomico
V&/3 =(3.9428090415 . . . ; la fraccion continua (29) coz’zresp@ndéﬂn&@ a este valores { O
1.16.2.16,2,16,2,16...} 6 {1/3V8 } (30), Ia figura 36 es muy explicita, y
riestra como hacer el rectangulo ﬁemmmmm . También se observa que el tndngulo que
resulta es isdsceles v que se puede mstalar en un rectangulo homotdmico {represamad@ en
la figura con linea punteada) que 2 su vez representa vna transimétrica del cubo .
configuracidn espaciat exhibe la coincidencia de las aristas del tetrasdro como &aag@mms
en las seis caras del cabo .

La otra fransimétrica genera un rectdngulo heterotdmico con propiedades geométricas que
{sin exagerar) , jjravan en lo sublime!! . Contiene a ias transimétricas del octaedro ¥ cubo
en direceion ortonormal 4l ele de rotacidn ternario . Bl valor NUEMEico Cue represenia la
razén entre los dos lados del rectangulo heterotdmico que envuelven a tetraedro y
octaedro de una manera , v al cubo de otra diferente es 2N3/3V2 =23 =
8564%‘8@92 .v ta fraccion continna que le corresponds, {05 1,4,2,4,2,4, 2.
& {- i/\/é)} (fig. 37} .

La relacién para ¢l %@m'@wmc@ aue contiene al cubo - AND = 1.2247448713
4.2 ,4.2,4,2 .. % & {1A6) (fig38).
Debide 2 que V8/3 = 9428050415 . .. v N2N3 = 0.81649658092 . . . v sus respectivos

reciorocos son fracionalidedes cuadraticas , apuntamos Io siguiente !

1) existen scuaciones cuadraticas con coeficientes enteros cuyas raices Dosiivas son
iguales a los valores numéricos antes dados ; alaramem@ se frata de las ecuaciones
cuadraticas sin término lineal 9 x*-8=103y y 3x2-2=0 (31}.

2} en contraste con 1z observacidn de Ghyka , los lados de los rectinguios hallados hasta

shora pueden relacionarse sin discrepancia , lo cual tiene un efecto significativo para el

disefio .
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3) las subdivisiones de los recténgulos heterotdmicos V8/3 v V2/v3 , asi como las de
sus respectivos reciprocos , son conmensurables entre si (aunque V8 v 3 & V2 vy V3 no
sean radicales semejantes) ; en consecuencia se introduce un orden , muchas veces
gnomonico , que posibilita la interaccién de relaciones alicuotas con dinamicas . Las
propiedades armonicas que poseen son dignas de toda atencion y se asemejan a aquellas
que han disfrutado los "rectangulos nobles” de 1z tradicidn estética v geométrica de la
teoria de la proporcidn .

Las propiedades de los rectingulos heterotémicos que contienen al icosaedro v a
dodecaedro son extraordinarias ; incluso de modo tal que si se contemplan con cierta
dispersion , no deja uno de percibir su "desconcertante-y-displicente-vehemencia” .

Ll dodecaedro , con ¢l eje quinario en dimensidn verdadera , tiene un rectdngulo con
relacion 1/ V(3-0) = ¢/N(2+0) = .8506508083 . . . = {06;1,5,1,2,3,2,28..} =
{~1/JoNQ+0)]} (fig.39) . El transimétrico del icosaedro con el gje quinario ortonormal a la
direccidn de la proyeccion tiene sus lados, ;; en la misma relacion !! . De manera
analoga al caso del transimétrico de octaedro y cubo | la diferencia estriba en la
"posicién” del rectangulo ,veamos ; V5/[V(2+9)] = [V(2+0)}/0 (de esta tltima iguaidad se
deduce que V(2-+0) es media proporcional entre V5 y ), = 1.1755705045 . . .= {11,
5,1,2,3,2,28.2. .= {1/(oV@+o)} , (fig. 40) . Las figuras 39 y 40 revelan el
mismo rectangulo heterotdémico , pero con distinta posicidn |, horizontal en el dodecaedro ,
vertical en el icosaedro .

Idénticamente las transimétricas de icosaedro v dedecaedro en direccion de
proyeccion ortonormal al eje de simetria de rotacion ternario comparten un mismo
heterotémico , Viz . ,icosaedro : 1/[N(5-40+03)] = ¢/v3 =0.9341723589 .. .= {01, 14
,5,4,2,1,19. . = {(0-2Y0V3 ), (fig. 41) .

Dodecaedro : 3/(0N3) =V3/0=1.0704662693 .. . ={1;14,5,4,2,1,19,1 ..
3= { 3-0D(V3) } (fig. 42) .

Deducimos de los anterior :
13 Ni [(2+0)/01 , ni V3/d , ni sus respectivos reciprocos son irracionalidades cuadraticas |
como se puede inferir de la ausencia de recurrencia en Ia fraccidn continua
correspondiente a cada valor encontrado .

2} ¢ y algunos radicales pueden relacionarse sin discrepancia en ¢l mismo disefio .
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Por 1o gue 2 propiedades v geometria de recténgulos heterctdmicos concieme eso €s
todo lo que dixé en sste wabajo . Tove gue resistir ls tentacitn de mclur mds de estos
maravilloses rectangulos v sus varias virtedes |, pues siendo materia de ofro trabajo (que
esperc dar a saber en el futuro |, de alghn modo v st dios lo guiere} , exige ser {ratada con
iz prolijidad v minuciosidad gque necesita .

in duda , esta es una de las paries de e tesis que pueden seriamente considerarse
como " claves " | tomando en cuenta un problema generai de disefio , porque acude en &t
momento cuando , una vez elaborada la estructura basica de Iz solucidn a partir de un
anslisis geométrice o a partic de una sintesis de elementos conceptuales ¢ de contenido,
nos lleve a elegir determinado rectingulo { formato , como se verd ) o el frazo interno
definitorio . Luego nos concenirariamos en la conocida parte creativa .

£l espacic es una estructura "vital” , de ningtin modo vacia ¢ "merte” ; el 86l
hecho de delimitario o al establecer una medida dentro de €1, equivale a construir una
geomettia completa , tan compleja o tan sencilla | dependiendo como se haga

Dentro del disefic “elegit” un espacio , i.e. elegir un formato (por formato es

preferible entender un rectanguio con proporciones reconocibles y constantes) signitica ,

o mi entender , resolver la mitad del trabajo ; por eso si no se utiliza un criteno formal ,
atendiendo a consideraciones geométricas , miroduciremos ¢l "caos” en nuestra
resolucién grafica . Mediante un métedo "deductivo” la eleccion del formato puede ser
s segura , pero distars sin duda de la iddnea . Elaborar una imagen pensando
detenidamente en las propiedades geoméiricas y simétricas del trabajo no es , de ningim
modo , trabaio ociose ; o jacaso Poussin , Venmeser , Seurat 0 Mondrian , por mencionar
pocos pintores , no eligen un lienzo que contenga una relacion clara v satisfactoria entre
sus fados 7 . El formato necesariamente condiciona iz "geometria” de la solucidn grafica
integral , &f se quiere , en un nivel de composicion o alternativamente Ge diagramacion ,
por lo tanto es 16gico v sensato proceder 4 la "inversa” : inductivamente , io cual equivale
a establecer primerc un formato | por medio del rectdngulo estdtico , dindmico ,
heterotémico o cualquiera ofre v luego "disefiar” la solucion gréfica siguiendo el
"saracter” v 1a "flema” del rectdngulo . Asi sucede con el formato del televisor , por
ejemplo : se impone la division segiin terceras o cuaras , pues el recténgule que le sirve
de formate relacions sus lados como 3/4 6 .75 .

;Porqué no considerar los beterotdmicos como "formato™? , de paso ,
considerar las proyecciones de los poliedros como slementos actives de la composicién y
de la diagramacion? {figs, 43 y 44} .

T

n la ldmina 3 aparece una aplicacion del heterotGmico que contiene al cubo ; fué
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utilizado seghin la misma formulacion prospectiva de ios "tableaux" de Mondrian . Todos
los rectangulos gue se pueden reconocer tienen la misma forma |, precisamente la del
heterotémico V3/42 , siendo el principal el exterior que sirve de formato .

tentaré dar una definicién condensada del concepto de dualidad o reciprocidad (
reciprocidad distinta a la que veiamos en el caso de los niimeros o al de 1a inversion
circular) . Si existe una configuracion conteniendo puntos , lineas , planos . . . existe otra
gue le corresponde v que posee . . . planos | Hineas | puntos . Las propiedades que pueden
poseer y que se cumplen en ambas por separado , también se corresponden v se
convierten unas en oiras al cambiar algunas palabras claves de sus emunciados (32) . Iisto
es la dualidad o reciprocidad . A manera de ejemplo , consideremos los ocho vértices | las
doce aristas v los seis planos que forman las caras del hexaedro . Se dice gue €l octaedro
es el poliedro dual o reciproco del cubo porque posee ocho planos por caras , doce aristas
y seis vértices . Afiado que hay que observar ciertas condiciones geométricas especiales
cuando buscamos determinados poliedros duales ; pero como son numerosas, remito de
nuevo a mas textos .

Es facil ver que el tetraedro es autodual , i.e. su reciproco es otro tetraedro idéntico ;
el octaedro es el reciproco del hexaedro vy el icosaedro es reciproce del dodecaedro ; y a
ia inversa .

Las relaciones que se verifican entre dos poliedros reciprocos o duales se
manifiestan de muchas maneras . La existencia del heterotdmico es , precisamente , una
de ellas . ; Cuales proyecciones de solidos regulares se instalan dentro del heterotémico
V342 ( 6 V2/43) 7 el cubo v el octaedro , i.e. dos poliedros reciprocos ; jcuales se
instalan dentro del heterotémico &/N3 (6 ¥3/9) 7 ¢l icosaedro v ¢! dodecaedro , par
reciproco tambien .

Coxeter describe otra relacién reciproca entre dos poliedros , distinta a la que se
fundamenta en la posicion (33) . A partir de su "caleidoscopio poliedral” puede distribuir
los vértices de dos poliedros reciprocos en planos horizontales paralelos correspondientes
: ajustandolos adecuadamente pueden coincidir para que los vértices de cada uno de los
sélidos estén contenidos en los mismos planos (34) .

Desgraciadamente , no podemos profundizar en la teorfa subyacente , pero debemos
percatarnos de que estas observaciones nos seran de utilidad para comprender ¢l trazo
interno en los heterotémicos , sobre todo los que corresponden a poliedros de simetria de
rotacién quinaria .
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El heterotémico 3/V8 v los restantes tienen sus vértices identificados como A, 3,
Dy B . Serd suficiente dividir ¢f segmento AB por medio de! punio }?1 iatazén A1 = 1/2

l

"
ﬂ«%-
v al upirio con los puntos D y E obtendremos ¢l tetracdro (ieg 453

By el heterotomico VIN2 , AB serd dividido por medio de 9\,;. n A1=1 ; BE por
medio de Ap en iz razdn Ap= 2 v por medio ¢e Az en la razdn Az = /2 para obtener las
proyecciones del cubo (Ag. 46) .
Aﬁzﬁ@g&meme el lado AB del %@t@r@t{’}*ﬁim QN (2+4) serd dividido en las razones

A= VAR, A = 00, ha =1, Ay =5, hg =V5+2 ;v el lado BE en Eac TEZONES

Ag = 1/0,v A7 = ¢ . Los puntos de division y de interseccion de las rectas paralelas a los
lados AB v BE pertenccen al dodecasdro (fig 47)

- . . - ; R ~ ] 4
En ¢l heterolémico [V(2+4)] /¢, AB es dividido en 2y = V52, A= 1,1z = V5+2

2

BE en Ag = 1/¢? v A5 =07 , para enconirar los vértices del icosaedro (fig. 48) .

El heterotérico o3 1 k= Y312, o =1,z = N5HZ L BE, =14, 5=9
{fig. 49) . Obtenemos los vértices del icosaedro .

1 heteroidrmico V3/0 1 AB VNS, Ao = 0/(2+9) , A3 =1, hg =5 , A5 =
V542 BE , Ag =HIp(N5+2)1 , 2L7 =§/2 L Ag=2, Ag = &(V5+2) , (g 50) obtenemos los
vértices del dodecaedro |

Estos nunios divisorios se pueden obtener alternativamente mediante la utilizacion
de las siguientes construceiones geormétricas .

A1, A2, R3, Ad, A3, en los heterotdmicos GNQ2HY) 3B,k v Ag (oue
coingiden con los pﬁzm:os A1, A3 v Ag de la anterior divisién) en los heterotémicos

3“4’“ ~

INZH)] [0 y O3 se enouentran st

Ei segmento AR se divide por la mitad , (el trazo de la mediatriz se ytiliza esta vez)
luego |, las dos mitades se dividen interiormente en media y extrema razén de las dos
maneras posibies (fg. 51)

Los puntos A4 v A5 en el heterotémico [V(2+4$))/¢ mediants la siguiente construceitn
- el segmentc BE es a V& como el segmento A5 es 2 la unidad ; basta entonces trazar

una semicircuferencia sobre BE v desde el centro de £sta frazaremos dos recias
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indefinidas cuya inclinacion con respecto al lado BE esigual atgl 2 . Se construyen
uniendo el centro de la semicircunferencia con los vértices ¥ v G del cuadrado BEFG
por los puntos de interseccion de estas rectas con la semicircunferencia {a y b) se trazan
las rectas perpendiculares a BE siendo los pies de las mismas los puntos requeridos g4 v

As (notese que BAs/ASE =EAqg / AqB=¢ ) (fig. 52) .

La serie Ag , &7 .18 ,A0 del rectangulo V3/6 se obtiene dividiendo cl segmento BE
en tres partes iguales del modo habitual , aparecen los puntos A7 y Ag ; los puntos Ag y
Ag dividen los segmentos A7B v AgE , respectivamente , en media y extrema razon , por
lo tanto AgA7/A6B = AgAG/AQE = ¢ (fig. 53) .

En la lamina 4 aplico uno de los heterctémicos y su division en seccidn durea para
componer la imagen que representa a un cuerpo sencillo con doce caras rombicas
congruentes . Como bien se observa , la division interna del rectangulo heterotomico que
sirve para disefiar la imagen , tiene varias lineas y una de ellas coincide con la linea de
horizonte . Ei circulo que rodea el cuadro representa ¢l campo visual total ; efecto
inusitado pues la imagen esta resuelta en perspectiva curvilinea (35) .

Recordaremos las proyecciones afines . Un teorema importantisimo dice lo siguiente
(36) : "En el método de proyecciones paralelas | las coordenadas del punto representacion
son funcicnes lineales de las coordenadas del punto original , o sea,

E=ajx+byy+teyz+dp,

L]

v=ax +byy+eyzZ+dy . "

como corolario afirmamos que las provecciones axonométricas se las puede solucionar
con estas ecuaciones , si encontramos valores adecuados para los parametros del lado
derecho del par de ecuaciones lineales dadas . Con el triangulo de trazas caracteristico de
la axonometria estamos habilitados para determinar los parametros v las coordenadas de
las proyecciones de los puntos unitarios de cada uno de los ejes de la cruz axial en €l
espacio . Trabajando sobre el particular obtuve una manera , quiza no muy econdmica del
todo aungue si satisfactoria , gue hace evidente el poder del método analitico .
Supongamos un tridngulo con base de 13 unidades y con 11 unidades de altura ; el pic de
la altura se sitfia en la 9a. unidad de 1a base . Si ¢l vértice "0" se considera como "origen”
para efectos de calculo {convengamos , por el momento , que no se trata del sistema
cartesiano) , las "coordenadas” de las proyecciones de los puntos unitarios seran ,
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a={3,12/11)

o =(9,1(36/11)+(85V5210285)

A3

a f

a figara 54 muestra el tidngolo de razas v los trazos que permitieron deducwr los valores
necesarios para construir 1as proyecciones de los gjes cartestanos .

Con los valores hallados es posible construir ¢l sistema de ecuaciones lineales que
permitiran ¢l razo de cualguier obieto siempre v cuando se conozcan sus coordenadas en
el espacio . En el caso que nos ocupa |, sustituvendo en las expresiones gue se dan en ¢l
enunciado del teorema v habiendo trasladado |, para comodidad , el punto 4 al origen del
sisterna carfesiano v simultdneamente junto con £l a los puntos unitarios sobre Iz cruz
axial ,

3 12/11 1 -6 ~(24/11) L
10 0

i3 0 t 4 (36/11) a
0 1 ¢-=

9 (36/11)H(85V52N10285) 1 0 85V52/10285 1
m n i

9 36/11 ] 0 6 i

(m=-9 n=-(36/11}

v ={24/11) x - (36/11) y + (85V52/410285) =
Por supuesto existen | no Gnicamente las matrices para 12 pr Gyﬂf‘m@ﬁ axonomeétrica
trimétrica , dimétrica e isoméirica {isoméirica” en el sentide "cologuial” ) sino también

las que corresponden 2 lz proyeceién clinogréfica , vgr. la caballera y la wilitar , o
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cualquier otra afin . Sugiero una revision de estos topicos , se hallardn algunas referencias
bibliograficas al final de mi OPUSCULQ POLIEDRICO ; por lo pronto doy la matriz de
proyeccién axonometrica general , pues de aqui en adelanie dosificaré un poco mas el uso
de las matrices , para favorecer en la misma medida el ejercicic del trazo geométrico ,
aplicandolo en los sdlidos que suceden en jerarquia a los regalares .

Para definir la matriz general de proyeccion axonométrica €s necesario concatenar
dos rotaciones y una proyeccién . Si [T] = [Ry|Rz|Pzi entonces [T es 1a matriz de
proyeccion axonomeétrica . Necesitaremos definir un dngulo  para la rotaciénen el gje ¥
y uno © para la rotacion en el eje X (algo semejante a la nota 21) ; entonces la matriz es :

cosy senwysen® 0O O

0 cos 8 0 0
1=
seny -cosysenf® O O

O 0 0 1
A principios de la era cristiana , los matematicos alejandrinos Heron v Pappus

aseveraban que Arquimides de Siracusa habia escrito sobre el conjunto de los poliedros
semirregulares , aunque el texto se extravio .

Los pohiedros semirregulares son los sélidos gue estan formados , a semejanza con
los poliedros platénicos , con poligonos regulares , pero esta vez pueden ser de dos o tres
tipos diferentes ; sus vértices , no obstante , continuan siendo congruentes .

Existen 13 poliedros semurregulares . Dos de ellos tienen una version enantiomorfa
lo cunal significaria se frata de quince . Pero como se vera despugs , una reflexion puede
definir el par como uno solo . También estdn contemplados el copjunto de prismas y
antiprismas st cumplen con las condiciones de la semirregularidad | i.e. si alin sus caras
son peligonos regulares y sus vértices son congruentes . Pero los gjes de simetiia
reflexiva v de rotacion descienden en nlimero y no pertenccerian a un grupo (37
tetraédrico , cibico o icosaédrico , por lo tanto nos concentraremos en ¢l conjunto de
trece miembros .

En el libro "Geometry of Structural Forms” (38) de Adrian Gheorghiu y Virgil
Dragomir pueden consuliarse las construcciones que permiten formar a un poliedro
semirregular . Debido a que un poliedro semirregular es una situacion de equilibrio entre
1a "transicién” de un poliedro regular con su dual , en realidad pueden haber muchas
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maneras de determinar o dibujar el poliedro sea partiendo de un poliedro regular o su duai
. La construccidn obvia es mediante el truncamiento de vértices de los poliedros
platénicos ; algunos otros necesiian una aproximacion ligeramente distinta . Esta vez |
doy mi construcsion geoméirica v las razones en que deben dividirse Ias arisias de los
poliedros principales de los cuales resultan los semiregulares | o en su defecto la
ecuacion gue las permite dibujar ; elegl , por ofra parte , una axonometria libre en Ia
“magen de cada sélido .

Los cinco primeros poliedros semirregulares se les dice runcados pargue |, del
mismo mode en que se pueden truncar los vértices de los poligones en el plano | algo
semejante oourre en €l espacic . se puede ver en los dibujos advacenies a las coordenadas
de estos sélidos que la configuracidn perfecta de los poligonos que comparten una arisiz |

epende de la divisién de la arista del poliedro regular del cual provienen. La situacién de
equilibrio entre dos poliedros regulares comienza a hacerse manifiesta .

i Tetraedro truncado
R V(T ¥y S VB
2 -6 =12 -1/6 1
3 16 -6 <1201
4 -1f2 0 -1/6 U6 T
5 Us -6 12 1
& 12 s s 1
7 16 16 -1/2 1
& W12 U6 e 1
9 W16 16 12 1
0 12 us -lE i
SIS VO Vo R VO
12 -1/6 12 16 1;(fg55)
2 Hexaedro truncado
1 -veHgy 2 2o
2 veHg iz /21
3 (/2 172 21
4 12 12 -1/(28) 1
5 128y 12 “1/20
& -1{2NRY 12 -2t
7 -2 Y2 A28 T
g -2 12 28 1

1
—h



9 -2
10 172
11 12
iz -12
-1/2
-1/2
1/2
172

14
15
16
17
18
19
29
21
22
23
24

1/2
1/2

-1/2
-1/2

L

1 0
2
3 0

4 -1/(3V2)
5 0
6 2/(3\2)
7 0

8 -2/(3V2)
9 -1/(3v2)
10 1/(3v2)
11 2/(3V2)
12 2/(3V2)
13 1/(3V2)
14 -1/(332)
15 2/(3v2)
16 -2/(342)
17 0

18 2/(3V2)

1/(248)
1/(2+8)
1/(2+V8)
1/(2+V8)
“1/(2+8)
-1/(2++8)
-1/(2+448)
-1/(2+V8)

-H(2+B) -1/2
1/(2+V8) -1/2

-1/2
-1/2

1/(2+8) -1/2
-1/(2+N8) -172

-1/2

-1z

2/(32)

1/(3V2) 2/(3v2)

2/(342)

2/(332)

1/(3v2)

1/(3v2)

1(3V2)

1/(3V2)
0

0
0
0
0
¢
0

0
-1/(3V2)
-1/(3V2)

172
i72
=172
-1/2
172
-1/2
-1/2

172
1/2
1/(2+8)

-1/(2-+V8)

-1/2
-172

-1/(2+8)

1/(2+V8) 1

Octaedro truncado

1/(3v2) 1

0 1
-1/(3v2) 1

0 1
2/(3V2) 1

0 1
2/(3V2) 1

0 1
2/(3V2) 1
2/(3¥2) 1
32 1
-1/(3V2) 1
2/(3V2) 1
2/3V2) 1
-1/(3V2) 1
U3V2) 1
2/(3v2) 1

0 1

5 i

i
1
1
1
1
i
i
/2 1
1
1
1
1
1
i
1

; {fig. 56)
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190 LUGEN2) -HEND
20 2032y <132 0
21 0 -2/(3V2) 1(3N2)
27 UEND2) 232 O
230 -2/03N2) 21332
24 -2y 23y 0
4 icosaedro truncade
i 0 /2 1/6
2 0 o2 -1/6
I 6 (o6 173
A H6 26+D6 173
5 @6 (Q0+D/6  -1/3
6  -0/6 (e+D6  -1/3
7 43 (@6 16
8 o3 (gr2W6  1/6
9 G3 (GH2Me  -1/6
10 -¢/3 (@26 -6
11 -6 #3026
2 16 o3 (@26
1316 3 (926
4 16 @3 {926
15 2416 173 /6
16 (20+1Y6 13 L9H2)6
17 Q9+1Y6 13 -6/6
18 -2priY6 13 -6
19 13 o6 (20+1)6
20 V3§66 (24116
21 U3 @6 {2016
77 -3 6 A24+1)/8
23 ez 16 0
24 (Qe2)6 16 /3
25 {e+2¥e 1/6 B/3
26 w2 16 0
27 (426 16 0
28 LpHV6 1S -9/3

ek et b

O T T

gt et

pd e

ph
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29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
4l
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

5

-1/6 0 o2 1
/6 0 o2 1
1/6 0 02 1
-1/6 0 B2 1
o2 -1/6 0 1
{o+2)6  -1/6 o3 1
(06126 -1/6 o3 1
o2 -1/6 0 1
(0+2Y6  -1/6 /3 1
(0+2)/6  -1/6 03 1
13 -6 (20416 1
13 06 (20+1)61
13 -0/ -20+1)/6 ]
13 <06 -(29+1Y6 1
-20+1)/6 -1/3 o6 1
(26+1Y/6 -1/3 o/6 1
(20+1Y/6 -1/3 -6 1
(20+1Y/6 -1/3 B/6 1
16 o3 (042)/6 1
16 -3 (0+2)/6 1
16 93 -{6+2)/6 1
U6 <03 H{0H2)6 1
o3 (G266 1
o3  -@R2y6 16 1
o3 L) -1/6 1
O3 (o6 -1/6 1
06 -Qorle 13 1
o6 -Qo+1V6 13 1
9/6 -o+1)6  -1/3 1
o6 (20+1V6 <13 1
0 -0/2 /6 1
0 /2 1/6 1 ; (fig. 58)
Dodecaedro truncado
0 $%/2 eVsy
0 /2 NSy 1
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42

NG (BHSYINE  (IHgyaNs
NSy EREYINE (s
5 ENsy (GHEYNE (HeyNs
6 -V (BHEYNS  i+ayNs i
7 (1HY2NE  (25Y2NS HN5 ]
8 -(1+VN5  (2H5V2N5 451

N

G (11oy2V5  (2+V5y2V5 N5
10 (1+0)2V5  (25YN5 HA5 I
-5 oS ey b
12 2+5)2N5  pAS (1+Y2N5 1
13 (2495)295 B (1+HGYIN5 |
1A-(25)2N5 M5 {1+y25 i

1

15-(3+5V2VE  (1Hg)/2N5 eak)
16 N5 (+eyNS  (2HEYNS i
17 a5 (d+oyNs 2+

o

18 (35S (1925 s 1
19 3sy2Vs  (1+gy2V5 LE2NSY
20 NS (Troyls  -eEYNS 1
21 o5 (Y25 2RSS
22-35Y2N5  (1+g)/25 N5 1
23 Y2 1/(275) 0 1
U-(ay2Ns NS Gy 1
25 (14ay2N5 N5 (S5
26 ¢¥2 1/(2N5) 0 1

27 (HY2N5 ANS) (352N ]
28-(1+Y2V5  1A2V3)  -(B3+V5)y2N5 1

29 -1/(2N5) 0 02
30 VN9 0 ) 1
31 NS 0 &2 i
32 -1H2NS) 0 %2
33 Y2 ~H{245)

Y
34-(140)2N5  -1H(25) (35245
35 (1hoY2N5  -1ANEY  (3HISYNS
35 42 ~1NS) 0
37 (CHYNS  SHNSY BasY2NS
38-(1+a)2¥5  -L(2N5)  3=5Y25
39-(3+5Y2N5  (1+§)/2N5 A
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40 -oN5 (1+0)2V5  (2+V5Y2N5 ]
41 oN5 (125 (2525 1
42 (3525 L1+6)/2N5 ves 1
43 (35Y2NS  -(1+0)/2V5 ANy i
44 o3 S(1+0Y2V5 (2SN ]
45 -BNS A(1+0Y2N5 (2525 1
46-(3+5)2N5  (1+0)/2V5 NS 1
47-2+5y2N5 NS (1+6Y2N5 1
48 (2N5Y2N5 -oNS (1+g)V2N5 1
49 2+5y2N5 -on3 A(1+oy2Ns 1
50-2+V5)Y2N5  -oMS «(1+0)2V5 1
51 -(1+QY2VS -(2+V5)/2V5 AT
52 (1+0)/2N5 ~(2+V5)/2N5 ons 1
53 (1+0)/2N5 -(2+V5)/245 NS 1
54 (1+0Y2N5 -(2+V5)245 oN5 1
55 LN -(3eVSYN5  (1HeY2N5 1
56 1(2N5) -3EY2N5 (125 1
57 U(@NS) -(3HSY2N5  -(1HeY2NS 1
58 -142V5) -(3+V5Y2VS  -(1+e)2NVS
59 0 &2 VNs)y 1
60 0 4212 MNEY 1 (fig. 59).

1os siguientes dos poliedros semirregulares son los fmicos gjemplos convexos de
poliedros cuasiregulares (39) ; la caracteristica mas importante es que poseen todos sus
dngulos diedros iguales .

6 Cuboctaedro

0 148 1AN8
N8 148 0

0 148 -1A8
AN 1N D
NS 0 1AM8
N8 0 1A8
N8 0 -1A8
AN 0 -1M8

0 148 1AM8
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10 1A8 -1NE
it 0

(U

A8 I8

12148 IR 0 1
7 Icosidodecaedro
10 o2 0
7 -0/4 (6+1V4  1/4
3 M4 (pr1Y4 /4
4 §/4 {¢r1VE -i/4
5 4 {ot1)4 -1/4
S V2 Y/ R SR
7 iAo (o+iYA
8 14 ¢4 (¢r1)y4
G W14 B4 (BHiY4
10-{o+1Y4 14 G4
11 @4 U4 4
12 (p+1Y4 14 o4
B (priYE 14 g4
14 -2 0 0
i5 0 0 &/2
16 92 0 0
17 0 0 /2
18 -(p+1V4 -1/ o4
19 (pr1V4 14 o
20 (GH1V4 -1/4 -/h
PARE oaa LS VR
22 -U4 ¢4 (Gr1Y4
23 14 /4 (G4
24 1/E /A Lpt1YA
25 U4 A Hgr1YA
26 /4 (orD)A V4
27 G4 (o+1)4 /4
28 9/4 -gt1)4 14
29 -4 (G4 -1/4
W0 -2 9
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Los siguientes cuatro poliedros llevan en su nombre el prefijo "rombi-" debido a que
para generarlos o dibujarios se puede partir de unos poliedros que tienen sus caras con
formas rombicas . Estos poliedros con caras rémbicas son fundamentales en
mvestigaciones ulteriores vy los veremos con mas detalle adelante .

3 Pequefio Rombicuboctaedro

1 -1/@EH8) 12 Y28 1
2 UEW8) 12 1ew8) 1
30 VEW8) 12 -1H8 1
4 eS8 12 1N’ 1
5 12 HE8) 128 1
6 -1/(2+V8) 1/(2+8) 172 i
7 UEHE8) /28 12 1
8 172 128 1/2+V8) 1
9 12 18 -1/(2+8) 1
10 1/2+V8) 1/2+8) -1/2 1
11 -1/2+V8) /(218  -1/2 1
12 =12 Vw8 1428 1
13 12 -1/2+V8) 1/2+8) 1
14 -1/(2+8) -1/(2+8) 112 1
15 1/(2+8) -1/2H8) 172 1
16 12 -1/(2+8) 1+ 1
17 12 U8 -1/(248) 1
18 1/(2+V8)-1/(24N8) -1/2 1
19 -1/(2+8)-1/(2+8)  -1/2 1
20 -1/2  -UEeH8)-1eH8) 1
21 /28  -12  1/2+8) 1
22 W8 12 1/Q+8) 1
23 Q8 12 -1/2+8) 1
1 .

24 -1/(2+N8) -1/2  -1/(2+V8) : (fig. 62)
9 Pequefic Rombicosidodecaedro

T (0-1)2¢ &2 {(¢-1)2¢ 1

2 {©D26 62 (@129 1

3 (@126 62 (§-1)20 1

4 (-0 2 -($-1)20 1

58



i e s B B & R

i9

[

N )
S L)

3

Ly L Lo Lo W Lo Lo DN D N2 B2
Lol D ome DOND G0 =Y N

O

L
o0 ~3

39
0

12
/2
129}
20)
1/(24)
28)
-1/
Y

£
U

o
e
o
A2
2
12
/2
/2

V5/(2¢)
\5/2)
1o
1/
1/%
o
1/2
12
/2
i/2
1/2
L2
H(2¢)
V(2¢)
120
H20)
(¢-1¥2%

G

0

i
312
-1/2
112
-1/{(24)
(24
V5/(24)
1(264)
17024
~5H2%)
1o
/&
-1/9
Y
(9-1)26

D9 @028 o2
@-1/20 (@120

o2
/2

/2
~5/(24)
5124)
51024)
~N5/24)
/2
/2

@-12¢

EYa PN

6/2
(¢-15/2¢

(0-12¢ $-1)/26
(0-1)29 (&-1i2¢
(§-1)/20 (#-1)/2¢

(9-1)/2¢
0

(9126
(§-1)20

-{§-1/20 (- )28
(@-1)/24 (6-1)/20

/2
/2

G-1)2¢ -{¢-1)/2¢
Q=120 -(p-1)/2¢

-1/

(9-1)/2¢
@12

-124)

/2
/2
@-1)2%
1/2
12
/2
N
{$-1/2%
(6126
o/
o/
(©-1)/2¢
-($-1)2¢
-2
472
1
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2 12 Uy e 1

4312 Ve e 1

a4 12 -W@ey  -lUe ]

45 -1/o 12 -UEe) 1

46 -1/0 172 UQe)y 1

47 0 12 NS¢ 1

48 1o -1/2 Y20y 1

49 1o 2 UEey 1

50 0 172 N52¢) 1

51 -1/Q20)  -1/0 172 1

52 1Q¢)  -1/6 172 1

53 20 -0 121

54 -1/Q2¢)  -1/0 1201

55 -12  N5/20) 0 1

s6 12 SK29) 0 1

57-(0-D2¢ -2 (0-1)20 1

58 (0-1)20  -02 (o120 1

59 (0-DR20 02 {o-1)206 1

60 -(0-120  -0/2 (0120 1 ; (fig 63)
10 Gran Rombicuboctaedro

1 128+ 1/2 (14N2)2(V8+1)
2 12(¥8+D) 172 (1+V2)/2(V8+1)
3 (1-V2)/2(v8+1) 1/2 1/2(8+1)
4 (1+N2)2(N8+1) 1/2 1/2(V8+1)
5 12(v&+D) 1/2 (12Y2(V8+1)
6  -1/2(N8+1) 172 (1+V8)2(N8+1)
7 -(1-N2)/2(V8+1) 1/2 -12(N8+1)

8 -(1+V2)2(V8+1) /2 12(N8+1)

9 -12(N8+1)  (1+2)2(N8+1) 12

10 12(¥8+1)  (1+V2)y2(V&+1) 12

11 12 (1+V2)/2(N8+1)  1/2(V8+1)
12 1/2 (1+V2)2(V8+1)  -1/2(v8+1)
13 12(38+1)  (1+V2)2(¥8+1) -1/2

14 -12(N8+1)  (1+32)2(N&+1) 172

15 -1/2 (1+V2)2(V8+1)  -1/2(V8+1)

&0




16 -1/2 (+2)2048+1)  1/2(48+1)

I7-(Dy2008+ 1Y 12(VE+HD 1/2

18 (2R 1208+ 12

19 12 2098+ (IV22(NEHD

20 i/2 VINEHTY (D28

2‘*( 228D 12008 12
22-(1N2Y2ZN&HY 12(08+D) -1/2

23 -1/2 V2NBHEY (1228

pZ B U, 12008+1)  (1HV2)2(8+1)

25-01+2)2(N8+)  -1/2(V8 D) 172

26 (L2281 17200841 172

27 2 AR08 (2GR

78 12 SRR (I22(EH T

09 (I2)Y2(N8+1)  -1/2(V8+1 ) 112

I0-(IH2)2(E+T)  -1/2(V8+D) 12

31 -1/2 uz@!gaja {1HV2Y2NE T

32 172 S12008+y (122 «Jgﬂ\

33 -12(48+1)  <(12Y2(N8+T) 12

34 1208+ -(1HV2)R(NEHT) 1/2

35 1/2 {12208+ 12(98+D

36 /2 {1H2V2(NEH 1208+ 1)

37 12081 (1228 172

I8 1208+ (1228 -1/2

39 .12 (D2EERD S 120EEHD

40 <112 {208 1/2(08+1)

41 -12(48+1) -1/2 (12248 +T)

42 128+ 12 2208+

43 (IH2Y2(8+ D) -1/2 12(48+1)

44 {5+x/2}/2f«fg+:} -1/2 A2NE+)

45 UINERY -1/2 L LNTYI(NEHD)

46 1/2(NE+D) Y (IHNDY2ED)

A7-( 122008 +1) 172 2048+

z@g{wzw{w& D -1/2 128
il Gran Rombicosidodecaedro
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2 1(60) (@26 1/(60)
3 1/60) (942)/6 -1/(60)
4 160)  (0PF2Y6  -1/(60)
5 o6 (256 1/(3)
6 /6  (2NSY6  1/30)
706 (W56 -1/(36)
8 -0/6 (256 -1/(3%)
9 926 {(0+V5)/6  1/(60)
10 0%6  (0H3)6  1/(60)
11 06  (e+V5)6 -1/(60)
12 076 (o+5)/6 -1/(60)
13 13 (016 (0+2)/60
14 13 (@16 (©+2)/60
15 173 (0 1)/6 -(6+2)/60
16 <173 (0216 -(9+2)/60
17 -1/2  {6+1)/3¢ o6
18 12 (+D/B3d /6
19 12 (@130 -0/6
20 12 (@130 -0/6
21 -/6 12 (@+1)/30
22 /6 12 (0+1)/3¢
23 /6 172 «o+1)/36
24 /6 12 -(¢+1)/30
25 -1/(60) 06 (V56
26 1/(6) 076 (&+V5)/6
27 1/(66) %6 ~(0+V5)/6
28 -1/(60) &6 -(0+V5)/6
29 (02 +1Y6 (6+2)/6¢ 173
30 (016 (0+2Y60  1/3
31 (016 (0+2)69 -1/3
32 (0*+1)/6 (@260 -1/3
33 (p+r1)/6d 13 (©*1)/6
34 (o+1Y60 13 (0%+1Y/6
35 (otlY66 13 -(0+1)/6
36 (p+H1)60 1/3 (9+1V/6
37 <{(o+1)/30 /6 172
38 -1/(30) @6 (K56
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3% 1(3)
0 (@130
41 (6+1)/30
42 -1/(3¢)
3 -1/(30)
L
5 (2+V5)/6
46 (2+5Y6
A7 (2456
48 -(2+5Y6
49 (§212)/6
50 (056
P -1/69)
52 1/(69)
(@56
(&+1)/6
(6726
56 (0+V5)/6
57 1/(6)
58 -1(6¢)
59 ($+V5)/6
60 -{(47+2)/6
51 ~(g+5)/6
62 -1/68)
H{(66)
(@+V5)/6
{™2)/6
@26
(i 5Y6
L/(69)
~1/(60)
(36
(0*+2)/6
{26
3 (256
(256
(D+5YE
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/6
16

1/(3%)
U(38)
1/(30)
e
1/(69)
(60
1(64)
1/(6¢)
1/(69)
1(50)
(60
H(60)
1(6¢)
H{6¢)
1/(64)
H(6)

-1/(69)

~1/(64)

~1/(64}

-1/(6¢)

-1/(6¢)

-LK60)

164}

-1/(66)

~1/(64)

-1/(69)
-/(64)
~1K6¢)

1385

-9

-1(39)

12
12
172
(2456
{2+45)/6
112
/6
3/6
/%
/6
1{66;
&%/6
(¢*+23/6
(§*+2)/6
&6
1/{69}
-1/(6¢)
-04/6
o126
{G+2)/6
(4G
-11(69)
/6
(P+2)/6
{$*+2)/6
(G™+23/6
1iEd)
-1/(64;
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LG26
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76
77
78
79
&0
81
82
83
84
35
&6
&7

(2-+V5)/6
-(0+1)/6

-1/(30)
1/(30)
©+1)/30
(o+1)/30
1(30)
-1/(39)

-(+1)Y36
-(§+2)/6¢

(0+2)/60
{&F2Y60

88 -(0+2)/60
89 (016 ~(0+2)/60
90 (¢*+1)/6 -(§+2)/60
91 (6716 -(¢+2)/60
92 (&7+1)/6 -(§+2)/6

93
94
g5
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112

-1/(Ge)

-0/6
Y
-$/6
-3/6
/6
-$/6
-4/6
-4/6
-1/3
173
2173
173

-1(69)  -0¥6
H60)  -9%/6
H(60)  -0%/6
1/(66) 946
-0/6 -1/2
/6 -1/2
/6 ~1/2
-6/6 172
-172 0 ~(0+F1Y30
12 (4139
12 «(o+1Y/36
12 D30
13 «(0*+1)6
13 -(¢*+1Y/6
13 -@*11)/6
13 (gP+1V6
Y6 (V56
06 (056
»6  -(&V5)6
96 «(O+V5Y6

/6
172
(2145)/8
(256
1/2
12
-(2+V5)/6
-(2+V5)/6
-i/2
@+ 1)/6
(@*+1)/6
(0*+1Y/6
(&5 1)/6
1/3
1/3
173
-1/3
(0V5)/6
(DH5)/6
(D56
(G5
(0+1)/3¢
(0+1)/30
~(0+1)/3¢
-(6+1)/30
/6
/6
-0/6
/6
(G+2)/6¢
(0+2Y6¢
H{(O+2Y60
~$+2)/6¢
1(60)
1(6¢)
1/(66)
-1/(6¢)

i
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113 <9/ -SYe  UGBE !
114 o6 (2w3Ys 1(3Be  1
115 @6 -(2HEV6 -Gy 1
116 -3/6 2056 V(G
117 -U68)  «{6MHIVE ey f
118 I6E)  -(0M6  1(6E)
SRRV T I s RNV o B
120 -1/(60) -(@=2)6 U6y 1 ; (fig. 65

3

1.os poliedros semirregulares que siguen Henen algo de quimérico , pues no bastan
los instramentos gue hasta 2hora hemos utilizado para generarios . Quizd en eso radica su
encanto . Exigen el recurrir a un poco de Algebra mas elevada , 1o cual hace necesario
modificar un poco nuestra aproximacion a ia generacion de poliedros . Si estamos en la
disposicion de aceptar que , virtualmente tode construccidn geométrica se puede realizar
mediante 12 iteracion o alghin otro algoritmo sergjante (var. las fracciones continuas)
entonces zun podremos considerar como suficientes regla v compas . Pero como tal

coceso seria mfniio , 1o hay otro camine gue uiilizar la mejor ADTOXIMACIOn
il

Hsto no significa gue renunciarcinos a nuestres instrumentos predilectos . Es mas ,
valgs decir que incluso un veloz artilugio clectronico utiliza aproximaciones , por ejemplo
, al caleular una tangente .

Los poliedros en cuestion se les llama romos © achatados , v inicamente ¢l cubo y el
dodeczedro tienen versiones romas ¢ achatadas . Recordaremos que entre el conjunto de
poliedros semirregulares existen dos que tienen versiones enanticmorfas Careciendo de
planos de simetriz reflexiva exhiben un "movimiento" parecido a un giro en todas las
caras que pueden inscribirse , en ¢l octaedro para el caso del cubo achatado , yen el
icosaedro en el caso del dodecasdro achatado . Las propicdades métrigas (40) involucran
sguacionss ciibicas

Dara efactos de frazo no es necesario utilizar muchas ci7ras lecimales © dentro de
- T vm o - . - - s L4 4 i 4 * e o
una hoja normal de 11x 8 pulgadas nos son suficientes tres cifras despuds de la coma

Pude oalouler las coordenadas hasta con 15 cifras exactas , pero gs Hsioamente Imposible
conveniente dar seis cifras decimaies exactas .
T2 ecuacién ZeR-4ul+do-1= 0 tiene como raiz real 0.3522011287389, . . v sitha

ue ouwto en un octzedro de arista unidad que permite &l frazo Gel cubo achatado . De un

modo similar |, al resolver 1a ecuacion $4’5@@3~$mz+4%1 ={  obtenemos ia ralz positiva

()]
L]



real 0.3397718676059. . . que permite situar un punto en un icosaedro de arista unidad .
Entonces las coordenadas de los vértices son (41},

12 Cubo Achatado o Romo

1 -.067442 384446 228155 1
2 228155 384446 067442 1
3 .067442 384446 -228155 1
4 -228155 384446 -067442 1
5 .191487 209019 352201
6 352201 209019 .191487
7 -.191487 209019 352201

o0

1

i

1
-.352201 209019 .191487 |
9 -.124045 113641 419643 1
10 419643 113641 .124045 1
11124045 113641 -419643 1
12-419643 113641 -124045 1
13 124045 -113641 419643 1
14 419643 -.113641 -124045 1
15-.124045 -.113641 -419643 1
16-.419643 - 113641 1240645 1
17-.191487 -20901% 352201 1
18 352201 -209019 .191487 1
19101487 -209019 -352201 1
20-.352201 -.209019 -.191487 1
21 067442 -384446 228155 1
22 228155 -384446 -067442 1
23-067447 - 384446 -228155 1
24-228155 -384446 067442 1 ; (fig. 66)
13 Dodecaedro Achatado o Romo

1 -.120407 .763025 .13638]
2 120407 763025 -.136381
3 233970 719648 206566
4 -233970 719648 -206566
5 454639 633360 -070185
6 -454639 635360 070185
7 -.308386 .39924C 401077
8 308386 .599240 -401077
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o
o
0
LA

16 .599240
17-.401390
18 4013986
16 514952
20-.514952
21 206566
22~ 206566
23 719648
24-719648
25 763025
26-.763025
27-.136381
28 136381
25-.635360
30 635360
31 .635360
32-635360
33 136381
34- 136381
35-7763025
36 763025
37-719648
38 719648
36-206566
40 206566
431-514952
42 514952
43 401390
44- 401390
45 5992490
46-.599240
47 JT01ES

5290355
529055
514952
514952
454639
454639
AD1390
431390
308386
308386
265009
265009
233976
233970
206566
206566
136381
136381
120407
120407
070185
070185
- 070185
- 070185
- 120407
- 120407
- 136381
-. 136381
- 206566
- 206506
~ 233970

] ] 3
Lo L2 b b b
Lo
Lo
©
g
>

- 401390
-~ 454639

5149512
-.514952
265009
-.265009
635360
- 5635360
308386
- 308386
599240
-.599240
529055
-.529055
719648
- 719648
233670
-.233970
- 120407
120487
763025
- 763025
A54639
~ 454639
A5463%
- 454639
T63025
-.763025
- 128407
120407
233976
233970
719648

48-070185 - 454638 -.635360
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49-525055 -514952 265009 1
50 529055 -.514952 -265009 1
51-.2650609 -526055 514952 1
52 265009 -.529055 -514952 1
53 308386 -.599240 4031390 1
54- 308386 -.599240 -40139C 1
55 454639 -635360 070185 1
56-.454639 -635360 -.070185 1
57-233970 -719648 206566 i
58 233970 -.719648 -206566 1
59 120407 -763025 136381 1
60-.120407 -763025 -.136381 1 ; (fig. 67)

Los 5 solidos regulares v los 13 semirregulares pertenccen a una clase de poliedros
conocidos como uniformes . La serie infinita de prismas y antiprismas también pertenece
a esta . Uniforme significa que el poliedro esta construido con poligonos regulares y que
todos sus vértices son congruentes . Mientras estos que discutiamos son convexos el
conjunte total también comprende a muchos que son concavos , i.¢ presentan hoyitos y
surcos en su figura .Hasta mediados de la década del setenta el conjunto comprendia 75
poliedros distintos .En las siguientes laminas ilustro algunos de ellos.

Los poliedros semirregulares poseen sus duales . La caracteristica principal comin
de estos poliedros es la de tener todas sus caras congruentes , consecuencia directa de la
congruencia de vértices de los poliedros semirregulares . Mientras los poliedros
semirregulares son isésceles |, sus duales poseen aristas de diferente longitud . Sus caras
ya no son poligonos regulares . Un poliedro semirregular no posee una esfera que toque
todos los centros de todas sus caras , pero si posee una que pasa por sus vértices , en i0s
duales el caso es al revés : existe una esfera que toca los "centros” de todas las caras pero
1o existe una que pase por todos y cada uno de sus vértices . La tinica esfera comin que
comparten ambos , ¢l poliedro semirregular v su dual , es una que toca los puntos medios
de las aristas del semirregular v al mismo tiempo algin punto en las aristas del respectivo
Teciproco .

El trazo de la cara del poliedro dual perteneciente a uno semirregular depende de las
dimensiones de las aristas de Ia figura vertical (42) en ¢l poliedro semirregular . Tomando
en cuenta que esta figura vertical se puede fnscribir en un circulo , la cara del dual , asi
como sus propiedades métricas , se obtienen facilmente (43) .

Aqui es facil darse cuenta que aguellos vértices que "desaparecieron” durante ¢l
proceso de truncamiento en ios poliedros semirregulares , tienen como contraparte unos
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vértices en ¢l poliedro dual gue parecen ﬂmsrgef” del poliedro reciproco el cual en
principio truncamos . En algunos fexios de guimica inorgdnica , este nuevo vértice se
toma como referencia para decir que ung cara gueda "monoc @ﬁ' ada” . En la tradicién de
1os textos sobre sGlidos gue no son necesariaraente los de 1a guimica |, suele uhilizarse la
particula en griego "-akis-" para denotar ese nueve vériice |

£l par reciproco se puede identificar usando el par de nlmeros que les he asignado .
Asi, por giem j:f; ¢l par de nfuneros "5-5" " corresponde ai par reciproco "dodecaedro
iruncado-triakisicosasdro”,

i Trakistetracdro
AN VA VR VO
AN VA VA VA
3310 3100 3410 1
4 310 3710 -3/1¢ 1
5 -3/10 310 -3/16 1
& 37106 3710 3/16 1

2 w2
CL -2 A2 1 (fig 68)

2 Trizkisectaedro
(A i o 1
20 12 N2-1 A2
3 42-1 421 A2
PR SRRV B N/ B |
5 142 21 1Az
6 -] o o 1
70 5 T
g 1 0 01
10012 12 NZel
U1 1A N2
127921 12 12
AR IR I N R PN R |
SUANRY - o 1 (hg 99
3 Tetrakash o)



FARE ¢ B Y/ B
20 N2 VN2 1/(N2) 1
3 YN TN 1) 1
4 N2 N2 1N 1
5 S1A2N2) 2N -1/N2) 1

6 -3/(4N2)
70
8 3/(4V2)
9 0

0 1

0 0 1
0 3D 1
0 0 1
0 -3/4V2) 1

107-1/2V2) -1A2N2) 1/2V2) 1
11 1/N2) -1/@2N2) 14232 1
120 /(N2 -1/(2N2) -1/(2¥2) 1
13 -1/(2N2) -U(QN2) -1/2N2) 1
4 0 =344V

0 1. (fig70)

4 Pentakisdodecaedro

' -120)
2 1420)

o/2
/2

O
0

30 30/10-20) 3/(10-2¢)
F 0 30/(10-2¢) -3/(10-2¢)

5 -1/2
6' /2
T 1/2
g -1/2

172
172
/2
172

/2
1/2

-1/72

9 30/(10-26) 3/(1029) O
10' 30/(10-20) 3/10-26) O

0
1270
13 92

14 -3/(10-20)
15" 3/(10-20)
16 &2
A Y,
18" 3/(10-29)
19' -3/(10-26)

1/(20)
Y(2¢)
0

0
0
0
0
0
it

/2
)
1/(26)
36/(10-20) 1
30/(10-20) 1
1120) 1
126) 1
36/(10-2¢) 1
30/(10-2¢) 1

1
1
1
i
1
1
-1/2 1
1
1
1
1
1
1
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300 /2 6 -2

21 0 26 @2 ]
220 0 ey e
23 -30/(10-24) -3K10-20) O 1
24 30/(10-2¢) 3/(10-24) ¢ 1
25 -1/2 112 2 i
26 12 172 1
2T AR 172 NV
28 -1/2 -1/2 Y/

190 3e/(10-26)  3(10-2¢) 1
300 0 -30/(10-20) -3/(10-20) 1

31 1K26) -2 9 1

32 U2 -2 0 1 (He7D
5 Trigkisicosaedro

AR Vi 42 0 ]
PR V0 442 0 ]
3 0 GN5HTANEY VTS
4 0 STy ANSTANEY
5 0 /2 42 1
3 0 &2 02 i
T AHIYTNE) @ IVTNE) @HI(TN5)
8 (P 1TAE) (@IS (@ 1(7-5) 1
9 (DTG @REDITAS) (G DHTNE) 1
10 (0P DYT-5Y (@175 @ 1Y(75) 1
11 9575y VEHTA3) 0 1
120 oWSHINEY ST 0 1
17 5/0745) 0 o5/(7A5) 1
14 AT 0 aS/T5) 1
15 0¥2 0 o2 i
6 6Y2 0 -0/2
T ANSHTAE 0 G5/(7N5) 1
18 3H7N3) 0 G571
0 Y2 0 /7 i
200 -2 0 /2
21 -ASHTNEY  ASHTE) 0



22" ¢NSHTAN5)  5HT-NS) 0

23" (@2 F1(TN5) (02 DATNS) (@ 1DHTN5)
24" (@P+1(TNSY (62 1D(TN5) (02 1Y(7-V5)
25 ($FH1HTNE) A0 1T (02 1)(TV5)
26' (0% D(T-N3Y {92+ DHTNE) (0 1D(7A5) |

famad sl el

27 0 -0/2 02 1

28 0 /2 0Y2 1

20 0 WE/(TNSY STy

30" 0 ONSH(TNS)  ASHTAS)

31 -2 02 0 1

320 2 22 0 1; (fig. 72)

Los poliedros cnasiregulares tienen como duales a unos muy importantes limitados
con figuras rémbicas por caras .

& Dedecaedro Rémbico

10 3/(2N8) 0 1
20 348N2) 3/(8V2) 3/(8V2) 1
3 3/(8¥2) 3/(8V2) 3/(8V2) 1
4 3/82) 3/(8V2) -3/(8V2) 1
5 3/(8V2)  3/(8N2) -3/(8V2) 1
6 -3/(2V8) 0 0 1
70 0 3/(248) 1
8 342V8) 0 6 1
o0 0 -3/(2N8) 1
10'348V2) -3/(8V2) 3/(8V2) 1
117 348V2) -3/(842) 3/8&N2) 1
120 3/(82) -3/(8V2) -3/(8V2) 1
13'-3/(8V2) -3/(8V2) -3/(8V2) 1

149 3/2N8) 0 1 (fig. 73)

7 Triacontaedro Rombico

V58 (0258 0 1
20 (@258 (oV5)/8 1
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H

V5/8 @58 0 1

Lad

4 @2N5YE  -(oV5Y8 1
5 -(a2N5YE (eV5YE O i
G -(pVSYE  (oVSYE  (eV5y8 i
758 (VSR (esye 1
g (6258 (@s)y/e 0
9 (eV5Y8 (V5Y8 -(psys 1
1O -(0V5Y8  (oV5YR  «oV5Y8
11 ¢ V5/8  (edV5y8 1
170 518 {(925y8 1
13 (0258 0 V5/8 1
14T (g5)/8 0 (@N5yR i
15 (V5)/8 0 G5’ 1
16" (§25)/8 V5/8 i
17 (02N5Y8 ~5/8 i
18" {(gV5y8 LoN5YE 1

19" (gV5Y/8
20° (§2V35)/8

Lp2N5)/8
~5/8
20 58 (@258

o S - S s S v B oo

¥ o

1
i
1

22 9 ~5/8  -4pNEY8

23 L0258 -oV5/8 0 1

24" -(gN5Y8  (@V5Y8  (@V5Y8 1

25 (QV5Y8  ~(@V5)/8  (gVSYB

26" (§2V5)/8 -(¢V5)/8 0 1

37 (@N5Y8  -(@VSY8 (VSR 1

28' (eV5Y8  «oVSYE  (pVSYR

29 A58 - §25Y8 0 i
30 0 eXA5Y8 (@B 1
31 V58 {0258 0 1
320 0 (0258 -(pVSYR 1, (fig.74)

Los dos poliedros que siguen son los reciprocos de los poliedros semiregulares gue
llevan la particula "rombi-" en su nombre , y Henen sus caras con forma trapezoidal .

g Icositetracdro Trapezoidal



Iy 0 22 0 i

2 -2NDAN2 2DA2 0 1

3 0 (2-V2)A2 (2N2N2 1

4§ 22 2VDA2 0 1

5 0 NNz N2 T

6 N3 N2EH) V2/(3V2) 1
72032 N2/3H2)  N/3H2) 1

8 V2/(3+V2) N2 (3D 1

9 N2/(3V2)  N2/32)  N2/(E+2) 1

10" -(2-N2DN2 0 (2N2DN2 1

11 0 0 @22 1

12 (2422 0 QADNZ 1

13 2-\2 0 0 i

14" (2NDA2 0 “2NDN2 1

15 0 0 22N 1

16 -(2-N2)N2 0 24N2 1

17 (242 0 0 1

18 V2/(3+2)  N2/(3+V2) V2/(3-42) 1

19 N2/3+2)  N2/(3+V2) 232y 1

200 N2/32) WN2/32)  N2(32) 1

21 N3 232y N2/(32) 1

220 2NN (2D 0 1

23" 0 CANDAN2 2AN2 1

24' 2DN2 -2-N2DA2 0 1

25’ 0 2ADN2 2N

26' 0 -(2-42) 0 1 (fig.75)
g Hexacontaedro Trapezoidal

i’ 0 (40+3)/(50+3) 0 i
2" -(4+3)(146+9) (116+7)/(14¢+9) 0 1
3 (Aer3)/(140+9) (116+7)/(140+9) 0 1
4 0 (2+0)/30 V5/3¢ 1
5 0 (2+6)/30 ~5/3¢

6 -(3-0)20 V5726 (36-4)/26

7 {3-6)20 V5126 (30-4)/20 1
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(E-4)2¢

(3-0)/2¢
(TO+HAY(144+9)
(14-+4)/(144+9)

TG 40T9)

V5120
V5/2%

(T0+4)/(14¢+9)

(G-

(B¢

(T+4)(1449)

(To+&Y/(140+9) (To+4)/(149+9)
FOHE 4G -(ToHA Y (14415
(THHE{14o+S) -(T4+4)/(140+5)
0 i

0 1
V5124
V5724

~5/2¢
~5/2%

i

%i
i
i

(40-+3)/(140+9) (11g+7)/(140+9) 1
(AGEDI(144+9) L{110+TY(160+9)

13 (7o) 49+9)

147 (2+)/36 V5/3¢
(5 {(2H0)/38 \5/30
16 ~(30-4)2¢ (3-0Y2%
LT (30429 (3-)Y2%
18 (39-4Y2% (3-0)/2%
19 (3¢-4)/2¢ (3-0¥2¢
20 0

21 0

220 528 (3-4)/29
2% V3/28 (3¢-4)/2¢
24' J5/2¢ (30-4Y24
25 5126 (3-4)20
26 (1171 46+9) 0

27 \53/3¢ 0
28 0 0
29 5130 0
30 {11+ 140+9) 0
31 (AH3Y(59+3) 0
320 (L1G+7)/(146+9) 0
33 5130 0
34 0 0
350 5/3% 0
36 L 11O+ TV 449 0
AT (A 3Y(56+3) 6
38 520 (3426
39! 5120 (3420
40° V526 (3¢-4)/20
11 N5I29 {30428
42 2 (AP 4GS
Zic 3 LAEIV(140+9)
441 {30-4)26 L3-0¥2%

(3-9)2¢
(3-0)/24
(3-0)/20
3-6)/2
(A4 3)/( 144+
(24639
(4d+33(5¢+3)
(2+6)/30
(A4+3)/(14¢:+9)
0
LAY (16649
D)3
{45+ 3Y(54+3)
“2)3¢
(Ag+3)(144+9)
9
(3-0)/2¢
(3626
(3-0)/29
(30328

(LIGHTY/(144+9) 1
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et
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1
1
i
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45 (3¢-4)20 -{3-0)/2¢
46" -(30-4Y20 «(3-0)/26
AT (30-4)20 -(3-0)/2¢
A8 -(2+0Y30 ~5/3¢
49 (2+0)/30 ~5/30

50" -(7O+D(14¢+9) (To+4)/(146+9) (7¢+4)/(140+9)
51" (76+4y(140+9) -(7To+)/(140+9) (7o+4)/(14¢+9)
520 (76+4)Y/(140+9) {T0+43/(14¢+9) ~(To+4)/(14¢+9)
53" (70+4)(140+9) «(THp+4)/(146+9) -(7¢+4)/(14¢+9)

54" {3-0)20 5726 (30-4)/20
55 (3-90)/2¢ 520 (30-4Y20
56 (3-0)/26 ~5/2¢ -(39-4)/26
57 -(3-0Y20 ~5/2¢ -(30-4)/2¢
58’ 0 -(2+9)/30 V5/30
59' 0 -(2+0)/30 ~5/3%
60" ~(40+3)/(140+9) -(110+7)/(146+9) 0
61" (40+3)Y(146+9) -(11¢+7)/(146+9) 0
62 0 -(AH+3)/(5¢+3) 0
10 Hexakisoctaedro

ik 0 (6-3V2)/(11-6N2) © 1

2 -3/7 3/7 0 1

3 0 3/7 3/7 1

4 3/7 3/7 0 i

5" 0 3/7 -3/7 i

6 N2/(V8+1) N2/(N8+1) N2/(Ng+)

7 ON2/N8HD)  N2U(N8+D) N2/(NE+1) 1

8 V2/(V8+1) NS+ 2/(N8+1) 1

9" A28y V2AV8+DY N2/(N8+1) 1
104(6-3\2)/(11-6v2) 0 0 1

17 -3/7 0 3/7 1

12’ 0 0 (6-3V2)/(11-6v2) 1

13’ 3/7 0 3/7 1
14'(6-3V2)/(11-6v2) 0 0 i

15 3/7 0 -3/7 1

16° 0 0 -(6-3v2)/(11-6V2) 1

17 347 0 -3/7 ]

V5720
~5/26
~5/20
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18 2Ry 2R 2R
19 N2y 2SI A2/GED

200 N2I(NBEE A2/NB+HT) 28D
PR 28T N2IWEHT)
22" 2307 37 0
23 0 -3/7 3/7
24’ 3/7 -3/7 0
25" ¥ -3/7 -3/7
26/ 0 -(6-342)/(11-6v2) ©
i Hexskisicosaedro
ik 0 @23 0 I
7 -(3-9)30 N5/3 0 i
3 (3030 V5/3 0 1
4 0 1(3-6) 135
5 0 1(3-8) NS

& N5/(60-4) VE/(60-4) (3P (6-4) 1
T A560-4) GN5/(64-4) (3-0)(64-4) 1
8 V5/(64-4) dVSI(64-4) -(3-0)/(6¢-4) 1
9 A5/(60-4) GV5/(6¢-4) -(3-9)(66-4) 1

10 539 V5/34 V5739 1
1 N5/30 5/3¢ 53¢ 1
127 530 V5034 ~N5/3¢ 1
13 5/3¢ 5/3% ~53¢ !
14 13-4) A5 0
15 1(3-) AR 0 i
16 {3-0)(60-4) V5/64-4) oN5H(6¢-4) 1
1T (B-M(60-4) V5H66-4y  HVS/60-4) 1
18 (3-0M(60-4) V5/(60-4) -pV5/(69-4) 1
19 (3-0W(63-4) V5K6a-4) -gN5/(60-4) ]
20" 0 (3-9)/3% 531
2 0 (3-0y3 UGy 1
22 eSS4 (3-0)/(64-4) N5/(68-4) 1
23 V5604 (3-4Y(60-4) N5/(6¢-43 1
24" GN5/(66-4) (3-9)(6p-4) 5/(6¢-4) 1

25 gN5/(66-4) (3-0Y(66-4) NI/E4-4)

o b
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26 V573
27 -1IN5
28 0
29" 1W5
300 V503
32 N5/3
33" 1IAWS
34 0
35 -1A5

36 V573

0
0
0
0
0
31 (@F2)(0+3) 0
0
0
0
0
0

37 (G+2)(6+3) 0

38 -9V5/(60-4) -(3-0)/(60-4) N5/(6¢-4)
39" oV5/60-4) «(3-0)/(66-4) V5/(6¢0-4)
40" OV5/(60-4) ~(3-0)(60-4) N5/(6¢-4)
41" -oV5/(60-4) ~(3-0)(6¢-4) ~5/(60-4)

42 0
43! 0

-(3-9)/36
-(3-0)/39

44" (3-9)/(60-4) ~N5/(60-4)
45 (3-0)/(6¢-4) N5/(60-4)
46' (3-0Y(60-4) -V5/(6¢-4)
47 -(3-0Y(60-4) ~5K60-4)

48 -1/(3-6)
49" 1/(3-0)
50" V5/30
51" ~N5/3¢6
52' N5/3
530 N5/36

-1A5
-1A/5
~/5/30
~5/3¢
~5/30
~5/30

54 N5/(60-4) -9V5/(60-4)
55" V5/(60-4) -OV5/(60-4)
56" V5H(60-4) -GVS/(60-4)
57" N5/(60-4) -ONS/(60-4)

s8¢0
590 0
60" -(3-0)/30
61 (3-0)/30
& 0

-1/(3-0)
~1/(3-9)
~5/3
~5/3
($+2)/(4+3)

(3-0)/36
1/(3-0)
(O+2)/(6+3)
1/(3-0)
(3-0)36
0
~(3-6Y/3¢
~5/3
(O +2)/(¢+3)
~5/3
~(3-0)/30

i

1

i

1

i

i

i

1

1

1

1

0 i
i
1
1
i

[R——Y

5/3
1/(3-0)
oV5/(60-4) 1
N5/(60-4) 1
-oV5/(60-4) 1
~OV5/(60-4) 1

[y

{
1
1
V530 1
1
1

(3-0)/(66-4) 1
(3-0)/(69-4) 1
-(3-0)/(69-4) 1
-(3-0)/(64-4) 1
w51
NS

0 1

0 1

0 1
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Siguen los reciprocos de los poliedros romos , v veras que estos también carecen de
plancs de simetria reflexiva . A semejanza con los casos del cubo v dodecaedro romos |

4oy las coordenadas de sug vértices con seis cifras decimales ¢xactas.

ey r
12 ety

v 0

21228155
37 124045
4 228155
5" - 124045
6'-.191487
7 0

g 295597
9 352201
10191487
1F G
127-285597
137-.352201%
14" 067442
157 419643
16'-.067442
17" -.419643
18 -.323899
19T 323899
20" 323859
21"-32389¢
22" - 067442
23" 419643
24 (674472
25 - 419643
26" - 295597

270
28 191487
29" 35220
30" 295597
3T 0
32 -.191487

! o phrh e T 1
sitetraedro Pentagonas

458062 G 1
3444721 124045
344427 228155
3444728 - 124045
3444271 - 228155
245043 295597
249043 352201 1
249043 191487 1
245043 6
249043 - 295597 1
249043 - 352201 1
249043 - 191487 §
249043 0 i
073616 419643 1
073616 067442 1
073616 419643 1
073616 067442 1
0 323899 1
0 323899 1
0 -32389%1
0 -32389G 1
-073616 419643 1
- 073616 067442 1
- 073616 -419643 1
- 073616 -.067442 7
- 249043 191487 ]
- 249043 352201 1
249043 295597 1
- 249043 0 1
- 249043 -.191487 1
- 248043 - 352201 1
- 245043 -2565597 i
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R
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33'-.352201
34" -124045
35" 228155
367 124045
37 -228155
38 0

-.249043 0 1
-.344421 2281551
-344421 1240451
-.344421 -228155 1
-.334421 124045 1

- 458062 0 1

; (B2.79)

13 Hexacontaedro Pentagonai

1" 079496
2'-079496
3'-274881
4" 274881
5 0
6 0
7' -300165
" 300165
9 413728
10'-413728
11" 349297
127 -.349297
13'-.462859
14" 462859
157-265009
16' 265009
17 -.444767
18 444767
19" 444767
20" -.444767
21 687121
22'-.687121
23" 136381
Z4'-.136381
25" 335194
26'-335194
27 599240
28'-.599240
29' - 206566
30" 206566
31 0

763025
763025
719648
719648
687121
687121
678737
378737
635360
635360
599240
599240
555863
555863
462859
462859
444767
444767
444767
444767
424664
424664
413728
413728
349297
349297
335194
335194
300165
300165
274881

-070185 i

424664
-.206566
-.136381
-.33519%4
-.265009
-.555863

-.444767
-.444767 1

070185 1

0
0
424664

)

206566

136381

b—n-‘p_.;}ﬂ“u—-l;__l"““"mw

335194

265009

555863

A44767
444767

el B T S S VY S B Y

0 1
0 1
635360 1

-.635360 1

599240 1

-.599240 1

345297 1

-.349207 1

678737 1

-678737 1

719648 1
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37 0

337 - 555863
34" 555863
35" - 678737
360 678737
37 - 635360
38 635360
39" - 070183
407 OT70185
411 -763025
420 763025
43" - 719648
447 - 424664
45" 474664
46" 719648
47 715648
48" 424664
49" - 424664
50" - 719648
510 763025
52'-.763025
53 -.0701835
54" 070185
55 - 635360
56" 635360
57 678737
58 -.678737
55 555863
60 -.555863
61" 0

&2 G

53 =20

66 5997240
7335194

274881

265009
265009
206566
206566
136381
136381
079456
079456
070185
070185
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72 687121 -424664 0 1
73 - 444767 -444767 444767 1
74 - 444767 - 444767 - 444767 1
75 444767 444767 444767 1
76 444767 -A44767 -.444767 1
7T 265009 462859 555863 1
78 -265009 -462859 -.555863 1
79 462859 -555863 265009 i
80'-.462859 -.555863 -265009 1
81" 349297 -399863 -.335194 1
82'-349297 -599863 335194 1
83 -413728 -.635360 136381 1
84' 413728 -635360 -.136381 1
85'-300165 -.678737 -.206566 1
86' 300165 -678737 206566 1
87 0 -687121 424664
88 0 -687121 -424664 1
89 -274881 -719648 0 1
90" 274881 -719648 0 I
91'-.079496 -763025 070185 1
92" 079496 -763025 -070185 1 ; (fig. 80)

Descendiendo en jerarquia podriamos considerar varias clasificaciones de poliedros |
vgr. los deltaedros (44), los poliedros convexos formados con poligonos regulares (45)
&.c. . Pero quiero fijar Ia atencion en unos muy importantes , los transpoliedros .

Haresh Lalvani publico en 1977 un libro ilustréndolos con dibujos y fotografias . Lo
notable de estos solidos radica en su proceso de generacidn , viz. el de explosion -
implosién mediante el cual un poliedro transita , de un modo digamos "cinematico” , hacia
su dual , pasando por varios transpoliedros que son los estados parciales del proceso . A
grosso modo , las caras de un poliedro se trasladan paralelamente a las caras origen en
aquellas direcciones que unen el centro de cada cara con el centro del solido (fig.81) | las
direcciones se toman hacia el exterior ; a determinada distancia se definen los vértices del
transpoliedro que contiene tanto las caras del poliedro origen (digamos el tetraedro
truncado) vy las de su dual (el triakistetraedro) mdas una serie de caras rectangulares . Esto

es la explosion .

La implosién hace retornar al transpoliedro al poliedro origen o a su reciproco Esta
vez se trasladan sus caras {digamos hexdgonos y tridngulos equilateros en el ejemplo
anterior para producir el tetraedro truncado ,o los triangulos isésceles para producir el
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triakistetracdro) hacia ¢l interior . Simultancamente los rectangulos se reducen hasta que
desaparecen confundiéndose cn el linite con las aristas del poliedro o su dual (fig. 82).

En esie libro |, Lalvani no incluye los poliedros minimos gue contienen 2 las caras
rectanguiares . Ahora es et momento de hablar de ellos . Para comenzar |, una propiedad
extracrdinariz de los transpoliedros es la que presentan sus vértices ; son "4-connected” {
tetra-consctados) , 1.6, ,en cada vértice concurren cuatro aristas . Hsto significa que fodo
reciproco de un transpoliedro es un poliedro formado Gnicamente con poligonos de 4
lados . Por otro lado , v curiosamente , los poliedros minimos que coniienen a las caras
reetangulares también estan formados con poligonos de 4 lados .

Mo conozeo los nombres para estos sélidos ; 1a primera vez les & un nombre
bastante pueril - "superfi-duales” {1}, después les &f un nombre més serio "poliedros de
tangencia ", debido a que las caras de estos contienen simultdneamente a las aristas de
dos poliedros duales cualesquiera .

Mediante una construceién geométrica "cinematica” | cada cara del poliedro de
tangencia determina las caras rectangulares del transpoliedro . En la figura 83 muestro
como dentro de un trapezoide el perimetro del rectangulo se bace variable v va desde ia
linea hasta formar un cuadrado perfecto pasando en varias etapas por distinios
rectdngulos , hasta regresar a una linea pero orientada ortogonalmente . Una vez en €l
espacio esta construccién se repite para cada cara del poliedro de tangencia |

El calenio de las coordenadas de los vértices de los transpoliedros mediante matrices
es posible , pero es muy extenso v complicado . Esta razén dé vida a los poliedros de
tangencia . Resulta bien facl enconirar las coordenadas de estos sélidos ; es mas ; ya las
hemos encontrade | : las diagonales de los cuadrildteros que los conforman no son olias
més que las aristas de los poliedros semirreguiares y sus duales . Por fo tanio basta
escribir juntas las coordenadas del poliedro semirregular y su dual para obtener una sola
matriz que expresa las coordenadas de fos vértices del poliedro de tangencia . Tuve
cuidado en dar las coordenadas de los poliedros semirregulares v sus reCiprocos
compartiendo una misma esfera inscrita 2 las aristas de ambos | lo cual garaniiza gue ias
dos aristas estén contenidas en el mismo plano que la cara del poliedro de tangencia .
Ahors |, las coordenadas de los poliedros de tangencia se denotan del siguiente modo (X
+ X %, donde la X sola indica el poliedro semirregnlar , v 1a X con el superindice , el duzal
. Bntonces , para dar las coordenadas del poliedro de transicion entre ¢l tetraedro
truncado v el trizkistetraedro utilizo {1417}, que es lo raismo que dar las coordenadas en
forma de matriz como sigue
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1-1/(3V2) 1/(2N2) -1/(3V2) 1
2 VN2 1N Gy 1
3 1/(3V2) 1A2N2) 12N 1

& 310 310 310 1
7R -2 12 i
g p ap a1

Adyacentes a las figuras de estos poliedros he colocado la nomenclatura propuesta .
Las figuras de los poliedres de tangencia estdn resueltas en proyeccidn ortogonal .
Entonces basta dividir los cuatro lados del cuadrilatero {las cuatro aristas de la cara del
poliedro de tangencia) en la misma relacidn A para trazar cualquier transpoliedro .

Obviamente -co < A < oo |

Se dice que un poliedro esta inscrito ¢n una esfera cuando todos sus vértices tocan a
ésta . ;, Qué sucede cuando el radio de esta esfera se hace infinito ? ; el poliedro se
convierte en una red en el plano . Los griegos de la antigiiedad sabian gue sélo existen 3
redes reguiares en el planc (la de triangulos equilateros,cuadrados y hexdgonos reguiares )}
. St la condicidn de regularidad para el poligono se torna mas laxa , emerge un nimero
grande de posibilidades : primero cnalguier fnangulo , cuadrado y hexagono pueden
cubrir ¢l plano sin intersticios si se les aplica en 1a mavoria de los casos (inicamente
traslaciones y rotaciones (46) . Aparte , v con las mismas simefrias , hay varios
pentagonos que igualmente cubren el planc (47) . Después se supo gque es imposible
construir una red aplicando cualquier operacion de simetria a una figura con mas de seis
lados {48) . Esto es lo que puede decirse de las redes hechas con una figura congruente .
Siguen 8 redes semirregulares contentendo poligonos regulares (49) y 14 redes
demirregulares (50} . Pueden existir otras redes hechas con poligonos regulares pero
dejarn de ser periddicas . Todas las redes poseen , por supuesto , su reciproca .

Descendiendo , existen muchas otras clasificaciones de redes . La cristalografia
ofrecid méas luz al asunto cuando definié 17 grupos planos que reproducen las celosias
que colocan un motivo por todo el plano aplicande las operaciones de simetria .

La fascinacion por las redes puede conducir a Ia obsesion y , por ofro lado , a
percibir la perfeccion de la naturaleza en la obra de arte . Esto es evidente en el arte
islémico , en particular en el trabajo del maestro persa Mirza Akbar , v en los trabajos de
Moeser y Escher .
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Las "redes” gue son mas esivechas con los poliedros , aungue sea en términos
"poéticos” (31 se penmite usar el adjetivo) | son las que utilizaron los drabes en los
mOSACos , celosias v otros objetos defiratorios de sus obras artisticas . Ese virtuosismo
palpitante que mostraban en la construccion geométrica , en la confeccidn de tratados de
digebra v astronomia | en ia claboracidn de una perfecta caligralia es entendible pues |, |
de que ofra manera se pugde dirigir uno a dios 7 .

En iz siguiente lamina exinbo res disefios geoméincos . Adyacente a cada una esté
Ia version sélida que se acerca a su aspecto ., cual es el objeto de la comperacion ?
bésicamente ia intencién es que demos cuenta que en realidad cada espacio contiene la
versidn "sombra” o "rebanada” del politopo en un espacio superior (51 .

En la 1dmina 8 muestro vn grabado en lindleo de un s6lido uniforme . Su aspecto
mtemporal { ;0 atemporal 7 ) es resultado de 1a comumdn del arte del grabado v el arte
del poliedro . Bl hecho de que esté resuekio on proyeccidn ortogonal de ningfm mode
demerita a su extraordinaria belleza |

La cristalografia geométrica , dentro de st campo de accidn , nos dé otra fuente de
inspiracion . Hay cientos de minerales , pero atendiendo 2 su forma se les puede clasificar
dentro de siete sistemas cristalings o singonias , v dentro de estos se les puede clasificar
dentro de clases de simeiria .

Lo que caracteriza a cada sistema cristalino es su cruz axial , 1.¢. los gjes sobre los
cuales se consideran cortan los planos que forman las caras de los cristales . sus
longitudes v las direcciones definen al sistema . Las clases son las posteriores variaciones
, hechas mediante la regla de "complicacién de las formas” a cada uno de los poliedros
representativos del sistema {ver laminas 9, 10}

1 sistema cbico :
1 hexakisoctaedro
2 hexakisteiraedio
3 diakisdodecaedro
4 icostietraedro pentagonal
5 tetartoedro
2 sistemna tetragonal @
6 bipiraimide ditetragonal
7 pirdamide ditetragonal
8 bipiramide tetragonal
9 trapezoedro tetragonal
10 pirdmide tetragonal
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11 escalonedro tetragonal
12 bigsfeniode tetragonal
3 sistema hexagonal
13 brpirdamide dihexagonal
14 piramide dihexagonal
15 bipiramide hexagonal
16 trapezoedro hexagonal
17 piramide hexagonal
{trigonal 18 bipiramide ditrigonal )
{trigonal 19 bipiramide trigonat )
4 ststema romboédrico :
20 escalonedro ditrigonal
21 pramide ditrigonal
22 romboedro
23 trapezoedro trigonal
24 piramide trigonai
5 sistema ortorrombico :
25 bipiramide ortorrémbica
26 pirdamide ortorrémbica
27 besfenoide ortorrémbico
6 sistema monoctinico :
28 prisma monoclinico
29 domo monoclinico
30 esfencide monoclinico
7 sistema triclinico :
31 pinacoide triclinico
32 pedidn triclinico .

{tra ciencia obscleta , 1a cristalografia . Puede servir bien a nuestros propositos .
Hay excelentes libros { muy vigjos ) que contienen discusiones amplias y ofros tantos
términos que solian utilizarse . Si no fuera suficiente atractivo 1a |, hasta cierto punto
"&nida” teoria | si o pueden ser las sobresalientes 1lustraciones gue abundan en éstos |
para demostrario | aqui se encuentran algunas . ;, quién dice que el arte y la ciencia no son
lo mismo 7 {figs. 97, 98 , 99} .

Entre los poliedros "cristalograficos” es imposible encontrar relaciones que se
aproximen 2 la simetria dinamica . La "ley de indices racionales” que relacionan los
coeficientes en que un plano cualguiera corta a los ejes del sistema , quiere explicar que
siempre hay relacicnes sencillas en los indices de Miller (52) de cualquier cristal . por lo
tanto no podremos ver pentagonos , heptagonos , &.c. reguiares entre los cristales .
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s muy difici! ver en la naturaleza vn cristal "perfecto” , quierp Gecir , 1o s¢ Darece
en nada a los polisdros idegles que estamos acostumbrados a pensar y analizar. Suelen
presentarse distorsionados o asociados con otros cristales diferenies o iguales en
composicion guimica . Asi por ejemplo un eristal de sal pueds ser un prisma rectangular ;
v desde el punto de vista cristalografico es un "cube” legitimo pues presente isotropia en
las direcciones tipicas del cubo | L.e. 2 lo largo de los gjes de ia oruz cartesiang de
longitud unidad . por lo tanto cristaliza en ése sistema . Cuando los cristales se ven
interpenetrados se les llama meclas .

Mo importa cual sea el babite (53) de un cristal | si desde su centro se frazan
normales 2 todas las caras | se formara un haz de rectas que tienen Ia simetria completa
de el cristal como si este no estuviera deformado. Bl esiereograms (54) revelard cada
inea dei haz come un punto { lamado polc ) ; estos puntos estén distribuidos
simétricamente en ¢l esterecgrama en un modo que corresponde 2 a simetria del poliedro
holesiméirico (55) que es como ia forma "ideal” del cristal . En Ia figura 100 mestro un
estereograme de un cristal del sistema citbico segiin ¢! habito que posee , v en Iz figura
101 su estereograma . Notess que a pesar de gue el poliedro que representz ! cristal no
es simétrico , su estereograma si lo es.

Como imagen es posible utilizar 2l cristal de muchas roaneras . Se pueden cambiar
unt poco las condiciones gue los definen para construirlos segiin nuesiro gusto , capricho o
necesidades . Bl uso de la perspectiva conica vendra bien esta vez . De los muchos
métodos de perspectiva recomiendo el método de matrices , pues abre la posibilidad de
utilizar otros métodos {fascinantes) que demuesiran definitivamente que los poliedros y en
general fos entes geométricos de tres dimensiones son indispensables para el diseho
grafico . Bn la siguiente ldmina muesiro algunos que yo he realizado .

Una constante que revelan los cristales es la exhibicion de zonas (56) . Las zonas
son partes de prismas de altura indefinida , que se cortan de modo que deterroinan:
algunss caras de los cristales . Estriciaments la definicidn es como sigue : "conjunto do
todas las caras cuyas normales coinciden en un mismo plano o también "conjuato de
caras paralelas 2 una direccion comim (gje de zona) y que se cortan , por tanlo , en anstas
también paralelas 3 dicha direccién " . La ley de zonas en la cristalografia dice : " los
crisiales naturales tienen siempre todas sus caras reales o posibles agrupadas en zonas " .
1 ¢l esterecgrama jos polos de las caras estén contenidos en un circulo ; este cfrouio s
la proyeccion del planc que contiene a la zona . Bl gran cristalégrafo ruso Evgrat .
Fiddorov fué quien establecié la teorfa de paraleicedros { nombre que did 2 wnos solidos
gue tienen simetria central v con caras opuestas paraleias ) , aparte de deductr los 230
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grupos espaciales de la cristalografia (57) . En la lamina 12 estan dibujados los
paraleloedros de Fidgdorov (58) .

Un sindnimo para ¢l nombre de los paraleloedros es el de zonoedros {59) . Los
zonoedros seran esenciales en la ltima parte de este trabajo.

Pueden existir poliedros completamente irregulares | .¢. i sus caras ni sus veértices
ni sus angulos diedros son congruentes . Pero podemos inventar poliedros que atn
conserven clertos elementos de simetria como pueden ser planos de reflexion , ejes de
rotacidn , o ceniro de inversion . Existen muchas clasificaciones . Las mas interesantes se
encuentran en varios libros vgr. (60), (61) . Quiero compartir unos poliedros que me
parecen muy agradables de ver ¢ "ingeniosos” en su caracter . El modo de generarlos se
asemeja al que describe Anthony Pugh en su hibro "Polyhedra : a visual approach " ;
afiadir "gaps” (claros o vacios) en las aristas "vacantes” de un poliedro aunque los
"vacios" son en realidad caras creadas por imsertar caras extras en un poliedro base .
Como Pugh inserta un par de triangulos , la simetria completa del poliedro aparece
"oirada” | de manera parecida a lo que ocurre con los poliedros semiurregulares romos . Yo
mserto hexagonos regulares y en las partes vacantes ajusto un vértice de modo que
concurran pentagonos irregulares a €1, pero sin perder la simetria onginal del poliedro .

Con g¢jemplos ilustro algunos de los poliedros que se obtienen si partimos del
tetraedro regular , el octaedro regular , el icosaedro v de un paraleloedro . A un lado se
ven algunas relaciones interesantes que ayudan a trazar el poliedro o la forma del
pentagono (figs. 102,103,104,105) .

Si tenemos un haz de lineas en el espacio gue pasan por un punto y los segmentos
que se toman sobre estas lineas en ambos sentidos a partir del punto scn de la misma
longitud obtenemos una gstrella v le llamaremos no-singular si no hay tres lineas que sean
coplanares (62) . Consideremos un plano que pasa por el punto y que gira alrededor de €i
; si todos los segmentos que quedan de ambos lado del plano se consideran vectores y se
suman , se obtendran , mientras gire el plano , los vértices de un zonoedro . Tanto la
estrella como su zonoedro tienen la misma simetria . También el zonoedro esta
constituido con 2n-gonos . Si la estrella es no singular el zonoedro tiene rombos por caras
, si 1a estrella es singular los 2n-gonos seran rombos y 2n-gonos , siendo n > 3 . Las caras
2n-gonales se pueden disectar de varios modos v las subdivisiones se consideran caras
aunque sean , jcoplanares! . La importancia de las zonoedros es superlativa : los
zonoedros son PROYECCIONES EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL DE
POLIEDROS (POLITOPOS) ANALOGOS AL HEXAEDRO EN ESPACIOS DE
DIMENSION SUPERICR A 3.,
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En la siguiente ldmina dibujo algunos zonoedros isdsceies (i.e. sus esireilas
contienen segroentos de longitudes iguales } .

Para terminar | comento algonas t6Cnicas que use para represemiar y hacer poliedros
. La primera I tomé prestada de la fotogrametria , lo cual sugiere , como puede
adivinarse | el auxiliarse de la fotografia . Pere ficles a2 nuestra mistica usaremos nuestras
construcciones geométricas conocidas ¢ las matrices . La gstereoscopia os una parte de la
Sptica gue se ocupa de representar el relieve v la distancia en un planc tomando en cuenta
que la vision humana es binoccular . Existen varias maneras de reproductr el fendmeno de
12 visién binocular |, perc todas se basan en el mismo principio . La distancia que se
verifica sobre el eie nuclear (63) entre las dos estaciones , i.€. los ojos (0 més
exactamente |, la macula Wtea (64) de los ojos) se Iz denomina paralale . Se trata shora de
constreir dos imégenes gue correspondan 2 la vision de cada uno de los cjos para que al
reconstruir 1a visién se reproduzea ¢l efecio espacial . Para elic se utilizan los
estereogramas de paralaie (65) . Un método que involucra colores complementarios para
construir unos filtros para cada uno de ios ojos puede reconstruir el efecto con dos
anaokifos oque son jas imAgenes que recibiran los ojos , dibujados o proyectados en el
color opuesto en el plano . Bl ofro método més directo , el ortoscdpico ne se basa en
colores v no se necesitan lentes o filtros especiales : s6lo requiere concentracion y quizé
ot poco de entrenamiento para aprender a fimdir Ias dos imagenes en una sola .

" Se obtienen de 1a figura , las coordenadas de un punto cualquiers P, pues basta

ey Ben JOUE P 1 1 . . .
trazar fa P*O1 paralela a POy y suponer abatido ¢l punio P, sobre el planc del dibujo , on

P resultando :
yif=b/x'x", x=&y/A z=EDT,
y=0D/p (), x=0xNp ,z=(bz)p

Hsta sencilla relacion (V) , que determing y representa la ecvacidn fundamental de
Iz estereofitogrametiia , en la cual p = ¥ - X" viene a ser el paralaje estereoscdpico

2 . M 4, 30 - T3 . 1% %/ et TN T © 2 e ey
herizontal , e v le distancia normal def puntc Palabase b." (66) (fig .106) . Enia figure

107 muestro un par esterecscdpico .

Para construir modelos , podemos utilizar los conocidos desarrollog perc no serdn
muy adecuados cuando tengamos que hacer modelos con , digamos alrededor de 10G o
rmés caras . Es meior hacer Ias caras una por una . Magnus , Holden y Pugh (67) proponen
buenos métodos . A nif en particular me gusta hacerlos vaciados en plastico . A veces no
hay manera de reconocer , 2 simple vista , un cristal verdadero de uno hecho por mi .
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Las ideas expuestas permiten produchy muchas cosas Giiles para lz expresion grafica
. El potencial v Iz calidad de estas cosas estardn en razén directamente propoicional a la
atencién que le dispensemos a la geometria como ¢l proceso intelectual que representa .
Quiza la sola exposicidn de esta frase sea la mejor conclusion a mi tesis . Por otro lado
esto que obtenemos debe aplicarse de alguna manera v con seriedad en nuestro trabajo .

Cavilando mucho sobre cuales deberian ser los tipos de aplicactones que merecen
incluirse en mi tesis por mostrar mas congruencia con 108 motives que animan ai disefio
grafico , me decido por las que leven rasgos parecidos a los siguientes . Primero que
tengan mayor relacion con un proceso artesanal . Segundo gue sugieran alguna relacidn
con el pasado , Inmediato o lejano . Tercero que no se pierda su calidad "geométrica”
mientras interactia con oiras paries del disefio . Y cuarto que el resuliado fimal sea
emincnicmente didédctico (en el sentido ampho) .

Entre las numerosas formas graficas posibles escojo al ex-libris | la vifieta | la
museografia , y a 1a geometria misma .

Fl ex-libris representa un tema coniroversial ya que siempre s resuelto por un
grebador o un pintor y es peco comn que el disefador grafico se ocupe de €1 . Pero
debido 2 que es un medic muy comodo de manejar gracias 2 sus dimensiones pequenas ,
resulta favorable para integrar a los poliedros v contemplar una imagen més enigmatica .
En la figura 108 muesiro un ex-libris que muestra v octaedro truncado vacuo ; el modo
de solucionar 2} cuerpo es tradicional entre los libros antiguos dedicados a la perspective .

LI |

La levenda no puede faltar ; quiere decir " la luz de ios maravillesos cuerpos” .

Quiero comentar gue me parece mejor idea elaborar ex-libris en un sole color,
preferibiemente el negro

En comparacidn iz vifieta tiene menos restricciones . Creo que represenia la mejor
manera de demosirar gue una imagen geométrica , como un siraple poliedro , liege a ser
un temns grafico . La vifista viene a ser como un dibujito gue adomaba las paginas de
texio en el libro v si se repetia como un motivo simpie se ootenfa una orla . Hs mas, es

83



libros de geometria llevaban los dibujos de demostraciones y teoremas al margen del
texto . La vifieta no es tan ambiciosa , v eso facilita las cosas ; se puede utihzar un motivo
figurative o abstracto para convertiria en el dibujito que acompafia al texto . Los
poliedros con ¢l pretexto de cristales o simboliitos caben bien {fig. 109) .

La museografia , se caracteriza por ser una actividad interdisciplinaria y
muitidisciplinaria , 1.¢. que dentro de elia trabajan conjuntamente muchas ofras discipiinas
. La arquitectura , la curaduria , la restauracion | la arqueologia , la pedagogia , &.c.
tienen mucho que ver con la museografia . El disefio grafico también .

Analizando de superficialmente ¢! discurso museografico modemo , parte
fundamental sobre la que se cimienta el museo , llegamos a darnos cuenta que posee una
retorica muy especializada v hasta algo compleja porque se desarroila en tiempo y
espacio . El museo es como el recinto hecho para dar disertaciones con objetos . Y asi de
modo condensado decimos gue por ser el espacio inherente al museo |, la geometria debe
entrar para sustentar esa retorica . Lo hace por medio de la arquitectura (principalmente) ,
y através de todas las disciplinas que necesitan del espacio para funcionar .

Para nuestro case |, los poliedros dan sustento al espacio porque pueden aporiar
"modulos” que subdividen el espacio de modo isotrapico , ¢ se integran estos a manera de
un rompecabezas . Si consideramos las provecciones de los mismos { estereoscdpicas ©
cualesquiera otras) podemos también organizar el espacio bidimensional . El espacio
bidimensional en el museo esti representado por las mamparas , las peanas , el cedulano ,
las cartelas , &.c. . 0 mejor dicho |, sus representaciones en un plano ideal . La solucitn
para ia distribucién de estos elementos se debe definir en este nivel .

Sacando de la experiencia personal comento gue elaboré un display para rpuseo |
(aunque debo decir , con poco éxito) utilizando un segmento de corte de un peliedro con
simetria cuaternaria v se adaptd a manera de una "piramide” con base cuadrada de
aproximadamente 60 cms. por lado para exhibir una coleccion acerca de la utilizacion de
los cristales en el mundo de los antiguos mexicanos . Curiosamente el display puede verse
como una extrafia transicion entre una cruz y €l cuadrado . La exposicion se llevo a efecto
en ¢l museo nacional de antroplogia ¢ historia en la primavera de 1992 . El display se
produjo con cartén corrugado armado v pegado con un adhesivo sencillo , luego se pmtd
con pistola de aire . El interior llevaba un refuerzo también de cartén sobre las diagonales
del cuerpo para darle mejor resistencia (una solucion involuntaria de disefio estructural e
industrial) . El plano inclinado de la forma era ideal para que las cédulas se leyeran
facilmente . A razon de un poco mas de un meiro de distancia la visual hacia el plano del
texto cra completamente perpendicular si se esta considerando el nivel de los ojos y la
altura a Ia que se instaiaron los objetos dentro de los contenedores . Es evidente que el
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4- " Horage To Pythagoras | E"@dﬁ‘SC{L’V@E‘L’ig secred science
et. al. / Lindisfarne Press ; Hudson , NJY . 5.1 i / 1594 pp. 156,
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5~ Evﬁd@i@& ente no p:’@‘ée*%d@ COnStrT i ometria en particular |
unicamente a;m@m@ dectr que , mas gue reglas s i& ag mnos “reguistios”
informales |, bien informnales |, para mﬁ;mﬁaacmﬁ@ gn ¢l estudio de los poliedros

4

. Bxisten espacios hiperbélicos mfzsyscé;wag ¥ muchos otros que requicren
para st estudio fimdamentos mas Wﬁg} 108 v, con razbn , un poco mas de
“concentracion”. La parte wedular de estos axiomas la tomé vrestada de Iz

versidn casteliana del h@m ém Dan ‘P‘@doe 1a geomeiria en ¢l arte ”

"La geometria en ¢l arte” | col. punto v Hnea [/ Pedoe, Dan / Gustavo
(iili ; Barcelona |, Espafia / fs '5 24

6~ Con respecto a la lteracién , es conveniente deiar en elaro que los
poliedros pueden uiilizarse con el dnimo " fractal " v cue he hurgado
timidamente en ése campo v quiza hasta se desaprusbe como fractales
iegitimos . Como los L~sysiems gue reproducen redes no periddicas basados
en una "turtle-like-geometry™ | mis infentos serdn objsto de una monografia
p@sﬁ:@ﬁm .
" Wilars De Honecort | su manuserito " Coleocion M a}zﬁﬂma de
istas / Carios Chanfon { ‘im@s/ UNAM , México / 1994/ | pp.146.

"I‘" i— o~
Ak A4

4 ¢ P & 3 N 7 .cn-ﬂ AR
8- Brevernenie, una transformeacidn es wna correspondencia | en ¢l caso

?m mivoea , enire dos conjuntes de puntes . La correspondencia se hace con
U IEUSC U OFC TECHTS0 parecido.
9-— Yaiga decir que la tangente trigonoméirica es ofra manera de
ion ool plaro que oslé contenida de un lade de
planc sntere sn dos semipianos,
s de Dirichlet o poligore de Vorpasi . o

pAaIwers , se obflener ias regiones
L



fmdamentales si se trazan Hneas gue contengen 2 todos los puntos "mas
cercanos” a los centros de los noligones que forman 1z ved . Bn esencia ¢s una
red dual .

12-"M.C Escher:Art and Science , edited by H.8.M.Coxeter .."/
TS M Coxeter,M . Emmer , Penrose P, Teuber MLL. , editores/N orth
Holland , Holanda/1988. pp 15-16.

13-"Fundamentos de Geometria”
México/1988. pp. 54

14- idem , pp.72

15. Las coordenadas homogéneas , se utilizan para sefialar que todos los
puntos de una configuracién geométrica estan en e! mismo espacio . La
columna de "unes” en las matrices indica que s¢ trata de coordenadas
homogeéneas.

16-En la perspectiva por gjemplo , s¢ hace necesario dividir los
productos parciales por un niimero para hacer ias coordenadas homogeneas.

17-"The Geometry of Art And Life"/Ghyka , Matila/ Dover ; New York
cE.UA /pp.20-21.

18-"Regular Polytopes™/Coxeter , H.S M./Dover | New York ; E.1J.A/
pp.4

19-idem , pp. 2

20-"Introduccién a la Teorfa de los Grupos” cuadernos #
136/Alexandroff , P.S/EUDERA ; Buenocs Aires ; Argentina /1977, pp 84-80

by

/Coxeter, H.5.01./ Limusa ,

21-Un vector de posicién , s el segmento que une el centro del sistema
de referencia {cartesiano) con un punto . En cuanto dibujo de las 1magenes
de los primeros cinco sélidos reguiares , Gebo aclarar que uttiicé una
proyeccion utilizada por los cristalderafos , por esto las imagenes no s¢
observan como usuaimente . Ver (33) .

57 "Wiatematicas mas Faciles con Manualidades de Papel’/Donovan
Johnson & Magmus J. Wenninger /Distein ; Barcelona ; Hspafia/1975. pp. 64-
65.

23- Coxeter , op.cil. ; pp. 24

24-"Técmica Grafica del Dibujo Geométrico” /Vicente Nadal Mora/ El
Ateneo , Buenos Alres, Argentina/1944. pp.72. El autor l¢ llama "cnadrilongo
hemotdmico”.

95 "simetria” viene a ser sindnimo de tema de proporeion .

26~ Ghyka , op.cit. ; pp. 30

27- "Craficos para Arquitsctos”/ Kevin Forseth /Gustavo Gili ; México/
1981. pp.12
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43- Briickner , op.¢cif.

44-"Polvhedra | A Visual Approach” /Pugh | Anthony . pp. 28-33,

45-Pugh ; op.cit. pp. 33-35

46-"Viajes por el Tiempo v oiras Perplejidades Matemaiicas™/ Martin
Gardner / RBA.; Barcelona ; Espafia / 1988 . pp. 197-198.

47-idem ; pp.201-209,

48-idem ; pp. 197

49-"Structure n nature is a Strategy for design” /Peter Pearce/ MiT
oress ; Cambridge , Mass. ; . U.A. v Londres ; Inglaterra /1990 . pp 28-25 .

50-"Crder in space , a design sourcebook 7 /Keith critchlow/ Thames &
Hudson ; Londres | inglaterra v Hong Kong /1987 . pp .60-67.

51-"Arabic Geometrical Pattern & Design , 200 Plates” /Bourgom ,
J./Dover ; New York ; U.S A,

52- "Dana’s Textbook Of Mineralogy” / Edward Salispury Dana / John
Wiley & Sons . Inc. ; New York /1932 . pp. 46

33-"Introcduccidn a la Cristalografia” / Philiips F.C. /Paraninfo ; Madnd ;
Espafia/ 1971 . pp. 25.

54-Proveccion central en un plano | Por o general es de una esfera {
como la tierra en la cartografia ) o las normales que pasan por los polos de las
caras de los cristales .

55- Phillips , op.cit. pp.24-25.

56- Dana ; op.cit. pp.47-48.

57- La determinacion de los grupos de simetria en el espacio de fres
dimensiones s muy extensa |, ne ia podemos ver agui .

58- "Principics de Cristalografia” / Flint , E ./ Mir ; Moscll ; URSS / pp.
111-112

59-Coxeter ; op.cit. pp. 27-33 .

60-Pugh ; op.cit.

61-"The Geometrical Foundations of Natural Structure , A source Book

fDesign” / Robert Williams/ Dover ; New York ; EUA.

62-Coxeter ;op.cit. pp. 27.

63-"Fologrametria Terrestre y Aérea”/Schwidefsky K./Labor ; Barcelona
; Espania /1943 pp 17.

6d-idem ; pp . 43 (pie de pagina)

£5-idem ; pp. 40

66-idem ; pp. 18-19

67-Magnus ; Pugh ; op.cit . " Shapes , Space And Symmetry” /Alan
Holden/ Dover New York ; EU A .
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Biblogratiz Esencial

3

En esta biblicgrafia cuente solamente los lbros gue 8 mi parecer deben ser
revisados para entender 1a manera con la que realice m frabajo . Para ser més exactos | se
trata de los libros que io "mepiraron” fuertements

Es injusto no poner todos los libros que utilicd |, pero eg difici! seleccionar una
bﬂ;ﬂmgmm por ias cualidades que les imprime el autor a sus libros v por la disponibilidad
de los mismos { no hay que otvidar que son libros t€cnicos) . Muchas veces desespero por

1

la escasez de buen material y de los medios para estar en 12 postbilidad de conseguirio .

Viendo el lado positivo | me encuentro en la necesidad de inventar , como 1o
demostré , mi propia manerza de crear ol material v afladiendo los libros que se hace uno
con €l tiempo , se construye una mindscula biblioteca a la que le tenemos mucho cariio .

- " La Divina Proporcidn " { Serie " Fuentes de Axte " # 3 )/ Fra Luca Pacioli /
Ediciones Akal / Madrid , Espaba / 1991 .
- " Perspectiva Corporum Regularium "/ Wentzel Jamnitzer / Ediciones Siruela /
Madrid , Espafia / 1993 .
- " Projective Ornament " / Claude Bragdon / Dover / New York , E-U.AL /1992 .
" Wlathematical Elements For Computer Graphics " / Rogers | Lawd F.; Adams ,
3. Alam / M@Gm‘waﬁﬁ% [ Singapur - BUA. /1990
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