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Introduccion

Al hablar de ecuaciones diferenciales, es dificil no remontarse a los inicios
de éstas; las ecuaciones diferenciales empiezan ya en forma a partir de Isaac
Newton y sus ecuaciones de movimiento; estas ecuaciones de movimiento
est4n sustentadas basicamente en la idea siguiente: si conociésemos todos
los posibles cambios infinitesimales en todos los posibles estados de dicho
movimiento, entonces, bastarfa con dar “las condiciones iniciales” para saber
cual seria la evolucién de dicho movimiento. Esto plantea el problema sigu-
iente: dada una ecuacién diferencial, encontrar todas sus soluciones en forma
explicita (i.e. una expresién analitica); el problema asi planteado, no tiene
solucién en la mayoria de los casos. Fue Poincaré quien al percatarse de esta
irresolubilidad, propuso un replanteamiento del problema, el cual consiste
ya no en dar una expresién analitica si no en dar una descripcién topoldgica
del conjunto de las soluciones de dicha ecuacién diferencial (retrato de fase
de la ecuacién). Lo que interesa del retrato de fase, es dar la descripcién
“cualitativa” del comportamiento de todas las curvas solucién y de las rela-
ciones entre estas curvas. Este enfoque se ha desarrollado en las iltimas
fechas de manera impresionante con el nombre de sistemas dindmicos.

Una técnica fundamental en el estudio de muchas ecuaciones diferenciales,
consiste en transformarla a su forma més simple. La teoria de Poincaré de
las formas normales, da las formas “mas simples” a la cual una ecuacion
diferencial puede ser reducida en una vecindad de una posicién de equilibrio
o de una orbita periédica (teniendo estos puntos dentro del retrato de fase de

la ecuacion diferencial una dindmica muy rica) ver capitulo 1 y referencias
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[y {2].
Una ecuacién diferencial ordinaria holomorfa en €™ es una expresién de la
forma:

dz; .

T = Vi,i=1,.,n {0.1)

donde las V; son funciones holomorfas definidas en un abierto U de C".
Una solucién de la ecuactén 0.1 es una funcién ¢ definida en un abierto U
de C (i.e. ¢:C — C") tal que para cada j = 1,...,n se cumple:

W5(T) = Vi (T), .. (7))

Ver apendice [D].

Ahora bien, dada una ecuacién diferencial ordinaria holomorfa, de manera
natural hay asociado un campo vectorial holomorfo; el problema fundamen-
tal, es encontrar los diferentes tipos de clases de campos vectoriales holo-
morfos (i.e. los diferentes tipos de clases de gérmenes de campos vectoriales
holomorfos) bajo algun tipo de equivalencia de estos gérmenes (ver seccién
1.1 ); la clasificacion analitica y topolégica de gérmenes de campos vectori-
ales holomorfos definidos cn una vecindad del origen en el plano complejo
con punto singular el origen y con parte lineal en el dominio de Poincaré o
resonate, es ahora bien conocida {ver seccién 1.3). La clasificacidn analitica
se sigue del teoréma de linealizacion de Poincaré (ver seccién 1.3); y en el
caso resonante es debida a S.Voronin {17], J.Ecalle [6], J. Martinet y J. P.
Ramis {15] y B. Malgrange [14] de manera independiente. La clasificacion

_ topologica de gérmenes de campos vectoriales sin parte lineal en €? fue dada

por C. Camacho, Kuiper, Palis [5]. El proposito de este trabajo, es hacer un
analisis de la prueba de que bajo ciertas condiciones genéricas de gérmenes
de campos vectoriales holomorfos, definidos en vecindades del origen en el
plano complejo con punto singular el origen, sin parte lineal y si dos de
ellos son formalmente orbitalmente equivalentes, entonces tambien resultan
analiticamente orbitalmente equivalentes ver teorema principal 1.2 {i.e. se
da la clasificacién analitica orbital a un conjunto genérico de gérmenes de
campos vectoriales holomorfos sin parte lineal en una vecindad del origen

en el plano complejo con punto singular el origen).



Conceptos basicos.

En este capitulo, damos un repaso a la teoria basica de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

Comenzamos dando algunas definiciones basicas y ejemplos, enunciamos el
teorema sobre el cual trata este trabajo. Finalmente enunciamos los teore-
mas clasicos de la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias asi, como
algunos de los teoremas de clasificacién analitica de gérmenes de campos

vectoriales con parte lineai no nula.

1.1 Definiciones.

Sea V' un campo vectorial (analitico o C™) definido en un abierto U/ de C"
con punto singular aislado z.

Definicién 1.1. El gérmen determinado por V en z es la clase de equiva-

lencia de los campos que coinciden con V en alguna vecindad de =.

Ejemplo: Campos vectoirales en la misma clase de equivalencia que el

campo vectorial identicamente cero; ver fig.1.

Observacién. La vecindad donde coinciden los campos en la definicién

anterior, no necesariamente es la interseccion de sus dominios.
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X2

X

Figura 1.1: Representantes del gérmen determinado por V = 0, en el origen.

Sean Vl, Va gérmenes de campos vectoriales definidos en vecindades del
origen en C". El sistema definido por el campo vectorial V; sera la ecuacion
diferencial dada por £ = Vi{z).

Definicién 1.2. Vi y V; son diferencicblemente equivalentes si existe un
difeomorfismo H del espacio de fase del primer sistema en el espacio de fase
del segundo, convirtiendo las curvas de fase orientadas del primer sistema

en las curvas de fase del segundo.

Observaci6n. De la deﬁmcxon anterior H transforma al gérmen de campo

vectorial V) en el gérmen de campo vectorial V2, i.e e se satisface la siguiente
relacién: DHVi(z) = Vo 0o H(z).

Proposicién 1.1. Los eigenvalores de la linealizacidn de un gérmen de
campo vectorial en un punto singular, son invariantes de la clasificacion

diferenciable.

Demostracién. Si H manda el punto singular de un gérmen de campo vec-
torial V; en el punto singular de otro gérmen de campo vectorial V» difer-
enciablemente equivalentes, por la observacién anterior, H manda a V; en

V5, en particular transforma la parter lineal de V; (en el punto sigular de
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V1) en la parte lineal de V, (en el punto singular de V3); asi, la parte lineal
de V) (valuado en el punto singular de V;) es similar a la parte lineal de
Vs (valuado en el punto singular correspondiente); de donde ambas partes

lineales tienen los mismos eigenvalores.

Observacién. Desde el punto de vista diferenciable V} y V5 son indistin-

guibles.

Definicién 1.3. V; y V; son topologicamnente equivalentes si existe un home-
omorfismo H que preserva orientacion, del espacio de fase del primer sistema
en el espacio de fase del segundo, el cual convierte el flujo de fase del primer

sistema en el flujo de fase del segundo (i.e H o gtz = gl o Hz).
Ejemplos:
1. £ = =z, es topolégicamente equivalente a ¢ = 2z;
2. & = z, es topolégicamente equivalente a £ = —x.

Definicién 1.4. V; y V, son topologicamente orbitalmente equivalentes si
existe un homeomorfismo H del espacio de fase del primer sistema en el
espacio de fase del segundo, convirtiendo las curvas de fase orientadas del

primer sistema en curvas de fase orientadas del segundo.
Ejemplo:
T) =29, 2 = —T) ; & =T, Tz = —2z1.

Notese que este ejemplo, es un no ¢jemplo de equivalencia topologica.

Observacioén. El periodo de una solucion cerrada, es invariante de la clasi-

ficacién topologica, pero no de la clasificacién topologica orbital.

Definicion 1.5. V| y V. son analiticamente equivalentes si existe un bi-
holomorfismo H del espacio de fase del primer sistema en el espacio de fase
del segundo, el cual convierte el flujo de fase del primer sistema en el flujo

de fase del segundo.



6 Conceptos bisicos.

Definicién 1.6. V; y V, son analiticamente orbitalmente equivalentes si
existe un biholomorfismo H del espacio de fase del primer sistema en el
espacio de fase del segundo convirtiendo curvas de fase orientadas del primer

sistema en curvas de fase orientadas del segundo.

Definicién 1.7. Un campo vectorial formal V con punto singular en cero

es una expresién de la forma:
n
~ d
v=> :fj(x)—‘a -,
— 7
=1

donde f; esta en el ideal maximal del anillo K{fz]] de series formales con

coeficientes en K, (ver apéndice B).

Observaci6n. Para cualquier gérmen de campo vectorial V' (analitico o
(%) con un punto singular aislado, le podemos aseciar un campo vectorial
formal, que consiste en la serie de Taylor del gérmen V, al cual denotaremos

por V.

Definicién 1.8. Vi y Vy son formalmente equivalentes si existe una substi-

tucién formal H (ver apéndice C) tal que H(0) = 0 y se satisface la relacién:
fo ‘71 = Vz o I:I .

Observacién. Una condicién necesaria para la equivalencia analitica 0 C°°

dc gérmenes de campos vectoriales, es gue, las correspondientes series de

Taylor formales. (ver apéudice C) sean formalmente equivalentes; asi, la

clasificacién formal precede a la clasificacion C* y analitica de gérmenes

de campos vectoriales. La clasificacién formal (y analitica en ciertos casos)

esta dada por el toerema de Poincaré {1.3 ] y el teorema de Poincaré-Dulac
[1.5] (ver seccidn 1.3).

Definicién 1.9. V; y Vi son formalmente orbitalmente equivalentes si ex-
iste una substitucién formal H (ver apéndice C), tal que H(0) = 0y ademas
se satisface la igualdad:

DA = FV, -

para alguna serie de potencias formal F invertible en el punto.
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Observacién. En el caso en que las series formales H y F convergan,
entonces, de las definiciones de equivalencia formal y equivalencia formal
orbital obtenemos las definiciones de equivalencia analitica ¥y equivalencia
analitica orbital respectivamente.

Definicién 1.10. Un m — jet de una funcién suave en el origen del espacio
k k . . ., .
C* 0 R", esta definido como las clases de funciones cuya expansion en series

de Taylor en el punto 0 coinciden hasta terminos de orden m.

Definicién 1.11. La clase vy, es la clase de gérmenes de campos vectori-
ales holomorfos en (€%, 0) que comienzan con términos de orden n (i.e. sus

primeros {n — 1) — jets son cero y el n — jet es no cero).

Definicién 1.12. Decimos que una propiedad P de una ecuacidn, es genérica
(en el sentido topoldgico) si el conjunto de aquellas ecuaciones para las cuales

se cumple P, es una interseccidon numerable de abiertos densos.

Ejemplo:
El conjunto definido por los polinomios de grado n con coeficientes comple-
jos con la propiedad de tener ceros simples (i.e n ceros distintos), es una
propiedad genérica en el conjunto de los polinomios con coeficientes comple-

jos de grado n, usando la topologia usual de €+,

1.2 Teorema principal.

Genéricamente dos gérmenes de campos vectoriales en v, que son formal-
mente orbitalmente equivalentes son analiticamente orbitalmente equivalentes.

1.3 Teoremas clasicos.

1.3.1 Formas normales
Reduccién formal a las formas normales lineales.

En lugar de un campo vectorial, consideremos una serie de potencias formal -
que toma valores en €7, V(z) = Az + ... (donde los puntos denotan terminos
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de orden mayor que uno). Supongamos que los eigenvalores A;, j =1,...,7
de A son distintos.

Definicién 1.13. Lar —ade A = (A, ..., Ar) de eigenvalores de A se dice
que es resonante, si entre los eigenvalores existe una relacién entera de la
forma:
v
s = (myA), m=(m,...,m;), mg 20, ka > 2.
k=1
Ejemplos:

1. A=(0,n) con n € N*, dp = ({my,1),(0,n)) ¥my 2 2, es resonsante.
2. A= (n,m) con n,m € N* y n # m, no es resonante.
Definicién 1.14. A la relacion Ay = (m, A), se le llama una resonancia.

Definicién 1.15. El nimero |m| = 3;.; m& es lamado el orden de la

resonancia.

Observacién. Para una misma r — ada A resonante puede haber distintos

ordenes de la resonancia.

Teorema 1.1. (de Poincaré;Ver referencia [2]) Si los eigenvalores de lo

mairiz A son no resonantes, entonces la ecuacion
T =Az + ..

se puede reducir ¢ una ecuacidn lineal de la forma

=4y
por un cambio formal de varaible z = y+... (donde los puntos denotan series

que comienzan con terminos de grado mayor que uno).

El caso resonante.

Consideremos la T — ada A = (Ay,..., Ar) de los eigenvalores del operador A
¥ supongamos que es resonante. Sea e, un vector de la base en la cual A

es diagonal; sean z; las coordenadas con respecto a los vectores bésicos €; ¥

Ty

sea ™ = z7*..z™ un mondmio en terminos de las coordenadas ;.
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Definicién 1.16. El mondémio z™e; que toma valores en €" se dice que es
resonante si A; = (m, A), lm} > 2.

Consideremos la ecuacién diferencial £ = Az +... dada por la serie formal
Viz) = Az + ...

Teorema 1.2. (de Poincaré-Dulac; Ver referencia [2]). La ecuacidn £ =

Az + ... puede reducirse a la forma canonica
y=Ay+W(y)

por medio de un cambio formal de variable T = y + ...; donde todos los

mondmios en la serie W son resonantes.

Dominios de Poincaré y Siegel.

Consideremos el espacio complejo r-dimensional T = {X : A = (A,..., A7)}
de todas las posibles r — adas de eigenvalores.

Definicién 1.17. Un hiperplanc en €C" dado por una ecuacién

’\s = (m:’\): m= (mla'“?mr)) mg 2 0; ka 2 2:
k=1

con coeficintes enteros es llamado un plano resonante.
Definicion 1.18. Una r — adae de eigenvalores A pertenece al dominio de

Poincaré, si la envolvente convexa de los r puntos {A1, ..., A} no contiene al

Cero.

Definicién 1.19. Una r — ada de eigenvalores A pertenece al dominio de

Siegel, si el cero esta en la envolvente convexa de los r puntos (A, ..., A ).

Ejemplo:
El dominio de Poincaré en el plano complejo esta dado por:

DA =0ude) y S R\ o)),

Y el dominio de Siegel en el plano complejo esta dado por el complemento

del dominio de Poincaré.
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Y

X1

Figura 1.2: A = (A1, A2) enel dominio de Poincaré en el plano complejo.

Observacién. La propiedad de pertenecer al dominio de Poincaré en el

caso del plano complejo es una propiedad genérica.

Ahora supongamos que el campo vectorial esta dado por una serie poten-
cias formal convergente, es decir, consiremos ecuaciones diferenciales holo-

morfas.

Teorema 1.3. (de Poincaré; Ver referencia [2]). Sila n-ada de los eigen-
valores de la parte lineal de un campo vectorial holomorfo en un punto singu-
lar, pertenece al dominio de Poincaré y es no resonante, entonces, el campo
es analilicamente equivalente a su parte lineal en la vecindad del punto sin-

qular.

Definicién 1.20.-Un punto A = (Ay,....,Ar) €0 se dice que es del tipo

(C,v) si para cualquier 5, (s =1,...,7) se tiene

C
As —(m, A)| 2
I 8 ( H )‘ - lmly
para todos los vectores m con componentes enteras no negativas es decir

Teorema 1.4. (de Siegel; Ver referencia [2]). Si la n-ada de los eigenval-
ores de la parte lineal de un campo vectorial holomorfo en un punto singuler,
forman un vector del tipo (C,v), entonces, el campo es analiticamente equtv-

alente ¢ su parte lineal en la vecindad del punto singular.
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Teorema 1.5. (de Poincaré-Dulac; Ver referencia [2]). Si los eigenvalores
de la parte lineal de un campo vectorial holomorfo en un punto singular
pertenecen al dominio de Poincaré, entonces, en una vecindad del punto
singular, el campo es analiticamente equivalente a un campo polinomial en
el cual todos los mondmios x™e, con cocficientes de grado mayor gue uno

son resonantes.



Invariantes analiticos de
campos vectoriales en puntos

singulares.

En este capitulo sentaremos las bases para el trabajo subsecuente. Primero
discutiremos un método para analizar puntos singulares de campos vecto-
riales (el blow-up y o-proceso), el cual serd una herramienta fundamental
para nuestro estudio de campos vectoriales analiticos en €2 en una vecindad
de los puntos singulares. Posteriormente damos dos tipos particulares de
clases de gérmenes de campos vectoriales holomorfos en vy, las clases &, y
27; estas clases estan en funcién de los blow-ups de los gérmenes de cam-
pos vectoriales en v, y de condiciones extras sobre los puntos singulares y
los eigenvalores de los operadores lineales valuados en estos puntos singu-
lares. En la seccién 2.5 definimos el indice para subvariedades integrales,
y con éste demostramos que, para gérmenes de campos vectoriales en la
clase ¥}, la suma de los indices en sus n + 1 puntos singulares es igual a
-1. En la seccién 2.6 se definen las esferas marcadas y la clase £(L,); una
vez definidas estas, encontramos dos primeros invariantes de 1a clasificacién
orbital analitica: la suma de los nimeros caracteristicos de la esfera mar-

cada de un gérmen de la clase !, es -1 y la clasificacién orbital analitica

13
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de gérmenes en la clase I, se reduce a la clasificacién orbital analitica de
gérmenes de la clase £(Ly). Posteriormente se define la transformacién de
monodromia, asi como el grupo de monodromia de los gérmenes de la clase
$(Ly). Veremos que: los grupos de monodromia de los gérmenes de la clase
2{Ly) que son analiticamente orbitalmente equivalentes son analiticamente
equivalentes. Asi mismo se definen las curvas separatrices, asi como los con-
juntos separatrices asociados al blow-up de gérmenes de campos vectoriales
en ¥, con los cuales encontramos mas invariantes analiticos: el conjunto
separatriz de un gérmen de la clase %!, es una, curva analitica reducible que
consta de n+1 componentes irreducibles; asi como, los conjuntos separatri-
ces de gérmenes de la clase ¥}, que son formalmente orbitalmente equiva-
lentes son equivalentes analiticamente. Finalmente daremos las condiciones
de genericidad impuesta a los gérmenes de campos vectoriales en la clase v,
en el teoréma principal y para terminar con este capitulo, encontramos que
para puntos singulares génericos de campos vectoriales holomorfos con trans-
formaciones de monodromia analiticamente equivalentes y mismos nimeros
caracteristicos en los puntos singulares, los campos resultan analiticamente

orbitalmente equivalentes en los puntos singulares.

2.1 Resolucién de singularidades de campos vec-

---  toriales. - - -

Para un estudio en detalle de campos vectoriales (y mas en general adn, de
objetos matematicos) cerca de sus puntos singulares, es de mucha utilidad
una herramienta que, por asi decirlo “explote” al punto singular para tener
una resolucién lo suficientemente fina del punto singular y una vecindad de
él, esto es llamado la resolucién de la singularidad. En terminos analiticos,
estamos hablando de elegir un sistema de coordenadas en una vecindad del
punto singular, tal que en este sistema “un pequeno desplazamiento del ~

punto singular produzca un agrandamiento de este desplazamiento”.
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2.1.1 Blow-up y o-proceso.

Sea K un campo (que puede ser IR o €). Definiremos primeramente el blow-
up de K2 en el origen; para ello, definamos la aplicacion a : K2\{0}—+K P!
la cual asocia a cada punto de K?\{0} la recta que pasa por este punto y el

origen, a la que denotaremos por (z; : z2).

Definicién 2.1. El blow-up de K2 en el origen es el subconjunto de K*xK P!
dado por la cerradura de la grafica I’ de la aplicacion o; es decir

T = {(z1, 2, (21 : 22))  J{O}xK P')}.

Observacién. I es una superficie cuyo atlas (holomorfo si K =€ y analitica
real si K = IR) es generado por el sistema de coordenadas (U, 8)}, i=1,2

donde los U; son los abiertos en T’ definidos como:

U, = {(1121,272,(1 : :;—?)) : :61#0} U({O}XKP}').

i = {(xl,xg, &) mgaéo} oy Py,
y 3; son las aplicaciones Bz-rz U;—K\{0} dadas por:
Bu(zi, 2, (1:u)) = (z1,u); £i1(0,0,(1 :w)) = (0,u).

Ba(w1,22, (v 1)) = (p2,0); $2(0,0, (v : 1)) = (0, 0).

Definimos la aplicacion m:I'— K2 como la proyecci6én en el primer factor
(i.e w(x1, T2, (z1 : 72)) = (Z1, 22); 7(0,0, (z1 : z2) = {0,0)). Esta proyeccién

a vista en términos de nuestras funciones coordenadas es:

woﬁ;l(xl,u) = (z1,uZ1)

mo ﬁ;l(ﬂz,v)(‘v.’ﬂg, 932)

y por lo tanto es holomorfa (analitica real).
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Definicién 2.2. A la subvariedad L que resulta de considerar la imagen
inversa del origen de K? bajo la transformacién =, se le llama el divisor
(i.e L = {0}xKP).

Observacién. La proyeccion de I' \ L en el primer factor, es un biholomor-
fismo si K =€ {un difeomorfismo analitico si K = R}, y ademas la funcién

inversa esta dada por:

0‘(11?1,:122) = 7!'_1(.‘121,2:2) = (:1:1,:1:2, (.’El : :L‘g))

X
Xz 1

Figura 2.1: El blow-up " junto con la proyeccién 7.

Definicién 2.3. A el proceso de pasar de K? a [ se le llama, el - proceso

com ceniro en cerc.

Definicion 2.4. A la transformacién 7 se le llama el antisigma-proceso.
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El blow-up nos permite estudiar campos vectoriales en una vecindad de
su punto singular descomponiendo a éste punto singular en puntos singu-
lares mas simples como veremos a continuacion. Para simplificar la notacién
Hamaremos ﬂ'i_l =fiox ! (i=1,2).

Mediante la diferencial de =7 '(i.e D7} 1) transformamos gérmenes de cam-
pos vectoriales en el origen en gérmenes de campos vectoriales en una vecin-
dad U\ L de L (holomorfos si K =€ o diferenciables si K = IR) los cuales se
extienden a L como cero. Las expresiones de Dx; 1 (i = 1,2) estan dadas

por

L4

[um—
e <
\_____/

Dw{’l(:r:l,:rg) = ( - 1

ey ) ( 0 1 )
11’2 ry,Trg) = 1
m o

Consideremos la restriccién de un gérmen de campo vectorial holomorfo
V:(€?,0) — (T?,0), con un cero aislado en el origen. Supongamos que el
campo vectorial V comienza con terminos de grado n (i.e. Vevn). Por V;
denotaremos a la restriccién del campo D7~V a la vecindad ﬁi\L, estos
campos V; tienen las expresiones siguientes en sus respectivas coordenadas:
Vi= z?'ll;}, (i = 1,2) donde los factores Vi, (4 =1,2) estan dados por:

Vi(z1,u) = (21 (Pn(l,u) + 21 Ri (21, w)), @u(l, u) — uPy(1,u) + z1Ra(z1,u))

Va(zg,v) = (22(Qn(1,v) + 2251 (22, v)}, Pa(l,9) — vQa(1, v} + z252(72,v)) ,
donde P, @y son polinomios de grado ny Rk, Sk, k= 1,2 son funciones
holomorfas.

Observacién. Los factores V; son campos vectoriales holomorfos.

Observacién. Los campos V; definen un campo de direcciones V' en todo
I', cuya restriccién a I' \ L se corresponde mediante D7; con el campo de -

direcciones generado por ¥ en K%\ {0}.
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2.2 Clase %,.

Usando la herramienta asi como la notacién de la seccién anterior, damos

algunas definiciones y observaciones que usaremos en el resto del trabajo.

Definicién 2.5. Elcampo de direcciones V es llamado el blow-up del campo

vectorial V.

Observacién. Todos los puntos singulares de V estin en L ya que V es
singular solo en el origen; mds aun, s6lo hay un mimero finito de ellos, a
saber, n + 1 (contando multiplicidades). Los cuales satisfacen alguna de las
ecuaciones:

Qn(1,u) —uPy(l,u) =0

6

Po(1,v} —vQn(l,v) =0.

Sea ¢ una curva en el plano complejo definida por la ecuacién f(z1, Tp) =
0. Sea p = {(a,b) un punto de €2 mediante un cambio de coordenadas pode-
mos suponer que p = (0,0). Escribimos a f como una suma de polinomios

homogeneos f; de grado 1 en las variables ), y z2; es decir:

f=h+o+fat . (2.1)

Definicién 2.6. La multiplicidad de p en c es ¢l menor entero r para el
cual fr #0

Definicién 2.7. Los factores lineales en_la expresién de fr (ecuacion 2.1)

determinan las direcciones de langencia.

Observacién. Sélo hay un nimero finito de direcciones de tangencia para

V.

Observacién. En una vecindad de cualquier punto singular, el blow-up 1

est4 generado por un campo vectorial holomorfo.

Definicién 2.8. Un punto singular de un campo vectorial se llama ele-
mental si al menos uno de los eigenvalores del campo linealizado en el punto

singular es distinto de cero.
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Definicién 2.9. El blow-up de un gérmen V € vy, es el blow-up de alguno

de los representantes de este gérmen; éste sera denotado por V.

Definicién 2.10. La clase Ty, es la clase de gérmenes en v, tales que todos
los puntos singulares del blow-up {despues de un primer o-proceso) asociados

a estos gérmenes son elementales.

2.3 Ejemplos.

2.3.1 Blow-up, caso real.

Consideremos el cuadrado C=(—1,1)}x(~1,1) C IR? como una vecindad del
origen; a las rectas de pendiente uno y menos uno en el cuadrado C les
asignamos un nombre, asi como un sentido en cada cuadrante. Preservando
¢éstos bajo las aplicaciones 7 ! ¢ haciendo la identificacion de los lados cor-
respondientes de las imdgenes, obtenemos una banda de Moebius (I').

2.3.2 Desingularizacién de un campo vectorial.

Sea C el cuadrado definido en 2.3.1.

i)Consideremos el campo:

V(zy,22) = (Vi{z1,22), Valz1, 22)) = (2% — 23,22 2,). Entonces:
Viz),u) =31 (2101 = v2),u + «®); Vi(21,v) = 29 (2z9v,v% — 1).

Vi = {z1(1 — u?),u + 43); V3 = (2590, 0% — 1).

Analizando los puntos singulares de los campos de direcciones Vi y 172,
observamos que para el primero el origen es el tinico punto singular en C' y
su parte lineal en este caso es {1, u), para el segundo no hay puntos singu-
lares, de donde el retrato fase visto en cartas solo tiene un punto singular

(solo hay una direccién de tangencia).

ii)Consideremos el campo:
Vizi,z2) = (Vi{zh, 22), Va(z1, 22)) = (23 — 33129, 37729 — z3). Entonces:
VI (z1,u) = 23 (z1{1=3u?), 2u(u+1); VJ (z1,v) =23 (22(30% — 1), 2v(1+v?).
Vi=(z1(1 = 3u?), 2u(u? + 1));Vo=(z2(3v% — 1), 20(1 + v?)).
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Figura 2.2: El blow-up de una vecindad del origen en R? con respecto al

origen.

Analizando los puntos singulares de Vi vy Vo, observamos que para el
primero el origen es el Gnico punto singular cn C y su parte lineal en este
caso (z1,2u); para el segundo, tambien el origen es su inico punto singular
pero 1a parte lineal en este caso es {—z2, 2v) de donde hay solo dos direcciones
de tangencia.
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Figura 2.3: El blow-up del campo vectorial V(zy,z2) = (2% — 23, 2z,25) con
respecto al origen en IR?.

Figura 2.4: El blow-up del campo vectorial V{z, #2) = (z} — 37172, 323z, —

z3) con respecto al origen en IR2.
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2.4 Clase X}

Sea M una variedad compleja de dimension n.

Definicién 2.11. Una foliacion (por curvas) no singular F de M es una
descomposicion de M cn subconjuntos conexos disjuntos {la }oes denomina-
dos hojas de la foliacién, tal que todo punto p en M tiene una vecindad V,
y un biholomorfismo ¢p : Vp—W,CC", que satisface que, para toda hoja l,
las componentes conexas de ¢p{Vp(}la) quedan descritas por ecuaciones de
la forma:

un = kl) vy Wn—1 = kn—h
donde (wy, ..., wn) son las coordendas de W

Denotaremos por Fy a la foliacién de una pequena vecindad de cero por
curvas de fase de algin representante del gérmen V.y por Fy ala foliacién

del blow-up de esta vecindad de cero por curvas de fase del blow-up V.

Definicién 2.12. A la foliacidén Fy lallamaremos el blow-up de la foliacion
Fy.

Definicion 2.13. Decimos que el punto peM es un punto singular no de-
generado de un campo vectorial VEx" (M) si DV, : T,M = T, M no tiene

al cero como un eigenvalor.

Lema 2.1. Es una propiedad genérica, que los campos vectoriales tengan

Demostracién. Bste resultado es una consecuencia inmediata del hecho de
que para las matrices de n x n con coeficientes complejos tener eigenvalores

distintos de cero es una propiedad genérica.
"

Definicién 2.14. Decimos que A; es el ndmero caracteristico del punto
singular p; si A; es el cociente de los eigenvalores )\}, )\? de la parte lineal
del campo de direcciones V en el punto p; {i.e Aj = )\;/)\f)
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Observacién. Esta definicién esta univocamente determinada, si decimos
cual de los eigenvalores es el primero. Para un punto singular en L supon-

dremos que el vector, el cual es tangente a la solucion en L es el segundo.

Sea V € £, un gérmen de un campo vectorial holomorfo. Supongamos

que:

1. V tiene exactamente n+1 puntos singulares, que adernas son no degen-
erados (los cuales estan en el divisor L). Sean py,...,pn+1 los puntos
singulares de V.

2. Ly := I\{p1,--,Pn+1}, es la hoja de la foliacién Fy de I, la cual se
proyecta en el origen.

Definicién 2.15. La clase T, es la clase de gérmenes en I, que satisfacen
las condiciones 1,2 antes mencicnadas y cuyos niimero caracteristicos no son
racionales positivos, ni cero (i.e A; € C\ QT [J{0}}).

Lema 2.2. Es una condicion genérica que el nimero caracteristico A; de

un campo vectorial satisfaga la condicidn de no ser un racional positivo ni

cero (i.e A; ¢ C\QT J{0}).

Demostracién. Este resultado se sigue del hecho de que € \ Q1 {J{0} es un
abierto denso en €.

Proposicién 2.1. La propiedad de los gérmenes en vy, de pertenecer a la

clase L], es una propiedad genérica en vy,.

Demostracion. Se sigue del ejemplo de propiedad genérica y de los dos lemas

anteriores.
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2.5 Indice para subvariedades integrales.

Sea M una variedad compleja de dimensién 2. Sea p € M un punto singular
aislado de un campo vectorial holomorfo V, y sea S una curva compleja que
pasa por el punto p y que en todos sus puntos (distintos de p) su vector
tangente, es tangente a la direccién del campo en los mismos puntos. Sea
#:(T2,0)—(M, p) una parametrizacién holomorfa tal que:

1. #(0,0) = p y que la curva £y~ ¢{x1,0), 1 € C es una parametrizacién
de una vecindad de S.

2. $'V = (A, B) donde A y B satisfacen: A(0,0) = B{0,0) = B(x,0) =
0.

Definicién 2.16. El indice de V relafivo a S en p es:

(%)
(@0) VA

Observacién. Elindicei,(V,S) es invariante bajo cambios de coordenadas.

. d
ip(V,S) = Resz =0 o

Demostracién. Sean ¢ y 1 parametrizaciones de S como en la definicion,
tales que ¢*V = (A, B) y ¢*V = (C, D), donde A, B son funciones de z, 2

y C, D son funciones de y;,y» respectivamente. Vamos a demostrar que:

(5) = e gzl (B)
— | = HEeSy,=0 =— - ] -
(1,00 \ A ! 3y21(y1.0) ¢

)

R68x1=0 ’51—2

Calculando las parciales g‘z:;(%) y 3%(%) tenemos que:

3B

e (2], (2)) <5 (5
L2 1(z:,0) (z1,0)

apD

7] C B

Resy, =0 (—— (—-)) = Resy =0 Sy
Bys (1,0) D ¢ (y1.0)

Consideremos el biholomorfismo H(z1,z2) = (Hy(z1,T2), Ha(z1, Z2)) )
con Hy =id + hy y Hy = id + ho tal que DH(A, B) = (C, D}, haciendo los
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calculos respectivos encontramos que:

aH, dH, ,0H, J0H,
Dy=1A4 B
(¢, D) ( o, + Oxy A oz, +B Oxo )

(H=1{y)

de esta 1ltima igualdad y usando la propiedad de B se tiene que:

OH
Clyg-1(p1.0) = Alz1,0) 2= (1,0)

82:1
Y 1
QIZ _ _6_ (ABHg +BBH1) OH | +
ay2 H'l(y1,0) 3.’1’:1 3:1:1 6552 ayz H"(m,ﬂ)
—1
i (ABHQ +BSH1) O0H,
6.’32 3.7:1 3.’52 Byg H=1(1,0)
de donde un cédlculo directo muestra que:
an aB
By ~ Bz2 :
A_ b
(yl :0) (1110)

ahora, tomando el residuo de las altimas dos ecuaciones queda demostrada .

la observaci6n.
|

Teorema 2.1. Sea V € L] un gérmen de campo vectorial y sea L el divisor
asociado al gérmen V, entonces, la sume de los indices i,(V, L)} sobre los

n -+ 1 puntos singulares p;, es igual a -1.

Demostracién. Supongamos que el gérmen V se escribe de la forma: V =
(P(z1,z2), Q(z1,22)) donde P y @ son gérmenes de funciones analiticas y
sea V su blow-up. Supongamos que el campo V tiene todos sus puntos

singulares en la carta (z;,u), entonces V se escribe de la forma:
‘7(1:1:“) = (ml(PR(li U) + 5L'1R1(.’L'1,u)), Qﬂ(l!u) - UPﬂ(liu) + ‘TIRQ('TI’U)):

donde Py, {r son polinomios de grado n y R, k& = 1,2 son funciones holo- ~
morfas; sean uj, 7 = 1,...n+ 1 los ceros del polinomio @, —uPn. Aplicando
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la definicién de indice tenemos:

z1(Pn(l,u) + 21 Ry) _
£,=0 (Qn(l,u) —uPy(1,u) +:1:[R2)) -
Pl u)
Qn(lu) - uPn(I,U))
como Qn(l,u) — uPy(1,u) se anula exactamente en los puntos u; se tiene
que: Qn(l,u) —uPp(l,u) = Hn“(u u;) entonces

. d
EP(V’ L) b= R63u=uJ ('a?l

= Resy=y; (

Qn(l,ﬂ-) - ;1:11(“ - uj)

de donde:
DPnl n+1 Qn(l u) Hn+l(u _ 'u]
z v, L)y = ZRESH—% ( ul—[n+l( —u;) =
p=p1 7

T b, Qullw) ) _

lo que prueba el teorema 2.1.

Proposicién 2.2. Sean V y L como en el teorema anterior, sean p;, j =
" 1,...,n+1 los puntos singulares de V sobre L'y A; los niimeros caracteristicos

correspondientes, entonces, iy, (V, L) = A; pare toda 7.

Demostracién. Supongamos que la expresién local del campo V en el punto

p; esta dado por:

Vizy,u) = Az — l,u)(,;%1 + uB(z — l,u)%

con
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. . . . du _ uB(ziu) _
consideremos la ecuacién diferencial = ng—‘u% = F(:nl,u~), notese
que las soluciones de esta ecuacidn diferencial son tangentes a V; por lo

5F oA i . . <
tanto g oy = 1% + O(1) con lo cual concluimos la demostracidn de la

proposicién.

2.6 Clase ¥'(L,) y esferas marcadas.

Definicién 2.17. Una esfera marcada (L;py,.-.Pnt1; AMyeey Angt) de un
gérmen V € X!, es el divisor L asociado a V, con los puntos singulares
del blow-up V marcados y con los niimeros caracteristicos correspondientes

a cada punto singular.

Observacién. La suma de los nimeros caracteristicos de la esfera marcada

de un gérmen de la clase T/ es -1.

Demostracion. Usando el teorema 2.1 y la proposicién 2.2 obtenemos el
resultado.

Definicién 2.18. Dos esferas marcedas se dice que son equivalentes si ex-
iste un isomorfismo conforme de la esfera marcada del primer sistema en la
esfera marcada del segundo sisterna, que hace corresponder el marco de una

esfera (L;p1,---, Pnt1; Aly ooy An41) con el marco de la otra.

LEMA 1. Las esferas marcadas de dos gérinenes de X!, que son formal-

mente orbitalmente equivalentes son equivalentes.

Demostracién. Consideremos los campos V, W & £/,. Scan H y I automor-
fismos formales con F invertible tales que: DHV = FW o H. Supongamos
que V es funcién de z1,29 y que W es funcién de y1,y,. Sea H(xy,z3) =
(w1,32)+ (S (bl a)), T(hdjzizd)) y sea Flui,y2) = T(fijuind) con foo #
0. Calculando ¢l blow-up de los campos formales V', W, FV tenemos aso-

ciados a cada uno de estos campos, un campo de direcciones el cual tiene
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n+1 puntos singulares en L, estos puntos son las raices de un polinomio de
grado n+1.
El campo de direcciones inducido por Dx~Y(DH V) toma la forma:

Yok=n y;c_(n_l)(vkl(la ug) + ---)

e T {—ueV + V2 +
y el polinomio asociado a este campo es:
—upV, (1, u0) + V(1 up)-
El campo de direcciones inducido por Dr~'(W) toma la forma:

k=n WL, u0) + .0)

Y k=n yE T —ug Wi W) +
y el polinomio asociado a este campo es:
—ugWol(1,u0) + Wn2(1,uo)
Analizando los polinomios asociados a los campos de direcciones induci-
dos por Dr~Y(DHV) y por Dn—Y(W), se puede observar que por ser Vv
y W formalmente orbitalmente equivalentes, los polinomios asociados son
linealmente dependientes, por lo cual los puntos singulares estan en corre-

spondencia mediante la transformacién identidad, es decir:

Wal(1,ug) = fooV (1,u0)

W,2(1,ug) = fooVir(1,u0)

Mas atin, los nimeros caracteristicos de los campos de direcciones en estos
puntos singulares son los mismos, esto se sigue de un caleulo directo, con lo

cual queda demostrado el lema.
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Definicién 2.19. Una esfera tipo L), es una esfera marcada donde sus n+1
puntos marcados son tales que sus respectivos nimeros caracteristicos no son

racionales no negativos ni cero (i.e. C\ {Q*|J{0}}) y su suma es igual a -1.
Sea L, una esfera tipo I),.

Definicidn 2.20. La clase £(Ly), es la clase de gérmenes de ,, que tienen

esferas marcada equivalentes a Ly.

En virtud del Lema 1, la clasificacidn orbital anelitica de gérmenes en X,

se reduce a la clasificacion orbital analitica de gérmenes de la clase T(L,).

2.7 Grupo de monodromia de los gérmenes de la
clase £(L,).

Sea L, una esfera marcada tipo ¥/, sean py, ..., pn+1 sus puntos marcados y
M,yeaAng1 SuUS nimeros caracteristicos respectivos. Sea LY 1a esfera agujer-
ada (i.e L% = Lo\{p1, .., Pns1}) ¥ sea V € T(L,); entonces Ly = L0. Sea

I’ como en la definicién 2.1

[ = {(z1, 22, (1 : 22)) ] JU{O}xK P}

Definicién 2.21. Una transversel a la foliacién no singular Fy en T es

una subvariedad T inmersa en I" tal que, para todo punto p € I se satisface:
Tl =T, Fy & TpT.
Sea I, hoja de la foliacién Fy que pasa por el punto p.

Definicién 2.22. Una transversal local T' en p, es una transversal a la
foliacién Fy definida en una vecindad Uy del punto p = T\ ,, tal que T es

un subconjunto cerrado de Up.

Definicién 2.23. (Transformacidn de monodromia.) Sea 7y : [0,1) — Ly
un lazo cerrado, el cual es un representante de la clase [y] del grupo fun-
damental de la hoja Ly (i.e [y] € m(Lv)) y sea p = y(0) = y(1). Sea T}
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una familia de transversales locales a Ly en los puntos (t), la cual depende
continuamente de t y tal que Ty =T =T.

Consideremos la vecindad U C Ty del punto p, tal que para cada punto g de
la vecindad U, en la hoja de la foliacion Fy que pasa por ¢, existe una curva
(el levantamiento de -y en el punto g) v(q) = {g(t) € T} que inicia en g, ésta
curva se proyecta inyectivamente (excepto en g) en <y a lo largo de la familia
de las transversales T,. Denotaremos por A,{g) al punto final de (q). Por
la dependencia analitica de las soluciones con respecto a las condiciones ini-
ciales tenemos que: Ay:(T,p)—(T,p)) es una transformacién analitica.

El gérmen de la transformacion, es la aplicacién A, en p; la aplicacién, no

depende de la eleccién del representante de la clase [v] € m1(Lv).

e
7

()

Figura 2.5: Transformacién de monodromia.

Sea 7 (Lv,p) el grupo fundamental de la hoja de la foliacién Ly basado
en el punto p y sea Bih(T,p) el grupo de gérmenes de biholomorfismos en
una vecindad en T de p que fijan a p.

Observacién. A,€Bih{T,p) para toda y en Ly.

Definicién 2.24. El homomorfismo A : m(Ly,p) — Bih(T,p) tal que
[v] = Ay se denomina homomorfismo de monodromia de la foliacién Fy en
el punto p.
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Definicién 2.25. La imagen del homomorfismo A se denomina grupo de

monodromia de la foliacién Fy en el punto p.

Definicién 2.26. Decimos que una hoja Ly de la foliacién Fy es una hoja
marcada, si su grupo fundamental con punto base en algun punto p de la
hoja, es finitamente generado y se ha elegido un conjunto finito de gener-
adores 7, ..., Yo+ del grupo fundamental de Ly en p.

Observacién. L? es una hoja marcada de la foliacién Fy con generadores

Y1y ooy Yat1-

Observacién. Modificando las coordenadas en la transversal T podemos
asumir que p = 0 y que &; : A, : (€,0) — (T,0) como elementos de
Bih(C,0).

LEMA 2. Sean A; generadores del grupo de monodromia Gy para el
gérmen VeEX(L,) entonces :
i) Ajo..0fpy =1d.
i}A%(0) = ezp(2mid;) Vi = 1,...,n+ L.
Demostracién. Consideremos discos cerrados D;C L° centrados en cada Pj-
tales que sean ajenos; sea p cualquier punto en L\D;, trazamos lineas
desde p que no se intersecten y que conecten a p con la frontera de cada
disco cerrado. Definimos -y; como la curva cerrrada, asociada a la linea
y la frontera del disco j — esimo. Se puede ver que por la forma en
que construimos a las curvas <y; tenemos que 7y;0...0v,.,1 es homotdpica en
L%\ {p1,..,pnt1} 2 la curva constante, por lo que (715 -+ m41] = 0, luego
entonces, Ajo...0fA,4; = id. (ver fig.2.6)

Con las curvas construidas anteriormente y observando, que las derivadas
de la transformacion de monodromia en cero (i.e A%(0)), estan dadas sim-
plemente valuando en pj;, la ecuacién de primera variacién a lo largo de la

curva -y; de donde se satisface la segunda condicién.
]

Definicién 2.27. El grupo Gy := (Ay,...,Anq1) con generadores Ay, ...,
Ay 1 es el grupo de monodromia de el gérmen VeX'(L,).
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Figura 2.6: Curvas cerradas cuya composicién es homotépica a la curva

trivial.

Definicién 2.28. Dos grupos finitamente generados G = (A, -+, Aps1) ¥y
G = (él,...,é&n +1) de gérmenes de holomorfismo que fijan el origen, con
generadores Ay, ..., 8pg1 ¥ Al,...,én+1 respectivamente, se dice que son
analiticamente (formalmente) equivalentes si existe un cambio de coorde-
nadas local holomorfo h (formal h) que conjuga los generadores de esos
grupos; es decir hold; = AjOh (Fw[&,— = AAJ-OIAL) paratodaj=1,...,n+ L

€.0) =% (€0

A.
€,00 = (€0
Sea V € E,(Ly,); sean p y ¢ puntos en la hoja Lo
Proposicién 2.3. Sean A, A’ los homomorfismos de monodromia en p ¥
q respectivamente, entonces, eZiste un isomorfismo conforme ¥ tal que WP

A A; de donde los grupos de monodromia asociados, son analiticamente

equivalentes.

Demostracién. Si tomamos otra carta (U, @) distingida de la foliacién

tal que @y(p) = 20 y ¥ es el biholomorfiso de cambio de coordenadas
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P (€, 20)—{C,0) entonces se obtiene el homomorfismo de monodromia
A’ del homomorfismo de monodromia A por conjugacion, es decir:

A'(y) = YoA(y)erp~), en particular Podh; = A,; o) de donde podemos con-
cluir que los grupos de monodromia de los gérmenes de la clase £,,(L,) en

puntos iniciales distintos de la misma hoja son analiticamente equivalentes.
|

Proposicién 2.4. Sean 71, ..., Va4l ¥ Vs - Yopr @05 conjuntos de gener-
adores del grupo fundamental de la hoja L° basados en los puntos p y ¢
respectivamente, entonces los grupos de monodromia Gy = (D, .y Dy 1)

y Gy = (Aﬂ S ATLH) son analiticamente equivalentes.

Demostracién. Al tomar otro conjunto de generadores 'y; del grupo funda-
mental de la esfera agujerada L°, basados en un punto g no singular de la
foliacidn, siempre podemos construir una curva que una a p con ¢ y haciendo
lo analogo a la proposicién anterior, los grupos de monodromia asociados a

los conjuntos de generadores respectivos son analiticamente equivalentes.
| |

Proposicién 2.5. Sean T y T' transversales a L en p distintas, entonces
los grupos de monodromia correspondientes a las transversales T y T" son

analiticomente equivalentes.

Demostracidn. Si tomamos otra transversal 77, mediante un cambio de co-
ordenadas biholomorfo podemos llevarla a la transversal T', nuevamente con
éste biholomorfismo logramos que los grupos de monodromia correspondi-

entes a las transversales T y T’ sean analiticamente equivalentes.
.
LEMA 3. Los grupos de monodromia de los gérmenes de la clase X,,(L,)

que son analiticamente orbitalmente equivalentes son analiticamente equi-

valentes.
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Demostracién. Consideremos V' y W gérmenes de la clase Zn(Ln) que son
analiticamente orbitalmente equivalentes, en particular por pertenecer a
la misma clase En(Ln), tienen esferas marcadas equivalentes, asi, pode-
mos suponer que las esferas marcadas tienen el mismo grupo fundamen-
tal y la misma transversal; Sean H y F biholomorfismos tales gue hacen
a V y a W analiticamente orbitalmente equivalentes, es decir: DHV =
FW; consideremos los campos de direcciones dados por los blow-ups de los
campos V,W ,FW, respectivamente; de donde tenemos que V y FW son
analiticamente orbitalmente equivalentes en una vecindad de L, sean H' y
F" los biholomorfismos que los hacen analiticamente orbitalmente equiva-
lentes (ie DH'V = F'FW).

Notese que las hojas de la foliacién de los campos W y FW son las mismas.
de donde los grupos de monodromia Gw y Grw son los mismos; asi pues
basta con ver que los grupos de monodromia Gy y Grw son analiticamente
equivalentes, pero esto se sigue del hecho de que ¢l biholomorfismo H' manda
soluciones de V en soluciones de FW (i.e manda hojas de la foliacién Fy en
hojas de la foliacién Frw).
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2.8 Conjuntos separatrices.

Definicién 2.29. Sea V un gérmen de campo vectorial holomorfo en ({C", p)
y sea ¢ : C~—{(C", p) un gérmen de curva analitica que pasa por el punto p.
Decimos que ¢ es una separatriz de V en p si V restringido a ¢ es tangente
ac (i.e V(e(T)) = f(T)(T),con f holomorfa y f{T)#0).

Lema 2.3. Consideremos un campo vectorial holomorfo V' con punto sin-
gular el origen tal que V' : (uy,us)—{Ajuy + )5?;-'- + (Aoug + ...)aiu2
(donde los puntos denotan terminos no lineales), supongamos que V' no
es linealizable en una vecindad del origen y que los eigenvalores de su parte
lineal estan en el dominio de Siegel, entonces, existe un cambio de coor-
denadas analitico H, definido en una vecindad del origen (T2,0) tal que
H*V' = (Xz) + a1(zy, 22)2122) 5‘_2—1 + (Agzo + az(xy, T2)T1T2) 3% donde las
ai son funcidnes analiticas y a;{0,0) = 0.

Demostracién. Supongamos que el campo vectorial V' se expresa en la

forma:
V'(u1,ug) = ((Arur + filun, ua)), (Aqua + faluwr, uz))) ,

donde las f; son funciones analiticas en una vecindad del origen con parte
lineal cero.

Probaremos que existe un cambio de coordenadas holomorfo (u;,us) =
H(zy,z2) de la forma H : (xy,z3) w— (21 + hi(z1, 22), 29 + ho(z1,72)) con

hi(z1,22) = Zg?+q2=2 higgp 23 tal que:
H*V'(z1,19) = (A2 + P1(z1, 32), Aaxo + tha(z1, 72)) ,

con (1, 72) en el ideal (z173) de funciones analiticas generado por el pro-
ducto zze.

;o : : ., Bhi . | BRy .
Asi, si u; = z; + hj(z1,22}, § = 1,2 entonces u; = z; + oLl T g ¥

substituyendo =; = A;z; + 1; obtenemos:

Z (i + Lagr + 2909 — A Ay g )af afl =

g1 +g2=2
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_ oh;  Oh
fil@y + by, z2 + ha) (31_111)1 + 929 2) oo (2.2)

como queremos que ;{z1, z2)€(z12) definimos:
Piane =0 5 37({1233295(1312?2)-

higig =0 st m‘{lzgze(xla:g).

Por induccién demostraremos que la ecuacién (2.2) se puede resolver para
hj.q1.qo €0 términos de los coeficientes fi

Para q; + g2 = 2.

Desarrollando la ecuacién 2.2 obtenemos:

(P1.20+Ah120)Ts + (W11 + Mihr 1) T2+ (dio + (222 — M)hig2) 75 =

2 2
frapzy + fiiazize + froe0e-
(2h1 2071 + h1,1,122) (7,1)1,2,0-’6% + 1P 1213 H P02 hi,0,223)
— (h1,1,171 + 2h1,0,2%2) (12,027 + ¥1,1,17122 + P02 + h1,02T3) »

de donde:

Mhig0 = fizo-

Y1,1,1 + A2k = fia

- (=g = gz

Analogamente con los coeficientes ha g, g,-

Supongamos valido para q1'+ g2 < k, por demostrar el caso ¢; + g2 < k+ 1
primero nétese que los coeficientes de o' z5? en el segundo miembro de la
ecuacion 2.2, s6lo involucra terminos h;j.g; g21 Yj.q1,q: PAT2 lgi+a2] < |pr+m2l;
con un procedimiento analogo al de la base de induccién, podemos encontrar
los coeficientes hj(z1,z2) para el caso g1 +g2 < k+ 1.

Abora solo falta probar la convergencia de H (basta con ver la convergencia
de las h;). Dadas cuales quiera dos series A(zy,72) y B(z1,22) con coe-
ficientes positivos escribimos A<B si se satisface la desigualdad para cada
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uno de los coeficientes, es decir, si Ag, g, <By, 4, para todo |g; +gz| > 1. De-
notaremos por [C(z;,z2)| a la serie obtenida de C(z1,z2) al remplazar sus
coeficientes por sus valores absolutos y por [|C(z)|| a la serie |C(z, z)|, de
donde tenemos que: |C(z),z3)| converge para |z;| < R, |x3| < R si [{C(z)|]
converge para |z| < R.

Asi, ahora probaremos que |[}h1|| + {|h2]| converge en |z| < R para alguna
>0

Observacion. Si z{'z%*¢(z,z2) entonces, existe § > 0 tal que
lg1A1 + g2ra — A4 > 4.

Mas aum, el calculo de hjg4, 4,, cuando z{' z2*¢(z)z,)}, esta determinado

por la igualdad:

Yo @M+ @de = Ak el ef = fi(m1 + by + ho)
lg1+q2]=2

S(Ihalf + A<
WAz Hlh |+ hll, ze+ Rl HR2ID+ fo(z1H R 1+ R2ll 22+ HA2 1D

De donde tenemos una desigualdad del tipo S<F{z + Sy) donde F es una
funcién analitica y S una serie de potencias. Ahora sea S; = F(z + S) la
ecuacion que define la funcidén analitica Sy (la cual podemos suponer que
existe por el teorema de la funcién implicita). Asi tenemos que §<dp (en la

vecindad corespondiente) y esto implica que § = ||k[{ + ||he]| converga.

Proposicién 2.6. Hay exaclamente dos separalices de V que pasan por el
punto p;j; a saber, la esfera agujerada Ly y L; (llamada la separatriz prin-

cipal del campo vectorial V en el punto singular pi).
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Figura 2.7: Separatrices principales por los puntos p; ¥y separatrices del

gérmen V.

Demostracién. 1) Si V es linealizable; es inmediato, ya que la parte lineal es
diagonalizable.
ii) Si V no es linealizable; por el lema anterior consideramos los ejes coor-

denados como dichas separatrices (ya que la parte lineal es diagonalizable).
[

Definicién 2.30. A la union S de todas las separatrices principales y todos

los puntos singulares de V se le llama el conjunto separatriz de blow-up V.

Definicién 2.31. La proyeccion S de S bajo 7 se llama el conjunto sepo-
ratriz del gérmen V (ie § = 7(8)).

LEMA 4. El conjunto separatriz de un gérmen de la clase ¥ es una

curva analitica reducible que consta de n + 1 componentes irreducibles.
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Demostracién. Al ser V un gérmen de la clase £, su blow-up V tiene n + 1
puntos singulares no degenerados, entonces, hay n + 1 separatrices princi-
pales disjuntas, como 7 es un biholomorfismo fuera de L, entonces éstas
separatrices se proyectan en n + 1 curvas analiticas que se intersectan en
el origen; cada una de estas curvas es analitica en una vecindad del ori-
gen (sin el origen); mas aun, son continuas en el origen, de donde podemos

continuarlas analiticamente al origen.
|

Definicién 2.32. Dos conjuntos analiticos de (C%,0) son equivalentes si
existe un cambio local de coordenadas holomorfo que manda un conjunto
en el otro.

LEMA 5. Los conjuntos separatrices de gérmenes de la clase T/, que son
formalmente orbitalmente equivalentes son equivalentes.

Demostracién. Esta demostracién sera dada en una seccion especial (ver
seccién 3.1).

2.9 Condiciones de genericidad en el teorema prin-

cipal.

Tomaremos como definicion que un grupo G es soluble si la sucecién de sus
subgrupos centralizados de G terminan para alguna n, es decir, si G(,) = id
para alguna n {G(o) = G, G(iy1y = [Gi, Gi; donde G;44) es el subgrupo con-
mutador de G;,(ver apendice [Al]}). El siguiente teorema se debe a Ceveau-
Moussu-Ramis{CMR).

Teorema 2.2. (Teorema de CMR) La eguivelencia formal de dos grupos
finitamente generados no solubles, de gérmenes de biholomorfismos en ung
dimension, con generadores distinguidos, implica su equivalencia analitice;
es decir el cambio de coordenadas formal que conjuga a esos grupos, es una

serie de potencias convergente.
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Demostracién. Ver referencias (7], [16].
[

Nosotros probaremos el teorema principal para gérmenes genericos en vy
a travéz del teorema de CMR.
Las condiciones de genericidad impuestas a los gérmenes de v, en el teorema
principal son:
(i) El gérmen V este en la clase Z7,.
(ii) El grupo de monodromia Gy del gérmen V' sea no soluble.

Proposicién 2.7. Es una condicidn genérica en vn que el grupo de mon-

odromia Gy del gérmen V see no soluble.

Demostracién. Sean f,g € Gy y supongamos que f(z) = @,z + ... y que
g(z) = bz + ... (donde los puntos significan terminos de orden superior)
con a; # 0, v by # 0. Un calculo directo muestra que fYz) = EITT +
(—u-{z) z? 4 —x(2a2 —a3)z + ..

Observacién. 81 calculamos el conmutador de f y g ([f, gl(z) = fgf g~ ' (z)),
este comienza con parte lineal la identidad.

Observacién. Si calculamos el conmutador de un conmutador, se anulan sus
terminos de grado 2 hasta los de grado 5.

Con un procedimiento similar al necesario para checar la ultima. observacion,
se observa que los elementos de G'v para los cuales sus conmutadores dan
la identidad despues de calcularlos un numero finito de vecéis ;);1 fa.s f que
son funciones polinomiales. Ahora si nos fijamos en el espacio de estas fun-
ciones y les asociamos la topologia € tenemos que el conjunto de funciones
para las cuales sus conmutadores dan la identidad despues de calcularlos un

numero infinito de veces es un abierto denso.
=]

Proposicién 2.8. Las clases de equivalencia de esferas marcadas, las clases

de equvalencia analitica de grupos de monodromia, asi como las clases de
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equivalencia analitice de conjuntos separatrices de gérmenes dentro de la

clase X7, son invariantes de la clasificacion orbital analitica.

Demostracién. Haciendo uso de los lemas 2,4 y 6 el resultado es inmediato.

Sea Ly, una esfera marcada tipo I, sean py, ..., pn+1 Sus puntos marcados

¥ sean Ay, ..., A4 sus niimeros caracteristicos correspondientes.

Definicién 2.33. Un grupe de gérmenes de holomorfismos finitamente gen-
erado G = (A, ..., Ap+1) con generadores distingidos {Ay, ..., Apsi}, se
dice que es relative a L, si sus generadores satisfacen :

i) Ajo.ofpyy = id.

i) A4(0) = exp(2mid;) Vi =1,..,n+ 1.

Donde t) y i) son las condiciones del lema 3 y ademas, los generadores que
corespondan a nimeros caracteristicos positivos sean analiticamente lineal-

izables.

Definicién 2.34. Un conjunto analitico S en (€2,0) se dice que es relo-
tivo a Ly si la diferencia S\{0} se descompone en n + 1 componentes ir-
reducibles 5, ..., Spy; tales que para toda ] la curva S'J- = TT_I(SJ') es una
curva analitica suave en (I', L) la cual intersecta transversalmente a L en los

puntos marcados p;.

TEOREMA 2.(de realizacién) Pare cualquier esfera marcada L, de la
clase X, para cualquier grupo G finitamente generado con generadores rel-
ativos a Lp y para cualquier conjunto analitico S relative a L,,, existe un
gérmen de la clase T, con esfera marcada L, grupo de monodromia G y
conjunto separatriz S.

La demostracién de este teorema se sale de los alcances de este trabajo.

Para dicha demostracién ver referencia [18].
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2.10 Equivalencia orbital de puntos singulares no

degenerados.

El objetivo de esta seccion es probar que, para puntos singulares genéricos de
campos vectoriales holomorfos, la coincidencia de los niimeros caracteristicos
y la equivalencia analitica de las transformaciones de monodromia implica
la equivalencia orbital analitica en los puntos singulares. Para este fin se
establecera un método particular de construir un holomorfismo H que hace

a los puntos singulares analiticamente orbitalmente equivalentes.

Definicién 2.35. Un punio singular genérico es un punto singular no de-

generado.

Proposicién 2.9. Sea V un campo vectorial holomorfo con un punto sin-
gular genérico y ademas con nimero caracteristico A € €\ {Q J{0}}, en-

tonces, V tiene ezactamente 2 separairices.

Demostracién. Si A ¢ {R™1JQT{J{0}} entonces, (A1, A2) pertenece al do-
minio de Poincaré y por el teorema de Poincaré (ver teorema 1.3) V es
analiticamente equivalente a su parte lineal.

Si A € R~ entonces A pertenece al dominio de Siegel y hay dos casos; el
primero, que (A1, A2) sea del tipo (C,v) en cuyo caso V es analiticamente
equivalente a su parte lineal por el teorema de Poncaré-Dulac (ver teorema

1.5); si V no es linealizable, por el lema 2.3 hay exactamente 2 separatrices.

Observacién. El campo V es orbitalmente analiticamente equivalente a un
campo de la forma:

:caa—m +y(,\+o(1))a% (2.3)

Demostracidon. Tomando la expresion del lema 2.3:
H*'V = (z) + ai{z1,22)5172) % + (Apzy + az2(21, 22)2 ) 22) 3% donde
las a; son funciénes analiticas y @;{0,0) = 0. Podemos definir un nuevo
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campo dado como esta. expresidn dividida entre: A} - a1z2; en la primera
entrada nos queda lo que lamamos z y en la segunda componente del campo

encontramos el resultado deseado.

Sea S = {z3 =0, 7170} una separatriz del gérmen V y sea T = {z; = ¢}
una trasversal a la sepratriz S en el punto pp = T)S. Considerese la
transformacién de monodromia Ay : (T,po)~—(T,po) del gérmen V, la
cual corresponde a ir alrededor del origen en la separatriz S en el sen-
tido de las manecillas del reloj. Sea Wevr tambien de la forma 2.3 y sea
Aw : (T,py)—(T,po) su transformacion de monodromia. Supongase que
los gérmenes Ay y Aw son analiticamente equivalentes (i.e. existe un bi-
holomorfismo h : (T, po)— (T, po} tal que hoAy = Awoh).

~vi@
S
d N

Figura 2.8: Transformaciones de monodromia Ay y Aw de los gérimenes V
y W.

La construccién de la transformacién H, la cual conjuga a los gérmenes
V y W esta definida como sigue:
Sea mg : (z1,72)—(21,0) la proyeccién estandar en la separatriz S. Para
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cualquier punto p en la transversal T', consideremos la curva de fase ¢, del
gérmen V que pasa a través del punto p y la curva de fase 15 del gérmen W
que pasa por ¢l punto 5 = h(p)eT. Sea YCdyp la curva que une al punto p
con algtn otro punto g€¢y,, consideremos la curva ¥Ct; que une al punto
con algin punto §€;, y tal que la proyeccion de esas curvas a la separatriz
S coincida:

no(y) = 7o(7). Entonces por definicién, pondremos H%(g} = § (ver fig 2.9).

Figura 2.9: Definicién de la transformacién I 0,

Observacién. La transformaciéon H? asi construida, esta bien definida, es

holomorfa y univaluada en una vecindad de la transversal T'.

~ Demostracién. Del hecho de que la proyeccién de las curvas v y ¥ 2 la sepa-
* ratriz S sea la misma, se sigue que la transformacién HO esta bien definida.
Por el teorema de la dependencia analitica de las soluciones con respecto a
las condicione iniciales, la transformacién H? es analitica en alguna vecindad
de la separatriz S; y finalmente, dado que por construccion H 0 coincide con
h donde h es el biholomofismo que conjuga a los grupos de monodromia Gv
y Gw, entonces, tenemos que restringiendonos a la transversal T, la trans-
formacién H® es univaluada, de donde podemos encontrar una vecindad de

la separatriz S, en la cual la trasformacién H 0 es univaluada.
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LEMA 6. La transformacion H? puede ser continuada analiticamente a
un biholomorfismo H de una vecindad del origen y que ademas conjuga a
los gérmenes V y W: DHV = H'V = WoH.

Demostracién. (Debido a la complejidad, no demostraremos este hecho en
todos los casos posibles, para dicha demostracién ver la referencia {7] y la
referencia {11}; pero para un mejor entendimiento incluimos los siguientes
caso).

Primero, supongamos que el niimero caracteristico A (como en la proposicién
2.9) no es real negativo. En este caso, la forma normal formal de los gérmenes
es lineal; por el teorema de Poincaré la serie normal formal converge (ver
teorema 1.3).

Observacién. Para un gérmen del tipo 2.3, el cambio de coordenadas
normalizante es de una forma muy especial a saber {z,y)—(z, f(z,y)) v

preserva las lineas de nivel de la proyeccion .

En vista de la observacién, sin perdida de generalidad podemos suponer

que ambos gérmenes son lineales:

a a

Entonces podemos suponer que sus transformaciones de monodromia son

tambien linales:

Ay = Ay : y—uz,donde = exp(2x)).

Puesto que X no es racional positivo, tenemos que p¥#1 para toda k natural.
Entonces la transformacién que conjuga los grupos de monodromia tambien
sera lineal, h : y— cy para alguna c compleja distinta de cero. En este caso
la transformacion H° tambien sera lineal, H? : (z, y}—(z, cy), y puede ser
continuado a un biholomorfismo en cualquier vecindad del origen.

Ahora sea A negativa.
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Proposicién 2.10. BEziste un cambio de coordenadas holomorfo tal que

podemos ezpresar al gérmen stlla 2.8 como:
m% +y()\+0((yz)~))§y, donde N>\ (2.4)

Para la demostracién de esta proposicién ver refencia [11].
Mas aun, para los gérmenes del tipo 2.3 tal normalizacion preliminar puede
tambien ser realizada por cambios de coordenadas que preservan las lineas
de nivel {z = cte}; asi, sin perdida de generalidad, podemos asumir que
ambos gérmenes son de la forma 2.4. La demostracién del lema 7 para estos

gérmenes esta probado en la referencias (11] y (7).
Observacién. La proyeccién 7y tiene las siguientes propiedades:

1. 7o transforma una de las separatrices del gérmen al punto singular.

2. El complemento de esta separatriz es llevada sobre la segunda separa-

triz y es la transformacion identidad sobre esta segunda separatriz.

Observacién. Cualquier foliacién de una vecindad del origen {C?,0) dada
por lineas de nivel de cualquier proyeccién, posee las dos propiedades de la
observacién anterior, es decir, puede ser rectificada; consecuentemente, la
foliacién F en la proposicién anterior puede ser remplazada por cualquier
otra foliacién del mismo tipo.

" Proposicién 2.11. Sea F una foliacidn de una vecindad del cero dada por
lineas de nivel de la proyeccion my, entonces, el holomorfismo H manda el
par de foliaciones (Fy,F) en el par de foliacidnes (Fw, F), y esta Univo-

camente determinada por su restriccion a la separatriz S y a la transversal
T.

Definicién 2.36. El holomorfismo H descrito en la construccién anterior

es Hamado “un cambio a lo largo de la foliacién auziliar”.



Demostracién del teorema

principal

En este capitulo daremos la demostracién del teorema, principal, para ello
usaremos las siguientes ideas; sean V' y W dos gérmenes genéricos en vy, {ver
seccion 2.9), es decir, V, WeEX! y sus grupos de monodromia son no solubles.
Si suponemos que estos dos gérmenes son formalmente orbitalmente equiva-
lentes, como veremos, podemos asumir que los conjuntos separatrices de los
gérmenes V' y W son los mismos (Sv = Sw = §), més aun, la equivalencia
formal orbital de los gérmenes V y W implicard la equivalencia formal de sus
grupos de monodromia. (lema 10). Usando el teorema, de Cervau-Malgrange-
Ramis CMR. (ver seccién 2.9), vemos que esos grupos son analiticamente
equivalentes. Ahora, si pudiesemos construir una foliacién auxiliar F en
una vecindad de L y transversal a L, tal que la union de las hojas de la
foliacién F coincide con el conjunto separatriz S, entonces, “ un cambio a
lo largo de la foliacidn auziliar” (ver seccidn 2.10} podria transformar a la
foliacién Fy en la foliacién Fw (ver proposicién 2.11) y con esto completar
la demostracién del teorema principal. Desafortunadamente, tal foliacién
auxiliar F' solo puede ser construida Para una clase limitada de gérmenes,
que tienen un tipo especial de conjuntos separatrices.

Para un gérmen arbitrario V de 1a clase Ly, esta construccién debe ser

47
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modificada levemente, €8 decir, construiremos una foliacién auxiliar F (ver
seccién 3.2) de una vecindad de L tal que nuevamente, el conjunto separatriz
del gérmen V sea la union de las hojas de la foliacién F, pero ahora la fo-
liacién £ no tendra puntos singulares en L asi como tambien serd transversal
a L en casi todos lados, excepto en un ntmero finito de puntos no singulares
wh, . Wn—2; 12s hojas de la foliacién F que pasan por los puntos wy tendran
ordenes de tangencia dos con L, para toda k. El holomorfismo que conjuga
a las foliaciones estard determinado casi igual al que se describié antes ( “el
cambio a lo largo de la foliacion augiliar, ver corolario 3.2). Pero los puntos
de tangencia de la foliacion F* con la foliacién Fy complican virtualmente la
situacion; sin embargo el biholomorfismo H que conjuga a los gérmenes de
campos vectoriales en una pequena vecindad U (ver seccién 3.5) puede ser
continuado de U a una vecindad del divisor L rodeando los puntos singulares
P1, .., Pntl 881 cOmMO 2 los puntos de tangencia wy, ..., Wn-2 de la foliacion
auxiliar F con L (ver prposicion 3.2); mas aun, H se puede continuar ana-
liticamente a un biholomorfismo en las vecindades de los puntos singulares
y de tangencia (ver proposicién 3.3 ¥ 3.4), ciertos invariantes de los pares de
foliaciones (Fy,F) y (Fw, F) deben necesariamente coincidir; donde ¢sos
\nvariantes son: las curvas tangentes {ver lema 8), los conjuntos separatrices,
los grupos de monodromia y el conjunto de las transformaciones correspon-
dientes. Esos invariantes y la construccién de los pares de foliaciones con
estos invariantes serd discutido en las sccciones 3.3 y 3.5. Asi como una de-

_scripeion detallada, del_biholomorfismo que conjuga sers dada en la_seccion
3.5.

3.1 Demostracién del lema 5.

Comenzamos esta seccién dandos algunas observaciones del lema 5, poste-
riormente probamos dicho lema y finalmente damos de manera explicita el

biholomorfismo al que hace referencia el lema 5.

Sean V y W dos gérmenes de campos vectoriales genéricos en vy, (ie
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V,W € ! y sus grupos de monodromia son no solubles, ver seccién 2.9).

Proposicién 3.1. Supongase que V y W son formalmente orbitalmente
equivalentes, entonces, podemos suponer que los N — jets de esos gérmenes

en cero coinciden pare una N suficientemente grande.

Demostracién. Por la forma en la cual se construye el difeomorfismo formal
que hace formalmente orbitalmente equivalentes a los dos gérmenes (re-
solviendo la ecuacién homolégica para cada grado), si cortamos dicha serie
para cualquier grado N, las posteriores soluciones de la ecuacién homoldégica

no son modificadas, de donde se sigue el resultado.

Observacién. Dado que la esfera marcada de un gérmen en la clase &),
esta determinada por el n - jet del gérmen, entonces, los gérmenes V' y W
estan en la misma clase L(L,).

Observacién. Podemos suponer sin perdida de generalidad que los conjun-
tos separatrices de los gérmenes V y W coinciden Sy = Sy = S.

Demostracién. En efecto, del lema 5 tenemos que los conjuntos separatrices

de los gérmenes V y W son analiticamente equivalentes.

Demostracién. (del lema 5)
Sean V y W dos gérmenes de la clase X!, formalmente orbitalmente equiva-
lentes. Por la proposicién 3.1 podemos suponer sin perdida de generalidad

que sus Jets en cero hasta de un orden suficientemente grande coinciden.

Observacidn. Para cualquier k¥ > 1, el & — esimo jet de cada una de las
separatrices de un gérmen de la clase X}, esta determinado por el k +n —

esimo jet del gérmen.

En virtud de la observacién anterior, los jets de orden superior de los
conjuntes separatrices de V y W coinciden. Per el teorema de Tougeron
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(ver apendice B), tenemos asociado a cada conjunto separatriz una funcion
polinomial (su polinomio de Taylor); ahora, dado que los jets de las separa-
trices coinciden, los polinomios de Taylor tienen idénticos cocficientes, con

1o cual completamos la demostracién del lema 5.

Ahora daremos de forma explicita el biholomorfismo del lema 5 (el bi-
holomorfismo que hace equivalentes a los conjuntos separatrices); para ello

necesitamos unas definiciones bdsicas:

Definicién 3.1. El polinomio F(y) de grado n tal que en n+1 puntos dis-
tintos yg, .-, Yn toma los n+1 valores dados fo,...,fn con fi = flyi), es

llamado el polinomio de interpolacidn de grado n de la funcion f.

Sea Q(y) = [[i=o(y — ¥i)

Definicién 3.2. El polinomio de interpolacion de Lagrange de la funcion
f es el polinomio de interpolacién de grado n de la funcién f cuya expresion

eS:

n
fi
Fy)=QW) D  ——=ors
; (v — v)Q'(yi)

Ahora, escojemos un sistema de coordenadas (z1,72) en (€2,0) cuyos
ejes no tocan a las separatrices del gérmen V. Supongamos que las ecua-
ciones-locales: de-las separatrices de-los gérmenes V.y W en cada punto_
singular p;, j = 1,...,n + 1, estan dadas por zp = j(z1) ¥ 2 = gﬁj(:cl)

respectivamente.

Observacién. Para cada 7, las expresiones de las ecuaciones locales Pi(z1)

y Jij (x1) tienen jets de orden superior idénticos.

Demostracién. Es una consecuencia de la proposicién 3.1 y de la ultima

observacion.
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Sea Fy,(z2) el polinomio de interpolacién de Lagrange, el cual toma el
valor d;j(z;l) — j{z1) en el punto ¥;(z,) para j = 1,...,n + 1. La transfor-

macidn

(931:3:2) — (th? + Ficl ("52))!

manda la curva {z; = ¥;(z1)} en la curva {z; = %;(z,)} para toda j =
1,..,mn 4+ 1. Por construccién, la transformacién asi definida tiene jets de
orden superior idénticos en las ecuaciones locales de las separatrices, por
lo cual los conjuntos separatrices son cercanos bajo esta transformacién, de
donde encontramos que algun jet de orden superior de esta transformacidn
es igual a la identidad.

Corolario 3.1. Consideremos dos gérmenes V y V; de la clase . formal-
mente orbitalmente equivalentes. Entonces para toda N eziste un gérmen W
en la clase &}, analiticamente equivalente al gérmen V; tal que los germenes
V y W tienen identicos conjuntos separatrices; el N — jet de los gérmencs
V y W coincide, los gérmenes V y W son formalmente equivalentes y el
cambio de coordenadas formal que los conjuga tiene o la identidad como
N — jet.

Demostracién. Sea, N > 0, como V| es formalmente orbitalmente equiva-
lente a V; supongamos que los N-jets coinciden, entonces, tanto V; como V
pertenecen a la misma clase £(L,} y por lo mismo los conjuntos separatrices
son analiticamente equivalentes. Sea Hy : (z1,22) = (21,29 + Fr (z9)) la
transformacién que hace analiticamente equivalentes a los conjuntos separa-
trices, mas aun, tal que su restriccién al conjunto separatriz del gérmen V
sea la identidad. Definimos al gérmen W = Wy como:

Wx = DHpVi; notese que por construccion Wy y Vi son analiticamente
equivalentes y que los conjuntos separatrices son los mismos; puesto que Hy
esta definida en terminos de un polinomio de grado N, el N-jet de Wy yel
de V coinciden. Ahora solo falta ver que son formalmente equivalentes.
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3.2 Foliacion auxiliar.

Consideremnos a V un gérmen de la clase X, sea V su blow-up, sean py, ..., Prs1
los puntos singulares de V, sea S;-’ la. separatriz principal de V que pasa a
travez del punto singular p;, y sea Sj = S’? Upj con j =1,...,n + 1. Sobre
el divisor L marcamos n — 2 puntos no singulares arbitrarios wy, ..., Wn—2,
supondremos que estos puntos estan en la carta {z1,u).

LEMA 7. Sean S; y wy definidas como antes. Entonces, existe un gérmen
W = P% + Q3‘2—2 € v tal que la foliacién F en una vecindad del divi-
sor L por curvas de fase del blow-up del gérmen W satisface las siguientes

condiciones:
1. La foliacién F no tiene puntos singulare en el divisor L.
2. Las curvas S son hojas de la foliacién Fparaj=1,.,n+1.

3. La foliacién F es transversal al divisor L, excepto en los puntos wy
k=1,...,n—2

4, BEn la vecindad de cualquier punto wg, la foliacién F esta determinada
por una ecuacién diferencial de la forma: %L = G{u) + O{z,) donde
la funcién G, (u) es holomorfa en una vecindad del punto wy y tiene

un cero de orden uno en el punto wg.

5. La hoja de la foliacién F que pasa a travez del punto wy tiene una

tangencia simple con el divisor en el punto wg para k= 1,...,n - 2.

Demostracién. Sea S = {R = 0} el conjunto separatriz del gérmen V. La
condicién para que el gérmen de campo vectorial W sea tangente al conjunto
S es equivalente a la siguiente condicion:

Para algunas funciones C, P, Q) se obedece la ecuacion
PR, + QR;, = RC, (3.1)

donde R = R(z;,z2) y VR = (R}, R.,,)
Supongamos que f(z1,22) = [[ro2(ze —wkz1), C = (n+1)f, P=mf + P
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yque Q = zof + O para algunas funciones P y Q. Entonces, la ecuacién
3.1 se expresa de la forma:

PR, + QR,, = ((n+1)R ~ 1R, — 1R, f (3.2)

Observacién. El termino homogeneo mas chico R, de la funcién R es

de grado n + 1 y no tiene factores linales multiples.

Demostracién. En efecto, si ¢;(z1,72) = aiz1z9+ .., i =1,...,n+ 1 son las
ecuaciones locales de las separatrices, entonces R tiene una expresién de la

forma:
n+1

R(z1,22) = [[ (=1 - ¢ilz1,32))
i=1
n

Observacidn. El lado derecho de la ecuacién 3.2 no contiene terminos de

orden menor que 2n.

Demostracién. Usando la expresion de la observacién anterior y haciendo
un célculo directo tenemos que: 7, Ry, + 29R,, = (n + 1)Rpq1 + ... (donde
los puntos denotan terminos de orden mayores iguales a n42) y dado que f

tiene sclo terminos de orden n — 2 obtenemos el resultado.
[ ]

Consideremos el conjunto I en el anillo de gérmenes de funciones holo-

morfas O definido como:
I'={g:g(0,0) =0}
Observacion. I es ideal maximal de O.

Definicion 3.3. I™ es el ideal de todas las sumas finitas de productos de
m — adas de elementos de I, es decir, I™ := {3°F g; .qi - gi; €I Vk e
IN}.

Observacion. I** esta conlenido en el ideal gradiente de Ta funcidn R.
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Demostracién. Este resultado se sigue de la penultima observacién y de la

definicién de I™.
. ]

Esto significa que la ecuacién 3.2 con f y R dadas tiene una solucién
holomorfa P, Q. ‘
Asi hemos construido la solucién a la ecuacién 3.1 y consecuentemente, el
campo vectorial tangente a todas las curvas §;. A continuacién modificare-
mos levemente esta solucién para obtener las otras condiciones del lema.
Sea m el grado del termino mds chico de las funciones holomérfas PyQ,
asi, tenemos que P = Py +... y por otro lado Q = Qum + ... (donde los puntos
denotan terminos de orden superior). Entonces, el grado del termino mas
chico PmR:le, +QmR:;+1$2 en el lado izquierdo de la ecuacién 3.2 es m+n.
Pucsto que los polinomios R, gy Y R, +1g, DO tienen divisores lineales co-
munes v el lado derecho de la ecuacién 3.2 no contiene terminos de grado
menor que 2n, encontramos que m 2 n. Consccuentemente, la poteucia de
las formas homogencas mas chicas de las soluciones P y @ construidas para

laecuacién 3.1sonn—-1: P=z,f + P +..yQ@=22f + Qn + ...

Observacién. Sea ¢ €€ y consideremos (P, Q.) = (P, Q)+ c(—R.,, Rz, )
Entonces, la tripleta (P,, @, c) tambien satisface la ecuacion 3.1. Esto sig-
nifica que el campo W, = Pc%m + QcaaT? tambien es tangente al conjunto
separatriz S.

"Sea [, la Toliacién de una vecindad del divisor L por curvas de fase
del blow-up del campo W,. En el dominio de accién de la carta {z1,u}, la
foliacién F, es una foliacién por curvas integrales de la ecuacién diferencial:

dzy _ 3 Pe(zy, 710)
due  T1Qc(z1,211) — ZaPe(21, T10)

= Go(u) +Oz1),  (33)

En efecto la ecuacién 3.3 se satisface si y solo si W, = Pca%l + ch%-
Ademis la expresion para G(u) es:

. F(L)
Gel) = ) ZaP{liw) + e(n + DRt (L)
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Por la definicién de la funcién f, el numerador de la funcién racional G,
se anula unicamente en los puntos wg. Puesto que los puntos wy no son
singularidades para el blow-up del gérmen V, tenemos que para toda k =
l,..,n — 2 y para casi todas los valores ¢ € T, el denominador de la funcién
racional G, no se anula en ninguno de los puntos wy y consecuentemente,
la foliacién F, no ticne puntos singuares para casi toda ¢ € C en el dominio
de accién de la carta (z),u). De manera andloga podemos demostrar que
en el dominio de accién de las otras cartas (z2,v), la foliacién F. no tiene
puntos singulares para casi toda ¢ € €. Escogiendo una ¢y en una forma
adecuada y suponiendo que W = W, obtenemos una foliacién que satisface
las primeras tres condiciones. La cuarta condicién es una consecuencia de

la ecuacién 3.3, y la quinta afirmacién se sigue de la cuarta.

3.3 La estructura de las hojas de la foliacién cer-

canas a las curvas tangentes.

Consideremos el gérmen de campo vectorial W = PB% + QBJQ:; construido
para un gérmen V = Ag,z—l + Bgf;; de la clase %!, por el lema 8; sean V
y W los blow-ups de los gérmenes de campos V y W respectivamente y
sea F' = Fy la foliacién de una vecindad del divisor por curvas de fase del
blow-up W.

Definicién 3.4. El conjunto tangente T de los blow-ups de los gérmenes V
y W, es el conjunto de puntos en los cuales los campos de direcciones dados

por los blow-ups V y W coinciden.

LEMA 8. El conjunto tangente consta de las separatrices del blow-up V
y . — 2 curvas suaves f‘k que intersectan transversalmente al divisor L en
los puntos wg, k = 1,...,n — 2. En la vecindad de esos puntos, el campo de
direcciones W tiene una primera integral Ji = Ji(z1,v) tal que:

(0, we ) = Jy (0,wx) — 0, i, (6, W] g, (0,w;) #0, (3.4)
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Demostracién. Es claro que por contruccidn de la foliacién auxiliar las sepa-
ratrices del blow-up del gérmen V estan en el conjunto tangente, de la cuarta
afirmacién del lema 8 y aplicando el teorema de la funcién implicita, hay n-2
curvas suaves en el conjunto tangente las cuales intersectan transversalmente
al divisor I en los puntos wg. De la cuarta afirmacidn del lema 8 y por el
teorema de rectificacién (ver apendice D}, en la vecindad de los puntos wy

el campo de direcciones W tiene una primera integral Jj = Ji(z1,u).
[

Tomando una k arbitraria (1 < & < n — 2) mostraremos que en una
vecindad del punto wy, cualquier par de foliaciones (17"' v, F‘) se puede re-

ducir a una forma estandar.

LEMA 9. Consideremos un biholomorfismo local arbitrario Hy, definido
en una vecindad del punto wg, el cual es la identidad en el divisor L y manda
la curva tangente T a la recta T,? = {u = wg}. Entonces, existe un tdnico
hiholomerfismo local H en una vecindad del punto wy, que es la identidad
en el divisor L, que coincide con Hg en la curva Tk vy manda la foliacién Fy
en la foliacién estandar {z; = cte}, asi como tambien manda la foliacién
F en alguna foliacién estandar del tipo {z, + g(u) = cte}. La funcién g
que define a la segunda foliacién estandar, es holomérfa en una vecindad del
punto wy y glwg) = ¢'(wg) = 0. La funcién g esta univocamente definida

por ia foliacidn -F—1a-curva-T y el holomorfismo local Hg.- ————=-

Demostracién. Sea I, la hoja de la foliacién F' que pasa a travez del punto
{0,u) cerca de wy y sea P, = L, Tx. En virtud de la definicién de la
segunda foliacién estandar, supongamos que g{u) es igual a la coordenada
zy del punto Ho(P,) ver fig.3.1. Supongamos que Ji es la primera integral
dada por ¢l lema 8, sean J = Jy o Hy'', ¢(z1) = J(z, wi) y ¥(u) = J(0,u).
Entonces g{u) = ¢~ o1p(u). Notese que de 3.4, obtenemos g(wg) = ¢'(wi) =
0y g"(wg) #0.

Sea H; un biholomorfismo tal que rectifique a la foliacién Ho(Fy) y mds

aun, tal que sea la transformacién identidad en las lineas 70 y {z; = 0}.
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1

—u

l—l

Xp_u g(uv)

Figura 3.1: Definicién de g(u)

Observacién. La funcién J := J o H]' es constante en las hojas de la
foliacién F = H, o Ho(F).

Demostracién. En efecto, ya que Ji es constante a lo largo de las hojas de

la foliacién F'.
[ ]

Observacién. La funcién J = ¢~toJ = z,4+O(u—w;) es tambien constante

en las hojas de la foliacion F.

Demostracién. En efecto, ya que por la observacién anterior J es constante

a lo largo de la foliacién F y por otro lado ¢ es biyectiva.

Observacién. La funcién J tiene la expresién: J(zy,u) = z1+(u—wk)2f(z1,u)

para alguna funcién holomorfa f.

Demostracién. En efecto, puesto que las hojas de la foliacién F son tan-
gentes a las curvas {z; = cte.} en los puntos de la linea {u = wi}, encon-

tramos que .f,ﬂ(:cl,wk) =0.
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Observacién. La funcién g(u) tiene la expresién: g(u) = (u —we)?f(0,u),
con f(0,wg) # 0. '

Demostracién. Usando la expresién de la observacién anterior y dado que
J = J en la linca {x; = 0}, tenemos (v — wi)?f(0,%) = g(u); por otro
lado, g"(u) = (v — we) f(0,u) + 4(u — wi) f'(0,u) + F(0,u) y puesto que
g"(we) #0 entonces f(0,wg) #0.

Observacién. Sea G(zy,u) una funcién holomorfa tal que se satisface la

relacion:
(u —wg)?f(z1,u) = G*(z1,u)

en alguna vecindad del punto (0,wy) y definimos k(u) = G(0,u); entonces
R'{wyY # 0, y la transformacién

H2 : (:r:l,u) — (:Bl,h_l o G'(a:l,u)).
es un biholomorfismo local en una vecindad del punto (0,wy).

Demostracién. La primera afirmacién se sigue de un cdlculo directo y usando
que f(0,wg} # 0; la segunda afirmacién, es una consecuencia de la primera
afirmacién y del hecho que %%(U, wy) # 0, de donde existe una vecindad en

,,13‘, CU&L’F es un biholomeorfismo.

Observacién. El biholomorfismo 3 definido como en la observacién an-
terior es la identidad en las lineas {z; = 0} y {u = wy}, preserva la primera

foliacién estandar, y manda la foliacién F en la segunda foliacién estandar.

Demostracién. Las dos primera afirmaciones resultan de una substitucion
directa, para la ultima afirmacién, de las observaciones anteriores sabemos
que la primera coordenada de las hojas de la foliacién F' son de la forma

z1 + g{u), con lo cual queda demostrada la observacion.
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Para terminar la demostracién del lema, consideremos la composicién
Hy 0 Hy o Hy, la cual por la eleccién de H; y de H, da el biholomorfismo
buscado; mas aun, por construccién g esta univocamente deferminada por

la foliacién F‘, la curva T} y por el biholomorfismo Hy.
]

Corolario 3.2. Sec wy un punio no singular de los blow-ups de los camnpos
de direciones asociados a V y W y sean las foliaciones Fy y Fy tangentes a
la foliacion auriliar F' (construida anteriormente) en los puntos de la curva
Ti. Entonces, eziste un tnico biholomorfismo local en el punto wy, el cual
es la identidad en el divisor y en la curva Ti, manda el par de foliaciones
(FV,F) en el par de foliaciones (F'W, F).

Demostracién. Consideremos a los biholomorfismos H; y Hs, los cuales nor-
malizan a los pares de foliaciones (F v, )y (Fw, F) respectivamente (dados
por el lema 10); ahora, el biholomorfismo H = H; o Hy ! es el biholomor-
fismo buscado; la unicidad de este biholomorfismo, se sigue de la unicidad
de los biholomorfismos H;, Hs. '

Definicién 3.5. A el biholomorfismo construido (en el corolario anterior)
fuera de la curva tangente lo llamaremos “el cambio a lo largo de lu foliacion

auziliar”.

3.4 Grupo de monodromia de gérmenes formal-
mente orbitalmente equivalentes.
En esta seccién probaremos el siguiente lema:

LEMA 10. Sean V' y W dos gérmenes de la clase %}, formalmente equiva-

lentes, supongamos que son cercanos entre si y que ademas, el cambio formal
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de coordenadas que los conjuga tambien es cercano a la transformacién iden-
tidad. Sean Gv y Gw sus grupos de monodromia definidos para la misma
transversal Ty de el divisor L. Entonces, los grupos Gy y Gw son formal-
mente equivalentes y el difeomorfismo formal que los conjuga es cercano a

la transformacién identidad.

En virtud del teoréma de CMR (ver seccién 2.9), obtenemos el siguiente
corolario:
COROLARIQ. Si las condiciones del lema 10 se dan y ademas los grupos de
monodromia de los gérmenes son no solubles, entonces, existe un biholomor-
fismo que conjuga a esos grupos, mas aun, este biholomorfismo es cercano a
la transformacién identidad.
Pero antes de probar dicho lema, daremos unas cuantas construcciones aux-
iliares.

Definicién 3.6. Dos gérmenes de funciones (de campos vectoriales) se dice

que son cercanos si sus jets hasta un orden suficientemente grande coinciden.

Sean pi,...,ppy1 los puntos singulares del blow-up V de un gérmen de
campo vectorial de la clase £ y sea L = L\ {p,, .., Pn}. Supondremos que

todos los puntos p, ..., pn41 estan en la carta (2, u).

Observacién. En la carta (z1,u), la foliacién Fy esta definida por una
ecuacion del tipo:

=) -7 () M (3.5)
k>1

donde las Q son funciones racionales con polos en los puntos u; = u(p;), 7 =
I,...,n -1 (ver subseccién 2.1.1).

Sea U ¢ € un dominio arbitrario que no contiene a los puntos u;, j =
Lo,n+lyseaugelU.

Definicién 3.7. Un par de series formales:

$2) =Y he*, dlz) =Y
k=1 k=1
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se dice que determinan a la transversal formal

T = {z; = ¢(2), u = up + ()}
en el punto ug, si el coeficiente ¢ es distinto de cero.

Definicién 3.8. A la variable z de la definicién anterior se le llama un
pardmetro de la transversal formal T' y el punto vy es llamado el punto base

de la transversal formal T.

Definicién 3.9. Una serie de potencias formal
oQ
7 =21 {u,2) = ch(u)zk
k=1

con coeficientes que son funciones holomorfas en el dominio U C € es llamada
la solucidn formal de la ecuacién 3.5 en el dominio U, si la substitucién de
esta serie en la ecuacién 3.5, tanto en el lado derecho como en el izquierdo

da identicas series formales en z.

Definicién 3.10. Una solucién formal se dice que intersecta a la transver-

sal formal T en el punto que corresponde al pardmetro 2, si la ecuacién

$lz) =Y crluo + P(2))2*

k=1
se satisface. Es decir, si se substituye la transversal formal en la solucion for-
nal y la ecuacién anterior se satisface, entonces, la solucién formal intersecta

a la transversal formal.

Observacién. En el caso de que una solucién formal £; intersecte a la
transversal formal T en un punto que corresponde al pardmetro z, necesari-

amente se cumple que ¢)(ug) # 0.

Observacién. La transformacién formal p que asigna z w £(ug, 2), es in-

vertible.

Definicién 3.11. La transformacién formal p es llamda un cambio a la

linea vertical {u = up}.
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Sean Tp v 71 dos transversales formales, sean 1y y u; sus puntos base,
y sean pg y g1 los correspondientes cambios a las linea verticales Ty = {u =
uwo} vy Ty = {u = uy} respectivamente. Consideremos la curva v C U
que une a los puntos base de las trasversales holomorfas Ty y Ty y sca
A (Ty, Ty L) — (11,71 N L®) un gérmen de transformacion asociado a
la foliacién F'y a lo largo de la curva 7.

Definicién 3.12. Una transformacién formal A = p7' o A o pg cs llamada
la transformacion formal asociada a las transversales formales ToyTialo

largo de la curva .

Definicién 3.13. Si las dos transversales formales Tp y T} coinciden (’f‘g =
Ty = T), la transformacién formal asociada a las transversales formales T
y T5 construida antes, es llamada la transformacién de monodromia formal

de la transversal formal T a lo largo de la curva cerrada .

Observacién. Las clases de equivalencia formal del grupo de transforma-
ciones de monodromia formal, no depende de la eleccidn de la transversal

formal usada en la construccion de este grupo.

Observacién. La transformacion formal asociada a dos transversales for-
males, conjuga formalmente a los grupos de transformaciones de monodromia
formal que corresponden a esas transversales. Mds aun, si las transversales
son cercanas, entonces la transformacién-formal que conjuga a. los grupos es

cercana a la transformacion identidad.

" Demostracién. (del lema 10.) Sea A = (H), Hz) un cambio formal de co-

ordenadas cercano a la transformacién identidad, que transforma al gérmen
V en el gérmen W. Consideremos la transformacién E = 7~! o H o, que

escrita en las coordenadas (z;,u) tiene la expresién:

- I .gg (.’L‘l 5 .'L‘]‘u.)
E: (mliu) = Hl(g"l:m?)? Ly = (El(zlau)1b2($iau))
Hy(z1,z1u)
Observacién. E es una transformacién ("semiformal”) tal que, sus compo-
nentes son series formales en la varable z; y cuyos coeficientes son funciones

holomorfas (de hecho polinomios) en u.
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Observacién. La transformacién E es cercana a la transformacion identi-
dad para una N suficientemente grande, es decir:

E(zy,u) = {z1,u) + O(z}).
Demostracién. La demostracién se sigue de un céleulo directo.
]

Consideremos una transversal holomorfa T al divisor L en el punto

(0,u0); sea z el pardmetro de la transversal, y sean
T = afz), u=up+p(z}

las ecuaciones paramétricas de la transversal T, donde o/(0) # 0.

Consideremos las series de potencias:

a(z) = Ey(a(z),up + B(2)) v B(z) = Ey(a(z),up + B(2)) — up.

Observacién. Si T es la transversal formal con punto base wug definida
por las series formales G(z) y B(z), entonces, las transversales T y T son

Cercanas.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la ultima observacién y
de las definiciones de T y T.

Sea z1(u, 2) = Y g2, ci(u)z* solucién de una ecuacién no autonoma del
tipo 3.5 que define a la foliacién F'y la cual intersecta a la transversal T
en el punto correspondiente al pardmetro z. Por otro lado, consideremos
la solucién formal yi{u,2) = 3 52, c?(u)z* de una ecuacién no autonoma
del tipo 3.5 que define a la foliacién Fy la cual intersecta a la transversal
formal T en el punto correspondiente al pardmetro z.

Observacion. La trasformacién F manda la primera solucién z; (u, z) en

la segunda solucién yr{xu, 2). -—
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Demostracién. Basta con ver que se satisface la relacion: yi (Ea(z1(u, 2),u), 2)
= Ey(x(u, z), u). Puestoque E transforma la transversal T en la transversal
formal T, en particular transforma el punto de interseccion de la solucion
7 y la transversal T' (en el punto correspondiente al parametro z) en el
punto que corresponde al punto de interseccion de la solucidn formal y; con
la transversal formal T (en el punto que corresponde al parametro z) lo cual

escrito en formulas es justamente la relacién anterior.
=

Observacién. La transformacién de monodromia del gérmen V', definida
por la transversal T y una curva cerrada arbitraria +y; coincide exactamente
con la transformacién formal de monodromia del gérmen W definida por la

transversal formal 7' y la misma curva cerrada -y.

Demostracién. Por la observacién anterior, las foliaciones F'y y Fw son las

mismas con lo cual queda demostrada esta observacién.

Concluimos la demostracién del lema 10 de la definicién de las trans-
formaciones formales correspondientes a las transversales y de la ltima

observacion.

3.5 Demostracién del teorema principal.

Sean V y W gérmenes de la clase X, formalmente orbitalmente equiva-
lentes, con grupos de monodromia no solubles. Por el corolario establecido
en la seccién 3.1, podemos suponer que: los gérmenes V' y W son cercanos,
tienen conjuntos separatrices identicos y que son formalmente equivalentes;
mas aun, el cambio formal de coordenadas que conjuga a estos gérmenes,

lo podemos suponer cercano a la transformacén identidad. En virtud del
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corolario del lema 10, podemos suponer ¢que los grupos de monodromia de
los gérmenes definidos por la misma transversal, son analiticamente equiv-
alentes y el biholomorfismo que los conjuga es cercano a la transformacion
identidad.

Consideremos la foliacién auxiliar £ por curvas de fase del blowp-up W’
del campo vectorial W' construido en la seccién 3.2 para el gérmen V.
Como mostramos en la seccién 3.3, el conjunto tangente 7 de las folia-
ciones Fy y F consta de las separatrices del gérmen V y n—2 curvas suaves
ffk que intersectan transversalmente al divisor L en los puntos no singulares
Wy, ..., Wp_p del blow-up V. Sean p, ey ot l0s puntos singulares de V, sea
L'=1 \ {p1,-»Pn+1} ¥ sea wy € L% un punto distinto de los puntos de
tangencia wy, ..., Wn_2.

Consideremos una hoja Ty de la foliacion F a travez del punto wg; notese
que por construccion de la foliacién F, Tg es una transversal a las foliaciones
Fy y Fw. En la esfera agujerada L°, tomamos una curva i la cual une a
los puntos wy y w;, paracada k = 1,...,n — 2. Sea 8 : (To, wo) — (T, wy)
la transformacion de monodromia asociada a la foliacion F‘v a lo largo de la
curva 7. Analogamente sea O (To, wo) — (T, wg) la transformacién de
monodromia asociada a la foliacién Fi a lo largo de la misma curva . Fi-
nalmente, sean Gy y Gw los grupos de monodromia de los gérmenes V y W
construidos para la transversal Ty a L® por wg y sea k¢ (Tp, wg) — (T, wo)
el biholomorfismo que los conjuga.

El siguiente lema técnico muestra que sin perdida de generalidad, pode-
mos suponer que: las curvas Ty pueden asumirse como las curvas donde
las foliaciones Fy y Fy son tangentes, que Gy = Gw, asi como h = id y
bp=8 Vk=1,...,n—2.

LEMA 11. Sean v, = {y = ¢s(z)} gérmencs de curvas suaves analiticas en
(€2, 0) los cuales se intersectan tranversalmente en cero y sean F; : «y, — 7
gérmenes de biholomorfismos, donde s =1, ...,m para alguna m. Sean V y
W gérmenes de campos vectoriales de la clase %, formalmente equivalentes;
supongamos que el gérmen V no es tangente a las curvas <, con nimeros
s < K, K < m fuera del origen. Supongames que todos los biholomerfis-
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mos F son suficientemente cercanos a la transformacién identidad y que el
gérmen W es suficientemente cercano al gérmen V.

Entonces, existe un biholomorfismo local H : (©2,0) — (C?,0) el cual trans-
forma las curvas s en si mismas, coincide con Fy en s para s = 1,.,my
transforma al gérmen W en un gérmen que coincide con el gérmen V en las
curvas s, para s = 1,..., K.

En efecto, el lema 11 es 1til en la construccién de un biholomorfismo tal
que su levantamiento a una vecindad del divisor L coincide con 27! en la
transversal Ty, preserva el conjunto separatriz, coincide con §o Rl o (S_k_l
en la transversal T}, y transforma el campo de direcciones W en un campo
de direcciones que coincide con el campo de direcciones V en el conjunto
tangente 7. Remplazando el gérmen W por su imagen bajo este biholomor-
fismo obtenemos que las curvas tangentes, los conjuntos separatrices, los
grupos de monodromia y los conjuntos de las transformaciones correspondi-

entes coincide.

Primero, definiremos el biholomorfismo H que conjuga los blow-ups 1%
y W en una pequeila vecindad U del punto wy, posteriormente checaremos
cada una de las afirmaciones anteriores, con lo cual concluiremos la de-
mostracién del teorema principal finalmente, daremos la demostracién del
lema. 12.
Definicién del biholomorfismo H :

_consideremos las restricciones de las foliaciones F, F‘v y I:'Tm alU,lascuales

denotaremos por: FY, F‘{;’ ¥ I:"H, respectivamente.
Para un punto g € Tp suficientemente cercano a wo, consideremos las hojas
de las foliaciones qbqv y qbqw de las foliaciones F‘g , ﬁ,f{,- respectivamente, que
pasan a travez del punto ¢. Para un punto w € L suficientemente cercano a

wg, consideremos la hoja 3, de la foliacion F que pasa por w. Por definicién
tomaremos H{d," M) = ¢qw ) Yw-

Proposicién 3.2. La transformacidn biholomorfa H ast definida, se puede

extender continuamente del dominio U a algune vecindad del divisor L,
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0 v,
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Figura 3.2: Definicién del biholomorfismo H
para la cual las vecindades de los puntos singulares py, ..., pat1 ast como las
vecindades de los puntos wy, ..., wy_o son distantes.

Demostracién. Es una consecuencia del hecho que los grupos de monodromia

de los blow-ups V y W coinciden.
=

Proposicién 3.3. El biholomorfismo H se puede continuar analiticamente

e un biholomorfismo de las vecindedes de los puntos singulares.

Demostracion. En cada punto singular H puede ser continuado analiticamente

a un biholomorfismo como una consecuencia del lema 5 y sus observaciones.
]

Finalmente

Proposicién 3.4. H se puede continuar analiticamente a un biholomor-

fismo de las vecindades de los puntos de tangencie.

Demostracién. Esto es una consecuencia de la coincidencia de las trasforma-
ciones asociadas a las foliaciones Fy v Fw en virtud del corolario del lema

10 y sus observaciones.
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Abusando de la notacién llamaremos H al biholomorfismo que se obtiene

de las dos proposiciones anteriores.

Proposicién 3.5. El biholomorfismo H de las vecindades del divisor, irans-

forma la foliacion Fy en le foliacidn Fiy.

Demostracién. En efecto, es una consecuencia del corolario asociadoe a el
lema 10, que H transforma el par de foliaciones (F, Fy) en elpar de folia-

ciones (F, Fw).
|

Proposicién 3.8. El bikolomorfisro H es el blow-up de algun biholomor-
fismo local H.

Proposicién 3.7. El biholomerfisme H manda la foliacion Fy en la fo-
liacion Fw; ast, establecemos la equivlaencia orbital analitica de los gérmenes
VyW.

Demostracién. Es una consecuencia de las 2 Gltimas proposiciones

Con todo lo anterior completamos la demostracién del teorema principal.

Ahora daremos la demostracion del lema 11.

3.5.1 Demostracion del lema 11,

Supongamos que la variable zy es un pé;réme;cro local_ en 7;. Sea Fs el
biholomorfismo que manda el punto (z1,¢$s(z1)) en el punto (fs(z1), 05 ©
fs(z1)).

Observacién. Sin perdida de generalidad, podemos tomar &L (0) #0V s.

Vamos a dar la demostracién del lema 11 analizando dos casos:

1. Cuando los gérmenes de transformaciones Fj son distintos.
Para una z; fija, consideremos el polinomio de interpolacién de La-

grange H} (27} de grado m — 1 el cual toma los valores fs(z1) — 21
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en los puntos zo = ¢4(z1), s = 1,..,m. Para una z, fija, consid-
eremos el polinomio de interpolacién de Lagrange Hf.?(a;l) de grado
m — 1, el cual toma los valores ¢; o fs 0 ¢; ' (z2) — 22 en los puntos

Ty =¢;z2), s=1,....,m.

Proposicién 3.8. La transformacidn H : (2),z2) - (z1+H} (z2), 2+
HZ,(z,)} es cercana @ la transformacidn identidad, manda las curvas

¥s €n st mismas y coincide con Fy envy, Vs=1,...,m.

Demostracién. Por la construccién de Hy, y Hj, el resultado es in-
mediato.

Cuando los gérmenes de transformaciones F; son los mismos.

En este caso, supongamos que D(z}, ;) = [[M (2 — ¢5(z1)). Bus-
camos que el biholomorfismo H que conjuga tenga una expresién del
tipo: H = id + DG para alguna funcién vectorial desconocida G. La
solucion del sistema de ecuaciones:

HV=WocHen~v, s=1,..M

se reduce a encontrar una funcidn vectorial G cercana a cero, que co-
incida en las curvas -y,, para s = 1, ..., k, con la funcién vectorial dada,
la cual escercana a cero, la solucién a este problema, como en el primer
caso de esta demostracion, esta dada por la formula de interpolacién
de Lagrange. Esto completa la demostracién del lema 12.
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Apéndice A
Grupos solubles.

Definiciéon A.1. Una serie normal de un grupo G es una sucesion de sub-
Erupos:

G =Gy>G12...2G, = id.

En la cual G4 es subgrupo normal de G; (i.e G;+1<G;)} para toda 1.

Los grupos factores para esta serie normal son los subgrupos G;/Gi4 para
i=0,1,.n-1

Definicién A.2. Una serie soluble de un grupo G es una serie normal en

la cual todos sus factores son abelianos.

Definicién A.3. Un grupo G es soluble si tiene una serie soluble.
Teorema A.1. Cualquier subgrupo H de un grupo soluble G es soluble.
Teorema A.2. Cualquier cociente de un grupo soluble es soluble.

Teorema A.3. St HAG y si tanto H como G/H son solubles, entonces G

es soluble.
Teorema A.4. Cualguier p-grupo finito G es soluble.

Definicién A.4. Los subgrupos centralizadores de GG estan definidos induc-
tivamente de Ja siguiente manera:

G0y = G.Gis1) = [Gi, Gi]; esto es G(;4y) es el subgrupo conmutador de Gi.

73
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Definicién A.5. Laserie G = Gy2G1)>...2Gn) = id es llamada la serie
derivada de G.

Para, ver que los subgrupos centralizadores de G son subgrupos normales,

es conveniente introducir un nuevo tipo de subgrupo.

Definicién A.6. Un subgrupo H de G es llamado caracteristico en G,

denotado por HcharG, si p{H) = H para cualquier automorfismo ¢ de G,

Observacion. Siy(H)<H paracualquier automorfismo ¢, entonces H char

G.

Demostracion. Puesto que tanto ¢ como ™!

tanto @(H)<H como ¢~ '<H se da de donde: H = wop ' (H)<@(H) por
lo tanto o{H) = H.

son automorfismos entonces

=]
Lema A.1l. 1. 8 HcharK y KcharG entonces HcharG.
2. 5t Hechar K y K<G entonces HaG.
Demostracién. 1. Si @ es un automorfismo de G entonces p(K) = K de

donde la restriceidon de ¢ a K es un automorfismo de K y puesto que
H char K entonces p(H) = o|x(H) = H.

2. Sea aeG y sea ¢ : G—G la conjugacion por a. Puesto que K <G,
@|k es un automorfisino de K'; ahora, dado que H char K entonces

ol {H)<K, pero con esto tenemos que si h€H entonces aha™! =
plh)eH.

Teorema A.5. Pera cualquier grupo G, los subgrupos centralizadores de G

son carateristicos, por tanto son subgrupos normales.
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Demostracion. La demostracién es por induccién sobre i. Recalcamos que
el centralizador G|y = G’, es decir, el subgrupo de G generado por todos
los conmutadores, esto es, por todos los elementos de la forma abe=16-1. Si
¢ es un automorfismo de G, entonces p(aba~1b"1) = p(a)p(blp(a) Lo(b) !
es un conmutador y asi, ¢{G')<G’. Para el paso inductivo,tenemos que
demostrar justamente que G(i+1) char Gy;); puesto que Gy char G por
hipotesis de induccidn, y en virtud del inciso 1 del lema anterior resulta que
Git1) es caracteristico en G.

Lema A.2. S5i G = Gy>G1>..>G, = id es una serie soluble, entonces
G,’EG(,-) = [Gi-y : Gi-1] para toda s.

Demostracién. La demostracién es por induccién sobre i. Sii = 0, entonces
Go=G > G)- Para el paso inductivo existe un teorema que nos dice
Justamente que el subgrupo conmutador G del subgrupo G; es el subgrupo
de Gy es decir, Gi;1>G, puesto que G;/G;4 es abeliano. Por hipotesis
de induccién tenemos que: G;>G;4y), asi que G;ZG'&{) = G(j+1), de donde
Gi+12G(i41), con lo cual queda demostrado el lema.

n
‘Teorema A.6. Un grupo G es soluble si y solo si G,y = id para alguna n.

Demostracién. Sea G = G¢>G1>...>G,, = id una serie soluble. Por el lema
anterior, G;>Gy;) para toda i. En particular, id = Gn=Gn), asi G(ny = id.
Conversamente, si Gy, = id, entonces la serie derivada es una serie normal;

puesto que tiene grupos factores abelianos, esto es, es una serie normal para

G.
[ ]

Observacion. Si G es soluble, entonces G#G(y) a condicion de que G#id.



Apéndice B
Teorema de Tougeron.

B.1 El dlgebra local de una transformacién en un

punto.

Definicién B.1. Un dlgebra consta de un espacio vectorial V sobre un
campo K, junto con una operacién binaria de multiplicacién en el conjunto V
de vectores, tal que para todaa € K y o, 8,7 € V las siguientes condiciones

se satisfacen:
1. (aaly = afey) = a{e).
2. {a+ By =ay+ Py
3. a(f+9)=aff +ay.
La llamaremos incorrectamente un digebra V sobre el campo K.

Consideremos una funcién suave f, definida en una vecindad del origen
en R™, la cual manda el origen de IR™ al origen de R™ (i.e f : (0,IR™) —
(0,IR™)). Esta funcidn esta dada en terminos de coordenadas por n funciones

de m variables

h = fl(mla ---ymm):---:yn = fn(Ila ---1-7;m.)-
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78 Teorema de Tougeron.

Puesto que hay varios tipos de clases de “suavidad” requeridas de estas
funciones, introducimos una notacién uniformizante A, para la R-dlgebra

de funciones de las clases consideradas. El dlgebra A puede ser por ejemplo:
1. R|[z1, .., zm]] la R[[z]} dlgebra de las series de potencias formales.
2. H. el ilgebra de las series de potencias convergentes.

En el caso de H,, el radio de convergenia depende de la serie; en los dos
casos anteriores uno tambien puede considerar el caso complejo, esto es, las
algebras de los gérmenes de funciones holomorfas y de series de potencias
formales C[[z]].

Los elementos f1, ..., fa del algebra de funciones A, generan en Ay un ideal,
donde este ideal estd formado por todas las combinaciones lineales hy fy +
<o+ hin fa con los coeficientes hy, en A;. Denotaremos a este ideal generado
POF f1, ..y fn como Iy = {fi,..., fn)-

Definicién B.2. El dlgebra local de una transformacidn f en el origen de
IR™, es el algebra cociente, asociada a el algebra de funciones y al ideal

generado por las componentes de la funcién f:

Qs = Az/{f1,- fn)-

Observacién. Ei dlgebra Q5 no depende del sistema local de coordenadas
usadas en las vecindades-(R™;0) y-{R"-0). Mas presisamente, pasar a-otro
sistema de coordenadas induce pasar de cualquier sucesién exacta de R-

dlgebras 0 = Iy — Az — Q7 - 0 a otra isomérfa.
Demostracion. B

Definicién B.3. El dlgebra local de una transformecién f en un punto, cs
el digebra cociente, asociada a el dlgebra de funciones y al ideal generado

por las componentes de la funcién f:

Qf = Az/(flr-'afﬂ)'



B.2. Teorema de Tougeron en la determinacién finita de un
gérmen de funciéon en un punto ¢

Observacién. En terminos algebraicos, decimos que un algebra es local
si, esta tiene unicamente un ideal maximal. Geométricamente, los ideales
maximales corresponden a subvariedades minimas, esto es, a puntos. Asi la
localizacién de un dlgebra significa que estamos concentrando todo en un
punto.

Observacién. Nuestras dlgebras de funciones A y Q son 4lgebras locales;
donde el ideal maximal my es el conjunto de funciones que se anulan en el

punto z.

B.2 Teorema de Tougeron en la determinacién finita
de un gérmen de funcién en un punto critico
de multiplicidad finita.

Definicién B.4. Una equivalencia diferenciable de transformaciones difer-

enciables f) : M1 — Ny y fa : My — N, es un diagrama conmutativo en

¢l cual las flechas verticales son difeomorfismos. El diagrama conmutativo
representa la identidad k(fi(h~1(x))) = fao(z), i.e:

M A oN
Rl 1k
M2 _f_g) Ng;

en esta formula A~! esta a la derecha de f, y k a la izquierda, asi el difeo-

morfismo h~} se dice que es un cambio derecho del dominio .

Definicidon B.5. Dos gérmenes de transformaciones suaves se dice que son
(diferenciablemente, izquierdo-derecho) equivalentes si existe un gérmen de
difeomorfismo entre los dominios de las transformaciones que trasnforman

el primer gérmen en el segundo.

Definicion B.6. El punto critico 0 de una funcién suave f : (R™,0) —
(IR, 0) se dice que sera de multipicidad finite, si el dlgebra local de la trans-
formacién gradiente es de multiplicidad finita, esto es, si

B = dimIRIRHmh ) Tm]]/(af/a:rl: ~5f/395m) = dzmIRIR[[.'E]]/Ivf < 00.

ESTA TE'S N6 DEBE
SAUR Dt L. GiBLIOTECA



80 Teorema de Tougeron,

El nimero p es llamado la multiplicidad del punto critico.

Teorema B.1. (de Tougeron)En una vecindad de un punto critico de mul-
tiplicidad finita una funcidn es equivalente derecha a una funcién polinomial
(para presisar, a su polinomio de Taylor de grado p + 1 si la multiplicidad

es igual a p).
Para la demostracion de este teorema, la idea es resolver tres lemas:

Lema B.1l. Cualquier mondmio de grado suficientemente grande (y en par-
ticular de grado 1) esta en el ideal gradiente Ig ¢ de la funcidn f ( que esta,
en el ideal generado por (0f [0x1,...0f[0zm)).

Lema B.2. Cualquier monémio de gradoe suficientemente grande (y en par-
ticular de grado ;i) esta en el ideal gradiente de la funcidn f + @, esto es

m* C Ig(p1p)-

Lema B.3. Cualguier mondmio de grado suficientemente grande (y en par-
ticular de grado p-1) la ecuacion homoldgica tiene una solucidn v, la cual

depende suavemente en t y toma el valor cero en el origen.

Observacién. En todos los casos anteriores podemos considerar en lugar

del campo de los mimeros IR el campo de los nimeros complejos C.

Para la demostracién de los lemas asi como para la demostracion del

teorema ver la refencia [3]




Apéndice C

Series formales.

Como sabemos un polinomio sobre un dominio entero D esta definido como
una suma finita formal ap + ¢z + ...a,z", donde las a; € D y © es una

indeterminada. De manera similar definimos una serie de potencias formal.

Definicién C.1. Una serie formal es una suma formal ag + ayz + ... +

anz" + ... = 3.9 a;zt, donde los coeficientes a; estan en D.

Observacidn. Si sumamos y multiplicamos series formales de la misma
manera que a los polinomios, obtenemos un dominio entero (el dominio
entero de las series formales) D[z]’ el cual contiene al anillo de polinomios
D(z).

Observacién. ag + a1z + ... + a,2" + ... es una unidad de Dz}’ si y solo si

ag es unidad de D.

Denotaremos por K a cualquiera de los campos € o R.

C.1 Substitucion en una serie formal

La substitucién de una constante por la indeterminada z en una serie de
formal usualmente no tiene sentido. Sin embargo si la serie solo tiene un
numero finito de coeficientes distintos de cero este es un elemento del anillo

de polinomios K (z) y la substitucion si tiene sentido. Ahora, si la constante
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es la constante cero definimos f(0) = ag; en otro caso es dificil darle sentido
a f(e), a menos que exista la nocién de continuidad en K; por medio de la
cual podriamos definir la convergencia de una serie mfinita.

Podemos sin embargo definir la substitucién de una serie de formal en otra

de la siguiente manera:

Definicién C.2. Sean f(z) = Y. 2 aiz’ y glz) = 3272, bz’ de series for-
males en una variable, las primeras n componentes de la serie substitucion
fog(x) (composicidn) estan dadas por los primeros n terminos de las sigu-

iente suma
n n ]
foglzy=f me’ =a ijmj + ...+ an z:bj,-sz:jl
=0 =0

C.2 Derivada de una serie de potencias formal

Definicién C.3. La derivada de una serie formal g(z) = 352, bjz? en una

variable ¢s la serie formal % =gz =% 720 .

Es decir, es la serie compuesta por las derivadas de cada componente de
g.
De manera natural podemos extender estas definiciones al conjunto de las

series formales en varias variables, a dicho conjunto lo denotaremos por
K{[=]].

“Definicién C.4. Consideremos una scrie formal H en varias variables (i.e
H € K[[z]]), la derivada de la serie formal H es la derivada con respecto a

cada una de sus variables, es decir
H
pu= (22 o).
af[:]_ an
Definicién C.5. La serie de taylor formal es una expresién de la forma:
f(@) =) axa, ax € K, 2* = (a1}, 200),
‘INH

donde k = (ky,...,k,) € IN"
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Definicién C.6. Una substitucién formal con punto fijo 0 es una expresion

de la forma:

H = (H\(z), ... Ho(z)), H; € K|([z]), H:{(0) =0, detDH{0) #0



Apéndice D

Ecuaciones diferenciales

complejas.

D.1 Funciones de varias variables complejas.

De manera semejante a como se define una funcién holomorfa de una variable
compleja, decimos que una funcién definida en un abierto U deC" con valores
en € es holomorfa si como funcién de IR*™ en R? tiene derivadas parciales
continuas y si esta derivada interpretandola como tomando valores en las
matrices de 2n x 2 con coeficientes reales, es un elemento de M(n,1,C);
esto es, visto como inmerso en M(2n,2,IR) bajo la inclucién, (donde la
inclucién la obtenemos de considerar una funcién C-lineal de €™ en € como
una funcién R-lineal de IR®™ en R?). Una funcién f : U — €™ definida
de un abierto U de €" es holomorfa, si es continuamente diferenciable, vista
como funcién de un abierto de IR*® en IR*™ y su derivada toma valores
en las transformaciones IR-lineales que se obtienen de las transformaciones

C-lineales M (n, m,C), nuevamente inmersas en M (2n,2m,R).

Teorema de la funcién implicita.

Sean fi, ..., fr funciones holomorfas definidas en un abierto U de C" definiendo
una funcién holomorfa f = (f1,..., fr) : U — €7. Supongamos que la ma-
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triz jacobiana
ofh ... 94

3y Bzn

Df = : :
6 r PR a T
tiene rango maximo en zg. Entonces existe un cambio de coordenadas en zp

tal que en estas coordenadas tenemos:
1. Si 7 < n entonces f; = 21,..., fr = zr.

2. Si r > n entonces fi = 21, fn = Znafat1 = Kui1y .o fr = Ky con

Kj; constantes.

D.2 El teorema fundamental de la teoria de las

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Definicién D.1. Un campo vectorial holomorfo definido en un abierto U

de T es una n-ada de funciones holomorfas definidas en u
V = (W Vo) = Zn: ‘V-i
1 Yo} = Z ™

donde 21, ..., zn, Tepresentan a las funciones coordenadas en U.

Definicién D.2. Sea U un abierto deC" y V un campo vectorial holomorfo

_ definido en U. La ecuacidn diferencial holomorfa asociada al campo V_se

define como

dz; .
:i% =Vi(z1, .y zn)y 1 =1,.,m (D.1)

Donde T denota una variable en los complejos. Diremos que ¢ es una
solucién de la ecuacién diferencial D.1 si ¢ = (o},...,a™) : U' = U CC" es
una funcién holomorfa definida en un abierto U’ de € tal que, para todo T
enC
do*
dar

(T) = Vi(e(T), ., a™(T))- (D.2)
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Es decir; ¢ : U' — U es una solucién de la ecuaciéon D.1 si para
todo punto Ty en U’ se tiene que la derivada de o con respecto a T e¢n

Ty corresponde al vector asociado por el campo en el punto o(7p) (e
2(To) = V(o(Ty)).)

Teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones difer-

enciales ordinarias.

Sean Vi, ..., V, funciones holomorfas definidas en el abierto U deC", entonces
para todo punto p de U y Tj de €, existe una tnica solucion de la ecuacion
diferencial holomorfa D.1 definida en una vecindad de Tp en € y satisfaciendo
la condicién inicial z{Tp} = p.

La demostracién de este teorema se puede consultar en [12].

Teorema de rectificabilidad de un campo vectorial.

Sea V un campo vectorial holomorfo definido en una vecindad suficiente-
mente pequena de un punto no singular, entonces V es analiticamente equiv-
alente al campo constante e; = (1,0, ...,0).

En otras palabras, en una vecindad de un punto no singular hay un biholo-
morfismo el cual lleva al campo original en el campo constante €.

El teorema anterior es valido para campos vectoriales diferenciables; el bi-
helomorfismo (difeomorfismo si el campo es difernciable) es llamado el bi-

holomorfismo rectificante.
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