Z |
- O /OR7F

Cr

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO & 4/(

..f

L2
1A 9

FACULTAD DE FILOSOHA Y LETRAS
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
DEPARTAMENTO DE PEDAGOGIA

LA REPRESENTACION Y EL RAZONAMIENTO VISUAL
EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA

TESIS QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:

DOCTOR EN PEDACOGIA

PRESENTA:

PATRICIA ESPERANZABALDERAS CANAS

DIRECTOR DE TESIS: DR ARMANDO MOISES MARTINEZ CRUZ

MEXICO. D 1008

!
PR

~

N
{ | ‘
5 :

D
TESIS CON f;ﬂ.} /
FALLA DE ORIGEN "

J——




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



49
y9
£9
29
£9
(9
L9

68
95
¥S
3
8y
Ly
414
194
e
oy
Ge
45

ve
€e
45
LE
6¢
£C
ee
(X4
61
0l

= T N D oW

‘bed

§0)e( 50| 8P SIS)|BUY A UQIZ98]0D 9'C
solUsWnIIsSul §'¢

001108pPIQ 08820id ¥'E

sajued|onied £'¢

PEPINGRHULD ¢

09189j0poIo oyesIq L'E
uooNpoNU|

¥|907000L3N € ojnyden

BpeAptop e[ ep slezipuside |0 A sepeZUBAR SRIOPE[NDIED 2°6°¢
e)Bojouse; e] ep ugioriusseldel ep S05IN08Y L'G'Z
eollewele ugloronpy e| ue eifojouss) §'2
epeAliop B| op alezipuside |8 ue soAaluBoo A sodBojowe)side sojnselsqD S'v'e
BZUBYOSUS B} 8p OPR}|INSe) OWOD BPRAISE B] BP OJUSIWII0UOD ¥''Z
ugzed ep |enjdesuod uguyep A uebew| ¢ 'z
8wl A jeuoldUN; UQJoBEA ‘OlqWEY BP $0]dEJU0D SO| 8P UQIDBWIOY Z'h'Z
ojuslwipualue uoa rzueyasus A afezipussdy 1'y'2
epeaneq e) op slezipusrdy 'z
IIAX A [IAX soIB1s s0T ¢£'¢°2
OJUGIWIADW [@ LOD SepeUO|DR|. SEBD)ISE|00Se Seuniodeduo) Z'¢'2
Aoy ep sejuejpnise soj op o A obo1ib ojusiwesuad |6 aijue ows)eieied |'€'Z
eol[oquig A 2oljBI 'BOUSUINYN ‘BOISI4 Seuoideiuesesdey sns
ep OJMQISIH O|joJlese( |ep ojanpoid owoo BpBALIOQ B) 6p UQIoBZHEMIBIU0) £°7
SBUIBIXS SPUOIDEIUOSBII0) SB) 0JJUS SBUOIXBUSD G'2'E
se2ljeWelew souoiorjuesaldes 81qos ugloeBNseAU| '2°2
uoioeriueseldel ep SEWS|qOId £°2°2
seoljews)Bw seuoioriuasealdel sey eied sBUOI0B01)ISRID SBII0 222
souojopjueseiday |'2°Z
BO)JRWAJEW UQIORINPT B| U $auoclorIuesaldey Z'Z
ugioezilensip g€°1°¢
[ensia ojusiWweuozes A jenideaucd uoloeziuedlo z°1°z
soajiosoufiod sose00ld |°1'2
BONEWS)BIY UQIORINPT B UG UQJORZ|[BNSIA A |BNSIA OlUus|WBUOZEBY ‘URIOIUBOYD |2
uQIoonNpoIU|

NOIOVLNISIUIIY A IWNSIA OLNIINYNOZVY 7 oiniide)

opluejuo) 13 9’

ugjoeBinnseau} ej ep soAllsfqo ¢
ugioefij|saaul sp ssuolisenD ¢
0lpnis3 |6p s8U0OBRIIWIT ¢
oipn)s3 |ep erouenodw) 2°
gwe|qold |3 ¢°

l
b
b
}
i
b
UQ19oNpOIY|

NOIOVOILSIANI V1 ) oimideD
301AN|



Capitulo 4 RESULTADOS Y DISCUSION

Introduccién

4.1 Roky, descripcion de un caso

4.2 Discusidon de las representaciones y conexlone
ascritas,

4.3 Extractos de las entrevistas a Roky.

4.4 Tablas de codificacion para el caso de Roky.

4.5 Graficas de secuencias de las conexiones bidim

4.6 Configuraciones de las conexiones de Roky.

4.7 Gréaficas de |a secuencias de las reprasentacion

4.8 Conexiones bidimensionales Y tridimensl|
respuestas escritas de todos los participantes.

Capitulo 5 PROPUESTA DIDACTICA DE CALCULO

introduccion
5,1 Propuesta
5.1.1 Antecedentes
5.1.2 Objetivos y contenido
5.1.3 Planeacién
5.1.4 Actividades escolares y evaluacién formati
5.2 Ejemplos de situacicnes problémicas de variaci
2.1 Reaccion quimica
2.2 Volumen de una caja
.2,3 Balén
2.4 Excursionista
2.5 Trayectoria del agua que sale de una man
,2.6 Viga de area transversal maxima
5.2.7 Globo meteoroldgico
5.3 Comentarios finales

.
v
*

5
5
5
5
5
5

Capitulo 6 CONCLUSIONES

6.1 Conclusiones

6.2 Implicaciones y recomendaciones
6.3 Limitaciones del estudio

6.4 Perspectivas

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANEXOS
{ Guia Didactica
2 Formato de observacion
3 Protocolos y programas
4 Raspuestas de Roky a la guia didactica




INDICE
Capitulo 1 LA INVESTIGACION

ntroduccibn

.1 El Problema

.2 Importancia del Esiudio

.3 Limitaciones del Estudio

.4 Cuestiones de Investigacion
5 Objetivos de la Investigaclon
6 El Contenido

[
1
1
1
1
1
1.

Capitulo 2 RAZONAMIENTO VISUAL Y REPRESENTACION

Introduccidn
2.1 Cognicion, Razonamiento Visual y Visualizacion en fa Educacion Matemaética
2.1.1 Procesos cognoscitivos
2.1.2 Organizacion conceptual y razonamiento visual
2.1.3 Visualizaclon
2.2 Representaciones en la Educacién Matematica
2.2.1 Representaciones
2.2.2 Otras clasificaciones para las representaciones matematicas
2.2.3 Probiemas de representacion
2.2.4 Investigacion sobre representaciones matematicas
2.2.5 Conexiones entre las representaciones externas
2.3 Conceptuaiizacion de la Derivada como producto del Desarrollo Histérico de
sus Representaciones Fisica, Numérica, Grafica y Simbblica
2.3.1 Paralelismo entre el pensamisnto griego y el de los estudiantes de hoy
2.3.2 Concepciones escolasticas relacionadas con el movimiento
2.3.3 Los siglos XVl y XVilI
2.4 Aprendizaje de la Derivada
2.4.1 Aprendizaje y ensefianza con entendimiento
2.4.2 Formacion de los conceptos de cambio, variacion funcional y limite
2.4.3 Imagen y definicion conceptual de razén
2.4.4 Conocimiento de la derivada como resultado de la ensefianza
2.4.5 Obstéaculos epistemolégicos y cognilivos en el aprendizaje de la derivada
2.5 Tecnologia en la Educacion Matemaética
2.5.1 Recursos de representacién de la tecnologia
2.5.2 Calculadoras avanzadas y el aprendizaje de la derivada

Capitulo 3 METODOLOGIA

introduccion

3.1 Disefic Mstodoldgico

3.2 Confiabilidad

3.3 Participantes

3.4 Proceso Didactico

3.5 Instrumentos

3.6 Coleccion y Analisis de los Datos

Pag.

bW W =

10
19
21
23
23
29
31
32
33
34

34
35
40
43
43
45
47
48
51
54
56
59

61
61
62
62
63
64
67



Capituio 4 RESULTADOS Y DISCUSION

Introduccién
4,1 Roky, descripcién de un caso

4.2 Discusién de las representaciones y conexiones mostradas en las repuestas

escritas.
Extractos de las entrevistas a Roky.
Tablas de codificacion para el caso de Roky.

Configuraciones de las conexionas de Roky,

Graficas de la secuencias de las representaciones de todos los participantes.

4.3

4.4

4.5 Graflcas de secuencias de las conexiones bidimensionales de Roky.

4.6

4.7

4,8 Conexionas bidimensionales vy tridimensionalies enconlradas en

respuestas escritas de todos los participantes.
Capitulo 5 PROPUESTA DIDACTICA DE CALCULO

Introduccién
5.1 Propuesta
5.1.1 Antecedentss
5.1,2 Objslivos y contenido
5.1.3 Planeacién
5.1.4 Actividades escolares y evaluacion formaliva
5.2 Ejemplos de situaciones problémicas de variacion
2.1 Reaccidén quimica
2.2 Volumen de una caja
2.3 Balén
2.4 Excursionista
5.2.5 Trayectoria del agua que sale de una manguera
5.2.6 Viga de &rea transversal maxima
5.2.7 Globo meteoroldgico
5.3 Comentarios finales

5.
5.
5.
5.

Capitulo 6 CONCLUSIONES

6.1 Conclusiones

6.2 Implicaciones y recomandaciones
6.3 Limitaciones del estudio

6.4 Perspeclivas

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANEXOS
1 Guia Didactica
2 Formato de chservacion
3 Prolocolos y programas
4 Respuestas de Roky a la guia didactica

79
79
114

126
143
163
163
165
176

187
189
189
189
190
190
192
192
183
184
194
195
196
197
197

198
201
202
203

205



Capitulo 4 RESULTADOS Y DISCUSION

Introduccién
4.1 Roky, descripcidon de un caso

4.2 Discusion de las representaciones y conexiones mostradas en las repuestas

escritas.
4.3 Extractos de las entrevistas a Roky.
4.4 Tablas de codificacién para el caso de Roky.
4.5 Graficas de secuencias de las conexiones bidimensionates de Roky.
4.6 Configuraciones de las conexiones de Roky.
4.7
4,8 Conexiones bidimensionales ¥y tridimensionales encontradas

respuestas escritas de todos los participantes.

Capitulo 5 PROPUESTA DIDACTICA DE CALCULO

Introduccion
5.1 Propuesta
5.1.1 Antecedentes
5.1.2 Objstivos y contenido
5.1.3 Planeacién
5.1.4 Actividades escolares y evaluacion formativa
5.2 Ejemplos de situaciones problémicas de variacion
5.2.1 Reaccidén guimica
5.2.2 Volumen de una caja
5.2.3 Balon
5.2.4 Excursionista
5.2.5 Trayectoria del agua que sale de una manguera
5.2.6 Viga de &rea transversal maxima
5.2.7 Globo meteoroldgico
6.3 Comenlarios finales

Capitule 6 CONCLUSIONES

6.1 Conclusiones

6.2 Implicaciones y recomendaciones
6.3 Limitaciones del estudio

6.4 Perspectivas

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANEXOS
1t Guia Didactica
2 Formato de observacion
3 Protocolos y programas
4 Respuestas de Roky a la guia didactica

en

Graficas de la secuencias de las representaciones de todos los participantes.

las

79
79
114

126
143
163
163
165
176

187
189
188
189
190
190
192
192
183
194
194
195
196
197
187

198
201
202
203

205



INDICE
Capitulo 1 LA INVESTIGACION

ntroduceidn

.1 Ei Problema

2 importancia del Estudio

3 Limitaciones del Estudio

4 Cuestiones de Investigacion
5

6

|
1
1.
1.
1.
1.5 Objetivos de la Investigacion
1.6 EI Contaenido

Capitulo 2 RAZONAMIENTO VISUAL Y REPRESENTACION

fntroduceidn
2.1 Cognicién, Razonamiento Visual y Visuvalizacién en la Educacion Matematica
2.1.1 Procesos cognoscitivos
2.1.2 Organlzacién conceptual y razonamiento visual
2.1.3 Visualizacién
2.2 Represeantaciones en la Educacion Malemética
2.2.1 Representaciones
2.2.2 Otras clasificaciones para las representaciones mateméticas
2.2.3 Problemas de representacion
2.2.4 Investigacion sobre representaciones matematicas
2.2.5 Conexiones entra las representacionas externas
2.3 Conceptualizacion de la Derivada como producto del Desarrollo Histérico de
sus Representaciones Fisica, Numérica, Grafica y Simbolica
2.3.1 Paralelismo entre e! pensamiento griego y el de los estudiantes de hoy
2.3.2 Concepcionses escoldsticas relacionadas con el movimiento
2.3.3 Los siglos XVII y XVIil
2.4 Aprendizaje de ia Derivada
.4.1 Aprendizaje y ensefanza con entendimiento
4.2 Formacion de los conceptos de cambio, variacion funcional y limite
4.3 Imagen y definicién conceptual de razén
4.4 Conocimiento de la derivada como resultado de la ensefianza
4.5 Obstaculos epistemologicos y cognitivos en el aprendizaje de la derivada
2.5 Tecnologia en la Educacion Malemética
2.5.1 Recursos de represantacion de la tecnologia
2.5.2 Calculadoras avanzadas y el aprendizaje de |a derivada

2
2.
2
2
2

Capitulo 3 METODOLOGIA

Introduccidn

3.1 Disefio Metodoldgico

3.2 Confiabilidad

3.3 Participantes

3.4 Procese Didactico

3.5 Instrumentos

3.6 Coleccldn y Andlisis de los Datos

Pag.

BB W WA = -

10
19
21
23
23
29
31
32
33
34

34
35
40
43
43
45
47
48
51
54
56
59

61
61
62
62
63
64



Resumen

Los objetivos principales de esta investigacion fueron: estudiar el proceso de
representacion interna del alumno de bachillerato durante la ensefianza y el aprendizaje
de matematicas (derivada), respecto a las representaciones generadas en calculadoras
avanzadas; y elaborar una propuesta didactica de cdlculo diferencial (nivel medic
superior) basada en los hallazgos del estudio. Las cuestiones que guiaron la
investigacion fueron: ;cdmo es el proceso de representacién mental de los conceptos
involucrados en el aprendizaje de la derivada cuando el alumno realiza actividades con
calculadoras avanzadas?, y ¢cudles son las relaciones que establece el alumno entre
dos o mas tipos de representaciones de los conceptos involucrados en el aprendizaje de
la derivada?

El estudio se hace desde la perspectiva propuesta por Goldin y Kaput (1992) sobre la
integracion cognitiva entre dos o més representaciones de ios conceptos matematicos.
La investigacion requiri¢ condiciones naturales de desarvollo (aprendizaje escolar), de
ahi que un paradigma naturalista se consider6 pertinente para la construccion holistica
de esa realidad. El estudio tuvo una duracién de tres afios e incluye datos de siete
alumnos.

Una hipétesis de trabajo consider6 que al fomentar que los alumnos posean amplios
repertorios de esquemas se promueve la integracién entre las imagenes conceptuales de
dos o mas representaciones. Se estudiaron las representaciones graficas, numéricas,
algebraicas o simbdlicas y la representacion discursiva o texto. Las variables del estudio
fueron las conexiones entre las cinco representaciones mostradas por los alumnos al
resolver las actividades de aprendizaje, para las cuales se construyeron dos categorias
denominadas conexién bidimensional y conexién tridimensional. El anélisis de los datos
se realizé usando el Modelo de Andlisis Proposicional (Campos y Gaspar, 1995a), para
identificar los conceptos y relaciones contenidos en las respuestas de los alumnos.

Algunos de los resultados mostraron que, en las respuestas, es dificii separar el
contenido de la representacion, y que la variacién de la oscilacion entre las
representaciones en estudio estd determinada por las relaciones entre los conceptos
mas que por los conceptos mismos. Se hallaron muy pocas conexiones de las
representaciones simbdlicas con las otras representaciones por lo cual la ensefianza
debe poner énfasis y cuidado en el uso de! lenguaje algebraico. Los resultados sugieren
que para favorecer las conexiones entre las representaciones simbodlicas y ias demas
representaciones, es necesario proporcionar en los materiales de aprendizaje los
enfaces entre las representaciones que ayuden al estudiante a incorporar el uso de
representaciones simbdlicas para expresar ideas. Los datos sugirieron algunas metas de
ensefianza, por ejemplo, lograr que el alumno se mueva con facilidad y de manera
cormecta entre las distintas representaciones de los conceptos, y hacer los esfuerzos
necesarios para conducir la ensefianza en esa direccién, tomando en cuenta gue es
preciso dar tiempo a los alumnos de célculo para que utilicen varias representaciones de
los conceptos antes de trabajar los algoritmos en forma simbdlica, a fin de que
establezcan relaciones entre distintas representaciones de los conceptos, y tengan asi la
posibilidad de configurar sistemas de representacion mas poderosos para resoiver
problemas de variacion.



Abstract

The main objectives of this investigation were to study high schoot students' processes of
internal representation while teaching and learning mathematics (derivative), according to
representations generated in graphing calculators and to design a didactical propossal for
differential calculus (high school level) based on the findings of this research. Research
questions of the study were: how is the mental representation process of related
concepts to the derivative concept when graphing calculators are readily accesible?, and
which relations does the student establish between different representations of concepts
related to the derivative concept?

The framework of the study is based on cognitive integration between two or more
representations of mathematical concepts (Goldin & Kaput, 1992). A naturalistic
paradigm was considered appropriate for the holistic construction of the classroom reality.
The study took place over a period of three years and involved seven students.

A working hyphotesis was that fostering a broad repertoire OF schemas in students
promotes the integration between concept images of different representations. The study
included graphic, numerical, algebraic or symbolic, table and text representations. The
study variables were the connections among five representations which are shown by the
students when they solve problems. Two categories were used bidimensional and
tridimensional connections. The data analysis used the Propositional Analysis Model
(Campos & Gaspar, 1995a) to identificate concepts and relations in the answers’
students. -

Some results showed how difficult is to separate the content from the representation in
the answers, and how the behavior of oscilation among representations in the study are
determinated by the relations among concepts more than the concepts themselves. Few
connections of the symbolic representations with the other representations were found.
Hence teaching must emphasize the cormrect use of algebraic language. Results suggests
that in order to promote connections between symbolic representations and other
representations, it is necessary to provide the students with materials that foster the use
of symbolic representations to express ideas. The data suggested some teaching goals,
for exampie, (1) to achieve that students progress smoothly and in the right direction
towards the integration of different representations and (2) to make necessary efforts to
lead teaching in that direction considering that calculus students need considerable time
working with several representations of the concepts involved before working with
symbolic algorithms in order to establish relationships between the concepts. This will
heip them to develop more powerful representation systems to solve variation problems.



CAPITULO 1 LA INVESTIGACION

1.1 Ei Probtema

El Plan de Estudios! del nivel medio superior de la Escuela Nacional Preparatoria,
de la Universidad Nacional Auténoma de México, incluye un curso introductorio de
calculo diferencial e integral en 1a asignatura? de Matematicas VI durante el tercer
grado de ese ciclo escolar. Uno de los conceptos centraies de dicho curso es la
derivada, misma que se discute con acercamientos formales que enfatizan mas los
aspectos procedimentales que fos conceptuales. Ademas, tanto profesores como
estudiantes realizan constantemente interpretaciones diversas que en algunos
casos resultan inesperadas (Janvier, ef.al., s.f.).

La probiematica que se aborda en este estudio se refiere a la ensefianza de la
derivada en ese curso introductorio de calculo diferencial e integral, y a su
relacion con los procesos mentales del alumno cuando la ensefianza y el
aprendizaje hacen uso de diferentes representaciones de los conceptos
matematicos. Es decir, interesa saber coémo el que aprende utiliza las
representaciones y c¢omo las organiza para producir una respuesta en
circunstancias escolares.

Las representaciones a gque nos referimos son las usuales, aquellas que se
generan en medios como el cuaderno, el pizarrén, materiales impresos (libros y
guias didacticas), o bien con recursos tecnolégicos (calculadoras avanzadas y
computadoras personales, etc.), ya sea por el alumno o por el profesor y que dan
lugar a procesos cognitivos especificos relacionados fuertemente con el
razonamiento visual (Zazkis, et.al., 1996).

Con la expresién razonamiento visual describimos los aspectos del pensamiento
matematico que estan basados en, o pueden expresarse en terminos de, imagenes
visuales (Zimmermann, 1991, p. 127). Asumimos que el razonamiento visual
involucra aspectos l6gicos y que va mas alla de ia simple percepciéon de los
objetos (Zazkis, et.al., op.cit., p. 245) del mundo fisico. El estudio del
razonamiento visual se hace desde la perspectiva propuesta por Goldin y Kaput
(1992), que se refiere a la integracién cognitiva entre dos o mas representaciones
de los conceptos (id., p. 3). Se estudia el razonamienfo visual asociado a las
representaciones matematicas simbdlicas, graficas y tabulares.

El proceso de visualizacién esta fuertemente relacionado con el razonamiento
visual en virtud de que al primero se le considera como el proceso por el cual se

U Modificaciones al Plan de Estudios de la Escuela Nacional Preparatoria, UNAM, 1996.
2 Esta asignatura pertenece al Nicieo Basico de las areas |, I, il y 1V
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produce o usa representaciones geométricas o graficas de los conceptos,
principios o problemas mateméaticos generados a mano, en una computadora
(Zazkis, el.al., op.cit.) o mentalmente.

Lo anterior nos ubica en el problema de la representacién, concepto que se
discute en el contexto particular del aprendizaje y la ensefilanza de la matematica.
Una representacion se establece para algo, es decir, es un modelo de alguna o
algunas cosas para las que representa, De modo sintético, hablaremos de una
representacion como el efecto de un mapeo representacional entre el mundo real y
el modelo mental (Paimer, 1978, p. 276).

Cuatro aspectos de la problematica consisten en el analisis de la forma en que los
recursos electronicos y la tecnologia (calculadoras avanzadas, view screen y
proyector de acetatos) pueden utilizarse para represeptar ideas y procesos
matematicos; en determinar como se distinguen de la representacién estatica
tradicional; en saber cudles fuentes especificas de aprendizaje son eficientes
(Goldin y Kaput, 1992) y qué tipo de imagenes conceptuales producen las
representaciones relacionadas con el concepto de derivada que se consideran en
este estudio.

Respecto al aprendizaje asumimos que se construye por las acciones del gue
aprende con los objetos de aprendizaje, es decir, que las representaciones
mentales, consideradas como cierta clase de imagenes conceptuales se modelan
por las acciones mentales (operaciones) y a su vez ias imagenes se consftrifien o
limitan conforme a las acciones con los objetos (Piaget, citado por Thompson,
1994, p. 230).

1.2 Importancia del Estudio

El desarrollo tecnoldgico en materia de calculadoras avanzadas ha llegado a tal
punto que sus recursos son equiparables con el software grafico, de caicuio y
programacion de {as computadoras personales. Su disponibilidad y facii manejo
dentro del aula ha planteado la necesidad de desarrollar metodologias de
ensefianza derivadas de los resultados de investigaciéon; que tomen en
consideracién tanto las posibilidades de representacién como el potencial de
exploracion de las cafculadoras avanzadas. 1

Ademas, del mismo modo en que cualquier modelo teérico cientifico incluye
constructos y relaciones cuyo valor y viabilidad deben confirmarse o descartarse a
través de [a aplicacién y ia experimentacidon (Kuhn, 1971), con este estudio se
pretende formular metas educativas en términos de las clases de sistemas de
representacion interna que se desea promover en el estudiante, en lugar de
plantear metas de la educacién matematica en términos de las clases de
problemas que queremos que ios alumnos sean capaces de resolver, relativas a
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los conceptos citados. Esos sistemas de representacion interna se asocian
normalmente con los sistemas externos en la manera en que los primeros se
desarrollan,

Otro aspecto de la importancia del estudio es buscar elementos teéricos con los
cuales se puedan analizar los procesos del razonamiento visual que se dan con el
uso de representaciones durante el aprendizaje de la derivada en el nivel medio
superior (bachiilerato).

1.3  Limitaciones del Estudio

En esta investigacion se reconoce que el estudio de las imagenes conceptuales estuvo
sujeto al programa de la asignatura antes citado, no obstante que las representaciones
graficas, numéricas, simbdlicas y tabulares del estudio tienen uso generalizado en los
cursos de matematicas. Sin embargo, el estudio no incluyd el analisis de las
componentes de cada representacion, ni las relaciones entre ellas, debido a que no era
e! objeto del estudio analizar las representaciones por si mismas, sino la forma como
los alumnos las relacionan en sus respuestas para tener evidencia de la integracion
cognitiva entre elias.

L.a representacion discursiva (texto) se estudié también porque en los instrumentos se
requirieron explicaciones amplias, de ahi que el estudio de las imagenes mentales por
medio del andlisis de la correspondencia entre las cinco representaciones mencionadas
dependido de los protocolos diseflados para el efecto y es posible que no se hayan
documentado todas.

1.4  Cuestiones de Investigacién

A partir de la problematica antes expuesta menciono a continuacién las preguntas
que guiaron el estudio sobre la representacién y el razonamiento visual en las
condiciones escolares previamente descritas.

¢Como es el proceso de representacion mental de los conceptos
involucrados en el aprendizaje de la derivada cuando el alumno realiza
actividades de aprendizaje con tecnoiogia?

¢Cuales son algunas de las relaciones que el alumno establece entre
dos 0 mas tipos de representaciones de los conceptos relacionados con
el aprendizaje de la derivada?

(Como utiliza el alumno, sus representaciones internas de esos
conceptos para resolver problemas de cambio?
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1.5 Objetivos de la Investigacién

En primer lugar, la investigacién se disefid para estudiar el proceso de
representacion interna del alumno, que tiene lugar durante la ensefianza y el
aprendizaje de la derivada, apoyados ambos, en las representaciones generadas
en calculadoras avanzadas y en condiciones escolares.

En forma colateral, efaborar una propuesta didactica para la enseflanza del
calculo diferencial en el nivel medio superior, en donde los problemas que un
alumno resuelva y las actividades para el salén de clase de matematicas -en las
cuales participa- se examinaron con base en las clases de representaciones con
las que se buscé desarrollar el concepto de derivada.

1.6 El Contenido

La tesis esta organizada en seis capitulos, este primero es una introduccion, el
segundo se dedica a la revision de la literatura sobre representaciones y
razonamiento visual que se considerd relevante a la investigacion.

En el capituio 3 se explican los aspectos metodolégicos de la indagacion
naturalista, con formato de estudio de caso, que se disefié para la investigacion.

El analisis y discusién de los datos del estudio (capitulo 4), se hizo conforme a la
organizacién conceptual (Campos Gaspar, 1995a) y representacional que cada
participante provee en sus respuestas escritas y orales, a fin de documentar la
integracion cognitiva (Goldin y Kaput, 1992) entre las representaciones mentales
de los conceptos considerados en este estudio.

En el capitule 5 se plantea una propuesta didactica para !a ensefianza del calculo
diferencial basada en las clases de representaciones con las que se quiere
desarroliar el concepto derivada, producto del estudio.

Finalmente el capitulo 6 se dedica a Ias conclusiones.



CAPITULO 2 RAZONAMIENTO VISUAL Y REPRESENTACION

INTRODUCCION

Este estudio tiene !a finalidad de indagar sobre ei razonamiento visual desde el
punto de vista de los procesos cognoscitivos que tienen lugar en el estudiante
cuando la enseflanza de la matematica se vale de diversas representaciones
respecto a un todpico fundamental, !la derivada; en este capitulo se hace una
revision de la literatura relevante a la investigacion (Lincoln y Guba, 1985).

El presente capitulo contiene cinco secciones, en la primera y segunda secciones
se abordan aspectos psicolégicos y problemas de representacion en la ensefianza
y aprendizaje de la matematica en una situacion especifica, el aula con recursos
computacionales.

En la tercera seccion se hace una breve revision de la génesis del concepto de
derivada a la par del surgimiento de las diferentes representaciones empleadas en
el desarrollo historico de dicho concepto.

En la cuarta se revisan los aspectos sobre el aprendizaje de la derivada, en
cuanto a los procesos psicoldgicos y al uso de las representaciones de la
derivada, que hoy se utilizan, y que se generan en calcuiadoras avanzadas:
organizados en cinco puntos. En el primero se establece la diferencia entre
conocimiento conceptual y conocimiento de procedimiento; a continuacién se
discute la formacién de algunos conceptos previos en el estudiante; después, el
acceso al concepto de la derivada; en un cuarto punto se resumen algunos
obstaculos epistemolégicos y cognitivos. Y en el quinto se aborda lo relativo a la
definicién de la derivada.

La quinta seccién de este capitulo ests dedicada a la exposicion de los recursos
representacionales de computadoras y calculadoras avanzadas; al analisis de las
capacidades graficas, de calculo y notacién simbdlica de dichos recursos. Asi
como una revisién y evaluacion de las potencialidades de representacidn de las
calculadoras avanzadas y finalmente la revision de la literatura relativa al
aprendizaje de a derivada con calculadoras avanzadas.

La estructura del marco teérico que guid este estudio se puede esquematizar
como puede verse en la siguiente figura.
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2.1 Cognicién, Razonamiento Visual y Visualizacion en Educacién Mateméatica

Nuestro aparato mental aunque limitado para procesar y trabajar con la capacidad
de la memoria es muy efectivo para manejar ideas y procesos extremadamente
complejos, tanto concretos como abstractos. Este poder parece que se basa en la
interaccion entre dos fuentes de organizacién de la experiencia: las estructuras
inherentes a nuestro conocimiento a largo plazo y nuestra habilidad para explotar
medios fisicos de organizar la experiencia, que en el caso de la matematica,
utilizamos los sistemas de notacidn, principalmente formas heredadas para
externalizar la estructura conceptual pero que incluyen marcas personales e
idiosincrasicas también (Kaput, 1992, p. 522).

Respecto a las relaciones entre el pensamiento y el lenguaje, nos preguntamos
como damos sentido a nuestro flujo continuo de la experiencia por medio de las
interacciones con ella. Para dar sentido a las interacciones entre los procesos que
involucran estructuras mentales y procesos fisicos, necesitamos un lenguaje, que
contenga “registros” separados para cada experiencia, asl como para las
interacciones entre elias. Después de todo, e! proceso de dar sentido a nuestra
experiencia en este caso la experiencia con nuevos medios y notaciones -requiere
un lenguaje para su expresién que debemos adoptar o definir (Kaput, ib.).

Kaput destaca dos mundos (ver figura 2), uno para las operaciones mentales, ¢l
cuai es siempre hipotético, y un segundo, el de las operaciones fisicas, que
frecuentemente es observable. Dichos mundos interactian de manera un tanto
ciclica. De las operaciones fisicas a las mentales se distinguen dos eventos: una
interpretacion deliberada y activa ‘“lectura” y uno menos activo, menos
conscientemente controlado que es el proceso menos serialmente organizado y
que consiste en tener fenémenos mentales evocados por el material fisico.

OPERACIONES MENTALES
(HIPOTETICAS)

Lectura deliberada Proyectar sobre el material existente
o 0

Evocacibn pasiva Producir / elaborar material

OPERACIONES FISICAS
(OBSERVARLES)

Figura 2.- Traduccidn de ta Figura 21-1. Kaput, 1992, p. 523
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En el sentido inverso, se dan dos procesos, el acto de proyectar la estructura
mental sobre el material existente y el acto de producir nuevas estructuras,
“escribir®, el cual incluye (a elaboracion fisica de las estructuras existentes {id.).

Las proyecciones ocurren al leer y evocar, como parte de los procesos ciclicos
subyacentes de emparejar los perceptos y los conceptos. Kaput distingue la
proyeccidén orientada hacia abajo de los actos interpretativos orientados hacia
arriba sobre la base del objetivo del proceso, en donde toma su mayor impetu, En
el caso orientado hacia abajo, el individuo posee contenido cognitivo que busca
externalizar con el propdsito de comunicaciéon o prueba de viabilidad, El proceso
orientado hacia arriba estd basado en un intento para usar el material fisico
existente para apoyar nuestro pensamiento (Kaput, 1992, p. 523).

l.as operaciones mentales antes referidas producen imagenes mentales 0 modelos
mentales. Piaget distingui¢ tres tipos generales de imagenes, las distinciones que
esbozd estuvieron basadas en como, dependiendo de la imagen, las acciones de
razonamiento estaban asociadas con ella. Las imagenes iniciales formadas por e
niflo son un “acto internalizado de imitacién... la respuesta motora requerida para
hacer que la accion produzca un objeto... un esquema de accién” (Piaget, 1967,
citado en Thompson, 1994, p. 231}. Nosotros internatizamos las imagenes por la
internalizacién de nuestras acciones. Para el propdsito de este estudio haremos
referencia a uno de los tres tipos de imagenes que Piaget distingue, a la que se
forma por medio de acciones y razonamiento de relaciones cuantitativas {Piaget,
1967; citado por Thompson, ib., p. 230). La categorizacién de Piaget fue
originalmente formulada teniendo en cuenta la permanencia del objeto. Puede
también proporcionarse “insight” (internalizacién) en una creaciéon de una persona
de objetos matematicos (Dubinsky, 1991; Sfard, 1991; Thompson, 1985), cuando el
desarrollo de la imaginacién de una persona se detiene en este nive! inicial puede
conducirse a entendimientos matematicos que son patrones internalizados de
acciones (Boyd, 1982, citado por Thompson, 1994, p. 230).

Una imagen evocada en un momento dado esta conformada por las operaciones
mentales que uno desempefa al pensar, y las operaciones aplicadas dentro de la
imagen son probadas por la consistencia con el esquema al cual la operacion
forma parte. Al mismo tiempo que la imagen es modelada por las acciones, 1as
operaciones estan limitadas por la imagen, la imagen contiene vestigios de o que
ha sido operado, y de ahi que los resuitados de operar deben ser consistentes con
las transformaciones de la imagen si uno evita confundirse (Thompson, 1994, p.
130). La relacion entre las imagenes y las operaciones se ilustra en la figura 3
(p. 9), conforme al esquema relacional basado en Thompson (1994), en el sentido
de que las imagenes conceptuales (la derivada en este caso) de una persona se
forman o modelan a partir de las operaciones mentales.

Reconocemos también que las imagenes mentales provienen de diversas fuentes,
razén por la cual tienden a ser altamente idiosincrasicas; es decir, las
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interpretaciones asociadas a cada representacion externa de un mismo concepto
(derivada) difieren de un individuo a otro, son un rasgo caracteristico de su estilo
de pensamiento y de su estructura cognitiva.

constriiten
f’_’m\
iméagenes operaciones

k7

modelan

Figura 3.- Esquema relacional basado en Thompson (1994)

En la comparacién que Thompson (1994) hace de las teorias de Kosslyn y Piaget
de la formacion de imagenes, dice que Kosslyn asienta que por medio de
imagenes representamos aspectos de una realidad objetiva (teoria de Ila
correspondencia), a diferencia de Piaget quien asume la no correspondencia,
porque considera a los objetos como cosas construidas, no como cosas a ser
representadas (Thompson, op.cit., p. 231). La nocién de Kosslyn de imagen se ve
mucho mas orientada a la visualizacion que la de Piaget.

Piaget estuvo mas interesado con los conjuntos de acciones por los cuales la
gente asimila objetos que con visualizar un objeto en su ausencia. Kosslyn se
centra en las imagenes como los productos de la accién. En cambio, Piaget
considera a las imagenes como residuos de acciones coordinadas, desempefadas
en un contexto con una intencion, y sélo tas primeras imagenes del nifc estan
relacionadas con los objetos fisicos (id.).

El tratamiento del problema que nos ocupa demanda una nocidn de imagen mas
enfocada a los productos que a las acciones, sin embargo no por elio dejamos de
reconocer la construccion presente durante la asimilacion de los objetos de
aprendizaje y la dinamica de ias operaciones mentales (ib.).

Por Gitimo, cabe mencionar que la idea de imagen conceptual desarrollada por
Vinner (citado por Thompson, op.cit., p. 231) se centra en la fusién de pinturas
mentales en categorias correspondientes al vocabulario matematico convencional
mientras que su nocion de imagen se enfoca en las dingmicas de las operaciones
mentales.
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2.1.1 Procesos cognoscitivos

Pensamiento

Los progresos alcanzados en la década de los cincuentas en el analisis del
pensamiento humano reflejan dos concepciones principales, generadas décadas
atras por Vygotsky y Piaget. El primero demostré que el proceso de analisis y
generalizacion que estaba en la base del acto intelectual, dependia de las
gstructuras logicas del lenguaje, y que el significado de las palabras formaba la
base de las ideas desarrolladas en la nifiez, etapa en la que el proceso de analisis
y generalizacion estd apoyado en la unificacion sincrética de ias impresicnes que
el nifio recibe del mundo exterior para después convertirse en la unificacion de las
claves concretas de toda la situacion practica y finalmente, iniciar la aplicaciéon de
todas tas categorias abstractas. Dicho analisis hizo posible ia descripcion de toda
la complejidad de las estructuras (matrices) ldgicas de las palabras, que son la
herramienta fundamental de la formacién de las ideas (Luria, p. 325) y que sirven
para representar con suficiente claridad el amplio rango de alternativas
proporcionado por las estructuras légicas en las cuales estan basadas en las
etapas individuales del desarrollo.

El trabajo de Vygotsky hizo posible también el estudio de como los sistemas
concretos, que reflejan el caracter situacional del pensamiento son reemplazados
por matrices abstractas que incorporan toda una jerarquia en ja comunidad de
relaciones la cual constituye el aparato fundamental del pensamiento categorial.

La descripcion de ese aparato fundamental de pensamiento permitié progresos
decisivos en el andlisis del pensamiento como un acte integral dindmico. La
realizacién del significado de la palabra que es la herramienta fundamental del
pensamiento, fue crucial para enfocar el problema basico, la descripcion de la
estructura psicolégica del pensamiento como un todo. La investigacion de este
problema tuvo, de hecho, ocupada a toda una generacion de psicdlogos (id.) ¥
recibid un poderoso {mpetu tanto del desarrolio de tas computadoras, las cuales
necesitaban una descripcidon mas detallada de la estructura del pensamiento real a
fin de que posibles y mejores modelos del pensamiento pudieran construirse.

Lohman (1988) sefialé que para muchos estudiosos del area el afio de 1956 se
consideraba como un afio pivote en ei desarroilo de la ciencia cognitiva y a raiz
del reporte de Newell y Simon (Newell, Shaw y Simon, 1958, citados en Luria,
1973, p. 328) sobre el éxito que tuvieron al desarrollar un programa de
computadora para demostrar teoremas y del trabajo de Bruner, Goodnow y Austin
sobre categorizacién en la Universidad de Harvard, iniciado en 1951 (Bruner,
Goodnow y Austin, 1978), la revolucién cognitiva alcanzdé un gran momento en los
sesentas y adquirié un gran influjo en los setentas.

10
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La contribucién mas obvia de ta computadora fue como una metadfora para la
cognicion humana y aunque en un principio, quienes 1a sostenian, sefialaban las
anaiogias entre el hardware y el sistema cognitivo humano, o bien 1a consideraban
como la ditima de las metaforas mecanicas para la mente en la psicologia, otros
como Norman (1986, citado por Lohman, op.cit.) sostenian que la arquitectura de
tas computadoras digitales estaba fuertemente influenciada por las teorias tacitas
de cognicion humana de los disefadores, no obstante que muchos cambiaron
después dicha metafora por un paralelismo entre las estructuras basicas en la
computadora y las estructuras psicoldgicas.

Aln cuando reconocemos el valor limitado de una metafora para el sistema
cognitivo, cabe destacar el papel de la computadora como herramienta para
desarrollar y probar teorias de la conexién entre el estimulo y respuesta (ib..), por
ejemplo; aunque en esta investigacion 1o que esta en estudio es el razonamiento
visual asociado al uso de representaciones en la enseftanza de las matematicas,
en particular de la derivada.

El pensamiento entendido como actividad mental concreta, se estudia mediante la
busqueda de un sistema del mecanismo cerebral responsable de los componentes
del pensamiento y de sus etapas. £l origen del pensamiento es siempre la
presencia de una tarea, por la cual el psicologe entiende el problema que el sujeto
debe resoiver y que se le da bajo ciertas condiciones, las cuales debe investigar
primero para descubrir la trayectoria que lleva a una solucién adecuada. La
siguiente etapa se sigue inmediatamente del descubrimiento de la tarea, no es un
intento para responder arbitrariamente, sinc de contener la respuesta impulsiva,
investigar las condiciones del problema, analizar sus componentes, reconocer los
aspectos mas esenciales y sus correlaciones. Esta etapa de investigacion
preliminar de las condiciones del probiema es vital y esencial en cualquier proceso
concreto de pensamiento sin el cual ningln acto intelectual tendria lugar.

La tercera etapa en el proceso de! pensamiento es la seleccién de una alternativa
dentro de numero de posibles y la creacién de un plan general {esquema) para el
desempefio de la tarea, hacia la decision de cudles alternativas son mas probables
de ser exitosas y al mismo tiempo el rechazo de todas [as alternativas
indadecuadas. Muchos psicologos escriben esta fase dei acto intelectual como la
estrategia general del pensamiento, y la consideran como el componente
esencial.

El conglomerado de significados (matrices) que participan en todas las formas de
pensamiento hace estocastica la estructura del acto intelectual entendible y
seftala el hecho de que cada tarea origina una muitiple red de alternativas, de las
cuales un sistema puede elegirse con base en el predominio de un sistema
particuilar de asociaciones encubierto detras del significado de las palabras.

El analisis de las condiciones del problema y la seleccion de un cierto sistema de

1
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muchas posibles alternativas, constituye la esencia psicolégica del proceso de
'heuristicas’, que esta mas relacionado con las estrategias y no esta dentro de los
alcances de este estudio.

La formacién de un esquema general de sofucién del problema y la seleccion de
los sistemas de aiternativas adecuados lleva al sujeto a la cuarta fase del
pensamiento, que consiste en escoger los métodos apropiados y la consideracion
de las operaciones que adecuara para ejecutar el esquema general de la solucién.
Dichas operaciones generalmente son los algoritmos mas disponibles, como los
l6gicos, linglisticos y numéricos, los cuales han evolucionado en el curso de la
historia social y estan bien adaptados para representar a un esquema o hipétesis.
El proceso de usar las operaciones apropiadas es una etapa operativa del acto
intelectual, mas que una etapa creativa.

El proceso del pensamiento desde e! punto de Vygotsky y Galperin (citados por
Luria, 1973, p. 328), pasa a través de varias etapas, iniciando con una serie de
acciones externas sucesivas {ensayos y errores), progresando hacia el lenguaje
interno, en el cual las blisquedas necesarias se realizan y concluyen con la
contraccién y condensacion de las blisquedas externas y la transicion hacia el
proceso especifico interno. En este Gltimo, el sujeto es capaz de obtener la ayuda
de los sistemas de lectura de cédigos (lingliisticos y 16gicos, en el pensamiento
verbal discursivo; numericos en la solucidn de problemas aritméticos) que ha
aprendido. La existencia de estos coédigos internos bien asimilados, forman la
base operativa del acto mental y forman la base para el desempefio de las
operaciones intelectuates que se requieran, y en el adulto, que ha dominado el uso
de estos algoritmos, le proporcionan una solida fundamentaclén para la etapa
operativa del pensamiento.

El uso de esos algoritmos lleva al sujeto a la siguiente fase del acto inteiectual,
considerada por décadas como ia Ultima, pero que desde el punto de vista
moderno, aun no lo es. Esta fase es la de la solucion actual al problema o el
descubrimiento de la respuesta a la cuestion invoiucrada en la tarea. Cabe sefialar
en este punto, que entre dos sujetos y la misma tarea no necesariamente se
plantean las mismas cuestiones,

La altima etapa (mostrada por los trabajos de Anakhin, 1955; 1963; 1968b; Miller,
Pribram y Galanter, 1960; citados por Luria, 1973, p. 329) se sigue por la
comparaciéon de los resultados obtenides con las condiciones originales de la
tarea, si los resultados estan en acuerdo con las condiciones originales del
problema el acto intelectual se completa, si no es el caso, la bisqueda de la
estrategia necesaria debe iniciarse y el proceso del pensamiento debe continuar
hasta obtener una solucién adecuada, que esté de acuerdo con las condiciones
iniciales.

12
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En resumen, las fases del proceso del pensamiento bajo la 6ptica de Luria se
enlistan en el cuadro 1.

1. Presencia de una tarea concebida como un problema que debe resolverse ,
planteado como dascubrir sl camino para su soluciébn , bajo tas condiciones
dadas,

2. Limitar las respuestas Impulsivas para dar paso a la investigacion de las
condicionas del problema.

3. Seleccionar una o mas alternativas dentro de las factibles, para crear un plan
general (esquema) de solucidn, decidir cual es la alternativa mas apropiada y
rechazar las inadecuadas.

4. Seleccionar los métodos apropiados y considerar cuales operaciones serdn las
adecuadas para colocartas en el ssquema general de solucion al momento de
tener efecto,

5. Encontrar ia solucién del problema al descubrir la respuesta a la cuestién
ptanteada en ia tarea.

6. Comparar |la respuesta con las condiciones iniciales dadas, y en caso de no
haber coincidencia descubrir el camino a seguir para llegar a la solucién que
cumpia con las condiciones iniciales.

Cuadro 1.- Proceso del pensamiento (tomado de Luria, 1973).

Cognicién

De manera general el problema de acceso al conocimiento desde un punto de vista
cognoscitivo se puede analizar como un problema de estructuracién de!
conocimiento socialmente adquirido, en nuestro caso, bajo condiciones escolares,
y con relacion a la estructura légica disciplinaria, la matemaética. Ausubel (1973)
sefala, refiriéndose a los problemas asociados a la estructura ldgica dsl
conocimiento, tanto en lo general como en las distintas materias que:

...No deberia olvidarse, sin embargo, que ademés de los cuerpos de
conocimiento organizados que representan la sabiduria colectiva y registrada
de reconocidos eruditos en campos particulares de investigacitn, existen
estructuras psicoldgicas de conocimiento correspondientes, que estan
representadas por la organizacion de las ideas y la informacion
internalizadas en las mentes de los estudiantes individuales, que poseen
grados variables da madurez cognoscitiva y avezamiento en ia materia, en
estas disciplinas. ...[Ausubel traza} una distincién entre la organizacidn
formal del contenido de materia de una disciplina dada, en tanto estd
expuesta mediante enunciados autorizados en libros de texto y monografias
generalmente aceptados, y la representaciéon organizada e internalizada de
este conocimiento en ta estructura de la memoria de individuos particutares,
especialments estudiantes. (p. 212)

13
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A fin de comprender el acceso al cono¢imiento nos referimos a fa relacion entre la
estructura psicoldgica del que aprende y la estructura légica del conocimiento que
es objeto de aprendizaje, mediado por un proceso didactico, ya sea el discurso
docente o la realizacibn de tareas en pequefios grupos coordinadas por
materiales didacticos, diseflados estos ultimes, para el uso extensivo de ios
recursos de calculadoras avanzadas. programacion, graficacidon, tabulacibdn,
operaciones aritméticas, recorrido a lo largo de una curva {TRACE), acercamiento
(ZOOM), etc.

Esa relacién permanece oculta para el investigador educativo y el docente comin.
Ademas, de que "...[e]l significado fenomenoldgico efectivo es, ..., una experiencia
psicolégica idiosincrasica..." (Ausubel, ib., p. 213). De modo que e! contenido de
una asignatura puede tener en el mejor de los casos un significado légico o
potencial, Pero este

...significado potencial se convierte en significado efestive cuando un
individuo en particular, empleando un instrumental de aprendizaje
significativo, incorpora una proposicion ¢ una unidad de informacion
poiencialmente significativa a su estructura cognoscitiva. {id.)

La manera como se da dicha incorporacién resulta por demds interesante para los
fines del estudio debido a que provee un modelo que permite explicar la
apropiacién del conocimiento.

El concepto de aprendizaje subyacente a las consideraciones anteriores estriba
en la construccion y organizacién de categorias en un espacio especifico, el
aula, como causa y producto de varios procesos, entre otros, el proceso didactico
que

...08 |0 que sucede realmente en el aula, con o sin planeacién didactica de
por medio, es la construccion social de relaciones de interaccion en el aula,
que producen formas y niveles de ensefianza y de aprendizaje. Como
proceso real, es un objeto de esludio, mediante el cual pueden estudiarse
las condiciones y formas de interaccién que conforman los procesos de
ensefianza y aprendizaje en el aula: las acciones, las relaciones que las
estructuran y los procesos que generan...(Campos y Gaspar, 1995a, 4)

Conocimiento conceptual y de procedimiento

El conocimiento conceptual entendido como  "..una dimension de la
representacion de la realidad... permite a la sociedad y a un individuo en ella,
darse cuenta de su medio y de si mismo." (Campos y Gaspar, 1995a, 3, trad.), Es
un proceso de generacidn de significados y organizaciéon de la realidad, construido
cognitivamente de la percepcién, considerada esta d(ltima como “... una
componente de la actividad cognitiva que organiza los datos sensoriales
provenientes del medio;...el conocimiento nunca es generado directamente de la
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experiencia sensorial, sino de la interaccién entre la actividad cognitiva del
individuo y la realidad (Piaget, 1970; citado por Campos y Gaspar, id.).

El conocimiento conceptual tiene que ver con redes conectadas, en ¢l sentido de
que es un conocimiento rico en relaciones , que no se almacena como piezas
aisladas de informacién, que es parte de una red conceptual (Hiebert y Lefevre,
1986; Hiebert y Carpenter, 1992, p. 78).

En virtud de que el conocimiento conceptual es rico en relaciones (Even, 1990,
526, trad.), el aprendizaje de un nuevo concepto o relacién "...implica ia adicion de
un nodo o enlace a la estructura cognitiva existente, haciendo de ahi el total mas
estable que antes." (Even, id.). El significado que se genera con las relaciones
entre las unidades de conocimiento son reconocidas o creadas (Even, id.), lo que
da un caracter dinamico al proceso de conocer. La construccion de los enlaces en
el aprendizaje conceptual puede darse en dos niveles, es decir,

...el aprendizaje conceptual involucra construccién de relaciones o
conexiones entre dos piezas de informacibén. ...[E]sas conexiones pueden
construirse a un nivel primario o a uno refiexivo. A nivel primario, el plano
de absiraccidn es importante para la construcciéon de una conexion, como la
nueva informacion debe ser de igual o menor nivel de abstraccién qus la
informacion previa a la cual la nueva se pretende conectar. A nivel
reflexivo, el aprendizaje conceptual ocurre cuando registros similares de
piezas diferentes de informacion son reconocidos y la conexion se hace entre
esos registros similares. {Bebout, 1987, 368, trad.)

El conocimiento procedural (0 procedimental}) se entiende como secuencia de
acciones. Las conexiones minimas necesarias para crear representaciones
internas de un procedimiento son conexiones entre acciones secuenciadas en el
procedimiento (id., p. 78), como por ejemplo los algoritmos aritméticos usuales, la
regla de los cuatro pasos para obtener la derivada de una funcién elemental.

Ambos tipos de conocimientos son indispensables para ser expertos en
matemaéaticas. Los procedimientos permiten completar tareas matematicas de
mangra eficiente, pero también se requiere conocimiento conceptual porque
contribuye a una pericia en matematicas por medio de las relaciones con el
conocimiento procedural. Para Hiebert y Carpenter las relaciones entre los
conocimientos conceptual y procedural dependen de las conexiones construidas
por el que aprende entre sus representaciones.

En cuanto al concepto coincidimos con Sfard (1991) en que un concepio
matemdtico "...(algunas veces reemplazado por 'nocidén') se mencionara cuando
una idea matematica estad empleada en su forma ‘oficial' - como un constructo
tedrico dentro 'del universo formal del conocimiento ideal'[nivel disciplinario]..."
(Sfard, ib..., 3, trad.). Pero en el nivel psicologico, nivel individual, nos referiremos
a una concepcidon como "..la agrupacién compieta de representaciones vy

15



Capitulo 2. Razonamiento visual y representacion

asociaciones evocadas por el concepto -la contraparte dei concepto en lo interno,
subjetivo ‘universo del conocimiento humano’ ...." (id.)

Tendremos presente que los constructos matematicos a diferencia de los objetos
materiales son "...totalmente inaccesibles a nuestros sentidos - elios sélo pueden
ser vistos con ios ojos de nuestras mentes."” {id.). Y a pesar de que dibujamos una
recta y anotamos por medio de signos (simbolos) su pendiente, deberemos ser "...
muy cuidadosos en enfatizar que el signo en el papel es una entre muchas
representaciones posibies de alguna entidad abstracta, la cual por si misma puede
no ser vista ni tocada." ({dem.)

Respecto a las concepciones distinguiremos entre [as estructurales y las
operacionales conforme a la clasificacién propuesta por Sfard,

. 8l andlisls culdadoso de definiciones en libros de texto mostrard que
tratan nociones matemdaticas como si se refirleran a algunos objetos
abstractos [,] no es a menudo la Unlca posibilidad [de definir]. A pesar de
que esta clase de concepcion, la cual desde ahora sera llamada estructural,
se ve que prevalece sn las mateméticas modernas, hay definiciones
matematicas aceptadas que revelan un enfoque algo diferente. [Por ejemplo]
[1a] {fluncién puede definirse no sdlo como un conjunto de pares crdenados,
sino también como un cierto proceso computacional o como un "mélodo para
obtener un sistema de otro® (Skemp, 1971, citado por Sfard, op.cit., 4).

Para ilustrar lo anterior consideremos el concepto derivada contenido en la
mayoria de los libros de texto de calculo diferencial, por ejemplo una concepcion
operacional es:

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que contiene a a.
La derivada de f en @, denotada por f'(a) estd dada por

) = 1 JLETH)— f(@)
J'(@) = lim p

si aste limite existe. (Swokowski, 1987, 94)

Aunque puede encontrarse una concepcién mas estructural como la siguiente:

Si f es una funcidn, entonces f' (léase * f prima*), la derivada de f, es
una funcién con regla de correspondsncia

- Jix
f’(xo)zlim—-———-—-f f( 0)
*o I_xo
que tiene como dominio el conjunto de todos los némeros de! dominio de f
para los que existe fal Jimite. (Haaser. et.al., 1970, 375)
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Una de las principales diferencias entre el aprendizaje de procedimiento o
procedural y el conceptual segin Hiebert y Lefevre " ... se refiere al tipo o
contexto de la informacion procesada durante el aprendizaje procedural,
especificamente la que existe entre simbolos y sintaxis matematicos y reglas y
estrategias matematicas." (Hiebert y Lefevre, 1986; citado por Bebout, op.cit.,
trad.)

El conocimiento conceptual debe ser aprendido de manera significativa, en
cambio el conocimiento procedural s¢ hace en base al lenguaje formal de la
matemaética y los algoritmos para completar tareas matematicas, de ahi que puede
aprenderse con o sin significado (Even, 1990, 526, trad.)

Finalmente, ademas de! conocimiento procedural y conceptual tenemos el
conocer en matematicas, es decir "[e]l conocimiento de una pieza especifica de
matematicas incluye mas que el conocimiento conceptual y procedural. Incluye
también conocimiento acerca de la naturaleza de las matematicas. Esto es un
conocimiento mas general acerca de la disciplina que guia la construccidén y uso
del conocimiento conceptual y procedural. Incluye maneras, significados vy
procesos por los cuales las verdades son establecidas asi como la relativa
centralidad de las distintas ideas.” (Even, ib..., 527, trad.)

Razonamiento visual

La percepcién en si misma es una componente de la actividad cognitiva que
organiza la informacién sensorial proveniente del entorno, de modo que el
conocimiento no se genera directamente de la experiencia sensorial, sino de la
interaccion entre la actividad cognitiva del individuo y la realidad (Fiaget, 1970;
citado por Campos y Gaspar, 1995a, p. 3).

Desde el particular punto de vista del enfoque de los procesos de la informacion,
el procesamiento de informacién visual se refiere al proceso por el cual los seres
humanos reciben informacion visual y ajustan su conducta sobre [a base de esa
informacidn. Entre el tiempo en que ingresa la informacion y la persona responde,
de alguna manera la informacién se interpreta, identifica y compara con la
informacién contenida en ia memoria (Spoehr & Lehmkuhie, 1982, p. 2).

El procesamiento de informacidn visual es en si una percepcion a través del
sentido de la vista, considerada la percepcién como una componente de la
actividad cognitiva que organiza los datos sensoriales provenientes del exterior
(Campos y Gaspar, 1995a, p.3). El conocimiento correspondiente resulta de ia
interaccidon entre ta actividad cognitiva del individuo y la realidad (Piaget, 1970,
citado por Campos y Gaspar, id.).
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Con el estudio del procesamiento de informacién visual queremos responder a
cuestiones sobre coémo un estudiante usa la informacion aprendida para
interpretar, identificar y comparar informacion visual contenida en materiales
didacticos o que observa en las pantallas de calculadoras avanzadas, en
condiciones escolares usuales a fin de producir respuestas a preguntas que se le
plantean.

Los sistemas de procesamiento visual transforman los estimulos visuales iniciales
en impulsos neuronales que nos permiten detectar y recordar algunos hechos
acerca de la informacion que se recibe. También nos permiten reducir informacion,
es decir, no recordamos con detalle todas fas experiencias provenientes de 10s
sentidos; fa reduccion es probablemente una funcién necesaria para el sistema de
procesamiento visual. Sin embargo, también produce informacién cuando completa
detalles sobre la base de la informaci6n almacenada en la memoria. Ademas de
aimacenar informacién y de recuperarla, el proceso nos permite preservar
informacion, recordar experiencias y cosas, y usar los que sabemos cuando lo
necesitemos.

El procesamiento de proposiciones es mas complicado, después de identificar
segmentos individuales, debemos reconocer.letras, pero no sélo con reconocer
las letras comprendemos la proposicion. Debemos combinar las letras en cierto
orden para determinar [as palabras y debemos combinar los significados de las
palabras, usar las reglas gramaticales almacenadas en la memoria, comprender
después lo que significa la proposicion. Por ejemplo, consideremos el siguiente
pasaje de la guia didactica utilizada en este estudio, que incluye informacion
proposicional e informacién grafica.

Grafica §

El cambio x,~x, en la variable independiente es de una unidad, es decir,
x,—x, =1 {una hora), y el valor final x, se obtiene del valor inicial x,
aumentando una unidad, x,=x, +1 .

Cuadro 2.- Extracto de la guia didactica, anexo 1, p. 14
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Fs posible que el estudiante proceda en forma secuenciada ai reconocimiento de
la informacién contenida en la grafica y posteriormente a la informacion
proposicional. O bien, en forma simultdnea, haciendo la comparacion vy
completando la informacion previamente aprendida (relaciones entre coordenadas
de los puntos y escala en el eje horizontal), pararesponder al item.

1.7.1 Proporciona un ejemplo ... y represéntalo... graficamente,...
(anexo 1, p. 14)

Bl razonamiento visual visto como un proceso cognoscitivo produce de alguna
manera una cierta estructura conceptual, cuya organizacion permite al sujeto
expresarse o resolver un problema de una cierta manera. En particular, la
respuesta escrita o verbal refleja en si misma una parte del conocimiento de un
sujeto en torno a uno o varios conceptos.

Finalmente, coincidimos con Zimmerman {1991, p. 127) en que el pensamiento 0
razonamiento visual (visual thinking) describe los aspectos del pensamiento
matematico que estan basados o pueden expresarse por imagenes visuales, pero
creemos que si estas imagenes visuales son el producto del razonamiento
geomeétrico, como entidades mentales idealizadas, entonces estan completamente
subordinadas a limitaciones axiomaticas (Fischbein, 1994, p. 242). Del mismo
modo que una figura geométrica es un objeto mentai que no es reducible sélo a
conceptos usuales o imagenes, tampoco es s6lo un concepto porque es también
una representacion espacial. Un concepto es una idea que estrictamente
hablando, posee cualidades figurales, asi una figura geométrica no es solo una
imagen, es al mismo tiempo figura y concepto, la discusién anterior intenta
explicar que la presencia de representaciones graficas y tabulares, ya sea de
manera externa o interna son prueba del razonamiento visual y conceptual.

2.1.2 Organizacion conceptual y razonamiento visual

El conocimiento adquiere alguna organizacién como resultado de la actividad
cognitiva (Campos y Gaspar, 1995a, 6), sin importar el nivel, rango o enfoque de
la actividad; de modo que las diversas organizaciones se les puede concebir
como *...complejas consteiaciones de unidades de informacién (items tematicos
significativos, o conceptos) junto con una variedad de enlaces logicos que
conectan a los conceptos de un modo particular.” {Campos y Gaspar, ib., 6, trad.)

Una organizacién conceptual, en un momento dade, puede estudiarse conforme al

método analitico propuesto por Campos y Gaspar (id., 8, trad.) al que denominan
Modelo de Andlisis Proposicional. Dicho modelo fue construido para “...identificar
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las ideas principales en una organizaciéon conceptual y la organizacion misma, de
acuerdo a sus contenidos conceptual y ldgico." (id., trad.)3.

En esta investigacién interesa analizar la organizacién conceptual en relacion al
uso de representaciones generadas en calculadoras avanzadas, para lo cual nos
referiremos a un tipo de proceso mental denominado razonamiento visual, que
Moses (1982) discute en un contexto de resclucion de problemas.

En el proceso de resolucion de problemas,

[a]parentemente, tres enlaces o etapas pueden trazarse ... La solucién de
cualquier problema parece que comlenza con [a adquisicion de los hechos
Iniciales, informacién inicial acerca del problema, con reflexiéon cuidadosa,
intentos para entender, y dominio. Entonces viene la solucién propia, como
una etapa ds procesamientio o transformacién de los hechos obtenidos con 8!
proposito de oblener el resultado dessado. Y finalmente, ambos el proceso y
el resultado de la solucién dejan algun rastro en la memoria, algo que
enriquece la experiencia de una persona. (Krutetskii, 1976; citado por
Moses, op.cit., 61, trad.)

Que en otras palabras significa "...entender el problema, planear un ataque
[estrategia] y llevar a cabo ese plan, y finalmente mirar hacia afrds y asimilar el
conocimiento ganado.” (Moses, ib., 61, trad.)

La conducta del estudiante al resolver problemas es muy individualizada, esto es,
*...[c]ada estudiante enfoca una situacion problémica dada con su recursos,
estructura cognitiva, inclinaciones y estilos cognitivos.” (Moses, id.), por lo que
Moses se pregunta si hay alguna técnica general, una manera de pensar, que
induzca un mejor desempefio al resolver problemas, que aliente a los estudiantes
a no sentirse frustados y continuar. Propone a la visualizacién como una manera
de pensar "..y no solamente como una estrategia de resolucién de problemas*
(id., 63, trad.), mediante la cual los estudiantes pueden entender mejor un
problema una vez que obtengan una imagen de 1a situacion, al dibujar 1a situacion
o construir un modelo concreto, en cualquier caso habran traducido el problema
por medio de algin vehfculo visual a su propia perspectiva.

En el pensamiento visual se involucran diversas acciones como sentir, imaginar y
dibujar, o también *...sofar, trazar diagramas, esculpir, manipular objetos
concretos, y cerrando nuestros ojos manipular objetos mentalmente.” (id., trad.).
Segun Moses, cualquier persona realiza pensamiento visual en algin grado por lo
que "... el desempefio creativo de resolucién de problemas puede mejorarse
alentando mas el pensamiento visual en las actividades del salén de clases." (id,
trad.)

3 Para unha revision més amplia de! Modelo de Anélisis Proposicional consiltese Campos vy
Gaspar (1995a y 1995b).
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El papel que juegan los diagramas, esquemas, graficas o cualquier otra
representacion durante la resolucion de problemas puede explicarse como lo
hacen Zimmermann y Cunningham respecto a la visualizacion matematica.

..., 8n la visualizaclén mateméatica estamos interesados precisamentie en la
habilidad del estudiante para dibujar un diagrama apropiado (con lapiz y
papel, o en algunos casos, con una computadora) para representar un
concepto o problema matematico y usar el diagrama para lograr el
entendimiento, y como una ayuda en la resolucién de problemas. En
matematicas, la visualizacién no es un fin en sl mismo sino un medio hacia
un fin, ol cual es el entendimiento. Notese que, tipicamente, uno no habla
acerca de visualizando un diagrama sino de visuailizando un concepto o un
problema. Visualizar un diagrama significa simplemente formar una imagen
mental del diagrama, pero visualizar un problema significa sntender ef
problema en términos de un diagrama o imagen visual. La visualizacién
matematica es el procaso de formar imagenes {(mentalmente, o con lapiz y
papel, o con la ayuda de tecnologia) y usar efectivamente tales imagenes
para el descubrimiento y entendimienio matemético. [Zimmermann vy
Cunningham, 1991, 3, trad.)

2.1.3 Visualizacion

En las matematicas el proceso de visualizar es muy frecuente porque es una
disciplina que se refiere a la objetivacion y representacion abstracta de hechos de
la realidad, y muchos de ellos provienen en mayor o menor medida de
experiencias visuales, las cuales van desde las mas primitivas como el movimiento
de una mano hasta la concepcién de una tangente a un circulo 0 a una curva.

Asi por ejemplo, Presmeg (1986} encontrdé en sus investigaciones cinco tipos de
imaginerfa visual: concreta o pictérica, de patrones, relativa a férmulas,
cinestética y dinamica. La primera se refiere a pinturas mentales; la segunda a
relaciones contenidas en un esquema con referencias visuales-espaciales; la
tercera a la evocacion de relaciones; ta cuarta incluye la imaginacién de
movimientos corporales y la quinta, al movimiento (imaginarse la produccion de
una sustancia en una reaccién quimica, o imaginarse la trayectoria del agua al
salir de una manguera).

El proceso de visualizacion tiene un importante lugar en el estudio del aprendizaje
de los conceptos como la derivada y otros relacionados con eila (cambio, razén de
cambio, limite).

Una primera cuestion que se puede plantear en relacién al aprendizaje y el
proceso de visualizacidon es sobre qué podemos aprender a partir de un proceso
de visualizacién. Presmeg (1986) establece que un método visual de solucion es
uno que involucra imaginacion visual, con o sin la presencia de un diagrama, como
una parte esencial del método de solucién, adn si también se emplean métodos
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algebraicos (o analiticos).

E} grado de visualizacion esta en funcién del nimero de procedimientos visuales
presentes en la solucion de un problema (Moses, 1977, citada por Bishop, 1989,
11).

Krutestkii (1976) se referia al estudiante “tipo geométrico” como el que sentia la
necesidad de interpretar visualmente una expresion de una relacién abstracta
matematica, es claro que este enfoque destaca la preferencia de un alumno por
una manera de pensar.

Para Suwarsono (1982; citado por Bishop, 1989, p. 10) el grado de visualizacion
es alto si la respuesta correcta se obtiene y se razona basandose en un diagrama,
dibujado por el alumno o por alguna imagen visual construida por el mismo,

La cualidad particular de la visualizacion que nos interesa en este estudio es (a
habilidad del estudiante para dibujar un diagrama (con papel y lapiz 0 con una
computadora), para representar un concepto matematico o un problema y usarlo
para adquirir entendimiento o como ayuda para resolver un problema
(Zimmermann, 1991, p. 3). La visualizacién en matematicas se convierte asi en un
medio y un fin hacia el entendimiento o la soluciéon de un problema.

Diremos que visualizamos un problema cuando entendemos el problema en
términos de un diagrama o imagen visual presente, ya sea fisicamente visible o
mentalmente.

Ademas de los significados antes expuestos para el término visualizacion,
consideraremos que un alumno realiza un acto de visualizacion cuando por
ejemplo etiqueta puntos en el plano cartesiano o localiza puntos en el mismo f(sica
o mentalmente; y que el tomar la decisiéon de escoger puntos y decidir cuales
considera, es un acto analitico en el sentido expresado por Zazkis, R., Dubinsky,
E. y Dautermann, J. (1996).
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2.2  Representaciones en la Educacion Matematica

El uso de representaciones en el aprendizaje y la ensefianza de la matematica
obliga a una reflexion sobre las dificultades para crearlas o interpretarias tanto
para el que aprende ¢como para el docente. Compartimos asi la suposicion que
Janvier y asociados (s.f.) hacen a este respecto °[nJo podemos asumir que los
estudiantes puedan estar listos para crear o interpretar representaciones. Ellos
necesitan instruccidn sobre cémo usarias."(79, trad.); y el objetivo de "...mostrar
como ia investigacion , con su marco teérico y resultados, pueden ayudar a los
profesores a (a) conocer mejor ei papel de las representaciones en el
razonamiento de sus estudiantes, (b) estar enterados de 1la dificultades
involucradas, y (c) planear y conducir su ensefianza mas eficientemente.” ({dem.,

81, trad.)

Desde el punto de vista cognitivo el probiema de definir qué es una representacion
es algo muy complejo y podemos encontrar desde discusiones enfocadas mas a la
naturaleza del problema de representacion cognitiva (Paimer, 1978) hasta los
problemas discutidos por diversos investigadores que se centran en la
problematica educativa (Janvier, 1987; Dubinsky, 1991, etc.). Nuestra discusion
del concepto de representacién 1o ubicaremos en el contexto especifico del auia,
es decir, en situaciones de aprendizaje escolar de ia matematica.

2.2.1 Representaciones

En primer lugar reconocemos de acuerdo ¢on Palmer {op.cit., p. 262) la existencia
de dos mundos relacionados pero separados funcionalmente: el mundo
representado (M;} y el mundo representante (M;). Ei papel del mundo
representante es reflejar de cierto modo, algunos aspectos del mundo
representado. Pero no todos los aspectos del mundo representado necesitan ser
modelados y no todos los aspectos del mundo representante necesitan modelar
algun aspecto del mundo representado. Dicho de manera funcional, el mundo
representante representa algunos aspectos del mundo representado y el mundo
representado es modelado por algunos aspectos del mundo representante (ver

figura 4).
Mundo representado Mundo representante
es modegado

%_

representa

Figura 4.- Mapeo representacional

23



Capitulo 2. Razonamiento visual y representacion

Si un mundo representa a otro, entonces deben existir algunos aspectos que se
corresponden en esa relacion funcional. Se ha tratado al mundo representante
cOmo una “cosa” que se establece por un mundo representado que también es una
“cosa”, y esto ha sido asi debido a las relaciones entre ambos mundos. Esas
relaciones reflejan una componente operacional de la representacion. Es decir,
estan definidas de manera operacional. El papel del mundo representante es
preservar la informacion acerca del mundo representado, que interesa en un ¢aso
espec(fico, lo que da lugar a la existencia de relaciones correspondientes entre
ambos mundos.

La naturaleza de uha representacion es tal que existe una correspondencia
{mapeo) entre los objetos en el mundo representado a los objetos del mundo
representante. Es decir, si una relacién particular se cumple para dos objetos del
mundo representado, entonces existe y se cumple la correspondiente relacion
entre los correspondientes objetos del mundo representante..

Las formas no cognitivas de representacién, externas, ya sean naturales o
artificiales, que se emplean cominmente en la ensefanza y en los textos de
matematicas las denominaremos en forma genérica representaciones externas; en
ellas incluimos a objetos fisicos, modelos fisicos, signos, graficos, tablas,
expresiones matematicas, efc.

Para caracterizar completamente las representaciones consideradas en este
estudio, debemos establecer: (1) (cudl es el mundo representado?, (2) (cudl es
el mundo representante?, (3} gqué aspectos del mundo representado son
modelados?, 4) ¢qué aspectos del mundo representante estan modetando?, y (5)
Jcuales son las correspondencias entre ambos mundos? (Palmer, 1978, p.262).

Por ejemplo un mundo representado es la cantidad de sustancia quimica producida
en una reaccion quimica y uno de los mundos representantes es una tabla de dos
columnas (ver en la siguiente pagina), la cual modela los aspectos tiempo
transcurrido y cantidad de sustancia producida del mundo representado. Para 10s
objetos tiempo y cantidad de sustancia en la tabla (mundo representante) hay una
relacién entre ellos descrita por el conjunto de pares proporcionados en las dos
columnas de la tabla y se corresponden con los objetos tiempo y cantidad de
sustancia producida en la reaccién quimica (mundo representado), la relacion en
este Ultimo es preservada en el mundo representante.
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tiempo (x) cantidad (y)
hts. grs.
0 0
0.25 3.75
0.50 7.00
0.75 9.75
1.00 12.00
1.25 13.75
1.50 15.00
1.75 15,75
2.00 16.00
2,25 15.75
2.50 15.00
2.75 13.75
3.00 12.00
3.25 9.75
3.50 7.00
3.75 3.75

4.00 0

Tabla 1 del Anexo 1

No todos los aspectos del mundo representado estan representados en la tabla,
por ejemplo el tipo y la cantidad de sustancias participantes en la reaccién, lo cual
si podria estar presente en otro tipo de representacion mas apropiada para tal
efecto (ver cinética quimica, Castellan, 1987, p. 841). Estos dos dltimos aspectos
no son esenciales para el analisis del problema que se plantea, sin embargo la
tabla contiene la informacion suficiente para iniciar la discusion de la problemaética
propuesta. De ese modo la correspondencia entre ambos mundos se basa en las
relaciones posibles que se establecen. Pero esta correspondencia se conforma de
manera particular de acuerdo al individuo (idiosincrasicamente, Janvier, et.al.,
s.f) v a las reglas o procesos permitidos (socialmente) y que se transmiten
durante los procesos didacticos anteriores. La tabla es una representacion de la
reaccion quimica porque aigunas de las relaciones para los objetos de la tabla,
preservan las relaciones para tos correspondientes objetos de la reaccién.

La grafica que aparece la pagina 27 es una representacion que preserva
informacién de ia reaccion quimica asi como la tabla , es decir, existen relaciones
en las dos representaciones correspondientes a relaciones en el mundo
representado (la reaccién quimica). Pero ambas representaciones difieren, la
grafica refleja otras relaciones que no contiene la tabla, por ejemplo el
comportamiento global de la relacion entre los datos tiempo y cantidad de
sustancia producida; ambas representaciones preservan informacidn, preservan
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relaciones, pero [as mismas refaciones no son modeladas del mismo modo, de ahi
que no responden a las mismas cuestiones y por consecuencia no son
equivalentes (Palmer, op.cit. p. 268). Las dos representaciones son
bidimensionales en el sentido de que las relaciones se cumplen solo para pares
ordenados de objetos. Y esto es importante porque no se responden las mismas
preguntas con cada representacién. Asi que exponer al que aprende a
representaciones no equivalentes redunda en una mayor oportunidad de
aprendizajes y de posibilidades de construccion de conocimiento que se esperaria
fuese fuertemente relacionade (Ausubel, 1973).

Un ejemplo de lo anterior es la Grafica 5 del anexo 1, con la que se pueden
responder cuestiones sobre ef comportamiento cualitative de las secantes a una
parabola, sobre todo si se tiene en cuenta que el alumno las genera en una
calculadora avanzada y que el material le proporciona sélo el estado final de tres
acclones (correr en tres ocasiones el programa SECANTE), 1a presentacién en esa
grafica ciertamente es estatica, pero no asf la secuencia del trazo de tres
secantes. En cambio, la Tabla 4 del mismo anexo, permite al estudiante comparar
cuantitativamente los cambios en la cantidad de sustancia asociados a los
cambios (h) en el tiempo.

La dependencia de la representacion respecto al proceso de construccion de la
misma nos da una forma de diferenciacidn entre las representaciones producidas
por los distintos participantes, lo que significa que sus representaciones utilizadas
para responder a un mismo item se ven afectadas por las diferencias especificas
que cada uno provee en la construccion de las mismas.

Las relaciones y reglas entre los objetos de una representacién permiten distinguir
los términos claves 'querer decir' o 'significar’, usados para expresar el enlace
existente entre la representacion externa o significante y la representacién interna
o significado (Janvier, ef.al., op.cit., 81).

Para investigadores como Kaput (1992), Goldin (1987), Von Glaserfeld {(1987) y
Janvier, et.al. (s.f.), la diferencia entre los sistemas de representacion interna y
externa se caracteriza por la distinciéon entre el significado (nivel interno) y el
significante (nivel externo), figura 5. Resulta pues importante distinguir entre el
signo (significante o referente) y la idea -el concepto- (significado o referido).

REPRESENTACIONES MENTALES - INTERNAS

I
INTERACCIONES

_ T
REPRESENTACIONES FISICAS - EXTERNAS

Figura 5.- Tomado de Goldin y Kaput (1992)
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Distinguiendo lo sintactico de lo semantico diremos que "...[ell conjunto de reglas
para organizar las representaciones externas esta referido como la sintaxis, ...el
nivel sintactico para usar las representaciones..."(Janvier, et.al., idem., trad.)

Para ilustrar lo anterior observemos la tabla de la pagina 25 y la grafica siguiente,
el simbolo x anotado en el eje horizontal de la grafica o los valores que contiene
la primera columna de la representacidn tabular, pertenencen al nivel sintactico,
es decir obedecen reglas convencionaies de escritura, por el contrario, la razén
de cambio promedio o ritmo promedio de produccién de una sustancia respecto ai
tiempo transcurrido, entre cualquier par de datos (consecutivos o no) tanto de la
grafica como de la tabia corresponden al nivel semantico.

Configuracién externa (A)

Decimos entonces que la configuracion {A) de la grafica anterior representa a la
configuracion (B) |y = f(x)].

La referencia se hace a las dos configuraciones externas {una relacién horizontal,
si imaginamos la externa a un nivel y la interna en el otro nivel). Es decir, que la
configuracion externa (A), la gréfica, representa la configuracion externa (B), la
expresion simbdlica y = f(x), 0 que esta dltima representa, interna y fisicamente
sumergida, a la cantidad de sustancia producida después de cierto tiempo
transcurrido.

Lo anterior enfatiza la correspondencia entre una configuracién interna y una
externa, como la dimensidn vertical de la representacion (figura 6). En el ejemplo,
cuando se habla de si o no un estudiante, dada la configuracién externa (A) es
capaz de visualizaria {internamente) como !a relacién funcional entre la variable
tiempo y la variable cantidad de sustancia.
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Integracion
Interna A « . — Interna B
cognitiva
) I
Correspondencia
Externa A « ) — Externa B
fisica

Figura 6.- Tomado de Galdin y Kaput (1992)

Una de las dos configuraciones internas puede representar la otra (nivel
horizontal), como en el caso de que el estudiante relaciona mentalmente su
Imagen (interna) de un par de datos que representa numéricamente la relacion

y = f(x) con su codificacién simbélica (interna) (x,7(x)} en donde x representa el
valor de la variable independiente, y y el valor de la variable dependiente.

La distincion entre los sistemas de representacion internos y externos es en sf
misma un modelo construido y desarroliado por un observador o una comupidad de
tedricos para ayudarse a explicar la conducta de los individuos observados. En un
sentido es consistente con la experiencia descrita de los seres humanos, en
relacion a un inferior y un exferior de las experiencias mentales internas,
pensamientos, sentimientos, distintos de un modo real o fisico.

Los sistemas de representacion se construyen de la experiencia individual y
cada individuo construye (a nivel interno) Jas relaciones entre esos constructos
(Goldin y Kaput, 1992). Sin embargo, ni los sistemas internos o externos
pretenden explicar, describir o ser el mundo de fa experiencia de una persona,
sblo intentan explicar y organizar las observaciones de la conducta individual.

En el presente estudio se analizan cinco tipos de representaciones externas
denominadas discursiva (D), gréfica (G}, numérica (N), simbolica (8) y tabular (T).
Las categorias anteriores sirven para analizar las representaciones contenidas en
la respuesta del participante a cada uno de los items que se ie presentan (ver
seccion 3.1) ya sea que las produzca por escrito o durante una entrevista. Los
instrumentos de la investigacion (ver seccion 3.5) fueron disefados para estudiar
el razonamiento referido a esas representaciones.

En la categoria discursiva (D) nos referimos a todas las formas de texto (Lemke,
1990, citado en Campos y Gaspar, 1995a, p. 9) producido en las respuestas del
participante y que no utiliza expresiones simbdlicas, las cuales estan en la
categoria {S). Consideramos como representaciones graficas (G) a todas las
formas figurales o esquematicas y a las graficas cartesianas. En la categoria de
las representaciones numericas (N) se encuentran (os conceptos presentados en
términos de cantidades, ya sea por medio de texto o de notacién numeérica. La
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quinta y CGitima categoria que se estudia es la tabular (T), y en ella estan
comprendidos tanto los arreglos tabulares como las tablas de dos o mas entradas.

Podria darse el caso de que dos participantes muestren una misma organizacién
en cuanto al tipo de representaciones que utilizan, pero eso no implica que se
valgan de representaciones totalmente equivalentes. El andlisis de esto dltimo
esté fuera del alcance de este estudio, y por ello s6lo nos centraremos como ya se
dijo, en la organizacién conceptual como fuente de informacién entre las
relaciones que el participante establece entre las representaciones que se
estudian. No analizaremos las diferencias entre dos representaciones particulares
que pertenecen a la misma categoria (ver limitaciones del estudio).

2.2.2 Otras clasificaciones para las representaciones matematicas

Bertin (1967; citado en Janvier, s.f.) clasifica a las representaciones externas en
mapas, esquemas y redes. Las representaciones que denomina mapas conservan
un grado mayor de similaridad con ias propiedades espaciales y de los objetos
que representan. Los esquemas exhiben la naturaleza de las relaciones entre dos
0 mas variables mediante dos 0 mas ejes curvos ¢ rectos, presentes o sugeridos,
que relacionan a las variables. Las redes o reticulas representan relaciones entre
eventos, factores o individuos, como jerarquias, secuencias o temporaiidad de los
eventos.

Ejemplos de los mapas son las representaciones que los alumnos producen en el
papel para describir una situacion cotidiana, digamos, la salida del agua en una
manguera (ver parte 2 del anexo 1). En cambio, las tablas y graficas, elaboradas
en papel o con ios recursos de las computadoras, son e¢jemplos de la categoria de
los esquemas.

La clasificacién de las representaciones del Cuadro 3 (p. 30), tiene un uso
limitado para la educacidn matematica. Es necesario realizar estudios mas
profundos de los procesos mentaies a través de los cuales las relaciones entre las
representaciones internas y externas se adquieren {(idem.), cémo se ubican en la
estructura cognitiva del que las adquiere, en especial respecto a conceptos
centrales de la matematica, como la derivada.
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Mapas.- Que incluyen las represantaciones que guardan un claro grado de
similaridad con las propledades espaciaies de los objatos que representan.

Diagramas.- Representaciones externas que exhiben fa naturaleza de las
relaciones entre dos o mas variables (en el sentido matemético). Las
graficas de pastel, histogramas, registros de barras y gréaficas cartesianas
pertenecen a asta categoria. La idea esencial en este tipo de representacién
es reconocer en la representacién dos o mas ejes curvos o rectos
{presentados o sugeridos) que relacionen a |as variables.

Retlculas.- Como Jos diagramas o redes de flujo quienes ilustran las
relaciones entre los eventos, factores o individuos, algunas veces muestran
orden y nlvel jerarquico; pueden Involucrar el tiempo o simplemente los
diferentes pasos de un proceso.

Cuadro 3.- Clasificacién de las representaciones matematicas
(Bertin, 1967, citado por Janvier, ef.al, op.cit., 82, trad.)

Por cuanto a las relaciones entre las representaciones externas y las internas
Janvier (s.f.) distingue dos la homonimia y la sinonimia. En la primera, a una
representacion externa estan asociadas dos 0 mas representaciones internas. Por
gjemplo la representacién 2x se corresponde de manera correcta con los dos
significados x +x y dos veces x (Idem.), que pueden concebirse a nivel interno
como:

2 1

X

-,

La sinonimia esta presente cuando varias representaciones “externas estan
asociadas a una interna, en nuestro caso la variacion funcional de la cantidad de
sustancia producida en una reacciéon quimica y el tiempo transcurrido es el
significado para la coleccion de pares de datos de la Tabla 1 y [a coleccidn de
puntos de la Grafica 1.

Es dificil aseverar, como reconoce Janvier, {a unicidad de la representacién
interna en el caso de la sinonimia; solo se puede suponer que la representacion
interna subyacente a la variacion funcional es unica. Pero esto Gltimo permite
diferenciar los procesos internos de los estudiantes conforme a las referencias
particulares que cada uno hace y que son pistas para la categorizaciéon de sus
~organizaciones conceptuales referidas a las representaciones externas
* involucradas y a las referencias implicitas a otras representaciones.

Otros términos relacionados con las representaciones son imagen conceptual, ...

pintura mental del concepto” (Vinner, 1981; citado en Even, 1980), se entiende el
conjunto de todas las pinturas asociadas (Even, ib.) con el concepto de una
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persona, junto con las propiedades asociadas a é); por tanto, ia imagen de un
concepto puede ser diferente para distintas personas.

2.2.3 Problemas de representacion

Investigaciones recientes sobre el desarrollo de conceptos (Even, 1990; Janvier,
1987; Kaput, 1989; Thompson, 1994; y otros), han mostrado la compiejidad del
proceso de representacién mental, mencidnese como ilustracidon, que algunas
respuestas correctas que los estudiantes proporcionan las hacen por razones
equivocadas (Balderas, mientras que algunas respuestas erréneas pueden tener
un origen racional. Al respecto y en particular, se ha encontrade que los errores
de los estudiantes a menudo son el resultado de errores conceptuales mostrados
al usar su conocimiento previo en un nuevo contexto donde dicho conocimiento ya
no se cumpie del todo bien (Dubinsky y Tall, 1991, p. 234).

Lo anterior se observa en la interaccién entre las representaciones externas
producidas en una calculadora avanzada y las representaciones mentales
correspondientes, donde se presenta un problema compiejo que tiene que ver con
el papel de la representacion en ia “explicacion generalizada®, asociado con las
palabras “modelo” , “analogia” y “metafora® (Kaput, 1985, p. 386). Ademas, las
funciones mdlwdual y colectiva estan mediadas en parte, por la seleccién de los
sistemas simbdlicos (id., p. 387). ‘

Por otra parte, el significado matematico considerado como fundamento del
aprendizaje, Kaput (1989) afirma que tiene al menos cuatro fuentes agrupadas en
dos categorias:

(a) Extensidn referencial
1.- Por medio de traducciones entre sistemas de representacion matematico.

2,- Por medio de representaciones matematicas y sistemas no-malematicos,
que incluyen los sistemas fisicos, asi como el lenguaje natural, pinturas,
elc.

(b) Consolidacién

3.- Por medio del aprendizaje de patrones y sintaxis a través de
transformaciones entre ellas y operaciones con las notaciones de los
sistemas de representacién particular.

4.- Por medio de la construccién de una entidad mental a través de la
reificacién de acciones, procedimientos y conceptos en objetos
fenomenol6gicos los cuales pueden servir como base para nuevas:
acciones, procedimientos y conceptos a un nivel mayor de organizacion, a
menudo [lamada “abstraccién reflexiva® (Kaput, 1989, p. 168).
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Piaget considera a la abstraccién reflexiva responsable del desarrollo de las
estructuras cognitivas {Piaget, 1985; citado por Dubinsky, 91, p. 98), es decir, el
método por el cual todas las estructuras légico-matematicas se derivan (Piaget,
1971; citado por Dubinsky, ib.).

La abstraccion reflexiva en su forma mas avanzada es la que lleva a la clase de
pensamiento matematico por el cual la forma o el proceso se separan del
contenido y estos procesos mismos son converfidos, en la mente de los
matematicos, a objetos de contenido (Piaget, 1977, citado por Dubinsky, ib..).

Una clase de abstraccion reflexiva de primordial importancia para el aprendizaje
del calculo es Ja encapsulacion o conversiéon de un proceso -dinamico- en un
objeto -estatico- (Dubinsky, ib., 101).

Como ejemplo utilicemos la palabra “funcién”, para ella no hay un significado
absoluto, sino toda una red de significados entretejida sobre las muchas
representaciones fisicas y mentales de funciones y la correspondencia entre las
representaciones, sin embargo los estudiantes muestran algunas veces una falta
de relaciones ricas y, por tanto, su conocimiento de ese concepto es procedural
(Martinez, 1994, p. 9).

El problema de moverse entre los niveles externo e interno (Figura 6, p. 28), o
construir significados personales, son los problemas tradicionales de! aprendizaje
y el entendimiento (Kaput, 1989, p. 166). Comunicar ideas es parte de la
interaccién entre los dos niveles; podemos dar cuenta de ella a través de las ideas
escritas, de las acciones emprendidas por el individuo para resolver problemas o
por la informacién introducida en una calculadora.

Nos referimos a la abstraccion de un concepto matematico a partir de distintas
representaciones como el conocimiento de las propiedades comunes a cada una.
Sin embargo, cabe seflalar que el conocimiento visual y los procesos de inferencia
basados en la experiencia diaria, en particular en las experiencias escolares
respecto a referentes graficos, pueden ser engafosos, a pesar de que los
novedosos sistemas de despliegue grafico de las computadoras personales,
ayudan a compensar la falta de aspectos del contexto, proporcionando
simultaneamente diversas escalas de una grafica (Kaput, 1989, p. 172).

2.2.4 Investigacién sobre las representaciones matematicas

La investigacion reciente sobre el desarrollo de conceptos muestra
consistentemente la complejidad de una imaginerfa mental individual. Como se dijo
en la seccion anterior (p. 31), los estudiantes pueden dar las respuestas
“correctas” por las razones incorrectas, mientras que las respuestas “incorrectas”
pueden tener un origen racional (Dubinsky y Tall, 1991, p. 234).
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Goldin y Kaput (1992) han desarroliado el concepto de representacion en la
psicologia del aprendizaje de matematicas y en resoluciéon de problemas. Para
eflos, citando a Paimer {1977), una representacidon es "...una configuracion de
alguna clase que (total o en parte) corresponde a, estd asociada referencialmente
con, quiere decir, simboliza o de otro modo representa alguna cosa". La
representacion en si no ocurre aislada sino que usuaimente pertenece a sistemas
altamente estructurados, en forma personal, idiosincrasica, cultural vy
convencionalmente,

Lo anterior se debe inevitablemente al acto de interpretacién que se involucra
entre la representacion y el representado, consideraciéon fundamental que se toma
en cuenta para distinguir cuando las respuestas de un alumno dependen mas de la
representacion que del concepto. Por ejemplo las graficas de los alumnos
producidas en computadoras personales con un graficador influyeron en su
identificacion de los valores extremos de una funcién mas que del concepto mismo
(Balderas, 1992, pp. 22 y 88). O cuando las formas de los recipientes inducen las
formas de las graficas del volumen respecto a la altura del liquido (Hitt, 1995, p.
70), en el caso de profesores de matematicas del nivel medio superior.

2.2.5 Conexiones entre las representaciones externas

Un supuesto que sostenemos es que las representaciones internas pueden
conectarse, pero que las conexiones soélo pueden inferirse, de ahi que,
reconozcamos gue las representaciones internas pueden ser influenciadas por la
actividad externa, es decir, la conexiones entre las representaciones internas
pueden estimularse por medio de la construccién de conexiones entre las
correspondientes representaciones externas ( Hiebert y Carpenter, 1992, p. 68).

La organizacién conceptual de un estudiante analizada a través de mapas
conceptuales da cuenta de las relaciones entre los conceptos, estas relaciones
son elementos claves para la comprension del razonamiento visual porque, elias
vinculan o conectan las distintas representaciones asociadas a los conceptos
presentes en la organizaciéon conceptual y que es a su vez producto del
razonamiento.

En un estudio previo sobre las representaciones del concepto cambio (Balderas,
1996, p. 145) en condiciones escolares similares a las de esta investigacion se
encontrd que 12 de 19 de los participantes establecieron al menos dos conexiones
entre las representaciones grafica, simbdlica o tabular; y siete establecieron sélo
“un conexién, lo que se consideré como una evidencia de los recursos de los
participantes para comunicar ideas relativas a dicho concepto.
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2.3 Conceptualizacion de la Derivada como producto del Desarrollo Histérico de
sus Representaciones Fisica, Numérica, Grafica y Simbélica

En esta secciéon hacemos un pequefio esbozo del desarrollo histérico del concepto
derivada por cuanto a las formas de representacién que se usaron a lo largo de
dicho desarrollo.

Un aspecto distintivo en el surgimiento de diversas notaciones abstractas para los
conceptos matematicos es su uso instrumental, sin que mediara una reflexion
sobre el significado y la trascendencia de los mismos, es decir, sin reflexion sobre
el significado general o sobre el hecho por el cual se empezaron a usar. Para
Piaget y Garcla (1989; citados por Kaput, 1994a, p. 85) un estado de conciencia
se da después de up proceso mas o menos largo el cual permite a una nocion
particular, como en el caso de la derivada, constituirse en un concepto
fundamental

El} paso de lo instrumental al estado de conciencia de Piaget referente a la
derivada puede analizarse en cuatro periodos, el primero corresponde al uso de la
nocidn para determinar tangentes y cuadraturas, antes del trabajo de Newton y
Leibniz; el segundo cuando Newton y Leibniz la construyen; el tercero es un
periodo de exploracién y desarrollo, en ef siglo XVIIl, y finalmente, cuando fue
definida en el siglo XIX (Kaput, 1994, p. 86).

Para nuestro estudio es de particular importancia los primeros dos periodos,
porque durante ellos se dio el surgimiento y evolucion de 1as representaciones que
nos interesan.

2.3.1 Paralelismo entre el pensamiento griego y el de los estudiantes de hoy

El problema de fondo para los matematicos durante los siglos Xl y XiV, y el
decisivo siglo XVII, fue lograr la matematizacién de la variacion. En el siglo XVII,
Euler y Lagrange explotaron las construcciones iniciales de manera algebraica. -
Después siguieron las intentos en el siglo XIX, especiaimente de Bolzano, Cauchy
y Weierstrass, para darle a toda esa empresa un sentido légico {id.}).

Las especulaciones cualitativas logradas por los griegos sobre el movimiento
(Boyer, 1959, 71) no les permitieron concebir la idea de variacién continua por
medio de magnitudes geométricas. Solo el avance fructifero tanto en Jas ciencias
como en la matematica dio lugar al concepto de la derivada. La idea de variacion,
fue expresada, a menudo, en términos de ia dialéctica mas que en los métodos
matematicos del cambio cuantitativo, e hizo admitir en las matematicas el
concepto de variacién.
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Kaput {1994a, p. 87) seftala un paraielismo entre los griegos y los estudiantes de
hoy, cuando a! referirse a Boyer, apunta que e! movimiento era mas una cualidad
que una cantidad, lo que dio por consecuencia el que no se hiciera un estudio
sistematico cuantitativo de tales cualidades.

Un aspecto también muy importante para nuestro estudio de las representaciones
fue que:

...el aprendizaje griego tuvo lugar en la fuerte tradicién oral, de modo que cuando
fos cambios sociales y politicos interrumpieron la transmisién oral basada en la
Academia griega, y sus matematicas estuvieron representadas solamente en libros,
sl progreso c¢esd. Las generaciones subsecuentes no pudieron dominar ia técnica
altamente formal basada en el estudio de sclamente texto, especialmenie i clave
y extromadamente dificil trabajo de Arquimedes (Van der Waerden, 1963, cilado
por Kapul, 1994a, p. 88},

Kaput se refiere también al paralelo entre ciertos aspectos de los matematicos
griegos y algunos aspectos de las condiciones matematicas de sus estudiantes
que tradicionalmente entran en el estudio del calculo, cuando dice que “{!los
estudiantes son en primer lugar discretos, criaturas aritméticas, cuyo
entendimiento de las literales algebraicas es como ‘desconocidas’ mas que como
variables.” (id.} No obstante que, los estudiantes de hoy, tienen una aritmética de
los numeros mucho mas facil, con la cual aritmetizar su mundo, en comparacion
con las representaciones geométricas de los griegos, las cuales eran dificiles de
manejar (id.).

Sin embargo, para Kaput los alumnos usualmente carecen de un concepto de
aceleracién y los unicos tipos de movimiento que ellos ven representados dentro
de las matematicas son aquellos que se describen enteramente por medios
algebraicos (férmulas simples} a pesar del movimiento irregular que experimentan
en sus vidas diarias y ésta es la razon por la que no conectan, a nivel cognitivo,
las aplicaciones escolares sobre el movimiento con su experiencia cotidiana (id.).

2.3.2 Concepciones escolasticas relacionadas con el movimiento

Para matematizar la variacidn, en forma discursiva (siglos Xl a XV), se paso de
una concepcion peripatética del movimiento, como el resultado de alguna fuerza
externa, a una del impetu, es decir, como la tendencia de un cuerpo a permanecer
en movimiento una vez iniciado el movimiento. \

El lenguaje matematico preciso para la expresion del movimiento tardé siglos en
llegar, probablemente se inicié en el siglo Xlil, con el trabajo de Duns Scotus y
otros, con “...una discusién de ia latitud de las formas, esto es, de la variabilidad
de las cualidades...  (Boyer, op.cit, 73). Los escolasticos hicieron una distincidn
basica apoyada en la distincion Aristotélica entre cantidad y calidad. Asumieron
gue las cantidades varian en extension (peso, distancia, longitud o volumen), y
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las cualidades varian en intensidad (brillantez de iluminacion, densidad,
velocidad).

Respecto al movimiento se distinguié entre cambio uniforme y no-uniforme (siglo
XiV) de las formas -latitudo uniformis y latitudo difformis- Y dos tipos de
latitudo difformis, denominadas latitudo uniformiter difformis y latitudo
difformiter difformis, es decir, cambio lineal en comparacion al cambio no-lineal.
De este Oltimo distinguieron dos tipos, latitudo uniformiter difformiter
difformis y latitudo difformiter difformiter difformis. Las denominaciones
anteriores dan cuenta de la dificultad que experimentaron los que estaban tratando
de desarrollar una teoria matematica coherente de la variacion antes de que un
lenguaje sistematico para ias expresiones estuviera disponible. Richard Suiseth
(the Calculator) auxiliado por Thomas Bradwardine dieron

... la base para un creciente y sofisticado analisis de la variacién, [Calculator] se
las ingenid para formular y argumentar en e contexto de un fenémeno térmico la
base para un teorema del valor madic para una canlidad que cambia linealments,
asto g5, la idea de promedio de /atitudo difformis. Los argumentos fueron largos
y discursivos, salpicados con sjemplos numéricos, pero lo mas importante, no
geomsétricos -ni un solc diagrama aparece, Aln cuando procediera con intensidadss
infinitas, {Calculator] recurrié a las intuiciones relacionadas al cambio uniforme
{Kaput, 19944, p. 89)

. @ Calculator debemos quizas el primer esfuerzo serio para hacer, entendibles
cuantitativamente esos conceptos de fisica matematica, Su atrevido estudio del
cambio do tales cantidades anlicipd no sélo la elaboracién cientifica de sllas, sino
tamblén bosquejé la introduccion en las matematicas de las nociones de cantidad
variable y derivada. De hecho, cada una de las palabras fluxus y fluens, que
Calcufator usd en esta conexidn, fueron empleadas después de lres siglos por
Newton, cuande en su cdlculo, habld de una cantidad variable matematica como un
SJluent y llamé a su razén de cambio un fluxion... (Boyer, 1959; citado por Kaput,
1994a, p. 89-90)

Newton hizo referencia tacita a las intuiciones sobre el movimiento en su nocién
de fluxion. Las definiciones de razén de cambio uniforme y no-uniforme,
estuvieron numéricamente expresadas y su definicién rigurosa solo pudo darse
después del desarrollo del concepto de limite, a lo cual Newton contribuyé.

Las nociones iniciales del calculo se desarrollaron de las intuiciones de la
geometria. Pero la dialéctica prolija de Calculator hizo que no recurriera a la
intuicion geométrica, a pesar de que habia actuado como un intermediaric entre
sus intentos iniciales de estudio del problema de variacion y la formulacion final
dada por el calculo, “[e]ste vinculo entre el discurso interminable de Suiseth y el
simbolismo conciso del algebra fue reempiazado por otros en el sigio XIV, quienes
estudiaron la latitud de las formas. De éstos el mas famoso fue Oresme...” (Boyer,
1959, 79).
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Oresme reconocié la necesidad de (a representacion geométrica para la variacion
(Kaput, 1994a, p. 90), es decir, para las representaciones de la latitudes de las
formas. Boyer (1959, 80) dice, que el trabajo de Oresme hizo uso mas efectivo de
diagramas geométricos y de la intuicién, y de un sistema de coordenadas, para dar
a sus demostraciones una simplicidad convincente.

... Esta represantacién grafica dada por Oresme & la latitud de las formas fue un
paso hacia el desarrollo del célculo... Fue el estudio de los problemas geométricos
y ol intento por expresartos en términos de nUmeros jo que sugirié la derivada y ia
integral e hizo posible la elaboracion de esos conceptos. (Boyer, 1959, 80; citado
por Kaput, 1994a)

Otros antes de Oresme, incluyendo a Duns Scotus, habian ayudado a preparar ta
trayectoria representacional desde Aristdteles. En particular Roger Bagon, en la
mitad del siglo Xil, introdujo un enfoque unidimensional para pensar acerca de
intensidades variables de cualidades... (Kaput, ib.)

Para Bagon, cada forma esencial recibe intension Y remision, que se hace
comprensible cuando avanza como una linea, llamada linea de intensién vy
remisién, de modo que tiene un contrario y un medio; la misma linea se la imagina
conteniendo a todas las formas contrarias. La relacién entre la cualidad, que
puede tener intensidad variable, y la cantidad de {a cualidad, la itustra Kaput con
lo siguiente:

. $ea dada agua de dos pesos de calor en el grado sexto con respecto a algin
Punto contenido en la misma linea; sea dada otra agua de un pesc de calor de 12
grados con respecto al mismo punto, una mezcla de las dos aguas que se ha
hecho, lo caluroso de la mezcla sera ocasionado en una linea de [ntension a través
de 8 grados, con respecto al punto referido, puesto que la distancia que esta entre
seis y ocho es una mitad de la distancia enlre 8 y 12, justo como e} agua de un
peso es la mitad del agua de dos pesos [cargas]. (Clagsett, 1968; citado por Kaput,
ib., p. 91)

El peso promedio de una intensidad se calcuia aritméticamente y se empieza a
colocar sobre una misma linea como una ayuda conceptual esencialmente
abstracta, la cual no aparece en los manuscritos antes de Oresme, pero sirve
como agarradera para que las cantidades tomadas sean linealmente ordenadas
(entre los Escolasticos de los siglos Xl y XIV). Ellas estan probablemente
basadas en las comparaciones de Aristételes entre las cualidades contrarias
tales como calentamiento y enfriamiento, quienes representan los extremos.

... El enfoque de Oresme fue representar al “sujeto”, el cual posee la cualidad,
¢omo una linea horizontal, una /ongitudo. Para cada punto de [a longitudo fue
determinado una latitudo 4 una linea recta perpendicular cuya longitud
representaba la intensidad de la cualidad del sujeto... el usd este sistema sélo

* A cada abscisa una ordenada, Oresme considerd series de puntos los cuales tenian
longitudes y latitudes que cambiaban uniformemente. Las primeras son nuestras abscisas y las
segundas las ordenadas (Smith, 1958, 319).
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para los “sujetos lineales®’, o lo que nosofros podriamos {lamar sujetos uni-
dimensionales. Un ejemplo de un sujeto tal podria ser una varilla cuya temperatura
o iluminacién varia de un extremo a otro. {Oresme] discutié también la
representacién de las cualidades de fas regiones planas en una manera analoga,
con perpendiculares a cada punto, con lo cual se genera un sdlido. Intentd, aun,
discutir cualidades de objetos tridimensionales, mientras tfrataban de evitar una
nueva dimensidn. {Kaput, 1994a, p. 91-92)

El caracter global de las representaciones de Oresme para los casos especiales
de latitudo uniformis y latitudo difformis se identifica también en el titulo de su
principal trabajo De configurationibus, donde pone énfasis en las formas
globales asociadas con diferentes tipos de variacion, en particular, la velocidad
uniforme sobre un intervalo de tiempo (Kaput, 1994a, p. 92). La velocidad
constante esta representada por un rectdngulo cuyo ancho representa el intervalo
y cuya altura representa la velocidad; y una velocidad uniformemente difforme
(velocidad que cambia linealmente) esta representada por un triangulo rectanguio
(id.).

... En un sentido, el objeto geométrico (rectangulo o tridngulo} se empezo a usar
para representar un evento total, como una representacién global, donde el sujeto
era @l intarvalo de liempo sobre el cual el movimiento ocurrid, Esto no es lo mismo
como pensar en la cutva, ..., la cUspide del rectanguio o el tridngulo, como
representante del evento, La posterior conceptualizaciéon no fue posible sino hasla
después de Fermat y Daescarles. A pasar de eso, Oresme usoé la forma de la figura
completa {su “configuracién”) como la base para hablar acerca de intensidades
variables. También, describlé la variacion de la cualidad en términos de la "linea
cluspide” que exprasa la informacion esencial, puesto que la perpendicularidad de
las lineas de intensidad determinaron ios lados rastantes de la figura. {id.)

QOresme caracterizé a la latitudo uniformiter difformis, \a intensidad cambiando
linealmente, en términos de lo que ahora llamamos pendiente (id.).

Kaput analiza la relacion referencial entre las configuraciones de Oresme y las
cualidades ah{ representadas, conforme a la Figura 7 (p. 39). Parael, “A” es su
representacion y “B" se us6 para modelar. La siguiente proposicién clave revela
que ei intento de escoger una unidad de longitud particular de referencia para las
lineas verticales, para representar la cualidad bajo consideracién refleja un
principio basico de medicion:

A pesar de que alguna cualidad lineal puede ser correctamente imaginada por
cualquier otra figura plana como la ya mencionada, todavia no cualquiera cualidad
puede ser imaginada por cualquier figura. Ademés, una cualidad no lineal es
imaginada o desimaginada por cualquier figura excepto las unas en las cuales la
razén de [as intensidades en cualesquiera puntos de la cualidad es como la razén
de las lineas levantadas perpendicularmente en esos8 mismos puntos y terminando
en |la cGsplde de la figura imaginada, (Clagett, 1968; cilado por Kaput, 1994a, p,
94)
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, Operaciones
CogA ° cognitivas Cog B
escribir / leer / escribir / leer /
proyectar esponder proyectar responder

n

Figura 7.- Referencia “horizontal® entre notaciones
{tomade de Kaput, 1994a, p, 81)

Oresme mantuvo una separacién entre !a representacion y 'la cosa a ser
representada, ‘A" y “B" en la figura 7. Sin embargo, para Kaput, hay una
dificultad con el pape! de la linea horizontal, algunas veces representa al sujeto
directamente, mientras que las lfneas verticales se ven en forma totalmente
imaginaria, como apoyos a la imaginacion, de ahi que, las notaciones X y Cog x
no siempre estan claramente separadas.

Un ejemplo de qué tan iejos Oresme habia llegado en su estudio de! movimiento
esta Hlustrado en la parte inicial de su libro dedicada a caracterizar la velocidad,
donde separa tres aspectos del movimiento que se necesita tomar en cuenta:
distancia, tiempo y velocidad. :

Cada movimiento sucesivo de un objeto divisible tiene partes y es divisible en un
modo de acuerdo a la division y extensgion o continuidad de un mévil, en otro modo
de acuerdo a la divisibilidad y a ia duracidn o continuidad del tiempo, y en un
tercer modo - al menos en la imaginacidén- de acuerdo al grado e intensidad de la
velocidad. De su primer movimiento continuo se dice que es ‘grande’ o ‘pequefo’;
de su segundo, ‘corto’ o ‘largo’, y de su tercero, ‘rapido’ o ‘lento’. Y asi el
movimierto tiene dos extensiones, una que pertensce al sujelo y otra al tiempo, y
una intensidad. Ahora las dos extensiones pueden imaginarse en una cierta manera
como mutuamente intersectandose en angulos rectos en la manera de una ctuz, asf
que la extension de la duracion debe decirse que es ‘fongitude’ y 1a extensién en
el sujeto debe ser 'fatitude’, mientras la intensidad deberia ser llamada ‘altitugd’
de este movimiento o velocidad. (Clagett, 1968; citado por Kaput, 1994a, p. 96)

Lo anterior denota un intento de crear ejes para el tiempo y para el objeto {lineal)
mismo. Oresme debi6 discrepar con los dos modos de mostrar el movimiento, uno
con el tiempo como e} eje horizontal y la intensidad de velocidad como vertical
(cediendo a una figura bidimensional) mientras que el otro tiene el eje horizontal
para el objeto mismo, el cual entonces se mueve, actuando como un objeto
substituto, para generar otra figura bidimensional como un rastro de! movimiento
(la trayectoria), se refiere a esto en términos de la velocidad teniendo una 'double
longitude’ (Kaput, 1994a, 96).
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Oresme reconoce {a diferencia entre velocidad instantanea y velocidad a lo largo
del tiempo (velocidad promedio), aungue en su universo, todas las entidades
“continuas” tenfan algiin tamafio de “grano” (medida) minimo, si bien indefinido
(Kaput, 19943, p. 97).

Para Kaput {id.}, “... [la] disputa para representar y entender el movimiento
variable es importante para la experiencia antes de que uno se mueva a las
idealizaciones que son los puntos de partida para la experiencia de los
estudiantes contemporaneos de mateméticas con el movimiento...” Cita el estudio
de diSessa, et.al, en el que “... los estudiantes ... trabajaron muy duro antes de
que ellos fueran capaces de arribar a las representaciones de la velocidad en
contraposicion con el tiempo mas que la posicién...” (diSessa, Hammer & Sherin,
1981; citado por Kaput, ib.).

Un punto que influyé en el desarrollo del calculo lo constituye el analisis de
Oresme sobre la latitudo difformiter difformis, que ¢l representaba como una
regiébn plana inferior semicircular, respecto a que “...1a razén de cambio de una
intensidad es menor en el punto correspondiente a ia maxima intensidad” {Boyer,
1859, 85).

Sin embargo, y a pesar de que los filosofos escolasticos se estuvieron esforzando
para expresar sus ideas en palabras y diagramas geométricos, no fueron tan
exitosos como lo que hoy se hace, debido en parte al uso de la notacién
matematica y a la economia de pensamiento que produce dicho uso (Kaput, 1994a,
p. 98).

Cuando Oresme describe intensidades variables en términos de la variacion de las
alturas de los rectangulos y considera el drea del rectangulo como el
representante de la cantidad de la cualidad, sienta las bases para una economia
de pensamiento. En el sentido de que el uso posterior de los rectangulos bajo una
curva toman en cuenta un intento por recuperar esta representacion en un
verdadero sistema de coordenadas, donde los objetos son las curvas y los puntos
en esas curvas (id.).

2.3.3 Los siglos XVl y XVil)

Boyer resalta que los escolasticos estuvieron més cerca del ftrabajo de
Arquimedes que de Aristdteles, y pudieron ser mas capaces de construir en sus
resultados de manera mas fructifera, como sucedié mucho después, en el trabajo
de Stevin y otros en el siglo XVII. Galileo, Descartes y Leibniz tuvieron el mas
grande interés por esos hombres y su trabajo, de lo cual Boyer dice:

... el tipo de trabajo que ellos representaron fue no deslinado a ser la base de la
influencia decisiva en el desarrofio de los métados del calculo. Los principios guia
fueron reemplazados por la geomelrla de Arquimedes, a pesar de que fueron
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modificados por las nociones de cineméatica derivadas de las controversias cuasi-
peripatéticas de los flidsofos escolasticos en el sujeto de la variacidén, (Boyer,
1959, citado por Kaput, 1994a, p. 98-99)

Para los fines de este estudio haremos mencidén del método de Fermat (siglo XVII)
para encontrar la ecuacion de una recta tangente a una curva. El método consiste
esencialmente en expresar la posicion de dos puntos sobre la curva, uno conocido
y fijo por donde se trazar4 la tangente y el otro variable que se aproxima a la
posicion del primero pero permaneciendo en todo momento sobre la curva. Este
metodo presupone en el fondo el caracter continuo y derivable de la relacion
funcional entre las variables que intervienen en la designacién de la posicion,

El método utiliza representaciones graficas y simbélicas para resolver el problema
de las tangentes y asume que las secantes de ese modo construidas tienen en la
tangente su posicién limite. Una senciila y clara exposicion de ese método la
encontramos ilustrada con varios ejemplos por Cruse y Lehman (1982, p. 32).

Cabe sefalar que el tratamiento independiente de los dos puntos en cuestién, en
un principio, redunda en una notacién muy simplificada y de facil comprension,
pero en ella no se hace explicita la relacién entre las “latitudes” de los puntos, es
decir, no se hace uso del concepto de incremento, asi que el problema de las
tangentes se resuelve con base en el concepto de pendiente de una recta y se
deja en un segundo plano la variacién funcional entre las magnitudes que vienen a
ser la abscisa y la ordenada (longitud y latitud de Oresme), para sélo reducirla a
una sustitucion algebraica. Asi, el método tiene que ver mas con el caracter
geomeétrico del problema y no se discute en relacion a fendmenos de variacién.

En el siglo XVIIl, Bolzano definié la derivada de una funcién F(x) en cualquier
F(x + Ax) - F(x)
Ax
indefinidamente cerca, o tan cerca como se quiera, conforme Ar se aproxima a
cers, ya sea Ax positivo 0 negativo. En esa época se concebia al calculo como
la materia consagrada al movimiento y crecimiento de tas magnitudes, por lo que
la continvidad de una funcion era razén suficiente para asegurar la existencia de
la derivada, sin embargo Bolzano construyd un ejemplo de una funcién continua no
diferenciable, {o que indicé la direccién para la formulacion final del calculo

ocurrida en el siglo XIX (Boyer, 1959, p. 271).

valor de x como la cantidad F'(x) a la cual la razén se aproxima

En este siglo, la faita de una formulacién precisa del concepto de limite se debia a
que su definicién estaba basada en la intuicion geométrica, lo cual no podia haber
sido de otro modo porque en ese tiempo las ideas de la aritmética y el algebra
fueron por mucho tiempo establecidas sobre las ideas de magnitudes geométricas,
esto es, el calculo fue interpretado por sus inventores como un instrumento para
proceder con las relaciones entre cantidades involucradas en problemas
geométricos (id.). En cambio Euler y Lagrange, en un sentido, representaron
excepciones a esa tendencia porque deseaban establecer el ‘calculo sobre el

41



Capltulo 2. Razopamiento visual y representacion

formalismo de su concepto analitico de funcién (id., p. 272). Y a pesar de que la
concepcion de limite en D’Alembert, L'Huilier y Lacroix permanecié por mucho
tiempo de manera geométrica, preparé el campo para el trabajo de Cauchy, cuyo
concepto de limite fue clara y definitivamente mas aritmético que geomeétrico,
como 1o habia sido en Bolzano {id.).

Por dltimo, subrayamos que la definicion de limite de Cauchy apelaba a las
nociones de numero, variable y funcién mas que a las intuiciones de la geometria
y la dinamica. Pero e! desarrollo dei concepto de funcidn en el siglo XVII, con
énfasis en las relaciones entre las variables, le permitié a Cauchy considerar lo
infinitesimal como una variable y de ahi establecer las nociones de limite,
infinitesimal e infinito; con lo que Cauchy fue capaz de definir el concepto de
derivada, y cuya formulacién fue precisamente la que habia dado Bolzano (/d., p.
273), esto es:

Sea y=f(x) la tunclén; dar a 1a variable x un incremento i; y formar fa razon
Ay [flx+i)-sf(x)
Ax i

se aproxima a cero, ests representado por f'(x), y se denomina derivada de f
con respecto a x. (Boyer, 1959, p, 275)

, el [imite de esta razén, cuando éste existe, conforme Ax

El contenido de esta seccién ilustra e! proceso de construccion humano del
concepto de derivada, \a dificuitad para hacer dicha construccion, para interpretar
y establecer las condiciones y reglas del modelo. Se ilustra también las distintas
concepciones y representaciones que dieron lugar a la formulacion actual de ia
derivada (seccidon 2.4), que por si misma es compleja.

De lo expuesto en esta seccidn formulamos una hipbtesis de trabajo en el sentido
de que el desarrollo conceptual humano sobre el concepto derivada es similar al
desarrollo conceptual del individuo, y ambos estan fuertemente vinculados al
desarroilo de fas representaciones correspondientes.

42



Capitulo 2. Razonamiento visual y representacion

2.4  Aprendizaje de la Derivada

El concepto de aprendizaje subyacente a las consideraciones que en esta seccion
se plantean estriba en la construccién y organizacion de categorias en un espacio
especifico (el aula) como causa y producto de varios procesos, entre otros, el
proceso didactico

...el proceso didactico es lo que sucede realmente en el aula, con o sin planeacion
didactica de por medio, es la construccién social de relaciones de interaccion en el
aula, que producen formas y niveles de ensefianza y de aprendizaje. Como proceso
real, es un objeto de estudio, mediante el cual pueden estudiarse las condiciones y
formas de interaccién que conforman los procesos de ensefianza y aprendizaje en
el aula: las acciones, las relaciones que las estructuran y los procesos que
generan.., {Campos y Gaspar, 1995a, p. 4)

El crecimiento del conocimiento matematico puede verse como un proceso de
construccién de las representaciones internas de la informacion y como Ia
conexidn de las representaciones para formar redes organizadas de conocimiento
(Hiebert y Carpenter, 1992, p. 80}, de ahi que, una meta de especial importancia
para los educadores de matematicas es que los aprendices adquieran
conocimiento con entendimiento (id.).

2.4.1 Aprendizaje y ensefianza con entendimiento

Partimos de ia hipotesis de Dubinsky y Tall (1991, p. 234) en cuanto a que el
aprendizaje matematico puede mejorarse cuando se ayuda al estudiante a
construir conocimiento en sus propias mentes en un contexto que esté disefiado
para ayudar y estimular el aprendizaje.

Es decir, que ¢! principal interés de la ensefianza tiene que ver con la
construccion de esquemas para el entendimiento de los conceptos {Dubinsky,
1991, p. 119). Los esquemas se consideran como colecciones de objetos y
procesos mas o menos coherentes, a los que un individuo tiende a evocar para
entender, organizar y dar sentido a las situaciones problema percibidas, en
relacion al conocimiento {de un concepto individual matematico).

La abstraccion reflexiva es la construccion de objetos y acciones mentales sobre
elfos (id., p. 102). Dubinsky plantea la hipotesis de que “... el aprendizaje implica
aplicar la abstraccion reflexiva a esquemas ya existentes a fin de construir nuevos
esquemas para entender los conceptos... €s una observacion trivial pero critica el
que un esquema no puede construirse en la ausencia de esquemas que son
prerrequisitos...” {id., p. 120). Y apunta, que sin embargo el trabajar con ejemplos
puede no ayudar mucho en la construccién de conceptos, ademas de que “... el
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entendimiento de ideas matematicas proviene de otras fuentes [ademas) que el
mirar muchos ejemplos y ‘abstraer sus aspectos comunes’, lo cual sucede s6lo si
hay abstraccion empirica.” Se necesita algo mas, Dubinsky sugiere que es
precisamente la construccion de aspectos derivada de ia abstraccién reflexiva.

Si el que aprende relaciona el procedimiento con algunos de los conocimientos
conceptuales sobre l0s que se basa, entonces el procedimiento se convierte en
parte de una red conceptual mayor, de modo que queda relacionado mas de cerca
con el conocimiento conceptual (Hiebert y Carpenter, op.cit., p. 78). Lo cual
produce en parte, que se aumente la flexibilidad (id.).

Hiebert y Lefevre (1986, p. 8) analizan mas a fondo sobre cémo los conocimientos
conceptual y procedural estan relacionados a [a comparacién entre el aprendizaje
significativo y el rutinario. Se refieren al “significado” cuando “...las relaciones
entre unidades de conocimiento son reconocidas o creadas...” El conocimiento
conceptual, segin ellos “..debe aprenderse significativamente. Los
procedimientos, por otro lado, pueden o no aprenderse significativamente.
Proponemos que los procedimientos que son aprendidos con significado son
procedimientos que estan enlazados al conocimiento conceptual” (id.).

El aprendizaje de rutina, produce conocimiento que carece notablemente de
relaciones y esta sujeto al contexto donde fue aprendido. E! conocimiento que
resulta del aprendizaje rutinario no esta entazado a otro conocimiento y de ahl que
no se generaliza a otras situaciones. Ese tipo de conocimiento puede accesarse y
aplicarse s6lo en aquellos contextos que son muy parecidos al contexto donde
originaimente fue aprendido. El conocimiento conceptual entonces no puede
generarse directamente del aprendizaje rutinario, porque los hechos y las
proposiciones aprendidas de ese modo, son almacenados en la memoria como
unidades de informacion aisladas, no enlazadas con alguna red conceptual. Por
supuesto que después de algin tiempo el que aprende puede reconocer o
construir relaciones entre piezas aisladas de informacion, pero no
necesariamente. En este caso, el conocimiento conceptual se crea de la
informacion que inicialmente fue aprendida por rutina (id., p. 8).

En cambio, los procedimientos pueden aprenderse rutinariamente;, pueden
adquirirse y ejecutarse alGn cuando esté&n enlazados estrechamente a las
caracteristicas superficiales del contexto original. Muchos procedimientos,
especialmente los que operan sobre patrones simbélicos, son activados por fos
aspectos superficiales similares al los del contexto original.

La naturaleza secuencial de los procedimientos es respetada por el aprendizaje
rutinario, asl, al aprender una secuencia predeterminada de acciones tiende a
verse, al igual que la memorizacién rutinaria, como un método instruccional. De
ahl que los procedimientos pueden -ser aprendidos por rutina y probablemente a
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menudo son aprendidos de ese modo, puesto que son susceplibles a esta forma
de instruccion (id.).

Los procedimientos que estan conectados a las redes redittan en un acceso a
toda la informacion en la red. Se convierten en recursos importantes en la solucion
de problemas, porque cuando se enfrenta con un problema que difiere de los
aprendidos previamente, el conocimiento conceptual relacionado puede ser (il
para detectar similitudes y diferencias entre los problemas, y en consecuencia
informar sobre el procedimiento y los ajustes apropiados. De ese modo, el
conocimiento conceptual ampifa el rango de aplicacion de un procedimiento. Lo
que dara lugar a cambios en las relaciones entre el conocimiento conceptual y
procedural. Porque “...los viejos procedimientos tomaran nuevo significado en las
nuevas notaciones, los nuevos procedimientos seran posibles en las vigjas
notaciones, y notaciones y procedimientos totalmente nuevos seran creados’,
(Kaput, 1989, p. 191), no sblo respecto al conocimiento social de la matematica,
también respecto al conocimiento individual.

Para Hiebert y Lefevre resulta “...dificil de imaginar a alguien que posea
conocimientos conceptuales y procedurales como sistemas totalmente
independientes. Algunas conexiones son inevitables...De hecho, aungue es
posible considerar procedimientos sin conceptos, no es facil imaginar
conocimiento conceptual que no esté conectado con aigunos procedimientos. Esto
se debe en parte, al hecho de que los procedimientos traducen el conocimiento
conceptual en algo observable. Sin los procedimientos para acceder y actuar en el
conocimiento, no podriamos saber dénde esta (1986, p. 9).

2.4.2 Formacion de los conceptos de cambio, variacion funcional y limite

La trascendéncia de las ideas discutidas en ta seccién 2.3 sobre el desarrolio de
las representaciones asociadas al concepto de derivada la podemos ilustrar con
los resultados de Vergnaud y Errecalde (1980; citados por Kaput, 1994a, 100)
sobre a traduccién que hicieron los estudiantes (10 a 13 afios) de cantidades
dadas aritméticamente a graficas, usando segmentos de lineas.

...descubrieron que el proceso de relacionar nimeros con puntos en una linea
ordenada era en gran medida no trivial, y que la mayoria de los esludiantes
tendian a expresar nimeros como intervaios mas que ¢omo puntos. En efeclo, los
intentos iniciales para graficar intensidades de cualidades fueron similares,
excepto que los intervalos usados por Oresme fuaron establecidos perpendiculares
a los sujetos que ellos estaban describiendo. Los elementos del objelo que
poselan la cualidad varianie fueron designados por puntos, pero no las
intensidades, las cuales fueron designadas por segmentos. (Kaput, 19%4a, p. 100)

Cabe sefialar que “... el enfoque estandar para ensefar a los nifios 10$ inicios de
la representacion grafica de cantidades y las relaciones entre ellas no tiene un
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uso sistematico de las graficas de barras, a pesar de que tales graficas
frecuentemente se usan para representar datos categoriales o discretos...” (id.).

Ademas, en la literatura sobre el aprendizaje de funciones y graficacion, en los
nifios, Leinhardt, Zaslavsky y Stein (1990; citados por Kaput, 1994a, 100-101)
catalogan a la graficacién en un amplio rango de dificuitades del estudiante, tanto
para construir como para interpretar graficas de coordenadas.

Sin embargo, las graficas de barras ocasionaimente han sido criticadas porque no
parecen apropiadas para dar [ugar a la graficacion en coordenadas (Kaput, ib., p.
101). Se ve como si, tanto histéricamente como psicolégicamente, la cantidad se
representa mas facilmente por los segmentos de linea que por puntos, o,
poniéndolo algo diferente, por ias longitudes mas que por las localizaciones (id.).

Aunado a lo anterior recordemos que el término imagen conceptual 0 concepto
describe Ja estructura cognitiva total que estd ascciada con un concepto, el cual
incluye a todas las pinturas mentales o representaciones internas, propiedades y
procesos asociados (Tall & Vinner, 1981, p. 152). Conforme se desarrolla el
concepto y de acuerdo a la forma del funcionamiento del cerebro, no se da una
perfecta coherencia entre las representaciones internas, es decir, respecto a los
datos sensoriales ciertas trayectorias neuronales las inhiben o no. Por tanto,
diferentes estimulos pueden activar diferentes partes de la imagen conceptual, de
modo que su desarrollo no necesariamente es del todo coherente.

El concepto definido (concept definition) es una forma de las palabras usadas
para especificar ese concepto (id., 152), que un individuo puede aprender
rutinariamente o de manera mas significativa relacionandola en mayor o menor
grado al concepto como un todo. Puede ser también una reconstruccion personal
que hace e! estudiante de una definicién. Es entonces la forma de las palabras
que un estudiante usa para su propia explicacién de su imagen conceptual
evocada. En los dos casos el concepto definido puede variar de una persona a
otra.

Una definicion personal del concepto cambio, por ejemplo, puede diferir de la
definicidon formal del concepto, siendo esta Oltima wuna definicion del concepto
aceptada por toda la comunidad matematica (id.). De este concepto se encontro
(Balderas, 1996) que casi {a mitad de los participantes de ese estudio (10 de 19)
mostraron una escasa estructura conceptual en torno al concepto de cambio
referido a un {tem planteado en términos discursivos, graficos y simbélicos.

Para el concepto de variacion funcional, y en particular el concepto de funcidn,
Martinez (1993; 1994, p. 9), encontré que hay una tendencia cuasi-estructural de
fa concepcién de funcién en el estudiante de precalculo, que no considera el
dominio y el rango; asl como, una tendencia a reconocer la regularidad y mostrar
una separacién entre los mundos algebraicos y graficos. Sus hallazgos confirman
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que el conocimiento y el uso del estudiante de las funciones sugirieron una falta
de relaciones ricas y de ahi que su conogimiento fuera procedural, hecho que esta
de acuerdo con to discutido previamente en relacién a Hiebert y Lefevre (1986).

De un concepto definido cada individuo genera su propia imagen del concepto.
Pero cuando a un estudiante se le da una definicion formal del concepto, la
imagen del concepto definido que se forma en su estructura cognitiva puede ser
muy débil (Tall & Vianer, op.cit., 160).

Por ejemplo, Tall y Vinner (id.) se refieren a ia introduccién de los limites de
funciones con una explicacion informal en el nivel sexto (secundaria). Dicen que a
menudo el proceso de limite se introduce cuando se inicia la discusion sobre la
derivada, en tal caso la imagen conceptual de un limite puede incluir una pintura
mental de una cuerda que tiende a una tangente. En cambio, otros enfoques de la
derivada pueden hacer que la imagen conceptual de la derivada se vea como un
factor de aumento (magnificacién) o como velocidad instantanea.

2.4.3 Imagen y definicidn conceptual de razon

El desarrolio de las imagenes de razon (rate) inicia con la formacién en los nifos
de las imagenes de cambio en alguna cantidad. Por ejemplo en el desplazamiento
de posicion o el incremento en el volumen, progresando hacia una imagen
coordinada y desenvueita de las dos cantidades (desplazamiento de posicion y
duracién del desplazamiento, para el primer ejemplo), 1a cual progresa hacia una
imagen de la covariacién de dos cantidades, en la que sus medidas permanecen
en razon constante (Thompson, 1994, 233).

Las razones que involucran tiempo parecen ser las mds intuitivas, pero el tiempo,
como una cantidad que puede imaginarse que varie proporcionalmente con otra
cantidad, es una construccién no trivial para los estudiantes {id).

Se requiere una mayor abstraccién para desarrollar una imagen de razdn que
vincule la covariacién de las dos cantidades no-temporales, como en el caso del
volumen respecto al area. Y la nocion de razon de cambio promedio de alguna
cantidad sobre algin rango de una cantidad independiente.

Un esquema general de razdn vincula imdgenes coordinadas de las respectivas
acumulaciones de los cambios (aumentos) en relacion a las acumulaciones
totaies. La coordinacion es de tal suerte que el estudiante viene a poseer un pre-
entendimiento de que la parte fraccionaria 1 de cualquier acumulacién de
aumentos de una cantidad en relacién a sus acumulaciones totales 1 es la misma
como la parte fraccionaria 2 de su acumulacién covariante de aumentos en
relacion a su acumulacion total 2. De manera mas formal, Thompson, expresa o
anterior como
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aumentos acumulados 1 _ aumentos acumulados 2
acumulacion total 1 acumulacion total 2

La expresibn anterior no manifiesta la dindmica de una imagen de covariacién en
una razodn constante, pero Thompson intenta capturar dicha imagen por medio de

" la siguiente figura.

Total Quantity 1

¢ s A———

el -ﬂlﬂ']

Total Quantity 2

Figura 8.. Proporcionalidad antre {as acumulaciones totales y las acumulaciones
de aumentos (tomado ds Thompson, 1994, p. 233)

Otra forma de interpretar la figura anterior es que es el producto de nuestra
coordinacién de unidades iterables {Steffe, 1991, citado por Thompson, op.cit., p.
233).

Un aspecto significativo de imagenes maduras de razén es que los aumentos y las
acumulaciones son dos lados de una misma moneda, es decir, dos cantidades que
cambian en medida (acumulada) de modo que ellas permanecen en una razén
constante por medio de aumentos simuitdneos que se adhieren a la razén. Dos
cantidades que cambian a través de aumentos en una razén constante tienen
acumulaciones totales que se adhieren ellas mismas a la razén. Por tanto, un
registro completo de una imagen madura de razom es que el aumento
necesariamente implica acumulacién y la acumulacién necesariamente implica
aumento.

2.4.4 Conocimiento de la derivada como resultado de la ensefianza
Para ensefar el concepto de derivada, en condiciones escolares, por medio de
fenémenos de variacién y de la modelacion matematica correspondiente se ve

necesario revisar con mayor profundidad los conceptos relacionados con ella, es
decir, poner mas atencion a las dificultades con que se enfrenta el que aprende.

48



Capltulo 2. Razonamiento visual y representacién

Una manera de proceder es motivar la comprension de la derivada como razén de
cambio instanténeo, iniciando con razones de cambio promedio conceptualizadas
también como velocidades promedio. Speiser y Walter (1994, p. 137) organizaron
a sus estudiantes en grupos de aprendizaje cooperativo y disefaron sus clases
para alentar la discusion critica y técnica. Centraron sus clases en metas
particulares, técnicas o ideas para las que consideraron que sus esfuerzos
podrian ayudar mas. Los estudiantes de Speiser ltevaron a cabo experimentos
usando calculadoras graficas donde se les necesitara y discutieron libremente con
sus compafieros.

Speiser y Walter utilizaron una secuencia de fotografias del andar de un gato
(Muybridge, 1985; citado por Speiser y Walter, op.cit., p. 138). Pensaron las
fotograffas como una secuencia de imagenes en movimiento, de manera que
lograron una impresidn inequivoca de que el gato (la nariz del gato) tenia una
velocidad instantanea. Afinaron su concepciéon anterior preguntdndose ¢;qué
posicidn tiene una impresién como la de velocidad instantanea?.

Asumieron gue las impresiones podrian deberse a sus sistemas nerviosos, a pesar
de que comdnmente se les considera como reales. De que en condiciones
normales, es factible proceder con seguridad bajo el supuesto de que lIa
construccion del mundo que nos rodea no tiene serias trampas o sitios obscuros. Y
gue, a pesar de que la impresion de la velocidad instantanea en la secuencia de
fotografias del gato, puede ser un lugar importante donde nuestra representacion
mental de una realidad externa puede descomponerse en pedazos (id., p. 140).

La cuestidon a que se enfrentaron Speiser y Walter era saber como se formaban las
impresiones. Situacién que resolvieron haciendo referencia a un experimento
conocido en la psicologia como el Experimento Phi (Dennett, 1991; citado por
Speiser y Walter, 1994, p. 140), el cual sugiere que no podemos imaginar la
representacion perceptual (o representaciones) para operar en un marco
consistente y secuenciado del tiempo. El tiempo secuencial puede ser una
construccion del individuo, es decir, “... el tiempo es una abstraccién, a la cual
arribamos por medio de los cambios en las cosas; que hacemos porque no
estamos restringidos a una medida definida, todo esta interconectado.” (March, E.,
1989; citado por Speiser y Walter, op.cit., p. 141).

Del mismo modo se intenta, en este estudio, que el alumno imagine la produccién
de una sustancia quimica como e! resultado de una reaccion quimica que se
desarrolla a lo largo de un periodo de tiempo.

El movimiento continuo del gato se ve casi indescifrable, en un lugar mas alla de

la mediciones discretas que Speiser y Walter disponfan. Por ello, postularon
modelos. Y se enfrentaron a cuestiones fundamentales desde e! acto de
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seleccionar ejes de referencias para representar tiempo hasta el planteamiento de
preguntas sobre qué es un gato, o cudl es la percepcion que se tiene del gato y
cual es el modelo (id., p. 142).

Un modelo considerado como constructo mental, respecto al tiempo, puede ser *...
[u]lna nocién ... que puede limitarnos innecesariamente... es el punto de vista
lineal del tiempo. Si consideramos como nociones de tiempo que han sido
conectadas a través de las culturas y la historia; podria ser mas facil para
nosotros cuestionar este punto restrictivo. En algunas culturas, el tiempo estd
tratado como un presente universal...” (Langer, E,, 1989; citado por Speiser y
Walter, op.cit., p. 142).

La nocién de modelar y conocer puede ser critica para los estudiantes en la
medida en que trabajan para entender el significado de la derivada. Y una
experiencia como la que estudian Spelser y Walter, ofrece al estudiante, en
opinién de ellos, un vocabulario que le permite hacer una descripcion detatiada de
las Incertidumbres a las que se enfrenta. Y ademas, un punto de partida para
hablar sobre las manifestaciones mentales (representaciones) y como interactian
con las matematicas.

Sobre las consideraciones anteriores, Waiter y Speiser tuvieron como meta
central, introducir la derivada en forma numérica y grafica, como una razdn de
cambio antes de relacionarla con tangentes y pendientes.

La presentacion que realizaron gané precision verbal cuando introdujeron la
notacién s=f{z) para indicar la posicién de la nariz del gato en términos del
tiempo transcurrido. Hicieron por supuesto la muy comun suposicion respecto a
que esa funcion estaba definida para todo tiempo t, aunque sélo se conociera un
numero finito de sus valores {id., 142).

En tas condiciones relatadas por los autores se tiene la posibilidad de imaginar la

Sa+n~ 1) )
h

velocidad promedio en cualquier intervalo [+,/+h] como

calcularla entre dos cuadros consecutivos.

La informacion anterior no permite contestar sobre la velocidad en un momento
determinado, es decir, preguntar acerca de un posible limite para el cociente
conforme 4 -> 0. Limite que es la derivada de la funcion y que en el problema del
gato representa |a velocidad instantanea en el tiempo t.

Se presupone la existencia de la derivada de la funcién en cada momento, y se
obtiene una nueva funcién f'() que proporciona la velocidad instantanea como

una funcién del tiempo (id., p. 143). La funcion f*() es parte de la presentacion
que hacen los autores mencionados, de !a cual, en un principio, no se tiene una
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base factual para demostrar su existencia que permita calcular sus valores. Pero
posteriormente exploran las consecuencias de tal suposicion.

La interpretacion de la derivada en relacion a la tangente no es Util para la
discusidén del movimiento del gato, en cambio el centro se encuentra en la
velocidad del movimiento, de modo que puedan convencer directamente a los que
s@ inician en el gstudio del calculo.

En esa linea Speiser y Walter ilustran la exploracion con las funciones sen(t) y
e’. Su argumento grafico se apoya en la graficacién secuenciada de f£(s) ;

fU+hn); fa+n)~10) y f(Hh;);f(‘).

ocurridos entre las graficas correspondientes. Un punto muy favorable es la
explicacién de los efectos de las operaciones con las funciones en sus graficas
pues resultan faciles de explicarse y es un punto de vista muy favorable para la

f(t+12~f(t) f'(t).

Y la comparacién de fos cambios

relacion entre las graficas de

Los ejemplos discutidos por Speiser y Walter revelan, como elios reconocen, la
geometria que subyace al cociente de diferencias.

2.4.5 Obstaculos epistemolégicos y cognitivos gn el aprendizaje de la derivada

Orton (1983) encontré que algunas dificultades experimentadas por los
estudiantes de calculo elemental eran de tipo algebraico, muy comunes, hecho que
explica en parte que las dificuitades de los alumnos para aprender conceptos de
calculo tienen que ver mas con los aspectos procedurales que con la comprensién
misma de los conceptos.

Estas dificultades obstruyen el avance en la comprension y de alguna manera se
convierten en obstaculos. Por ejemplo, Orton (id., p. 237) encontr6 que los
estudiantes fueron incapaces de establecer que una secante -al aproximar uno de
los puntos de interseccion a otro sobre una curva - se convertia eventualmente en
una tangente, a pesar de los considerables esfuerzos hechos a través del
cuestionamiento en entrevista para que describieran con mayor detalle 1o que le
sucedia a la secante. Orton encontré mucha confusion respecto a si los
estudiantes ignoraban a la secante, puesto que parecia que muchos de eilos sélo
enfocaban su atencion en la cuerda con los extremos sobre los puntos de
interseccion con la curva, a pesar de que tanto el diagrama que se les proporciond
como durante la explicacion se hizo el esfuerzo para relacionaria con la tangente.
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En un enfoque usual de la derivada, los estudiantes, en opinion de Orton (1983)
podrian necesitar considerable ayuda para entender a la tangente como un Iimite
del conjunto de secantes.

El calculo basico del gradiente o razén de cambio instantaneo de una grafica
depende de la obtencién de una diferencia de los valores de la funcion con
respecto a una diferencia, la mayor de las veces unitaria, de los valores de la
variable, En el caso de una linea recta esta razdén puede obtenerse facilmente,
dado que cualquier tridngulo rectangulo con hipotenusa sobre esa recta,
proporciona con sus catetos un representacion de la diferencia en los valores de
la funcién y en los de la variable. Ei cociente de ambas diferencias da la rapidez
de cambio {promedio), es una regla simple e importante para obtener la razon de
cambio, por lo que los estudiantes, coincidiendo con Orton (op.cit., p. 238},
deberfan conocer antes de iniciar el estudio del calculo.

La recomendacidn anterior orientdé ia elaboraciéon de la guia didactica {ver el
capitulo 3 y el anexo 1}, porque noc sélo se busca ver las regularidades en {as
respuestas de los estudiantes a preguntas relacionadas con los conceptos de
cambio y razén de cambio respecto a sus representaciones, sino indagar de
manera méas profunda sobre 1a forma en cémo relacionan los conceptos {imagenes)
para explicar las respuestas argumentativas y no solamente selectivas que se les
demandan en los instrumentos de este estudio,

Es claro que, en el estudio que reporta Orton (1983), el concepto de
proporcionalidad esta presente, es decir, el estudiante debe aceptar que la razén
entre la funciébn y la variable es la misma para cualquier tridangulo rectangulo,
siempre y cuando la hipotenusa de ese triangulo rectangulo permanezca sobre la
recta en cuestion. En términos generales Orton (ib., p. 238), no enconiré que para
una gran cantidad de los estudiantes fuera una regla elemental la razén entre las
diferencias de la funcién respecto a las diferencias de la variable, ya se tratara de
una recta o de una curva.

Orton utilizé la clasificacion propuesta por Donaison (1963, citado por Orton,
1983, 236) de los errores de los estudiantes al responder preguntas sobre razédn
de cambio promedio e instantanec de una funcién y encontré que para el item de
la figura 9, no obstante de que muchos errores eran ejecutivos, hubo también
interpretaciones erréneas que dieron lugar a problemas de tipo estructural (Orton,
op.cit., p. 238).
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TAREA D1 (ltem 29)
La grafica de y para una cierla ecuacion, de x=0 a x=6 , se muestra abajo.

(Cual es la razén ds cambio promedio de y con respecto a x,

{vi) ¢ De A a B?
{vi) ¢4De B aE?
{vill) ¢De A aJ?

FIGURA 8.- Razén de cambio promedio
(tomado de Orton, 1983, p. 248)

Una manera de explicar algunas de las dificuitades que muestran los estudiantes
puede apoyarse en la nocién de conflicto cognitivo (Cornu, 1991, p. 155).
Porque cuando el estudiante enfrenta una variedad de concepciones espontaneas’
con su crecimiento consciente de! formalismo facilmente puede suceder que
sostenga ideas contradictorias simultaneamente, llevandolo a una imagen
conceptual global que contiene factores de conflicto potencial. Tall y Vinner
(1981, p. 153) llaman factor potencial de conflicto a una parte de la imagen
conceptual o de la definicion conceptual que puede estar en conflicto con otra
parte de la misma, respectivamente. Tales factores necesitan no ser evocados en
las circunstancias con las que causan un conflicto cognitivo, no obstante, si ellos
- son evocados los factores concernientes serdn entonces flamados factores de
conflicto cognitivo.

Los modelos que un estudiante se forma en relacidén a sus concepciones
espontaneas influyen en la manera en que resuelven problemas. Asi, en [as etapas
iniciales del aprendizaje, las concepciones espontaneas entran en conflicto con ia
definicién formal de los conceptos. Los tres tipos de obstaculos cognitivos que
Cornu distingue son: genéticos y psicolégicos, que ocurren como resultado del
desarrolio personal del estudiante; diddcticos, debidos a la naturaleza de Ia
ensefianza 'y el profesor; y, epistemoiégicos, debidos a la naturaleza de los
conceptos matematicos por si mismos.

* Concepciones de una idea que ocurren antes de !a ensefianza formal (Cornu, 1991, p. 154).
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2.5 Tecnologia en la Educacién Matematica

El uso de la computadora como medio en la educacién obedece a varias lineas
principales: juegos, tutoriales, manipuladores simbélicos y simulaciones. En el
primer caso, los juegos, la meta curricular es ensefiar la conducta de un conjunto
de funciones o clases de funciones dadas basada en puntos de vista numéricos o
graficos, o ambos (Kaput, 1992, p. 519). Un ejemplo de este tipo es “Guess my
rule” (*encuentra mi regla”, Barclay, 1985; citado por Kaput, ib.), en el que los
estudiantes deben adivinar la regla de correspondencia de una funcion escogida al
azar o de una lista creada por el profesor, de modo que cuando introducen un
valor del dominio, la computadora les regresa la imagen, ya sea en forma
numerica como un arreglo tabular o en una grafica cartesiana,

Los tutoriales est&n relacionados con los intentos iniciales de la instruccién
asistida por computadora (CAl, siglas en inglés), para los que se selecciona un
contenido educacional, se simula una relacién del tipo tutor-tutoreado en la
computadora, y su disefio esta basado en ia estructura de lo que se ensefla y en
suposiciones acerca del que aprende y sobre la forma apropiada de interaccion
(id.). Los primeros tutoriales de matematicas tendieron a basarse en la enseflanza
de la manipulacion sintacticamente generada de sistemas de notacidn estandares.
Los disefiadores de tutoriales adoptaron sin modificacién los sistemas
tradicionales de ensefianza rutinaria y simplemente transfirieron esas condiciones
al nuevo medio proporcionado por la capacidad de interaccion de la computadora
(id).

El enfoque del CAl cambidé muy poco los contenidos curriculares y la pedagogla, la
Unica diferencia era la naturaleza impersonal de la retroalimentacién a la cual se
le reconoce dos aspectos positivos: la privacidad de la interaccién y la paciencia
de los sistemas de retroalimentacién (Bark y Franklin, 1979; citado por Kaput,
1992, p. 520).

Los manipuladores simbélicos son herramientas poderosas pero que como sucede
con cualquier herramienta, sélo se pueden usar a toda su capacidad cuando el que
las usa sabe como hacerlo (Dubinsky y Tall, ib., p. 236). Los manipuladores
simbélicos estan pensados mas para hacer mateméatica que para aprender
matematicas. De ahf que “..estdn mejor diseflados para el experto que para e!
novato...” {id., p. 242),

En las simulaciones Kaput distingue dos tipos, una que se ejecuta a la par del
sistema que se modela, en donde puede comprobarse empiricamente por medicién
y comparar con el sistema modetado. Y un segundo tipo de simulacién se usa
cuando las escalas espaciales o temporales no permiten la comprobacién directa
de la simufacién que se estd modelando, como en el caso de los modelos del
sistema planetario y del movimiento molecular. Estas simulaciones son modelos
concretos de modelos mas abstractos.
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Las simulaciones requieren de computadoras mucho mas potentes que los
programas del tipo CAl, porque se necesita que tanto las cantidades como sus
relaciones en los modelos puedan representarse graficamente. Con el surgimiento
de las graficas (bit-mapped ¢ en las computadoras personales se redujeron las
limitaciones para la simulacion de manera considerable.

L.as herramientas computacionales que se usan en educacion son de uso general,
varian ampliamente, desde hojas de caiculo, manipuladores simbodlicos, utilerias
graficas, programas estadisticos y de modelacion de datos, programas de bases
de datos, procesadores de palabras y calculadoras avanzadas. Todas ellas son
herramientas de propésito general que se crean fuera de la educacuén y que se
adaptan a propésitos educativos particulares.

Las herramientas de proposito particular o especifico tienden a ser mas
sofisticadas, y se ha llegado a construir una nueva habilidad de los sistemas
computacionales en los que se transfieren datos de un sistema a otro. Por ejemplo
entre las hojas de calculo y ambientes de trabajo; entre procesadores de palabras
y hojas de calculo; entre calculadoras avanzadas y procesadores de palabras.

Las computadoras hacen herramientas a su vez, y elaboran medios para construir,
como por ejemplo los ienguajes LOGO o BASIC. Los ambientes de trabajo como
MAPLE o MATHEMATICA son potentes conjuntos de herramientas matematicas y
al mismo tiempo son herramientas para producir micromundos.

Con todas las ventajas computacionales que se tienen ahora, se plantea la
necesidad de “...desarrollar software que ayude al estudiante a conceptualizar
ideas matematicas...” (Dubinsky y Tall, 1991, p. 234). La siguiente metafora
resume 1o que estd sucediendo con el desarrolio tecnoldgico en relacién a su
impacto con la educacién matematica:

Cualquiera que intente describir los roles de la tecnologia en la educacion
matematica se enfrenta a una situacién anédloga a la de describir un nueve volcan
activo -la montafta matematica esta cambiando ante nuestros ojos... (Kaput, 1992,
p. 515).

El impacto es en muchas direcciones, en lo que a nosotros respecta, nos afecta en
cuanto a saber qué matematicas son aprendibles y susceptibles de ensefiarse, y
como ensefartas . El uso de la tecnologia no sélo tiene limitaciones técnicas, en
buena medida, depende de la imaginacién humana para usarla y también de los
habitos y de las estructuras sociales (id.). La computadora puede usarse para
“..suministrar la correspondencia entre !as notaciones inmediatas, explicitas y
notorias, donde las contrapartes de las acciones comprendidas en una notacién

8 En una computadora, una grafica del tipo “bit-mapped” es aquella an la que ol desplisgue ests
controlado por un pixel a un tiempo.
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pueden exhibirse en otras notaciones, en forma independiente del tiempo.” (Kaput,
1989, p. 177).

2.5.1 Recursos representacionales de la tecnologia

Una de las preocupaciones de este estudio tiene que ver con identificar las formas
del aprendizaje en términos de cognicion, de las conexiones internas entre las
representaciones mentales de los conceptos, cuando algunas de Ias
representaciones externas correspondientes las genera el alumno en calculadoras
avanzadas durante la solucidon a cuestiones en las que se demanda o no en forma
explicita su uso.

Este enfoque es el resultado de examinar detenidamente cédmo algunos medios
electrénicos pueden usarse para representar ideas y procesos matematicos
(Kaput, 1992, p. 516), y como evaluar la eficiencia o ineficiencia de los mismos.
Por ejemplo para el concepto de funcion Goldenberg dice:

... Muitiples representaciones conectadas incrementan la redundancia y de ahi que
puedan reducirse las ambiglledades que podrian ser inherentes a cualquier
representacién individual. Las expresiones algebraicas especifican las relaciones
exactas, pero no dan ejemplos individuales, ni una visibn completa {visual gestalt).
Las graficas proporcionan una gestait dentro de los limites de la grafica pero dejan
detalles precisos no claros. Las tablas proporcionan sjemplos del mapeoc pero no
especifican su naturaleza... Decimos de otro modo, que cada representacion bien
escogida ve a la funciéon desde una perspectiva particular que captura bien algunos
aspeclos de la funcion, pero deja otros menos claros... consideradas todas,
deberfan mejorar |a fidelidad de todo el mensaje. (Goldenberg, 1987, p. 197)

Para este estudio interesa destacar algunas de las principales capacidades de
representacion de las computadoras, de manera especial la produccion rapida y
secuenciada de graficas, el despliegue de arreglos tabulares organizados
conforme a las escalas de los ejes correspondientes en las graficas. Las
posibilidades de procesar estadisticamente datos asociados a fendmenos de
variacion y, la capacidad de programacidn para la reproduccion sistematica y
productiva de algoritmos.

También es importante sedalar la capacidad interactiva’ de algunos recursos
computacionales entre ellos a las calculadoras avanzadas, en el sentido de que
difieren de los medios inertes porque producen reacciones fisicas a las acciones
emprendidas sobre ellas, por ejemplo oprimir {as tecla ZOOM o TRACE producen
efectos sobre el punto de vista de la grafica, en el primer caso; exhibicién de mas
informacion en la pantalla y la presencia del cursor (presencia intermitente de un

T Kaput distingue entre un medio inerte y uno interactivo por fa capacidad dsl Gltimo para
responder fisicaments a los “inputs” {1994, p. 380).
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asterisco), con el que se puede recorrer la grafica, de acuerdo a las indicaciones
del usuario (acciones del usuario).

Los recursos representacionales de una computadora permiten modelar desde un
punto o varios puntos de vista fendémenos de movimiento, como por ejemplo la
elongacién de un resorte por efecto de diversos pesos, o el movimiento de
oscilacidn del resorte por medio de una funcién expresada en uno 0 mas sistemas
de representacién (Kaput, 1994b, p. 381).

Las alternativas denominadas laboratorios basados en microcomputadoras MBL -
Microcomputer-Based laboratory Equipment- facilitan enormemente “.. el
desarrollo del entendimiento de las relaciones entre los cambios en una situacion
S y los cambios en el modelo B por el soporte rdpido de prueba de hipotesis...”
(Kaput, id., p. 389), referido al esquema de a Figura 10.

Integracion de las estructuras

de conocimiento
foncepcién del cambio - : Concepcion del cambio}

en el sistema A en el sistema B

Coordinacion de los

cambios
Sistema A Sistema B
Al A2 <_"__*'"‘__—_'""'> B1 B 2
cambio Enlace fisico ? cambio

Figura 10.- Enlaces al nivel de acciones {tomado de Kaput, 1994b, p. 389)

Con referencia 2 la figura 10, Kaput argumenta:

... Por ejemplo, el modelo subyacente podria ser una funcidén lineal representada
en una tabla de datos numéricos asi como una grafica de coordenadas. En esis
caso, el Modelo B se reemplaza por un grupo de reprasentaciones, eniazadas
quizés una con otra, como una unidad, que representa a A... Mas adn, ... ol caso
de que la actual situacion que va a ser modelada no esté presente , sino mas
blen, solo el texto estd disponible, y el modelador debe conceptualizar la situacion,
para la cual, el texto es una representacidn indirecta que combina procesamienio
de comprensién con el conocimiento previo de tales situaciones. Conforme el
modeio se desarrolla, el texto se vuelve menos que un intermediario, y el modelo
mental basado en las representaciones matematicas viene a relacionarse mas
directamente a las conceptualizaciones de {a situacion (la flecha superior en el
diagrama). (Kaput, 1994b, p. 390)
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Los MBL estan pensados para la simulaciéon de fendmenos de movimiento y
trabajan conforme a la Figura 11.

Integracion més madura Modelo mental complejo del
Modelo mental

dela \

/
N [ Procesamiento A/I

modelo mental de la sitvacion

situacion

y comprension
del texto

y MODELQ TOTAL

-~

iJ

Textode la Tabla 7
dCSC?anI.én dcla Modelo
situacion
abstacto Gréfica?

Algebra?

K btra descﬁpcién‘%

Figura 11.- El “modslo total” de representacionss (tomado de Kaput, 1994b, p. 390)

i

La simulacién en los laboratorios basados en microcomputadoras (MBL) se vale de
representaciones figurales, graficas, tabulares y simbdlicas para la exploracién
sobre fendémenos de movimiento, Las acciones en la computadora estan orientadas
a favorecer la correspondencia fisica entre las distintas representaciones, lo cual
podria redundar en una ganancia de conocimiento conceptual y procedural de la
derivada y la integral, muy relacionados. Pero hay que estar alerta, porque, el
considerar soluciones simples y superficiales puede dar lugar a errores
conceptuales y conflictos cognitivos (Dubinsky y Tall, op.cit., p. 236).

Si se pretende que el estudiante reconstruya su conocimiento enfrentandose con
los radicalmente nuevos conceptos de las matematicas avanzadas, entre los
cuales se encuentran: derivada, integral, limite, continuidad, etc., es preciso que
el estudiante gane en experiencia sobre como funcionan las ideas y que los
educadores reflexionemos activamente sobre los cambios cognitivos requeridos
para que integre este nuevo conocimiento en una estructura menial mas apropiada
(id.).
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La computadora parece ofrecer muchas potencialidades para el aprendizaje del
céalculo, sin embargo en las condiciones de nuestras escuelas de nivel medio
superior, no es una alternativa generalizada a corto plazo, en cambio hay mas
posibilidades para utilizar calculadoras avanzadas en las aulas de mateméaticas.

2.6.2 Calculadoras avanzadas y el aprendizaje de la derivada

Tradicionalmente la ensefianza de! calculo diferencial e integral ha estado
apoyada en el uso de representaciones estaticas, a pesar de que su objetivo es el
estudio de fendémenos dindmicos. Pero, a raiz del desarrollo de [0S recursos
computacionaies de hoy dia, es posible disponer de software con el que se
generen diversos tipos de graficas, cartesianas en particular. O bien, se elaboren
calculos aritméticos y se ejecuten las operaciones aritméticas que intervienen en
los algoritmos conocidos (solucién de ecuaciones, aproximacién de raices,
evaluacion de funciones, evaluacién de derivadas e integrales, etc.}, por medio de
programas.

Las calculadoras avanzadas disponen de utilerias de graficacion, programacion,
calculo numérico, funciones especiales, recursos estadisticos, posibilidades de
comunicacién entre calculadoras y computadoras, despliegue en pantalias
adecuadas para el aula que facilitan la discusion grupal con un dispositivo
denominado view screen, el cual es también un valioso instrumento para la
observacién del trabajo del alumno, por parte de los demas integrantes de la clase
o del investigador, pues permite observar las estrategias de solucién manteniendo
un cierto grado de privacidad para trabajar con ese instrumento {ver disefio de la
Investigacion, seccién 3.1, y el proceso didactico, seccién 3.5).

El uso de computadoras y calculadoras avanzadas en la educacién matematica
requlere discutir una estrategia general que proporcione una vision amplia de los
cambios que se estan produciendo en las complejas relaciones escolares, desde
los efectos en el curriculo, las formas de conducir la clase de matematicas hasta
las formas de evaluar el desempefo del alumno en las diversas situaciones que
genera el uso de tecnologia en el aula, Desde luego se ve la necesidad de indagar
dénde es pertinente el uso de ios recursos electronicos dinamicos o el uso de
medios estaticos tradicionales, para lo cual es indispensable preguntarse ... qué
estamos tratando de ensefiar y como...” (Dubinsky y Tall, 1991, p. 242).

Una manera de estimular y ayudar al estudiante en la construccion de su
conocimiento es proporcionéndole software rico que incorpore poderosas ideas
matematicas de modo que el estudiante las pueda manejar y reflexionar en ellas
(Dubinsky y Tall, ib., p. 235).

Otra forma que proponen Dubinsky y Tail es haciendo que el alumno construya
programas matematicos en un lenguaje de computacion disefiado para que el acto
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de programar sea simultinec a la construccién mental de los procesos
matematicos subyacentes (id.).

Ambas posiciones pueden adecuarse a las posibilidades de las calculadoras
avanzadas. En el primer caso se requiere de gulas didacticas y programas
bastante simples pero ricos, conceptualmente hablando, que favorezcan la
reflexion del alumno. Y en el segundo caso, el alumno elabora 0 mejora programas
que resuelvan problemas concretos, en lenguaje BASIC.

En un sentido muy general coincidimos con Kaput cuando dice que “[l]a
estructuracion de la experiencia es la esencia de cualquier tipo de educacién... En
matematicas, empezamos por estructurar la accién fisica...”, lo cual explica en
parte su afirmacién de que “Imjuchas de las dificultades del estudiante pueden
atribuirse a los intentos para apoyar bastante su desempefio en los aspectos
fisicos de los sistemas en ausencia de las estructuras conceptuales necesarias.”
(Kaput, 1994b, p. 385).

El uso de la calculadora avanzada para promover el aprendizaje de la derivada
esta pensado para desarrollar el entendimiento y la integracién, a la estructura
conceptual, de las relaciones entre las representaciones mentales
correspondientes a representaciones externas de los conceptos asociados a la
derivada y a la derivada misma.

En este estudio se utilizaron representaciones discursiva (texto), grafica,
numerica, simbdlica (algebraica) y tablas (arreglos tabulares), de los conceptos de
cambio, razén de cambio, razén de cambio instantaneo, velocidad, secante,
tangente, entre otros. Dichas representaciones fueron producidas en materiales
impresos -por el investigador y el estudiante-, en calculadoras avanzadas
producidas por el estudiante al responder por escrito y en entrevista, cuestiones
especialmente disefadas para indagar sobre las conexiones entre las
representaciones mencionadas.

Una hipotesis de trabajo que orientd la investigacion se resume por la idea “...
[ulno nunca debe olvidar que una accién particular es una personificaciéon o una
ifustracion de una relacién general solo para quien ya tiene cognitivamente
[hablando] esa relacién. Para quien no es asl, es sélo una accién mas.” (Kaput,
1994b, p. 394).

Otro supuesto del estudio es que la computadora o la calculadora avanzada

pueden ayudar a proporcionar experiencias ricas al estudiante para construir
conocimiento conceptual y procedural, en torno a la derivada,
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CAPITULO 3 METODOLOGIA

Introduccion

El presente capitulo se ocupa, en una primera seccién, del disefio metodolégico
del estudio y de su pertinencia de acuerdo a las cuestiones de investigacion; en
segundo lugar, se enlistan algunos criterios de confiabilidad y del cumplimiento de
los mismos. En tercer lugar, se explica la seleccion de los participantes. En la
cuarta seccién, se presenta el proceso didactico que se siguié durante la
indagacién en el aula . La quinta seccion se ocupa de la descripcion de los
instrumentos del estudio y la forma como se elaboraron. Por ultimo, la sexta
seccion se refiere al procedimiento de recoleccidn, organizacion y analisis de los
datos, y 1a presentacioén de los resultados.

3.1 Disefio Metodologico

Este estudio tiene la finalidad de indagar sobre el razonamiento visual desde el
punto de vista de los procesos cognoscitivos que tienen lugar en el estudiante
cuando la ensefianza de la matematica se vale de diversas representaciones
respecto a un topico fundamental, la derivada. Al respecto, las cuestiones de
investigacion se refieren a si existe o no evidencia de la integracion cognitiva
entre dos 0 mas representaciones de los conceptos relacionados con la derivada
y qué relacion guarda dicha integracidn con fas actividades de aprendizaje.

{.a investigacion, por tanto, requiridé un cierto grado de profundidad y condiciones
naturales (aprendizaje escolar) de desarrollo, de ahi que un paradigma naturalista
(Lincoln y Guba, 1985) de indagacion se considers pertinente para ia construccion
holistica de esa realidad, y se reconoce que:

e Los valores del investigador y el paradigma seleccionado influyen en el
planteamiento de las cuestiones de investigacion y las hipétesis de
trabajo, y

e La investigacién y la interpretacién de los hallazgos estan influenciadas
también por el marco tedrico utilizado para realizar la colecciéon y el
analisis de los datos.

Qtra influencia en el estudio es el contexto, es decir, los alumnos como elementos

de un grupo social especifico, el programa de estudio, el profesor, los recursos
materiales en el auia, etc.
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3.2, Confiabilidad

En los estudios cualitativos se ha convenido en ilustrar de manera general las
afirmaciones y aseveraciones por medio de muestras de episodios (Atkinson,
Delamont y Hammersley, 1988; Taylor y Boydan, 1984; citados por Cobb y
Whitenack, 1996, p. 225); sin embargo, las consideraciones siguientes contribuyen
a lo razonable y justificable del analisis desarroliado.

s« El conjunto de datos se analiza sistematicamente probando conjeturas
provisionales a través del primer nivel analitico de las respuestas escritas (ver
seccion 3.6) que da lugar a los protocolos de las entrevistas con los cuales se
producen interpretaciones y conjeturas iniciales. Este punto da cuenta de la
construccion empirica.

¢ Otra consideracién que eleva el nivel de credibilidad del anéalisis estriba en la
prolongada permanencia det investigador con los participantes del estudio
{Lincoln y Guba, 1985), es decir, la experiencia de observar e interactuar con
los participantes provee una fuente de primera mano y ésta es una
interiorizaciéon crucial cuando se intenta dar una explicacién de su actividad (la
correspondencia fisica entre las representaciones).

e Una tercera consideracion consiste de las criticas de investigadores cercanos
al estudio (Martinez y Campos) pero que no estan familiarizados con los
participantes y por eso es que tienen capacidad de ofrecer interpretaciones
alternativas a las suposiciones aparentemente autoevidentes y las
abrogaciones.

3.3  Los Participantes

E! estudio se realizé con alumnos de una clase de matematicas del bachillerato de
la UNAM, ciclo escolar 96, area fisico-matematicas, pertenecientes a un nivel
socioecondmico medio y cuyas edades fluctuaban entre 16 y 18 aftos. El acceso a
esa clase se dié por el hecho de que el investigador era el profesor de la
asignatura (p. 1).

Al inicio de la fase principal del estudio, durante las tres primeras sesiones, se
trabajé con todos los miembros de la clase (43 alumnos) durante el horario
asignado (jueves 7:00-7:50 y viernes de 7:00-8:40), agrupados en ocho equipos
que los alumnos formaron de acuerdo a sus preferencias, respetandose asi, en o
posible, condiciones de negociacién y decisién naturales (Webb, 1982; Cobb y
Wood, 1991; citados por Cobb y Whitenack, 1996, p. 215). Pero después de
valorar las tres primeras sesiones y en especial debido a la imposibilidad de
obtener registros comprensibles de las audio y videograbaciones, porque l0s
dialogos y discusiones de los alumnos no se podian entender, se decidi6 estudiar
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a dos equipos por separado. La eleccion de los equipos participantes se hizo en
funcién de su disposicién para cooperar con ¢l estudio y por su disponibilidad de
tiempo para ello. Los integrantes de los dos equipos en estudio fueron Mirelle,
Viridiana, Diana y Andrea del primer equipo y Luke, Fernando, Roky, Omega vy
Rafael del segundo equipo, cuyos nombre sustituyen a los verdaderos y fueron
elegidos por cada participante. Andrea y Luke no permanecieron en todo el
tratamiento experimental y por ello no se les Incluye en los resultados y la
discusion.

Cada equipo trabajé en el horario acordado -equipo 1 los jueves 10:20-11:10 y
viernes de 7:00-7:50; equipo 2 los jueves 9:30-10:20 y los martes de 7:00-7:50
horas, en las condiciones descritas en el proceso didactico.

3.4, Proceso Didactico

El tratamiento experimental se desarrollé en doce sesiones de clase cuya
metodologia consistid del trabajo en pequefios grupos -cuatro o cinco alumnos-
conducido por la primera parte de la guia didactica (ver instrumentos) durante las
primeras diez sesiones. En las restantes dos sesiones los participantes trabajaron
en forma individual con la segunda parte de la guia. En una semana se llevaron a
cabo dos sesiones; la primera y tercera sesiones duraron cerca de 65 minutos, y
las restantes sesiones tuvieron una duracién de 40 minutos cada una.

El aula considerada como un contexto de interaccion social (Campos y Gaspar,
1995; Bloome, 1992) es un salén de 5.80 por 7.50 metros, caon pupitres
individuales que se colocan en circulo. El escenario a partir de la cuarta sesion se
ilustra en el esquema 1.

oo S
v G0 GO @
G G

GO s
Participantes Recursos movibles Referencias ambientales
A alumno C cdmara de video 1 pizarron (pantatia)
O observador (posiciones E escritorio 2 ventana

alternativas)
G grabadora de audio 3 entrada
V view-screen

Esquema 1.- Aula
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Para el disefio del proceso didactico conducide por la gula didactica {véase
instrumentos, seccién 3.5) se tomé en cuenta que “... [l]a interaccion de pares,
como contexto de conversacion entre los que aprenden, involucra tanto aspectos
cooperativos como individuales; co-operativo porque, al definir referencias, los
estudiantes se esfuerzan a trabajar juntos para asegurarse de que reconocen el
referente correcto, e individual porque, en su turno, cada participante puede
desarrollar su propia perspectiva.” (Amigues, 1990, p. 29)

Los recursos tecnoldgicos que se usaron en el aula durante todas las sesiones
fueron una calculadora avanzada o graficadora con dispositivo para view-screen,
pantalla, video grabadora y grabadora de audio. Las actividades del investigador-
profesor consistieron de la colocacion del equipo de videograbacién momentos
antes de iniciar cada sesion; distribucion de los materiales didacticos; grabacion
de las preguntas y respuestas que se le piantearon por su cardcter de conductor
del proceso didactico y observacion de las sesiones.

A partir de la cuarta sesién se observaron uUnicamente a los dos equipos
participantes (véase la seccion 3.3) y las actividades del investigador-profesor se
centraron mas en la observacion de la discusion y actividad de los integrantes de
cada equipo.

Durante la videograbacién de las doce sesiones del proceso didactico el view-
screen de la calculadora resulté ser un instrumento muy valioso para la
observacion de las acciones de los aiumnos con la calculadora, durante la
discusian y el trabajo al interior de cada equipo, asi como durante las entrevistas,
porque cuando los alumnos usaron la calculadora con el dispositivo para el view-
screen el investigador podia observar en la pantalla las acciones de los alumnos
manteniendo una distancia que favorecié el trabajo independiente y un cierto nivel
de privacidad que no es posible tener cuando el investigador permanece junto al
alumno observando sus acciones en su calculadora.

3.5. Instrumentos
Los instrumentos del estudio fueron:

» Una guia didactica: 1. Reaccién quimica. 2, Trayectoria del agua (anexo 1).
» Observaciones semiestructuradas (formato de observacion, anexo 2), y
« Protocolos de entrevistas (basados en los mismos items de ia guia, anexo 3).

La guia didactica se disefi6 para indagar sobre ia integracion cognitiva entre dos o
mas representaciones internas de los conceptos relacionados con el concepto de
derivada a partir de las correspondencias que el alumno establece entre las
representaciones externas. Y, para conducir el aprendizaje de la derivada basado
en representaciones discursivas (D), graficas (G), numéricas (N), simbélicas o
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algebraicas (S} y tabulares (T), véase la pagina 28. Las representaciones graficas
y tabulares se generaron principaimente en calculadoras avanzadas. Los recursos
de las calculadoras avanzadas utilizados para la realizacion de las actividades y
la solucion a las cuestiones contenidas en la gula didactica incluyen graficacion,
célculo numerico, presentacion de tablas de valores y programas especiaimente
disefados para algunas actividades. Una primera versién de esa guia didactica se
utilizé en un estudio piloto (Balderas, 1996a) cuyos resuitados y los del proceso
de validacién -con expertos en matematicas y educacién matematica y profesores
en enseflanza media superior (Balderas, 1995b,¢)- a que fue sometida, dieron
lugar al instrumento denominado en lo sucesivo guia didactica.

La gula didactica tiene dos partes, en la primera se estudia la cantidad de
sustancia producida en una reacciéon quimica a partir de una colecciéon de datos
presentados en un arreglo tabular. Este fendmeno esta planteado en libros de
texto basicos de calculo diferencial que se utilizan en la ensefianza formal de la
materia, a partir de una relacién funcional dada, entre las variables cantidad de
sustancia y tiempo transcurrido. La discusion matematica, usualmente, excluye la
referencia al contexto de la reaccién quimica y la construccidon de la relacion
funcional, tema que se trata en cursos de estadistica. Esa situacién no exige del
alumno una interpretacién de la covariacién entre la cantidad de sustancia
producida y el tiempo transcurrido, se ocupa mas de los aspectos algoritmicos.
Por lo que se disefid una presentacién, que sin ser la usual, resultara apropiada
para que el alumno mostrara flas correspondencias fisicas entre las
representaciones de los conceptos involucrados.

La segunda parte de la guifa ests dedicada al analisis de la trayectoria del agua
gue sale por una manguera, fenomeno de variacion propuesto por el profesor y
doctor Ridiger Schéfer, Universidad de Bremen (Alemania), como un modelo
cuadratico de variacion mas préximo al entorno del alumno. El disefio de las
actividades tuvo por objetivo documentar las correspondencias fisicas entre las
representaciones en estudio de manera individual, sin interacciéon entre los
participantes, para analizar las respuestas individuales. Esta parte se aplicd en
condiciones de examen, es decir, no se permitid la interaccién entre los
participantes. La finalidad de este cambio en el proceso didactico se justificd por
la necesidad de recabar datos que no estuvieran afectados por la interaccién.

El contenido de la guia didactica estad organizado como se ilustra en la tabla 1 (p.
76). El analisis de los dos fenémenos dindmicos antes citados se hace a lo largo
de doce secciones que contienen 18 actividades. Los items de la gufa didactica se
agrupan en nueve rubros que se denrominan conforme a conceptos organizadores
(Ausubel, 1973) los cuales proveen un contexto teméatico para la correspondencia
f(sica entre las representaciones en estudio. En la primera leccion se analiza una
coleccién discreta de pares de datos en cuanto a los cambios de las dos variables
involucradas, tiempo transcurrido y cantidad de sustancia producida en una
reaccion quimica.
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La segunda leccidén contiene una introduccion al concepto de velocidad promedio y
su relacion con la razén de cambio promedio. Se parte de una discusion grafica
para después utilizar el programa MODISCRE disefiado como puente entre el
manejo de datos discretos y el comportamiento continuoc de la cantidad de
sustancia producida, programa que permite hacer una aproximacién con
segmentos de recta.

La construccién de un modelo continuo que aproxime el comportamiento de la
cantidad de sustancia producida se hace en la tercera leccidon, con herramienta
algebraica. En la cuarta leccién se invierte el proceso de la leccién anterior, es
decir, se calculan con el modelo continuo las ordenadas de un par de puntos y la
velocidad promedio correspondiente; después se grafica lo conducente, En esta
leccion se introducen conceptos de aumento y disminucién en la variable
independiente asl como pendiente de una secante. En la parte final de la leccién
se insiste en el concepto de velocidad promedio en un intervalo y en la pendiente
de la secante a la grafica en cuestién,

La leccidn cinco contiene la parte medular de la construccion de! proceso de limite
involucrado en la derivada. La actividades se hacen en dos direcciones, una que
es construir una tabia que refleje el comportamiento del cursor acercandose a un
punto por ambos lados en términos de los valores del decremento o incremento A
y la otra, organizando los datos generados al ejecutar el programa DERIVADA
cuando se seleccionan valores de # cada vez menores. Ambas actividades
utilizan representaciones simbélicas, graficas y tabias.

La sexta leccion completa el analisis de las razones de cambio y las pendientes en
cuanto a la posicién de Ias secantes en las graficas, es decir, se estudia el
comportamiento de las secantes para los valores de A utilizados en la leccion
anterior. La parte final de esta leccion contiene dos (tems (1.8.15 y 1.8.16) a
manera de conclusion,

La séptima y Gltima leccién tiene dos propbsitos, uno es ver cémo cada
participante usa sus recursos representacionales en el contexto de un problema
de trayectoria. En segundo Jugar plantear la problematica de la direccion de la
trayectoria para observar si los participantes la relacionaban o no con la tangente.

Los Items se presentan en forma discursiva pero con referencia a otra u otras
representaciones en estudio; esta situacién exige una comprension de los
conceptos referidos y representados de maneras diversas por parte del alumno
que redunda en una exigencia o demanda potencial de representaciones (DR)
para el alumno. Algunos items piden explicaciones sin especificar o condicionar el
tipo de representaciones a utilizar, a fin de que el participante decida cual o
cuales representaciones usar pararesponder y de qué forma. En otros, se hace
explicita la representacién a usar en la respuesta. En la figura 12 (p. 78) se
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aprecia la estructura relacional entre los items y la demanda potencial de
representaciones (DR} de cada uno.

Cabe sefialar, que el hecho de que cada participante mostrase una determinada
representaciéon no significa que no posee otras, es mas, un supuesto fuerte del
estudio es que de cada concepto el estudiante posee una representacion mental
que expresa, a nivel externo, por una o mas de las representaciones socialmente
adquiridas, especiaimente en condiciones escolares.

3.6 Coleccion y Analisis de los Datos

Como se dijo en la seccion 3.1, las cuestiones de investigacion se refieren a si
existe 0 no evidencia de la integracidn cognitiva entre dos 0 méas representaciones
de fos conceptos retacionados c¢on la derivada y qué relacién guarda dicha
integracion con las actividades de aprendizaje. De ahi que las variables del
estudio fueron las conexiones entre las representaciones discursivas, graficas,
numéricas, simbodlicas y tabulares que muestran los alumnos al realizar
actividades de aprendizaje.

A fin de aproximar una respuesta a las cuestiones anteriores se estudio fa
organizaciéon conceptual del estudiante, respecto a los conceptos y refaciones que
los conectan, que estan presentes en ¢l material de aprendizaje y que se ofrecen
al estudiante. Las actividades principales de! estudio se desarrollaron conforme al
siguiente listado y su evolucion se aprecia en forma comparativa en el grafico.

ACTIVIDADES INICIO TERMIND DURACION
{meses)
A iDisefio de instrumentos ootubre 93 septiembre 94 11
B |Estudio exploratorio octubre 94 mayo 95 8
C | Adecuacién de los instrumentos anero 95 jupio 95 B
D Colecciéon de datos en: documentos, |octubre 95 enero 96 4
entrevisias y videograbaciones
E Analisis y discusién de datos noviambre 95 |noviembre 86 12
F Revision de ia literatura octubre 83 noviembre 96 37
o w0
' s
Desarrollo del estudio »
25 i)
2¢
t5 g—‘
10
5
0
A -] [+ 8] E F
octded
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Fuentes

Los datos provienen de las respuestas escritas a los Items de la guia didactica,
recolectadas en las 12 sesiones de clase descritas en el apartado 3.4, que
conformaron el tratamiento experimental, y de las transcripciones de las
entrevistas realizadas entre cinco o siete dlas después de las sesiones
correspondientes. Para elaborar este reporte, se realizé un muestreo selectivo de
los {tems que mostraron mayor relevancia para el andlisis de [as conexiones entre
las representaciones que se estudiaron. Los Items seleccionados fueron: 1.2.1,
1.2.3, 1.3.1, 1.4.3, 1.5.3, 1.5.4, 1.5.5, 1.7.1, 1.8.2, 1.8.3, 1.8.9, 1.8.10, 1.8.12,
1.8.18, 1.8.14, 1.8.15, 1.8.16, 2.2.p, 2.2.2, 2.2.7, 2.4.1 y242 que hacen un total
de 22 de los 44 que contiene la guia didactica.

Se llevé a cabo la triangulacién de la interpretacién con los participantes a traves
de entrevistas cuyos protocolos se disefiaron para constatar las interpretaciones
que dieron lugar a la construccién de las categorias abajo expuestas.

Andlisis

De acuerdo a los fines del estudio y en relaciéon a la organizacién conceptual se
tom6 en cuenta que "...para cualquier topico dado, cualquier persona tiene una
idea, alguna descripcién y aun, alguna explicacién por si misma, obtenida a traves
de los procesos culturales y la interaccién social.” (Campos y Gaspar, 1995, p. 8).

En el analisis de los datos se consideré que

*...los meacanismos de mediacién se definen mejor como estructuras
cognoscitivas que se codifican en lenguaje sblo de manera parcial y que, a
menudo, funcionan en el nivel de! conocimiento tacito." . "...es importante
destacar que cuando se piensa en una generatizacidon de esla manera, la
diversidad de los entornos escolares se convierte en una ganangia, no en
una pérdida: cuando la diversidad es drastica, el sujeto enfrenta {odo tipo de
novedades que esiimula su adapiacién; en consecuencia, las astructuras
cognoscitivas dsl sujeto se integran mas y se vuelven mdas diferenciadas.
Una vez que se enfrenta y adapta [a novedad, el sujeto tiene una percepcién
mas rica y, supvestamenle, actia de manera mas inteligente.” (Donmoyser,
1992, p. 8)

De ahi se establecié una hipotesis de trabajo en el sentido de que al ofrecer y
hacer que los alumnos posean amplios repertorios de esquemas se promueve |a
integracién entre las imagenes conceptuales de dos o mas representaciones. Lo
anterior sugirié un camino para analizar la integracién cognitiva (Goldin y Kaput,
1982) entre dos o mas representaciones mentales de los conceptos, de constatar
su presencia y dar cuenta de ellas de manera mas diferencial.
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Una concepcidn enriquecida de 1a integracion cognitiva (IC) permite obtener una
comprensiéon de ese proceso de manera tal que sea posible descubrir aspectos
distintos o diferentes angulos del proceso mismo. Por tanto y coincidiendo con
Donmoyer {(op.cit. , p. 81) se plantearon preguntas acerca de Ia tipicidad de la IC.
Para estudiar el proceso de IC se requirieron datos medianamente naturales, es
decir, descripciones con bajo nivel de inferencias, sobre el desempefio del
alumno y de sintesis de las transcripciones de entrevistas.

l.a observacion de la correspondencia fisica entre dos representaciones de los
conceptos involucrados en el estudio, en el contexto especifico de! aula de
matematicas y con el uso de tecnologia, que emplearon e interpretaron ios
alumnos, nos llevd al analisis de la IC mediante respuestas escritas y orales.

Respecto a las respuestas escritas y en el primer nivel de analisis se estudid la
organizaciéon conceptual. Campos y Gaspar (1995) proponen y utilizan el Modelo
de Analisis Proposicional (MAP) para identificar las principales ideas en una
organizacidon conceptual, la organizacién por si misma y su contenido conceptual
y ldgico (id, p. 10). Se detectd {a presencia y organizacion de 105 conceptos y
relaciones contenidos en las respuestas conforme al MAP. En primer lugar, se
identificaron los componentes linglisticos? de las respuestas escritas, se
conservaron los gue correspondian a conceptos y relaciones. Y después de una
primera lectura de las respuestas se precisaron los protocolos de las entrevistas,
en cuyas transcripciones también se identificaron los conceptos y relaciones.

En un segundo nivel se analizaron las correspondencias fisicas (Goldin y Kaput,
1992) entre las representaciones utilizadas por los participantes en sus
respuestas a los items de los materiales y de los protocolos, con la finalidad de
dar cuenta de la integracion cognitiva entre las correspondientes imagenes

mentales.

El componente grafico del estudio de las representaciones y los procesos
cognoscitivos en el aprendizaje de matematicas, requirié ademas del analisis
semantico y sintactico del lenguaje comin vy simbélico, el analisis del
razonamiento visual (Tall y Vinner, 1981, Moses, 1982; Presmeg, 1986; Dubinsky y
Tafl, 1991; Thompson, 1994). Este dltimo analisis se realiz6 a través de las
manifestaciones escritas (textuales, graficas, simbdlicas y tabulares) que ocurren
a nivel externo tanto en las respuestas escritas como en las entrevistas.

En el tercer nivel de analisis se compar6 el contenido conceptual de la respuesta
con la expectativa conceptual que se tiene para cada item a fin de contextualizar
la respuesta. Las tablas 2 y 3 {p. 77) resumen los niveles y etapas del analisis.

7 Conceptos y relaciones, sustantivos y formas verhales principalmente.
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Categorias

Para documentar la correspondencia fisica entre las representaciones en estudio
(p. 28), se codificaron las representaciones de los conceptos que cada
participante utilizé en alguna de las categorias D, G, N, Sy T.

En esta etapa se dio la construccion de la categoria® "concepto representado en
ta forma X que alude a la representacion Y*, denotada por X — Y, a la que se
denomina conexién bidimensional, en el sentido de que se establece para dos
representacioness. Tanto X como Y son alguna de las cinco representaciones D,
G, N, S & T, pero diferentes, asl que, tedricamente, hay veinte conexiones
bidimensionales posibles.

Se usd la codificacion X — Y para las representaciones de los conceptos
conforme al tipo de representacion X utilizada por al alumno en su respuesta al
item y por la referencia indirecta que hace a otra representacién Y. El contexto
que permitié determinar el tipo de representacion y la referencia a otra fue el
material didactico y las acciones del participante con el mismo y con la
calculadora.

Por s{ misma !a codificacion X — Y da cuenta de una conexion entre dos
representaciones y sirve de base para la codificacion de las conexiones. Si
pensamos al conjunto de representaciones en estudio R={D,G,N,S, T} como un
conjunto de puntos y al conjunto de conexiones bidimensionales como formado por
“aristas” o ‘lineas” que van de un punto a otro, las configuraciones que se
obtienen para la respuesta a cada item las podemos considerar como digraficas10
(Harary, F., Norman, R., Cartwrigt, D., 1965, p. 9).

Digrafica que representa la configuracion de las conexiones
en la respuaesta a un item

Dicha configurapién es una digrafica definida sobre dos conjuntos finitos (las
representaciones y las conexiones) para los que se tienen dos funciones en el
conjunto de conexiones y con rango contenido en R, que definen el extremo

8 { as categorias son relaciones entre objelos particulares y modelos cognitivos, aslgnar un
objeto a una categoria es afirmar que una relacion tal existe (Neisser, 1987, p. 22, trad.)

9 Esta acepcion del término dimensional no se rofiere a la connotacion matematica.

10 Tarmino sugerido por G. Pélya (Harary, et.al., 1985, p. 2).
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inicial X y el final Y de la conexién X — Y. No usamos la notacion usual (XY)
para la conexién bidimensional porque X -> Y es una notacién mas cercana a la
referencia emplrica.

Los axiomas que satisfacen las digraficas son:

Ai : El conjunto R es finito y no vacio

Az : El conjunto de conexiones bidimensionales es finito

As: No hay conexiones bidimensionales distintas con los mismos puntos
inicial y final, es decir, no hay lineas paralelas.

A4 . No hay conexiones entre el mismo punto, es decir, no hay lazos.

E! uso de digraficas para estudiar las conexiones abre un campo vasto de
investigacion que no corresponde al alcance de este estudio, s6lo haremos
referencia a ciertas caracteristicas de las digraficas que permiten describir la
estructura representacional de los participantes. Algunas caracteristicas que
resultan particularmente interesantes son las configuraciones completas,
totalmente disconexas, y transitivas (Harary, ef.al., 1965, p. 12}, La primera
significa que existe al menos una conexién bidimensional entre cualquier par de
representaciones. La segunda indica que la respuesta del participante no contiene
conexiones bidimensionales. Y la tercera, informa sobre los saitos entre
conexiones bidimensionales cuando éstas se analizan en relacion a su secuencia
en la respuesta.

Una justificacion del uso de digraficas para las configuraciones de las conexiones
bidimensionales es que con ellas se estudian los patrones de relaciones entre
pares de representaciones y en este sentido porque “... pueden servir como
modelo matematico de las propiedades estructurales de [un] sistema empirico que
consiste de relaciones entre pares de elementos.” (id, p. 2).

Una interpretacion de las digraficas generadas por ias configuraciones de
conexiones bidimensionales estriba en la coordinacion entre los elementos
empiricos: “conceptos representados en una forma” y “relaciones o referencias
entre dos representaciones” ; y sus puntos D,G,N,S,T y las lineas dirigidas
(flechas).

Otra categoria esta formada por ias conexiones tridimensionales representadas
mediante un arreglo de tres letras distintas, de entre D, G, N, S y T (regiones
sombreadas), cuyo orden no es significativo y que denotan la presencia de una
relacién r entre dos conceptos representados en cualquiera de las fres siguientes
posibilidades: XY r X2Z 6 X=Y r YoZ § XY r ZoY

Las conexiones tridimensionales documentadas fueron diez : DGN, DGS, DGT,
DNS, DNT, DST, GNS, GNT, GST, NST.
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Las conexiones bidimensionales y tridimensionales permitieron indagar de manera
indirecta sobre la integracion cognitiva que el participante hizo entre las
representaciones estudiadas.

La respuesta escrita a cada item tiene una secuencia de conceptos que produce
una secuencia de representaciones que informa sobre qué tanto se refleja la
demanda potencial de representaciones, en qué proporciébn se usa cada
representacién y cudles tipos de conexiones tridimensionales contiene dicha
respuesta. Las graficas de las secuencias de representaciones y conexiones
bidimensionales, por cada item y participante facilitaron el analisis de las tres
cuestiones anteriores. Véase por ejemplo la siguiente grafica, que muestra la
secuencia de las representaciones bidimensionales presentadas en una respuesta
escrita.

REPRESENTACIONES

TT

. .

1 2 3 4 5 ] 7 8 L] 10
SECUENCIA

En el eje horizontal se registra la secuencia de los conceptos contenidos en la
respuesta escrita conforme a su orden de aparicion. En el eje vertical se registran
las representaciones en estudio ordenadas alfabéticamente para facilitar la
comparacidn de las secuencias de los participantes. Se denota por un pequefio
cuadrado la representacion X que usa el alumno para el concepto correspondiente
y por un circulo la representaciéon Y que alude, de este modo se logra una
presentacion secuenciada de las conexiones bidimensionales X—Y encontradas
en cada respuesta.

Organizacién de los datos

La organizacién de los datos se hizo conforme a las etapas enfistadas en las
Tablas 2y 3 (p. 77). A continuacién ilustramos el manejo de los datos de Roky
correspondientes al item 1.8.9. En primer lugar y al cabo de las primeras cuatro
etapas se elaboraron arreglos matriciales y mapas como se muestra en las
primeras cuatro columnas de |a tabla y en el mapa siguientes.
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Respuesta codificada en proposiciones, conceptos relaciones y conexiones de Roky.

item | Prop. . Conoeptos Relaciones Conexiones Conexiones
bidimensionales | tridimensionales
1.8.9}P¢ |Cq: pendiente Rq: se acerca 1. D-$§ DNS
Co: 8 2. N-»S, N-T
P2 |Cq: pendiente Ro: es 3. D-S8 DGS
Cai punto (1,12) 4, 56
Pq Cah Rj: = 5. 8T NST
Cg: 0 6. NS, NoT
Py R4: 0 sea
Rg: no hay
Cg: variacién Rg: de 7. D-§
Cy: tiempo Rg: ¥ 8. D-»8 DGS
R7: es
Cg: tangente Rg: toca 9. DG
Cg: recta 10. D=6

R R
Uy e TP @
P

4

Mapa proposicional de la respuesta escrita de Roky al item 1.8.9
@

En el mapa se denotaron mediante o&valos [0s conceptos representados
discursivamente, con circulos a los conceptos representados en forma numérica y
con rectanguios a los que estuvieron representados en forma simbélica. Para las
representaciones graficas y tabulares se ufilizaron rombos y triangulos
ragpectivamente. Los conceptos perienecientes a dos o mas proposiciones,
llamados conceptos nucleares {Campos y Gaspar, 1995), se identificaron
sombreando el area de la figura correspondiente.
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Finalmente, el analisis de los datos provenientes de las entrevistas se hizo en
ocho etapas y tres niveles (ver tabla 3, p. 77). De la transcripcion de las
entrevistas se seleccionaron las intervenciones de los alumnos y se analizaron de
manera similar a las respuestas escritas. Por ejemplo, el extracto de la entrevista
se codificé como se ilustra abajo, y el arreglo matricial correspondiente, que se
produjo al seleccionar las participaciones de Roky (4), y realizar las primeras
cuatro etapas del primer nivel de analisis aparece en la tabla de la pagina 75. Los
datos asi obtenidos sirvieron para cotejar las respuestas escritas, convirtiéndose
en un marco de interpretacion importante para el estudio.

Extraclo de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.8.9

Cod. Part Contenido Intervencién Acotaciones
simultdnea

189R001 I El 1.8.9, jcudl es la respuesta que
propones al 1.8.9?

189R002 A Lapendiente se acerca al 8... [lee su
respuesta
ascrita)

189R003 1 jAjal, aqui esta la conclusion,
¢coémo es que te das cuenta de
ella?, Lcomo es que la obtienes ?

189R004 A Mmm
189R005 ! Regresas a tu pagina 19 [de la guia,
relato)
189R006 A  Dice que la pendiente se acerca al 8
189R007 ! $i, 466mo sabes?, estas mirando tu A al8
tabla 4
189R008 A  Se supone que aqui es e! punto 1,12
¢no?, a no, es aca ,no?, aqui es I jajé!
cero X o5 1 y aqui e8 2, entonces en iajas
este punto la pendiente va a ser 8 I si
185Ro08 { ¢ Cémo te das cuenta que aqui es B?
189R010 A {Ah!, porque bueno asi de vista I si
° vamos que hacia arriba la pendiente I he
es 8.04 y hacia abajo es 7.96 mm
! mmha
189Ro11 I Ajal y entonces...
189R012 A Entonces estee.. en ese punio entre

0508 dos esta el 8

183R013 i Bueno, e! 8 lo propones muy bien,
oste... en el [tem.., después te dice
en el 1.8.10..., 4tu qué ma
contestas?
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Respuesta de Roky producida durante la entrevista codificada en proposiciones, conceptos,

relaclones y conexiones,
Cod. de Conexiones Conexiones
Ref. Prop. Conceptos Relaciones bidimensionales tridimensionales
189R002 | P4 C¢: pendiente Ry: se acerca (1. D—§ DNS
Cp 8 2. N->T, NS
188Ro08 | Py Ry se supone
Ca: aqul [x2,y2] Ra: o8 3. DT D8T
C4 punto 1,12 4, §-T
189R008 |Pq Cs: aqul {h] R4 @8 §, 8T NeT
Cg: cero 8. N=T
Cyix Rs: @8 7. 8
Cg: 1 Rg' v 8 N-»8 DN§
Co: aqul [x] Ry7: 8 9, D-8 DN§
Cep: 2 Rg: entonces 10, N=T, N—>8§
Rg: en
C4: punto [1,12] 11. DT
C4: pendiente Rip:vaaser |12, D8
Cop: 8 13. N»T, N»§ |DNS
189Ro10 | Py C44: de vista Rq4: vemos 14. D
Cqq: arriba 15. DT
Cq: pendiente Rqo: es 16, D8 DNS
C43: 8.04 Ry3'y 17. N7, N—>§& |DNT
Cq4: abajo Rqgq: €8 18. DT
Cys: 7.96 Ryg: entonces |19, No»T, NS |DNT
R1g: n
C4: punto {1,12] Rq7: entre 20. D-»T DNT
Cqg: dos [valores] |Rqg: esta 21. DS DST
Cp: 8 22. N—T, NS |[DNS
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Tabla 2.- Analisis de los datos provenientes de las respuesta escritas a 1os [tems contenidos
en la guia didactica

Nivel , Etapas
Organizacién 1. | Primera lectura analltica de las respuestas sescritas.
conceptual 2. | Codificaciédn en conceptos, relaclones, modificadores, coneotlvos,

y otros componentes de |a respueste,

3. | Categorlzacién en proposiclones, conceptos y relaclones (ver
polumnes 2, 3y 4, p. 73)

4, | Mapeo proposicional (ver mapa, p. 73),

Represeniaoién 6. | Codificacion de las representaciones que el participante utlliza
para los conceptos y laa conexiones entre ellas {ver columnas § vy
6, p. 73), Conflgureclén de cada respuesta relativa a las
representaciones y oonexiones que se estudian (digréfica de la

pagina 70).

8. |Comparacién entre |a demanda potencial de representaciones del
item y las representaciones utilizadas por sl participants.

Contenido 7. | Contenido conceptual de fa respuesta.

Tabla 3.- Anélisis de los datos provenientes de 1a entrevista

Nivel Etapas
Organlzacién 1, Transcripcion de las entrevistas (ver cuadro, p. 74).
conceptual 2. Selecclon de las intervenciones del participants.
3. Codificacién en  conceptos, relaciones, madificadores,
conectivos, y otros componentes de la respuasta.
4, Categorizacién en proposiciones, conceptos y relacionss (ver
columnas 2, 3y 4, p. 75).
5. Mapeo proposicional
Reprasentaclon |86, Codificacién de las representacicnes que el participante utiliza

para [os conceplos y fas conexiones enire ellas {ver columnas 5
y 6, p. 75). Configuracidbn de la respuesta relativa a las
representaciones y conexionss que se estudian (digrafica
correspondiente},

7. Comparacidn entre la demanda potencial de repressntaciones del
item y las representaciones utilizadas por el participante.

Contenido 8. Contenido conceptual de la respuesta.
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CAPITULO 4 RESULTADOS Y DISCUSION o
gSTA TEGS WY DEEE
Sl DE LA il 1EGA

Introduccion

En este capitulo presentamos los datos del estudio y la discusion de los mismos
de acuerdo con las fases del proceso analltico descritas en |a seccion 3.6 (p. 67).
Como ahf se dijo el andlisis se hizo con las respuestas escritas a los items
planteados en Ja gula didactica y con las respuestas obtenidas durante las
entrevistas.

En la primera seccion se ilustra el método de anélisis con la discusion de los
datos del participante Roky. La presentaciéon esta organizada conforme a la
estructura tematica de la guia didactica (ver p. 76) y los items seleccionados de
cada tema (ver p. 68) se discuten a partir del anélisis de las respuestas
recolectadas durante el trabajo grupal y la entrevista.

Ademéas de presentar el contenido del Item se transcribe la respuesta escrita, Para
cada (tem se hacen seis tipos de registros: tablas de codificacion, mapas
proposicionales, extractos de las entrevistas, graficas de secuencias de las
representaciones y de las conexiones bidimensionales, y digraficas para las
configuraciones de las conexiones bidimensionales y fridimensionales.

Para simplificar la presentacion de los datos y la lectura de este capitulo se
incluyen al final del capitulo los cuadros, tablas y graficas provenientes de las
respuestas escritas y de las entrevistas; en el anglisis de cada item se
proporciona el mapa o la tabla de codificacién de las representaciones segin
convenga a la discusion.

La segunda seccidn contiene los resultados por item de los siete participantes dei
estudio y su discusién. En la parte final de esta secciébn se presentan los
resultados conforme al tipo de configuracion (p. 70) mostrada.

4.1 Roky, descripcién de un caso

A continuacion se hace una exposicion detallada de los resultados del participante
Roky y la discusion correspondiente. Se sugiere consultar la presentacién de cada
item en la gula didactica contenida en el anexo 1 a fin de conocer el contexto en el
que se plantea cada uno.



Capitulo 4. Resultados y discusion

Antes de iniciar la descripcion del caso de Roky conviene recordar las cuestiones
que guiaron el estudio:

4 Como es el proceso de representacion mental de los conceptos involucrados en
el aprendizaje derivada cuando el alumno explora con tecnologia?

¢, Qué relaciones establece el alumno entre dos o més tipos de representaciones
de los conceptos relacionados con el aprendizaje de la derivada?

L,Cémo utiliza el alumno sus representaciones internas de esos conceptos para
resolver problemas de cambio?

.Como, el que aprende, utiliza las representaciones y cémo las organiza para
producir una respuesta, en circunstancias escolares usuales?
Variacién

El item 1.2.1 dice:

,Como es la variacién de la cantidad y de sustancia producida?
Escribe en la parte posterior de esta hoja un primer acercamiento a la
respuesta.

La respuesta de Roky fue:

Aumenta de un punto cero hasta alcanzar su punto maximo en 2 horas
después pasan otras 2 horas después pasan otras 2 horas y disminuye
a cero de nuevo en un lapso de 4 horas

Este item se plantea mediante el uso de las representaciones discursiva (D) y
simbélica (S), con referencia a una representacion tabular (T) porque se presenta
al pie de una tabla de datos numéricos (N) organizados en dos columnas que
contienen cantidades de tiempo transcurrido y de sustancia producida respecto a
la situacion denominada “reaccién quimica” que se plantea en la guia didactica
{ver anexo 1). Los encabezados contienen representaciones simbolicas para el
tiempo franscurrido y fa cantidad de sustancia. De ahl que este item tenga una
demanda potencial de representaciones: discursiva, numérica, simbdlica y tabular
que Roky reflej6 en su respuesta porque usé tas representaciones D y N y aludid
a las representaciones S y T {ver tabia 4, p. 143).

Roky hizo siete conexiones bidimensionales de dos tipos: D—S y N-»T (ver
columna 5, tabia 4, p. 143}; que siguieron la secuencia mostrada en la grafica 1
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Capitulo 4. Resultados y discusién

(p. 153), en la que se puede apreciar que la base representacional es N, es decir,
Roky se apoyé en ejemplos numéricos para hacer su respuesta.

Este participante di6 muestra de una escasa correspondencia fisica entre las
cuatro representaciones citadas, la digrafica de su configuracion sélo tiene dos
lineas de las seis posibles; no presentd conexiones tridimensionales, asi que, la
configuracion de los tipos de conexiones mostradas en la respuesta escrita resulto
ser una digrafica con cuatro puntos y dos lineas {ver configuracion 1, tabia 14, p.
163).

Roky no hizo usc de la representacion grafica aunque los conceptos "punto
maximo" y "punto cero” parecian sugerir de aigin modo un referente grafico,
pero en la entrevista se constatd que no fue el caso (cuadro 4, p. 126).

La respuesta desde el punio de vista del contenido conceptual no fue muy amplia,
Roky se limito a sefialar fa duracién de la reaccion y el momento correspondiente
a la mayor produccién de sustancia. Con respecto a la ubicacion del item en la
tematica de variacion, la respuesta no incluyo los conceptos de "variacién® ni
"variable", una respuesta mas amplia haria referencia a ta comparacion entre los
cambios de ambas variables. :

Su respuesta tiene dos conceptos basicos o nucleares! "cero” y "dos horas®, con
los cuales armé su discurso y formaron parte de los fundamenios que disponia
(circulos iluminados que aparecen en el mapa 1). La colocacién de los ¢valos
circulos en el mapa soto obedece a la presencia de los conceptos y relaciones y a
la secuenciacion de ambos en la respuesta.

Mapa 1.- Mapa proposicional de la respuesta escrita de Roky al item 1.2.1

11 {n concepto pertenece al nlcles de la respuestia cuando estd presente en dos 0 mas
proposiciones (Campos y Gaspar, 1995).
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Capitulo 4. Resultados y discusion

El extracto de la transcripcion de la entrevista para este item aparece en el
cuadro 4 (p. 126), del cual se seleccionaron las participaciones del alumno Roky
sefialadas con la letra “4" y con ellas se elaboré ia tabla 5 {p. 143), que dio lugar
al mapa 2.

La entrevista permitio constatar que el participante se refiere a la representacion
tabular cuando dice "punto cero" y *punto maximo", conforme a las notas tomadas
durante fa entrevista.

Al comparar fa respuesta escrita y la que proporciona Roky durante la entrevista
encontramos que mostrd una organizacion con un nimero mayor de relaciones
(ver columna 4 de la tabla 5, p. 143}, Vtlizé los mismos conceptos {columna 3 de
la tabla 5) y la base del discurso descansd en los conceptos “cuatro horas " y "dos
horas®, en comparacioén con la respuesta escrita en la que coincidid sbélo con sl
concepto "dos horas" {ver mapas 1y 2).

Durante la entrevista realizd un tipo de conexién bidimensional mas que las

mostradas en la respuesta escrita (ver configuracién 23, p. 164), pero aludié en
mas de una ocasién a la representacién tabufar (ver gréficas 1 y 23, pp. 153 y

159).

Ra

Ra

P2
R 9,10 11 punto cero
R

16, 17,18

lapso

Mapa 2.- Mapa proposicional de |a entrevista a Roky del {tem 1.2.1
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Capituio 4, Resultados y discusidn

El item 1.2.3 dice:

Algunos cambios registrados en la Tabla 2 se representan en la Grafica
2 por medio de segmentos horizontales y verticales, sehala sobre la
grafica a qué variables corresponden cada uno. Explica tu respuesta al
reverso de la hoja.

Roky no lo respondié durante la sesién de clase, asi que sélo se dispuso de los
datos provenientes de la entrevista, ocasion en la que contesto tanto el item como
la actividad 4, relacionada esta ultima con el item.

-

El ftem se plantea de manera discursiva (D) pero con referencia a las
representaciones tabular (T) y gréfica (G). Explicitamente, se pide sefialar sobre
la grafica, esto es, se le pide al alumno valerse de una representacién grafica para
responder al item. De ah( que la demanda potencial de representaciones del item
es discursiva, grafica y tabular.

De la entrevista a Roky (ver cuadro 5, p. 127) se distinguieron siete proposiciones
con 16 conceptos, en las que usé las representaciones discursiva y numérica y
presentd 32 conexiones bidimensionales (tabla 6, p. 144), agrupadas en cinco
tipos: DG, D8, NG, NS y N-T. No efectué conexiones tridimensionaies
{ver configuracién 24, p. 164).

Esta respuesta fue parcial porque sefal¢ mediante dos pares de valores la
correspondencia entre los valores de las variables y los segmentos trazados en la
gréafica, pero no lo explicitd respecto a las variables tiempo y cantidad de
sustancia. Siete de los 16 conceptos gue Roky empleé durante la entrevista
forman el nticieo o la base de su discurso y ellos reflejaron sus fundamentos (ver
mapa 3).

acd
33

variackn

Comoesmons D——
12z

]

cuatry
horag
13

Mapa 3.- Mapa proposicional de la entrevista a Roky del item 1.2.3
Los conceptos marcados con asterisco estan sefialados en la tabla 6.
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Variacién proporcionat

El item 1.3.1 dice

¢LPor qué la variacion proporcional en un intervalo se representa por
medio de un segmento de recta?

La respuesta de Roky fue:

El segmento de recta sirve para aproximar {a cantidad de sustancia de
un intervalo a otro

Este item es de tipo argumentativo y se plantea discursivamente (D) con
referencia a una representacion grafica {Grafica 3 de la guia didactica). En dicha
grafica se sehala de manera simbdlica los nombres de los ejes coordenados, de
ahi que la demanda potencial de representaciones es D, Gy S.

L
4 *t
+* +
» [ + +

o
L J
*

Grafica 3 de la gula didéactica

Roky reflejé la demanda potencial de representaciones s6lo en forma discursiva y
grafica. Su respuesta, formada por una proposicién y tres conceptos, evidencié
tres conexiones bidimensionales y un sélo tipo de conexién tridimensional DGT
(ver tabla 7, p. 145, y ia configuracién 3, p. 163).

Esta respuesta no contestd al item porque no mencioné la relacién entre el cambio
en [a cantidad de sustancia y el cambio en el tiempo transcurrido. Sin embargo
subrayé los aspectos de utitidad cuando dijo “... sirve para aproximar...”, aunque,
no dice como proceder.
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P

1

Ry
Ry

L
canﬂdadd@

Ry

intervato

Ry

Mapa 4.- Mapa proposicional de la respuesta escrita de Roky al item 1.3.1

La respuesta que proporcioné durante la entrevista (ver cuadro 6, p. 128) la hizo
con siete proposiciones en las que no logré concretar la relacién eatre la variacién
proporcional y el segmento de recta correspondiente.

Utiliz6 una representacién mas que en la respuesta escrita y aludié a las
representaciones G, S y T, en mas de una ocasidon (ver quinta columna de la tabla
8, p. 146). Mostrd un mayor nimero de conexiones bidimensionales, de ahi que, Ia
digrafica (p. 164) de la configuracion de las conexiones entre las
representaciones resultara mas completa que en la respuesta escrita. Presenté
tres tipos de conexiones tridimensionales DGS, DGT y DST (ver sexta columna,
tabla 8).

Sus conceptos basicos fueron: intervalo cerrado, segmento de recta, cantidad de
sustancia y forma proporcional. Repitié estos conceptos sin dar una explicacion a
la afirmacion contenida en el item. La proposicién 6 (tabla 8, p. 146) parece
indicar que Roky buscaba dar sentido a los simbolos x y y. Su respuesta se
ubicé entre lo discursivo y lo simbdlico, con referencia a representaciones
graficas y tabulares. Pero no se considerd que ia respuesta de Roky respondiera
al item porque no di6 muestras de que el concepto “variacién proporcional” lo
relacionara con un cociente constante de diferencias entre las variables o una
“razén de cambio constante”.

Las representaciones usuales para los fenémenos de variacion proporcional son
graficos de tiempo contra velocidad y en el caso de la variacién directamente
proporcional la grafica correspondiente es wuna recta horizontal. Esta
representacion esta mas cerca al proceder de Oresme (ver p. 39) y parece que
Roky respondié mas en el sentido de obtener la “latitude” de una “longitude”, sin
referencia a la “altitude” o velocidad. Pudiera entonces pensarse que Roky se
refirio mas a los aspectos puntuales que a los globaies del comportamiento de la
reaccion quimica, en este sentido, se atiende mas a la sintaxis de la
representacion que a la semantica (p. 27).
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Capitulo 4. Resuitados y discusion

El item 1.4.3 dice:

Aproxima la cantidad de sustancia producida ) en un instante X del

intervalo abierto (x,,x,) con la expresion:

Y~h 4

X-x
Explica ampliamente el procedimiento y la respuesta a esta cuestiéon en
la parte posterior de esta hoja.

La respuesta de Roky fue:

y~16 13y-12 1816 y-12
1524 501 -4 15-2 - * 120-1" 7
y-16=4(59) y=12 = 4(5) y—12_7
20
y=2+16 y=2+12 y-12 = 7(20)
y=18 y=14 y=720)+12
y=134

Se escoge el intervalo abierto con tu respuesta anterior y se toma fa
velocidad promedio , asi se toma también un punto entre x1 y x2 que
es el intervalo abierto , dando el valor a x en la ecuaciéon 2Zh k, se

1
toman dos puntos x , y de la respuesta 1.4.2 y se sustituyen 1 y xi,

entonces ya se tiene una sola incognita que es ). se despeja "y" , se
obtiene su valor , ya obteniendo estos valores se introducen a la tabla
de valores se grafican y apareceran un punto dentro de la parabola .

La demanda potencial de representaciones D y S se refiejé en la respuesta de
Roky porque las usé. Elabord su respuesta con ocho proposiciones que contienen
42 conexiones bidimensionales (ver tabla 9, p. 148) de cinco tipos (ver
configuracion 4, p. 163). Casi un 70% de la respuesta fa hizo en forma simbdlica y
de manera correcta (ver grafica 4, p. 153). Roky empleé dos tipos de conexiones
tridimensionales DSG y DGT como puede apreciarse en fa configuracién 4 (p.

163).

La estructura proposicional de la respuesta puede apréciarse mejor en el mapa 5
siguiente:
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P
Py T Py - s T
v-16 _ 18y - 16 y-12
152 = ¢ 15-1 = 4 120.1 7
y-16 y-2 )
20
R
1 & 1R
=T ]_ ] 5
4(5) 4(58)
7
;‘ Y y-12
R,
2 R
4 ] Rg
2+ 16 l 2+12
7 (.20)
y=18 y=14 -
T
B-16 - 4 7(.20) + 12
15.2
y=13.4
P
4
R g R
T 15 .
Sty : k‘;:ﬁi*‘ 2
R R
Ryg
21,22
parabols.
R Ra
10,1
R e
12 PR e
valocidad promadio 5 %\“égﬁ’
Py
p.
8 R 19
R 2
R
R 18 i
* e S
/;uhlade

26

R Nalor&s '
29 [ R

Mapa §.- Mapa proposicional de la entrevidta a Roky det item 1.4.3
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Roky organizé su respuesta en cinco bloques (ver respuesta p. 86), cuatro de
ellos en forma simbélica y uno discursivamente. En los primeros cuatro blogues se
aprecia un intento de dar sentido a la pregunta y en el blogue discursivo di6 una
explicacion general de la manera como procedio en el cuarto bloque; este altimo
es el procedimiento para dar una respuesta correcta a partir del resultado
encontrado en el ftem 1.4.2. Su procedimiento parece sugerir que considerd a la
x como variable y como incognitay a y como incognita, situacion que coincide
en parte con Kaput (p. 35).

Los conceptos basicos de su respuesta fueron: ‘intervalo abierto”, ‘repuesta
anterior” (valor de la constante k), “punto”, “x:1* y “valor(es)".

En la entrevista'? a Roky sobre el item 1.4.3 se distinguieron nueve proposiciones,
en las que us6 representaciones discursivas, numéricas y simbélicas. Presenté 60
conexiones bidimensionales, de cinco tipos y cuatro conexiones tridimensionales
DST, DNT, NST y DNS (ver la configuracion 26, p. 164). Durante la entrevista
utilizé ejemplos numéricos para ampliar y explicar su respuesta escrita dando
lugar a la configuracién 26.

La diferencia mas notoria entre las configuraciones de la respuesta escrita y de la
entrevista es el uso de representaciones numéricas en la segunda y de simbolicas
en la respuesta escrita.

Comparando las respuestas a los item 1.3.1 y 1.4.3 producidas en entrevista y en
forma escrita respectivamente, Roky muestra el concepto “intervalo” por medio de
las representaciones D y S, ambas con referencia a una grafica y por tal razén se
da una correspondencia fisica entre las representaciones discursiva y simbélica
para el concepto “intervalo”.

2 La mayoria de las transcripciones produjeron tablas de codificacion en proposiciones,
conceplos y conexiones muy grandes por fo que no se incluyen a fin de simplificar la
presentaciéon de fos datos provenientes de las entevistas.
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Modelo continuo. Aproximacidn cuadritica

El ftem 1.5.3 dice

Anota el periodo o intervalo de tiempo durante e! cual se inicia,
desarroila y termina la reaccion,

La respuesta de Roky fue:

Va aumentando de cero hasta su punto maximo en gramos , después
disminuye hasta cero de nuevo de 0 a 2 horas sube a 16 gr. y después
de otras 2 horas disminuye a 0.

El {tem se plantea en forma discursiva y por eso {a demanda potencial de
representaciones (DR) es D, misma que Roky refleja en su respuesta.

La respuesta de Roky contiene tres proposiciones, utiliz6 las representaciones D y
N, con las que formo nueve conexiones bidimensionales (ver tabla 10, p. 150, y
grafica 5, p. 154). Mostré sélo un tipo de conexién tridimensional DGN (ver

configuracién 5, p. 163).

Roky describio el comportamiento de 1a cantidad de sustancia producida conforme
a tres momentos: inicio, a la mitad del tiempo que dura la reaccién y al finalizar la
misma; esta respuesta es muy parecida a la del item 1.2.1. No anoté el intervalo
solicitado en la forma usual. Y el concepto “cero” [sustancia] es el Gnico concepto
del nicleo.

Este item pertenece a la seccién denominada “modelo cgntinuo" en la que se
construye el modelo cuadratico y = 16x-4x* a partir de tres pares de datos, asi
que en “...de 0 a 2 horas sube a 16 gr. y después de otras 2 horas...” se considerd
implicito el intervalo de variacion [0,4].

En la entrevista si hizo explicito et intervalo [0,4] y Roky sefialé la duracién de fa
reaccion. El extracto de la entrevista contiene siete proposiciones en las que -
realizé 35 conexiones bidimensionales de cinco tipos (ver gréafica 27, p. 160).

Roky dié cuenta de tres tipos de conexiones tridimensionales DSG, DNG y DNS
(ver configuracion 27, p. 164).
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Capltulo 4. Resultados y discusién

El item 1.5.4 dice:

JPor qué la expresién y=16x-4x’ te permite calcular la cantidad
de sustancia producida en cualquier momento X ?

Roky respondid asi:

Primero tenemos el valor de "y" ya si se despeja x y ya podemos
encontrar la cantidad de sustancia producida en cualquier momento x,
porque esta es la ecuacion de ias tres ecuaciones .

Este [tem se expone mediante representaciones discursivas y simbdlicas, por ello
la demanda potencial de representaciones es D y S. Roky reflej¢é ia (DR) en su
respuesta porque utilizo fas representaciones D y S.

En las dos proposiciones (ver tabla 11, p. 150) de la respuesta, se encontraron 4
conexiones bidimensionales del tipo D—$ y ninguna conexién tridimensional, de
ah{ que la configuracion de sus representaciones sea una digrafica completa de
dos puntos.

Roky interpretd inicialmente la cuestion en forma inversa, cuando dijo,
tenemos... 'y’ y ... se despeja x... “, pero cuando se refiri¢ al fenémeno de fa
reaccion invirtid su primera interpretacion “... encontrar la cantidad de sustancia
producida en cualquier momento x... “. Estas interpretaciones parecen coincidir
con el punto de vista de Kaput {ver p. 35) respecto a que el alumno las maneja
como desconocidas mas que como variables.

En la entrevista, sin embargo, se preciso el significado (ver cuadro 7, p. 131)
porque ilustré con un ejemplo, para un minuto, que expresé como 1/60 de hora,
calculd la cantidad de sustancia por medio de la expresidn proporcionada en e!
item, tal y como se cuestiona en el item. De este modo exhibi6 un ejemplo para un
“... cualquier momento... “ como anotd en su respuesta escrita. Con esta accién
indicé que su concepcion del continuo real, en el caso del intervalo de tiempo,
incluye fracciones de horas.

En la quinta proposicién reconsideré los intentos anteriores y lo dicho en la
respuesta escrita. En la séptima proposicién recordd que la expresién
y =16x - 4x* es el resultado de resolver el sistema de tres ecuaciones planteado
en la pagina 10 de la guia didactica. En la octava a la décimo segunda
proposiciones ilustr6, mediante un ejemplo, como es que obtuvo (a cantidad de
sustancia en el momento que eligié. En el mapa 6§ {p. 91) se ve claramente los
intentos (ciclos) que hace por comprender y recordar, asi como para llegar a la
respuesta.
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Capitulo 4, Resultados y discusién

En el item 1.5.3 el tiempo esta representado de forma numérica y en el item 1.5.4
Roky no se refirid a x como la representacion simbdlica para el tiempo. Asi que en
la respuesta escrita no establece una correspondencia fisica entre las
representaciones N y S para el tiempo.

Sin embargo en la entrevista al Item 1.5.3 sl establecié una correspondencia f(sica
entre las representaciones D y S porque considerd a *x” como representacién para
el tiempo (proposicién 4) y también en 1a entrevista al {tem 1.5.4 (proposiciones 2,
4y 6)

En la entrevista al item 1.5.4, o) concepto “cantidad de sustancia” estuvo
representado, ademas de la forma discursiva, en forma simbélica por “y", en
forma numérica por los resuitados generados con la expresion y=16x-4x*, de

ahi que, Roky efectud una correspondencia entre las representaciones D, S y N
para la cantidad de sustancia producida en la reacciéon quimica en cuestion,
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Velocidad promedio. Razén de cambio promedio

El item 1.5.5 dica:

¢ Cual es la velocidad promedio a la que se produce la sustancia,
durante el intervalo de tiempo que seleccionaste?

La respuesta de Roky fue:

X =25 x, =50
k=13 gr.th y =16x~4x* velocidad media

»=1629-429"  y, = 16(500-4(9)° , _ Y =)
X%

¥, = 4-25 21375
S50-25

y, =375 y=17 _ 325
25

k=13

La (DR) es discursiva y Roky respondié¢ en forma simbdlica y numérica a
excepcion del concepto “velocidad media” que presentd discursivamente. Los
cuatro bloques de la respuesta se analizaron como cuatro proposiciones, en ia
primera proporciond lo que solicitaba el item, en la segunda y tercera obtuvo la
cantidad de sustancia correspondiente a los extremos del intervalo de tiempo que
selecciond y la cuarta proposicion ejecutd el procedimiento para obtener la
velocidad promedio. Esta respuesta es clara y directa, muy codificada desde el
punto de vista del lenguaje matematico.

l.as representaciones que utilizd fueron numéricas y simbolicas. Hizo veinte
conexiones bidimensionales de tres tipos N-»S, N—T y ST (ver grafica 7, p.
164). La configuracion de sus conexiones (7, p. 163) es una digrafica de cuatro
puntos que no es completa ni transitiva (p. 71).

Desde el punto de vista de la organizacién conceptual el concepto “velocidad
media” io relaciond de manera implicita con ‘4" vy %’:_f} FPor eso es que no
27 M

aparecio la conexion bidimensional D—»S en la digrafica 7 (p. 163).
Desde el punto de vista conceptual la respuesta fue precisa, correcta y completa.

Cumplié con los requerimientos conceptuales del tema, y presentd tres conceptos
nucleares. (ver mapa 7).
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Capitulo 4. Resultados y discusion

No se solicité mas informacidn sobre la respuesta escrita a este [tem durante la
entrevista en virtud de que se le considero precisa y completa.

375

16(.60) - 4(.50)2

16{.25) - 4(.28)"2

16x - 4xA2 16
Pt /

velocidad media p
1,13

¥2-yl 7-375
50 - .25

Mapa 7.- Mapa proposicional de la respuesta escrita de Roky al item 1.5.5

En esta respuesia Roky establecié una correspondencia entre las
representaciones D y S para la velocidad promedio (media) a pesar de que Roky
omiti6 fa relacién explicita entre “velocidad media” y “£”, probablemente por la
forma tan codificada de la respuesta; sin embargo, mas adelante, en la respuesta
al item 1.8.16, expresé que la “velocidad promedio”, represenfada
discursivamente, es igual a 12 gr/h, esta ultima representacion numérica para la
Y2~ N

X, — X

registrd en la respuesta escrita al item 1.8.16. De ahi que, para el concepto de
velocidad promedio, Roky mostré correspondencia fisica entre las
representaciones D, Ny S.

velocidad fue el resultado que calculé de la expresion , pero que no
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Aumento-disminucién. incremento-decremento

El item 1.7.1 dice:

Grafica 5

El cambio x,~-x, en la variable independiente es de una unidad,
es decir, x,—x, =1 (una hora), y el valor final x, se obtiene del
valor inicial x, aumentando una unidad, x,=x, +1.

Pero si x,-x,=~1, entonces el valor final x, se obtiene del valor
inicial x, disminuyendo una unidad, es decir, x, =x, 1.

1.7.1 Proporciona un ejemplo de cada caso y representalos
graficamente al reverso de fa hoja.

L.a respuesta de Roky fue:

X -x =1 X, =X = 1 grafica (ver anexo 4)
Xy = l+x x, = —1+4x

2=1+1 25=-1+125

2=2 25=25

La (DR) es D, G y S porque el item se plantea en forma discursiva y se refiere a
una grafica y a representaciones simbolicas. Este item pide de manera explicita
elabaorar una respuesta grafica.

Roky reflejo ta demanda salo en forma grafica y simbdlica, mediante diez
conceptos en los que uso6 las representaciones grafica, numérica y simbolica (ver
tabla 12, p. 151). Efectué diecisiete conexiones bidimensionales de cuatro tipos
G—8, NoG, S—»G y N—T (ver gréfica 8, p. 154).
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Solo mostré una conexion tridimensional NSG, su configuracion de las conexiones
es una digrafica de cuatro puntos que no es completa ni transitiva (p. 163).

La respuesta fue parcialmente correcta porque, aunque no hizo explicaciones e
forma discursiva, el manejo de los indices aclaré su procedimiento, pero denot6
en forma errénea a los puntos en la grafica, con la letra e indice que utilizé para
rapresentar los valores iniciales y finales de la variable tiempo.

Respecto al contenido, mostré un manejo aceptable de los conceptos de cambio,
aumento y disminucion. EI nicleo conceptual de su respuesta consistio de los
conceptos x, y x,—x,, este ultimo cuantifica el cambio entre x, y x,.

Proceso limite

El item 1.8.2 dice

,Cémo se comporta el valor de b cuando P, se aproximaa B 7

La respuesta fue:

[El valor numérico va aumentando , y el numérico va disminuyendo]

El item se plantea en forma discursiva y simbolica, con referencia a una tabla con
datos numéricos organizados en dos filas que previamente el alumno completd,
de ahi que la (DR) del item es D, N y T, misma que Roky refiejo en su respuesta
discursiva con referencia a la tabla.

Para responder, Roky elaboré una proposicion con representaciones discursivas;
la referencia a la tabla indicd dos conexiones bidimensionales det tipo D—>T. No
mostré conexiones tridimensionales, por ello la configuracion de sus conexiones
es una digrafica de dos puntos y una linea (ver configuracion 9, p. 163).

Su respuesta describio el comportamiento del valor numérico de 4 conforme 7,
se acerca a £, con referencia al comportamiento de x, respecto a x,.

La entrevista explicd el significado para Roky del hecho de que 4 va
“...aumentando...", pero que no esclarecié si Roky establecio una relacion con el
hecho de que los valores x, y x, se aproximan al mismo tiempo que ios puntos £,
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y £ lo hacen a su vez. En sus intervenciones, dio a entender que con las

descripciones “... va aumentando...” y “... va disminuyendo..." se referia al
comporiamiento de » a la derecha e izquierda dei renglon central de a tabla 3 de
la guia didactica (ver anexo 1). De hecho en la primera propasicion de la
entrevista (ver tabla 13, p. 152) repitié la respuesta escrita y en la segunda,
sefiald los valores 1.2 y 1.3 (de x,) y cuando expresé “... para la izquierda... va
disminuyendo...” se refiri6 de nuevo a los valores de x,; en ninguna parte

menciont que h=x,-x,.

El ftem 1.8.3 dice:

En efecto, cuando P, se aproximaa P el valor absoluto de &
disminuye, ya sea que se aproxime por la derecha o por la izquierda.

llustra graficamente ambas situaciones y explica ampliamente lo que
observas, en el reverso de la hoja.

La respuesta de Roky fue:

{Grafica). Por lo regular los puntos escogidos son equidistantes , nos
muestra una parabola céncava hacia abajo , ya que es la que se tiene
en la calculadora . El valor de *h* con respecto al punto (1,12) , del
lado izquierdo nos da resultados negativos , pero del lado derecho
estos resultados son positivos , mientras que el punto (1,12) es neutro ,
0 sefa] cero .

El item esta redactado en forma discursiva y simbdlica; solicita explicitamente e
uso de representaciones graficas para ilustrar el hecho a que se refiere, de ahi
que la (DR) del item es D, G y S que Roky reflej6 completamente en su respuesta
porgue usé esas representaciones en las cinco proposiciones de su respuesta.
Uso también una representacion numérica e hizo referencia a representaciones
tabuiares. Dio muestra de 14 conexiones bidimensionales (grafica 10, p. 155) de
cinco tipos: D—G, DN, DT, S5G y S—T. Exhibio también cuatro tipos de
conexiones tridimensionales DST, DGS, DGT y SGT por lo que la configuracion
de sus conexiones no es una digrafica completa de cinco puntos {configuracion 9,
p. 163).
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El unico concepto de su nicleo fue el “punto (1,12)" el cual le permitié apreciar los
valores “negativos”, “neutro” y “positivos” de h.

En la entrevista se preciso el significado de h en {a gréfica, por medio de ejemptos
concretos {ver mapa 8, p. 99) y de ese modo la configuracion (9) se 'mueve’
hacia la configuracién (31), pagina 164. El extracto de la entrevista, organizado en
10 proposiciones, dio cuenta de 49 conexiones bidimensionales del tipo: D—-G,
DS, S—»G, N»S y N-G; y tres tipos de conexiones tridimensionales DGS,
DNG y NGS que produjeron una digrafica con cuatro puntos en ia que solo falté fa
conexion D->N para que fuera una digrafica completa.
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Capitulo 4. Resuitados y discusién

E} item 1.8.9 dice:

. Se aproxima el valor de la pendiente m, de cada secante, hacia algun
cierto nimero cuando el valor absoluto de h se hace cada vez mas
pequefio y P, se acerca a P,? jA cudl 7 yPor quée?

La respuesta de Roky fue:

La pendiente se acerca a 8 , esta pendiente es el punto {1,12) , ya que
aqul h = 0, o se[a] no hay variacion de tiempo y es donde la tangente
toca a ia recta .

El Item se expresa mediante las representaciones discursivas y simbdlicas, con
referencia a una tabla que contiene representaciones numéricas y simbdlicas, de
ahi que ia (DR) del item sea D, N, S y T, que Roky refiej6 completamente porque
empled las representaciones D, N y S y aludié a una representacién tabular.

Roky organizé6 su respuesta en cuatro proposiciones en las que hizo nueve
conexiones bidimensionales (grafica 11, p. 155) de siete tipos y mostro tres tipos
de conexiones tridimensionales DGT, SGT y NSG {ver configuracién 11, p. 163).
La correspondencia enire las cinco representaciones es bastante buena.

En la entrevista {cuadroc 8, p. 135) abundé en la explicacion sobre su significado
del hecho de que [as pendientes se aproximan a 8, por medio de los valores 8.04 y
7.96 de la tabla 4 de la guia didactica; la diferencia con {a respuesta escrita fue
que se centrd6 mas en la informacion de la tabla que en la grafica (ver
configuracion 33, p. 164).

El item 1.8.10 dice:

En relacion a las secantes, jcomo debe ser el valor de & para que la
secante se "parezca” mas a una tangente?

Roky respondid asi:

El valor de la secante tiene que ser = {

El item se piantea en forma discursiva y simbolica por lo que ia (DR) es D y S.
Roky la reflejo en su respuesta con una proposicibn y tres conexiones
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bidimensionales distintas {ver grafica 12, p. 155). Presenté un solo tipo de
conexion tridimensional de ahi que la configuracién de sus conexiones es una
digrafica de cuatro puntos que no es completa.

Su respuesta no fue precisa porque hizo referencia at “... valor de Ja secante...” en
lugar de el valor de h.

En la entrevista su respuesta fue mas elaborada, constd de tres proposiciones en
la que efectud 32 conexiones bidimensionales entre las cinco representaciones en
estudio (ver grafica 34, p. 161). Mostré cinco tipos de conexiones tridimensionales
DGS, DGT, DNS, DST y NGS (ver configuracion 34, p. 164).

Los conceptos nucleares fueron h, valor, secante, cero, tangente y punto, lo que
indico que posela los fundamentos para responder y, de hecho, arma la respuesta
correcta al final de la Gltima proposicién producida durante la entrevista (ver
cuadro 9, p. 136).

Ef item 1.8.12 dice:

B wharne
————

Grafica 5

¢Cual secante crees que se aproxima mejor a la tangente en el punto
P,(l,lz) 7 ¢Por qué? ;Qué valor de & e corresponde?

La respuesta de Roky fue:

Ls porque suhes de 1 yeslaque mas se acercaa {1,12) aunque
no io toca

El item se plantea en forma discursiva y simbdlica con referencia a una grafica. La
grafica contiene representaciones simbélicas para los ejes y tres secantes a una
parabola, de ahi que la (DR) del item es D, G y S, que Roky reflejé en una
proposicion porque uso las representaciones D y S, y aludié a Ia representacion
grafica.
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Realiz6 cuatro conexiones bidimensionales de tres tipos N—»G, NS y S—-G
(ver grafica 13, p. 156) y sélo un tipo de conexion tridimensional NGS, lo que
produjo una configuracion disconexa de cuatro puntos (p. 163).

Fue una respuesta precisa muy codificada, que por lo mismo, utilizd muy poco las
representaciones discursivas. Respecto a la tematica de limite, dio cuenta de una
buena nocién (conocimiento intuitivo) de ese concepto.

Su respuesta, expresada en una sola proposicion, por io mismo, no permitio
identificar conceptos nucleares.

La entrevista no aportd mas informacidén que la respuesta escrita, sin embargo

menciona |las tres secantes en cuestion lo que produce una digrafica mas
conectada para la configuracion de sus conexiones (ver configuracién 35, p. 164).

El item 1.8.13 dice:

Explica qué sucede cuando el valor absoluto de b es menor que 0.1.

Roky respondi6 asi:

lCuando h es menor a .1 Ia secante se separa de la grafica.l

El item se presenta en forma discursiva, numérica y simbdlica con referencia a
una grafica, asi, la (DR) es D, G, N y S, misma que Roky reflejé en su respuesta
cuando uso¢ las representaciones D, N, S y se refiri0 a representaciones graficas.

Mostrd cinco conexiones bidimensionales de cuatro tipos D->G, D=5, N—»S vy
S—G (ver grafica 14, p. 156) y dos tipos de conexiones tridimensionales DSG vy
DNS (ver configuracion 14, p. 163).

En su respuesta interpretd el efecto del acercamiento que produce el programa
SECANTE (ver guia didactica) como “... se separa la gréafica...”, en esta parte, al
parecer, centré su atencion en la relacion entre el eje X y la secante , pero esto
ultimo pudo precisarse con la entrevista durante la cual dibujé, en el margen
derecho de la pégina 22 de su guia didactica, la grafica correspondiente; sedald
la separacion -comparativamente- por medio de segmentos punteados que
proyectd scbre el eje X, desde ia secante.

En la parte superior de esa misma pagina dibujo otra interpretacion para {a accion
“se separa’, y en este caso se refirié a ta region comprendida entre la secante, la
grafica y el eje X.
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Esta respuesta produjo la configuracién 36 (p. 164) que se destacd mas por la
referencia a las representaciones graficas, a partir de las representaciones
discursivas, numéricas y simbolicas, de manera mas amptia.

El item 1.8.14 dice:

¢ Qué puedes decir de las secantes correspondientes a los valores -1,
-0.5 y -0.1, es decir, qué sucede cuando e} valor absoluto de h es

cada vez menor? !

La respuesta de Roky fue:

Los valores con respecto al eje de fas Y , donde corta la secante es
cada ves mayor , |a secante se va inclinando mas .

l.a (DR) dei item es D, G, N y 8, porque se plantea en forma discursiva, numérica
y simbolica con referencia a representaciones graficas producidas en
calculadoras, misma que Roky reflejdo parcialmente en su respuesta discursiva
porque Unicamente se refirié a las representaciones graficas.

Represento discursivamente a los conceptos contenidos en su respuesta, pero dio
muestra de dos tipos de conexiones bidimensionales 0—»G y DT, y s6lo un tipo
de conexion tridimensional DGT, por tanto la configuracién de sus conexiones es
una digrafica con tres puntos y dos lineas, que no es transitiva ni completa (p.
163).

Su respuesta es ambigua porque cuando anotd “... valores... corta... secante.... es
cada vez mayor, la secante se va inclinando”, no es clara la referencia de la
ordenada del punto de interseccion de la secante y el eje Y respecto a la
inclinacién de la secante.

Las nueve proposiciones producidas durante la entrevista ampliaron el significado
que Roky le dio al hecho de que “... se van inclinando...”, pero su referente en esa
ocasion lo ubicé en el punto de interseccion de la secante con el eje X y no con el
eje Y. Lo que sugiere una inestabilidad de los referentes en el plano cartesiano.

Durante la entrevista utilizd las representaciones discursiva, numérica vy
simbdlica; hizo 74 conexiones bidimensionales de cuatro tipos: D->G, D—S,
N—-Gy 8-G, y mostrd tres tipos de conexiones tridimensionaies DGS, DNG y
NSG.
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El nucleo conceptual de la entrevista tiene once conceptos que Roky relaciont
fuertemente con los conceptos “secante”, ‘valores”, “y's” y “menor”, persistiendo
cierio grado de ambigledad respecto al dngulo de inclinacion de la secante y las
intersecciones con los ejes Y 6 X, que no fue completamente aclarado.

Resumiendo los resultados encontrados en esta seccién dedicada al concepto de
limite, reportamos tres hallazgos importantes:

El manejo del proceso limite de manera intuitiva y numérica, puesto en evidencia
durante la entrevista a Roky (item 1.8.9}.

El potencial geométrico para adquitir el concepto de tangente a una curva,
asociado al comportamiento de los puntos en la curva, mostrado cuando Roky
eligi6 correctamente a la secante Ls como la que tiene una posicion mas parecida
a la tangente en e! punto (1,12), item 1.8.12, seleccion determinada por el
significado intuitivo que posee respecto al concepto “tangente”.

La inestabilidad de los referentes en el plano cartesiano mostrados en las
respuestas, escritas y en entrevista, a los {tems 1.8.13 y 1.8.14.
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Velocidad y razén de cambio instantaneos. Pendiente de la recta tangente.

El item 1.8.15 dice:

Y si analizas, en la misma tabla, el comportamiento numerico de las
pendientes o razones de cambio, jcuanto crees que mide la pendiente
de la tangente y la razdn de cambio instantaneo? ;Por qué?

La respuesta de Roky fue:

M=8 cambio instantaneo = 0.4 es la variacién de la pendiente entre un
punto y otro

El item estad redactado en forma discursiva y se refiere a una tabla, por ello, la
(DR) es D y T, misma que Roky reflej6 en su respuesta porque usd
reprasentaciones discursivas y aludié a la representacion tabular en cuestion.

Su respuesta mostro siete conexiones bidimensionales de tres tipos D—»G, D—»Sy
N—T (ver grafica 16, p. 158) y un tipo de conexién tridimensional DSG. Por lo
cual, fa configuracion de sus conexiones resulté ser una digrafica de cinco puntos:
no completa (ver configuracion 16).

La respuesta fue parcialmente correcta porque proporcioné el valor correcto de la
pendiente de la recta tangente, pero para el “... cambio instantaneo” calculd el
cambio en las pendientes de las secantes. Esto sefalé una diferencia, para ef
alumno, entre los valores de la pendiente de la recta tangente y la razén de
cambio instantaneo.

Roky organiz{ su respuesta en dos proposiciones gque no contienen conceptos
nucleares (ver mapa 9, p. 106).
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Mapa 9.- Mapa proposicional de la respuesta escrita de Roky al item 1.8.15

La entrevista a este item produjo siete proposiciones (ver mapa 10, p. 107) en las
que se constats la misma informacion proporcionada en la respuesta escrita. Roky
establecié mas tipos de conexiones bidimensionales y tridimensionales para los
mismos conceptos y amplié la explicacion con ejempios particulares en los que
mostré dificultad para verificar su respuesta de! valor de la razon de cambio
instantaneo.
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Capitulo 4. Resultados y discusion

El ftem 1.8.16 dice:

Finalmente, ,a qué ritmo o velocidad se produce fa sustancia quimica
al término de la primera hora? ,Por qué?

La respuesta de Roky fue:

12 gr/h porque aif sacar la velocidad promedio entre el punto (0,0) y
(1,12) es igual a 12 ya que el intervalo de estos dos puntos es el
que corresponde a una hora.

Este (tem estd redactado en forma discursiva y la (DR) es D, que Roky reflejo en
su respuesta y en la que mostro seis conexiones bidimensionales de cuatro tipos
D—G, DS, N-»S y S—G. Presentd dos tipos de conexiones tridimensionales
DSN y DSG, de ahi que fa configuracion de sus conexiones fuera una digréfica de
cuatro puntos con cuatro lineas de las seis que la hacen completa.

Roky calculd fa velocidad promedio durante la primera hora, al parecer, no capto
fa pregunia en relacién a un instante en “... al termino de la primera hora...", como
se dice en el item. En la segunda proposicion confirmé su referencia a un
intervalo de una hora. De ahi que, no se considera correcta la respuesta de Roky.

De éste y los siguientes items no se realizaron las entrevistas porque el alumno
se ausento de la escuela.

El item 2.4.1 dice:

¢Qué velocidad tiene el agua al llegar a la base del arbol en la
frayectoria particular de la cuestidén 2.3.17

La respuesta de Roky fue:

La velocidad del agua va en incremento , es decir que la velocidad va a
ser cada ves mayor , porque cuando el agua llega a A punic maximo .
De esa pardbola que es 1 al caer , por la gravedad la velocidad va en
aumento en este punto es 1 punto maximo es 0 es otra ves 1 [a
vetocidad va incremento en este lapso. (GRAFICA).

El ftem asta redactado en forma discursiva, Roky respondio de igual manera, pero
ademas produjo una representacién grafica, no solicitada.
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Su respuesta la organizé en seis proposiciones, en las que mostré 18 conexiones
bidimensionales de tres tipos D—G, D—S y N->8 y un tipo de conexién
tridimensional DSG. Por lo que, ia configuracidn de sus conexiones es una
digrafica de cuatro puntos y tres lineas de las seis que tendria la digrafica
completa (ver configuracion 21, p. 163).

Es una respuesta descriptiva que tiene como base los conceptos ‘velocidad”,
‘agua”, “punto maximo” y “1” (ver mapa 11), que no contestd la cuestion expresada

en el item.

14

(aumento)
Incremento

9 :

Mapa 11.- Mapa proposicionai de la respuesta escrita de Roky al item 2.4.1
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Trayectoria

El item 2.2.p dice:

;Qué direccion debe tener el agua al salir de |a manguera para que el
chorro llegue a la base de un arbo! que dista dos metros de ia salida
del agua (medidos por el piso) y esta Gltima se sostiene a un metro del
pisa?

La respuesta de Roky fue:

La direccién debe ser hacia el arbol , pero la mang{ujera no debe estar
muy inclinada hacia arriba , ya que no salia ademas de la base , &l
tronco del arbol , debe de estar un poco hacia abajo , para que ef
chorro que sale en una forma de una pequefa parabola ilegue directo a
la base.

El {tem se expresa en forma discursiva y su demanda potencial de
representaciones (DR} es D. Roky reflejé la (DR} en su respuesta que organizd
en cuatro proposiciones, en ellas mostro 14 conexiones bidimensionales de un tipo
D-»G, de ahi que, no presenté conexiones tridimensionales. Por fanfo, la
configuracidn de sus conexiones resulté ser una digrafica de dos puntos y una
linea.

Los conceptos nucleares fueron “arbol” y “"base”, con los que describié la

trayectoria del chorro de agua que sale de una manguera como una parabola, al
igual que otros cinco participantes.

El item 2.2.2 dice:

¢, Cual es su modelo matematico?

La respuesta de Roky fue:
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Capitulo 4. Resultados y discusidn

- +x
-5 +x
- x* +16x
4x° + 3x
~4x% - 3
—4x? 4 5x
-9x% +6x
—11x* + 6x
- 3x% + 6x
—5x% —6x
~10x —-45x
~7x% +10x
-10x* +10
-x2+1
—5x2 +1
255 +1
~x*+x=0

la encontré —25x +1

El item expresado en forma discursiva, hace referencia a la representacion grafica
elaborada por el alumno en el item anterior, y solicita explicitamente una
representacion simbélica que este alumno encontré después de variar los
parametros a, b y ¢ en la expresion ax® +bx+c. Esa expresion la obtuvo en e
ltem 1.5.2, pero no lo mencioné. Ademas, Roky hizo un pequefio trazo para una
parabola céncava hacia abajo y con vértice sobre el eje Y, y unas notas sobre la
forma ordinaria de la ecuacion de una parabola -con algunos errores- topico que
forma parte de los temas del curso de geometria analitica™ y que este alumno
recursaba al mismo tiempo que ia clase de calculo.

Roky anot6 17 ensayos para la basqueda del modelo matematico correspondiente
a su grafica, todos representados en forma simbolica con referencia a las
graficas que Roky gener¢ en la calculadora. En los primeros doce intentos produjo
expresiones del tipo ax® +bx; en los cuatro siguientes ensay6 con expresiones de
la forma ax®+c y la pendltima expresion es una ecuacion que formulé a partir de
su primer modelo. La respuesta de Roky fue una buena aproximacién que logré al
hacer que las trayectorias pasaran por los puntos (0,1) y (2,0} localizados en la
actividad 17. Sin embargo, no us6 una tercera condicion conforme a io que hizo en
la actividad 8 y el item 1.5.2.

" En el curso de Matematicas V se estudia la geometria analitica elemental, el cual es un
antecedente de la formacién basica, para Matematicas VI, en el curriculo de la Escuela
Nacicnal Preparatoria.
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En la ultima linea de su respuesta Roky exhibié una conexion bidimensional del
tipo D—S con lo cual realiza la conexion tridimensional DGS.

El item 2.2.7 dice:

Por lo tanto, 4cual es tu respuesta al problema enunciado en la pagina
237

La respuesta de Roky fue:

Que la direccion de[ble de ser en forma de una pardbola de ecuacion
—25x* +1

Roky reflejo la demanda potencial de representaciones de este item porque usé la
representacion discursiva para responder. Hizo dos tipos de conexiones
bidimensionales DG y S—G y una conexion tridimensional DSG, de ahi que
la configuracion de sus conexiones fuera una digrafica de tres puntos con dos
lineas, es decir, una digrafica que no es transitiva ni compieta.

No respondio la cuestion planteada en el item, proporciona como respuesta la
expresion de la trayectoria que encontré en el item 2.2.2, por lo que, al parecer
considerd como sinonimos los términos “direccion” y “trayectoria®.

Direccién de la trayectoria

El item 2.4.2 dice:

¢ Qué relacion tienen la direccion de la trayectoria y la velocidad del
agua  en el punto A?

La respuesta de Roky fue:

Que dependen una de otra, si la trayectoria cambia, la velocidad
cambia y no llega al punto A, o se pasa del punto A, es decir que la
velocidad siempre va a depender de la trayectoria .

Este item tambien pertenece a la tematica “Direccion de la Trayectoria” |, est4
planteado en forma discursiva y la respuesta de Roky reflej6 esa demanda
potencial de representaciones.
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Roky hizo 8 conexiones bidimensionales de dos tipos DG y D—S y un tipo de
conexion tridimensional DSG, de ahi que la configuracion de sus conexiones sea
una digrafica de tres puntos y dos lineas.

Su respuesta present6é una secuencia peculiar de sus conexiones bidimensionales,
un tanto ciclica (ver grafica 22, p. 157).

Esta es también una respuesta descriptiva que respondié vagamente al item.
Mostro un solo concepto en el nicleo conceptual (ver mapa 12).

Mapa 12.- Mapa proposicional de {a respuesta escrita de Roky al item 2.4.2

En resumen, del hecho de que Roky reflejara la (DR) en la mayoria de sus
respuestas se puede decir que los reguerimientos representacionales de los items
estuvieron en correspondencia con sus recursos de representacion.

Analizando la variabilidad de representaciones mostradas por Roky en los 22
items se aprecié el siguiente comportamiento: primero, un movimiento entre lo D
y lo N, después permanece en lo S, de ahi se mueve entre lo D y lo S, luego entre
lo N y lo §. Posteriormente permanece en o N, de ahi oscila entre los D y Io N.
Luego entre lo N y lo S, con breves estadios en lo S, después en lo D y luego
oscila entre lo D y N; después se mantiene en lo D con algunos movimientos hacia
lo Sy lo N, finalmente se mantiene en lo D.
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4.2 Discusion de las representaciones y conexiones mostradas en ias repuestas
escritas.

Para analizar as representaciones utilizadas por los participantes de este estudio
en sus respuestas escritas se tuvo el cuidado de no perder de vista el contenido
conceptual, es decir, la comparacién se establecid enire las respuestas a un
mismo item, y de esa manera, fue posible encontrar en las respuestas, conceptos
en comun, los que permitieron diferenciar el uso de tas representaciones.

La primera parte de esta seccion se dedica a la discusion de las secuencias de
representaciones que cada respuesta genera. Los datos se presentan en forma
grafica y por equipo en las graficas 39 a 82 (pp. 165-175), para simplificar vy
facilitar 1a exposicién.

La segunda parte contiene la discusion, por item, de las conexiones encontradas,
referida a la tabla 16 (p. 176).

Representaciones

ftem Observaciones

1.2.1  Este primer [tem tiene un rol de diagndstico por ello el contraste entre las respuestas
de los participantes informa sobre las recursos representacionales de entrada de los
participantes.

Roky y Fernando hicieron sus respuestas con representaciones D y N, de manera
parecida a Viridiana. Rafael y Mirelle, Omega y Diana también mostraron segmentos
parecidos en sus secuencias para los conceptos 2 a8y 13 a20; 20 a 23y 8 a 11,
respectivamente (graficas 39 y 40).

Diana presentd una mayor movilidad entre las representaciones D, N y S, pero a
diferencia de Viridiana y Mirelle, el uso entre las representaciones fue mas
equitative.

Diana mencioné explicitamente {a variacion funcional de la cantidad de sustancia en
funcion def tiempo. Mirelle sélo lo expresé como una “dependencia” entre la cantidad
y el tiempo, en cambio Viridiana se refiri6 a una funcién, sin especificar las
variables.

En el equipo 2 (formado por los varones) no utilizaron lo0s conceptos de “funcidn” y
‘constante” como las integrantes del equipo 1. El concepto “forma creciente” que
expresaron en el equipo 1, lo mostraron en forma verbal, “creciendo”, en el equipo 2.

1.2.3  Diana, Viridiana, Mirelle y Roky no respondieron al item de manera escrita. Mirelle,
Omega y Rafael respondieron usando representaciones D y S. Fernando y Rafael
mostraron cinco oscilaciones entre las representaciones D y S (graficas 41 y 42).

1.3.1  Las respuestas a este (tem pusieron en evidencia la interaccion grupal en cuanto a
que las integrantes del equipo 1 compartieron las representaciones de los conceptos
punto, recta y constante. [Los conceptos contenidos en sus respuestas los
representaron en forma D y 8, a diferencia de los miembros del equipo 2, los cuales
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respondieron sélo en forma discursiva (graficas 43 y 44) y basaron su respuesta en
los conceptos cantidad de sustancia, tiempo, segmento de recta, intervalo, aumento,
disminucidn.

l.as respuestas del equipo 2 no contestaron la cuestidn que plantea este item, sin-
embargo, Viridiana esbhozé un acercamiento a la respuesta refiriéndose al concepto
pendiente, pero no hizo explicita la relacion que guarda con “variacién proporcional®.
Relaciono también, los conceptos de distancia, puntos, segmento de recta, (x,y) y
proporcién, de manera correcta pero poco precisa.

Ninguno de los participantes dic una respuesta completa al ftem 1.3.1 en términos de
ia comparacibn dei cambio en las variable tiempo y cantidad de sustancia producida,
de modo relacionado con la variacién proporcional entre dichas variables y con la
representacion grafica del segmento que une dos pares de datos.

Todos los participantes, a excepcién de Viridiana, hicieron su respuesta con
representaciones D, N y S (graficas 45 y 46). Ella soto utiiizoé 1as representaciones N
y S.

Diana explico, en la primera parte de su respuesta, el procedimiento algebraico
contenido en la segunda parte, situacion que explico el porqué del uso de
representaciones discursivas al inicio. Todos los participantes del equipo 2 también
dieron una explicacién discursiva del procedimiento algebraico. ‘

Viridiana y Mirelle no explicaron su procedimiento algebraico, y por eso es que casi
no mostraron representaciones discursivas, sus respuestas oscilaron entre N y 8.
Omega y Roky usaron sélo una vez la representacion N, en cambio Fernando vy
Rafael se refirieron a lo numérico en mas de una ocasién, situacién que tuvo que ver
con una explicacion mas detallada del algoritmo.

Omega y Roky, mostraron una mayor proporcién en el usoc de representaciones S, en
cambio, Fernando y Rafael utilizaron las representaciones D y S en forma mas
equitativa.

Todas las respuestas estuvieron basadas en el uso de la expresion algebraica de la
velocidad promedio para aproximar la cantidad de sustancia producida.

Rafael y Roky respondieron de manera similar, es decir, describieron la variacién de
fa cantidad de sustancia respecto a la variacion en el tiempo. Sin embargo, Omega y
Fernando, ademas de la misma descripcion, respondieron simbélica y correctamente
el item, al igual que Diana y Mirelle, quienes 0nicamente lo hicieron en forma
simbéiica (graficas 47 y 48).

Diana, Viridiana, Rafael y Roky respondieron con representaciones D y S. Mirelle
también, pero agregd una referencia a lo numérico {graficas 49 y 50).

La segunda parte de cada una de las respuestas de Diana y Mirelle, expresada en
forma simboélica, correspondié a la sustitucién del tiempo transcurrido para obtener la
cantidad de sustancia producida, respectiva.

Los conceptos utilizados por las participantes del equipo 1 fueron cantidad de
sustancia, tiempo e intervalo, referidos a tiempos particulares, en el caso de Diana y
Mirelle; en cambio los integrantes del equipo 2 dieron una descripcion general,
basada en los conceptos de ecuacion, cantidad de sustancia, tiempo y despeje.
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Las escasas representaciones simbodlicas de Rafael y Roky correspondieron a la
representacion de ias variables.

Fernando, Rafae!l, Roky y Mirelle se movieron en forma ciclica entre las
representaciones N y §, Roky y Rafael utilizaron pocas representaciones discursivas.
Omega y Diana se mantuvieron principalmente en lo simbdlico y en menor grado
usaron las representaciones N. lLas representaciones discursivas fueron mas
frecuentes en Diana que en Omega {graficas 51 y 52).

Soélo Omega y Fernando utilizaron representaciones T para mostrar y organizar los
gatos con los que calcularon la velocidad promedic. La primera parte de las
respuestas de los varones fue la respuesta en si, y en 1a segunda parte explicaron el
procedimiento para obtener dicha respuesta.

Omega, Diana y Roky hicieron referencia al intervalo, en términos de ia Tabla 1 de la
guia didactica {anexo 1), lo que parecié indicar que el concepto de “intervale”
contenido en el {tem to tradujeron a “intervalo de valores” en la tabla, significado que
no corresponde al concepto de intervalo de tiempo, a diferencia de las mujeres,
quienes orientaron méas su respuesta a lo grafico (Diana, Viridiana y Mirelle).

Diana y Mirelle fueron las Onicas que mencionaron el concepto ‘ritmo” en lugar de
“valocidad promedio”.

Las integrantes del equipo 1 utilizaron representaciones D, N y §, con secuencias
muy parecidas en cuanto a que mostraron muchas oscilaciones entre lo Ny Sy
algunos segmentos con representaciones discursivas unicamente (graficas 53 y 54).
Las respuestas a este item indicaron mejor que en otros la interaccion grupal (p. 63,
64 y 168). El uso de la representacion D en el equipo 2 fue menos frecuente que en
el equipo 1, de hecho, Roky y Rafael no la usaron.

Dos integrantes del equipo 1 utilizaron los conceptos parabola, simetria e intervalo,
los dos primeros se refieren a la relacién entre la cantidad de sustancia producida y
el tiempo franscurrido mas que a la relacion entre un tiempo y otro, como se
demanda en este item. Omega si menciond explicitamente al concepto de cambio, en

forma discursiva, cuando se refirid a x, =x, +1, lo cual indicé una interpretacion
correcta.

Todos los participantes utilizaron ejempios numéricos para ilustrar las condiciones
x,=x,+1 y x,=ux -1 correspondientes a situaciones graficas particulares,
conforme se solicita en el item. Omega, Fernando, Viridiana y Mirelle hicieron
respuestas muy amplias, con mucho detalle, pero las participantes del equipo 1
construyeron el ejemplo de la segunda condicion mediante un giro de la paréabola
mencionada, de 180°, alrededor del origen. Las explicaciones de Diana y Mirelle
sugirieron una translacién de la segunda condicién a los valores de la cantidad de
sustancia cuando mencionaron a dos puntos de la parabola, simétricos a los del
primer ejemplo con respecto al origen.

Sin embargo Viridiana, antes de citar el ejempio compartido con las otras dos
integrantes del equipo 1, agregd, respecto a las expresiones equivalentes citadas
previamente x, —x, =1 y x, —x, =—1, que la segunda “...esta mal...", porque los
dos miembros izquierdos son iguales “...x, - x, =X, -x,..." y los dos miembros

derechos son diferentes ... 1= —1...", formalmente al argumento es correcto, esta
basado en la propiedad transitiva de la igualdad, definida en el conjunto de los
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nameros reales, solo que el item no se refiere a un par de valores que satisfagan
ambas condiciones a la vez, tal y como parece que Viridiana lo interpretd.

Omega fue el Unico que menciond al referente de ias x's, el tiempo, cuando dice que
“... no tiene sentido...” la expresion “... x, = x, —1...".

Rafael y todas las integrantes del equipo 1 respondieron con representaciones D, Ny
S, no asi Omega y Roky quienes o hicieron sélo en forma discursiva {(graficas 55 y

56).

Todos los participantes con excepcién de Diana y Roky utilizaron el concepto “valor
absoluto” en forma discursiva, Omega y Roky usaron el concepto “valor numérico”
como sinénimo de ‘“valor absoluto”, pero Omega empled los dos. Estos dos
participantes se distinguieron también de los restantes porque no mencionaron

explicitamente a “h”, ni a su equivalente x, —x,.

Rafael es quien dio una mejor respuesta al hacer una referencia explicita a los
valores de la Tabla 3 (guia didactica). Omega y Roky respondieron de manera
general describiendo la variacion de £, hacia F, y de F hacia £, al parecer,
transfirieron el orden en el eje X a los puntos de ia grafica, situacion que no
corresponde a las condiciones de! item.

Fernando mezclé el comportamiento de h con el punto F,. Mirelle responde en
sentido inverso porque no se refiere a la variacién del cambio sino a la variacién de
las abscisas de los puntos By £

Omega y Rafael hicieron su respuesta, principalmente, en forma discursiva, lo que
indicé un estilo de comunicar ideas menos simbélico o algebraico, que Diana y
Viridiana (graficas 57 y 58},

Mirelle fue la Gnica que usé la representacién numérica para responder. Mirelle y
Fernando coincidieron en el uso de ias representaciones D, G, y S,

En lugar de los conceptos “aumento” y “disminucién” que emplearon Omega, Roky,
Diana y Mirelle, Rafael menciond las relaciones *“van ascendiendo’ y “van
disminuyendo”™ o “disminuiria”, y en esta discusién no se reportan las
representaciones involucradas en las formas verbales.

Rafael centré su atencién en propiedades de la grafica (simetria y concavidad). Roky
dirigié su respuesta a los puntos “equidistantes” en lugar de la simetria, lo cual es
correcto si la referencia fuera a los valores de X, dela Tabla 3 (guia didactica), que
son las abscisas de los puntos de la parabola, pero no es correcto si se tratara de
los puntos de la parabola, esta ambigiiedad se disipéd con la entrevista, quedd
establecida la referencia a las abscisas.

Roky empled representaciones D y S, Rafael, D y N, y los participantes restantes
utilizaron las representaciones D, N y S (graficas 59 y 60).

Mirelle mostré una mayor movilidad entre las representaciones que Omega, en el

sentido de la duracién de los ciclos entre las representaciones. Viridiana , por su
parte, presenté mayor movilidad en la segunda parte de su respuesta.
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Las intagrantes del equipo 1 y Roky contestaron este ftem con relacion ai valor de h
y no respecto al valor de la pendiente, conforme se sefiala en el {tem.

Mirelle es la Gnica que uso la representacion S para la relacion entre h y X, — X, y
para explicar el comportamiento de h, de modo funcional, en “... el valor absoluto de
h de 1 a 0 va disminuyendo de acuerdo a la recta de Xx, —x; = h.." Parece que

Mirelle entendié la expresion “de acuerdo® como una relacién entre las variables X,
y &, enlaque consideré a X constante eiguatai.

Todos excepto Roky usaron las representaciones D, N y 8. Todos menos Roky
mostraron un apoyo ilustrativo con la representacion N (graficas 61 y 62). En una
parte de las respuestas de Diana, Mirelle, Omega, Fernando y Rafael se identifico la
secuencia de representaciones S, N y D. Mirelie y Viridiana presentaron la
secuencia S, D y G. Diana, Omega y Rafael en gran parte de sus respuestas
oscilaron entre S y N.

Omega, Rafael y Diana fueron los Onicos que relacionaron el valor de h con la
pendiente y la secante para responder. Roky contesto refiriéndose al ‘valor de la
secante” [sic], cuando la pregunta fue sobre el valor de h correspondients, esta
fusion no se deshizo ni en la entrevista.

Fernando y Rafael respondieron en forma correcta y precisa. Todos menos Viridiana
y Mirelle contestaron relacionando &l comportamiento del valor de h con la secante y
fa tangente. En cambio, los integrantes del equipo 2 se enfocaron en la ubicacion de

los puntos, de P, respecto a B, y no se refirieron a la relacion entre la secante y la
tangente.

Las representaciones que usaron todos los participantes son D, N y S {gréficas 63 y
64). Las respuestas de Rafael y Viridiana presentaron la secuencia SDSN. Fernando
y Viridiana mostraron la secuencia DDDDSNS .

Omega, Fernando, Roky y Diana proporcionaron respuestas cortas, pero correctas.
Todos contestaron correctamente a la primera pregunta de este ltem, pefo Viridiana,
inicialmente se refiri6 correctamente a la relacion entre h y la secante respecto a la
tangente, y la parte final de su respuesta fue ambigua, cuando dijo “... es el que se
acerca mas a la tangente...”, por el uso del articulo "el” en lugar de “la" y esto puede
entenderse como gue la relacién entre h y |a secante, respecto a la tangente, no es
muy diferenciada.

Mirelte fue la unica que no proporciond el valor de h correspondiente a la secante
L,, ni se refirié al concepto “valor”, probablemente no leyé la tercera pregunta
gcontenida en este ltem.

A pesar de que Viridiana y Omega emplearon soélo un concepto para responder
(graficas 65 y 66), la apreciacién de Omega de que Ja grafica °... se despega ...”
sugiere una referencia al eje Y, mientras que para Viridiana la referencia fue al punto
de interseccion de la secante y la curva en relacion al punto donde se trazaria ja
tangente, cuando dice “... se va acercando...". Ambas situaciones fueron constatadas
en la entrevista.

Omega explicd el cambio en fa grafica, para h < 0.1, mas con un referente geométrico
de la grafica, cuando dijo “... se despega...”, que con ia relacion entre el valorde hy
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la posicién de la secante.

La (nica que comentt el caso h = Q fue Mirelle; interpretd correctamente el hecho de
que el programa SECANTE requeria que la secante intersectara a la curva en dos
puntos distintos y que cuando h = 0, la interseccién era en un sélo punto.

En el equipo 2 las respuestas fueron predominantemente discursivas, Omega fue el
Unico que utilizé so6lo representaciones discursivas. Fernando, Rafael y Diana
emplearon representaciones D y 8. Viridiana y Mirelle hicieron uso de las
representaciones D, N y S (graficas 67 y 68), y para ellas se identificé la secuencia
SDNDSDD.

Todos hicieron parte de la respuesta en términos numéricos. Fernando, Roky y
Mirelle mostraron las representaciones D y N. Omega, Rafael, Diana y Viridiana
emplearon representaciones D, N y S (graficas 69 y 70). En Omega y Rafael se
identificé la secuencia ONS,

Mirelle mostré la mayor proporcion de representaciones simbdlicas y utilizé las
expresiones algebraicas para la pendiente contenida en la Tabla 4 (gufa didactica).

Se dio una respuesia marcadamente diferente entre los equipos, en especial por la
interpretacion gue dieron al concepto “razdn de cambio instantaneo”. Viridiana no
respondi6é, Diana y Mirelle sélo contestaron lo relativo a la pendiente. La diferencia
mas notoria con el equipo 2 fue que todos los integrantes de este ultimo dieron como
razon de cambio instantaneo el cambio en los valores de las pendientes o sea la
razén de la razén del cambio promedio.

Todos ios participantes a excepcion de Viridiana utilizaron las representaciones D, N
y S (graficas 71 y 72). La secuencia DNNSSS la presentaron Diana, Mirelle y Rafael.
Y ¢n la parte final de |a respuesta de Mirelle se noté una oscilacion entre N y S que
no se dio en las otras dos integrantes del equipo 1.

Rafael, Diana y Mirelle se refirieron a la “... primera hora...", Roky y Viridiana
mencionaron “... una hora”. En este item la frase “... al término de la primera hora...”
se interpreté como “... durante la primera hora...,” 0 como "... a lo largo de la primera
hora...".

Mirelle y Rafael utilizaron representaciones D y N, Omega y Roky respondieron sélo
de manera discursiva (graficas 73 y 74).

Fue muy notoria [a ausencia de las representaciones simbdlicas en las respuestas de
tres integrantes del equipo 2 y uno del equipo 1. Las Unicas representaciones
simbolicas que Fernando utilizé fueron para el agua, con la expresién H,0, y para el

alcance, “...x distancia...”.. Diana usé ia representacién S para denotar la altura,
medida desde el piso, hasta donde se sostiene ia manguera y con ello dio cuenta de
que |a referencia horizontal del piso la identificd, mas adelante, con el gje X.
Viridiana trazd la gréafica correspondiente al enuncjado del problema planteado en
este item, localizando las coordenadas en forma simbélica y numérica, mientras que
Mirelle, Diana, Rafael, Omega y Roky lo hicieron con representaciones numéricas,
solamente. Y Fernando no utilizé coordenadas.

Fernando, Roky, Diana, Viridiana y Mirelle emplearon las representaciones D y S.

Diana y Mirelle oscilaren mas veces enire esas representaciones. Omega y Rafael
utilizaron las representaciones D, N y S, pero Omega mostré mas oscilaciones entre

119



2.2.7

2.41

2.4.2

Capitulo 4. Resultados y discusion

ellas {graficas 75y 76).

Diana y Viridiana usaron ia representacién S para modelos matematicos mas
generales en comparacion a los demas participantes. Mirelle fue la Unica que no
proporcioné expresiones simbolicas para modelar la situacion, de hecho, solo
describié las condiciones de variacién utilizando representaciones discursivas para
tos conceptos de intervalo y trayectoria parabolica.

Diana y Viridiana aproximaron el modelo matematico de la salida del agua por una
manguera con polinomios de primero, segundo, tercero y cuarto grados; Omega con
polinomios de primero, segundo y tercer grados, Fernando y Roky con polinomios de
segundo grade. La variable en todos los polinomios fue el desplazamiento horizontal
del agua, aunque este hecho probablemente no fue significativo para los
participantes.

Diana, Mireile, Fernando y Roky utilizaron representaciones O y 5. Diana las usé con
menos frecuencia. Los demds participantes respondieron de manera discursiva
(graficas 77 y 78).

Todas las respuestas a este item fueron descriptivas de la trayectoria como sinonimo
de la direccién, se refirieron a una trayectoria parabélica, pero en el caso de
Viridiana y Mirelle, mencionaron ademas la concavidad de |la parabola.

Omega y Rafael reconocieron la posibilidad de que el chorro de agua que sale por
una manguera tuviera diferentes trayectorias, pero no especificaron alguna en
particular, de ahi que la respuesta estuvo redactada en términos muy generales.

Todos las participantes del equipo 1 usaron las representaciones D, N y §. Viridiana
oscild mas entre las representaciones N y S (graficas 79 y 80).

Este item tuvo el objetivo de mostrar si el alumno distingula el concepto de velocidad
del de razon de cambio de la altura del agua, los integrantes del equipo 2, con
excepcién de Roky, utilizaron erréneamente la razén de cambio de la altura del agua
respecto al desplazamiento horizontal para calcular 1a velocidad promedio del agua.
Roky, en cambio, describié el efecto de la gravedad en fa velocidad y la relaciono
con el punto mas alto de ia trayectoria, aunque de manera descriptiva, fue en parte
correcta. Por lo tanto ninguno de los participantes respondié compieta y
correctamente el item.

Cinco de los siete participantes respondieron (nicamente de manera discursiva.
Mirelle uso6 representaciones D y 8. Omega respondidé discursivamente y mostré una
representacion numérica nada mas (graficas 81 y 82).

Este item también pretendié que el participante mostrara sus concepciones de las
relaciones entre velocidad y direccion de la trayectoria. Viridiana y Mirelle
consideraron a la velocidad negativa {valor negativo) como consecuencia de que la
calcularon como la razén de cambio de la altura. Roky fue el Gnico que menciond una
dependencia entre la direccion y la velocidad del agua.
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Conexiones

Haciendo una comparacién entre 1as conexiones tridimensionales presentadas en
tas respuestas escritas a los 22 items en estudio (ver la tabla 16, pp. 176-186) se
encontrd la presencia de conexiones bidimensionales X—Y compartidas entre dos
0 mas conexiones tridimensionales, este hecho sugirié que la respuesta que un
participante produce la basa o estructura en torno a ellas. Es decir, que las
conexiones bidimensionales comunes a dos o mas conexiones tridimensionales
forman algo asi como el nicleo representacional (NR) de la respuesta. El
concepto de nicieo representacional pensado de manera analoga al de nucleo
conceptual (Campos y Gaspar, 1995) en el sentido de que ios conceptos del
nucleo conceptual son conceptos presentes en dos o mas proposiciones de la
respuesta; asi el nucleo represeniacional esta formado por las conexiones
bidimensionales comunes a dos 0 mas conexiones tridimensionales.

Algunas particularidades que se . observaron al comparar las configuraciones
representacionales de las respuestas a cada item de los siete participantes fueron
las siguientes:

ftem Observaciones

1.2.1  La demanda representacional (DR) del item es D, T y todos los participantes ta
refiejaron. Fernando, Diana, Rafael y Roky no hicieron uso de la representacion
grafica G ni aludieron a ella, no asi Omega, Viridiana y Mirelle, quienes tradujeron a
una representacién grafica ta informacidén contenida en la Tabla 1 (guia didactica),
debido a una lectura anticipada de la pagina 4 de la misma guia didactica (anexo 1),
en donde aparece la grafica correspondiente a los datos de la tabla. Este hecho se
constaté durante la entrevista.

Omega, Diana y Viridiana presentaron ia conexion D—S como parte de su (NR) y
Rafael y Viridiana a D->T.

1.2.3  La conexion D->S forma parte de las configuraciones de Omega, Fernando, Mirelle y
Rafael. Rafael fue el (nico que respondid de manera mas compieta en cuanto a
conexiones tridimensionales, usé cinco.

1.3.1  La (DR) para este item es D, G y S, seis de los siete participantes {a reflejaron y
estructuraron su respuesta con esas tres representaciones.

La conexién tridimensional DGS fue la (nica que usaron los participantes para
responder a este item, excepto Roky guien utilizé DGT, Jo que indicod su referencia a
la representacion tabular en lugar de la simbélica.

1.4.3 Omega, Fernando y Rafael presentaron la conexién DNS; Diana y Mirelle mostraron
la conexion NST. Todos exhibieron S-»T y todos menos Viridiana hicieron la

¥ Recordemos que una conexion tridimensional XYZ esta representada por un arreglo de tres
letras (de entre D, G, N, S, T) cuyo orden no es significativo y que denotan la presencia de una
relaciébn R entre dos conceptos representados en cualquiera de las tres siguientes
posibifidades: X—»Y R X—=Z & X—=Y R YoZ ¢ X—Y R YZ
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Capitulo 4. Resultados y discusion

conexion DS,

Rafael dio muestra de un nlGcleo mas amplio y de sus cinco conexiones
tridimensionales fue notorio que en tres de ellas aludié a T, es decir, Rafael organizé
su respuesta a partir de los datos de una tabla.

Omega, Fernando y Rafael hicieron la conexion tridimensional DNS que indicé el uso
de ejemplos para apoyar la respuesta discursiva que aludfa a una representacion
simbélica del tiempo, pero no utilizaron simbolos para responder.

Roky hizo una respuesta discursiva y simbdlica con referencia a G, lo que denotd
una respuesta con mas correspondencias entre otras representaciones externas pero
que no fue tan precisa como la de Diana y Mireile.

S¢lo Fernando hizo referencia a la tabla.

Todos los participantes presentaron la conexién bidimensional D8 y Mirelle y
Rafael mostraron ademas S—T. Estas coincidencias se encontraron a pesar de que
las mujeres trabajaron independientemente del grupo formado por los hombres.

Todos efectuaron la conexién bidimensional N—S, que explica el uso del intervalo
seleccionado para dar una respuesta en relacién al concepto de velocidad promedio.

El nicleo representacional, para tres de los siete participantes, fue N-»S, de ahi
que, el ejemplo particular elegido resulté ser |a base de su respuesta.

fas respuestas a este i{tem presentaron un mayor nimero de conexiones
pidimensionales y tridimensionales que las anteriores (p. 179).

Ei nucleo representacional fue marcadamente mas amplio para Diana, Viridiana vy
Mirelle, quienes trabajaron juntas.

Las configuraciones de Fernando y Diana resultaron ser digréficas de cinco puntos
con 6 y 7 lineas respectivamente, que mostraron mayor grado de conexibn entre las
representaciones en estudio.

Omega, Diana, Viridiana y Mirelle presentaron la conexiéon N-—»S en su nucleo
representacional, de ahi que la base representacional de su respuesta esta en los
ejemplos gque utilizaron para ilustrar los conceptos algebraicos.

Este item, como material de aprendizaje potencial (Ausubel, 1973), planteé una
cuestion sobre una actividad que involucrd representaciones D. G, N, S y T, ¥
respecto a ellas Diana, Viridiana, Mirefle y Rafael exhibieron una configuracién de
cuatro puntos, no reflejaron la representacién G como requiere |[a demanda
representacional del (tem. Omega fue el unico que mostré ta conexién DGS con io
que refleja la (DR).

Todos mostraron la conexién tridimensional DGS con la que reflejaron Ja demanda
representacional. Mirelle y Roky extendieron sus conexiones a T. Mirelle fue la dnica
que usé la representacidon numérica para responder.

Roky dispuso de un (NR) mayor por lo que su configuracion fue una digrafica mas
completa.
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Roky respondié discursiva y simbodiicamente con referencia a las representaciones
tabular y grafica. Todos elaboraron sus respuestas conforme al equipo en que
trabajaron, a excepcién de Roky, situacion que al parecer resultd ser un efecto de la
interaccion grupal,

Es decir, en cada equipo se observé un cierto acuerdo en la respuesta, pero se
destacaron algunas diferencias que pudieran atribuirse a la organizacion conceptual
de cada individuo, mas que a )a interaccidn grupal. Por ejemplo Diana hizo la
conexién bidimensional D—G a diferencia de Viridiana y Mirelle.

La conexion D—S formé parte del nucleo representacional de todos a excepcion de
Mirelle y Roky.

Se observé que las conexiones de Omega, Fernando, Diana, Mirelle y Rafael
formaron digraficas con vértices D, G, Ny S.

El nicieo representacional de Omega, Diana y Mirelle incluydé a la conexién §—-G.

Las configuraciones de las respuesta de todos, a excepcion de Roky, ademas de que
reflejaron la (DR}, incorporaron la informacién numérica con referencia a la
representacién simbélica. Todos usaron la representacion simbdlica. La referencia a
lo grafico fue mas frecuente en Omega, Fernando, Diana, Viridiana y Rafael que en
Mirelle y Roky.

El nicleo representacional de Omega, Fernando, Diana, Viridiana y Rafael incluyé la
conexién S-»G, razén por la que respondieron de manera precisa.

Algo caracteristico a las configuraciones de Omega y Viridiana fue que no
presentaron conexiones tridimensionales.

Fernando, Diana, Miretle, Rafael y Roky refiejaron la (DR) de este item. Los cuatro
aitimos utilizaron ademas la representacion N e hicieron [a conexidén bidimensionai
N—S. Roky, como se dijo en la seccidn anterior y a diferencia de los dem&s, hizo
referencia a una “...separacién...” respecto at eje Y, pero no a la situacién de tos
puntos por donde traza una secante.

La respuesta de Viridiana produjo una configuracion mas conectada. Su nicleo
representacional constd de cinco conexiones bidimensionales.

Todas las respuestas, a excepcidon de la de Roky, incluyeron la c¢onexidn
tridimensional DGS, Roky utilizé la conexion DGT y su referencia a la Tabla 4 de la
gufa didactica, pareci6 darle mayor significado que 12 referencia a la
representaciones graficas de {a calculadora.

La (DR) se reflejé en todos. Un aspecto notorio fue que solo Diana, Viridiana y
Rafael mostraron representaciones simbdlicas y los demas participantes hicieron su
respuesta ¢on base en |a conexidgn DS,

Todos, excepto Roky, exhibieron la conexién bidimensional N— 8, la cual formé parte
del (NR) en las configuraciones de todos menos de Omega y Roky. En el nicleo
representacional de todos se dio ia conexidon D—»§, excepto para Omega y Roky.

Rafael y Omega no aludieron a lo grafico. Sin embargo, todos elaboraron parte de la
respuesta en terminos numéricos.
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1.8.16 E! dnico que reflejd la demanda potencial de |la representacion, T, fue Omega. Todos
mostraron la conexion bidimensional N—S.
Cuairo de los siete participantes (Fernando, Mirelle, Rafael y Roky)} se refirieronn a
lo grafico y Omega, Fernando , Mirelle y Rafael respondieronn. ademas con
representaciones simbélicas; Diana y Viridiana no usaron la representacion simbélica
so6lo hicieron referencia a ella.

El (NR) de Férnando, Rafael y Roky incluy6 a {a conexién D—S.

2.2p Todos excepto Roky presentaron la conexién tridimensional DGS. El nucieo
representacional de Diana, Mirelle y Rafael abarco a la conexién D—G.

La conexion tridimensional DGN sélo fa mostraron Diana, Mirelle y Rafael.

2.2.2 Todos presentaron la conexién tridimensional DGS. Solo Rafael agregd una
ilustracién en forma numérica de modo que su configuracién incluyd la conexidn
N->S.

Todos respondieron en forma simbolica refiriendose a las representaciones graficas
que construyeron en 2.2.p, 2.2.1 y en la calculadora.

2.2.7 Todos excepto Viridiana mostraron al menos la conexion tridimensional DGS. La (DR)
de este jtem fue D, S y sélo Viridiana no reflejo en cuanto a §,

2.4.1  Todos presentaron la conexion N—S. Omega, Diana, Mirelle y Roky hicieron la
conexion tridimensional DNS y Diana, Mirelle y Roky ademas mostraron a DSG.

Los participantes respondieron en términos discursivos y numéricos con referencias
a lo grafico. Fernando, Diana y Mirelle fueron fos dnicos que utilizaron la
representacion simbdlica.

E! (NR) de Diana y Mirelle incluyé a D—S.

2.4.2 Todos exhibieron la conexibn DGS y sélo Omega usé ademas a DNG,
correspondiéndose esto ultimo con el uso de una itustracién numérica. El nuicleo
representacional de Omega fue la conexion D—8S.

Configuraciones

Para finalizar esta seccion presentamos los resultados conforme al tipo de
configuracién que mostraron fos participantes en fas respuestas escritas a los 22
items de la gula didactica. Los resultados respecto al numero de puntos de la
configuracion, en forma decreciente, fueron:

Las digraficas con cinco punios se encontraron en catorce ocasiones: Omega en
el item 1.2.1; Rafael en el item 1.2.3; Fernando y Rafael en el item 1.4.3,
Fernando, Diana y Mirelle en el ftem 1.7.1, Diana en el item 1.8.9; Roky en el item
1.8.12 y Rafael, Diana, Viridiana, Mirelle y Roky en el item 1.8.15.
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l.as configuraciones con cuatro puntos y las cuatro conexiones tridimensionales
posibles se encontraron sélo en Roky ((tem 1.8.3) y Viridiana (item 1.8.14).

Las configuraciones con cuatro puntos y tres conexiones tridimensionales no se
mostraron conforme a un patrén reconocible respecto a los items. Diana mostro
configuraciones de este tipo en los items 1.2.1, 1.8.10 y 2.2.p. Viridiana en los
items 1.7.1y 1.8.9. Rafael en 1.8.12 y 1.8.15 y Roky en el item 1.8.16.

Las configuraciones que tienen cuatro puntos y dos conexiones tridimensionales
se mosfraron en todos {os items en al menos un participante. Los items que
tuvieron un mayor nimero de pariicipantes con digraficas de cuatro puntos y dos
conexiones tridimensionales fueron el 1.8.9 {Omega, Fernando, Mirelle, Rafael y
Roky) v el 1.8.12 {Omega, Fernando, Diana y Viridiana}.

Las configuraciones de las respuestas que no mostraron saltos enire las
conexiones bidimensionales son digraficas transitivas (de tres puntos) y se
encontraron en cuatro de los siete participantes en el item 1.8.3 (Omega,
Fernando, Diana y Rafael) y en item 2.2.2 {Omega, Diana, Viridiana y Mirelle}.
Es curioso que en cada caso hay un participante que no pertenecia al equipo de
los tres restantes.

Solo Diana y Mirelle mostraron configuraciones totalmente disconexas en el item
1.5.3. Los demas participantes no mostraron configuraciones de este tipo en
absoluto.

En términos generales se encontrd que la conexioén tridimensional DGS fue la mas
frecuente, y que se generaba de las conexiones bidimensionales D—»S y S—G.
Sin embargo la conexion D—G se maostré menos, esto se puede entender como
que los participantes casi no mostraron una evidencia de {a interpretaciéon (p. 23)
de la informacion grafica en términos verbales (Janvier, 1987, 28).

Para el concepto cumbio los participantes mostraron mayor numero de
conexiones entre las representaciones {véase la pagina 179, item 1.7.1}, esto en
cierta medida concuerda con el hecho de que las conexiones se establecen en
periodos de tiempo mas o0 menos largos, recordemos que este concepto se utiliza
en varias disciplinas escolares y desde los primeros afios de la formacion
elemental. En el mismo item, cuatro de los siete participantes basaron su
respuesta en representaciones numéricas y todos usaron representaciones
simbdlicas para referirse a dos valores de la variable tiempo, es decir, el cambio
en el tiempo esta referido a dos momentos de manera numérica y simbélica, pero
fa cuantificacion del cambio s6lo se hace de forma numerica.

El nucleo representacional fue marcadamente mas amplio en el equipo compuesto
por mujeres.
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4.3  Extractos de las entrevistas a Roky

Cuadro 4.- Extracto de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.2.1

Cod. Part. Contenido Intervencion Acolaciones
simuitanea *
121Ro01 1 L e loca a lvan, bien, en el tem 1.2.1
121Ro02 A jAial
121Ro03 1 Mmmha, ,qué te pregunté?
121Ro004 ,Como es la variacién de |a cantidad Y de [lee ol item
sustancia producida...? 1.2.1
impreso)

121Ro05 1 Tu respuesta 4verdad?, bien entonces en A jaja!

la parte posterior escribiste, vamos a ver,
tu me dices "aumenta desde un punto

cero,.."ino?, ahora gquién disminuye a [leo la
cero? respuesta
escrita)
A jajal
121Ro06 A La... la cantidad de sustancia
121Ro07 1 La cantidad de sustancia, bien y dice “en
un lapso de cuatro horas", ¢ de cuatro?
121Ro08 A Si de cuatro horas
121Ro09 I Disminuye otra vez a cero, ¢an cuatro
horas?
121Ro10 A Exacto, o sea... dice que en dos horas
sube... 0 sea en dos horas sube a su
punto maximo
121Ro11 1 Bien
121Ro12 A Y en... para regrasar a su punto caro otra
vez toma otras dos horas, y en el lapso de
cuatro horas de cero sube y otra vez 1 jahl
vuslve a cero
121Ro013 1 jAh! eso te 10 sabias, muy bien, aja,

porque me surgia la pregunta si... cuénto
ara el tiampo que se tardd en pasar de o
méximo a lo minimo, al cero, y no, jahl
bien, oh key, entonces estamos de
acuerde, bueno de la pregunta 1.2.2

* Las acotaciones del investigador estan comprendidas entre corchetes.
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Cuadro 5.- Extracto de la enirevista a Roky correspondiente al item 1.2.3

Cod, Part. Contenido Intervencion Acotaciones
« simulténea *
123Ro01 1 La pregunta... la 1.2.3, dice *algunos {leo &l item
cambios estan en la..." , antes de que tu impreso}
pintaras con l4piz, esto es con tinta ;no?,
*... por medio de segmentos horizontales y [contindo la
verticaies, entonces con el lapicero lectura)

marcas cuales son los horizontales y
cuales son los verticales.

123Ro02 A (Los segmentos horizontales?
123Re03 I jAjal

123Ro04 A Este

123Re05 1 Y, (cuéles son los verticales?
123R006 Pausa

123Ro07 I Eso, muy bien, sefiala sobre... bueno

sefala sobre la grafica a qué variable
cotresponde cada uno, qué variables les
tocaria, acuérdate que son cambios, eso
dijo al principio... un segmento horizontal
corresponde o representa un cambio y tu
me dices a jqué variable?, ;al tiempo?, o
ia la cantidad de sustancia?

123Ro08 A Este cambio ;a qué serd?, ;al tiempo?, ;a
la cantidad de sustancia?

123Ro09 1 Tu me dices ;a qué variable?
123Ro010 Pausa

123Ro11 A El tiempo... y este sustancia
123Ro12 1 MmmhU, de hecho esa misma grafica

{segmento inentendible), pero he pintado
los segmentos

123Re13 A El cambio con respecto al tiempo, la
horizontal

123Ro14 1 lLa horizontal, y jla vertical?

123Ro15 A La sustancia

123Ro18 1 Mmmi, bueno muy bien, ahora una [me refiero
pregunta, (cuanto mide este cambio?, te al segmento
astoy preguntando el primero de los impreso en
sagmentos que yo pinté la grafica 2]

123Ro17 A ¢El horizontal?

123Ro18 I El vertical, ¢cuanto mide ese cambio?

123Ro19 A Pues nos da... bueno ... .50

123Ro20 I LEl cambio mide .507, a ver por qué?

123R021 A Si ¢no?... porque.. es el... 0 sea...,

123R022 1 (Cuanta sustancia hay aqui?, en este [sugeri
primer punio, a esta aitura *altura’]

123R023 A LAqui 7

123R024 | 8i, yqué lanto...? Agui es cero

123R025 A ¢ Cuanta sustancia hay?

123Ro26 | Hasta acd... jcudnto es?

123Ro27 Pausa

123Ro28 A Serig 12

123R029 1 LAQui?, 2127
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Continuaclén del Cuadro 5.- Exlracto de {a entrevista a Roky correspondiente al item 1.2.3

123R030
123Ro031

123Ro032
123R033

123R034
123R03b
123Ro36

123Ro37
123Ro38
123R039
123Ro40
123Rod1

123Ro42

123Ro043

123Ro44
123Ro45
123Ro046

123Ro47
123Ro48

123Ro49

123Ro050
123Ro51

123Ro52
123R053
123Ro54
123Ro55

A
[

A

I

> > — o — ey B> -

>n—<

Lt

]

—

8i 12, si ése es uno, ¢£no?, este...

No, esta escala va..., si este fuera uno,
dos, tres, cuatro, ya hasta aqul serian
las cuatro horas de aqui hasta aca son
cuatro horas

Entonces... {murmultos), jah! .25 seria
de aqui aca y .25 de aqui aca...

Estds marcando los segmentos sobre sl
eje X de .25 en .25

Mmmhu

Si, luego entonces..,

Aqui serfan... .25y hacia arriba 12....,
.25 ... verticalmente...

Estds mirando la tabla 1, muy bien
Serlan 3.75

La cantidad de sustancia

La cantidad serfa 3.75

Bisn y cuando pasas acé ai siguiente
punto...

Punio 50 y este... .. 7

Siete, ahora dime jcuanto cambié Ia
cantidad de sustancia?

Cambié... mmm....

Pausa

(Murmullos) 3.25

¥ tu me habias dicho que en .50

Si, si  lo que pasa es que es la
cantidad que va... .50 es la cantidad
que... que va este,.. que wva
disminuyendo pues

Pero el cambio, el cambio, o sea, entre
este segmento y el que sigue hay una
difersncia de .50 psro eso yo no te
estaba pregunlando

Si la variacién...

Entonces esto hay que quitarlo,
verdad?, entonces vuelvo a plantearte
la pregunta para ver s| estamos de
acuerdo, cuanto mide este cambio?

Este cambio mide 3.25

Ponlo sobre ahl...

...3.25

Muy bien ahora sl llegamos a un
acuerdo, asta bien.

A jah! cuatro
horas

I mmhu

1 3.75

Iy éla
cantidad de
sustancia?

[me reflero a
la escala en
el aje
horizontal}

[repito]

[efectla sus
operacjones)

([esta
explicacion
manifiesta su
consideracion
al cambio de
los cambios]

[sefialo el
primer
segmento
vertical de la
Grafica 2]
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Cuadro 6.- Exiracto de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.3.1
Cod. Part Contenido Intervencion Acotaciones
. simultanea
131Ro01 1 Bien, entonces tu lees, la idea es
pues que leas el item y yo te leo la
respuesta para ver si estoy
entendiendo bien lo que tu me
contestas, mmha, entonces /la lees
en voz alta?
131Re02 A ¢ Por qué la variacion proporcional...? [lee el item 1.3.1
impreso]
131Ro03 1 Muy bien, tu este contestaste "el [leo la respuesta
segmento de recta sirve para ascrita]
aproximar la cantidad de sustancia
de un intervalo a otro” o sea tu
respuesia es amplia pero no me
dices el porqué, spor qué sirve?
131Ro04 A A ver jpara qué puse eso? “jpor {trata de
gué la variacion proporcional en un recordar], [vuelve
intervalo..." 0 sea este es un a leer el item
intervalo y este as otro intervalo, 1.3.1], [continta
"*se representa por medio de un la iactura del item
segmenlo de recla...? 1.3.1]
131Rc05 1 Estamos mira... haciendo referencia [p. 6]
a la grafica 3, mmhi
131Ro06 A Entonces
131R007 I Ahi hay un segmento de recta
131Ro08 A Entonces seria ésie, ésfe es el I mmh( [sefiala sl
intervalo, jpor qué se representa? segmento en la
grafica 3]
131Re09 I Si
131Ro10 A jAh!, pues yo puse porque... ese I sune al
sagmento de recta es el que une a intervalo?
ese intervalo, el segmento de recta
sirve para indicar la cantidad de
sustancia de un intervalo a otro
131Ro11 1 ;Une al intervalo o une los puntos?
131Ro12 A L.os puntos, ees cierra ese intervalo I Eso es fcuriosa
pues ) conceptualizacion
de cerrar)
131R013 1 Cierra, td cuando dices intervalo ;a
quién te refieres?
13{Ro14 A Me refiero a esto [traza una ilave
que abarca un
segmento, sobre
la grafica 3]
131Ro15 I Estas marcando con una ilavecita sl {sefialo [os Oftimos

segmento de recta, este... que une
a los puntos, bien, sin embarge a...
al intervalo, nosotros nos
referimos... a ofro, aqui mira,
;quieres leer asto?, ¢si?

dos renglones de
ta pagina 6)
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Continuacién del Cuadro 6.- Extraclo de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.3.1

131Ro16

131Ro17

131Ro18
131Re19
131R020

131Ro21
131Ro22
131R023
131Ro24
131Ro25

131R026
131Ro27

131Ro28

A

—

L}

Que la cantidad de susiancia varfe

en forma proparcional en un
intervalo [a, b)
Hasta ahi, [a,b] es un intervaio,

¢8i7 pero un intervalo de tiempo,
i8i?, o sea a es tiempo y b es
tiempo, entonces ;donde estaria
representado el intervalo de tiempo?
Es ol de las Y's jno?

Pausa (4 segundos)

Puedes constatar viendo tus otros
materiales, déjame
proporciondrtalos

En el uno yno?

(En el uno?, (crees?, muy bien
aqui lo tienas [le doy su material de
la leccion 1]

Pausa (17 segundos)

Estds mirando fa tabla 1, mmhad
Tiempo es el X y cantidad es Y
Mmh(

Entonces, dice la cantidad de
sustancia mmm varla en forma
proporcional en un intervalo {a,b],
nos dice que a y b es tiempo,
antonces en un intervato,.. jah! de...
del eje de las X's

Eso es, a eso me referia, muy bien,

[lee el penultimﬂ
renglén de la p. 6]

A A8

A jAjal

[se refiere a |la
leccidn 1]
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Capilulo 4. Resultados y discusion

Cuadro 7.- Exiracto de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.5.4

Cod,

Part.

Contenido

Intervencién Acotaciones

simultanea

164R001
154R002
154R003

154Ro04

154R005
154R006

164R007
164R008
154R009

154R010

154Ro11

154Ro12

164Ro13
154Ro14

i
A
I

{Quieres leer ta pregunta?

¢ Por que... {

Tu respuesta dice "primero tenemos
el valor de y y asi despeja a x",
$qué quieres decir con "despeja a
X7

Mmm, en primera tenemos el valor
de y y después se despeja x, © sea
al parecer ya tenemos un valor, si
ya tenemos..,

Algo inentendible, mmhi

Ya tenemos este valor de y {(mmhd),
aja, ...permite caicular la cantidad
de sustancia producida en cualquier
momento X, a ver ya tenemos e}
valor de y, se despeja x

Pausa

Creo la ¢cosa era saber...

¢ Qué querias decir?, ;quién esta
despejado? o, ;se necesita despejar
a algulen?

Estee... hay calcular la cantidad de
sustancia producida en cualquier
momento X... 0 Sea que vemos a
encontrar |la sustancia ¢no?, por
ejemplo en un minuto por decir algo
¢{no? , entonces... este mmm... estd
mal ... entonces lo que debemos de
conocer es los valores de x, para ya
encontrar y, entongces no hay que
despejar nada.

jAh! bien, entonces encontrarias la
cantidad de sustancia producida en
cualquier momento x 48i?, porque
*...6sta s la ecuacion de tas tres
ecuaciones" [leo parte de su
respuesta), ;cémo esta esto?, la
ecuacién de las tres ecuaciones.

Ya enconlré la cantidad de sustancia
producida en cuailquier momento ¥,
porque ésta es la ecuacidn, el
resultado, es el resultado de las tres
acuasiones, o sea la,.. del...

Puedes mirar... en aste mismo plano
Pausa

lee ol item 1.5.4)

[repite el item
1.5.4),

I mmha

I mmhu

I mmhu
I mmht

A mmhi

[me sonrio]
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Continuacion del Cuadro 7.- Extracto de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.5.4

Capitulo 4. Resultados y discusion

164R015

164R016

164Ro017
154Ro018

154R019
154R020
154R021
154Ro022

154R023
154Ro24
164R025
154R026

164Ro27

154Ro028
154Ro029
154R030
154Ro31

154R032

A4

!

A
!

o

T e N

]

Del sistema... §cémo se llama?,
del sistema de ecuacicnes con
tres incodgnitas, ¢no?

Aja, 4cudles eran las incognitas
ahi?

abye

Que |as encontraste, ,no?, ¥...
esta era |a respuesta, que fue
{o que platicamos el martes, jte
acuerdas?, bueno, entonces
aee, Jme podrias dar un
ejemplo de por qué con esta
expreslon tu puedes calcular la
cantidad de sustancia?, tu
mencionaste un minuto zsi?, un
minuto, ¢qué fraccion seria de
hora?

Mmm

Pausa

¢ Que fraccion serjia?

8i, porque recuerdas que a la x,
la astabamos...

Una cienava parte yno?

Una ,qué?

No, una sesentava parte.

Aja, una sesentava parte,
exacto, si el tismpo entonces
fuera asl de un sesentavo que
serfa un minuto, ¢ cuanio de
cantidad de sustancia se habra
producido? jcémo
procaderias?, con pluma eh [le
indico que escriba con una
piuma, para distinguir la
respuaesta dada en la lecclon de
la respuesta producida durante
la entrevista], {ajal, habla
fuerte 2 si?

Tenemos y igual a 16 x menos 4
X cuadrada, si tenemos que X es
igual a un sr. :entavo, el tiempo,
sntonces y es igual a 16 por
uno entre 60, menos cuatro x al
cuadrado, jay! perdén, menos 4
por uno entre 60 al cuadrado.
(607, jaj&! bien.

Entonces este y nos daria...
Pausa

Mmm, bueno 16 por 60 menos...
cuatro por uno entre 60 por 60
Lo que oprimas hablalo en voz
aita

A mmhu

A mmhi

I mmhi

I mmhi

I mmhu
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Capitulo 4. Resultados y discusion

Continuacion del Cuadro 7.- Exiracto de la entravista a Roky correspondiente al item 1.5.4

154R033 A4 Por sesenta, iuego lo elevo al
cuadrado y luego... ya me da si
resultado de 360 no 3600, luego I mmha
tanemos que y es igual a 16 entre
60 menos 3600 entre 4 por 3800,
entonces y nos da..,

154R034 Pausa

164Ro36 A4 Este 3600 entre 60

164Ro36 J [segmento inentendible]

164R037 4 Cuadrado

154Ro038 J jAjal

154Ro039 Pausa

154Ro40 A4 [segmento inentendible], ah si
podemos multiplicar poresta a y
luego esto por esto y se resta

154Rod41 I Mmm como tu te acuerdes, como tu
quieras proceder.

154Ro42 Pausa

154Ro43 J Nada mas me dices que haces

154Rod44 A4 ...3600...

154R045 Pausa

154Ro46 A ...3600 por 16 nos da un valor de
57200

154R047 1/ A ver déjame ver qué hiciste?,
3600 por 16, mmhd

154Ro48 Pausa

164Ro49 A ...57200 men2s 60 por 4, cero, 6 por
4, 24

154R050 Pausa

154Ro051 [/ ¢ Cuanto da?

154R052 4 ...57260, a ver, y si hacemos,.. I mmha
mmm

154R053 [ ¢ No te faltd ahi algo?

184Ro54 A4 jAh!, dividir 4 no?

154Rob5 Pausa

154Ro56 A ¢ Si lo hacemos de otra forma?,
antre 60, 60 por 16 , ay apreté la
grafica.

154Ro57 Pausa

154R058 4 Si (segmento inentendible) por 16
me da 960, 960 ammm 3600 entre 2
3600 nos da 1 por 4, serian...

154R059 Pausa

1564R060 J 960 menos qué?

154Ro61 A Menos 4, o sea 956, jah! chihuahua, I mmha
veamos, 956 entre .26555556556

154Ro62 Pausa

154R063 / Mmha

154Ro064 A Yo diria que este es el resultado

154Ro65 [ jAja!, estos qué serian, .2655 ; qué?

154Ro66 A Mmm, ;qué son? ‘
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Capitulo 4. Resultados y discusién

Continuacién del Cuadro 7.- Extracto de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.6.4

164R067
164R068
164R069

154Ro070
154Ro71

164Ro72
1564R073
1564Ro074
164Ro75
164Ro76
164Ro77

154R078
164Ro79

164R080
154Ro081

154R082
154R083

154Ro84
154R085

154Ro86
154Ro87
154R088
154R089

154Ro%0
154R081

154R092
164R093

154R094
154R095

154Ro986

~

~

b A~

~

-

M,

o~

o

Pausa

Diezmilésimos 4no?

Si, pero en las unidades, dado
que y..., L qué representaba y?
Cantidad de sustancia

jAja!, enlonces contestamos en
cantidad de sustancia, (no?,
(cudnto hay?

Mmm punto mmm 2655...

¢ Qué?

Pausa

Algo inentendible

Pausa

No tanto el nombre sino el tipo
de unidades

Pausa

Como es la cantidad de
sustancia son .2655 ;qué?
Gramos

Mmhd, son gramos, entonces
ite permite o no te permile?
Este si

jAh!, ahora si me diste la
respuesta

Ahora si ¢qué perdon?

Ahora si respondiste, porque te
pregunté esto, spor qué e
permite?, por esta razdn ¢si?,
Lte permite por esta razédn?

Aaa
Pausa
Pero, jqué?

¢ Si me permite?, si me
permite, no pero estaba... ,por
qué?... 0 sea yo puse que
teniamos que conocer este
valor
¢, Quién?
El de y, primero tenlamos ei
valor de y y asl se despeja x
iY era eso realmenta?
Ne, no porque este... a lo mejor
confundi
Mmhu
Este... x con y, a de ser eso,
porque si quisiera encontrar el
tiampo, pues también se puede
{no?, pero pus conociendo y
Si, si lo entiendes pero no me
contestas lo que yo te pregunto
Jverdad?, hasta aste momento.
Muy bien.

A mmhd
[sefalo sl
A si, paro procedimiento
axplicado arriba]
I mmhi
[les su repuesta
escrital
{ mmha
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Capitulo 4. Resultados y discusion

Cuadro 8- Extracto de [a entrevista a Roky correspondiente al item 1.8.9

Cod. Part Contenido Intervencion Acotaciones
simulfanea
189Ro001 i El 1.8.9, ccual es |la
respuesta que propones al
1.8.97
189R002 A La pendiente se acerca al [fee  su respuesta
8. escrita)
189R003 I jAjal, aqui osta la
conclusion, Jcémo es que te
das cuenta de ella?, jcoémo
es que la obtienes ?
189R004 A Mmm
189R005 I Regresas a tu pagina 19 [de la guia, relato]
189R006 A Dice que la pendiente se
acerca al 8
189Ro07 ] Si, scomo sabes?, estas A a8
mirando tu tabla 4
189R008 A se supone que aqui es el
ino?
pupto 1,12 ¢no?, a no, es P jajal
aca ¢no?, aqui es cero x es
1 y aqui es 2, entonces en P si
esle punto la pendiente va a
ser 8
189Ro09 7 ,Coémo le das cuenta que
aqui es 87
189R010 A jAnl, porque bueno asi de P si
vista vemos que hacia arriba ,
la pendiente s 8.04 y hacia P mmhg
abajo es 7.96 P mmha
189Ro011 I Aja! y entonces...
189R012 A Entonces estee.. en ese
punto entre esos dos estd el
8
189Ro013 i Bueno, el 8 lo propones muy

bien, este... en el item..,
después te dice en el
1.8.10..., ¢tu  qué me
contestas?
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Cuadro 9.- Extracto de la entravista a Roky correspondients al item 1.8.10

Capltulo 4. Resultados y discusién

Cod. Part, Contenido Intervencion  Acolaciones
simultédnea
1810Ro01 I En el 1.8.10..., {tu qué me conlestas?
1810R002 El valor de {a secanta.., Hee su
respuesta
escrita)
1810R003 7 ,De la secante?
1810Ro04 A El valor de la secante... si
1810Ro05 7 A ver ilo quieres lser bien?
1810R006 A En relacion a las secanles, jcomo ilee el Item
debs... ? 1.8.10
impreso]
1810Ro07 [ jAjal
1810R008 A Este el valor de la secants tiene que
ser cero
1810R009 [ .De la secante?, ;como va a ser un
valor de la secante cero?, jno te
estaras refiriendo a otra cosa?, a ver,,.,
lquién es el que serfa cero? A bueno cero,
a ver veamos
1810Ro10 Pausa
1810Ro11 A (Murmura)
1810Ro12 [ Si aqulf te preguntamos jcomo debe ser
ol valor de h?, entonces el de h ;jcomo
debe de ser?
1810R013 A En cual?, spara la secante?
1810Rot4 [ En of [tem 1.8.10 48i?
1810Rot5 A iAja!, ah como debe ser al valor de h ... [relee parte
final del item
1.8.10}
1810Ro16 [ Mmmho
1810Ro17 A ¢ Cémo debe ser el valor de h?, pues
parecido ;no?, al de la tangenta,
antonces el valor de una.. de nuestra
tangents... a ver ;qué tenemos?
1810Ro18 [ LEs el valor de la tangente ¢ algo de la
tangente?
1810Ro19 A LEs el valor de |a tangente o algo de la
tangente? [repits)
1810R020 T 8i, porque., como una tangente va valer
89..
1810R021 A Si la pendiente 4no?
1810R022 [ jAhl, buenc la pendiente de la jquién?
1810R023 A De la tangente
1810Ro024 [/ De la tangente
1810R025 A Vale 8
1810Ro26 1 Eso es
1810R027 A Entonces...
1810R028 I H, ¢como as?
1810R028 A H es fgual a 8
1810Ro030 7 No, ¢h?
1810R031 A .4h?
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Capituio 4. Resultados y discusion

Continuacion del cuadro 9.- Extracto de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.8.10

1810R032 [ Entonces 4como debe ser el valor de h [leo parte
para que la secante se parezca mas a del item
la tangents? ’ 1.8.10]
1810R033 A Pues cero
1810R034 1 O sea, jcobmo debe de ser?
1810R035 A Igual o parecida al valor de h de Ja
secanta...
1810Ro36 7 Piensa en ia secante /si?, por cada
secante le corresponde un,.. por cada h
le corresponde una secantie
1810R037 A Memh(
1810R038 [ (Esa h cdmo va a ser... para que la
tangente sea,., las secantes so
parezcan més a ta tangente?
1810R038 A Mmm (inentendible) a una tangente
pues...
1810R040 [ Las h's jcomo van siendo?
1810Ro41 A Simitares a las...
1810Rod42 [ A ver jcémo son ius h's?
1810R043 A Aqui puse -0.5 -0.1 -0.01 I mmha [mira la
tabla 4]
1810Ro44 [/ Entonces ;cémo es el valor de h?
1810Ro45 A Este... ;como es?, este... 4como se
llama?..., decimal ;no?
1810Ro46 [ Decimal, ;esta escrito en forma
decimal?
1810Ro47 A iAjal
1810R048 /1 Paro comparativamente, desde 108
primeros hacia... la parte central...
1810R049 A jAh!, va aumentando [es corracto,
resulta
intergsante
investigar
las razones
por las
¢uales da
esta
raspuesta)
1810Ro50 1 Y en valor absoluto?
1810Ro51 A Va disminuyendo fes
interesante
investigar
las razones
por las
cuales da
esta
respuestal
1810Ro52 [ Mmmhu, y ¢de abajo hacia arriba?
1810R053 A Va este... disminuyendo
1810Ro54 [ Mmmhi, bueno enlonces ;qué me

puedes decir finatmente?, ;cémo debe
ser el valor de h para gue la secante se
parezca mas... a la tangente?
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Capitulo 4. Resultados y discusién

Continuacién del cuadro 9.- Extracto de la entrevista a Roky correspondiente al [tem 1.8.10

1810Ro556 A ¢ Como debe ser el valor de h?
1810Ro56 I Mmmh
1840Ro57 A ¢ Para que una secante se parezca a
una tangente?
1810Ro58 I Mmmha
1810R059 Pausa
1810Ro60 A Puss debe tener esas... similitudes
también 4 no?
1810Ra61 J Las similitudes, me estas sefialando
la columna... la primera columna, la
de h gverdad?
1810R062 A jAjal
1810R063 f De |a tabla 4, bien...
1810Ro64 A Porque por ejemplo si queremos una I mmh
secante por este punto y para que se
parezca a la tangente, pues el valar
de h tendria que ser cero también, por
@50 y0 puse que tiene que ser cero, I mmhad
me estaba refiriendo a esle punto...
I mmhi
1810Ro65 J Me aslas sefialando al punto 1,12, de
coordenadas 1,12, bien, vamos a
hablar entonces ahora del 1.8.11, dice
que hay que llustrar jno?, ;si hiclste
la ilustracion?
1810Ro66 A No se
1810R067 [/ Si la hiciste, me puedes explicar...,
;ésta corresponda?... a asla
respuesta, /si?, ;me puedes explicar
tu respuesta?
1810R068 Pausa
1810R06% ! Te pido que ilustres las respuestas al
item 1.8.9 y al 10 [le explico el item
1.8.11}], este... mediante una grafica,
entonces con lo que estas dibujando
en tu grafica ,qué estds poniendo?,
Lqué estas diciendo?...
1810Ro70 A En primer {ugar esta es la parabola
Lne?
1810Ro71 [ Mmh( estas sefalando la curva
1810R072 A jAja! este es el punto 1,12, donds J mmha
toca la tangente
1810Ro73 J Si
1810Ro74 A Esta es la tangente, su valor de h es
igual a cero, su pendiente as igual a I mmho
8, me falta poner igual a 8, entonces I mmhi
este... jahl pues lo que me falté es la I mmhu
secante ¢ verdad?, ,como seria una
secante?, anda por aqui /no? I mmhi
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Capituto 4. Resuitados y discusion

Continuacién de! cuadro 9.- Extracto de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.8.10

1810R075 [ Mmmhu, si h fuera jcuénto? [en la
ipara qué h? representacion
gréfica intento
ver si hay
alguna evidencia
de que el alumno
tisne una
relacion entre el
valorda hyla
posiclon de la
sacante
comparada con la
tangents]
1810R076 A 1,12
t810R077 I No para h
1810R079 A {Ah! para h, cero.
1810R080 [ jAja!
1810R081 A Pero pues ahl no... no se
scémo?
1810Ro82 J Una secante, como /cuél
podrias dibujar?
1810R083 A Mmm, una por aqui ;no?
1810RoB4 [ Que pasa /por qué puntos? [con esto intento
ver si relaciona
los puntos
términos de h]
1810R085 A Por el 1,12
1810Ro86 [ Y
1810R087 A Y pues jquién sabe! uno por aca
1810R088 [ jAja!, bueno uno mas conocido
ponte uno mas facil
1810R08% A LEste?
1810R000 [/ A ver por ejemplo ;éste qué
coordenadas tiene?
1810R091 A El 2,16
1840R092 I Bien, ¢como se veria la
secante?
1810R093 A Se veria asi [dibuja en su
gréfical
1810R0894 I Mmmha, {a estas trazando muy
bien, ahora ¢ qué.. qué me
puedes decir de h ahi?, en esa
situacién de la secante
1810R096 A jAh!l, pues que es igual a la [parece gque el
tangente y a la secante? alumno no le da
el significado
apropiado a la h]
1810R096 [ La 4h?
1810R097 A jAjal,
1810R098 [ . Qué vaior tiene h?
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Capitulo 4. Resultados y discusion

Continuacion del cuadro 9.- Extracio de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.8.10

1810Ro%8 A Cero [es decir, el que
ambas rectas,
tangente y
sacante, pasen
por el punto 1,12,
da lugar a que le
asigne el valor
cero alah, ver
cuatro respuestas
adelante]
1810R0100 Pausa
1810R0101 A jAh!, pero... spara la tangente?...,
cero
1810Ro0102 [ No para fa secante
1810R0103 A ,Para |la secanta?, ah.. pues cero I mmhd
{ho?
1810Ro104 [ LPor qué?
1810R0105 A Pues aqui se ve que pasan por sl
mismo punto?
1810Ro106 [ |Ajal ¢esta situacidn qué {ruido de hojas al
informacién te dice de h? pasar)
1810R0107 A (Esa situacion ?
1810R0108 71 Si el que passe por los dos puntos
que me acabas de decir
1810R0109 A Pues que por los dos puntos h va a
ser ol mismo, tiene el mismo valor.
1810Ro110 1 L Qué significaba h para ti, jte [me refiero al
acuerdas?, pues mirar mas material resto de los
hojas]
1810R0111 Pausa {ruido de hojas)
1810Ro112 f Estas mirando... ;qué pagina?
1810R0113 A La 16
1810Ro114 [ jAjal la 16
1810R0115 Pausa
1810Ro116 A jAh...}
1810Ro117 1 Aht estas mirando, jqué estas A jajal
mirande?, ia tabla 37
1810Ro118 A La tabla 3
1810Ro119 [ Mmhu :
1810Ro120 A Entonces este... a ver aste era... [se refiare al valor

menos punto cuatro jajal, entonces
h es la variacion que hay de un
punto a otro

de h en la
segunda columna
de la tabla], |esta
03 su
conceptualizacién
de h, que parece
no estar ligada a
la representacién
grafica, pero si a
ta numérica o
tabular]
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Capitulo 4. Resultados y discusion

Continuacidn del cuadro 9,- Extracto de la entrevista a Roky correspondients al item 1.8.10

1810R0121

1810R0122

1810R0123
1810Ro124

1810R0125

1810Ro0126

1810R0127
1810R0128
1810Ro129
1810R0130
1810R0131
1810R0132
1810R0133
1810R0134

1610R0135
1810R0136

I

A

1

l“-‘

AN

E“H

iLa variacion del punto?, a ver
¢dénde puedes decir la variacion
de! punto?, ;dénde miramos?
Aqui, bueno yo pongo este punto,
x1y... yxpunto 6

X2, estas sefialando x2

Entonces del .6 al punto 1, bueno
mejor dicho del punto 1 al .6, es
una variacién de menos .4

Eso es, entonces a ver eso
gréficamente ¢qué quiere decir?

Que es |a distancia entre estas dos

X's

A ver ;donde las miro, en tu
gréfica?

jAht, por aqui ya habia hecho una
grafica jno?

Ya la habias puesto, muy bien, en
fa enirevista pasada. Y ahora, de
lo que me estas diciendo...

¢ Del valor de h?

Mmmhi

Mmm..., si [en] este punto
COMEeNZamos ¢on cero..,

No, ése punto no es cero,
jseguro?

No, o sea para hablar del valor de
h, ... cero..., aqui &s cero, pero
aca no

Mmmhu

jAh!, ya, aca pues uno ei valor de
h es igual a uno, entonces para
este punto, para el 1,12, el valor
de h va a ser cero

[lo sefiala sobre el
primer renglon de
la tabia 3], {estas
sefialando de...}

[agui menciona
“punto uno®, pero
se refiere a uno y
la palabra "punto”
te da el significado
geomaétrico, en
cambio en ".6", se
refiere al decimal]

I jajal
I jajal

[conexién entre
*diferencia de
valores" y
*distancia entre
puntos”)

1 jajal

[parece que el
alumno habla de un
h igual a cero tanto
para fa tangents
como para la
secante, porque
parece que se
refiere a ta
seleccidn del punto
1,12, en ambas
rectas]

I mmhi
I mmbhu

141




Capitulo 4. Resuitados y discusidn

Continuacion del cuadro 9.- Extracto de la entrevista a Roky correspondiente al item 1.8.10

18610R0137
1810R0138
1810R0139
1810R0140
1810R0141

1810R0142
1810R0143
1810R0144

1810Re145

>

1810Ro146 A

1810R0147

1810R0149

1810R0150
1810R0151

1810R0152

1810R0163

1810R0154

1810R0155

1810Ro156

1810R0157

™

1810R0158 [

Pero cuando hablas de jquién?
Del punto 1,12

¢Del punto nada mas?

¢De la secante?

Que ya no se llama secante en
ese punto

(No?

l.a otra

Y aca en el punto este... mmm
2,16 h va a tener este... el valor
de 1

Medido a partir de ¢quién?

De ias x's

Mmmhd, pero a partir de jcual?
lo ves, ;desde donde lo ves?,
,de donde a doénde?

De aquf a aca

LEse es uno?, yo miro 2
jAhl no, por eso de aqui a aca
pero le restamos este...

sLe restas uno? (A aja),
entonces jcual te queda?
Me queda esto

Y esto scuanto mide de
longitud?

Uno

Uno, entonces tu h jes este? o
¢io que estas marcando ¢omo si
fueran puntos?

LMi h?, pues es este valor, es
uno, que es 1o que es la
diferencia de este punto a este
punto.

jAjal, bueno bien.

I jajal
I mmh

[me refiero a la
otra recta, la
tangente]

[sefiala sobre el
eje X]

[Con esto indica
que relaciona h
con ia resta de
segmentos]

{y que sabe cual
es el segmento
resultante]

[establece la
conexioén entre la
representacion
numérica -
diferancia de dos
valores-y la
representacion
grafica -el
segmento
correspondiente-

]
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4.4 Tablas de codificacion para el caso de Roky

Capitulo 4. Resultados y discusion

Las columnas de las siguientes tablas contienen la codificacion: de los items y
proposiciones, los conceptos y relaciones de cada una y las conexiones
correspondientes.

Tabla 4.- Codificacién de la respuesta escrita de Roky al item 1.2.1

Conexiones Conexionas
Item |Prop. |Conceptos Ralaciones bidimensionales tridimensionales
1.214 |P, R,: Aumenta
01: punto cero RZ: alcanzar j. N'—>T
C,: punto maximo R, en 2. DS
C, 2 horas 3. N=T
P, R,: pasan
C,: 2 horas R, Y 4. NoT
Ry disminuye
C,: caro R.:en 5 N-T
C,: lapso 7. 6. DS
R, de 7. N-oT
CS: 4 horas
Tabla 5.- Respuesta de Roky en entrevista al (tem 1.2.1
Cod. de Conexiones Conexiones
Ref, Prop, |Conceptos Relaciones bidimensionales {ridimensionales
12tRo08 |P, R, de
C.: cuatro horas . 1. N-=T
121R010 ‘ Ryt 0 sea
Ra: dice
R en N T
C,: dos horas 4 2. N—>
R,: sube
R, 0 sea
R.:en 3. N—T
,
C,: dos horas R,: sube
C,: punto maximo 4 DS
121Ro12 |P, R,y
R,, para
R..:r ar
C,: punto cero RH edres 5 N-T
ot
C,: dos horas 12 (OMA 6. N-—T
R13: y
R“'. an
C,: lapso R, de 7. DS
8, N-oT
C,: cuatro horas R, de
C,: punto cero R, sube 9. NoT
R,B: y
R19: vualve
C,: punto cero 10. N—T
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Capitulo 4. Resultados y discusidn

Tabla 6.- Respuesta en entravista de Roky al {tem 1.2.3

Cod. de Conexiones Conexiones
Ref. Prop. Conceptos Relaciones bidimensionales tridimensionales
123Ro11 |P, C,: tiempo Ry y 1. DS
G, sustancia 2. DS
(cantidad)
123Ro13 |P, C,: cambio R,: con respecto [3. D-»8
C,: tiempeo al 4, DS
G, horizontal 5. DG
123Ro15 C, sustancia 8. Db-$§
123Ro19 R,: da
C,: .50 7. NeoT
123Ro28 R, saria
Cy 12 8. N-T
123Ro30 R, es
C,: uno 9. NG
123Ro1 C,: cuatro horas 10. NoT
123Ro32 (P, C, .25 R,: serla 1. NoT
R, de
C,,: aqui {* origen] 12. DG
C,, aca [* punto 13. DG
R,:
2;2'5';’;’ R“'z 14, NoT
g g 48 15. DG
C,, aqui [* {.25,0)) 18. DG
C,,  aca [.* (60,0)]
123Ro36 |P, R,, serfan
123R038 G, 25 R, ¥ 17. N T
C,,: arriba 18. NoT
Gy 12 ;g- N—T
C.: .25 - NoT
¢ R,.: sarian 21, DG
€, verticalmente 12 29 NoT
C,, 3.75
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Continuacion de la tabla 6.- Respuesta en entrevista de Roky al tem 1.2.3

Capitulo 4. Resuitados y discusion

123Ro40 |P, C,: cantidad R,, seria 23. DS
123Ro42 {sustancia) ‘
G, 3.75 24. NoT
C,: .50 Rty 25. N-»T
5 26, No>T
C,o7
123Ro46 Cis 3.25 27. N»T
123Ro48 | P, R, pasa
123Re50 R,q: €8
R, e
C,: cantidad 17 ©8 28, D8 [sustancia)
Rigiva 29. No»>T
C, .50 30. DS
R,.: i
¢, cantidad 1o ©8 [sustancia]
R, va
R,,: va
31, S
disminuyendo g
C,q variacion R,,: pues 8i
123Ro52 |P, C,: cambio R, mide 31. D-»§
C,s 3.25 32. N»T
Tabla 7.- Respuesta escrita de Roky al item 1.3.1
Conexiohes Conexiones
[tem | Prop. Conceptos Relaciones bidimensionales tridimensionales
1.3.1 [Py C4: segmento de recta R4 sirve 1. D-»G DGT
Cy: cantidad de Rp: aproximar
sustancia Rj: de 2. DT et
Cy: intervato 3. DG
Cy: intervaio Ry a
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Tabia 8.- Respuesta en entrevista de Roky af item 1.3.1

Capitulo 4. Resultados y discusion

Cod. Conexiones Conexiones
Ref. Prop. Conceptos Reiaciongs bidimensionales tridimensionales
131Ro04 [Py Ry:es
Cy: intervaio Ro: ¥ i, DG
R3: o3
Cy: intervalo 3 2. DG
131Re10 [Py Co:segmento de Ry: es 3. D-G
recta Rg: une
4, DG
Cy: intervalo
131R010 | P4 Cyisegmento de Rg: sirve 5. DG
recta R7: indicar
Cq: cantidad de Rg: do 6. DT DGT
sustancia
Cq: intervalo 7. DG
Rg: & 8. 05G
Cy: otro [intervalo] - U=
131Ro12 [Py Cy: puntos Rqp: cierra 9. DG
Cq: intervalo t0. DG
131Ro18 P4 C3: cantidad de Ryq: varie 11, DT DST
sustancia Ryg: en bsG
Cg: forma 12. DS
proporcional
Cy: intervalo [a,b) 13. DG
131Ro18 Rqig: es
Ryg: de
Cgi¥'s 14. 8506
131Re25 |Pg C7: Hempa Ryg: es 15, 0T
Cg: x R‘IB: y 16. §-+G
Cs: cantidad [de Ry7: es 17. DT
sustancia) 18, 8
Cs: y - 56
131R027 |Py Ryg: dice
Ca' cantidad de Ryg: varia 19. DT
sustancia Ran: 8n
Cg: forma 200 20. D-»§
praporcional Ros: di
Cq: intervalo [a,b] 21: dice 21. DG
Cy: a
G b Raz:y 22. §G
Cw‘t' Roq: es 23. 86
; tiempo
7 _ P Rog: entonces |24, DT
Cy: intervalo 25. DG
) Rgsi en
Ctq: eje Roe: d del
Cg: X's 26 98- €80 195 DG
Ra7: de 27. 8§-»G
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Tabia 9.- Respuesta escrita de Roky al item 1.4.3

Capitulo 4. Resultados y discusidén

Cyg: velocidad
promadio

Conexiones Conaxiones
{tem | Prop, Conceptos Relaciones bidimensionales tridimensionaies
143 1P -
1 c;:y 16=4 1. 87
15~2
C,y-16 Ry = 2.8
Cy:4(5) " 3. 87
C,y Ry = 4, 8
C;2+16 5. 8
Coy=18 6. 8
18-16
C, =4
] 1.5_2 7. S
Pa 13y ~12 8, §-T
C, — =4 '
7 15-1
Cay—-2 9. 8
Ral =
C,4(5) 10. 8
Cyy 11. 8
C912+]2 Ry: = 12. §
Coy=14 13. 8
Pa y~l2
e | 14. 8T
Coits0-1 -
y-12 15. §
Cp: 20
Cn7 5
Coy~12 . 7.8
C,,:7(20) & 18. 8
Cyy 19. 8
C,:7(20)+ 12 Ry: = 20 s
Cpiy=134 21. 8
Py Rg: Se ascoge
Cy7: inlervale Rg: con 22, DG
abjerto
Cig: .respuesta Rygt ¥ 23. D
anterior
Ryq: se toma
24, D-»§
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Continuacién de la tabla 9.- Respuesta escrita de Roky al item 1.4.3

Capltulo 4. Resultados y discusidén

Ps Rqp: se toma
Cog: punta (s) Ryg: entre 25 DG
DSG
Ca1: X1 26. $5G
R?4I ¥
Cag: X2 Rig: 08 27. §G s
Cq7: intervalo 28. DG
abterto
Pe Ryg: dando
Cog: valor{es) Ry7: a 29. DT
Coa: X 30. §
Cog: ecuacion Ryg: en 31 D. S
y—yl - k
X=X, Ryg: se toman
Rag: de DSG
Cpo: punto (s) 32. DG
33. 08
Cqg: respuesta 1.4.2 Rot:
[anterior) 29y
Rgp: se
sustituyen
Rogiy
C26: M1 2 33. §6
34. 8-»G
Ca1: %y
P7 Rog: se tiene
Cq7: incognita Rog: €8 35. DS DSG
Cog: V2 Rag: se 26, S0
des;?eja 378
Cag: Ra7: s 38. DT
obtiene
Cog: valor{es)
& Rog:
obteniendo
Cog: valor{es) Rog: s6 39. DT
introducen DGT
Cjyq: labla de 40, DT
valores Ryp: se
grafican
Raq:y
Raa:
Caq: punto (s) apareceran 4;. gag
Cg4: parabola Rag: de 42. D>

148




Capituio 4. Resuitados y discusion

Tabla 10.- Respuesta escrita de Roky al item 1.5.3

) . Conexiones Conexionas
Item | Prop. Conceplos Relaciones bidimensionales tridimensionales
1.5.3 |Pq Rq: Va
aumentande
Cy: ceto [sustancia] Ro: hasta 1. NG DNG
Cy: punto maximo 2. DG
+ . . “-)
Ca: gramos R en 3. DS
Pa R4 disminuye
Cy: cero [sustancia] 4. N-G
Pa Rg: de
Cy4: cero (tiempo] Rg: & 5. NG
Cg: 2 horas . 6. N-G
'5. Ry: sube 7 N—G
Cei 2 h Rg: de A
§: < noras . |Rqp: disminuye 8. N—G
C4: cero [sustancia] 9. NG
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Capitulo 4. Resultados y discusion

Tabla 11.- Respuesta escrita codificada de Roky al item 1.5.4

Conexiones Conexiones
ltem | Prop. Conceplos Relaciones bidimensionales tridimensionales
1.5.4 | Py Ry: tenemos

Cq: valor Ry de 1. D-3
Cay Ry y 2. 8
. Ry4: se despeja 14 g
03. X .
R5. ¥
Rg: podemos
4, DS
Cy4: cantidad de ancontrar
sustancla producida Ry: an
Cg: momento x 5 §
Pa Rg: es
Cs: ecuacion{es) Rg: de 6. D-»8
Cg: tres 7. DS
ecuacion{es)
{sistama)
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Capituio 4. Resultados y discusién

Tabla 12.- Respuosta escrita de Roky al item 1.7.1

. o . ) o |Conexionas GConexiones
ltem |Prop. | Conceptos Relaciones bidimensionales tridimensionales
1.7.1 GRAFICA 1. G-8

P C,ix,~-x, |[Ry= 2. 50 NaG
C 5 ] 3. N=G
C,x, Rp: = 4. 5-G
C,:1+ x, 5. 86
C s ‘ 2 R3: - 8. N-T
C,il+1 7o N=T
8. NoT
C,:2 . ‘
’ Ry: = 9. NoT
C,:2
P C.:x, - x Rg. = 10.8-5G NSG
Cei—1 11.N-G
C3;x2 Rg: = 12.8>G
C, =1+x, 13.8-G
: 14.N->T
C,:.25 Ry: = -
Cy:—-1+1.25 15.N>T
C,:.25 18, N->T
C,:.25 Rg: = 17.N—T
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Tabla 13.- Respuesta en entrevista de Roky al {tem 1.8.2

Capitulo 4. Resultados y discusién

disminuyendo

Conexiones Conexiones
item | Prop. Conceptos Ralaciones bidimensionales tridimensionales
1.8.2 |Py Cy4: valor numérico Rq: va 1. DT

aumentando
Co:inumérico Ry
Ry va 2. DT
disminuyendo
Po C4: valor numérico R4 va 3. DT
Cy: 1.2 aumentando 4. N-oT
Cai 1.3 5 N-oT NST
4" Rg: de 6. S5-oT DsT
Csi b Rg: para 7. D->T, D@
Cs.’ arriba Ro: 8. DT
7. para
Gy7: deracha 9, DT
o Rg: para
Cg: izquierda
Rg: va
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CAPITULO 5 PROPUESTA DIDACTICA DE CALCULO

... estamos convencidos de que un acercamiento significativo al
calculo diferencial a pesar de una cierta lentitud inicial, evita que el
alumno adquiera técnicas de Caiculo sin comprender,...
Wenzelburger, 1993

Introduccién

En el capitulo anterior encontramos que el conocimiento de entrada de los
participantes muestra que su nucteo representacional cuenta con las conexiones
bidimensionales D-»T y D—G y este hecho sugiere que el punto de partida de un
curso introductorio de calculo estaria apoyado en esas conexiones, es decir, que
al plantear situaciones o fenémenos de variacién discursivamente en la clase,
hacer registros tabulares y graficos de la informacién contenida en el problema y
de la informacién generada por el proceso de resoiucion de las cuestiones
formuladas con el fin de realizar un estudio profundo y rico de fa situacion
fenomenoldgica haria que el trabajo inicial de la clase se hiciera con las
representaciones que de entrada disponen los alumnos, para promover después
un conocimiento conceptual y procedural con un repertorio mas amplio de
representaciones.

Respecto a las representaciones simbolicas encontramos muy pocas conexiones
de ellas con las otras representaciones, esto nos alerta para disefiar la ensefianza
de modo tal que se ponga énfasis y cuidado en el uso del ienguaje algebraico.

Desde luego que, a largo plazo, una meta de la ensefianza es lograr que el alumno
s¢ mueva con facilidad y de manera correcta entre tas distintas representaciones
de los conceptos. Teniendo presente lo anterior se requiere hacer los esfuerzos
necesarios para conducir la ensefianza en esa direccion.

La ensefianza del célculo diferencial e integral -en el bachillerato- se enfrenta con
{a interpretacion y manejo de diferentes representaciones de conceptos basicos
(cambio, razén de cambio, pendiente de una curva, efecto total de un fendémeno de
variacion, entre otros), por ello se requiere disefiar la enseflanza a partir de los
resultados de investigacién, es decir, tomando en cuenta las aproximaciones a
cuestiones del tipo: scomo es el proceso de representacién mental de los
conceptos involucrados en el aprendizaje de la derivada cuando el alumno realiza
actividades de aprendizaje con tecnologia?; (cuales son algunas de las relaciones
que el alumno establece entre dos o mas tipos de representaciones de los
conceptos relacionados con el aprendizaje de la derivada y la integral?; ,como
utiliza el alumno, sus representaciones internas de esos conceptos para resolver
problemas de cambio?; o, ;cé6mo al alumno relaciona la pendiente de una curvay
la razon de cambio instantaneo?
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Capitulo 5. Propuesta Didéactica de calculo

Algunas propuestas y estudios relativos a esa problematica (Cruse y Lehman,
1082: Dolan etf.al., 1990; Galindo y Fiske, 1992; Martinez, 1993; Wenzelburger
1993a,b, 1994: Dubinsky y Leron, 1994; Thompson, 1994; Campos y Balderas,
1997) muestran formas diversas de abordar la enseftanza de conceptos
matematicos. La mayoria de esas propuestas y estudios, incorporan a la
computadora o a la calculadora grafica como una poderosa herramienta
matematica para la exploracion, descubrimiento y construccion de ideas
matematicas.

A partir de los resultados de estudios anteriores (Balderas, 1992, 1993 y 1996a} y
los de esta investigaciéon se disefid una propuesta didactica para el curso
introductorio de cdlculo diferencial e integral (Matematicas V!) del nivel medio
superior con el propésito fundamental de promover las relaciones entre diversas
representaciones del concepto de derivada y el concepto de razon de cambio
instantaneo. La elaboracidn de ta propuesta que se describe en este capitulo se
hizo con base en las representaciones que se desea promover en el estudiante de
bachiilerato.

En ese sentido, el uso de una calculadora grafica se propone por su valiosa
capacidad para manejar diferentes representaciones de los conceptos, situacion
que favorece fa adquisicion de habilidades perceptivas y matematicas ademas
de los conceptos mismos. E| aprendizaje o acceso al conocimiento en condiciones
escolares se logra como resultado de las actividades del alumno, organizadas y
disefiadas de acuerdo alos recursos representacionales de textos y calculadoras
avanzadas, y coordinadas por materiales didacticos.

Los materiales didacticos desarrollados en este estudio se valen de
representaciones graficas -en el plano cartesiano- para la secante y el trazo
progresivo de secantes mas proximas a la posicion de la tangente, a fin de que el
alumno relacione la direccién de una curva en un punto de su grafica con la
tangente trazada en dicho punto y concluya, simultaneamente, que la derivada
valuada en {a abscisa del punto de tangencia se obtiene como el valor limite de
las pendientes de las secantes conforme las secantes se aproximan a fa tangente,

La ensefianza de esos conceptos de calculo concebida como coordinacion de las
actividades de exploraciéon de Jos alumnos con una herramienta (graficador o
calculadora grafica) permite, por ejemplo, introducir el concepto de derivada de
manera mas objetiva, relacionandola con la pendiente de la recta tangente y
con el concepto de razon de cambio. En este caso se puede simular una situacion
dindmica que enfatice el hecho de que la derivada es la razon de cambio
instantaneo de la funcidn, con lo cual el alumno capta tanto el proceso como
el concepto mismo. La discusion en el aula debe hacer explicita también la
relacion entre la derivada y la direccién de ia curva.
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51  Propuesta

En el curso que a continuacion proponemos se discuten los conceptos de razon de
cambio promedio y razén de cambio instantaneo, asociados a velocidad promedio,
pendiente de la secante, velocidad instantanea y pendiente de la recta tangente
respectivamente, y el efecto total de un fendémeno de variacion asociado a la
integral, desde un punto de vista constructivo y ep tres etapas: analisis vy
modelaciéon de fendmenos de variacion; exploracion con  representaciones
diversas para aproximar la o las soluciones a las cuestiones que se pilantean y
finalmente, reformulacién y resotucién formal de las cuestiones, es decir,
discusién de la derivada y la integral como culminacion de procesos de fimite.

5.1.1 Antecedentes

Es deseable que el alumno que inicia su estudio del calculo diferencial e integrai
disponga de los siguientes conocimientos previos:

(1) Comprender la relacion entre dos magnitudes que se asocian por pares.

(2) Tener presente dicha relacion para trazar una grafica en el supuesto
de una continuidad.

(3) Disponer de una concepcién madura de fos conceptos de cambio y razon.

Los antecedentes curriculares de matematicas son:

1. Curso de algebra {(con énfasis en variables y funciones),
2. Curso de algebra de funciones elementales, y
3. Curso de geometria anahtsca (representaciones cartesianas de relaciones

y funciones)
5.1.2 Objetivos y contenido -

Se espera que el alumno logre conceptualizar a la derivada, como una funcién
que proporciona informacién acerca de la funcién que se deriva (Wenzelburger,
1993a); y a la integral, como el resultado total de un proceso de cambio
(Wenzelburger, 1994). . ' '

El contenido general del curso que se propone se divide en cuatro tematicas
basicas:

I. Fendémenos dinamicos (sntuacmnes problematicas de variacion),

li. Razones de cambio y efectos de las razones de camblo (uso de
representaciones tabulares, graficas y algebraicas). ‘

IIl. Derivada e integral {como procesos limite).

IV. Generalizacién de los conceptos de derivada e-integral.
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La c¢lasificacion anterior obedece mas a fines de la instruccion que a razones
temporales en la planeacion de las actividades.

5.1.3 Planeacién

El curso que se propone tiene una duracién de un semestre y esta dirigido a los
alumnos del Gltimo afio de bachillerato que estudian en las areas fisico-
matematica, quimico-bilégica y econémico-administrativa.

El tiempo que se requiere por sesion es de dos horas y son indispensables al
menos dos sesiones por semana.

El aula debe ser una 4area de trabajo que permita el libre movimiento de los
estudiantes, con mesas para equipos de cuatro o cinco integrantes. Se necesita
que cada estudiante o cada par de estudiantes disponga de una calculadora
avanzada y es deseable que también esté disponibie en el aula una computadora y
software grafico (Calcula, Cactusplot, Derive, Exel, Mathcad, Maple, stc.).

Otros recursos indispensables en el aula son: retroproyector, pantalla, pizarron y
un mueble para guardar materiales (laminas, modelos, acetatos, disquetes, etc.).

5.1.4 Actividades escolares y evaluacién formativa
Las actividades de cada unidad se describen de manera general asi:

|. Fendmenos dinamicos. El trabajo del grupo en la primera unidad consiste
principalmente de las siguientes fases: observacion, anélisis y exploracion guiada
de situaciones que tengan que ver con fendémenos de variacién. Las cuestiones
que se elijan las debera valorar el profesor, quien conducira a los alumnos en
caso de dificultad, para escoger un problema que esté de acuerdo a ia
idiosincrasia, antecedentes e intereses de los educandos.

Algunos ejemplos conocidos de fenémenos de variacion son los problemas de
resortes, voiumenes, distancias recorridas, crecimiento de una poblacién, etc. En
la seccion 5.2 se proporcionan algunos ejemplos de fenémenos de variacion a los
que se considera material de aprendizaje potencialmente significativo (Ausubel,
1973).

ll. Razones de cambio y efectos de las razones de cambio. En la segunda unidad,
los alumnos generaran registros tabulares y graficos de razones de cambio de los
fendmenos escogidos a fin de que comparen y reconozcan modelos algebraicos,
exponenciales y trigonométricos sencillos. También elaboraran representaciones
tabulares y gréaficas para los efectos de !as razones de cambio.
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De cada modelo construiran graficas para las razones de cambio instantaneo como
aproximacion grafica al modelo f'(x). Y construiradn también, la grafica de los

efectos de las razones de cambio instantdneo para aproximar el modelo If'(x)dx.

Ill. Derivada e integral (como procesos limite}. En esta unidad las ideas
principales (derivada e integral) se abordaran como culminaciéon de procesos
limite de razones de cambio (Finney, Thomas, Demana y Waits, 1994; Stewart,
1995; Vazquez y Barros, 1958).

IV. Generalizacion de los conceptos de derivada e integral. La generalizacion de
los conceptos abarcard criterios para determinar: funciones crecientes y
decrecientes, maximos y minimos relativos, puntos de inflexidn, concavidad de la
curva, centro de gravedad, trabajo y valor promedio de una funcion.

La metodologia del curso considera fundamentai el aprendizaje cooperativo
(Dubinsky, 1994) y la interaccién por pares a fin de mostrar las concepciones de
jos estudiantes {Amigues, 1990), para no reducir la asimilacion del conocimiento a
la descripcion verbal y la descripcion de modelos (Galperin, Zaporézhets vy
Elkonin, 1987).

El tratamiento de los temas sera por medio de resolucion de problemas cuidando
que el alumno se responsabilice de su aprendizaje. Las consecuencias en ia
evaluacion dependeran del enfoque de la instruccién que se implemente en el
aula, de ahi que la metodologfa propuesta tenga implicaciones en la forma de
evaluacion, hasta el punto de que el profesor no sdlo evaiuara la informacion gue
posee el educando, sino la comunicacién de ideas (Martinez, 1994), en cuanto a la
organizacion, sintesis, reflexién y conclusién, que pudiera llevar al alumno a la
demostracion del conocimiento adquirido (id.).

Para efectuar una evaluaciéon formativa del aprendizaje se recomienda valerse de
reportes escritos por los alumnos (id.) de las sesiones de clase, tareas,
entrevistas individuales, cuestionarios breves que planteen cuestiones para
reflexionar y reducir asl las tendencias tradicionales de sélo evaluar aspectos
rutinarios (id.).
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5.2 Ejemplos de situaciones problematicas de variacion

Cada uno de los siguientes ejemplos hace referencia a un fenémeno de variacion
que bien puede adecuarse a las condiciones fisicas, geograficas y culturales de
los alumnos, asi como a sus preferencias e intereses. Todos los ejemplos fueron
discutidos en diversos foros y eventos del area de educacién matematica en los
que se participé durante ia investigacion.

5.2.1 Reaccién quimica

En una reaccidn quimica la cantidad en gramos Y de la sustancia producida
después de cierto tiempo X (horas), se obtiene de la expresién:

Y=16X-4X* cuando 0<X<?2

Actividades:

« Estima la velocidad en gramos por hora -con ayuda del programa DERIVADA -
a la cual se empieza a producir la sustancia cuando han transcurrido los
siguientes tiempos:

(a) X=10.5 (b) X=1 (¢) X=2

« Explica, dentro del contexto del problema la respuesta al inciso c.

15 Nota: el programa DERIVADA calcula razones de cambio con incrementos elegidos por el
alumno, se corre en calculadoras TiB2, ver anexe 3.
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5.2.2 Volumen de una caja
Actividades:

e Construir una caja sin tapa con una pieza de papel, doblando por las lineas
punteadas, como se muestra en la figura. Se pueden usar cuatro clips para
mantener unidas las caras laterales. En cada esquina de {a hoja se forma un
cuadrado de lado x.

...........

21 - 2%

27 - 2x

+ Medir ias dimensiones de la caja.

« Elaborar una tabla con las dimensiones de la caja obtenidas por cada alumno,
conforme a la medida particular se le asigne a x.

o Obtener un modelo V(x) para el volumen de la caja en funcién de x.
e Graficar secuencialmente las funciones:

Vix+h) -V{x)
h

V(x), V(x+h), Vix+h-V{x), en una misma pantalia.

e Construir una tabla con los valores de x y V(x) que muestre para que valor de
¢, V'(ie)=0.

e Interpretar lo encontrado en la actividad anterior respecto af volumen de la caja.
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5.2.3 Balon

Un balén esférico se infla a razon de 4.5 pulgadas cubicas por minuto, como se
muestra en la ilustracion,

Actividad:
e Explica como es la razoén de cambio del radio cuando el radio mide 2 pulgadas.

Nota: Utiliza el programa DERIVADA para estimar la respuesta.

5.2.4 Excursionista
Actividades:

o Utiliza la informacién que te proporciona la derivada para contestar la cuestion
siguiente:

Un excursionista se dirige hacia una cabafa que se encuentra en el lado opuesto
de una colina y se pregunta en qué momento vera por primera vez a la cabara.

o Dibuja un esquema de la situacion,
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5.2.5 Trayectoria de! agua que sale de una manguera

En muchos lugares habitados es frecuente observar a las personas que riegan con
mangueras las plantas o arboles de parques y jardines; respecto a esta situacion
Jcudl debe ser la direccion de fa salida del chorro de agua de la manguera para
que el agua llegue a la base de un arboi que dista dos metros (medidos por el
piso) de la salida del agua, si la misma se encuentra a una altura de un metro del
piso?, (ver siguiente figura').

F 2 m

Figura

Actividades:

e Modelen matematicamente la situacion anterior con ayuda de un sistema de
coordenadas cartesianas.

o ldentifiquen las coordenadas de los puntos correspondientes a la salida del
agua (S) y a la base del arbol (A) respecto al sistema propuesto en el punto
anterior.

o Analicen algunos elementos de ia familia de parabolas que pasan por los
puntos S y A, por medio del modo grafico de la calculadora.

o Proporcionen algunas soluciones particutares dei problema.

« Proporcionen una restriccién o condicién al problema que de lugar a una
solucién unica.

16 | a presentaci6n de la figura en el enunciado del problema limité el analisis de
la situacién e influy6 en los tipos de respuestas a las dos primeras cuestiones,
tanio de los estudiantes como de l0s maesiros, con quienes se valido ese
instrumento, razén por ta cual, no se incluy6 el dibujo en ia segunda parte de |a
guia didactica (ver anexo 1, p. 23).
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5.2.6 Viga de area transversal maxima

Del tronco cilindrico de un arbol, cuyo radio mide 10 pulgadas, se va a cortar una
viga rectangular y se desea obtener la de mayor area transversal posible.

altura

ancho

Actividades:

« Modelen matematicamente la situacién anterior con ayuda de un sistema de
coordenadas cartesianas.

o Expresen el area de la seccion rectangular de la viga en funcion de una de ias
variables.

« Analicen los valores que asume el area de la seccion (rango de la funcion), con
ayuda de la calculadora.

o Aproximen numéricamente el valor del 4rea maxima (A) e itustren la situacion
con una figura de ia seccién transversal y con la gréafica cartesiana de la
funcién area.

o Calculen razones de cambio de la funcion en valores cercanos al que genera el
area maxima (valor aproximado en la actividad 4) y tracen las secantes a la
grafica correspondientes a esas razones.

o Discutan cual debe ser la razén de cambio instantdneo de la funcion é&rea,
donde ella alcanza su maximo valor.

e Propongan un procedimiento para determinar las dimensiones de la seccion

rectangular de area maxima, a partir de la informacidén que se obtiene de la
actividad anterior.
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5.2.7 Gloho meteoroldgico

Un globo meteorologico se eleva verticalmente desde el piso de manera que su
velocidad durante los primeros 10 segundos de su ascenso se comporta conforme
a la expresién:

(1) = 3+2¢ pies por segundo
Actividad:

« Responde y justifica tu respuesta a: ;qué altura, medida desde el piso, alcanza
el globo meteorolégico cuando han transcurrido 4 segundos?

5.3 Comentarios finales

Los cursos tradicionales de calculo en el bachillerato abordan las mismas
tematicas basicas: funciones, limites, derivada e integral, pero la presentacion
inicial se hace formalmente, es decir, se dan a conocer los conceptos en forma
acabada, sélo los resultados de los procesos, y de esa forma, ademéas de que el
proceso de construccion de  dichos conceptos permanece oculto para el
estudiante, no se favorece la adquisicién de conocimiento conceptual, peor aln,
se reduce la matematica escolar a procedimientos aislados.

Cuando el alumno resuelve problemas, en el sentido de situaciones problematicas
para él, como parte de las actividades del curso propuesto, se enfrenta a la
necesidad de organizar sus ideas, reflexionar y Ilegar a conclusiones
continuamente; con ello, el profesor tiene la oportunidad de valorar su instruccion
y el aprendizaje del alumno a lo largo del curso, utilizando técnicas de evaluacion
(Cangelosi, 1991; Balderas, 1995a), e instrumentos de evaluacion diversos (véase
los items planteados en la guia didactica). La informacion derivada de ése y otros
procesos de evaluacion posibilitan al profesor para adecuar su ensefianza a las
particularidades de los estudiantes.
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6.1 Conclusiones

Durante la investigacion se encontré que es dificil separar el contenido de la
representacion en la informacidn que proporcioné cada participante al responder,
y que la variacion de la oscilacién entre las representaciones en estudio esta
determinada por las relaciones entre los conceptos mas que por los conceptos
mismos.

l.os participantes respondieron principalmente con representaciones discursivas y
en los casos de los algoritmos procedieron correctamente con representaciones
simbolicas que conectaron con representaciones discursivas y numéricas.
Conectaron escasamente lo simbdlico con lo grafico y lo simboélico con las
representaciones tabulares, tanto en las respuestas escritas como en las que se
obtuvieron durante las entrevistas. No se encontraron conexiones entre las
representaciones graficas y tabulares en los datos obtenidos de los 22 items en
estudio, pero el equipo formado por fas tres mujeres participantes, si las hicieron
en la actividad 10 y ef item 1.8.1. La actividad 10 les solicitaba coordenadas de
puntos de una grafica generada en la calcuiadora, utilizando la herramienta
TRACE, y el item 1.8.1, organizar esos datos en una tabla y calcular otros con
esas coordenadas. Estos resultados ponen en evidencia diferencias en la
respuestas atribuibles, al parecer, a la interaccion (pp. 63, 64 y 168).

En términos generales los participantes cumplieron la demanda potencial de
representaciones (DR) lo que indicd que interpretaron la informacidn contenida en
los ftems y produjeron respuestas basadas en las representaciones contenidas en
ellos. Este hecho fue un indicio, en cierta medida, de que las representaciones en
estudio D, G, N, Sy T estuvieron disponibles en los participantes, es decir, fueron
parte de sus recursos, aunque al parecer no conformaron sistemas de
representacion (Palmer, 1978, 262) fuertemente conectados, lo cual dificulté el
paso de una representacion a otra (p. 33) y la comunicacién de las ideas se hizo
poco precisa o ambigua (v.gr. items 1.3.1, 1.8.16, 2.4.1 0 2.4.2.). Por tanto, no se
considerd que existiera discrepancia entre las representaciones utilizadas en 10s
instrumentos y las que el alumno usé para responder.

La presentacion de los datos correspondientes a la cantidad de sustancia
producida conforme al tiempo transcurrido en la Tabla 1 de la guia didactica
favorecié la comparacion de los cambios en las variables tiempo y cantidad de
sustancia, pero el hecho de que el cambioc en la variable tiempo fuese de 1a misma.
magnitud para dos datos consecutivos promovid la interpretacion de que “... no
habfa cambio en el tiempo...” , cuando la referencia correcta era “... el cambio en
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el tiempo es constante...”, y que soélo Fernando realizé. Por lo que, la
construccion de la imagen correspondiente a la covariacion entre la cantidad de
sustancia producida y el tiempo transcurrido no fue trivial para los participantes
del estudio, conforme alo encontrado por Thompson (p. 47).

L.as respuestas de los participantes a fos items 1.2.1, 1.2.3, 1.3.1, 1.5.4, 1.8.2 ¢ al
problema 2.2 mostraron su decisién para etiquetar puntos, lo cual es un acto de
visualizacion, y su decision para escoger ciertos puntos al hacer las explicaciones
de sus respuestas, es un acto de analisis en el sentido de Zazkis y asociados (p.
22).

El procedimiento algebraico para obtener la expresion que modela a una parabola
quée pasa por tres puntos conocidos, discutido en el item 1.5.2, no se utiliz6 para
responder el item 2.2.2, aunque los participantes si identificaron el tipo de
expresion requerida, y realizaron diversos ensayos, variando los parametros de la
funcidon cuadratica correspondiente, para ajustar la grafica respectiva a los
requerimientos del item. Cabe sefialar, que la discusién de ese procedimiento en
la clase fue previa a la investigacitn, y que el proceder de los participantes se
explica como una evidencia del razonamiento visual, en el sentido expuesto en el
capltulo dos (pp. 17-22). Lo anterior sugiere el reconocimiento de al menos dos
variables que no fueron objeto de esta investigacion, el tiempo transcurrido entre
dos exposiciones a cuestiones refacionadas y el nimero de exposiciones.

Se encontré correspondencia fisica entre las representaciones discursiva y
simbolica para el concepto “intervalo” en cinco de los siete participantes (item
1.5.3), por o que, para este concepto en particular, la integraciéon cognitiva (pp.
27 y 28) se puso de manifiesto en las respuestas de esos participantes.

Existen formas de representacion matematica (p. 24) en el curricuio escolar de
matematicas que se mantienen en situaciones de nuevos aprendizajes segln se
encontré durante la entrevista al item 1.5.4. Los participantes ilustraron con un
ejemplo el hecho de que la expresién y=16x— 4x* permite calcular la cantidad de
sustancia ¥ producida en cualquier momento x. Mirell y Rafael fueron los Gnicos
que en sus respuestas escritas procedieron de la misma forma que durante ia
entrevista, los demas respondieron discursivamente haciendo referencia a la
misma expresion que Fernando calificd de “general”. En este mismo item se
encontrd una dificultad conceptual proveniente de un problema estructural (p. 52)
que parece emanar del uso del modelo y=16x—4x? para calcular la cantidad de

sustancia producida siendo x el tiempo transcurrido. E! conflicto quizas estriba en
operar con una magnitud temporal en el sentido de transformacion para obtener
una magnitud de cantidad de sustancia, y concebirfa como una relacién gue
describe el comportamiento por pares {p. 189) de magnitudes de diferentes
categorias; pudiera ser que la forma de responder del equipo 1 sea una evidencia
de eso.

199



Capitulo 6. Conclusiones

Las respuestas al item 1.7.1 fueron muy detalladas y cabe sefialar, por una parte,
que el (tem se refiere al concepto cambio, del cual el alumno ha hecho un uso
extensivo a lo largo de su curriculum escolar de matematicas y de otras areas de
conocimiento, y por otra parte, hubo un mayor nimero de las conexiones entre las
representaciones utilizadas que para los items anteriores (p. 122), situacién que
sugiere una integracion mas madura {p. 58) para este concepto. Sin embargo, la
cuantificacion del cambio s6fo se hizo en forma numérica (p. 125).

El alumno enfoco el comportamiento de las secantes en el comportamiento de los
puntos de interseccion entre la secante y 1a curva, o entre la secante y uno de los
ejes de coordenadas (items 1.8.12, 1.8.13 y 1.8.14), a diferencia de lo reportado
por Speiser y Walter (1994). Lo que sugiere una inestabilidad de los referentes en
el plano cartesiano (pp. 102-104), que pudiera deberse a conflictos derivados de
la naturaleza de la enseflanza previa y a conflictos epistemoldgicos {p. 53), v
pudiera ser causa de la ausencia de una correspondencia fisica entre las
representaciones discursivas y numéricas para el concepto “se va acercando’
(item 1.8.14),

Tampoco se encontré referencia geométrica explicita a la cuerda determinada por
ta secante como en otros estudios (Speiser y Walter, ib.), pero si a la distancia
entre los puntos de interseccion de la secante y la curva, lo cual es una referencia
indirecta a la cuerda.

El manejo de! proceso limite de manera intuitiva y numérica, se vio favorecido por
los materiales de aprendizaje (guia didactica), lo cual no se considera como una
limitacién, sino como un puente hacia la concepcion formal o simboélica del mismo,
En las respuestas al item 1.8.13 no se ven regularidades importantes entre las
representaciones de los siete participantes. En parte, una de las razones pudiera
ser que en el ltem se plantea una condicién que probablemente no fue bien
interpretada y mucho menos relacionada con el efecto en la grafica que se
produce cuando se corre el programa SECANTE (que hace un “zoom”) pero que no
aparecen trazadas la secantes en cuestion. En este punto se ve que el programa
debe mejorarse a fin de que la condicién |h| < 0.1, produzca un acercamiento a los

puntos por donde se traza la secante y se visualice la secante misma. Adem4s, el
cambio de escala debe quedar claro para el estudiante ya que podria olvidarlo y
podria pensar que el efecto fue inverso, es decir, de que se produjo un
alejamiento en lugar de un acercamiento. ‘

En la segunda parte de la guia didactica, relacionada con el analisis de |a salida
de agua por una manguera, el enunciado de! problema fue traducido a una
situacién grafica por todos los participantes con mas o menos detalles, asi que en
este Item, la representacion G estuvo disponible como parte de! conocimiento
tacito (Campos y Gaspar, 1995a, p. 3) y fue relacionada con los conceptos que
contiene el enunciado. Sin embargo, sélo un participante discutio la situacién en
terminos de velocidad y dos hicieron referencia a la fuerza de la gravedad. Las
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coincidencias en las formas de representacion de la salida de agua por una
manguera no fueron efecto de !a interaccion grupal, porque de hecho, ésta no se
permitié;, al parecer, las formas de representacion se explican por caracteristicas
culturales.

Ninguno de los participantes us6é o aludié a la representacion tabular en su
respuesta al item 2.4.1, parece ser que ese recurso no es significativo para la
situacion del problema de la trayectoria del agua. Ninguno registré datos en
arreglos tabulares. Los items 2.4.1 y 2.4.2 plantearon una problematica
fundamental para los fendbmenos de variacion, a saber, ia variacién respecto a
diferentes magnitudes (Thompson, 1994), una et desplazamiento horizontal y la
otra el tiempo transcurrido,

Ninguno de los participantes dio una respuesta correcta a los items 2.4.1y 2.4.2,
ni siquiera un acercamiento a la relacion entre la trayectoria del agua y= f(x) ¥

la direccién de la trayectoria D,(y)= f'(x) en el punto (x,7(x)). Tampoco para la

relacién entre la direccion de la trayectoria y la componente vertical de la
velocidad v =y'(¢). Y desde luego no se explicaron la trayectoria del agua como

una relacién funcional: y{7) = f(x(?)), siendo x e! desplazamiento horizontal de

una particula de agua ocurrido en el tiempo £ y y 1a altura correspondiente,
medida desde el piso.

6.2 Implicaciones pedagbgicas y recomendaciones

Los resultados de esta investigacion sugieren que se requiere favorecer el uso de
las representaciones simbolicas, para lo cual es necesario proporcionar en los
materiales de aprendizaje, los enlaces entre las representaciones discursiva y
numérica, que ayuden al estudiante a incorporar el uso de representaciones
simbdlicas para expresar ideas. El material de aprendizaje por si mismo debe
hacer uso de las representaciones simbélicas de manera relacionada con las
representaciones discursiva y numérica de los mismos conceptos.

Por ejemplo, vincular el manejo del proceso limite de manera intuitiva y numérica,
logrado con el uso de programas en la calculadora, con los recursos de
manipulacién simbélica de ambientes de trabajo matematicos (p. 55), a fin
favorecer la construccidon de ese concepto.

En particular, las respuestas a los items 2.4.1 y 2.4.2, consideradas como un
diagndstico, permiten sugerir un tratamiento del problema de la trayectoria del
agua al salir por una manguera que incluya los conceptos de velocidad y su
relacion al concepto de derivada de manera explicita, ademas, cabe subrayar que
la ensefianza debe hacer explicita también la relacidon enire la derivada y la
direccidn de la curva. Con este fin los laboratorios basados en computadoras
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(MBL, p. 57} se convierten en una alternativa, sujeta a verificacién, susceptible de
implementarse en las aulas de computo, para la ensefianza de las matematicas y
de las ciencias, de los planteles.

También se requiere dar tiempo a los alumnos de calculo para que utilicen varias
representaciones de los conceptos antes de trabajar los algoritmos en forma
simbdiica, con el fin de que dispongan de relaciones entre diferentes
representaciones de ios conceptos, y tengan la posibilidad de configurar sistemas
de representacion mas poderosos para resolver problemas de variacion.

Como se dijo en la seccion anterior, la varlacion de la oscilaciéon entre las
representaciones en estudio estd determinada por las relaciones entre los
conceptos mas que por los conceptos mismos, de ahl se deriva una implicacion
pedagégica en el sentido de que el discurso didactico contenido en los materiales
de aprendizaje debe promover la construccién de relaciones entre los conceptos
representados de maneras diversas para que el estudiante disponga de sistemas
de representacion poderosos.

En esa direccion, el experimento de 1a manguera se podria adecuar de modo que
el estudiante tomara una secuencia de fotografias de la trayectoria del agua que
sale por una manguera; agregando al agua pequefias esferas de un materiai como
el polietileno que faciimente circulen por la manguera, a fin de elegir una y hacer
registros de su posicion en cada fotografia. Se requiere tomar la secuencia de
fotografias a intervalos de tiempo conocidos, haciendo una particion del lapso de
tiempo que tarda en salir y ilegar a una referencia. Un tratamiento similar puede
verse ilustrado en el libro Fisica {PSSC, 1966) y en Spiser y Walter (1994), asi
como en el montaje que puede apreciarse en la sala denominada “El Movimiento”
del Museo UNIVERSUM.

En relacion al diseito curricular cabe decir que es de vital importancia que [os
cursos de calculo diferencial del bachilierato prevean el planteamiento de
cuestiones como las de la trayectoria del agua que sale por una manguera, y las
que se ejemplifican en el capitulo 5, las cuales son situaciones ricas desde el
punto de vista conceptual, porque de ello depende en gran medida e! desempefio
posterior del estudiante en cursos de calculo mas avanzado ¢ de ecuaciones
diferenciales.

6.3 Limitaciones del estudio
Una de las limitaciones del estudio es que no se documentaron las
representaciones involucradas en los conceptos que los participantes mostraron

como formas verbales, es decir, como relaciones. (véase la seccion 4.2, item
1.8.3).
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En la construccion metodologica, y al preguntarse cudles representaciones de las
usuales emplean los alumnos para responder problemas de variacién, se
consideraron cinco rubros: discurso, grafica, numérica, simbdlica y tabular, esta
decision no permitio estudiar con mayor detalle las representaciones mostradas
por el alumno. De hecho, las representaciones que utiliza el alumno se
identificaron como alguna de las cinco anteriores, y de ese modo se puso mas
atencion a las formas de utilizarlas, es decir, se puso mas atencion a las
relaciones entre los conceptos que indicaban las conexiones entre las
representaciones de los conceptos.

Cada una de las categorias denominadas representaciones discursiva, grafica,
numérica, simbolica y tabular, tienen componentes propias, pero en este estudio
no se abordan, y es posible que para dos alumnos y un mismo concepto las
representaciones tabular, grafica o simbdlica tengan distintas componentes. En
este punto, el estudio no incluyé el analisis conceptual de las graficas y tablas
producidas por el participante.

También pudiera ser una limitante de {a investigacion e! que no se estudien las
concepciones del estudiante sobre velocidad y direccion de una trayectoria, desde
luego que las concepciones no son el objeto de este estudio, pero una
investigacion sobre ellas probablemente sea una fuente que permita documentar
las representaciones en cuestidn.

6.4 Perspectivas

Una implicacién derivada de la construccién metodologica plantea una conjetura
sobre la posibilidad de modelar el proceso de representacion matematica en
términos del conocimiento y de las estrategias de resolucion de problemas.
Ademas, las limitaciones de este estudio conforman por si mismas interrogantes
gue se requieren investigar.

En cuanto a las categorias empiricas del estudio, una relacién se considera
bidimensional, cuando sélo se cumple entre pares ordenados de objetos, conforme
a esto, la construccion empirica de las conexiones bidimensionales vy
tridimensionales abre una &area de investigacién para estudiar las categorias
empiricas conexién bidimensional y conexién tridimensional, considerando que la
primera se establece para pares ordenados de representaciones (los objetos) y, la
segunda, entre pares de conexiones bidimensionales.

De la discusidn de los datos surge también una interrogante respecto a saber si
los participantes tienen o no representaciones funcionales para los fenomenos de
cambio tratados en el estudio y cémo esas representaciones funcionales se
relacionan con las representaciones en estudio.

203



Capitulo 6. Conclusiones

Finalmente, {as interrogantes antes mencionadas permiten ilustrar que el campo
de investigacion en torno a la representacion matematica y el razonamiento visual
en condiciones de enseflanza es basto y abierto. Y que, desde una perspectiva
pedagdgica, quisieramos que el estudio del calculo no fuese la experiencia
matematica final de los alumnos (aspiracion compartida con Kaput, 1994a, p. 77).

abril de 1998
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INTRODUCCION

En las siguientes sesiones de clase estudiaras un fendmeno dindmico (reaccion
quimica) desde un punto de vista matematico, es decir, a partir de modelos
matematicos que te ayuden a contestar algunas interrogantes sobre dicho fenémeno.

Una parte importante de las actividades consiste de la discusion que sobre las
mismas lleves a cabo con tus demas compafieros vy, desde luego, la actitud critica
que asumas al estudiar el contenido de esta guia didactica es esencial para
responder ampliamente a todas las cuestiones que se plantean.

las actividades! gque a continuacion te proponemos las desarrollaras de manera
cooperativa con tus compafieros de equipo, porque pensamos que una manera de
facilitarte el estudio y aprendizaje de la matematica es a través del trabajo
cooperativo en pequefos equipos.

Las preguntas o cuestiones que te planteamos en esta guia didactica estan
numeradas con tres digitos para facilitarnos el proceso de revision de tus respuestas.
En caso de que tengas alguna dificultad, ya sea para entender el contenido de la guia
o cualquier otra duda, puedes pedirle a tu profesora una explicacion, todas las veces
que sea necesario.

l.os recursos que utilizaras son: una calculadora avanzada, |épiz. y hojas de papel
para hacer anotaciones o escribir las respuestas que requieran de mayor espacio.
Finalmente, deseamos que logres los mejores resultados en tu aprendizaje de ios
conceptos: velocidad instantanea, razén de cambio instantaneo, pendiente de
la recta tangente y derivada.

1 | as actividades estan numeradas en forma progresiva con un digito en negritas.
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1. REACCION QUIMICA

1.1 La situacion

Imaginate que te encuentras en el laboratorio de quimica de la escuela y se te pide
hacer una estimacién del comportamiento de una reaccién quimica en cuanto a la

cantidad de sustancia que se produce respecto al tiempo transcurrido.

El laboratorista realiza algunas mediciones de la cantidad de sustancia producida y el
tiempo que tarda en producirse y nos proporciona los datos de la Tabia 1.

1.2 Modelo discreto

En la Tabla 1 registramos algunos datos derivados de las mediciones.

Tabila 1
tiempo (x) | cantidad (y}
hrs. grs.
0 0

0.25 3.75
0.50 7.00
0.75 9.75
1.00 12.00
1.25 13.75
1.50 15.00
1.75 15.75
2.00 16.00
2.25 15.75
2.50 15.00
2.75 13.75
3.00 12.00
3.25 9.75
3.50 7.00
3.75 3.75
4.00 0

1.2.1. {Cémo es la variacion de la cantidad ¥ de sustancia producida? Escribe en
la parte posterior de esta hoja un primer acercamiento a la respuesta.
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Para ilustrar una manera de explorar y analizar con calculadoras avanzadas sobre la
cuestion 1.2.1 te proporcionamos algunas actividades con ese fin.

Actividades:

1.

Introduce en la calculadora las dos colecciones de datos de la Tabla 1,

consideradas como "listas" por medio de la opcién 1:Edit... del men(?2
] STAT |

En L4 anota la lista de datos de la variable X (tiempo) y en Ly los dela
variable y (cantidad de sustancia producida en el tiempo correpondiente);

siguiendo la siguiente secuencia: para Ly

STAT]| (1] [0] [ENTER | [.25 | ENTER | etc.

Después de introducir todos fos datos de L4 cambia la posicién del cursor a la
columna Ly con la tecla direccional derecha y agrega los datos correspondientes

a la cantidad de sustancia producida.

0 ENTER 3.75 ENTER 7 ENTER etc.

2. Representa los datos de la reaccién quimica en la pantella gréfica de la

calculadora, localizando en el eje horizontal los datos de la lista Ly y en el gje
vertical los datos de la lista Ly , de la siguiente manera:

a) Oprime la tecla de edicion de funciones; ]
Y=

En la pantalla aparece una lista con las funciones Y,...,Y;

b) Desactiva la lista de funciones {(para que no las grafique la calculadora),
colocandote sobre el signo igual de aquellas funciones declaradas o activas y

oprimiendo la tecla
ENTER

(una funcion esta activa cuando el signo igual tiene fondo negro).

2 £l ment STAT te muestra las herramientas para realizar analisis estadisticos, entre otras la edicién
de listas de datos.
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c) Elije las dimensiones del rectanguio de vision (ventana) por medio de la tecla
[ WINDOW |

de acuerdo a los intervalos de variacién de los datos. La seleccion del Cuadro 1
la representamos simbélicamente por el rectangulo [0,4]x[0,16] , el cual

contiene los puntos correspondientes a los pares de datos de la Tabla 1 (vease
la Grafica 1).

FORMAT
Mi1n=a
Bmax=4
Ascl=1
Ymin=B
Vmax=16
Yscl=1

Cuadro 1 Gréfica 1
3. Completa el registro de los datos (2a, 3a, 5a y 6a columnas) en la Tabla 2.
1.2.2 Calcula los cambios en las variables -tiempo y cantidad de sustancia-

anotando en la cuarta y séptima columnas de la Tabla 2 los cambios entre pares
de datos consecutivos de cada variable.

Tabla 2
Numero de tiempo x, tiempo x, [cambio en x| cantidad y, | cantidad y, |cambio eny
intervalo (hrs.) (hrs.) X, — X ors. ars. Yo =W
0.25 0 0.25 3.75 0 375
0.50 0.25 0.25 7.00 3.75
0.75 0.50 9.75 7.00
1.00 0.75 12.00 9.75
1.25 13.75
1.50 16.00
1.75 15.75

slaialainia|Slele{~|oju|n|w|n]~
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1.2.3 Algunos cambios registrados en la Tabla 2 se representan en la Grafica 2 por
medio de segmentos horizontales y verticales, sefiala sobre la grafica a qué
variables corresponden cada uno. Explica tu respuesta al reverso de la hoja.

4. Y dibuja los segmentos faltantes.

Grafica 2



Anexo 1. Guia Didactica

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA

Nombre del alumno(a):

Nombre clave Apellido paterno Apellido materno Nombre
GRUPO Fecha: Ciclo escolar 96 Leccion 2

1.3 Aproximacidén al modelo continuo

Como podras observar, los cambios en la cantidad de sustancia producida no son
iguales entre si. Ademas, desconoces qué cantidad de sustancia se produce en
cada instante de un intervalo o periodo de tiempo particular. Sin embargo,
puedes aproximar la cantidad de sustancia suponiendo que varia en forma
proporcional a lo largo de cada intervalo, es decir, aproxima la cantidad de sustancia
en cualquier instante del tercer intervalo, por ejemplo, por medio del segmento de
recta que une los puntos (05,7) y (0.759.75) correspondientes a dos pares de

mediciones consecutivas (Grafica 3).

Grafica 3

1.3.1 ¢Por qué la variacién proporcional en un intervalo se representa por medio de
un segmento de recta?

Respuesta:

1.4 Velocidad promedio

Que la cantidad de sustancia varie en forma proporcional en un intervalo [a,b] de

tiempo significa que la comparacion del cambio y, -y, de la cantidad de sustancia
producida respecto a la duracion del intervalo o cambio en el tiempo x,—x, es

siempre la misma, para cualquier par de datos Xx;, X, contenidos en el intervalo.
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O bién, que ia razén entre los cambios de las variables -cantidad de sustancia
producida {(grs.) y tiempo (hrs.)- es constante, a io largo del intervalo.

y 2 "y 1 - k

Xy — X,

Simbdlicamente:

La razén de cambio anterior es ia velocidad promedio a {2 que se produce la
sustancia en esa reaccion quimica, durante el periodo de tiempo [x,,x,], el cual esta

contenido en [a, b).
Actividades:

5. Traza todos los segmentos gue unen puntos consecutivos de la Grafica 3 con
ayuda del programa MODISCRE, siguiendo los pasos indicados desde el inciso a
hasta el inciso ¢.

a) Desactiva las funciones en la pantalla de edicidn de funciones (revisa la
actividad 2b, pagina 3).

b) Después presiona la tecla
PRGM
y ejecuta el programa MODISCRE pulsando la tecla del numero que le
corresponde. En la pantalla principal debe leerse prgmMODISCRE y ver el

cursor parpadeante.

1.4.1 Explica ampliamente, en la parte posterior de la hoja, los pasos que siguen del
programa conforme lo ejecutas?,

6. Elije dos pares de datos (x,, yl) y (xz, yﬁ) de ia Tabla 1.

1.4.2 ;Cudl es la velocidad promedio a la que se produce la sustancia durante el
intervalo de tiempo [x,,x,] que elegiste?

Respuesta:

3 Un programa se ejecuta oprimiendo ENTER cada vez que se muestra una pantalla, a menos que se
indique otra cosa.



Anexo 1. Guia Didactica

7. Representa con la letra K el valor de la velocidad promedio que calculaste en la
pregunta 1.4.2, vy

1.4.3 Aproxima la cantidad de sustancia producida ¥ en un instante X del intervalo
abierto (x,,x,) con la expresion:
Yoho_y
X —X,
Explica ampliamente el procedimiento y la respuesta a esta cuestion, en la parte
posterior de esta hoja.
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1.5 Modelo continuo

Hasta aqui, hemos analizado un numero finito de datos o mediciones, lo que nos
nermite estudiar el problema de manera muy rudimentaria, poco precisa (en relacion a
cada instante de tiempo), es decir, sdlo apreciamos el problema desde un punto de
vista promedio.

El problema

. Qué podemos hacer para conocer el comportamiento de la reaccion en cualquier
momento, mientras dura la reaccion, o calcular el ritmo al que se produce la
sustancia durante la primera hora?, finalmente, ;cémo estimar el ritmo al que se
produce la sustancia en cada instante?

1.5.1 s Tienes alguna o algunas respuestas?, ¢ cuél o cuales?

Respuesta (s):

Para responder a la primera parte del problema anterior debes analizar la reaccion
quimica mediante un modelo matematico continuo que describa un comportamiento
similar.

De seguro habras notado que la distribucién de los puntos en la Grafica 1 tiene forma
de parabola y de acuerdo a las actividades de graficacion que realizaste durante las
sesiones de clase anteriores un modelo que se comporta de manera similar es el de
la funcién cuadratica cuya regla de asociacién es del tipo:  y=ax*+bx+c .
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Para conocer los valores de los coeficientes @, b y ¢ del modelo y = ax’® +bx +c que

aproxima el comportamiento de los datos, construye un sistema de tres ecuaciones
con tres indeterminadas (incognitas) usando tres pares distintos de datos
(t,3) > (5.22) v (x5} de la Tabla 1, comrespondientes a tres puntos de la

parabola.
8. Elige tres pares de datos de la Tabla 1, y

1.5.2 Construye el modelo y =16x—4x* resolviendo, al reverso de la hoja, el

sistema de tres ecuaciones generado por eilos:
¥, = axi +bx, +¢
¥, =ax +bx, +c
Py =ax: +bx, +¢

El modelo y=16x - 4x? expresa la cantidad ¥ de sustancia producida (gramos) al
cabo de cierto nimero X (horas) de tiempo transcurrido, mediante una relacién entre
la variable independiente "tiempo transcurrido” y la variable dependiente “cantidad de
sustancia producida". Es decir, la variable y es funcion o depende de la variable

X.

Para interpretar correctamente la expresion y = 16x - 4x*> en el contexto de la
reaccién quimica conviene que sefales el periodo o intervalo de tiempo de duracién
de la misma.

1.5.3 Anota el periodo o intervalo de tiempo durante el cual se inicia, desarrolia y
termina la reacciéon.

Respuesta:

Ese intervalo se le conoce como dominio de la funcién y = 16x - 4x?, en el contexto
de la reaccién quimica de que hablamos y su longitud nos dice la cantidad de tiempo
que dura ia reaccion (cuatro horas).

El conjunto de valores que asume o foma la variable dependiente, que en nuestro
caso es el intervalo [0,16], es el rango de la funcion.

10
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1.5.4 ¢Por qué la expresibn y=16x-4x* te permite caicular la cantidad de
sustancia producida en cualquier momento X ?

Respuesta:

Con el modelo y = 16x - 4x> respondes a la primera parte del problema: conocer
la cantidad y de sustancia que se produce en cuaiquier momento X. del periodo de

tiempo que dura la reaccion.

11
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Analiza ahora, el ritmo al que se produce la sustancia quimica durante un intervalo
[x,,x,] de tiempo.

Actividad:

9. Selecciona dos momentos x, y x, pertenecientes al dominio de la funcion y
calcula las cantidades de sustancia producida y, y p, respectivas, mediante
la relacién y = 16x — 4x?.

1.6.5 ¢Cual es la velocidad promedio a la que se produce ia sustancia, durante el
intervalo de tiempo que seleccionaste?

Respuesta:

1.5.6 Traza en la cuadricula una grafica que represente tu respuesta a la cuestion
1.5.5.

12
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1.6 Pendiente de la recta secante

La expresion $270 tiene una interpretacion geométrica, no sélo es el cambio
X, — X

promedio de la funcién, también mide la pendiente de la recta secante que pasa por
los puntos P[(x,, yi) y Pz(xz,yz) de su grafica (Gréafica 4).

‘g- F‘f"'ﬁ'

Grafica 4

1.7 Velocidad promedio y razén de cambio promedio

Para fraducir en términos mateméticos la segunda parte del problema que
planteamos en la pagina 7, estimar el ritmo al que se produce la sustancia
durante la primera hora, hacemos referencia a los puntos £(00) y B£(112) dela
pardbola y=16x-4x; enestecaso x,=0, x,=1, =0 y y=12. Yatu

respuesta a la cuestion 1.5.5.

Es decir, la velocidad (ritmo) promedio a la que se produce la sustancia en la reaccién
quimica durante la primera hora se obtiene de la razon de cambio promedio:
12-0 12 _

—_— 12 rsfhr
1-0 1 9

Por lo tanto, la respuesta a la segunda parte del problema es: la sustancia se proditcef
a unritmo de 12 grs/hr durante la primera hora.

Esta razén de cambio promedio te proporciona también -como sefialamos antes- la
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos F, y P, (Grafica 5).

13
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Grafica 5

El cambio x, ~x, en la variable independiente es de una unidad, es decir, x, -x, =1
(una hora), y el vafor final x, se obtiene del valor inicial x, aumentando una
unidad, x, =x, +1.

Pero si x,-x,=-1 , entonces el valor final x, se obtiene dei valor inicial x,
disminuyendo una unidad, es decir, x, =x, —1.

1.7.1 Proporciona un ejemplo de cada caso y represéntalos graficamente, al reverso
de la hoja.

Respuesta:

En ambos casos, el aumento o disminucién, se representa usualmente con la letra /,
y larelacion entre los valores x,, x, y I es:

Por tanto, el valor de y, se obtiene de  16(x+ &) —4(x +h)>.
1.7.2 ¢Estas de acuerdo? ¢ Por qué?

Respuesta:

Con esa representacion para x, y y, , las coordenadas del punto P, son
(5 + 16w, +1) - 4(x, +8)).

14
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Y la velocidad promedio a la que se produce ia sustancia durante el intervalo de
tiempo [x,,x,]=[x,x +#] (0 la pendiente de la recta secante que pasa por los

puntos P, y P,)es:
[lé(xl + h) ~ 4(x1 + h)2]- [16x, - 4x12]
~ P (1)
[xl +h]-— [xl]

Expresion que se simplifica a:

16~8x, —4h (2)

1.7.3 Explica ampliamente el proceso de simplificacion que permite obtener la
expresion (2) de ia (1), en el reverso de la hoja.
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1.8 Velocidad instantinea y razén de cambio instantdneo

Discutiremos ahora, mediante un ejemplo, una forma de responder a la dltima parte
del problema {pdgina 9), ¢a qué ritmo se produce la sustancia quimica al
término de la primera hora?

Con la expresion "al término de la primera hora" nos referimos al instante de
tiempo x=1, aese instante le corresponde el punto (1,12) de la parabola, que

lamaremos P, y se requiere conocer e! ritmo de produccién en ese instante, el cual

evaluaremos analizando el comportamiento del ritmo promedio en las "proximidades”
del punto P, .

Actividad:

10. Obtén las coordenadas de algunos puntos  B(x,,»,) "préximos” a £(1,12), tanto

a la izquierda como a la derecha, con la tecla TRACE de la calculadora, después
de: introducir ¥, =16X-4X? | ajustar la ventana de Vvisualizacion a
[.8,1.2]x[10.25,13.75] y desactivar la gréfica generada en el modo STAT%,

1.8.1. Organiza tus observaciones en la Tabla 3 y calcula el valor de & para cada
una.

Tabla 3
X, 1
h
Y2 12

Recuerdaque x,=x+& y x,=1

4 Oprime la tecla 2nd simultaneamente con Y= para ver el meni STAT PLOTS, después 1,
finalmante elige Off en Piot1.

16
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1.8.2 ,CoOmo se comporta el valor de A cuando P, se aproximaa P, ?

Respuesta:

En efecto, cuando P, se aproximaa P, el valor absoluto de # disminuye, ya
8ea que se aproxime por la derecha o por la izquierda.

1.8.3 llustra graficamente ambas situaciones y explica ampliamente lo que cbservas,
en el reverso de la hoja.

Para estudiar el comportamiento de la veiocidad promedio y de la pendiente de la
recta secante cuando el punto P, se aproxima al punto P, , a fin de contestar a ia

cuestién: sa qué ritmo se produce la sustancia quimica al término de la primera
hora?, te proponemos las actividades 11,12, 13 y 14 en las que utilizaras ios
programas DERIVADA y SECANTE. El primer programa estd disefiado para
resolverte las operaciones que contiene la expresion (1) de la pagina 15 y trazar al
mismo tiempo la recta secante. Y el segundo, para analizar el comportamiento de

las secantes.

Actividades:

11. Genera en la misma pantalla grafica de la calculadora tanto la parabola
y=16x —4x* como la secante que pasa porlos puntos A(1,12) v £(2,16),y
consigue el valor de la pendiente de esa secante mediante el procedimiento:

a) Introduce las siguientes funciones en la pantalla de edicién de funciones.
¥, =16X-4X? , Y,=16(X+H)-4X+H)*

y ajusta las dimensiones del rectangulo de vision a [0,4]x[0,20].

Nota: Desactiva la funcién ¥, para que no se grafique (ver explicacién en la
actividad 2b, pagina 3).

b) Después presiona la tecla

17
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y ejecuta el programa DERIVADA pulsando la tecla del nimero que le
corresponde.

En la pantalla principai debe leerse: prgmDERIVADA y ver el cursor
parpadeante,

c¢) Sigue sjecutando el programab.
1.8.4 ;Qué sucede?

Respuesta:

d) Si oprimes de nuevo la tecla ENTER veras aparecer a X, y un signo ?,
significa que debes introducir el vaior de x,. En nuestro caso seleccicnamos 1,
porque es la abscisa de F(1,12).

o) Después se pide, de igual modo, el valor del incremento H  de la variable
independiente, introduce 1.

1.8.5 ¢Por qué?

Respuesta;

Presiona para continuar ia tecla ENTER.

1.8.6 Explica ampliamente, en la parte posterior de la hoja, los pasos que siguen del
programa conforme oprimes la tecia ENTER, hasta llegar de nuevo a lo que se
dice en el inciso d.

Nota: En la calculadora no se utilizan letras minusculas, por tanto M representa a m
y Hrepresentaa h.

5 Recuerda que un programa se ejecuta oprimiendo ENTER cada vez que se muestra una nueva
pantalla, a menos que se indique ofra cosa.

18
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Nota: Cuando quieras que deje de ejecutarse el programa teciea la palabra FIN
come valor de X,.

12. Repite el procedimiento anterior pero con vaiores de i cada vez més pequefios
(en vaior absoluto).

1.8.7 Completa la Tabla 4 con los resultados que obtienes ai ejecutar el programa
DERIVADA, recuerda que x, =1, y =12,

Tabla 4

h xz —xl

- 0.5
-0.1
- 0.01

0.01
0.1
0.5

1.8.8 En la pagina 15 explicaste el procedimiento para simplificar la expresion que
produce el valor de la pendiente; verifica tu respuesta con el siguiente desarrolio:

[15(x1 +h) - 4(x +hﬂ”[l6x} -4x’] _16h—8xh—4k*  h{16-8x, — 4h)

=16-8x, —
X, +h-x, h 2 16-8x 4k

m=

1.8.9 ¢ Se aproxima el valor de la pendiente m, de cada secante, hacia algin cierto
nGmero cuando el valor absoluto de h se hace cada vez mas pequefio y P, se
acerca P,? ;A cual ? ;Por qué?

Respuestas:

1.8.10 En relacion a las secantes, 4coémo debe ser el valor de A para que la secante
se "parezca” mas a una tangente?
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En las actividades 11 y 12 calculaste la pendiente de varias rectas secantes y de su
analisis aproximaste (@ pendiente de la tangente en forma numérica. Ahora
abordaremos un enfoque mas geométrico, es decir, trazaremos rectas secantes y
buscaremos !a que ocupe una posicion lo mas parecida a la tangente en el punto P;,
con ayuda del Programa SECANTE y de esa forma verificar tu respuesta a la
cuestion 1.8.10

Actividades:

13. Observa las secantes [, , I, v [ que aparecen en la pantalla de la
calculadora cuando ejecutas el programa SECANTE, con x, =1 ¥ h tomalos
valores 1, 0.5 y 0.1 respectivamente. La imagen en la calculadora debes veria
como la Grafica 5.

\ Loy Ay Ly

=

Grafica 5

1.8.12 ¢Cual secante crees que se aproxima mejor a la tangente en el punto
2(1,12) 2 ¢Por qué? ;,Qué valor de i le corresponde?

Respuestas:

1.8.13 Explica qué sucede cuando el valor absoluto de h es menor que 0.1.
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Respuesta:

1.8.14 ¢ Qué puedes decir de las secantes correspondientes a los valores -1, -0.5 y
-0.1, es decir, qué sucede cuando el valor absoluto de & es cada vez menor?

Respuesta:

14. Compara las respuestas a las preguntas de la actividad 13, con los datos de la
Tabla 4 (pagina 19).

En dicha tabla y hacia el renglén central, los valores absolutos de # son cada vez
mas "pequefios” , ¢de acuerdo? , situacién que representamos por & — 0.

1.8.15 Y si analizas, en la misma tabla, el comportamiento numérico de las
pendientes o razones de cambio, ¢cudnto crees que mide la pendiente de Ia

tangente y la razén de cambio instantaneo? ¢Por qué?

Respuestas:

1.8.16 Finalmente, ¢a qué ritmo o velocidad se produce la sustancia guimica al
término de la primera hora? ¢,Por qué?

Respuestas:
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2 TRAYECTORIA DEL AGUA QUE SALE DE UNA MANGUERA
2.1 La situacion

En muchos lugares habitados es frecuente observar a las personas que riegan con
mangueras las plantas o érboles de parques y jardines. La salida constante y libre
del agua (la misma cantidad y sin obstruccién de los dedos o de una véaivula) forma
un chorro de agua.

A continuacion estudiaras la trayectoria que sigue el agua cuando sale de la
manguera, es decir, la forma del chorro de agua, por medio de algunas actividades y
cuestiones que deberas realizar y contestar. Es muy importante que expliques

ampliamente tanto los procedimientos como las respuestas. Estas en libertad
de utilizar dibujos, gréaficas o palabras en tus explicaciones.

Actividad:
15. Eiabora en la parte posterior de esta hoja un dibujo que represente a situacion

anterior.

2.2 Direccion de la trayectoria

El problema

. Qué direccion debe tener el agua al salir de la manguera para que el chorro liegue
a la base de un arbol que dista dos metros de la salida def agua (medidos por ei piso)
y esta Gltima se sostiene a un metro del piso?
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Actividades:

16. llustra las condiciones del problema en un esquema (usa para ello el reverso de
la hoja).

17. Ahora, representa las condiciones del problema en un plano cartesiano, utiliza
para tal fin la cuadricula siguiente. Sefiala también:

a) Las coordenadas de los puntos S y A correspondientes a la salida del agua
(S) y la base del arbol (A), y

b) La direccion del agua en la salida de la manguera. .

Responde las siguientes tres preguntas en el reverso de esta hoja.
2.2.1 ¢Qué trayectoria sigue el chorro del agua cuando la salida es libre?
2.2.2 ;Cuél es su modelo matematico?

2.2.3 ¢ Hay s6lo una trayectoria posible para el chorro del agua?
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18. En caso de que tu respuesta a la pregunta 2.2.3 sea NO, genera fres ejermplos
de trayectorias que pasen por los puntos S y A en la pantalla grafica de tu
calculadora y responde ias cuestiones 2.2.4, 225y 2.2.6.

2.2.4 ;Cual es el modelo matematico de cada una de las tres trayectorias?

Respuesta;

2.2.5 ¢Que rango de vision (o ventana) usaste en la actividad 18?

Respuesta:

2.2.6 ¢Qué direccion tiene cada trayectoria en el punto de salida?

Respuesta:

2.2.7 Por lo tanto, ¢ cudl es tu respuesta al problema enunciado en la pagina 237

Respuesta:
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2.3  Trayectoria Gnica
Anota las respuestas a las cuestiones 2.3.1 y 2.3.2 atrés de esta hoja.

2.3.1 ¢Qué restriccion o condicidn a la situacién propones para que el chorro del
agua siga una trayectoria particular?

2.3.2 ¢ Que direccién tiene el agua en el punto A (base del arbol) respecto a esa '
trayectoria particular?

2.4 Velocidad del agua

Contesta las cuestiones 2.4.1 y 2.4.2 en e! espacio restante de esta hoja.

2.4.1 ¢Qué velocidad tiene el agua al llegar a la base del arbol en Ia trayectoria
particular de la cuestion 2.3.17?

2.4.2 ¢,Qué relacion tienen la direccién de la trayectoria y la velocidad del agua en el
punto A?
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Test96-1, Patricia E. Balderas Caflas

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA "JOSE VASCONCELOS" (5)
GRUPO 614 Fecha: octubre 12 de 1995. Ciclo escolar 96.

Nombre de!l alumno(a):

Nombre clave Apellido paterno Apellido materno Nombre

INTRODUCCION .- El presente cuestionario tiene la finalidad de precisar ¢dmo utilizas la
calculadora avanzada en relacion a: reconocimiento y aproximacion de las soluciones de una
ecuacion, efectos de los parametros de una curva en su grafica, estimacion de la distancia
entre dos puntos de una curva y evaluacién de los cambios en las variables independiente y
dependiente, asociados al cambio de posicidén en la curva. Consideramos que tus respuestas
son de suma importancia para dirigir de mejor manera tu aprendizaje de otros conceptos
posteriores (derivada, razon de cambio instantaneo, entre otros), motivo por el cual te

solicitamos una participacién entusiasta y comprometida que nos ayude en ese
cometido,

INSTRUCCIONES.- A continuacidn te sefalamos una serie de cuestiones para las que

debes responder en la forma mads amplia posible. Puedes ilustrar graficamente tus
respuestas, para apoyar las explicaciones.

1. Aproxima la solucién o soluciones de la ecuacion x> —4 =5 , con ayuda de la tecla
TRACE| de tu calculadora y explica paso a paso tu respuesta.

2. Compara la grificas de las funciones J =X —3Xx y y=-x" -3x
Describe las coincidencias y diferencias entre effas.

3. Explica qué efectos producen los valores de los parametros a y b enlagrificadela
funcién y=(x+a)* +b.

4. (Crees que sea posible asignar valores a los coeficientes a , b y ¢ de manera que la

grafica de la funcion y =cfax+b)® intersecte al eje X en el punto (1,0) y pase por los
puntos (-1,-4) y (3,-4)? ;Por qué?
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. {Crees que sea posible asignar valores a los coeficientes a y b de manera que la
grafica de la funcién yp=ax+5 intersecteal eje Y enel punto (0,3)? yPor qué?

. (Hay sélo una respuesta a la pregunta anterior? ;Por qué?

. Los puntos A(-3,0) y B(-2,-3) pertenecen a la gréfica de la funcién y=x*+2x-3

Con ayuda de la tecla|TRACE! estima la distancia entre ellos. Explica
tu procedimiento y respuesta.

. Evalla el cambio que ocurre en la variable independiente cuando pasas de la pdsicién
que ocupa el punto A(-3,0) ala posicidn del punto B(-2,-3), en la grafica de la funcion
anterior y=x?+2x-3. Explica tu respuesta.

. Evalta el cambio que ocurre en la variable dependiente cuando pasas de la posicion que
ocupa el punto  A(-3,0) a la posicién del punto B(-2,-3), en la grafica de la misma
funcién y=x®+2x-3. Explica tu respuesta.

10. Explica qué les sucede a las variables (independiente y dependiente) cuando vas de la

posicion del punto A(-3,0) a la posicién de C(1,0), sobre la grafica de la funcion
y=x*+2x-3,



PROTOCOLOS

Las entrevistas fueron conducidas conforme a los items de la guia didactica (anexo
1) para constatar las interpretaciones que dieron lugar a la construccion de
categorias (p. 68), a través de preguntas que permitieran precisar, profundizar o
ampliar las respuestas de los participantes. Algunos de los principales tipos de
preguntas que se plantearon fueron.

Explica tu respuesta

Proporciona un ejemplo

;,Que significa tu respuesta?

¢ Por qué procediste de ese modo?

¢ Por qué eliges esas expresiones?

A qué te refieres con...?

¢, Por qué dibujaste...?

&A qué variable (s) te refieres?

¢, Como encontraste la expresion?

¢, Qué quieres decir con...?
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. DispY, . DispGraph
. Pause : Pause
. Disp "M=" . Goto 1
. Disp M
. Pause

- Goto 1
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INTRODUCCION

En las siguientes sesiones de clase estudiaras un fendmeno dindmico {reaccion
quimica) desde un punto de vista matemético, es decir, a, partir de modelos
matematicos que te ayuden a contestar aigunas interrogantes sobre dicho
fendmeno.

Una parte importante de las actividades consiste de la discusion que sobre las
mismas lleves a cabo con tus demas comparfieros vy, desde luego, la actitud critica
que asumas al estudiar el contenido de .esta guia didactica es esencial para
responder ampliamente a todas las cuestiones que se plantean.

Las actividades' que a continuacidn te proponemos las desarrollards de manera
cooperativa con tus compafieros de equipo, porque pensamos que una manera de
facilitarte el estudio y -aprendizaje de la matematica es a través del trabajo
cooperativo en pequefios equipos.

Las preguntas o cuestiones que te planteamos en esta guia didactica estan
numeradas con tres digitos para facilitarnos el proceso de revision de tus
respuestas. En caso de que tengaé alguna dificultad, ya sea para entender el
contenido de fa guia o cualquier otra duda, puedes pedirie a tu profesora una
explicacion, todas las veces que sea necesario.

Los recursos que utilizaras son: una calculadora avanzada, iapiz y hojas de papel
para hacer anotaciones o escribir las respuestas que requieran de mayor espacio.
Finalmente, deseamos que logres los mejores resultados en tu aprendizaje de los
conceptos: velocidad instantdnea, razén de cambio instantaneo, pendiente de
la recta tangente y derivada.

! Las actividades estdn numeradas en forma progresiva con un digito en negritas.
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1. REACCION QUIMICA

1.1 La situacién

Imaginate que te encuentras en el laboratorio de quimica de la escuela y se te pide
hacer una estimacién del comportamiento de una reaccién quimica en cuanto a la

cantidad de sustancia que se produce respecto al tiempo transcurrido.

El laboratorista realiza algunas mediciones de la cantidad de sustancia producida y
el tiempo que tarda en producirse y nos proporciona los datos de la Tabla 1.

1.2 Modelo discreto

En la Tabla 1 registramos algunos datos derivados de las mediciones.

Tabla 1

tiempo (x} | cantidad (p)
hrs. grs.

0 0

0.25 3.75
0.50 7.00
0.75 975
1.00 12.00 4+
1.25 13.75 -
1.50 15.00
1.75 15.75
2.00 16.00
2.25 16.75
2.50 15.00
2.75 13.75
3.00 12.00
3.25 875
3.50 7.00
3.75 3.75
4.00 0

1.2.1. (Coémo es la variacion de la cantidad ¥ de sustancia producida? Escribe en
la parte posterior de esta hoja un primer acercamiento a la respuesta.
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Para ilustrar una manera de expiorar y analizar con calculadoras avanzadas sobre
la cuestién 1.2.1 te proporcionamos algunas actividades con ese fin.

Actividades:

1. Introduce en la calculadora las dos colecciones de datos de la Tabla 1,

consideradas como ‘"listas” por medio de opcion 1:Edit... del mend?
STAT |

En L4 anota la lista de datos de la variable X (tiempo).y en L, los de la
variable y (cantidad de sustancia producida en el tiempo correpondiente),
siguiendo la siguiente secuencia: para L4

STAT | 1 0| IENTER .25 ENTER etc.

Después de introducir todos los datos de L4 cambia la posicion del cursor a la
columina L, - con la tecla direccional derecha y agrega los datos
correspondientes a la cantidad de sustancia producida.

0 ENTER 3.756 ENTER 7 ENTER | etc.

2. Representa los datos de la reaccidn quimica en la pantalla grafica de la
calculadora, localizando en el eje horizontal los datos de la lista Ly y en el eje.
vertical los datos de la lista L., , de la siguiente manera:

a) Oprime la tecla de edicién de funciones:
-Y=

En la pantalla aparece una lista con las funciones Yl,...,Ys

b) Desactiva la lista de funciones (para que no las grafique la calculadora),
colocandote sobre el signo igual de aquellas funciones declaradas o activas y

oprimiendo la tecla
[ ENTER I
(una funcién esta activa cuando el signo igual tiene fondo negro).

2 El ment STAT te muestra las herramientas para realizar andiisis esiadisticos, entre otras la edicién
de listas de datos.
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¢) Elije las dimensiones del rectangulo de visién (ventana) por medio de la tecla
| WINDOW |

de acuerdo a los intervalos de variacién de los datos. La seleccion del Cuadro

1 la representamos simbolicamente por el rectangulo [0,4]x[0,16] , el cual
contiene los puntos correspondientes a los pares de datos de la Tabla 1

(véase la Grafica 1).

EHEEEE FORMRT
miv=a

Anax=d
Hecl=]
Ymin=0
Ymax=1§&
Yscl=]

Cuadro 1

e e e et

Grafica 1

3. Completa el registro de los datos (2a, 3a, 5ay 6a columnas) en la Tabla 2,

1.2.2 Calcula los cambios en las

variables -tiempo y cantidad de sustancia-
anotando en la cuarta y séptima columnas de la Tabla 2 los cambios entre pares

de datos consecutivos de cada variable.

O

3 ®
&
N

Tabla 2
Nlamero de tiempox, | tiempo x, {cambio’en x| cantidad ¥» | cantidad y, [cambio en y
intervalo (hrs.) (hrs.) X, - x, grs. grs. Y, -y, B

1 0.25 ¢] 0.25 3.75 0 3.75

2 0.50 0.25 0.25 7.00 3.75 > e

3 0.75 0.50 5 9.75 7.00 9,25 "

4 1.00 0.75 12.00 9.75] 9 .75 q,

5 1.25 13.75 2o 1,76 1LY

6 1.50 15.00 ."

7 1.75 15.75

8

9

10 !

i 4 C;O

12 a ,:l'

13

i Sl

15

18 : 5
N

\/Zx;q 5
-\ .
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1.2.3 Algunos cambios registrados en la Tabla 2 se representan en la Gréfica 2 por
medio de segmentos horizontales y verticales, sefiala sobre la grafica a qué
variables corresponden cada uno. Explica tu respuesta al reverso de la hoja.

4. Y dibuja los segmentos faltantes.

4 3 OOS
1

5% - 5/25
°.256°  Gréfica 2 9 -5 .
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1.3 Aproximacion al modelo continuo

Como podras observar, los cambios en fa cantidad de sustancia producida no son
iguales entre si. Ademas, descenoces qué cantidad de sustancia se produce en
cada instante de un intervalo o periodo de tiempo particular. Sin embargo,
puedes aproximar .a cantidad de sustancia suponiendo que varfa en forma
proporcional a lo largo de cada intervalo, es decir, aproxima la cantidad de sustancia
en cualquier instante dei tercer intervalo, por ejemplo, por medio del segmento de
recta que une los puntos (0.5,7) y (0.75,9.75) correspondientes a dos pares de

mediciones consecutivas (Gréfica 3).

Gréfica 3

1.3.1 ¢ Por qué la variacion propercional en un intervalo se representa por medio de
un segmento de recta”?

Respuesta: €L sSEgMtuTo  DE _RECTRA  SINE  PARM  APRSOMAR La ¢ AnT 0AD
VE SVITBNOR e yw INTERVALO b oTRO

1.4 Velocidad promedio

Que la cantidad de sustancia varfe en forma proporcional en un intervalo [a,b] de

tiempo significa que ia comparacién del cambio }, —}; de la cantidad de sustancia



producida respecto a la duracién del intervalo o cambio en el tiempo X, —X, es
siempre la misma, para cualquier par de datos x;, X, contenidos en el intervalo.

0O bién, que la razdn entre lps cambios de las variables -cantidad de sustancia
producida {grs.) y tiempo (hrs.)- es constante, a lo largo del intervalo.

Yoo _ k
Xy =X

" Simbolicamente:

La razdn de cambic anterior es la velocidad promedio a la gue se produce la
sustancia en esa reaccidn guimica, durante el periodo de tiempo {xl,xz], el cual esté

contenido en [a,b].
Actividades:

5. Traza todos los segmentos que unen puntos consecutivos de la Gréafica 3 con
ayuda de! programa MODISCRE, siguiendo los pasos indicados desde el inciso a
hasta el inciso C.

a) Desactiva ias funciones en !a pantalla de edicion de funciones (revisa la
actividad 2b, pagina 2).

b) Después presiona ia tecia
y ejecuta el programa MODISCRE pulsando la tecla del nimero que le
corresponde. En la pantalla principal debe leerse prgmMODISCRE vy ver el
cursor parpadeante.

1.4.1 Explica ampliamente, en la parte posterior de la hoja, los pasos que siguen
dei programa conforme 1o sjecutas®.

6. Elije dos pares de datos (xl,y.,) % (xz,y?_) de la Tabla 1.

3 Un programa se ejecuta oprimiendo ENTER cada vez que se muestra una pantalla, a menos que
sé indique otra cosa. ‘
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1.4.2 ¢Cuél es la velocidad promedio a la que se produce la sustancia durante el

intervalo de tiempo [xvxz] que elegiste? o<

N BEedA 135 7
Respuesta; 0;122 1125@ Y=t {25~ v 25 * VELOCIDAD PROMEDID K:?z

7. Representa con laletra & el valor de la velocidad promedio que calculaste en la
pregunta 1.4.2, vy

1.4.3 Aproxima la cantidad de sustancia preducida ¥ en un instante X del intervalo
abierto (x,,x,) con la expresion:

7 W '=k'
x-x 4

Explica ampliamente el procedimiento y la respuesta a esta cuestion, en la parte
posterior de esta hoje.

S
\/ % !
37~z
g w7 4
o 17 1—-\2_._.7_
T=12 =4 (5) -
Y = /f6 .Y V= 24-12/"1"”'147?“2-1;;}
je S~ y 2.0

)’——)5:—_!—{(5> = \-E! Y-lZ:?LZ@
' Yy = #10)+\2

I8-|Gm '__,]‘
PEie s 1 =
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1.5 Modelo continuo

Hasta aqui, hemos analizado un nimero finito de datos o mediciones, lo que nos
permite estudiar el problema de manera muy rudimentaria, poco precisa (en relacion
a cada instante de tiempo), es decir, s6lo apreciamos el problema desde un punto de
vista promedio.

E! problema

¢ Qué podemos hacer para conocer el comportamiento de la reaccién en cualquier
momento, mientras dura la reaccidn, o calcu;ar el ritmo al que se produce la
sustancia durante la primera hora?, finaimente, ;cOmo estimar el rltmo al que se
produce ia sustancia en cada instante?’

1.5.1 ¢ Tienes alguna o algunas respuestas?, ;cuél o cuéles?

Respuesta (s):

CaLuiiDe ¢l TiadPe be A RENcCan Y Sy RIIMO

Para responder a la primera parte del problema anterior debes analizar la reaccion
quimica mediante un modelo matematico continuo que describa un comportamiento
similar.

De seguro habras notado que la distribucion de los puntos en la Grafica 1 tiene
forma de parabola y de acuerdo a las actividades de graﬂcamén Que realizaste
durante las sesiones de clase anteriores un modelo que se comporta de manera
similar es el de la funcion cuadratica cuya regla de asociacion es del tipo:
y=ax’+bx+c.
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Para conocer los valores de los coeficientes a, b y ¢ del modelo y=ax’+bx+c
que aproxima el comportamiento de los datos, construye un sistema de tres

ecuaciones con tres indeterminadas (incognitas) usando tres pares distintos de
datos (xuyx) ) (xz:yz) y (xy.l’g) de la Tabla 1, correspondientes a tres
puntos de la parabola.

8. Elige tres pares de datos de la Tabla 1, vy
(.25,3.3) 50, %) (.%5,9.35)
1.5.2 Construye el modelo y =16x —4x® resolviendo, al reverso de la hoja, el
sistema de tres ecuaciones generado por ellos:

yi=ax?+bx, +c
Vo=axl+bx,+c
yi=axli+bx,+c

Ei modelo y =16x —4x* expresa la cantidad Y de sustancia producida (gramos)

al cabo de cierto nimero X (horas) de tiempo transcurrido, mediante una relacion

entre la variable independiente "tiempo transcurrido” vy la variable dependiente

“cantidad de sustancia producida”. Es decir, la variable y es funcion o depende de
0 4 la variable Xx. '

Para interpretar correctamente la expresion y=16x—4x* en el contexto de la

reaccion quimica conviene que sefiales el periodo o intervalo de tiempo de duracién
e la misma.

o R

v
L}
1.5.3 Anota el periodo o intervalo de tiempo durante e! cual se inicia, desarrolia y
D termina la reaccion.
L

Respuesta:

4 AuMeaTeNDO  DE  cagn  LASTA  Su BUNTo MM,

ew  GQrRoMos, Desmwes DisMiNvye  Wgsta CeroO e MUEVD

Ye o o Liheas svse g /6 ar
2\402-&5 Dismaruye A o

Y Pesrues De owRAS

10
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Ese intervalo se le conoce como dominio de la funcion y=16x—4x’, en el
contexto de la reaccion quimica de que hablamos y su longitud nos dice la cantidad -
de tiempo que dura la reaccidn (cuatro horas).

El conjunto de valores que asume o toma la variable dependiente, que en nuestro
caso es el intervalo [0,16], es el rango de la funcidn.

1.5.4 iPor qué la expresion y =16x—4x" te permite calcularla cantidad de
sustancia producida en cualquier momento X ?

Respuesta:

Berc@s Tewersos e\ VAol pe Y. Y AS/  se  despesa X Y
YA Pove rmos EruconTRIR VA CAATIDAD D SusTUNCIA PROODR I

€N LUBL QR taghs gHTO X, foroue €stA €5 Wb ol De LAS

Con el modelo ¥ =16x —4x” respondes a la primera parte del problema: conacer

la cantidad y de sustancia que se produce en cualquier momento X. del periodo de
tiempo que dura la reaccion.

V= lex—Y* A= /60
SN AR TN
Y_ S </{3éog

yié g

60 Siae Wo_ s71z2¢
7= U~ 9

L

_95C _
3665"2655 %(

11
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Analiza ahora, el ritmo al que se produce la sustancia quimica durante un intervalo

[x, :xz] de tiempo.

Actividad:
LE .50
9. Selecciona dos momentos X; y X, pertenecientes al dominio de la funcién
y calcula las cantidades de sustancia producida Y, v Y, respectivas,

3‘ !
mediante la relacién y =16x ~ 4x’ *$ ¥

1.5.5 ¢Cuédl es la velocidad promedio a la que se produce la sustancia, durante el
intervalo de tiempo que seleccionaste?

Respuesta:

k=13 %

1.5.8 Traza en la cuadricula una gréfica que represente tu respuesta a la cuestion
1.5.5, '

2 S0 0 3

e
&
\\

\

12

‘ 1= 3 35xHF
L) et 4 3*?5}(‘}- ;%

13x —
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1.6 Pendiente de la recta secante

La expresion %%—‘- tiene una interpretacién geométrica, no sélo es el cambio
7™ "

promedio de la funcién, también mide Ia pendiente de la recta secante que pasa por ‘
los puntos P(x,,») v PBlx,,»,) desu gréfica (Gréfica 4).

Grafica 4

1.7 Velocidad promedio y razén de cambio promedio

Para traducir en términos mateméticos la segunda parte del problema que
pianteamos en la pagina 7, estimar el ritmo al que se produce la sustancia

durante la primera hora, hacemos referencia a los puntos R(0,0) y P(1,12) de

la parabola y=16x-—4x2; eneste caso x; =0, X, =1, »=0 y y,=12.Y
aturespuesta ala cuestion 1.5.5.

Es decir, la velocidad (ritmo) promedio a la que se produce la. sustancia en la
reaccion quimica durante la primera hora se obtiene de la razon de cambio
promedio:

-——~«-=-1‘-2-= 12 grs/ihr

Por lo tanto, la respuesta a la segunda parte del problema es: la sustancia se produce
a un ritmo de 12 grs/hr durante la primera hora.

Esta razén de cambio promedio te proporciona también -como sefialamos antes- la

pendiente de la recta secante que pasa por los puntos Py P2 (Gréfica 5).

13



Grafica 5

El cambio X,~X, en la variable independiente es de una unidad, es decir,

X —X =1 (una hora), y el valor final X, se obtiene del valor inicial X
aumentando una unidad, X, =X, +1.

Pero si X, —X, =-1, entonces el valor final X, se obtiene del valor inicial X,
disminuyendo una unidad, es decir, x, = x, — 1.

1.7.1 Proporciona un ejemplo de cada caso y represéntalos gréficamente, al
reverso de la hoja,

Respuesta:

En ambos casos, el aumento o disminucién, se representa usualmente con la letra

h, y larelacién entre ios valores X;, X, y h es:

X, =X +h

2
Por tanto, el valor de J, se obtiene de 16(1; + h) —4(x + h) .o

/ NG g T
' ! éC/ L35 LIy -2 w7 A
1.7.2 Estds de acuerdo? ;Por qué? /i + 4§ — <}[ l.sCib)

| FEFY - 6257 13, 75
Respuesta: ‘ T2 35= 12 5
SL. . PoRQUE o Tomhies 2 UNloPes De A4 Geervca

DOS sikve bR DezPedR VY Y Y 2o ug VLo 1N,

Por L TANTD &L Wigp My 14
. R Dt 'V sege
D & LA GIK&"F?C'&Q ¢4 MISMO YiLoR,
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Con esa representacién'para X, y Y, , las coordenadas dei punto P, son

(e, 4k, 16{x, +h)~4(x, +h)?).

Y ia velocidad promedio a la que se produce la sustancia durante el intervalo de
tiempo [x,,x,]=[x,,x,+#] (o la pendiente de la recta secante que pasa por los

puntos P, y P,)es:

[16(x; +h)- 4(.1:1 + h)z]— [16-"1 - 4x,2]
| [+ h]-[x] M

Expresion que se simplifica a:

16—8x, —4h 2)

1.7.3 Explica ampliamente ei proceso de simplificacion que permite obtener la
expresion (2) de la (1), en el reverso de la hoja.

#h)hlé?‘(/i—‘?){

>;Ii'j’3 NG
/é'/(/‘);‘i D e ,
L A Ty
Xy th —%i

//ﬁ c»kh“q})?‘ mé ) s
X ih - \T“\ L

,/(; f'.l -‘-{C/'t\ f‘ - "‘1?-?"'_ e e

-y A le-gx %

e,

15
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1.8 Velocidad instantanea y razén de cambio instantaneo

Discutiremos ahora, mediante un ejemplo, una forma de responder a la tltima parte
del problema (pagina 8), sa qué ritmo se produce la sustancia quimica al
término de la primera hora?

Con la expresién "al término de la primera hora" nos referimos al instante de

tiempo X =1, aese instante le corresponde el punto (1,12) de la parabola, que

llamaremos P}, y se requiere conocer el ritmo de produccidn en ese instante, el cual
evaluaremos analizando el comportamiento del ritmo promedioc en las "proximidades"

del punto P, .

Actividad:

10. Obtén las coordenadas de algunos puntos B,(x,,y,) "proximos"-a p(1,12),

tanto a la izquierda como a la derecha, con la tecla TRACE de la calculadora,
después de: introducir ¥, =16X~4X* , ajustar la ventana de visualizacién a

[. 8, 1.2] X [10.25, 13.75] y desactivar la grafica generada en el modo STAT4.

1.8.1. Organiza tus observaciones en la Tabla 3 y calcula el valor de & para cada

una. A by
ad Tabla 3

5 | 6] 20,8 1.9 1% 2 p3 [1E]2
h .9 ’“‘-% "‘er.f‘-—.f O »2 r3 »5 I
» 1 81 9 [ | 3 |/ 115 4
o(_’:""‘—\':_""%

4 Oprime ia tecla 2nd simultdneamente con Y= para ver el meni STAT PLOTS, después 1,
finaimente elige'Off en Piot1.

16
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N>z~ R

Recuerdaque X, =X;+h y Xx =1,
LED R O

1.8.2 +COmo se comporta el valor de & cuando P, ‘se aproximaa P, ?

Respuesta;

_EL yALAR NUMERICO vp AUMENTANDD |, Y €L Numegres
Y& Diskinoyerits

En efecto, cuando P, se aproximaa P, el valor absoluto de A disminuye, ya

sea que se aproxime por la derecha o por la izquierda.

1.8.3 llustra gréficamente ambas situaciones y explica ampliamente lo que
observas, en el reverso de la hoja.

Para estudiar el comportamiento de la velocidad promedio y de la pendiente de la

recta secante cuando el punto Pz se aproxima al punto P, , a fin de contestar a la

cuestién; ¢a qué ritmo se produce la sustancia quimica al término de la primera
hora?, te proponemos Ias actividades 11,12, 13 y 14 en las que utilizaras los
programas DERIVADA y SECANTE. El primer programa esla disefiado para
resolverte las operaciones que contiene la expresion (1) de la pagina 15 y trazar al
mismo tiempo la recta secante. Y el segundo, para analizar el comportamiento de
las secantes.

Actividades:

11. Genera en la misma pantalla gréfica de la calculadora tanto la parabola
p=16x—4x* como la secante que pasa por los puntos P(1,12) ¥y PB(2,16), ¥
consigue e! valor de la pendiente de esa secante mediante el procedimiento:

a) Introduce las siguientes funciones en la pantaila de edicion de funciones.

Y, =16X -4X* , Y,=16(X+H)-4X+H)

y ajusta las dimensiones del rectanguio de vision a [0,4]x{0,20].

17
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Nota: Desactiva la funcion Y, para que no se grafique (ver explicacion en la
actividad 2b, pagina 3).

b) Después presiona la tecla

y ejecuta el programa DERIVADA pulsando la tecla del nimero que le
corrasponde.

En la pantalia principal debe leerse. pramDERIVADA y ver el cursor
parpadeante,

¢) Sigue ejecutando el programas.
1.8.4 2Qué sucede?

Respuesta:

AplRece  De Nutve 1A GRAFICA

d) Si oprimes de nuevo la tecla ENTER verds aparecer a X, y un signo ?,

significa que debes introducir et valor de X;. En nuestro caso seleccionamos

1, porque es la abscisa de P,(1,12).

e) Después se pide, de igual modo, el valor del incremento H de la variable
independiente, introduce 1. \\

1.8.5 ¢Por qué?

Respuesta:

e OE my &L VALOR PEL INCREMEATa  DE LA ARILpIc
INDEPENDIERTE €N TRE ws Pavtas (112) y(Z,/¢)
Presiona para continuar la tecla ENTER. /

5 Recuerda que un programa se ejecuta oprimiendo ENTER cada vez que se muestra una nueva
pantalla, a menos que se indique otra cosa.

18
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1.8.6 Explica ampliamente, en la parte posterior de la hoja, los pasos que siguen
del programa conforme oprimes la tecla ENTER, hasta llegar de nuevo a o que
se dice en el inciso d.

Nota: En la calculadora no se utilizan letras minGsculas, por fanto M representa a
m vy Hrepresenta a .

Nota: Cuando quieras que deje de ejecutarse el programa teclea la palabra FIN
como valor de X,.

12. Repite el procedimiento anterior pero con vaiores de h cada vez mas pequefios
(en valor absoiuto}.

1.8.7 Completa la Tabia 4 con los resultados que obtiengs al gjecutar el programa

X
h 2 | )2 m=22"Y - 16-8x -4k

' Xy — Xy

-0.5 (51 F e 1O

- 0.1 .9 | 1.6 m 8.4

"0.01 sqq cl ‘ wh oo Q-OA

F00 ! I -1

0.01 .81 | j2eh me= 4.9

0.1 i IZ'% - PR~

0.5 1.5 1 18 m=6

1.8.8 En la pagina 15 explicaste el procedimiento para simplificar la expresioén que
produce el valor de la pendiente; verifica tu respuesta con el siguiente desarroilo:

m [16(x,+h)-4(x,+h)2]-[16xl—-4xr°'] 16h~8x1b~4h2 k(16—8x1-—4h)
o X, +h-x, - h -

=16-8x, ~4h

19
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1.8.9 { Se aproxima el vaior de la pendiente M, de cada secante, hacia algun cierto
numero cuando el valor absoluto de A se hace cada vez mas pequefio y P, se
acerca F7 (A cudl? (Por qué?

Respuestas A ENTR 2c : 3 PELPUNTYO
MZ) { que, ka VVMAQN 2E MM ¥V €5 Jorde
1.8, 10 En ’fa n rﬁas seca tes e,co de?t e valor de /& para que la secante

se "parezca" més a una tangente?

Respuesta:

€l VALOR DE LA SCCAMNTE TIENE Que SER — o

1.8.11 llustra las dos respuestas anteriores mediante una grafica (en el reverso de
esta hoja).

20
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA "JOSE VASCONCELOS" {(5)
Nombre del alumno(a):

Foy {1ipol
Nombre clave Apellido patemo Apethdo matemo Nombre
GRUPQO 614 Fecha: 3o vy o8 Ciclo escolar 95 Sesion 6

e i P g e e P e e e b e ey e, il o 4Ry A o o L U AT AR B . A i S, L el P £, kS S o ek e Ry S et B b i — it s —
—_—— e o o o —— ——— ———— —_—— — —_

En las actividades 11 y 12 calculaste la pendiente de varias rectas secantes y de su
analisis aproximaste la pendienie de ia tangente en forma numérica. Ahora
abordaremos un enfoque mas geometrico, es decir, trazaremos rectas secantes y
buscaremos la que ocupe una posicion ic mas parecida a la tangente en el punto 2;,
con ayuda de! Programa SECANTE y de esa forma verificar tu respuesta a ia
cuestién 1.8.10

Actividades:

13. Observa las secantes /, , I, ¥y I, que aparecen en la pantalla de la

catculadora cuando ejecutas el programa SECANTE, con X; =1y h tomalos
valores 1, 0.5 y 0.1 respectivamente. La imagen en la calculadora debes verla
como la Gréfica 5.

! Loy Ly

~r

Grafica 5
1.8.12 (Cual secante crees que se aproxima mejor a la tangente en el punto

P (1, 12} ? ¢ Por qué? ¢ Qué valor de A e corresponde?

Respuestas )
la PanfuE su b es De | Yesip eue MASse Acerca
A (i) ApNRue NO La Teoc.

21
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"‘\_.
1.8.13 Explica queé sucede cuando el valor absoluto de & es menor que 0.1,

Respuesta:

Y Ll 1A SEcANTE S¢  Serara | y
DE LA  GRAFICA. g

1.8.14 £ Qué puedes decir de las secantes correspondientes a ios valores «1 08y
-0.1, es decir, qué sucede cuando el vaior absoluto de /t es cada vez menor?

Respuesta: !
Las valsges son REPECTO AL e3¢ De tAS Yo Inape conrT4 LA
SECANTE €5 CApS es MAYor., LA SECanNTe 5S¢ VA

) A AS.
14. &%1%5% Ie%?gspuestas a las preguntas de la actividad 13, con los datos de Ia
Tabla 4 (pagina 19).

En dicha tabla y hacia el rengldn central, los valores absolutos de h son cada vez
mas "pequefios”, ¢de acuerdo? , situacion que representamos por h - o .

1.8.15 Y si analizas, en la misma tabla, el comportamiento numérico de las
pendientes o razones de cambio, ¢cudnto crees que mide ia pendiente de la
tangente y la razédn de cambio instantaneo? 4 Por qué?

Respuestas:
Mz 8 cablo INSTANTANGO = 0.4 Es LA VAMACIoN DE LR PeMdicATE
ENTRE UN PWWTo Y oTwro

1.8.16 Finalmente, ¢a qué ritmo o velocidad se produce la sustancia quimica al
término de ia primera hora? ¢ Por qué?

Respuestas:

£%%h  Paoue AL AR 1A wincoad Prouemo
s el puvro {ao) v (42) &5 jeonn A 12 Y2

?@- €L INTERVALO  De tsTos Tos Puwtos Es el
“’}' Qorpesfonpe A ONA  MokA .

e T\

a’:\l
:\s, 1" ¥

h
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA "JOSE VASCONCELGS" (5)
Nombre del alurno{a).

Emxy BB or
Nombre clave Apellido paterno. . l}pellido materno Nombre
GRUPO 614 Fecha: = /x: 935 Ciclo escolar 96 Sesién 7

o e Lty Ll P Sy i S i et e Pl e ) . e . ) R ot . M Mt b Yk vy St i et e kv P e ey s W St Y o Mt P ot
o . o o

2. TRAYECTORIA DEL AGUA QUE SALE DE UNA MANGUERA

2.1 La situacion

En muchos lugares habitados es frecuente observar a las personas gue riegan con
mangueras las plantas o arboles de parques y jardines. La salida constante y libre
del agua (la misma cantidad y sin obstruccién de los dedos o de una valvuia) forma
un chorro de agua.

A continuacién estudiaras la frayectoria que sigue el agua cuando sale de ia
manguera, es decir, la forma del chorro de agua, por medio de algunas actividades
y cuestiones que deberas realizar y contestar. Es muy importante que expliques
ampliamente tanto los procedimientos como las respuestas, Estas en libertad
de utilizar dibujos, grédficas o palabras en tus explicaciones.

Actividad:

15. Elabora en la parte posterior de esta hoja un dibujo que represente la situagion
anterior.

2.2 Direccion de {a trayectoria

El problema

¢ Qué direccion debe tener el agua al salir de la manguera para que el chorro
llegue a la base de un arbol que dista dos metros de la salida del agua (medidos
por el piso) y esta Ultima se sostiene a un metro del piso?

IAh mREcclon Debe StR WAk el ARBOL, Pero 1 p MAPIGER ), ;u'e
DeBe Pe ESTAR MVY sweLinapg  Nacu ARRIBA , W 2QUE mosauill
A DEMAS be LA BASE EL Towco pet Mniok  Vege pe o

v Toco Ricih ABATo. TREKA RUE el CHorRG gué sAlE env WA ogvy ™
DE UNA PEOUERN PARABOLL WEGua PIRECTD A 4 BASE. _
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WIENTES ‘ Yoy, = e e =

—-—

x*+K Actividades: yii =g Lo 2y
2
—E% % Yo &%t -
4‘4,),5,( 16. llustra las condiciones del problema en un esquema (usa para ello e reverso de

4 x7_+ 37( la hoja).

"'/X -3X  17. Ahora, representa las condiciocnes del problema en un plano cartesiano, utiliza

;’7fxz+- para tal fin la cuadricula siguiente. SefRala también:
& x
W6 x
-] Xi +6 % a) Las coordenadas de los puntos S y A correspondientes a la salida del agua
-, XZ“\‘ L% (S)y la base del arbol (A), y
x5 b) La direccion del agua en la salida de Ia manguera. .
fox>-4 .5y
~Hhoy
-0z +10
....x'l + )
-5 X-Z 4\ 17 a
SRR i
5001 M
| L
= a ‘-\.\l l }j
Mo -f? ' I
N i1
e
:» N Z 6{zZ ,o)

Responde las siguientes tres preguntas en el reverso de esta hoja.

2.2.1 ¢Qué trayectoria sigue el chorro del agua cuando la salida es libre? UMA PARABOLA

TOR Fiv LA Bueonr &

2.22 ¢Cudl es sumodelo matematico? K e K
. - =0 T Z5xE4T]

22.3 ¢ Hay sélo una trayectoria posible para el chorro del agua? NG y WO& QUE

Puspe ENCONTAp e CTRa Tipg BE PARy Belas
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18. En caso de que tu respuesta a la pregunta 2.2.3 sea NO, genera tres ejemplos
de trayectorias que pasen por los puntos S v A en la pantalla gréfica de tu
calculadora y responde las cuestiones 2.2.4, 2.2.5y 2.2.6,

2.2.4 ;Cuat es el modelo matematico de cada una de las tres trayectorias?

Respuesta:  pmpo e o PINION  soLo Hay ULNA  Gor guc

Pl oue ~o ENCONIRE ATRA. c PUTO Yo
Y Pok X=2 Yy 51 L4 HAY Se fLem  DeMasiADg Y=h

2.2.5 ¢Qué rango de vision (0 ventana) usaste en la actividad 187

Respuesta:

; o2 (O, loi)

2.2.6 ¢Qué direccion tiene cada trayectoria en el punto de salida?

Respuesta:

2.2.7 Por lo tanto, ;cudl es tu respuesta al problema enunciado en la pagina 23?

Respuesta:

Qe Lp _ DPRECCAA, DEUE DE SER Ex  TorRMA 0€
UNA  PALMBa LA Pe  EQu4cion "205)@4_1
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2.3 Trayectoria unica
Anota las respuestas a las cuestiones 2.3.1 y 2.3.2 atras de esta hoia.

2.3:1 ¢ Qué restriccién o condicién a la situacién propones para que el chorro del
agua siga una frayectoria particular? Qbe 184 WREC N SIGO, SIENDO
WA MuisMA. |
2.3.2 ¢ Qué direccién tiene el agua en el punto A (base del &rbol) respecto a esa
trayectoria particular? )
& pet PWNTO § cowdu DE ALTUARL AL Puﬁrﬁo
oNA  Pord Pegre €sTd Flesod
S MG 0 5h, Sihe U Slilpup B puire 1as
24 Cvetd&idad de agua = N LTo AL MAS <

Contesta las cuestiones 2.4.1 y 2.4.2 en el espacio restante de esta hoja.

2.4.1 Qué velocidad tiene el agua al llegar a la base del 4rbol en la trayectoria
particular de la cuestion 2.3.1? “

AT

2.4.2 ¢Qué relacion tienen la direccion de la trayectoria y la velocidad de! agua
en el punfo A?

Za%j-"‘ A VEloceidap DeEL AU VA EN ’Aljc&gﬂl 0;‘07‘0,’
£s Decr  pus A peLocipad VA 4 SER Y,
ves  MAYor. ; Poa gue tuamNps €k~ Agud UeiL 4

A PunTe MAxma D& Es4 PARABoLA Gre &5 1

- M
D cher , Por. ta r4 yeddad LA VELQE DAY
& A ﬁUHEIAfTC) pyNTO mx“ e <5 w]

ia velocpad V4

INCAGH ENTD EN
EstE LAPSO.,

Er. +5T% ’2

TG B 5

4}
7
Compis , LA feloapep caMg/A '} mo Ugh DL PUNTO A/

S\ cMPRE YA A DEPEVNDER. DE <A TAMYeCTaRIA,
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