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INTRODUCCION

* iQue es la geometria?. La respuesta a esta pregunta parece que es una
funcion del tiempo.

La geometria se inicid, con toda probabilidad, mucho antes que la historia
escrita, como la scumulacidn gradual de nociones subconscientes acerca del
espacio fisico y de las formas, contenidos y relaciones espaciales de objetos
fisicos especificos situados en dicho espacio.

Estas nocionee se originaron en simples observaciones que provienen de la
capacidad humana para reconocer la forma fisica y comparar figuras y
tamanos.

La inteligencia humana evoluciond hasta el punto en que fue capaz de extraer
de cierto nimero de observaciones relativas de formas, tamafios y relaciones
eapeciales de objetos fisicos determinados.

El espacio no era considerado como una coleccior de puntos, sino mas bien
como una regién, o lugar, en el cual los objetos podian ser movidos libremente
unos respecto a otros y comparados entre si. Desde este punto de vista, la
relacién basica en la geometria era la de congruencia o superposicién,

Los matematicos aceptaron la situacién de que hay mas de un espacio

concebible y, en consecuencia, mis de una geometria.



Pero el espacio era considerado todavia como un lugar en el cual las figuras
podian ser comparadas entre si. La idea central llegd a ser entonces la de un
grupo de transformaciones congruentes de un espacio en si mismo, y la
geometria vino a considerarse como el estudio de aguellas propiedades de
configuraciones de puntos que permanecen invariables cuando el espacio
contiene es sometido a dichas transformaciones.

Fue desarroliado clara y elegantemente por Félix Klein en su programa de
Erlangen de 1872. En el programa de Erlangen, se definié una geometria como
la teoria de los invariantes de un grupo de transformaciones. Este concepto
gintetizo v generalizé todos los conceptos geométricos primitivos, y proporciond
una clasificacién singularmente nitida de un gran namerc de geometrias
importantes.

Como desde este punto de vista, una geometria se define por un conjunto de
objetos cualesquiera y por un grupo de transformaciones a las cuales puede
someterse dicho conjunto, la geometria se alejé aan méas de su conexion intima
anterior con el espacio fisico, y llegd a ser una cuestion relativamente simple el
inventar nuevas y quiza extranias geometrias.

A fines del sigio XIX, David Hilbert y otros formularon el concepto de la
axiomatica formal (en contraste con la axiomatica material de los griegos), y
desarrollaron la idea de una rama de la matematica como un cuerpo abstracto
de teoremas deducidos de un conjunto de postulados,

Cada geometria llegé a ser, deade ese punto de vista, una rama particular de la

ciencia matemadtica. Se estudiaron conjuntos de postulados para una gran



variedad de geometrias, pero el programa de Erlangen no fue alterado en forma
alguna, pues una geometria podia ser considerada como una rama de la
matematica que consiste en la teoria de los invariantes de un grupo de
transformaciones.

Sin embargo, en 1906, Maurice Fréchet inaugur6 el estudio de los espacios
abstractos, y aparecieron algunos estudios muy generales que los matematicos
todavia querian llamar geometrias, pero los cuales no encajaban
necesariamente dentro de la nitida clasificacion Kleiniana. Un espacio se volvio
meramente un conjunto de objetos, llamados corriente punto, y una geometria
simplemente se convirtié en Ia teoria de tal espacio. El conjunto de relaciones a
que quedaban sujetos los puntos se denominé estructura del espacio y dicha
estructura puede ser explicable, o no es funcién de la teoria de los invariantes
de un grupo de transformaciones”.

Tode lo mencionade anteriormente aparece en el libro de Howard Eves,
ESTUDIO DE LAS GEOMETRIAS, Tomo 2.

El objetivo principal de la presente tesis, es rehacer la geometria euclidiana en
base a grupos de transformaciones, para asi poder demostrar algunos teoremas
de Geometiria Moderna a partir de transformaciones.

Para demostrar estos se ocuparon algunas ideas del libro de George E. Martin,

TRANSFORMATION GEOMETRY AN INTRODUCTION TO SYMMETRY.



CAPITULO1

Definicion: Sea G un conjunto no vacio se dice gue G es un grupo si en G esta
definida una operacién binaria “o” tal que :

1)Siayb € Gentonces {a ob) € G (CERRADURA).

2)Sia, by c € Gentonces (a o (boc)) =({aob)oc) (ASOCIATIVIDAD).

3) Existee € Gtal que (a o e) ={e 0 a) = a; para toda a € G (IDENTICO)

4) Para toda a € G existe 1a inversa de a, a't € G tal que:

(aoalt=(aocal)=e (INVERSO).

Definicion: Un subconjunto H de un grupo G, se dice que es subgrupo de G si
respecto respecto a ia gperacién binaria “o” en G, H misma forma un grupo.
Proposicion 1): Un subconjunte no vacio H de un grupo G es un subgrupo de
G si y solo si:

aayb €Hh=(aob) € H

b) Paratodaa € H, a'te H.
Definicion: Una transformacion F es una funcidn biyectiva, de un conjunto en
&8l mismo.
Nota: En esta tesis, en particular el conjunto que se menciona en la ultima

definicidn sera el plano Euclidiano E2.



Proposicion 2): Sea F el conjunto de todas las transformaciones entonces F es
grupo bajo la operacidn composicién “o”.

Definicion: Se dice que tres puntos A, B y C son colineales ai AB +BC = AC
donde A, By C € E2 (AB es el segmento dirigido del punto A al punto B).
Definicién: Una Colineacién C es una transformacién, con la propiedad de que

8i £ es una recta entonces C(f) es también una recta.

{ C
C N
/ /\

Praposicion 3): El conjuntoE de todas las transformaciones es subconjunto

de?‘.

Definicién: Una colineacion P es un paralelismo, si P(f)// [ para toda recta {

N
P /

en E2,




Proposicion 4); Ei conjunto?’ de todos los paralelismos es subgrupo deE‘ y
por tanto de?‘.

Definicion: Una transformacién M es una isometria si y solo si PQ = P'Q’
para todo par de puntos Py @ € E2 con M(P) = P y M(Q) =Q" (PQ es la
distancia del punto P al punto Q).

“Al conjunto de todas las 1sometrias las Hamaremosﬁ

Proposicion 5): Las isometrias son subgrupo de F

Proposicion 6): Toda isometria es una colineacion.

Definicion: Una isometria es direcia si preserva la orientacion y es indirecta
si invierte la orientacidon (se denotara isometria directa como Md e 1sometria

indirecta como Mi).

p P P P’
R R’ R R’

Isometria directa Md. Isometria indirecta Mi.
Proposicion 7): El conjunto Md de todas las isometrias directas es subgrupo

deﬁ-.



Observacion: Las isometrias indirectas no forman grupo, dado que la
composicién de dos isometrias indirectas es una isometria directa.

Definicion: Dos figuras son congruentes si y solo si existe una isometria una
en la otra.

Definicion: Si r=0 entonces una similitud L de razén r. es una transformacién
tal que r PQ = P’'Q’ para todos los puntos Py Q en E2 y r € IR-{0} con L(P) = P’
y L(Q) = Q" (IR en el conjunto de los numeros reales).

Proposicién 8): El conjunto Ede todas las similitudes es subgrupo de?.
Definicion: Dos figuras son semejantes si y solo si existe una similitud que
manda una en la otra.

Proposicion 9): Congruencia y semejanza son relaciones de equivalencia.
Definicion: Se dice que un conjunto A es fijo bajo una transformaciéon F si
F(P) =P paratoda P € A.

Definieion: Se dice que un conjunto A es invariante bajo una transformacién
F, &i la imagen de A bajo F es el conjunte A, es decir “F(P) € A para toda
PeA”

Definicion: Una traslacién T[A,B] es una transformacion tal que si

T[ABJ( A ) =B y T{ABI{ C ) = D entonces el cuadrilatero BCABD es un

paralelogramo



U N ..D
Teorema 1): Una traslacion T[A,B] es un paralelismo y una isometria.

Demostracion:

c* ‘D
Sean A B Cy D € E2
Sea T[A,B] una traslacion tal que T[ABJ{ A)=By T[AB](C)=D.
Por definicién de trasiacion T[A,B) tenemos que el cuadrilatero RABCD es un
4+ 4+ 4+ -+ +—
paralelogramo entonces AB // DC // CA // BD, AB = DC y CA = BD (AB es una
recta que pasa por los puntos Ay B).

L o L o
Como CA // BD entonces la traslacion T[A,B] es un paralelismo y también como

CA = BD entonces la traslacion T{A,B) es una isometria.



Proposiciéon 10): El conjunto T de todas las traslaciones es subgrupo de F.
Definicién: Una rotacidon R(C.a) con centro en el punto C y angulo “a@” ea una
transformacién que fija al punto C y para todo P=C, CP = CP’ y el angulo

A PCP’ es “a” donde R(C, a)(P) =P".

P
Teorema 2): Una rotacién R(C, a ) es una isometria.
Demostracién:
Sea R(C, @ ) una rotacién.
Sean P y Q € E2.
Aplicamos la rotacion R(C, a ) a los puntos P y @ respectivamente.
R(C,a)(P)=P y R(C,a)(Q)=Q".
Caso 1): Supongamos que los puntos C, Py @ son colineales.

Por demostrar que PQ =P'Q".
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Demostracién:

Como ios puntos C,P y Q son colineales entonces los puntos C,P” y Q" también
son colineales CP =CP'y CQ = CQ’ por lo tanto PQ =P'Q".

Caso 2): Supongamos gue los puntos C, P y Q no son colineales.

Por demostrar que PQ =P'Q".

Demostracion:
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Los triangules ACPQ vy ACP'Q’ son congruentes porque CP=CP’, CQ =CQ’ y
ACPQ = AP'CQ’". Por la proposicién 8) existe una isometria que manda uno en
otro.

Por lo tanto PQ = P'Q".

Por lo tanto, una rotacién R(C, ) es una isometria.

Definicién: Una transformacion V es una involucién siy solosi V= Iy VZ=1,

Definicion: Un semigiro oC es una rotacién 7 con centro en el punto C es decir
“aC = R(C,n)". Para todo Z € E?los puntos Z, C y Z, son colineales y C es el
punto medio de Z y Z° con:

oC@y=27"

Teorema 3): Un semigiro oC es un paralelismo.
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Demostracion:

Sea oC el semigiro.

Aplicamos e} semigiro o¢C a los puntos A y B respectivamente.
oClA)y=A"yoC(B)=B".

Por definicion de semigiro ¢CA, C y A" son colinealeAs, los puntos B, C y B’ son
colineales ademas CA=CA'y CB=CB".

También tenemos que AB'CA'= ABCA entonces AB'CA” = ABCA.

Entonces AABC = AA'BC.

Por lo tanto EB AR

Proposicion 11): Un semigiro ¢C es una involucidn.



Definicion: Una reflexion Rm en la recta m es una transformacién tal que
para todo punto P € m, m es la matriz de el segmento PP’ donde Rm(P ) =P’.
Y si P € m entonces Rm(P)=P

E

Bm{(P)=P

Teorema 4): Una reflexién Rm es una isometria.
Demostracion:
Sea Rm una reflexion.
SeanPyQ € EZ
Aplicamos la reflexiéon Rm a los puntos P y Q respectivamente.
Rm(P)=P'yRm(Q)=Q".

—t
Supongamos que los puntos P y @ estan fuera de la recta m y que la recta PQ
no sea paralela ni perpendicular a la recta m.

Sabemos que la recta m es la matriz de los segmentos PP’ y QQ!



L o
Sea el punto T la interseccién de las rectas m y PP’.

L o
Sea el punto S la interseccion de Ias rectas m y QQ".
+—— iy
Seallarecta PQ y1 larecta P'Q".
Sea R el punto de interseccidén de las rectas i y m.
Sabemos que la recta m es mediatriz de los segmentos PP' vy QQ° entonces

ARPS = ARP’S v ARQT = ARQ'T.

Por 1o tanto el punto R es la interseccion de las rectas ly 1"y PQ = P'Q".

R S T m
Q
P’ P
Fig.1); Silos puntos Py Q Fig. 2): Si los puntoe Py Q
estin en el mismo semipiano estan en semiplanos distintos
respecto a la recta m. respecto a la recta m.

Loz siguientes casos no se demostraran ya que son bastante evidentes.
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b L

PQ/mPQ ImPé6QeEmyPy Q@ € m.

Proposicion 12): Una reflexiéon Rm es una involucidn.

Definicion: Un deslizamiento Dm es una composicion de una reflexién Rm

seguida de una traslacién T en la direccion de la recta de reflexiéon m

“Dm = (T o Rm)".

F’ es la reflexién de F, y F™’ es la traslacidén de F~ en direccion de la recta de
reflexion m.

Teorema b): Un deslizamiento Dm es una isometria.

Demostracion:

Sea Dm el deslizamiento.

El deslizamiento Dm es la composicién de una reflexién Rm seguida de una

traslacién T es decir Dm = (T o Rm).
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Sabemos que Rm y T son isometrias y la composicién de isometrias es una
isometria entonces Dm es una iscmetria.

Observacién: Las traslaciones y las rotaciones son isometrias directas y las
reflexiones v los deslizamientos son isometrias indirectas.

Teorema 6): Toda isometria diferente de la identidad es uno de los siguientes
€asos:

a): Traslacién, b): Rotacién, ¢}: Reflexion 6 d): Deslizamiento,

Demostracion:

Partiendo de que dos figuras son congruentes si y solo sl exiate una isometria
gue manda una en la otra.

La demostracidn va a consistir que se dan dos figuras congruentes y se
demostrara gue la isometria que manda una en la otra ea a), b), ¢) o d)
dependiendo de la posicién relativa de las figuras.

Para esta demostracién las figuras congruentes seran triangulos.

Sean los triangulos APQR y AP'QR" congruentes entonces existe una
isometria M tal que M(P) =P ' M(Q)=Q yM(R)=R".

Supongamos que los triangulos APQR vy AP'Q'R’ tienen la misma orientacion,
es decir la isometria M es directa.

Se demostrara que si la isometria directa M no es traslacién entonces

necesariamente es rotacion.



Demostracién:

R
Como la isometria directa M no es traslacién entonces los lados homélogos de
los dos triangulos APQR ¥y A P’Q'R’ no son paralelos y por lo tanto al menos
b +—b -+
dos de las rectas PP, QQ", y RR’ no son colineales.
- +—
Supongamos que PP’y QQ° no son paralelaa.
Sean l y m las mediatrices de los segmentos PP’ y QQ respectivamente y sea C

la interseccion de las mediatrices 1 y m.

m f
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Como las rectas 1 y m son las mediatrices de los segmentos PP" y QQ entonces
CP=CP' yCQ=CQ"

Como PQ = P’'Q” entonces los triangulos APCQ y AP'CQ" gon congruentes.

Por lo tanto A PCQ = A P'CQ’ entonces APCP = A QCQ".

Seaa= APCP = A QCQ".

Por lo tanto existe una rotacién R{ C , a ) tal que manda P en P’y Q en Q°
entonces R{ C, @) ( R ) = R” porque si no fuera asi los tridngulos APQR Y
AP'Q’R’ no serian congruentes y eso seria una contradiccion a la hipéteais.

Por lo tanto, la isometria directa M es una rotacidn.

Supongamos que los dos triangulos APQR y AP'Q'R’ tienen diferente
orientacion, es decir la isometria M es indirecta.

Se demostrara que si la isometria indirecta M no es reflexién entonces

necesariamente es deslizamiento.



Demostracion.

Como M es isometria indirecta entonces existe una pareja de lados homogénecs
de los dos triangulos APQR vy AP'Q R’ que se intersectan.

Sea A la interseccidn de las rectaai’_’Q y 1;-23

Sea b la bisectriz del angulo A QMQ".

Sea la reflexion Rbtal que Rb{P)=P" R Q)=Q" " yRb(R)=R".

Los triangulos AP'Q'R" y AP”Q" R’ estdn en distintos lugares porque la

isometria indirecta M no es reflexién.
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Lo que se puede asegurar ¢s que los triangulos AP'Q'R’ y AP”Q"'R" tienen
iados homogéneos paralelos entonces existe una traslacion T que manda uno en

el otro pero la traslacién T no tiene porque estar en la direccion de b.

Para lograr que la traslacién T este en la direccién de la recta de reflexion
buscamos una recta paralela a b que equidiste a los dos triangulos APQR y
AP'QTR’, esto lo logramos trazando rectas paralelas a b por los dos vértices

homélogos por ejemplo Q@ y @ y a esas rectas las llamamos fz y §

respectivamente.



2]

Trazamos una recta perpendicular a f> y {1 y la lamamos ¢ .
Sea J el punto de interseccion de la rectas {; y €.
Sea I el punto de interseccion de las rectas f2y L.

Buscamos el punto medio de el segmento [J y lo Hamamos K.

Trazamos una recta paralela a B por el punto X y la llamamos n esta es la
recta que necesitdabamos puesto que al reflejar el tridngulo APQR en la recta n
obtenemos el triangulo AP”'Q" 'R’ donde sus lados homélogos son paralelos a
ioa del trianguio AP'Q’R’ y la traslacién T que manda uno en el otro esta en la
direccion de ia recta n.

Teorema 7): Una similitud es una colineacion.

Demostracién:
A B C A’ B’ C
Sea L la similitud de razén r=0.

Sean A,B y C tres puntos colineales yL{(A)=A" L(B)=B yL{C)=C".
Por demostrar que los puntos A", B"y C’ son colineales.
Demostracién:

Sabemos quer AB=AB, rBC=B'C’'yr AC =A’C’y como los puntos A By C

son colineales entonces tenemos que:

AB + BC + = AC -----venee- *).
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Se multiplica por “ r#0 “ a la ecuacién (*) y obtenemos que

r{ AB + BCO) =r AC entonces r AB + r BC =r AC entonces

AB+BC=AC"

Por lo tanto los puntos A", B y C’ son colineales.

Por lo tanto la similitud L es una colineacién.

Proposicion 13): Una similitud preserva angulos y rectas paralelas.
Definicién: Sea C € E? y r € IR-{0} entonces una homoteciza H(C,r) con centro
en el punto C y razon r es una transformacion que fija al punto C y a cualquier
punto P, P= C lo manda en un punto P’ en la recta CP y tal que r CP = CP".
Nota 1): si r > 0 entonces P y P” estan del mismo lado de C y si r < 0 entonces C esté
entre Py P,

Nota 2): H(C,r) = (6C o H(C,-1)).

Teorema 8): Una homotecia es un paralelismo y una similitud.

Demostracién:

P~
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Sea H(C,r) una homotecia.
Aplicamos H(C,r) a los puntos Py Q respectivamente.
H(Cr) (P)=P y H(C,r) (@) = Q entonces:
r = (CP/CP) = (CQ/ CQ) v el angulo 3 QCP = AQ CP’ entonces
—
ACPQw ACP'Q, PR/PQR yr=('Q/PQ).
Por lo tanto la homotecia H{C,r) es un paralelismo y una similitud.
Teorema 9): Si y # -1 entonces existe un unico punto P en la recta TB
diferente de B tal que (AP/PB) =v.

Demostracion:

P A B

Sea (AP/PB) =y con P= B,
Como el punto P esta en la recta AB entonces los puntos A, P y B son colineales
es decir AP+ PB= AB.

El problema de existencia y unicidad se resuelve si el sistema de ecuaciones:

tiene solucién “unica”,
De (*) obtenemos que AP =y PB -----meee **).

Sustituimos (***) en(**) y obtenemos que:
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CAPITULO 11

Los siguientes dos teoremas no se demostraran ya que son evidentes.
Teorema 10):Una isometria es una similitud.

Teorema 11):Un paraleliamo es una similitud.

Teorema 12):Una similitud con dos puntos fijos es una isometria.
Demostracion.

Sea L la similitud.

Sean Py Q tales que I(P) =P y L{Q)=Q entonces r PQ = PQ y por lo tanto,

r =1y la similitud L es una isometria.

Teorema 13): Una similitud con tres puntos no colineales fijos es la identidad.

Demostracion :

Sea L una similitud.
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Sean P, Q y R los tres puntos fijos no colineales de la similitud L.
Por el teorema 12) sabemos que L es una 1sometria.
.Como la similitud L fija a tres puntos es una isometria directa.
Una isometria directa diferente de la identidad es la traslacién o rotacién.
La isometria directa 1. no es una traslacion ni rotacién porque la traslacién no
fija ningan punto y la rotacién fija solo un punto.
Por lo tanto, la isometria directa L es la identidad.
Teorema 14): 51 P es un paralelismo que no fija al punto A entonces la recta
—

AA’ esinvariante por P donde P(A) =A".

Demostracion: 1

PQ)
TN

P{A)=A"

Por hip6tesis del teorema tenemos que el paralelismo P, no fija al punto A es

decir P(A) = A’ entonces el punto A’ estd en las rectas AA" y P(AA") y como

- +—r -—
AA’ // P(AA") entonces la recta AA  es invariante por el paralelismo P.
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Nota: La composicién de dos rotaciones debe ser una isometria directa y por lo
tanto es traslacidn o rotacién. En el siguiente teorema analizaremos cuando
es una o la otra.

Teorema 16): Sean R{A,a) y R(B,8 ) dos rotaciones entonces

a): Si A=B y a +8 =21k, k € Z entonces la composicion (R(B,f) o R(Aa) esla
identidad.

b): Si A=B y a+ff # 2ak, k € Z entonces la composicién (R(B, §) o R(A,a) es una
rotacién con centro en A,

o): Si A#=B y a+f = 27k, k € Z entonces la composicién (R(B, B) o R(A,a) es una
traelacion.

d): Si A=B y a+8 # 27k, k € Z, entonces la compoeicion (R(B, 8) o R(A,a) es
una rotacion.

Demostracion. P’

a)

Por hipttesis A=B y a+f=nk, k €Z .
Sea R(A a) (P) =P’
Aplicamos la composicién (R(B, 8} o R(A,a) al punto P.

(R(B, §) o R(A,@) (P) = (R(B, f) o R(A,a) (P) = (R(B, f) (") = R(A,a) (P) =P
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Por lo tanto (R(B, 8) o R(A,2) es 1a identidad.

b) p

Por hipétesis A=By a+§ # 21k, k € Z.

Como A=B entonces la composicién (R{B, £) o R(A,e) fija al punto A,

Se aplica la composicién (R(B, ) o R(A,a) al punto P.

(R(B, 8 o R(A.a) () = (R(B, f) o R(A.a) (P) = (R(B, f) o R(A,a) (P)=P"".

Por definicion de rotacion sabemos que AP=AP '=AP’" entonces AP= AP"" y que
el angulo ¢ PAP” esigual a a+f.

Por lo tanto, (R(B, 8y o R(A.a) = R (A, a+8.).

¢ -a+ 2ak
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Por hipétesis A#B y a + f = 21k, k € Z entonces 8 = - + 27k,
Se aplica la composicién (R(B, £) o R(A, @)) al punto A.
(R(B, B) o R(A, @))(A) = R(B, B) o R(A, a)}(A) = R(B, S}(A)
=R(B,-« + 27rk){A) = A" con A" € E2,
Por definicién de rotacion sabemos que BA = BA".
Sea P tal que R(A, a)(P) = B entonces:
RY(A, a)}(B) = R(A,- a)(B) = P (La funcién inversa de R(A, a) es R YA, ) que es
igual a R(A,- a)).
Se aplica la composicion (R(B, 8) o R(A, a)) al punto P.
(R(B, ) o R(A, a})(P) = R(B, ) o R(A, a)(P) = R(B, 5}(B) = B.
Por definicidn de rotacidn sabemos que AP = AB.
Como BA = BA” y AP = AB entonces AP = BA® y el angulo % PAB mide lo mismo
que el angulo X ABA’ entonces A.—l; f ‘I;{ ¥ el cuadrilatero® PAA'B es un
paralelogramo entonces T[A,A’} = T[P,B).
Por lo tanto, (R(B, 8) o R(A, a)) es una traslacién.

“En un caso particular”,

P’ B P

Fig. A.

Supongamos que a =x =f entonces a +8 =2 x.
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R(A, a) y R(B, 8} son semigiros y por lo anterior sabemos que la composicién
(R(B, ) o R(A, 7)) es una traslacion

Se aplica la composicion (R(B, =) o R(A, #)) al punto P.

(R(B, 7)) o R{A, @)} (P) = R(B, 1) ¢ R(A, 2){P) = R(B, 1)(P) =P"".

“ver fig. A”.

A y B son puntos medios de los lados PP’y P'P"’ respectivamente.

Por lo tanto, la traslacion T[P,P’] esta en la direcciéon de la recta TB y la
longitud de la traslacién T[P,P"’] es el doble de la longitud del segmento AB

es decir PP"" = 2AB.

d)

Fig. 1.

Supongamos que A=Bya+8 # 21k, k€EZ.
Sea B'= Rl(A, a)(B) = R(A,- 2)(B) entonces R(A, a)(B) =B,
Se aplica la composicion (R(B, ) o R(A, @) a los puntos A y B’ respectivamente.

(R(B. B) o R(A, 2))(A) = R(B, §) o R(A, a)(4) =R(B, f}(A) = A".
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(R(B, 8 o R(A, @))(B") =R(B, ) o R(4, a)(B") =R(B, #)}(B) = B.

Por definicién de rotacién sabemos que AB'= AB, BA = BA’, el angulo 4 B'AB
esa y el angulo A ABA  es 8.

Se construyen los segmentos AA"y BB".

Como AB'= AB v BA = BA’ entonces los trianguios A BAB y A ABA" son
isbaceles “ver fig. 1”.

al2 + 2

|~ a2+ pr2

a2 + BI2

A
Sea R y Q tales que Q es el punto medio del segmento_BB" y R es el punto _
medio del segmento AA"

L o g

Se traza la mediatriz del segmento BB" que es la recta QA y se traza la

o—p
mediatriz del segmento AA” gue es la recta RB.
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{Por ser los triangulos AB'AB y AABA isdsceles las mediatrices coinciden con
las bisectrices).

-— L o g
Sea C tal que C=QA N RB.

e o d

El punto C esta en las dos mediatrices QA y RB entonces CB=CB" y CA=CA".
Por demostrar que el anguloYACA es a + 8 y que el angulo YBCB’ es también
a+p.
Demostracion :

Los angulos ¥ ACR, X RCA",2 B'CQ Y ¥ QCB son iguales.

(Los dos primeros y los dos ultimos porgue f‘{_é y E’C son bisectrices y el primero
v el cuarto son opuestos por el vértice).

Y todos ellos miden a/2 + 8/2.

{Porque X ACR es angulo exterior del triangulo AABC).

Por lo tanto, * ACA"=aB'CB=a + 8 “ver fig. 2".

Solo falta demostrar gue C es fijo bajo la composicidn (R(B,8) o R(A,a)).

Fig. 3.

C.

Fig. 4
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Sea R(Aa)(C)=C".
Entonces (R(B,f) o R(A,a)) (C)=R(BS)oR(Aa)} C)
=R®B,/ (C") “ver fig. 4",
Basta demostrar que ¢ = (8/2) y que BC" = BC esto se concluye que los
triangulos AABC y AABC’ son congruentes puesto gue el segmento AB es
comin, AC = AC’ y los tridngulos 4 CAB y 9 BAC’ son iguales.
Por lo tanto R(B,5) (.C') =C.
Por lo tanto, la composicion (R(B,) o R{A,a)} es una rotacién con centro en C y

angulo o + 8.

al2 + Bi2 B’

|~ arz+ B2

“are + 2
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Teorema 16): La composicién de dos reflexiones en rectas paralelas es una
trasltacién, con direccién perpendicular a las rectas y con longitud de traslacién
igual al doble de la distancia entre las rectas.

El inverso de este teorema también es cierto.

Dada una traslacion esta se puede expresar siempre como la composicién de
dos reflexiones en dos rectas paralelas perpendiculares a la direccidn de la
traslacién y la distancia entre las rectas paralelas, es igual a la mitad de la
longitud de la traslacion.

Demostracitn:

(la primera parte de le teoremay).

i m

Sea | v m dos rectas paralelas y A y B dos puntos arbitrarios.

Sean Rl y R m dos reflexiones.

Aplicamos la composicion {Rm o Rl) al punto A,

{Rm o Rl} (A) = (Rm o RI{A)) = Rm(A) = A"".

Como ] v m son paralelas entonces los puntos A, A" y A” son colineales y la
recta que los une es perpendicular a las rectas 1y m.,

+
Sea P la interseccién de Ias rectas 1 y AA”" v sea Q la interseccion de las rectas

L
myAA”.
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Por demostrar que AA”" =2 PQ.

Demostracién:

AA”=AP+PA'+A'Q+QA".

Pero AP=PA" v A'Q=QA entonces AA”"=2PA+2A'Q
=2{(PA+A'Q)=2PQ.

(El dibujo esta hecho en el caso mas facil, pero la demostracion es valida para

cualquier punto).

Aplicamos la composicién (Rm o Rl) al punto B.

(Rm o Rl) (B) = Rm(RI(B)) = Rm{(B") =B"".

1 m

B B’ B

+—>

Podemos observar que AA”" = BB = 2 PQ y que las rectas X’A v BB” son
paralelas.

Por lo tanto, el cuadrilitero BBAA"B™ es un paralelogramo.

Por io tanto, T{A,A"] =T[B,B"].

(la segunda parte “el inverso” de el teorema).
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L 2

Sea T[A,A’"] una traslacién.

-
Construimos dos rectas | y m perpendiculares a la recta AA"" donde la longitud
de la traslacién T[A,A""] es el doble de la longitud de la rectal a m.
Por la primera parte del teorema sabemos que la composicién (Rm o Rl) es 1a
traslacion T[A.A™].
Por lo tanto, la traslacién T[A,A”'] es la composicién: (Rm o Rl).
Observacion: La composicién (Rm o Rl} no es conmutativa.
(Rl 0 Rm) es también una traslacién, en la misma direccién y con sentido
opuesto a la recta A-.A y ademas (Rm o Rl)-! = (Rl o0 Rm).
Teorema 17): Si Rm v Rl son dos reflexiones y las rectas m y 1 se intersectan
entonces la composicion de las dos reflexiones es una rotacion.
El inverso de este teorema también es cierto.
Una rotacién se puede expresar como la composicion de dos reflexiones cuyas
rectas de reflexion se intersectan,

Demostracion:



”

(la primera parte de el teorema)

Supongamos que las rectas m y | se intersectan y que Rm y Rl son dos
reflexiones.

Por demostrar que la composicién (Rm o Rl) es una rotacién.

Demostracion:

Sea C el punto de interseccion de las rectas l y m.

Aplicamos la composicién (Rm o Rl) al punto C,
RmoRD}(C)=(RmoRI(C))=Rm (C)=C.

Por lo tanto, el punto C es fijo bajo la composicién (Rm o Rl}.

Sea A un punto arbitrario.

Aplicamos la reflexion Rl al punto A.
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RI(A} = A"
Aplicamos la reflexion Rm al punto A",
Rm{A)=A".
Aplicamos la composicion (Rm o Rl) al punto A.
(Rm o R} (A) = Rm o RI{(A) = Rm(A) = A™".
Sabemos que CA=CA"y CA’=CA"" entonces CA=CA"".
— —
Sean P y Q los puntos de interseccién de las rectas 1 y AA" y m y AA”
respectivamente.
AACP =2aPCA 'y 4 A'CQ = x QCA" entonces:
APCQ = A ACP + 2QCA" entonces X ACA™ = 2 A PCQ.
Seaa =4a4ACA =2aPCQ.
Por 1o tanto, la composicién {(Rm o Rl) es una rotacién con centro en el punto C
y angulo “a” es decir:
(Rm o Rl) es R(C,a} .
(El dibujo esta hecho en el caso mas facil, pero la demostracién es valida para

cualquier punto).

{la segunda parte “el inverso” de el teorema).
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Sea R(C,a) una rotacién tal que R(C,a}(A) = A"".

Construimos las rectas 1 y m de tal forma que se intersecten en el punto C y
gue uno de los aAngulos formados por ellas mida la mitad y tenga la misma
orientacion del angulo a.

Por la primera parte de el teorema sabemos que la composicion (Rm o Rl) es
una rotacién con centro en el punto C y angulo & es decir (Rm o Rl) es R(C, a).
Observacién: La composicién (Rm o Rl) no es conmutativa.

{Rm o Rl ) es también una rotacién, con centro en el punto C y dngulo
a=2A"CAyademés (Rm o Rl)i = (Rl o Rm).

Teorema 18): Un paraleliamo distinto de la identidad es una traslacién 6 una

homotecia.



Demostracion:

Sea P un paralelismo y sea 1 una recta tal que P(1) =1".
Sean AyC €ltaleaque P(A)=By P(C)=D,

Sea l” 1a recta que pasa por los puntos By D.

P() =1 entonces 1’/ 1.

! Pl=1

L ad L o d
Si AB // CD entonces el paralelismo P es una traslacién.

} Py =1

-~

Supongamos que AB¥CD.
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- L d
Sea el punto F la interseccién de las rectas AB y CD.

Por el teorema 14) sabemos gue las rectas & y (?D son invariantes y por lo
tanto, el punto F es fijo bajo el paralelismo P.

los triangulos AFAC y AFBD son semejantes y:

r = (FB/FA) = (ED/FO.

Por lo tanto, el paralelismo P es una homotecia con centro en el punto F y
razon r.

Observacion: un paralelismo que fija dos puntos es la identidad.

Nota: Sea H(A,a) una homotecia de razén “a” entonces su inversa es

H-!(A,a) = H(A, 1/a).

De todo lo que se ha dicho antes, se puede deducir el siguiente teorema.
Teorema 19): La composicién de una homotecia seguida de una isometria es
una similitud y toda similitud se puede expresar, como la composicién de una

homotecia seguida de una isometria.
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Teorema 20): Dados dos tridngulos semejantes AABC y AAB'C’ existe una
tnica similitud L tal gue LA) =A", L(B)=B "y L(C)=C".

Demostracion:

B
Como los triangulos AABC y AA'B'C’ son semejantes entonces existe una
similitud de razén r, que manda uno en el otro donde r = (A’B/AB) = (A’C7AC).
Partiendo de un punto arbitrario D construimos la homotecia H(D,r).
Aplicamos la homotecia H(D,r) a los puntos A,B,C.
HD A =A", HD,R)yB) =By HD,) (C)=C".
Entonces loa tridngulos AA'B'C” y AA”B'C”" son congruentes y por io tanto
existe una isometria M que manda uno en el otro.
Por el teorema 19) la composicion de la homotecia H(D,r) seguida de la
isometria M es una similitud L es decir L. = (M o H(D,r)).
Por demostrar que la similitud L es nica.
Demostracion:

Supongamos que la similitud L no es Unica.
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Sea L y K dos similitudes distintas tales que:

LA =ALEB)=B,1(C)=C, KA =A"KB =B yK(C)=C"

Claramente la composicién {K-! o L) deja fijos 2 los puntos A, By C.

Por la proposicién 8} sabemos que la composicién (K o L) es una similitud.

Por el teorema 13) sabemos que una similitud que deja fijo a tres puntos es la
identidad es decir (K-'! o L} =1.

Por lo tanto, L = K.

Por 1o tanto, la similitud L existe y es Unica.

Teorema 21): Una similitud sin un punto fijo es una isometria.

Demostracién:

Sea L una similitud de razon r=0.

Supongamos gue la similitud L no es isometria.

Demostraremos que la similitud L tiene un punto fijo.

Caso 1): Si L es una similitud que no es isometria y hay paralelismo entonces L
tiene un punto fijo. Esto es porque sabemos que un paralelismo es una
traslacién 6 una homotecia, pero una traslacién es una isometria y esto seria
una contradiccién por lo tanto, es una homotecia ¥y una homotecia tiene un
punto fijo.

Caso 2): Si L es una similitud gue no es isometria y no hay paralelismo.



Fig. 1.

/ A I

Seal una recta en EZ,
L) =1 donde 1’ es una recta no paralela a la recta 1.
Sea A la interseccion de las rectas iy 1.

1{A) = A" donde A’ esta en la recta 1’ pero es distinto del punto A “ver fig. 1"

- S/
Va4

I m

Sea m una recta que pase por el punto A’ y que sea paralela a la recta 1

“ver fig. 2".
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SN

Fig. 3.

L{m) = m’ donde m” es una recta no paralela a la recta m.
Sabemos por la proposicién 13) que la recta m’es paralela a la recta l’.
Sea B la interseccién de las rectas m y m”.

L{B) = B’donde B’ esta en ia recta m pero es distinto del punto B “ver fig. 3".

Fig. 4.

Por hipétesis sabemos que en la similitud 1. no hay isometria entonces la recta

b o gy
AB no es paralela a la recta A'B’.

-—

Sea P la interseccidn de las rectas AB y A'B’ “ver fig. 47,
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SeaL(P)=P".

Demostraremos que P =P’ '
— i

Como BB // AA’ entonces (AP/PB) = (A'P/PB") y los triangulos AAAP y

APB’B son semejantes.

Como (AP/PB) = (r AP/r PB) = (A’P/P'B) = (A'P/PB’) aplicando el teorema 9)

tenemos que P =P",

Por lo tanto, la similitud L fija al punto P.

Nota: los teoremas 22, 23, 24 y 25 que a continuacidn veremos, son importantes
ya que los utilizaremos en el capitulo 3 para demostrar algunos teoremas.
Teorema 22): Si un paralelismo deja invariante a una recta 1 y deja fija a un
punto Q fuera de 1 entonces es la identidad.

Demostracion:

/A

Sea P un paralelismo.
Q es el punto fijo de P.

Por el teorema 18) sabemos que un paralelismo P con punto fijo es una

homotecia.
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El punto @ es el centro de homotecia.

“Las homotecias tienen un solo punto fijo’.

Por hipotesis el paralelismo P deja invariante a la recta 1.

SeaAEl

Sea 6:\ =m,

La recta m es invariante bajo P porque pasa por el centro de homotecia,

P(A) € m y P(A) €1 por lo tanto, P(A) = A.

Como esto pasa para todo punto en | entonces P fija tres puntos no colineales.
Sabemos que P es una similitud, por el teorema 13) P es la identidad.
Teorema 23): La composicion de homotecias es una homotecia mas preciso,
Sean H(A,a) Y H(B,b) dos homotecias entonces :

(H(B,b) o H(A,a)) = H(C,ab) y C esta en la recta AB.

Demostracion:

Supongamos que A#By ab = 1.

La composicién (H(B,b) 0 H(A,a)) es un paralelismo,

Sean Py Q € E? tal que H{A,a)}(P) = P", H(A,a}(Q)=Q", HB.L((P)I=P"y
HBbRQ)I=Q".

Aplicamos la composicién (H(B,b) o H(A,a)) a los puntos P y Q respectivamente.
(H(B,b) o H(A,a)) (P) = H(B,b) (P) = P"".

(H(B,b) o H(A,a)) () = H(B,b)Q) =Q"".



48

aPQ=PQ =a=(PQ/PQ.

bPQ=P"Q" =b=E"Q"/PQ).

ab=(EQ7PQ) Q7 /PQ)=E"Q"/PQ).

Por lo tanto, abPQ =P’Q"".

Como ab = 1 entonces el paralelismo (H(B,b) o H(A,a)) no es isometria entonces
no es traslacién.

Por el teorema 18) sabemos que el paralelismo (H(B,b) 0 H(A,a)) es una
homotecia de razén ab.

Sea C el centro de la homotecia.

Ahora demostraremos que C € K.B

La recta & es invariante bajo 1a homotecia (H(B,b) o0 H(A,a)), porque:

Ae ?B entonoes?B es invariante bajo la homotecia H(A,a).

Be X.B entonces XB es invariante bajo ia homotecia H(B,b).

Por lo tanto, la recta K.B es invariante bajo la composicion (H(B,b) o H(A,a)).
Supongamos que C¢ ﬁ y ab # 1 entonces esto contradice el teorema 22) y por

lo tanto, C € E



49

Observacién: Si ab = 1 entonces tenemos los siguientes casos :

Caso 1): Sia=1yb=1entonces (H{B,b) o H(A,a)) = 1.

Caso 2): Si uno de los dos a 6 b es distinto de 1 el otro también y a = 1/b.

Como ab =1 entonces PQ =P"Q"".

Por lo tanto, el paralelismo (H(B,b) 0 H(A,a)) es una isometria por el

teorema 18) el paralelismo (H(B,b) o0 H(A,a)} es una traslacién.

Si A=Byab # 1 entonces (H(B,b) o H(A,a)) = H(A.ab).

Teorema 24) Si (H(A,a) o H(B,b) o H(C,c)) =, los puntos A, B y C distintos y
uno de los nimeros reales a, b 6 ¢ es diferente de 1 entonces los puntos A, By C
son colineales.

Demostracion:

Supongamos, sin perdida de generalidad que a = 1 entonces H(A,a) = H(A,1) =1
entonces (H(B,b) o H(C,¢)) =1 entonces be = 1.

Por Demostrar queb=1yc=1.

Suponemos que b # 1 entonces c # 1.

Por hipétesis B = C.

(H(B,b) 0 H(C,c)}( C) = H(B,b){ C } = C’ es una contradiccion porque
(HB,b)oH(Cc)) =1, Porlotantob=1yc=1.

Observacidn: Si uno de los nameros a, béces 1 entonces a, by ¢ son 1.
Supongamos sin perdida de generalidad que a # 1 entonces (1 /a} = 1.

Por hipétesis (H(B,b) o H(C,c)) = H(A,1 /a) donde A= B = Cy:
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H(A,1/a) = H-Y(A,1 /a).
—p
Por el teorema 4) tenemos que A EBC.
Por lo tanto, A, B y C son colineales.
L o L o
Teorema 26): Supongamos que AB y PQ son dos rectas distintas que se
intersectan en el punto L y si H(A,a}(P) = H(B,bXQ) = V entonces
(H(B.1/b} 0 H(A,a)) = H(L,a/b).

Demostracion:

b (%] v
Supongamos que H(A,a)(P) = HB,b}Q) =V,
Caso 1): Sia=b.
H(Aa)P)=V = a AP =AV = a=(AV/AD).
HBb}Q) =V =bBQ =BV = b=(BV/BQ).
Como a = b entonces (AV/AP) = (BV/BQ) y € PVQ = k¥ AVB entonces
APVQ ~ AAVBy AB // PQ.

Por lo tanto no existiria el punto L.
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Caso 2):Sia=b.
Como a # b entonces (a/b) # 1.
Por el teorema 23) tenemos que (H(B,1/b) o H(A,3)) = H(C,a/b) con C € A*-.I’B
Demostraremos que C =L donde L = XB N I‘;EQ
Aplicamos la homotecia H(C,a/b) al punto P.
H(C,a/b)}(P) = (H(B,1/b) o H(A,a))(P) = (H(B,1/b) 0 H(A,a){P))
=(H(B,1/b}V)) = Q.
Por lo tanto, C € 1;6 entonces C = K.B n FQ.

Por lo tanto, C = L y (H(B;1/b) 0 H{A,a)) = H(L,a/b).
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CAPITULO III

“TEOREMA DE MENELAO"

Teorema 26): Sea A ABC un trtangulo y sean D, E y F puntos sobre las rectas
-~ — L o d

BC, AC y AB respectivamente distintos de loa vértices del triangule A ABC, D,
E v F son colineales si y s6lo s1 (AF/FB)(BD/DCYCE/EA) = -1.

Demostracién:

<) Supongamos que (AF/FBYBD/DCYCE/EA) = -1.

Por demostrar gue los puntos D, E y F son colineales.
Demostracion:

(AF/FBYBD/DO}CE/EA) = -1 = 1 = (AF/FBYBL/DO)/(CE/EA)
= 1 = -(AF/FB)(BD/DCY(CE/EA).
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Sean {, d y e niimeros reales tales que:
f=(FA/FB), d = @B/DO) y e = (EC/EA).
Definimos las homotecias H(F,H(B) = A, H(D,d){ C ) =B y H(E.e}(A) = C y que
1 =fde.
Sea ﬁ la siguiente composicién?l = (H(F.,f) o H(D.d) o H(E,e)).
Si demostramos que‘iﬂl = I entonces por el teorema 24) tenemos que D, Ey F
son colineales. Como la razén deAH es 1 solo falta mostrar que tiene un punto
fijo, para esto aplicamos?—l al punto A.
H(A) = HF.H o HD,d) 0 HE.e)(A)
= (H(F,H o H(D,d)) o (H(E,e}(A) = (H(F.f) o HD.dX C)
= H(F.H(B) = A.
Entonces ﬁ(A) < (*).
Por lo tanto, ﬁ =1 lo cual implica que D, E y F son colineales.
=) Supongamos que los puntos D, E y F son colineales.
Por demostrar que (AF/FB)(BD/DCYCE/EA) = -1
Demostracion:
Sean f, d y e nmeros reales diferentes de 0 y 1.
Sean las siguientes homotecias H(F,f), H(D,d) y H(E,e) tales que
HEF.HB)=A H({D,d (C)=ByH(E,e)a)=C.
Como H(F.0)(B) = A entonces f FB = FA entonces f = (FA/FB).

Como H(D,d) { C ) = B entonces d DC = DB entonces d = (DB/DC).



Como H(E,e)(A) = C entonces e EA = EC entonces e = (EC/AE).
SeaH la siguiente composiciénﬁ = (H(F,DH o H(D.d) 0 H(E,e)).
Por (*) sabemos que’IEI fija al punto A entonces:

‘I:I. = (H(F.,f) o H(D,d) o H(E,e)) = H(A fde).

Sea 1 la recta que pasa por los puntos D, Ey F.
La recta 1 es invariante bajoAH puesto que es invariante bajo cada una de las
tres homotecias con centroa D, Ey F.
Sabemos gue el punto A no esta en la recta 1, por el teorema 22) sabemos que’I:I
es la identidad.
H=HF.H o HD,d) o H(E.e)) = H(A,fde) = H(A, 1) = L.
Por lo tanto, fde = 1.
1 = fde = (FA/FB)(DB/DCYEC/EA) = (- (AF/FB)(-(BD/DO))-(CE/EA))
= -(AF/FBYBD/DCHCE/EA).
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Por lo tanto, (AF/FB)(BD/DO)(CE/EA) =-1.

“TEOREMA DE CEVA®

Teorema 27): Sea A ABC un triangulo y sean D, E y F puntos sobre las rectas

+—r 4+ -~

BC, AC y AB respectivamente distintos de los vértices del triangulo AABC,
<+  — b

entonces las rectas AD, DE y CF son paralelas 6 concurrentes si y sélo si

(AE'FB)BD/DC)(CE/EA) = 1.

Demostracion:
A F E
A
P F
F, E
P
A C B , D B D C

-—r —r

=) Supongamos que las rectas AD, BE y CF son paralelas é congruentes.
Por demostrar que (AF/FB)YBD/DC)(CE/EA) = 1.

Demostracion:

Sean las siguientes homotecias H(F,f), H(C,c), H(D,d) y H(A,a) tales que

H(F,H(B) = H(C,c)(E) = A y H(D,d)(B) = H(A,a)(E) = C donde f, ¢, d y a son



nameros reales distintos de O y 1.
Puesto que f FA=FB, ¢ CE =CA, d DB =DC, a AE =AC entonces
f= (FA/FB), ¢ = (CA/CE), d = @C/DB) y a = (AC/AE).
((fa)/(de)) = (FA/FBHAC/AE) / (DC/DB)(CA /CE))
= (FA AC DB CE)/ FB AE DC CA))

-(FA /EB) (DB/DO) (CE/AE)
-(-(AE/EB)(-(BD/DC)(-(CE/EA))
= (AE/FBYBD/DCO)(CE/EA).

Por lo tanto, ((fa)/{(dc)) = (AF/FBYBL/DCOYCE/EA).
Supongamos que las rectas A‘_JB, EIE y E%‘ son paralelas,

1): CF//BE«f=c.

L 4 -~
=) Supongamos que CF // EB.
Por demostrar que (FA/CA) = (FB/CE).
Demostracion:

L d -
Como CF // EB entonces ACAF ~ AEAB de aqui tenemos que:
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la suma de (*) ¥ {**) obtenemos lo siguiente:

r (CA + AE) = FA + AB entonces r CE = FB entonces r = (FB/CE) y de ()
sabemos que r = (FA/CA).

Entonces (FA/CA) = (FB/CE) entonces (FA/FB) = (CA/CE).

Por lo tante, f=c.

<) La demostracidn se hace siguiendo los mismos pasos en sentido contrario.

-—
2):DA/VEBe d=a.

B D C
b -
=) Supongameoes que DA // EB.
Por demostrar que (DC/DB) = (AC/AE).
Demostracion:
ACEB ~ ACAD entonces tenemos que:
(DC/AC) = (DB /AE) entonces (DC/DB) = (AC/AE).

Por lotanto d = a.
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<) Otra vez siguiendo los pasos en sentido contrario se obtiene la

demostracion.

-— — >

Por lo tanto, si las rectas AD, BE y CF son paralelas tenemos que f=cyd=a
entonces:

1= ({fa)/(dc)) = (AE/EBYBD/DCY(CE/EA).

Por lo tanto, (AF/FB)(BD/DCY(CE/EA) = 1.

+——r > +—p
Supongamos que las rectas AD, BE y CF son concurrentes en el punto P.

A F
A
P
E E
P
A D C B C D

Comeo H(F,f}(B) = H(C,c}(E) = A y H(D,d)}(B) = H(A,a)(E) = C y.ﬁ} NBE=P y
B:& n Ei) = P aplicamos el teorema 25) tenemos que (H(C, 1/c) oH(F.f)) =H(P,f/c)
y (H(A,1/a) o H(D,d)} = H(P,d/a).

Sean H1 =(H(C,1/c) oH(F,f)) =H(P,f/c} y:

H2 = (H(A,1/a) o H(D,d)) = H(P,d/a).

El punto P es fijo para H1 y H2.

Por demostrar que H1(B) = H2(B) = E.



Demostracion:

H(F,H)(B) = H(C,c)(E) = A = (H(C,1/c) o HF H)(B) = E
Por lo tanto, H1(B) = E.

H(D,d)}(B) = H(A,a)(E) = C = (H(A,1/a) o H(D,d))(B} = E
Por lo tanto, H2(B) = E.

Por lo tanto, H1(B) = H2(B) = E.

H(P,f /c)}(B) = H(P.d /a)(B) = E entonces {f /c) =(d /a) entonces 1= ((fa)/(dc}) =

(AF/FBYBD/DC)(CE/EA)
Por lo tanto, (AF/FB)(BD/DCYCE/EA) = 1.
<) Supongamos que (AF/FB)(BD/DC)CE/EA) = 1.
et  d—p At
Por demostrar que las rectas AD, BE y CF son paralelas 6 concurrentes.
Demostracién:
Por hipétesis 1 = (AF/FBYBD/DCYCE/EA) = ((fa)/(dc)).
Como ({fa)/(dc)) entonces (f /c) = (d /a).

Caso1):: Si{ffe)=(d/a) = 1.
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- —

Si (f/c) = (d /a) = 1 entonces f =c y d = a y ya se demostré que las rectas AD, BE

L o
y CF son paralelas.

Caso 2: Si(f/ey=(d/a) # 1.



Fig. 1.

Supongamos que H1 y H2 son igual que anteriormente sole que los centros son
distintos como se muestra en la figura 1.
H1 = (H(C,1/c) o H(F.f)) = H(Q.f /¢).
H2 = (H(A,1/a) o H(D,d)) = H(R,d /a).
Sabemos que H1(B) = H2(B) = E entonces:
H(Q.f /c)(B) = H(R,d /a)(B) = E y como (f /c) = {(d /a) entonces @ = R.
L = b
Por lo tanto, las rectas AD, BE y CF son concurrentes.

“ Ahora definiremos lo que es perspectiva desde un punto v desde una recta”.
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A
B
\Y
A
B’
Perspectiva deade un punto Perspectiva desde una recta

Definicion: Se dice que los triangulos AABC y AA'B'C’ estan en perspectiva
desde un punto V, si al unir los vértices correspondientes por las rectas
L o d L o 4 +—p

AA" BB’y CC’ concurren.

Definicién: Se dice que los tridngulos AABC y AA'B’C’ estan en perapectiva

-
desde una recta FD, si las intersecciones de los lados correspondientes

-~ -~ -~ — R d -—
BCNBC=D, ,ABNnA'B=EyAC N A'C’=F =on colineales.



“TEOREMA DE DESARGUES"

El teorema de Desargues establece que:
Teorema 28): Dos tridngulos estan en perspectiva desde un punto i y sélo &i
estan en perspectiva desde una recta.
Demostracion:
+— L o 4 - L o 4
Sean AABC y AA'B'C dos triangules. F= ABN A'B, E=ACN A'C’,

-— -— -
D=CBnCB yV=AA'N BB’ distintos.
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El teorema de Desargues es valido también cuando V es el punto al infinito,
cuando alguno de loa puntos de F, E 6 D es punto al infinito y cuando dos de los
puntos F, E 6 D son puntos al infinito

Primero demostraremos que si los triangulos AABC Y AA'B'C ° estidn en
perspectiva desde un punto entonces estdn en perspectiva desde una recta.

se realizara en seis casos que son los siguientes;

CASO Vv F,E,D

1 En el plano En el plano

2 En el plano Uno de los puntos al
infinito

3 En el plano Dos de los puntos al
infinito

4 Punto al infinito En el plano

b Punto al infinito Uno de los puntos al
infinito

6 Punto al infinito Dos de los puntos al
infinito




Para el regreso demostraremos que si los triAngulos AABC Y AA’BC * estan
en perspectiva desde una recta entonces estan en perspectiva desde un punto
80N necesarios nada mas tres casos que son:

1) Si los puntos F, E y D estan en el plano.

2) Uno de los tres puntos F, E 6 D es punto al infinito.

3) Dos de los tres puntos F, E 6 D) son puntos al infinito.

=)} Primero supongamos que los trianguios AABC y AA'B'C’  estin en

perspectiva desde un punto V en el plano.

Sean H(A,a), H(B,b) y H(C,c) homotecias tales que:

H(A,a)(A) = H(B,b)(B) = H(C,e)(C) = V.
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Caso 1) Supongamos que los puntos F, E y D estan en el plano.
Como H(C,c)(C") = H(A,a)A) =V, HB,b)(B) =H(C,e}(C) =V y
—p - — -+ —p i
H(A,a)(AD = HBDbYB) =V y ACh A'C=E, BCNB'C=D y ABNA'B=F
aplicando el teorema 25) tenemos que:
(H(A,1 /a) o H(C,c)) = H(E,c /a).
(H(C,1 /) o H(B,b)) = H(D,b /c).
(H(B.1 /b) 0 H(A,a)) = H(F,a /b).
Sea/ﬁ la siguiente composicién:
/I} = (H(E,c /a) o H{D,b /c) o H(F,a /b)}.
A\ N\ AN
El paralelismo H fija al punto A" es decir H(A") = A" entonces H es una
homotecia con centro en A’ y razén (cba /acb) = 1,
N\
Por lo tanto, H = (H(E,c /a) o H(D,b /c) o H(F,a /b)) = 1 y los nGmeros reales
(c/ay = 1, (b/c) = 1y (a/b) = 1 por el teorema 24) tenemos que los puntos E, D
y F son colineales.
Por lo tanto, los triangulos AABC y AA'B°C’ estan en perspectiva desde la recta
—h
FD.
Caso 2): Supongamos que uno de los puntos F, E 6 D es un punto al infinito.
Supongamos Sin perdida de generalidad que F es un punto al infinito entonces
i -
AB// A'B entoncesa=h.
Entonces tenemos que:

(H(A,1 /a) o H(C,c)) = H(E,c /a).



(H(C,1 /e) 0o H(B,b)) = H(D,b /c).
Es claro que:
HE.c/a{C)=A"
HD,b/e}BY=C = B=H1 ([D,b/e)}(C")
= B’= H(D,c /b)(C").
H(E,c /a)(C") = A" = (c fa) = (EA" /EC").
H(D,c b)(C) =B = (¢ /b) = (DB’ /DC".
Como a = b entonces (¢ /a) = (¢ /b) entonces:
P R o

(EA/EC) =(DB/DC") entonces DE // AB’

R - 4 R o
Como AB // A'B” entonces DE // AB.
Por lo tanto los tridngulos AABC y AA'B'C’ estan en perspectiva desde la recta
=
ED con el punto al infinito.
Caso 3): Supongamos que dos de los puntos F, E 6 D son puntos al infinito.
Supongamos sin perdida de generalidad que E y D son puntos al infinito

- - -— -— —p o

entonces AC //A'C" y BC //B’C’ entonces ea claro que AB // A'B" es decar F es
punto al infinito entonces a=b =c.
Por lo tanto, los tridngulos AABC y AA'B’C’ estan en perspectiva desde la recta
al infinito.
En segundo lugar supongamos que los triangulos AABC y AA'B’C’ estan en

-y L d o
perspectiva desde el punto V al infinito es decir AA" // CC'// BB".
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-—r -

-~
Supongamos que las rectas AA", CC’y BB’ son distintas

Caso 4): Supongamos que los puntos F, E y D estan en el plano.

F ) B’ A
Como H'ﬂ Eé Il‘ﬁﬁ' entonces los triangulos ACEC” y AAEA’ son semejantes,
los triangulos AFBB” y AFAA’ son semejantes.
Sean las homotecias H(E,e), H(D,d) y H(F,f) tales gue:
H(E,e){ C) = A entonces H(E,e}{(C )= A",

H(D,d)(B) = C entonces H(D,d)(B) = C".
H(F,f)(A) = B entonces H(F .H)(A) =B".
Sea H la siguiente composicién:
{1\= (H(E,e) o H(D,d) o H(F.f)).
H es un paralelismo y a continuacion veremos que fija al punto A.
/ﬁ(A) = (H(E,e) o H(D,d) o H(F,DH}(A)

= (H(E,e) o H(D,d) o H(F,H(A))



1]

= (H(E,e) o HD,d)(B))
=H(E,e)}{ C)=A.
FAN
Por lo tanto H(A) = A,
Entonceslﬁ es un paralelismo que fija un punto enmnces/ﬁ eé una homotecia.
AN
Ahora H también fija al punto A",
FAS
H{A") = (H(E,e) o H(D,d) o H(F,{)(A")
= (H(E,e)} o H(D,d) o H(F f)(A")
= (H(E,e) o H(D,d)}(B))
=H(E,e{(C)=A"
FAN
Por lo tanto HA) = A",
VAN .
La homotecia H = (H(E,e) o H(D,d) o H(F,)) ija a los puntos A y A" entonces-
FaN
H =1y como e, dy f son distintos de 1 por el teorema 24) sabemos que los

puntos D, E y F son colineales.

Por lo tanto, los tridngulos AABC y AA’B'C’ eatdn en perspectiva desde la recta
+—r

FD.

Caso 5): Supongamos que uno de los puntos F, E 6 D es punto al infinito.
Supongamos sin perdida de generalidad que D es un punto al infinito entonces

- -+
CB// C'B".
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Como lo anterior:

HEe (C)=A=>HEC)=A"

Entonces e = (EA /EC) = (EAYEC").

HEF H(B)=A=HEFHB)=A"

Entonces f = (FA /FB) = (FA"/ FB".

Es claro que (H(F,1 /) o H(E,e}{ C)) = H(F,1 f)(A) =B y que:
(H(F,1 /Do H(E,e}(C")) =H(F,1 f(A)=B".

Como é_ﬁ i é_é entonces T[C,B} = T[C",B].

Entonces (e /f) = 1 y por lo tanto e = {.

Entonces i}_i‘ i (3_1.3 i E?B

Por lo tanto, los triangulos AABC y AA'B’C’ estan en perspectiva deade la recta

+r
FE con el punto al infinito.
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Caso 6): Supongamos que dos de los puntos F, E 6 D son puntos al infinite.
Supongamos sin perdida de generalidad que E y D son puntos al infinito
—— b — -+

entonces AC // A'C" y CB // C'B’ entonces AB //A'B es decir F es un punto al

infinito

Por lo tanto, los tridngulos AABC y AA'B'C’ estdn en perspectiva desde la recta

al infinito.

<) Supongamos que los triangulos AABC y AA'B’C’ estan en perspectiva

desde la recta I?-I’), es decir los puntos F, E y D son colineales.

Caso 1): Supongamos que los puntos F, E y D estan en el plano.

Los triangulos AAEA" y ABDB’ estén en perspectiva desde el punto F, es decir
— > e

las rectas AB, DE y A'B’ concurren en F, entonces por lo anterior sabemos que

los tridngulos AAEA” y ABDB’ estdn en perspectiva desde la recta .\_f’C

entonces los puntos C°, Vy C deben ser colineales.

Por lo tanto, los trisngulos AABC y AA'B°C’ estdn en perapectiva desde el



n

punto V en el plano.
Caso 2): Supongamos que uno de los puntos F, E ¢ D es el punto al infinito.
Supongamos sin perdida de generalidad que F es punto al infinito.

b —
Entonces AB// A'B".
Es claro que los triangulos AA’EA y AB'DB estan en perspectiva desde el punto
al infinito, por lo anterior sabemos que los puntos V, C* y C son colineales.
Por lo tanto los triangulos AABC y AA'B’C’ estan en perapectiva desde un
punto.
Caso 3): Supongamos que dos de los puntos F, E 6 D son puntos al infinito.
Supongamos, sin perdida de generalidad, que E y D son puntos al! infinito,

+r >~ L o d b 4
entonces AC // A'C'y CB// C'B".

L o L o

Comoe F, E y D son colineales entonces AB // A'B".

supongamos que AC=A'C, CB=C'B'y AB=A'B".
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) —  —r  —
Entonces T[A, A =T[B,B] = T[C,C] y por lo tanto BB" // AA” // CC’.
Por lo tanto los triangulos AABC y AA'B’C’ estén en perspectiva desde el punto

al infinito.

Supongamos que AC.:r: AC,CB= C'B'yAB# A'B".

Entonces H(V,v}(A)= A", HVv(B)=B y HV,vw)(C)=C".
Por lo tanto, los triangulos AABC y AA'B'C” estidn en perspectiva desde el

punto V en el plano.
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“TEOREMA DE PAPPUS”

Teorema 29): Supongamos gue A, B, C, D, E y F son seis puntos tal que los

puntos A, C y E son colineales, Los puntos B, D y F son colineales, las rectas

+—— -~ —p —p

AB y DE se intersectan en el punto L, las rectas BC y EF se intersectan en el
>~ L

punto M, las rectas CD y FA se intersectan en el punto N entonces los puntos

L, M y N son colineales.

Demostracién:
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Sean P, Q y R € E2 tales que P es la interseccion de las rectas‘KB yq(_]’D, Qesla
interseccion de las rectas ‘C_f) ¥ E};‘ v R es la interseccion de laa rectas X’B y .E_i‘
Definimos homotecias de forma que H(D,d) (P) = H(E,e) (R) = Q,
H(B,b}{ R) = H(C.,0) (Q) = Py H(F.H(Q) = HAa)P) =R.
Para los nimeros reales a, b, ¢, d, e y f diferentes de O y 1.
Como H(D,d} (P) = H(E,e) (R) = Q, HB,b( R) = H(C,c) (Q) =P y HFH(Q) =
HAa2XP) =R y 5‘1’3 N .I_’.R =L, EE} N .EQ =M ¥ ?A ﬂ.aP = N aplicando el
teorema 25) tenemos que:
(H(E,1/e) o (F(D,d)) = H(L.d /e).
(H(C,1/c) o (H(B,b)) = HM,b /c).
(H(A,V/a) o (H(F.£)) = H(N.f /a).
Sea?l la siguiente composicidn:
ﬁ = (H(N,f /a) o H(M,b /c) o H(L.,d /e)).
/I} es un paralelismo y a continuacion veremos que fija al punto P.
%(P) = (H(N.f /a) 0o HM,b /c) o H(L.,d /e))(P)
= (H(N.,f /a) o HM,b /c) o H(L.d /e)}(P))
= (H(N,f /a) o HM,b /c)( R))
= HN,f /a)}Q) =P
Por lo tanto,/I-\I(P) =P.
Entonces H es un paralelismo que fija al punto P entonces H es una homotecia

con centro en el punto P y razdn r = ((fbd) / (ace)).
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Sabemos que 4 = (QD/PD), e = (QE/RE), b = (PFB/RB), ¢ = (PC/QC), f = RF/QP)
y a=RAPA).
A continuacién demostraremos que r = ((fbd) / (ace)) = 1.

fbd = (RF/QF) (PB/RB) (QD/PD) = - (RF/FQ) (QD/DP} (PB/BR).

ace = (RA/PA) (BC/QC) (QERE) = - (RA/AP) (BC/CQ) (QE/ER)
= - (QERE) RA/AP) (PC/QO).

Nos fijamos en el tridngulo APQR y como transversal a la recta‘ﬁ'ﬁ), aplicando
el teorema de Menelao tenemos que:

REFQ) (QD/DP) PB/BR) = -1.

Andlogamente si nos fijamos en el triangulo APQR como transversal a la recta
Xé, tenemos que:

si (RA/AP) (PC/CQ) (QE/ER) = -1 entonces fbd = 1 =ace.

Por lo tanto r = ({(fbd) / (ace)) = 1.

Por lo tanto, la homotecia (H(N,f /a) o H(M,b /c) o H(L.d /e)} con centro en el
punto P y razén r = ((fbd) / (ace)) =1 es la identidad.

Como (H(N,f/a) o HM,b /c) o H(L.,d /e)) =1 v (f /a), (b /c) ¥ (d /e) son diferentes

de 1, por el teorema 24) tenemos que los puntos N, M y Lson colineales.
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“TEOREMA DE PASCAL”

Teorema 30): Supongamos que A, B, C, D, E y F son seis puntos en el circulo,

*—r — -~

tal que las rectas AB y DE se intersectan en el punto L, las rectas BC y EF se
— -

intersectan en el punto M, las rectas CD y FA se intersectan en el punto N

entonces los puntos L, M y N son colineales.

Demostracién:

La demostracién es analoga a la del teorema 29) hasta donde dice que:
A continuacién demostraremos que r = {{fbd) / (ace))} = 1.

(f /a) = (RE/QF) / (RA/PA)) = RE-PA) / RA QD)

(b /c) = (BB/RB) / (C/QC)) = BB-QC) / (BC-RB)
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(d /e) = (QL/PD) / (QE/RE)) = (QD-RE) / (QE-PD)
Sustituimoes los valores de (f /a), (b /c) y (d /e) en:
r = ((fbd) / (ace)). _
r=(@REPA) / RA-QF)) - (BB-QC) / (BC-RB)) - (QD'RE) / (QE'PD)).
r=((RE ‘RF) / (RA'RB)) - (QC- QD) / (QE-QF)) - (BA'PB) / (BC-PD)).
Por demostrar que (RE -RF) / (RA-RB)) = 1, (QC'QD) / (QEQF) =1y
(BA'PB) / (BC'PD) = 1.
Demostracién:
Los triangulos “ARFB y ARAE’, “AQEC y AQDF' y “APDB y APCA” son
semejantes respectivamente, entonces existen s, 5 y 8”7 respectivamente, tales .
que:
s = (RE /RA) = (RBRD), s'= (QC/QE) = (QF/QD) y s =(RL/EB) = (BAFPO).
Entonces (RE ‘RE) / RA'RB) =1, (QC QD) / (QEQF) =1y
(BPA'PB) / (BC-PD)) = 1.
Enlbonces:
r = ((fbd) / (ace))
=((RE ‘RF) / RA-RB) (QC-QD) / QE-QF)} - (RA-PB)/ (PC-PD) = 1.
Por lo tanto la homotecia (H(N.f /a) o HM,b /c) o H(L,d /e)) con centro en ¢l
punto P y razdn r = ((fbd) / (ace)) = 1 es la identidad.
Como (H(N,f /a) o HM,b /c) 0o H{L,d /e)) =1 y (f /a), (b /c} y (d /e} son diferentes

de 1, por el teorema 24) tenemos que los puntos N, M y L son colineales.
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A continuacion se mencionara el siguiente teorema:
Teorema 31): Las mediatrices de los lados de un tridngulo son concurrentes.
Nota: Al punto de interseccién de las mediatrices de los lados de un triangulo

ge le llama circuncentro, que es el centro de la circunferencia y es también

llamada circuncirculo.

Teorema 32): Las medianas de un triingulo son concurrentes a un punto que
trisecta a cada mediana.

Demostracion:

Nota: Al punto donde concurren las medianas se llama centroide.
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La demostracién de que las medianas de un triangulo son concurrentes a un
punto es evidente usando el teorema de Ceva entonces pasaremos a demostrar
que este punto trisecta a cada mediana.

Sea AABC un triangulo.

Sean C’, A’ y B los puntos medios de los lados AB, CD y CA respectivamente.
i +b p

Las rectas AA’, BB’y CC’ son las medianas del tridngulo AABC.

Sea G el centroide del triangule AABC.

Aplicando el teorema de Menelao al tridngulo AABA’ y como transversal a la
recta EEI obtenemos que:
{AC/C’B){BC /CA'HA'G /GA) = -1 entonces:
(GA JA'G(CA’ /BCYC B /AC) = -1 entonces:
(AG /GANA'C /CB) (BC” /C’A) = -1 entonces:
(AG /GAY (-1/2) = -1 entonces (AG /GA) = 2 entonces AG =2 GA”.
Por lo tanto, el punto G trisecta a la mediana X.A
Como AG = 2 GA’ entonces (1/2) AG = GA” entonces:
(-1/2)GA=GA"
Por lo tanto se puede definir la siguiente homotecia:
H(G,-1/2)(Ay = A"
- -
Analogamente G trisecta a las medianas BB" y CC’ y 1a homotecia H(G,-1/2} es

de tal forma que:

H(G,-1/2)(B) =b" y H(G,-1/2}(C) =C".

ESTA TESIS o DERF
SaliR Bisit iz iA



Observacién: El trisAngulo AA'B’C’ es el tridangulo medio del triangulo AABC.
Teorema 338): Las alturas de un triangulo son concurrentes.

Demostracion:

Sea AABC un tridangulo.

*~r

Sean C’, A’ y B’ los pies de las alturas del tridAngulo AABC en las rectas AB,
Lo d -~
BC y CA respectivamente.
L o -+ 5
Por demostrar que las alturas CC’, AA” y BB’ son concurrentes.

Demostracion:

Sea el tridangule AA”B”C’ tal que el AABC sea su triangulo medio.

4+ >

Las rectas AA°, BB" y CC’ son las mediatrices del tridsngulo AA'B'C".
t— +—r +—r A —p

Como AA" L BCyBC/ C"A” entoncesAA 1 C"A” y sabemos que C”"A = AA”
entonces la recta AA' es la mediatriz del lado C”A"".
—p - dif—rp

Andlogamente las rectas BB’ y CC’ son las mediatrices de los lados A”B” ¥

B 'C" respectivamente.
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-~

Por el teorema 31) tenemos gue las mediatrices 'C-?J’, AA" ¥y gB' 8011
concurrentes,
. — e e
Por lo tanto, las alturas CC’, AA" v BB’ son concurrentes.
Nota: Al punto de interseccion de las alturas se le lama ortocentro.
Enseguida se mencionaran dos corolarios:
Corolario 1): Si O es el circuncentro de un tridngulo si y sdlo si es el
ortocentro de su triangulo medio.
Corolario 2): El centroide de un triangulo ee el mismo que el de su triangulo

medio.



g2

“TEOREMA DE EULER’

Teorema 34): Dado un tridngulo y su tridngulo medio, el ortocentro T, el
centroide G, el circuncentro O del triangulo y el circuncentro N del triangulo
medio son colineales y también se cumple que TG = 2 GO =4 NG.

Demostracion:

Sea AABC un triangulo.

Sea el triangulo AA’B’C” el tridngulo medio de el triangulo AABC.

Por el corolario 1) tenemos que el circuncentro O del triangulo AABC es el
ortocentro del triangulo medio AAB’C’.

Por ¢l corolario 2) tenemos que el centroide G del tridngulo AABC es el mismo
que el del triAngulo medio AA'B°C".

Por el teorema 32) y el corolario 2) tenemos que:
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Si H(G,-1V2)(A) = A", H(G,-1/2)(B) =B", H(G,-1/2}{ C ) = C"y H{G,-1/2)(G) = G
entonces H(G,-1/2)(T) = O.

Puesto que si bajo la homotecia H(G,-1/2), el triangulo AABC lo manda en el
triangulo AA'B'C” entonces el ortocentro “T" del triangulo AABC lo manda al
ortocentro “O” del trisangulo AA'B’C’.

Por lo tanto, 1os puntos G, T y O son colineales y también tenemos que:

Si H(G,-1/2)(T) = O entonces {-1/2) GT = GO entonces -GT = 2 GO entonces
TG=2G0O.

Por lo tanto, TG =2 GQ.

“De forma andloga para el punto N".

S8i H(G,-1/2(AY) = A, H(G,-1/2)(B) = B y H(G,-1/2XC") = C”” entonces
H(G,-1/2)(0) = N.
Observacién: El tridngulo AA”B'C” es el triangulo medic del triangulo

AAB’C’, el circuncentro N del triangulo AA'B’C’ es el ortocentro del triangule
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AABC” y G es el centroide del tridngulo AA”B"C”,

Por lo anterior, la homotecia H{G,-1/2) manda el ortocentro “O" del triangulo
AA'B’C’ en el ortocentro “N” del triangulo AA”BC™".

Por 1o tanto, los puntos G, O y N son colineales y también tenemos gue:

Si H(G,-1/2)(0) = N entonces (-1/2)GO = GN entonces -GO = 2 GN entonces

GO = -2 GN entonces GO = 2 NG entonces 2 GO = 4 NG.

Sabemos de lo anterior que TG = 2 GO.

Por lo tanto, TG =2 GO =4 NG y los puntos T, N, G y O son colineales.
Definicion: La recta de Euler de un tridngulo AABC, es aquella recta gue pasa

por el ortocentro T y el centroide G del triangulo AABC.

B C
Teorema 35): La recta de Euler de un tridngulo no equilatero, es la misma
recta de Euler para el tridngulo medio.
Demostracion:
La demostracién es inmediata aplicando el teorema de Euler.

Definicién: Los puntos medios de los segmentos que unen el ortocentro del
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triangulo con los vértices A, B y C de un tridngulo AABC, son los tres puntos de

Euler Ea, Eb v Ec respectivamente.

A

“TEOREMA DE BRIANCHON Y PONCELET"

“TEOREMA DE LOS NUEVOS PUNTOS”

Teorema 36): Para cualquier tridangulo los puntos medios de los lados
respectivos, los pies de las alturas y los puntos de Euler estan en un circulo.

‘Demostracién:
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Como en el teorema de Euler, tenemos lo siguiente:

AABC un triangulo, el triangulo AA'B’C’ es el triangulo medio del triangulo
AABC, G es el centroide de los triangulos AABC y AA'B'C’, T es el ortocentro
del tridangulo AABC, O es el circuncentro del triangulo AABC y ortocentre del
triangulo AA'B'C” y N es el circuncentro del triangulo AA'B°C’.

Sea el triangulo AA'B'C’ el triangulo medio del triangulo AA'B'C".

Por el corolario 2) sabemos que G también es centroide del trisngulo
AATBC.

Por el corolario 1) sabemos que N es el ortocentreo del triangulo AA”B°C"’,

Sea T el circuncirculo del tridngulo AA'B'C",

+——»

Sean Fa, Fb y Fc los pies de las alturas del tridngulo AABC en las rectas BC,

et b

CA y AB respectivamente.
Como r es el circuncirculo del triangulo AA'B'C” entonces A", B’y C' estanenr.
En otras palabras demostraremos que NFa = NA’, NFb = NB" y NFc = NC".
—
Por construccion sabemos que Fa y A” estan en la recta BC.
Supongamos que Fa # A"
— = —
Comeo la recta AFa es una altura del triangulo AABC entonces AFa 1 BC.
Como el punto O es el ortocentro del tridngulo AA'B'C’ entonces la recta

b ——r —

— -— b e
QA’1B’C’ y como la recta B'C’// BC entonces la recta OA"LBC.

Por el teorema de Euler sabemos que los puntos T, N, G y O son colineales.

Por demostrar que N es el punto medio del segmento TO.
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Demostracion:
Por el teorema de Euler tenemos que TG = 2 GO = 4 NG,

Entonces TG = 4 NG y GO = 2 NG,

Fig. 1. N

Entonces TO =6 NG y
Por lo tanto, N es punto medio del segmen-t;o TO.

T

Fig. 2.
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*-—r —

>-—
La recta AN es mediatriz del segmento C'B’ entonces A”N1BC’y como

+——p  — *r—r

BC // B'C” entonces A”NLBC.

Sea J la interseccion de las rectas AN y BC.

’ b L 2
Se puede observar que las rectas TFa, NJ y A’O son perpendiculares a la recta
- — o e
BC entonces las rectas TFa, NJ y A’O son paralelas “ver fig. 2
Entonces el cuadrilatero® FaTOA’ es un trapecio rectangular y como N es el
punto medio del segmento TO entonces Fad = JA" y por lo tanto los triangulos
AFaNJ y AA’NJ son congruentes. '
Como los tridzngulos AFaNJ y AA’NJ son congruentes entonces NFa = NA".
Analogamente se demuestra que NFb = NB’y NFc =NC".
Sabemos que I es el circuncirculo y N es el circuncentro del tridngulo AA'BC,
es decir N es el centro del circulo T y por lo tanto NA', NB" y NC’ son radios de
r
PorlotantoFa, Fby Fc e T.
Sean Ea, Eb ; Ec los puntos medios de los segmentos AT, BT y CT
respectivamente.
Observacién: Los puntos Ea, Eb y Ec son los puntos de Euler.
Por demostrar que Ea, Eby Ec €T,
Demostracién:

Sean H(G,-1/2) y H(T,2) dos homotecias.

Fal Fa®
Sea H la siguiente composicién H = (H(G,-1/2) o (H(T,2))
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Sabemos que?l es un paralelismo.
Moét:raremos que ﬁ fija un punto. B
Aplicamos ?I al punto N.
ﬁ(N) = (ﬁ(G,-lIZ) o (H(T,2)(N) =(H(G,-1/2) o (H(T,2}(N))
= H(G,-1/2)(0) = N.
A
Por lo tanto, H(N) = N.
Entonces ﬁ =(H(G,-1/2) o (H(T,2)) es una homotecia que fija al punto N.
Por el teorema 23) tenemos que:
ﬁ =(H(G,-1/2) o (H(T,2)) = H(N,-1).
En este caso la homotecia:
ﬁ = (H(G,-1/2) o (H(T,2)) = H(N,-1) = oN en donde oN es un gemigiro con centro
en el punto N.
Demostraremos que H(N,-1) (Ea) = A", H(N,-1)(Eb) = B’ y H(N,-1)(E¢) = C".
H(N,-1) (Ea) = (H(G,-1/2} o (H(T,2)}(Ea)
= (H(G,-1/2) o (H(T,2)(Ea)) = H(G,-1/2)(A) = A",
H(N,-1) (Eb) = (H(G,-1/2) o (H(T,2))}(Eb)
= (H(G,-1/2) o (H(T,2)(Eb))
= H(G,-1/2¢B} = B".
H®N,-1) (Ec) = (H(G,-1/2) o (H(T,2)(Ec)
= (H(G,-1/2) o (H(T,2)(Ec))
=H(G,-1/2)(C) = C".



Por lo tanto:
H(N,-1) (Ea) = A’, H(N,-1)-(Eb) = B" y H(N,-1) (Ec}) = C".

Si H(N,-1) (Ea) = A" entonces -NEa = NA’ entonces EaN = NA’ entonces

EaN=NA".

Si H(N,-1) (Eb) = B’ entonces -NEb = NB' entonces EbN = NB’ entonces

" 'EbN =NB".

8i HN,-D) (Ec) = C” entonces -NEc¢ = NC’ entonces EcN = NC* entonces

EcN = NC".

Comoe EaN = NA", EbN = NB’, EcN = NC’ y sabemos que NA", NB" y NC” san
radios de T entonces también EaN, EbN y EcN son radios de I,

Por lo tanto, Ea, Eby Ec €T

Por lotanto, A", B, C", Fa, Fb, Fc, Ea, Eby Ec €T.

Nota: A el circuncirculo T del triangulo AA'B'C' se le llama el circulo de los

nueve puntos del triangulo AABC.
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