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0.1 Introduccidén

Bl objetivo principal de este trabajo de tesis consiste en abordar el Problema Gen-
eral de Consumo/Inversién. En una primera aproximacion efectuamos el cdleulo de una
solucidn explicita para ciertas funciones de utilidad y, en general, bajo adecuadas condi-
ciones de regularidad y diferenciabilidad de la solucién o funcién valor. Que duda cabe
que el problema tiene rafces mds profundas en un marco abstracto més complejo que cl
que aqui tratamos que corresponde al de las Soluciones de la Viscosidad (una referencia
bdsica de csta teorfa es [Cr-ls-Li]), pero que dada la envergadura de este andlisis con-
stituve propiamente un tema de investigacién. Para quien esté interesado en esta linca
sngerimos consultar [DiSol].

Bl capitnlo 1 estd dedicado a la obtencidn de una solucidn explicita para el Modelo
de Consumo/Inversién con un bono y N stocks o acciones cuyos precios evolucionan de

manera aleatoria. En otras palabras, los precios estdn gobernados por las ecuaciones

ARty '
Bi) rdt (1)
dP(t)
= byedf + e, IDdB, r=1,---.N, 2
(1) ‘ 2)

donde 7 os la tasa de interds del bono, o, es la tasa de retorno de los stock ¢ ¥ 1D e
nna matriz, tal que podemos construir a fa varianza £ = IDID*. Por tanto, la varianza
es definida positiva ¥ estd asociada al procese estocdstico que resnelve la ccuacion {2) v
en L practica sste pardmetro modela la volatilidad del mercado. S5i ademds denotamos
formalmente por N, al niimero de unidades del stock 2 dentro del portafolio o cartera
de inversion, entonces al tiempo # la rigueza viene dada por la combinacién lineal de los

precios
N

X =3 N(OD(),

1=0
que, como se puede ver, m{t) = M{#)F.{f) es la proporcion con la que participa el stock
¢ en ¢l protafolio w. Observe que tanto ¥, P(f) ¥ «(t) son procesos estocdsticos y por
ello hay que dar hipétess adecuadas para que puedan ser estudiadaos.

Consideremos las diferencias después de transcurrido nn lapse pequeilo de tiempo b

N
Xl+h - Xf = Z N,(t) [P,(f + h') - ]?,({)] ;

2=0



pero una vez transcurrido ese lapso el inversionista est4 interesado en obtener un preducto
de su riqueza por el tiempo invertido que denominaremos consumo, por 1o gque obtenemos

N

Koo — X = 3 N,(8) [Pt + ) = Po{t)] = hCrsn.
i=0
De aaqui que a partir de {3) v (2) obtengamos la versién continua
dX7 = (o — rB)x* (A dE + r ATdE -+ XFn () DdB, — Clt)dt, (3)

gue junto con la condicién inicial AF = = se interpreta como el monto de la inversidn
inicial.

Bajo las hipdtesis
T T
/n Clt)dt <co ¥ ] x{s)n*(s)ds < co
. 0

para los procesos de consumo y portafolics respectivamente concluimos la existencia v
unicidad de la solucidn (el proceso de tiqueza) para la ecuacidn {3) con valor inicial z

COINO
¢ { 3 ~
X, = B-Jrﬂ r(s)ds {q’_ +f e—fo rlu)du [?t'(S)T(b(S} _ 7_{3)1) _ Cs] ds
33
¢ + o
+- / g o TORIdu T (s)a(s)dﬁ’s}; 0<t<T
+{

En particular, existe una dependencia de 7 y ' para "controlar” a este proceso,
puesto que hay muchas maneras de efectuar consumos e innumerables posibilidades de
construir los portafolios. Ocurre a veces que con grandes volimenes de consume s puede
Hevar a la hancarrota: en otras ocasiones para algunas elecciones de o de hecho son
posibles estos consumos y el no hacerlos representa tener dinero a disposicidn para otras
actividades financicras v o aprovechar en ellas esos recursos. Mds comitnmente se conoce
esta situacion como un coste de oportunidad.

La rentabilidad de [a inversién se mide cldsicamente a través de una funcidn de utilidad
U (creciente, céncava y en principio diferenciable), evaluada en los consumos C(¢) que
el inversionista cfectia v actualizados de manera convenicnte a través de una tasa de
descuento 8. Sin embargo, en virtud de que estamos interesados en b evolucidn hasta ol
tiempo de madures T, con lo que

[ " e ByC()dt



seria la utilidad total obtenida. El problema es que C{f) de hecho viene a estar ligada
a una lnica cartera de inversién #(¢) v ambas son variables aleatorias, por lo que de
hecho es necesario tomar en cuenta el comportamiento promedio de estas utilidades (que

dependen también de los pardmetros « y O):

T
Vaclz) = E, {/ e'mU(C(t))dtl .
o
Un hecho crucial para este problema es la obtencidn de la utilidad méxima total esperada
V{z) = sup Vi,clz)
=,

que se traduce como un problema de contro} dptimo.
Por todo cllo, estamos interesados en controlar €l proceso v la utilidad con respecto a
la cartera # v ¢l consumo C.

Eu ol primer capitulo ohservaremos que V; ~{x) satisface la ecuacidn diferencial
] | ™,

AV {2) = maxesox {(n — DTV (@) + (rz - )V (2)

, (1)
+inEal etV (x) + U(c)} :
por otra patte, se obtiene ¢l portafolio dptimo
V! (x)oo—1 N
= {5}

:1'1}'”{:1:) o?

y, por otra, al maximizar con respecto al consumo C se obticne que

que al considerar a ¢ como una funcién de la riqueza obtenemaes también

VI{x) = UM(C{a)C' ().

A partir de la relacién X (e} = 2 y C(z) = ¢ podemos obtencr C'(2) = C"(X(e)) = '\"}(T)

que nos permitird reeseribir a la cartera dptima como

_ =fla=r) U{C())
T gt UMNC(R)C (=) {6)

v también a la ecuacién (4) como

VX)) = ——fyfg;;(iz(i%)ﬂ(l”((') + [(r¥(c) = U () + Ule)} .
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Finalmente, al considerar la derivada con respecto a ¢ se obtiene después de algunas

simplificaciones la ecuacion de segundo orden fineal

" . l 2 _ U”(C)

W) = X0 [t -2
U] | (UMN L i}
oty * (7g ) FX -l @

Para resolverla requerimos inicialmente de una sclucion a la versién homogénea mediante
la teoria cldsica de ecuaciones ordinarias al hacer uso del Método de Variacién de las

constantes; esta solucién particular estd dada por

ey = C_ 1 (W) o do
Maa) = - ﬂ,(,\p,\_){ A fa(U'(o))"*

(W g do
e /c(U'(a)}"-}’

donde A v Ay verifican A_X, = —r /v y son las rafces de la ecuacién vA2 — (r— -7y} —r =

0y a> 0 que es un pardmetro.

Mientras que, para el caso general de (7) la solucidn es
B ()™ + BW ()" + X(ea) ~ BU + X(eya)

y podemos descartar ¢l segindo snmando debido al rdpido crecimiento de U'(¢)*~ que
supone la promesa de utilidad infinita, lo que evidentemente no es viable.

Obtenemos con ello

a - oo € 1 (U™ e df
X By = BUIO)*+ E - i [T
(U'{e) o df _
-+ /\ﬁ [ {U’(ﬂ))A* } C>a, (8)

ante las clecciones o > 0y B < 0, de tal manera que X (¢, a; B) sea estrictamente creciente
sobre (o, ).

En ¢l caso particular en que o = (¢ y U'(0) = co entonces
}H&X(c, a; B) > oo,

lo que implica
X(s5a,B);[a, 00) = [X(a; a, B), o0)



v su funcion inversa
(e, B); [X(a;a, B}, 00) = [a,00)
son (2
Respecto a los candidatos a cstrategias dptimas obtenidos
a—r  Ule)
¢ = Cz o= Fpm——————— 0<t<T; g
N O ©
donde T} es ol mstante de bancarrota.

Como X (C{z)} = x se tienen las primeras derivadas
XCENC) =1 y X"C@M)CE) + X (Ca)C" (@) =0, (10)
que qunto con {7) proporcionan el cambio de variable
y = UG

v la ecuacion

dyy = ~(r — B)ydt ~ e’

yed By, (11)

o
cuva ol idn o8

ngzm=UmMmp}v—ﬁ+wﬁf“;5M] (12)

Puresto que (7 os estrictamente concava tiene inversa Iy el candidato a estiategia dptima

s

-7 -
o =1 (U’(cn)cxp [ﬁ(r — B+t - B£D , para 0 <t < T}
22
De modo que una vez ohtenido el consumo éptimo se obtiene la cartera dptima a través
de ta ignaldad 7 = m,{f)
Si evaluamos la cjecucién de los candidatos a estrategias éptimas en ta utilidad total
esperada

) |
HummMEH%}:&JA%”WMWHWKW] (13)

v por ¢t Teorema 13.18 de Dynkin [Dy] afirmamos que existe G € C*, tal que H{c) =

G{U'{(). ello conduee a inferiv que H € C? y ademds satisface

Tt T i

U'le) e Uy’ {2(:)
U"(c))

'Hl(()) : it
-+ 'y( ) H"(eY 4+ Ule) > oa. {14)

H'(e)




También a través de la ecuacién diferencial se puede estudiar el comportamiento de la
tamilia de soluciones de (14) a la que pertenece ff y con etlo podemos observar su com-
portamiento segiin varian les pardmetros.

Procediendo similarmente obtenemos una solucidn general
J(e;a, A, A=A () + AU (€)' + Jolesa) ~ AU(E)** + Joles a),

pues otra vez se tiene un rdpido crecimiento o promesa de utilidad infinita, por o que se

desecha ese término. Aqui la solucidn particular viene dada por

o Ul 1 (Uren™
hlea) = 8 7(/)+~ﬂ—){ Py

c 4o W)= o do
Lwer™ o [c(Ufw))*-}'

En estos términos, la funcién particular que resuelve a la ecuacién Hamnilton-Jacobi-

RBellman
BV(x) = max {la =72V (2) + (re — )V'(2)
+%7r27r7‘n:21/'”(:y} + U(c)} ,
z > 0, (15)
5 \
Vi a, B)=d (C’(m; a. B3); 0, —!;iB) . x> X(aja, B) (16)
»

mejor conocida como la funcién valor.
En ese mismo capitulo son analizados los modelos con restriceidn del consumo inactiva;
os decir, si ocurte que C; > 0y los modelos con restiiceién del consumo activa para los

que dado el monto T ¢} consumo éptimo viene dado por
0 0<c<E
c= ’ = -y (17)
;>

donde, C{z:0,8) = 0y C(@0,B) > 0 para v > T Ahora resolvemos la ecuacion

Hamilton-Jacobi-Bellman

BViz) = :1%/(%%1& + [re — IV NIV (2) + UI{V (2))). 72> 0 {18)



¥ por analogfa obtenemos
1
X(y:B) = Ay™ +_-1(y) (19)

I {y’“r /I(y) df . Y- e df } -
[ E— - e — 5], ,
You 0 LN b ey T A w0 Y

v también
1
Ty A) = Ay + EUU(U)) (20)
I y.ﬁ+ Iy} df yp— /‘oo dg }
e T e o —, y >0,
7(Ae = 2-) { P [u (W™ p- S (UO)™ Y
siendo ahora la funcién valor dptimo precisamente
At
Viz) =T | Yl BY; ?B , x>0
+

En este caso. las letras caligrificas corresponden de manera adecuada a las letras del caso
anterior,

Al evaluar 1a ejeencién de los candidatos a cstrategias 6ptamas on

Ty .
Hyo) = By, {/“ e (V) + I’eﬁ'”"} . 0 <y <7, (21)
abtenemos
Hiyo) = J(I{m), 0,4) = T(ye: A} 0 <y LU0}, {22)

para nna eleccion apropiada de A.
También tratainos a los Moedelos de Aversidn al Riesgo que bédsicamente son modelados

por funciones de wiilidad de la forma

Ule)={c+n), 0<d<l, 920, (23)
Uie)=—(c+n',  §<0, 20, (24)

.
U{e) = log(e + 7}, p>0yd=0. (25)

Para osos casos particulares tenemos ol proceso de riqueza dado po

{18 >0 (26)

N(e:0,0) = .
(0.0 = s—3 =055 ¢F




v unas funciones de utilidad total de la forma

{1-d)e
J{g =
{¢;0,0) [ Saww gy ez 0, 0<d <,
P et
J{¢0,0) = BT Aoy ez 0. 4<0,
J{e;0,0) = %logc-% L:-ggﬂ e>0,d=0,

asi como la correspondiente funcidn valor para cada caso que viene dada por

16 i—4
(Y = g y
Vi(z} (,’3—7'6—75/{1—5}) x°, 2>0,0<8 <1, (27)
1_5 1-4
Vi(a) = (@ g o 5)) . x20,6<0, (28)
Vila) = %log{ﬁm) + L:“éizﬂ 23>0, §=0. (29)
}

Finalmente sc ofroce una tabla con los casos posibles segin las diversas caracteristicas
de las funciones de utilidad, precio terminal, tasa de descuento, tasa de retorno. consumo,
cartera v el comportamiento a largo y corto plazo en cada situacién; particularmente
interesante resultan aquellas sitnaciones en que nuestro proceso de rigneza es conducido
a la bancarrota, por supucsto con la finalidad de evitar este tipo de circunstancias en la
practica.

En el Capitulo 2 hacemos con cierta formalidad la exposicién supuesta una funcién
de utilidad arbitraria v observamos como se resuelve una ccuacién de tipo parabdélico
retrégrada en el tiempo; ahi mismo exponemos —~de manera simplificada-- una estrategia
técnica presentada por primera vez por J.Cvitani¢ v LKaratzas [Cv-Ka], que tiene la
peculiaridad y clegancia para resolver a partir de dos problemas lineales acoplados un
problema no-lincal, el problema cldsico de consumo/inversién con condiciones de tipo
Dirichlet al infinito.

En el capituto 2 ofrecemos también la generalizacién apelando dnicamente a las técnicas
del Cdculo Estocdstico. Ahf proporcienamos una téenica elegante y sencilla para es-
tablecer la condicién de admisibilidad sobre los controles 7y y Cy de cartera v consumo

respectivamente. Esta condicion se establece partiendo de
g ! s f '8 - —~—
Xﬁe“.fo rlads / et Hudecr s = a +/ e do vz T (Yo (5)dBy; {30)
Jo 0
0<t<T, es.



9

En virtud de que el lado izquierdo es no negativo y el lado derecho es una martingala
local, cntonces se sigue (ver Dellachierie y Meyer {DeM1]} que es una supermartingala no
negativa.

Por tanto, tenemos la condicién de supermartingalas
i [ere" fy risyas -+ /GT Cie™ 5 r(s)dsdt] <z, {(31)
v la condicién necesaria para la admisibilidad es
E [fOT Cie” & ”(-ﬂ)d*di] <z {(32)

Peto 1a Proposicién 2.2.1 nos ofrece una especie de condicidn suficiente, pues para cada
consumo C siompre es posible encontiar un portafolios =, tal que (7, C) sea admisible para
una inversion inicial z.

Fn particular. ¢l modela de los precios de las opciones que exponemos en fa seceidn
2.2.1 es trabajado para opciones europeas (que sélo se pueden hacer liguidas en T, ol dia
de expiracidn del instrumento financicro).

En cse mismo capitulo se provee una definicidén de instrumentos financicros generales,
cuva ventaja consiste en dar al inversionista un pago g por la evolucidn deb proceso de
riqueza en el interior del intervalo temporal (0,77} v un pago teiminal f en la fecha de
madurez del instrumento. ambos convenlentemente actualizados por la tasa de descuento
.

Se demmestra que un tal proceso de pago aleatorio (en vista de que dependen del
proeese de consumo) existe y os finito (Lema 2.2.1 ¥ Teorema 2.2.2) un pago méximo,
que. sin lugar a dudas, os el objetivo a aleanzar por el inversionista.

En particular. el Modelo de Black Scheles es obtenido al hacer g =0y f = (P - o,
donde P es el precio en cjercicio del portatolios en el mercado a través de los precios de
los stocks que lo componen y i os ol precio preasignado del valor al dia de madurez T

Si P > ¢ se gana, pero si P < ¢. entonces no se obtiene ninglin beneficio, sino
simplemente v como lo veremos en el capitulo 3 se ha respaldado ¢l riesgo de los stocks
que componen ¢l portafolios.

Una Brinula integral de la solueidn del Modelo de Black Scholes se preporciona cn

2P(p (T —t,2)) — g U N (p_ (T —tx)); 0Zt<T, ©2>0,

w{l )= 33
-2) (r—e)t t=T, 220 (33)
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Al introducir las ideas anteriores en la Teoria General del Consumo/Inversién dptimos

nos fijamos como meta obtener para las utilidades totales
T s
Vi olz)=E U e Jo P yds| |
0
para alcanzar la funcién valor

V{z) = sup V; o{z). {34)
(#,C}

Debido a que U7 : [0, oo} sobge [0, U7(0)] es estrictamente decreciente, ésta tienc una

funcion inversa estrictamente decreciente T : [0, 17(0)] sabie 1o,

oa]. Extendemos I por
cero I{y) = 0 para y > U'(0). Observe que I(0} = oo y I{oc) = 0. Se verifica fdcilmente
que

UHy)) —yl{y) 2 Ule) — ye, B<e<on, Dy <oo {35)

Definamos la funcién X @ [0, co] = [0, oo) por
~ T s ]
X(y) =F [/ C—'fo 1'(u)du1 (?ste_fﬂ (B(n)-—r‘(u))dn) dsl , (36)
9

X es continua y estrictamente decreciente v siendo Y su inversa se definc el proceso
{Proposicién 2.3.2)

N O F AR (37)
obtenido a través de téenicas del Control Optimo Estocdstico para generar el consumo
optimo

Cr =T}, (38)

con ¢l que sc obtiene la funcidn valor dptimo (Teorema 2.3.1)
¥ t i
Viz)=E [[ e Ja Fldspr oYt - {39}
Jo

Signiendo el mismo procedimiento trabajamos no sélo en el instante inictal, sino que
al considerar un instante arbitrario ¢ como punto temporal de partida demostramos que
esa variante verifica la ecnacion Hamilton-Jacobi-Bellman

Ot ) + max {[m —c+(b- ri)?‘ﬁ]Qx(t, x)+ %ﬂcTarll?Q”.(t,:r) (40)
¢z 0
7 e RY

+ e""’U((E)} =0; 0<t<T, 0<ua<oo,
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junto con la condicién de contorno
Vit z) < Q¢ 2); 0<t<T, <z <0 (41)

Bajo adecuadas hipotesis la funcidn valor ¥ es continua y de clase C2 ([0, T) % (9, 0o0)).

Al seguir el mismo camino podemos tratar otros problemas de seleccién de cartera,
inicialmente donde no hay consumo y que abarca una gran generalidad de funciones de
utihdad para, finalmente, obtener los controles éptimos.

De manera similar trabajamos un problema con condicién final suficientemente general
v un caso de funciones de utilidad con forma polindmica.

In el capitulo 3 nos proponemos hacer aplicaciones précticas (en el sentido estricto
de 1a palabra), pues procedemos a implementar algunos de los instrumentos financieros
mds conocidos dentro de un ambiente de objetos orientados en Mathematica. Este tipo
de aplicaciones tienen la intencidén de ser 1tiles en la toma de decisiones en los mercados
secundarios de valores, Las frecuentes tormentas financieras a partir de la crisis de México
a fmales del aho 1594 y Ia reciente crisis de los paises asidticos nos conduce a pensar gue
este tipe de modelos tendrdn (v tienen) gran acepracidn, tanto en la Teorfa Matemadtica,
de las Finanzas. como en los mismos mostradores de las Bolsas de Valores Debido a los
avances teenokogicos, la informacidn y con ella las decisiones sobre los activos financieros
deben tomarse con la mayor rapides, precisidn v eficacia; es por cllo que el capitnlo 3
exhibe una concretizacion de la teoria expuesta en los dos primeros y exhibe también su
alto grado de aplicabilidad.

En el capitilo 3 presentamos un verdadero (literalmente hablando} cjercicio de apli-
cacidn de la valoracidn de opciones en nn mercado secundario, pues no nos conformamos
con Ia teoria generada hasta el momento.

Se hace 1a consideracién del soffware matemdtico actual, preferentemente aquel que
manipula simbolica y numéricamente las férmulas, prodacto de la teorfa desarrollada en los
capitulos precedentes. En particular, abordamos la situacién mas simple correspondiente
al modelo Bleck—Scholes de valoracidn de opciones mediante ia utilizacidn de Métodos
de Diseno de Objetos Orientados a través de Mathematice. La ventaja sobre los métodos
tradicionales utilizados hoy on dia es que aquéilos caleulan completamente por separado
los elementos del modelo, en tanto que aqui se conternplan simultaneamente todos clios.
Otra ventaja excepeional os que a través de Methematicn se pueden definir simbdlicamente

ohjetos que satisfacen un cierte conjunto de reglas (los instrumentos financieros definidos
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en el capitulo 2} que, como vimos, poseen una serie de cualidades tedricas —que fueron
descritas en sit momento— y por lo tanto serfa ideal contar con aproximaciones numéricas
itiles en la vida real. Estos comportamientos se puecen analizar por medio de la cons-
truccidn de estructuras simbdlicas generales v, como es previsible, el desarrollo de nuevos
objetos financicros no requiere de una nueva programacién de procedimientos de valo-
racién ad hoc.

Volvemos al modelo  Black—Scholes y denotaremos por P al precio de ejercicio, ¢
al precio preasignado, T ¢l dia de expiracién y asi construimos una funcién de pago
CallPayoff que indica ol valor de la opcidn en la frontera. Sin embargo, determinado
el valor de la opcidn antes de la expiracidn cs como puede ser estimado v reducido el
riesgo al conocerse el precio corriente del stock; con ello s posible veahzar provecciones
de este precio para la fecha de expiracién. Generamos la funeidn de valoracién de opciones
BlackScholes del mismo modelo Black—Scholes a través de una aproximacion con una
densidad de probabilidad lognormal. Con ella podemos calcular et valor en unidades
monetarias de los stocks al emplear BlackScholes con argumentos numéricos. Para
algunos casos concretos apreciamos una clara dependencia del valor de la opeién con
respecto al precio del stock y el tiempo transcurride antes del tiempo de maduracion,
apreciando una notable curvatura conforme se acerca este trempo terminal.

Fa aproximacidn al valor de la opcidn es de buena calidad cuando la variable de vola-
tilidad es suficientomente grande; sin duda, es una importante herramienta en ¢l manejo
del tiesgo

El parfmetro mis jmportante que afecta al valor de una opeidn s el precio del stock
subyacente; por cllo 5P = § es una cxcelente medida del riesgo para una opcion. pucs
indica las alteraciones del precio de ia opcidn a los cambios por wnidad monetaria del
precio del stock. Asi delle constituye un parimetro de medicién del riesgo contenido
en una catera  Concluimos ahi que es posible newtralizar el riesgo tedrico asociado a
la posesidn de un stock si el respalde en dolares a delta de un portafolio de opcioncs
sobre el stock es ignal a cero. Algunas otras medidas del riesgo adicionales tambiéit son
consideradas como rutinas cuando se utiliza Maethematica, permitendo al mismo tiempo
manipular algunas peculiaridades o influencias sobre el valor de las opclonces.

Construimos también un operador derivada para la funcién de  Black— Scholes | inclu-

ida también delte. Con ella constrnimos una serie de graficas que nos permiten realizar
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un estudio cualitative del modelo Black— Schales v de apreciable utilidad prictica en
algunos conjuntos particulares de pardmetros. En la préctica lo deseable es caleular delta,
para poder evaluar el riesgo: ello se consgiue a partir de la férmula de  Black— Scholes
que genera una expresién explicita para defte. En resumen, contamos con un mecanis-
mo de evaluacién en Mathematica que no siempre genera formulas simples; pueden ser
simplificadas de acuerdo a los intereses de eficiencia y cdlculo numérico.

Para precio bajo del stock, cuando la opcidn call estd fuera del entorno del riesgo?, delta
s virtualmente nula y ello nos dice que el valor de la opcidn, que también es virtualmente
Lero. es insensible a los cambios del predio del stock. La principal razon es que dado un
increntento modesto debiéramos tener un un efecto como consecuencia de que la opcidn
deberfa expirar con menos valor.

Por otro lado, para precios del stock grandes, es deeir, cuando ia opeidn esta dentro del
eutorna de riesgo in the money (en su valor), delta se aproxima a nno parque el inccmento
en el precio del stock pese a peso se traduce en un incremento esperado en el valo: de Ia
opeidn en Ja fecha de expiracion

Cleneramnos también at pardmetro thete que denota al cambio instantinco en el vajor
de la opeidn conforme pasa ol tiempo  Debide 2 que una opeidn es mds valuable cuanto
nrayor sea o] ticnpo de expiracion, nos permite coneluir que theta es sicmpre negativo. De
esta forma. e} tiempo de decaimiento del valor tierde a ser més grande cuando el precio
del stock cstd proxmno al precio de ejercicio v conforme pasa el tiempo este decaimionto
se hace mads uniforme.

Todos estos pardametros v medidas pueden ser aplicados al portafelio entero de opciones
paza determinar la sensibilidad del valor det portafolio a los cambios cn una o todas las
variables que influyen en la férmula.

Se propone un método que parte de tos precios de las opeiones para obtener numéri-
camente ta volatilidad de tna opeién. Bsa es una buena razén por la que ta utilidad es un
eamino extremadamente 1til para analizar las opciones. Sin embargo, algunas opciones
ajenas a la circulacién y otros instrumentos financieros son cotizados enr términos de su
volatilidad mas que de su precio.

Ah{ se incluyen otras medidas de sensibilidad del ricsgo: theta, kappa, tho, gamua ¥

la eclasticidad (precio det stock)

ITéenicamente se dice que estd oul of the money
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Sin duda. la ventaja de Mathematice es su facilidad en el cdlculo simbélico, numérico
¥ su capacidad para trabajar objetos autocontenidos sobre los gue tiene la ventaja de
cjecutar una accidn o una funcion dependiendo del tipo de objeto sobre el que es aplicado,
como si de un juego de herramientas se crean objetos y abstraen datos. Ah{ representamos
a las opciones como objetos ¥ en lo que sigue explotaremos esta representacidn para
desasrollar la tecnologia de una funcién Valor que sea capaz de evaluar una variedad de
opciones ¥ otros instrumentos financieros.

Como se ha de observar, Mathematica no provee de un disefio. de un ambiente de
objetos orientades para que las propiedades de cada instrumento financiero sean gene-
radas antomdticamente, pero si ofrece parte de la descripeién después de una primera
utilizacién  Generamos un procedimiento para la creacion de la funcidn valor que tome
a una opcidén como su argumento y recupere la informacion necesaria para aplicar la
funcitén Bluck—Scholes . Nuestro procedimiento tiene algunas limitaciones y en ladltima
seccidn del tercer capitulo damos otros métodos de valoracion de opciones que pueden
ser aplicados a opciones en gencral. Para ello hacemos ia valoracidn de opciones a través
de drboles de decisién financiera, wusualmente aplicadas a aquellos procesos en que las
travectorias pucden ser interrumpidas al ejecutarse la opcidn.

Esos métodos pueden ser aplicados a cualquier tipo de opeidn, en particular a valores
con opclones inmersas, por ejemplo, los honos convertibles v otros tipos de valores bajo
influencia de deceso o mortalidad. De ellas son posibles otras extensiones, por ejemplo,
con el proposite de abordar stocks con pagos de dividendos. Un tratamiento mas deta-
llado de esas téenicas puede ser consultado en ol tibro de Miller. M.R. [Mi]. desarrollado
originariamente en LISP.

La clave para resolver los problemas de valoracidn financiera son los llamados drboles
de decisidn finenciera, que consisten en una generalizacién de los drboles de decisién
utilizados en el tradicional Andlisis de Decisién. Cuando son contemplados tanto los
descuentos como los flujos de efectivo dentro del drbol, mds que como condiciones de
nodos terminales, que es por cierto nuo de los caminos tradicionales para tener en cuenta
las restricciones, se minimiza el monto de los cdlenlos requeridos para representar y evaluar
ol drbol de decisidén que representa a una opcidén dada o a un instrumento financiero.

Con una opeidn put americana es muy posible que el valor del stock subyacente pueda

cacr suficientemente bajo, que la corriente natwral del sobrepremio del precio del stock



deberia hacerlo provechoso para ciercitarlo antes de su fecha de maduracion. Sin em-
bargo, un componente significativo del valor de la opcién put podria estar asoclado con el
potencial para hacer un ejercicio antes del tiempo de maduracién. E} simple camino para
modelar una opcion que facilita la consideracidn explicita de ejercitar tempranamente cs
el modelo bmnormal.

Como en el modelo Black—Scholes , el valor de la opcidén ¢s conocido como la ex-
piracién ¥ puede ser determinado recursivamente al fomar en cuenta a valor presente los
premios. La diferencia es que en cada punto cn el tiempo la ventaja potencial de gjercitar
la opcién deberfa ser considerada.

Tiste marco moldea al proceso a través del cambilo de los precios de los stocks y la
opcién que el poscedor de esas opciones considera como alternativa en cada punto del
tiempo como un drbol de decision financiera.

Este método a través de la valoracidn de cada opcién podria generar nun drbol de
decisién diferente, sin embargo, ofrecemos una funcidn que evalile a cada arbol y la deno-
minamos TreeValue. La conversién de un instrumento firanciero a un drbol la hace la
funcién MakeAmerTree. Posteriormente, trabajamos sobre un drbol de decisiones de
manera eldsica utilizando como pesos en cada nodo a las probabilidades asociadas a la
convenicncia de la ejecucién del ingtiumento financiero.

Finalmente, volvemos a la funcién Valor introducida al final de la seccidn anterior v

con una nocién extendida, al tratamiento de opciones sobre un stock.



Capitulo 1

Calculo de una solucién explicita

1.1 Introduccién

IZn este capitulo sc expone ¢l comportamiento dptimo del consumo e inversién de un
inversor individual que desea maximizar la utilidad promedio del consumo total descon-
tado. .

Denotaremos por z a la riqueza o capital inicial de la que el inversor quiere retirar o
consumir parte de sus panancias en un tiempo continuo a la vez que va tomando decisiones
acerca de su inversidn. Para tal efecto, en el mercado existen N 4 | tipos de valores
disponihles, de los que uno de ellos no tiene ricsgo (por lo tanto es determunista) con una
tasa de retorno fija r > 0 v con precio Py(i}, mientras que los N restantes son opciones
con 1iesgo v con vector de precios BP(2) = (P (t), -+, Py(8)).

Supondremos entonces que

(ipo(t) .
nw - Y
>
'(i"i’((ztfi) = ot +eDdBT()  1=1,0,N (1.2)

dondc

1B(#); t = 0} es un proceso de Wiener N—dimensiona,
e, es un veetor unitario con un 1 en la entrada 4,

a, s la tasa de retorno promedio de la opcidn 4,

16
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Pywn estal que L= DI es definida positiva.

El inversor csté interesado en un consumo especifico dado por {C(t); ¢ = 0} (por

supuesto positivo) vy en una cartera de inversidn
{’.‘T{t) = (ﬂ'l (t)) T :ﬂN(t)); 2 0} s

en esta notacién la i—ésima entrada m;(t) s Ta fraccidn de la rigueza o capital invertido
en la i—-ésima opcién, de esta forma la cantidad invertida en la opcidn sin riesgo es

precisamente
N

molt) =1~ > m(t)

i=1
Se entiende que la cartera de inversién irrestringida significa que es posible pedir
prestamos ilimitados y se permiten ventas pequeifias, lo cual, en la realidad no siempre es

posihle

Ohservacién 1.1.1

La cartera de inversion # y la tasa de consumno C' dependen de los precios de manera no
anticipativa, os decir, que una vez vistos los precios instantineamente se decide la cartern
de inversion v la tasa de consumo. Por ello, dados {C(t)},., v {W(t)}tzn, los procesos de

riqueza y cartera del inversor estan gobernados por las ecuaciones diferenciales estocdsticas

X0y = =z {1.3)
dX(#) = (a—ra’ (X @)dt + (rX () = C())dt + X (O)x{t)DdB(5)  (1.4)

(_‘(2((1’],"‘,@,\!) v l:(l,"',l),

donde (o — rl) es la tasa correspondiente a las opciones con riesgo que participan en la
construccion de la eartera w, el factor (rX {t) — C(¢)) corresponde a la tasa de las opciones
deterministas menos la tasa de consurno de la inversion y, finalmente, el tercer sumando
correponde a la variacion aleatoria del procese cartera de inversion en la que interviene

Ia matriz D.

Como se observard, ¢l estado en el que la riqueza ¢s cero sighifica que el inversor se

encieendia en bancarrota, por ello es interesante saber ol tiempo en que ésta ocurre

Ty=inf{t2 0, N(1) =0}, (15)
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Existen varios aspectos relevantes respecto a la banearrota. En nuestro modelo hare-
mos la suposicién de bancarrota cuando se alcance el valor P. No es necesario quebrar
teniendo un monto de cero unidades monetarias (por ejemplo, pesos, dolares, ete.), basta
con que se llegue a un monto P pesos para que el inversor se sienta en bancarrota v se
retire del juego.

Por otra parte, ¢l instante de bancarrota puede Hegar {T) < oo} 0 no llegar (T = co):
en el primer caso el agente recibe al ocurrir la bancarrota un pago de P pesos al tiempo
Ty y el problema de decisién acaba: en el segundo caso se sigue en el sistema controlado
por las correspondientes ecuaciones diferenciales estocdsticas.

Introducimos las funciones de utilidad U definidas sobre (0,00} que satisfacen las

siguientes hipdtesis:

2

U es estrictamente creciente,

o [J ps estrictamente concava,

<

vedy

-

U se puede extender a {0, 00) definiendo ¢l valor en el cero por
M =1 AR
U lﬁgU({)
El inversor desea clegir adecuadamente

{C(t)}tzﬂ y A7}z

tal que se maximice el pago total esperado
o 4 7
Vet yaty = Be [f MU {(c())dt + Pe~FT0 | | (1.6)
0

donde, como sc puede observar, el primer sumando es precisamente la utilidad de evolucidn
de la inversién ca la bolsa, mientras no ocurra la bancarrota, penalizada, por el factor de
descuento e®, por lo que 8 > O corresponde a la tasa de descuento; pero como esta
evolucidn inicamente se verifica en todos los instantes mientras no ocurra la bancarrota,
entouces se integra desde 0 a Ty, Do ocurrir eventualmente la bancarrota, entonces existe
un coste final que se debe hacer y consiste en pagar al corredor de holsa P penalizados

por el correspondiente factor de descuento e hasta 7j. Como se puede obscrvar, se
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trabaja sobre procesos aleatorios lo que indica que la expresidn dentro de los corchetes es
nuevamente una variable aleatoria (v.a.), por lo que es conveniente saber en promedio el
comportamiento del fendémeno analizado, es decir, se considera el valor esperado relativo
al estado inicial x.

La igualdad (1.6} es mejor conocida como Feuacidn de Bellman. Denominaremos
coste interior al primer sumando, coste de froniera al segundo sumando y coste total al
valor esperado de la suma de estos pagos. El criteric de optimizacién indica que se desea
maximizar ¢l coste total, es deciy, maximizar la utilidad recibida de la inversién en una
cierta cartera que evoluciona bajo las decisiones o politicas que el inversor adopte; en suma

que se desca maximizar sobre todas las posibles decisiones que se le ofrecen al inversor.

Observacién 1.1.2

Observe que si se define P = UJ{0)/5, equivaldifa a continuar el problema indefini-
damente después ¢e la bancarrota permifiendo um consumo de la inversién de cero'. ¥l
valor P deberfa ser llamado el pago natural ¥ deberfa jugar un papel importante en ol

maodelo. o

Existen mmchas variantes del problema de consumo/inversidn  De hecho, las eonclu-
siones varian de la ccuacion de Bellman planteada en cada caso; por ejemplo. algunos
antores no consideran ia naturaleza de las politicas dptimas v alginos otros tampoco
la posibilidad de bancarrota. Bajo ciertas politicas optimas la restriccidn del consumo
no ¢s activa y la bancarrota no pucde ocurrir. Is suficiente. por ¢jemplo, suponer que
U0 = oo y asf se alcanza sélo para un conjunto de vaiores de P. Ello muestra que la
posibilidad de bancarrota no estd ligada a U”(0); 1a bancarrota ocnrre con probabilidad
positiva si v sélo si P > U(0)/3.

En este primer capitnlo nuestro objetivo principal es calcular explicitamente la funcidn
vitlor

VH(a) = sup Viomy(2),
()l

para a continuacién utilizar esta funcidn y precisar las condiciones bajo las que existe una
estrategia. politica o decision éptima para el modelo de consumo/inversion.
Muchos trabajos anteriores presuponen que dicha funcién valor es €% v satisface la

ccuacidn de Bellmait. lo cual no siempre es as. Algunos autores demmestran esto, etitre

! Comao se puede absorval os precisamente nn problema bion conoeido de amo tizacion of que se abtiene,
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otros P.L.Lions {LI}, [L1I] y {LI1I} y Fieming y Rishel {FI-Ri]. Como no siempre es asf, hay
que buscar un marco mds general donde la funcién valor resuelva las ecuaciones; por ello
se generaliza a ecuaciones Hamilton-Jacobi-Bellman (HIB) en el sentido de las soluciones

de la viscosidad (ver esas referencias).

1.2 Resultados Preliminares e Hipdtesis

El proceso de vigueza estd gobernado por (1.4), se denota la matriz definida positiva
por £ = DID” v el cumplimiento o ejecucién de una estrategia por {1.6), donde U ¢s una
tuncién con valores reales estrickamente creciente, estrictamente edneava y C*(0, 00), con
extension a [0, 0o) definida por

Uum = léﬂ} Ule),

o) = lcifg U'le):
v de hecho permitimos que U{0} = ~oo o U'(0) = —c0.
Las tasas: de descucnto £ > 0, de retorno de la opcién determinista » > 0 v de retorno
de las opeiones aleatorias & = (o, -+, @y ) S0 estrictamente positivas.

Exigimos una condicion de sublineahidad a la funcién de utilidad U, cs decir,

U
tim 249 = g, (L.7)
¢ld ¢
v equivalentemente que
imU'(c) =0, 8
lgﬂ): {c)=10 (1.8)

Y definimos la constante de estondarizacidn de la cartera de inversion mediante

v = %(a )T (e~ ’I‘].)T, {1.9)
que nos eonduce a considerar la ecuacidn

N = (r=B-7)A-r=0, (1.10}

que. cabe hacer la aclaracidn, es obtenida de Ia estandarizacidn de la ecuacién de Bellman
v un posterior cdlenlo del polinomio caracteristico asociado, Por tanto, so ticnen los

siguientes casos:
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Si ~ > 0 la ecuacidn tienc soluciones
A< =1 v Ay >0 (1.11}

Siy = 0 entonces A_ = E?—T}mﬁ_) es negativa y es sobucidn de (1.10). Cunando A es

definido como antes entonces supondremos

o dp
L Eﬁ%ﬁf<u> Ve > 0 (1.12)

que ¢s una condicidn mds fuerte, en principio que (1.8). La suposicidn (1.12) falla en
el modelo HARA con una funcidn valor infinita, pero, sin embargo, es mds débil que la
condicién de Merton que asegura que la funcién valor es finita.

Bajo las suposiciones téenicas antes mencionadas para la cartera de inversidn y para el
consumo de riqueza {7r(t)}120 y {C(t)}azo se recucrda que la funcion coste total viene dada
por {1.G}. Por tanto, segiin el criterio de optimizacién, estamos interesados en caracterizal
a ta funewdn volor,

La funcidn valor se define de este modo como

Vo(z) = sup Vyyay(z), z > 0, {1.13)
EQLIO]
mientras que sea finita sobre’z > 0.
El modelo que nos interesa cumple la siguiente propiedad
1 1

SO <P <3

Es decir, estamos por arriba del modelo de amortizacién, pero por abajo de la inver-

Jim Lc). {1.14)

sidn con riesgo y horizonte infinito. Las razoncs para considerar esta suposicién son las
siguicnies:
a) Suponoer
> 3 lin Ul
Pzp Jim, Ule)

significa que se deberfa consumir la inversion ripidamente hasta llegar a la bancarrota
v por elle la funcidn valor serfa idénticamente igual 2 P. No existe en este caso una
estratégin dptima; ello es debido a que la bancarrota instantinea no es de nuestro interés.
b) Si 2 < U(0}/# estariamos infringiendo ¢l pago natural U{0) /4 que se deberia dar al

corredor al legar a la banearrota. P deberfa comportarse como pago natural 7{0)/4.
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Deberfamos ver que este pago no nos da nunca un resuliado de bancarrota; de hecho
indica que ni siquiera podemos pagar al corredor en caso de tener una bancarrota.

La expresién para V* es una mera abstraccién en este momento. Sin embargo, consid-
eraremos que si v > 0, existen dos casos & — 1l # 0y o — rl = 0. El iltimo caso indica
que las tasas de retorno entre las opclones con riesgo v 1a opeidn sin riesgo coinciden {lo
cual pesa cvidentemente cn ¢l dnimo del inversor para quedarse siempre con opciones sin

resgo), Este caso serd analizado en la seccidn 1.18.

1.3 Conclusiones

Primera: $1 P = %0—) y U'(0) = oo, ¢ consumo ¢ptime nunca es cero, pero ostd
acatada por é y ¢l proceso de riqueza dptimo no conduce a la bancarrota ( ver 1.11
Teorema 112 2},

Segunda: 5i P > %91 y U'(0} = oo, ¢] consumo Sptimo estd acotade inferiormente
por una constante positiva @ (Teoremas 112.1 y 1.13.1); con ello el proceso de riqueza
conduce a ta bancarrota con probabilidad positiva. Esta probabilidad de bancarrota es
wno s v solo si > 7 + 9 (Observacién 1.12.1).

Tercera: S1 U700} ¢s finita y

1 S IROPRN (7 () e AR )
OO S P <Pt = SU0) - =5 [ﬁ e (1.15)

entonees para bajos niveles de rigueza el consumo dptimo es idénticamente nulo; es decir,
¢l inversos no puede consamir como él descaria hacerlo. 5i P = U/{0)/3, la bancarrota no
GeULTITA. PeIo 51 por contra ocurre que P > U {0}/, 1a bancarrota ocurre con probabilidad
positiva v es igual a uno si y solo si § >+ 4. como lo veremos en la seccidn 1.14.

Cuarta: Si U'(0) es finita y P > P*, el consumo éptime nunea es nulo y estd acotado
inferiormente toda ¢l tiempo por cero si y sélosi P > P* (Teorema 1.13.2). Existe ademds
probabilidad positiva de bancarrota y es ignal a uno siy sélosi § 2 v+ (ver Obscrvacién
113 1),
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1.4 Politicas o estrategias admisibles.

Nuevamente la tasa de consumo se denota por el proceso {C{t)}n, ¥ {ni(t)} . que
es el nimero de acciones 4 = 1, +, N con precios Pi{t) gobernados por (1.1) ¥ {1.2). La

inversién en acciones al tiempo ¢ de la riqueza queda descrita por

x(t} =§nz(t)})1(t)= (1.16)

1=0
que s¢ considera inicialmente en tiempos discretos ¢ — A, £ y t+ /v los niveles de consumo
son constantes sobre egos intervalos, por lo que tenemos
e
2t} = Zw? (t - MF Zn, (£ = RYP(5) + c(t)h = 2(8) + c(t)h, (1.17)
=0 =0
la 11queza invertida justamente antes del tiempo ¢ La inversién (1.17) establece el volumen
de acclones al tiempo ¢ quize s usado para financiar el consumo durante el tiempo [£. £+ 1),
Por supuesto, & partir de (1.16) v (1 17) podemas oblener ¢! incremento de la rigueza
pasado un tiempo b a partir del que podemnos extraer un volumen Cft) de consumo:

N

w(t) = a(t — h) =Y n,(t =~ WY [P = Pt — B — e(t)h; {1.18)

=0
sin cmbargo, en vista de gue ol fendmeno tiene lugar en tiempo continuo adoptamos el

andlogo continuo de (1 18):

dr(t Zn t)d P () — e(t)dt {119

Los cambios v varlaciones de la riqueza se deben dnicamente a las ganancias del capital
de los ecambios del precio en las acciones y al consumo, pero estas variaciones de precio
ocuiren independientemente en as diferentes acciones (cada tipoe de acciones sube o baja
independientemente o adquicren popularidad entre 1os corredores tambin de forma mde-
pendicate), por elo es necesario detallar of peso en la cartera de cada una de ellas. De

este wmodo

es [a fraceidn de la viqueza invertida en ta aceidn 4. Por lo tanto, un uso divecto de (1 1),
{1.2) v (1 19) proporcionan a (1.4).

Partiremos ahota desde (1.3} v (1.4) para formular ¢l modelo,



Observacion 1.4.1
In nuestro andlisis el proceso {B;}QU €5 un proceso browniano N-dimensional sobre un
espacio de probabilidad (£2, F, P) adaptado a una filtracién {F,},.,. Bl proceso {C:},.,

es un proceso de consumo admisible que satisface casi seguramente
L
/ Cids < co t>0 {1.20)
0

v el proceso {m},., es aleatorio con tiempo de parada definido por

13
T(r) = sup {t > / mIrl < 00} ; (1.21)
]

con ¢ ¥y m podemos obtener una solueién para (1.3} v (1.4) durante el periodo temporal

0 <t < T(x). Ello se hace como sigue
t
L= {.1: - / cse*’ds} 0 <& < T}, (1.22)
Jo
donde
t . PR i
2= [ {(a )T 7~ S } + [ mIDdBT 0 <1< T(n) (1.23)
o )
v la integral de Ito cstd definida, puesto que
£ Gl
[ Tl ds < 0o casi seguramente.
Jo

Nos interesa particularmente el tiempo de bancarrota dado por {1.5).

Para cada = > 0 llamamos una estrategia admisible en # al par de procesos de consumo
e inversion {er, mi},5q- Pueden ocurrir los signientes casos: T{m) = oo, Ty < T(x) o bicn
limgpgn 2 = 0. En todos los casos esto asegura que Ty < T(n).

Observe que of supremo en {1.13) es tomado sobre todes los pares e -}, 7{-) de procesos
de consmno ¢ inversién admisibles en 2 para los cuales Vi a0y (2) estd definido por (1.6);
es decir, la integral ¥ el valor esperado se supone que estdin bien definidos,

Por otra parte, {1.4) cs una ecuacién diferencial estocdstica con coeficientes aleatorios,
gue en vista de as condiciones anteriores tienc una Gnica solucion y ademds viene dada
por (1.22) v (3.23), al menos antes del tiempo 75, Esta solucién, come se puede observar,
e5 un proceso estocdstico. De (1.14) se infiere que existe un € > 0 para el que U(Z) > 3P,
entonces el par ¢ = Fy # = 0 es admisible para cualquier 2 > 0, lo que nos dice
aue Veyaey > P para todas las estrategias, en particular, para la dptima se tiene que

V*(x) > P para x > 0, por supuesto, siempre que V*(0) = P. g



1.5 Construccion de la ecuacion de Bellman

El resultado principal de esta seccidn es el siguiente

Teorema 1.5.1 Sea P un nimero finito, V : (0,00) — (P, o0} de clase C?, tal que

satisface la ecuacidn de Bellman

BV(x) = maxgox {(rr —rlrfaV(z) + (rz ~ ) V'(z)
+aBn T2V (2) + U(0)}, (1.24)
z > 0.

G U0} es finida, entonces V(z) = V*¥{x), paraz > 0,

Demostracidn:

La demostracidn es una variante de la ofrecida en la literatura clisica v consiste en
considerar para cada riqueza inicial z > 0 controles admisibles ¢f-) ¥ #( ). Elegimos los
estados £,, 1= 1,2, tales que 0 < & < x < § v definimos ¢] primer tiempo de aleance de

la volatilidad a la constante n como
: !
5, = inf {t >0 / womfds = n}
[}

v al utidizar (1.24) junto con la regla de diferenciacién de Ito nos permite generar la

cstimacion

TEL ATy, ASn ”
f e P (c)at
0

< E. ‘,/Um e g (BY (1) = (@ — 1 Tarjr Vi (200) = (rae = e}V ()

- %w;ﬂﬁfﬂrf‘/"{m,)] dt]

= E, -‘/07-“’“}?,\3" [-d. (e'mV(:L‘t)) + e‘pt:vtV’(.?;t)deBf]]

B o (CB(TO AT ASY (0 (19 AT AS))] 4 Vi) (128

Ya que {0} es finito, cutonces se teescribe también como

t

0> E
U0 2 1,

V(x)

P AT ey AS,
[ B () U(U)}(lf]
]
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: 1
+Fs [exp (=B (T4 AT A S)) [V (z (78 ATy 7 8,)) - EU(O}” :
Si nos hasames en las hipétesis de las estrategias admisibles v al hacer tender £ | 0,
£ 1 ooy n | oo, de tal modo que T4 AT, A S, T Ty casi seguramente {brevemente
denotada por c.s.} por el Teorema de convergencia mondtona y ya que U(g) — U(0) es

una cantidad no negativa. entonces el primer valor esperado converge a

E, { [ P () ondt]

Por otra parte, (1.14) nos permite obtener la desigualdad
1
V(e (79 ATe A1) - 5U(0) 2 P~ %U(O} > 0.

Por io tanto, al pasar al limite (& L 0. & | oo v n | oc de tal modo que T4 AT, AS, T

To) ¥ por ¢l lema de Fatou se obtiene también

limE, [exp (-8 (T4 ATe, 7 S2)) [V (x (T ATe A 5,)) - %U(U)H

oo o -]

v concluimos al dar nna cota inferior

! i

T
Vi) - %U(O) > E, [/U e AU () dt + Pe"ﬁ’f‘ﬂ] - %U(O)

= VC(.},,T( )(:r:) - %U(U},

para después simplemente minimizar sobre os controles para obtener o resuitado.g

QObservacién 1.5.1
Como se puede corroborar, si U{0) = —oco, entonces o integrando del lado izgnierdo

de {1.25) podria ser no acotado como on el caso anterior. Ademads, si se tiene
E, [ e PU (e)dt < o0, (1.26)

donde U = max{0, U} y U~ = min{0, ~U}, entonces (1.25) vale y utilizando ¢l Teorema

de Convergencia Mondtona sobre las integrales
Ty ATy NSn
/ e MUT (e,)dt
0

nos permite concluir que V(z) > V) .¢y(2). Sin embargo, si V satisface las hipStesis del
Teorema 1.5.1 , entonces P es finito y (1.26) os vélido para cada par admisible ¢(-}, 7 (:)

. por tanto, V() 2 V*{x) para toda > ( cuando U{D) = —o00.g
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1.6 Modelo reducido: Teorema de fondos mutualis-

tas.

Supongamos que v estrictamente posttiva definido por {1.9) por el momento ¥ elijamos

constantes v v o > 0, tales que
e — )
TR

entonces se define el models reducido como aquél en el gue vinicamente tenemos una

(1.27)

opeidn {con riesgo con tasa media de retorno o v varianza o) ¥ una opeidén determinista.
En este caso Ja ccpacién de niqueza adopta la forma

g o= & {1.28)
(v — rYF () F(E)dE + {rF() — Bt + FORIDIBY (1) {1.29)

=
=
—
N
s
1

a={m.-,ay) v E=(1.--1),

en donde {B,}PO es un proceso e Wicner unidimensional v {3} ,,, ¢s la fraccion de la
riqueza nvertida en la opadn de iesgo al tiempo €. En este caso la ecuacion de Bellman
cquivalente a (1.24) es

pV{r) = max {((‘v — D2V () + (rr = )V ()

>0
+%TFEWT:I:2V”(.‘(J} + U(c)} .
x> O {1.30)

Requerimos. por tanto, de maximizar ta estrategia a seguir en tas carteras de inversidn.
Fn ot1as palabras, la parte interior de las llaves debe maximizarse por métodos conocidos.

Fn partienlar, al hacer
U(z) = (@ — rD)a"aV'{@) + (rz — )V (2) + E’.'TE’.'TT 22V (x) + U{c)

8¢ (:(}I]b'i(}(‘l'ﬂ enLonces
s
R 0

O

y ¢g posible verificar fellmente que alcanza un maximo en

(o= )l My

oty [?}
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En vista de que éste es el dptimo lo denotaremos por # v la funcién valor se obtiene
una ver conocida esta estrategia (la cartera de inversion), Por otra parte. el estado del
proceso al tiempo £ se nstala también al seguir la misma estrategia, por esa razén la

anterior igualdad se reescribe como

e, {1.31}
La funcidon asociada es

N T -
V(z) = E, [ ]D * e U8 dt + PemTol (1.32)

donde en este caso Th denota el primer instante en el que ocurre la hancarrota para osta
ostrategia, 1.0
To=inf {t > 0; & =0},
Aqui @ es la funcién valor v el par {éhﬁl}zzu e5 una estrategia dptima para el modelo
reducido.
Fn general bajo las lineas anteriores se puede obterner la estrategia optima en ¢l caso

general:

B —V‘(:z)ﬁ T
o= mf/”(z)(w rHZ 7,

que puede ser comparada con {1.31) Para z > 0 deberfamos definir una cstrategia de
consumo/inversion en cl modelo no reducido por
o =7 (1.33)

92

(v = rE)o . (1.34)

T =17

o -7
Precisamente en este modelo no reducido, si sustituimos esta estrategia en (1.4) y nti-

hzamos (1 9) vy {1.27), obtendremos

wp =T {1.35)
de(t) = (o~ r)RY ()t + (ra(t) — &8))at
+ w(ty (DedB(), (1.36)
donde
B= (v — 1Y DBT

o -7
es un proceso de Wiener estdndar.



Observacion 1.6.1

En efeclo, consideremos la ecunacién diferencial estocdstica

2

.,
dx(t) = (a-7l) [frt (e — ?'I]E"lJ z(E)dt

o —7r
2

4+ (rz(t) — e{))dt + z(¢) {frn E%(a - rl)E"}]DdBT(t)

v después de algunas simplificaciones

2

(e 11) [(2”‘)T<a R

oy —7T

] a(t)dt +

2

+ (raot) — e(t))dt + z(2) {7?1 (o — 7‘1)2_1] DdBT (1)

& — 1

[(” f,?')(z g T } 2(t)dt + (ra{t) — c(t))dt

P p——
2

-

z(t) [frg'— d

(v — 1)
= {a —7)hz(t)dt + (rolty — c(t))dt + z(t) {frt

(a — ;-1)2'-’] DdB" (1)

2

= (o —r)faltydt + (ra(t) — &(4))dt + z(t) ['fr,,ﬂ =

al .
(o - :»1)2*] DB’ (1)
(v — T

{ox — rl}E*]} DdB*(t).

29

Por ofra parte, es obvio que a?27% = &, pues co7 = %, por lo que ¢l modelo reducido

puede ser reescrito a través de la igualdad
dz(t) = (o — ) ()dt + (ra{t) — &3))dt + 2t} odB(1)

de ahi se obtiene {1.36). Definimoes al dltimo sumando como

o2

i
-7

x(t) |# (o —r)S T DdBY (1)} .
puesto que el factor aleatorio ostd caracterizado por

x(t) o dB(t),

donde )
t

ay = .
=T

Sin pérdida de generalidad la seguiremos denotando ssmplemente por o.
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Por cllo tenemos

B =—"(a-r1)'xDBT

o -

v esto os un proceso howniano estindar pues B es proceso browniano.q

Por otra parte, comparando (1.35)-{1.36} con (1.28)-(1.30) se concluye que {)A(a}m] y
{X},5, son cquivalentes en distribucién y nucvamente desde (1.32) obtenemos la funcién
valor

Ty )
Vi{z) = Ey [/ﬂ e MU (&,)dt + Pe Pl = Vi ay(x), (1.37)

es decir, los tiempos de bancarrota coinciden en probabilidad con
To=inf{t > 0; 2(t) = 0}.

De {1.37) se observa que la funcién valor V* para el modelo no reducido domina a V, es
decn:
Vi (z) > V{x) z>0. {1.38)

Distinguimos tas situaciones que podrian ocurrir:
a) St P> ~ooy U0} > —oo0, cutonces por el teorema 1.5.1 (V > V*) implica que
T = V* v hemos resuelto el problema no 1educido en este caso.
b) 8i U(0) = —oo y P > —0o, entonces s¢ tienc que U(c) < 0 para ¢ = 0 o de otro modo
podemoes encontrar otra funcion de utilidad Uy, tal que Ui (¢) = U{e) parac > ¢, y Uy{c) =
L+ (c) para ¢ 2 0y 1,(0) » —oo. Con la funcién valor Vi v V', ambos correspondientes
a Uy, de la misma manera que V a V* corresponde a U, tenemos V¥ (z) = Vi(z} < oo,
aplicando la Ohsavacién 1.5.1  sc obtiene nuevamente que V=ve
c) §i U(0) = —co y P = ~oco. En cste caso consideraremos una sucesidn de mimeros
negativos decreciente a —-co ¥ construiremos las funciones valor correspondientes, digamos
Vv, v V¥, correspondientes al pago P, de tal manera que ¥ ¥ V' son las correspondienses
funciones valor del modelo con pago P = —co. Tenemos entonces que vV, = Ve > v
Pot ol Teorema 1.12.2  se sigue que el Hmite limy, o0 V), = V, tal que V > V*.

Conjuntamente con todo lo anterior, (1.38) muestra que en este caso la solucién al
problema recucido proporciona también una solucién al problema no reducido.

Un caso particularmente interesante ocurre cnando v = 0, es decir o = rl, la tasa
de retorno de opeiones con riesgo es igual a la tasa de opciones sin riesgo. Kl inversor

peicoldgicamente prefiere en cualquier caso las opciones sin riesgo (pues no hay peligro de
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perder su inversion): en este caso cualguiera que sea el conjunto de estrategias admisibles

se tiene que

mplt) = mat) = - -

fﬁm(i‘) =10.

Fl problema de maximizacién para este tipo de estrategias fue resuelto en [Le-Se-Shl,
una funcién valor éptima V fue también obtenida y claramente satisface que V< v,
donde V* es el resultado de la maximizacion sobre todas las estrategias admisibles y la
versién multidimensional del Teorema 5 de [Le-Se-Sh| puede emplearse para demostrat que
V > V*. Cuando @ = 71, las opciones con riesgo son utilizadas en el modelo dnicamente
para conducir Ia riqueza a ser invertida en carteras con opciones de bajo riesgo para
obtenor 2.,. De hecho s6lo sirven para formar las carteras exclusivamente con opciones

sin 1iesgo. mas no para controfar aquellas carteras con ricsgo.

1.7 Solucién a la ecuacién Bellman: parte L

Nuevamente consideremes una opeién con riesgo y la ecuacién diferencial estocastica

Ty om= o (1.39)
dze() = {ov — viw(@a()dt + (re(t) — e(t))dt + 2(Em (GodB(t). {1.40)

Entonces vamos a considerar basicamente el problema o # r, debido a que ¢l problema
con igualdad en las tasas de retorno entre opciones con riesgo y opciones sin riesgo ya
fue tratado en [Le-Se-Sh]. Heuristicamente, utilizando la ccuacién de Bellman, se puede
deseubrir la clase de funciones o estrategias de tipo feeback para la riqueza y el consumo.
In la seceidn posterior trabajaremos a fondo en esta clase de cstrategias, sin embargo,
en la presente nos concentraremos e Jas condiciones necesarias para la existencia de una
ostratogia Gptima Esta seccién cs muy intuitiva y se generalizard posteriormente. Para
abordar la ecuacién (1.30) es necesario suponer que V7 < 0 y con ello podemos obtener
una forma explicita de esta funcién. Eu realidad, deberfamos verificar esto (i.e. que
V7 < 0) de manera formal.

Do snponer que V7 < 0, la maximizacién en 7 en (1.30) estd dada por

_ V') o—7

TomE 1.41
'I'V”(:I) O’Z ( )
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con lo que la ecanacién de Bellman se puede escribir como

Az} = maxmax [(o ~ D TV (1) + (rz — )V ()

<=0
Lasat s @) + ()
4
= maox [( — ) # eV (2) + (r2 - )V (2)
%fzerfr 22V (g J

_ m—ﬂ%%m,,‘ L(a—7) V(@)
- a2e V() V' (x} +§ Fx? [V,,.(I)]‘ZU

+ max [(rz — )V (2) + U{e)]

1 (2}

€5 precisamente

((a-V'@P = 1lle-r) )

aeVi{z)xV(x) 2 o Vo (x)
max [(rz — )V'(z) + U{c)] {1.42)

.

hay que maximizar en ¢.

Al abordar la maximizacién sobre ¢ del 1iltimo sumando se obtiene claramente que

pero la restriccidn ¢ > 0 aun no la tencmos atada. Para ello consideraremos que el
consumo depende del estado en que se encuentra el proceso de inversién ¢ = C{z) {el
consumo de la inversion estd sujeto a la situacién de la inversids; si ésta produce muchas

utilidades. entonces s posible sacar un consumo muy alto), que ademas debe satisfacer
Vie) = U'e) = UNClx)). (1.43}

En estas condiciones debemos maximizar en ¢ La estrategia os utilizar la regla de la

cadena v diferenciar respecto a la variable
" 11
Vi) = U{C{a))C' ().
Por otra parte. observe que 7 es una funcidn que depende de V7 3 177 asi que al sustituir

las anteriores igualdades en (1.41) se obtiene

_o-r)_U(Ck) .
T DCE)CTE (1.44)
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v asi quitamos la referencia a la funcién desconocida V. Esto ayuda a determinar el
consumo C(-), aue, ademds, si se supone que tiene funcién inversa AX'(-) nos premite

reescribir a (1.42).
Observacion 1.7.1 §i X(c) =z y C(z) = ¢, entonces
(X (en) = X{c)) X {c) =

o hen
1

X(c)

C'(o) = CUX(e) =
Asl se obtiene (1.42)

o — ¥ (V(x)? , !
(z}gw?;+UAM—aUm+UM

(-1 (U) )
= o+ (1] —r U
R VTGO ()k(ﬁ‘f() e + Ule)
, le quitamos el ‘mdximo’ pues ya se ha maximizado
I Uty I UAC) T ) — U () + U]

o?  U"(C(x))
(1.45)

En resumen

) = o et - v + U,

Ahora al derivar con respecto a ¢ se obtiene una ecuacidn diferencial ordinaria de segundo
mden lineal:
0 = ~AV(X(EX() - {[RU DU (DX (€) + 72 (')’ U"(e)
1
AU} [(U ()X ()] }

()
+ (PX'(e) ~ D () + UM{e) [rX () — o] + U'{e).

Pero, por otra parie, puesio que ¥ "(2) = U'{C(2)). entonces el término
—AV(X(e) = =PV (a) = —BU'(C(x)) = U’ (c)

puede gor eserito en sug varias versiones,



Con todas estas consideraciones la ecuacidn adopta la forma

BY(X(NX'() = =B [ATINU" (X () + X" (U)W (c)+
2 1
Um C 1 X!
+ HWE X' @)} = TP
+ (7 X'(e) - DU (e) + U"(e) [P X {c) — ¢] + U'(¢):

pere en vista de la observacién:

BUVX(NX(e) = =y [2U/ (U (@)X (0) + X" W) )U" ()] +
((e)y*

+ Q)X () = U'(e) + U (e)rX{c) — eU"(e) + U'(e)

2
" (
= —th‘U (()A - X C) [L]” (I) ]

- v(g,ﬂ(j))v"'()\( X
+ UerX(c}— U"{c),

se tiene también que

; 2
WG = 20X - VX)X
y A,Um(c)x'(c)(gf}(?)) FIUX () + U)X (6) —

= X0 [~2w’<c> 0" (gg;) v rU’(c)}
— BVIX)X) + U0 X (e — o],
nuevamente usando la igualdad
_BVAX (@) = BT,
v el hecho
qr)f"(m)U—,,(g = X —w<c>-mc)(g;%)lmc)}
IX(e) + 0@ X ) ~

= X'(o |=-29U"(c) — ~vU"™{ )(U'(C)) +rll'(e) - ﬁU’(c)}

|
=
<
o~
(o]
=

UH(()




+

U'e) p X (e} — €]

X'{c} [U'(c) (<29 41— B) - yU"{c) (g.i(fl) }

It

U(c)
+ U'e) [rX{c)—d.
A partir de algunas simplificaciones se tlega a

X2y = X'(C)“LL”LC)T [0 {e}(~27 +r - 5)

(e )

v, por 1o tauto, se concluye que

(Y eems 0w

Entonces desde 1a teoria cldsica de ecuaciones ordinarias so postula una sohicidon de la
‘s . A s
versién homogénea de (1.46) de la forma (U'(¢))” v. como se puede verificar, hay una

solucidn =1 v solo si la constante A satisface la ecuacidn
YN = (r =) —r=0.

Las rafves de la ecuacién son A. < -1 ¥ Ay > 0, que mediante el método de variacidn de

Jas constantes nos permite encontrar una solucién

¢ 1 U e do
r ry(,\+_,\ﬁ){ Ay A(Ul(g))*f
(

vy e do
(v /C(U'((e})*‘}’

Xle,0)

donde a > 0 ¢s un pardmetro.
Observe que X (e a) estd bien definida pues de (1 12) no es dificd] verificar que X (¢, o)

resuclve (1.46); adicionalimente cantamos con la siguiente relacion 1t

ANy = /7. (1.47)
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La solucidén general de {1.46) es
B (@)™ + B + X(e:a)

. . . . . . Y A
gue, sin embargo, como la experiencia sugiere, hay que descartar el término B{I/'(¢))
debido al répido crecimiento de (U'(¢))* (en la préctica se descarta porque supone la

promesa de una utilidad infinita), que si se define B = 0 se obtiene con ello

o RSN VN S (W) e a8

/\(C,(,L,B) = B(U(C)) +,,,. ,r.(,\_‘__)\_){ Ay /& (Uf(g))r\r
Wiy o . '
G | (U,W_} e (1.48)

v la denvada de X{c; ., B) con respecto a ¢ estd dada pov
XigaeB) = B/\_i_(U’(C)))‘v‘-_lU'H(C)

AN = A {(L L (U (o)

; A_q [ ef) .
e [ (Ur(ej?——}' (1.49)

|

+

Entonces se puede elegir a > 0y B < 0, tal que X (-, a; B} sea estrictamente creciente

sobre {«. oo}, Redefinimos en a a los estados como:
X{a o, B)=hmn X{¢ . B).

Observacion 1.7.2

Cuando a =0 y U'{0}) = oo no podemos sustituir ssmplemente ¢ = 2 en {1 48).5

e esta manera tenemos

. . e (Uen™ e de }
lim X(e;0,B) > |1 = -
5, (e, B) C-H&{;r Ay = A A /,; (Uf([g))h
c 1 e
> H - { f
= ci‘?o{r Y — A,m/ﬂ }
= lim (1 - ! )r-l— 2
emoo A (A =AM S Ay =AM
. 4 C a
= lim +
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entonces se tiene que
X(0,BY;la, 00) = [X(e;a, B), o0)

y s funcidn inversa

Clan, By [X(a:e, B}, o0) — o, o0)

es CF.
1.8 Candidatos a estrategias dptimas.

Una vez fijados ¢ 2 0y I < 0 usammos Xi{c) = Xicia,B) v Clz) = C{zya B),
entonces creamos tas estrategias {C(8), 7(2)},5, obtenidas en la seccidn anterior. BEn la
srgnjente seccion evaluaremos la ejecucidn de estas estrategias.

Seleceionamos a & = X{a) > O dados @ > 0 v B <€ 0. Para 29 > & definimos ol
proceso de viqueza {2}, por (1.36) (ver también (1.44)) y para la scleccion

a—r Ul

= Ol v UL S A0 <t < T 3
e =Clz,) v =T TNIES 0<t<T; (1.51)

Mientras que para £ > T¢ supondremos que ¢ = () y m = 2{x,), donde ¢, (i = 1,2)
son clegidas, tales que o) v =(-) son admisibles, pero por otea parte arbitrarias.
Fag0 los argumentos anteriores derivamos nna ceuacién diferencial estocdstica para cl

proreso de consuma {(.'g}n<t<»r{

Observacion 1.8.1

F.novista de que X (C{x)) = x para x > £ tenemos
XNCERC ey =1 vy XCENC()Y + X'(Cle)Ca) =0. (1.52)

A partir de (1.51). (£.52) y (1.46) podemos gencrar también

Ues)

— y— g, el o)
dey = Tife) R

(U (e))?
0 Vi)
p U,,(”)BL {1.53)
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Iista ecuacion puede ser resuelta explicitamente. Para tal efecto si se defipe 3y = U’ {es),

entonces mediante una aplicacidén directa de la regla de Ito se obtiene
e — 7
dyy = —(r — Bhwdt — m;ﬁy,d&, {1.54)

una ecwacién diferencial estocdstica Hneal, cuya solucidn esté dada por

& —-7r

Uley =y = Ulleo)exp |~ (r — B+ )t — B (1.55)

[

Puesto que U es estrictamente céncava®, U’ tiene una inversa, digamos J, entonces la
ecnacion (1.53) proporciona un candidato para la estyategia del consume Gptimo de la

forma:
, a-—r
o =1 (U {eplexp [~(r - B+ - TB;D , para 0 < ¢ < 1.

En términos de esta estrategiz ¢l candidato para la estrategia éptima de inversién es

a1 Ul Xe)

mETTR Urle,)  X(e 0<i=Ze
Observacién 1.8.2
Observe que
Ty = inf{t >0 2, =¢}
= inf{t>0 ¢ =a)
= inf{t>0 y=0Ua)}. o {1.56)

Sia=0y U'{0) = co, entonces T; = oo casi seguramente (¢.5.) porque y no explota.
Bajo tales condiciones la bancarrota no puede ocurrir. Ademds, si £ = 0 y U'(a) cs finita,
la bancarrota deberia ocurrir cuando g, alcanza a U'(e). Esto sucede casi seguramente si

B 2 v+, ¥y con probabilidad positiva menor que uno si § < v -+ {ver (1.55) ).

*Recotdamos que os una funcién de utilidad,
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1.9 Ewvaluacién de la gjecucion de las estrategias opti-

mas.

Evaluamos la evolucién esperada con la estrategia {e{f), w({}},5, de la seccion 1.8.
Si suponemos que T = Vg (4 {€) es finito y elegimos 2 > ¢, basta con hacer ¢ = C{zo)

para posteriormente utilizar la propiedad de Markov
T o |
Veyn(y(%0) = H(ea) = Eqy Uﬂ ey () di + ﬁe"”‘} : (1.57)

donde {1 }ge,ep, estd dado por (1.54) y (1.5} con g = U'{cy)-
Con todos estos ingredientes derivamos una expresion para H (bajo ol supueste que

estd hien definida y es fintta para ¢ > o). Definimos de csta mancra a
gh ,
Glyg) = H{I () = B, [ [0 BT ()t + se*f”s} ) (1.38)

para 0 < gy < U'{e).

Por ¢l Tecrema 13.16 de Dynkin [Dy] donde establece la fGimula de Feymman-Kac
entonces G estd hien definida y os finita para toda ¢ > a {justificamos esta suposicidn,
annque despuds en la Observacién 1,112 se concluye que G € C? sobre (0,U7(a)). En

vista de lo anterior tenemos todas las herramientas para nuestro anilisis

Gy = —(r — OwG'(y) + v’ Gy +UU @), 0<y <U'(a), (1.59)

v st U'a) < oc, entonees
iim Gly)=7 1.60
i S =7 (1.60)

Inmediatamente desde (1.59), (1.60) y o} hecho que H(e) = G(U'(¢)) se mfiere que si
v

I osté bien definido v es finito, entonces os de clase C* sobre (1, 00) y ademds satisface

U'{c) { UeU(e L.,
AH (c =y — Ay ————| H'{¢
PHE) = ~gagy = gy )
UON poo + vt o
+ W(W) H(¢) + Ulc) ¢ > . (1.61}
Si oeurre ademads U'(a) < oo, entonces
JimH{(e) =71 (1.62)

ala
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v la solucidn gencral a (1.61) cs precisamente
Jle a, A, =AU ()™ + AU + Jolc; a).

En este caso p, vy p. son las ralces posttiva v negativa respectivamente de la ecuacidn
cuadrdtica
v = (r - B4q) = 8=0,

por lo que una solucion particular de (1.61) viene dada por

v (e
niwe) = G-t {0

C A WY e o
L @t e /W} |

Existe, por otra parte, una relacidn enire las rafees:

pr=142 v pppo=—f/y (2.63)

Para una cleccidn de 4 v A se tiene H{(Y = J(..a A, A).

Nuestro primer objetivo cs demestrar que el 1dpido crecimiento de (U7(6))" enando

¢ — oo para una clecodn apropiada de A os cevo.

Proposicién 1.9.% St H{c) estd hen defindo w es findto pare tode ¢ > a y st ademds
J{&a, A,fi) = H(¢) pare alguna eleccion é >, A ¢ A donde J{-;a. 4, A) es acotada por

abugo sobre [¢,00), entonces J{c; a, 4, A) > H(c) para toda ¢ > é.
Lema 1.9.1 Se tienc que
(W)™ .. delaa)
Jum oy T y  limint Wiy <O

Lema 1.9.2 Bl limaie de Jo{ca) cuando ¢ = co estd acotado inferiormente, ic.

hﬂg}f Jo{cya} > o0,

Proposicion 1.9.2 §i H{c) estd bien defimdo 3 es findlo pera toda € > a, enfonces para

alguna eleceadn de 4, J(ea, A,0) = H{c) poro lodo e > 0.
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Para simplificar la notacién usualmente vamos a escribir J{c,a,A) en iugar de
J{era, A,0) 1.,

J(e (L,A) - A(Ur(c)).ﬂ+ + U[(;‘) _ 7(p+:1_. p—) {(U"'E)C))p”' ./ac (U’dg

W) = __do
A fc(Uf(o))f} 1oy

Teorema 1.8.1 5i H(a) < o0, H(c) estd dado por (1.57} y ademds estd bien definida y

es finita para toda ¢ > a, entonces H(c) = J(cya, A), donde A verifica

AU (@)™ +

V) Wy e b r
f3 'YP—(P.i —p_),/u (U:(e)).\_ = (1.60)

Demostracidn: Se obtiene directamente de (1.64) haciendo las cuentas. o
Lema 1.9.3 Supongamos que U'(0) = oo, enlonces

Tint - = 0.

J{c; 0.0}
0w

Demostracién: Se sigie practicamente de (1.64) también. o

Pt

Par ello se ve que crece mis rapidamente (U7(e))™ que la misma J.

Lema 1.9.4 Supongamos gue U'(0) = oo, enfonces

Hm J(e;0,0) = EJL(—U—)
0

1

Demostracidn: Distinguiremos dos casos.

Case I U(0) es finito, Deberfamos demostrar que

. eoaee [Fdf
lim (U ()Y [) W_n, (1.66)

o [ A0 g
I (U(€)) /()———-——(UI(H))A_ ~ 0. (1.67)
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En efecto, de la concavidad de I se obiiene
0 < ERUE [ S
30 0 {UP(B}} +
= l_iLr?cU’(c) < Ti@[U(c) - U0 =0,

¥ por lo tanto (1,66} es demostrada. Para demostrar (1.67) elegimos £ > 0 y escribimos

0 _.'<_ FII’_I(U'(C))'L '[oozalﬁ___

clo (9))"—
— e U\, ce— e ol [0 dD
< @f U10)d8 = Ue) — UL0).

Ahora hay que hacer que £ | 0.

Caso II. Para, U{0}) = —co tenemos la siguiente cadena de desiguaidades
T = [Ulc) 1 LU\
lmJ(;0,0) < 1 - U'(8)de
(600 = '!IR{ A vo-(py = p-) Us (U’{ﬂ) @)

0o {0 do
o [ e |
— (e 1 L
l{li[(l;l{ 3 *"/ﬂw(.’%“f’—)-/g D(f))r}'ﬂ}

= {1 1 (1)
= hm{|—= +—--—-—-u }Ufc) - )
<o (»’f o {py - p_)) (©) vo-{ps — p-)

AN

Utilizando la férmula (1.63) se puede ver facilmente la wgualdad
1 1 P
— = >0,

B apdpe—p)  Blpy — p-)

de donde se obtiene claramente gue

lim J(e;0,0) = —oc g
el
Se anuda el primer términe autométicamente y el tercero se anula en ¢l limite por ¢l

Lema 1,93, 5

Teorema 1.9.2 Sia = 0, U'(0) = oo y st H{c) esid bien definido y es fimta pare cado
¢ >}, entonces
He) = J{e; 0,0), e > 0.
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Demostracion: Por los resultados anteriores se concluye el resultado.

Fs la condicidn asintdtica que dicta el comportamiento det funcional J.

1.10 Resolviendo la ecuacién de Bellman: parte I1.

Dados 2 > 0, B < 0y la funcién X(-; a, 3) dada por (1.48} estrictamente creciente v
que transtorma [a, o) sobte {suprayectivamente) en [X{a; a, B), oo).

La funcidn inpversa (a4, B) como una estrategia feedback para elegir el consumao
como una tuncidn de la rigueza. En las secciones 1.8 y 1.9 vimos cuando las estrategias
de consumo y de portafolio descritas por (1.51) son empleadas para fa rigueza 1ncial
1 > 0, entonces para una eleccidn de A, el retorno esperado es J{C(z1a, B); a, A). donde
J(; a0 A) estd definido por {1.64). En el signiente resultado veremos que un valor fortuito

para A deberfa ser A = Ay B/py.
Teorema 1.10.1 51> 0 y B L0 lu funcidn
. ) Ay N
Vixn, BY=J | Cl{z, e B); a, —)—B . x> X{aa,B) (1.68)
A+

safisfore lo ecuocion de Bellman (1.30).

1.11 Soluciones cuando U'(0) = oo, U(0) es finita y

_ U
p ="

Teorema 1.11.1 Supongo que U'(D) = co, U{0) es finuto, P = U(0)/F y si define a = 0
9 B = 0. entonces una estrategia dptima cstd duda por (1.51). Ademds la funcidn velor

estd dade por (1.68).

Observacién 1.11.1
Do acuerdo a la Observacidn 1.56 | la estrategia dptima del Teorema 1,111 evita

easi segurmenie la banearrota. o
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Corolario 1.11.1 Bago las hipdtesis de la seccidn 1.2 se concluye que V*(x) es finita
pare cede © > 0.

Observacién 1.11.2

Puesto que H(¢) estd definida por (1.57), por lo que puede interpretarse como el
retorno esperado asociado a la estrategia viable y, por lo tanto, H estd bien definido v
H{¢) < oo Ve > 0. Si adicionalmente I/ es acotada inferiormente por cero sobre ¢,
entonces H{c) > —o0, v la condicidn de que H estd bien definida y es finita cobra sentido

y tal como aparcce en los Teoremas 1.9.1 y 192 wva ser verificada. 5

Observacién 1.11.3
Dada cualquier funcidn de utilidad U que satisface lag hipdtesis de la scecidn 1.2, en-
tonces hay la posibilidad de construir otra funcién de utilidad I/, como en la demostracidn

del Corolavio 1,111, tal que

D) > Uley  ¥YexO
La funcién valor correspondiente a U7 es finita también para cada cstrategia viable; en

otras palabras
Ty .
B, [/ eﬁmU(c;)dt} < o0,
9

v por cllo {1.26) s vdlida. De acuerdo a la Observacion 1.5.1 la conclusién del Teoremna
151 es valida aun si U{0) = —co. De (1.26) también concinimos que la mtegial v la
esperanza en (1.6) estdn bicn definidas para cada par o) v #(-} admisibles on 2. Esto

incluve ol caso especial en el que U(e) = log{c). o

Observacién 1.11.4

La eleccion de @ = O en ¢l Teorema 1.11.1  nos proporciona la siguiente cbservacidn:
si F(c) estd definida por (1.69), entonces a es la tnica solucidn no negativa de la cenacidn
F(c} + p4 P = 0. Sin embargo, limeqel7{c) = 0 (0 < U'(c)e < Ule) - U(0)) para ¢ > 0,
bajo las suposiciones de esta seccién y también tencmos desde (1.69) y {1.67) que

P(0) = lim F(¢) = m%y(m =—p.P.



Por otro lado, a partir de (1.66) v (1.67) se obticne que

X(60,B) — BU ()" =

c {(U’{c))”* / d
rooyA = AU [ M ()™

(W) o db
- OO [

converge a cero cuando ¢ | 0. Puesto que hemos requerido de que limgo X (¢;0, B) =10,

esto nos conduce a que B =0

1.12 Solucién cuando U(0) = —oo.

Sc requiere aqui v on la siguiente seceion el lema auxiliar que se ennncia a continmacion

Lema 1.12.1 Supongumos que P > U(0}/8, U'(0) y U(0) son no necesaramente finitos,

ol mismo bempo que definmmos

SN ) iy B Y . .
Fl) = — 5 [ o PLyie) + 2Xell'(e) e (1.69)

Entonces aseguramos que I os estmclomente decreciente y ademds
Jum Fley 4 pe 2 <0,
En purtreular, la ecuacign
F(e)= —ps P (1.70)
tiene o lo mds una solucién positwe. Sin embargo, se puede precisar ain mos pucs ésta
fiene una solucidn sty sdlo s F(0) 4 p2 17 > 0 se verifica.

Puro tal efecto denctomos

F(0) = lr%l F{e).
En particular. st U'(0) = oo, entonces F(0) + pe P > 0.0

Cuando se verificn que U(0) = —oo también tenemos U'(0) = oo ademds si P s
fintto. entonces {1.70) tlene una dnica solucién ¢ = a > 0. De tal forma que podemos
elegir B.otal que N{a, a0, B3) = 0 1.e.

a Wiy e df
- )/0 T = 0. (1.71)

! M -
BUH) T+ 2= T - )"
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Es evidente a partir de {1.71) concluir que B < 0. En este momento ya se puede
implementar una estrategia cf-)#{) descrita por (1.51) con £ = 0. En (1.57) defintmos

¥ = F v usamos el Teorema 1.9.1 (y la Observacidn 1.11.2 ) para conchiir que
Veym(y (@)= T (Clza, B); 6, A), x>0,

donde 4 estd dado por (1.63). Multiplicando en (1.63) por p, /U'(a) y en (1.71) por A4,

restando las ecuaciones resuttantes y después de algunas simplificaciones se obtiene

(B~ o AU (@) + 75 (P‘U(a}) ¥

U'(a) B
:\;{z 1 P+ A o« df _
A ) (p_ \)/ (e :

Que en vista de (1.63) v la ecuacidn Fla) + p P =0, se puede reducir a A = A\, B/p,.

Asf, finalmente hemos tlegado al

Teorema 1.12.3 Supongamos que U(0} = —oc, P es finito y sea ¢ = o la dnica solucién
positive de (1.70) y B dado por (1.71). Entonces una estretegia dptime estd dada por

(1.51) y de funcién valor esid dada por (1 68) respectivamente,

Observacién 1,12.1

Recordamos de la Observacidén 1.56 e fa estrategia dptima conduce casi segu-
ramente a la bancarrota si § = 7 4+ 9, v esto a su vez conduce a la bancarrota con
probabilidad positiva menor que nno si § < » + <. Por tanto, existe un criterio para

prevenirla o evitaria.g

Teorema 1.12.2 Supongamos que [/(0) = —oc, P = U{0)/# = —co y tambidn definimaos
== 3 = 0. Entonces hay una estrategia dptime dada por (1.51), por tento, le funcion

valor estd dada por (1.68) y bajo lo estrategia dptima la bancarroia no ociurre.
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1.13 Solucidn de todos los casos donde el consumao

restringide es inactivo.

El proceso de consumo éptimo encontrado en las secciones 1.11 y 1.12 fueron de la
forma ¢ = C(zy:a, 13), donde {754 > 0} es up proceso de riqueza éptimo cuando ¢ > 0y
B < 0. De ocurrir que U'(0) = co v a = B =0, 0 que a > 0 v B satisface (1.71), entonces
X(a;a, B) = 0y también ¢; = C{z — tie, B) > 0 cuando z; > 0. Por lo tanto, decimos
que la restriccién del consumo cs inactiva o mas precisamente que ¢; 2 0. Adicionalmente
a los eagos analizacdos en las secciones 111 v 1.12. existen otras dos situaciones en las que
¢l consumo restringido es inactivo  Las demostraciones de los siguientes teorcimas siguen

en lineas generales la misma demostraciéa del Teorema 1321

Teorema 1.13.1 Supongamos que U'{0) = oo y U{0) es fimto, y P > U(0)/3. Siendo
¢ = a la drrca solucidn posttive o (1.70) v B dado por (1.71). enfonces hay una estrolegu
dotime dada por (1.51). Adicionolmente la funcidn valor estd dade por (1.68}.

S U0 o U'D) son finitos es posible definir

U] (o)™

© df
e / T (1.72)

(o

y, por otra parte. en este caso (L.70) fene une solucidn posibwa sty solo &2 P > P*.
Mientras que si P = P* (1.70) fuene una solucidn ¢ = 0 y st U(0)/8 < P < P*, entonces

(1.70) no faene solucrdn nonegativa, Fste «iltimo caso es cl objetiwo de la seccidn 1.16.

Teorema 1.13.2 Supongamos que tonte U'{0) = co, como U(0) son finutos y que P =
.8 P> Py es lo dnica solucidn positive de (1.70), entonces P = P cugndo a =1{);
en cualquier otro easo B viene dado por (1.71). Una estraieqa dptuna es dade por {1.51),

y la funeidn valor esld duda por (1.68)

Observaciéon 1.13.1
Pucsto que U'(a) os finita en los Teoremas 1.13.1 v 113.2 . la Observacion 1.56
(con £ = 0) mmestra que hay nua probabilidad (igual a uno si y solo s § = 7 47} de

bancarnota g
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1.14  Solucidn cuando la restriccidon del comnsumo es

activo.

El tinico caso que resta tratar os aquél donde U(() es finito v U'(0) para el que ocurrivd
que
i
BU{O) <P< P, (1.73)

agui P* estd definide por (1.72). En esta seccion supondremos Jas condiciones men-
cionadas anteriormente v estableceremos la existencia de T > 0 y B < 0, tales que el

consumo optimo estd dado por
0, DL <T,
0= (1-7‘1}
zZ

donde C(F0,B) = 0y C(7;0,.B) > 0 para & > z. Por un lado, si P = U(0)/3.

deberfamos tener que B = 0, Por otio, i U(D)/8 < P < PP*, ohtenemos que

P [p 2 ;
B = S (P BU(O)) ) (1.73)
donde l
1 o i N
Y= =01 P - = e e T
7= ( ﬁU(O)) Ua (U’(ﬂ))""} e
En resumen, lo que hay que obtener es
SN VR (741 (4)) S A .
B = BUON - Mfu e (1.77)

Ohserve que la destgualdad P < P* implica en (31.76) que 37~ < (U'{0})"" v que s} ésta

altima es valida ello nos conduce a
7 > U'(0). (1.78)

Cuando ocurra que P = U(0)/8, cntonces adoptaremos la convencién § = co , de modo

que {1.78) deberia ser verdadera. Cuando B = (0, una consecuencia ¢lara es que T > 0 v

finalmente para el caso en que U(0)/8 < P < P* concluimos desde {1 75) y (1.78) que
i 1 Agppy * !

o (- e

FAs = AL) )

3
+ A .
— (U (O)) (U’{O)}“”"*[ “.__EILQ__

YA (Ay = AD) o (LMY’

BUON >
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de nuevo ¥ > 0. Finalmente, notamos que con X (c:0, B) definido por (1.48), T =
X(0,0,B), tal que (7,0, B) = 0.

En las secciones anteriores elegimos el consumo como una variable intermedia y nos
referimos a la riqueza a través del consumo via X{c;a, B) v al valor del consumo via
J(c;a, A . B/py). Esta eleccién de Ia variable intermedia es ahora inapropiada porque la

transformacion desde la riqueza al consumo descrita por {1.74} no os invertible. Entonces

.; *

por esa razdn deberfamos usar ay = que debe jugar el rol de variable intermedia. De-

beriamos ;J;escubrir que V* es estrictamente concava, de tal manera que la transformacidn
deza —a‘;—(z') sea invertible.

Ad@m;"'ls, cuando r > 7. deberfamos tener el consumo v la riqueza dptimos relacionados
por %(1) = 0"} (ver (1.43)), tal que y = U7 (¢} cuando 2 > 7.

Recordemos a ia funcidn 7 - (0, U{0Y] — 10, 00) {la mversa de I/') y consideraremos
una extension de ! por ceto J = 0 sohre el intervalo [I7(0).c0). StV es C? v ademis os
estrictamente eoéncava, entonces la ecuacién de Bellman (1.30) adopta la forma {1.42) y,

por lo tante, puede sa escrita como

~ g 2
AV(z) = — f‘[(:{(;f))) + [re — TV (&) V' (2) + DTV {2)), z > 0. {(1.79)

Por analogia con (1.48) y (1.57) para a = 0 v ¢ = I{y) respectivamente. Definimos
C <0v A <0 para obtener

1
Xy B) = Ay +-1ly) (1.80}
I ol di yr- e df }
e B = [ by,
YO~ 3 { % ) @@ " A b w0 Y
¥ famnbién
1
Ty, A) = fﬁ:u""+ﬁU(I(y)) (1.81)

gt plw) P-  roo a6
—”—E_“{L/I“?ﬁTJFL/ —“_—'\—} y > 0.
YA = A Lo S0 (e p- Do) (U(0)
Para ¢ > 0 tenewos que ¢ = [(U7(¢)) v, por tanto,

X(U'e);B) = X(¢;0,B), v JW(e)hA)=Te,0, A >0 (1.82)



Por otra parte, puesto que

7 I(w) dé
X B) = By ' = ey [ e
(v B) vy NV {1’ fo (U(6))*

o df
gt [T } g0
Y jf(y) (1o v

es negativa, entonces inferimos gue &'(+; B) es estrictamente decreciente. Es por ello que

desde (1.82) y (1.30) tenemos que
lj{)ﬂl&’(y; B) = lim X(¢;0, B) = cc.
Al retormar {1.80) tenemos
; , — 1 Ao
yllfgloz’(.’(y, B = ;lleﬁolc By

Consecuentemente, si B = 0 ya que X (-, B) transforma al intervale (0, co) en s{ misma
v tiene inversa V(- B) @ (0, 00) 50~b+m {0,00) Para el caso en que B < 0 las férmulas
(1.73). (L.76) v {1.78) pueden ser usadas para mostrar que 7 estd definido por (1.76) v
adicionaimnente satisface que I(7) = 0 v X{(7; B) = 0. Consideramos X' (-; B) resivingida

a {0,7). lo que estd contenido en [0, 0o) ¥ su Tuncidn inversa Y(-, B) : [0, o0) sobre (0.%).

Observacién 1.14.1
Las condiciones (175} v (1.76) son equivalentes a los requerimientos V(7 BY = 0 v
T Ay B/py) = P, La condicién (1.77) nos dice que T = A (U'(0); B). o

Lema 1.14.1 St las hipdtesis (1.73), (1.75) y {1.76) son vdlidas, definimos

I\+
Vi) =T (y(:z:: B3y —-B) , >0
P+
Erntonces la funcidn V es estrictamente crecrente, estrictamente cdncave y ademds verifica

lo eenacion de Bellman (L.79) y la condicrdn timite

lm ¥ (2) = P (1.83)
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Demostracién:
La demostracién es sencilla y se obtiene a partir de la ecuacidn {1.80) y (1.81) de

donde obtenemos

J’ (y{m; By, L\*-B)
V} ) = 7+ — . 0 i
(z) Ve B) 1) Y(z; B) >0, z>0 (1.84)
v la segunda derivada satisface -

1
A 5,5

con y = Y(z; B) la ecuacion (1.79) se convierte en

V' x) =Y (z; B) = T > 0 {1.85)

/\.A .
87 (y; 5 B) e X B (P By~ 1))y + UL <y <7,
.}‘

v con cllo sc obtlene ol argumento de verificacién de la ecuacidn. g
Ahora suprimimos el pardmetro B < 0 y dnicamente bacemos la consideracién que 1
estd definido como en el Lema 1.14.1 . Sea 25 > 0 una riqueza inicial dada v definhmos
(ver también (1.-11). (1.43))
(o~ )V {2}
g, Vi(x,)

donde {1y, 0 <t < Ty} v 1) estdn definides por {1.40) ¥ por {1 3) respectivamente. De

o = 1{V'{z)), w=— 0<t<Ty, {1.86)

tal forma ¢ue denotaremos por ¥ = V(z,), tal que yq = V().

Yema 1.14.2 Fi proceso {y,, O <t < T} verifica (ver (1.54), (1.55)) lo wuelded

-
Yt = Yo TP {w(?' — B+ ) — . w;] , {1.87)

Y
To=inf{t >0, p.=7}. {1.88)

Observacion 1.14.2

Si I == U{0)/8, entonces B = 0 y por convencidn § = co. Por otre Iado, si (1.88)
es valido se elude la bancarrota casi seguramente. En este caso x, e y; estin definidas
para @ 2 {l. Para ol case P > U(0)/F tambicn B < O y se concluye que ¥ es finta y
ye < . La bancanota debevia oourmn con probabilidad positiva y serfa igual a uno sl y
sdlosi f > r+1 Cuoando T, < oo, Lante z, como 1 estdn definidos para 0 <1 < T, En

warticular, #(+) s admisible v estd definido como en Ja seecidn 1.4, g
] 3



Ahora evaluarernos la cjecucion de fa estraiegia {1.86). Definimos
Tn " P
Hlyo) = Ly Uu eSTUI ()t 4+ Pe™™ 0 0y < T (1.89}

Por el Corolario 1.11.1 y el hecho de gque I es acotada inferiormenie por I{0) Nlegamos a
que 7 estd bien defirida v ademds es finita. Mejor ain. si recordamos a {1.78) v hacemos
la consideracién que 0 < yy < U'(0}, entonces podermos tomar 7 dada por (177}, tal que
T=X{UN0);B)y Ty = inf{t 2 0; u = U'{0)} v junto con todo etlo podemos utilizar la

propiedad fuerte de Markov hasta obtener
L ;
Hlyo) = Eyo Uu U ()l + HU )|, 0<y<U'0).  (1.90)

Finalmente, ka comparacién con (1.58) demuestra que H{yg) = H(F(m)), para ¢ <

yo < U0, que por el Teorema 191 nos proporciona
Hiyod = J{Hye): 0,A4) = T(yor A) 0 <y S L7(0). {19n

para una eleccidn apropiada de A.

Do acuerdo al Teorema 1.14.2  (ver también Dynkin [Dy]) se concluye que # viene
dada por (1.89) ¥ ademis es C* sobre {0,7). En concreto. satisface {1.39) sobre ese
mrervalo v adomds st es finito, entonces

lim M {y) = P. {1 92)
yiy

La solucion general de (1.59) es precisamente J(y: A} + Ay?~. De este mado, (1.91)
nos muestra que deberfamos definiv A = 0 para obtener H. Otra consecuencia de gue
7 wea finita es que 4 puede ser determinada a partir de {1.92). Sin embargo, también

TONLINOR

s 1 T < dfl
AT P SO A e |
O o b ey

gque en vista de {1.75}, (1.76) ¥ {1.63) nos permite obtener ia ignaldad

gt = - wﬁi\;___ - .];
f’ﬂ-”l?jﬂ = P+ (1 a (pr(/\+ - }\~)) (P ’BU(U))

= — _’l:%iw > i 7
= T - ) (’ Ch (O))
= A\, B,
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donde

Ar
2+
En otras palabras, cuando U(0) < F < P* y 2 > 0, la cstrategia descrita por {1.86) sirve

A= B.

como conducto para obtener el retorno esperado
A
Viyatylan) = F (y(wofﬁ‘); iB) zg > 0. (193)
)r-
Teorema 1.14.1 Suponiendoe que U(0) y U7(0) son fimtos y que U0}/ < P < P*;
ademds, si 3 < 0 en virtud de (1.78) y (1.76) se concluye que la funcién valor V' wmene

dada por (1.93), adicionalmente la estraiegio defintda por (1.86) es dptime.

Demostracion:

De acuerdo al Teorcma 1.15.1 v al Lema 1.14.1  concluimos que la funcidn del lado
derecho de {1.93) mayoriza a V7. Por olya parte, puesto que Vg £ V7, o Teorema
queda demostrado.g

Esto rednee el problema actual a estudiar o] modelo con P = U(0}/8, ya que micstro
candidato a estrategia dptima evita la hancarrota en este caso. Sin embargo, habria que
verificar también la condicidn de frontera (1.92), que por cierto no puede sor invocada
para determinar al pardmetro A.

Llegados a este punto deberiamos considerar este problema como el lmite de una
sncesion de problemas en los que el n—ésimo problema tiene un pago P, € (U(0)/8, P*)
v tales que £, L U(0)/8. Para csa sucesién de problemas la funcidn valor del n-ésimo
probiema es F{Y(z; Ba); As Ba/py ), donde B, estd dado por {1.75) ¥ (1.76) reemplazado
P por P, (coma detalle sceundario podemos verificar que B, 1 0).

Asi que si V* es la funcidn valor en el problema con pago P, entonces el problema
con pago P, es mas favorable, pero la diferencia entre los retornos esperados entre los dos
problemas bajo la misma estrategia no pucde exceder a P, — U{0) /5.

Consecuentemnente obtenemos la designaldad

J (J){-f«'; FEME e ) - (Pn - }*U{U)) SV T (y(-?::Bn); i\"tBu) s,z
7+ 3 Py

(1.94)

Lema 1.14.3 Cuando I, LU(0)/3 v B, 10 como anteriormente, entonces

tim 7 (}/’(:1': B ?)\mtB“) = TJ(¥(z;0};0). x>0
lf'

[ el



se verifica.

'Teorema 1.14.2 Supongamos que U{0) y U'(0) son finitos y que P = U(0)/8, entonces
la funcidn valor es V(x)=T(Y(2;0);0), con x > 0 y la estrategia definida por (1.86) es
dptima.

Observacion 1.14.3

En vista de que Y{7; B) = U’'(0), entonces (1.84) implica que cuando U(0)/8 < P <
P se obtienen las relaciones siguientes

d

¥ U . =
d::ci (z) > U0}, 0<az<E,
d * — !
di ) = U,
d

R ) e
de () < U0), > 7

Una observacidn cxira es que a partir de (1.82) v (1.84) podemos obtener la estrategia
definida por {1.86) que es similar a ta descrita por (1.74). g

Observacidén 1.14.4

Adicionalmente tenemos que

LN e (17 AU T 1 () T .
Vi) = OO/ 0<a Smomt s [T ot

también se verifican cuando P = U(0)/8 obteniendo el valor dptimo

V) = J(Y(2;0);0) = %TEU'(())(:J:/E’}]M" + :;"U(O), O<a<E.

En particular,

d
i — Vo ==
11%1 dz:‘ {x) =00

es of valor asignado a ¥ para este caso. En el otro caso, U(0)/8 < P < P* tenemos desde
(1.84) que DV*(0)/dx =7%. o
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1.15 Soluciones para funciones de utilidad HARA.

In esta seccién nos referimos a un caso particularmente interesante mejor conocido
como Modelo de Aversién ol Riesgo de fipo Absolutamente Hiperbdlica {Hyperbolic Ab-
solute Risk Aversion, en sus siglas en inglés HARA}, que comprende a las funciones de

utilidast scbre (0,00) de la forma

ey =(c+n).  0<d<l, 20, (1.95)
Ule) =—(c+n)’, <0 n=0 (1.96)

v
Ule) = loglc + ), n = 0. {1.9m)

Lailtima funcidn o8 mejor conoeida como una funcién HARA con pardmetios np 2 0
=1
Cuando d < 0, se observa que U satisface la condicion de crechimiento (1.12) porgne

Ao < —1. mientias que si 0 < & < 1, entonces {1.12) resulta equivalente a

%]
A>rd+ '1—“_‘8', (198}

que os una condicién mas débil que 8 > 8[r + (2 - §)/{1 = 9)}, que fue impuesta por
Merton [Me] {ver la condiadn {41) de esa referencia) para garantizar la finitud de la
funaion valor

En esta seecidn nos comcentramos en los resuitados aplicados sobre éste a tas fanclones
HARA con n = 0, al mismo tiempo que mostramos que para ¢ < 1 ¥ cnalquier 5 2 0
la formula (1 98) es una condicidn necesaria para verificar que una funcidn valor es finita
por ¢l nso del Corolarie 1.17.1

Finalmente. usando (1.47) v el hecho de que Ay +A_ = (r— 3 —v)/7 podemos mostrar
que enando 5 = 0 la férmula {1.48) nos proporciona para toda § < 1 una expresién de la

riesn

(1-&e _
i e v T (1.99)

Dircetamente de una obscrvacidn a (1.99) pucde ser corvoborado con facilidad gue

X{e;0.0) =

ciando ¢ < 0 o denominador es positiva. wientras que enando § > 0 ¢f denominador es
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positivo dnicamente bajo la condicidn (1.98). Concluimos, por tanto, a partir de (1.63),

(2.64) y el hecho de que o+ p.. = (r—8+47) /7y que cuando 1 = 0 las siguientes igualdades

. _ (L& )
NG00 = goopo s e200<i<l,
(1—8)c
0,0 =
T60.0) = oy iy e20.6<0

r-f+y

J(0,0) = —l-Iogc+ 7

c>0,d=0
3 g

san validas,
Podemos inrvertir a X(¢; 0, 0} para obtener
i rd
Cl;0,0) = — |[F~1rd— —= iz
(2;0,0) -4 1—9
Entonces si definimos las fanciones valor aproximacdas para los diversos valores del pardmetro
8:

1-4 -4
Sol) = K .
Vi{x) (——wﬁ T C 6)) x°, x>0, 0<d <, {1.100)
1-4 -9
7 — N .
Va(z) = (;3—-:5~w5/(1_0)) 29, x>0, §<0, {1.101)
— 8+

Vilz) = —1%(ﬁ1)+ —

x>0, 4=0Q. (1.102)

i I .
Tenemos que a partir de (1.41) se obtiene wna politica constante de inversion dada por
o — 1
Ty =5 s t>0,6 <1.
T (1= 8)e? ==

Teorema 1.15.1 Considerese el problema de Consumo/Inversion para una funcidn de
utibidad U como en (1.95) y (1.96) 0 (197 conn =0 gyeomn P=0si0< 8 <1, 0
P=—0csid <0 Stocurre que 0 < & < 1 suponga (1.98). Entonces la funcidn valor
estd dada por (1.100), (1.101) y {1.102) respeclivamente.

Demostracién:
Fste Teorema es una consccuencia directa del Teorema 1.11.1  y del hecho de que si
0 < § < 1, entonces {1.98) implica inmediztamente la veracidad de la férmula (1.12). o

Se tiene una consceuencia de esta afirmacion

Corolario 1.15.1 570 < 8 < 1, 5 > 0 y (1.98) no se verifica, entonces concluimos que
V*(2) = oo para fode 2 > 0 y toda P.



57

1.16 Dependencia de la politica éptima sobre los pre-

cios.

En la seccién 1.4 especiﬁ-camos el consumo e inversién para N acciones con riesgo
adaptando la filtracién del proceso de Wiener controlado N-—dimersional {8, Fi},..0:
esta filtracién puede ser mds grande que la filtracion {F7},., generada por este proceso
browniano. Resaltames que los procesos cstragias de inversién y consumo dptimos que
hemos manejado son, de hecho. adaptados a {F},.,. Esto se debe a que la matnz ) de
{1.2) es no singular, Por otra parte, {ﬂ)}:go es también una filtracién generada por los
vectores de precios P(¢) con t 2 0. Por esa razdn, la estrategia dptima es controlada por
los precios de las acclones,

Para ver més claramente que las politicas dptimas estdn controladas ¢(¢) y 7{f} por csa
filtrac16n. observemos que en el modelo reducido con una accidn de ricsgo precisanente
las cstrategias optimas off) v w(t} vicnen dadas por (1.86), donde el estado = puede sor

(1(3tt‘1‘111i11&1(10 a4 paltil' (19. z('l C{:]la(‘io[]
4 (!. R L) 1-1 3

vy, para t > 0 estd dado por la férmula (1.87). Como el consumo restringido no es activo,

I %

tenetnos e U'{e;) = ([( () ¥ por lo tanto (L.86) v (1.87) se obtienen directamente
de (1.51) y (1.53). Adz‘.;'fu%s como V* es cstrictamente concava en la frmula (1.203),
puede resolverse en z; despejando en g, y como ¥ estd adapatado a la filtracién {FM} 150t
entonces o estardn también las estrategias oft) y #{2). De manera semejante se puede

proceder en el modelo general con N acciones que evolucionan bajo riesgo.



1.17 El modelo con «a, ¥ v r no constante.

Denotemos por V{-;v,r) la funcién valor relativa al modelo con coeficientes variables
{de momento hemos concluido acerca del modelo cuyos coeficientes son constantes); en este
caso v viene dada por (1.9). Mds generalmente, suponemos que &, ID ¥ r son reemplazadas
por sendos procesos aleatorios a,, D, v r, continuos por la derecha y asociados a una
fltracion {Fi},q.

Este modelo originariamente fue propuesto por Merton [Mer} como punto de partida
para analizar puntos de equilibrio. En este sentido podriamos definir también 2, = IDtlDf

v suponer que L' existe para toda £ > 0. Si se define
i 3 -
Y= §(Q| - T';I)El 1(053 - ?'11){.

Podemos demostrar que si 0 < ' < 1" v o' < rp <07 valen para toda ¢ > 0, entotices

ciertamente se puede obtener la siguiente cadena de desigualdades
I”(w;‘}”)rr) < If(:;;) < V(-’U;’Y”,T”}, T2 0,

donde por supuesto V denota la funcién valor para el modelo gobernado por oy, ID; ¥
r,. 5i U os de tipo HARA con == {0 (ver (1.95)-(1.97)) v el pago P es {/(0)/8, entonces

V{w;9', ") es una cota inferior® para V(x) visto que

A E—‘/:_Zg (VE =7+ —r'} ds 2 0.

Este resultado nos da pic a trabajos futuros que posiblemente sirvan de continnacidn a

esta tosis,

1.18 Resultados Tabulados

Presentamos una serie de tablas que resumen los resultados. Aqui g representa ia
probabilidacd de bancarrota bajo la utilizacién de la estrategia éptima, v estd dada por

((1.9)) ¥ P* por ((1.15)) respectivamente. En la tabla 1,18 se describen los resultados

4D hecho es uha subsolucién pava V().
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que se obtuvieron para las combinaciones entre U'(0) y P. Las tablas 118 'y 118

reprosentan esquematicamente Jos resultados obtenidos en el modelo en el caso en que

a = ri. En todas las tablas las referencias son presentadas en la seccidn 1.2.

o #rl
i P < U0) LUy < PSPt P* < P < 3U(0)
C >0
g=10 Cy>a>0.
Cp, >a> 0,
Este caso 0 : 0<g<l,
< g <l
, fue ostudiado . ! si 3 <+,
{6y . st 3 <1+,
por Merton ) g=1
= q =
Mer st d>r+
o0 (] sifzr+ - i
Sec. 2.1, Teoremas 1.12.1,
Teoremas 1.12.1, 1.13.1
1.11 1.13.1
Observacidn 1.12.1 .
Teorema Observacion 112 1
1.12.2
G! = {]
si X, € (0,7
Ci >0
: Cr>a>0,
si X, € (7, o0) C,=0 beael
(T=10 si X, € (0,7) i ==
uo) sif3<r by,
cuanclo P = P*) G, >0 )
< =
0<g<l s X, € (7, 00) 1'[3> .
5 e+,
sifd<r4y qg=10 - '
Teorema 1.13.2
qg=1 See. 1.14 )
Observacion 1.13.1
sSif>rty
Sec. 1.13 v
1.14 ]

Consuine rapidamente hasta la bancarrota,

e este caso NO hay politica éptima y V(z) = P, para 2 2 0,




8i X, € [Xog, 00).

a=rl
h
L0} = o0
S ——
P < %LQ(U) Zl;U(U} <P <P P < P LU (o)
&
< Gy >0 Cy>a>0, Cy»a>0,
- 7 =0 m =0, =10
(D S) [} t Tt
r
S
C, irrelevante
ﬁ Ty = OOS’;’:X: IS [0, .z\:m),
- Cy>»a>0, 0= (New—7)/ Xeo sl z €0, Xs) lo mismo que
- e =10 Cy>a>0, en ¢l cuadro
(o ) - .
: g=1 sl Xy € [Naen20), de laizguierda
,
q=0
f—* sz el N,
Ct = 'J")(oo,
m; arbitrario si X, € {0, X)),
% Aop=t < gy < ]
s Cp=rX,, Ao — 0 o mismo que
> sixe [0, Xl
7, =0, en e} cuadio
(o <) Cy=rX,m =0 Lo
g=10 o i de 1a izquicrda
7 si Xy € [Noo, 00),
q= 4,

Consume rdpidamente hasta la bancarrota,

en oste caso NO hay politica éptima y V(a) = P, para x > 0.

60
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o =7l
U0 < oo
Pz U0 U < P < P Pt P o< SU(o)
Cz >0
B8 0 Cr>ax>, Ce>a>0,
Ty =
= : . = 0: Ty = O
g=1si " |
r q: q =
P= %U(O).
C, irrelevante
- , C, irrelevante
51 )X; & [0. -"\00)' Cy [0 \.
si X, el0, Xy
€, =0 Ce=0, o | 0 )
= >a >
.t sl ‘\:l € {/YOO: i}; t_ X, ¢ [_Y
51 31 b . M
) (Xoo = Tsi P = P*); S X, € [Xoo- 00);
Y, € (0,7, )
"1aso > i X, € 0,X
> si X, €10, Xs),
< ..‘ ¢ XL € [O;Xoo), = i I oo)
si T = 0
" Y (mo) ) Y, € [Xon, 00)
X, e (T, ), si X, € Y, 00).
PR si X, € [N, 00), ‘ »
7y =10 (Y )/Y X,-_.SY—J;
Noo = 2}/ X Ao
g =0 si Xp € {0, Xl
size [G,XW); q= ‘ ( oo}
= 0

|

0
st & € [Ny, 00);

si .Yy € [Vo0)

Consume raptdamente hasta la hancarrota,

en este caso NO hay politica dptima y V(a) = P, para z > 0.




Capitulo 2

El Modelo General de

Consumo /Inversion

2.1 Introduccidon.

En esta seccidn se aplica la teoria del Cidleule Estocdstico y ecuaciones diferenciales
a problemas relacionados con financiacidn econdémica La primera parte establece los
preliminares y métodos empleados mds comunmente para el tratamiento de este tipo de
problemas; sin cimmbargo, la exposicidn constituye por si sola una aportacidn a la liter-
atura existente sobre ol tema. Inicialmente se presenta el Modelo del precio de opciones
(option pricing Model }, derivando el modelo de Black & Scholes (1973) con su formuia
de precios de opeiones. La segunda aplicacién es el modelo de mversidn/consumo (the
investment /consumption model) formulado por Merton (1971). La tercern parte consiste
de resultados pequefios, pero originales, y algunas aportaciones apropiadas para el nivel
de licenciatura. En concreto estos resultados se trabajan en el problema con valores en la
frontera de tipo Dirichlet. En esa parte se abordan algunos ejemplos originales de instra-
mentos financieros que exhiben la profunda diferencia entre ellos debido a aparentemente
pegueiias diferencias en ol problema de contorne respectivo. El modelo propiamente no
habia sido tratade en una tesis de licenciatura debido a su complejidad, sin embargo, lo
oripinal del trabajo radica tamhién en el nivel de exposicidn y téenico alcanzado, tanto en

la asimilacién de los conocimientos, como en la exposicion y en las aportaciones originales,
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Esos problemas son unificados por la técnica y la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas aplicadas al modelo considerande posibilidades de riesgo en tiempos
continuos

Sea cual sea la coudicidn en el contorno, esta teoria nos lleva a caracterizar a la funcién
valor v procese de consumo dptimo en un contexto mas general que et considerado aquf
{ver {3ol, [DiSel] y (DiSa2}).

Se presenta el modelo con una clase de coeficientes constantes para ilustrar el uso de

las ecuaciones HJIB en el control estocdstico.

2.2 Procesos de Portafolio y Consumo.

Consideremos un mereado donde hay N + 1 acciones (u opciones) que son tratadas
continuamente. Supongamos en esta scceién que existe un tiempo fijo {un horizonte )
0 < T < oo. Una de las acciones Hamada bono tiene un precio Fy(f) que evoluciona de
acuerdo a la ccuaadn diferencial

{ ARty = ()P (Hdt 0K <T,
Fy{0) = py.

El resto de las acciones Hamadas stocks son acclones de riespo cuyos precios estan

(2.1)

modelados por la EDE lineal para ¢ =1, -+, V;

{dm:m(f-)mz)m P LY, 0u(0dBY 0<t<T, 22)

P0) = p,
donde el proceso B,m os la componente 9 del movimiento browniano N—dimensiconal,
definido sobre un cierta espacio de probabilidad (€, F;, P) respecto a la filtracién {.’F}},?m
que o5 la o—dlgebra completada bajo ta medida P de la filtracién estdndar obtenida del
browniano {FF}:gn'

retorno b(t) = {(b, (), e, by () fg}0<l<," v la matriz de dispersién {o(2); ft}ugag’r son

El proceso tasa de wnlerds {1, Filpepar, ¢l proceso tose media de

supucstos medibles. adaptados v acotados uniformemente en (t,w) € [0,1] x .

Supondremos que a() = a(t)a(t)’ es cliptica’, es decir, que para cada & > 0

alt)e = €]’ vee RY, 0<i<Tecs. (2.3)

FEs deen ., que el moviimento browniane N —dimensional es no-degenerado
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Como se puede observar, una consecuencia inmediata de (2.3) es que o7 (2) tiene inversa
y admunds
- 1
I @) el s —=lel  veeRY,  0gi<Tes (2.4)

En la prédctica un inversor desea introduclrse en el mercado en un instante inicial
invirtiendo la cantidad % > 0 en las V + 1 acciones antes mencionadas.

Sea N;(t} el niimero de unidades del titulo ¢ que tiene el inversor al tiempo t. De esta
manera la riqueza inicial se escribe como Xy = x = T N;j(0)p; v la riqueza del inversor

al ttempo ¢ como
N
X, = 3" N(D)P(E). (2.5)
=0

5i dejamos evolucionar este proceso y observamos los valores en dog puntos del tiempo.
digamos en ¢ y £+ h, y si no hay inyeccidén o extraccidn total de fondos de la riqueza en
este lapso de tiempo, entonces

N
Xon ~ XK= SNt [Pt + )~ B(1)]. (2.6)

1=0
Sin embargo, si el inversor decide reduciy la nqueza {después de transcurrido un lapso
de tiempo h) mediante ol consumo de un monto hCpyy, bajo un acuerdo o regla, entonces
{2.6) sc reemplaza por
N
Xepn — &y = E%Nz(t} [Pt + h) = Pt} ~ hCoup. (2.7)
=

Bl andlogo de tiempo continuo de {2.7) es
N
dX, = 3" N{t)dP(t) — Cudt.
1==l)

Sustituyendo (2.1) y (2.2) en (2.5) y denotando por m(#)=N;(t)A(t), con 1 <2 < N,
podemos oblener
N N ¥ ,
4% = ()X, - Cdt + (b (8) = +()m(6)dt + 3. 3" m(t)ar, (H)aBY. (2.3)

i=1 i=l 3=t

Escrita en términos vectoriales
A&, = (r(t) X, — Cdt + 7 (6} - (bf8) — vt + 7(2)" - o (£)dB,.

Se recuerda 1o signiente:



Definicién 2.2.1 Un proceso portafolios {o cartera) denotado por

wo= {(m (), a0 Fa0 <1< T)

es un proceso vectorial adaptedo y medible pare el gue

N i
5 fo 72t < 00 c.s. (2.9)
=1

Un praceso de consumo C = {Cy; Fe, 0 <& < T} es un proceso adaptade y medible con
valores en [0, 00} y

-
fo Cdldt <o cs (2.10)

Observaciéon 2.2.1
Cualquiera de las componentes de #(t) puede ser negativa, lo cual puede ser inter-
pretado como una venta rapida de stocks (short-selling stock). Por otra parte, ¢l monto

inveriido en el bono
N
‘ﬂ'(](ﬁ)ﬁXt - Z?Tl(t)
=1
puede ser también negative.o

Observacion 2.2.2
Las hipotests (2.9} v (2.10) aseguran que la ecuacion diferencial estocdstica (2.8) tiene

wuna tinica sohwcion feerte. Mas precisamente esta solucidn es

ol ! s g —

X, = el {:r; + / o do Thwen [W(S){ (b(s}y — r(s)1) ~ C'x] ds
Ju
‘ S {u)dn 7 -
+[eﬂkwmwummm&};ngt31, (2.11)

Jq
donde 1 es of voctor de dimension N de entradas 1. Todos los vectores son vectores
colnmna v los transpuestos denotados por el superindice 7. La demostracion que bajo

los supnestos (2.9) v (2.10), cf proceso &) que es descrito por (2.11} verifica a la ceuacidn

(2.8) s directag

Definicidn 2.2.2 Un par (7, C) de procesos portafolios /consumoe se dice gue es admrsible

para ¢l estado inacial © > 0 si el proceso de riqueza (2 11) satisface

X >0, 0<t<T, cs (2.12)
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Si ocurriera que b(t) = ()1 para 0 < ¢ < T, entonces las tasa media de retorno de las
opciones con riesgo y la tasa de interés del bono son equiparables y en ese caso la eleccién
s clara, puesto que no se recibe compensacién alguna por el riesgo nos decantamos por

r{s)ds

]
el bono. Como se observa el factor de descuento e” o debilita la tasa de crecimiento

de todas las accicnes, En este caso (2.11) adopta la forma
t ¢ 3
MtiXte“fo s _ gy / e Jo relducy dg (2.13)
o

que es una integral cstocdstica. En otras palabras, el proceso consistente de la riqueza
actual mds el consumo acwmulativo, ambas propiamente descontadas, es una martingala

local.

=)

MAA}.hn(\M\m;\M\A“M“N‘U T s
VASALBNRAARAAV AR T

Fignra 2 1; Caso de Consumo/Inversion en el que b= r1, Obsérvese que en ¢l problema
+
particular de Merton el pago final E [(P.,{‘l) - q) ]

Cuando b(t) # r{t)1 (lo cual generalmente ocurre en la prdctica debido a que las
opciones con riesgo tienen asociadas tasas de interés mayores como factor de compensacidn
de la incertidumbre), entonces (2.13) no ¢s una martingala local bajo P, pero si lo es casi
con probabilidad 1 bajo una nueva medida P asociada al proceso estandarizado por el

proceso acotado

Bt)=(a (1)) b(t) — »(1)1). (2.14)
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P media o

(t,b-r)

Figura 2.2: Caso de Consumo/Inversién en ¢l que b # »1. En este caso se tiene que la

media b~ 1 dirge al proceso (en cste caso a lo largo de la recta {t,b(f) — 7(£))).

Este proceso remueve el término de media (£} (b(t) — 7(£)1) en (2.8} y definimos asf un

proceso estdandar

N oot 1 g .
= — (n_ = AT x
z, exp{ ; /0 f,(s)aBY) - = ]U o)l ds}. (2.15)

Entonees 2 = {25 Fp; 0 <4 < T ya es una martingala respecto a la nueva medida
de prohahilidad

P(A)=E[Zr1,4]: A€ Fr. (216)

Ademas, se tiene que Py P son mutua y absolutamente continnas sobre Fy v ¢l proceso
— 3

BB+ [ 0ls)ds, 0<e<T (2.17)
Jo

¢s un movimiento browniano N—dimensional bajo P. Intuitivamente hemos conscguido
una martingala local " movil” en la direccidn del término de media & siguiendo el desplaza-
miento del movimtento browniano original.

Enr térmmos de B, (2.11) puede ser recscrita como

1 4 & t 5
e Jor O)s [ el rEC g = g4 / e o e T e (s)d By (2.18)
Jo 0
0<t<T, ¢s.
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donde para un par admisible (7, C) el lado izquierdo de (2.18) es no negativo y el lado
derecho es una martingala P—martingala local, por un resultado bien conocido {ver por
ejemnplo Dellachierie y Meyer [DeM1] ) que dice que toda P—martingala local no negativa
es una supermatingala. Entonces el lado izquierdo v, por lo tanto, también X,e” fi rs)ds
es una supermartingala nonegativa bajo P.

Sin embargo, hasta el momento no se ha contemplado la posibilidad de perder al entrar

al juego de ia bolsa; ello se detecta en el momento en que la riqueza es nula?
o=TAinf{t € [0,T]; X, =0}, (219

En estas condiciones y a rafz de los elementos anteriores se sabe también que toda su-
permartingala no negativa, continua y 75 definido como el tiempo de bancarrota satisfacen
(e

X=0, mp<t<T es clerta c.s. sobre {7y < T}.

Si m < T diremos que la bancarrota ocurre al tiempo 7.

Por la propiedad de las supermartingalas en (2.18) obtenomos

~ T aa .t
E {Xre*-fo ria)ds j Cre™Ja Gl gl < 4 (2.20)
aQ

por lo tanto, la condicidn necesaria para la admisibilidad deberfa ser:
™ T - fr(ff)l
E f Ce JorisMs gy < T (2.21)
[

Esta condicidn resultard también suficiente para la admisibilidad, en el sentido de la
siguiente proposicion Antes mencionaremos un resultado técnico cldsico que nos permitird

hacer Ja demostracidn.

Teorema 2.2.1 Sea X = {X;;0 £ t < 00} una submartingale y suponga que lo filtracidn
{Filocicos €8 adaptada, entonces el proceso X tiene wna modificacidn continue por lo
cie'reci;a st 4 sdlo si lo funcidn t = B{X,) de {0,00) o R es continua por la derecha. Si
una tal modificacidn continua por la derecha criste, dsta puede ser elegide continua por la
derecha sobre {0.00) con limites izquicrdos finstos sobre (0, 00) y adaptado o {Fi}, <t<oor

por lo tanto, una submartingala con respecio a {F}y ) 000

2 Aunque. en realidad, se puede definir que b bancarrota ocurra cuando la rigueza alcance un cietto

valor P prefijado de antemano que indique ol pago por salir de la bolsa
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Proposicién 2.2.1 Supdngase x > 0 y un proceso de consumo C dado tal que (2.21) se
satisface, entonces existe un proceso de portafolios w tal que el par (i, C) es admisible

pare la inversion inicial z.

Demostracion:

T sl
Sea Di/ e~ o™ 44 v defina el proceso no negativo
it

~ T -8
§=E {f (e Jo T g
f

Jﬁ} +{z — E|D]els T,

tal que .
&= e o Tls¥ds {’c -+ my — /0 C.e” N "(“)“""ds} ) (2.22)
donde B (D207
= D1 - B[y = 22 wpzy)

por la regla de Bayes.

Gracias al Teorema 2.2.1  podemos suponer que P—c.d. trayectoria de la martingala
NEER(DZ|F), Fe 0<t<T

o5 contina por la derecha sobre [0,0c), con limites izquierdos finitos sobre (0,00) ¥

también existe un proceso cnadritico medible, adaptado y R”Y ~valuado ¥ con

,
fn IVt <o v (2.23)
N L :
No=E(DZ)+ 3 [0 Y, (s)dBY;  0<t<T, (2.24)
J=17

vilida P~c¢.s. Ahora my = u(N, Z9) — E(D27), donde u{z,y) = (z/y), y de la regla de
Ito obtenanos con @(£)=(Y (1) + ND(8))/ 2

N

t -
me=y_ [ﬂ @ (8)dBY; o<ttt (2.25)
=L

Usando Ias relaciones d2, = — Z,07(£}dB, v (2.17). Ahora definimos

m(t) = el O (0T (1) o (), (2.26)

tal que {2.22) proviene de (2.18) cuando se hace la identificacién £ = X. La condicién
(2.9) se signe desde (2.4), {2.23), la acotabilidad de & ¥ la continvidad de la trayectoria

de Z v A (la viltima deberfa ser una consecuencia de (2.24)).q
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Observacion 2.2.3

Siendo {B; F¢ : 0 £ t < o0} un movimiento browniano N—dimensional. Sea M =
{My Fi 0 0 £t < 00} una martingala local con My = 0 y trayectorias continuas por la
derecha, sobre [0,00) con limites izquierdos finitos sobre {0,00) ¢.5. Entonces existe un
proceso progresivamente medible ¥ = {}’;(’) JFal<t< oo} tal que

T ()2
jﬁ(xqf)dmm; 1<j<N, 0<T<oo

N o
Mo=Y [viPaBP; 0<i<on
=179
En particular, Al es ¢.s. continua.n

Qbservacién 2.2.4

La representacién (2.25) no puede ser obtenida de una aplicacién directa de la Obser-
vacién 2.2.3  ala P-martingala {my; Fiz 0 < ¢ €T} Larazén es que la filtracién {F}
es la o—4lgebra aumentada (bajo P o P ) de {}",3} vy no de {fig}-m

2.2.1 Precios de Opciones

En el contexto de la seccién pasada supongamos que al tiempo £ = 0 firmamos un
contrato que nos proporciona la compra de una opcién, de la gue se obtiene en un tiempo
especifico T (Hamado madurez o din de la enpirecidn) una cantidad del stock 1 con un
precio especifico ¢, llamado el precio en ejercicio. En la fecha de vencimiento, si el precio
Prﬁ.” del stock 1 estd por abajo del anteriormente llamado precio en cjercicio, entonces
perdemos; de otra manera si P}«l) > ¢, podemos ejercitar nuestra opcidn {hacer Hquida
la inversidn) (i.e. comprar una accidn con el precio preasignado ¢) y entonces podemos
vender inmediatamente en el mercado con Pe}nl). Este contrato, que es llamado una opeidn,
es equivalente al pago de (P}i) - q)+ dolares en el ticmpo de madurez.

Algunas veces el término opeidn europen os utilizado para deseribir este instrumento de
financiamiento en contraste a una opcidn americana, que puede ser ejecutada eu cualquier
tiempo entre ¢ = 0 y Ia madurez,

La siguiente definicién provee una generalizacién del concepto de accidn,
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Definicién 2.2.3 Un titulo contingente {contingent cloim) es un instrumento financiero

que consiste de:
(i} une tase de pogo g = {915‘7:!}05:5'1": Y

{(ii) un pago terminel en lo madurez fr.

Aqui g es nonegativa, medible y es un proceso adaptado; fr es variable aleatoria
no-negativa, Fp—medible y para alguna x> 1 tenemos

n
< o, {2.27)

"
B [f'r +f0 gedt

Observacion 2.2.5
Una opcidn es un caso particular de titulo contingente (contingent clasm) con g =0y
1 +
=P —a)

Definicion 2.2.4 See z > 0 dada y el par (x,C) un proceso portafoho/consumo admasi-
bie para nne inversin inicial . Dicho {w, C} es Uamado estrategia de vallado o cercado
pare el titulo contingente (hedging strategy against the contingent claim) (g, fr), si se

frene que
(i) Co=g;05t<Ty

(ii} Xy = fr son vilides cast seguramenic, donde X es el proceso de rigueza asociado

con el par (w,C) y con la condicidn inicial Xo = 2.

El concepto de estrategia de vallado o cercado {hedging strafegy) es introducido para
obtencr la solucion del problema de valoracién de un titulo contingente. pero (Cémo
s obtiene ¢l precio a pagar al tiempo ¢ = 0 para un titulo contingente? Si existe una
estratogia de vallado que es admisible para la inversién inicial Xg = =, entonces un agente
compra al tiempo ¢ = 0 el titulo contingente (g, fr) para cl precio z en que deberia ser
invertida la riqueza, de tal manera que multiplicard el pago del titulo contingente.

Conscenentemente, of precio del titulo no deberfa ser mas grande que x. ;Deberfamos
empezar ademds con una rigueza inicial estrictamente mas pequefia que @ ¥ a Su Ve
duphear of pago del titulo contingente? La yespuesta a esta pregunta es afirmativa, como

lo muestra el siguiente gjomplo.
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Ejemplo 2.2.1

Considérese el caso en que r = 0, N =1, 5 = 0y ¢ = 1. Entonces en el titulo
contingente g = 0 y fr = 0 son dados, también obviamente existe una estrategia de
vallado con z =0, €' = 0, v #* = 0. Como se observa, para cada z > 0 hay una estrategia

de vallado con Xy = z, ella es precisamente X7 =z + B,. o

El precio razonable para un titulo contingente es el nlimero més pequefio 2 > € que
nos permite la construccién de una estrategia de vallado con rigueza inicial . Vamos
a mostrar que bajo la condicién de clipticidad o no degenerancia del proceso (2.3) y
las hipdtesis descritas anteriormente, cada titulo contingente tiene un precio razonable;
también derivaremos una férmula explicita para el modelo de Black & Scholes (1973} para

el precio razonable de una opcidn.
Lema 2.2.1 Sezn el titulo contingente (9. fv) dado y definido por

Q=e" A Hddu gy [0'1‘ e~ o rledug ds. {2.28)
Entonces E[Q)] es finito y es una cota inferior del precio razonable de (g, fr).

Demostracion:

Recordamos que » es uniformeniente acotada en ¢ y w, podemos escribir @ < L(fr +
Ji gsds). donde L cs alguna constante no aleatoria, Desde (2.15) tencinos para cada
vzl

z% = exp{ Z/ v, ( dBU)——f liv8(s)|! ds}

xexp {5(—7/2—_—) [U E|9(S)[|2ds} ,

v puesto que ||9]] es acotada para alguna constante K, se sigue que

E(Z ]<exp{( )I’QT}

Con i como en (2.27) v v dada por (1/v)+(1/n) = 1, la desigualdad de Holder imnplica

L% {Z,, (f';' + fﬂ ! g_gds)]
" 1/
nm)*’”[ (h [ qd)] <.

E[Q]

A

A
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Ahora supéngase que (v, G} es una estrategia de vallado para el titulo contingente
(g, fr} ¥ ¢ correspondiente proceso de riqueza es X con condicion inicial Xp = z. Recor-
dando la definicién 2.2.4  y (2.28) recseribimos (2.20) como E[Q] € .0

Teorema 2.2.2 Bajo la condicidn (2.3) y lus hipdiesis anteriores, el precio razonable de
un titulo contimgente (g, fr) es FiQl. Ademds, eziste una estrategia de vellado con riqueza
micial z = E{Q].
Demostracion:
Definimos
&ﬁefnt m(s)ds [E[Q] +my — /‘0l ¢ o rindeg ds| (2.29)

donde m, = B[Q|FA] — E[Q]. Procediendo exactamente como en la demostracidn de la
proposicién  2.2.1  con D reemplazado por @, definimos 7 por (2.26) y € = g, tal que
(2.29) a través de (2.18) con las identificaciones X = &, © = EQ. Pero entonces (2.29)

puede también concebirse como

~ T T 5
-Xt =0 |:ELI -,-(u)dufT + / Eif! 1(u)dngsds
a1l

caando Xy > 0; 0 €4 < Ty X = fr han sido vistas con certeza cas: seguramente.p

Observaciéon 2.2.6

La estrategia de vallado construida en la demostracion del Teorema 2.2.2  es csen-
cialmente {en el sentido de la med x P—cd. cquivalentemente) la nica estrategia de
vallado correspondiente a la riquesa inicial x = E[Q}. En particular, el proceso X de
{2.30) da el iinico proceso de riqueza correspondiente al precio razonable; éste os llamada

¢l proceso de valoracién {valuation process) del titulo contingente. o

Ejemplo 2.2.2
Signiendo con ¢ Modelo de Black & Scholes {1973) para la formula de valoracion de
opciones con N =1 y coeficientes constantes r{t) =7 > 0, on(t) = o > 0, el precio del

Lono os

v o} precio de los stockes obedece a

(1{13| (f.) = b] (f)_l‘)} (f)(“ + (TP} (I)dB{ == 'l"P] (i)(“ + 0'131 (lf)(lB—,;
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Para 1a opcidn de compra de una de las acciones del stock al tiempo T al precio ¢,

tenemos desde {2.30) el proceso de valoracién
X =E[eT 00 - MR 0t (2.31)

Para escribir (2.31) en una forma més explicita observamos que la funcidn

eP(p (T —t,2)) - ge ™ T 0D(p_ (T - t.2)); 0<t< >
U(t,ﬁ,')Z (p+(+ ﬁ)) qe ¢ (p (T tjﬂ"))l 0 = i = Ts I - U> (232)
(z—q) t=T,z3>0,
con . 5
© a [ 2
t,r)=——= - A - — . ) e ‘—z'f2 .
ps(t, ) i [1000-1—#(7”:1- 2)} B(z) \@;L&F dz
satisface ¢l problema de Cauchy
v 1o,y du ,
E_HU = ot +m.3;, sobre [0,77) x {0, 0o},
(2.33)
olT,x) = (2—-q)%; x>0,

como en las condiciones del Teorema de obtencidn de representaciones del problema de
Canchy para condiciones de frontera de tipo Birichler

Concluimos desde ese Teorema v desde Ia propiedad de Markov aplicada a (2.31) que
Xy =t Pi{t)); D<t<T, cas. (2.34)

Entonces tenemos una formula explicita para el valor de la opcidn en el tiempo £ en
términos del precio actual del stock P(2), el tiempo de madurez T' — t ¥ el precio del

ejereicio g. o

Ohservacién 2.2.7
En las definiciones del ejemplo 2.2.2  pero con fr = A(P{T)), donde A : [0,c0) —
[0, 00) es una funcién convexa de clase C* a trozos con ~(0) = K(0) = 0, sc demuestra que

¢l proceso de valoracién para un titulo conttngente (0, fr) estd dado por
. 7 o0 '
X, = Be =002 (1) 7] = / W (qYu, (8, P ())dg. (2.35)
40

Aqui denotamos por w71, 2) la funcién de (2.32). o
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2.3 Consumo e Inversién Optimo (Teoria General).

20 esta subseceién pasaremos a resolver un problema de control dptimo estocéstico para
los modelos econdmicos vistos en la primera seccidn. Supongamos que, adicionalmente
a los datos proporcionados ahi, tenemos un preceso de descuento medible, adaptado,
uniformemente acotade § = {3}, F;0<s<T}y U : [D.o0}) = [0,00), nna funcién
de utilidad estrictamente creciente, estrictamente céncava v continuamente diferenciable
para la que U0} = 0y U'{oo)=limes0 U'{c) = 0. Permitiendo la posibilidad de que
L0 = hm, e U'(c) = co y Dada una niquesa imcial z 2> 0. un inversor puede elegir un

par admisible {x, G} de procesos portafolio v consumo. de manera (que se maximice
; : T _ fs PBlac}du
Veol@B | [ e R Ay (C)ds,
Definimos la funcién valor de cste problema como

Viz) = sup Vreln), (2.36)
(7,7}

donde el supremo es tomado sobre todos los pares (7, ('} admisibles para x > 0. Desde
la condicidn de admisibilidad (2.21) ¢s claro que V{0) = 0.

Recordamos de Ia Proposicidn 221 que para un procese de consumo dado C,
(2 21) os satisfecha si y s6lo si existe un portafolio de inversidn 7 que hace que (7, C) sea

adnusible para z. Definimos D{x) la clase de procesos e consumo para los cuales
- T [
E [ / e Jo "(")d°G.gdt] = (2.37)
Jo

Esto mdica que en la maximizacidn indicada por {2.36) podemos ignorar el proceso

portafolic o y sélo necesitariamos considerar ol consume C € D(x).

Proposicién 2.3.1 Para cada v 2 0 tenemos

T of
Viela)= sup B U (:_-fnﬁ(s)'l"[](ct)({,f}.
CeDix) 0
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Demostracidn:

Supongamos que (7, ) es admsible para z > 0, y sea
T
s [ f et '(s)“"“Ctdt] <
0

8i y > 0, podemos definix G = (z/y)C, tal que C € D(x). Existe entonces un proceso
portafolio 7 tal que (7, C‘) es admisible para ¢, y

Vao(a) < Vi (). (2.38)

Siy =0, entonces Cy =0, e.d, ¢ € [0, T, casi seguramente, y podemos encontrar una
constante ¢ > 0 tal que €y = ¢ satisface (2.37). Nuevamente, {2.38) es vilida para algin
# clegido tal que (#,C) s admisible para z.o

Debido & que U7 @ [0, 00 sobre [0,07(0}] es estrictamente decreciente, ésta tiene una
frumeidn inversa estrictamente decreciente I : [0, U'(0}] sobye [0.oc]. Extendemnos I por
cero J{y) = 0 para y > {7(0). Observe que J{0) = co ¥ I(oo) = 0. Se verifica facilmente
e

U{I{y)y — yIly) = Ule) — yg D<e<on 0y < oo {2.39)

Definamos la funcién X : [0, co] — [0, oo] por
. T 5 s
Xy)=E [/ e Jortwdu g (ste"J!o (ﬁ(“")"’(“n‘t") ds] , {2.40)
0

¥ Bupompgamos e

Xiy) < oo; 0<y<oo. {2.41)
Veremos algunas consecnencias mis adelante sobre esta suposicidn en la signiente sub-
seccidn, donde nos especializaremos en ol modelo para el caso de coeficientes constantes.

Definimos
F=sup {y > 0; & es estrictamente decteciente sobre [0,9] }.

Proposicion 2.5.2 Bajo la hipdiesis (2.41), X es continue y estrictamente decreciente
sobre [0,5] con X(0) = o0 y X(7) = 0.
Siendo Y {0, 00| sobue (0,%] la inverse de X. Pgra unae rigueza inicral x = 0 definimos
el proceso
m=YV{x)Z.e” J'(;’w(v%r(u))du’ (242)



7
Cr=Hn). (2.43)

La definicién de Y implica que C* € D(z). Mostraremos ahora que C* es un procese
de eonsumo éplimo.

Teorema 2.3.1 Siendo 2 > 0, supongomos gue (2.41) es cierta. Entonces el proceso de

consumo dado por (2.43) es dptimo:

Vig) = E [ ]OTC—IJ fj(s)dﬁU{C,“)dt} : (2.44)

Demostracion:

Es suficiente comparar C* con una C' € D{z) arbitraria. Para una tal C tenemos

E [ fn "o e s ey - () dtJ

=F Uﬁf o Jo Bl W) — ni Kty = {THC) — 7 Q) dt}
+y(9’)i‘j [[OT o J(u' Bis)ds (C7 = C) (ff] )

La primera esperanza del lado derecho es no negativa por (2.30) v la segunda se annla
debido a que ambas C* y ' estén en P{z).o

Tenemos entonces determinada la funcidéu valor y el proceso de consumo optimo;
apelanos a la constrmccion de la prueba de la proposicién 2.2.1  para la determinacidn
del correspondiente proceso de cartera dptima 7°. Esto no genera una representacion iitil
de w*, pero podemos nspecializarnos en nuestro modelo en varias direcciones para obtener

V. C* v m* més explicitamente. Haremos esto en la siguiente subseccidn.

2.3.1 Consumo e Inversién 6ptimos (Coeficientes constantes).

Consideraremos aqui ¢l caso mas general que aquél que originalmente fne estudiado

par Merton (1971) vy reportade sucintamente por Fleming y Rishel (1975), pp. 160-161.
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En particular, veremos que U es tres veces continuamente diferenciable ¥ que en el modelo

los datos son constantes:
pHy=4a rt)=r bt)=b olt)=o, (2.45)

donde b € R”Y v o es una matriz no singular de N x N. Introduciremos el operador lineal

diferencial parcial de segundo orden dado por

Lp(t,yy= — @i, y) + Beolt, y) — (B — ryey(t,y) — %Eiglizy%yy(t, )

donde # = o~ i(h — r1) de acuerdo con (2.14). Nuestra suposicién a lo largo de esta
subseccidn es que § es diferente de cero v que existen funciones G : [0, T] (0, 00) — [0, o)

v S :10,7) % (0.00) -~ [0.cc) de clase C'* tales que

LG(ty) =U{); 02t <Ty>0 (2.46)
GT,y) =0,  y>0 (2.47)
v
LS y) =yl(y); 0<t<Ty>0 (2.48)
STyy=0 y>0 (2.49)

Esto significa que Gi(t,y), Gu{t, 1), Gyt y), Gyt ), ¥ Gyy(f y) existen para toda
0<t< T,y >0,y que csas funciones son conjuntamente continuas en (t,7). Lo mismo
es cierto para S Supongamos, ademds, que G, Gy, 5 y S, satisfacen condiciones de

crechmionto polinonual de la forma
max Hit,y) S M1 +y 7 +9%) y>0 (2.50)

para alguna A > 0y A > 0.
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Observacién 2.3.1
Como se recordard, siendo H [0, T] x {0,00) — {0,00) de clase C*? sobre su dominio
y satisfaciendo (2.50), g : [0, T) x {0, 00) — [0, 00) continua y supdngase que H resuelve

el problema de Cauchy

I"H{t!y) = g(t,'rj), OStST, y>07
H{t,y) 0; y > 0.

Entonces H admite una representacidn estocdstica

.
Hity) =B [ | e ehgts, n“wws} ,

donde con t < 5 <T
ys(hy) 5ye(ﬂ—r)(sﬁi)zst_ (2.51)

Zhzexp (—91‘(53 - B - %“5”2(5 - f)) = {2.52}

Aqui deberfamos realizar el cambio de variable £ = log{y).

A partir de la Observacidn 2.3.1 derivamos las férinulas de representacidn estocdsticas

-
Glt,y) =E [ [ P“m"")U(I(Yb“’-”)))ds} . (2.53)
S
”
S{t,y) = yE [ f e“”‘””ZﬁI(Y}“”}ds} . (2.54)
]

Fs 1tit considerar ol problema de consumae/inversidn con otros tiempos difercates de cero.

Entonces para (0 < ¢ < 7 fijemos a2 0, definimos el valor

-
Vit,z)=sup E {[ e“ﬁsU{Cs)ds} . (2.55)
¢

(7,

donde (7, C) deberia ser admisible para (£, s), lo cual significa que ¢l proceso de rigueza

determinado por la ceuacidu

5 N 5
X, o= 2+ [ (rX, — Cldu+ [ (b — rym (u)du (2.56)
4 =1t
N N 5
"‘ZZ] (o, dBYY, t<s LT,
=t y=1 ¢

Fif) Treis WO BERE
SAUK BE L4 BISLIGTECK
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resulta no negativa, Correspondiente a un proceso de consumo ', hay un proceso portafo-
lio 7, tal que {w, ) resulta admisible para {f, 2} y existe si y sdlo si (ver la proposicion
23.1)

-
E { ] e-rﬁs-*)zjcsds} <1 (2.57)

1

Para 0 < ¢ < T, defina la funcién X(¢,-) : [0, 00] — 10, o0] por
x| [ e 2] (259)
Mediante una comparacién enire (2.54) y (2.58) se demuestra que
yX{ty) = S{t.y) 0<y< oo (2.59)
Ahora si
Hlt)=sup {y = 0; X(¢,) es estrictaniente decreciente sobre {0, ]} = oo,

v tenemos justamente, como en la Proposicton 232, que para 0 <t < T, &(1,-) o
estrictamente decreciente sobre [0, ool con X(1,0) = oo ¥ X(#,00) =0 Denotaremos poy

Yit, ) {0, 00] sobye [0,00] la inversa de X(t.-):
YL X(y) =y 0<y<oo, 0KtZT (2.60)

Si defirimos ahora para t < s < 7.

WD, ) ZLlPN, (2.61)
Cr=I(h), (2.62)
eNLonces
.
Vit,2) = E [ j e"-B”U(G:)ds] . (2.63)
¢

Esta afirmacion se demuestra como en el Teorema 2.3.1 | sélo que el nuevo hecho agni

es que para ¥ = Y(t, z), tenemos que 7% = V&) y consecuentemente
Vit, ) = "G, V(ta), 0<i<T, ©>0 (2.64)

Entonces, si resolvemos los problemas de Cauchy (2.46) - (2.47) v (2.48) - (2.49),

poderios expresar V{3, 2) en forma implicita.
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Ejemplo 2.3.1
Sea U(c) = ¢f, donde 0 < & < 1. Muestre que si

L Lo 8
k“iaa(ﬁ ”5"2”9”14)

es no nule, entonces

)5/(5—1)

1 kT 1
Gliy) = (- m9)(L

S(ty) = Gl y),

| — e=K(T—1) 1-4
Vit,z) = e‘ﬁt(—-wi————) 25

Si k = 0, entonces G(t,y) = (T — t)(f)é)'m LBy = 8G(Y). y V(te) =
e~ BT — 1)1 70a9,

Directamente de Ia representacidn {2.64) para la funcidn valor en nuestro problema de

1

constno/inversion no tenemos representaciones derivadas para los procesos de consumo e
inversion éptimos en forma feedback, i.e. como funciones dptimas del proceso de riqueza
éptima. Para obtener tales representaciones introducimos la ecuacion Hamalton Jacobi
Bellman (HJB) de este modelo. Esta ecuacidn diferencial parcial no lineal ofrece una
caracierizacion de la funcidn valor y ¢s la téenica usual para la cual los problemas de
control dptimo estocdstico son atacados, porque debido a su naturaleza no lincal esta
couacién tipicamente resulta dificil de resolver. En el presente problema tenemos gne
vodear la ecnacién HIB por resolver; en su lugar resolvemos dos ccuaciones lineales (2.46)
v (2.48). o

Lema 2.3.1 (Resuliado de Verificacion para la ecuacién HIB). Supdngase que @ 1 [0, T x

[0,00) = [0,00} s continua de clase C2({0, 77} % {0, c0)) y resuelve la ecuacidn HJB

Qit, 2} +  max {[m et (b= 1) M Qult, 2) + -},)—]}oqlﬂ}]sz,(t,n:) (2.65)
cz20 -
7 e RY

+e MU} =0, 0<t<T, D<z<oo

Entonces
Vi, x) < Q) 0<i<T, 0€v<oo (2.66)
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Demostracidn:
Para cualquier condicién inicial (¢, ) € [0,T} x {0, o) y cualquier par admisible (7, C)
en (t,z), sea {X,; t < s < T} el proceso de riqueza determinado por (2.56). Con

+
Tné(T - ;1;) /\inf{s ERTEN,2n6X, 516 /0" I ()| = vr},

T ror

tenemos que E U (5, X_,)’.TFI(S)J(IBSJ ={). Por lo tanto la regla de Ito implica con-
i

juntamente con (2.56) y (2.658),

=
|Fa

E{Q(m, X5,)}
Qlt.7) + E [[ "{Que X + X, = Cot (b = D) m(s)]Qa (s, X)

+%||0'1‘7T(S)IIQQM(3\X,.,)} u’s] < Q) -~ E [ /J'T“ e-ﬂso'{c_,){zs] .

il

Haciendo #n — oo y usando ¢of teorema de convergencia mondtona, obtencinos
T
E [ / ey (Cs}ds} < @Q(¢,z). La maximizacién del lado izquicrdo sobre todos los pares
41

{m, C) admisibles proporciona el resultado descado.q
Una solucidn a Ia ecuacién HIB puede no ser tinica, aun si s¢ especifican tas condiciones
de frontera
e, 0)=0; 0<t<T QT z)=0, 0Lz <00, (2.67)

Esto es porque diferentes tasas de crecimiento de Q(t,z) son posibles cuando z se
aproxima al infinito. Uno espera. que la funcién valor satisfaga la ccuacidn HJIB, v en vista

de (2.66) distinguiremos por cllo la solucién no negativa més pequefia de esta ecuacién.

Proposicién 2.3.3 Bajo las rondiciones expuestus al principic de esta subseccidn, lu
funcion volor V1 [0,7) x [0,00) = [0,00) es continua, es de clase CH*([0,T) % (0,00)) y

satisface lo ecuacidn HIB (2.65), asi como las condiciones de frontera {2.67).

Demostracién:
510 <y < U(0), entonces

d

Ul = U{Iu)I'y) = uI'(y); (2.68)
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sty > U'(0), entonces I{y) = I'{y) = 0 y (2.68) resuita vahda. De nuestra suposicién que
G v S son de clase C1%, podemos diferenciar (2.46), {2.48} con respecto a y; observamos

que 1 (8 1)= — yGy (4, 4) ¥ et y)= — ¥*(0/3y)(S(t. y)/y) y ambas satisfacen

e, y) 0; y > 0.

Fn particular, I es continua en y = U'(11), 1.e. una condicion necesaria para nucstras

{ Ltpi(t"'y} = _.fyz[’(y)’ 0<t< Tv Yy > 0:

suposiciones es U”(0) = co. El problema 2.3.1 implica ¢ = 2, porque ambas funciones

tienen la misma representacion estocdstica. Se sigue que

a (1
Gyt ) =y= | =Sl y) | = yX(t y) (2.69)
dy \y

v desde {2.64) y (2.60) tencmos
Vi(t,z) = e (1 y). (2.70)

Ve, X{t, ) = = Vet (X(Ly)) XlL ). (2.71)

Finalwente, desde (2.48) y (2.59) implican que

‘ 1 .
~ X () X (y) = (B~ + 181w (G y) - §H9Flgy2?€w(t, y) = I(y);
Jaoy<oo, 0<taT {2.72)

Deseamos verificar ahora que la funcién V(£ z) de {2 G4} satisface la ecuacién HIB

(2.65). Con ) = V. ol lado izquierdo de esta ecuacién nos da e~ veces

Gf('ty y(tu"’)) - IHG(I(‘: y(tw (U)) + G’i(t3 y(f‘I))yK({ CL}

-+ max  |[({(rz -+ (b - 7‘1)Tﬁ)y(t, T) -+ %Ha?ﬁjlzyr(t, )+ Ule)) (2.73)
e -

e RY

La maximizacidn sobre ¢ se completa al definiy
e=I(Y(t,2)), {2.74)

A partir de la negatividad de Y, la maximizacién sobre 7 se completa definendo

n=—(ac”) (b~ ri}y{t'ﬂ:)

¥ (hay

{2.75)
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Bajo la sustitucién e (2.74), (2.75} en (2.73} lo anterior nos da

Gilt, V(t,2)) — BG (Y, x)) + Gy(t, Y (&, &)Wt =)

1 Yi(t,x)
trad(t, z) — Vi, ) [(V(t, ) - -2-“3“2))1&7; + U, 2)).

Podemos cambiar las variables en {2.76) tomando y = Y(t,z) ¥ usando {2.69), (2.71)

(2.76)

v (2.46) para escribir esta expresién como

Gilty) — ﬂG(t,yJ—yxt(t,y)wyxtt,y}~yf<y>—-éewugy%(ama(r(yn
= y[- At y) +rX(ty) — (8- r+ 10"y A y)

TPy
=S80 Xy () ~ 1)

la cual se anuta debido a {2.72). Esto corpleta la demostracién que V satisface la ecnacién
HJIB (2.65). Las condiciones de frontera (2.67) son satisfechas por V' en virtud de su
definicién (2.59) y la condicién de admisibilidad (2.57) aplicada cuando 2 = 0.g

En conclusién, hemos demostrado que para cada {¢,2) € [0.77) x (0,2¢) fijo, pero
arbitrario, hay un par 6ptimo (7, C*) de procesos de portafolio y consumo. Siendo
{XF t < s < T} denota el proceso de riqueza correspondiente. Si ahora repetimos Ja
demastracitn del Lema 230 |, reemplazando (#, C) por (7", C*) ¥ @ por V, podemos

derivar la desigualdad
o T
0 < Vi) +E [[ {Vt(s,«\’:) A+ X O+ (b= 1) w7 (s} V(s X])
b
1
+ %H(;Tﬂ*(s)uzvﬂ(s, Y:)} (ls} <V{i,z)- B [[ e‘ﬁ"‘U(C_:)ds] . (2.77)
S

Tenemos, usando el Teorema de Convergencia Mondtona v la desigualdad

Vils, X2) o+ [P X — G+ (b= 7T) 7 () [Vals, X2)

1 i 2 7 & ~fsy7 * l (278)
+ 5l T () Vae (5, X3) < —e”U(C) <0; i<s<T,

lo cual se sigie desde 1a ecuacidn HIB para V. Pero (2.63) es vilida, tal que la igualdad
prevalece en (2.77) v, por lo tanto, también en la primera desigualdad de (2.78), al menos
para med x P—casi Loda (s,w) en {¢,T) x £ La igualdad {2.78) ocurre si v sélo si 77 ¥

C'* maximiza la expresidn

~, 1. .
[P Xy~ e+ (- ?‘l)rvr]1=’;r(s,,\’;) + §|]JF7TH21-’,,.,;(.5,_\’.,.) +e MU,



ie., (ver (2.74), {2.73)),

O3 = IV X2)), (2.79)
o= *(007‘)(1(1) - Ti)j}’% {2.80)

donde, ambas identidades son vilidas para med x P—casi toda {s,w) € [£,7] x £). Las
cxpresiones (2.79}, (2.80) proveen procesos de consumo e inversidn dptimos en forme
feedback.

Observacién 2.3.2
Se puede hacer ver en el contexto del ejemplo 2.3.1  que los procesos de consumo v
portafol:os dptimos son funciones lineales del proceso de riqueza X*. Ademds que X =

C.5. 3

2.4 Un problema particular de seleccidon de una cartera.,

2.4.1 Un problema simplificado

Consideremos un mercado donde inicamente hay un bono (stock libre de vicsgo) y un
stack (com riesgo). El problema de Consumo/Inversién cn este caso, o también conocido
como problema de seleccidn dpivna de cortera para un " pequeno inversor”, o también
de un agente cuyas acciones no se ven afectadas directamente por ta influencia de los
precios en ¢f mercado. Podemos clegiv una cartera (o una estrategea de wmversidn) y una
estrategra de consume que determine la evohucidn de su rigueza. Bl problema ¢s elegirlos
de tal manera que se maximice un eriterio de utilidad. Es decie, 1a ntilidad total esperado

una vez que ha sido descontado el consumo
’ L
e — T -
J(sw,m) = K], U e P U(a-z(t))dt}.
8
Ion este easo supeadremos que la ovolucion <el precio p; () del bono estd dada por

dpy (1) = rp (e,
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mientras que el precio del stock estd dado por
(ip'g(t) = }Ug(t) [ﬂdt + D'dst} )

donde B, es un proceso Browniano unidimensional. Aqui, r, @ y & son constantes positivas
tales que r < @ Una politica de consumo/inversién es un par (e1(-), az(-)) consistente de
un proceso portafolio e; y un proceso tasa de consumo ap. Donde como antes 1 — (%)
es fa proporcién invertida em el stock y a2(t) es la tasa de consumo; en principio, debido
a las condiciones del mercado, los controles han de ser admisibles (i.e. tendrdn sentido
econdmico) si verifican

0 < al(t) <1, Gg(t) > 0.

Entonces. al seguir {os argumentos descritos anteriormente, cuando se utiliza una estrate-
gia de corsumo/inversidn # la riqueza X™ cambia de acuerdo a la Ecuacidn Difercncial
Estocdstica

X, = (1 - ay (£)) Xrde + ay (£) X [adt + odB] — aa(t)dt.

La interpretacion econdmica de los términos de la derecha de esta tiltima igualdad son:
* la ganancia monctaria por la inversién en el hono,
e la ganancia par la inversion en el stock,
* ¢l decremento de la rigqueza debido al consumo.
Por una parte, Ia anterior ecuacién se puede reescribir como
dXx, = [(r + (o = 7)ag (1) A, — ax ()] dt + oay (t) A d B,

y por otra, requerimos de una funcidn de utilidad U, que es una funcién no negativa
definida sobre {0,c0), de clase C?, estrictamente crecicnte, estrictamente concava y tal
que U'(0) = +oo.

Como apuntabamoes al principio del ejemplo, nucstro objetivo serfa maximizar la util-

idad total una vez descontado el consumo

J{s;2,%) = Ef, []: e"’”U(ag(t)}dt] ,
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con la tasa de descucnto p > 0. Esto, de manera enteramente andloga al procedimiento

pasado, nos permite verificar la ecuacién en derivadas parciales
1
v + max {e"’SU(aQ) +i{r+ (o —re)e —alv, + E(Ualx)zvm} = (1, {2.81)

con condicién terminal de tipo Dirichlet u(r, ) = 0 ¥ la maximizacién sobre todos los pares
a = (&, az) que verfican la condicidn de admisibilidad (o tienen sentido econémico). S1 se
ignoran de momento esas restricciones, un calculo elemental nos muestra que el mdximo
se alcanza precisamente en

(o —7)vn

!
oPrug, U'lag) = e,

o = —

En éstos apreciamos que 51 ¢, > 0y vy < 0 para z > 0, cntonces la solucién del presente
problema deberia depender por supuesto de la funcidn de utilidad particular U utilizada
en ¢l proceso de maximizacién. En otras palabras, st por ejemplo existe ('), entonces
en particular se tiene que

a3 = () 7 (e™vy).

Mas concretamente. v para fijar ideas. si la funcidn de utilidad es de la forma U(as) = o
. o A ¥

con G < 4 < | v proponemos una solucidn para (2.81) de la forma
w{s. 2} = hla)r”. con h(r) =0,

gne nos dice que la nqueza es fancién de una regla de espectativas A por el crecimiento
exponecial v de ta riqueza ¥ gue enando el proceso de riqueza termina {por clerto al azar).
entonces esa regla de espectativas os cero.
En este caso. obtenemos como controles dptimos precisamente a
* (U - "“) ® 5 e ‘
al = e ay = z[e” h(s)]5-0 2.82
1 0_3(1 _ ,YJ: 2 [ )] ( )

v st reemplazamos estos valores en {2.81) obtendremos finalmente
\h.’(s) + Cyh{s) + (1~ ry)h(s)(e”h(s))a‘iﬂ} 2 =0,

donde = G%f—ﬁ% entonces a partir de esta funcién by si ademds o —r < %1 — ), la
estrategia de control dptimo de Consuno/lnversion estd dada por (2.82). En particular, el

stoceso ay{-) es constante v la tasa de consumeoe ab{-) es una funeidn Hneal de 1a riqueza 1.
i | 2
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En este caso la estrategia optima estd perfectamente delimitada, la cartera es claramente
propuesta y la politica a seguir en cuanto a [a tasa de consumo es calculable en la prictica.
Bste procedimiento vale para funciones méds generales en las que existe la inversa de

U y es con ello con lo que contribuimos en el siguiente resultado

Teorema 2.4.1 Sea U una funcidn de utilidad general para la que existe (U')™' entonces

los controles Optimos vienen dados por

((_I - T')'U:c

ay = (U7 (e”v,), (2.83)

a4 = —

2

o2 zu,,

sivy >0 yuv, <0 parax > 0. Ademds, tendrd asocieda la ecvacidn diferencial

2 1
e ((U) 7 (e”.)) + v, [1 - i)i‘lg—’”l_g = (U (e (2 84)

que s una ecuectén diferencial implicite.

Demostracién:
La demostracién se construye paso a paso como en ¢l caso particular mencionado

anteriormente. o

2.4.2 Unpa variante sin consumo

En la misma linea del cjemplo anterior supongamos que no hay consumo, es decir,

digamos que a3 = 0, con lo que la ecuacién de la rigueza nos proporciona
aX, = {T' + {CY - ?‘)(LL] Aydt + Cffl,g)frdst,

donde a; = a(¢). De manera andloga quercinos maximizar la utilidad esperada a partir

de la 1iqueza terminal
J(s,aym) = BL_[U(Xe )], (2.85)

donde U7 cs una funcién de ntilidad, tal que U0} = 0 v € es ¢l primer mstante de salida

desde el congunto abierto € = (0, T) x {0, 00) Este criterio de utilidad es de la forma

J(s,wym) = L | [/6 o A)dt + K (€, &) |,
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con

flsoasa)=0 vy Ks2)=Ulx).

Entonces se da la ecuacién parcial

1
v, + oax (r+ {a—re)zy, + 50202.@21}” =0, (2 86)

L

con ia condicidn e frontera
wis,x) = Kis,z) = U(x) Vs, x) € 9*Q, (2.87)

donde #*Q es un subconjunto cerrado de la frontera dQ, tal que (£, X;) € &*Q con
probabilidad 1 para cada condicién inicial (s,2) € @ y cada politica admisible ; en este
caso 9% s la unidn de [0,71 x {0} ¥ {7} % [0,00). Siignoramos por un memento la
restriceidn 0 < @ < 1, encontramos que la maximizacion cs obtenida en

{o = 1)y

at =at(s, )=~
(s,2) o210, ,

(2 88)

si g > 0y v, <0 Al sustituir o* en la ecuacién obtenemnos

(e — rY'u?
Uy b Ty — ﬁ;m—-i sobie .
209,y
Con

vis,a) =U(x) para s=7 & x=0

Al resolver este problema con valores en el borde, si suponemos ademds ¢ue la funcion
de utalidad tiene la forma precisa U{x) = x7, con 0 < % < 1, proporcionamos una solucion
de la forma

pls.x) = his)a”, donde  h{v) = L.

Para csta cleccién de v la ccuacidn se transforma en
R (s} + Cyh{s) = 0,
(a-r)?

2ai(l-71"
Y, 0N resinen, una soucidn

doade & =1+ Por todas estas razones se tienc que h(s) = ¢ para s < 7,

vis, ) = ST v (s, ) = (T((yl_i?)) (2.89)
a1 —
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< 1, entonces concluimos que las funciones anteriores corres-

. (-
En conclusién, si —(2—(*—)—

a?{l -7
ponden a la funcién valor%ptimo J*(s,%) = v(s, ) v, de hecho, que la estrategia dptima
a* (e} proceso portafolio} es constante. o

Como hemos visto bajo adecuadas elecciones se obtienen instrumentos financieros
distintos, objetos que propiamente en las aplicaciones habria que definir cada vez que se
quiera hacer una andlisis. Lo interesante de todo esto serfa contar con una herramienta
capaz de discernir exclusivamente las peculiaridades de cada uno de ellos. pero, al mismo
tiempo, que permita someterlos a los mismos procesos de andlisis. Por ejemplo, en ambos
casos nos interesa saber cudl es el control dptimo, sustituir los controles éptimos en la
ecuactdn para cancelar el maximo, etc. Perc en el primero nos mteresa tener presentes
ambos controles simultdncamente y analizarlos come funciones del estado 2. conocer sus
propiedades, comportamientos, .... En el segundo caso cn virtnd de que son constantes
este tipo de estudio sale sobrando, pues contamos con su valor ¥ resultaria obvio hacerse

tas mismas preguntas que con el primer instrumento financiero.



Capitulo 3

Simulacién Computacional

3.1 Introduccion

En este capitulo presentaimos una simulacion mediante el nso de Mathernatica para la
valoragon de opciones.

Realmente nos proponemos hacer un ejercicio de aplicacién de la valoracién de op-
aones, no conformdndonos con la teorfa descrita hasta este momento. Las instituciones
de mversion ciertamente estdn mads interesadas en resultados practicos. Desde hace ya un
tiempo la tecnologfa se ha empleado para cl drea financiera no sélo para incluu manipu-
taciones numéricas y simo también tomando en cuenta los manejos estructurales como el
que acabamos de presentar anteriormente.

En un mereado se desean analizar mortalidades en seguros, bonos del Estado, inge-
pietia de flujos de capital, liquidez, etc. Muchos lenguajes de programacion y haojas de
edleulo juegan un papel importante en el ediculo financiero, pero existe una opcidn poco
considerada hasta la actualidad que es la de explotar aquellos programas que manipuian
simbslicamente v numéricamente al mismo tiempo. Entre cllos esta Mathematica, pues
peymite manipulaciones cstructurales con excelentes aproximaciones numéricas. Algunos
antores como Miller en 1990 ya han generado tecnologia con inteligencia artificial para

abordar problemas de cilculos financieros. Fu este capitulo nos abocaremos al Modelo
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de Black-Scholes de valoracién de opciones, pues resulta el mas asequible para el nivel
en el que enmarcamos el presente trabajo. En fin, ¢n este capitule proporcionamos una,
aproximacién a la valoracién de las opciones mediante el uso de Métodos de Disenio de
Objetos-Orientados (MDOO) que a través de Mathematica nos permite alcanzar este
gracdlo de generalidad. Los métodos tradicionales de los economistas hasta la actualidad
calculan completamente por separado los elementos del modele. En la aproximacién por
medio de los MDOO para modelos de valoracién generales, los métodos pueden operar con
&ferentes tipos de objetos, cn particular con lag epcrones. La ventaja de la aproximacin
de los métodos MDOO es que e} desarrollo de nuevos objetos financieros no requiere de
una nueva, programacion de procedimientos de valoracidn ed koc. Sin embargo, existen
objotos que representan relaciones entre {0 con) instiumentos financieros ¥ ¢ue reflejan
innovaciones novedosas con respecto a las ya existentes. Por otra parte, puesto que un
instiumento puede ser formalmente definide (tal como se vié en ¢l capitulo anterior) nos
va a permitir la cieacion de otras funciones, por ejemplo. algunas contabilidades (sin
partir por supnesto de la bancarrota).

En este trabajo nos importan los resultados, pero no primamos la optimizacién en la
utilizacion de los recursos de cdmputo.

Nuestra primera aproximacion se refiere al Modelo de Black-Scholes por sor quizds uno

de los mds conoctdos.

3.2 Modelo de Black-Scholes

Fste modelo come se vid anteriormente provee un camino directo para la valoracidén
de opciones, mas precisamente <e una call optaon para un stock comiin. Recordamos que
una cell option es una opcién de compra de un stock a un precio de ejercicio prefijado
de anteinano hasta un dia de expiracidn dado (recordamos que las que pueden hacerse
Houidas en cualgaier fecha anterior a esa fecha de expiracién se laman opciones amer-
canas, micntras que aquéllas que exclusivamente pueden hacerse liquidas en la fecha de
la expiracién se conocent como opciones eurspeas). En la prictica se ntilizan las opciones
amercanas, excepto el modelo de Black-Scholes que para ajustarle a una mecinica de

ese tipo hav que modificarlo para ejecutar la opcién antes de su dia de expiracién. Si el
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precio del mereado es mayor que el precio en cjercicio en la fecha de expiracién entonces
lo que sc obtienc es wn pago; de otro modo no hay pago en la fecha de expiracién y ol
valor de expiracién es cero.

En el mismo esquema en ¢l capitulo 2 definimos la funcién de pago por salida como
CallPayoff de la siguiente manera;

Infl].= CallPayoff| price_, strike_} =+ Max[0,price-strike]
Out[1]:= Max[0,price-strike]

Por ejemplo, considere una funcidn pago para una opecién call que da al tenedor la
opcidn a venta de su titulo al precio de $60 alrededor del tercer viernes del mes de junio.
St el precio del stock DEC es de $80 ol dfa de expiracién en junio, entonces por la opcidn
deberfa pagarse $20, ademds, si el stock DEC estd por abajo de los $60 no deberfs pagarse
nada por ejercitarse esta opeidn. Esta funcidn pago puede graficarse como sigue:

In[2]:= Plot{CallPayoff[x,60],x,0,120]

60 -

50

404

30

Outf2]:= -Graphics-

Similarmente la funcidn pago para una opeién de tipo puf (para aquéllas cuva oportu-
nidad es la venta del stock puede ser predeterminade el precio en ejercicio —en este caso
$60— puede ser definida y graficada como sigue
In{3]:= PutPayoft] Price_, strike_] = Max|0, strike-price]

Out[3):= Maxi0, -price+strike]
n[3]-= Plot[PutPayoff|r, 60], 2,0, 120]
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La funcidn de pago exclugivamente dice el valor de la opeidn en la frontera —preci-
samente en la fecha de vencuniento—. Sin embargo, determinando el valor de la opcidn
antes de la expiracidn puede ser reducido el riesgo al conocerse el precio corriente del
stock, proyectando con ello su valor en la fecha de expiracién. Muchos son los {actoves
aue podrian atectar al precio de un stock, por elto su proyecadn debe hacerse mas que
deterministicamente, de manera probabilista. En el modelo de Black-Scholes es supucsto
un cambie en el porcentaje del precio del stock (la tasa de retorno enando los dividendos
no han sido pagados). a través de un proceso de Wiener (L., una caminata aleatoria) con
media y varianzas conocidas, tal que al dia de la expiracidn, los precios del stock tengan
una distribucién log-normal con media y varianzas también conocidas. Fsta suposicidn
de log-normalidad en muchos casos pricticos puede ser violada, sin embargo, el modelo
establecido avuda a aproximarse a valoraciones aceptables en la practica. En la practiea,
los corredores de bolsa y operadores de paso utilizan ofras opciones mds rudimentarias
{v herramientas estadisticas basicas) para efectuar las proyecaones, entie otras, las tradi-
cionales hojas de edlculo con lag que identifican valores aproximados de alpunas opciones
v para tiempos cortos pueden tomar decisiones.

Bajo las suposiciones de que ol stock no paga dividendos hasta el tiempo de expiracion,
el Modelo de Black-Scholes proporciona una expresion exacta del valor de un call. Esto
representd una notable ventaga téenica en los 70, aliora en la actualidad s np ejercicio de
aplicacion estindar del Cdleulo Estocdstico. Debido a que la fdrmula de Black-Scholes os

relativaanente compleja utilizamos una fancidn anxiliar



Definimos. por tanto, los elementos que vamos a utilizas-
P = precio corriente del stock

k

]

precio de gjercicio de la opeidn
s = volatilidad del stock (desviacién de la tasa de retorno anual)

r

tasa de retorno continnamente libre de riesgo, por ejemplo, la tasa de retorno de los

EU o México, Coste del dinero ¢n tapsos de tiempo cortos
t = tiempo (cn afios) hasta la fecha de la expiracién

El hecho critico det Modelo  Black—Seholes y los modelos de valoracién de opciones
asociados es que ol valor de la opeién depende sélo de la desviacidn estandar de la tasa
de retorno del stock v no de su valor esperado Esto es porque el modelo estd basado en
un argnmento arbitrario en el que cualquie decisién de tomar un riesgo premia al precio
antes que cnalguier otra decision Hbre de él.

Definimos la funcién de valoracidn de apciones del Modelo Bleck—Scholes v su funcién
auxiliar como sigue:

3] = AuxBS[p_k_sd_,r_,t_] = (Log[p/k]+rt)/ (sd Sqrtft] + .5 sd Sqrt[t])

Dut[8} = P
rt + leg[-]

0.5 sd Bgrt[t] + -——--r—memv
sd sqrt[t]

In[6] -= BlackScholes[p_, k_,sd_,r_,t_] =
p Norm{AuxBS{p, k, sd,r,t]-
k Exp[-rt] (Norm[AuxBS[p k,sd,r,t]-sd Sqrt{t]])

P
rt + Log[-]
k
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tut (61 = K Horm[-0.5 sd Sqrtlt] + =————-—r——mmummnee
sd Sqrtlt]
e e e e - )E3
rt
E
P
rt + Log(-]
k
p Norm[0.5 sd Sqrt[t] + —~———wmmmmme e
sd Sqrtit]

La funcion Norm ¢s la distiibucidn acumnlativa normal
Inf7] := Norm(z_,?NumberQ):= N[0.5 + 0.5 Erf[z/Sqrt[2]}]
v para la siguiente seccién emplearemos a derivada de ella en los procedimientos de
manejo del ricsgo

Observe gue  Black— Scholes es definida mediante la funcidn auxiliar AuxBS susti-
tuyendo apropiadamente en ¢l valor del pardmetro de entrada v con valores actuales. De
csta manera, podemos caleular el valor en pesos de los valores de los stocks al Hamar a la
funcidén BlackScholes con argumentos numéricos.

A continuacién ofrecemos ur cjemplo concreto;

Ejemplo 3.2.1

Se quicre encontrar el valor de una opcidn call sobre un stock tipo DEC cuyo precio
de ejercicio os de 60 (pesos} suponiendo que el precio corriente de DEC es 58 1/2, hasta
¢l ticmpo de expiracion de 0.3 aiios, la volatilidad del stock DEC es de 29% v 1a tasa de
retorno continuamente libre de riesgo es de 4%.

Por lo tanto. os pardmetros que se deben introducir en ¢l procedimiento del Modelo
Black-Scholes son
In[8j:= BlackScholes[58.5,60.,0.29,0.04,0.3)
Qu1 /8] == 3.34886
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Utilizando las propiedades graficas de Mathematica podemos analizar algunas propiedades
cualitativas interesantes del Modelo Black—Seholes . Los dos pardmetros del modelo que
indican el paso de un cierto estado a otro son el precio del stock y, trivialmente, el tiempo
de expiracién. La dependencia instantdnea del valor de la opcién con respecto al precio
del stock para la opeién DEC puede ser mostrada como sigue:

In[9] := Plot[BlackScholes[x,60.,0.29,0.04,0.3],x,50,70]

10

Out[9]:= -Graphics-

Veamos la grafica en tercera dimensién de valor de las opciones como una funcién
tanto del precio del stock, como del tiempo de madurez; podemos percibir claramente la
curvatura de la anterior gréfica conforme se acerca al tiempo de madurez.

In[10]:= Plot3D[BlackScholes(x,60.,0.29,0.04,y],x,50.,70.,
¥,0.01,0.5,
ViewPoint-;1.450, -2.900, 0.810]
Outf10):= -SurfaceGraphics-

Esta sensibilidad del Modelo Black—Scholes respecto a los dos pardmetros que ca-
racterizan el "estado financierc del mundo” puede ser explorada graficamente también a
través de Mathematica. En particular. a través del Modelo Black— Scholes y al suponer
que la volatilidad del stock es constante y que sobre ella tiende a fluctuar la vida de la

opcién. La sensibilidad del valor de una opeién a los cambios en su volatilidad puede

eraficarse del siguiente modo:
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In[11}):= Plot{BlackScholes[60.,60.,x,0.04,0.3],%,0.2,0.4]

55

3.5

Ll
0.25 .3 .35 0.4

Out[11]:= -Graphics-

Esta grafica no es particularmente atractiva porque sobrestima la volatilidad de la
opeidn valor y fa hace perfectamente lineal. Sin embargo, es evidente un hecho relevante
a partir del Modelo  Black~Scholes y o8 que provee una excelente aproximacion al valor
de la opcién cuando la variable de volatilidad es suficientemente graude, tanto cuanto el
valor esperado de la volatilidad es conocido.

El poder y 1a conveniencia que tiene Mathematica para generar graficas cualitativa-
mente apropiadas a  Bluck—Schales nos habla de la aplicacién cuantitativa del modelo,
especialmente en ¢l drea del manejo de riesgo. Este andlisis es facilitado directamente por

por las capacidades de manipulacién simbdlica de Mathematica a partir de Ja formula de
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Black—Scholes .

3.3  Manejo del Riesgo utilizando el Modelo Black—Scho-

les

El Medelo  Black—Scholes es aitil porque ademds de que proporciona una férmula
exacta para ol valor de una opcidn, también nos permite efectiar andlisis de sensibilidad
ante posibles cambios de los pardmetros. Eilo se debe a que la férmula de valoracién de
opciones puede ser caracterizada como la solucién de un cierto problema de equaciones
en derivadas paiclales

Que duda cabe que el pardmetro mas importante que afecta al valor de una opeidn es
el precio del stock subyacente  Denotaremos la derivada paraial del valor de la opeidn con
respecto al precio del stock como delta. De este modo. delfe s una excelente medida del
riespo para una opedn, porque indica ¢omo se altera el precio de la opcidn a un cambio
pot unidad monetaria del precio del stock.

Para opciones de tipo coll, delia puede variar en o] rango entic 0 y 1, en otras palabras
la opeidn puede ser insensitiva a las variaciones de precio del stock es posible tener la pista
oxacta del precio o estar bastante cercanos a él. Delta es particularmente dtil para medir
el riesgo contenido en un portafolio que contiene mds de una opcidn sobre un stock dado
En particular, el riesgo tedrico asociado a la posesidn de un stock podria ser nentralizado
completamente (en un tiempo razonablemente corto) si el respaldo en pesos (o dolares si
es ¢l caso) a delta de un portafolio de opeiones sobre ol stock cs igual a cero. Ello se debe
a que ¢l portafolio delta da un cambio al valor del portafolio para cada unidad monetaria
del precio del stock, que en este caso es cero Ademds, puesto que delta es una derivada
parcial, s¢ supone que todas las vanables deberian ser constantes y. consecuentemente,
ol cambio cn o procio del stock debetia ser pequeiio. Este no es el caso para periodos
con tiempos cortos. Algunas medidas del riesgo adicionales también pueden ser derivadasg
posteriormente en esta seccidn o pueden ser conskderadas como rutinas cnando se utilice
Mathemnatiea permitenco al mismao tiempo manipula algunas pecutiatidades o influencias
sobre el valor de las opeiones.

El uso del operador derivada I3, construido dentie de Mathemalice, nos peninte cal-
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eular simbclicamente la derivada de la funcién de Black—Scholes , incluida también
delta. Antes de esas derivadas podrian ser definidas, ademds, primero si fuese necesario la
derivada de la funcién ” Norma® denotada por Norm, puesto gue sélo el valor numérico
de la "Norma” provee técnicamente figuras graficables en la computadora de las derivadas
de la funcién Black—Seholes . En Mathematica 13 derivada de la Norma es definida como
In[1]:= Norm’[z.] = N[1/Sqrt[2Pi}}|Exp[-z A 2/2]

Out[1]:= 0,398942

La constante principal en la definicién de esta derivada es expresada directamente como
un nidmero. ademés de que los términos a la izquierda de Pi aseguran que la conversién
nuraérica ocurre cuando las derivadas de la férmula de Black— Scholes son evaluadas para
conjuntos particulares de pardmetros.

En la practica necesitamos saber exactamente cudl es la funcién que caleula delta, para
poder evaluar téenicamente el riesgo:

In[2}:= Deltalp_. k_,sd_.r_ ] = D[BlackScholes|p,k,sd,r,t],p]

Dut{2]:=
0.398942 / (E (0.5 sd Sqrt[t] + (r t + Loglp/kJ) /
2
{sd Sqrtl[t])) /2

sd Sqrtltl) ~ (0.398942 Power[E,~(r t)} -

P
r t + Log[-]
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k 2
{(-0.5 sd Sqreft] + -——-==-=m-—m-- 3
sd Sqrt[t]
_________________________________ 1 &)}/
2 P
7 t + Logl-]
k
(p sd Sqrt[t]) + Norm[0.5 sd Sqrtlt] + -———---—w—m—v
ad Sqrt[t]

La asignacién que se ha establecido para definir delta, a partir de la férmula de
Black—Seholes . gencra una expresién explicita de delta. Por tanto, tenemos nn imne-
canisno de valomacdn en Mathematica que, por otra parte, no necesariamente siempie
geacia férmuilas en una forma simple, pero que, sin embargo, la expresién de salida para
delin (v alpunas oiras derivadas de Black--Scholes }y pueden ser simplificadas de acuerdo
a los intereses de eficiencia y célculo numérico como actualmente se hace con la funcion
Norma Norm[p,ksd,rt].

Cnando se aplica delia a la situacién anterior se tiene
Inf3]'= Delta{58.5,60.,0.29,0.04,0.3]

Qut[3}= 0.198235

PPor tanto, para un incremento de $1 en ef precio del stock se incrementa el precio de
la opcion call en 50 centavos.

Una grifica de Delta contra precio del stock provee una valoracién de la opcion como
Sigue:

Iu[4]'= Plot[Delta[x,60.,0.29,0.04,0.3],%,20.,100.]
Out{4]:= ~Graphics-

Para precio bajo del stock, cuando la opci6n call estd fuera del entorno del riesgo®, delta

os wirtualmente nuls, indicando con clio que o) valor de la opeién, que también es virtual-

menle cero, os insensitivo a los cambios del precio del stock, porque dado un incremento

Vout of the money.
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modesto debiéramos tener un pequedo efecto que es verdaderamente una consecuencia de
que la opcidn deberfa expirar, con menos valor Para precios del stock grandes, es decir,
cuando la opeién ests dentro del entorno de tiesgo in the money (en su valor), delta se
aproxima a uno porque el incremento en el precio det stock peso a peso o dolar por dolar
se traduce en un ineremento esperade en of valor de la opcidn en la fecha de expiracién.
Otros aspectos de la opcién valor son, como faciimente se puede intuir, como se puede
ntilizar simholos matemdticos en Mathematica para expresar a delta. La sensibilidad del
valor de una opcién en un mstante de tiempo, thefe. se deriva fidcilmente de delta como
sigue.
Inf5]:= Theta[p_, k_,sd_,r_.{.]= -D{BlackScholes[p,k,sd,r,t]

p
Qut[5} := rt + Logl-]
k 2
(0.5 sd SQrtt] 4 ——wsmmmae——— )
sd Sqrt [t
0.398942 Power[F, —( © £) = —mmmmmmmm oo = x
2
P
r t + Logl-]

r 0.25 sd X
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(oot e e -
sd Sqrtltl Sart(t] 3/2
2sdt
P
r t + Logi-]
r 0.25 sd k
0.88942 p ( =mmmmmmmem b mmmm e
sd Sqrtlel Sqreit) 3/2
28dt
2
(0.5 sd Sqrtlt] + (r t + Loglp/k]) / (sd Sqrtitl)) /2
E p
rt + Logl-1
k
k r Norm['0.5,8d Sgrt[t] + -—=rm—m——ream
sd Sqrtlt]
r t
E

In{6}-= Plot{Theta[x,60.,0.29,0.04,0.3],x,20.,100.]
Cut]6).= -Graphics-

Por convencidn theta el negativo de da derivada con respecto al tiempo de expiracidn,
purque al mover el tiempo en el sentido de las maneciilas del reloj decrece el ticmpo de la
expiracidn. por tanto, theta da cl cambio instantdneo en ¢l valor de la opcién conforme
pasa ¢l tiempo v todos los demds pardmetros no sufren alteraciones. Y va que una opeidn
s mas valuable cuante mayvor sea el tiempo de expiracidn, theta cs siempre negativo.
Como va lo corrobora la grafica anterior, el tiempo de decaimiento en el valor tiende a
ser mds grande cuando el precio del stock estd préximo al precio de ¢jercicio, ademas,
conforme pasa el tiempo este decaimiento viene a ser mas uniforme atravesando los precios

del stock como lo detmuestia la signiente gréfica



104

In[7].= Plot3D|[Theta(x,60.,0.29,0.04,y].x,20.,100.,
v,0.01,0.5,
ViewPoint-;0.520, -3.420, 1.810]

03
04
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02

01

Out[7]= -SurfaceGraphics-

Como se menciond al principio de esta seccidy, las derivadas parciales de la formula
de  Black—Scholes pueden ser aplicadas también al portafolio entero de opciones para
determinar la sensihilidad det vator del portafolic a los cambios en una o todas lag variables

que influven en la férmula.
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Una obsexvacién importante es que en aquellas situaciones en las que los precios de
las opciones se creen como un indicador seguro de este valor, este tipo de situaciones es
deseada por los tipicos corredores con "ingenio inverso”, pues parten de la volatilidad de
una opcién desde su precio de mercado. La funcidn ImpliedVolatility utiliza la rutina
construida en Findroot para resolver numéricamente la volatilidad de ura opcién dado
su precio como sigue:

In[8]:= Implied Volatility[p_, k., 7, t., optionprice_} :=
sd / FindRoot[BlackScholes[p,k,sd,r,t] ==
optionprice, $d,0.2]

Par lo tanto, si el precio de la opcidn DEC es 3.348886. verificaremos que la volatilidad
es .29 como sigue
[:[9]:= ImpliedVolatility[58.5,60.,0.04,0.3,3.34886]

Ouefg]i= 029

Esto implica que la utihdad es un camino extremadamente @] para analizar las op-
ciones. Sin embargo, algunas opciones sobre ajenas a la circulacién y otros instrumentos
financieros son cotizadas en términos de su volatilidad mds que de su precio, asi los bonos
cotizan al proporcionar cierto margen de seguridad en sus ganancias. Hay muchas es-
trategins de comercio que son disefiadas para hacer andlisis de larga o corta volatilidad
mientras que se limite al riesgo mediante el uso de las téenicas descritas anteriormento,

Como con cualquier otro grupo de funciones de Mathernatica, las funciones asociadas al
maodelo de Block— Scholes pueden ser colectadas en un grupoe de programas que aparecen
en este trabajo. Ahi se incluyen otras medidas de sensibilidad del riesgo: theta, kappa,

rho, gamma v la elasticidad (precio del stock)

3.4 Las opciones como objetos (en computacion).

La ventaja de Mathematica sobre otros programas es que provee no sélo de herramienta
de caleulo simbdlico v numérico, sino también proporciona la capacidad de trabajar ob-
jetos autocontenidos sobre los que tiene la ventaja de ¢jecutar una acaidr o nna tuncidn
dependiendo del tipo de objeto sobre el que es aplicado. A través de la manipulacién de

Jas capacidades de los objetos enfocada al tratamtento de objetos orientades como si de un
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juego de herramientas se tratara, se ofrece un conjunto de facilidades para la creacién de
objetos ¥ abstraccidn de datos contenidos en Mathematica. En esta seccidn representare-
mos a las opciones como objetos y en lo que sigue explotaremos esta representacidn para
desarrollar la tecnologia de una funcidn Valor que sea capaz de evaluar una variedad de
opciones y otros instrumentos financteros.

Deberiamos comenzar por mastrar como uha opeidn coll de tipe DEC (¥ su correspon-
diente stock DEC) puede ser representada como un objeto en Mathematica. Para distin-
guir los quehaceres de un objeto computacional es necesario describir sus propiedades.

Por gjemplo, las propiedades de una opcidén DEC, DECFL, son que ésta es una opcién
¢call sobre un stock DEC, que tiene un precio de ejercicio de 360 y expira en junio, que
ademds se supone que deberia crecer 0.3 por un afio transcurrido  En Mathematico ligamos
esas propiedades al simbolo DECFL como sigue:

In[l]:= Type[DECFL] A = "call” ;
Asset[DECFL) A = DEC;
ExercisePrice[DECFL] A = 60.;
ExpirationTime[DECFL] A = 0.3;

El operador A = es conocido como UpSet v es utilizado para asegurar que Mathe-
matica asacta el valor asignado con el valor "ascendente” DECFL mas que el puntero del
lado izquierdo de las asignaciones como se hace normalmente. Es sencillo chequear que
esas propiedades han gido asociadas con DECFL como sigue
In[2}:= TDECFL

Global ‘DECFL

Asset[DECFL] "= DEC
ExercisePrice[DECFL] "= 60,
ExpirationTime[DECFL] "= 0.3

Type [DECFL] "= "call"
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Como una conveniencia deberfamos definir una funcién constructora de objetos Con-

sObj, que toma un simboto y una lista de propiedades como argumentos:
In[3]:= ConsObj[DECFL, {Type, ”call”,
DofBlock[propname=proplist[[2*i-1]],
propval=proplist[[2*i]],
propnamefobj]A =propval],
{i, Lenght{proplist]/2}]

El objeto, DECFL, puede ser construido como sigue:
In{4}:= ConsObj{DECFL, {Type, "call”,

Asset, DEC,
ExercisePrice, 60.,
ExpirationTime, 0.3}]

Note que 1o toda le informacidn necesaria para el valor de la opcidn DECFL vsid
contenida en la descripaidén del objeto. En particular, el precio v la volatihdad del stock
DEC son propiedades que deberian ser inherentes a la representacién del objeto del stock.
Bl objeto DEC puede ser construido como sigue:

In[5]:= ConsObj[DEC, Type, "stock”,
Price, 58.5,
Volatility,0.29]

General:ispelll:
Possible spelling error: new symbol name “Price"

is similar to exiting symbol "Prime".

Y astablecemos las propiedades del objeto DEC como signe:
In{G}:= TDEC

Global ‘DEC
Price[DEC] "= 58.5

Type [DEC] "= "stock”
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Volatility[DEC] ~= €.29

Por supuesto, esas propiedades de la opcién DECFL provienen desde el stock suby-
acente, no son heredadas automdticamente; Mathematica requiere de algunas reglas de
asignacion para facilitar su herencia como sigue:

Inf7):= AssetPrice[option_] := (AssetPrice[Option} A =
Price[Asset[option]]};
AssetVolatility[option_] := {AssetVolatility[Option} A =
Volatility[Asset[option]])

Esta forma de asigracién asegura que Mathematice asocia el valor con la opcién que
la funcién. Podemos probar ahora esas dos nucvas propiedades de la opcién DECFL que
han sido propiamente heredadas:

In[8]:= AssetPrice[DECFL]

Qut[8]:= OptionValue' private Pricc[Option Value' private Asset DECIL]|
In[9]:= AssetVolatility[DECFL)]

Out{8]:= OptionValuc'private’Volatility|OptionValue'private Asset[DECFLY|

Al chequear los valores asociados con DECFL podemos ver como csas dos nuevas
propicdades son listadas:

In[10].= TDECFL

Global ‘DECFL
Asset [DECFL]l ~=DEC

AssetPrice[DECFL] =
OptionValue ‘private’Price[OptionValue‘privatelisset [DECFL]]

AssetVaolatility[DECFL] ~=
OptionValue'private’Volatility[OptionValue‘privateAsset[DECFL]]

ExercisePrice[DECFL] ~= 60.
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ExpirationTime{DECFL] "= 0.3

Type [DECFL] "= *call"

Como se puede ver, Mathematica no provee un disefio de un ambiente completa-
mente a través de objetos orientados para que esas nuevas propiedades sean generadas
automaticamente, pero si ofrece parte de la descripcién después de una primera utilizacion.

La picza final de la informacién necesaria para evaluar DECFL es la tasa de retorno
libre de riesgo. Porque esta tasa cs supuesta como constante y puede ser aplicada a todas
las opciones, ello da sentido para definir a ésta como una vayiable global del siguiente
maodao.

Injl1}:= RiskFreeRate = (.04
Out[l1]-= 0.04

Falta ahora simplemente definir una funcidn valer que tome un simbole de una opcidn
eomo s1l argumento ¥ recupere ta informacién necesaria para aplicar la funcién Black—Scho-
fes definida anterioimentoe:

In[t2):= Value[option_] := BlackScholes[AssctPrice[option],
ExercisePrice|option],
AssetVolatility|option],
RiskFReeRate,

ExpirationTime[option]|

General::spell:
Possible spelling error: new symbol name "Value"

is similar to existing symbol "ValueQ.

Ahora mostiaremos que la funcién valor actualmente trabaja cuando sc aplica a
DECEL
In[13}= Value[DECFL]
OQut[13):= Value[DECFL]

Por supuesto. ta férmuia de Black— Seholes inicamente puede ser aplicada a un nimero

limttado de opetones. En la sigurente seceidn abordaremos otros métodas de valoracidn
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de opciones que pueden scr aplicados a opciones en general, incluidas las opciones puts,

y veremos cémo es que la funcion valor puede ser adecuadamente extendida.
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3.5 Valoracion de opciones a través de arboles de de-

cisién financiera.

Cuando consideramos opciones para las que el modelo Black— Secholes no estd disefiado,
por ejemplo, opcicnes put americanas (aquéllas que pueden ser ejercitadas antes del ven-
cimiento), no hay usualmente una férmula exacta para la solucidén y ruchas férmulas
de aproximacién frecuentemente son inadecuadas. La fuente de este problema es que las
técnicas utilizadas para tiempos continuos para derivar la férmula del modelo Black— Scho-
les no son ampliamente aplicables cuande la trayectoria de la valoracién de la opeién pucde
ser mmterinmpida al ejecutarse la opcidn. Sin embargo. Ja manipulacion simbdlica a través
de Mathematica puede ser utilizada con grandes ventajas. En esta seccién pretendemos
dar pie al uso de algunas téenicas que se implementan en Mathematice. Esos métodos son
suficientes y en s mayoria pueden ser aplicados virtualmente a cualquier tipo de opcidn,
pero también pueden ser aplicados a valores con opciones lmnersas, como 1os lamados
honos convertibles y muchos otros tipos de valoves bajo mfluencia de deceso o mortalidad.

Las extensiones a pesar de ser ambiciosas por ciemplo con o) proposito de abordar
stocks con pagos de dividendos, pueden ser incorporadas en este marco Un tratamiento
mds detallado de esas téenicas puede ser consnltade en el libro de Miller, M.R. [Mi]
desarrollado originariamente en LISP.

La clave para resolver los problemas de valoracién financiera son los lamados drboles de
deciston finenciera; esos drboles son una generalizacion de los drboles de decisidn utilizados
en ol tradicional Analisis de Decisidn. La extension clave de los drboles de decision que
os introducida en ¢l presente tratado es o) deseuento aplicado a wno de los trasvases del
Arbol, Sin embargo, existen otras extensiones que mangjan flujos de efectivo que pueden
presentarse en cualquier nodo del drbol. La ventaja que tienen los drboles de decisidn
financiera sobre los drholes de decision tradicionales es gue ofrecen una representacién y
nn caleulo mds senciilo. Cuando son contemplados tanto los descuentos, como los flujos
de efectivo dentro del drbol mds que como condiciones de nodos terminales, que es por
cierto une de los caminos tradicionales para tener o1 cuenta las restriceiones, se minimiza
¢l monto de Yos cdlculos 1egueridos para representar v evaluar el arbol de decision que

1epresenta a nna opcidn dada o a un instrumento financiero.
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Nos intercsamos en abordar et problema de las opciones put americanas sobre un stock
DEC con propiedades idénticas a aquellas de la opcidn cell DECFL presentada al inicio de
la exposicién, excepto que ésta es una opeidn put v tiene el simbole DECQL. Recordamos
que una opcidn put s una opcidn que vende al stock con un precio de ejercicio dado, en
este caso $60. Como vimos en su momento, la funcidén pago para una pui es la opuesta
que la de una call; esto es, que es cero para precios por arriba del precio de ejercicio y
tiene pendiente -1 para precios por abajo de él.

La funcidn ConsObj puede ser utilizada para crear el objeto DECQL como sigue:
In[l):= ConsObj[DECQL, Type, "put”,

Asset, DEC,
ExercisePrice, 60.,

ExpirationTime, 0.3}

General::Spell:

Possible spelling error: new symbol name "DECQL"

is similar to existing symbol "DECQL".

Por supuesto, st quisteramos aplicar la funcion Valor en la forma que hemos venido
proponiende a DECQL, no tenemos un camino para proceder aguf con un put como si
fuera un call. Por todo ollo, seria deseable crear una propiedad para las opeioncs que
afecte e modo en que son valoradas. Deberfamos utilizar la funcion ExerciseFunction
para establecer la funcidn pago que quedaria como sipne:
1n{2]):= ExerciseFunction{option_]:= CallPayoff /;

Type|option}=="call”
ExerciseFunction[option_]:= PutPayoff /;
Type[option]=="put”

Por tanto, para nuestra nueva opcién put tenemos

In[3):= ExerciseFunction[DECQL]

General::Spell:

Possible spelling error: new symbol name "DECQL"
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is similar to existing symbol "DECFL™.

Out[3):= ExcrciseFunction DECQL]

Con una opcidn put americana ¢s posible que el valor del stock subyacente caiga lo
suficientemente bajo como para que la corriente natural del sobrepremio del precio del
stock deberia hacerlo provechoso para ejereitarlo antes de su fecha de maduracién. Sin
emhbargo, un componente significativo del valor de la opc16n put podria estar asociado con
el potencial para hacer un ejercicio antes del tiempo de maduracién. El simple camino
para modelar una opcidn que facilita la consideracidn explicita de ejercitar tempranamente
es ¢l modelo binomial Bl modelo binomial divide e} tiempo de madurez en un mimero de
periodos ignales ¥ sobre cada segmento considera dos posibilidades. que el stock se wueve
hacia arnba en precio una proporcién fija o hacia abajo en precio por otia (posiblemente
la misma} moporcidn fija. El tamafio de los movimientos hacia arriba o hacia abajo comao
sus probabitidades puede ser elegido en el limite segiin el alimero de periodos en ol infinito,
la distribucion de los precios deberia converger a la distribucidn lognormal atilizada cn
el modelo de  Black—Scholes . La derivacién de esos movimientos hacia arriba v hacia
abajo v sus probabilidades es un tema tratade por Hell en 1989 y utibzado aqui sin mayor
profundidad.

Como on ¢l modelo Black— Scholes | el valor de la opcidn es conoodo como la ex-
piracion v puede ser determinado recursivamente al tomar cn cuenta a valor presente los
premios. La diferencia es que en cada instdnte del tiempo la ventaja potencial de ejercitar
la opeidn deberfa ser considerada.

La aproximacidén que deberfamos hacer para el modelo binomial nos lleva a sumergir
a éste en un marco mas general que pudiera manejar opciones también penerales. Tste
marco moldea al proceso a través del cambio de los precios de los stocks y la opeion que
¢l poseedor de las acciones considera como alternativa en cada punto del tiempo como un
Arbol de decisidn financiera.

BEste método a través de ia valoracién de cada opcidn pociia generar un drbol de
decisidn diferente. sin cnbargo, ofrecemos una fiuncidon que evalie a cada drbol, la de-
nommamos TreeValue, Por tanto, ol proceso de valoracion de una opeidn deberia ser
convertido en 1 dfibol y entonees lo valoramos.

La comversién de una opaidn americana en una opadn dentro de un dibol financicro
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de deeisiones se lleva a buen término con la funcién MakeAmerTree gue se define en
las siguicntes linecas:
In|4]-= MakeAmerTree[option_,n_ : 4] =
Block[ChanceSymbol=Unique[”cnode™],
PecisionSymbol = Unique[’dunode”),
s=AssetPrice[option],
k=FxercisePrice[option],
ex= ExerciseFunction{option],
t = ExpirationTime[option],
sd== AssetVolatility[option],
a — Exp[RiskFreeRate t/n] // N,
u == Exp(sd],
d=1/u,
ConsObj[Evaluate[ChanceSymbol],
Type, chance”,
Dfactor, 1/a,
Upamt, u,
Downamt, d,
Upprob, (a-d)/(u-d) // N,
ExercisePrice, k,
ExerciseFunction, ex,
Sucessym, DecisionSymbolj;
ConsObj[Evaluate[DecisionSymbol],
Type, "decision”,
ExercisePrice, k,
ElxerciseFunction, ex,
Succsym, ChanceSymbol];
node[ChanceSymbol, s,n,1]
Esta rutina incorpora una funcién que es esencialmente una lista de mgredientes nece-
sarins para construir un Arbol financiere de decisiones para una opeion americana. Esto
so establece por uso de la funcidn Unique definida de antemano en Mathematice, funcién

que sirve para construir simbolos para los dos tipos de nodos en el drbol, probabilidad de
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paso por esos nodos, que se reflejard en un movimiento hacia arriba o hacia abajo en el
precio del stock v nedos de decision, que refleja la habilidad dei poseedor de la opcidn para
gjercitar o no la opoidn. La funcién ConsOb) es utilizada de esta forma para asignar
las propiedades necesarias para la probabilidad de los nodos de decision a sus respec-
tivos simbolos, eso se hace mediante las rutinas ChanceSymbol y DecisionSymbol
respectivamente. Finalmente, esto crea la semilla del arbol como una expresién con node
como su encabezamiento y estado inicial del drbol financiero de decisiones, inciuyendo
el precio del stock v el periodo sobrante como su cuerpo. Con propdsitos de exposicidn,
MakeAmerTree se define para cuatro periodos (aunque se puede definir otro nimero de
elios) baste utilizar este mimero de perfodos para entender lo que hacemos. pero no son
suficientes para asegurar la valoracion, ya que ese proceso requiere de cuando menos diez
o mas periodos

In{3]:= DECTree = MakeAmerTree[DECQL]

Out[3]:= nodelenodel, 58 5, 4, 1)

Por tanto. establecemos el drbol en ¢l nodo de cambio llamado cnodel con un precio de
stock de 38 5. cuatro periodes de partido y un peso de 1. (El peso proporciona inicamente
informacién en los nodos de decisidn, como bien se puede ver). Para encontrar los destinos
hacia donde podemos ir a partir de este node raiz requerimos de la funcién Successors,
que genera una lista de sucesores para ambos nodos de decisién v probabilidad. Aqui estd
la definicién de una fincién para cada tipo de nodo:

In[6):= Succesors[nede{symbol_, price_, left_, weight_]] :=
nodeSuccsym[symbol],
Upamt[symbol]*price, left-1,
Upprob[symbol]],
node{Succsym{symboll,
Downamt|[symbolj*price, left-1,
1-Upprobisymbol]] /; Type[symbol]=="chance”;
Succesors[node[symbaol_, price_, left_, weight_]} :=
nodeSucesym(symbol],
price,
left,
1],
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nodeSuccsym{symbol],

price,

0,

1 /i Type[Symbol)==="decision”

Podemos entonces simplemente aplicar la funcidén Sueccessors al nodo rafe, DECQL-
Tree y ver que sucede:

[n[7]:= Successors[DECQLTree]
Out[7]:= (node[dnodel, 63.3355, 3, 0.499051],
nodeldnodel, 54.0336, 3, 0.500949))

Los sucesores de este nodo de probabilidad son dos nodos de decisién, ambos con el
simbolo dnodel, pero que reflejan estados de diferente naturaleza. EI primer nodo de
decisién corresponde al precio del stock DEC de 63,3355, que podria ocurrit con una
probabilidad o peso de 0.489051. El segundo nodo de decisidn corresponde al precio del
stock DEC de 54.0336 que podria ocurrit con vna probabilidad o peso de 0.5000049. Al
tirar los dados” asociamos con el nodo la probabilidad v también consumimos un periodo
v lo hacemos tres veces mas

Como un ejercicio vemos directamente cémo se pueden generar 10s sucesores del prime:
nodo de decisidn:

[n{8]:= Successors[First[Successors[DECQLTreel)
Qut[8]:= (node{cnodel, 63.3355, 3, 1],
node[enodel, 63,3353, 0, 1,1}

En un nodo de decisién damos una eleccién de continuidad en fa posesion de la apceidn,
va sea permancciendo cn los perfodos a la izquierda o ejercitando la opeidn al definir los
periodos de Ia izguicrda por cero.

La funcidn TreeValue automatiza ¢l proceso de generar sucesores v simultdineamente
caleiila el valor csperado en cada nodo de probabilidad y elige el pago maximo esperado
en cada node de decision, Esta funcion junto con las dos funciones auxiliares, Prob v
Expectation, se definen como sigue:

In[9]:= TreeValue{nodel[symbol_, price_, left_, weight ] 1=
(TreeValue[node[symbol,price,left, weight]]
=Which{left==0,

ExerciseFunction[symbol] [price,ExercisePrice{symbol]],
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Type[symbol]==="chance”,
Difactor[symbol} *
Expectation[Successors[node[symbol,price,left,weight}]],
Type[Symbolj=="decision”,
Max[TreeValue{Successorsinode[symbol, price,left,weight}]]]]):
SetAttributes[TreeValue,Listtable]
Prob[node.] := node([4]] ; SetAttributes[Prob,Listtable]
Expectation[nodelist_} := Dot[Prob[nodelist],
TreeValne[nodelist]]

La funcién TreeValue utiliza a la funcién Which que discrimina entre las situaciones
gue pudieran presentarse. Podrian ocurrir tres de ellas: nodos terminales (left==0), nodos
de probabilidad v nodos de decisién. Por TreeValue designarernos a la memoria de los
valores antiguos que por argumentos de la Programacion Dindmica son empleados para
redneir sensiblemente o niimero de evaluaciones que son requeridas, La parte inicial de
esta aproximacién no seria posible sin in manejo adecuado de memoria adicional. memoria
que deberia ser acupada por log vesubtadoes vicjos de las valoraciones de la opcion.

Ahora (ue TreeValue ha sido definido de manera adecnada podemos aplicar esto a
DECQLTree de la manera siguiente:

In[10]:= TreeValue[DECQLTree]
Out[16}:= 4.27628

Podemos llegar a un valor mas preciso al expandiv el tamafio del drbol por madio de
la signiente rutina:

In{11}:= TreeValue[MakeAmerTree|]DECQL,8])
Out[11]:= 4.26538

Finalmente, volvemos a la funcidn Valor introducida al final de la seccién anterior y
con una nocidn extendida al tratamiento de opciones americanas sobre un stock que no
paga dividendos; cllo se hace como stgne:

In[12]-= Value[option_] := BlackScholes!AssetPrice[option],
ExercisePrice{option],
AssetVolatility[option],
RiskFreeRate,
ExpirationTime[option]] /;
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Typeloption]=="call”
Value[option_} := TreeValue[MakeAmerTree[option,8]j /;
Type[option]|=="put”

Esta funcién deberiamos aplicaria sencillamente a la férmula del modelo de Black— Scho-
les para las opciones cell v su versidén aumentada para evaluar un drbol binomial para
opciones put. Por tanto, podemos aplicar esto a las dos opciones DEC como sigue:
In{13]:= Value[DECQL]

Out[13]:= 3.34886
Inf14]:= Value[DECQL]
Out[14]:= 4.27374
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3.6 Conclusiones del Capitulo 3.

En este capitule nos propusimos dar una aproximacién prictics v eminentemente
computacional de una forma explicita para la solucién y una aproximacién numérica a
ta valoracion de opciones por el uso de Mathematica. Sin embargo, es posible extender
este tipe de andlisis a la utilizacidn de algunes otros paguetes de céleulo simbdlico o
lenguajes de programacién (en pascal versidn 6 en adelante ya se meorpora el tratamiento
dentro de un ambiente de objetos orientados o Clipper versidén 5 también incorpora estas
herramientas). Los métodos han sido desarroilados ya en la literatura financiera a la
gue también contribuimos ciertaniente de manera ortginal en el capitnlo 2 en los ejem-
plos de cdlenlo del control Sptimo estocdstico, en la exposicidén de la teoria general de
consumo,/inversion mediante 1ngtrmentos financieros en general y que desarroliamos am-
pliamente en el capitulo 1 para el cdlculo explicito de una solucién para este problema.
Nuestra tarca para continuar con el capitulo 3 nos Hevaréd. sin duda alguna, a buscar una
forma mas eficicnte ¢ inteligente de funcidn valoracidn de objetos-orientados En esta
finea nos proponemos la claboracidn de un paquele para o tratamiento practico en un

mercado de valores secundario,
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