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TESIS DOCTORAL

(RESUMEN)
TITULO: Estadistica Espectral: de Eigenfases a Energias.
AUTOR: M. en C. Rafael Alberto Méndez Sanchez.

DIRECTORES: Dr. Francois Alain Leyvraz Waltz  y
Dr. Thomas Henry Seligman Schurch,

Se muestra que, dado un Hamiltoniano cuyo andlogo cldsico es completamente
caotico, es posible transferir las propiedades estadisticas de las eigenfases de su mapeo de
Poincaré asociado a las del espectro de energia del Hamiltontane original. En el caso
completamente cadtico se obtiene que las propiedades de fluctuacion de las eigenfases del
mapeo cuantico de Poincaré seran las de los ensembles circulares con probabilidad uno.
Luego se muestra que las propiedades locales de fluctuacion de los espectros de energia
son iguales a las predichas por los ensembles gaussianos con probabilidad uno, resultado
conoocido como conjetura Bohigas-Giannoni-Schmit. Esto se verifica en dos ejemplos,
uno en billares y otro en moléculas de Rydberg. En este (ltimo encontramos ademas, que
la teoria del defecto cuantico para varios canales puede interpretarse como un mapeo
cuantico de Poincaré que es, por construccion, unitario.




THESIS DOCTORAL

(ABSTRACT)
TITLE: Spectral Statistics: from Eigenphases to Energics.
AUTOR: M. en C, Rafael Alberto Méndez Sanchez.

DIRECTORS: Dr. Francois Alain Leyvraz Waltz  and
Dr. Thomas Henry Seligman Schurch.

We show that, given a Hamiltonian whose classical analog is completely chaotic,
it is possible to transfer the statistical properties of the eigenphases of its associated
quantum Poincaré map to the those of the energies of the original Hamiltonian. in the
completely chaotic case we obtain that the fluctuation properties of the eigenphases of the
quantum Poincaré map will be those of the circular ensembles with probability one. We
show later that the local fluctuation properties of the energy spectra are the same as those
predicted by the gaussian ensembles with probability one, a result known as Bohigas-
Giannoni-Schmit conjecture. This is verified in two examples, one in billiards and the
other in Rydberg Molecules. In the latter we furthermore show that the multichannel
quantum defect theory can be interpreted as a quantum Poincar¢ map, with is unitary by
construction.




Capitulo 1
INTRODUCCION

En afios recientes, ha incrementado la importancia de la llamada conjetura
Bohigas-Giannoni-Schmit (BGS) (1, 2, 3] que relaciona las propiedades estadisticas
de sistemas cudnticos cuyo limite cldsico es cadtico (QCCS)! con la teoria de
matrices aleatorias (RMT) [4]. Esta conjetura en su forma original expresa lo
siguiente [2]:

Los espectros de sistemas invarianies ante inversicn en el Hempo
cuyos andlogos clisicos son sistemaes K, muestran las mismas propie-
dades de fluctuacidn yue las predichas por el ensemble ortogonal gats-
siano (GOE). Si la conjeture fuera cierla, se habrd entonces estable-
cido la universalidud de las leyes de fluctuacidn en espectros cudniicos,
yo enconfrada en nicleos y, en wn menor grado, en dlomes. En-
tonces, deben lambién encontrarse en olros sistemas cudnticos, como
moléculas, hadrones, ete.

La conjetura fue verificada numéricamente al estudiar algunos QCCS: un
cuarto del estadiv de Bunimovich ¥ un octave del billar de Sinai. Bohigas y
colaboradores calcularon algnnas medidas de fluctuacidn —como la distribucién de
espaciamientos entre niveles cercanos p(s) y la estadistica Dyson-Mehta Aj que
mide e} grado de rigidez del espectro, entre otras— y observaron que son parecidas
a las del GOE. Otros grupos estudiaron los eigenvalores de QCCS que no son in-
variantes frente a inversicn en el tiempo (3, 6] y obtuvieron para sus fluctuaciones
lus valores predichos por el ensemble unitario gaussiano (GUE). Si los valores de
estas medidas de fluctuacién se asemejan a las de RMT se dice que hay evidencia
cuantica de caos.

El trabajo tedrico desarrollado para demostrar esta conjetura fue iniciado
pur Berry [7], quien entre otras cosas mostrs. usando la teoria semiclasica de la
densidad de estados basada en drbitas periédicas, que para los QCCS, la rigidez
espectral Ay para distancias intermedias es la del GOE o GUE, dependiendo de si
el sistema es invariante ante inversiones en el tiempo o no. Otras medidas de las
fluctuaciones del espectro, al igual que las propiedades de los eigenvectores, son
my dificiles de calcular de esta manera debido a que involucran 6rbitas periddicas
muy largas.

'En 1o que sigite se utilizan las siglas en inglés para éste y otros casos, porque son utilizadas
universalmente.
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En dos trabajos recientes se investiga la conjetura BGS. El primero usa el
concepto de invariancia estructural {8, 9, 10, 11] y el segundo un modelo-s no-
lineal® [12, 13]. En esta tesis seguiremos la primera linea de investigacién, que da
todas las propiedades de fluctuacién a la vez. Siguiendo los articulos de Seligman y
Leyvraz (8, 9, 10, 11}, usaremos el concepto de invariancia estructural para hacer
una conexién entre los QCCS y la RMT. Este concepto fue desarrollado para
sistemas forzados periddicamente y para sistemas de dispersidn cldsica; por ello,
Seligman y Leyvraz obtuvieron las propiedades de fluctuacién de los ensembles
circulares (COE o CUE).

El objetivo principal de esta tesis es obtener las propiedades de fluctuacién
para los sistemas cuénticos cuyo anslogo clisico es cadtico {QCCS). Para esto, se
usa el mapeo de Poincaré y su versién cuantizada, el mapeo cuéntico de Poincaré
(QPM) [14, 15]. Con este mapeo es posible transferir las propiedades estadisticas
de las eigenfases del QPM a los eigenvalores del Hamiltoniano original. Esto se
hace estudiando ambos mapeos como funcién de la energia.

En el capitulo II se hace una revisién del concepto de invariancia estructural en
mapeos candnicos. Alli se estudia el caso més sencillo: un hamiltoniano periédico.
Después, se hace la conexién con RMT basada en los trabajos de Dirac, Bargmann,
Moshinsky y otros [16, 17, 18, 19, 20]. Estos autores han desarrollado un formalis-
mo que asocia operadores unitarios en mecanica cudntica a las transformaciones
candnicas de la mecénica clsica. Los distintos ensembles circulares se obtienen al
escoger adecuadamente el grupe de invariancia estructural y su accidn sobre los
mapeos canonicos.

En el tercer capitulo se trabaja especificamente con el mapeo de Poincaré. S
contraparte cudntica se usa para mostrar que las propiedades estadisticas locales
de las eigenfases son las mismas que las de las energias. Esto se tiene ya que los
eigenvalores {k,} del Hamiltoniano del sistema cuantico cumplen con la condicién

det(1 — T(¢', 9;kn)) = 0, (1.1)

es decir, cuando alguna de las eigenfases §;(k) del operador T(¢', q; k), asociado al
QPM, cruza la parte positiva del eje real (fi(k) = 27n, n=10,1,2,...).

En el cuarto capitulo, se estudian las propiedades de las eigenfases del mapeo
cudntico de Poincaré para el estadio de Bunimovich y para un billar rectangular.
Estos estudios se desarrollan a partir del método de la integral de frontera para
billares [14, 21]. La superficie cudntica de seccién que usamos es Ia frontera del
billar.

En otro contexto, la teoria de defectos cudnticos para varios canales(MQDT)
[22, 23] se ha usado para calcular las energfas y resonancias de las moléculas
de Rydberg [24, 25]. Lombardi y colaboradores [24) aplicaron las técnicas de
caos cudntico para analizar las propiedades espectrales de estas moléculas. En

?Se usa este término como traduccién de non-linear g-model.
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ese mismo trabajo, estos autores propusieron la contraparte cldsica de ls aprexi-
macién cudntica. De aqui se pudo derivar un mapeo de Poincaré para estados
ligados [24). Estudiaremos entonces, en el capitulo quinto, las propiedades de
las eigenfases de las moléculas de Rydberg obtenidas con la MQDT. Este método
puede considerase como un QPM, unitario por construccidn, y cuyo mapeo clisico
es candnico.

En el ditimo capitulo, se exponen las conclusiones: las propiedades de fluc-
tuacidn de los eigenvalores de los QYCCS son las mismas que las de los ensembles
gaussianus con probabilidad uno. El argumento funciona de la siguiente man-
era: Se identifica al mapeo de Poincaré asociado a un Hamiltoniano, ¢omo un
representante tipico de un conjunto de mapeos candnicos cadticos ~haciendo la
hipétesis: un mapeo canénico arbitrario es cadtico con probabilidad uno—. Cuando
se cuantiza el conjunto de mapeos, se obtiene un ensemble de operadores unitarios
(alguno de los ensembles circulares) ya que el analogo cuéntico de las transforma-
ciones candnicas son las matrices unitarias. Aunque el no se sabe si el conjunto
de mapeos candnicos forman un ensemble (ya que no se conoce medida invari-
ante). el conjunto de matrices unitarias si son un ensemble ya que los grupos
unitarjos tienen una medida invariante. Como el mapeo de Poincaré es un miem-
bro tipico del conjunto de mapeos candnicos, al ser cuantizado, las eigenfases del
mapeo cudntico de Poincaré tendrdn las propiedades de fluctuacién de los en-
sembles circulares con probabilidad uno ya que es un miembro de algun ensemble
circular. Para completar el argumento, tenemos que encantrar la relacién entre las
propiedades de las eigenfases del mapeo cuantico de Poincaré con las del espectro
de energia del Hamiltoniano original. Lo que se encuentra es que las propiedades
de fluctuacion de las eigenfases del mapeo cuantico de Poincaré son localmente las
mismas ue las del espectro de energia del Hamiltoniano ya que las eigenfases G.(E)
se mueven localmente de manera tal que % = const. Entonces las propiedades
de fluctuacion locales de los espectros de energia son iguales a las del GOE o las
del GUE con probabilidad uno. Con ésto, la conjetura Bohigas-Giannoni-Schmit
que asocia las propiedades estadisticas de los espectros de energia de los sistemas
cudnticos cuyo andlogo cldsico es cadtico, con la teoria de matrices aleatorias
se cambia por una conjetura mas débil: un sistema Hamiltoniano arbitrario es
cadtico con probabilidad uno.




Capitulo 2

INVARIANCIA
ESTRUCTURAL PARA
SISTEMAS EXCITADOS
PERIODICAMENTE

En este capitulo se hace una revision del concepto de invariancia estructural
en mapeus candnicos introducide por Leyvraz v Seligman [9]. Empezamos con
un sistema muy sencillo: una secuencia binaria finita. Se obtendra luego el grupo
de invarancia estructural asuciado: el grupo simétrico. Después usamos este
concepto en el contexto que nos interesa, es decir, en mapeos candnicos para
ubtener el grupo de invariancia estructural asociado a ellos.

El ubjetivo principal del cunceptu de invariancia estructural es constriir a
partir de un sistema individual un ensemble de sistemas que tengan las mismas
prupiedacles relevantes. Por ejemplo. si cierto mapeo de Poincaré muestra toros
invariantes u separatrices. el ensemble debe también mostrarlos; si, por otro lade,
el mapeu carece de estructura, el ensemble tampoco debe mostrar estructura al-
gnna. Primero se buscan las propiedades relevantes y después se define el grupo
de invariancia estinctural {SIG) asociado al sistema como el conjunte de mapeos
que transfurma el sistema en otro que tiene las mismas propiedades relevantes,
es decir. que las deja invariantes. El S5IG, como veremos més adelante, define un
conjunto ¥ de sistemas sobre €l cual actia. El concepto de invariancia estructural
es, a grosso modo, complementario al concepto de simetria. §i un sistema presenta
una simetria mayor, su grupo de invariancia estructural es menor y viceversa.

Para dar un ejemplo. tomemos una secuencia binaria aleatoria de O’s y 1's, n
en tutal; pur ejemplo: 0,1,0,0,1,0,...,1,0,1 Si ésta no tiene ninguna propiedad
caracteristica, el SIG consiste en todos los mapeos de secuencias binarias en se-
cuencias binarias. Si la secuencia tiene, como propiedad que la define, digamos un
70% de 1’s. el SIG consistira de todos los mapeos que respeten esta propiedad: to-
das las permutaciones de la secuencia binaria, es decir, el grupo simétrico de orden
n sin ningnna restriccion. ¥ es en este caso el conjunto de todas las secuencias
binarias cue tienen 70% de 1’s. Si la secuencia tiene un mayor mimero de unos,
entonces al SIG lo forman también tudas las permutaciones pero ¥ tendra esta
restriccion. El SIG es el mismo en ambos casos pero ¢l conjunto ¥ es diferente. Si

4
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la secuencia es periédica, digamos de periodo m, entonces el SIG debers respetar
también esta propiedad, al igual que 3. En este caso el SIG ser isomorfo al
grupo simétrico de orden m. Si se omite alguna simetria de la secuencia original,
por estar escondida, 3- tendria propiedades diferentes a las del sisterna original.
En tal caso no se habrian identificado correctamente las propiedades relevantes y
el SIG obtenido, al igual que 3°, no seran los correctos. Nétese que el concepto de
invariancia estructural estd basado en nociones de teoria de grupos.

El concepto de invariancia estructural, introducido pot Leyvraz y Seligman es
entonces un argumento probabilistice que, segiin el articulo de revisién de Guhr,
Miiller-Groeling y Weindenmiiller [26], trabaja de la siguiente manera:

1. Un sistema dado se identifica como un representante tipico de algin con-
junto.

2. Se sabe que este conjunto tiene una propiedad particular, digamos p, con
probabilidad uno.

3. Como miembro del conjunto, el sistema inicial posee la propiedad p también
con probabilidad une.

Segiin Gnhr et al.{26], Leyvraz y Seligman usaron este razonamiento pro-
babilistico general para ligar formalmente sistemas cadticos y la RMT. En este
contexto, los tres pasos anteriores se ven de la siguiente forma:

1. Un mapeo candnico clisico!, completamente caotico, se identifica como un
miembro tipico de un conjunto 37 de mapecs candnicos cadticos {el grupo
de las transformaciones candnicas biyectivas).

2. Cuando se cuantizan los mapeos, se obtienen operadores unitarios que poseen
las fluctuaciones de los ensembles circulares con probabilidad uno. Aunque
no sabemos si 3~ es un ensemble, su anilogo cuintico Yg sf lo es, ya que
el grupo unitario U(N) posee una medida invariante du{l/(N)) que es pre-
cisamente la de Jos ensembles circulares.

3. El sistema dado también tiene las propiedades de fluctuacién de los ensem-
bles circulares con probabilidad uno al ser cuantizade.

En el resto del capitulo se revisara la aplicacién del concepto de invariancia es-
tructural en mapeos candnicos. Trabajaremos con los sistemas mds generales (que
no son invariantes ante inversiones en el tiempo) y después con sistemas que si
puseen esa simetiia. Con éstos, Leyvraz y Seligman obtuvieron los ensembles uni-
tavio circular y ortogonal cireular {CUE y COE), respectivamente. Para obtener el

'No debe confundirse “mapeo eandnico™ con el conjunto de mapeos del SIG que transforma
un sistema en otro. Aqui el sistema es el mapeo candnico.




MAPEQS QUE NO SON INVARIANTES ANTE INVERSIONES EN EL TIEMPO.6.

simpléctico (CSE} se tendria que admitir el espin en un contexto clésico. Después
se revisan casos con simetrias discretas [27], obteniéndose los resultados conocidos
para simetrias mezcladas. Sorpresivamente, en el caso de un billar con simetria
de rotacion de 120 gyados C pero sin simetria de reflexién e invariante ante in-
versiones en el tiempo, se predice que las propiedades de fluctuacién son GUE en
vez de GOE [27]. Esto se verificé luego numéricamente [27] y tedricamente con
las férmulas semicldsicas de érbitas periédicas [28].

MAPEOS QUE NO SON INVARIANTES ANTE
INVERSIONES EN EL TIEMPO.

En esta seccién haremos una revisién de la aplicacin del concepto de invarian-
cia estructural a un mapeo candnico clisico, que no es invariante ante inversiones
en el tiempo. Al cuantizar este mapeo encontraremos que las propiedades de
fluctuacién de las eigenfases del mapeo cuéntico corresponden a las del CUE con
probabilidad uno.

Sea H(g.p:t) un Hamiltoniano periédico dependiente del tiempo que actia
subre nn espacio fase M con coordenadas (g, p) y periodo 7 tal que H(q,p;t) =
H{g,pit+7}. Supongamos ademds que no hay un periodo menor que 7: H (g, pi 1) #
H{g,p:t + ') para tudo t' < 7.

Este Hamiltuniano induce un mapeo candnico Ctg, t) de Af en M que tomara
cualgnier funcién sobre A/ al tiempo £y y 1a llevaré en la correspondiente al tiempu
{. La periodicidad de H implica que C{tg + 7, £+ 7) = C{to,t). Fijando arbitrari-
amente el tiempo inicial ¢y se define el mapeo monodrémico C; por

Cr = G(ﬁo,to-{-?’). (21)

En lo que sigue suprimiremos el subindice T del mapeo monodrémico. Es natural
que las iteraciones de este mapeo no dependan de cémo se toma 4.

Consideremos entonces el mapeo candnico C que actiia sobre un espacio fase
M compacto de manera invertible. €' produce sobre M ciertas estructuras que se
conservan bajo sn accidn (toros invariantes, regiones caéticas, etc.). Construyamos
ahora un conjunto 3~ de mapeos candnicos Cog (¥ = {Cys}), que preserven sobre
Al las mismas propiedades que C. Ndtese que el conjunto de mapeos canénicos
Y estd asuciado a un conjunto de Hamiltonianos.

Empecemos con el caso mas sencillo, con M en el que C actiia de una manera
completamente cadtica, es decir, M es un espacio fase que no tiene estructura
alguna. Si denotamos por 7 el grupo de todas las transformaciones canénicas
biyectivas, el SIG de C es el producto directo G % G con la siguiente accién:

( 10,0,-3) 1 C = CoCCy; (C,_,, Cﬁ) €@ xG, (2.2)

es decir, el SIG lo forman las parejas (C,,, C3), y el conjunto T es (7, en donde la
accion de (G % (G subre éste estd definida por la ecuacion anterior. El que & =@
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puede entenderse de la siguiente manera: C, y Cp son dos mapeos canénicos
arbitrarios y se hace la hipdtesis que C transformada es cadtica con probabilidad
uno (los sistemas integrables y los mezclados seran un conjunto de medida cero).
Entonces C,CCy serd también caético con probabilidad uno ya que seri otro
mapeo canénico arbitrario. Esta hipétesis se hace debido a que no se conoce una
medida invariante en el grupo de las transformaciones canénicas. Por otra parte,
la manera de elegir el SIG es la mis simple que permite tratar de una manera
consistente los mapeos invariantes frente a inversiones en el tiempo. Nétese la
ambigiiedad que se tiene ya que se podria, por ejemplo, escoger C — C,C, el
cual no es ficil trasladarlo al caso con invariancia ante inversiones en el tiempo,
que relaciona C, y Cs, como veremos més adelante. Un argumento heurfstico de
Dyson [29] puede aplicarse también en la definicién anterior. El argumento para,
el COE dice:

El automorfismo

S - WTsw (2.3)

del espacio de matrices unifarias simétricas en st mismo, donde W es
cualquier mairiz unitarie, no es simplemente un cembio en lo repre-
sentacidn de los estados sino una alteracion fisica del sistema S a un
sistemma diferente. Intuititivamente heblando, podernos visualizar a S
como un representante de un sistema desconocido dentro de una “caja
negra”, siendo S le matriz de transformacidn que transforma algin
estado incial ¢ a un estado final ¥. La trensformacién 2.9 significa
entonces que se somete el estado inicial a alguna interaccidn W y el
estado final a la misma interaccion W7 en una manera simétrica en el
tiempo. Si somos completemente ignorantes de las inleracciones que
ocurven dentro de la caja negra, la interaccion adicional W no podrd
tncrementar o disminuir nuesira ignoracie. Si se puede empezar con
cualquier sistema S con la misma probabilidad, la aplicacién de W
debe dejarlo con la misma probabilided. La invariancia del espacio
de matrices unitarias siméiricas ante la transformacion 2.3 es una
idealizacion matemdtica ruzonable del hipotético “estado de total igno-
rancia”.

Para trasladar este argumento a la ecuacién 2.2, basta con remplazar [as
matrices unitarias por las transformaciones canénicas.

Para hacer de £ un ensemble necesitamos la medida invariante. Aunque para
G y GX G no se conoce una medida invariante?, nuestro interés estd centrado en las

ZSe puexe hacer la hipdtesis [30] de que la medida invariante (por la derecha o por I izquierda)
existe. Con esto se crearian ensembles de mapeos canénicos invariantes (v también no invarian-
tes) ante inversiones en el tiempo.
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consecuencias de la invariancia estructural para sistemas cuanticos. El siguiente
paso es la cuantizacién.

Siguiendo las ideas de Dirac, Moshinsky y otros (16, 17, 18, 19, 20], proce-
deremos a asociar operadores unitarios a transformaciones candnicas biyectivas,
pues el anilogo cuéntico de las transformaciones candnicas son los operadores
unitarios. Esta analogfa se debe a que los operadores unitarios dejan invariantes
las relaciones basicas de conmutacién. Con estu, G se convierte en el grupo
unitario U(N), (Eq = Gg = U(N)) donde el subindice indica el grupo cuantico
con N = |M|/(2nh)?, donde | M| es el volumen de M y f es el niimero de grados
de libertad.

Haciendo esta asociacién, la Ec. 2.2 toma la forma

(UaUs) : U = UaUUp, (U, Up) € U(N} x U(N), (2.4)

donde U/, U, y U son los operadores unitarios asociados a C, C, y Cp, respectiva-
mente (E! SIG lo forman todas la parejas (I/,,Up)).

De aqui inmediatamente se puede construir el ensemble circular unitario ya
gue la medida de los grupos U({N), la medida de Haar, es la tinica medida inva-
riante bajo la accién por la derecha e izquierda de U(N}[31]:

dp{l) = du(UaUUp).

—_
[¥)
o

-

Con este enfoque se tienen las siguientes limitaciones:

1. Tenemos un sistema excitado periédicamente. Relajaremos esta condicién
ciando se trabaje con el mapeo de Poincaré en el capitulo 3.

2. No se construyd el ensemble en mecdnica cldsica ya que no se conoce na
medida invariante para el grupo de transformaciones candnicas biyectivas.

3. El espacio fase en el que se trabaja debe ser compacto para que el espacio
de Hilbert sea finito, y por consecuiencia que el grupo sea unitario.

4. No se tomaron en cuenta problemas de ordenamiento de los operadores,
presentes en el caso cudntico, por lo gue solamente trabajamos en el limite
semiclédsico.

Analicemos ahora la importancia de T como el periodo primitive. Si tomamos
7 = 21 v denotamos por Dy al mapeo con este periodo se tiene,

D= Cy = C,C, = CL. (2.6)

Definamos la siguiente secuencia como el resultado de aplicar C, sobre (go, po):
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(90,70) = (. p0), (2.7)
(@.p1) = Crlgo,po),
(92,72) = C%(go, o),
(43,173) = CS(Q):pD)y

(q.p) = C:(‘ID,PO),

(fIN:PN) = Cy(‘ln,Po)-

El mapeo Dy al actuar sobre (gg, o) itera solamente la mitad de ia secuencia:

(20, Po), (2.8)
(@2.p2) = Di{(go.po),
(Q4:P4) =

D%{(go, po),

Si hacemos actuar D= sobre (g1,m) tendremos el resto de la secuencia que se
obtiene de aplicar O, :

(g1,11), (2.9)
{gs.p3) = Diaq.p),

(qﬁwpﬁ) = D‘E’(QhPl)n

por lo que D; etiqueta las secuencias en pares e impares de la misma manera que
un operador de paridad. El resultado final al cuantizar es que se obtienen dos
CUE mezclados, como veremos mas adelante.

MAPEOS INVARIANTES ANTE INVERSIONES EN EL
TIEMPO.

De manera similar que en la seccién anterior, aqui haremos una revisién del
concepto de invariancia estructural a un mapeo canénico caético invariante ante
inversiones en el tlempo. Como es de esperarse, encontraremos que las propiedades
estadisticas de las eigenfases del mapeo cudntico correspondiente, son las del COE
con probabilidad uno.
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3i queremos incluir invariancia ante inversiones en el tiempo, el mapeo C debe
cumplir
C(TCcT) =1, (2.10)

donde T es un mapeo anti~canénico tal que T? = 1 y que representa la inversién
temporal. El que 7" sea anti—candnico [32] significa que intercambia los signos en
las ecuaciones de Hamilton. En el caso mds sencillo, cambia los signos de p v ¢t:

t — —t (2.11)
p = -p

Aunque T y CT son anti-candnicos, TCT es de nuevo candnico. Por esto, €]
subgrupo del SIG G x G que deje invariante esta propiedad es

(CarCp): € — CoaCCs Cy =TC'T. (2.12)

Esto se tiene ya que st C es invarinnte ante inversiones en el tiempo (Ec. 2.10},
C.CC; también Jo serd y entonces

(CaCC)T(CCC)T = 1. (2.13)
Esta ecitacion es vilida si

Cs =TC,'T. (2.14)

Aunqgue no es claro que ésta sea la iinica solucidn, el siguiente argumento
mitestra que para el caso genérico es lo que se debe satisfacer. Lo que nos interesa
es que se cumpla CyTC,T = 1. Si en la Ec. 2.13 se introduce T? = 1 se obtiene

CaCCgTC,TTCC3T = 1 (2.15)
v lo que es lo mismo,

CCsTC,T = C;'TC; C'T. (2.16)

AMultiplicando la ecuacién por C~! por la derecha y usando en el lado derecho que
C™'"TC' = T obtenemos que

C{CsTCT)C™' = C;'TC; ' T (2.17)

Denotando por X lo que esté dentro del paréntesis, tenemos la siguiente ecuacion:

CXC'=TX"'T (2.18)

v bien,
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X = (CT'T)X-'TC. (2.19)

Esta ecuacién se debe satisfacer para cualquier C, en particular C # T. La
solucién para lograr esto es X = 1, que es la misma que se habia sugerido.
Al hacer la cuantizacién de las transformaciones canénicas se obtiene

U — UUUU U, (2.20)

donde U representa el operador anti-unitario asociado al mapeo anti-candnico
de inversion temporal T. Ahora mostraremos que esta regla de transformacién es
Jjustamente la el COE. Como el operador de inversién temporal Ur asocia a cada
funcién de onda x su conjugada x* tenemos que

UrU ey = Uz Uy, (2.21)

Usando que U] !'x* = ((U,; ny x)' y aplicando de nuevo el operador de inversién
temporal se obtiene
UrUg Urx = (Us)) x. (2.22)
Como el operador U, es unitario obtenemas
Upl, Uy = ((U;)t).-

Este resultado en la ecuacidn 2.20 nos da directamente la regla de transformacion

de]l COE

(2.23)

U — UL (2.24)

Finalmente, la medida invariante para estas matrices es iinica [29], por lo que
podemos asociar sistemas invariantes ante inversiones en el tiempo con el COE.,
Este caso tiene las mismas limitaciones que el anterior (CUE) por lo que no se
discutirdn mas.

SIMETRIAS MEZCLADAS

En esta seccién hacemos una revisién del concepto de invariancia estructural
aplicado a sistemas con simetrias discretas. En particular se obtendrén los re-
sultados correpondientes a sistemas con simetrias mezcladas. Para un sistema
invariante ante inversiones en el tiempo e invariante ante una simetria discreta
particular, se obtienen resultados inesperados los cuales se discuten en detalle.

Supongamos ahora que el mapeo C tiene alguna simetria discreta P, digamos
la paridad. Se cumplird entonces que CP = PC, para todos los elementos P de
P. El subgrupo de G x (7 que deja invariante esta simetria es:
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(Ca,Cs):C = CaCCs;  C,P=PC,, CoP=PC,  (2.25)

para todos los elementos P. Por esto, en el caso cudntico se tiene el producto
directo de U{N;g) x U(N;g) tomado sobre todas las representaciones irreducibles
(1R) de dimensién | Nyg|. El resultado final es que cada uno de los sectores tenga
una estadistica tipo CUE independiente.

3i el sistema tiene mas de una simetria, el problema se vuelve mucho mas
interesante. Supongamos que el sistema es invariante ante inversiones en el tiempo
Yy que ademis tiene una simetria discreta de orden mayor o igual a dos. En este
caso es de esperarse que los distintos sectores de simetria estén asociadas con el
COE. Esto es cierto si cada uno de los sectores es invariante ante inversiones en
el tiempo. por separado. Si denotamos por I/, y U a las matrices de los sectores
de un sistema con dos sectores, se tendra;

P Uor 0 \(Uh 0\(U} 0 )
Pero también puede existir el caso en que el operador de inversién temporal

lieve uno de los sectores de simetria a otro v viceversa, es decir. el operador de
inversion temporal permutard los sectores, el 1 con el 2 en el siguiente ejemplo:

U, 0o
(0 Uz) — (2.27)

o Uax O U, o Uz 0\
0 Uis 0 U, 0 U)o

U UhU 0
0 Un 2zt |-

Este intercambio de sectores puede entenderse con la siguiente representacién
unidimensional de Cy: sea ¢ = e?™/? |a segunda rafz de la unidad, A el generador
de C; y tomemos A7 — ¢ como la representacién unidimensional. Al aplicar el
vperador de inversién temporal sobre A’ se abtiene:

Al — AZ

g (2.28)

Denotemos por f) una funcién en el sector uno y por f; a la funcién que se
obtiene de aplicar el operador de inversion temporal sobre fi. Si los sectores no
son anto-conjugados, f; estard en el sector 2. Ya que el operador de inversidn
temporal conmita con el Hamiltoniano, los eigenvalores correspondientes a f) y e
estardn degenerados, es decir. se tendrdn dos sectores degenerados con estadistica
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CUE cada uno y otro con estadistica COE. Dicho de otro modo, dos de los sectores
no muestran la invariancia ante inversiones en el tiempo que cumple el sistema
completo. En cambio muestran degeneracién de Kramers,

Figura 2.1: Forma del billar estudiado en la referencia [27]. Las esquinas del
tridngulo equilatero son redondeadas por arcos de circunferencias cuyos radios
difieren por un factor de dos. Un billar correspondiente con simetria especular fue
también estndiado en ese trabajo. Las puntas redondeadas en este 1iltimo caso se
obtuvieron de un arco de circunferencia con el radio mas grande. Tomado de {27].

Un ejemplo inesperado de estadistica tipo GUE para un sistema invariante
ante inversiones en el tiempo {27] es un billar (sin campo magnético) con simetria
C; pero no Cy,. Aunque este sistema tiene tres sectores, éste fue el ejemplo més
sencillo que encontraron Leyvraz y colaboradores. Las propiedades estadisticas
de las energfas de los sectores permutados serd GUE pero no GOE. Dos billares,
uno con simetria Cy y otro con simetria Cy, (ver Fig. 2.1) fueron estudiados por
Leyvraz y colaboradores [27]. Los valores para las estadisticas (p(s) ¥ A3) para el
primer billar corresponden al GUE y los del segundo al GOE, como fue predicho
por los argumentos de invariancia estructural. Estos resultados se muestran en las
Figs. 2.2 y 2.3. En estas figuras se incluyen los valores obtenidos para un billar
con simetria especular. Este ejemplo es una prediccion del concepto de invariancia
estructural y subraya su utilidad. Una explicacién alternativa a partir de la teoria
semiclisica de drbitas periddicas fue dada recientemente por Keating y Robbins

[28].
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Figura 2.2: Distribucién de espaciamientos de primeros vecinos p(s) para a) el
Lillar mostrade en la figura anterior:; b) para el billar con simetria especular y
c) la distribucién acumulada f3 p(s)ds para ambos billares. La linea discontinua
representa las predicciones del GUE mientra que los puntos pequeiios representan
las del GOE. La linea inferior en c) corresponde al billar de la figura anterior
mientras que la superior corresponde al billar con simetria especular. El caso a)
se comporta como el GUE mientras que el b) recuerda lo predicho por el GOE.
Tomado de [27].
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Figura 2.3: Estadistica Dyson-Mehta A, para ambos billares.La linea continua
superior correponde al billar con simetria especular. La inferior al billar con
simetria C,. La linea discontinua corresponde al GUE ¥ la punteada al GOE.
Tomado de [27].

RESUMEN DE INVARIANCIA ESTRUCTURAL

Terminaremos este capitulo resumiendo los resultados obtenidos por otros
autores y revisados en este capitulo. Con un mapeo C completamente caético,
no invariante ante inversiones en el tiempo, se puede construir un conjunto ¥,
(G} de mapeos candnicos que es invariante bajo la accién del SIG G x G. Esto
se tiene ya que suponemos que todos los mapeos del SIG son cadticos, excepto
un conjunto de medida cero. Al cuantizar, T se convierte en [/ (M) que tiene
una medida invariante asociada (medida de Haar) que es unica, bajo la accién de
U(N). Se obtiene entonces el ensemble conocido como CUE. N est4 determinado
por el volumen del espacio fase M. Ya que el mapeo C es un miembro de 3, al
cuantizarlo tendrd también las propiedades del CUE. Cuando se tiene un sistema
que es invariante ante inversiones en el tiempo, el conjunto T es més pequenio, ya
que debe respetar esta propiedad. El ensemble que se obtiene en este caso es el
COE. Nétese que las propiedades de fluctuacién de las eigenfunciones del sistema
original son también las de los ensembles circulares can probabilidad une.

Este formalismo, ademds, da otros resultados como la superposicién de COEs
(o CUEs) para sistemas con simetrias discretas ¥ un resuitado inesperado para el
caso en que se tiene un sistema invariante ante inversiones en el tiempo e invariante
ante una simetria discreta particular.




Capitulo 3

INVARIANCIA
ESTRUCTURAL PARA
HAMILTONIANOS
INDEPENDIENTES DEL
TIEMPO

En el capitulo anterior se introdujo el concepto de invariancia estructural
en sistemas periddicamente excitados. Con esto, las transformaciones unitarias
tienen las propiedades de fluctuacién de los ensembles circulares. Para transferir
las propiedades de las eigenfases a las energias, se tendrd que estudiar la depen-
dencia de las eigenfases como funcién de algin parametro, por ejemplo, el niimero
de onda o la energia. En este capitulo usaremos el argumento de invariancia es-
tructural en sistemas que no dependen del tiempo. Particularmente, lo usaremos
en el mapeo de Poincaré (PM) de estos sistemas. A partir de éste y de su con-
traparte cudntica, el mapeo cudntico de Poincaré (QPM), mostraremos que los
Hamiltonianos originales tienen las mismas propiedades locales de fluctnacién que
las eigenfases de los QPM. En otras palabras, las propiedades de las energias del
Hamiltoniano original seran casi las mismas que las propiedades de las eigenfases
del QPM. Por citar un caso, la rigidez espectral es igual en ambos casos para
corto alcance. pero difiere a distancias grandes entre niveles. La equivalencia se
mostrara tomando la energia £ como parimetro,

El punto importante es que el PM es un mapeo candnico. Por esto, su anélogo
cuantico T(q', g; k) debe ser un operador unitario.! Aqui qy ¢ son coordenadas en
la superficie cudntica de seccién.? Entonces todo lo dicho en el capitulo anterior

'Sin cnibargo, la construccién de Bogomolny [14] para €l QPM necesita que N = (—2—?‘%‘}:1,
para que el operador sea unitario. Esto se entiende ficilinente si usamos la regla que asocia una
celda de tamano (2mh)7 ! a cada estado. Con esto, IV celdas ocupardn un volumen total dado
por |Af]. Varios de los eigenvalores no estan muy cerca del circulo unitario, como veremos en el
capitulo signiente.

2La definicién de Bogomolny [I4]para la superficie cudntica de seccién (QSS), difiere un
poco de la nsnal. Generalmente se toman los mapas de Husimi como el andlogo cudntico de la
superficie de seccidn. Bogomolay dice que en mecinica cudntica el espacio fase es un objeto un
poco artificial por lo que €l define una Q5SS come una cierta hiper-superficie &{zy, 19, ...,2,) = 0,
donde r es es el numero de grados de libertad. Sin embargo, el mapeo cuantico de Poincaré

16
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para los mapeos candnicos de sistemas periédicamente excitados, vale también
para este mapeo. Es también correcta la asociacidén con los ensembles circulares
de la RMT.

Si el Hamiltoniano tiene un eigenvalor k,, entonces se cumple

det(1 —T(q,q;k,)) = 0. (3.1)

Ya que T'(q’, q; k) debe ser unitario, cada una de sus eigenfases atravesara la parte
positiva del eje real cuando se tenga la condicién de eigenvalor. Por esto es
necesario obtener el mapeo de Poincaré como funcién de la energia, es decir, se
debe estudiar cédmo dependen las eigenfases #; de T'(¢,¢; k) en la energia. Si
suponemos que las eigenfases se mueven localmente de manera tal que

do;

— = const., 3.2

ik (3.2)
sus propiedades estadisticas serdan también las de los eigenvalores. La hipdtesis
estadistica de Dyson puede también trasladarse a la relacién entre las eigenfases

del mapeo de Poincaré y los eigenvalores del Hamiltoniano. La hipétesis para el
COE [29] dice:

El comportamiento de n niveles consecutivos de un sistema real,
donde n es pequeno comparado con el nimero tolal de niveles, es cs-
tadisticarnente equivalente el comportamienio, en el ensemble ortogo-
nal circular, de n dngulos consecutivos 8; en el cireulo unitarie, donde
n es pequenio comparado con N (el mimero de renglones o de columnas
de lu matriz unitaria).

En la siguiente seccién se construirs una ecuacién que determina la depen-
dencia en la energia del PM. En la seccién 3.2 se estudia en detalle el QPM y se
obtienen las fluctuaciones para los eigenvalores del Hamiltoniano.

EL MAPEO DE POINCARE COMO FUNCION DE LA
ENERGIA.

En esta seccidn se construye una ecuacién para el mapeo de Poincaré con una
dependencia en la energia la cual serd utilizada en la siguiente seccién. Como un
primer paso mostramos que la transformacién canénica C~1(E + AE)C(E} que
manda (g, p) en (¢ + g, p + 6p), puede interpretarse como el movimiento de (g, p)
cuya dindmica se rige por un Hamiltoniano ficticio 7(g,p) donde AFE juega el 1o}
del tiempo. Luego se mostrard que 7{q,p) es el tiempo que la particula tarda en

transforma una funcién reducida de la QSS (como funcién de Ia longitud sobre Ia QSS} en otra
sobre la misma QSS y la fase de la funcién de onda veducida esta asociada al momento paralelo
a la QSS.
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regresar a la superfice de seccién, partiendo de (¢,p). Esto se hace mostrando que

el generador infinitesimal de la transformacién canénica es también 7(¢,p) ¥ que
35(gs
3E -

Consideremos un Hamiltoniano H (Q, 13) independiente del tiempo, con su
PAM asociado C(E) el cual tiene una dependencia en la energia K. Aqui las
variables con tilde son variables en el espacio fase. Las variables sin tilde denotan
variables de la superficie de seccién, sobre las cuales actia C(E). Si desarrollamos
este mapeo en serie de Taylor alrededor de F se obtiene

T =

d
C(E+AE)=C(E) + AEEC(E). (3.3)
Multiplicando por C~!(E + AE) y reacomodando términos se obtiene:

CHE+ AEYC(E) =1-AECHE + AE)%C(E). (3.4)
La transformacién canénica infinitesimal cercana a la identidad,

d
dE
es un propagador infinitesimal de un Hamiltoniano ficticio 7(p,q). Este resultado
puede obtenerse a partir de la funcién generatriz de la trasformacién candnica ¥
su generador infinitesimal, de manera analoga a como lo hacen Leech [33] y Fierz
(34]. Sea {p',q') el punto sobre la superficie de seccién que se obtiene al aplicar
C(E) sobre cierto (p, ). Denotemos por (P, Q) el punto que se obtiene al aplicar
C {E + AFE) sobre (¢/,¢). St AE es pequefio,

S(AE) =1 - (AB)CNE + AE)=-C(E), (3.5)

P = p+ép (3.6)
Q = g+dq

Pidiendo que la transformacién sea candnica, se tiene:

{P,Q} = {p.q} + {p,8q} + {6p,q} + O(5?) = 1 (3.7)
es decir.
{p.bq} + {ép,q} = _ag_qm + % =0, (3.8)

lo que implica
ddp)  (sq)

9q ap’

por lo que existe un Hamiltoniano ficticio T tal que
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ar(p, q)
8 = ALY 3.10
q = (3.10)
or(p,q)
& - —_
D AE o
Finalmente
_ ar(p.q)
P = p-AE 2 (3.11)

Q = q+AE——-—-—argI;q).

es decir. (¢,p) en la superficie de seccidn satisfacen las ecuaciones de Hamilton
donde AFE juega el rol del tiempo y 7 el papel del Hamiltoniano.

Los cambivs infinitesimales en las variables conjugadas pueden entenderse
como producidos por la funcién generatriz infinitesimal 7. Tomando la transfor-
macidn candnica infinitesimalmente cercana a la identidad

F?(q! P) = qP +€T(ql‘P)l ’ (3'12)
se tiene:
ar, _(9'1’
= Hﬁ'—q-i-cap {3.13)

y como {P — p) es infinitesimal, basta con remplazar p por P para obtener las
ecuaciones 3.11. Hemos usado 7 en estas ecuaciones ya que este Hamiltoniano
es bdsicamente el tiempo que tarda la particula en regresar a la superficie de
seccién. Lo anterior puede entenderse {35] estudiando las propiedades de la accién.
Empecemos en el punto g sobre la surperficie de seccidn ¥ terminemos en el punto
¢, es decir, mantenemos fijas las coordenadas inicial y final. Tomemos la variacién
de la accién permitiendo la variacién del tiempo final:

55 = —Hét. (3.14)

Si tomamos solamente desplazamientos virtuales que satisfacen la ley de la con-
servacién de la energia, podemos remplazar H por la constante E, lo que da

85 + Fbt=0. (3.15)
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Escribiendo la accién como § = f {pdg — Hdt}, remplazando de nuevo H por E
¥ haciendo la variacidn tenemos

95k
65 = ZZ6F — (t - )6 ~ Eft, (3.16)

donde S5 = [ pdg es la aceidn reducida. Sustituyendo 3.16 en la ecuacién 3.15 se
chtiene:

=E :
35 to (3.17)
Veamos ahora cudl es la funcién generatriz de C(E). Tomemos la diferencial
de la accion real que pasa por los puntos inicial y final g y ¢. Se tiene

45 = p'd¢ — pdg (3.18)
de dunde se concluye, recordando que una transformacién candnica esté definida
por

dF = pdg — p'dq’ + (H' — H)dt, {(3.19)

que —S¢ es la funcidn generatriz de C(E). Por otra parte, la funcién generatriz
de 34 es Spyar — Sk Esto se tiene ya que la accién real® que pasa por 7 yQ,
cumple con

dSevag = PdQ - pldy'. (3.20)

Finalmente, la diferencial de la accién real que pasa por g y por Q, es:

ASrom = PdQ — pdg = d(Sgyax — SE) (3.21)
¥y coma AE es pequeho. se tiene que
a5

Recapitulando: la transformacién canénica infinitesimal C~!(E + AE)C(E)
que manda {q,p) en (g + 8q,p + 6p} puede interpretarse como el movimiento de
{4.p) cuya dindmica se rige por un Hamiltoniano ficticio 7(g,p), en donde AE
juega el rol del tiempo. Comparando las Ecs. 3.5 y 3.12 se puede ver que el
generador infinitesimal de la transformacién canénica es también 7(q, P}, por lo
que

d

T= _C_l(E+AE)dF

C(E). (3.23)

38e usa el término accion real para la accién calculada sobre la trayectoria real que sigue Ia
particula en el Hamiltoniano H(Q), ) ¥ no la accién del hamiltoniano ficticio T(p,q).
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Se mostré luego que el cambio en la accidén real que pasa por ¢ y ¢ + 64 esta dado
por -g%AE. Como % es el tiempo que tarda una particula en llegar a ¢ + 8q,
partiendo de ¢, se tiene que T es el tiempo que tarda una particula en regresar a
la superfice de seccién después de una iteracién del PM:
95(¢,9)
=% 3.24
T="3E (3.24)

EL MAPEO CUANTICO DE POINCARE.

Utilizando las relaciones obtenidas en la seccion anterior, en esta parte cal-
cularemaos ﬂ;‘kﬂ donde 8, (k) es la m-ésima eigenfase del QPM y k es el nimero
de onda. Se encuentra que para sistemas cadticos el valor de esta derivada es
independiente de m lo cual dice que las propiedades de fluctuacién locales de las
eigenfases son las mismas que las de las energias que es el argumento principal de
este trabajo.

En 1992 E. Bogomolny [14] introdujo la versién cuintica del PM: el mapeu
cuéntico de Poincaré (QPM). Doron y Smilansky{15], utilizado un enfoque de
dispersién construyeron independientemente el QPM. La forma explicita del QPM.
se discutird en el siguiente capitulo. Por el momento discutirermos las propiedades
que son relevantes para la parte formal de este trabajo.

1. La ecuacién de Schrédinger se transforma en un mapeo cudntico (f — 1)~-di-
mensional de la forma:

vla) = | Tla.dskp(a)dg (325)

donde () es una cierta superficie de seccién. La dimensién N de las aproxima-
ciones finitas del operador T'(g, ¢'; k), asociado al mapeo cudntice de Poincaré
para un nimero de onda (energia) fijo, esté relacionada con el tamafio de
la superficie de seccién, es decir, tratamos con una dimensién menor. El
operador T(q,¢'; k) depende de las coordenadas de la superficie cudntica de
seccion y se puede escribir en términos de las trayectorias que conectan los
puntos ¢ y ¢ y que corresponden a una iteracién del PM. El QPM no tiene
el problema de convergencia que presenta la formula de la traza en la que
intervienen érbitas muy largas.

2. Los eigenvalores del sistema cudntico obedecen la siguiente condicién de
cuantizacidén
det[1 - T(g,q'; k)] = 0. (3.26}

3. El limite semicldsico de T'(q, ¢': k) s6lo depende de la funcién generatiiz
5(q.4) del mapeo de Poincaré. Esta es una ventaja muy importante, ya
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que dado un Hamiltoniano y su mapeo de Poincaré, no se necesita cono-
cer la forma explicita del Hamiltoniano ficticio de 1a seccién anterior, sino
solamente su accién.

1. Debido a la existencia del Hamiltoniano ficticio, T'(g, ¢'; k) tiene las propie-
dades de un propagador. Las mas relevantes para este trabajo se discuten
en los dos puntos siguientes.

5. El operador T(g,¢; k) debe ser unitario ya que el PM es candnico®. Sus
eigenvalores ¢, se pueden escribir como

Gm(k) = exp [0m(E)] (3.27)

donde .,,(k) son las respectivas eigenfases. Entances cuando alguna de las
fases es cero (mod 27), se tiene un eigenvalor &,, del Hamiltoniano.

6. La matriz T(g,¢; k) cumple la siguiente regla de composicién:

T(q.q:k) = /T(Q.-th; R)T(q1.92, k) - T{gn-1, 4 k)dndqs . . . dgn_,.

: (3.28)
donde la integracidn se hace sobre toda la superficie cudntica de seccidn.
Aqui lo que se estd haciendo es la iteracion del mapeo cudntico de Poincaré,
es decir. se toman drbitas que atraviesan n— 1 veces la superficie de seccidn.

Con esta informacion podemos ya analizar la contraparte cuéntica de la ecua-
cién 3.5. Tomemos la derivada con respecto al niimero de onda de los eigenvalores
de T{q.q'"; k). Denotando por |3, (k} > sus eigenfunciones, se tiene

ddvm diprm (k) dpm(k)
T = (i Lal)) , (d

+ (vt | 2 nl®)).

d .

|T(k)|wm(k)> (3.29)

donde hemos omitido la dependencia de T{(q,¢;k) en gy ¢'. Actuando T'(k) sobre
¥ (k). y tomando la derivada del iado izquierdo se obtiene

dT(k) o d , N

0 dl,
R 1 . m
et = <t/!m(k) ’

1Este punto y ¢l siguiente se cumplen solamente de manera aproximacda en la construccion
dada por Bagoniolny para el QPM [14] va que la unitariedad cs valida sclamente en el linite
semicldsico. La coustruccién de Doron y Smilansky[i5] tiene el misme problema.
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donde hemos usado la Ec. 3.27 del lado izquierdo. FEi segundo término del
lado derecho es nulo por ortonormalidad. Multiplicando la ecuacién anterior por

—ie ¥m %) ge ghtiene

40 (k) dT'(k)

5 = e n® <¢-,,,(k) - ¢,,,(k)> , (3.31)
de lo cual, usando e #m () = (y,. (k)| (k)jthm(k)), se obtiene

P8 — (i | olb)). (3.32)

El operador del lado derecho se interpreta como la versién cusdntica del hamilto-
niano “fcticio” (g, p) (ver eq. 3.23):

Pol) = (it {0 (3.33)
es decir,
A o &1
P T (3.34)

. . s e A
Como estamos trabajando en el limite semiclasico, T debe ser suave comparado

con ¥, (k), es decir, T cambia poco en cambios del orden de la longitud de onda
de 1m(k). Ademaés, las distribuciones de Husimi asociadas a Ym(k) deben tener
densidad constante sobre todo el espacio fase, ya que se est4 suponiendo el caso
completamente cadtico. Por esto,

do,,(k —_
(X (335
donde el promedio se hace sobre el espacio fase.

La conclusién més importante es que la rapidez (local) con la que se mueven
las eigenfases es independiente de m en_el limite semicldsico. De aqui se sigue
inmediatamente que las propiedades de fluctuacién de las eigenfases del QPM se
trasladan directamente a las de los eigenvalores del Hamiltoniano, de acuerdo con
la conjetura BGS. Dicho de otro modo, los espectros de sistemas Hamiltonianos
cuyos anélogos clésicos presentan caos, tienen las propiedades de fluctuacién del
GOE o GUE, dependiendo de las propiedades de simetria. Esto es de acuerdo
con la conjetura BGS. Es natural que esta conclusién sélo valga localmente. Los
cambios seculares en el espectro deben dar la férmula de Weyl, pues la rapidez
de las eigenfases estd relacionada con la densidad de estados [14).Es importante
notar que este resultado depende de como se toma la superficie de seccidn, es
decir, se debe buscar una en la que las fuctuaciones de 7(p, g) sean pequenas. De
otra manera 'm;‘kk puede desviarse mucho de 7(p, ¢). También debe notarse que
no se estin tomando en cuenta las cicatrices, que hacen que los mapas de Husimj
no tengan densidad constante sobre todo el espacio fase.




Capitulo 4

PROPIEDADES
PARAMETRICAS DE LAS
EIGENFASES

En este capitulo se hace uso del método de Ia integral de frontera (BIM) para
calcular las propiedades de las eigenfases del QPM para dos billares distintos: un
cuarto de estadio y un rectdngulo, uno cadtico y el otro integrable. Después se
estudia la transferencia de las propiedades estadisticas de la eigenfases del QPM
a las energias del Hamiltoniano.

METODO DE LA INTEGRAL DE FRONTERA.

En esta seccién, basados en el BIM, encontramos un mapeo cuantico del tipo
3.25 para un billar con condiciones de Neumann a la frontera. Luego se da una
forma explicita para una aproximacién finita de T'(g,¢; k) para billares.

Siguiendo Bogomolny [14] y Boasman [21], usaremos el método de la integral
de frontera para la ecuacién de Helmholtz. Para un billar de drea A y frontera B
esta ecuacién toma la forma:

V,(z) + k2¥,(z) = 0 <z dentrode A (4.1)
Q‘I;,n_(z‘) = { T sobre B

donde% es la derivada normal en el punto z.
Introduciendo la funcion de Green Gy(', z; k) para el Laplaciano libre ¥ usan-
du la identidad de Green, se obtiene, después de integrar sobre toda e] 4rea,

(k— kn) j1 Go(x’,m;k)‘ll,.(:c)dx+'£dq {%’%q‘—”wn(q) - 8_'1;52200(3,"1; k)}

(4.2)

Wp(z') siz' estasobrede B .
0 si =’ esta fuera de A.

B [

l To(z') si estd dentro de A

24
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Haciendo k& = &k, e imponiendo condiciones a la frontera de Neumman, la
ecuacién anterior con ' sobre la frontera toma la forma

2§ FLLED g g = (a1 “y

Aqui ¢ y ¢/ denotan coordenadas en la frontera B. Nétese que la ecuacién 4.3
es una ecuacién del tipo 3.25 que envia una funcién de la superficie cudntica de
seccion (en este caso la frontera), en otra sobre la misma superficie. Discretizando
la frontera por » puntos {¢;}i=1, ., igualmente espaciados y aproximando la inte-
gral mediante la regla del trapecio, esta ecuacidn se convierte en

2y, Xl tibly ) g0 (4.9

Aqui d es la distancia introducida para discretizar la integral. Como la funcién
de Green para el Laplaciano libre en dos dimensiones est4 dada por la funcidn de
Hankel de orden cero y primera especie H((,]) . de acuerdo con

—t
Golgs, 51 k) = — Hq" (kla: - g,1), (4.5)

se tiene que la derivada normal de Go{gs, g; k) es proporcional a H ;” . La Ec. 4.4
es entonces

> % {7(g) - (g — a0} HV(klgs — @u) Taa) = Palgs). (4.6)

=1
que determina los eigenvalores del Hamiltoniano con la condicidn
det(l — T, (k)d) =0 s;t=1,....N 4.7

Tualk) = 3 (30) - (g0 ~ ) H (kla, — . (48)

Sin embargo, si se buscan las eigenfases del QPM se debe resolver la ecuacién
de eigenvalores para la matriz T, (k).

Aqui hemos introducido el operador T,,(k) que, junto con la ecuacién 4.3,
define el QPM. Sin embargo la definicién de Bogomolny[14] usa una versién
simetrizada en s y t de T,.(k) v la forma asintStica de la funcion de Hankel.
Otra manera de discretizar la integral de 4.3, es tomar un cierto conjunto com-
pleto de funciones ortonormales sobre la frontera {®,(g)} y expandir la funcién
¥, (g) en estas funciones:

Ya(q) = Zaaq’a(Q)- (4.9)
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La manera usual de tomar ®,{(g) para billares en dos dimensiones es ,(q) =
exp(2wisq/B) en donde B es el perfmetro del billar ¥ g es la coordenade a lo largo
del mismo. Introduciendo este desarrollo, multiplicando por &,(q') e integrando
sobre ¢', la ecuacién 4.3 se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones:

2Z,Ia, [fﬂ @,(q)gG-—o%i’-Lk)@,(qf)dqdq’] = q, para t=1,... N

{-£.10)
De nuevo se tiene que resolver la ecuacién de eigenvalores para obtener las eigen-
fases del QPM. Aunque no es claro que ambas maneras de discretizar sean equi-
valentes. Boasman [21] ha mostrado que a primer orden son equivalentes.

EL BILLAR RECTANGULAR Y EL CUARTO DE
ESTADIO.

En esta seccién comenzamos con las aplicaciones a sisternas particulares,
es decir. se estndiardn las propiedades de las eigenfases del QPM en un billar
rectangular y en un cuarto de estadio usando el BIM. Se encuentra que la dis-
tribucién de velocidades es més ancha en el caso clisicamente integrable que en
el caso cldsicamente cadtico, de acuerdo con los resultados tedricos obtenidos en
el capitulo anterior.

En esta seccién estudiaremos un billar rectangular y un cuarto de estadio
usando el BIM. Los pasos a seguir son

1. Disenar el billar (es decir dar la frontera B).

A,

2. Dar el niimero de puntos en la frontera usando r > N = GnyrT-

3. Calcular los elementos de matriz T j(k) y obtener las eigenfases como funcion
de k.

Tomamos primero un cuarto de estadio de radio R y longitud L = ER ¥ luego
un billar rectangular con razén de lados dada por la razén durea. Esta proporcién
se toma as{ ya que presenta menos degeneraciones exactas y la distribucién de
espaciamientos de los eigenvalores es muy cercana a la de Poisson para pocos
eigenvalores. Si tomameos la frontera del billar como la superficie cuantica de
seccidn. el volumen accesible para ésta es M, = 2B. Como f = 2. se tiene gue
N =& En lo que sigue, tomaremos ki = 1. Estamos listos entonces para estudiar
lus eigenvalores de T ;(k), notando que los eigenvalores del billar maés altos que se
preden obtener estan acotados por kga, = -;—3

En la figura 4.1 se muestran los eigenvalores del QPM para el cuarto de estadio
con k fiju. La observacion més importante es que algunas fases estn en el centro
del civenlo. es decir, se viola la unitariedad. Esto puede entenderse ficilmente en
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im{»,)
1,01

0,0

-0,5

-1,05

Figura 4.1: Eigenvalores del mapeo cudntico de Poincaré para un cuarto de estadic
con B =40, L =20y k = 0.49. Nétese que el mapeo no es unitario. Se tomd
N = 58, es decir, el ntimero de eigenvalores es 58, pero sélo se aprecian alrededor
de 30. Los demis se confunden con el origen.

un caso particular: el QPM para un rectangulo de L; x L3, tomando la superficie
de seccién paralela a Ly ¥ usando las componentes de Fourier a lo largo de esta
linea como la base. En este caso

Tonm = exp (zSLﬁ(kl) , Tan=0 sim#n, {4.11)
¥
2 rhm\?
Sp = 2Ly | K2 - o) (4.12)

El argumento de Bogomolny[36] dice que la matriz serd unitaria si d — 7k,
donde k;, es el valor méximo del momento en el punto gm. En el caso del
rectangulo, k,, = max(lg?) por lo que se tendrd una matriz unitaria si k > km.
Esto equivale a tomar valores positivos para la raiz cuadrada de la accién S, en
4.12. Desafortunadamente este valor de & corresponde a kg, arriba del cual no
podemos obtener resultados confiables. La no unitariedad es entonces por causas
numeéricas.

En la figura 4.2 se grafican éstos, pero ahora para el rectingulo. Se puede
observar que cuando se esté cerca de un eigenvalor las normas se acercan mas al
circulo unitario, como se ve en la figura 4.3, en la que se graficaron las normas
como funcién de las fases para el cuarto de estadio. Para el billar rectangular, los
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Figura 1.2: Eigenvalores del mapeo cudntico de Poincaré para un rectangulo de
36 x 58.249, k = 0.5. En este caso el mapeo tampoco es unitario.

0851 T v

Figura 4.3: Normas de los eigenvalores del mapeo cudntico de Poincaré para el
cnarto de estadio. Se tomaron sélo las normas mayores que 0.8.
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resultados anslogos se dan en la figura 4.4. Las propiedades estadisticas de las

1.20
1.15
110
1.05 ° -

51.00 . .
ogs] *° T ¢ o

090 -
085

0.804~ r v T v ~

Figura 4.4: Normas como funcién de las fases para el billar rectangular. Se
tomaron solamente las normas que son mayores a 0.8

eigenfases revelaron los resultados conocidos de repulsién de niveles para el cuarto
de estadio y de degeneracidn para el rectingulo. Aparte de la distribucién de
espaciamientos de primeros vecinos, se estudié la rigidez espectral del niimero de
niveles {0 varianza de mimero), obteniéndose resultados que verifican la asociacién:

sistema cadtico = fluctuaciones tipo COE

y
sistema integrable == fluctuaciones no universales,

de acuerdo con la conjetura BGS.

En la figura 4.5 se estudian los eigenvalores para el estadio como funcién de
k. En las figuras 4.6 v 4.7 se estudian sus fases y normas, respectivamente. Al
parecer. las normas empiezan desde cero hasta alcanzar el valor uno. Después
de esto empiezan a oscilar alrededor de este valor. En primera aproXimacién la
rapidez es constante para casi todas las eigenfases. Los eigenvalores que estan
muy cerca del origen casi no se mueven,

Para hacer un estudio mas detallado de las velocidades de las eigenfases, en
la figura 4.8 se grafica un histograma de velocidades. Se puede observar una
distribucién que tiene sélo un pico, lo cual indica que las eigenfases se mueven,
Lasicamente, con la misma velocidad. El méximo de esta distribucion se mantiene
casi fijo para varios intervalos de energia como puede apreciarse en la figuras 4.9
v 4.10.
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Im (0)

1,04

Figura 1.5: Eigenvalores del mapeo cuéntico de Poincaré para el cuarto de estadio,
come funcién del mimero de onda. Se graficaron solo aquéllos cuyas normas son
mayores que 0.01. Los valores de k estdn entre 0.05 y 0.25. Se puede notar que
algunas fases viajan a velocidad casi constante.

En la tabla 4.1 se tabulan el centio y la anchura de estas distribuciones y
también de otros valores de k.

Ya que la Eq. 3.35 debe tener un cambio secular dado por la formula de Weyl,
el maximo se deberia mover. Este resultado, aparentemente contradictorio con
las figuras 1.9 y 4.10, puede entenderse si recordamas que la cuantizacién dada
por Bogomolny no es unitaria para todos los valores de k. La densidad promedio
de niveles puede entonces aumentar por dos mgtivos: a)que la velocidad de las
eigenfases aumente, lo cual no sucede en este caso ¥ b)que el ntimero de eigenfases
sobre el circulo unitario aumente. Un sencillo calculo a partir del niimero de fases
sobre el circulo unitario nos muestra que la segunda opcién es la que se cumple y
que la densidad de niveles aumenta proporcionalmente con k, de acuerdo con la
férmnla de Weyl. .

Las figuras andlogas para un billar rectangular se dan en las figaras 4.11 a 4.19.
Las normas parecen tener un comportamiento similar a las del cuarto de estadio
peto las fases tienen un comportamiento muy distinto. En la figura 4.12 puede
observarse que las fases no se mueven con nna sola velocidad. Para cuantificar esto,
el histograma de velucidades se grafica en la figura 4.14. Se puede apreciar en este
caso que las fases viajan con velocidades diferentes. La razén de las velocidades
mayor y menor (los méximos més alejados entre si) estdn en igual razén que los
lados del rectingulo, es decir, estan asociadas con las dos aceiones clésicas. En
las figras 4.15 a 4.19 se grafican estas distribuciones para distintos intervalos de
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Figura 4.6: Fases de los eigenvalores del mapeo cudntico de Poincaré para el
cuarto de estadio. Se graficaron sélo aquellas cuya norma asociada es mayor que
0.01. Las fases que estin la mayor parte del tiempo en los extremos 7 ¢ —x
corresponden a eigenvalores cercanos al origen. Nétese que la mayoria de las fases
viajan a velocidad constante y que esta velocidad es casi la misma para todas las
fases.

Pl
Izln'_i::
LHH1]

‘000 005 010 k0,15 020 025

Figura 4.7: Normas de los eigenvalores del mapeo cuéntico de Poincaré para el
cuarto de estadio. Se graficaron solamente las mayores que 0.01.
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Figura 1.8: Histograma de velocidades para el cuarto de estadio.

plv) Estadio, k~0 10
150

Figira 4.9: Distribucién de veloctdades Para un cuarto de estadio con R = 200 y
L = 100. La dimensién de la matriz es N = 200, y se tomaron solamente las fases
(en total N f = 29) cuya norma es mayor que 0.6.
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k~ | Centro | Anchura
0.10 [ 530.586 | 39.839
0.15 { 528.960 | 39.140
-0.20 | 528.905 | 42.797
0.25 | 528.826 | 42.575
0.30 [ 529.078 { 39.405
0.35 | 520.008 | 38.684
0.40 | 529.788 | 37.352
0.45 | 530.005 | 33.713

Tabla 4.1: Centros y anchuras pars las distribuciones de velocidades para el cuarto
de estadio

k~ | Centro | Anchura
0.10 { 515.438 | 77.142
0.15 | 516.801 | 85.977
0.20 | 519.923 | 82.403
0.25 | 519.559 | 78.797
0.30 { 520.720 | 73.579
0.35 | 521.260 | 72.360
0.40 | 522.025 | 72.095
0.45 | 522.057 | 71.590

Tabla 4.2: Centros y anchuras para las distribuciones de velocidades del billar
rectangular
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Figura 4.10: Distribucién de velocidades para un el cuarto de estadio. Los valopes
de N. Ly It son los mismos que en la figura 413y N f = 137.

energia. En éstas se observa que van apareciendo fases con velocidades diferentes.
Los centros y anchuras de las distribuciones de velocidades se dan en la tabla
4.2, En esta tabla se nota que las distribuciones en el caso integrable son mas
anchas. Otro punto importante es que las anchuras de las distribuciones deberfan
de hacerse mds angostas cuando aumenta la energia E. Esto puede entenderse si
notamos que

k3% _ 28 (4.13)

dfl.  dk

Si suponemos que la anchura es constante como funcién de k, concluimos que las
anchuras como funcidn de K van como k™!, de acuerdo con la prediccidn tedrica
{snponiendo que z——"é = cle} y verificacién numérica de Doron y Smilansky para el
Lillar de Sinai [15].

Para finalizar este capitulo, resumiremnos los resultados numéricos que se ob-
tuvierun. Para el cnarto de estadio (sistema cldsicamente cadtico), las fases se
mueven casi con la misma velocidad (con algunas excepciones), de acuerdo a la
teoria. Para el rectdngulo (sistema integrable), la distribucién es més ancha ¥a
veces tiene varias velocidades tipicas. La importancia de éstos resultados para
la conjetnra BGS es la signiente: Se sabe de los argumentos de invariancia es-
tructural que las propiedades de fluctuacién de las eigenfases del QPM son las
mismas que las del COE para sistemas cadticos. Esto se mostré al iniciar el tercer
rapiti]o de esta tesis. En ese mismo capitulo se mostré también que la velocidad
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Figura 4.11: Eigenvalores del mapeo cuéntico de Poincaré, como funcién del
niimero de onda, para el billar rectangular de 36 x (18 x Aur). Se tomé N=60,
Se graficaron sélo aquellos cuyas normas son mayores que 0.01. Los valores de k
estin entre 0.05 y 0.25.
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Figura 4.12: Fases de los eigenvalores del mapeo cudntico de Poincaré para billag
rectangular. Se graficaron sdlo aquellas cuya norma asociada es mayor que 0.5.
Notese que, aunque las fases se mueven a velocidad constante, esta es diferente
para diferentes fases.
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Figura 4.13: Normas de los eigenvalores del mapeo cudntico de Poincaré para el
rectangulo. Se graficaron solamente las mayores que 0.01.
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Figura 4.14: Histograma de velocidades para el billar rectangular.
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p{v) Rectingulo, k~0.1
150

Figura 4.15: Distribucién de velocidades de las fases de un billar rectangular
cuya razén de lados es la razdn durea. La dimensién de la matriz es N=300,
y el mimero de fases que se tomaron Nf=33 correponde a aquellas cuya norma
asoclada es mayor que (.6.

p(v} Rectdngulo, k~0.15

Figura 4.16: Distribucién de velocidades para el billar rectangular. N=300 y
Nf=46.
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Figura 1.17: Distribucién de velocidades para el billar rectangular. N=300 y
Nf=62.

piv) Rectangulo, k~0,25

300

Figura 4.18: Distribucién de velocidades para el billar rectangular, N=300 ¥
Nf=78.
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) Rectinguio, k~0.45
400,

Figura 4.19: Distribucién de velocidades para el billar rectangular. N = 300 y
Nf =136

de las eigenfases es localmente constante para sisternas caéticos. Esta conclusidn
da como resultado que las propiedades locales de Auctuacién de las eigenfases del
QPM se trasladen a las del espectro de energias del Hamiltoniano completo. En
este capitulo verificamos entonces que esta conclusién se cumple para un billar
completamente caético y que es falsa para un billar integrable.




Capitulo 5

MQDT: UN MAPEO )
CUANTICO DE POINCARE.

En el capitulo anterior verificamos numéricamente que todas las fases del
QPM para un billar cadtico se mueven casi con la misma velocidad, de acuerdo
con la prediccién tedrica, Puede argumentarse que un billar es un sistema muy
simple y particular. Es entonces conveniente busear otro sistema realista en donde
podamos verificar nuestras conclusiones. Recientemente se ha sugerido que las
moléculas de Rydbery (24, 25, 37, 38] pueden servir como una excelente prueba
para las evidencias cudnticas del caos. Restringiendo el analisis al caso més sim-
ple, estas moléculas pueden visualizarse como un electrén que se mueve en una
drbita que a grandes distancias es hidrogenocide, alrededor de un carozo idnico
rotante. con simetria cilindrica {ver Fig. 5.1). El problema cuintico puede re-
sulverse con gran exactitud para grandes niimeros de niveles usando la teorfa del
defecto ecndntico para varios canales (MQDT) [39, 40]. Esta teoria tiene ademss
un limite cldsico que se conoce y que es un mapeo de Poincaré sobre la esfera [37].
Entonces el analogo cudntico de este mapeo de Poicaré es, por construccidn, la
MQDT. Siguiendo el razonamiento del tercer ¢apitulo, la MQDT puede entonces
interpretarse como nun mapeo cuantico de Poincaré y se espera que sus eigenfases se
muevan rigidamente para moléculas cuyo mapeo de Poincaré sea completamente
cadtico.

La base de la MQDT para una molécula de Rydberg es la siguiente:

1. Para estudiar la molécula de Rydberg, el espacio de configuracién se divide
por medio de una ciscara esférica, en una zona cercana y otra lejana para
el movimiento del electréon de Rydberg, con respecto al resto del sistema
moleeular.

2. Cuando el electrdn estd en la regidn asintética, es decir, casi tado el tiempo
para un electrén de Rydberg, solamente siente la parte isotrdpica Coulom-
biana del potencial. En esta zona la funcién de onda estd descrita por una
funcién de tipo Coulomb desacoplada del movimiento rotacional del carozo.

3. En la region de colisidn, el electrén siente ademads el potencial de simetria
cilindrica y de corto alcance del carozo iénico. Debido al cardcter casi ins-
tantdneo de la colision, la aproximacién Born-Oppenheimer es vélida.
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Figura 5.1: Marco de referencia molecular. N* es el momento angular del carozo
molecular, L es el momento angular del electrén y (€, ) son los Angulos polares

de L.

4. La MQDT pone el efecto de la colisién del electrén con el carczo idnico como
un conjunto de corrimientos de fase {andlogos a los definidos en la teoria de
dispersién, pero esta vez con respecto a las funciones de Coulomb entrantes
y salientes) sobre la superficie que separa las zonas cercana y lejana.

5. Ademas de los corrimientos de fase de la parte radial, hay una parte angular
que pasa del sistema de referencia del laboratorio al sistema de referencia
molecular y que es proporcional a un coeficiente de Clebsh-Gordan.

Para profundizar en los detalles de la MQDT existen excelentes libros [22, 41],
articulos de revisién [23, 42] y los articulos originales [43, 44). En la primera parte
de este capitulo, reinterpretaremos el conjunto fundamental de ecuaciones de la
MQDT como un mapeo cudntico de Poincaré en la representacién de momento
angular. Heremos también una breve revisién del mapeo de Poincaré sobre la
esfera.

En la segunda parte del capitulo se hace un estudio numeérico de las propiedades
de las velocidades (con respecto al nimero de onda) de las eigenfases de este QPM,
para los estados ligados de una molécula de Rydberg cuyo mapeo de Poincaré es
cadtico o integrable,




EL CONJUNTO FUNDAMENTAL DE ECUACIONES. 42

El conjunto fundamental de ecuaciones.

En esta seccién analizamos e] conjunto fundamental de ecuaciones del MQDT,
para una molécula diatdmica de Rydberg, el cual puede interpretarse como un
mapeo cudntico de Poincaré.

Consideremos un electrén ligado a una molécula de dos 4tomos, ionizada con
una carga +e (ver figura 5.1). Cuando el electrén esta lejos del carozo, su funcidn
de onda es una funcién de Coulomb de momento angular orbital L desacoplada del
movimiento del carozo de momento angular N*. Cuando el electrén de Rydberg
esti cerca del carozo, siente ademds la parte del potencial que tiene simetiia
cilindrica y es de corto alcance, Esto hace que los niveles de energia se separen en
2L+ 1 subniveles de momento angular L sobre los niveles electrénicos etiquetados
por la proyeccién A de L en el eje del carozo (eje OZ en la figura 5.1). En esta
regién se acoplan los momentos angulares del electrén y del carozo iénico. pero
la aproximacion Born-Oppenheimer es vilida ya que la velocidad de electron es
mucho mayor que la del carozo.

Cuando se tiene un estado ligado, se satisface el conjunto fundamental de
ecuaciones de la MQDT:

A=L

Z Unr asin(m {un+e + pa Ay =0 (5.1)

A=—1,
donde los Ay son las amplitudes del desarrollo de la funcion de onda en los
arménicos esféricos Y} (8, p) y estdn determinados por este sistema de ecuaciones.
Aqui 1}, = (n — up)? es el niimero cuéntico efectivo principal y pa es el de-
fecto cudntico del estado A. Los elementos U+ 4 det operador unitario U son
pruporcionales a un coeficiente Clebsh-Gordan [39):

Unsa = {L,—A, J ANt 0)(—=1)7 "N 482 — §, )3, (5.2)

¥ provienen del cambio de marco de referencia, del molecular al del laboratorio; ./
es el momento angular total que resulta de sumar ei momento angular del carozo
y del electrén en la region asintStica; v}, esta relacionado con la energia en la
siguiente forma:

E=

2R + Et + BNY(N* 4+ 1), (5.3)
vi,
donde £ es la energia electrénica mas la vibracional del carozo (que tomamos
como cero). R es la energia de Rydberg (0.5 en unidades atémicas). Esta férmula
define la dependencia de la energia con N*. B es una constante de rotacién 1/,
con I el momento de inercia.
El limite semiclésico de la MQDT para moléculas de Rydberg fue encontrado
por Lombardi y colaboradores y es un mapeo candnico[24]. Este mapeo tiene

la signiente forma: sean (f,¢) los dngulos polares de L con respecto al eje OZ
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molecular y sean (c, ) sus dngulos polares con respecto al eje OX (N*). Dado
(6o, 00) se calcula (o, o) para después dar

M = o (54)
A = ﬁo—%%

donde % es la razén de los periodos- de rotacién entre el electrén y el nicleo
molecular. Esto corresponde al movimiento del electrdn en la region asintética.
Después, durante la colisidn, se tiene una precesién dada por:

b = K cos(f,). {(5.5)

K es la constante de acoplamiento entre el electrén de Rydberg y la molécula.
Este acoplamiento estd asociado con los defectos cudnticos de la manera sigiiente:

K
BA = pfp— HAQ. (5.6)

Finalmente, hay que tomar en cuenta que el marco de referencia molecular no
es fijo durante la colisién, pues el momento angular total se conserva. De esto
tenemos

P2 = @1+ bp + 8¢’ (6.7

donde &¢’ es la precesién del marco de referencia molecular alrededor del eje OZ,
Esta precesién se calcula resolviendo el par de ecuaciones que dan la conservacién
del momento angular total (en las direciones OX y OY) para 8¢’ y Ny

Lsin(f)cos(p1) -+ Ny = Lsin(6) cos(ip; + ) + Ny cos(by') (5.8)
Lsin(#) sin{p,) Lsin{f} sin(p; + 8p) + Ny sin(6¢')
Leos()) = Lcos(th)

donde Ny y Nz son los momentos angulares del niicleo molecular antes y después
de la colisidn.

Ya que el limite cldsico de la MQDT es un mapeo de Poincaré, la MQDT debe
ser un QPM. Tomemos este punto de vista de ahora en adelante. Consideremos
la transformacién unitaria T con elementos de matriz

Trn+ A = Un+ a exp(in {un+ + p2a}). {(5.9)

Esta transformacién contiene una parte angular (Uy+ 4} que relaciona el momento
angular del electrén en la regién asintética, con el giro libre del carozo. La parte
radial estd dada por exp{im {vy+ + 4 }) y toma en cuenta a través de los defectos
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cudnticos uy el efecto del potencial de corto alcance en ¢! electrén con respecto al
efecto del potencial de Coulomb. La ecuacién 5.1 equivale a

(T-DA =0 (5.10)

donde A es el vector con coomponentes Ajy. Esta ecuacién tiene solucidn si

det(T—1) =0 (5.11)

Y a su vez nos permite cosiderar eigenfases en vez de eigenvalores de energia ya
que la ecuacién 5.11 se cumple cada vez que T tiene un eigenvalor igual a uno o
una eigenfase cero. Esto se cumplird para energias discretas ya que T depende
suavemente de la energia a través de vy« (ver ecuacién 5.3). T es la cuanti-
zacion exacta (ya que se esti transformando el momento angular del electrén,
cuya cuantizacién es exacta) del mapeo de Poincaré sobre la esfera, Ademas es
un mapeo unitario debido a que se estin tomando valores enteros del momento
angular. Sin embargo el mapeo clisico es una aproximacidn al problema original.
La aproximacidn consiste en mantener la magnitud del momento angular orbital
del electrdn fijo. Esto hace que la dimensién de la superficie de seccién sea igual
a dos.

PROPIEDADES DE LAS EIGENFASES.

Como complementu a la seccidn anterior, en esta seccién estudiaremos las
propiedades de las eigenfases del QPM para una molécula diatémica de Rydberg,
Nuevamente encontramos que la distribucién de velocidades es mas ancha en el
caso integrable que en el caso caético. )

Calcularemos en esta seccién las propiedades de las eigenfases para una mo-
lécula de Rydberg segiin el MQDT. En este caso tomamos J = 200 ¥ L = 40.
Solamente consideraremos los estados pares. Variamos el acoplamiento K para
obtener un mapeo de Poincaré cadtico o integrable. El primero se obtiene cuando
K = 39.98765. el segundo para K = 3.98765. En este caso, los eigenvalores sf
estin sobre el circulo unitario. De hecho, el error en las normas es menora 107, es
decir solamente hay un error de redondeo. En las figuras 5.2 ¥ 5.3 se estudian las
fases cumo funcién de la energfa para los casos cadtico e integrable. Al igual que
en el estadio. todas las fases en el caso cadtico viajan casi con la misma velocidad,
Las distribuciones de velocidades para ambos casos se dan en las figuras 5.4 y 5.5.
La distribucidn para el caso integrable es mucho més ancha ¥ plana que la del
caso cadtico. De esto, se concluye que las fases para el caso cadtico viajan con
velocidades cercanas. lo cual no sucede en el caso integrable.

Resumiendo los resultados de este capitulo: se ha mostrado heuristicamente
que la MQDT es un mapeo cuantico de Poincaré. También se mostré que las
eigenfases del operador asociado a la MQDT se mueven pricticamente con la
misma velocidad para el caso cadtico. Por otra parte, para el caso integrable, la
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Figura 5.2: Fases del mapeo MQDT para una molécula de Rydberg como funcidn
de la energia para el caso cadtico. Se tomaron 20 valores de energia entre - 1.26E-6
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Figura 5.3: Fases del mapeo MQDT para una molécula de Rydberg como funcisn
de la energia para el caso integrable. Se tomaron 20 valores de energia entre
-1.26E-6 y -1.244E-6, para los niveles pares, L=40, J=200.
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K=39.98765 (cadtico}

g 8

301
20
10

-50 -40 -30 20 -10
v {unidades arbitrarias)

Figura 5.4: Distribuciones de velocidades para una molecula de Rydberg: caso
cadtico. Se tomaron 20 valores de energia entre -1.26E-6 y -1.244E-6, para los
niveles pares. L=40, J=200.
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Figura 5.5: Distribuciones de velocidades para una molecula de Rydberg, caso
integrable. Se tomaron 20 valores de energia entre -1.26E-6 y -1.244E-6, para los
niveles pares, L=40, J=200.
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distribucién de velocidades es mucho mas ancha y plana. El resultado obtenido
para el caso completamente caético, en éste como en el capitulo anterior, verifican
los resultados tedricos del capitulo 3 y nos dice que las propiedades estadisticas
de las eigenfases (cuando menos para rangos pequefios de energia) pasan a ser las
de las energias, y las fases se mueven con velocidades casi iguales.

Como una posible aplicacién de este resultado, tenemos que los eigenvalores
del Hamiltoniano original pueden obtenerse no solamente a través del determi-
nante, sino también a partir de las grificas de las fases como funcién de la energia.
Esto puede servir para disminuir los tiempos de cémputo para sistemas cadticos o
integrables. En los primeros, es muy probable que podamos predecir con bastante
exactitud en dénde aparecerdn nuevas energias. En los segundos, es posible saber
el nimero de eigenvalores degenerados por un simple conteo de las eigenfases que
no son eigenvalores. La degeneracién, en este Giltimo caso, hace aumentar los
tiempos de cémputo en drdenes de magnitud [25].




Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este trabajo se hizo una revisién del concepto de invariancia estructural,
que relaciona el caos hamiltoniano con los ensembles clsicos de matrices de Car-
tan (CUE y COE). Este argumento probabilistico indica que si un mapea candnico
completamente cadtico actiia de tal manera que el espacio fase no muestra estrue-
tura alguna, las propiedades espectrales de su andlogo cudntico serin iguales a
las del COE o CUE, con probabilidad uno, dependiendo de si el mapeo es in-
variante ante inversiones en el tiempo o no. Con esta nueva técnica se dedujeron
también [27] los resultados de simetrias mezcladas que se conocen, que son muy
dificil de deducir a partir de argumentos basados en érbitas periédicas o en su-
persimetria. Se revisd ademds el resultado que dice que para sistemas que poseen
ciertas simetrfas discretas (por ejemplo Cj) y la simetria de inversién temnporal,
algunos sectores de simetria cudnticos pueden tener una estadistica CUE, la cual
usialmente estd asociada a sistemas que no son invariantes ante inversiones en el
tiempo.

Pusteriormente se mostré que el argumento de inveriancia estructural puede

- aplicarse al mapeo de Poincaré. Esto quiere decir que las propiedades estadisticas
de las eigenfases del mapeo cudntico de Poincaré son también iguales, con pro-
babilidad nno. a las de los ensembles clasicos de Cartan si el mapeo clisico de
Puincaré es completamente cadtico. Para saber si las propiedades de las eigen-
fases del mapeo cudntico de Poincaré son las mismas que las de las energias del
Hamiltoniano original, obtuvimos la velocidad de las eigenfases como funcién de
la energia. Esta es en promedio constante ¥ la misma para casi todas las eigen-
fases en el caso completamente cadtico. Esto quiere decir que las propiedades de
fluctuacion de las eigenfases se trasladan a las de las energias, ya que las primeras
se mneven “rigidamente” como funcién de la energia, salvo variaciones seculares
que determinan la densidad de niveles, de acuerdo a la férmula de Weyl.

Para verificar este resultado se hizo un cileulo numérico basado en el método
del elemento frontera para un cuarto de estadio y para un billar rectangular. Para
el cuarto de estadio se obtuvo que las fases viajan aproximadamente con la misma
velocidad. Esto es vélido aunque el mapeo cudntico de Poincaré de Bogomolny
no es unitario. debido a efectos numéricos. En el rectangulo, la distribucién de
velucidades es mas ancha y en algunos casos (dependiendo del rango de energia)
muestra varias velocidades tipicas. Estas velocidades tipicas estin asociadas con
las dimensiones del rectingulo, es decir, estin asociadas con las dos acciones
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clasicas.

También se mostré que la teoria de defectos cudnticos para varios canales en
el caso de moléculas de Rydberg, corresponde a un mapeo cuintico de Poincaré,
en la representacién de momento angular, que es exactamente unitario. Cuando
el limite cldsico de este mapeo es completamente caético, sus eigenfases se mueven
rigidamente en concordancia con la parte teérica. La distribucién de velocidades
para el caso integrable es mas ancha y plana que en el caso cadtico.

Queremos remarcar, para concluir, que la principal contribucién de esta tesis
en el drea de caos cudntico es la siguiente: se ha mostrado que, dado un Hamil-
toniano, es posible transferir las propiedades estadisticas de las eigenfases, de su
mapeo cudntico de Poincaré asociado a las del espectro de energia del Hamiltonia-
no original. Como se mostré anteriormente que en el caso cadtico las propiedades
de fluctuacién de las eigenfases del mapeo cusntico de Poincaré son las mismas
que las del COE o las del CUE con probabilidad uno -haciendo la hipétesis: un
mapeo candnico arbitrario es cadtico con probabilidad uno-, las propiedades de
fluctuacion locales de los espectros de energias son iguales a las del GOE o las
del GUE con probabilidad uno. Con esto se obtiene la relacién que asocia las
propiedades estadisticas de los espectros de energia de los sistemas cudnticos cuyo
anélogo clasico es cadtico, con la teoria de matrices aleatorias, asociacién conocida
como conjetura Bohigas-Giannoni-Schmit. Esto se verificd en dos ejemplos. uno
en billares y otro en moléculas de Rydberg. En este tiltimo. encontramos ademés
que la teorfa de defectos cudnticos para varios canales puede interpretarse como
mapeo cuéntico de Poincaré que es, por construeccién, unitario.

ESTA TESIS NO GEBE
SALIR CE L4 BIGLIOTECA
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