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Introduccidn

La modelacién matemdtica de problemas fisicos y los métodos numéricos
que se implementan para su solucion, son uno de los retos mds interesantes

y complejos que se presentan en la ciencia.

El propésito de esta tesis es aplicar métodos de descomposicién de
operadcres y de dominios a modelos de adveccion-difusién con controles
distribuidos, con el fin de generar esquemas computacionales para su re-
solucién numérica. La orientacién de la tesis no es sobre analisis matematico,
se citan las fuentes donde éste se encuentra realizado. El enfoque fundamen-
tal es sobre el algoritmo y su aplicacion en situaciones pricticas. Problemas
fisicos que motivan y dan su importancia a este tipo de modelo son los de
climatizacién en conduccién de calor y de remediacién de acuiferos contami-

nados entre otros,

Es importante resaltar que por la presencia del término advectivo,
estos problemas 1no son potenciales, esto es, sus problemas estacionsrios no
son caracterizédbles por el minimo de un potencial. Ademds la presencia de

restricciones hace que ¢l problema sea de naturaleza no lineal.

El modelo de adveccién-difusién tiene su importancia directa en fend-
menos de transporte de energia y masa en flujos, siendo también de interés
en los flujos mismos con adveccién dominante. En particular la simulacién
numeérica de estos procesos requiere de métodos de estabilizacién debido a
su caracter hiperbélico. Por otro lado, los problemas con restricciones en el
campo primal corresponden a problemas de control distribuido, los cuales

son modelables via desigualdades variacionales.
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En la actualidad los métodos de mayor efectividad computacional
para este tipo de modelos no lineales y no potenciales, son los métodos de
descomposicion de operadores y su combinacién con técnica de elemento
finito, los que producen formulaciones mixtas. Asimismo, para el tratamiento
de problemas de gran escala, complejidad geométrica o de superficies de
discontinuidad eu propiedades fisicas, los métodos de descomposicién de

dominios resultan ser de gran importancia.

En este estudio, en la formulacion fisica de los modelos de con-
trol se aplicaran formulaciones subdiferenciales, las cuales corresponden a
modelos locales variacionales de mecanismos de control de tipo monétono.
Asimismo, la modelacién de las formulaciones con descomposicién de do-
minios sin traslapes, se realizaré via ecuaciones subdiferenciales de irans-
misifn de continuidades de interfase. Los métodos de estabilizacién serdn
de tipo “upwind” mediante un enfoque de caracteristicas. En cuanto a
los algoritmos de resolucién numérica de los modelos macrohibridos mixtos
discretos de elemenio finito resultantes, se utilizardn los métodos de resol-
ventes que generalizan esquemas de lagrangianos aumentados y direcciones
alternantes.

Como un resultado particular se llegard a la aplicacién de los métodos
antes mencionados a problemas modelo de climatizacion en conduccién de
calor, demostirandose la versatilidad de los mismos.

Para una geometria especifica se generard un programa de cémputo

para su experimentacién numérica. - - . _ _
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Una descripcion del contenido de este trabajo es la siguiente:
» Se plantea un modelo fisico y se introduce un control distribuido.

¢ Haciendo uso de la dualizacién de controles, obtenemos los modelos

mixtos local y global.
¢ Se da un tratamiento a la adveccién dominante.
¢ Se desarrolla la descomposicién de dominios.

» Se introduce la discretizacién de los dominios mediante elemento

finito.

¢ Para resolver el sistema de ecuaciones se utilizard el
algoritmo ALGO,, usando el Teorema de Punto Préximo en

la convergencia.

¢ El esquema tedrico en su conjunto se aplica en un problema

modelo mostrandose los resultados obtenidos.
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I) Modelo Fisico

Los fenémenos de transporte son aquellos procesos en los cuales hay
una transferencia de materia o de energia.

Los rasgos fisicos comunes de estos fendmenos se pueden
describir con técnicas similares, estando caracterizados por una ecuacién
de transferencia, que en su forma general, se le conoce como la ecuacién de
adveccién-difusidon.

En esta seccién se deducira dicha ecuacién diferencial a partir del
principio de conservacién.

Los planteamientos del modelo fisico y desarrollo de esta parte se
dan de acuerdo al marco conceptual y tedrico de la mecénica del continuo
siguiendo el libro de M. Gurtin [Gu].

Por otro lado la formulacién variacional subdiferencial local de los
controles distribuidos, asi como de las condiciones a la frontera, se presen-
tan siguiendo la metodologia subdiferencial propuesta en [A1].

Conceptos acerca de caleulo variaciondl y métodos en convexidad los
podemos hallar en [Sm).



Otras fuentes consultadas en la tesis para la solucién de ecuaciones diferen-
ciales parciales usando el método de elemento finito fueron [Ca], {Gx], [Va].

Algunas de las situaciones reales donde se podrian aplicar los resul-
tado de este trabajo son en modelos fisicos como los siguientes : en la
regulacién de temperatura en los invernaderos ¢ en sitios que requieran una
climatizacién ambiental, asi como en determinar la difusién de contami-
nantes en un liquido (un lago por ejemplo), aqui la variable representara la
concentracién del contaminante.



1.-Principio de balance de masa o energia en flujos

Consideremos la conduccidn de calor (o de masa) dentro de una regién
de flujo £, en el tiempo ¢ € (0,T) para un fluido. Sea u la temperatura,
(o bién la concentracién de soluto} en el fluido, 2 una configuracién de
referencia, f una fuente de energia (o masa). A través de la frontera 95
vamos a tener flujos por unidad de superficie, caracterizados por un vector
de flujo q.

Partiendo del principio de balance, en cualquier parte P, C §,, de la

regién ocupada por el fluido en el tiempo t, se tiene (asumiendo un calor
especifico unitario) (véase Fig. 1)

d
Efﬂudv—/}pﬁfdv—[mq-nda, VP CQ,.

Fig. 1. El movimiento del fluido.



8 Seccidn 1.- Principio de balance de masa o energfa en flujos

Aqui x denota la funcién movimiento, siendo x, la deforrmacién en
el tiempo ¢. Con el propésito de realizar la diferenciacién de la integral
en. el dominio mé6vil, se procede a expresar dicha integral en términos
de la copfiguracién de referencia. Para ello usaremos el campo escalar
um{p, t) = ulx:(p), t), definido en & x (0,7), ltamado la descripcién ma-
terial de u. Por otro lado denotaremos por F(t;-} = Vy, al gradiente de
deformacién, cuyo determinante, det (F'} > 0 representa el “cambio de vol-
umen” por unidad de volmmen.

Asi pués, aphcando dichas ideas,y suponiendo que podemos mter—
cambiar los procesos de derivacion e integracién, se sigue que

: dtf“m det (F) av = [ (=2

atln

Dtim,
2T 4ty (div W), det (F)} 4V,

donde se ha utilizado Ia reléciﬁn! ggdet (F) = det (F) (div W)m, con w, la
velocidad del fluido.

Finalmenie aplicando el ieorema de la divergencia y el teorema de
localizacién, se obtiene la ecuacién de balance local. Esto es, respecto a lo
dliimo, tomando el promedio de la expresién cuando el volumen de 1a region
de integracion se contrae a uno de sus puntos, mediante el correspondiente
proceso de limite, se tiene

( Um)s+udtv wadivg=f enT={(z,t):2e€Q, t€0,T)}

~ donde 7 denota la trayectoria en el intervalo (0,T). También el subindice
“e¢” denota la degcripcibn espacial-de un campo- material, ie. = _
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(:%”m)e(m!t) = (%um)(Rt(m),t) en 7,

siendo R, la funcién de referencia (véase Fig. 1). Por tanto la derivada

. . D
temporal material o derivada total Di resulta ser

D

7]
Eu(m, t) = aem (Ri(z}), t)

47,
= 5;?1.(1',15) + w(z,t) grad u(=z,t), (z,t)eT.

término advectivo

Por consiguiente, la ecuacién resultante es :

du

ot +w-grad u+udiv w+divg=f enT.

Para el caso de un fluido incompresible, div v = 0, con lo cual se tiene la
version reducida de la ecuacién local de balance

du

at+w-grad ut+div gq=f enT7.



10 SBeecidn 1.- Principio de balance de mass o energfa en fujos

Considerando la ecuacién constitutiva entre u y q de tipo lineal, esto
es, el Principio de Fourier en transferencia de calor,

g= —¢K grad u, coneK = tensor de conductividad,

se concluye la ecuacion:

ou

p 4+w-grad v —ediv{Kgrad u} =7 en7. (1)

Esta es la ecuacién de adveceién-difusién a considerar en esta tesis.
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2.-Controles distribuidos

Para considerar un “control interno para satisfacer una restriccién”,
tenemos que plantear el problema, en nuestro caso, de resolver el modelo
de adveccién-difusién con restricciones (R) en el interior. En particular,
buscaremos un posible control para la desigualdad siguiente:

R) u(z,t) < ¢,(z,t) en (z,t) €x (0,T)
( u(z,t) > ¢z, f) (€ = 2 dominio fijo en el tiempo)

donde,

es(z,t) = la cota superior,

ei{x,t) = la cota inferior.

Ademis:

RQ=0x(0,7T),

f = la fuente prescrita en Q, que no tiene que ver con el control,

% == el dato frontera tipo Dirichlet definido sobre Xp = 6Qp x (0,T)

(la temperatura prescrita),
e g = el flujo prescrito sobre Zy = 8y x (0, T),
e K = el tensor de “conductividad del sistema”™ definido en Q,

w == la velocidad del flujo del fluido en Q,

19 = la condicién inicial definida en (1.
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Entonces el problema es, determinar la fuente controlante f,, definida
en Q, para que la distribucién de temperatura satisfaga la restriccién (R),
sujeta a las ecuaciones :

%!E--div{Kgrad u} +w-grad u=f—f enQ,

u = i sobre Lp,

—eK grad u-n= —eg sobre Ty,

u{0) = up en Q.

Teniendo como incégnitas a u ¥y f,, para que el problema esté “bien
planteado” se requiere incorporar un mecanismo de control, por ejemplo,
de la forma:

y fe(‘”, t)

u{z, t)

ci{z, t) [ cs(z, )
(z,t) € Q

Fig. 2. Un wmecanismo de control distribuido.
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De esta manera se incorpora al modelo una relacién entre la tempe-
ratura en Q y las posibles fuentes controlantes. En el ejemplo de la Fig.
2 la posible fuente controlante para temperaturas, en el interior del inter-
valo de admisibilidad, es unicamente de valor cero, y para ternperaturas
en los extremos del intervalo de admisibilidad las posibles fuentes son a
priori desconocidas pero de signo positivo (respectivamente negativo) si la
temnperatura alcanza el valor permisible superior (respectivamente inferior).

Asi, en general, la relacién entre temperatura y posibles fuentes con-
trolantes es una funcién multivaluada, no decreciente (es decir, monétona).
Si denotamos ésta por d¢, entonces, el mecanismno de la Fig. 2 queda ex-
presado por:

para (z,t) € @,

{—00,0] , u(z,t)=ciz,1),
{0} . calz) < u(z,t) < ez, t),
(0, +o0) u(z,t) = es(z, t),
@ , otro valor.

fc(‘mt} € aqﬁ(:r:,t;u(l',t)) =

A la funcién 8®(z,t) : R — 2% se le llama un subdiferencial monétono,
cuyos elementos f.(z,t) son denominados subgradientes.

Por lo tanto, despejando f. obtenemos la ecuacién multivaluada

—ou

Y +ediv{K grad v} —w.grad u+ f € 8¢{u) en Q. (2)

Esta es la ecuacién de calor con mecanismo de control distribuide.
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3.-Condiciones a la frontera en forma subdiferencial

En la seccidén anterior se vio que la ecuacién subdiferencial f.(x,t) €
d¢(z,t;u(z,t)) en Q modela un mecanismo de control distribuido que rela-
ciona la temperatura y las posibles fuentes controlantes. Similarmente,
mecanismos de control a la frontera podrian ser caracterizados en su relacién
a restricciones de valores frontera de la temperatura y flujos de calor.

En este trabajo, sélo consideraremos condiciones a la frontera, ya
sean del tipo temperatura prescrita (Dirichlet) o de tipo flujo prescrito
(Newmann). Podemos, en forma general, expresarlas como :

vu(z, t) € D(U(z, t);-) : —g—z(:z,t) € 0¥(z, tiyulz, ), (mt) e  (3)

Aqui, ¥ = 802 x (0,T), yu = la traza (valor Dirichlet) del campo
primal u en la frontera del dominio, 892, y o el flujo (valor Neumann)
correspondiente. También D(¥(z,t;-)) C R es el conjunto de trazas admi-

sibles, 8¥(x,t;-) : R — 2% es un subdiferencial monétono cuyos subgra-
dientes,

_.g%(g;,t) = —eK(z) grad u(z, t) - n(z),

corresponden a los posibles valores del flujo normal a través de la frontera

oL

En particular supondremos que una condicién Dirichlet de frontera,
4 , es prescrita en una parte de la frontera 8%, con lo cual la Ec. (3) toma
la forma (véase Fig. 3):
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yu(z,t) € D(¥p(z,t); )= {ifz, t)} : —g%(wrt) € 0yp(e,t;vu(z,t)) = R,

(¢,8) € Tp = 90 x (0,T). ‘ (3p)

p(x, t;yu(z, b))

yufz,t)

Wz, t)
(z,) € Zp

‘Fig. 3. Un mecanismo de control tipo Dirichlet.

Ademads, que una condicién de frontera Neumann, ¢g, es prescrita
en otra parte de la frontera 8f)y, complementaria teniendose entonces
(véase Fig. 4)

ru(z,t) € D{¥n(z,5-)) = B+ —%l—‘(w»t) € 0pn(w;yulz, t)) = {ef(z. 1)},

(z,t) € =y =80y x (0,T). (3w)
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On(z, 8 yu(z, t))
eg(z,t)
yu(z, t)
(I’, t) € Xy

Fig. 4. Un mecanismo de control tipo Neumann.

Aqui es importante hacer resaltar el hecho de que el flujo normal

8_u en la ecuacién (3p) y que la traza yu(z) en la ecuacién (3y) aparecen
v

respectivamente como condiciones de frontera complementarias y que son
a priori desconocidas.
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II) Formulaciones Variacionales

En el estudio de las ecuaciones diferenciales con valores a la frontera,
una de las mejores alternativas que se tienen para su anilisis y su aproxi-
macion, es llegar a expresarlas en forma variacional global.

Durante las siguientes seccciones construiremos paso a paso las for-
mulaciones variacionales del problemna. Hasta aqui tenemos expresadas las
restricciones internas y las condiciones a la frontera en forma subdiferen-
cial, por lo que uno de los siguientes pasos es dualizar. Especificamente
se elipe dualizar el control interno, usando para ello la grifica inversa del
médulo, lo que completa las formulaciones variacionales locales. De aqui es
pricticamente directo llegar a las formulaciones globales.

En esta parte el proceso de la dualizacion subdiferencial se realiza
siguiendo [Al], como se menciond, via inversién. Las formulaciones varia-
cionales globales tanto primal como mmixta se construyen de acuerdo a la
misma referencia [A1], (véase también [{A2]).
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4.-Dualizacién de controles

Usando el método subdiferencial, procederernos a dualizar las restric-
ciones de control, via las gréficas inversas de sus subdiferenciales. Esto es,
para j : R — RU {+oc}, una funcién propia convexa y semicontinua infe-
riormente con subdiferencial 87 : R — 2%, aplicaremos la equivalencia

g€DG):¢" €dj(g) & ¢" €D(G"): q€di*(g"), (4)

donde 8j* : R — 2% es el subdiferencial monétono de j*, la funcién conju-
gada (o dual) de j definida por

) = igg{q'q -ilg)}, ¢ €R. (5)

Asi, denotando p* = f, y utilizando la caracterizacién (4}, la formu-
lacién dual subdiferencial de la ecuacién de control esta dada por

vz, t) € D(¢*(z,t; ) : ulz,t) € 3¢*(z, t;p%(2,1)), (z,t) en Q, (6)

donde 8¢* : R — 2% es el subdiferencial monétono de ¢*, (el superpotencial
conjugado).

Tenemos asi que, para el ejemplo dado, (véanse Fig. 5 y Fig. 6)

p*(e,1) € D(¢*(x,5; ) = R
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{ci(zit)} 1 p*(fﬂ,t) < 0,
u(z,t) € 9¢*(z, t;p"(z, 1)) = { laslz, t), es(e,8)] . p*(2,t) =0,
{esz,8)} , p*(2,t) >0,

8¢z, 69" (2, 1)) ¢*(z,t;p* (2, t))

Co{y ) b ‘

. Pz, 1) Pz, 1)

— C((IL‘, t)

Fig. 5y Fig. 6. El dual del mecanismo de control de la Fig, 2.

con superpotencial dual

% Cowroon oz, )t (x,t) , pM(z,t) <0,
¢ (m,t,p (a;,t)) = { ;(m,tg;*(m,t) , i*(m,t) > 0.

De la misma manera, podriamos haber dualizade las condiciones de
frontera de Dirichlet y de Neumann, pero en este trabajo no serd nuestra
intencién hacerlo.
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5.-Modelos primal y mixto

Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial de adveccién-difusion,
es equivalente a buscar la solucién del problema variacional asociado (con
cterta regularidad). Con base en el orden del operador eliptico del modelo,
se identifica un subconjunto de un espacio de Hilbert, K(2) ¢ V({2), que
define el conjunto de campos solucién admisibles. El espacio V() es un
espacio dense y continuamente encajado en el espacio pivote L(£2) consti-
tuido por funciones de cuadrado integrable (en el sentido de Lebesgue). Asi
el marco funcional para las formulaciones variacionales del problema queda
establecido.

La utilidad primera que nos reporta el pasar a las expresiones varia-
cionales globales es la realizacién del andlisis cualitativo que estudia la uni-
cidad, regularidad y existencia de las soluciones.

El proceso a seguir es, una vez expresadas las ecuaciones sub-diferenciales
como desigualdades variacionales, integrar en los dominios respectivos, usar
la correspondiente férmula de Green, y conjuntar expresiones afines. As{
las formulaciones primal, y mixta son obtenidas.

Es importante observar que el proceso de dualizacién para formu-
laciones mixtas descompone el problema original no lineal en subproble-
mas acoplados mds simples: en nuestro caso, en uno lineal primal y otro
dual no lineal. Es precisamente esta una de las posibles técnicas de des-
composicién en la modelacién matematica, denominada descomposicién de
operadores.
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Formulacidn variacional primal.

Necesitamos hallar un campo admisible u(z,t) € D(¢(z,t;-}), (z,¢) €Q,
que cumpla con las restricciones del control, y buscamos ademds un subgra-
diente p*(z, ) € 8¢(z, t;u(z,t)) como fuente de control a priori desconocida,
que satisfaga la ecuacidn de adveccidn-difusiéon:

(1) = --%(m,t) ~w(z,t)  grad u(z, )

+ € div {K(z) grad u(z,t}} + f(z,t) € 8¢(z,tu(z,t}}, (z,t) €Q.
Usando la definicién de subdiferencial :

3p(z, tu(z, t)) = {g* € R: $(z,4;£) 2 é(z,t;ulz, £))
+¢*{¢ — u{z, 1)}, V¢ € D(g(, 1); )}, (7)

donde D{¢(z,t;-)) = {¢£ € R : ¢{z,4;£) < 400} es el dominio efectivo
de ¢(z,%;-), la ecuacién de adveccién-difusién tiene asociada la siguiente
desigualdad variacional: con u(z,t) € D(${z,t)),

{ %%(95, t) — e div {K(z) grad u(z,t)} +w-grad u(z,8)} {v(z)—u(z,?)}

+¢(z, t;v(z)) — ¢(z, & ulz, 1))
2 @)oo - u(a 1}, Vols) € Do), )
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Asimismo, las condiciones a }a frontera Dirichlet y Newmann, cuyas
ecuaciones subdiferenciales estdn dadas por (3p) ¥ (35) tienen como de-
sigualdades variacionales las siguientes:

rula,t) € {afe,1}: 0 2 =2 (1) {rn(z) - yula, ),

Vo(z) € { 4(z,t)}, (z,t) € Tp; (8n)

yu(z,t) € R : eglz,t)yv(z,t) > edlz, t)yulz, )

_f;—Z(:r,t) {yv(z) — yu(=,t)},Vo(z) € R, (z,t) € Ty. (8x)

Suponiendo suficiente regularidad en los datos del problema (en el
sentido de espacios de Sobolev ([Cl],[G]])

Su formulacién primal se sigue de las desigualdades (8) via integracién por
partes.
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Entonces debemos encontrar u(t) € K, tal que cumpla, para cada t € (0,T),

3_“@){0 —u()}dR + r[ K grad u(t)- {grad v —grad w(t)}dQ
4 t
+ [w(t) grad w(t){v ~ u()}d0 + J B(t;0)dQ ~ [ 8(t;u(2))de

Q 1

> [10{ - u@®}a - ¢ [ §(E){70 - )0, Vo €K, (9)
Q 8w

donde K, es la familia de campos primales admisibles, gue satisfacen la
restricién de conirol interno (R) asi como la condicién de frontera de Dirich-
let. Esio es,

Ky = {ve HY (D) : v(z) € D(e(z,t;-)),z € Q, yv(z) = i(z, t),
z € 3p)}. | (10

Aqui, H'(Q) denota el espacio de Hilbert de Sobolev de funciones
cuadraticamente integrables junio con sus gradientes en £, esio s, si v €
HY($2), entonces v € L*(R) y grad v € L*(Q) . A fin de garantizar la
existencia y unicidad del problema primal, y tomando en cuenta la regular-
idad de los datos, supondremos que el camapo de velocidad w satisface la
condicién de compatibilidad sobre la frontera Neumann,

w(z, t)n{z) 20, z € Q.

Esto es, la ffpntera_de Neumann es una frontera de flujo saliente.
Entonces la forma bilineal (no simétrica) del problema es coerciva.
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Resumiendo se tienen dos ecuaciones con dos incognitas: en (11’}, u,
mientras que en (12’), p*. Los conjuntos de campos admisibles se definen
de la siguiente manera:

Ky = {ve HY(Q): yv(z) = i(x,t),z € 8Qp} (primal), (13)

Oy = {g" € L*(Q) : ¢*(z) € D(¢*(z,¢; ), @ € 2} (dual). (14)

Podemos usar el hecho de que, v = u Fvp € Kypryy, Yo € Ko, ¥
viceversa , vp = v — u € Ko Vv € Ky, con lo que la desigualdad varia-
cional primal (11’) es equivalente a la igualdad variacional:

g—:(t) vgd§ 4+ ¢ i( K grad u(t) - grad vpdQ + f w(t) - grad u(t)vpd}
)

= a[{ F{t) — p*(t)}wed© — ¢ j 9(£)yvpddQ Vug € K. (117)
ity

Aqui, Kg = {v € H§2),yv = 0 sobre 9f0p}. En esta forma es que la
igualdad variacional estandar es recuperada.

Como se observé al prificipio, el proceso de dualizacion de las restric-
ciones internas ha descompuesto al problema original primal no lineal, en
dos problemas acoplados: un problema primal lineal y otro dual no lineal.

Es precisamente con esta estructura primal y mixta que se construi-
ran los esquemas de elemento finito de acuerdo a las técnicas que se deta-
liarén en las secciones 8 y 10.
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I1I) Método de Caracteristicas para Adveccion Dominante

El método de caracteristicas se usa aqui para transformar la ecuacién
diferencial de adveccién-difusién espacial en una ecuacién material. Para lo
anterior se utiliza la derivada total, integrdndose paso a paso en el tiempo
mediante el esquema semiimplicito de Buler.

El proceso anterior coincide con el esquema numeérico de “upwind”
de Tabata, que aproxima el término advectivo de la ecuacién diferencial
cuando la adveccién domina a la difusién, y estabiliza los modelos discretos
de elemento finito.

Las referencias bdsicas de los planteamientos aqui tratados son en lo
relativo al métodos de caracteristicas, [Pi]. En cuanto al método “upwind”
de Tabata se tiene el articulo (Ta], ¥y para la interpretacién del método de
estabilidad de Tabata con el de caracteristicas, los articulos de {BeDul] y
[BeDu2].
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Formulacién variacional micta.

Procediendo igual que arriba, de las desigualdades variacionales pri-
males de frontera (8p) v (8x), de la ecuacién primal

Z—‘:(z,t) — e div {K(z) grad u(z,t)} +w(z,0) - grad wlz,t) =

{F(z,t) - p*(z,8)}, Y(z,t) € Q. (11)
y de la desigualdad variacional dual

p*(z,t) € D(¢*(z)(z,t;-)) : 6* (=, ;0" (2)) >

¢"(z,t;p*(z, 1)) + u{g*(z) - p*(z, 1)}, Va* (x) € D(g(z,t; ), (12)

se obtiene la siguiente formulacién mixta del problema con control
dualizado:

Encontrar u(t) € K;( y p*(t) € C, tales que, para t € (0,T),

du
/ a(t){v — u(t)}d + EQ[K grad u(t) - {grad v — grad u(t)}d02
+ [w - grad u(t){v - u(1)}dQ > JUr(®) - p"@}Ho - u(®)}a0

Q Q

—€ f g(t){yv — yu(t)}doRQ, Vv € Ky (11%)
8y

[ @@ - [6* )" ©)d > [u()a - ()} Ve € G (12))
1] { 1}
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Resumiendo se tienen dos ecuaciones con dos incognitas: en (11°}, u,
mientras que en (12’}), p*. Los conjuntos de campos admisibles se definen
de la siguiente manera:

Ky = {v € HY(Q) : yv(z) = iz, t),z € 8} (primal), (13) :

C={q¢" € Lz(Q) 1 q¥(z) € D(¢*(z,¢; ),z € 2} (dual). (14)

Podemos usar el hecho de que, v = u Fup € Kgy), Yoo € Ko, y
viceversa , vg = v — 4 € Ko Vv € Kg(p,9), con lo que la desigualdad varia-
cional primal (11’) es equivalente a la igualdad variacional:

%{t) ved$2 + e‘!K grad u(t) - grad vpdQ +i( w(t) - grad u(t)vedQ

= 3( {F(8) = p*(t) Juod — € ;{ o()y00d0Q Yoo € K. (117)
k)

N

Aqui, Ky = {v € H}),yv = 0 sobre 3Qp}. En esia forma es que la
igualdad variacional estandar es recuperada.

Como se observé al principio, el proceso de dualizacion de las restric-
ciones internas ha descompuesto al problema original primal no lineal, en
dos problemas acoplados: un problema primal lineal y otro dual no lineal.

Es precisamente con esta estructura primal y mixta que se construi-
rén los esquemas de elemento finito de acuerdo a las técnicas que se deta-
llardn en las secciones 8 y 10.
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I1I) Método de Caracteristicas para Adveccién Dominarte

El método de caracteristicas se usa aqui para transformar la ecuacién
diferencial de adveccién-difusién espacial en una ecuacién material. Para lo
anterior se utiliza la derivada total, integrandose paso a paso en el tiempo
mediante el esquema semiimplicito de Euler.

El proceso anterior coincide con el esquema numeérico de “upwind”
de Tabata, que aproxima el término advectivo de la ecuacién diferencial
cuando la adveccién domina a la difusién, y estabiliza los modelos discretos
de elemento finito.

Las referencias basicas de los planteamientos aqui tratados son en lo
relativo al métodos de caracteristicas, [Pi]. En cuanto al método “upwind”
de Tabata se tiene el articulo [Ta], y para la interpretacién del método de

estabilidad de Tabata con el de caracteristicas, los articulos de {BeDul] y
[BeDu2].
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6.-El método de caracteristicas

Para valores elevados del nitmero de Peclet Pe, = E, donde h es el

pardmetro de malla y € el pardmetro que pondera la difusiég, (véase seccién
9}, cuando € — 0 y h es fijo, el término advectivo domina al difusivo y apare-
cen inestabilidades en el esquema cldsico primal de elerento finito. Para
evitar este problema, se tiene la alternativa de aplicar la técnica Hamada
“upwind”
‘al término advectivo, de la ecuacién

du

Y +w-grad u—ediv{K grad u} = f.
término advectivo

Aqui presentamos el enfoque de caracteristicas que ermite generar
q q
esquemas “upwind” via integracién numérica en el tiempo.

Fig. 7 Esquema con tiempo regresivo.
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Consideremos entonces, el problema de la ecuacién de adveccidén-
difusién en un flujo, no necesariarmente estacionario,

%%(:c,t) +w(z,t) grad u(z,t) —e div {K{(z) grad u(z,t}}

derivada material
= f(z,t). _ (16)
Podemos entonces, identificar a los dos primeros términos con la

derivada material en et tiempo del campo espacial primal u.

En la Fig. 7, x es el movimiento del fluido, R su funcién de referencia y X
es una funcién de referencia intermedia.

Utiljzaremos el siguiente:

Teorema. La funcién de referencia intermedia X satisface el problema de
Cauchy de regresién (PCR), para (z,8) € 7 fijos:

d

(por)l FX@HT) = wX(@r)r), 7 <1,

X(z,t;8) = =z

Utilizaremos también, la interpretacién de la derivada material de v en el
tiempo £ :

Wz,1) = 3—37: w(X(2,4,7),7) lr=t. (17)

La demostracion del teorema es eomo sigue:

X (it} =x(i7) 0 R(5t) (18)
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%X(m,t,'r) = &x(R(z,t,T)) = ).C(R($1t77)) = W(X(R(z,t),‘r),'r) (19)

g‘;u(X (z,6,7),7) = ' (X (z,t;7),7)+grad u(X (z, ¢; T),T)-;%X(x, t;7) (20)

QObservemos que, para (x,t)€ 7 fijo, X (z,t; ) corresponde a la érbita o
linea caracteristica del punto material que ocupa la posicién x en el tiempo t.

Asi, podemos reescribir la ecuacién (16) en término del tiempo regresivo
como sigue:

g;u(X(z:,t;T),T)—c div { K(X (z, ;7)) grad u(X (z,;7),7)} =

X (=2, 87),7). (21)

Ahora podemos aplicar el esquema implicito de Euler en el tiempo de la
siguiente manera, t = t™*! = (m + 1)At

u(:c, tm-I'I) _ u(X (:I:, tm+l; tm)’ tm)

At ediv {K(z) grad u(z,t"*)} = f(z,tm'),

(22)
donde X (z,t™'!; ) satisface el problema (PCR).

De esta manera se tiene una forma para tratar el término advectivo.
En la seccidén 9 se vera una forma especifica de introducir este resultado en
la solucién de la ecuacién de adveccién-difusién, via su interpretacién como
esquema “upwind”.
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IV) Formulaciones Macrohibridas

El objetivo fundamental de los métodos de descomposicién de do-
minios es la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales en
geometrias complejas, asi como de gran escala. Estos consisten, en primer
término, en la descomposicién (separacién) del dominio espacial del pro-
blema en subdominios mas simples, dandose lugar a soluciones locales més
sencillas, las cuales son conectadas via el uso de algoritmos eficientes en las
interfases.

Asi las técnicas de descomposicién de dominios son utiles debido a
que se pueden mezclar esquemas de soluciones directas e iterativas, usadas
a nivel de subdominio y esquemas de transmisién iterativa a nivel interface.
Ademés, su aplicacién es ideal en las computadoras modernas debido al
paralelismo intrinseco de sus algoritmos y la adecuada localizacién de los
datos asociados.

Por las ventajas antes citadas, se tiene un auge en publicaciones de
computo cientifico relacionadas a este tema, y cada afio, desde 1987 se
vienen realizando los Simposios Internacionales de Métodos en Descom-
posicién de Dominios, promovidos por Roland Glowinski [DD1]...[DDS§].

Para el problema de la ecuacién de adveccidén-difusién consideraremos
la formulacion de descomposicién de dominios mediante técnicas de sub-
diferenciales, [Al]. El proceso desarrollado es el de considerar las restric-
ciones de continuidad, a través de las interfases, inducidas por una descorn-
posicién de dominios sin traslapes, en términos de ecuaciones subdiferen-
ciales (véase [Ad] y [A5]).
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De hecho, la idea bésica de estas formulaciones, que en la actualidad
se denominan macrohibridas, fué planteada en el contexto de problemas po-
tenciales en [A3]. Algunos trabajos sobre este tema para problemas lineales
son [Bx], [Le], [Ag]. Aplicaciones a problemas no lineales se tienen en [A6].



Meétodos Hibridos y de Descomposicién de Elemento Finito en problemas de Adveccién-Difusidn 37

7.-Descomposicién de dominios sin traslape

Consideremos una descomposicién del dominio espacial 2 de nuestro
pro blema fisico en subdominios disjuntos y conexos:

" £ _
O=U 0, QN0 =0V l<e<f<E, (29)

e=1

con fronteras internas e interfases definidas por
[,=80.nQ, Ty=C.NIy, 1<e< f<E. (30)

De acuerdo al operador eliptico del problema, parae = 1,2...F, sea
V() el espacio primal local , el cudl en general es un espacio refle -
xivo de Banach que estd densa y continuamente embebido en el espacio
pivote L*(Q,), y sean B(T,) y B'(I';) los correspondientes espacios de va-
lores Dirichlet y Neumann. Entonces denotando por v, : V(Q2,) — B(T,)
¥ ée i V(§2) — B'(T.) los operadores traza Dirichlet ¥y Neumann, las
condiciones de transmisién de continuidad a lo largo de las interfases para
un campo primal

u={u} € eli V (§2) estan dadas por

{Yette} € Qp y ~{b.u.} € Qpy, (31)
donde @p y Q¥ son los subespacios de admisibilidad, definidos por

Qv={{n} € [ B{I):v=vjen Ny 1<e<f<E}, (32)

Qy={{v}¢c ﬁlB’(Fe) tv, = —vien Ty, 1<e< f< E}. (33)
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Trabajaremos de acuerdo a el lema siguiente:

Lema 1 Las restricciones de transmision (81) son modeladas por las ecua-
ciones subdiferenciales, equivalentes entre si, primal y dual, esto es

—{6.(u.)} € aIQp({')‘eue}) <= {Yeu.} € aIQk(_{ée(ue)})r (34)

donde Iy, y Ig;, son los funcionales indicatrices de los subespacios de trans-
misidn de Dirichlet y de Newmann respectivamente.

Demostracién: El resultado se obtiene por dualidad, observando que
e} funcional conjugado (f,)* = Ig;, ¥ recordando que la gréfica inversa de
un. subdiferencial monétono es la gréfica del subdiferencial del correspon-
diente superpotencial conjugado. O

Por lo tanto, en la modelacién local subdiferencial de problemas con
resiriccionés, donde éstas son dualizadas para separar la estructura de
operadores, es natural ineorporar condiciones de transmisién en interfases
debidas a descomposicién de dominios sin traslape, de acuerdo al lema 1,
usando el modelo local siguiente:

~S(u)=g: ,enl,,1<e<E,

Transmision = ,,,
_ { {veue} € 02a5({g2})

g
Ahora tenemos un nuevo campo dual denotado como {g}} € I_'[1 B(T,) de

los valores de interfase tipo Neumann.
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Asi, retomando las ecuaciones primal (9) y mixtas (11),(12) de la
seccidn 5, la formulacién macrohibrida del problema de adveccién-difusién
corresponde a encontrar para el primal

ue € Ky(2), tal que, para 1 < e < E :

f 3;: () {v — u (t)}dSt+ € fK grad u.(t)  {grad v — grad u,(t)}d2
2 @

-f-/w(t) grad u.(t){v — u.(t) }dQ + fqﬁ(t;u)dﬁ - fgb(t;ue(t))dﬂ
Q2. Q. 12,

> [fO) v —u®)}a—e [ 5(t){rv - yuc(t)}doR
8, 20,168y

= [ e}ro — yua()}dr, vo € K(2,),
I

y para el mixto

ue € Kyy(2.) y pe € Ci(Q), tales que, para 1 < e < E :

du,
[ 52 000d0 + ¢ [ KoVue(t) - Vod+ [ we- Vu () 40
A ot Q. Q.

= [{f®)-pi®wd - [ G.(t)yvddn
2.

N30

~ [ g:(t)y vdl', Vo € Ko(S), (35)
Ce
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[ ®ad— [ 6" O 2 [u(){e -pi)}dR, Yo" € C(R), (36)
Qe 2 2,

Ademss, para ambas formulaciones encontrar {gi} € @% que satisface la
condicién de transmisién

Ioy({red) = I ({e2h) + gl [re — go: Yeuel gy Ve } € Q8. (37)

Aqui los conjuntos de campos locales admisibles estan definidos similar-
mente como en (10 ) y {13),{(14) por

K.(Q,) = {v € HY{Q,) : v(z) € D(¢(z,t; ),z € £,

iz} = (s, 1), 2 € 82, N 97,3 ‘ -3 {primal} (38)

Kag)(Qe) = {v € H' () : yv(z) = d{z, 1),z € 8Q. N 8Qp}.

Cil{f2:) = {g* € L2(§%) : ¢*(z) € D(o*(z,t; ")), ¢ € U} (dual) (39) |

A continuacién deduciremos el modelo totalmente primal, el cudl se consi-
derard posteriormente. '

El modelo primal con transmisién dualizada en su forma subdiferencial es
T x . QU T
-9 € ?t- + At — fe+ ¥n,9: + a‘peiue):

{7veue} € 8lg;{{9:});
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donde
Ac: H'(Q) — (H'(Q.)) = L(H#Y(Q), R),
fe € (HYQWY, (fulv) = [, foa),
. € LHYR,), HE(99, N 80ky)),
Y. € L(H 7389, N 8Qy), (H'(2,))),
O H(Q) — RU{+o0}, @ufv) = [ #c(v)d2,
8%, : H(,) — 201 @)
. € L(H' (), Hi(T.)),
T, € LEHTH), (HS))),

Qy C B'(T) = I=1B(T,), B'(T.) = H~¥(T,).
Invirtiendo la ecuacién dual, se tiene {g!} € 81y, ({7eu.}),

de donde {{ 97} € {7{,} 0 8Igp o {7} ({ue}).

Esto es,

{rlal} € 8(Igy 0 {1r.}) ({uc}).
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Por lo tanto el modelo totalmente primal resulta ser

u,
ot

0e{ }+{Aue} - {fe3+ {'TN,-ae} + {8®e(u.)}

+8{Ig, © {m.}) ({ue}),

8Ip,

donde Pp = {{v.} € II::% Hl(ﬂa) 2 YTV = M}

En efecto Ip,({ve}) = Ig,({r.ve}).

Jdu,
ot

CL0e {2 A {An} — {Fo} Hi,Ged + {8e(ue)} + 82p, ({12 })-

9?""%‘-‘?'??'?’-"’ o
i
]
1
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V) Discretizacion Espacial Mediante Elemento Finito

Cuando tratamos modelos mateméticos requerimos necesariamente
de métodos numéricos para su resolucién, puesto gue sélo en los casos muy
simples es posible hallar la solucién analitica exacta de la ecuacién en el
modelo.

Cuando tenemos expresado un modelo matematico en forma de ecua-
ciones diferenciales, es necesario obtener una solucién en varios puntos o in-
clusive en cualquier punto del dominio considerado. El método de elemento
finito es una técnica general para conseguir la aproximacién numérica de
ecuaciones diferenciales e integrales.

A través de los anos una impresionante cantidad de literatura ha
aparecido cubriendo los temas de elemento finito més importantes como
serian fisica, ingenieria, programacion y matematicas. Por ejemplo los 6
volimenes de Graham F. Carey y J. Tinsley Oden [Cr] cubren desde los
aspectos bésico hasta la especializacién. Una referencia hacia ingenieria es
Zienkiewicz [Zi]. En lo que concierne a los aspectos matematicos tenemos
3 libros que van desde lo basico hasta mayor profundidad, en este orden,
Mitchell & Wait [MW], Strang & Fix [SF}, y Ciarlet [Cl], para los cuales es
necesario un conocimiento de andlisis funcional.

Una obra de actualidad que presenta el estado del arte de teorias
y métodos de aproximacién numérica es la obra editada por Ciarlet y Li-
ons “Handbook of Numerical Analysis”, North-Holland Amsterdam Vols.
LILIITIV.



Métodos Hibridos y de Descomposicién de Elemento Finito eo problemas de Adveceidn-Difusion 45

8.-Elemento finito lagrangiano

El método de elemento finito se extendié de ser una herramienta
para la ingenieria estructural, hasta un método general para resolver ecua-
ciones diferenciales parciales. En esta drea predomina sobre sus similares:
el método de diferencias finitas y el método de volumenes finitos. Esta mar-
cada diferencia se debe a que est4 mejor equipado para tratar con modelos
no lineales, asi como con geometrias complicadas y con diversas condiciones
a la frontera.

Se caracteriza por ser comparativamente mas dificil de aplicar y el
conjunto de ecuaciones finales son de una estructura més elaborada. Es-
quernaticamente podemos decir lo siguiente :

¢ En el caso lineal, genera un conjunto de ecuaciones de la forma S U = F.

El objetivo, una vez construidos los elementos Si; y las componentes Fj,
es calcular la solucién U. Por razones histéricas S fué llamada matriz de
rigidez y F vector de carga.

e Trabaja en dominios generales (voliimenes, superficies etc).
* Requiere una formulacién integral variacional (formulacién débil).

e Se aproxima mediante un ntimero finito de funciones bases de soporte
local.

e Las contribuciones calculadas para un elemento finito de referencia deter-
minan lag matrices locales de los elementos finitos reales.

¢ Se generan procedimientos para ensamblar la matriz S y el vector F.



46 Seccién 8.-Eiemeuto finito Iagrangiano

Aspectos basicos del método de elemento finito.

El método de Galerkin.

Consideremos el problema variacional lineal: Encuentre v € V tal que
Vv eV, aofu,v)= f(v),

donde suponemos que el espacio V y la forma bilineal e, satisfacen las condi-
ciones del lemma de Lax-Milgram [Ci]. Entonces el método de Galerkin para
aproximar la selucién de este problema, consiste en definir problemas simi-
lares en subespacios de dimensién finita del espacio V. Mas especificamente,
para un subespacio V;, de V, asociamos el problema discreto:

Encuentre u;, € V), tal que Y, € Vi, alus, vi) = f(vg)

Supondremos que el problema variacional abstracto corresponde a
uno eliptico de segundo orden con valores de frontera, planteado sobre un
conjunto abierto {¥ de R", con frontera suficientemente suave I'. Asi pode-
mos considerar el método de elemento finito, en su forma mds simple, como
un proceso especifico de construccién de subespacios V, a los que llamare-
mos espacios de elemento finito. Esta construccién estd caracterizada por
tres aspectos primordiales:.

1.- Una triangulacion 7, se establece sobre el dominio {2, es decir,
2 se divide en un mumero finito de subconjuntos E, llamados elementos
finitos, en los que se satisfacen las siguientes propiedades:

1= UEG'I;,E-
. ¥ o -' N Cet T g N .
Cada E € T, es un conjunto cerrado y su interior E es no vacio.

o Q
Para cada par distinto E;, E,, € 7, se tiene B; N Ea= 0,1 # m.
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2.- Las funciones base de elemento finito son tipo polinomial en cada
elemento E € 7,. Este punto es importante puesto que es la base para los
resultados de convergencia, via el anilisis de error de interpolacidn.

3.- La eleccién de la base es crucial porque se utiliza el hecho de que
los soportes de la funcién base son pequernios, dando lugar a una matriz
del tipo “bandeada”. Con lo anterior y con una numeracién adecuada, se
obtiene un calculo sencillo de los coeficientes del sistema lineal resultante.

Diagonal Principal

banda

* OO O e O oo

* OO 0O e COO D
* DO O e OO0 OO
* e OO C e ODODODOODDDO

Fig. 8. Matriz de banda.
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9.-Esquema de “upwind” de Tabata

Como se ha mencionado, el caso de adveccién dominante en su tratamien-
to numeérico requiere ser estabilizado. Un método para ello es el de caracte-
risticas presentado en la seccién 6.

En esta seccién, considerarémos otro tipo de método estabilizador
llamado “upwind” y en particular el de Tabata.

Consideremos el componente variacional advectivo:

Bsz-gradu vdd
b}

w(1,0)

Fig. 9 El “upwind” de Tabata.
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Cuya versién de elemento finito es
B,'J' = fW . grad 1&_,- 1}9“39,
Q

Siendo la norma del campo de velocidad w no necesariamente
unitaria, podemos expresario de la siguiente manera:

¢ .
By= [ Wl 5, %%,
la derivada direccional en la direccién del flujo estd definida por

o _ W
dw fwll

- grad ;.

Entonces la aproximacién de Tabata [Ta], usando Ia cuadratura de
Siropson, est4 dada por

P3(b:) = 95(ey)
| b — ¢ |

o S
B; = 3 {| w(bs) |l

S; denota el soporte de la funcién base ¥;
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Para los valores especificos de esta matriz de adveccién de Tabata,
véase la seccion 14.

La relacién de este esquema de “upwind” de Tabata con el método
de caracteristicas ha sido estudiada por Bermudez-Durany {BeDul] en el
caso estacionario.

En esencia ésta se establece considerando el mismo esquema de cuadratura
de Simpson para el primer término de la Ec. 22 y argumentando que el paso
en el tiempo At es del orden de | b; — ¢; | / || w(b;) |[.
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10.-El método de elemento finito macrohibrido y mixto

Se llaman métodos mixtos de elemento finito a aquelios métodos que
se basan en las formulaciones primal-dual.

De una manera general, podemos definir un métodos hibrido como
aquel basado en formulaciones variacionales en donde incognitas del tipo
traza son definidas sobre superficies internas que descomponen al “dominio”
original en subdominios.

A continuacién se muestra el desarrollo del método de elemento finito
macrohibrido y mixto para el caso de dos subdominios; su generalizacién
para mas subdominios es inmediata y directa.

BQDI 391 = GQDI 8} 1“1

o

0%y = 80y, U T, 4 a0,
/

Fig. 9 Descomposicién en dos subdominios Q2 = €, U Q.

F'p=T1=I=0
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En base al planteamiento de la seccién 7, los problemas locales y condiciones
de transmision para la particién de la Fig. 9 toman la forma

[ Ou
° —ediv {K grad u,} + w,-grad u, = f, — p*
ot 4 { ol ¢ en 0, x (0,T),

v € 0¢(p7)

(LM,) $ Vel = Ug sobre aQDc,
du N
—€ a-n: =g, sobre T,
uc(o) = Ug0 €n Qe, e=1,2.

eof e {7)) e}
T2z 92.

Aqui el subespacio de flujos en equilibrio en la interfase I' = I’y = I's esta
definido por

b*
QY = { { b"l‘ } € H™2(I)y x H-Y2(T) : ¥ = —b3 sobre T’ }
2
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Recuérdese que el modelo subdiferencial (LS) caracteriza las condi-
ciones cldsicas de continuidad (véase Lema 8.1):

Yiug = Yo,
By By sobre I
—e— = e—,
6n1 a'nz

El modelo macrohibrido primal a aproximarse por elemento finito es el sigu-
iente :

Encuentre u, , con 4.(0) = up, € K.(0) y para toda t € (0, T), u.(t) € K.(2)
tal que

r a’u(:;ft).(?fe - Ue(t))dﬂg + e ]Kgrad ue(t) . {grad U, — grad ue(t)}dﬂe
& 0

] e

(GP.) 1 +‘{we(t) - grad ue(t) (ve — u,(t))dQ +Q{ #(t; v)dQ, —é{q&(t;u(t))dfzc

2 [(F(0)we = we))dl — [ g () (v, — yucdT Vo, € K. (2).
2. I

El modelo macrohibrido mixto a aproximar por elemento finito es :

Encuentre u., con u.(0) = wu.,€ K (0) y para toda t € (0,T),
u.(t) € Ky (t), vy p*(t) € L3(,), tales que
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-q%éﬂ(vc — u.())dS2, + eK f grad u.(t) - {grad v, — grad u,(t) }d<,
2.

+ [welt) - grad u,()(w, — we())dR > [(£lt) ~ p2(8))(vr — ue(2))d2,
Q Q.

(GM){ - [[ 9B} (7ve — yuelt))dl, Vo, € Ky,

[ #6020 — [ S5t ()d0 > [uo(e)(al —p2)d, Vol € IX(Q.).
(T Q LI

Ademds para smbos problemas encontrar {9*}=% € Q% < H-V3() x

e=1
H-VXT):
02 [yum(@)(ri — gf(N)T1 + [ mua(t)(r ~ g3(¢))dT2,
oy S '
@8)Y (e
v{ . } €Q} .

Aqui los conjuntos de admisibilidad est4n dados por:

Ke(t) = {v € HYQW) : p(t;0()) € L (), 700 = ie(t) sobre 90p.},

i,
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Kﬁe(t) ={ve Hl(ﬂe) DYV = ﬁe(t) sobre 391)5}-

Aproximaremos los espacios funcionales de dimension infinita de los
modelos anteriores con subespacios de dimensién finita, resultando asi las
aproximaciones de elemento finito conformes i.e. ,

Ves C Ve = HY(Q,) Conformidad local
Ve={va: v ln, € Van, e=1,2} C V(Q) = H Q) Conformidad global
En general se puede tener V;, = Vy;, X Vo, ¢ V(1) lo que conduciria

a aproximaciones no conformes globalmente. Aqui sélo se tratard el caso
conforme.

De esta manera, generaremos V,,, U, y W}, por las siguientes funciones
base de elemento finito de interpolacion :

Vi es generado por {L£y, Lg,......, Ly } C H(Q), {(46)
U es generado por {£1,&2,......, & } C L) c H~Y(), (47)

W), es generado por {x1,x2, ...... ,x,h} ¢ L) HVXD). {48)
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Se entendera que la interfase I" es coincidente con una de las interfases
del mallado de elemento finito, entonces, los campos discretos incégnita son
expresados en términos de sus vectores coordenados de elemento finito por

mhe rhe she

_ e re * epe * e e
Upe = z:l a;L; Pp.= Zl Air  Fhe = Z.“J'Xj‘
i= i= i=1

Similarmente las correspondientes variaciones estaran expresadas por

mhe N rhe she
— e e — epe . e e
Vhe = j:lﬁjf’j: qre = 2155 it The = . ViXj
= i= =1

Sustituyende los campos espacialmente discretos por sus combinaciones li-
neales respecto a las funciones base de elemento finito, se tiene lo siguiente:
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mhe mhe

a -] e (4] e e
[ it wnlate = [ 23 ater (3 ares - $arciyan,
i=1

mhe mhe

mhe
= ] atls ( Z BELE— Y atLl)de,
s i=1

= f BEedQ ae(,@e — O!
=1 i~1
~—— e
M
= M* de (Be— a.) .

eK f(gracl up.) - {grad vy, ~ grad u,, }dQ,

mhe mhe mhe
= €K [(grad 3 aiL5) - {grad )Y BiL; — grad 3 afLf}dS),
izl i=1 i=1

e

mhe

= er Z(grad oG L) Zgradﬁ {8] — af}d2,

mhe mhe
=eK Y > [(grad £3) - grad L3d9, o} {55 — of)
j=1 I_lg'

"

Ae

L)

=eK A*° Qg - (ﬁe - ae) .

59
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/We . grad uhe('vh, - uhc)dﬂ

mhe mhe
= [ W grad zl a;E;(Zl pece z all2)d
J:—': J=

£

mhe mhe

=3 [ we- grad ofL5 Y L{dQ(B; — o)
i=lq, =1
mhe mhe
f We - gradLiL1d0. (8] — of)
=1i=1g,
ij
= B* &g ¢ (ﬁe - as) -

B14(p) = n[ ¢(u§ﬁ¢£?)dﬂ ,

ﬁ/(fs ~ p2){(ve - ua)d€2,

—f(fe 2 A°£J)(Zﬁ fg:asﬂe)dﬂ

rhe mhe
=% [ 14100060~ D) - 1 3, [ £ig3a9 x5 (85 — o)
_ =1 i=li=lg,
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fe o

n

= fe (ﬁe - “e) = CcThe . (;Be —a,) .

/gf:e('?e'uhe - 'Teuhe)dr
r

she mhe mhe

f Z 13X (ve E BiLT — e Z a;L3)dl

r =l

she mhe

o™

Il

f"r x;dl p3 (6] - of)

I
i
—

j=li=

e
Dj,-

= DT I (ﬁe""ae) .

61

— mhe
Usando @}, (8) = / ¢*(3 6;£:)d, tenemos que en la segunda desigualdad

[ i=1

del modelo (GM.):

[ ¢ @) ~ [ 43 )a, > J une(di. — Ph,) A
Q. 2, .

mhe rhe rhe

11,

~ [ (zae )dS2, f¢ (ZA«S A2 | 3 alLi(X 656 — 3. X650
. = = =
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rhe rhe mhe rhe
~ [ 6L 6360040 — [ ¢ (LNEDNaR > 3 3 [ £i65dQ af(s5 — 29
Q. =1 0, i=1 i=1j=1 ¢
h v S - 4 L —— .
o}
~ 21.(6°) - R0 2 Ce et (8- XY

Finalmente para el modelo (GS}):

02> 'j yreni(ryy ~ gh)dly+ [ reusa(riy — ofa)dl
1 Iy

mhe 1 a1 ghe 11 ake 11 mhe 9 A3 ahe o 9 she 2 2
ﬁl['rl 2o Li(3 vixi— 2, P;Xj)d[‘1+f72 Y e L33 vixG— X mwix5)al
. =1 =1 i=1 Iy j=1 j=1 i=1

mhe she mhe she
=Y. 3 [ncxidly o} (vl - )+ 2 2 [nhddl: of (¢ — )
j=1 i=] 3 =1 i=1[-u2
Nrrratr — e
Dy Dy,

— Dl ol - (yl - p‘.l) + D, at (v2 — }1-2)

De acuerdo a la identificacién de las mnatrices, vectores y funciones
discretas exhibidas en el modelo semidiscreto tenemeos, parat,j = 1, ..., Mpe,
r=1,..7The,8=1, ..., 88!

M;;' = / L'; - £dS2, Matriz de masa. (48)
Q.
A= / K grad £ - grad Ld{le, Matriz de difusidén. (49)
- Qle ) 7 o | :
B = f w - grad L7L702, Matriz de adveccién. (50)

e
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fi= f fLidS2e, Vector fuente (51)
e
B (6%) = / ¢:(§ 8;€7)dS2, Superpotencial discreto (52)
N conjugado de control
Cu = [ Ligtaq, Matriz C de conectividad  (53)
" (temperatura-control}
Dy = f YeLixdT, Matriz D de conectividad (54)

I".

(temperatura-flujo interfdsico)
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11.-Modelos semidiscretos macrohibridos

Usando la notacién de la seccién anterior, el modelo macrohibrido
primal de elemento finito toma la forma :

Encuentre a°(t) € Ko, (t) con a®(0) = af € K,,,_(0) tal que:
(M*G2(1) + cA%*(2) + BY()a(0)} - {6° — a*(t)} + nelts 5
—®ne(t; @%(8)) = {£°(2) - D p (1)} - {8° — a°(1)},

VB¢ € K, (t), e = 1,2, (55)

mientras que el modelo macrohibido mixto es :

Encuentre o®(t) € K, (t) con o®(0) = of € K,,_(0) tal que:

{Mas(t) + eA%a®(t) + BS(t)a"()} - {8 - a*(8)} > {7°(¢) - CTa%(3)
—DTpf(t)} - {8° - ()}, VB° € Ky, e=1,2. (56)
y A%(t) € D(®}_(t)) € R™ tal que:

&} (5;6%) > &} (£ 1) + Coa’(t) - {6° — A°(t)},

v6¢ € D(®; (1), e =1,2. (57)

Ademas, para ambos problemas, se tiene la condicién de sincronizacién
donde debemos encontrar (u1(t), p2(t)) € Q% tal que:

1
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0> D]_Ot](t) ' (Vl - #l(t)) + D2a2(t) : (V2 - “2('5))1\1(1’1’ V2) € Q?\'hs

Qi = {(v1,9) € RS X B : vy = —up).

A continuacién se presenta la expresién subdiferencial del modelo primal:

_MPac(t) - eA%a*(t) — BS(#)a®(t) + £°(e) — DTpc(t)
€ 8, (¢; a®(t)) + QIK.M(,)(ae(t)), e=1,2. (59pmp)

Asi rﬁismo, el modelo macrohibrido mixto subdiferencial resulta ser :
_Mﬁéc(i») - EA.eO!B(f.) - Be(t)a‘(t) 4 f‘(t} - C!ﬂ’/\e(t) _ DeTps(t)

€ 9, w(a*®), (59112

Ca’(t) € &} (t;2°(2)), e=1,2.

Igualmente para la ec.  (58) {D°e®}i; es un elemenio del
subdiferencial dlg;, (1) esto es,

Da = (%1 32) { o1 } € 91, (). (60)

]

Debe hacerse notar que, en general, los funcionales de los modelos
primaly mixto ne-son eonjugados el uno del ofzo, pues el problema primal
que se asocia al mixto no corresponde, en todos los casos, al problema
primal original.

(58)
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VI) Esquemas Numéricos

En las siguientes tres secciones se realizan los pasos finales que nos
conduciran a los algoritmos numéricos.

Una vez que tenemos el modelo de elemento finito, es necesario garan-
tizar una convergencia uniforme de las soluciones, lo que se consigue, en
particular, intoduciendo la técnica de “upwind” desarrollada por Tabats
[Ta]. Referencias para esquemas numéricos tenemos {Gr],[He],[Ca]

La discretizacién en el tiempo, la obtenemos con el esquema semi-
implicito de Euler, caracterizandolo ALGO,,, un algoritmo de proximidad.
Este es uno de los pasos mds importantes durante €l desarrollo de los es-
quemas numeéricos,

El algoritmo anterior resulta ser muy valioso, puesto que se le puede
sacar ventaja, en el sentido de utilizarlo para tratar no sélo problemas de
evolucién en el tiempo, sino problemas estacionarios donde la matriz M
act@a como un precondicionador del proceso iterativo correspondiente.

La metodologia utilizada aqui, consiste en caracterizar desigualdades
variacionales en términos de operadores resolventes, los cuales se caracteri-
zan por operadores de proximidad. A su vez, los operadores de proximidad
relativos a funcionales indicatrices son operadores de proyeccién para nues-
tro problema de control con descomposicién de dominios. El esquema
desarrollado ALGO), resulta ser un proceso de tres proyecciones sucesivas.

La metodologia de resolventes ha sido planteada en [A6] presentindose
aplicaciones al método de descomposicién de dominios en [A4]. Un trabajo
tedrico a este respecto -por aparecer- es [A5].
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12.-Esquema semiimplicito de Euler: algoritmo ALGOy,

Para obtener la versién primal del problema macrohibrido reescribire-
mos la ecuacién (55) ¢ (59), dualizando la ecuacién dual de sincronizacién
(58) 6 (60), donde aplicaremos el esquema semimplicito de Euler, con 7, el
paso en el tiempo.

Asi, tenemos las ecuaciones subdiferenciales

—Duc(t) € Méa%(t) + eA°*(t) + B(t)a"(t) — £°(2)

+8®, (t; 0%(t)) + aIK%(t)(ae(t)), e=1,2; (59)

Loy Jeoon (26 ) @

p1(t) Diay(t)
{ alt) }E"’I‘vah" ({ Dsos(t) })
de donde

{ géﬁ;g; } =DTu(t) € DTaI(Q;M)- oDa(t)=4 (I(in.)’ o D)a(t)_

El conjugado de la funcién indicatriz resulta ser la funcién indicatriz del
convexo.
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Lema 2. (Igy,)" = Igpns Q@pn = {{t1, 2} € R® x R® 1 iy = pp} .

Demostracién: Usando el Lema 1 de la Seccidn 8, se tiene Iy:, = (Ig,, )",
por convexidad, si volvemos a conjugar esta expresién, (IQ;%)* = ((Igp,)*)
se obtiene (Ig: )" =1Ig,, . O

Consecuentemente tenemos la version primal desglosada del modelo
macrohibrido en los siguientes términos:

[o Jel 0w 66 1% {58 )
A5 a0 156 H A MRS )

o gl s oftanon) { 2}

En su forma compacta se expresa como :
0 € Ma(t) + eAa(t) + B(t)alt) - £(t) + 0®x(t; alt)) + X, (t)(alt))

+2 (IQD,, 0 D)(a(t)).
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Aplicando el esquema semiimplicito de Euler se obtiene

(tn-i-l) - a(tn)

OeMa

+ €Aa(ts) + Bltn)a(ts) — £(t,)
A(tn; a(ts))

+0®u(tnr; altnia)) + 0Ls,, ) (@(tar1)) + 8 (IQD}: ° D) (e(tar)),

(G (tn+1) o A)(a(tar1))
tomando la forma compacta:

a(tn+1) - a(tn)

n

0eM + 'A(tn; a(t")) + C‘?(G(tﬂ'i-l) © A)(a(tn—ﬂ))'

Aqui el paso en el tiempo 7, puede ser variable.

71

(61)
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13.-Interpretacién del esquema semiimplicito de Euler como el
algoritmo ALGOy,

Partiendo de la ec. (61), se tiene la interpretacién
Mo(t,) — raA(tu; a(ts)) € (M - 120(Gtnsr) © A))a(tn+1). (61%)
Entonces, usando el operador resolvente del subdiferencial 8(G/(t,4)) o A),
-1
I M 0(C (1 )or) = (M + 7w 0(G(tns1) © A)) :

se concluye la caracterizacién

a(tni1) = J;ﬁ,a(c(tﬂu)oz\) (Ma(t") = TaA(ts; a(t")))'

A continuacién haremos uso del concepto de mapeo de proximidad
aplicando la siguiente definicién, para un subdiferencial monétono general
aH,

R’i,aH(Mﬁ) = Prox m,u(8) = arg ( infg {2l |6~8 ”}qw +TnH(5)})
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74 Seccidn 13.-Interpretacidn del esquema Semiimplicito de Buler como of algoritmo ALGOy

Asi, tenemos la expresién

a(tns1) = ProX M r,¢(ta)oh (rx(tn) — . M~tA(t,; a(tn)))

= srg ( infy (L) 6 — ar(tn) + TaM A(tn; a(tn)) [ +7(Gtns1) © A) (5)).
Puesto que,

G{tn41) o A(6) = IQD&(D‘S) + P4(tas1;6) +IKﬁh(t (6)

n+1’

If-'n(*r»x) (5)

esto es , el funcional s 1a suma de ires funcionales indicatrices, el operador
de proximidad resuita ser una proyeccién. En efecto,

Prox Mafn(G(iwl)DA}(ﬁ) = arg ( inf; ('21' " §—p "%{ +IQD};(D6) + Iﬁh(tn_,,l)(‘s)
+ By, )

= arg ( infﬁEPDh(tnﬂ)ﬂKah(;nﬂ)(% 68 ”fjau)

= Proym,ppi® P1oysmca(tas1)© Proym iy, (1) (8)
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Por lo tanto el esquema semiimplicito de Euler toma la forma

ALGOM a(tﬂ-l-l) = Proy M, (Z")

donde Z, = a(t,) — M {eA + B(t,)}alt,) + .M f(,),

Proymk,,,, = Proympp,° Proym cu(tns1)© PTOYM kg, (1000} (8)-

El subespacio Py, es la versién discreta del subespacio Py de la seccién 7.

Como se ha mencionado, este esquema se puede interpretar como un
algoritmo iterativo precondicionado (por la matriz de masa M ) que re-
suelve el problema estacionario asociado al de evolucién (59), (60), (véase

(61));

Ma € 1, A(a) + Ma +7,8(G o A)(a), 7, > 0. (62}
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14.-Un ejemplo modelo

Fin esta seccién se da una aplicacién al desarrollo tedrico v metodolégico
del trabajo, considerando un dominio bidimensional especifico §2, junto con
un flujo y una fuente dados.

Sea 2= (1,3} x (0,2) U (0,1} x (1,2) C R? la regién espacial de flujo,
véase Fig. 11, donde se tiene el transporte de calor o masa, de acuerdo al
modelo fisico (1):

i}
£+w-gmdu—ediv{K gradu} =f enQx(0,7).

Fig. 11 Dominio espacial.
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8 Seccién 14.-Un cfemplo modelo

La velocidad del flujo es w=(1,0}, la funcidn fuente f=1, la condicién
de frontera Dirichlet # = 0, la cota inferior f;=-1 y la superior f,=2.
Ademsés tendremos como pardmetro de malla la base de los tridngulos
de elemento finito, h = %, como parédmetro de difusion varios €, con sus

. . R
correspondientes niuneros de Peclet Pej, = —.
€

Como descomposicion del dominio se consideraran dos casos. El
primero corresponde a la descomposicion paralela al eje X, donde la nu-

meracién de los nodos se maneja de manera libre, como se muestra en la
Fig. 12, -

L 2 3 4 5 6 7 8 O 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19

7 138

-3 8l 157
5840 76 QI

TIL/48 4 95

114

118, ! | ‘ 133

121 122 123 124 125 126 127 128 1290 130131 132

134 135 156 137 138 130 140 141 142 143 144 145 146

147, (] 150
160 ¢4 172
17341 8 185 Q I
18648 ¥ 168
199, 197 4211
: 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224

Fig. 12 Deacomponicién del dominie a Jo largo del eje X y su numeracién.
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El segundo caso corresponde a la separacién del dominio paralela al
eje Y, teniéndose como numeracién la respectiva a la Fig. 13.

Q[ Sz[ I
12 3 4 5 6 7 50 51 52 53 54 55 56 57 58 53 60 61 6
8 0 14 63 5 75
15 21 76 88
22 28 89 _ 10t
29 35 102 114
36 42 115 127
128 140
43 44 45 46 47 48 49 153
154 166
167 179
180 192
193 205

206 207 208 209 210 211 212 213 2t4 215 216 217 218

Fig. 13 Descomposicién del dominio a lo largo del eje Y y su numeracién.

ESTA TESIS MO DEBE
SALIR [i L. GIBUOTECA
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Para obtener el valor numérico de las matrices A, B,M, necesarias en
el esquerna, se realiza el célculo, usando su respectiva definicién, Eecs. 48,49
y 50, en matrices locales y tomando en cuenta cada uno de los distintos
tipos de nodos {véase Fig. 14}.

Nodo esquina Nedo esquina

fipo 1 tipo 2

Nodos frontera

~— Nodos interfase

Fig. 14. Distintos tipos de nodos.

Los valores de las matrices son los siguientes :

Matriz de masa diagonal M;; = h?, para nodos interiores

Matriz de difusién simétrica

Aj; = 4, nodos interiores en la diagonal principal,

Ay = —1, nodos interiores en las diagonales contiguas a la principal,

>
t

—1, nodos interiores en la diagonal lejana.
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Matriz de adveccién triangular inferior.

Bii = +h, nodos interiores,

B;i_, = —h, nodos interiores.

Cuando se trata de un nodo que no es interno, se tiene el siguiente
cuadro, aplicable a las tres matrices.

[V}

Esquina tipo 1

de un nodo interno

[RIEL [y

Esquina tipo 2 de un nodo interno

Frontera o interfase de un nodo interno

B

En la siguiente seccidn se verd el tipo y el tamano de las matrices asi
como las operaciones realizadas entre ellas.
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VII) Modelos Computacionales

En la medida que deseamos resolver, en este caso con elemento finito,
cada vez una mayor diversidad de problemas (electromagnetismo, flujo de
fluidos, elasticidad ), o bién el mismo problema, pero con variantes del
mismo método, es necesario tener un programa de cdmputo muy completo
que deberia de contar con rutinas especificas. Por ejemplo un programa
que pueda trabajar con diferentes elementos finitos, que una misma malla
pueda servir para resolver un problema de elasticidad o uno de térmica, y
que pueda ejecutar diferentes discretizaciones en el tiempo, etc.

Uno de los ejemplos mnds representativos y mejor estructurado de lo
anteriormente mencionado es el programa Modulef, cuyo cédigo ha sido de-
sarrollado por el INRIA (“Institut National de Recherche en Informatique
et en Automatique”) de Francia, que permite resolver una gran variedad
de problemas clasicos, como son problemas de conduccién de calor, sélidos
elasticos y elastoplasticos, fliidos incompresibles y compresibles, viscosos
y no viscosos, de filtracién en medios porosos, de magnetohidrodindmica,
propagacion de ondas etc. Este consiste de un conjunto de subrutinas en
Fortran para resolver problemas clasicos, pudiendose utilizar también para
desarrollar nuevos métodos aprovechando su cadigo.

Uno de los objetivos de este trabajo es en e} sentido de generar el
¢6digo necesario para la implementaciéon numeérica del algoritmo.



84 Seccion 15.~-Descripeién del programa para computadora

En los capitulos anteriores se presenté la teoria, toca ahora la rea-
lizacién de un programa en una computadora.

La version gue se presenta aqui, en lenguaje Fortran, puede utilizarse
como punto de partida para otros algoritmos similares. Se describen las
partes esenciales del cédigo y el diagrama de flujo de los datos, se continta
con varios experimentos numeéricos y se reportan los resultados, conclusiones
y perspectivas para futuros trabajo al respecto.

Las referencias necesarias para las siguientes secciones son: para el
tratamniento del problema estacionario de adveccidn-difusién [Al], para la
aplicacion de mecanismos de control, ver {A2], y un enfoque donde se pre-
sentan esquemas de descomposicién de dominio aplicados en problemas de
evolucién en el tiempo, lo encontramos en [A3]; en lo que respecta a Mo-
dulef tenemos [Pe].
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15.-Descripcién del programa para computadora

Ambas descomposiciones de dominio comparten el mismo diagrama
de programacion (véase Fig. 15 ).

Calculo de Maitrices
A, B,Myf(t,)

a(tﬂ-f'l) :PrOYM"'Can(Zth) -

Algoritmo

[[altnsr) —alta) I

<1078
| a(ta) |

Graba valor final
a disco

)

Fig. 15 Diagrama de programacién.
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Dado gue ambas separaciones de dominio tienen programas muy se-
mejantes, se detalla aqui para el caso de la separacién del dominio paralela
al eje X.

Tenemos una geometria con 360 elementos finitos triangulares, lo que
implica 224 nodos, y matrices cuadradas de 224 x 224 = 50,176 elementos.
Debido a que son de tipo bandeada sélo almacenamos en archivos la dia-
gonal distinta de cero que se encuentra a lo largo de dichas bandas.

La matriz A consiste de una disgonal principal, que representa la
interaccién A;; del nodo consigo mismo, dos diagonales contiguas a la dia-
gonal principal {debido a que A es simétrica), que representa la interaccion
con ¢l nodo vecino de al lado y dos diagonales una lejana y otra cercana a
la diagonal principal que son las interacciones con ¢l node de abajo. Todo
lo anterior da 863 elementos almacenados en disco.

La matriz B consiste de una diagonal principal, que representa la
interaccién B;; del nodo consigo mismo, una diagonal contigua (abajo de la
diagonal principal debido al “upwind”), que representa la interaccién B, _;
con ¢l nodo vecino de la izquierda, lo que da 447 elementos almacenados en
disco. ‘

La matriz M~! consiste de 224 elementos almacenados en disco, lo
mismo que el vector fuente f. Usamos la méxima tolerancia enfre esta-
dos del sistema permitida, a nivel PC, del orden de 1078, y se elige como
condicién inicial a(t) = 0. '

Recordando que el algoritmo es

ALGOy, a(ts1) = Proy MKy ., (Z.)

donde Z, = a(t,) = .M {eA + Br(tn)}a(t,,) + M (2,),

PIOYM,KJMH = Proymppn0 PrOYM:Ch(5n+1)° PIOYMaKa;,(th)(ﬁ)'
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Calculamos el valor de a(t) en el tiempo 7,27...n7 empezando desde
el valor asumido al tiempo ¢ == Q.

Un aspecto a destacar es que la proyeccién consiste de tres partes,
que se aplican en el siguiente orden: La primera es proyectar respecto a los
valores de la frontera, dando valor cero a los nodos que pertenezcan a toda
ella.

La segunda es proyectar respecto al control, condicionando que ningiin
elemento tenga valor mayor a la cota superior ni menor a la cota inferior.

La tercera consiste en proyectar respecto a la interfase, asignando el
valor promedio de cada uno de los nodos adyacentes que pertenezcan a ella.

El programa graba en disco los siguientes archivos: Los valores de
las matrices A, B, M1, el vector f, el archivo de la suma de matrices que
sera usado en la multiplicacién con af(t,}, los archivos de valores finales de
la temperatura y del control.

Es precisamente de estos dos dltimos archivos con los que se
construyen las graficas que acompanan este trabajo.



Métodos Hibridos y de Descomposicion de Elemento Finito en problemas de Adveccion-Difusién 89

16.-Experimentos numeéricos y resultados

Ezperimentos Numéricos para el modelo totalmente primal

Para ambas descomposiciones se procede a determinar el tiempo de
arribo a la estacionareidad del sistema, denoténdolo 77, en el orden de 1075.

Una vez determinado lo anterior se vuelve operar el programa de
computo, deteniendo el proceso para obtener los datos en los siguientes in-

3 1
tervalos especificos ZTE, 5'1‘8, ZTE

Recordemos que el nimero de Peclet se define como Pe;, = %, donde
h:% es el pardmetro de malla y ¢ el parametro que pondera la difusién.

Se presentan a continuacién las graficas de la solucién numérica de
la temperatura u, , asi como el respectivo valor p;, del control.
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Descomposicidn parnlela al efe X, con cota superior C, = 2

e= 001 P, = 16.66

Solucién discreta uy Control distribuido pp

fe-To
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Solucién discreta uy, Control distribuido py,

o
i
A
S

":'.‘\\\‘\\\ '\\
-:\ﬁ‘;\\‘\\\‘“,;
() “\
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Descomposicidn paralela al gje X, con cota superior C, =2

€ = 0,000t P, = 1666.66

Solucién discreta up Control distribuido py
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Solucién discreta uy, Control distribuido pn

g R \1’]‘1\\\

yiil)

e

\ ~\l
1 fl'f/l[,\:‘}},}ﬂ it
T
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Descomposicidn o lo large de Y, con cotg superior Cy = 2

€= 0.0001 £, = 1666.666

Solucién discrets up Control distribuido pj

v\‘ t‘v

m\ .t\\,u‘

0
'J. I',-

l,u Ij
"'.l fl"
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t=Te
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Conclusiones

Enfocaré las conclusiones desde varios puntos de vista.

Punto de vista fisico: Con el algorito estamos emulando dos subsis-
temas fisicos ligados por una interfase y que evolucionan en el tiempo hacia
un estado estacionario.

El tratamiento de las restricciones en €l dominio, via mecanismos de
control, se comprueba que es adecuado. El metodo macrohibrido para de-
scomposicién de dominios sin traslape y la modelacién variacional de las
condiciones de transmisibilidad resultan exitosas, para la adveccién domi-
nante.

Un camino sugerido para posteriores estudios es el uso de la des-
corposicién de dominios, para desarrollar su implementacién en algorit-
mos en paralelos y tal vez, hacer uso de una supercomputadora en paralelo.

Punto de vista matematico: Hemos empleado el concepto fundamen-
tal de la modelacién matematica: el subdiferencial, la abstraccién multiva-
luada del concepto clasico diferencial univaluado.

Se ha trabajado en un problema donde se han visto las relaciones que go-
biernan el campo tanto al interior como sobre la frontera, en ambos casos
con restricciones, usando el hecho que esas relaciones son modelables de
una manera natural y provechosa en términos de subdiferenciales.

En lo que respecta a los métodos numéricos, el esquema de Tabata de
“upwind”, como se sabe, y se observé también en éste trabajo, es efectivo
en la aproximacion de la estabilizacién con adveccién dorminante.
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98 Conclusionea

Punto de vista metodoldgico: El propésito del trabajo fué el de in-
volucrar en la concepcién del modelo, la descomposicién de dominios, lo
cual es ventajoso en los casos de problemas de gran escala, de subsistemas
interdctuantes, y de regiones con geomeirias complicadas. El enfoque sub-
diferencial, como se ha visto a lo largo de este trabajo, es muy adecuado,
porque permite sistematizar las formulaciones variacionales. No solo se
aplicé en condiciones de frontera, siné que se logré su uso en mecanismos
de transmisibilidad (entre los dos subdominios).
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Algoritmo ALGOM

PROGRAM SPLITX

COMMON M.SC,LB,UB,EPS, TER, Wi, W2,M1, M2,M21 MI2,M3 M31, MI3H, PF.C,BW.
INLNT,ND,MT,NS1 NS2,N83,N84,IFSUP,INIL {112, TAG

REAL IAA(I51)

REAL CS(151)

ann

INTEGER M,$C.LB,UB,IFSUP,INILILLI2

REAL EPS.TER,TAQ
WRITE(*,*) PLEASE ENTER DATA *
WRITE(*.")’ PARAM. (6) DIMENSION M =
READ*.%) M
WRITE(**y FUENTE CONSTANTE 1) §C ="
REALY*,*) SC
WRITE(*,*f LIMITE INFER {(<=0) LB~
READ(*,") LB
WRITE(*,*} LIMTE SUPER(>=)) UB™'
READY**jlUR
WRITE("*] EPSILON EPs -
READ(".*) EPS
WRITE(*,*y ERROR DF TOLERANCIA TER - *

¥ PASOEN TIEMPOTAG TAG-'
READ {(**1 TAD

aooanaooanahonas

ML=M> 1
M2-=2*M
M21= M2+ |
Mi2—M2-1
M3=3*¢M
M3l = M3+t
M13~M3- |
H=100/M
PEC - H /EPS
BW-6%M-1
NI= M3 * M1 + M21 *MI
NT = M31 =M1+ M21 * M
NH=NT-N!
MT-5%2"M*M
NSI = ML3 *(M-2)
NS2=NSI + M)
NSJ = NS2 + ML2
NS4 = NI - M12
M2l =~ M2 |
M3 =M3+ 1

C 133
IFSUP = M32 * Ml

c 9
INTE - M21 * M1
W =SQRT(WI "2+ W2 **2)
4 FORMAT(AL)
8 FORMAT([3)

C 13 FORMAT(F17 9.1
CALL $900
CALL 81000
CALL $300¢
CALL S3000
CALL S5000(R0)
STOP ™ SPLITX.FOR =
END

SUBRGUTINE S900

COMMON M,5C,LB,UB.EPS, TER W1, W2 M1 M2 M21 M2 M1, M31,M13 H PEC.BW,
INLNT,NB,MT,N§1,NS2, N33, N54,TFSUP, INILLE, 12, TAC

INTEGER MSCLB,UB,IFSURINGILLZ

REAL EPS,TER,TAG

REAL IA(244)

INTEGER 1COI1{4)
CHARACTER AN
OPEN(1LFILE “C:FORTRANMMI. DAT' STATUS~'0LD)



Algocizen ALGOM

OPEN(S, FILE=CAPORTRANME.DAT STATLS='0.Dr)
4 FORMAT(AL)
5 FORMAT(D
FORMAT(F.5,13)
13 FORMAY(F.5,14)
*,*) FORMANDO LA MATRIZ INVERSA'
A=Y H/ 6 NODO 1
DOGIZ, M- NODO 2,184
TA(T} = (HE* X/ Z)
& CONTINUR

IR0} w (M <1/ 3) NODO 19
C  NUMERA LA FRONTERA NODOS 20,39,58,77,96
€ NUMERA LA FRONTERA NODXS 20,39,58.77.96 .
€ NUMERA LA FRONTERA NODOS 38,57.76.95.114
DOISI-1,M-1
It=J*M3t+2
2 =M1~ (T4 1)1
TAGL - 1) =TE* 372
D+ Y =H*H/2
DO4i=1i.B
D =H*H
[ WRITE(",*) 1OV A, I
14 CONTINUE
15 CONTINUE
€ WODO 115y NODO 133
NG MBY + (I H/3
TA(FSUF) = * 3 /6
I NamPRONTERABamwAsnuéAusz
DO IRI=6%N3t +2 , FSUD-
IAH=H*HI2

€ NODOI34
ALY = ([ * H Y 6)
DO = 135, 145
IAD~ L *H/2)
22 COMTINUE

< NODD M40
A(146)~ (@ *11/3)
C  NODO NTERIORES

4B AL 210
DO Y=1 M- 1
IL» (R 4 T* WAL+ 2
-m)+ml *fEe13-1
c L& FROMTERA NODO L€7,150,173,186,139
c mumm:amlulmn
I -1)=0*0/2
AR+ H=HYH/2
DOMI=L B
UW@H=H*g
M CONTDUE

36 CONTOARE
€ NODO 212 y NODO 224
IA(FSUR +5 = M2 + 1)=H*H/3
KAESUR + 6% MII + M3 =H*H’5
C HOLO FROWTERAS 213 AL 223
DO2RI=IPSUP+ 69 M1 + 2, IFSUP + 74025 - 1

D=1 12

28 CONTINUE
DO30T~1 M

C  GRABAEL INVERSO DE ML

C GRABA EL VECTOR FUENTE
WRITE(1,)3) 1.0/ IA(I) T
WRITE(S,13) iA{T) 1

C  WRITE("*} LOOIA(), {
=0

G PRINTWL, 1.00/ AGf I
C  PRINTAS AT
30 CONTINUE
3t CLOSE(E)
32 CLOSE(S)
RETURN
END

SUBROUTINESTOO0

COMMON M,SC,TB,UBEPS TER,WI, W2 ME M2, M21 MEZM3 M1 M13, ALPEC,AV,
INTNT.ND,MT.NS1 52, N53, NS4 IFSUP,INLT1 13, TAO

INTEGER M,SC.LIUB,IFSUP, INTLIE 12

REAL EPS,TER, TAQ

REAL La(244)

INTEGBR JCOL(4}
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CHARACTER AN
OPENG, FILE=CAFORTRANWAA DAT STATUS -0LIN
4 FORMAT{AI)
5 FORMAT()
8 FORMAT(M, 1)
13 FORMAT(FY.5,14)
WRITE(**) FORMANDO LA MATRIZ DE DIFUSION'

4
!
|
g
i

13O 100 1= 1M1
WRITE(3.13)4.0.T
WRITE(*,*) T
100 CONTINUE

C  Rep ia [ o0 con ¢ el vecing
C  DOMINIO SUPERIOR
C  2-1828.37.40:36..116-132
1070 1080 S = 1, M + 1
h=24+0-1*M31
2-11+M31-3
DOTsSI= 11,12
1A{) = -1
1078 CONTINIE
1080 CONTINUE
N53 =135
€ DOMINIO INFERIOR NS3-135
C  135-145,14%-158,161.171..213-223
DO1084S 1, M+1]
Th~ NS3¢ (1-1)* M21

2= +(M21-3)
DOIOR2E- 1. 12
D - -]
1082 CONTINUE
1084 CONTINUE

€ Deben Totalizar 223 Fiementos
DO 0BG - 1 NI-1
WRITE(3,13) 1A¢I), [
1086 CONTINUE
DO 1460 1, N
A -0
1140 CONTINUE
PDO114ST- 1, N1
A} =0
1145 QONTIMIUIE
C  Diagooal corcana, dominio infersor
T Representa la Interzorion con el elemonto vecino de abajo
NS2 =134
NS4 =210
DO 1451 134,211
LAy =-1
145 CONTINUF
€ Del |->13] son 9, Distintoy 134-211, Totliza 2E1
DO 11661~ 1, NI-[3
WRITE(S. 13} LA(T), |
160 CONTINUE

DOit651—~ ¢, NI
A =o
1165 CONTINUE
€ Diagooal lgjana
Cc R In i

con of ck vecino de abegr

DOIIT6I~1, 114
1A = -1
1170 CONTINUE
C De 134224 son 0, (1 14+9}=Totaliza 205}
DOI8e 1+1,Ni-19
WRITE3,13) 1A00), [
1180 CONTINUE
DO 1300 1= 1, NI
1A =0
1300 CONTINLT,
1310 CLOSE()
RETURN

END

SUBROUTINE S3000
COMMON M,SC LB UD EPS, TER, W1, W2M1, M2 M2[ M12.03,M31,MI3 H PECDW,



3
4

INLNT,NB,MT,NS1,N82,NS3, NS4, [FSUB,INTL 1,12, TAD

INTEGRR M,SC,LB,UB,IFSUP,INILIL 12
REAL EPS, TERTAD

OPEN(L FILE='C:APORTRANWMB. DAT STATUS=OLTY)

4 FORMAT(AL)
$ FORMAT()

§ FORMAK(4,14}
13 FORMAT(FY.S,14)

3000 WRITR(%*) FORMANDO LA MATRIZ DE ADVECCION
C S Asgnas veiorns de 1 al iakrioc y de 1172 de Joa Nodos Nowmana

¢ Fsla Diegonal Principal de B Interaccion Dii
C  NODOS FRONTERA | al 19 M3= 3*M + |=]%
DO 30821~ 1, M31
AD~H/2
CONTRRIE

DO3086 w1 | M-1
I=]*M31+2
R=MIfF*(J+1}-1
€ LA FRONTERA NODOS 20,39,58,77,96
AN - 1) =31/2
LA FRONTERANQDOS 38,57,76,95,114
M2+ {)=H/2
c 21-37,..97-H13°
DO WM =T, B
IAM=1
3084 CONTINUE

3086 CONTRE
€ PEDAZODE PRONTERA INTERFASE
DO30RE I =115, 146
1Ay« H/2
GONTINUE

1 ={TPSUE) + T * 31 + 2

=11+ M -3
LA PROMVERA NODOS 147,160,173,186,194
aU-1)=H/2
LA FROWTERA NODOS 159,172,185, 198,211
A2 + )= /2

¢ L4SG1-171.300210
DCMMI<N , B
W=t

3004  CONTINUE

can Joa vaoinos Je la Tequienda exclusivaments,
WODOS FRONTERA T 19
DO3I001= 1, M3L
TA( =-H72
3100 CONTINUE
€ DOMINIO SUPERIOR, Mil= 3*M + 1=19
DO3IOI=1 M+t
[ 2-18,21-37,40-56...116-132
H=2+(1-1)*M
E2=11+Mi1-3
€ EAFRONTERA NODOS 20,39,58,7796
EA(ID - 6} =-H /2
LA FRONTERA NODOS 38,57,76,05,114
AR+ 1)=-H/2
DO310gI=I1, 12
ATy =-H
3108 CONTINUE
3110 CONTINIE
C  PEDAZO DE FRONTERA+INIERPASLE
DOAI0I=115, 146
INTy=-Ef 12
3120 CONTINUE
NS3= 148
€ DOMINIC INFERIOR NS3=[48

G Disgoanl Qotigem

€ A continescion 32 contabilizs Js Intsravcion Bi,i-] ss decir
C

c
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DoONMT-1, M
C  148158,161-171.213-223
I =NS3 « (1 1)* M2f
2~1 + (M2} -3
€ LAFRONTERA NODGS 147.160, 173,185,199
AL - )= 4172
C  LAFRONTERA NODOS 159,172,185,198 21
AL + 1) =-F /2
DOJ2II~it, 12
A0y~ -H
3121 CONTINUE
3£24 CONTINUE
C  Doben Totalizer 223 Elementos
DO3I30F=1, NI-1
WRITE{[,13) IA(T), [
C  WRITE(",*} (D), [
3130 CONTINUE
DOBO1~L, N
-0
3300 CONTINUE
3310 CLOSE( 1)
RETURN
END

SUBROUTINE $400G

COMMON M,SC,LB.UB,FFS.TER, W1, W2M],M2,M2]1,M12,M3,M31 M13.H,PEC BW,
INLNT,NH,MT,NS1,NS2NS3, NS4, IFSUP, INILIL 12, TAO

INTEGER M,SC,LB,UR,FSUP.INE, 11,12, KA KB, KM]

REAL EPS. TER, TAOMIVARI Al BI

REAL 14{244)

CHARACTER AN
4 FORMATIAL)
5 FORMAT(#)
8 FORMAT{[4,14)
10 TORMAT(F9.5)
13 FORMAT(F).5,14)

4000 WRITE(*,*) FORMANDO ALMACENAJE
OPEN{L.FILE-C:\FORTRANYST! DAT,STATUS-OLDY)
OPEN(LFILE~C:FORTRANEST2 DAT STATUS-0OLD)
OPEN(3.FILE-CAFORTRANWSTS DAT, STATUS-OLIY)
OPEN(2,FILE “CAFORTRANFST4. DAT,STATUS-OLDY)

OPEN(S.FILE~CAFORTRANWSTS.DAT STATUS- OLLY)
OPEN(S, FILE~CAFORTRANFSTS DAT STATUS~OLD)
OPEN(7,FILE=C:\FORTRAMFST7.DAT,STATUS-OLD)
OPEN(E FILE=C.FORTRANMA DAT.STATUS=QLIY)
OPEN(9,FILE—C\FORTRANME. DAT STATUS~0L1Y)

OPEN(L0,F1LE- CAPORTRANMML DAT STATUS=OLLY
WRITE(*,*} TRAHAJANDO FAVOR DE ESPERAR ..’
€ Lex ba Diagonal Pnncipal de M, Ay B
DOA06G = 1, NI
REAIX[0,13) MIVAR1, KM]
REAIXR,13) AL, KA
REAIN9,13) B, KB
IF (KA EQ. KB) THEN
§1- EPS* AL+ Bl
WRITE(*,*} OK ALMACENAJE. DIAG PRINCIPAL'
ELSE

WRITE, 10) 81
CONTINUL

CLOSE(15)
OPEN{10,FILE-CAFORTRANMMI.DAT.STATUS-OLLY}
Lee ia Diagonal contigua de la lzda do A + [zda B, Aqui % exisie B (53)
Lec la Dingonat contigua de la Dorocha de A Aqui NDEXISTE B (85)
NGTA Se pondran las dos diagonales izda y derocha en o mismo cicke
DO40R -, NI-1
REAIX10,13) MIVARL, KMI
REATXS,13) Al, KA
REAIXS.13)H), KB
IE (KA EQ. KR) THEN
Sl -« EPS* Al Bl
52 - EPS~Al

noo
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WRITE(*,*} 'OK ALMACENAJE CONTIGUN
ELSE

WRITE(",*) NO COINCIDEN CONTIGUAS'

PAUSE

CLOS
OFIQJ(IO HLB-G\FORTRANM\M DAT.STATUS~OLD)
C  Lecln Disgonal caronns de A
c 211
DO40901=1, NI -M21
READ(10,13) MIVAR], KMt
REAIX8,13) Al, KA
1F (KMI EQ). KA) THEN
S1=EPS*al
WRITE(*,*} OK DIAG CERCANA'
ELSE
WRITE(*,*)* NO CONCIDEN CERCANA!
PAUSE

ENDIF
WRITE(Z,10) 51
WRITE(G, 10181 -
4090 CONTINUE
CLOSE{L0)
OPEN 10, FILE=CAPORTRAMNNMMI BAT STATUS~CLDY)
€ Low a Disgonal lnjana de A
< NI« M3 1114 y 12429 we o] 204
DO 40941=1, 208
R.EA.B(lG,lS)IﬂVJ\K[. EMI
BRAD(E, 13} AL, KA,
TF{EMI 5Q, KA) THEN
S1=EPS*AL
WEITE(®,*) ‘0K DEAG LEJANA!

SUBROUTINE $5000

COMMON 3 SC,LB,UB.EPS, TER, WL W21 M2, M2t MI200, M3 1 MI3 HPEC,BW,

1NLNT,NB,MT, N5, NS2,NS3 NS4, IFSUP INILIL D, TAO

INTEGER M,5C,LB,UB, IFSUP.INIELIL 12, KA KB XM, IC.LILKFV

REAL EPS,TER, TAQMIVARLALRI

10 FORMAT(F2.5)
13 FORMAT(FD.5,14)
5000 WBH‘i:(‘ *) TRABAJANDO ALGOM!
TOAT STATUSSOLDY)
OP':-N{I FIF P~ CAPORTRANFST2 DAT STATUS=OLDN
OPEN(I, FILE=CAPORTRANESTI DAT, STATUSOLLEY)
OPENY(4, FILE~CAPORTRANES T4 DAT.STATUS LDy
OPEN{5, FILE“CAFORTRANESTS DAT, STATIS~0LDY)
OPEN{G FMILE~CAFORTRANEST.DAT, STATUSOLD}
QPEN(YFILE=CAPORTRANEST?. DAT,STATUS=OLLY)
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OPEN(B.FILE~C:\FORTRANWMA, DAT,STATUS='0LD)
OPEN(S.FILE~CAFORTRANME DAT, STATUS-'OLD)

DO 5400 -1,224

REALXS.10} $4(1)
5040 CONTINUE

DOSOSAT~ 1,223
REAIN3,10) SX(T)
READ(5,10) S5(I}

3050 CONTINUY,

DO 50601~ 1,211
READ(2,10) 821
REAING,10) S&(T)

5060 CONTINUE

DG 50701 =1, 205
REAI(LE0) SI(E)
REAIXT,10) ST}

5070 CONTINUE

CLOSE(1}

CLOSE(2)

CLDSTY3)

CLOSE(4)

CLOSE(S)

CLOSIS)

CLOSE(7)

CLOSE(8)

DG 30721 | TONI

C  CONDICION INICLAL PARA ALFA

=6
5072 CONTINUE
C  SEAPLICA LA MATRIZ SUMA Al VECTOR ALFA (£S5 EL PROIICTO DE MATRICES})
C Y &5 LA PARTE CRUCIAL DEL CALCULO
c PRINCIPAL.  OONTIGIIA LETANA CERCANA

SO%G LAACL) =~ S4(1)%1AL1 1+ 85¢1*1AL2)+ SH{ L} TA{ 1 3)+ST{ 1 *A(19)
DOSI0T=2,12
L-1-1
TANT) = S3LJIAL Y SHIP LA D+ SSIIALL * 1)
5100 CONTINUE
DO5I1201=13,19
L-1-1
TAALD ~S2(1-13P TACL- 131 S3(LY* ALY S4(1)* ALY SS(1)*TAC+ 1)
+S6(B* IALTS + L)+ ST(1) *IA{I9 + L)}
5120 CONTINUE
DO 51301+ 20
L=F1
IAA{~S1(1-E9)FIA-1 93 2I-83)RIA(T-13)r SI(LY*AC 1 S4(T)
PPIA(I -SSP LA(H L S6DRIA 13+ LH ST 91 L)
5130 CONTINUE 1
X055 =115
L~1-1
TAACD) = SIG-19PPTAU- 19182011 IPTA(-13 M SKL I LALY S ACT
LVPES(IE* LAQL+ 1)+86(0) * LA(13+1)
5135 CONTINTY
DO 5[40 =134
L~1.1
TAA(} = SHI-1 DY IA(E-19)+52(1-13) ® IACR1 3)rSHLIIAIL) - SAETA
BT SS) * LT+ 1+S&(T " IAL13+1.)
5140 CONTINUE
5200 DX 52001 = [4T7
L=1-1
EAA(D) ~ 82(1-13) * LACI-13+-S3(L) * IA(L)+S41) * [A{TH85(1) * [A
1T+ 1+86(1) * IALI3+1)
5200 CONTINUE,
DOI~ 212,223
L=[-1
IAA(T) = SXE.) * LACLY-S4{T) * LA(THSST * IACL+ 1}
CONTINUE.
5250 LAA(ND = SMLY* IA(L) + Sa(L} * IAL)
C LA SOLUCION ENESEMA - EIL PRODUCTO DE MATRICES
IC=IC+1[
OPER(SFILE~C\FORTRANWMF.DAT, STATUS ~OLDY)
OPEN(10,FILE~C:FORTRANMMI. DAT,STATUS~'CLIY)
MIVAR] =1
EVARL =1
DO32541=1, M1
INPUT #19, MIVAR], KM
INPUT #5, FYARE, KFV
C  MATRIZ INVERSA * VECTOR FUENTE
MIF(l) = MIVARI * FVARI



F
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AU(l) = -IAA(l) + FYAR!
[AA(T) = TAQ ® (MIVAR * TAA{D) - MIF())
5254 CONTINUE
CLOSES)
CLOSE(10)
C LA DIFERENCIA FINAL
DO 52N 1= 1N
TAA) = 1AL} - TAA(T)
3270 CONTINUE
C  Control A= o{ A Jali+ F
C Al Coatrol la restumos Alfh Punio
DO 5256 1= ILNI
DIFE = TA(]) - IAAT)
AU = AU(H - DIFE/ TAG
5256 CONTINUE
C  Primtera Proyeccion PROYECTAR FRONTERA
C  FRONTERA1 AL 19
DO 5258 1= 1. M31
AN =0
ALNL} =0
5238 CONTINUE
€ NODOINTERIORES 21 AL 113
DO 5258 F~ | M=-1
=1*M3L+2
RwpIrrf+1)-1
VAL FRONTHRA NGDOS 20,39,58,77,96
1AATL-1) =0
VAL FRONTERA NODOS 38,57,76,95,114
AT+ 1)=0
VAL FRONTERA NODOS 20,39,58,77.96
AL -1)=0
VAL FRONTERA NCDOS 38,57,76,95,014
A2+ 13=0
258 CONTINUE

C  NODO FROMITERA E5 AL 120

DG 260 F=(FSUP - M1 + 1, PSUP - M2t

1AM =0

AWND =0
200
DOS2M0 1= Lkt
I=i+l
vummumo 147,150,173,185,199,212
TRAJERSOR + MRE * [+ 1) =0
VAL FRONTERA NODD I47,660,173,186,199,212
AIIFSTIP & B3 * T+ 1) =0
VAL FROFITERS MNODO T45,159.172,185,198,211
IAA(ETP + MY * =0

PROMYERA HODO 146,152,172.40 5,198,210

KNS + L1 * =0
S20O00HTRRE
¢ ASIASA VALOR A LA FRONTERA NODO 213224

DO ST 1= Ni- MBI + E,Ni

uf}ﬂﬂn

Lo B I + ]

L]

Al133) =0
AlE46) =0
DO 274 1= 122,132
AU =~ ALKL - 19}
$274 CONTINUE
DO 527651 = 135,145
AU = AT + 13}
5276 CONTINUE
C  Proysecion PROYECCION DE LA INTERFASE
C  M2=12,NGDOS 121 AL 133
DOSZ‘-’! = iPSUIP - M2,IFSUP
LAA(D = (AAD + TAAL+ mmm
TAA(L + M2T)= TAA{T) -
278 CRTINUE
€ Proyecaom LIMITE SUPRRIOR<->[NFERIOR,
DO 52781=1,N1
IF (IAA{T).LT.LB) THEN
IAAM~1B
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ENDIF
IF (UB.LT LAA(L) THEN
TAA ~ UB
ENDIF
$278 CONTINUE
5320 MAX = TAA(L)
DOSI0I-2, N
IF (IAA() .GT. MAX) THEN
MAX ~ TAALDH
ENDIF
5350 CONTINUE
DO 5360 ~ N1
ER = ER + (IAA(L}- IA(T)) ** 2
5360 CONTINUE
£R - SQR(ER}
FNAME~DISKRE.DAT
$37L FORMAT( ITERACION  ERROR  MAXIMO VALOR 9
WRITE (**) ICER, MAX
5380 FORMATY(" ITERACION, 3 ERROR ™ E16 6, MAXIMO VALOR=E16.6)
5390 WRITE(9,*) ER
5400 [F (FR .GI.TER) THEN
5410 DOSAILI-1,NI

GOTO 5420
ENDIF
3420 CLOSE(9)
FNAME-THSKRE DAT
5430 WRETE(* *) PONER NOMBRE PARA SOLUCIONES DISCRETAS '
READ(*.5411) FNAME
5431 FORMAT{AID)
5440 OPEN(1 FILE=FELDAT STATUS “OLLY)
OPER(2,FIl E-FNAME, STATUS~OLD'}

5450 WRITE(L*) M.SC,.WI,W2,EPS,LD,UB, FLBW,NLNB.NT,MT PLC, TER RO,IC

3460 DO S61I=1,1C
READ(1,*) ER
WRITE(2,*)} ER

5461 CONTINUE

3470 DO AN L=1, NI

WRITE(,*) (AN}
5471 CONTINIIE
SAB0 DO $48L [ = |, NJ

WRITL(2,") CS{T)
5431 CONTINUE
5490 CLOSE(1)

CLOSE(2)
5500 RETURN
ENDA



