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SPECTRAL METHODS IN HYDRAULICS
PHD THESIS OF MOISES BEREZOWSKY VERDUZCO
ABSTRACT

Spectral methods are presented. A trigonometrical polinomium is built in a way that fits exactly a given [unction
in the grid points (collocation points). The Fourier collocation method is one of the must used given its precision
and computational efficiency. Nevertheless, it has two disadvantages: a constant grid spacing is required and the
boundary conditions of the dilferential equations (o be sotved should be periedical. Once the polynomial is
obtained, it is relatively simple to compute numerically with high precision the derivative of the function. This
is the reason why spectral methods are very convenient lo solve differential cquations. In the thesis, they are
applied for the solution of some differential equations from Hydraulics.

Alter reviewing the theoretical foundations of spectral methods, an implicit scheme is built based in Fourier
collocation method. The method is applied to solve the one-dimensional transport of pollutant differential
equation. The great precision of the method is shown, mainly for the computation of pure convection; better
results than those reported with the common procedures of the literature are obtained with the proposed method
The theory of curvilingar grid gencration is used Lo overcome the difficulty of a non-uniform grid. Although the
obtained results are not as good as those of a uniform grid, satisfactory valucs are still gained if a filter is used.
Thére arc several ways to solve problems with non-periodical boundary conditions. In the thesis, Chebyshev
collocation method ¢f2.used. lterative methods (or the solution of differential cquations are  described. A
procedure for the solution of the gradually varied flow differential equation is developed.

The computational resources requirements from spectral methods are higher than those of finite difference
schemes used commonly in Hydraulics, Nevertheless, spectral methods have the advantage of resulting in the
highest possible precision for the number of grid nodes used. In the applications described in the thesis it is
shown the versatilily and precision of speciral methods when applied {0 some problems of Hydraulics

LAY,



RESUMEN

En el trabajo se presentan los métodos espectrales. Con dichos métodos, se construye un
polinomio trigonométrico que es idéntico a la funcion que se desea representar en los nudos de la

malla de calculo llamados puntos de colocacién. Uno de los métodos espectrales méas empleados

_es el de Fourier, por su precisién y eficiencia de célculo. Sin embargo, tiene dos desventajas:

rigidez en la definicién de la malla de célculo (es necesario que la malla tenga un espaciarniento
uniforme) y en el manejo de las condiciones de frontera (deben ser periddicas).

vez obtenido el polinomio ajustado a la funcién, es posible calcular numéricamente la
o..tvada de la funcién con mucha precisién de una manera relativamente simple. Por ¢llo, los
métodos espectrales son muy adecuados para resolver ecuaciones diferenciales. Se aplican aqui
en la solucién de ecuaciones diferenciales de la hidréulica.

Después de discutir las bases tedricas de los métodos espectrales, se construye un esquema
mplicito, basado en el método de colocacién de Fourier, para resolver la ecuacion diferencial
parcial del transporte unidimensional de especies. Se demuestra la gran precision del método,
abre todo para el cilculo del transporte convectivo; se muestra que el algoritmo propuesto da
resultados mas precisos que los obtenidos con otros procedimientos numéricos. Utilizando la teoria
de coordenadas curvilineas, se discute la forma de tratar problemas definidos en mallas con
espaciamiento no uniforme; aunque los resultados no son tan buenos como en el caso de la malla
con espaciamiento constante, con la introduccién de un filtro se obtienen resultados muy
satisfactorios.

Existen varias formas de tratar problemas con condiciones de frontera no periddicas; aqui se
escoge emplear el método de colocacion de Chebyshev. Se describen técnicas iterativas para la
solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias basados en métodos de colocaci6n, y se propone
un algoritmo para resolver la ecuacién del flujo gradualmente variado con el método de colocacién
de Chebyshev.

Los métodos especirales, aungue requieren mas recursos de computo que los métodos de
diferencias finitas utilizados en hidranlica, ofrecen la ventaja de lograr la méxima precisién posible
para el nimero de puntos de malla empleada. En las aplicaciones presentadas en la tesis se
comprueba la gran exactitud de los métodos espectrales y su versatilidad en algunos problemas de
hidréulica.
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involucré con los polinomios de Chebyshev, tema totalmente nuevo para mi. Con estos, exploré
la solucién de ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera no periodicas. El problema
resultd méis complejo de lo que esperaba pero finalmente legué a un algoritmo para resolver
iterativamente una ecuacion diferencial, que en este trabajo lo aplico a la del flujo gradualmente
variado. Intenté resumir toda esta experiencia en la tesis; confio en haberlo logrado y que el lector
1o pueda apreciar. Agradezco los comentarios y sugerencias de los sinodales, asi como los de Abel
Jiménez; he intentado evitar los errores y hacer mas legible este trabajo.

Dediqué mi tesis de licenciatura a aguéllos que hicieron de mi lo que soy; aunque no de manera
determinante, sigo creyendo en esa idea. Desde el punto de vista académico, reconozco por
supuesto a todos mis profesores del Posgrado, a los colegas y amigos del Instituto de Ingenieria,



de CFE, del IMTA y de la UPC en Barcelona. Siempre ha sido muy edificante para mi el
intercambio de ideas con los estudiantes y becarios, con los que en muchos casos hemos construido
una duradera amistad. No menciono nombres para no omitir a nadie; sin embargo, es inevitable
que cite a mi querido amigo Carlos Cruickshank quien, para mi, ha sido y sigue siendo upa guia,
tanto en lo personal como en su visién de la Ingenieria. Siempre me sorprende cuando encuentra
aquel error que yo ni me imaginaba y reconoce también los aciertos; espero poder seguirle "dando
lata" en el futuro.

También desde le punto de vista personmal estoy agradecido con muchas persomas que se
caracterizan més por su calidad humana o, como dice una amiga muy querida, porque tienen alas.
Maria Auxilio me ha acompaiiado en este proyecto, pero sobre todo en la bisqueda de Aquél a
quien nos queremos volver porque sus caminos y pensamientos aventajan inmensamente a los
nuestros (cfr Is 55, 1-11). En este caminar y luchar por un mundo con justicia y dignidad hemos
ido con la familia y con amigos/amigas y hermanos/hermanas de las comunidades de Betania, de
Cuernavaca, de Barcelona, del Arca, del CUC, ete.

Finalmente, pero primero que nada, doy gracias a
Aquél que tiene poder para realizar todas las cosas
incomparablemente mejor de lo que podemos pedir
o pensar, conforme al poder que actia en nosorros,
a El la gloria y el honor por los siglos de los siglos
Ef 3, 20-22



RESUMEN
PROLOGO

1. INTRODUCCION

2. SERIES DE FOURIER, POLINOMIOS Y SUS DERIVADAS

2.1 Transformada de Fourier discreta
2.2 Derivacion del polinomio de Fourier
2.3 Ejemplo

3. POLINOMIOS Y SUS DERIVADAS

3.1 Mallas

3.2 Interpolacion polinomial

3.3 Polinomios de Chebyshev

3.4 Derivacion de los polinomios de Chebyshev
3.5 Ejernplos

4. METODO DE COLOCACION DE FOURIER
‘4.1 Ecuaciones fundamentales

4.2 Procedimiento general de solucién

4.3 Transformacion al espacic computacional
4.4 Primer paso. Transporte convectivo puro

4.5 Segundo paso. Dispersién

4.6 Secuencia general de cdlenlo

4.7 Aplicacién

5. METODO DE COLOCACION DE CHEBYSHEV
5.1 Métodos iterativos

5.2 Ecuaci6n del flujo gradualmente variado

5.3 Procedimiento de solucién

5.4 Aplicacién

6. CONCLUSIONES

REFERENCIAS

APENDICE A. TRANSFORMADA DE FOURIER CONTINUA

APENDICE B. POLINOMIOS ORTOGONALES

APENDICE C. TERMINOS FUENTE O SUMIDERO EN LA ECUACION DE

TRANSPORTE

APENDICE D. MEDIDAS DE ERROR DE METODOS NUMERICOS DE LA
ECUACION DE TRANSPORTE Y DISPERSION

10

13
13
14
15
20
21

25
25
27
23
29
38
40
40

44
45
47
48
50

54

56

61

68

71

76



Antes del Zen, las montarias no eran mds que montanas y los rios
nada mds que rios. Cuando me interné en el Zen, las montafias ya
no fueron montarias y los rios tampoco fueron rios. Pero cuando
comprendi el Zen, las montaias fueron sélo montarias y los rios,
s6lo rios.

Dicho Zen

1. INTRODUCCION

Desde el punto de vista matemtico, los métodos numéricos de diferencias finitas y del elemento finito em-
pleados para resolver las ecuaciones diferenciales comunes en ingenieria civil pueden clasificarse como
métodos de residuos pesados. En estos, se supone que la ecuacion diferencial se aproxima por dos
funciones: una de ajuste (llamada en inglés trial function) y una de peso 0 de prueba (zest function). La
funcién de ajuste, también llamada de aproximacion se usa como base de una expansion de la solucion con
una serie truncada; la funcién de prueba se escoge para obligar a que la ecuacidn diferencial se satisfaga
lo mejor posible con dicha serie. Esto se logra minimizando el residuo que resulta en la ecuacion diferen-
cial al emplear la serie en lugar de la solucion exacta.

Asi, en el método de diferencias finitas, se remplazan las derivadas por una seri¢ de Taylor, y la funcién
de prueba es unitaria; segin ¢l mimero de puntos empleados, en la prictica la serie se trunca en el segundo,
tercero y, como maximo, el cuarto término, por lo que resultan esquemas de primero, segundo y a lo sumo
tercer orden. Desde ese punto de vista, en este grupo de métodos puede incluirse el del volumen finito, en
el cual se remplazan las ecuaciones diferenciales por un balance (que incluye el cambio en el almacena-
miento y la diferencia entre lo que entra y lo que sale) en un volumen dado.

En e! método del elemento finito, las funciones base se eligen en general de manera que sean funciones
locales formadas con polinomios de un orden fijo y no nulos sobre uno o como maximo dos subintervalos.
Segiin se especifiquen las funciones de prueba, se tienen distintas versiones del método. Dado que la



funcién base es en general un polinomio de grado dos o tres a lo sumo, y ajustado localmente, el método
es muy conveniente cuando se desea resolver problemas con geometrias complejas.

Es claro que cada método numeérico tiene ventajas y desventajas; la prictica ha llevado al mejor uso de
los diferentes métodos. Por ejemplo, la mayoria de los codigos comerciales disponibles para célculo de
hidrodinamica estan basados en el método de diferencias finitas (o volumen finito); el método del elemento
finito se emplea més en investigacion, sobre todo de flujos permanentes, y hasta la aparicion de los
métodos en diferencias basados en coordenadas curvilineas ajustadas a las fronteras era la mejor posibilidad
en problemas con fronteras irregulares.

Un tercer grupo de métodos numéricos que también pertenece a los métodos de residuos pesados lo
constituyen los llamados métodos espectrales. En estos, las funciones base son polinomios (en general
trigonométricos) de alto orden ajustados globalmente sobre todo ¢l dominio e infinitamente diferenciables
en el intervalo; esto da al método gran precision (de hecho, 12 mixima posible para el ndmero de puntos
de 1a malla empleados). Segin sea ia funcién de prueba escogida, se tienen métodos especirales de tipo
Galerkin, tau y colocacion.

Al igual que en el método del elemento finito, en Galerkin la funcién de prueba es igual que la funcién
de ajuste y resulta por tanto en funciones infinitamente suaves que satisfacen individualmente las
condiciones de frontera. Se obliga a que la integral del residuo multiplicado por cada una de las funciones
de prueba sea nula. El enfoque fau es semejante, aunque no se obliga que las funciones de prueba
satisfagan las condiciones de frontera; en su lugar, se requiere un conjunto de ecuaciones para completar
el sisterna a fin de incluir las condiciones de frontera. Cuando se emplea colocacidn, las funciones de
prueba son del tipo delta de Dirac centradas en los llamados puntos de colocacion (que corresponden a los
nudos de la malla de célculo); en este enfoque es necesario que la ecuacién diferencial se satisfaga
exactamente en los puntos de colocacion.

Se considera que los métodos tipo Galerkin son enfoques atractivos desde ¢l punto de vista formal por el
hecho de que las funciones base y de prueba son las mismas; esto permite resolver las ecuaciones
diferenciales con el principio variacional (ésta es una de las razones por las que muchos autores prefieren
el elemento finito sobre diferencias finitas: desde el punto de vista tedrico, se garantiza que se cumple la
ecuacién diferencial). Sin embargo, en problemas altamente no lineales, ese enfoque se complica
radicaimente. El método fau es una modificacion del de Galerkin aplicable a condiciones de frontera no
periddicas. Se emplea sobre todo en ecuaciones lineales pues en muy dificil de aplicar en ¢l caso contrario.
El enfoque de colocacién es especialmente atractivo en problemas no lineales o con coeficientes variables;
por esta razon, sera el método espectral que se discutira principalmente en este trabajo.

Las primeras versiones de los métodos espectrales se usaron en la década de los treinta para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias. Aunque se emplearon desde los afios cincuenta para resolver ecuacio-



nes parciales, es desde los afios setenta cuando dichos métodos se difunden mas ampliamente. A partir de
ese momento, un grupo de investigadores los han empleado para resolver sobre todo problemas de flujos
permanenies de mecénica de fluidos en dominios con geometrias suaves y regulares. Son, por mucho,
los mis preciso de los métodos variacionales y por ello, se han empleado sobre todo en cilculo del detalle
de flujos turbulentos.

Conviene aclarar aqui un problema de nomenclatura. El nombre de métodos espectrales comprende una
familia de métodos; en sentido estricto, un método espectral se utilizaria para calcular tanto las derivadas
espaciales como las temporales; sin embargo, al igual que con el elemento finito, esto es complicado y muy
costoso desde el punto de vista computacional. Por tal razdn, en general sélo se emplean para calcular las
derivadas espaciales y la parte temporal se resuelve por diferencias finitas; por ello, algunos autores los
1laman entonces métodos pseudoespectrales. Por otro lado, como se ve posteriormente, existen varios
métodos de colocacion, de los cuales los mas empleados son Fourier y Chebyshev. Dado que los
polinomios de Chebyshev son una serie de cosenos, algunos autores los denominan genéricamente métodos
de Fourier. Atn mas, muchos autores evitan diferenciarlos en detalle y a cualesquiera de los métedos los
incluyen en lo que llaman en generai simplemenie como métodos espectrales.

Los métodos espectrales, aunque se usan en mecénica de fluidos [Abbott y Basco (1989), Avgousti et al
(1993), Canuto et al (1988), Ku er al (1987), Voigt et al (1984), etc], apenas se han empleado en hidrauli-
ca. Al contrario de 10 que sucede en muchos problemas de mecénica de fluidos, los problernas practicos
de hidriulica (transito de avenidas en rios, golpe de ariete en sistemas de bombeo, etc) son fuertemente
dependientes de las variaciones en las condiciones de frontera. Por ejemplo: en flujo no permanernte
upidimensional se tienen condiciones de frontera de Dirichlet no mulas (esto es, se prescribe la variable en
la frontera, como un hidrograma aguas arriba y una marea aguas abajo); en flujo en dos dimensiones se
tienen condiciones de frontera de Newmann (se prescribe la derivada normal de la variable, como sucede
en las fronteras impermeables) o mixtas. De la revisién de varias aplicaciones se deduce que en general
los métodos espectrales se aplican a problemas con condiciones de frontera de Dirichlet periédicas o nulas
(por ejemplo, la variable es nula en el infinito o muy lejos de la zona de interés). Segin puede verse en
De Fainchtein et al (1995) y Orzag et al (1986), generalmente es bastante complejo manejar condiciones
de frontera variables y no perigdicas, comunes en hidraulica.

Como se vera en los proximos capitulos, los métodos de colocacion requieren intervalos espaciales & una
distancia prefijada (constante con Fourier, 0 con una funcién coseno con Chebyshev). Esto puede limitar
el método si se toma en cuenta que, en muchas aplicaciones de hidraulica, el espaciamiento entre secciones
es un dato topografico; en otras situaciones, el disefiador prefiere espaciamientos pequefios en ciertas
zonas, por ejemplo, cerca de las fronteras. Otra desventaja de estos métodos consiste en que, como por
eficiencia conviene usar la transformada rapida de Fourier, 7RF, el nimero de puntos debe ser potencia
de 2 (2V:2, 4, 8, etc), esto es, el nimero de puntos €n que s¢ divide el dominio est4 obligado y es rigido.
Finalmente, vale la pena mencionar que en probiemas con flujo no permanente, los métodos espectrales



explicitos tienen una restriccion mas severa en el incremento de tiempo si se les compara con esquemas
de diferencias finitas también explicitos .

Los objetivos de este trabajo son investigar la bondad del método espectral de colocacidn, asi como su
versatilidad cuando se desea aplicar en problemas de hidrdulica, de manera de aprovechar al maximo su
gran precision. En particular, se demuestra la precisién de los métodos en el calculo de derivadas; se
propone una forma de vencer la limitacién de los méiodos de Fourier que requieren una malla con
espaciamiento uniforme; se estudia también como trabajar problemas con condiciones de frontera no
periédicas. Como resultado de la investigacion se elaboré un un algoritmo (basado en esquemas implicitos)
para calcular transporte y dispersion unidimensional de especies en rios basado en el método de colocacion
de Fourier, y un procedimiento iterativo para resolver la ecuacion diferencial del flujo gradualmente
variado. En ambos casos se demuestra la gran precision de los métodos propuestos.

En el cap 2 se presenta la construccion de polinomios basados en la serie discreta de Fourier; en el cap
3 se describen los polinomios de Chebyshev y sus derivadas; estos dos capimlos contienen las bases para
los desarrollos del resto del trabajo. En el cap 4 se discute el método de colocacién de Fourier y se
desarrolla un esquema implicito para resolver la ecuacion de transporte unidimensional de especies; en el
cap 5 se describen métodos iterativos para la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias y se propone
un procedimiento, con base en el método de colocacion de Chebyshev, para resolver la ecuacién del flujo
gradualmente variado. Finalmente, en el cap 6 estan las conclusiones del rabajo.



Como siempre, la ola vive la vida de una ola y simulti-
neamente la vida del agua
Tich Nhat Hanh

2. SERIES DE FOURIER, POLINOMIOS Y SUS DERIVADAS

Los métodos de colocacion se basan en ajustar una serie o un polinomio a una funcién definida en los
puntos de la malla de célculo; en este capftulo se presentan las nociones necesarias de series de Fourier.
La presentacion se hace para variables discretas que son las que se emplean en el trabajo; sin embargo,
debido a que gran parte de la teoria estd desarrollada para variables continuas, se resume dicha teorfa en
el Apéndice A.

2.1 Transformada de Fourier discreta

Sea la funcién u(x) una variable de una ecuacién diferencial con condiciones de frontera periddicas. El
dominio, en el mtervalo [0, 2z] se divide en N nudos que definen la malla de célculo; Ia coordenada de
estos puntos, llamada puntos de colocacion estd definida por

x, - =4 20,000, N1 (2.1)

Esta es una malla uniforme (espaciamiento constante); aunque la malla dada por la ec 2.1 es la mas comiin
{pues si N espotencia de 2 permite el uso de la transformada rapida de Fourier, TRF) existen otras mallas
posibles [ver Gotlieb et al (1984)]:
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X, - e j=0,..., 2N (2.2a)
(2j-1)m .
ALY =0,..., N-1
i 2N J

Para los puntos de colocacion dados por la ec 2.1, los coeficientes de Fourier discretos son (ver ec a.1 del
Apéndice A)

¥
&

ikx N

4 u(xj)e_ 3 -5 S k <5 (2.3)

Z |+
i,
(=)

=

Estos coeficientes dependen dnicamente de Ios valores nodales de #. La transformada de Fourier inversa
es (ver ec a.2, Apéndice A):

N/2-1 ikx
u(xy) =} ue? F=0,...., N1 (2.4)
k=-N/2

Se conoce como transformada de Fourier discreta a la transformacion de los N valores (reales o

complejos) u(x), j=0,..., N-I, enlos N nGmeros complejos d,, k=-N/2,..N/2-1. Mientras
que la ec 2.3 es la transformada de Fourier discreta, la ec 2.4 es conocida como la transformada inversa;
estas ecuaciones son equivalentes a las ecs a.1 y a.2 (del Apéndice A) en el caso continuo. En lugar de
hacer las sumas indicadas en estas ecuaciones, ambas transformadas pueden calcularse de manera muy
eficiente empleando la transformada rapida de Fourier, TRF (en inglés es comin en las referencias
encontrar se abreviatura FFT).

Existen distintas versiones de la 7RF; en general, se requiere que N sea resultado de ¥ donde 7 = 2,
3, 4, erc; las versiones mas comunes emplean [ = 2, aunque Temperton (1983) discute que si [ > 2
se logra un ahorro computacional del 10 por ciento (a cambio de que el mimero de puntos sea mayor). Si
N =2, ylafuncién u es compleja, el nimero de operaciones para calcular la transformada es 5N log,N
- 6N (y la mitad, si u es real).

Se define con:
N/2-1 .
T,ul(x) = k—Z:wz u, g Lk¥ {2.5)

al polinomio trigonométrico de grado N/2, que ademés cumple la condicién de que I, u{x) = ufx)en
cada uno de los nudos dados por la ec 2.1. Este polinomio corresponde a la serie de Fourier discreta de
u, ver ec a.18. Si se emplean relaciones trigonométricas, la ec 2.5 puede escribirse como:



=

A

1
I,u(x) =~§Z.:0u(xj)gj(x) (2.6)

.

donde

(x) = isr—:-n[l\f(x—x )]cot[xxj] {(2.7)
gj - N 3 2 *

La relacion entre cada uno de los coeficientes de Fourier discretos y continuos es:

SN IR S N (m#0) k==, ..., 51 (2.8)

es decir, el k-€simo coeficiente del polinomio trigonométrico depende también de todos los términos de las
frecuencias relativas a los niimeros de onda de los elementos de la malla; esto es lo que se conoce como
enmascaramiento (aliasing, en inglés). La (k+N/m)-ésima frecuencia enmascara o es el alias de la k-€sima
frecuencia en la malla. Una manera sencilla de entender este fendmeno es la siguiente: por los N puntos
de una malla pasa una senoide con una frecuencia dada (la minima necesaria para describir adecuadamente
12 funcidn que pasa por los puntos); sin embargo, otras senoides de alta frecuencia pueden pasar también
por los puntos y no dejan ver la correcta. El enmascaramiento puede interpretarse COmo un error en el
polinomio:

I,u=P,u-~Ryu (2.9)

donde P, es el polinomio de la serie de Fourier {runcada (ec 2.28) y a

21 [ = )
R,u = E ¥ G g 1kx {2.10)
ka-N/2 |\ M=o

se le COnoOCe COMO eITor por enmascaramiento; si se emplea la norma L? es posible demostrar {Kreiss y
Oliger(1979)] que

2 2 2
lu-1,ul =lu-Pyuf® « | Rul (2.11)

es decir, el error por la interpolacion es mayor que el error de truncado,; afortunadamente, este error y el
de truncado decaen asintdticamente conforme aumenta N; por tanto, el enmascaramiento es poco
importante en la mayoria de las situaciones. De cualquier forma, existen distintas formas de eliminar este
error; como puede verse por ejemplo en Canuto er al (1988).

Los coeficientes de Fourier discretos tienen las mismas propiedades de convergencia que los continuos;
por ello, los polinomios convergen de la misma manera que las series de Fourier conforme N -« Por



tanto es posible establecer también en este caso que: a) si # es continua, periddica y acotada en el
intervalo [0, 2z], I, converge uniformemente a u; b)si u estd acotada en el intervalo, el polinomio
1, esia uniformemente acotado y converge puntualmente a # en cualquier punto en que # sea continua;
¢) en el caso de funciones discontinuas, es valida la versién discreta de la integral de Riemmann o de
Fourier (ec a.7 del Apéndice A), esto es, en funciones discontinuas, Iy converge a la media de los valores
de u a ambos lados de la discontinnidad; d) si u es infinitamente suave y con todas sus derivadas
periédicas, el modulo de los coeficientes discretos de Fourier decae més que algebraicamente; en general,
si u cumple los mismos requisitos revisados en el Apéndice A, los coeficientes discretos convergen
también con un orden O™}, ver ec a.24.

2.2 Derivacion del polinomio de Fourier

En el teorema a.6 del Apéndice A puede verse la forma de la derivacion de la transformada de Fourier,
y la derivada de la serie de Fourier se da en la ec a.25. En el caso discreto, para obtener la derivada de
una funcion u, los coeficientes de Fourier discretos obtenidos con la ec 2.3, se multiplican por ik {
unidad imaginaria por el ndmero de onda); ia derivada es ia antitransformada del resultado:

N/2-1

(D, u) - E/Zake““m’N (1=0,...N1) (2.12)
kN,
donde
L. N1
a =—l—k-‘ u, e 2ikIn/N {(2.13)

Este procedimiento equivale a calcular los valores de la derivada de la serie de Fourier discreta en los
mudos, es decir

(Dyu) = (T u)’ (2.14)

A la funcién D, u se le conoce como la derivada de colocacién de Fourier. En general, la derivada de
colocacion difiere del polinomio de Ia derivada de u:

!
{DNU} # Pyu

y ademas, ahora, la interpolacion y la derivacién no son conmutativas, es decir

(INu)’#IN(u’)

Sin embargo, Canuto e a! (1988) prueban que la diferencia entre estas es del mismo orden del error de
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truncado de la derivada (que es u#'-P,u"). Por tanto, se conserva la precisién espectral en la derivacion,
ver también Tadmor (1986).

En lugar de la representacion con transformadas de Fourier, la derivada puede obtenerse también a partir
de la ec 2.6:

s

1 , N-1
(D,u) - Eg:ou(xj)g(xj) =§) (M) 5 ug (2.15)

donde M, es la siguiente matriz:

ENETES cot[—-——”‘j)n] 1%j
(M) ;=4 2 N (2.16)
[0 1=3

Gotlieb ef al (1984) presentan las expresiones de la matriz de la segunda derivada; en general, le m-¢sima
derivada es (M,)". Las derivadas impares resultan en matrices antisimétricas y las pares en simétricas.
En general, a menos que N < 8 es preferible calcular la derivada con la transformada de Fourier pues
al emplear matrices se requieren mucho més operaciones. Por ello, en este trabajo se emplean siempre
lasecs 2.12 y 2.13.

1.9

5 9.5

@.0e .25 2.5 ©.75 1.00

xs/(2 ™

FIG 2.1 FUNCION GAUSSIANA
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En Gotlieb et al (1984) se presentan las expresiones para el polinomio de interpolacién y su derivada, si
los puntos de colocacion son los de la malla de la ec 2.2a; no es posible emplear la TRF pues el nimero
de puntos no puede ser potencia de 2. Si se emplea la malla de la ec 2.2b, las expresiones del polinomio
y sus derivadas son iguales a los de la malla dada por la ec 2.1.

En el cap 4 se estudia la forma de aplicar los métodos espectrales a la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales; a continuacién se discute un ejemplo para concretar ideas sobre lo expuesto.

2.3 Ejemplo

Sea la siguiente funcién periédica definida en el intervalo [0, 2z}

Croxg)” 2.17
u(x) = expl——— (2.17)
20

donde x, y o son pardmetros de la distribucién (que corresponden al centro de masa y a su desviacion
estindar); a estos pardmetros se dan los valores X, = = y ¢ = 0.2 =, ver fig 2.1. Se desea calcular la
derivada de la funcion.

1.00
i EXAC
i *xx*¥ DF 2° ORDEN
9 ] xxxxx DF 4° ORDEN
o | =xxxx FOURTER
N P.o0
=5
2
-1.00- | | |
0.009 9.25 ©.50 0.75 1.00

x /02 1)

FIG 2.2 DERIVADA DE LA FUNCION DE GAUSS
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En la fig 2.2 se muestra la derivada analitica (-u(x-x.)/{ 7)). Como puede apreciarse, la derivada es muy
suave. Se comparan la derivada analitica con la calculada con el método de colocacién de Fourier y con
diferencias finitas de segundo y cuarto orden (en las fronteras se obtiene con un esquema de tercer orden);
se consideran dos casos, variando en cada uno de ellos el ndmero de puntos en direccion x.

Caso 1: N = 16. En la fig 2.2 se comparan las derivadas numéricas con la analitica y en la fig 2.3 puede
verse el error normalizado definido como:

ERROR « mm{F) Hexao! X)) (2.18)

u exac ( X=1 )

os errores maximos son de 0.134, 0.033 y 6 x I10° con diferencias finitas de segundo orden
(diferencias centradas), cuarto orden y de colocacién de Fourier, respectivamente

Caso 2: N = 64. Como era de esperarse, al aumentar el nmerc de puntes mejora radicalmente la sclucidén
con diferencias finitas; ios errores maximos (fig 2.4) son 9 x 107, 2 x 1%y 2 x 10°, con diferencias
finitas de segundo orden, cuarto orden y colocacién de Fourier, respectivamente.

o172 sxx DF 2° ORDEN
T x> »x DF 4° ORDEN
. e FOURTER

{ |
0.0 ©.25 ©.by 8.75 1.00
x/C2 1)

FIGC 2.3 ERROR NORMALIZADC. N

I
ON
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I N T S T Y Sy |
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xxx%x DF 4° ORDEN
+++++ FOURIER

VU VY SO S S I

-2.01 1 ! [

9,60 @.26 .50 B.75

x/02 m)

FIGC 2.4 ERROR NORMALIZADO. CASO 2

1
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Al soplo de tu ira se apifiaron las aguas, se irguieron las
olas como un dique, los abismos cuajaron en el corazon
del mar

Ex 15,8

3. POLINOMIOS Y SUS DERIVADAS

Cuando la variable u(x) no es periédica, el polinomio trigonométrico de interpolacién dado por la ec 2.5
no es suficientemente preciso; por ello, el cilculo de Ia derivada de la funcién no es tampoco preciso.
Existe una familia de métodos espectrales de colocacién que emplean otros polinomios; en general se
emplean polinomios ortogonales (ver Apéndice B) en los que se obliga 2 que el polinomio sea idéntico a
1a funcién en los nudos. La teorfa de polinomios ortogonales continuos se resume en el Apéndice B; con
apoyo en dichos conceptos, se presentan aqui los principales resultados para el caso discreto.

3.1 Mallas o puntos de colocacién

En el método de colocacion de Fourier, la malla se define a distancias equidistantes; para los polinomios
ortogonales se ha encontrado que es mucho més preciso emplear mallas con otros espaciamientos; se
trabaja en este caso en ¢l intervalo f-1,1].

Sea una funcién u(xj, supuesta suficientemente suave en el intervalo y que se representa en términos de
valores discretos en los puntos de integracion dados por las siguientes expresiones [Canuto e al (1988},

Gotlieb er al (1984) y Boyd (19891

a) Chebyshev-Gauss-Lobato
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.y
X, = cos—Z (3.1)
N

b) Chebyshev-Gauss-Radau

2nj

X = COS YvE) (3.2)
¢) Chebyshev-Gauss
m{23-1)
Xj = COS -——-—-—————-——2N+2 (3_3)

3.2 Interpolacién polinomial

En el Apéndice B se presentan las ecuaciones para integrar polinomios continuos con las mallas anteriores;
en el caso discreto, el polinomio de interpolacién es

N
) - 3.4
kz,%u"pk { )

donde p es el sistema de polinomios ortogonales y los # son los coeficientes discretos de la expansion del
polinomio de u

Los coeficientes del polinomio deben satisfacer que:

INu(xj) = u(xj) (3.5)

para O <j < N, es decir, el polinomio esti obligado a tomar el valor de la funcién en cada uno de los
puntos de ia malla;

De manera semejante a lo visto en el Apéndice A, en el caso de los polinimios ortogonales también existe
la transformacién inversa a la ec 3.4, esto es

Y

N
iE u{x,) p,lx,) w, (3.6)
Y j-0

donde
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Y, - Y Pr(x)w, (3.7)

El par de ecuaciones 3.4 y 3.6 es totalmente andlogo a la transformacion 2.3 y 2.4 para la serie
trigonométrica (de Fourier); por tanto aqui también puede hablarse del espacio fisico (relativo a las
distancias x) y el espacio transformado (relativo a la frecuencia k). Ademas, las derivadas de la funcién
se aproximan por derivadas analiticas del polinomio de interpolacion.

3.3 Polinomios de Chebyshev

Existen distintos polinomios ortogonales; un requisito que deben cumplir es que converjan a la funcién
original; se ha encontrado [ver Gotlieb et al (1984)] que en algunos polinomios es dificil asegurar su
convergencia, aun para funciones suficientemente suaves Por otro lado, si los puntos de colocacion se
definen con la estructura de polinomios ortogonales, como los Chebyshev y Legrende, y la funcién tiene
derivadas suaves, se obtienen muy buenos resuitados. Se presentan aquf los polinomios de Chebyshev (de
primera clase) que son mucho més empleados que los de Legrende (pues en general con estos dltimos
resuitan en expresiones muy compiejas y requieren mayor esfuerzo computacional). Un ftratamiento
completo de los polinomios de Chebyshev puede verse por ejemplo en Snyder (1966).

Los polinomios de Chebysbev de grado k se definen como

T,{X) - cos (k6) ; 8 - arccos {x) (3.8)

Se tienen las siguientes ecuaciones recursivas para obtener los polinomios de Chebyshev [ver Boyd (1989)]:

To(x)=1 H Tl{x)=x

T, (x}=2x T, (x}-T, ,(x) } k22 (3.9)

Asi por ejernplo, los polinomios 2 y 3 resultan

TZ(X)=2x2—1 ; Ty= 4x3-3x

En la fig 3.1 se presentan los primeros seis polinomios de Chebyshev. Las principales propiedades de estos
polinomios en el intervalo -1 ,I] son:

a) estan acotados entre £1, esto es, / T.(x) /<1
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b)enx = -1, la ordenada de los pareses I y de los impares es -1, en x = 1, la ordenada de todos
es 1, osea, T, (+1)= (+1)% ademas, son funciones pares, es decir, T, ()= (- YT, (x).

¢) T, tiene k raices (cruces por la ordenada 0) en el intervalo; estas raices estan localizadas en los

puntos:

x=cos(n(j-%)/k) ; j=1,..,k (3.10)

d) T, tiene k+I extremos (maximos o mimimos localizadas en tos puntos dados por la ec 3.1)

e) en la frontera derecha, T;'(1)j= K.

1.2
] . 7 N\ 7 X

0.8+ 1\ \ N
: x{( /\* _,[ \ :!

2.4 S \ / ¥ X‘l -H—H—l—%a
— koA \ / \ x }I XXXXX To
1 /7 \ T x| en T

T 2.0+ x \ox xxxxx Te

4 Koox / Txx / !
: ! ><><\ T\ X / |

R L W \\ 2y
s x X

2.5 | K f A

-, —] XX X \ }’
: X"g}S(x)()(x)‘xx \\._ v

-1-2— IS e s I B B B U U B B BT LB

FIG 3.1 POLINOMIOS DE CHEBYSHEV T4 A Te
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f) los polinomios son ortogonales en ¢l intervalo con un peso w = (I-x’)*, esto es:

0 i#j
T, T,
D0 g {2 ageo (3.11)
T yl-x? o i-3-0

La version discreta de esta ecuacién es vélida en los ceros dados por la ec 3.10 y es:

. 0 i*j
k{; Ti(x,) Ty(x) =15  i-3#0 (3.12)
; m 1=3-0

La serie de los polinomios de Chebyshev esta dada por (ver ecs b.3 y b.4):

n(x) = 3, o, T, (x) (3.13)
k=0
donde
. 2 1
g, = ne f_lu(x) T, (x) w(x)dx {3.14)
c,=2 sik=0, 6 bien c, -1 si ka2l (3.15)

y w(x) es el peso (Apéndice B). Dada la definicién de TYx), ec 3.8, la serie 3.13 corresponde a una serie
de cosenos (Boyd define a los poIino-rnios de Chebyshev como una serie de Fourier "disminuida"); por ello,
tiene las propiedades de convergencia de las series de Fourier, es decir, los coeficientes de Fourier decaen
mas que algebraicamente [Boyd (1989)].

En el caso discreto, 1os pesos para cada una de las mallas son:

a) Chebyshev-Gauss-Lobato

II

s (3.16)
S 1gF<N-1
N



18

b) Chebyshev-Gauss-Radau

II .
1 30
D (3.17)
b 20 ,
1<j<N
2N-2
¢) Chebyshev-Gauss

II .

Wj:m— J=0,..,N (3-18)

La malla Gaunss-Lobato es la mas utilizada. Tomando como base las ecs 3.13 y 3.14, el polinomio de
interpolacion resulta [Gotlieb (1984)]:

Tpulx) = kZND g, T (x) (3.19)
donde

7 :%%i ulx, ):: (x,) (3.20)
donde

EJ.=2 si j=0,N & bien EJ.=1 si 1 < j < N1 (3.21)

Los coeficientes de la ec 3.20 pueden obtenerse usando la 7RF.

En forma matricial, 1a transformacitn del espacio fisico al espacio transformado, ec 3.6, esta dada por la
siguiente matriz:
2 mjk

C, = 5
*°NE e, N (3.22)

donde ¢, y ¢ estin dados porlasecs 3.15y 3.21, respectivamente; la transformacién inversa, ec 3.4,
es ahora:

(3.23)

que pueden obtenerse también con la transformada rapida de Fourier. Al evaluar con la ec 3.7 los
coeficientes de la ec 3.6 se tiene:
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I
Yi® 5 %% (3.24)

si k<N, y yw=r

En Canuto e al (1988), y Boyd (1989) pueden verse expresiones para los coeficientes si se emplean los
puntos de colocacién de las mallas 3.2 y 3.3. Para la malla definida con la ec 3.10 de los ceros de los
polinomios, Press et al (1987) proponen calcular fa ec 3.20 como:

.2y

7, —A—r;.:l u(x,) T, (x,) (3.25)
donde

m(k-2) m(F-1) (k-3)

X, = cos-—N— ; Tj_l{xk) = cos—m-}q——-

y el polinomio de interpolacidn es entonces:
o N
T ui{x) =- 2 & T, (%) (3.26)

En lugar de evaluar esta suma, se emplean ecuaciones de recurrencia de la siguiente forma; sean

dy, = dy, = 07
entonces
dj = 2xcij'1 - d__f.2 . u”j (3.27)

donde 7 se evalia con la ec 3.20y j = N, N-1,..., 2; finalmente, una vez calculadas todas las d, la
ecuacién para la interpolacién es

! (3.28)
2

INu(x) = de - d3 +

Este procedimiento es relativamente sencillo y facil de programar [ver por ejemplo, Press er af (1987)1;
sin embargo, si N es grande es mas eficiente emplear ia transformada rapida de Fourier.

El error por enmascaramiento por interpolar con los polinomios de Chebyshev tiene la forma (ver ec 2.8):
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Wy = Uy > [‘fj (3.29)

j=2, mNtk

es decir, el k-ésimo modo del polinomio depende de todos los modos que enmascaran al 7T (x).
3.4 Derivacion de los polinomios de Chebyshev
Se tienen distintas expresiones, segin las ecuaciones del cap 3.3 que se empleen; Gotlieb et al (1984)

proponen el siguiente procedimiento si el polinomio de interpolacién se evalia con las ecs 3.19 y 3.20;
Ia derivada de esta ecuacion es

N N
Dulx) = (Tyu(x)) = T (%) =) BT (x) (3.30)
ks0 k=0
donde
b,=0, by, = 2NU,
y
Toby = by, + 2 k) dy, (3.31)

El procedimiento para obtener la derivada consiste en:
a) calcular los coeficientes 4 con la TRF;

b) calcular los coeficientes b, con la ec 3.31; la derivada es simplemente

N
b, cc>s£'lE (3.32)

D, ul{x} =
N k-0 N

E! niimero de operaciones para obtener la derivada con este método es (5 log,NV + I0)N si se toma ventaja
de que Jos polinomios son funciones pares. Camuto er al (1988) reportan tiempos de cémputo de 20 al 40
por ciento mayores con este método que con el método de colocacion de Fourier.

Si ahora se emplea la representacién matricial dada por las ecs 3.22 y 3.23, la derivada serfa:

M=

(Dgu) (x,) = 3, (M) u(x]) (3.33)
=0

.

donde los elementos de la matriz M), estin dados por




g, (-1y*+
— 1+75
cj{xl-xk)
-X
(M) o\ —— 1¢1-7<N-1 (3.34)
2 (ij)
2N
- 1=7=N
: b

Esta matriz no es simétrica como ocurre en el caso de la derivada de Fourier y por ello se requieren N?
operaciones para el célculo de la derivada, mucho mayor que con el procedimiento anterior.

Gotlieb et al (1984) presentan expresiones para derivadas de orden superior con los dos procedimientos
ya vistos.

Al considerar las ecs 3.27 a 3.28, la derivada se obtiene con las ecuaciones de recurrencia:

- -/
Uy =u = 0

s Wy v 2031 o jeN-1,...,2 (3.35)

En el cap 5 se aplica el método de colocacion de Chebyshev a la solucion de una ecuacién diferencial de
una funcién no periddica; a continuacion se discuten dos aplicaciones para centrar ideas.

3.5 Ejemplos

En primer lugar se estudia la funcién de Gauss discutida en el cap 2.3. Los calculos se hacen con mallas
de 16 y 64 puntos. En la fig 3.2 se muestra la derivada de la funcién calculada. Dado que con la malla
Gauss-Lobato {ec 3.1), la densidad de puntos es mayor en los extremos del intervalo que en el centro, la
definicién de la funcidn con N = /6 puntos no es la més adecuada; no obstante, los valores de los
maximos obtenidos son bastante precisos. En la fig 3.3 se incluyen los errores normalizados (ec 2.18) y
se comparan con los obtenidos con el método de colocacion de Fourier. Los errores maximos son de 2
x 107 yde 4x 10°, sise emplean mallas de 76 y 64 puntos, respectivamente; estos eIrores son
mayores que los del método de Fourier. Este resultado es de esperarse pues en problemas periddicos €l
método de colocacion de Fourier es mis eficiente, sencillo y preciso. Puede observarse en la figura que
los errores méximos se presentan en los extremos de las malla.
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El método de colocacién de Fourier no es adecuado cuando la funcién no es peri6dica; en la fig 3.4 se

muestra la funcién

1 a3x2
u{x} = —e
¢ 3

definida en el intervalo [-1,1]; su derivada exacta es 3u /2. En la fig 3.5 se muestra la derivada calculada
con N =4, 8 y 16 puntos con el método de colocacion de Chebyshev. Los errores normalizados con
el valor de la funciénen x = 0 sereportanenla fig3.6; la aproximacion es muy buena, sobre todo
siN:z8.
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La verdad se encuentra siempre en la simplicidad y no en
la multiplicidad y confusion de cosas... El es un Dios de
orden y no de confusion

Newton

4. METODO DE COLOCACION DE FOURIER

En este capitulo se discute la forma de emplear el método de colocacion de Fourier en la solucidn de
ecuaciones diferenciales parciales; como se deduce de lo visto en el cap 2, este método requiere que la
funcién y las condiciones de frontera sean periddicas.

Se propone un algoritmo basado en el método de colocacion de Fourier para la solucion de la ecuacion
unidimensional de transporte y dispersién de contaminantes en rios; en la discusion, se iniroducen dos
ideas: un cambio de coordenadas que permite emplear métodos espectrales atin cuando las secciones
transversales dadas como datos estén a distancias cualesquiera y un esquema implicito. Las principales
contribuciones del autor de este trabajo en el tema se han publicado en distintos foros (las referencias se
dan en la secuela) ; aqui se discuten los resultados mas relevantes incluyendo las discusiones fruto de las
ponencias.

4.1 Ecuaciones fundamentales

Para dar més generalidad al analisis, se considera el caso de que ¢l transporte de especies es en vn flujo
no permanente; las ecuaciones del flujo unidimensional no permanente son la de continuidad

L2 L0 (4.1)
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y Ia ecuacion dindmica que se obtiene a partir del principio de cantidad de movimiento

gf ¢a%c[_‘?£) +gA—g—g+gASf=0 (4.2)
donde

A 4rea de la seccidn transversal, en m’

Q gasto o caudal, en m’/s

H cota de la superficie libre, en m

g constante de Ia aceleracién de la gravedad, en my/s’

S; pendiente de pérdidas, también Hamada de friccidn

X coordenada a lo largo del eje del rio, en m

S tiempo, en s

Se supone que se cumplen las hipotesis de Saint-Venant; la deduccidn de estas ecuaciones y una discusion
mas amplia del tema puede verse por ejemplo en Cunge er al (1982) y Berezowsky y Jiménez (1995).

El transporte y dispersién unidimensional de contaminantes en cauces se calcula con la siguiente ecuacion
diferencial parcial [Fischer ez al (1979), Berezowsky (1993) y Berezowsky (1994)]:

8AC 9QC 0 ac
ge-, = —|aF—| - S .
ot 9x dx ( ax ) (4.3)
donde
C concentracién media de la especie en la secci6n transversal, por ejemplo en mg/l
S término fuente o sumidero (decaimiento) de la especie, en (mg/1} (m*/s)
F coeficiente de dispersion longimdinal, m/s

La hip6tesis mas importante implicita en Ia ec 4.3 es que se considera que la especie estd uniformemente
distribuida en la seccién transversal. La ec 4.3 puede emplearse para modelar el transporte de varias
sustancias a la vez; en este caso, C y por tanto § son vectores. En el Apéndice C se presentan algunas
expresiones del término § para distintas especies o sustancias.

La determinacién del coeficiente de dispersién longitudinal F se discute en Berezowsky (1993); depende
esencialmente de la distribucion de velocidades en la seccion y se obtiene a partir de mediciones. En su
Iugar, Fischer propone la siguiente ecuacién empirica para flujos medios permanentes [Fischer er al
(1979)]:
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(U B)?
s (6.4)

donde
B ancho de la superficie libre del cauce, en m
h tirante, en m
U. velocidad al esfuerzo cortante, en mys.
K constante empirica con valor 0.011

En la prictica, la dependencia de F del tiempo es débil; por otro lado, aunque el orden del valor de F
es muy importante, la influencia de su variacién no lo es tanto. Esto es debido al caricter parabdlico de
laec4.3.

Desde el punto de vista fisico, el primer término de la ec 4.3 representa la variacién temporal de la
concentracion; el segundo, el transporte global de la concentracién (llamado transporte por adveccién);
el ditimo término incorpora varios procesos de mezclado: difusién molecular, difusién turbulenta y lo que
se ha denominado transporte diferencial; como puede verse en Berezowsky (1993 y 1994), estos dos
tltimos procesos aparecen al integrar en la profundidad y con el ancho fa ecuacién tridimensional de
transporte turbulento.

4.2 Procedimiento general de solucién

Se considera aqui que las variaciones de concentracién no afectan la densidad dei agua; por ello, ias ecs
4.1 y 4.2 son independientes de la 4.3; sin embargo, esta ltima ecuacidn s{ depende del flujo. Esta
hipGtesis es véalida en la mayorfa de los casos practicos. Se sigue aqui el siguiente procedimiento de

solucion:

En cada intervalo de tiempo:

1) se resuelven las ecuaciones del flujo, ecs 4.1y 4.2; de aqui resultan los tirantes, gastos, velocidades,
etc, en cada seccion

2) se resuelve la ecuaci6n de transporte, ec 4.3 con los valores del flujo y de los parametros geometricos.

La solucion de las ecs 4.1 y 4.2 est4 bastante estudiada y en la actualidad no representa gran dificultad;
aqui se resuelven con el esquema de diferencias finitas implicito de Cruickshank-Berezowsky descrito en
Berezowsky y Jiménez (1995).

Existen muchos maneras de intentar resolver numéricamente la ec 4.3, Esta es una ecuacion diferencial
parcial de tipo parabolico; la mayoria de los métodos numéricos (sobre todo los de diferencias finitas)
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introducen difusion numérica, sobre todo en la solucién de la parte advectiva (también llamada convectiva)
de 1a ecuacidn (ver por ejemplo, Cunge er al, 1982); esta difusion numérica puede ser del orden de la
dispersion fisica (representada por el coeficiente F), lo que echa a perder la solucién numérica; ver Abbott
y Basco (1989), Holly y Preissmann (1977), etc. Por ello, la ecuacion debe resolverse poniendo especial
cuidado en el método numérico. Aqui se resuelve con el método especiral de colocacion de Fourier. Esta
solucidn se discute con bastante detalle.

Si se ha resuelto ya el sisterna de ecs 4.1 y 4.2, aprovechando la ec 4.1, la ec 4.3 puede escribirse como:

A + JUA— = —| AF—

at ax ox 0x

ac ac a( ac)+s (4.5)

Esta ecuaci6n se resuelve con un método de pasos fraccionados, Yanenko (1979); en el primer paso se
resuelve 1a ecuacidn siguiente:
ac’ oc

& JpZk.oo (4.6)
at 0x

donde C" es un valor intermedio de la concentracion; en el segundo paso se resuelve la ecuacion

A2C _a_[”zz) s (a.7)

De esta manera, se han separado los dos procesos fisicos que aparecen en la ec 4.3: la ec 4.6 representa
el transporte por conveccién y la 4.7 la dispersion. Se ha encontrado que este procedimiento es ¢l mas
conveniente para la ecuacién de transporte [ver por ejemplo, Holly y Preissmann (1977)] pues permite
escoger el método numérico mas adecuado para cada proceso.

4.3 Transformacion al espacio computacional

El método espectral fue planteado de manera que se trabaja en el intervalo [0, 22/ y el espaciamiento
entre nudos es fijo v estd dado por la ec 2.1; por otro lado, las ecs 4.1 a 4.3 se resuelven en un dominio
de longitud L cualquiera; ademas, cuando se hace el célculo en rios, el espaciamiento entre secciones es
variable. Como se menciona en la introduccién (cap 1) esta es una de las limitantes de los métodos
espectrales.

Para vencer esta dificultad, se transforman las ecuaciones diferenciales y la malla de calculo fisica
empleando las relaciones de transformacion de coordenadas curvilineas [Thompson et al (1985), Mejia y
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Berezowsky (1996)]; estas transformaciones permiten cambiar de coordenadas de manera de trabajar en
una maila con espaciamiento uniforme, tal como se requiere en el método espectral.

En primer lugar, la malla de cilculo se transforma al llamado espacio l6gico 0 computacional y que tiene
espaciamiento unitario; los N nudos con coordenadas x,, en el plano fisico, corresponden entonces a la
coordenada ¢ con espaciamiento unitario, 4¢ = /. Lamalla tendrd los mismos N nudos pero los N-1
elernentos son unitarios.

Las ecuaciones diferenciales 4.5 a 4.7 se transforman con la regla de la cadena y quedan como sigue:

A0C . DAC 1 afarac) a8
at Xg at Xg 88{ x¢ 0% °
LI (4.9)

gt Xg 8g

{4.10)

donde x, es la derivada de la coordenada x con respecto a la coordenada ¢. Notese que si Uy x, son
constantes, la ec 4.9 es idéntica a la ec 4.6 con una velocidad equivalente U, = U/x..

La transformacion a la malla espectral de tamafio 2« es trivial pues se reduce a un cambio de escala.
4.4 Primer paso. Transporte convectivo puro

Se discute con detalle en Berezowsky (1996¢). La derivada espacial de la ec 4.9 se calcula espectralmente
con el método de colocacion de Fourier:
ac’

U
—_— = - (D, C .
9t X (DyC) (4.11)

donde D, C estd dado por las ecuaciones 2.12 y 2.13 (con  C; como variable dependiente en lugar de
u, en esta (ltima ecuacion) y N es el nimero de nudos. El problema es ahora como calcular la derivada
temporal de la ec 4.11.
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4.4.1 Esquema explicito

Se propone el siguiente esquema espectral explicito, del tipo de Euler:

s, QU]
c: =cf- - (p,C)° (4.12)
J J (xg)j

donde, como es usual, el subindice j corresponde a los nudos en el espacio, y el superindice n al intervalo
de tiempo. Aungue el método espectral hace al esquema espacialmente de alto orden, tiene fuertes
limitantes de estabilidad; Mercier (1989) discute que en estos esquemas el limite de estabilidad es de la
forma At < K /N?, donde K es una constante que depende de la ecuacion diferencial.

A este esquema aqui se le denomina SPEC-E; el procedimiento de calculo es realmente simple. Dada la
distribuci6n espacial de la concentracion en el instante #n, C,
1. Se obtiene 1a TRF de Cf
2. Se multiplica dicha transformada por
ik[-U st/ ], j=0. ..N-I,
3. Se obtiene Ia TRF inversa (ec 2.4)
4. Bl valor de C al final del intervalo es igual al resultado del paso 3 sumado a C

4.4 .2 Esquema implicito
Para evitar la resiriccion en la estabilidad del esquema explicito, se propone el siguiente esquema iterativo
impiicito. La primera estimacion al final de! inieivalo es explicita con laec4.12

I

S0l n ac 7 n 4
[c; 17 =¢C5 - (Xé)j(DNC) (4.13)

Con los valores de [C}"“ ! se calcula espectralmente (D C)*™; la ecuacién recursiva para estimar fa
concentracién es:

[C'_n‘l]mJ‘: Cn _ At
3 .

13 n el oy mlqm
P el e - o] (4.10)

donde 1 sefiala las iteraciones. Se ha encontrado que con 3 o 4 iteraciones los valores obtenidos son muy
semejantes; de hecho, el esquema puede usarse simplemente con dos iteraciones con resultados muy
satisfactorios. Es conveniente recalcar que se requieren caicular dos TRF por cada iteracion.

A este esquema aqui se le denomina SPEC-I
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4.4.3 Pruebas al modelo
a) Malla con espaciamiento constante

Con fines de comparacién de resultados numéricos, se escoge un problema tipico que tiene solucién
analitica. Se usa el problema I del Foro de Conveccién-difusién descrito por Baptista er af (1988). La
velocidad del flujo es constante, U = 0.5 m/s; con el objeto de ver qué tan difusivo es el método
numérico, en el foro se sugiere emplear un incremento de tiempo, 4f = 965 y se pide avanzar la solucion
hasta T = 9600 s (esto es, 100 47). La malla tiene 64 nudos con espaciamiento constante de 4x = 200
m. El nimero de Courant de laec 4.9es C, = U Ar / Ax = 0.24. La distribucion inicial de la concen-
tracion estd dada por una curva tipo de Gauss:

Clx, t<0) = C_ exp [-(x-x.)%/ (209 ] (4.15)

con C, = 1.0 (conceniracién de pico), x. = 2000m y o, =264 m (verec 2.17 para la explicacion
del sentidode x, ¥ a,).
La soluci6n analitica de este problema corresponde a una funcién idéntica a la dada por la ec 4.15 pero
desplazada hacia aguas abajo la distancia U 7, es decir, el pico de esta distribucion estard a 4800 m
aguas abajo del originai.

Como o,/ Ax = 1.32, la distribucién inicial de la funcion de Gauss se describe con relativamente pocos
puntos de malla, lo que hace este problema especialmente exigente para el método numeérico.

Como condicién de frontera aguas arriba se impone que la concentracioén que entra al dominio es cero. La
ec 4.14 no requiere condicién de frontera aguas abajo.

En el Apéndice D se definen diversas normas de error propuestas en el mencionado Foro, que se usaran
para fines de confrontar los métodos.

Se compara el método espectral con la soluci6n analitica y con otro método numérico; de los dos mejores
procedimientos conocidos para ¢l cilculo de transporte convectivo puro estén los de Holly y Preissmann
(1977) y de Leonard (1979); el primero se basa en el método de las caracteristicas con interpolacion de
Hermite de tercer orden; el segundo, Hamado QUICK, est basado en uma interpolacion de segundo orden
con diferencias finitas hacia atras. Rodi (1984) demuestra que en la mayoria de los casos producen
resnitados muy semejantes. Aqui se escoge el primero de ellos y se le llama CAR-HER. Si se considera
la definicion de derivada total, la ec 4.6 tiene la estructura de una ecuacion del método de las caracteristicas
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- =0 (4.16)

valida si se define la trayectoria de las particulas como

dx/dt = U (4.17)

Por tanto, en cada nudo, se calcula primero la trayectoria de la particula; luego se hace una interpolacién
de tercer orden con un polinomio de Hermite; este polinomio se construye con los valores en los dos nudos
adyacentes al punto de interseccion de fa trayectoria y con la derivada con x de la concentracion, CX.
Esta derivada se obtiene por diferencias finitas centradas a partir de la distribucion inicial de las concen-
tracién. Una descripcién detallada del método puede verse en Berezowsky (1993).

En Berezowsky (1996a) se presenta un método mixto caracteristicas- espectral en el que, en lugar de
calenlar 1a derivada CX por diferencias finitas, esta se obtiene espectralmente; este método mixio se
denomina aqui CAR-FOUR.

Discusion de resultados

En la fig 4.1 pueden verse los resultados del problema de prueba y su comparacion con la solucién exacta;
conforme la solucién avanza en el tiempo -y en este caso hacia aguas abajo- en los resultados de los
métodos numéricos aparecen tres fendmenos: dispersién numérica, cambio de fase y oscilaciones espurias,
ver por ¢jemplo, Abbott (1978) y Richtmyer y Morion {1967). En este caso, dado que ia solucion analitica
es una funcién idéntica, la dispersion se ve en la atenuacion del pico; el cambio de fase se ve en que el pico
de distribucién numérica llegue a distinto tiempo, o en que la distribucion cambi¢ su forma {en este caso
que deje de ser simétrica); finalmente, las oscilaciones espurias, son oscilaciones que no tienen base fisica,
como por ejemplo, oscilaciones negativas al principio y final de la distribucidn. Las medidas de error del
Apéndice D contemplan estos aspectos; en las primeras seis lineas de la tabla 4.1 se reportan los valores
de las normas de error para cada método.

Como puede observarse en las columnas 4 y 6 de la tabla 4.1, ninguno de los métodos aqui presentados
introduce error de fase; con el método CAR-HERM (linea dos de la tabla), la atenuacion del pico es del
orden del 10 por ciento. Nétese la presencia de algunas pequefias oscilaciones (wiggles), que incluyen
valores negativos (no fisicamente vélidos) antes y después de Ia funcion. Como ya se discutid, las oscilacio-
pes aparecen en la mayoria de los métodos numéricos siendo resultado de altas frecuencias no resueltas
satisfactoriamente (fendmeno de Gibbs); en este caso, las oscilaciones son pequefias y se deben en gran
parte al cardcter mismo del polinomio de Hermite que tiende a oscilar si los valores de la funcién o de las
derivadas varian radicalmente de punto a punto. Con el método mixto CAR-FOUR disminuye un poco la
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dispersion numérica del pico aunque aparece error global de fase.

Aun cuando en las figs 2.2 y 2.3 puede apreciarse que el cilculo espectral de la derivada de una funcién
Gaussiana es muy preciso, al avanzar la solucién en el tiempo y realizar el paso 2 del procedimiento de
calculo del inciso 4.4.1, se introduce un error de dispersién; de hecho, si en el método espectral explicito
se usa un incremento de tiempo 4t = 96 s, los resultados son bastante deficientes por lo que se reportan
los valores obtenidos empleando un 4¢ = 10's. La conceniracién de pico tiene una atenuacion del 14 por
ciento, las oscilaciones espurias son insignificantes y hay un pequefio error de dispersion global.

Puede verse que los resultados con el método implicito SPEC-I son muy buenos; la atenuacion del pico
es del 1.5 por ciento y las oscilaciones espurias son muy pequefias.

b) Malla con espaciamiento variable
La idea es verificar la validez de la transformacién de coordenadas propuesta; al modelo se le identifica

en este caso como SPEC-XI. Se hacen pruebas con dos mallas. En la primera, sugerida también en el Foro
de Conveccion, las coordenadas de los nudos se obtienen a partir de:

%, 0 x-x,, 200 -75cos [m(j-1)/65) (4.18)

1.0

E) __ —— EXACTA

£ DD CAR-HER {DT=%6 )
_ x F-+ CAR-FOUR (DT=96 s)

- ' *¥%%% SPEC-E (DT=10 s)

p XXXXX SPEC-I (DT =96 s)

-~ B.6—

=z

O

—

-]

<

14

Z

5 ©.2 -

)

<

o

o

B2k R E S s By B B B M S S B e B b B R -
5000 6000 7000 8200 P800

DISTANCIA, EN m

FIG 4.1 TRANSPORTE CONVECTIVQO PURO (T= 9403 s)
MALLA ESPACIAMIENTO CONSTANTE



34

es decir, el tamaifio de los elementos varia suavemente entre 125 y 275 m. El centro de masa de la
distribucién inicial de la concentracién corresponde al nudo 16.

Aungque en este caso es posible calcular analfticamente el término de la variacion de un sistema coordenado
con respecto al otro, para dar méas generalidad se obtiene con diferencias finitas centradas.

(%) ;= (%5,%5,0 /2 (4.19)

En la fig 4.2 se muestran los valores calculados con el método SPEC-XI; se reportan calculos con 4z de
20y 965. Los resultados son muy satisfactorios, ver también los renglones 7y 8 de la tabla 4.1. Se hace
notar que incluso la solucién exacta no aparece muy bien descrita para los puntos que definen la malla en
esa zona. En este caso, existe un ligero error de fase del pico (quinta columna de la tabla) y algo de
dispersion global (Ultima columna). Dado que, por un lado, las coordenadas del problema descrito varian
muy suavemente, y por el otro, una distribucion espacial con la funcién coseno se emplea en el método
espectral de colocacién de Chebyshev, convenia estar seguro de la generalidad del método; por etlo, se
disefié una malla con espaciamiento aleatorio entre secciones obtenido a partir de
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Xo=0 7 Xpx,,- 100 « 200 RND (s) (4.20)

donde RND(s) es un nimero aleatorio f0, 1] con distribucién uniforme, y que se obtiene intrinsecamente
en el compilador FORTRAN. El tamafo de los elementos varia aleatoriamente entre /00 y 300 m. El
centro de masa de 1a distribucion inicial corresponde al nudo més cercano a x = 2000 m.

En la fig 4.3 se muestran los resultados; se ha dibujado un rango mas grande del eje x que en las figuras
anteriores. Como puede verse, el espaciamiento enire nudos es muy irregular. Aunque la descripcion de
la funcion de Gauss calculada es satisfactoria, se tienen oscilaciones espurias importantes; estas se deben
a la influencia del término x, que, en cierta medida implica que la ec 4.9 sea no lineal. La dispersion
global en este caso es importante pues hay valores diferentes de cero en muchos nudos de la malla. Canuto
et al (1988) comentan que, en el caso de calculos en una malla uniforme y con U constante, no hay
mecanismo para generar términos de alta frecuencia que den lugar a oscilaciones conforme avanza la
solucién en el tiempo; sin embargo, la simple modificacién de considerar velocidad variable (o en este
caso, que el espaciamiento de ia malla sea variable) implica la interaccién de este término con los coeficien-
tes de Fourier. Esto genera componentes de alta frecuencia que dan lugar a oscilaciones en el llamado
fenémeno de Gibbs; dichas oscilaciones deben ser controladas para retener la alta precisién del método
espectral, 1o que se logra con un filtro.

En la literatura se reportan varios filtros; la discusion del tema sale del objetivo del presente trabajo y
puede verse por ejemplo en Walker (1991). Los mas comures son los de Cesaro, Hamming, Lanczos y
coseno resaltado; aqui se probé con el dltimo que tiene la siguiente forma:

o ) k=-N/2,...,N/2 (4.21)

1 2km
" -é—(l + COS

que vale uno en el centro del intervalo (k = 0). Canuio ez al (1988) muestran que este filtro equivale a
una viscosidad artificial de segundo orden, semejante a la empleada en los esquemas de diferencias finitas.

Existen varios enfoques al problema; los principales son:
1) Filtro de condiciones iniciales; equivale a filtrar o suavizar la funcién original, ya sea con un filtro como
el de 1a ec 4.21, o con una interfase disipativa como la descrita por Abbott (1979); este se aplica una sola

VEZ.

2) filtro al derivar; la derivada (ecs 2.12 y 2.13) se calcula con:
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N/2-1
, . ik2ni/N (4.22)
(Dyu), = -Ngz:a ik o, Udexp

3) filtro después de calcular la derivada; equivale a suavizar la solucién; conviene aplicar el filtro al

calcular la TRF para el siguiente intervalo
Estos dos dltimos enfoques se aplican cada r intervalos de tiempo.

Cabe aclarar que se hicieron pruebas que permiten concluir que si la malla es menos irregular, o, lo que
es 1o mismo, el problema es suavemente no lineal), el método espectral da muy buenos resultados sin

necesidad de filtro.
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4.5 Segundo paso. Dispersion

Para simplificar la notacion, la segunda derivada de la ec 4.10 se escribe aqui como:

o0 - ii(ﬁa_‘:] (4.23)

Esta se calcula espectralmente como sigue:

pct . =
Xe

DN[E(DNcw” (4.24)

*g

Expresado en palabras, la ec 4.24 significa:

1. Secalculala 7RF de C
2. Se multiplica por el vector complejo ik
3. Se obtiene la TRF inversa y se multiplica por el vector
(AF/xp,
Aqui concluye el célcuio de la primera derivada; para obtener la segunda derivada:
4. Se obtiene la TRF
5. Se multiplica por el vector complejo ik
6. La TRF inversa se multiplica por €l vector (I /x),

4.5.1 Esquema implicito [Berezowsky (1996b)}

Parz el cilculo de la derivada temporal se emplea un esquema implicito iterativo con la estructura del ya
discutido. La primera prediccion de la concentracion al final del intervalo esta dada por:

- & p2eny (4.25)

A
3

nlql et
[(C;71° = ¢

Los siguientes valores se obtienen con:

[C;-ljmi: c;ﬂ* _;}_ZIEH (ch.)n+ [(ch.}nol]m} (4.26)
b

donde
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|

_ oo n-1
(A7 AT/ 2

Comno en el calculo del transporte convectivo, tres o cuatro iteraciones son suficientes en la mayoria de los

Casos.
4.5.2 Pruebas al modelo

La parte de dispersién no tiene tantas dificultades numéricas como la del transporte convectivo puro. Se
hicieron tres pruebas para la malla con espaciamiento constante y las mismas caracteristicas del flujo del
calculo de transporte convectivo puro descritas en el cap 4.4.3; se prueban coeficientes de dispersion F
= (.2, 2y 20 m’/s; dado que el flujo es permanente, el 4rea de seccion puede tener cualquier valor y aqui
se considera unitaria. Se supone que el material es conservativo, por lo que § = 0.

En la fig 4.4 se comparan los valores caiculados con la solucion analitica; 1a concordancia es excelente.
Se destaca que aiin un valor muy pequefio del coeficiente de dispersién (F = 0.2 m’/s) es suficiente para
cancelar las oscilaciones espurias. Al final de este capitulo se describe una aplicacién con malla no

uniforme, BN - e

-+ CALC F=8.2 m'/s

R 2T T T T T T T T [ T T T T T T T T T T

I
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FIG 4.4 TRANSPORTE Y DISPERSION (T=9600 s)
MALLA UNIFORME
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4.6 Secuencia general de célculo

El procedimiento general de célculo del transporte y dispersion de especies en un flujo no permanente es
el siguiente.

En el instante # Ar se conocen en cada nudo {datos iniciales):

a) cotas del agua y gastos; a partir de estos valores se obtienen tirantes, pardmetros geométricos y
velocidades medias

b) concentraciones

En cada instante de tiempo:

1) se obtienen los valores de cotas del agua y gastos al final del intervalo, (n+1) 4r, se obtiene también
et area de seccion y el ancho de superficie libre

2) se calcula el valor del coeficiente de dispersion con la ec 4.4, puede hacerse con los valores medios en
¢l intervalo de tiempo

3) se obtiene la concentracién C calculada en la primera etapa del paso fraccionado (transporte convecti-
VO puro)

4) se obtiene la concentracién al final del intervalo calculando la dispersién de C con la segunda etapa
del paso fraccionado (dispersion)

5) se continua el ciclo en el paso 1.

Los fenémenos de propagacion de ondas en el agua y de transporte y dispersién de especies tienen tiempos
caracterfsticos diferentes (lo que puede verse en los mimeros de Courant de cada fenémeno); por ello, es
posibie emplear un incremento de tiempo mayor en el célculo del transporte y dispersion, por ejemplo,
cada tres o cuatro calculos de la hidrodinidmica.

4.7 Aplicacién

Se desea calcular el transporte y dispersion de un contaminante en un tramo de 60 km de un rio: el tramo
esta aguas abajo de una hidroeléctrica. Los datos topograficos se tomaron de Berezowsky er al (1990).

Se tienen datos de 17 secciones transversales a distancias que varian de 7600 a 6000 m. Las secciones en
gse tramo son mily irregulares; por ejemplo, para un gasto de 200 nt’/s, hay anchos de superficie libre
entre J30y 700 m. Se interpolaron secciones hasta obtener 64 nudos con espaciamiento entre 800 a
1200 m, con una distancia media de 920 m. Se buscd que los espaciamiento enire secciones no sea
demasiado variable, pero de manera de conservar lo més posible las caracteristicas originales del cauce.

Para el rango de gastos de estos calculos se calibré un coeficiente de Manning para el tramo de 0.025.
En los calculos de hidrodinimica se empled un incremento de tiempo 4t = 100 5.
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La condicion de frontera del flujo aguas arriba es un hidrograma ciclico descargado por la hidroeléctrica
(ver fig 4.5). La variacion del nivel aguas abajo se obtuvo iterativamente: primero se transita el hidrograma
suponiendo nivel constante aguas abajo; a partir de la variacién del nivel calculada en el pendltimo tramo,
se estima la variacién del nivel aguas abajo y se repite el calculo hasta que las condiciones sean
comsistentes. Después de estos ajustes, se realizaron célculos por un periodo de 72 h; los valores
obtenidos para este instante se consideraron como condiciones iniciales para el calculo de transporte y
dispersion.

En la fig 4.5 se muestran también los hidrogramas obtenidos a /9.4 y 358.2 km aguas abajo de la
hidroeléctrica; en la fig 4.6 puede verse la variacién del nivel calculada en la primera seccion aguas arriba
y a 38.5 km. Noétese el efecto regulador del tramo.

La distribucién inicial de conceniraciones esti dada por laec 4.15con C, = 3.69 mg/l, x, = 8 580 m
y o, =900 m. Los célculos de dispersion se hicieron con un incremento de tiempo 4t = 200's, es decir,
cada dos calculos de la hidrodindmica. El filtro se aplicé cada 70 intervalos de tiempo.

Se hicieron varios calculos con distintos valores del coeficiente de dispersién. En el primer caso, F se
obtuvo en cada nudo v en cada instante con la ec 4.4 tomands K = 0.0033, resultando valores de F
entre 30 y 1000 n'/s. Vale la pena mencionar que si el coeficiente de dispersion se estima con el valor
K = 0.011 sugerido por Fischer, se obtienen valores de F tan grandes que la nube de contaminante es
total v rapidamente dispersada y practicamente desaparece.

En la fig 4.7 se muestran las concentraciones obtenidas después de /2 k de avance del contaminante; se
han inchuido resultados para valores del coeficiente F = 100y 150 m*/s; calculos con F = 200 m’/s
(no incluidos en la figura para no empastar mas curvas) dan practicamente los mismos resuitados gue los
obtenidos con coeficiente variable.
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Cuando en algin lugar se pudre la carroria, los buitres
vuelan en clrculos. Los vives atacan a los muertos por su
propio beneficio. Nada pierden con esto los muertos.
Salen ganando, tal vez, cuando de ellos alguien se sirve.
O por lo menos, asi parece si es que debemos considerar
esto en términos de ganar y perder.

' Tomds Merton

5. METODO DE COLOCACION DE CHEBYSHEV

Se presenta en este capitulo la forma de aplicar este método de colocacion para la solucién de una ecuacién
diferencial cuya solucién no es periédica. Se discuten los métodos de solucién de problemas de flujo
permanente. La discusion se aplica a resolver la ecuaci6n diferencial det flujo gradualmente variado.

Una ecuacién diferencial de primero o segundo grado puede escribirse como

2
d’u ,du . (5.1)

a
dx? dx

donde a v b son coeficientes y f es cualquier funcién; en los métodos de colocacion, se aproxima dicha
funcion y las derivadas de la ec 5.1 de manera que se puede establecer el siguiente sistema de ecuaciones:

LU=F (5.2)

donde U y F son vectores formados con los valores nodales de # y f (incluyendo las condiciones de
frontera) y L es una matriz (ver caps 2 y 3). En Boyd (1989) se presenta un c6digo para resolver
ecuaciones diferenciales de segundo orden basado en el método de colocacién de Chebyshev formando esta
matriz; en general dicha matriz es llena. Si por ejemplo se desea resolver el sistema por eliminacion de
Gauss, se requiere almacenar del orden de N° valoresy 2/3 N operaciones (donde N es el rango de
ia matriz); estas cifras corresponden a problemas en una dimensi6n, pero crecen radicalmente en el caso
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de dos o tres dimensiones. Por esta razon, se prefieren métodos iterativos en los que el namero de

operaciones es del orden de N log, N por iteracién y en los que se almacenan 2N valores.

La teoria de los métodos iterativos estd muy desarrollada [ver por ejemplo, Press er al (1987)]; se resumen
los principales resultados para los métodos espectrales. Se incluye el caso de funciones periddicas y no
periddicas.

5.1 Métodos iterativos

Existe gran cantidad de métodos; la idea es buscar los valores de U que satisfacen la ecuacion diferencial
con un error (o residuo) aceptable; sea U" un valor estimado de la solucidn de la ecuacion diferencial;
el residuo de la iteracién n es:

R"=F-LU" (5.3)
donde n indica las iteraciones. Si se emplea el método de Richardson, el siguiente valor de la solucién
seria:

Un'l - Ut WRE ’ ) wtt TT T e (5‘4)

donde  es un parametro de relajacién. El método iterativo es convergente si

[1-oAi<] (5.5)

donde 4 son los valores caracteristicos de la matriz L. A continuacién se discuten algunos casos tipicos
para problemas periodicos.

Si b = 0, todos lo valores caracteristicos son positivos y estan en elintervalo Ad,, =1 ¥y A, = N/4.
La condicién 5.5 implica entonces que 0 < « < &/ Ny, por tanto, es siempre menor de uno. El valor
optimo es

La tasa de convergencia del método puede medirse por el factor @ que es una medida del nimero de
iteraciones requeridas para reducir el error por un factor dado; en el caso delaec5.1con b=0, Q=
N°/4.

La parte més laboriosa de este procedimiento iterativo es la evaluacién de LU"; como ya se vio en el cap



46

2, al usar la TRF se realizan del orden de 5N log, N operaciones por iteracion.

Se logra mejorar la convergencia del método si se emplea lo que en optimizacion se llama la matriz de
precondicionamiento, H; la ec 5.4 se escribe como:

vl . g . wHIR® (5.7)

Para no calcular la matriz inversa, en general se resuelve el problema

H(U® - U%-wR® (5.8)

Existen varias formas de obtener esta matriz; se busca que tenga pocos elementos pero que acelere la
convergencia. En el método de Jacobi, H es la diagonal de Ia matriz del Jacobiano de la matriz L, J,,
y en Gauss-Seidel es la parte diagonal inferior de J,.

Un enfoque alternativo propuesto por Orzag es usar una aproximacion de diferencias finitas para la matriz
H. Paralaec 5.1 se usa la aproximacion de segundo orden
Ujq- 2 u;+u

J1
N -f, (5.9)

que produce una matriz tridiagonal. En el caso que enlaec 5.1 a = 0, es decir una ecuacién de primer
orden, se tienen mas dificuliades para lograr convergencia; de hecho, si se usa una diferencia centrada en
la matriz H, el método diverge. En este caso, existen varias alternativas; una de ellas es anular una parte
del espectro de frecuencias; en general se recomienda anular un tercio, es decir,

o= iku si |k|<N/3

y cero para los demas valores. Otro enfoque es usar diferencias descentradas, pero los valores caracteristi-
cos de H son nimeros complejos; finalmente, pueden usarse dos mallas: una para calcular espectralmente
la derivada y otra para en la que se define la funcion; estas mallas estdn desplazadas medio intervalo una
con respecto a la otra..

El caso de problemas no periédicos es mas complejo. En primer lugar en los términos de la matriz debe
tomarse en cuenta que la malla es no uniforme. Las expresiones para H pueden verse en Canuto er af
(1988). En general, se tiene la misma tasa de convergencia que para el caso periddico discutido arriba,
pero las matrices son mds llenas y dificiles de construir.
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Por 1a forma de la ec 5.7, las iteraciones pueden también plantearse como un problema de optimizacion
en el que se trata de minimizar el residuo por o que son muy convenientes los métodos de descenso.

Un enfoque alternativo es usar métodos multimallas; en este caso se itera con el meétodo de Richardson sin
precondicionamiento entre una malla gruesa y una mds fina. En pocas palabras, el algoritmo es el siguiente:
se itera en una malla fina de manera de reducir el residuo significativamente (del orden de tres iteraciones
es 1o mas comin); luego se cambia a la malla mas gruesa; aqui hay un proceso de interpoiacién de valores
entre cada malla (lo que suaviza la solucién). Se itera en la malla gruesa y luego se interpola para la malla
fina y se repite el ciclo. La interpolacion y el cambio de malla suaviza las altas frecuencias lograndose
mayor convergencia y estabilidad en las iteraciones. Una descripcion detallada sale del objetivo de este
trabajo; los métodos multimallas pueden verse en Wesseling (1992); en el caso de los métodos espectrales
ver Hussaini y Zang (1984) y Canuto ez al (1988).

5.2 Ecuacién del flujo gradualmente variado

Se propone resolver aqui la ecuacién del flujo gradualmente variado para un canal prismético de pendiente
pequefia; la ecuacion diferencial es:

dh so - Sf

P S (5.11)
dx 1-Fr?
donde
h tirante, en m
S, pendiente de la plantilla del canal
S pendiente de la linea del gradiente de energia
Fr mimero de Froude
Esta ecuacion se resuelve a partir de una condicién inicial en una seccion dada
h{x_) =h, (5.12)

Si el flujo es subcritico, la condici6n inicial se define aguas abajo y el célculo debe hacerse hacia aguas
arriba; si el flujo es supercritico, la condicién inicial se da aguas arriba y el calculo se hace hacia aguas
abajo. Es claro que en los perfiles de flujo graduaimente variado (que son la solucién de laec 5.11) no
hay periodicidad. Por ello, se emplea aqui el método de colocacién de Chebyshev. Se ha desarrollado un
algoritmo en que se itera en cada seccion, sin necesidad de trabajar con matrices.
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5.3 Procedimiento de solucién

Para evitar el problema de indeterminacion cuando el flujo es critico, 1a ec 5.11 se escribe como:

(1 aFTZ)-gg -5, -8, (5.13)

que tiene Ia formadelaec 5.1 con a = 0.

Antes de discutir el procedimiento de solucién, en la fig 5.1 se muestra la construccion de la malla de los
puntos Gauss-Lobato. Las coordenadas de dicha malla corresponden a las proyecciones en el eje horizontal
del angulo &, nétese que conforme & se acercaa 90°, la distancia entre puntos aumenta mientras que
para dngulos cercanos a cero o /80° la distancia entre puntos disminuye. Esta propiedad de la malla
Gauss-Lobato es en algunos casos muy ventajosa pues permite resolver con mayor densidad de puntos
cerca de las fronteras, como en zenas donde la ecuacién tiene mdis curvatura. Por ello, se emplea ia malla
del méiodo pero transformando a la distancia en que se desea calcular el perfil.

\ /

FIG 5.1 COORDENADAS DE LA MALLA GAUSS-LOBATO
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Se propone el siguiente procedimiento iterativo para resolver la ecuacion.
1) Se sugieren los valores iniciales; corresponden a los valores para n = J; aqui se obtienen como:
ht :hj“+sl_\xj (5.14)

j-1

donde s > I enelperfil M2 y s < -I enlos perfiles M1 y M3; 4x, es la distancia entre dos nudos
consecutivos.

2) En cada seccion, se calcula el lado derecho de la ecuacidn, es decir:

Fl=8,- sff‘j (5.15)
y el término
b= (1-Fr?) (5.16)

estos términos son funciones del tirante A.

3) Se calcula espectralimente la derivada, di/dx; Este célculo se hace con las ecs 3.335; se define el residuo

dh
Rj=bj(g)"5‘j (5.17)
7

4) El nuevo valor del tirante en cada nudo se obtiene con

b;'1= R - 0R A%, (5.18)

Para acelerar la convergencia se usa el método de Newton Raphson [Berezowsky y Jiménez (1993)] de
manera que el residuo se divide entre 1a derivada de la ecuacién de la energia valuada en el punto.

5) Dado que, como se vio en el subcap 5.1, los métodos iterativos tienen dificultades de convergencia en
ecuaciones diferenciales de primer orden, se suaviza la solucién con una interfase disipativa, Abbott (1979)

6) si no se cumple una tolerancia especificada, se regresa al paso 2 y se continua iterando.
Fl valor del pardametro de relajacién se obtuvo por prueba y error; En general funciona adecuadamente el

siguiente algoritmo para obtenerlo: si / < n < 3, w =1.2(n-I})exp(n); después de la quinta iteracion,
conserva el dltimo valor calculado. El valor de dicho pardmetro para n = / se escoge entre uno y dos.
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5.4 Aplicacion

Se tiene un canal con seccion trapezoidal, con ancho de plantilla de 20 m y un talud de 2; la pendiente de
plantilla es 0.001 y el coeficiente de rugosidad de Manning es 0.0I8. El gasto es de 200 mr'/s. Para estos
valores, ¢l tirante normal es 2.70 m y el tirante critico es 2.02 m.

Estos datos corresponden a los de los perfiles M de la aplicacién descrita en Berezowsky y Gomez (1936):
en esta publicacién se obtienen los perfiles con el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Perfil M!

El tirante aguas abajo es de 4.5 m; se analizan poco mas de 3300 m. Con el método de Runge-Kutta se
usaron 26 nudos a una distancia constante de 732 m; con el método de colocacién de Chebyshev se usaron

5 nudos; la distancia minima es de 25 m v la méxima de 20 m. Enla fig 5.2 pueden verse los perfiles
calculados. Existe una pequefia diferencia al principio del perfil, pero en general el resuitado es aceptable.

7
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S
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FIG 5.2 PERFIL M
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Perfil M2

Dado que este perfil inicia en el tirante critico, no es posible calcularlo resolviendo la ec 5.11 con el
método de Runge-Kutta pues el denominador se anula. En su lugar, se resolvio la ecuacién inversa:
dx 1 - Fr?

@ " 5 sl (5-19)
o £

es decir, se calculan las distancias a las que se tienen tirantes prefijados. El método de colocacion no tiene
problema con la ec 5.11 pues simplemente se anula en la frontera el lado izquierdo de la ecuacion.

Los calculos se hicieron en etapas; con Runge-Kutta se avanzé del tirante critico a un tirante de 2.0 m
con 48 valores; con Chebyshev se trabajé con 47 nudos en los primeros tres metros del perfil. En 1a fig
5.3 se comparan los perfiles en esa zona que es la de més curvatura; la concordancia es muy buena.

En una segunda etapa se continuaron los calculos hasta una distancia de 30 m (fig 5.4); en Runge-kutta se
tienen 49 valores, de un tirante de 2.10 m a uno de 2.27 m; con el método de colocacion se tomaron
también 49 nudos. Se nota una pequena diferencia al principio del perfil.

En la tercera etapa, con Runge-Kutta se emplea la ecuacién directa y se calcula de 30 a 330 m con 20
nudos; el método de colocacién se calcula con 23 nudos; en la fig 5.5 se muestra todo el perfil.
Globalmente, la concordancia es muy buena.

Perfil M3

El tirante inicial aguas arriba es 0.90 m. Con colocacion, el perfil se calcula en dos etapas; la primera de
100 m con 50 nudos y la segunda hasta llegar a 220 m con 33 nudos; los calculos con Runge-Kutta se
hicieron con 20 nudos en total (en una sola etapa). En la fig 5.6 puede verse el perfil; este caso es el que
mis dificultades presenté en cuanto a la convergencia del método de colocacién; de hecho, la parte mas
aguas bajo del perfil, se separa del calculado con Runge-Kutta.
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Toda gran verdad necesita ser criticada, no idolatrada
Nietzche

Hay quienes se cansan de saber y averiguar cosas que
después de sabidas y averiguadas no importan un ardite
al conocimiento ni a la memoria

Quijote, IT, XX22

6. CONCLUSIONES | USSR

En este trabajo se comprueba la bondad de los métodos espectrales para la solucion de algunas ecuaciones
diferenciales de la hidraulica. En general, con dichos métodos se obtienen resultados muy precisos;
ademas, si se usa la transformada rapida de Fourier, son elegantes y féciles de programar. Entre las
principales aportaciones de este trabajo estan:

Se muestra que es posible construir esquemas implicitos eficientes basados en métodos de colocacion -por
ejemplo, para resolver la ecuacion unidimensional del transporte y dispersién de especies- mucho més
precisos que los basados en diferencias finitas 0 con el método de las caracteristicas.

Se hace ver que la aparente rigidez de los métodos de colocacion al requerir espaciamiento entre nudos
prefijados se puede vencer empleando transformaciones a otros sistemas coordenados; sin embargo, si la
distribucién original de puntos es muy variable, la transformacion de coordenadas puede gemerar ruido
numérico. Se vio que es posible eliminar parte de este ruido con un filtro.

Al calcular espectralmente las derivadas, se obtiene la mAxima precisién posible para el mimero de puntos
de 1a malla empleada. Esto hace que los métodos de colocacion sean especialmente ttiles en aquellos casos
donde los procedimientos tradicionales, como diferencias finitas, no producen resultados satisfactorios;
por ejempla, son muy conocidas las dificultades de los métodos tradicionales en ¢l calculo de los {EIminos
convectivos. En la tesis se explora ampliamente este problema; se propone un esquema implicito para el
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calculo de conveccion pura y se demuestra su alta precisién al compararlo con los esquemas comiinmente

empleados.

Finalmente, se propone un algoritmo iterativo para resolver una ecuacion diferencial ordinaria, en este caso
la del flujo gradualmente variado. Los resultados obtenidos con el método de colocacién de Chebyshev son
muy satisfactorios. El algoritmo presentado puede generalizarse de manera de resolver problemas con
condiciones de frontera no periddicas en flujos no permanentes.

Por otro lado, se observa que los métodos de colocacién tienen gran potencial en el cdlculo de flujos
complejos o de detalle, como la modelacién de vortices, remolinos aguas abajo de obstaculos, zonas de
separacién, etc. En estos casos, dada la escala de los fenémenos por modelar, se requieren mailas muy
finas y esquemas de diferencias finitas de aito orden, pues el ruido numérico puede ser del mismo orden
de 1o que se quiere calcular. Dado que los métodos espectrales son muy precisos, seria posible empiear
mallas menos densas que con diferencias finitas (para el mismo grado de exactitud deseada), o bien con
técnicas multimallas: usar métodos espectrales en una malla gruesa y diferencias finitas en una densa.

Los métodos especirales también tienen desventajas. Su manejo de condiciones de frontera variables en el
tiempo y no peribdicas es bastante compiejo; conviene aclarar que la mayoria de las apiicaciones
reportadas, va sea en flujos permanentes, o no permanentes se hacen con condiciones de frontera constanies
(como el célculo de la evolucion de voértices aguas abajo de obstaculos) o muy alejadas de la zona de
cdlculo. Queda por explorar como vencer esta dificultad; se tienen los antecedentes empleados en
diferencias finitas: alargar el dominio de célculo hasta una zona donde las fronteras no afecten, o donde
suponer periodicidad no sea importante, suponer tramos falsos, fronteras de reflexion, eic.

Otra limitacién relativa de los métodos espectrales es que consumen mas recursos de memoria, pero sobre
todo de célculo que, por ejemplo, diferencias finitas; aunque la precision es muy alta, en algunos casos
pricticos no se justificaria la aplicacién de estos métodos. Sin embargo, como ya se comento, si serian
ventajosos para calcular los t#érminos que no son resueltos satisfactoriamente con diferencias finitas o
cuando se busca alta precisidon. Una propuesta de investigacion seria el uso de esquemas mixtos: diferencias
finitas y espectrales, pues ciertos términos se resuelven con un procedimiento y otros terninos con otro;
o bien, de diferencias finitas como predictor y el espectral como corrector, como puede verse por gjemple
en Taylor (1984).

El autor de este trabajo espera que la experiencia aqui vertida pueda ser de utilidad a los hidraulicos que
se dedican a modelacion numérica de fiujos. Al menos, se conformaria con intentar evitar que alguien que
entra al tema repita los errores cometidos y avanzar a partir de lo hecho.
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i APENDICE A. TRANSFORMADA DE FOURIER CONTINUA
A.1 DEFINICIONES

Se define la transformada de Fourier de fix) como

{"fix) e ™ ax (a.1)
2o -

Flk) -

donde k es la frecuencia, esto es, €l mimero de ciclos por unidad de x. Enla ec a.1 se relaciona f con una secuencia
de ntimeros complejos Hamados la transformada de Fourier (continua) de f. 8i f{x) es una funcidn par. esto es, s1
ftx} = fi-x), la transformada inversa ¢z de nuevo la funcién original:

RN P ixk
£x) = ZHLf(k}e a8k (a.2)

Si f{x) es impar [esto es, si f{x} = -f(-x)], entonces dos aplicaciones sucesivas de la transformada de Fourier dan

Fx).

Conviene aclarar que existen otras definiciones equivalentes de la pareja de ecuaciones a.1 y a.2, segin donde se
incluya el factor 2w, por ejemplo:

Flk) = f‘f(x) e ™ gx {a.3)




£ix) - Elﬁf“f(k)e‘“dk (a.4)
o también

f(k) - f“f(x) o 12K gy (a.5)

f(x):f'f(k)enm"ka‘k (a.6)

Aqui escogemos la primera de estas definiciones (ecs a.1y a.2); si ffx) es continua y existe [a intepral de  f{x}|
de -~ a =, entonces ¢l teorema integral de Fourier se expresa comeo:

1 pu| 1 pe ixk ixk
£(x) = =1 [?]-I-'[Qf(x)e dx] e dk (a.7)

Si f(xj es discontinua pero dichas discontinuidades estan acotadas, la Integral de Fourler es igual al promedio de los
valores de 1a funcién a ambos lados de la discontinuidad, esto es, es igual a %/f(x ) +fx, .

rad

Toda funcién f{x) puede dividirse de manera dnica en la suma de dos funciones, una par y oira impar; mientras que
una funcién par es simétrica, esto es E{-x)= E(x), la impar es antisimétrica, 0 sea Of-x} = -Ofx). La parte par es
ia sama de la funcién mas su reflexion en el eje vertical

E(x) = TL£x) « £{-x)] (a.8)
mientras que la parte impar es la media de la funcion més su reflejo negativo

olx) - SI£{x) - £{-x)] (a.9)

La transformada coseno de f{x) es

-

= —;’Ef;f(x) cos {kx) dx {(a.10)

4

que es una funcion par, su transformada inversa es

£UIx) = _1~f'fccos {kx) dk (a.1ll)
240

La transformada seno s



£ - if"’..*."(:::).-s.ezz {kx) dx (a.1l2)
2o do

FJ

que es una funcidn impar; su ransformada inversa es

1 pe
£lx) - Efo £ sen {kx) dk {a.13)

La transformada de 1a funcién fix} puede obtenerse también como

fixy =£f_-3if (a.14)

c g

gue ¢s totaimente equivalente a la ec a. 1.

Se define como el espectro de energfa de f{x) al médulo al cuadrado de su transformada de Fourier; en general, se
grafica dicho médulo contra la frecuencia. No existe una relacion uno a uno entre f{x) y su espectro de energia: es
necesario tener, ademas del médulo de la transformada, una funcién del angulo de fase (que corresponde a su parte

compleja) para reconstruir la funcid;

n  Ffiv)
Lol ICCo 105 JiA).

A.2 TEOREMAS DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
a.l. Semejanza o similaridad. St fixy tenme por transformada de Fourier a  £(X),  emonces la

transformada de Fourier de flax) es —]:-l'-l-f {=y.
a

| o

Si se escala la abscisa de la funcién, la transformada no solo se contrae horizomtalemmnte (en la escala de la
frecuencia) sino que crece verticalmenie, de manera que el irea bajo la curva es constante.

a.2. Adicién. Si f{x) y gfx} tienen por traunsformada de Fourier a £ {ky v dg{k), respectivamente,

entonces la transformada de f(x) + g(x) es £(k)+ glk).

El teorema implica la linealidad de la transformada de Founer; una consecuencia del teorema de adicion es que

a f(x) tieme por transformada de Fouriera af (k) .
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a.3 Desplazamiento. Si f(x) tiene por transformada de Fourier a £(k), entonces la transformada de fix-a)

resulta ser e 2TiaK £py

Si se desplaza una funcién en la direccion positiva del gje x por una cantidad @, sus componentes de Fourer no
cambian en amplitud; Guicamente en la fase.

a.4 . Convolucion. Sean dos funciones f{x) y g(x); su convoluci6n resulta en la funcién k(x} definida como:

hix) = f‘f(u)g(x-u) du (a.23)
Para simplificar la notacién la convolucién se abrevia aqui como hAfx)= flx)*g(x).

Si ffx) y &gfx) tienen por transformada de Fourier a fiky y &{k), respectivaments, entonces la

transformada de fixj* g{x) es £(k) Glky; estoes, la convolucion de dos funciones significa el producto de sus

transformadas.
a.5. Autocorrelacién. Si f(x) tiene por transformada de Fourier a £lk), ysea f(x) el conjugado compiejo

de f{x); entonces su funcién the autocorrelacion Fx) oL {-x) = [ £°(u) £(u+X) du ticne por
-0 p

transformada a | £ (k) |2.

a.6. Derivada. Si f{x) tiene por transformada de Fourier a £(k), entonces la transformada de f{x)’ es igual

a 2mikflky. La nésimaderivadaes (2mik}? £lky.
Dado que para obtener la derivada de una funcion se muliplica su transformada por 2z ik, en esta se resaltan las aitas

frecuencias, se atertian las bajas v se cancelan las componentes con frecuencia nula.

a.7. Derivada de la convolucion.

—éi-[f(x)-g(x)] o F{xYaglx) - £{x)eg’(x)}
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a.8. Teorema de Raleigh. Lla integral del médulo al cuadrado de ung funcitn es tpual a la integral del modulo 4l
cuadrado de su espectro de energfa, esto es:

f_" LF (%) |2dx - j:lf(k)lzdk (a.15)

Equivale al teorema (comunmente llamado identidad) de Parseval en series de Fourier.

A.3 SERJES DE FOURIER

Para los fines de los métodos espectrales, sea una funcién u integrable en el intervalo (0,2#7), que va a ser la
variable de la ecuacién diferencial a resolver; se definen los coeficientes de Fourier (ver ec a. 1) como:

N 1 p2
uk- f nu(}ﬂ e-\.kadx (a.ls)
2II 40
donde “ﬁx son los coeficientes de Fourier. La serie de Fourier de una funcién u se define como:
Su-=y, d e {a.17)
o

Dado que en la préctica no es posible calcular Ia suma hasta los limites de Ia serie definidos en esta ecuacién, en su
lugar se emplea el siguiente polinomio trigonométrico:

w/2-1
P, ulx) = x§2 afke““ (a.18)

que converge a Su conforme N dende a infinito. Puede demostrase que: @) si u es periddica, continua v varia de
mariera acotada en el intervalo f0,2z], entonces la serie Su converge de manera uniforme a u; ) si 4 0o es con-
tinua pero su variacion en el intervalo estd acotada, entonces P, ufx) converge puntualmente a  (ufx, )} +ulx)) /2
para cualquier x en el intervale (ver definicién de integral de Fourier, ec a.7); ¢) si u es contnua y periddica,
su serie de Fourier no necesariamente converge en todos los puntos del intervalo

A pesar de la restriccién del inciso (c) de que no es posible demostrar la convergencia de la setie en todos los punios
del intervalo, si es posible definir la convergencia para la norma L% As, se dice que la serie Sk converge a u si

f:n|u{x) -P u{x) fzdx ~ D, {a.19)

conforme N - e por otro lado, teniendo en cuenta la identidad de Parseval {ver teorema de Raleigh, ec a.15)

||u[]2=2ni |4, 12 (a.20)
Kuac
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es posible deducir que

u-2_uj?=2n d 1?
| 2-P, Eklgms A (a.21)

Ademas, st u es suficientemente suave, entonces

max |u{x)-P ulx)|s F
Oszs‘:ml ¥ | ]khzmgi }‘! {a.22)

de donde se deduce que el tamafio del error al reemplazar u con su serie de Fourier truncada en el grado N depende
de que tan rapido decaen (o dicho de otra manera, tienden a cero) 1os coeficientes de Fourier. Esto a su vez depende
de la periodicidad y regularidad de u en el intervalo. Asf, si u tiene derivadas continuas en el intervalo (y se
exceptia k=o0), entonces

2md, - f*ux) e dx

--fl—[r.z(ZII_)-u(O)]«-_i [#u’(x) e ¥ dx {(a.23)
ix N irxdo

de donde se obtiene que

~ -1
u, = c{x ™}

Es posible probar que si u €s m veces continuamente diferenciable en (0, 2x], (m=2l} y sila derivada j-€sima de
u, u¥, esasu vez periédica paratoda j<m-2, entonces

q, - o(k™ k3l %2,... (a.24)

esto es, el k-ésimo coeficiente de Fourier de una funcidén que es infinitamente diferenciable con todas sus derivadas
peri6dicas en el intervalo decae mas répido que cualquier poterncia negatva de k. Por otro lado, aunque este resultado
es muy importante, no dice nada con relacién a los errores en la aproximacion de la funcidmn; si la serie tiene una tasa
finita de decaimiento, esta opera a partir de cierto k, Si se trunca la serie debajo de este valor, la aproximacion seria
pobre. Esto es valide para cualquier funcidn: adn para aquellas infinitamente diferenciables, hay un componene de
Fourier minimo aceptable, &, debajo del cual, la aproximacion con la serie seria inadecuada.

El error entre # v su serie de Fourler de orden N, segin los estimadores dados en las relaciones a.21 y a 22. decae
més que algebricamente con I/N cuando u y todas sus derivadas son infinitamente suaves y periddicas A est
propiedad se le conoce como precisién espectral o convergencia exponencial.

A.4 DERIVACION DE LA SERIE DE FOURIER

A partir del teorema 2.6, la serie de la derivada de u es:
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su' = E ikigeikx (a.25)
Fomw

Puede demostrase que

(2}’ = B u’ (a.26)

es decir, la derivada de la serie truncada es igual a la serie truncada de la derivadade # (o dicho de otra forma, estas
OPeraciones sol conmutativasy.

A.5 REFERENCIAS
Bracewell, R.N. (1986), The Fourier transform and its applications, (2a ed) Mc Graw Hill, EUA.
Canuto, C. , Hussaini, M. Y., Quarteroni, A y Zang, Th., A., (1988), Spectral methods in fluid dynamics, Springer

Verlag, Berlin
Hannz, J.R. y Rowland, J.H. (1990), Fourier series, transforms, and boundary value problems (2a ed), Wiley, EUA.
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APENDICE B. POLINOMIOS ORTOGONALES

Ademids de las series de Fourier, una funcién puede representarse también con polinomios; aquf se discuten
los polinomios ortogonales que son los mds empleados en los métodos de colocacion; esto es debido a que
la propiedad de ortogonalidad obliga a que se respete la funcién original en los puntos de colocacién. Los
principales polinomios ortogonales son los de Legrenge, Chebyshev y Jacobi. Esta discusién se resume de
Canuto er al (1988) v Boyd (1989).

B.1 ORTOGONALIDAD

Se dice que un conjunto de funciones base son ortogonales con respecto al producto interior si

1 m=n
{¢m: ¢n) - Em - (b.1)

8] m# n

Sea (p.), k=0,1,.. unsistema de polinomios de grado & < N que son ortogonales en el intervalo /-1,1]
con respecto a una funcién de peso w; se define el sistema de polinomios ortogonales como aquel que

cumple que

fipkix)pmix)w(x)dx-ﬁ 51 m=#k (b.2)



6%

El peso wi{x) se introduce de manera de forzar la integral b.2
B.2 SERIE

La serie de una funcién u en el intervalo /-71,1], en término del sistema de polinomios (p,) es

su-3 ip, (b.3)
k=0
donde
o - 1 2flu{x)pk(x):«r(x) dx (b.4)
Ipd°°?

son los coeficientes de la expansion de la serie; la serie truncada correspondiente hasta el término N seria

N
PNu=kZ-01fkpk (b.5)

Siguiendo los argumentos del Apéndice A puede demostrarse que la serie truncada es convergente, es
decir, que conforme N - «

{ u-Pu] -0 (b.6)

B.3 INTEGRACION NUMERICA. CUADRATURA

Se discute la relacién entre los polinomios ortogonales y las férmulas pertinentes de integracion numérica.
Los puntos de colocacion, es decir las abscisas para la integracion se dan en el cap 3.1

La férmula de integracién de Gauss es de las més empleadas y puede verse en cualquier texto de métodos

numeéricos [por ejemplo, Press er al (1987)]. Sean x,...x, las N+I raices del polinomio ortogonal p,,;
y sea la variable w la solucién del siguiente sistema lineal de ecuaciones

E(x.)kwj=flka(x) dx (b.7)

ESTE TESIS ®5 pEgg
SAUR BE 12 5i8LI0TECA



reemplazada por la suma, esto es

N
Y, pix) wi= [1etx) wix) ax (b.8)

Los puntos de colocacién x, estdn todos en el interior del intervalo; excluyen los limres del intervalo.
Otras férmulas de integracién incluyen las fronteras; los resultados para otras formulas de integracién son
{Canuto et al (1988)]:

Gauss-Radau: se incluye la frontera izquierda (o la derecha). La ecuacién b.8 es vilida pero ahora en la
malla definida por las N+ raices del polinomio ortogonal definido como

glx) = Py, (%) + ap,(x) (b.9)

donde a = py, ,/py. de manera de que g(-I) = 0

Gauss-Lobato: se incluyen las dos fronteras. La malla se define para el polinomio

q(x) = py.(x) + ap,{x) » bp,. (x) (b.10)

donde @ y b seescogende manera de que g(-I)} = g{I}) = 0.
REFERENCIAS
Boyd, JP (1989), Chebyshev & Fourier Spectral Methods, Springer-Verlag, Berlin.

Canuto, C, Hussaini, MY, Quarteroni, A y Zang, TA (1988), Spectral Methods in fluid dynamics.
Springer-Verlag, Berlin.
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APENDICE C. TERMINOS FUENTE O SUMIDERO EN LA ECUACION DE TRANSPORTE

La discusion siguiente se resume de Berezowsky (1993). Se hace notar que dado que en la ec 4.5 aparece
el 4rea de seccibn, el érmino S debe expresarse en unidades de concentracién por [L%/T).

6.1 Materiales conservativos

Distintas sustancias son conservativas, por 1o que no tienen ni decaimiento ni crecimiento propios. Un
ejemplo de este tipo de sustancias es la salinidad. En estos casos, el dltimo término de la ec 4.5 es nulo.

6.2 Balance térmico agua-atmoésfera
La ecuacién de transporte y dispersion unidimensional de especies del cap 4 puede emplearse también para

determinar la evolucion de la temperatura en un cuerpo de agua. La temperatura y la concentracién de
calor se relacionan con la siguiente expresion:

C=-pC, (T-T,) {c.1)

donde:
P densidad del agua, en kg/m’
G, calor especifico del agua, en J/kg °C
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T temperatura del agua, en °C

T, temperatura de referencia del agua, en °C

En el rango de temperaturas que se encuentran en rios y embalses p y C. se consideran constantes, por
lo que si solo se trabaja la ec 4.5 con temperaturas, es indisdinto escribirla con las variables C 6 7.

Se sabe que un cuerpo de agua modifica su temperatura debido a que continuamente recibe energia
(basicamente def sol y del ambiente) y pierde energia por efectos de radiacién, evaporacién y conduccién.
Este tema esta bastante estudiado y sale del objetivo de este Apéndice. Aqui se presentan las ecuaciones
necesarias para incluir el efecto de dicho balance en la prediccion de cambios de temperatura en rios. Se
supone que el rio es somero y bien mezclado por o que toda la seccién transversal tiene la misma
temperatuta y no hay estratificacion,

Al establecer un balance de energia agua-atmdsfera [ver Lara er af (1986), Hiriart y Pereyra (1980)], se
obtiene que el flujo neto de calor en la interfase aire-agua esta dado por:

Dp= Pog; * Purn - (q)agua L ®oon! {c.2)

donde
&y fiujo neto de calor
Boi radiacién de onda corta recibida del Sol
¢.m  radiacién de onda larga recibida del Sol
Puue  Fadiacion de onda larga emitida por el agua
P calor perdido por evaporacién
#.n  calor perdido por conduccidn atmdsfera-agua

Todos los términos tienen unidades de potencia calérica por unidad de superficie del agua expuesta a la
atmosfera, expresada por ejemplo en W/m’ [o lo que es lo mismo, en J/(s m%)]. Una discusién detallada
del calculo de los términos de las ecs ¢.2 y ¢.3 puede verse en Lara er al (1986). Aqui se incluyen las
ecuaciones de estos autores y las de Dolz y Puertas (1990).

La radiacién de onda corta recibida del Sol depende de la latitud del lugar y época del afio. Puede
obtenerse a partir de mediciones o con férmulas empiricas; por ello, es en general un dato. Debe tenerse
en cuenta que no toda la energia recibida en un dispositivo de medicién es recibida por el agua pues en
funcion del angulo de incidencia de los rayos solares, parte de la energia es reflejada por el agua; se estima
del orden de 6 por ciento de pérdida por reflexién.

La radiacién de onda larga recibida del sol se determina como:
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¢, -5.114x1017 (7, . 273)° (c.3)

donde T, es la temperatura del aire, en grados centigrados; en caso de que la nubosidad sea importante
es necesario multiplicar al valor dado porlaece.3por N=1 + 0.17 C, donde C es la fracci6n de cielo
cubierto por las nubes.

La radiacion de onda larga emitida por el agua es de los términos més importantes en el balance de enetgia;
se determina a partir de la ley de Stefan-Boltzmann:

®pgus = 5-49%107° (T - 273)° (c.4)

donde T es la temperatura en la superficie del agua, en grados centigrados.

Para determinar el calor perdido por evaporacion, Dolz y Puertas presentan la siguiente expresion:

q)eva =1.49 (es - ed) uw0-76 (C.S)

donde

€

8 presién (tension) de vapor de saturacion del aire a la temperatura del agua, en mm de Hg:

e -25.4(0.00738 T, - 0.8072)° (c.6)
e, presion de vapor del aire, en mm de Hg
u, velocidad del viento en m/s

La velocidad del viento se mide en general a /0 m de altura.

El calor intercambiado por conducci6n o conveccion se obtiene como:

0.76
G, = 0-6917 (T5- T, u, {c.7)

por lo que el agua gana energia si T, > T, y viceversa.



Conviene hacer notar que ni en ¢, nien ¢,, aparece la temperatura del agua (estos términos dependen
del aspectos meteoroldgicos, de la hora del dia, etc); sus valores son, por tanto, independientes del cilculo
de la variacion de la temperatura en el rio.

Finalmente, el término sumidero § en la ec 4.5 queda en este caso como:

{c.8)

donde B es el ancho de la superficie libre.

¢.3 Decaimiento de primer orden

Muchas sustancias, como las concentracién de coliformes en agua, tienen lo que se conoce como
decaimiento de primer orden, Fischer ef al (1979). En este caso, el ltimo término sumidero tendria la
forma . —_

5=-2k¢C {c.9)

donde % es un coeficiente de decaimiento de primer orden, con unidades [T] . El coeficiente % toma
valores entre S5xJ07 y 5x10° 57, ver Brown y Barnwell (1987). En sentido estricto, este coeficiente
depende de la temperatura. En el modelo QUALZE se sugiere la siguiente correccion por temperatura:

{T-20)
k.- k,» (c.10)

donde k,, es el valor del coeficiente a 20 ° C, que tendria los valores dados en el parrafo anterior; k; es
el valor del coeficiente a la temperatura local, 7 (en °C); « es un coeficiente empirico. En dicho modelo
se sugiere el valor @ = 1.045.

En la mayoria de los modelos matematico se considera la ec ¢.10 sin correccién por temperatura. Para
incluir la correccién por temperatura seria necesario calcular simultdneamente la variacion de temperatura

y el decaimiento de primer orden.

Se hace ver que en el caso ideal de que el area de seccion transversal, el caudal en el rio y la descarga de
contaminante sean constantes, v el coeficiente de dispersién longitudinal sea muy pequefio o despreciable,



al considerar la ec c.10 en la ec 4.? se obtiene la solucién analitica siguiente:

¢+ 2 exp () (e.11)

donde M es la masa de contaminante descargado al rio, por unidad de tiempo.
¢.4 Oftras sustancias

Existen muchos casos posibles por analizar. Son ejemplos los ciclos de aigas, del nitrégeno, del fésforo,
oxigeno disuelto, etc. Como puede verse €n el modelo QUAL2E [Brown y Barnwell (1987)], en general
en estos ciclos es necesario considerar varias ecuaciones simuitaneas.
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APENDICE D. MEDIDAS DE ERROR DE METODOS NUMSRICOS DE LA SCUACION DE
TRANSPORTE Y DISPERSION.

Sean las siguientes wvariables:

m{t) masa total; equivale al &rea bajo la curva de la distribucidn
y se obtiene a partir de la solucidn analitica

= (x, t) concentracién en el punto x al tiempo £, obtenida a partir de
la solucidén analitica

CP(x, t) concentracién en el puntoe x al tiempo t, obtenida con el
método numérico

U velocidad media

dominioc de integracién en X
Se definen las siguientes medidas de error (Baptista et al, 1988):

1. Norma discreta del error L-2 (adimenionalizada con la masa total):
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1/2
¢, () - - {( > [c;”m-cex(xi,t)f) } (d.1)
m{t) i

Es una medida discreta del error global de la solucidn numérica; debe

valer cero.

2. Error en la concentracidn de pico (adimensionalizada con la concentra-

cién en el pico de la solucién analitica):

CEX(t)_CRU(t)
g{t)= —— === (d.2)
Pt (£)

max

Es unz medida del amortiguamiento del mé&todo numérico; debe wvaler cero.

3. Valor absoluto maximo negativo del método numérico (adimensionalizado

con la concentracién en el pico de la solucién analitica):

Cnu {t)
Y(t) =« |—2E229 (d.3)
CEX (t}

max

Es una medida puntual de las oscilaciones espurias (wiggles) de la

solucidén numérica; debe valer cero.

4. Error en la posicién de la concentracidén de pico (adimensionalizada

con la distancia exacta de viaje del pico):

E(t) - max max (d_4)

Mide puntualmente el desplazamiento o fase de la solucidn numérica; debe

valer cero.

5. Momento de orden cero del perfil de concentraciones (adimensionalizado



con el valor exacto, es decir, con la masa total) :

1 nu
p (€)= s fnc (x,t} dx (d.5)

Es una medida integral de la conservacién de masa; debe valer uno.

€. Sea el valor esperado (primer momento} de la distribucién en un

instante dadoc:

1

E{C,t) =
m{t)

fo xC(x,t) dx (d.6)

El error en el primer momento del perfil de concentraciones (adimensiona-

lizado con la distancia exacta de viaije):

E®*(C, eY-E™(C, &)
it

(d.7)

B lE) -

Es una medida integral del error de faze de la solucidn numérica; debe

valer cero,.

7. Segundo momento del perfil de concentraciones (adimensionalizado con

el valor de la solucidén analitica):

fﬁ[x—E““(c, £}12 CR3(x, t) dx

(C, £} = {d.g8)
fQ[x-Ee"(C, £Y1% C®(x, £) dx

n

XX

Es una medida integral de la dispersién de la solucién numérica; debe

valer uno.
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