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Introduccién.

El objetivo de este trabajo es desarrollar las bases, tanto en un sentido tedrico como com-
putacional, para poder llevar a cabo simulaciones del crecimiento econdmico tomando como
punto de referencia el concepto de equilibrios a corto plazo basado en el articulo: “Desarrollo
Econémico y Equilibrios a Corto Plazo” elaborado por el M. en C. Sergio Herndndez Castafieda.

El modelo tedrico que aqui se considera consta de 2 componentes principales, la primera es la
definicién de un concepto matematico al cual lamaremos economia y que ademads, para términos
de simplificacién del andlisis, supondremos que los elementos que lo conforman no cambian a
traves del tiempo, y la otra es la consideracién de una gama de situaciones posibles en la cual
se puede encontrar dicha economfa, donde a cada una de estas posibilidades le lamaremos un
estadio de la economfa que pse supone que cambia a través del tiempo.

Por ende, el objeto de este trabajo es analizar c6mo es que pueden variar los diferentes
estadios de la economfa y el impacto que esto ocasiona en su crecimiento. Para ello, se supone
que, para un periodo dado, la economia se encuentra en un estadio donde la oferta y la demanda
se forman para dicho periodo e interactian para dar como resultado equilibrios a corto plazo
que determinarén las condiciones bajo las cuales la economfa pasar4 al estadio siguiente.

Bajo estas suposiciones, se elaboraron una serie de programas computacionales en Visual
Basic, con el fin de obtener esquemas numéricos que nos permitan advertir cuantitativamente
el crecimiento econémico mediante el paso de un estadio a otro.

En el capftulo I, se empezaré por definir una economtfa € como un sistema que estd formado
por un conjunto de bienes y servicios y un conjunto de ciudadanos, caracterizados cada uno
por su relacién de preferencia, su tecnologfa, su método de estimacion de precios ¥ un vector
de capacidad de trabajo. Asimismo, en este capftulo se define mateméaticamente lo que para
este trabajo se entenderd como un estadio para dicha economfa.

Posteriormente, en el capftulo II, en base a la definicién planteada, nos restringimos a una
clase particular de economfa £*, con la construccién de un caso particular, en donde suponemos
que cada ciudadanc contaré con una relacion de preferencia de Bernoutli, una tecnologia del
tipo Cobb-Douglas y un método de estimacidn de precios establecido, para determinar las
condiciones de oferta y demanda que imperardn en cada uno de los estadios de la economfa, de

lo cual se ocupard el capftulo IIL




5 Primero, con un ané.lisis microecondémico, mediante el establecimiento de un sistema inicial
de precios se estudia el comportamiento de la oferta y la demanda _'de manera individual para
cada ciudadano, determindndose el plan de accién 6ptimo como resuttado del cusl, cada ciu-

Oda:dano tendrd un plan de produccién, una demanda proyectada para el consumo actual, una
demanda proyectada para el consumo del periodo siguiente y una forma de dividir su riqueza
eri, Sonsumo e inversién todo de manera dptima, para que, después, a nivel macroecondmico, se
tenga unccomportamiento de manera conjunta con una oferta total que entra en conflicto con
una demanda total, provocando una transformacidn constante en el sistema de precios, es decir,
esta pr;Blemétic,a.\'ha dado paso a una dindmica de precios que serd -analizada en el capitulo
siguienct‘ae. o T 0

Es en el capitulo IV donde se definen los equilibrios a corto plazo y se demuestra su
existencia y unicidad para el caso particular de la economfa €* que hemos estudiado. Ademds,
se da una caracterizacién de dichos equilibrios {para su cdlculo); posteriormente, se muestra
la equivalencia que hay entre los equilibrios a corto plazo en el sentido econdmico con los
equilibr(i:)s desde el punto de vista de la teorfa de las ecuaciones diferenciales, para demostrar
que los equilibrios a corto plazo son asintética y globlalmente estables cuando nos basamos en
una variante del modelo Walrasiano de la dindmica econdmica.

Dichas propiedades de los equilibrios a corto plazo dan como resultado que cada ciudadano
con su plande accién éptimo, pueda llevar a cabo todos sus movimientos y transacciones con
base en el sistema de precios de equilibrio, donde, por un lado, la oferta y la demanda total
han sido igualadas, y por el otro, cada ciudadano ha cubierto sus requerimientos de consumo,
por lo que se han determinado los acervos y condiciones con las que cada uno reaparecera en el
estadio siguiente de la economia.

Finalmente, estas ideas son resumidas en el ca.bftulo V mediante una definicién que establece
las condiciones bajo las cuales se da la transicién entre un estadio y otro, dicha definicidn es el
punto de partida para la elaboracién de la simulacion.

En éste capitulo, se da una descripcién sobre los supuestos hechos para la stmulacion 12 cual
estd dividida en 3 partes.

En la primera parte, se definen los pardmetros de entrada, es decir, los elementos iniciales

que conformaran a la economfa y con los cuales empezard la simulacién.




Una vez definidos los pardmetros, la segunda parte se encarga de la optimizacién individual
de cada ciudadano para obtener el plan de accidn dptimo y, por ultimo, en la tercera parte, la
simulacién determina el sistema de precios de eguilibrio con el que finalmente se llevaran a cabo
todos los movimientos y transacciones de cada ciudadano y asi poder conocer las condiciones
con las que se pasa al estadio siguiente, es decir, se determinan los acervos producidos por

cada ciudadano con los que reaparecerd el periodo siguiente teniendo como salida los diferentes

estadios de la economfa.
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I .-Definiciones Bisicas.

Como primer paso, en este capftulo definiremos los elementos bésicos necesarios que con-
formardn una Economfa.

1. — Relaciones de Preferencia.

Definicién 1.1

Sea x‘un conjunto cualquiera .

St; “ £ ™ una relacién binaria definida en x.

“ %" es une relacidn de preferencia si “ < 7 es un preorden completo, es

Decimos que,
decir, si cumple c.on P

i)Vzex, TSz

#)Vz,yz€x,5izxy, y<zentonces y<z

i) Vr,y€yx,ocurreque, dbienz gy, 6 y<gx

Con base en la relacién “ < ", definimos una segunda relacion binaria “ <™ en x como :

Yz,yex
z <y siysélosi z gy peroy < T no es vilida.

Propesicién 1.1
Sea y un conjunto cualquiera.
Sea “ %™ una relocidn de preferencia definida en .

Entonces la relacién ™ = ” definida en Y, inducida por * £ ™ de la siguiente forma :

raysiysSlosicgyyy<z

es una relacidn de egquivalencia.

Demostracidn.

Para demostrar que la relacidn “ = * asf definida es de equivalencia, se tiene que demostrar
que cumple con las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

”

En efecto, la relacién “ = " es reflexiva ya que ¥ x € x , al ser < una relacién de preferencia
setienequer T yporlotantoz 5.

Para probar que es simétrica :




Sea z,y € yx, sin pérdida de generalidad supongamos que T = y, entonces por definicién de

la relacién = , se ticne que :

TRYSSILYYyYys

=S yIryrHy

= yxz

Por lo tanto la relacién = es simétrica.

Por 1iltimo, considérese z,y,2z € x , tal que T =y y y = z entonces tenemos que :
TRY—IXpyyse

ymre=m>ytzyzgy

Como < es una relacién de preferencia de lo anterior se tiene que :
FTFIyyyLzentonces r X z

z#yyyé:centbnoesz#y

implicando que x =z z. Entonces la relacién es transitiva.

Por lo tanto, al ser la relacidn “ == " reflexiva, simétrica y transitiva, la relacién es de
equivalencia.ll -

Supdngase que y C R".

Entonces decimos que “ = "es una relacion de preferencia continua si ademés de cumplir
con i),ii),14i) se satisface que :

i) ¥ T € y C R" los conjuntos
C={zex/z=sx}
C={zex/x<z}

Cy.Ca son cerrados en .

Para fines de este trabajo considérese x = R? con i = 2(m + 1), con m € N, y x cerrado
entonces se dice que “ < "es una relacidn de preferencia mondlona si ademds de cun‘lplir con

las condiciones anteriores se satisface que :

v)Vz,yEx:Ri(m“),sizgy ! entonces = < y.

!Nétese la diferencia conceptual entre lo denotado con * < "y con “ S ", pues la primera se refiere a la
relacién de preferencia aqui definida, mientras que 1a segunda se refiere a la relacién de "orden * de R™, es decir,

se define :

Yz,yeR"
Jz<ysixc<yiparatodai=1,2,...,n
ii)r<ysix; <yparai=12, . ,nyporlo menos existe j& {1,2,...,n} tal que ; < y;

7




Teorema de Debreu.?
Sea x CTR".
Entonces para toda relacién de preferencia definida en x, existe una funcién pu :y — R

continua tal que :
T Lysiysolosipu(z) S p(y)

Se define a la funcitén g como una funcidn de utilided para la relacidn de preferencia <.
= Proposicién 1.2

Sea x =R". .

Sea g una funcién u :x — R continua y < una relacién definida como :

Bl

zgysiysolosip(r) S p(y)

Entonces, = es una relacién de preferencia continua para x y la funcién j es una funcién
de utilidad para ésta.

Demostracién. - »

Para probar que =< €s una relacién de preferencia continua, necesitamos demostrar que
cumple con las propiedades i},ii), 65} y ¢u) enunciadas en la definicién 1.1.

La propiedad i) es inmediata pues como la funcién g tiene como contradominio los mimeros
rezles, ésto implica que para toda z € x , se tiene cl;ue p(z) € R, y como p({x) £ p (x) entonces
r<gz

Para la propiedad i)

Supongamos que T Xy Yy ¥ < 2, ¢on L,y, z € x entonces por definicidn se tiene que

z gysiystlosiu(z) £ p(y)

y < zsiysélosi p(y) < p(2)

entonces se tiene que p(z) S p () yporlotantoz < z .

Para la propiedad #ii)

Wi)zSysini<pparatodai=12..,n
*Debreu G. 1959.

Theory of Value.

New York, Wiley.




Debido a que el contradominio de 1a funcién g son los mimeros reales, para todo z,y € x
bajo la funcién g, se tiene que u(x),s{y) € R y en R se tiene que, & bien p(x) € ufy) 6 bien
u(y) S p{z) implicando pues que r < y 6 y < z, por lo tanto la propiedad i) se satisface.

Ahora bien, sea I € y y considérese el conjunto :

G={zex/z<z},

el cual por definicién es equivalente al conjunto

G ={z € x [/ pu@) £ p(z)}.

Observemos que el complemento del conjunto anterior

Ci={zex/u@)>p).

Por otro lado el conjunto

B={ ulz) R/ p() > pz) , () € R)

es un conjunto cerrado de R y como por hipétesis la funcién g es continua, la imagen inversa
del conjunto B es cerrado en x, pero la imagen inversa del conjunto B es el conjunto Cf, es
decir, u~!(B) = C§, entonces el conjunto C§ es cerrado en x y por lo tanto su complemento Cyes
un conjunto abierto de x. -

De manera ansloga el conjuntoCz = {z € x / £ < £} es cerrado, satisfaciéndose la propiedad
i) de la definicién 1.1.

Por lo tanto la relacién < definida como x < y si y s6lo si u(z) £ u (y) es una relacién de

preferencia continua definida en x. B

Ahora bien, si interpretamos al conjunto x como un conjunio de bienes y servicios y defini-
mos = como una relacién de preferencia en x, al tomar z , y € x (a los que llamaremos vectores
de bienes y servicios) dicha relacién de preferencia se puede interpretar como la preferencia que
algin ciudadano pueda “sentir” por alguno de estos vectores de bienes, esto es, sin pérdida de
.generalidad. si ocurre que z < y diremos que “el vector de bienes y servicios T es a lo mds tan
deseado como el vector de bienes y ", lo cual puede ser cuantificado gracias a la existencia de
una funcién u real valuada (funcidn de utilidad) estableciendo que dados z,y € x , si el vector
de bienes y servicios z es a lo més tan deseado como el vector de bienes y, es decir, £ g ¥
entonces bajo la funcién ocurre que u{z) £ u (y}, esto es, que la funcién de utilidad obtenida
por el vector de bienes y servicios x, es menor ¢ igual que la funcién de utilidad obtenida por

el vector de bienes y servicios y.




2.—Tecnologias.
Supéngase que en un sistema econdmico existen m tipos de bienes y servicios ademss de la
capacidad de tmbaja, entonces, un vector de bienes y servicios X € ]R"'+l serd de la forma :

o ,

‘ = (%g, Ty, T2, -n Tm),cON T; > 0, Vi=0,1,...m
- donde xg es la entrada correspondiente a la capacidad de trabajo.

Si se considera el par ordenado
(X,X) € x =R+ x R+ = RI™HY

este serd interpretado como un pian de consumo para cada ciudadano, donde el vector
X = (xg, %1, %2, ..., Tm) serd un plan de consumo para el dfa de hoy, y
X = (%9,%,%2, .., Trm) serd considerado un plan de consumo para el dfa de masiane.

Asimismo adicional al plan de consumo se definird un vector

a L

2{m
(U,V) € x = RA™H)

que se interpretard como un plan de produccién para cada ciudadano, donde el vector

U = (ug, 13, ug, ..., ttm ) serd el vector de entradas® y V = (vo,v1, 09, ..., Um )} serd el vector de
salidas obtenido del vector /.

Ahora bien, una vez definido un plaﬁ de consumo y un plan de produccién para cada
ciudadano, cabe mencionar que estos no son tinices ni mucho menocs los mismos, incluso dichos
planes estardn en funcidn de las condiciones y restricciones que puedan existir en el sistema
econdmico en cada periodo, asf como a las limitaciones que cada ciudadano pueda tener, por
ende, no es diffcil pensar que cada ciudadano, sélo podrd llevar a cabo aquellos planes de
produccion que su tecnologia le permita.

En este trabajo supondremos que cada ciudadano cuenta con una tecnologia determinada

de acuerdo a la siguiente definicién :

*Piénsese como lo que cada ciudadano tiene que “invertit™ de cada entrada del vector {/ para satisfacer sus
necesidades y asf obtener el vector V.
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Definicién 2.1

Sea y = Ri(nwl)

Una Tecnologia, es un conjunto T C x tal que cumple con las siguientes condiciones:

i) (0,0) eT.

es decir, el plan de produccién con entradas nulas perteniece al conjunto Tecnologfa.

i} Si (0, V) € T entonces V =0,

es decir, si el vector de entradas es el vector nulo, entonces el correspondiente vector de
salidas es ¢! vector nulo tambisn,

i) Sea (U, V) T

Si0 SU < U entonces (7, V) € T, anslogamente

Sid £V £V entonces V) erT.

Esto es, si se tiene que un plan de produccion (U, V) est4 dentro del conjunto Tecnelogia y
se tiene que el vector de entradas U es menor o igual a un vector {J (6 bien, que el vector de
salidas V' es mayor o igual a un vector V) entonces el plan de produccién correspondicnte al
vector [/ y el vector V también pertenece al conjunto Tecnologfa, 6 bien, que el nuevo vector de
entradas I puede inducir el mismo vector V (el plan de produccién correspondiente al vector
V' y el vector U también pertenece al conjunto Tecnologfa)

) Si (U,V) € Ty U < U entonces existe un vector ¥ con V < V tal que (U, V) eT.

v) Para toda U € RT*! el conjunto

V) ={VeRP/(UV)eT)

€s acotado.

vi} El conjunto T es cerrado.

vii) Sea (U,V) € T, sea {U™} una sucesién de R™" tal que lim,_.o, U" = U, entonces,
existe {V™} una sucesion de RTtal que limp_.oo V" = V y ademds (U™, V") € T para toda
nel.

Bésicamente al hablar de que (I, V) & T se puede interpretar como que el plan de produccion

(U, V) es téenicamente posible, es decir, es un plan de produccién que puede llevarse a calyo por

un ciudadano.

11




3. — Métodos de Estimacién de precios.

Pasemos ahora a definir lo que para este trabajo se entender4 como un método de estirnacion
de precios para cada ciudadano bajo un sistema econdémico.

Definicién 3.1

Un sistema de Precios P es un vector P € RT ~ {0} = R}

conP=(R,P,P,...Pn) , BeR, - {0} =R,

donde P; representa el precio por unidad del bien i existente en un sistema econémico.

Definicién 3.2 _

Sean P,P’' € RT}! sistemas de precios.

Decimos que P y P’ son sistemas de precios equivalentes (denotado por P~ P )

siexiste \€ER , A £ 0 tal que P' = \P

Proposicién 3.1

La relacién anterior ~ es una relacién de equivalencia definida en RT!.

Demostracion.

La relacién ~ es reflexiva pues V P € RT[existe A = 1 tal que P = AP y por lo tanto P ~ P.

La relacién ~ es simétrica, porque si se tiene que P y P’ son sistemas de precios equivalentes
entonces existe A€ R, A # 0 tal que]P' = AP si y solo si IP=; P, por lo tanto P ~ P,

También la relacién ~ es transitiva ya que

VPP P’ c RT}'tales que P~ P y P’ ~ P”, se tiene que

JA,A2€R, A\ #0parai=1,2 tal que

P =\P
P" - AQP’

donde sustituyendo la segunda igualdad en la primera se tiene :
P == A (MP) = (A1 do) P = AP

que por definicién implica que P ~ P".
Por lo tanto la relacién ~ es una relacién de equivalencia.
Debido a que el precio de cada bien existente en un sistema econdmico est4 regido por la

ley de la oferta y la demanda, los sistemas de precios estdn evolucionando periodo a periodo,

12



teniendo el ciudadano, en cierta forma, que establecer su mejor prondstico de los precios para
cl periodo siguiente y asi preveer lo que tendrd que gastar para satisfacer sus necesidades en
dicho periodo.

Definicién 3.3

Un métods de estimacion de precios es una sucesién infinita de funciones
MY = (MO, M' M2, M*, ..} tal que

i) M*: (R — R}Hes una funcién continua para toda & = 0,1,2, .
i)} Para todo (P°,P!', P2, P*) € (Rf_,"_’l)k+l y para toda A = (A%, A1, A%, A%) e RTH! se
tiene que :

M* (,\"PO,,\*PI,,FP?,...,A*E*) ~ M* (PO, P, P?, ... P¥)

donde P es el sistema de precios establecido en el periodo I, ¥ [ = 81,k Vk=0,12,..
4.—Economias y Estadios de una Economia.
De acuerdo a las definiciones anteriores pensemos que existen m tipos de bienes y servicios

¥ un nimero finito de ciudadanos y definamos lo que de aqui en adelante se entenderd por una

Economta .

Definicién 4.1

Sea x = Ri("“").

Una Economia ¢ es un sistema que esta formado por :

i) Un conjunto finito M, tal que M C N, con M = {0,1,2,...,m}, que llamaremos el
conjunto de bienes y servicios.

i) Un conjunto finito N, tal que NC N, con N = {1,2,...,n} que representars al conjunto
de ciudadanos. ’

i) Una relacidn de preferencia mondtona® definida en y para cada ciudadano, ésto es, se
define <“en y, ¥v € N.

iv) Una Tecnologta para cada ciudadano, es decir, se define T, Vv e N.

v} Un método de estimacion de precios para cada ciudadano MY, v e N.

A la cual nos referiremos simplemente como una relacidn de preferencia.
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vi) Un vector @€ R™!, tal que >0 , Vv € N, el cual representard la copacidad de

trebajo Scon la que contard dfa a dfa cada ciudadano, para lo cual se tiene que
Q"=v"¢

donde v € Ry, es la capacidad de trabajo y eg = (1,0,0,...,0).

Algunas veces se denotard una economfa como € = {M; N; (<, T, M*,&"),cn } para hacer
énfasis en todos los elementos que la. componen, pero algunas veces se abusard de la notacién
y usaremos solamente &.

Una vez definida la economia supéngase que se establece un sistema de precios inicial,
entonces se dard origen a la oferta y la demanda, por lo que dicho sistema de precios evolucionard
al transcurrir el tiempo, ésto es, los precios de los diferentes bienes y servicios cambiardn, no
es diffcil pensar que cada ciudadanc podrfa sentir algiin interés por conocer los sistemas de
precios iniciales que imperaren en periodos pasados, es por eso que supondremos que existe una
recopilacién de los sistemas de precios anteriores al periodo en curso, es decir, supondreros
que al finalizar cada periodo, el sistema de precio resultante fue registrado de tal forma que se
puede contar con la experiencia de dicha evolucién de los sistemas de precios en un determinado
" nimero de periodos.

Definicién 4.2

Definimos una k — historia de los sistemas de precios como una historia de los sistemas de
precios al transcurrir k periodos denotado con H* = (P0,P!,P?,...,P*~1), con Pe R

vi1=01,2..,k—1lconk=12,..

El conjunto vacio serd interpretado como una 0 — historia.

Definicién 4.3.

Sean Ht = (P0,P1,P2,. P*1) y L* = (Q°,Q',Q?,..,Q), dos k ~ historias con P,
QPeRTIWI=0,1,2,.. . k—lconk=12,..

Decimos que, H* y L¥son dos k — historias equivalentes (denotado por H¥ ~ L*} si y solo
siP~QVi=012_,k-leconk=12,..

% A nteriormente se habfa considerado a la capacidad de trabajo como parte del conjunto de bienes y servicios,
s6lo que éste bien no es un producto directo del trabajo humano. Para fines de este trabajo se supondrad que
la capacidad de trabajo se reproducird dia con dia en las mismas proporciones para cada ciudadno, es decir,
supondremos que la capacidad de trabajo es una fuente inagotable para cada ciudadano.
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Definicién 4.4.

Sea £ = {M;N; (%, T,M*,&") e } una economfa.

Un k-estadio E* para una economfs ¢ es un par [HY, ("), 5] donde:

H* es una k-historia que serd llamada la historia de los precios anteriores a EX, y

w” es un vector w’e€ RTH' |, Vv € N llamado el vector de acervos de cada ciudadano, es
decir, los recursos con los que cuenta el ciedadano en el estadio E*.

Andlogo a la definicién de economfa, algunas veces se denotar4 a un Estadio como

E* = [H*, (w”),cx] para hacer énfasis en sus elementos,

Bajo este contexto el objetivo de este trabajo es estudiar las condiciones de oferta y demanda
que se establecen en un -k-estadio E* para un caso particular de economia &* (el cual serd
expuesto en el capftulo siguiente) y para un periodo dado, para después establecer bajo qué
condiciones se puede pasar a un k+I-estadio E**!para el periodo siguiente, en funcién del

estadio anterior.
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I1.-Construccién de un caso particular de economia.
Para la construccién particular de una economia, a continuacion definiremos cada uno de
los elementos que la conformarén.
1. — Relacién de Preferencia de Bernoulli.
Seay = Ri("”'_‘)
Sean M, N €N tales que
M= {0,1,2,...,m} es el conjunto de bienes y servicios y
N = {0,1,2,...,n} es el conjunto de ciudadanos.
Definicién 1.1
Sea (X,X) € x con X = (20, %3, %m) ¥y X = (Z0,Z1,..,m) y sea p* : x — R una
funcién Vv € N con la regla de correspondencia :

“,,(X',-()z{ SmaalnT +p SR aling , si (X, X) > (0,0) }
—00

si{X,X) #(0,0)
En donde @Y, p* son interpretados como los pardmetros de consumo para el ciudadano + con
las propiedades sxgment.es :
Yoo =1lconal €Ry MieM, welN
0<p<1l,¥reN.
Definicién 1.2

Definimos la relacién <“en el conjunto x, Yv € N como :
(X.X) s (v\Y) <= p" (X, X) Ep (Y, Y)

Proposicién 1.1

La relacién =<*as{ definida en x es una relacién de preferencia mondtona para cada ciu-
dadano v € N y u¥ es una funcién de utilidad para ella, llamaclas respectivamente Relacidn de
Preferencia de Bernoulli y Funcidn de Utilidad de Bernoulti.

Demostracion.

La proposicién 1.1 del capftulo I nos asegura que la relacion de preferencia es continua, por
lo que sdlo resta demostrar que :

) Si (X, X) £ (Y, ¥) entonces (X, X) < (¥,¥)
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Sea (X,X) e R¥™V y (v,¥) € RZ™Y ta) que (X, X) S (Y. ¥) con
X= (IO|I11I2,-":Im) 1 X = ( viloiQ'-"'zm)
(

Y = (y()wyl'yz!"'lyﬂ'l) 1 ? = ﬁﬂlﬁlsgz:'"vym)

T Sy , TS vieM
— Inx; Siny; . InZ £ Ing; VieM

= yilgef lnz Sy Tpallny , pf YhgalinE S Ynoang: Vie M
== Yloal lmxi+p Yloalnz SY ool ny +p* Srpatlng,  Vie M

e (X, X)Su(V.Y)

— (X,X) <" (V,Y) y ademss (v.Y) =* (X, X) no es vdlida pues de serlo tendrfamos

quey; S T yqueg; S ; Vi € M lo cual serfa una contradiccién. Por dltimo ésto implica que
{X,X) < (Y,¥) y por lo tanto la relacién <*asf definida en y es una relacién de preferencia
mondétona. ll

2.—Tecnologia de Tipo Cobb — Douglas.

A continuacién definiremos una tecnologfa para cada ciudadano v € N
Definicién 2.1 (Funcidn de Produccitn).

Sea f:RT*! — R una funcién continua.

Decimos que f es una funcidn de produccidn si cumple que :

i) f(0)=0

i) Sea Y,Y € RT*, entonces si Y < ¥ se tiene que f(Y) < f{Y).
Definicidn 2.2 (Funcién de tipo C.obb-Dou,glas)

Seafi>0ya >0un vector , & € R':,‘“ s con & = (g, oy, g, ey Oyn)
Se define la funcion fg 5 de tipo C'abb—Dougia.s inducida por # y & como :
foa R SR

f5a(Y) = foa(Uo 1 ya s bm) = B U YT 457, sy = M2 By
Para esta definicién se hace la convencién de que 0° = |

Proposicién 2.1

La funcién de tipo Cobb-Douglas es una funcién de produccin.

La cual llamaremos Funcién de produccidn de tipo Cobb-Douglas.

Demostracidn.
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Para demostrar que fg s es una funcién de produccion, hay que probar que :

i) fpa(0)=0

ii) Para toda Y,Y € RT*!, entonces si ¥ £ Y se tiene que fz5 (Y) S fa (V).

Es evidente que la primera propiedad se cumple.

Con respecto a la segunda, sea Y,V € RT*! tal que Y £ ¥, entonces se tiene que

v S Vi=0,.,m

< Iny; Shnii ¥i=0,1,2,..m

comoa >0, a= (t{o,al.ag, ey Gm)

< o;lny; So;lng; ¥i=0,1,2,..,m
. e expminm S epilnli Vi =0,1,2,..,m

o= exp¥’ < expPih’ ¥i=0,1,2,...,m

Sy ST vi=0,1,2,.,m

=M,y S M2 5

= 2, By Sy BH"

== f3a(Y) £ fpa(Y)

Es decir, si Y £ ¥ se tiene que faa (Y) £ faa (V).

Por lo tanto la funcién de tipo Cobb-Douglas inducida por § y & es una funcién de
produccién.l

Proposicién 2.1

Seax=lllﬁ_("'+1) yrveN.

Sea f4; : R7*! — R una funcién de produccién de tipo Cobb-Douglas asociada a cada
ciudadano v.

Entonces el conjunto T” definido como :

T = {(U,v)ex/ Véfis’.a(U)""“}

es una Tecnologfe para cada ciudadano v.

Donde i* € M = {1,2,...,m} y es considerado como el bien producido por el ciudadano

“Esta quiere decir que haremos la suposicién de que cada cindadano es capaz de producir uno y sélo uno de
los bienes existentes en la economfia.
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¥y €, € el vector canénico de R™*! cuya i-8sima entrada es &, ; = { Ls=g }
0 sii®#j

Diremos que T" es una Tecnologia del tipo Cobb-Douglas que produce g, descrita por la
funcién de produccién fj , del tipo Cobb-Douglas.

Demostracidn.

Para demostrar que el conjunto T¥ es una tecnologia, es necesario demostrar que cumple
con las propiedades i)-vii} definidas en el capftulo 1.

i)

El vector (0,0) € T, pues 0 =V £ f3, (U)esr = f3 5 (D) e = 0.

i)

Sea (0,V) € T” entonces V < fg, (0)ex = 0 por lo tanto V £ 0, pero V € RT*+lesto es”
VzlporloqueV =0. Pon: fo tanto, si (0, V) € T entonces (0, V) € T*.

iii)

Sea (U,V) €T ysea U € R7* tal que 0 S U £ U entonces V £ f 5 (U) e

pero 0 £ U £ U entonces f 5 (U)ew S fj4 (U) e porlo tanto V £ fz, (U) e esto es
(U, vV)et”.

Ahora por otra parte supéngase que (U, V) e T ysea V € R:_""l tal que 0 £ ¥ £ V entonces
V £ f35(U)er pero 0SVEVentonees VSV E S5 a(U)ew por lo tanto Ve fhaU)ew
estoes (V) € T".

iv)

Demostremos ahora que para (U, V) € T y U < [ existe V tal que (7, V) e T“ con V < V.

Sea (U,V) € T" entonces V = f§, (U)ew. Sea U € RT*! tal que U/ < U entonces existe
ZeRmtlcon 2 >0talque U <U + Z £ U entonces V S fpaU)eiw S fa(U+2Z)ew £
fha(U)es porlotantosea V = fi (U + Z)ep el cual cumpleque V < Vy V S f5a{0)ew
por lo tanto (/,V) € T".

v)

Sea U € RT*! y definamos el conjunto
V(U) = {VeR}/ (U, V) e T}

y demostremos que este conjunto es acotado, es decir demostremos que existe I' € R con
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T > 0 tal que V() C Bp(0)”
Témese I' = | fia (U)l +1y V* € V{U) entonces V* £ f§ . (U) e por lo que
Wl S e @ree]| = | a0 el = | @) <| fa@)] +1 =T
entonces ||V*|| < T es decir V* & Br(0} y por lo tanto V(U) C Bp(().
vi)

Demostremos ahora que T“ es un conjunto cerrado.

<

Sea {(U/™,V™)} € T una sucesidn que pertenece al conjunto tecnologia tal que

limp_,o (U™, V™) = (U, V) y demostremos que (U, V) € TV,

Como (U™, V") € T¥ para toda n = 0,1,2, ... entonces V™ S fha(U™) e por lo que :

fimp 00 V™ £ liMnego 55 (U™) ew pero como limp—g (U™, V™) = (U V) ¥ f5 €5 una
funcion continua se tiene que V' < f7, (U) e~ por ende (U, V) € T y por lo tanto T es un
conjunto cerrado,

vii)

Por dltimo demostraremos que para cada (U, V) € T¥ y para cada sucesi6n

(U™} CRP*! tal que limp oo U™ = U

existe una sucesién {V} ¢ RTH tal que limp—.oo V™ = V y [(U™, V™)} C T

Sea (U,V} € T y sea {U™} C RT*! una sucesién tal que y limp_.o, U™ = U, entonces se

define la sucesién {V"} ¢ RT! como :

Vr=v4+ (f";"&(U") —fas (U)) er paran =012, ..

para lo cual se tiene que :

litn g0 V™ = limmco [V + (54 (U™) ~ 54 (1)) ew] =
=V + limpoo (fg‘& U™ - fia (U)) ew=V

y ademds como (U, V) € T

Ve =V ([ 0N - fa0)) e S f5a @ew + (f5a (U™ = fa(0)) eir = i (U™ ew

es decir V™ £ f5 5 (U) por lo que (U™, V™) € T*.

Y por lo tanto el conjunte T definido como :

En este caso Br() denota la bolz de radio T con centro en el origen.
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T ={(UV)ex/ V< [z, U)ew}
es una Tecnologia para cada ciudadano v R

Por otro lado, para cada fg 5 funcién de produccién de tipo Cobb-Douglas inducida por 8

y @, se define el coeficiente :

Sa=YToa

estableciéndose lo siguiente:

Definicién 2.3

Si S5 < 1 diremos que fg5 es sub Cobb-Douglas

Si S5 = 1 diremos que fg 5 es estriclamente Cobb-Douglas

Si Sa > 1 diremos que fp,5 es super Cobb-Douglas

3. — Método de Estimacién de precios.

Construyamos ahora un Método de Estimacidn de Precios con el que cada ciudadano con-
tard.

Sea H* = (P°,P!,P?,...,P*"!) una k — historia de los sistemas de precios donde P& R7}!,

represents el sistema de precios registrado en el periodo kcon k=1,2, ...

Observemos que :
P =(F3.P},...PR)

donde P7 es el precio por unidad del bien i correspondiente al periodo ¢

cont=0,12,..,m,q=012,..(k-1)yk=12,..

Ahora bien, el método de estimacion de precios a definirse tiene como objeto que, una
vez que se establezcan el sistema de precios que imperars en un determinado periodo, cada
ciudadano sea capaz de establecer su mejor prondstico para el sistema de precios que imperar4
para el periodo siguiente, pues como se verd mds adelante, cada ciudadano necesitard de ésto
para obtener un estimado de las ventas que podria esperar para el dfa de mafiana. Asimismo
cabe mencionar gue dicho método de estimacién de precios serd el mismo método de estimacién

para todos los ciudadanos.
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Definicién 3.1
P
Sea H* = (P°,P',P?,...,P*~') una k — historia de los sistemas de precios.
Sea P* el sistema de precios del periodo k.

Definimos la sucesion de funciones
MY = {MO MY M2 MF L
dontie para toda £k =0,1,2,..
M*® (HF ;.P* ) = M* (PO, P! P2, PRL ) = P*

Es decir, el sistema de precios que se estima para el periodo £+ 1, dados el precio del periodo
k y 1a historia de los sisternas de precios anteriores, es el sisterr.la de precios correspondiente al
periodo k.

Proposicién 3.1

La sucesién de funciones M¥ = { M%, M', M2, .., MFE, ..} definida anteriormente constituye
un método de estimacion de precios de acuerdo a la definicién 3.3 del capitulo 1.

Demostracion.

i) Observemos que por definicién cada elemento M* de la sucesién M” es una funcién lineal
por lo que M?* es continua para teda k =90, r2,..

#) Consideremos k un nimero fijo .

Sea (P, P, P2, ., P¥-1,P¥) € (R

Sea (A%, A1, A%,..., A% AF) e R

Ahora

M* (AOP0, AOP!, AZP?, . ARTIPE-T; AKPF) = AFpX

M* (FO.PV P2, . PF L Py =P*

Si tomamos A =;17‘_ tenemos que P* =X (WfP)

es decir

ME (PO, P P2, BRL PY) = X ME (0RO, A0P!, AZP2, ATkl AFP)

lo cual implica que

MF (OOP0 DOPL A2P2, | ARTIPECL ARPR) ~ MY (PO, P PR, L PR BE)

Por lo tanto son equivalentes.
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Ahora hagamos correr k =0, 1,2,... y tendremos que la sucesién de funciones

MY = {MO M' M2, M¥, .} es un método de estimacién de precios. |

Con base en los elementos definidos anteriormente se define :

Una Economita e* = {M;N; (=¥, T, M”,&@"),cn}

en donde :

="es una relacién de preferencia de Bernoulli para cada ciudadano

T es una tecnologie de tipo Cobb-Douglas para cada ciudadano

M® es un método de estimacién de precios .

@ es un vector de capacidad de trabajo para cada ciudadano de la forma & = 7" e

Una vez definido el caso particular de economfa £* a estudiar, nos enfocaremos ahora a
describir el comportamiento de los ciudadanos de manera individual y de conjunto, asf como
la evolucién de la oferta y la demanda establecida en el sistema econ6mico para cada periodo.
Es decir, una vez definidos los elementos con los que cada ciudadano contard, al cstablecerse
un sistema inicial de precios, se analizard c6mo es que se conforma su oferta y su demanda,
cuédnto debe producir y qué debe producir, c6mo y en qué debe asignar sus recursos y cmo es
que contrastan todas estas decisiones con las de los demaés ciudadanos.

A esta problemética estard dedicado el capitulo siguiente.
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I11.-Formacién de la oferta y la demanda.

Primero analizaremos el comportamiento de la oferta y la demanda para el caso de cada
ciudadano y después analizaremos el comportamiento en conjunto.

1. — Andlisis Microecondmico.

Sea Una Economia e * = {M; N;(#",T",M”,GJ")”GR}

en donde :

=<"es una relacidn de preferencia de Bernoulli para cada ciudadano

T" es una tecnologia de tipo Cobb-bouglas para cada ciudadano

MY es un método de estimacion de precios

¥ es un vecfor de capacidad de trabajo para cada ciudadanc de la forma &% = 4~ ¢

Sea E* = [H*, (w),cx] un k — estadio para la economfa ¢* con k =0,1,2, ...

donde H* es una k — historia de los precios y w” es el vector de acervos con el que cuenta
el ciudadano v en el periodo k.

Sea P un sistema de Precios con P = (P, Py, Py, ..., P) > 0

;Cual es el comportamiento del ciudadanc - ante el establecimiento de este sistema de
precios?®

En primer lugar el ciudadano i+ debe evaluar la cantidad de dinero con la que cuenta para

llevar acabo sus transacciones, para lo cual definimos :
=P w =3, Puw, Yee N

donde r” representar4 la riqueza del ciudadano v,

En segundo lugar cada ciudadano debe estimar las cotizaciones de precios que prevaleceran
para ¢l dia de mafiana de acuerdo a la historia de precios pasados y el sistema de precios
establecido en ese periodo mediante el método de estimacidn de precios con el que cuenta, esto
es, cada ciudadano debe obtener su mejor estimado para el sistema de precios P vigente para

el dfa de manana, por lo cual se define :

P = Mf(H* ,P)

"En primera instancia supondremos que la actitud que tendra cada ciudadano con respecto al sistema de
precios establecido sera segin el “Principio de la Competencia Perfecta ™, es decir, supondremos que v toma a
P como dado.
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Ahora bien, debido a las necesidades que cada ciudadano debe satisfacer, parte de su rigneza
debe destinarla a esto misino, es decir, a su consumo, asf como otra parte para la inversién,
pero, jqué cantidades deben ser estas para obtener un nivel 46ptimo?

Para ésto, sean C e I dos cantidades arbitrarias tales que (C , I) € R? donde :

C serd la cantidad destinada para el conseme de cada ciudadano.

I ser4 la cantidad destinada para la inversidn de cada ciudadano.

Luego, para que la asignacién de estas cantidades sea Sptima, en primera instancia, lo que
cada ciudadano debe hacer es :

Que su correspondiente plan de produccisn técnicamente posible (¢ bien, que esté dentro de
su tecnologfa) sea tal que la cantidad de dinero invertida para el dfa de hoy referente al vector
de entradas no sobrepase a la cantidad destinada para la inversion, de tal forma que el vector
de salidas obtenido para el dia de mafiana sea maximo.

Es decir, planteado mateméticamente se tiene que ;

Mazimizar P -V ... (P1)
3.a.
UVyerm
P-UZH
El cual, debido al caso particular de Economfa que estamos estudiando, es equivalente a :
Mazimizar FaaU) e, (P2)
s.a.
P.ULI
uzo

Donde fj ; es la funcién de produccién de tipo Cobb-Douglas que induce a la tecnologia
T de tipo Cobb-Douglas.

Resolviendo este tltimo por el método de Lagrange®, se tiene que existe una unica solucién

U e RV para cada ciudadano, la cual sers considerada como una funcién vectorial en
términos del sisterna de precios establecido ¥ de la inversién, ésto es ,

. RTII xR, — ]R:_‘“

U*(B.1) = (aX(P,1), a5(P, 1), &5 (P, 1), ..., ¥, (P, I))

"Para mayor detalle consiltese la referencia {10] de la bibliografia.
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“
af 1

con ﬁ:’(P, ]I) = S—EF ,
¥

Vi=0,1,.,m , YveN

Por lo que la produccién éptima resultante de cada ciudadano al aplicar este vector de

entradas es:
. . o\ 5%
D= o0 =0T (5) e

en donde §°,@” inducen & la funcién de produccién y anslogo a U*, V¥ & R'_,’_‘“ serd
considerada como una funcién vectorial en términos del sistema de precios establecido y de la
inversién, y ademas las entradas del vector V¥ son interpretadas como la produccion obtenida
del bien ¢ por cada ciudadano al aplicar el vector de entradas o, por lo que la pareja formada
por dichos vectores (U (P, I), V¥(P,I)) es solucién al problema (P1).

Por ende, las ventas que el ciudadano v estima colocar en el mercado para el dfa de mafiana
estdn dadas por la funcién escalar definida como :

¢ RTI xRy — Ry
. a’\% 5
@0 = Py (5 ) 2%

Una vez resuelto este problema, ahora, en segundo lugar, para seguir con la asignacién
4ptima de las cantidades de consumo e inversidn, cada ciudadano debe hacer que :

El plan de consumo que tenga destinado para el dia de hoy y para el dfa de mafiana sea tai
que, por un lado, la cantidad de dinero destinada para el consumo de el dia de hoy no exceda
la cantidad reservada para el consumo, y por el otro, que la cantidad de dinero destinada para
el consumo de el dfa de maifiana no exceda la cantidad estimada obtenida para las ventas del
dfa de maiiana, ademds de que la funcién de utilidad obtenida con dicho plan de consumo sea
méxima.

Nuevamente ¢l planteamiento matemdtico correspondiente a este problema es :

Mazimizar AR (P3)
sa.
P-XEC
P-X Sg(@1)
(%,.X)>0
donde la funcién ¥ es la Funcién de Utilidad de Bernoulli.
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Anslogo al problema anterior, es facil ver que resolver el problema anterior es equivalente a

resolver el par de problemas siguientes, a saber :

Mazximizar Shmpafinz: (P3.1)
s.a.
P-XSC
X>0
Mazimizar Y700 I e, (P3.2)
s.a.
P .X g (BRI
X>0

donde su tinica solucién esta dada por el par ordenado { X", X} que serén consideradas como

funciones escalares en términos del sistema de precios establecido, el consumo y la inversidn, es

decir :
XY :REF' xR — RTH
xv P,CI)= (z"‘(P CI), =y (P C,n), '(P,C,l),...,z‘,;:(P,C,I))
X ]Rm+1 v Rz Rm+l
XV (p.c 1) =(z'(P,C.0), 2 (P,C.I),z (P,C,1), ..., (P,C, )
con

#@CHN=FC . HECDH=7 @]

i
Por otro lado se define para cada ciudadano la funcién ¢¥( P,C,I) como :
¢ R xR R,
¢*(P,C ) = p* (¢*,¢") +InC 4+ p* S Inl
donde

('3 ay Y H
'lbi - E 1 ¢i F’ Sysv

para toda i =0, 1,...,m, la cual seré interpretada como el valor obtienido por el ciudadano

foe &)

v al destinar una cantidad C para su consumo y una cantidad [ para la inversién.
Ahora bien, recordemos que todo este andlisis se ha hecho bajo el supuesto de que las

cantidades C,1 para cada cindadano son arbitrarias ante el establecimiento del sistema de
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precios P, entonces, por dltimo lo que cada ciudadano debe plantearse, es obtener un par de
cantidades correspondientes a su consumo e inversién en funcién del sistema de precios, de tal

forma que en conjunto no excedan su riqueza y pueda obtener el maximo valor posible, esto es:

Mazimizar HICEH (P4)
s.a.

C+1Zr

Ccizbd

o

teniendo como solucién tnica el par ordenado (C*, I) que serdn consideradas como funciones

escalares en términos del sistema de precios establecido, es decir :

c:RTHR,  , P:RPI SR,
P-u” {(p*SL P -w”
CUP IS m—— N l"P - e ————
®) = 15753 P) 1+ 5%

Por lo tanto, una vez establecido el sistema de precios P, la forma éptima en que cada
ciudadano debe asignar su riqueza ¥ = P - w” en su consumo e inversién es tomando las
cantidades {C*(P),1“(P)) encontradas como funcién del sistema de precios, y en base a éstas
. cantidades determinar mediante las soluciones encontradas en los problemas (P2 ) y (P3), tanto
el plan de produccién como €} plan de consumo de cada ciudadano, a saber, tendremos que:

(U*(P), V¥(P)) = (O*(P,I*(P)) , V*(P,I*(P))) C e {P2)

(X*(P), X*(P)) = (X*"(P,C*(P))*(P)) , X" (P,C" (P} I"(P})) eeeeeererseinreennne(P3)

La sexteta formada con los anteriores elementos, es decir :

(CY(R), (P, U¥(P), V¥ (P), X“(P), X*(P)]

serd llamada el plan de accidn dptimo del ciudadano v al establecerse el sist;ama de precios
P donde ademds a partir de ahora :

U*(P) sera liamada la demanda del ciudadano v de medios de produccidn.

V¥(P) sera llamada la oferta del ciudadano v de bienes para mariana.

X¥(P) sera llamada la demanda del ciudadano v de medios de consumo.

X(P) sera lamada la demanda del ciudadano v de medios de consumo planeada para
marigna.

2. — Andlisis Macroeconémico.

Todo 1o anterior ha sido desde el punto de vista de cada individuo, es decir, hasta ahora

se tiene un andlisis de cémo, al establecerse el sistema de precios, cada individuo determina
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su plan de accidn dptimo dando origen a la formacién de la oferta y la demanda de manera
individual, asf que, establezcamos ahora qué pasa de manera conjx;nta :
Sea una Economia € * = {M;N; (<*,T¥,M*,&"),cx } en donde :
=<"es una relacion de preferencie de Bernoulli para cada ciudadano
T es una tecnologfa de tipo Cobb-Douglas para cada ciudadano
MY es un método de estimacidn de precios
@* es un vector de capacidad de trabajo para cada ciudadano de la forma @ = 7" eg
Sea E* = [H*, ("), ] un k — estadio pars la economfa ¢ con k =0,1,2, ..
Sea P un sistemna de Precics con P = (5, Py, Py, ..., Pn) > 0
Entonces, con base en los componentes del plan 6ptimo de cada ciudadano se define :
C(P) = Eveﬁ C¥(P) , el consumo total .
KP) = Zveﬁl"(l’), la inversidn total .
UP) = Zyeﬁ U¥(P) , la demanda total de medios de produccidn .
V(P) = Euer? V¥(P) , la oferta total de bienes para maniana.
X(P) = ZveﬁX”(IP) , la demanda total de medios de consumo .
X(P) = Zveﬁ X¥(P), la demanda total de medios de consumo planeada para masana.
W= Zyeﬁw“, el vector de acervos totales.
§(P) = U(P) + X(P) , la demanda total.
A(P) = §(P) —~W(P) , la demanda de exceso.
A pesar de que hemos analizado hasta ahora, la conducta econémica individual y de conjunto

al establecerse el sistema de precios para la formacién de la oferta y 1a demanda, no sabemos
si este comportamiento sea tal que se logre un equilibrio a corto plazo en el sentido de que
la oferta sea igual a la demanda al finalizar cada periodo, pero como el comportamiento de
la oferta y la demanda y, més aiin, lo que cada ciudadano reserva y asigna para su consumo
y st inversién, estdn en funcién del sistema de precios, gran parte de la problematica puede
resolverse estudiando cémo es la dindmica de los precios a través del tiempo a lo largo de cada

periodo, lo cual tratard el capitulo siguiente.




TV.-Equilibrios a Corto Plazo.

Introduccidn. .

Para un periodo dado, el sisterna de precios inicial que se establecerd para dicho periodo,
automaticamente implicar4 la formacién de la demanda total de cada bien'", asimismo se tendra
el total de acervos por cada bien!!, por lo que hemos llegado a un punto en que las preguntas
siguientes pueden ser planteadas :

iEs el vector de acervos totales suficiente para satisfacer la demanda total en cada periodo
para cada uno de los bienes existentes en la economfa ?

;Como se ve afectado el precio inicial establecido?

Ea el capitulo anterior, se definié la funcién de demanda de exceso, la cual es una funcién
del precio establecido y nos sers dtil para cuantificar {a diferencia entre la demanda total y los
acervos totales por cada bien, de ahf que acorde a la ley de la oferta y la demanda se tiene lo
siguiente :

Si la demanda de exceso para algiin bien es mayor que cero, significa que la demanda total
de este bien es mayor al total de acervos existentes de ese mismo bien, por lo que el precio de
dicho bien aumentars, por otro lado, si la demanda de exceso para algdn bien es menor que
cero, significa que la demanda total de este bien es menor al total de acervos existentes de ese
mismo bien, por lo que el precio de dicho bien disminuira.

Bajo este contexto, es evidente que el sistema de precios estd en constante cambio por lo
que ahora la pregunta obligada es :

;Existird un sistema de precios (digamos un sistema de precios de equilibrio econémico en
un periodo dado} tal que la oferta total por cada uno de los bienes sea igual al total de acervos
de cada bien ?

iEn caso de existir dicho sistema de precios, es Gnico?

A continuacién demostraremos para el caso particular de economia que estamos estudiando,

la existencia y unicidad de sistemas de precios con las caracteristicas antes mencionadas.

“(ue corresponde a la suma por cada bien de la demanda total de medios de produccién mds la demanda
total de medios de consumo.
! Que corresponde & la suma por cada bien de los acervos con los que cada ciudadano cuenta.
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1. — Existencia y Unicidad de Equilibrios a Corto Plazo.

Definicién 1.1 .

Sea £ una economia .

Sea B* = [H"‘ , (w”),eq] un k — estadio para la economfa ¢.

Un Sistema de Precios P* > 0 es un sistema de precios de equilibrio (a corto plazo)'? para
el estadio E* si se cumple que la demanda de exceso evaluada en dicho sistema de precios es

cero, es decir :
APy =0

Proposicién 1.1

Sea una Economia * = {M;N; (<", T, M*,&") cx }

Sea E* = [H*, (w*),cx ] un k — estadio pars; la economia £* con w” >0 ,¥ v € N.

Sea P* un sistema de precios.

Entonces P*es un sistema de precios de Equilibrio si v s6lo si P°B = P*.

En otras palabras, P*es un sisterma de precios de Equilibrio si y sélo si P* es un vector
propio por la izquierda de B asociado a un valor propio 1, donde B = (b; ;) es una matriz de
{m +1) x(m+1) tal que :

a* + pfa®
bij= izueﬂ-f%;gf wy

Demostracidn.

Sea P* un sistema de precios.

Probar que P*es un sistema de precios de equilibrio, es equivalente a mostrar que

A(P*) =0, pero por definicién, ésto implica que

8(P*) -W =0

= UP) +X(P)-W=10

= UP)+X(P)=W

= Zu«sﬁ U(er) + Zuen‘r X(p)=w

=Y ) BB + 3L (P, T (7)) = (o, ., 10m)

'1E5 a corto plazo pues estamos suponiendo que el equilibrio se fogra periodo a periodo.
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g1 a ¥ o the)
‘:’Zyeﬂ (SEPJ’"" 5% P +Eueﬁ' P‘C . P;‘C = {wg, .., Wm}

L A A P oA N
=Zyeﬁ ((sg 5 Se P + ch P;nc = (wo, .., W)

en donde entrada a entra.da se tiene que
v ru
Sn (Bt RO ) =
veN \ Sy P} P‘

o (¢S5} (B -w*}) o (P"-w)
\ v & pr R J—
=3 en S¢ Py(L+ p5%) TEROTesy) T

(P -w¥) [af +pro\
=T B () =
pror) (SLHP%N _ b
@Zueﬁz (Frwy) ((1+vaV)) = Pjw;
. ai + p’af .
= TP s ((l+p"S")) =5

J_,..._J' v — p»
‘=’Z,-o-w ver 17 = 5

5

¢==>E ij=F}

— P*'B =P

Entonces A(P*) = 0 <= P*B = P* y por lo tanto

P*es un sistema de precios de Equilibrio si y sélo si P*B = P*W
Proposicién 1.2

Consideré¢se la matriz B = (b; ;} definida en la proposicién anterior donde:

oLy B
w; LoveN | 4 ¢S '

Sea W = Zueﬁw" > 0, el vector de acervos totales.
Entonces BW =W .

Es decir, W es un vector propio por la derecha de B asociado a un valor propic 1.
Demostracidn.

Partamos del producto BW y consideremos cada entrada de dicho preducto, ésto es
1 af + o cx"
5= 3, (o Coen Tt ) =

(s72)

Z 2en TS0 (1 +pS%) wf:(ZvGNTTu::_?)Z (a +‘aa)=

et a¥ ¥l = w" Y
(Z"ENI'*'P”S&!) (S, 5,0) = (Cenrmg) 0 -9 =
ZVENw' =i
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Por lo tanto BW =W N

Antes de demostrar la existencia y unicidad de los equilibrios a corto plazo, enunciaremos

una versién de un importante tecrema que nos serd de gran utilidad concerniente a las matrices

no negativas.

Teorema 1.1.( 1™ Teorema de Perron - Frobenius)

Sea A 2 0 una matrizde n x n .

Entonces :

i) Existe un valor propio A no negativo de A, tal que si ¢ es otro valor propio arbitrario de
A se tiene que | < A

i} Para dicho valor propio A existe X > 0

(para el caso de que A 2 0, pero si A > 0 entonces el vector X >0 )

un vector propio asociado, esto s, existe X tal que AX = A X

tit} El valor propio A es una raiz simple del polinomio caracteristico de A.

iv) Si existiera ¢ €R, con ¢ > 0, para el cual existe Y > O tal que AY =0 Y

entonces A = ¢ y ademds ¥ = 1) X | es decir Y y X son equivalentes, donde ¢ € R, con
Pp>0.

Con lo anterior se dice que A es la rafz de Perron - Frobenius de la matriz A, lo cudl se
denotaré con A(A) = A.

Teorema 1.2. (Existencia y Unicidad de Equilibrios a Corto Plazo)

Sea una Economia ¢* = {M;N; (<", TV, M", @) it}

Sea Ef = [HE, (w"},en| un k — estadio para la economia £*.

Sea W = zveﬁw" > 0, el vector de acervos totales.

Entonces :

i) Existe un Sistema de Precios P* > 0 tal que P*es un sistema de precios de eguilibria a
corto plazo para el estadio EX.

i} 5i P** es un sistema de precios de equilibrio a corto plazo para el estadio E*.

Entonces, existe ¥ € R con ¥ > 0 ta] que P** = ¥P*

Demaostracion.

Demeostremos el prirer inciso.

Para demostrar que existe un sistema de precios de equilibrio a corto plazo P*, (}se tiene que
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demostrar que existe P* tal que A(P*) = 0, pero por la proposicién 2.1, probar que existe un
sistema de precios tal que A(P*) = 0 es equivalente a probar que existe un sistema de precios
tal que P*B = P*, es decir, tenemos que encontrar un sistema de precios que sea un vector
propio de la matriz B asociado a un valor propio igual a 1.

Como por definicién de la matriz B, cada entrada b; _, de dicha matriz es positiva, se tiene
que B > 0, por lo que la existencia de un sistema de equilibires a corto plazo puede reducirse a
probar que la rafz de Perrén - Frobenius de la matriz B es igual a 1, pero tenemos que BW = W
por la proposicién 2.2 lo cual implica que existe un vector propio por la derecha de B asociado
a un valor propio 1 y por lo tanto la rafz de Perrén-Frobenius de la matriz B es igual a 1, es
decir, A(B) = 1.

Por lo tanto existe un vector P* > 0, tal que A(P*) =0 y por lo tanto P* es un sistema de
precios de equilibrio a corto plazo para el estadio E*,

Ahora bien, en caso de que exista P** y sea un equilibrio para el estadio E*, ésto implicara
que P**B = P** entonces por el teorema de Perrén - Frobenius se tendrd que existe U € R
con ¥ > 0 tal que P** = TP* y por lo tanto se tendré que la existencia de sistema de precios
de equilibrio a corto plazo es tnica salvo isomorfismos, es decir, salvo sistemas de precios
equivalentes. Por lo tanto nuestro teorema queda demostrado.l

2. — Caracterizaciones de los Equilibrios a Corto Plazo.

Una vez demostrada la existencia y unicidad de los equilibrios a corto plazo mediante el
teorems anterior, a continuacién se dard una caracterizacion de dichos sistemas, proponiendo
un procedimiento sencillo para calcular estos sistemas de equilibrio a corto plazo.

Sea una Economta e* = {M;N; (<", T, L g

Sea E* = [HF, (w*),cx| un & ~ estadio para la economia €* con w* >0 ,¥ v € N,

Considérese la matriz B = (b; ;) definida anteriormente.

Como A {B) = 1, entonces por el teorema de Perrén - Frobenius tenemos que el valor propio 1
es una rafz de multiplicidad 1 del polinomio caracterfstico de la matriz B, asf que el determinante

de la matriz 1 — B es igual a cero, donde I es la matriz identidad, por lo tanto tenemos que :
(I-B)(I-B)=|i-Bj=0
donde (I — B)" es la matriz adjunta de la matriz (I — B), para lo cual se tiene que el producto
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punto de cualquier vector renglén de la matiz adjunta, por cualquier vector columna de la matriz
(I - B) es cero.
Llamemos a P* cualquier vector renglon de la matriz adjunta de I — B entonces se tiene que
Pr(I-B)=10

entonces P* —P*B =0

— "B =P

= A(P*})=0 (Por la proposicién 2.1)

Por lo tanto cualquier vector renglén de la matriz adjunta de [ — B es un equilibrio a corto
‘plazo para el estadio E*, donde cada entrada representard el precio de equilibrio por unidad del
bien i.

3. ~ Equilibrios a Corto Plazo y Ecuaciones Diferenciales.

Una vez que se tiene el conocimiento sobre la existencia, la unicidad y un método de cdlculo
para los sistemnas de equilibrios a corto plazo, el siguiente paso a abordar es estudiar sobre la
Estabilidad™ de dichos sistemas de equilibric a corto plazo, y en qué sentido son estables.

Para hacer esto, primero establecsremos la relacion de los sistemas de precios de equilibrio
a corto plazo con los sistemas de equilibrio de la teorfs de las Ecuaciones Diferenciales para lo
cual enunciaremos las definiciones siguientes :

Definicién 3.1

Sea F y X funciones tales que

F :9CR* - R", y FeC!

X :R—-R"

Considérese el sistema autondmo de ecuaciones diferenciales

X
5 = F (X

X(to) = X°

Sea X*(t) tal que F (X*(t)) = 0.

"*Existe todo un desarrollo sobre lo que se conoce como Teorfa de la Estabilidad, teniendo su origen en la
Mecdnica, donde segiin la definicion cldsica de Malkin (matematico ruso), ia teoria de la Estabilidad trata sobre
los efectos de perturbacitn en un proceso de tiempo en sistemas reales, usualmente conocidos como Movimientos,
en donde se consideran pequefias fuerzas y pequeias desviaciones del estado inicial del equilibrio para analizar
los cambios y disturbios que éstos puedan ocasionar en dicho estado de equilibrio.
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Entonces decimos que X*(t) es un punto de equilibrio del sistema auténomo de ecuaciones
diferenciales.
Definicién 3.2

Considérese el sistema autonémo de ecuaciones diferenciales anterior

= F(X(t))
X(to) = X°

ox
at

Y sea X*(t) un punto de equilibrio del sistema.

Decimos que X*(t) un punto de equilibrio estable del sistema si
Ve >0, V ¥(t) solucidn del sistema,

38 > 0 tal que si [l¥(to) — X(to)l| < & entonces ||3(t) ~ X*(t)]| < ¢
Yizt.

Por otro lado diremos que X*(t) es un punto de equilibrio inestable si no es estable.

Definicién 3.3.

Decimos que X*(t} es un punto de equilibrio asintdtica y globaimente estable del sistema si

X*(t} es estable y ademsds
lim.‘—'+oo ¥ (t) = X*(t).

Es entonces en et sentido de las definiciones anteriores, como estudiaremos la estabilidad de
tos sistemas de precios de equilibrio a corto plazo, por lo que el sistema de ecuaciones en cuestién
serd una variante del modelo econémico Walrasiano'{en términos de la funcién de demanda de
exceso, a saber :

8 Pi
at

= KiP: APy, P, Payoey P} e (1)

i=012..,m, K;>0
Proposicién 3.1
En términos econémicos de la definicién 1.1 de este capitulo P* es un sistema de equilibrio

a corto plazo, si y s6lo si P* es un sistema de equilibrio para el sistema de ecuaciones (I)

""Leon Walras.(1954)
Elements of Pure Economics.
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Demgstracidn.

Sea P* es un sistema de equilibrio a corto plazo entonces

A(P*) =0

= H(P*) =0

= K:A(P) =0

= %—{? =K,F; Ai(P*) =0coni=0,1,2,...m.

Por lo tanto P* es un sistema de equilibrio para el sistema de ecuaciones (I.m

4. — Estabilidad de los Equilibrios a Corto Plazo.

Previo a la demostracion de la estabilidad de los equilibrios a corto plazo, haremos algunas
observaciones.

Considérese el sistemas de ecuaciones

6_31::’ =HK;P; Ai(Po, P, P2y s Prd) e, (1)

i=0,12,..m, K;>0
Sea B = (b; ;) la matriz definida anteriormente.

Sea W = zveﬁ w” = (wy,wy, ..., 1wm) >0, el vector de acervos totales.
Sea la matriz D = (d; ;) de (m + 1) x (m + 1) donde :

{K.-wi Siz‘-_-j}
d ;=
0 Siisi

Proposicién 4.1

El sistema de ecuaciones

831? = KiPs 8 Po, Pty Pay oy P} e, (I)

1=0L2..m, Ki>0
es equivalente al producto de matrices P'=P (B~1) D
donde P = (B, P,,...,Pn) y P = ad—tP(t) .
Demostracién.
gmtamm del sistema de ecuaciones (I}, entonces tenemas que V i = 0,1,2,....m
Pi

W = K;R A.‘(p) = K,P,(J,(P) - w‘-) =
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= kP (Y, U+ 3o XUB) — ) =

=KPy . (U°(®)+ xva?)) wi) =

=K“Zyeﬁ (OS':::' E;C") -):
Sl o ) )
s (R ) )-

m (af +paf)
.Y ,va (HP,SU)W" KiPaw; =

1 (@? + pa)
_Z Pju; K; ( -ZvEN_-__(l+p"S") ) KiPiw; =
~z Pjw Ki b; ; — Z o KiPyw;bi ;Y=
= Z (Pyw; Ksbi j — KJI)JwJ ij) =
Z (P (bi ; — &: j) Kwj)
Por lo tanto tenemos que ¥V i=0,1,2,....m
% = Z:;n (P; (be j — 6: ) Kyw;) lo cual en forma matricial tenemos que :
P=P@B-IDMN
Proposicidn 4.2

'--.

Si definimos las matrices G y S como :
=B-0)D

S=p"w
Entonces G § = .
Demostracién.
GS=B-NDD"'W=(B-1)W=BW-W =0,
pues por la proposicién 1.2 de este capftulo se tiene que BW = W.
Por lo tanto 5 es un vector propio de G, asociado a un valor propic Ag =0 B
Por otro lado, para la matriz G = (gi;) se tiene que g;; > 0 si i # j, para lo cual tenemos lo

siguiente :

I - . . e I sii=j;
Aqui &, ; 3 la delta de Kronecker definida como - b= { 0 siifs }
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Proposicién 4.3
Sea A = (a;;) una matriz de (m + 1) x (m + 1) y p > 0 un nimero real tales que :
G=A-jI

Entonces 8 es un vector propio de A, asociado al valor propio .
Demostracidn.

Por la proposicién 4.2 GS = . Entonces tenemos que
GS=(A-pI)S=AS—-p8=0

Por lo tanto AS = 3§

Esto es, § es un vector propio de A, asociado al valor propio p que es la rafz de Percdn-
Frobenius de A.l

Lo anterior implica que todo vector propio de la matriz G es un vector propio de la matriz
A, ademsds de que el valor propio Ag = 0 de la matriz G es una raiz de multiplicidad 1 del
polinomio caracteristico de dicha matriz, por lo que con ésto se tiene que todos los valores
propios no nulos de la matriz G tienen parte real negativa.

Por lo tanto se tiene que el sistema de ecuaciones (I) es de la forma :
P=PG

donde la matriz G tiene un valor propio nulo y todos los demds tienen parte real negativa.
Entonces si P? > 0, es un sistema de precios, la solucién P (¢ ; P°) del sistema de ecuaciones

(T) tal que PP (0 ; P°) = PP esté dada por
P(t; P) =P0et©
De donde con base en esto tenemos que ¥V £ > 0
P(t; PO)S=P°S

pudiéndose demostrar la proposicién :
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Proposicién 4.4

Si P? > 0 es un sistema de precios arbitrario, la solucién P (¢ ; PP) del sistema de ecuaciones
(), esta totalmente contenida en el hiperplano de R™*!que pasa por P9 y es ortogonal al vector
S.

Ahora bien, el teorema de Jourdan nos asegura que, si hacemos Tp = $ siempre podemos
encontrar vectores columna Tg,Ty,....Tm, tales que la matriz T de {m + 1} x (m + 1) definida

come T = (To,T1, ..., Tm} s no singular y ademés cumple que :
T'GT=J

donde J es una matriz de Jourdan con 0 en ia entrada i = 0, j = 0 y el resto de los valores
propios ocupando la diagonal principal.
Entonces, al tener P (¢ ; PY) = P ©, tenemos que P (¢ ; P?) =P° T '} T
Ahora, si hacemos tender ¢ a infinito tenemos que :
10 . .0

0 .
P(t; P)-PT| . . T'=P(S,0 T!

0 .
Pero P [S,0) T-'B=F°[S, 0| T'TIT '=F (S,0}JT ' =0

Es decir, si definimos el vector P* = P° [S, 0] T~' tenemos que es un equilibrio tal que

P*W = P°W y ademi4s que :
Lim ¢ = oo P(t; PO) =P

Finalmente tenemos que V £ > 0

[P(t5 P9) — P| = | POeC - pret 6| < | B0 P [jet S < | PO - 2| @

donde ¥ es una cota superior de la funcién convergente ||e‘ c" teniendo como consecuencia
el siguiente resultado : -

Teorema 4.1.

Sea K >0 un mimero real fjo.

Sea P* un sistema de precios de equilibrio para el sistema de ecuaciones

681? = K;F; A Po, P1, Payeey Prm) . i=0,1,2,..m, Ki>0
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tal que P*S= K.

Entonces

i)Ve>0,36>0talquesi P >0,PPS=Ky |P°-P <6

entonces ”l?(t i P =P <e ,VE20

i) Si PY > 0 y PS= K entonces limy_ 4co P(t; PO) =P

Es decir, tenemos que el sistema de precios de equilibrio a corto plazo desde el punto de

vista econdmico P*, es un sistema de precios de equlibrio asintética y globalmente estable desde

el punto de vista de la teorfa de las ecuaciones diferenciales.
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V.- Simulacién del Crecimiento Econémico.

Introduccién.

Hasta ahora, el modelo desarroilado y planteado sobre el crecimiento econémico ha sido *
estudiado desde un punto de vista de un modelo matematico. De forma general, se ha definido
una Economfa ¢ y cada uﬁo de los elernentos que 1a conforman y se han establecido los supuestos
que rigen este modelo.

Posteriormente, mediante esta definicién, se construy6 un caso particular de Economfa £*
considerando un k-Estadio E* = [H*,(w"), ] para ella, para lo cual se supone que existe H*
una k-historia de los sistemas de precios anteriores al periodo k, y w” un vector de acervos,
propiedad de cada ciudadano v € N en el periodo k.

Bajo estas condiciones, se supone el establecimiento de un sistema de precios inicial y
mediante un analists microecondmico se ha determinado el comportamiento de todos y cada
uno de los ciudadanos. Cada uno de ellos ha decidido la manera éptima de dividir su riqueza
en consumo e inversién, determinando por ende, el plan de accidn 6ptimo que llevard a cabo
en ese periodo, conformado por un plan de produccién, una demanda para el consumo actual
y una demanda proyectada para el consumo del periodo siguiente.

Es entonces como, a nivel macroeconémico, se tiene una demanda total que ha entrado
en conflicto con la oferta total obligande a una transformacién constante de los precios y
por consecuem;ia, a nuevas formas del conflicto, siendo bajo este marco, que se demuestra
la existencia, en ese periodo, de un sistema de precios de equilibrio a corto plazo independiente
del sistema de precios inicial pues se sabe que el sistema de precios de equilibrio es asintotica
y globalmente estable, tal que la oferta y la demanda total han sido igualadas, por lo que cada
ciudadano ha cubierto sus requerimientos de consumo y los acervos con los cuales reaparecerd
al periodo siguiente.

Por lo tanto hemos llegado a un punto en el cual podemos establecer bajo qué condiciones
para la Economfa ¢* se puede pasar de un k-Estadio B = [E*, (w"),cx]a un (k+1)-Estadio
E**! = [H**!, (1¥),.x) teniendo como consecuencia el resultado siguiente :

Definicién.(Transicién de un estadio a otro)

Sea una Economfa e” = {M;N; (<", T, M",&"),n} y £ =0,1,2, ..

Sea Ef = []H[“,(w")"eﬂ] un k — estadio para la economia £*.
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Decimos que :

El k — estadio B* = [H*, (") x| da lugar al (k + 1) ~ estadio EX*+1 = [H*+, (9")per)

Si el vector de precios de equilibrio P* correspondiente al par [e7.E¥] es tal que :

i) H = [HE, P*]

i)W =¥+ V(P ,VeveN

Es decir, los acervos con los cuales cada ciudadano reaparecers para el periodo siguiente es
la suma de la oferta de bienes para el periodo siguiente evaluadas en el sistema de precios de
equilibrio m4s su correspondiente capacidad de trabajo.

Ahora bien, con el objeto de analizar el crecimiento econdmico, se elabord una simulacién
para el caso particular de economfa £* que estamos estudiando que describa este proceso, la cual
nos permita advertir la evolucién de los acervos con los cuales cada civdadano va reapareciendo

periodo a periodo.
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1.- Descripciéon de la simulacidn.

Con el fin de poder contar con esquemas numéricos que nos permitan advertir ¢! crec-
imiento econdmico, se ha elaborado una simulacién que describa la problemdtica que nos hemos
pianteado tedricamente.

La simulacién consta de una serie de programas elaborados en lenguaje de codigo de Visual
Basic y esta dividida en 3 médulos.

En ¢! primer médulo se alimentan las variables de entrada, es decir, se define el nimero de
bienes de los cuales constaré la economfa, el nimero de ciudadanocs, el tipo de bien que serd
producido por cada ciudadano, los acervos iniciales por cada bien con los que cada ciudadano
empezar, su correspondiente capacidad de trabajo, los pardmetros de produccién y consumo
asi como el tipo de funcién Cobb-Douglas y por iltimo, se define el sistema de precios incial
con el cual dard inicio la simulacién.

Una vez definidos los pardmetros, el segundo modulo se encarga de la optimizacién individual
de cada ciudadano para obtener el plan de accién éptimo, es decir, en esta parte cada ciudadano
determina lo mejor que podria hacer bajo el establecimento del sistema de precios inicial al
mismo tiempo de que estima el sistema de precics que prevalecerd para el dia de maiana,
se calcula su correspondiente demanda de medios de produccién, su oferta de bienes para el
periodo siguiente, su demanda de medios de consumo actual, su demanda proyectada para el
consumo del periodo siguiente, su consumo y su inversién todo de manera éptima.

Finalmente en el tercer médulo se calcula, la demanda total de medios de produccién, la
oferta total de bienes para el periodo siguiente, la demanda total de medios de consumo actual,
la demanda total proyectada para el consumo del periodo siguiente, el consumo y la inversion
total, dando como resultado una diferencia entre la demanda y oferta total en términos del
sistema. de precios inicial establecido, la cual hemos definido como la demanda de exceso.

Dicha demanda de exceso da lugar a una dindmica de los precios en donde la simulacién
determina el sistema de precios de equilibrio con el que finalmente se llevardn a cabo todos
los movimientos y transacciones de cada ciudadano y asi poder conoccer las condiciones con
las que se pasa al estadio siguiente, es decir, se determinan los acervos producidos por cada
ciudadano con los cuales reaparecerd el periodo siguiente y dando como resultado los estadios

de la economia.

44




-Nt:merodeci_tmmnos.
(PAHAMETROS , - humes de bienes

* Pardmetioy de consume.
« Paré 1% o procuuccid
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- - *» Evolucidn de los sisiemas de
-OfmayDa'_nama_l:ﬁvi:haL procios de cada blen.
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\ DINAMICA DE
= Of: Demanda total.
PRECIOS 'Fmdemam.
+ Dindmica “m

» Cilcvdo del sistema de precios de equilibrio,

‘Figure 0-1: Diagrama de flujo de la Simulacién.

Este proceso es representado como diagrama de flujo en la figura 0-1.

Con e propésito de ejemplificar los esquemas mimericos que proporciona esta simulacidn se
hicieron una serie de corridas para el caso particular de economfac* = {M; N; {(<*, ¥, MY, @) em }
con los supuestos siguientes :

- _ w221y _
Se considera x = R =RS

+
M =1{0,1,2}
es decir, supondremos que en ia economfa existen 2 tipos de bienes junto con la capacidad
de trabajo.
N={1,2,..,20}

que corresponde a un conjunto con 20 ciudadanos de los cuales 10 ¢iudadanos serdn pro-
ductores del bien 1 y los restantes serdn productores del bien 2.

%"es una relacidn de preferencia de Bernoulli para cada ciudadano.

Inducida por la funcion de Bernoulli x*

wox—-R
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Yigatlnzi+p* Y2 saling;, si {x.X) > (0,0)

—oo si{X,X) #(0,0)
En donde af, p* son interpretados como los parémetros de consumo para el ciudadano v con

1 {xo, 1, 793 Tp, Tq, Fp) =

las propiedades siguientes :
loal=lcona’ €R, ,Vie M ,WweN
O<p <, Ywell

T" es una tecnologia de tipo Cobb-Douglas para cada ciudadano.

Inducida por la funcién de produccidn de tipo Cobb-Douglas fs 4

foa BRI R

fpa(Y) = faalyoyiye) = 8-y5° - v§ - y3? = M2 B y.

donde 8> 0y & >0 un vector , a € R}, con & = (ag, oy, a)

M” es un método de estimacidn de precios.

& es un vector de capacidad de trabajo'® para cada ciudadano de la forma @ = v eg

donde para el periodo incial tendremos que v = 1, ¥ v € N, es decir, supondremos que la
capacidad de trabajo para cada ciudadano serd el vector @ = (1,0,0)

Después consideraremos el establecimiento de un sistema de precios inicial P° = (1,1,1)
y como marco de referencia un 0 — estadio inicial E® = [H®, (w*),cr] para la economia &*,
donde el vector de acervos inicial serd una unidad del correspondiente bien que el ciudadano

produzca, es decir,
w’ = €jv
donde i € M = {1,2} y corresponde al bien que es producido por el ciudadano v y € €s
1 sii¥=j

0 siiv#j
Entonces todos los movimientos y transacciones se llevardn a cabo y surgirs el sisterna de

el vector candnico de R® euya i*-4sima entrada es 6 ; =
¥y i

precios de equilibrio de donde se definirin los nuevos acervos con los que cada ciudadano eni-
pezaré el periodo siguiente, siendo asf como pudremos analizar si cada ciudadane se “enriqueze”

o se “empobrece”, y como ya se menciond anteriormente, estos nuevos acervos estan en funcién

'“En el capitulo I se mencions la suposicion de que ia fuerzs de trabajo serd una fuente inagotable para
cada ciudadano y se reproducird periodo & periodo en las mismas proporciones. Para efectos de la simulacion
supondremoes que de un periodo a otro cada ciudadane reaparecerd con una unidad de fuerza de trabajo.
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del vector de oferta de bienes evaluado en €l sistema de precios de equilibrio, el cual habiamos

establecido que era caleulado como :

af Sy
EA
) 5%

que a su vez depende de la funcién de produccién del tipo Cobb-Douglas fg. ., por lo que

V@ E) = fh gu(0%)er = BTIZ, (

en resumen podemos establecer que la evolucién de los acervos de cads ciudadano se reduce a
estudiar dicha funcion de produccién y en particular el coeficiente definido como S = 3°7_ a;
que a fin de cuentas es el que determina el tipo de funcién de produccién pues habiamos
establecido que :

Si Sa < L, fg- 4 s una funcién de produccion del tipo sub Cobb-Douglas.

Si8s =1, fgv 5 es una funcién de produccién del tipo estrictamente Cobb-Douglas.

Si 8& > 1, fi s es una funcién de produccién del tipo super Cobb-Douglas.

Es por eso que como parte central de éste andlisis, se hara una simulacién suponiendo que
todos los ciudadanos cuentan con una funcidn de produccién del tipo sub Cobb-Douglas, otra
donde todos los ciudadanos cuentan con una funcién de produccién del tipo estrictamente Cobb-
Douglas y por ultimo una simulacién donde todos los ciudadanos cuentan con una funcién de-
produccién del tipo super Cobb-Douglas y asf determinar e impacto que ésto provoca en el
crecimiento de la economia.

2.- Resultados de la simulacién.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos por la simulacién para cada uno de los
casos considerados.

Las primeras tablas de cada caso corresponden a los diferentes médulos de la simulacion,
es decir, las partes en las que se declaran los pardmetros de entrada, en donde se realiza la
optimizacién y en donde se caicula el sistema de precios de equilibrio y se determinan los

estadios de la economfsa.
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Resultados y Conclusiones Generales:

De manera general, los resultados y conclusiones obtenidas en éste trabajo para éste esquema
tedrico y computacional son los siguientoes :

» Para cada periodo de tiempo considerado en la economia existe un tnico sistema de precios
de cquilibrio a corto plazo, el cual es un cquilibrio asintdtica y globalmente cstable desde el
punto de vista de las ecuaciones diferenciales.

» Dicho equilibrio puede ser caracterizado de manera explicita, permitiendo obtener la
manera en que cada ciudadano realizard sus movimientos y transacciones periodo a periodo.

s Se deterniinaron las condiciones bajo las cuales se puede pasar de un estadio de la economia
a okro.

» Se cuenta con una serie de programas modulares que permiten obtener esquernas numéricos
para visualizar el crecimiento econémico, teniendo la opcidn de variar los diferentes pardmetros
que conforman la economia.

En particular, para este trabajo se hizo una seric de sitnulaciones tomando como  pardimetros
de varjacién las tecnologfas de tipo Cobb-Douglas inducidas por los diferentes tipos de functones
de produccién Cobb-Douglas.

s En el caso en que todos los ciudadanos de la economia poscan una funcién de produceion
de tipo Sub Cobb-Douglas, los rendimientos a escala que se obtienen en la inversidn y conswimno
total son decrecientes, se presenta una tendencia global creciente en los sistemas de precios de
equilibrio y los acervos totales tienden a decrecer implicando un comportamiento decreciente
en la economia de manera goblal a través del tiempo.

« Para ¢l caso cn que todos los cindadanos de la economia posean una funcidn de produccion
de tipo Estrictamente Cobb-Douglas, los rendimientos a escala que se obticnen cn la inversion
y consumo total son constantes al igual que la tendencia dec los sistemas de precios de ogui-
librio, con variaciones mfnimas en los acervos totales entre un estadio y etro, teniendo como
consecilencia un tipo de economia constante. .

¢ Por dltimo, en el caso en que todos los ciudadanos de la economia poscan una funcion
de produccion de tipo Super Cobb-Douglas, los rendimientos a escala que s¢ obtiene en la
inversion v consumo total son crecientes, entre un estadio v otro los sistemas de precios de

equilibrio presentan una tendencia decreciente micntras que los acervos totales tuvieroun una
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tencencia creciente, implicando una economfa desde éste punto de vista de tipo creciente.

Por otro lado, es importante recordar todos los supuestos considerados para la obtencién de
estos resultados, que si bien pueden ser poco pausibles en el sentido econdémico, son necesarios
en el sentido tedrico para la elaboracién de éste médelo matemético como en el caso de la
suposicién hecha de que la economfa esta dividida en sectores productivos ya establecidos y
fijos.

Es por eso que con este trabajo también se permitié identificar varios punto‘s que pueden
ser analizados y estudiados en el futuro.

* Uno de ellos, es el de analizar para este caso particular de economfa, el impacto que pueda
causar en el comportamiento de la economfa un tipo "mixte” de tecnologfa de tipo Cobb-Douglas
inducida por la posible construccién de una funcién de produccitn tal que para un determinado
mimero de periodos sea de tipo Sub Cobb-Dougias ¥ quea apartir de cierto periodo sea de tipo
Super Cobb-Douglas cumpliendo obviamente con las ‘propiedades matemdticas necesarias.

» También se puede analizar si la sucesitn de equilibrios a corto plazo que se van dando en
cada estadio de la economfa convergen hacia algun sistema de precios y en caso de que exista
'si es posible dar una caracterizacion de dicho sistema de precios.

Otro punto interesante es el .de estudiar otras itipos de casos particulares de economia en
base a las definiciones expuestas en este trabajo:mediante la censtruccidn de otro tipo de fun-
ciones de preferencia, de produccién y de estimacisn de precios que induzcar diversos tipos de
relaciones de preferencia, de tecnclogfas y de métodos para la estimacién de precios respectiva-
mente, analizandola existencia, unicidad y estabilidad (en caso de serlo} de los correspondientes
equiilibrios a corto glazo.
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Anexo de Programas de la, Simulacién.
SIMULACION.

Este procedimiento se encarga de hacer la Simulacién, toma los pardmetros definidos para
hacer la optimizacién individual y obtener el plan de accién éptimo de cada ciudadano, retorua

los sistemas de precios de equilibrio ¥y repaorta los estadios de la economfa.,

Proced TESIS()

Parai=0 Al 10

Hojas{" OPTIMIZACION").Seleccionar

Rango(” AI10:AI11") Seleccionar

Seleccién.Copiar Hojas("ESTADIOS").Seleccionar

Rango(" C152").Seleccionar

CeldaActiva.Desviar(0, i}.Seleccionar

Seleccidn. PegadoEspecial Pegar:=x|Valores, Operacién: =xIN inguno, _
SaltarBlancos:=Falso, Transponer:=Falso
Hojas("PARAMETROS").Seleccionar

Rango(” H4:HE").Seleccionar

Seleccién. Copiar

Hojas(" ESTADIOS") Seleccionar

Rango(” C9”).Seleccionar

CeldaActiva Desviar(0, i}.Seleccionar

Seleccién. PegadoEspecial Pegar:=xIValores, Operacién:=xIN inguno,
SaltarBlancos:=Falso, Transponer:=Falso

Hojas("PARAMETROS" }.Seleccionar

Rango(”C15:C150” }.Seleccionar

Seleccién. Copiar

Hojas(" ESTADIOS").Seleccionar

Rango(”C15").Seleccionar

CeldaActiva.Desviar(0, i}.Seleccionar

Seleccion. PegadoEspecial Pegar:=xiValores, Operacién:=xINinguno, _

SaltarBlancos:=Falso, Transponer:=Falso
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Hojas(" PARAMETROS” }.Seleccionar
Rango(”C15").Seleccionar

Aplicacién ModeCortarCopiar = Falso
Rango("H15:H150" ).Seleccionar
Seleccion.Copiar
Rango("C15").Seleccionar
Seleccion.PegadoEspecial Pegar:=xlValores, Operacién:=xiNinguno, _
SaltarBlancos:=Falso, Transponer:=Falso
Aplicacién.ModoCortarCopiar = Falso
Rango("C13").Seleccionar

Siguiente

Hojas{" ESTADIOS").Seleccionar
Rango(” C8").Seleccicnar

Fin Proced

LIMPIAR

Proced LIMPIAR()

Rango(" C8:CY 154" ).Seleccionar
Seleccién.BorrarContenido
Rango("C8")}.Seleccionar

Fin Proced
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DINAMICA DE LOS PRECIOS.

Este programa contiene un algoritmo que calcula el sistema de precios de equilibrio.
Proced PRECIOS()

Parai=0 Al 149

Rango(” C6:C8").Seleccionar

Seleccién.Copiar

Rango("C14”).Seleccionar

CeldaActiva.Desviar(i, 0).Seleccionar

Seleccién.PegadoEspecial Pegar:=xlValores, Operacién:=xiNinguno, _
SaltarBlancos:=Falso, Transponer:==Verdadero )

Aplicacién. ModoCortarCopiar = Falso

Rango(”G6:G8").Seleccionar

Seleccion.Copiar

Rango(”C14"}.Seleccionar

CeldaActiva.Desviar(i + 1, 0).Seleccionar

Seleccion. PegadoEspecial Pegar:=xIValores, Operacién:=xIN inguno, _
SaltarBlancos:=Falso, Transponer:=Verdadero
Aplicacién.ModoCortarCopiar = Falso

Rango("G6:G8"}.Seleccionar

Seleccidn.Copiar

Rango{” C6").Seleccionar

Seleccion. PegadoEspecial Pegar:=xIValores, Operacién:=xINinguno, _
SaltarBlancos:=Falso, Transponer:=Falso

Aplicacién. ModoCortarCopiar = Falso

Siguiente

Rango{" C6").Seleccionar

Fin Proced
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INICIALIZACION DE ACERVOS.

Este programa se encarga de inicializar los acervos de cada ciudadano.
Proced UNOS()

ACERVOS =1
Rango("C17").Seleccionar

CeldaActiva. FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango(” C24").Seleccionar
CeldaActi#a..FdrmulaLlCl = ACERVQS
Rango("C30").Seleccionar
CeldaActiva.FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango("C38").Seleccionar

CeldaActiva. FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango(” C45").Seleccionar

CeldaActiva. FérmulaL1C1 = ACERVOS

Rango{"C52").Seleccionar
CeldaActiva.FérmulaL1C1 = ACERVQS
Rango("C58").Seleccionar
CeldaActiva.FérmulaL1Cl = ACERVOS
Rango("C65” ).Seleccionar
CeldaActiva.FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango(" C72").Seleccionar
CeldaActiva.FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango("(C80").Seleccionar
CeldaActiva. FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango("C87").Seleccionar
CeldaActiva.FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango("C94" ).Seleccionar

CeldaActiva.FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango("C101").Seleccionar
CeldaActiva. Férmutal.1Cl = ACERVOS




Rango(”C107").Seleccionar
CeldaActiva.FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango(" C114").Seleccionar
CeldaActiva. FérmulaL1C1 = ACERV(OS
Rango(”C121").Seleccionar
CeldaActiva.FormulaL1Cl = ACERVOS
Rango("C128").Seleccionar

CeldaActiva FérmulaL.1Cl = ACERVOS

Rango(" C135").Seleccionar
CeldaActiva.FérmulaL1C1 = ACERVOS
Rango("C1427).Seleccionar
CeldaActiva. FérmulaLl1C1 = ACERVOS
Rango(” C150").Seleccionar
CeldaActiva.Férmulal.1C1 = ACERVOS
Rango(”C13"}.Seleccionar

Fin Proced
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