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. INTRODUCCION

En esta tesis se estudian las propiedades termodindmicas y las transiciones de fase que
ocurren ¢n el modelo XY bidimensional con frustracién uniforme para los casos F = 1/2,
F=2/byv F =1/3 Una reahzacion experimental inmediata de este modelo lo constituve
una malla de junturas Josephson o de alambres superconductores en un campo magnético
transverso uniforme. Estos estudios estan motivados por experimentos recientes donde se
usan técnicas sofisticadas basadas en el efecto Hall para detectar y visualizar los vértices
(supercorrientes alrededor de las celdas unitarias de la malla) producidos por el campo
magnético externo. El indice de frustracion I' mide la cantidad de Aujo magnético promedio,
en unidades del “cuanto” de flujo ¢g = '5‘5 que atravieza cada una de las celdas unitarnas de
la malla.

El término “fru;tracién“ puede entenderse intuitivamente como la existencia de interac-
ciones “contradictorias” entre dos fases vecinas cercanas pertenecientes a la misma celda
unitaria. En lenguaje magnético esto puede entenderse como la interacceién de un espin con
sus dos vecinos mds cercanos en la celda unitaria, en donde la interaccidn con el primero es
ferromagnética mientras que la interaccién con el segundo es antiferromagnética; esto es. cl
espin no sabe como responder en presencia de estas dos interacciones “antagonicas” y se dice
que esta frustrado. Asi pues, el campo magnético introduce una fase adicional que cambia el
tipo de interaccién en uno de los enlaces de la celda unitaria, de interaccion ferromagnética
a interaccidn antiferromagnética.

Las cantidades termodindmicas que se estudian para tratar de caracterizar las transi-
ciones de fase en ¢! modelo XY con frustracién F = 1/2,2/5 y 1/3 son: la encrgia interna. el
calor especifico, el inddulo de helicidad y su correspondiente derivada respecto de la tempe-
ratura. Estas cantidades se analizan como funcién de la temperatura y tamafio de la malla.
El moédule de helicidad mide la energia necesaria para efectuar una torsion de Jos espines
en la frontera del sistema en una direccidn especifica v es directamente proporcional a la

densidad superfluida.




En el primer capitulo se introducen muy bievemente los ensambles méds usuales de
mecénica estadistica y Jas propiedades mas mportantes del modelo XY pure (F=0) en
dos dimensiones con ¢l fin de tener clementos con los cuales comparar el eomportamiento
del modelo XY uniformcemente frustrado Tambien se define el modelo XY con frustracidn
uniforme y algunas de sus propiedades fundamentales.

A diferencia del modelo XY puro que se puede estudiar analiticamente en forma aprox:-
mada en la regién de bajas temperaturas usando técnicas del grupo de renormalizacién, el
modelo XY uniformemente frustrado es muy dificil de estudiar analiticamente [10,11]. De
hecho, estudios analiticos, [9] también del grupo de renormalizacién, han demostrado que es
extremadamente difici separar las diferentes contribuciones de las excitaciones elementales:
(i) ondas de espin, (b) pares vdrtice-antivortice creados por fluctuaciones térmicas (con
vorticidad 27n (), con n(F) un entera) y {ii} vortices fraccionarios (de vorticidad 27 F, con
F ¢l indice de frustracién) producidos por el campo magnético externo aplicado. Debido
a estas dificultades, uno tiene que recurrir a técnicas numeéricas para tratar de entender
el comportamiento de este sistema. En particular, los métodos de simulacion de Monte
Carlo han resultado ser muy dtiles en el estudio de muchos sistemas fisicos. En esta tesis
usamos extensamente el algoritmo de Metropolis para estudiar el modelo XY con frustracién
uniforme.

En el capitulo 11 se presentan los fundamentos del algoritmo de Monte Carlo que se usé
para calcular las propiedades termodindmicas También se plantean algunos factores que
deben tomarse en cuenta para obtener resultados confiables con una precisién aceptable. En
el capftulo Il sc presentan v analizan los resultados de las simulaciones de Monte Carlo de
cantidades termodindmicas estudiadas para los sistemas con indice de frustracién F=0, 1/2,
2/5 ¥ 1/3. Aqui sc estudian las propiedades y comportamiento del modelo XY puro para
usarlas como punto de referencia en los otros tres casos con frusiracidn.

Finalmente en ¢l capitulo IV se presentan las conclusiones, donde se sugieren diferentes
tipos de transiciones para cada valor del indice de fiustracion. Estas diferencias parecen

estar relacionadas con las propiedades de simetria de los estados base (estados de tempera-



tura T=0} para cada indice de frustracién. Especificamente se encuentra que paia F=1/3
la transicién parece ser de segundo orden, mientras que para F=2/5 se cncuentia una dis-
continuidad en el comportamiento de la energia interna sugiriendo una transicion de primer
orden. FEn particular, se obtiene un ciclo de histéresis en ¢} comportamiento de ia energia
mterna como evidencia clara de una transtcién de fase de primer orden. Estos resultados
son consistentes con los obtenidos en experimentos y estudios tedricos muy recientes. En
el caso de frustracién total, F=1/2, el comportamiento encontrado es similar a! de estudios
tedricos previos, sin embargo, de los estudios realizados en esta tests no es posible obtener

alguna conclusién clara en relacién al tipo de transiciones que ocurren.



CAPITULO I

PROPIEDADES DEL MODELO XY CON Y SIN FRUSTRACION

En mecdnica estadistica es nsual definir tres tipos de ensambles gue se aplican de acuerdo
con las restriceiones del sistema de interés. Estos son: (1) Ensamble Microcandnice, (i) En-
samble Candnico y (1i) Ensamble Gran-canénico. Si para describir los estados macroscépicos
del sistema se requiere especificar el nimero de particulas N, el velthnen V, v la encrgia B
entonces s¢ usa ¢l ensamble microcandnico. Por otra parte, el ensamble candnico es utl
en los casos en que N, Vv la temperatura T son las variables que definen los estados
macrosedpicos. Finalmente. el ensamble Gran-candnico se usa cuando V. T ¥ el potencial
yuimico i especifican los estados macroscdpicos.

En esta tesis se estudia sistemas cldsicos, que son aquéllos en los que las variables conju-
gadas son soluciones de las ecuaciones canénicas de movimiento de Hanuniton. En particular
estudiaremos sistemas en los que las variables termodindmicas relevantes son el ntmero de
elementos N en el istema. ¢l tamafo del sistema (volimen V) y la temperatura. Asi pues,

usalemos ¢l ensamble Candnico que esta definido por la siguiente funcidn de paiticidn:
Qn(V.Ty =Y exp{ - BH(ge, i) (11)
&

aqui gp ¥ p representan las variables canénicas, M {py, ¢:) es el hamiltoniano del sistema.
A= 1/(kgT) con kg la constante de Boltzman y la suma se realiza sobre todos los estados
aceesibles al sistema  La dependencia de N y V es a través de los valores de la energia

Er = H{ge ).



La. probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado de energia Fy. cs:

exp ( — ,3f1(f1k, Pk))

_ 1.2
Y exp( — [fH(qk,Pk)) -

Por tanto, el valor promedio de nna cantidad fisica 4 se obtiene evaluando la siguience

CXPIesion:

_ Yx A(Ex) oxp ( - f’i["[(qk,pk))
Spoxp ( — 3H (g pi))

que una vez calculada la suma es independiente de los grados de libertad microscépicos y

<dA> {13)

corresponde al valor macroscépico de la variable termodindmica A del sistema. Asi pues, ol
problema de estudiar ¢l comportamiento de las variables termodindmicas de un sistema a
partir de un modelo microsedpico, se reduce a la evaluacion de la suma (1.3). Sin embargo.
por lo general es extremadamente dificil evaluar en una forma exacta tanto Q ~{V,T) como
el valor promedio, debido a que tanto A(g, p) como H(q, p) son funciones complicadas de las
variables canénicas. Este s el caso para los sistemas de interés en esta tesis como se verd
en la siguiente seccién donde se introduce brevemente el modelo XY como modelo candnico
representativo de muchos sistemas bidumensionales expertmentales, en particular, en mallas

bidimensionales de alambres superconductores,

MODELO XY

El modelo XY en dos dimensiones consiste de N = [? espines unitarios con componentes
{cos ¢y, sena,) localizados en los sttios 7 de una malla cuadrada de dunensiones { x{, donde ¢
representa el c"lngul;;) que el espin founa respecto de la horizontal. La energia de interacecion
cntre dos espines vecinos cercanos es —.f S}- §.~r, donde ./ es la constante de acoplamiento que
se supone es fa misma para la interaccion entre dos espunes vecines cercanos eualesquiera,
Asl pues, la funcién hamiltoniana representativa de este sisterma oy

H=-J 3% cos(¢r— o). (L.4)

<F, i >

iy
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FIG 1. Ondas de espin a baja temperatura

donde la notacién < 7,7’ > mdica suma sobre todos los espines vecinos més cercanos o
primeros vecinos.

El modelo XY en dos dimensiones fué extensamente estudiado en la década de los 70 y
los primeros en estudiar este sistema desde un punto de vista cuantitativo fuerdn Berezinskii,
Kosterlitz v Thoule-ss [1-4]. Ellos sugirierén que el diagrama de fases consiste de dos regiones.
En la primera region, la fase ordenada o de bajas temperaturas (fase superconductora) donde
las excitaciones elementales dominantes son “ondas de espin” {figura 1} a temperaturas muy
bajas y a temperatura relativamente mds altas pares “vortice-anti-vortice” ligados a través
de un potencial que varfa logaritmicamente como funcién de la separacién entre ellos (figura
2). Conforme la temperatura atmenta la densidad de los pares vértice-anti-vértice tambren
aumenta, hasta que a la temperatura critica, denominada de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
{Trrr) cstos pares se disocian. La segunda regién de temperaturas altas, arriba de la
temperatura Tpre en la que los virtices se mueven independientemente corresponde a la
fase desordenada.

Estudios cuantitatives detallados usando técnicas del grupo de renormalizacion han de-

mostrado que la fase de bajas temperaturas estd caracterizada por la divergencia de la
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FIG. 2. par vortice-antivértice

susceptibilidad y de Ia longitud de correlacién de las fases de los espines. La primera es
una medida de las fluctuaciones de la magnetizacién mientras que ia segunda representa la
distancia a la cual las orientaciones de los espines se correlacionan. La divergencia de estas
cantidades a bajas temperaturas conduce a un exponente 7 de la funcidén de correlacién entre
espines, que es funcién de la temperatura, produciendo asi una linea continua de puntos
criticos. Este exponente tiene el valor universal de 1/4 justo a la temperatura Tyyr. A esta
temperatura la longitud de correlacién diverge exponencialinente como funcién del inverso

de la rafz cuadrada de T, esto es:

exp (Ag(T — Typr)'7?)

£(T) ~ = (150}
asi tambien la susceptibilidad diverge como:
: AT = Togr)™?
X(T) ~ exp( X(T TBKT) )’ (15b)

r?
indicando que el exponente v = 1/2. Debido a la simetria rotacional del sistema la magne-
tizaclén es cero a cualquier temperatura.

Este escenario se ha podido corroborar experimentalmente en diferentes sistemas bidi-

mensionales algunos de los cuales son: mallas superconductoras, peliculas superconductoras,
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peliculas superfluidas, eristales Hquidos, ete. Asi también se han realizado estudios numéricos
que sugieren el mismo escenario obtienendo, Trpr = 0.90 junto con indices aiticos consis-
tentes con los obtenidos usando téenicas de grupo de renormalizacion Entre las cantidadoes
termodindmicas que se pueden estudiar numéricamente estan: la encrgia interna E, el calor
especifico, €, que se obtiene de la derivada de E respecto de la temperatura y/o de las

fluctuaciones de la cnerpia

c, = (N)2(<E2>~<E>2), (1.6)

que no diverge sino presenta un méximo aproximadamente 10% arriba de Ty,

Otra cantidad termodindmica importante, que esta relacionada directamente con la den-
sidad superfluida p,(7), es el mddule de helicidad T, que mide la "ngidez” de un sistema
isotrGpico ante una torsion de las fases en la frontera del sistema, en la direccion ky. El

modulo de helicidad se define en términos de la energia libre del sistema, F, como:

tF
T = (W)ko=ﬂ‘ (17)
La relacién entre p;(T} v T(T) esta dado por la ecuacién [5):
my2
pelT) = () T(T), (18)

donde m es la masa de la particula superfluida ¥ % la constante de Planck. Es posible
demostrar analiticamente que p,(7T") tiene un salto discontinuo de un valor firito positivo
universal p, (Tagr) a un valor cero, esto es [6l:

mkpTpir
If".s(T.B‘KT)h2 2’

Como consecuencia de estas dos iltimas ecuaciones se tiene que el valor del salto discontinuo

(1.10)

del modulo de helicidad satisface la relacidn:

T(Torr) = 5(ksTprr). (111)

7
2

Esta os una ccnacidn importante que usaremos para estimar Ty a partir del cdlenlo de

T{T), en los casos donde aplique esta teorfa. La magnitud de este salto en Y(T') esta

8




relacionada directamente con el exponente de la funcién de correlacién por la ecuacidn:

_ kgTakr
1= QWT(TBKT)' {(1.12)

Hasta aqui se han preseniado bievemente los aspectos mds importantes de la teorfa de
transiciones de fase de sistemas bidimensionales, tomando como modelo candaico el modelo
XY. Estos seran de importancia para estudiar transiciones de fase en mallas bidimensionales
de superconductores en un campo magnético transverso uniforme, que se representa median-
te el modelo XY con frustracion untforme. En la siguiente seccion se define este modelo junto

con sus propiedades y cantidades relevantes.




MODELO XY UNIFORMEMENTE FRUSTRADO

En esta seccidn se define el modelo XY con frustracidn uniforme v se describe algunas de
sus propiedades en el contexto de mallas bidimensionales de superconductores en un campo
magnético transverse Desde el punto de vista tedrico €l interés por estudiar sistemas con
frustracion se micia en la decada de los 70 [7-9] tentendo como motivacion principal tratar de
entender el comportamiento de los vidrios de espin. Posteriormente, en la decada de los 80
con el desarrollo de técnicas de fotolitografia, es posible construir mallas de superconductoves
con propiedades preconcebidas {12-19], que en presencia de un campo magnético transverso
presentan un sistema experimental fértil para estudiar sistemas con frustracién. Ademas,
cont ¢l descubrimiento de los cerdmicos superconductores, el interés tedérico por entender
mejor estos sistemas se refuerza debido a que muchas de las propiedades magnéticas de
estos materiales se pueden modelar mediante mallas de junturas Josephson {20).

Recientemente, usando microscopfa de alta resolucién basada en el efecto Hall [22,23]
fué posible observar directamente las diversas configuraciones de vértices {tubos de flujo
magnético) en una malla de alambres superconductores para diferentes valores del flujo
magnético por celda unitaria (pardmetro de frustracén), corroborando predicciones tedricas
en relacién a 1os estados base [24] Los resultados de estos expermmentos sc muestran en la
figura 3 donde se observan las diferentes estructuras del estado base para distintos valores
de F.

Mis recientemente. mediciones experiinentales de las caracteristicas Voltaje-Corriente
(V-I} en mallas de alambres superconductores para valores diferentes del campo magnético
sugieren diversos escenarios de las transiciones de fase en tales sistemas [25]. En las figuras
4.5 se muestran dos mcrografias donde se observa Ja estructura de las mallas de alambres
superconductores cn dos escalas de longitud diferentes, que fuerdn usadas en estos experi-

mentos.

10
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FIG. 3. Las imdgenes de la parte superior muestran las configuracicnes de los vértices en una
malla de superconductores de Niobio, obtenidas usando microscopia de alta resolucién basada en el
efecto Hall, para diferentes valores del indice de frustracidn. En e) segundo renglon se muestran los

mapas de ocupacién de las imdgenes. Los cuadros en blanco representan los vértices magnéticos.

Figuras tomadas de la referencia [24]
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FIG. 4. Malla bidimensional de alambres superconductores {25] hechos de niobio
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FIG. 5. Estructura de la malla de alambres superconductores [25) de niobio

La funcién hamiltoniana que define el modelo XY con frustracién uniforme cs:
= —Ej; Z cos (P — Gyr + fopi), (1.13)
<FF>

donde @y cs la fase del espin en el sitio 7, E; es la energia de interaccién y < 7,7 > mdica
que la suma de interacciones es entre vecinos mds cercanos. Las cantidades fr 7o definidas
en los enlaces de la malla se denominan las variables de frustracion. Estas representan la
“distorsion” —produocida por defectos magnéticos- en las fases de los espines que interaccio-
nan. Por ejemplo, si frz = #, el efecto es cambiar la interaccion del tipo ferromagnético
a una del tipo antiferromagnética entre los espines Sy y Sy~ En el lenguaje de mallas su-
perconductoras, que es el que se usa en esta tesis, ¢r representa la fase del pardmetro de
orden en el nodo 7y las cantidades fr's corresponden la fase extra en la funcién de onda
superconductora del alambre o de la juntura, debida a la presencia del campo magnético
externo. Asi pues, las variables de fiustracion se definen como:

frer = %E ’ A dl, (114)

i

donde ¢y = gﬁ es ¢l “cudnto” de flujo magnético, A es el polencial vectorial magnético, dl

=1

es el clemento de linea entre los alambres o junturas localizados en 7 v 7. En ¢l caso de

12



frustracién uniforme, las variables de frustracion deben cumplir con la sigimente condicién:
S = Eff A-dl'=2F, (115)
<PFIEP b /P

en cnta ecuacion la notacidn < 7,7 >€ P indica que la suma de las jr '~ debe efectuarse
en los enlaces que forman una “plaqueta” (celda unitaria de la malla) La cantidad F sc
denomina el indice de frustracion y representa la cantidad de flujo magnético (medido en

umdades de ¢g) que en promedie atraviesa una celda unitaria.
La hamiltoniana (1.13) es una funcién periodica de F con periodo 1 v ticne una simetria

de reflexion alrededor de cero, esto es, H es invariante bajo las transformaciones:
Fo F+1, F— ~F (1.16)

En consecuencia, basta considerar el rango de valores 0 < F € %

Cuando F es cero o un nimero entero la naturaleza de la transicién es bien conocida y
esta descrita por el escenario de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless. Sin embargo, cuanda F cs
una fraccién del “cudnto” de flujo magnético, esto es, F = g, con p y ¢ niimeros primos rela-
tivos, los estados base {configuraciones a T=0) del sistema presentan estructuras y simetrias
diferentes, dependiendo de los valores de p y ¢. Por ejemplo, cuando F = % la configu-
racién de vértices semi-enteros {generados por el campo magnético) en el estado base tienc
estructura de tablero de ajedrez (figura 6), donde los cuadres blancos representan vértices
de vorticidad 1, mientras que los cnadros negros representan vortices de vorticidad —%., es
decir, las vorticidades positiva y negativa estan alternadas simulando wn antiferromagneto
de Ising cn dos dimensiones. Por tanto, el sistema presenta dos simetrias, una rotacional
asocilada a las fases de las funciones de onda superconductoras de los alambres {junturas) y
otra discreta , simetria “quiral”, relacionada con las vorticidades semi-enteras peneradas por
el campo magnético. Estas simetrias dan lugar a dos tipes de excitaciones topoldgicas. pares
vartice-antivortice y paredes de dominio. Si los dos tipos de excitaciones no interaccionan
deben de conducir a dos transiciones de fase independientes: nna transicién de BKT cn las

fase de la funcién de onda superconductora y una transicion " quiral” de tipo Ising. De estas

13



A
‘g-»u*t?

N N
s NaEe KeEr K2
o
y

Aetetet

FIG. 6. Estado base del modelo XY con frustracidn {43)

dos, Ia transicion superconductora ocurre a m4s baja temperatura. Sin embargo. cuando los
dos tipos de excitaciones estdn acopladas, que es exactamente lo que ocurre en los sistemas
experimentales, el problema es extremmadamente complicado ya que no es posible separar las
contribuciones a lafs) transicién(es) de cada una de estas excitaciones topologicas. Existe
la creencia generalizada de que la peneracién espontdnea de paredes de dominio da lugar a
Ia disociacion de pz;res de vortices-antivortice produciendo una transicién del tipo BKT. En
éste dltimo escenario se ha sugeride la posible existencia de una sola transicién superconduc-
tora perteneciente a una clase de universalidad nueva {27,35]. A pesar de intensos estudios
tedricos y experimentales en relacién a este problema adéin se desconece la naturaleza exacta
de la transicidn y ha generado una amplia controversia en afios recientes [26,27,35.38]

Para otros valores del indice de frustracién , por ejemplo F' = 1/3y F = 2/5, que
son de interés tedrico debido a su reciente estudio experimental {25], Ja naturaleza de la(s)
posible(s) transiciones no es conclusiva y existe evidencia reciente en relacién a ello En
esta tesis, estudiaimos varias cantidades termodindmicas usando diferentes valores del indice

de frustracidn, a saber: F= 0, %, % ’ % con el fin de estudiar las posibles transiciones gue

ocurren on estos sistemas. Estos dos ultimos valores de F' han recibido atencion, tanto

tedrica [28} como ekperimental [25]. muy recientemente.
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CAPITULO II

EL METODO DE MONTE CARLO

Las propiedades termodindmicas de los sistemas fisicos, se estudian analiticamente calcu-
lando la funcién de particidn del correspondiente Hamiltoniano. En muchos sistemas fisicos
de interés es muy dificil evaluar analiticamente la funcién de particién v por esta razén se
utilizan métodos numéricos para describir sus propiedades termodindmicas . Estos métodos
han demostrado ser de gran utilidad, en particular, el algoritmo de Monte Carlo (MC) tiene
un amplio uso en diferentes campos de la fisica v ha tenido éxito en el estudio de muchos
sistemas. El método de MC evaliia los valores promedio de cantidades fisicas, mediante la
generacién de una sucesion estocistica de configuraciones del sistema.

Desde el punto de vista de mecdnica estadistica, el estado macroscépico del sistema a
una temperatura T (entre otras variables), representa a un conjunto de estades microscopi-
cos o configuraciones. No todos los estados microscopicos contribuyen equitativamenete al
promedio termodindmico, sino mds bien, hay algunos que contribuyen més que otros. Asf
pues, las configuraciones se eligen de acuerdo con una funcién de peso que es proporcional
al factor de Boltzmann exp{—8F), donde E es 1a energia de 1a configuracién respectiva. Por
lo anterior, el procese de MC es un algoritmo basado en la “importancia de la muestra”.
El valor promedio de una cantidad fisica < F > sobre M configuraciones, se calenla con la

siguiente expresion: -
1 - E
Tot) FuP ! (z,)exp(“5ekzel)

Sy Pz, Jeap(~Geledy

donde F), es el valor de la cantidad de interés en el p—enésimo estado y E, es la energia de

<l >= (2.1)

la correspondiente configuracién. P(r,) es ¢l factor de peso que en su versién mis simple se

¢scribe como:
iy
exp(F )

Zﬁi] exp( E;;#:)

P(-T::L) = (2.2}

Sustituyendo ésta probabilidad en la ecuacién (2.1), el promedio de F se reduce al promedio



aritmético:
. 1 Af
F=o:3 b (2.3)
=1
La realizacion de la ecuacidn 2.3 se hace generando una serie de configuraciones que forman
un proceso de Markov, Un proceso de Markov es un proceso estocdstico que genera una
nueva configuracién z,, a partir de su antecesora @, con una probabilidad de transicion
W(r, — z,4). El proceso de Markov tiene la proptedad de que z, comerge a un punto fijo
rit cuando M — oo, si satisface la condicion de balanceo detaltado
Pz, W(z, - zp) = Pla,y)W(zy - z,), {2.4)
ésto significa. que la razén en las probabilidades de transicion para “mover” &, — z. ¥

tegresarlo x,r — x, depende solamente del cambio de la energia dF = E(2,,) — E(z,), esto
: n g [ I

es
Wiz, = 20) ~4E,
Wy = x,) exp( kgl ) (2.5)

El objetivo principal en el Método de Metropolis, explicado anteriormente, es maximizar
la razdén de cambio de una configuracién a la siguiente. Esto se realiza maximizando la
probabilidad de transicidn de tal manera que al cambiar de una configuracidn a otra tenga
nenor energia, es decir, que minimice la energia.

En esta tesis se usa este algoritmo para cstudiar el modelo XY puro ¥ con frustracién
uniforme. Ademds se aplican condiciones de frontera periédicas, donde los espines en el
inicio y al final de los renglones {columnas) son los mismos. Se consideran condiciones a la
frontera periédicas con el fin de minimizar efectos de bordes v de tamano finito.

Para determinar las propiedades termodindmicas del sistema utilizando la ecuacion (2.1},
s¢ empicza por especificar una configuracion inicial de fases asignadas a los espines. que
se elipe de acuerdo con la regién de temperaturas que se desea estudiar  Se considera
una configuracion inicial ordenada en la region de bajas temperaturas o una configura-
cidn desordenada cn la regidn de altas temperaturas dependiendo de la regién que se desea

estudian.  En el caso de metaestabilidad (por ejemplo, una transicion de fase de promer
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orden) se considera una configuracién inicial mixta (configuracién parcialinete ordenada y
parcialmente desordenada). Una vez asignado los valores inrciales de las fases se elige [a fasc
¢, ¥ se gira aleatoriamente un dngulo d¢, a partir de su configuracién inicial, al efectuar la
rotacién se identifica a los vecinos mas cercanos de la fase 1 con ios que mteracciona para
calcular el camnbio de la energfa §E, asociada con la rotacin v se evalia la probabilidad de
transicion 11" = exp(G4E). Se obtiene un nimero aleatorio r distribuido uniformemente en el
mmtervalo 0 < r < 1. 8i W < r rechazamos el movimiento, y la configuracién correspondiente.
Si W > r, se acepta la nueva coordenada (¢} para formar una nueva configuracién que serd
incluida para evaluar el promedio de las propiedades termodindmicas. Este proceso se repite
para cada una de las fases de la malla, generando asi una serie de configuraciones que dan
lugar a una cadena de Markov de M eventos. Las primeras configuraciones generadas no son
propiamento representativos de un sistema en "equilibrio”, por lo tanto, los primeros pasos
se descartan y no se usan en el cdleulo del promedio. El nimero de pasos que se eliminan
para alcanzar el equilibrio debe ser del orden del tiempo de relajacién que es el tierapo para
gue ¢l sistema aleance el equilibrio. En general, el tiempo de relajacion depende de la region
de temperaturas a estudiar. Una vez que el sistema alcanza el equilibrio se forman Mp
grupos cada uno con [N, configuraciones, v se hace un promedio para cada grupo. Despues
del nimero deseado de subgrupos que han sido generados se calcula el promedio final y
entonces sc repite el cileulo para otra temperatura.

Para calcular el promedio F de alguna propiedad fisica se evalia un total de M pa-

sos/espin de MC ( al cambio de la fase ¢, se le llama un paso/espin de MC )

_ 1 p=M4p
F=— % F(z,) (2.6)
M &=

El ndmero jq es la cantidad de pasos para alcanzar el equilibrio y desde un punto de
vista practico se escoge tal que las variaciones en F sea a lo mds del orden de la desviacidn
estandar 0 = /< J2 > — < f >%. Esta forma de escoger pg es por supuesto ad hoc y cs
una manera practica de estunar el tiempo para que el sistema se equdibrie. Estrictamente,

uno deberia de estimar el tiempo de relajacidn, sin embargo, uno necesita mucho tiempo de
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cémputo.

Para evaluar el promedio de una propiedad fisica utilizando el método de MC tenemos
varios factores que influyen en la precisién. Por ejemplo la calidad del generador de nimeros
aleatorios, el tamafo finito de la muestra, el tiempo de correlacién entre configuraciones.
efe.

En el cdleulo del error deben tomarse en cuenta varios [actores, algunos de cllos ya se
mensionaion, pero ¢ mds dificil y desde el punto de vista estadistico muy importante, es el
tiempo de correlacién entre configuraciones sucesivas. Fste se puede minimizar empleando
algoritmos m4s eficientes. En principio, el verdadero error asociado con los valores promedio
de las observables se determinan mediante un estudio dindmico det modelo  Tal estucio
tiene un ticmpo de procesador de computo extremadamente grande v requiere un analisis
eomplicado. Con el objeto de disminuir la posible correlacidn entre configuraciones se divide
el niimero total de M pasos de MC dentro de M, grupos de p pasos cada uno { i.e. M = pM,).
El promedio para cada uno de los M, grupos de configuraciones se calcula por la férmula:

1
Fy=- Z F;t- (2-7)
p enesimo

La varianza de los valores promedios en M, grupos es dada por
2 p 2
(0)" = 57— 3 [Fu - FJ". (2.8}

El error en ] valot promedio de F es igual a la desviacion estandar ¢. Esto supone datos
no corrclacionados. Conforme p crece se espera que la correlacion entre grupos sucesivos

disminuya.
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CAPITULO II1

TERMODINAMICA DEL SISTEMA FRUSTRADO

En éste capftule se estudia el coﬁ:portamiento termodindmico del modelo XY en dos
dimensiones cwando el indice de frustracion F tiene los valores 1/2, 2/5 v 1/3. Las cantidades
teamodinamicas que se analizan como funcién de la temperatura y tamaifio del sistema ! x 7
son: {a} energia interna £, (b} calor especifico C,, (c) mddulo de helicidad Y y (d) Ia
derivada del mdduio de helicidad Y' respecto de la temperatura. Localizando el méximo
de T’ se estima la temperatara critica T,{F"), tal como se hace para el modelo XY puro
[33]. Mediante una comparacién del comportamiento de Y(T') y C,{T'} cuando F # 0 con el
correspondiente a F' = § {modelo XY puro), se infieren algunas de las propiedades criticas
del sistema con frustracidn. Como ya se indicd en el capitulo I la motivacién de estos
estudios esta relacionada con experimentos recientes donde se usan técnicas sofisticadas
de medicién [22,23] para observar en forma directa y detallada el comportamiento de los
vértices en una malla de alambres superconductores a muy bajas temperaturas [24]. Estos
estudios han permitido corroborar muchas de las caracteristicas v propiedades del estado
base, para los valores de F arriba indicados, gue se habian sugeridas previamente en base
a estudios tedricos [32.37]. Por otra parte, también se ha investigado la naturaleza de las
transiciones de fase de una malla de alambres superconductores en un campo magnético
transverso para indices de frustracidon F = 1/2 v 2/5 {25). En la region de temperaturas
altas se obhserva un comportamiento lincal {comportamiento ohmico} de las curvas voltaje-
corriente (V-I) de la maila. Conforme la temperatura decrece la resistencia disminuye hasta
que a la temperatura critica se establece una coherencia de cuasi-largo alcance que da lagar
a la fase superconductora. Usando la relacion [44] R(T}/R, = 27£2(T)n;, donde RB(T)
es la resistencia de la malla, R, la resistencia en el estado normal, £(T) es la longitud de

coherencia de la fase superconductora v ny la densidad de vértices libres se puede demostrar
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que R(T) decrece comeo:

Ry
DO gl oy

justo arriba de la temperatura de transicion superconductora, siendo 1 el exponente de la
longitud de coherencia En ausencia de campo magnético externo se encuentra que v =
1/2, de acuerdo con la teoria de Berezinslii-Kostetlitz-Thouless Para otros valores de
frustracién experimentalmente ha sido extremadamente dificil discernir s1 el exponente »
es 1/2, debido al “ancho” de la transicién superconductora. Por otra parte, en la fase
superconductora {regién de bajas temperaturas), caracterizada por la presencia de pares
vortice-antivdrtice, —supercoriientes con circulaciones opuestas que interaccionan a través
de un potencial logaritmico- las curvas V-I tienen un comportamiento no lineal de ley de
potencia, V ~ I*7) Justo a la temperatura de transicién Tpxr(F), el exponente a{T) es
distinto de la unidad y tiene un valor “universal” de a(Tggy) = 3 cuando F = 0 [25,38] y
e{Texr) = 1/5 cuando F = 1/2 [25,38]. El valor de a(T’} para un valor especifico de F, esta

directamente relacionado con el exponente critico de la funcidn de correlacién n(T) a través

de la ecuacidn:
1

") = =1

Sin embargo, en la referencia |25] las curvas V-1 de las malias superconductoras estudiadas

{3.2)

sugieren que V ~ I? cuando F = 2/5 y 1/2 —comportamiento tipico de una transicién
del tipo BKT-las cuales se presentan justo abajo de la transicidn supereconductora. Esto
se justifica experimentalmente como debido a la existencia de un proceso de nucleacién de
paredes de dominio FExste la creencia de que al menos para el caso F = 1/2 la transicidn
superconductora es inducida por la presencia de paredes de dominio —creadas por los grados
de libertad quiral- que apantallan las interacciones vértice-antivértice. Si este fuera el caso,
entonces la disociacién de pares vértice-antivortice deberia ocurrir antes del derrefemsento
de las paredes de dominio: esto es, la transicién de BKT deberia ocurrir a una temperatura
menor que la transicidn qunal. Por lo tanto, las transiciones ocurrirfan en forma desacoplada

dando lugar a exponentes criticos del tipo XY e Ising en dos dimensiones, respectivamente.
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Sin embargo, experimentalmente no s posible medir las quiralidades v tedricamente no es
posible separar las fases de los grados de libertad quiral, lo que dificuita en forma extrema
un estudio separado y més detallado de las transiciones de fase en el modelo XY totalimente
frustrade. Este ha sido un punto muy controversial en la tltima década.

En este capitulo sc presentan los resultados de extensas simulaciones de Monte Catlo de
una malla cuadrada de superconductores de tamafio [ x ] en un campo magnético transverso
de intensidad tal que conduzca a indices de frustracién F = 1/2, 2/5 v 1/3. En lo que resta
de esta seccidn se introducen las expresiones matematicas explicitas que se usarén en las
simulaciones de MC para calcular 1a energia interna, v el modulo de helicidad, asi como las
cantidades asociadas a los grados de libertad quiral en el caso de frustracion maxima(F=1/2).

La energia intetna del sistema es igual a la energia de interaccidn Josephson E; entre
superconductores (que se supone constante) multiplicada por el promedio del cosene de la
diferencia de las fases ¢{7) — ¢(7’) en los sitios vecinos cercanos 7y 7 de la funcién de onda

superconductora, mds la “torsién” f(7, 7'} debida al campo magnético externo, esto es:

1

E=2<=E 3 cos(d(f) - o) + f(77) >, (3.3)

<FFT>
En esta expresidn los paréntesis triangulares indican el promedio sobre las distintas configu-
raciones generadas en el proceso de MC. Esta notacidn para los promedios se usard en lo que
resta de esta tesis. El calor especifico del sistema se obtiene caleulando las fluctuaciones de
la energia, definidas en la ecuacién (1.6) o bien, mediante la derivada de la energia interna
iespecto de la temperatura. Aqui nsamos la segunda alternativa que ha demostrado ser ttil
para el modelo XY puro [33].

E]l médulo de helicidad, que mide la “rigides” del sistema ante una torsidn de las fases
en la frontera del sistema en la direccién del vector ko, definido en la ecuacién (17}, ¥ que
se relaciona directamente con la densidad superfluida por la ccuacion (1.8). El médule de

helicidad se calcula mediante la expresion:
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o= < Y Xlrcos(@(F) — $(F) 4 ST > —

<FF >
1 2
]\'kl T<<,§>X erosin(¢(F) — ¢(F) + FFEF) >

donde kg la constante de Boltzman ¥ la direccién de la torsidn se ha tomado en la direccidn
del eje 1. 7757 = x — 2, que es igual con el espaciamiento de la red ag que se tomnard de
ahora en adelante igual a la unidad. Cuando la torsién es en la direccidn del eje Y se usa
una expresion andloga. De hecho los resultados del modulo de helicidad reportados en esta
tesis corresponden al promedio aritmético de v, y 7.

Con la finalidad de estudiar las propiedades termodindmicas de los grados de libertad
quirales del sistema totalmente frustrado {(F=1/2) se define la guiralidad de una “plaqueta”

o celda nnitaria de la malla mediante la siguiente ecuacion:

x(B) =sgn( 3 sen(a(r) - 67 + S5, 7)), (35)

<FI>EP

donde el vector R = ([¢+1]ag, [7+4]ao) corresponde al punto central de la celda unitaria P de
dimensiones ag X ag = 1 x 1y “sgn” indica la funcidn que toma el signo de la cantidad entre
paréntesis  Asi pues, la variable x(ﬁ) tiene solamente dos valores, +1 v -1, dependiendo
del sentido de circulacién de las supercorrientes (vorticidad) en cada celda unitaria de la
malla En consecuencia, x(ﬁ) se puede considerar como una variable del tipo Ising en dos
dimensioncs. Para un sistema totalmente frustrado la configuracién a T = 0 (estado base) se
ordena como un anfyferromagneto de Ising, esto es, los dos valotes de la quuralidad ocurren
en forma alternada, como si se tratase de un “tablero de ajediez” tal como s¢ muestra en la
figura 6 (cap.J) Conforme aumenta la temperatura, las Huctuaciones térmicas dan lugar a
regiones de quralidad +1 v otras de quiralidad -1, generando “paredes de dominie” Como
unza “medida” del ordenamiento del sistema, tal como se procede con el antiferromagneto de

Ising, calcularemaos la magnetizacidn alfernade asi como sus correspondientes fluctuaciones

22



Estas cantidades estan defimdas, respectivamente, por las ecuaciones

. _7'1’[;“ - %Z(_I)RH’R!;X(R}J (36}
R
= (a0 = ), (37)

s tambien usual para el antiferromagneto de Ising en dos dimensiones calcular el prome-
dio, sobre las configuraciones, del cuadrado de la magnetizacién alternada < (M™)? > con
sus correspondientes fluctuaciones. Estas cantidades son més convenientes de estudiar de-
bido a que son numéricamente mas estables que aquéllas definidas por las ecuaciones (3.6)

y (3.7). Las fluctuaciones de < {M*)? > se caleulan mediante ta enacién:

X = %;( < (MUY > — < (MY 2 ), (3.8)
En esta tesis se estudian ambas magnetizaciones con la finalidad de estimar mejor la tem-
peratura critica de’los grados de libertad quiral.

En la siguiente seccién se presentan y discuten los resultados obtemdos para el modelo

XY pure Como ya sc menciond usaremos las propiedades de este modelo como término de

comparacidn cuando el sistema esta frustrado.

RESULTADOS
El modelo XY no frustrado

Fl modelo XY no frustrado ha sido extensamente estudiado analiticamente y mediante
simulaciones de Monte Carlo {MC). Aqui se presentan los resultados de simulaciones de
MC realizadas en mallas de tamafio | x [ con I =36 y 48, en ¢l rango de temperaturas
0§ < T <1.6. El numero de pases de MC (NPMC) requerido para equlibrar el sistema cn la
region de altas temperaturas (arriba de la temperatura critica) fué de 15,000 PMC micntias

que en la regidn de bajas temperaturas (abajo de la temperatura critica) se requirierdn del
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orden de 25, 000 PMC Los promedios de las cantidades termodindmuicas estudiadas, energia
interna, calor especifico. médule de helicidad y dervada del médulo de helicidad, que abajo
se detallan, se realizarén sobie un total de 60,000 a 120,000 configuraciones en la regién de
temperaturas altas y bajas, respectivamente.

En la figura 7(a) se muestran los resultados para de fa energia interna donde se observa
que alrededor de la temperatura de transwcion I' == 1, los datos de MC muestran lHgeras
variaciones como funcién del tamario del sistema. Sin embargo, arriba y abajo de la region
critica no se observan efectos de tamaifio fimto. Estos resultados son consistentes con es-
tudios numéricos previos. Siguiendo la refetencia [33] el calor especifico se obtuvo de a
derivada de la energia interna respecto de la temperatura. Los resultados para el compor-
tamiento de esta cantidad como funcién de T para los dos tamafios de malla estudiados se
muestran en la figura 7(b). Se observa que esta cantidad tiene un maximo cuya posicién
es sensitiva al tamafio del sistema y para [ = 48 se localiza ligeramente arriba de T = 1.
Estos resultadas son consistentes con estudios numéricos previos {33,34]. Ademis, el valor
de Cpoe €5 aproximadamente el mismo para los dos valores de | estudiados. Esto esta de
acuerdo con el hecho de que para el modelo XY puro no hay divergencia en C, sino més
bien, hay un efecto de saturacién en el valor de Cpp como funcion de [,

Los resultados para el médulo de helicidad indican que no existen efectos de tamano
finito en la regidn de bajas temperaturas (T < 7.) Sm embargo, justo arriba de Tprr estos
efectos son importantes. Como se observa el mddulo de helicidad decrece mds rdpidamente
a cero para la malla mds grande figura 7(c). La ecuacién (1.11) sugiere que la temperatura
critica puede obtenerse localizando la interseccién de la recta con pendiente £ con T(T). En
la figura 7(c), observamos gue esta interscccidn se presenta en T 2 0 95, que corresponde
a la temperatura critica obtenida en estudios previos 14,31,33,34] para el modelo XY sin
frustracién. Nétesg que es posible cstimar Ty de esta manera debido a que la ecuacién
{1 11) se obtiene de la solucién de las ecuaciones de renormalizacién,

En la figura 7(d} se muestra la derivada de T(T} como funcién de la temperatura. Esta

cantidad presenta un pico agudo cuya posicién se mueve hacia temperaturas mis hajas
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conforme anmenta el tamafio de la malla indicando la temperatura a la que T{T) va a cero.
La temperatura a la que se presenta el pico en esta cantidad para la malla mds grande es en
T = 1. que es una temperatura ligeramente mayor que Thr obtenida usando la ecuacidn
(1 11} v T(T). Este resultado esta de acuerdo con los caleulos de la derivada del médulo de
helicidad para este modelo [33]

Como sc verd para otros valores de F no es posible aplicar o] cnteno dictado por la
ecuacion {1.11), asi que se estimard Tprer(F) locahizando e) pico en la derivada de T(T) tal

como se lizo para el modelo XY puro.

El modelo XY totalmente frustrado

El medelo XY totalmente frustrado se ha estudiado en forma extensa v en la actualidad
es motivo de una amplia controversia en relacidn a la posible existencia de dos transiciones
de fase asociadas con los grados de libertad de las fases y de las quiralidades. En esta
seccidn se presentan los resultados de simulaciones numéricas en una malla cuadrada de
dunensiones lineales { =16,32 y 48. Al igual que en el caso F = 0 sc estudié la energia
interna, el calor especifico, el médulo de helicidad y su correspondiente derivada respecto de
la temperatura para las fases. Tambien se estudiarén las propiedades magnéticas asociadas
con los gradoes de libertad quiral, esto es, la magnetizacién alternaca. el cuadrado de esta
cantidad v sus correspondientes fluctuaciones FEn las simulacionces de MC se requirierén del
orden de 40,000 PMC para equilibrar el sistema a bajas temperaturas. micntras que en la
regon de altas temperaturas el nimero de PMC requeridos fué del orden de 10,000 Las
las cantidades fisicas cstudiadas se obtuvieran haciendo promedios sobre 160,000 a 200,000
PMC. Las barras de error asociadas se caleulan como la desviacion estandar de la muestra.

En la figura 8{a) sc muestran los resultados para la enorgia terna como funcidn de la
temperatura para tres diferentes tamafios de la malla. Se observa que los ofectos de tamafo

finito son despreciables en el rango de temperaturas estudiado. Excepto en la region critica
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donde hay Ligerag variaciones de E con el tamaiio del sistema.

El calor especifico se obtuvé a partir de la derivada de E respecto de T v los resultados
se muestran en la fipura 8(b}. Esta cantidad muestra un pico cuva altura aumenta con el
tamano de la malla vy su posicdn se localiza en T = 0.45, sugiiiendo la existencia de una
transicion de fase Este comportamiento es consistente con estudios previos {34]. Notese
que los efectos de tamaiio finito son minimos a bajas temperaturas mientras que a altas
temperaturas éstos son importantes.

Los resultados para el modulo de helicidad se muestran en la figura 8(c). Se observa que
esta cantidad disminuye significativamente en T, & (.45 lo que es una cvidencia clara de
una transicion de fase. De acuerdo con la ecuacidn (1.11), que muestra la relacién directa
entre T(T) y la densidad superfluida, el sistema se encuentra en su estado superconductor
a temperaturas T < 0.45, mientras que a mds altas temperaturas la densidad superfluida es
cero lo que sugiere que el sistema se encuentra se encuentra en su estado normal. Justo arriba
de T = 0.45 se observan efectos de tamaflo finito, esto es, los valores de Y(T) dependen
hgeramente del tamaiio de la malla que se usé para calcular esta cantidad. Sin embargoe, a
més bajas temperaturas los efectos de tamafo finito son despreciables.

Para estimar la temperatura de transicion se procedié como en el caso del modelo XY
puro, esto es, se obtuvo la interseccién de T(T) con la recta con pendiente % El punto
de interseccién ocurre en T sz 0.44, valor que es ligeramente menor que la temperatura a
la que ocurre ¢f pico en C,. Estos resultados son consistentes con la teoria de Beirezmskii-
Kosterlitz-Thauless. Fste procedimiento para estimar 7, fué usado en los primeros estudios
de este sistema, sin embargo, en los dltimos afios se ha puesto en duda su validez debide a
que estimaciones de los exponentes eriticos 77 y v sugieren que esta transicidn pertenece a una
mieva clase de universalidad, [26,27,35,38] ademds de que ia magnitud de la discontinuidad
en T (Thir) es distinto del valor universal predicho por la teoria de BKT

En la figura 8(d) se muestra el comportamiento de la derivada de ¥(7°) como una funcion
de T para tres vajores de [ Al igual que en el caso sin frustracidn se encuentra un pico en

T = 0.44 mdicando la temperatura a la que T(T') cambia de un valor finito positivo a cero.
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esto es. una tramsicion de fase. Esto es consistente con la Tpgp estimada en el parrafo

anterion v con la posicién del pico en C,.

Grades de libertad quiral

Con la finalidad de estudiar el ordenamiento de los grados de libertad quiral, supercorri-
entes circulando alvededor de las celdas unitarias de la malla, se cacularén la magnetizacion
quiral alternada M;“, el cnadrado de la magnetizacién quiral alternada Mf, la suscepti-
bilidad alternaday, v el cuadrado de la susceptibilidad alternada Xi como funcién de la
temperatura para tamafios de la malla [ = 32 y | = 48. Como se mencioné en el capitulo
I, se calculan estas cantidades debido a que las quiralidades se ordenan como s1 fuesen un
antiferromagneto de Ising En la figura 9(a) se muestra el comportamiento de la magne-
tizacion alternada donde se observa que en T = ( 42 esta cantidad va a cero indicando la
presencia de una transicion de fase en los grados de libertad quirales. El comportam:ento de
la correspondiente susceptibilidad como funcién de T se muestra en la figura 9(b), donde se

‘

observa que ésta cantidad desarrolla un pico agudo juste a la temperatura a la que M;“ v
a cero, confirmando una transicidn de fase de los grades de libertad guirles a la temperatura
T~ 042 Debido a que Mt es una cantidad dificil de evaluar numéricamente debido a
que sus valores oscilan entre valores positivos y negativos, tambien se calculd el promedio
de Mi, que es una cantidad numéricamente nids estable, para estudiar la consistencia en la
estimacion de la temperatura critica. En la figura 9{c) se mucstra Mf como funcién de T
donde se observa un comportamiento similar al de M;“, esto es, decae

siubitamente a cero en T~ 042, En la figura 9(d) se muestran las fluctuaciones, suscepti-
hilidad, de M,f(T) Esta cantidad también desarrolla un pico en T == 0 42, temperatura a
la cual el cuadrado de la magnetizacién decac a cero. Por tanto, las cantidades magnéticas
asociadas a los grados de hibertad quirales indican claramente la existencia de una transicién

de fase a T" = (.42, temperatura ligetamente menor a la temperatura en que ocurre la tran-
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sweidn de fase de los grados de libertad rotacionales U(1). Sin embargo, debido a que en esta
tesis se hace solamente una estimacion de las temperaturas criticas, no es posible discernir
en relacion a la existencia de dos transiciones de fase independientes o de una transicién de
fase que es la superposicidn de las transiciones de fase de los grados de libertad quirales y

rotacionates  Esto ha sido un punto muy controversial en afios recientes.

El modelo XY frustrado para el caso F=2/5

En esta seccién se presentan los resultados del comportamiento de £, ', T y T', como
funcién de T para diferentes sistemas cuando por cada una de las celdas umtarias de la malla
pasan en promedio 2/5 del cudnto de flujo magnético. Estudios recientes tanto experimen-
tales [25] como tedricos [28,37) indican que el estado base (estado a T=0) de este sistema
consiste de “escaleras” alineadas de tal forma que la celda unitaria del estado base consiste
de 5 x b celdas unitarias de la malla. Se ha sugerido que las caracteristicas y propiedades de
este estado base tienen consecuencias importantes en la naturaleza de la trasicidn a T > 0.

.
Estos estudios sugieren tambien que las paredes de dominio tienen un papel importante en
la transicién de fase del sistema. Como se vers, en los siguientes parrafos, para este valor
del indice de frustracidn se tiene una transicién de primer orden que da fugar a un compor-
tamiento de las cantidades termodindmicas totalmente distinto al obtenido para los casos
F=0y1/2

Para estudiar el comportamiento de la malla superconductora con este indice de frus-
tracién se rcalizardn simulaciones de MC en mallas de tamatio [ x [ con | =25, 40 y 55,
cn el rango de temperaturas 0.1 < T < 0.5. Para equilibiar e] sistema se requirierén entre
20,000 PMC y 30,000 PMC, dependiendo de la region de temperaturas, Los promedios de
las cantidades termodindmicas de interés se efectuardn sobre 200,000 PMC en todo el rango
de temperaturas estudiado.

Eu lo que sigue se describen los resultados para la energia interna como funcion de la
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temperatura. cuyo comportamiento se muestra en la figura 10{a). Notese ¢ue en casi todo el
rango de teraperaturas los efectos de tamahio finito son despreciables, sin embaigo. alrededo
de una cierta temperatura, (T == 0.22) se observa que los valores de la enmgfa interna
muestran una ligera depemdencia con el tamafio de la malla. Por otia parte. alrededor
de esta temnperatura se encuentra que la energfa interna tiene un selto disconfinue, que
como se acaba de indicar, es sensible al tamano de la malla. Este salto discontinuo se
incrementa ligeramente conforme aumenta el tamano del sistema. En la figura 11{a) se
muestra la magnitad del salto para ia malla mds grande. Esta discontinuidad ocurre a la
temperatura T’ a2 0.225 y sugtere la postbilidad de una transicién de fase de primer orden.
Esta transicién sc manifiesta por la competencia entre dos estados energéticamente distintos
que el el sistema puede ocupar dependiendo cual sea su estado anterior. Con la finalidad
de investigar con mads detalle la existencia de estos dos estados se estudié la evolucidn de
la energfa interna como funcidn del nimerc de pasos de MC a una T cercana al salto
discontinuo. En Ia figura 11(b) se muestra evidencia en relacién a la existencia de estos dos
estados. Los puntos de la distribucién (i) que representan la evolucién de F se obtuvierén
iniciando con una configuracién de equilibric a T = 0.24, mientras que los correspondientes
a la distribucién (it} se obtuvierdn iniciande con una configuracién de equilibrio a 7' =0.22
Estas dos configuraciones imciales son energéticamente diferentes y conducen a dos valores
distinto de £ a la temperatura T = 0 225, Esto es una clara indicacién de la existencia de una
transicidn de primer orden. Por tanto, el comportamiento de la malla superconductora para
este indice de [rustracién (F=2/5) es significativamente distinto al obtenido para los indices
de frustracidon F = 0 y 1/2 Con F = 0 sc tiene una transicién de tipe BKT debido a la
disociacién de pares vdrtice-antivértice, asi tambien, cuando F = 1/2 se tienc un transicién
del tipo de BKT (pares vértice-antivirtice} para las fases mientras que paxa las quualidades
una del tipo Ising (paredes de dominio). pero con exponentes criticos diferentes a los del
modelo XY puro y diferentes a los del modelo de Ising en dos dimensiones. respectivamente.
De acuerdo con la interpretacion tanto de los estudios tedricos como experunentales esta

transicién es fundamentalmente producida por la nucleacién de paredes de dommao [35].
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energias. comportamiento caracteristico de una transicion de fase de primer orden




El comportamiento del calor especifico se muestra en la figura 10(b} Se obsersa que esta
cantidad desarrolla un pico agudo que cs sensible al tamaio de la malla. es deen, el maximo
del calor especifico Cp,qy depende de I También se nota que la temperatura a que ocurre
el maximo del calor especifico Ciyee €s precisamente la temperatura a la que se presenta la
discontinmdad en ta energfa interna. Este resultado es consistente con el que se obtuvo en la
referencia [39] donde se estudia un gas de Coulomb neutro con cargas fraccionarias de £2/5
en dos dimensiones  Existe la creencia generalizada de que el gas de Coulomb con cargas
fraccionarias (neutro) en dos dimensiones, esta en la misma clase de universalidad que el
modelo XY uniformemente frustrado. Asi pues, los resultados obtenidos para este indice de
frustracién parecen ser consistentes con esta hipdtesis.

Ei comportamiento del médulo de helicidad como funcién de T v del tamaiio del sistema
se muestra en la figura 10{c). Esta cantidad muestra dependencia importante con el tamafio
de la malla alrededor de la temperatura donde ocurre el salto discontinuo en F, ademais de
que §¢ observa wna dispmnucién abrupta en T aproximadamente a la temperatura a la que
ocurre el salto en la energia interna y el méaximo del calor especifico.

En la figura 10{d) se muestra la derivada del médulo de helicidad como funciénlde la
temperatura y del tamafo del sistema. T’ esta caracterizada por un pico pronunciado cuya
altura es sensible al tamano de la malla; conforme crece el tamaiio de la malla aumenta
la altura del pico. No obstante, su posicién es consistente con el comportamiento de las
otras cantidades termodindmicas estudiadas. Especificamente el pico en T' ocurre a la
temperatura T = (.22, En conclusion, en el caso de frustracion F' = 2/5 se obtuvo evidencia
de una transicidn de fase de primer orden lo que esta de acuerdo con resultados tedricos
recientes [39) para el modeto XY y con estudios hechos para el gas de conlomb frustrado en
dos dimensiones {28] Asi también con resultados experimentales recientes [25] En estos
trabajos se sugiere que el mecanismo que produce la transicidn es la nucleacién de paredes
de domano, a diferencia de lo que ocurre en los casos ' = 0y 1/2 Es importante enfatizar
que esto no significe que no se tengan pares vortice-antivortice, estos estdn presentes en el

sistema y son debidos al campo magnético y su densidad es independiente de la temperatura
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El modelo XY frustrado para el caso F=1/3

El modelo XY umiormemente frustrado con F = 1/3 so ha estudiado recientemente
tanto desde el punto de vista experumental [24] como tedrico [21,28] En el primer caso ha
sido posible observar la estructura del estado base del sistema que ceonsiste de una celda
unitaria 3x3 que cn su diagonal tiene una estructura de “escalera” Estas observaciones son
consistentes con las predicciones tedncas originales [32,37]. En esta scccidn se presentan tos
resultados de simulacrones de MC realizadas en mallas de tamaio { x { con { =9, 15, 24. 36
¥ 48, en el rango de temperaturas 0.1 < T < 0.5. Estos sistemas requirierén de 20K a 30K
PMC para obtener configuraciones de equilibrio en las regiones de alta y baja temperatra
esto es, a T%s mavores y menores que 1., respectivamente. Las cantidades termodindmicas
se obtuvierén promediando entre 300,000 y 400,000, PMC a altas temperaturas mientras
que a bajas temperaturas los promedios se efectuardn sobre 500,000 PMC.

Los resultados para el comportamiento de la energia interna como funcién de T v del
tamafo del sistema se muestran en la figura 12(a). En ésta podeinos observar que a tem-
peraturas menores gue .40 los efectos de tamafio finito del sisteina son importantes para
[ < 24. Sin embaigo, una mirada cuidadosa nos permite ver que para las redes mas grandes
[ =36.48 los efectos del tamafio del sistema son despreciables, En la figura 12(b)} se muos-
tran los resultados para el calor especifico como funcidn de la temperatura para los mismos
tamanos del sistema indicados en el caso de ia energia interna. Se observa que la altura del
pico aumenta conforme aumenta ¢! tamafio de la malla y su posicidn se desplaza hgeramente
hacia temperaturas menores. La posicidn del maximo de C, para la malla mds grande esta
en T~ 0.21.

Estudios tedricos recientes [21,28) sugieren que la transicidn de fase es del tipo Ising en
dos dimensiones, esto es, una transicién de segundo orden. De hecho en la referencra [28]
se estimarén los exponentes criticos para este indice de frustracion obteniendo resultados
consistentes con los exponentes criticos del modele Ising en dos dimensiones  Con la finalidad

de comparar los resultados de MC de esta tesis con trabajos recientes en la figura 13 sc
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grafica el maximo del calor especifico como funcién del logaritmo de {, el tamafio lineal
del sistema. Se observa que los puntos para las cuatro mallas mds grandes se encuentran
aproximadamente sobre una linea recta. De hecho, se hizo un ajuste de mirimos cuadrados
a los cuatro puntos y se obtuvo un resultado bastante aceptable para la funcién de error (
x?). La linea recta resultante de este ajuste se muestra en la figura. Por tanto, los resultados
de MC para Crg, versus log{l) sugicren que el exponente critico o del calor especifico es
cero Lste resultado cs consistente con una transicidn de fase de segundo orden, tal como se
ha sugerido en recientes estudios teéricos 28]

Por otra parte, en la figura 12{c) se muestran los resultados para el médulo de helicidad
como funcidn de la temperatura para diferentes tamaiios del sistema. Al 1gual que en el caso
de las cantidades anteriores se tienen efectos de tamafio finito importantes para los sistemas
mas pequeiios. No obstante, para los dos tamafios de malla mds grandes | =36 y 48, los
resultados son casi idénticos en la regidn de temperaturas bajas. A altas temperaturas se
observa que el mddulo de helicidad no es cero como uno esperaria. esto es debido a gque en

esta regién los cfectos del tamarno del sistema son 1mportantes, Para obtener T = 0 dentro
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FIG. 14. Diagrama de fase T, versus F.

det error estadistico se requiere de sistemas mds grandes y de un mayor niimero de iteraciones
de MC Esto no se hizo debido a los requerimientos excesivos de ¢cémputo. Finalmente, en
ta figura 12(d) se tienen los resultados para la derivada de T respecto de la temperatura.
Lo mdas mportante a destacar en esta figura es la presencia de un pico en T = 0 21 que ¢s
consistente con la posicién del pico en el calor especifico; es decir, estos resultados indican
una temperatura de transicién de aproximadamente 0.21 . Este valor de T, esta de acuerdo
con recientes estudios tedricos [28).

Por ultimo, en la figura 14 se muestra el diagrama de fases temperatura critica como funcién
del indice de frustracién. Este diagrama resume los resultados obtemidos en ¢ estudio de la
termodindmca del modelo XY en dos dimensiones con frustracién uniforme. En la figura
se incluyen los cuatro valores de F estudiados en esta tesis y sugiere gue hay un valor de F

para el cual T, es minima. Esta F se localiza en el intervalo % < F < %
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CAPITULO 1V

CONCILUSIONES

En esta tesis se estudié el modelo XY en dos dimensiones con frustracidn uniforme
para valores de ¥ =0, 1/3, 2/5 y 1/2 Estos estudios han sido motivados por recientes
experimentos en mallas de superconductores en un campo magnético uniforme. asi> como
estudios tedricos recientes. Los resultados obtenidos de simulaciones de Monte Carlo son
consistemtes tanto con estudios tedricos como experimetales. Estos se pueden resumir de la
sigutente forma-

{1} Se demuestra que el comportamiento de las cantidades termodinamicas estudiadas es
consistente, para ef caso F' = 0, con una transicidn de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless.

(ii) Para el modelo XY con frustracién total se encuentra que la termodindmica asocia-
da con Jas fases (dngulos} es consistente con estudios previos, asi también la temperatura
crftica estimada. En relacion a los grados de libertad quirales, se obtiene que el compor-
tamiento de la magnetizacién y la susceptibilidad son similares al comportamiento de un
antiferromagneto de Ising.

{iii} En el caso del modelo XY con F = 2/5, a diferencia de los dos casos anteriores, se
encuentra evidencia de una transicién de primer orden.

(iw) Por {ltimo, on el caso F = 1/3 el comportamiento del maximo del calor espeeifico
supiere un exponente critico o = 0, caracteristico de una transicion de fase de segundo orden.

Estos resultados estan de acuerdo con recientes estudios tedricos y experimentales en
mailas de superconductores ¢n un campo magnético transverso

Finalmente, con las temperaturas criticas estimadas a partir del comportanuento ter-

modindmico, se sugiere el diagrama de fases T, versus F
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