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Capitule 1

INTRODUCCION

El objetivo del presente capitulo, es dar un panorama del desarrolio hisiérico del
registro de potencial natural (SP), las fuentes que lo generan y las condiciones que lo

afectan, asi como sus caracterfsticas y usos.

1.1 DESARROLLO HISTORICO DEL REGISTRO POTENCIAL NA-
TURAL

En el afio de 1912, Conrad Schlumberger inicié estudios sistematicos de prospeccién
eléctrica a lo largo de la superficie de la Tierra (patente francesa 450,784). El15 de
septiembre de 1927, Conrad y Marcel Schlumberger obtuvieron el primer registro
elécirico en Péchelbronn, Francia.

En 1928 Conrad Schlumberger descubrié el SP; dos afios después recibié una
patente para medirlo en pozos y localizar estratos permeables. Fue hasta 1931 cuando
lo ofrecié comercialmente v lo introdﬁjo en Venezuela.

Existe una confusién creada por Anne Gruner Schlumberger (hija de Conrad
Schlumberger y esposa de Heary Doll) respecto a quién descubrié el SP, ya que en su
libro THE SCHLUMBERGER ADVENTURE, sefiala a su esposo como tal, lo cual
no es avalado por la mayoria de los autores que refieren el caso. Anne relata que
la aventura de Henry Doll, la més inesperada de todas las que le sucedieron cuando
vivia en Nueva York, fue la observacién de manera casual de un fendmeno que parecia
anormal. Un dia cuando éste trabajaba en algunas mediciones eléctricas en un pozo,

cerca de Seminole, se percaté de un ligero movimiento de la aguja del potenciémetro
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cuando uo se habia enviado corriente entre los electrodos. Cuando un segundo trazo
de la curva confirmé la observacidn tomé nota, atras del registro, con la leyenda
“Vibraciones en la aguja. Probable SP.

Seis meses después, en Paris, logré, a través de esa nota, desarrollar gran cantidad
de pensamientos e ideas que le permitieron asociar el comportamiento del SP con
capas permeables e impermeables. En alguna ocasidn, después de este decubrimiento,
Henry hablé con Conrad acerca de esto, aunque se desconocen los pormenores de la
charla. Este dltimo le dijo a su hija, en confidencia, que Henry estaba justamente
trabajando en un descubrimiento que podria brindar el poder decisivo para el futuro
de la compafifa que babfan creado los hermanos Schiumberger.

Anne afiade en su libro, que su marido trabajé en los laboratorios de investigacién
en Péchelbronn, en 1930-31, y en Maracaibo, Grozni y Baku en 1932, donde se mostrd
que la curva de SP trafa consigo un fenémeno de electrofiliracién debido no solamente
-como Henry lo habia pensado- a la diferencia de presién entre la columna de lode en
el pozo y el estrato que lo rodea, sino también al diferente grado de salinidad en el lodo
¥ en el agua que se encuentra presente en forma capilar en los estratos permeables,
cuyo efecto de baterfa es resultado de las corrientes de tipo electroquimico, las cuales
incluyen variaciones de potencial. Mounce y Rust en 1943 publicaron que ! efecto
de electrofiltracion puede ser debido al relativamente impermeable enjarre ¥ no a la
formacién misma.

Henry Doll le explicé a su esposa que la curva de SP da informacién de la
permeabilidad de los estratos v la curva de resistividad [a brinda de la cantidad de
agua 6 aceite contenida en ella. Lo anterior fue la causa del répido éxito de estos
registzos {Schlumberger Anne, 1982).

A finales de 1931, los registros que se obtenian inclufan uza curva SPy una curva



de resistividad (normal-corta).

El potencial natural varfa de formacién en formacién, en rangos de pocos a
cientos de milivolts (mV') medidos, relativos al nivel de lutitas. La figura 1.1 muestra
un corte esquemdtico del pozo atravesando un paquete de arenas, el cual es limitado
por dos capas de lutitas; a su vez, muestra el comportamiento de la curva cuando se
mide en diferentes zonas.

En las primeras mediciones de resistividad se observé un potencial natural, e|
cual en formaciones areno-arcillosas presenta una linea base, mds o menos constante,
en las zonas de arcillas presentando deflexiones a la izquierda en las formaciones con
arenas.

En 1948, Doll mostré cémo las dimensiones y conductividades del pozo, estratos
¥ zona invadida producen la forma y las amplitudes de la curva SP. El significado del
SP estuvo bajo estudio hasta alrededor de 1962.

1.2 DEFINICION DEL 5P

En la figura 1.2, se muestra esquematicarmente el SP que se define como la dife-
rencia de potencial entre un electrodo colocado en la superficie del suelo ¥ un electrodo
mévil en el lodo dentro del pozo. Se puede notar que no existe un punto cero en el
registro. El fendmeno que se desarrolla en ;-31 pozo es natural, es decir, no es necesario
inducir o invectar una corriente eléctrica.

La forma del regisiro SP se debe a diversos factores tales como la diferencia
de salinidades del agua de formacién con la del filtrado de lodo, el espesor de las
capas permeables, el contenido de arcilla dentro de las capas arenosas, entre otros. Fl
8P es un buen indicador del limite entre capas permeables e impermeables y éste se

identifica en los puntos de inflexién de la curva, siempre v cuando, Jos espesores de las
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FIG. 1.1. Representacién esquematica del corte de un pozo donde se muestra la
medicién del SP.
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F16. 1.2. El lado izquierdo muestra los elementos que conformern la medicién de Ja
curva de SP. El lado derecho marca la tendencia general de la curva en horizontes
arcillosos ¥ arenosos.



capas sean cuando menos 2 veces el espesor del radio del pozo, y las capas adyaccntes
sean también gruesas. En caso contrario, €] punto de inflexién estard ligeramente
movido de los limites (Doll, 1948).

El SP se mide generalmente en combinacién con otras herramientas en pozos,
en los cuales, la salinidad del fluido de perforacién difiere de la correspondiente al
agua de formacién. Esto significa que la resistividad del agua de formacion (Ry) y la
resistividad del filtrado de lodo (Rme) deben ser diferentes. La medida en mV de la
diferencia de potencial entre el electrodo en la sonda y el electrodo en la superficie,
generalmente muestra dos caracteristicas dtiles: una linea recta frente a las arcillas
impermeables y deflexiones hacia la izquierda frente a estratos permeables cuando la
salinidad del agua de formacién es mayor que zquella del fluido de perforacién.

Un pardmetro importante en el 4rea de Registros de Pozos, es ¢l conocimiento de
la saturacién del agua en la formacion, ya que da una idea de la cantidad de hidrocar-
buros presente en ésta, para ello es necesario obtener el valor de R,. La resistividad
del agua de la formacidn puede ser estimada con el registro SP considerando que dicha
agua y el filtrado de lodo contienen tinicamente cloruro de sodio {NaCl) en solucidn,
¥ que la lutita se comporta como una membrana perfecta por la cual sélo pueden
circular cationes.

Para el andlisis cuantitative de los registros eléctricos, en general, y del SP,
en particular, debe considerarse que la resistividad del fltrado de lodo R v ko
resisttvidad del lodo Ry, son frecuentemente diferentes y por ello, 1o es correcto usar

el valor de la primera en lugar de la viltima.



1.3 USOS DEL SP

La curva del SP estd situada en la pista izquierda de la pelicula del registro. La
linea correspondiente al potencial de las lutitas se llama linea base de las lutitas, y
es, a partir de aqui, que se hacen las lecturas del potencial frente a las capas porosas
y permeables.

Con lodos ordinarios (lodos en donde la fase liquida es agua) el SP permite:
a} Diferenciar enire capas permeables e impermeables.
b} Determinar limites de estratos y por tanto espesores de las capas.
c) Correlacionar capas.
d) Obtener la resistividad del agua intersticial de las formaciones (R ).

e) Conocer en forma cualitativa el contenido de lutita de las capas.

i.4 COMPONENTES DEL SP

Los potenciales naturales que se registran en el lodo frente a las formaciones en los
pozos son originados por diversas fuentes. Experimentos de laboratorio y de campo
han demostrado que las fuentes, que a continuacién se analizan, son las responsables

de que exista el SP.

141 POTENCIAL ELECTROQUIMICO

Durante muchos anos los investigadores del SP han observado que todas las
lutitas tienen propiedades electroquinnicas de la misma naturaleza, lo cual permite
estudiar el efecto en ellas. Ademds se considera que el cloruro de sodio es la tnica sal

contenida en el agua de la formacién y en €l filirado de lodo.



El potencial electroquimico se genera cuando dos soluciones de diferente con-
centracién se ponen en contacto. 3i bajo estas condiciones, se coloca un voltimetro
a través del limite que separa ambas soluciones, se podra medir una diferencia de
potencial. Por lo general, el agua intersticial de la formacién es mas salada que el
agua del filtrado de lodo.

Wyllie (Wyllie, 1949) determiné experimentalmente que la componente elec-

troguimica estd dada en mV por:

w R,
Ec = “klﬂg 10 (::I) a2 —-klogm (iﬂ‘f)

w

donde:
K es proporcional a la temperatura absoluta y es igual a 70.65 a una temperatura
de 25°C,

Ry €5 la resistividad del filtrado de lodo,

R, ¢s la resistividad del agua de la formacién,

Gmf ¥ @y son las actividades quimicas del filtrado de lodo y del agua de formacién,
respectivamente,

Dos afios después, el mismo autor (Wyllie, 1951) propone que el potencial elec-

troquimico a través del filtrado de lodo es dado por:
B = k1 (AP

donde:
By es dada en mV;
y varia en un rango de 0.57 a 0.99,

k1 es la constante de temperatura de la formacion v,



AP es la presién diferencial entre la columna de lodo y la formacién.
A fines de los afios 50, otros autores (Goundain y Scala, 1958) y {Hill y An-
derson, 1959), propusieron una férmula para calcular el potencial electroquimico a

través de las lutitas:

By = AP

donde:

kp = ~0.018(Rpy)?.

El fendmeno electroquimico se puede dar en dos formas: cuando el Limite qgue
separa las dos soluciones es una membrana permeable e inerte (potencial de difusién)
¥ cuando se tiene como limite que las separa una lutita (potencial de membrana).

En 1949 Wyllie (Wyllie, 1949) Ileg a la conclusién experimental de que en
ciertas condiciones de la formacién de arenas Cypress, al medir el valor de la curva
8P, ésta varié de acuerdo a la resisitividad del lodo, Es decit, a mayores valores
de la resistividad del lodo, se obtuvo un valor mayor del SP medido. Este mismo
autor logré realizar una gréfica que permite obtener el valor del SP tenjendo como
datos tnicamente la temperatura de fa formacién y la relacién de resistividad del
filtrado de lodo entre la resistividad del agua de la formacién. La comparacién entre
los resultados obtenidos por medio de la grifica que & propone y los valores leidos

directamente del registro es buena para el caso que propone en su articulo.

POTENCIAL DE DIFUSION Las condiciones necesarias para obtener el po-
tencial de difusién, se determinan cuando existe una diferencia de contenido de NaCl
entre dos soluciones separadas por una membrana porosa. Esta membrana facilita

el contacto entre las dos soluciones sin mezclarse. De acuerdo a las condiciones del
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problema habté un movimiento de iones de Na* y de CI~ de la solucién de mayor
(150,000 a 200,000 ppm) a menor concentracién (3,000 a 4,000 ppm), moviéndose
més rapidamente Jos iones de cloro.

Al cabo de cierto tiempo, se tendrd una mezcla en donde ambos lados de Ia
membrana tenderdn al equilibrio. Hasta antes de esta situacién, los iones de Ci-
pasardn mds ripido a través de la membrana porosa, y por tanto, existird un exceso
de cargas negativas en el lado que inicialmente contenia la solucién menos concentrada

de NaCl (figura 1.3).

Este potencial se puede calcular, aproximadamente, con Ja ecuacién de Nernst:

Eg=-115log (%—d)

para 25°C y donde:

Ey estd dado en mV.

En el caso especifico del pozo, el Eq se origina en el contacto entre el lodo de
perforacion y la pared de la formacién porosa y permeable. El agua de la formacién
es la solucidn més concentrada, ¢l filtrado de lodo es la solucién menos concentrada,

y la arena (o formacién porosa) es la membrara.

POTENCIAL DE MEMBRANA La figura 1.4 muestra que si se coloca cntre
dos soluciones de diferente concentracién de NaCl una membrana catidnica {que sblo
permita el paso de cationes o iones positivos, que en el caso real queda representado
por las lutitas), pasarén sélo los jones positivos de ™Mayor a menor conceniracién,
dejando a la solucién que inicialmente estaba mds saturada de NaCl, con exceso de

cargas negativas, y del otro lado de la membrana, con exceso de cargas positivas

(figura 1.3).
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SOLUCION

CONCENTRADA __ +\-
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+ -
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: - DILUIDA DE
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+
+

MEMBRANA POROSA
Y PERMEABLE

Fic. 1.3, Condiciones experimentales del potencial de difusién. Nétese que los iones
negativos quedan del lado derecho debido al flujo de la solucién mdas concentrada a
la menos concentrada.
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FI1G. 1.4. Polaridad resultante del paso de iones de Na a través de }a membrana.
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FIG. 1.5. Esta figura muestra €l acomodo de los iones positivos y negativos en el

membrana
catidnica

pozo por efecto del potencial de membrana.

12
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La ecuacién experimental de Nerst permite calcular el potencial de membrana

de la forma siguiente:

En=—59.1l0g (%)

para 25°C y donde:

E,, estd dado en mV,

En términos cuantitativos, el potencial de membrana es el que mds contribuye a
una curva SP.

POTENCIAL ELECTROQUIMICO TOTAL (PET).

La suma de los potenciales de difusién y de membrana forma el PET, y equivale
a dos pilas en serie {figura 1.6).

Una férmula que permite cuantificar este potencial es dado por:

SP = Ey+ Bp=~T06l0g (%)

para 25°C. Para diferentes temperaturas, se puede obtener la siguiente expresidn

general:

SP = —klog (%;‘) (11}

donde:
k es la constante de la temperatura de la formacién dada en mV v,

k=6440.23T; T es dada en grados centigrados.
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1.4.2 POTENCIAL POR ELECTROFILTRACION

El potencial por electrofiltracién, también llamado potencial electrocinético, po-
tencial de corriente {Gémez Rivero, 1975), se origina cuando el filtrado de lodo se
pone en contacto con el enjarre (membrana permeable). El significado fisico es que
cuando se hace pasar un electrolito a través de una membrana permeable no metilica
se observa una diferencia de potencial. Dicho fenémeno se presenta cuando se per-
foran pozos con lodos de alta densidad (1.9 a 2.5 gr/cm?). La densidad del lodo de
perforacién debe ser alta ya que si Ja presidn del pozo es menor que la presién de 1a
formacién, entonces el pozo puede descontrolarse.

Es importante sefialar, que como la presién del pozo debe ser mayor que la
presion de la formacién, entonces habrd un desplazamiento del filtrado de lodo hacia
la formacién, con la consecuente invasion de aquél en ésta. Es decir, el efecto elec-
trocinético resulta cuando existe un movimiento relativo entre un sélido y un liguido.

Hilchie (1967) menciona que generalmente se considera que el potencial elec-
trocinético se crea a través del filtrade de lodo, y también, a través de las arcillas,
casi siempre estos dos potenciales son iguales pero de sentido contrario, y se cancelan,
por lo cual pueden ser ignorados. .

En tanto, se cita a Desbrandes {Gémez Rivero, 1975), quien experimentalmente

obtuvo la siguiente expresién aproximada para calcular el potencial de electrofil-

tracidn:

E; = 0.37Py RneTrac s

donde:
B &5 la resistividad del enjarreen @ —m

T s €l espesor del enjarre en cm



Qr es el filtrado de lodo en ¢m3/30 min por cada 700 K Pe

P es la presion diferencial en cientos de K Po

Por lo general, el efecto electrocinético hace que la curva SP tenga grandes
anomalias. Casi siempre este efecto es ignorado debido a que ocurre en muy pocas

ocasiones, y porque adin 1o es posible corregirlo.

1.4.3 EFECTO DORN O POTENCIAL DE SEDIMENTACION

El potencial de sedimentacién 6 efecto Dorn surge cuando se permite que ciertos
fluidos pasen a través de particulas pequefas bajo la influencia de la gravedad, Debido
a ello, una diferencia de potencial es observada entre dos electrodos colocados a
diferentes niveles, dentro de la corriente que pasa por entre las particulas (Wyllie,
1949). En realidad, éste potencial contribuye muy poco a la curva del potencial

patural, su contribucidn no pasa el 1% del total de la curva.

1.5 CALCULO DE LAS FUENTES ELECTROMOTRICES (AV)

El AV representa el valor de las fuentes electromotrices que acttan a través de

cada superficie dipolar, su cdlculo, se realiza mediante la ecuacién de Nernst (Taherian

et al., 1995);

AV =ty ) XLy (2) (12}

€ o
donde:
a1 ¥ @3 son las actividades salinas,
K es la constante de Boltzman con valor K = 1.38 x 10-2 [—JK] )

T es la temperatura absoluta y
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e es la carga del electrdn con valor e = 1.6 x 1071 [C);

- i+ _ '8 _ (I+
—'i++i_ - 0'++0'. N U++U_

ty

‘= Lo U
i tit oyt Up+ U

(1.4)

son los nimeros de transferencia de un ién positivo y de uno negativo, respectiva-
mente, donde:

i4 es la corriente de un ién positivo y 1. de un ién negativo,

o+ y . son las conductividades de un ién positivo y de uno negativo, respecti-
vamente, y

Us y U. son las movilidades de un ién positivo y de uno negativo en el mismo
orden.

De acuerdo a experimentos de laboratorio se ha comprobado {Taherian, et al.,
1995) y (De Witte L., 1954) que para el caso de las arenas limpias i, = 0.4 y & = 0.6,
en contraparte, para el caso de una lutita perfecta £, —t. = 1. Con base en lo
anterior, resulta claro gue para el caso mds comin en registros, es decir, para una

arena arcillosa, se cumple [a siguiente desigualdad:
—02<t -t <. (1.5}

Una relacién bien conocida para el case del potencial natural indica que “in‘f—’ =
%‘:‘: - El valor AV sirve para calcular ¢l potencial espontineo en los casos de geometria

plana y de geometria cilindrica.
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Para el caso del SP se cumple la sigutente relacién:

ln ;I‘-‘;-'; ~ cxn‘%“: (1.6)
donde el valor de la constante ¢ depende de la temperatura de Ia formacisn.

La figura 1.7 muestra el comportamiento del factor AV considerando que el valor
de la constante ¢ es igual a 1 ¥ que el eje = incrementa el valor de R,. El calcuio
del factor mencionado se realizé para una temperatura de 45°C, con ¢, — 1. = 0.5,
B¢ = 0.5 y donde el valor de R, varfa de 0.1 a 100 - m. Se puede observar que
para valores de R, menores a Ruy, el valor AV es positivo {lo cual es congruente
con la ecuacién 1.2, ya que el argumento del Jogaritmo serd mayor 2 uno), en caso
contrario, los valores AV son negativos ya que se incrementa el valor de R,. Es
mosirado ademds, que cuando R, = Hu, €l factor al que hacemos referencia, es cero,
¥a que se tendria el logaritmo de 1.

Al hacer un analisis dimensional del factor AV, se tiene que ¢, vy ¢ son adimen-
sionales debido a que se obtienen de una divisién de elementos de la misma clase, por
ello, ¢, — ¢ también es adimensional. La constanie de Boltzman tiene unidades de
;}'-(—, la carga del electrén estd dada en C, y por tanto, la temperatura debe ser dade

en °K.

AV = [LKCK ] - [é] — Volts. (L)

Es importante hacer notar que en los algoritmos desarollados ex el presente tra-
hajo, los valores AV no fueron calculados, sélo se asigné un valor arbitrario debido
2 la dificultad intrinseca del cdlculo para los casos reales. Como un trabajo comple-
mentario a los objetivos de la presente tesis se propone hacer inversidn con €l objeto

de poder obtener un valor aceptable de AV para cada una de las capas, con base en
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FiG. 1.6. Circuito eléctrico dentro del contacto arena-lutita que genera el potencial
elecroquimico total.
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F1G. 1.7. Comportamiento del factor AV al variar el valor de la resistividad del
agua de la formacidn de 0.1 a 100 (2 — m).
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el conocimiento de la resistividad del agua de la formacién y contenido de arcilla en

las capas permeables.

1.6 POTENCIAL ESPONTANEO ESTATICO (S55PF)

En la figura 1.6 se ha visto que el potencial puede ser caracterizado mediante un
circuito eléctrico; al circular una corriente, habrd una caida de potencial debido a la
resistencia de los conductores (lodo, arena con agua y lutita). Si se coloca un tapén
aislante en el contacto lutita-arena, el circuito eléctrico no se cierra a través del lodo
¥ la corriente eléctrica ya no circula. Bajo estas condiciones la caida de potencial en
el sistema, es cero, y por tanto, el potencial es maximo, lo cual se puede ejemplificar,
para su mayor comprension, si se considera una pila comin de 1.5 V' y se conecta un
voltimetro ideal (que no tenga resistencia interna) a sus polos, entonces se mide ese
mismo valor. Pero si se conecta un voltimetro real y se mide la diferencia de potencial
de la pila, entonces se obtiene como resultado un potencial menor de 1.5 V.

El concepto anterior se denomina potencial espontaneo estitico SSP: su deflexién
se mide a partir de la linea base de lutitas, y su magnitud, a partir de la siguiente —

ecuacion:

SSP = —klog (“—") .
LW

Las condiciones para que se presente el SSP son que las resistividades de 1a
formacién sean de bajas a moderadas y las capas sean moderadamente gruesas. Por
tanto, la deflexién de la curva de SP se aproxima al valor de SSP en la mayoria de
las capas gruesas y permeables. El SSP es el SP corregido por todas las influen-
cias que causan perturbacion, tales como el espesor de las capas, didmetro del pozo,

etc. El diagrama SSP es una representacién visual del SP corregido por todas estas
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influencias.

1.7 CORRECCION DE LA CURVA SP

Las cartas de correccién han sido desarrolladas tradicionalmente por las compaiiias
que toman los registros, ya que son éstas Jas que conocen perfectamenie las condi-
ciones bajo las cuales modelan la curva de SP.

En teoria, cuando se mide el SF en arenas limpias de espesor grande, se deberia
obtener el valor del SSP, sin embargo, cuando se mide en capas permeables de espesor
pequefio y con invasion, el valor medido del SP es menor que el SSF. Por ello, se
deben hacer correcciones que permitan eliminar el efecto de la invasion, contraste de
resistividad y del espesor de las capas.

Las cartas de correccién del SP se construyeron a partir de datos tomados para
cas0s de capas delgadas en donde se toman en cuenta los problemas de invasién y
no invasién. Es importante mencionar que en la simulacion de la curva SP, se consi-
dera que las fem més importantes que la producen son de origen electrounamquimico.

Para hacer el anlisis tedrico de la curva, se simulan los efectos que se desarro-
llan en el poze por medio de resistencias eléctricas. Existen casos en los cuales las
condiciones que se especifican en las cartas no son las mismas que las que oeurren en
realidad. Por ejemplo, hay cartas en las que un dato de entrada es la relacién R,/Ru
(Schlumberger, 1989) en donde R, s la resistividad de la capa adyacente que prede
ser medida con un registro eléctrico y Ry, es Ia resistividad del lodo que en momchos
casos se puede leer en el registro. En la practica, esta relaciée no siempre da valores
de 1, 5 6 20 como aparecen en las cartas de Schlumberger. El autor del presente

trabajo propone hacer la correccién con el valor mis cercano de los que existan en
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las cartas, ya que es como tradicionalmente se utiliza y brinda buenos resultados. !
Como ejemplo de la necesidad de hacer correciones se mencionara que Segesman
(1962) encontré que el efecto del didmetro de agujero afecta la relacion SP/S Peortegida

hasta en 6rdenes de 6 6 7%.

1.8 FACTORES QUE INFLUYEN EN LA FORMA DE LA CURVA DEL
SP

Como se mencioné anteriormente, el potencial natural que se mide en el pozo
estd influenciado por el espesor de las capas, resistividad de las mismas, invasién,
contenido de arcilla, y por la relacién R/ Rw. A continuacién se dard una breve idea

de los factores anteriores.

ESPESOR DE LAS CAPAS. La curva SP siempre muestra deflexiones ha-
cia la izquierda o hacia la derecha, cuando se mide al pasar de capas impermeables
2 permeables, aunque cuando se tienen capas gruesas, la forma de la curva queda
bien definida. Otra caracteristica importante es que la amplitud de la curva SP sc va

reduciendo cuando los espesores de las capas disminuyen.

RESISTIVIDAD DE LOS ESTRATOS. En el caso de los registros geofisicos
de pozos se observa que las formaciones por sf solas, se comportan como no conduc-
toras de la corriente eléctrica, aunque es necesario mencionar que si tiene, por ejemnplo,
una mineralizacién de pirita, la formacién serfa conductora.

Cuando la resistividad del agua de la formacién es mayor que la resistividad

del filtrado de lodo, las capas impermeables se identifican en el registro como una

'Comentarios del personal del IMP
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tendencia recta del lado derecho, cuando se mide en una formacién permeable, se
tienen deflexiones hacia la izquierda.

Por lo general, las capas permeables gue no contienen hidrocarburos son mais
conductivas que las impermeables, por el agua contenida en ellas, ya que es muy raro

encontrar formaciones porosas completamente secas.

INVASION. La invasidn es generada durante la perforacién de un pozo, los
parémetros que la controlan son los relativos a la velocidad de perforacidn, peso del
lodo y demds parimetras relacionados con la perforacién.

La profundidad de invasién del filirado de lodo dentro de la formacién, estd
influenciada, ademés de lo expresado en el parrafo anterior, por la porosidad y por la
permeablidad de la formacién. En las formaciones se observa que cuando se tiene alta
porosidad y alta permeabilidad, Ia profundidad de invasién del fltrado de lodo dentro
de la formacidn, es pequefia, debido a que es maés ficil tapar los poros grandes que
los poros pequefios (contenidos en las formaciones menos porosas) por las sustancias
que se encuentran en el filtrado de lodo. De acuerdo a esto, se puede observar que
la invasién influye en la forma del SP para identificar estratos permeables de los

impermeables.

CONTENIDO DE ARCILLA. Aunque €l registro SP puede identificar
claramente zonas de arenas y zonas de arcillas, es posible pensar que existan varia-
ciones en la curva por el contenido de arcillas en aquéllas. La realidad s que la am-
plitud de la curva se reduce cuando hay arcilla contenida en las arenas. El contenido
dela arcilla puede ser calenlado cuando los valores de la curva SP estan asociados con
informacién de registros de resistividad. Mas adelante se desarrollard ampliamente el

presente punto.



23

RELACION Roi/R,. Cuando no existe una diferencia de salinidad (o de
resistividad) entre los fluidos que interactian en el pozo no se desarrolla un potencial
electroquimico. Para que se verifique el SP es necesario que haya diferencia en Jas
resistividades de los fluidos. Cuando la resistividad del agua de la formacién es mucho
mayor que la resistividad del lodo, entonces habrd una disminucién en la amplitud

de la curva.

1.9 CONTENIDO DE ARCILLA EN LAS CAPAS PERMEABLES

En la préctica se ha visto que las deflexiones de la curva SP frente a capas
gruesas de arenas son mayores que las deflexiones de la misma curva frente a estratos
de arenas con cierto contenido de lutitas. Para el primer caso, se puede medir lo que
ge ha llamado el SSF 2 partir de la linea base de las lutitas. Cuando los estratos
de arenas con contenido de lutita son de espesores altos se mide lo que se llama SP
pseudoestdtico.

Doll (1949) menciona que el SP pseudoestdtico depende de la salinidad del agua
connata, la diferencia de presién entre el lodo y el yacimiento {de acuerdo a esta
diferencia de presién se sucede la invasién del filtrade de lodo), el porcentaje de
arcilla contenida en la arena, las resisitividades de la arcilla, de la arena limpia, y de
la zona invadida por el filtrado de lodo. -

El andlisis cuantitativo del SP pseudoestdtico ha sido desarrollado por diversos

autores tomando en cuenta las siguientes consideraciones:

L. Los estratos de arenas arcillosas son gruesos y estén constituidos por secuencias

alternadas de capas delgadas de arenas limipias y de lutitas.

2. Los espesores de las capas de arenas son los mismos enire s, al igual que los

espesores de las Iutitas.
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3. Los espesores de las capas de arena y de lutitas deben ser mucho menores que

el didmetro del agujero.

4. La profundidad de penetracién del filtrado de lodo dentro de las zonas de arenas,

es muy grande en comparacion con su espesor.
5. El efecto del potencial de electrofiltracion es despreciado.

Comeo un ejemplo de caso tedrico, cuando se tienen exactamente la mitad de
atenas y la mitad de arcillas, y considerando ademis que no existe contribucin del

potencial de difusidn, se puede obtener:

SP pseudoestdtico en arenas arcillosas 1
= SP estitico en arenas limpias 14 _:_fz}-{-_?:.(
¢l

donde:

a es llamado factor de relacion,

R; es la resisitividad en la zona invadida,

F; es ]a resistividad verdadera, v,

R.; es la resistividad en las lutitas.

Lo importante de la ecuaciér anterior es notar que el factor de relacién ests en
funcién dnicamente de las resistividades de las formaciones, y no importa el tamafio
de las mismas. Es también importante mencionar que el volumen de arcilla es igual
a 1 menos a (Gémez Rivero, 1975).

Al considerar que el efecto de difusién interviene en el valor del SP pseudoestdtico,

es posible obtener el factor de relacién de la siguiente manera:

g
log 2

" logu
donde
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u=

i

¥

=

9=z

Las relaciones anteriores implican que los espesores de las capas de las arenas y de
las lutitas sean las mismas, pero en las consideraciones para el analisis cuantitativo
nunca se menciona que estos espesores sean iguales, ¥ por tanto, tampoco impide
analizar para cuando el volumen de arcilla es diferente del volumen de arenas. Para

el caso general, el factor de relacion es dado por:

wdgf
N log {51
logu
donde
- &
=g
g'= T-&,‘,T%‘; en donde p es la proporcidn de lutita en la arena arcillosa.

Con lo anterior, se mostré que el valor de @ (Virciia = 1 — a) puede calcularse
tomando en cuenta ciertas condiciones cercanas a la realidad, y este valor puede ser
usado para cuantificar el volumen de arcilla dentro de una formacién permeable.

En la préctica, desde hace mucho tiempo, se ha encontrado que en zonas arenosas,
el SP pseudoestdtico tiene mayor o menor deflexién, de acuerdo al liquido que se
encuentre presente en la formacién. Por ejemplo, en las arenas arcillosas, la deflexidn
es menor si la arena contiene aceite, y mayor, si contiene agua, ya que en el primer
caso la R, es més grande y por tanto afecta en mayor medida el parsmetro ¢ definido
anteriormente.

En la realidad, las arcillas {clays) estin constituidas esencialmente de cristales
de alamino-silicatos hidratados. Diversos tipos de éstos tiemen una carga negativa
interna por la substitucién de iones en su estructura cristalina por iones de diferente

valencia. Esta carga es compensada por los cationes externos, los cuales, cuando el



26

agua estd presente, pueden moverse dentro de un campo eléctrico.

La importancia fundamental del cilculo de contenido de arcilla se basa en el
hecho de que éste puede hacer que la interpretacién de los registros eléctricos sea
incorrecta ya que puede bajar la resistividad real debido a que la arcilla retiene agua
salada.

El presente capitulo ha sido una breve introduccién al registro de potencial na-
tural; primero se mencioné en forma resumida el desarrollo histérico del SP, después,
se ha dicho que la principal fuente que crea el potencial natural es debido a un efecto
electroquimico que tiene dos componentes (poteacial de membrana y potencial de
difusién). Otro punto de interés mostrado es el que se refiere al calculo de los AV's
para cada una de las capas, este valor estd determinado por el contenido de arcilla
dentro de Ja formacién y por el contraste de resistividad del agua contenida en cada
medio.

Se vio también que la curva de potencial natural estd influenciada por el tamafio
de la capa, el didmetro de agujero y contenido de arcilla, principalmente. El valor de
resistividad de la capa hace que b curva de SP aumenteo disminuya en amplitud. Los
principales usos del SP son la diferenciacién de capas permeables de la impermeables,
y el cdleulo de la resistividad del agua de formacién.

Es también muy importante mencionar que el registro de potencial natural es
una parte importante dentro de la revaluacién de los pozos antiguos ya que era el
inico que se tomaba aparte de los eléctricos convencionales {notmal corta y notmal
larga). Finalmente se hizo énfasis en que el contenido de arcilla dentro de las capas
permeables, ocasiona una menor deflexién de la cuva de potencial natural,

Los capitulos subsecuentes, tendrdn como base, el conocimiento de los conceptos

ligados al SP para poder dar interpretaciones correctas de las curvas que se modelen,
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Ademds, tieme importancia fundamental el valor AV, ya que es necesario para el

modelado geofisico del potencial natural.
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Capitulo 2

MODELADO DE POTENCIAL NATURAL EN GEOMETRIA
CILINDRICA.

Existen dos problemas en geofisica, éstos se refieren al hecho de tratar de conocer
la curva de campo a partir de ciertos valores contenidos en las ecuaciones que modelan
un fenémeno (problema direcio ), ¥ €l caso de obtener los pardmetros que originan una
sefial con base en la obtencitn de dsta por medio de aparatos de medicién (problema
mverso;. En el caso del presente trabajo, se resolvers el primero de ellos.

Una parte importante en el analisis del presente trabajo se refiere al hecho de
trabajar con geometrias de doble capas. Fisicamente, significa que existen una serie
de dipolos eléctricos 2 lo lergo de una direccién determinada. Una forma de con-
ceptualizar lo anterior es suponer que existen dos superficies con cargas positivas y
negativas respectivamente, al juntar estas superficies se tendrs una sola capa, donde,
en un lado se tendrdn cargas positivas, y en el otro cargas negativas. En realidad se
tendrd una sola superficie que contendrd dipolos eléctricos.

El modelado gue a continuacién se analiza tiene como base Ia idea de que el pozo

es completamente vertical,

2.1 CALCULO DEL POTENCIAL DIPOLAR

Al considerar una carga de prueba positiva de(p) (localizada en el punto p),
colocada sobre el eje 2, y dos cargas ¢4 y ¢. localizadas a ciertas distancias e YT

del lugar donde est4 colocada la carga de prueba. (fig.2.1), se tiene que la fuerza cog



FiG. 2.1, Disposicién geométrica de los dipolos sobre la pared del POZ0.

la cual es atraida esta carga es la siguiente:

_ L delpley 1 de(plg.

= 2.
P ire it dwe 12 21)

donde:
Fyp es la fuerza de atraccién eléctrica que experimenta la carga de prucba,
€y €3 la permitividad eléctrica en el vacio,
9+ ¥ ¢. son cargas eléctricas elementales positiva y negativa respectivamente y
¥y, T. son los vectores que unen a la carga de prueba con las cargas elementales
positiva y negativa, respectivamente,

Al utilizar el concepto de carga elemental, se puede decir que:

la+] = lg.| = de(p). (22}

Del concepto de campo eléctrico, se tiene que:

F
By= gl (23)
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entonces:

Lo 1o (2.4)

»= dregr? + drey +2

¥ por tanto se puede observar que:

i 1

Ep| &«
I PI Ti ?‘_2

(2.5)

El objetivo en este trabajo es obiener el potencial, para ello se hace uso de la

siguiente relacidn:

donde:
%), es la funcién potencial.

Al integrar la ecuacién (2.5), se tiene:

[Epdr x f—rlzdu —/%dn (2.7}

por tanto, el potencial es proporcional a:

1 1

B (a ‘?.") (28)

En la figura 2.1 se observa que cuando las cargas se acercan hasta una distancia
infinitesimal, las distancias v, v r. se aproximan a r. Bajo ésta situacién, ¢s posible

hacer una aproximacién al potencial:

e =



| Distancia | Separacién | © | Exacto | Aproximacién | Error |

10 100 40 | 9.11673e-12 1.14211e-9 12427.62
10 10 40 | 1.09310e-10 L14211e-10 4.7671
10 1 40 | 1.14211e-11 1.14211e-11 0

10 0.1 40 ¢ 1.14211e-12 | 1.14211e-12 0

3

Tabla 2.1, Comparacién para el célculo del potencial mediante la férmula exacta ¥
la aproximacién

donde:

7 es la distancia del centro del dipolo a la carga de prueba.

La derivada con respecto al eje z es debido a que la variacién se da tnicamente
respecto a este eje pues los dipolos se localizan paralelos al eje ». Es importante
mencionar que la ecuacién {2.9) es una aproximacion al potencial, con la veniaja de
que ésta es mds ficil de maniobrar debido a que sélo se tiene una distancia para
calcular el potencial v no dos.

Para corroborar lo anterior, se desarrollaron algoritmos de ambas ecuaciones yse
llegé a la conclusién que cuaado las distancias T+ Y 7 se aproXiman a r, la ecuacién
(2.8), denominada exacta y la (2.9), llarnada aproximacién son casi iguales. La tabla
2.1 muestra los datos propuestos para validar lo anterior, donde se puede observar que
cuando las cargas estin muy cerca, ¢ pote-:ucia,l exacte es el mismo que el potencial
de aproximacién. Fisicamente significa que para el caso de un dipolo ambas férmulas

son practicamente las mismas.

2.2 SOLUCION EN 1D PARA GEOMETRIA CILINDRICA

Para el caso de geometria cilindrica se iniciard considerando una. capa dipolar

con valor AV a lo largo de la direccién radial r, localizada en la pared del pozo y
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distribuida sobre una distancia vertical d que se extiende desde:

Zu=20-@ (210)
2
hasta
Zd=2'()+i2°' (2.1 l)
donde:

Za €5 ¢l limite superior del cilindro,

24 es el limite inferior del cilindro, v,

2y es la profundidad a la mitad del cilindro.

Las conductividades del lodo y de la formacién son representadas POL O, ¥ POT Gy
respectivamente (Figura 2.2). La resistividad del filtrado de lodo a veces no aparece
en el encabezado del registro. Sin embargo, puede ser calculada mediante el uso de
la grifica Gen-7 del libro de nomogramas de la compaiiia Schlumberger.

La distribucién potencial en el espacio es obtenida resolviendo la ecuacién de
Laplace en coordenadas cilindricas (Taherian et al., 1995). Debido a que el problema
es de doble capa, el potencial es dado por dos expresiones que corresponden a los
potenciales dentro y fuera del pozo. La solucién que interesa es la que se refiere al

potencial dertro del cilindro, la cual esté dada por (Taherian et al., 1995):

¥ sen { 2o
8:(0,0,2) = ~0AV (5) 2 [ con {2 0)) ﬁﬁﬁ%x () o (np) d

{2.12)
donde
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©Jd | (6)
L 4!
; 7,

F1G. 2.2. Pardmetros necesarios para el cilculo del SP en geometria cilindrica.

N{n) = oK (gr) L (nr) + onKo (3r) |y {nr) (2.13)

®:(0,0,z) es el potencial medido en la posicién .8, z de un sisterna de coorde-
nadas cilindrico,

%) € una variable ficticia de integracién que corresponde a la variable espectral
de la transformada de Fourier,

7 es el radio del pozo,

p es la distancia del eje del cilindro al punto de medicién,

Ky, Ky, Iy e Iy son las funciones modificadas de Bessel de orden cero ¥ uno,

z es la profundidad ex la cual se calcula el 5P,

AV (z) es la fuente electromotriz para cada una de las capas (depende de la
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profundidad de cada capa).
Sustituyendo (2.13) en (2.12) se obtiene

2:(0,0,2) = ~00AV ()% Tcos {n (s — 20)} -

n

Ki(nrHo(ns} d
R (07 elnr V- om Katnr i (e} 1 2

yalhacer oo = & y 0w = 7= ¥ sustituir en la ecvacién anterior se tiene:

€(0,0.2) =~ AV () Foos r(z - 20)) 2E)

Ky (nx)lo (72} d
B Kalmmlolnr ) i Kofrr) i) 1

donde:

Ry v R son las resistividades de las formacion y del lodo respectivamente.

Muitiplicando y dividiendo por R,:

®:(0,0,2) = ~AV{(z) & z?cos {n(z~ z0)} E‘gl

Ky (aria(np) T
Ea(nrlo(nr)+ 7 Koar} I ()

(2.14)

Cuando se usa la relacién de las funciones modificadas de Bessel siguiente:

{Abramowitz, 1968).

Ka(nr)o(r) = % — Kolgr)Ls(nr) (2.15)

¥ se sustituye:

(2.16)

®
I
| &
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T=7qr 217)
=dy
en (2.14) se obtiene:
-2AV{ T
8, (0,0,7) = =24V 1 c0s {n (2 ~ )} sen () a1
K (z}o{ne dz

1~z Ko(x)l {2)+ezKo({z) 1 {x

Usando la identidad trigonométrica de multiplicacién de senos y cosenos (Bron-

shtein et al., 1973), se tiene que:

cos{n(z—zn)}sen{ﬂ—go} -3 [sen{q (z—zo+%q)} —sen{n (z—zo—%)}] ,

¥ al sustituir (2.19) en la ecuacién (2.18), se llega:

®,(0,0,2) = i‘ﬁwﬂ.ﬂ Zo% (sen{n (Z -2+ ‘-‘.})} - sen{n (z — - %)}) (2.20)

K, (z}Ip(ne)
I-xxa(z)r:(z)fn:iu(z)rl(z)dz-

Al realizar algunos pasos algebraicos a la ecuacién anterior, v al sustituir (2.10) y

{2.11) en (2.45) se ticne:

€:(0,0,2) = 24X % (sen {n (2 - 20)} — sen {1 (= ~ 22)})

K;(#)do(np
w=1]zKpfzr)l) z+1d$'

Separando los dos términos de la funcién potencial, se logra:
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81 (0,0,2) = 4% Tsen {n(z — 2a)} =Falglotna) g0
1]

—1|zKotr}f (£])+1

oo N {2.21)
—A—V;(-’fl {sen{n (z = z)} ﬁ;‘ﬁ%’;"}}’ﬁ%mdr-
El argumento de la funcién Iy puede ser desarrollado de la forma siguiente:
p__p .
= _—_= = ¢ _f 2
w=nr=c-=p (2.22)
y sustituyendo (2.22) cn (2.21) se obtiene:
X -
$,(0,0,z) = A¥L {sen {n(z — 20)} ek de 023)

Avin §F Ky(=)k
_Jrilbfsen {n(z ~ z)} m}}‘%ﬁﬁ%d@

Para eliminar la variable 5 se pueden seguir los siguientes cambios de variables:

z

= T
Yu= B (2.24)
Yqa = E.,.g'?

y dividiendo entre » el argumento de la funcién seno en los dos sumandos de la funcion

potencial y sustituyendo (2.17) en (2.23), se tiene:

Vi) F R{z)}io{=z)
$,(0,0,z) = 2£l2 6[ sen {z (v — va)} m]ﬁi)(%%%)ﬁdx
AViz) T Ky{=) (=g
~258 [een{z (v ~ v)) el e
Finalmente, es convenjente expresar los argumentos de los senos de la siguiente

forma:

Oy =1 — Yy
nEYTY (2.25)

Ga =Y~ Ya
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con lo cual se obtiene la funcién potencial, cuya solucién numérica se mostrars en la
siguiente seccién:

,(0,0,2) = EZ*.(.E). Zo sen {zag} Kulelolal) gy

~1{zRKo{x)hi ()41

(2.26)

t~1jzKo(z)ly ()41

o0
22 [ sen {ze,) FaDhEn) g
0

2.3 CALCULO NUMERICO DE LA SOLUCION DE LA ECUACION
POTENCIAL PARA GEOMETRIA CILINDRICA

A continuacién se hard un anilisis del comportamiento de la funcién (2.26)
cuando z tiende a valores cercanos a cero ¥ para cuando tiende a valores muy grandes.
Para ello, es conveniente conocer el comportarmiento de las funciones modificadas de
Bessel (figura 2.3).

Para valores pequeiios del argumento fueron utilizadas Jas siguientes expresiones

(Abramowitz, 1968):

Io(z )_g“o(kl') (z)% (2.27)
2k41
Zk,(ﬂl)‘( ) (2.28)
Koz )_—(m +c) To(e) +3 o(i:') (z)%ﬂé% (2.29)

Kz )—~+(1n—+0)11 Zk,(kH ( )%ﬂ[é%er}m] (2.30)

donde C es el ntmero de Enler, cayo valor es C ~0.57721566.
Para argumentos grandes, se tienen las formulas asintéticas, cuyas expresiones

son las siguientes { Abramowitz, 1968):
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4.5

A
SANP=SS T
k| | A

2.5

1.5 ~TX A

FIG. 2.3. Comportamiento de las funciones modificadas de Bessel.

{2t — 1)y
Io(z) = (“_7“ [ + Z_;Té—)-—} (2.31)
z e &, (2% - 3 (2 + 1)1
Lz} = (211-:1:}1/2 [1 1;2-;1 H (52)" ] (2.32)
k-1
Holep=e™ (23:) [ 2;%{,%;)—}-—” (2.33)

K, (g) = e~ (%)1/2 {1 ~ i (=1)% (2k — 3)1 (2% + 1)15] (234)

= K (82)F
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z_| Ko(z) | L(z) [ zKo(a)ii(z) ]
0.01 | 4.7212 | 0.0250 | 0.0011803
0.10 | 2.3332 | 0.0506 | 0.0118059
0.20 | 1.7061 | 0.1005 | 0.0342926
0.30 ; 1.3424 | 0.1516 | 0.0610523

Tabla 2.2. Comportamiento del Kernel de la ecuacién 2.26

El comportamiento de la multiplicacion de las funciones modificadas de Bessel en
el denominador de la ecuacién (2.26) se ve en la Tabla 2.2, que ayuda a mostrar que
cuando z tiende & cero (figura 2.4), el primer término del denominador de la funcién
(2.26) vale cero, sin embargo el denominador tiende a uno.

En el caso general, se va a modelar el SP suponiendo que la sonda va centrada
en el pozo, lo que matemiticamente significa que el argumento de la funcidn I es
cero, es decir Io(z8) es uno.

A continuacién se analizaré el comportamiento de fa funcién K, (z) ya que es
otro factor importante dentro de la ecuacién (2.26), la figura {2.3) muestra que tiende
a infinito cuando = tiende a cero; sin embargo, el valor del seno en la ecuacién (2.26)
tiende a cero para el mismo caso, esto hace que el numerador sea un valor que no

tiende a infinito puesto que ambas funciones se compensan.

2.3.1 METODO PE FILON

La ecuacién (2.26) puede ser expresada como la suma de dos miembros que tienen

la forma siguiente:
' A=b
Fla)= f g (A)sen (al) dX | {2.35)

A=a



40

0.9
x K, (x)

0.7 xKo(x\)I,(x)
0.5 \ /

/

/
0.3

\ XK (OK,(OL, ()
0.1 \_,__,, "

0 10 20 30 40
> X

FiG. 2.4. Comportamiento de algunas funciones que involucran a las modificadas de
Bessel.
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p:

h=10 / p=15
4] / /

=1

\ 4
#

Fig. 2.5. Comportamientos de la parte no oscilatoria cuando g toma diferentes
valores.

el factor de oscilacién sen(c}) complica la integracién numérica principalmente cuando
el argumento tiene altas frecuencias, es decir, cuando « tiende a valores muy grandes,

La funcién g{)) es suave y decae para valores grandes de A va que el numerador

tiende a cero y el denominador tif;nde a un valor finito.

Para comprobar que la parte no oscilatoria es una funcién suave se obtuvo la
figura 2.5 donde se muestran los comportamientos de la parte no oscilatoria de la
funcién cuando se varia el valor de gz. Es posible observar que todas las curvas
obtenidas presenta un comportamiento suave y por tanto no representan problemas
2 la integracién (excepto para cuando  tiende a cero).

A continuacidn, se hard una aproximacién mediante el método de Filon (Kauf-

wan, 1992), de la parte no oscilatoria del integrando por medio de una ecuacién
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polinomial de segundo grado. Debido al hecho de que el integrando es una funcién
que decrece para valores grandes de A, es posible dividir el rango de integracién en
subintervalos de diferentes tamagios.

La parte no oscilatoria del integrando g (A) es aproximado mediante:
g(A) = ao+ e +ag? (2.36)

con cada intervalo {A;, Aiys]. Se tiene que la integral sobre este intervalo es:

b
Fy(a) = f"(aq + a1h + axh¥)sen (@A) dA =

Mgz ' Aupa Aiyz
=ap [ sen{ad)dr+ay [ dsen(ad)dA+a; [ Asen(ad)d)
M A Ay
donde:
i=12+4+1,i=0,1,.,n;
n es el ndmero total de muestras del integrando. Las integrales anteriores tienen

las siguientes soluciones analfticas:

2 sen (@) dA = =X feos (az) i+
24 dsen (ad} dA = & [sen (A) — ad cos (eA)]i+2
Ft Xsen (o) d) = & [2oos (k) — a2A2 cos (@) + 2adsen ().

Los coeficientes ag, 21 ¥ @3 son la solucién del sistemna de ecuaciones siguiente:

Gt aditaX=g (%)
ao + a1 iy + az)‘,?_,_l =g (A1)

a0 + a1 Aipz + aphl, = g(A0).



43

El resultado final F () es la suma de las integrales F, (e} sobre todo el intervalo,
es decir,
nf2
P(a)=Y Fi(a).
2
Se ha mencionado que se puede dividir el intervalo de integracién en partes, en

¢l presente trabajo se tomarin 3:
1. Intervalo inicial: 0 < A < X
2. Intervalo intermedio Ag < XA € Ay, e

3. Intervalo final A, € A < 0.

Como se ha visto, la parte no oscilatoria tiende a cero a partir de un cierto
valor de A, por ello, A, puede ser escogido de forma tal que el tercer intervalo sea
despreciable. La integracidn del segundo intervalo se realiza por el método descrito
arriba. La idea de tratar el intervalo inicial cn forma diferente, se basa en el hecho
de que la funcién g (A) tiende a infinito en ésta regién y por ejemplo, el método de
cnadratura gaussiana facilita el tratamiento bajo éstas condiciones.

Para el método de Filon las Xs son escogidas de acuerdo a una progresién

geométrica, es decir, Ay = 2V, donde N es una potencia de dos.

2.4 EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO DE SOLUCION EN
iD PARA GEOMETRIA CILINDRICA

La primer aplicacién a la que se hard referencia es la obtencién del compor-
tamiento de la relacion del potencial natural y del potencial espontdneo estético
cuando se tiene una capa de arena entre dos capas de lutitas de un cierto esPesor.

Lias consideraciones tomadas en cuenta para el desarrollo del algoritmo son que el



44

| Capa [ AV R, |
i 10 | 6
2 20 105
3 10105

Tabla 2,3. Modelo de tres cilindros, r=4 in, R=2 Q-m, p=0 m, SSP=30 mV

Capa [ AV | 24 | 2y | Ry |
1 20 (-10]-2(1.5
2 35 1-212 115
3 200 2 (10|18

Tabla 2.4, Modelo de tres cilindros, r=8 in, Rp=1.5 -m, p=0 m, ;=12 m, 2;=12
m.

potencial se medird en el centro de la capa de arena y los espesores de las
capas de lutita arriba y abajo son de 1000 pulgadas y cuyo espesor varia
de 1 a 50 pulgadas. La figura 2.6 muestra la relacién SP/SSP para las condiciones
mencionadas arriba. Los datos de entrada se muestran en la tabla 2.3. Es impor-
tante notar que la relacién mostrada en la grafica no sobrepasa 1 ya que el iimite del
potencial natural para una capa de arena es el potencial espontineo estitico.

Se probaron los programas de modelado de SP para verificar que funcionan co-
rrectamente. La figura 2.7 muestra el comportamiento de la curva de potencial natural
para el caso de tres cilindros con los datos que se muestran en la tabla 2.4, en donde
el muestreo fue de 25 cm. Se puede observar que los valores AV para cada una de las
capas son alcanzados debido a que el espesor de cada una de ellas son mayores que
el didmetro del pozo, ademis, los puntos de inflexién en la capa media coincide con
el limite entre los estratos.

Una inquictud que puede surgir, es el hecho de que no existe contraste de re-
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0.65

0 10 20 30 40 50
—— Capa de arena (ft)

FiG. 2.6. Comportamiento de la relacién SP/SSP para el caso de una capa de arena
entre dos capas de lutitas de 1000 in. Los parémetros son: AV=AV3=-10, AV>=20
v el 8SP=30 mV.
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F1G. 2.7. Comportamiento del 3P debido a tres cilindros, no existe contraste de
resistividad.
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Capa [AV [ 2 [z | R, |
1 20(-101-27 1.5
2 35 1-2]2 ;150
3 2000 2 110f L5

Tabla 2.5, Modelo de tres cilindros, 1=8 in, Rp=1.5 Q-m, p=0 m, 2;=-12 m, =12
m

sistividad entre el filtrado de lodo y el agua de la formacién, sin embargo, en la
prictica se ha visto que el potencial sarge por el hecho de que hay una membrana
separando los dos medios. Es conveniente hacer la siguiente aclaracién, la diferencia
de potencial que se establece en dos medios de diferente conductividad eléctrica estd
dada por la ecuacién 1.2, sin embargo, si en esta ecuacién las resistividades son las
mismas, el valor de AV es 0. Fisicamente se pueden tener dos rmedios con permi-
tividades dieléctricas diferentes, pero con resistividades iguales en cada medio, con
lo cual se puede generar una diferencia de potencial entre ambos medios aunque las
resistividades sean las mismas.

Otra prueba se realizé con los pardmetros mostrados en la tabla 2.5. La figora
2.8 rauestra que la amplitud de la curva del SP en el cilindro medio disminuye no-
toriamente debido al alte contraste de resistividad (100 veces) del filtrado de lodo
respecto al agua de la formacién. La amplitud maxima en los cilindros extremos se
acerca al valor del AV en estas partes debido a que no existe contraste de conductivi-
dades, otra caracteristica interesante es el hecho que [a curva de potencial se deforma
al acercarnos a la capa media, sin embargo, en forma cualitativa, se puede observar

que los puntos de inflexién de la curva siguen marcando Jos contactos entre las capas.

Otra situacién interesante, es cuando el contraste se da en las zonas de lutitas
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mV)
20

AV

-40

-10 16 10
» Profundidad (m)

F1G. 2.8. Comportamiento del SP para el caso de 3 cilindros considerando que
existe contraste de resistividad en ¢l cilindro medio.



49

AN A
7 AN
-

-1¢ 0 10
— > Profundidad (m)

F1G. 2.9. Modelado del SP en geomettia cilindrica considerando contraste de
resistividad en la capas extremas.
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[Capa [AV ]| 2y [ 2. | R |
1 20 1-10] -2 1 150
2 3B |-212|15
3 200 2 |10 150

Tabla 2.6. Modelo de tres cilindros, r=8 in, R,,=1.5 ftm, p=0 m, z=-12 m, 2,=12
m

y cuando la resistividad del agua de la formacién en el cilindro medio es igual a la
resistividad del filtrado de lodo. Los datos de entrada se muestran en la tabla 2.6
(figura 2.9). Bajo las caracteristicas mostradas en la tabla mencionada, es posible
observar que la amplitud de la curva SP aumenta en la zona rmedia respecto a lafigura
2.8 pero no llega al valor limite de -35. En las capas extremas es posible observar
la deformacién de la curva en las zonas més alejadas del centro. En los extremos de
la curva, el potencial se aproxima a cero pero lentamente debido al contraste alto de
resistividad en la zona de lutitas y la resistividad del filtrado de lodo.

Finalmente, se realizé una prueba para el caso de 9 capas con diferentes valores
AV con el objetivo de observar el comportamiento del algoritmo, los datos de entrada
se muestran en la tabla 2.7,

Se puede observar que existe una buena correspondencia enire los datos de en-

trada y la curva modelada (figura. 2.10).

2.5 METODO DE ANGULO SOLIDO

Si se considera que las conductividades dentro v fuera del pozo sop iguales, v
que en la interfase se tiene una capa dipolar con valor AV, entonces se puede llegar a
una solucidn més sencilla que la obtenida en la ecuacién {2.26), suponiendo ademis,

que se mide en el eje del cilindro (figura 2.11).
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F1G. 2.10. Modelado del SP en geometria cilindrica para el caso de nueve capas sin
contraste de resistividad.
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Capa |[AV | 2z, | 2, | R, |
30 |1095 110515
-15 11105 [ 1109 | 1.5
25 (1106 | 1117 |15
~18 11117 | 1130 | 1.5
12 | 1130 | 1140 | 1.5
4 1140 [ 1144 | 1.5
-2 | 1144 | 11521 1.5
-25 [ 1152 | 1166 | 1.5
18 1166 | 1176 | 1.5

WO~ R Wk =

Tabla 2.7. Modelo de nueve cilindros, r=8 in, Bn=1.5 Q-m, p=0 m, z=1090 m,
2m=1200 m

Las superficies sg, so3 ¥ 503 s0n superficies de doble capa localizadas en la pared
del pozo. Al considerar el sistema como de doble capa, se puede suponer que existe
una superﬁcie s entre dos capas $. y s_ con cargas positiva y negativa respectivamente
cuyo vector normal 1 va de la superficie con carga negativa a la de carga positiva
(Figura 2.12).

Al considerar un punto ¢ de la superficie s, y dos cargas localizadas  una dis-

tancia £(g) una de la otra, las ecuaciones siguientes son vilidas:

62=E=Z(q) ds

(237)
e = —e=—X(q) ds

donde:
€2 ¥ e150n cargas positiva y negativa respectivamente,
€ €s una carga elemental,
I (g) es la densidad superficial de carga en la superficie s y

ds s una diferencial de la superficie .
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d - 5y

«—s,

F1G. 2.11. Modelo de un pozo para el cilculo del potencial natural (método de
angulo sélido).

Las cargas mencionadas en (2.37) forman un dipolo eléctrico con un momento

dipolar dm igual a;

dm = de £(q)
dm =% (q) ds £(g) n (2.38)
dm =n(q) ds,
donde:
n(g) =E{a)£(q), (2.39)

el cual caracteriza el momento dipolar y es llamado densidad de la doble capa.
Antes de continuvar, es necesario hacer un paréntesis para obtener el potencial de
un dipolo eléctrico, ya que, como se ha mencionado, el trabajo se desarrolla con base

en la teoria de los dipolos eléctricos.



F1G. 2.12. Cuando dos superficies cargadas eléctricamente (con cargas opuestas)
quedan separadas infinitesimalmente, se forma una capa dipolar.

2.5.1 CALCULO DEL POTENCIAL DE UNA SUPERFICIE DIPO-
LAR

Al suponer que se tienen dos cargas elementales iguales en magnitud y de dife-
rente signo, entonces el potencial U(p) medido en el punto p debido a estas cargas
es:

Ulp) =~ [Li - L] (2.40)
donde:

41 ¥ g2 son los puntos donde se Jocalizan las cargas negativa v positiva respecti-
vamente, con una magnitud de carga e.

Loy ¥ Lgp son las distancias de las posiciones de las cargas al punto p.

Si la distancia d¢ entre las cargas e, ¥ e; es mucho menor que la correspon-
diente entre el punto de medicién y el punto g se considera un dipolo eléctrico,

matemadticamente se puede escribir como:

db << Lopgrad——. (2.41)
Lo
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Tomando en cuenta la desigualdad (2.41), la diferencia en el lado derecho de la

ecuacién (2.40), puede ser representada por:

de. (2.42)

De acuerdo a lo anterior, es posible obtener la funcién potencial de la forma

siguiente:
e 81

U(p) = Tty —dl = dfgra.d-— {2.43)

va que grad(1/Lgy) = Lgp /I3, la ecuacion (2.43) puede ser presentada como:

1 M-Ly

Uip) = 47re Lgp

(2.44)

donde el momento dipolar eléctrico es M = e d¥.
Utilizando el resultado obtenido por la ecuacién {2.44) y substituyendo 2.8)y
(2.39) en aquélia, se tiene:

dU (p) = ZE’? (9)
6
1 ds-L
W (p) = ——n{g) sLa £ (2.45)
i

El término (ds - Lgp) /L3, = dio (p) es la diferencial del 4ngulo sélido subtendido
por ds al ser visto desde el punto p (ver apéndice A), por ello, se puede escribir lo
siguiente:

7
Ulp} = —-—— .
U ip) =~ adtF (246)
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al integrar la ecuacién 2.46 se obtiene:

U(p) = ——uw(p) (2.47)

dmegy

donde w (p) es el dngulo sélido subtendido por una superficie s cuando es vista desde

el punto p.

2.6 DESARROLLO DEL METODO DE ANGULO SOLIDO

De acuerdo con las condiciones del problema (figura 2.11), se observa que los
dnicos potenciales generados son, precisamente, los que se localizan en la pared del
pozo, por tanto:

(0,0, 2y =Uy + Usg + Upg, (2.48)

donde:
U{0,0,Z) es el potencial total medido en el eje del clindro en un sisteroa de
referendcia v, 9, z, ¥,
Uy son los potenciales debidos a las superficies S,,.
La relacién :
U(0,0,2) = Z‘;’;AV(Z) (2.49)
es muy Gtil debido a que obtiene el potencial con parimetros muy sencillos y sin

necesidad de involucrar funciones demasiado complicadas.

La ecuacién (2.49) muestra la necesidad de calcular los 4ngulos sélidos y los
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F1G. 2.13. Pardmetros necesarios para el cileulo de log dngulos sélidos subtendidos

por cada una de Jas dobles capas.

voltajes para cada una de las superficies dipolares. Para ello, se tiene (figura 2.11):

W = '—4'ﬂ'+w}=
Wor = —47 + Wg — (~47 + wp) = wg — wp
woz = —4x + Wo
donde:

o son los dngulos sélides subtendidos por.las superficies Sy, v,

Wp ¥ wq son los dngulos sélidos subtendidos por las superficies P v Q.

Sustituyendo las ecuaciones (2.50) y {2.49) en (2.48) se tiene:

U(0,0,2) = .#.‘EBAVOI = “o AV, + MAV&.
w 4 4

donde:

AV, son las diferencias de potencial a través de las superficies sq,.

(2.50)

(2.51)



Se puede demostrar (ver dpendice A) que:

wp = 27 {1 — cos 3p]

(2.52)
wgq = 2m {1 — cos B¢l
en donde (ver figura 2.13):
h
05 fp = il (2.53)
£
z+ %) by
Y h
z —
cos B = ———n-:u%——; (2.54)
(-4 +%
donde:

k es el espesor de la capa v
d es el didmetro de pozo.

Sustituyendo los valores de (2.53) y (2.54) en (2.52) se obtiene lo siguiente:

wp =27 1 — ”+i }
[ Jertyed (2.55)

z—h
.‘::Jq:?ﬂ‘ {1” - N

Y]

manipulando las ecuaciones anteriores y agrupando términos semejantes, se tiene:

U(0,0,2) = —Alu [1 Zoth ].._.an[ 24 2ok

2 + 7=(2z+h)2+d2 2 :7(22_;,)24-&2 - \/{2z+h}2+d2] (2 56)
—AVg 1y 2z-h -

: + ;7(22-:;)2-3.&2]

Esta tltima ecuacion es la utilizada para desarrollar el algoritmo computacional

que resuelve el problema por medio del método de 4ngulo sélido.
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2.7 EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO DE ANGULO SOLIDO

La ecuacién (2.56) se probo en dos ocasiones, con la idea de validar los resultados
obtenidos anteriormente. En las siguientes figuras, la curva denominada como SP
(ezacta) 6 solucidn exacta se refiere a la solucién dada por la ecuacién 2.26. Los
datos de esta prueba son los mismos que se tienen en la Tzbla 2.4. El resultado se
muesira en la figura 2.14.

Es posible observar que las gréficas mostradas en la figura 2.14 se superponen
cast completamente. Las variaciones pueden ser observadas en los archivos de salida
de cada algoritmo, las pequefias diferencias se deben a problemas de aproximacién
numéricos en el primer método mostrado en éste capitulo. Se ha calculado el-error
porcentual, éste no sobrepasa al 1.42%.

La figura 2.15 muestra la comparacién entre los métodos de apgulo sélido y
de la ecuacién potencial para el caso de 9 capas, cuyos datos fueron mostrados an-
teriormente en la Tabla 2.7. Lo importante es mostrar la buena correspondencia
entre los valores obtenidos del potencial por cada uno de los métodos ¥ comparar
los tiempos de maquina. El programa de solucién del primer método tardé
aproximadamente 75 minutos, mientras que el programa desarrollado 1-
sando el métode de angulo sélido tardé cerca de 60 segunflos ¥ ademas el

error porcentual no sabrepasé el 1%.

2.8 CORRECCION AL METODO DE ANGULO SOLIDO PARA IN-
VOLUCRAR CONTRASTE DE RESISTIVIDADES

La obtencién del potencial para el caso de geometria cilindrica se puede resolver
por medio de dos ecuaciones. Sin embargo, las condiciones que se plantean en cada

problema son diferentes. Por ello, es necesario buscar un factor de correccién que
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Fic. 2.14. Comportamiento de la curva de potencial natural para el caso de tres
cilindros por medio del método de dngulo sélido.
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(mv)
SP (exacto) ( W
20 N
Error %
0 = A
[
-20 - .
SP (d4ngulo sélido)
) L av gl
1080 1114.3 1148.57

1182.8

> Profundidad (m)

F1a. 2.15. Comparacién entre los métodos de angulo sélido y de la ecuacién
potencial para el caso de 9 cilindros, sin considerar contraste de resistividad.
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permita igualar las soluciones para condiciones iguales. Ademds, se ha mencionado
que el Liempo de proceso para el método de ngulo sélido es insignificante comparado
con el tiempo que tarda el algoritme que se basa en la solucién de la ecuacién 2.26.
La solucién del potencial por medio del 4ngulo sélido considera que se tienen
tres cilindros, dos de extensién infinita que se localizan arriba y abajo de otro de
espesor A, la consideracién mds importante es la que se refiere al hecho de que no
existe contraste de resistividad a ambos lados de la superficie dipolar. La

expresion matemdtica del hecho anterior es:

= A 224h
U0,0,5) = ~2 [14+ 2zt ]
[ 2z—h 2z+h ] ' (257)
;7(2z-h)*+d= ;7[2z+h)2+d2
—A¥m 420k ] )
2 Vi2z~R)i+d2
La solucién exacta es para el caso que considera contraste de resistividad a ambos
lados de una superficie dipolar, su ecuacién es:

¥ Ky {2},
$,(0,0,2) = &Y nf fsen {zow}] =an I"ﬁ:)_”d:c

I
—av g [sen {zag}i ﬁ‘%dm.

Las ecuaciones (2.57) y (2.58) seran las mismas siempre y cuando g = 1, ya que

(2.58)

implicaria que no existe contraste de resistividades.

Igualando las soluciones mencionadas se tiene que:

wAV AV
4T

j [sen {zera} — sen {zaa}] Ki () Jo (28) dx

al considerar que los puntos de medicién estén sobre el eje del cilindro, entonces 8 =0,



63

de esta forma se tiene:
% = f [sen {zau} ~ sen {zaqg)] K; (x)dr. (2.39)
4 .

Ahora se tiene que trabajar suponiendo que el valorde g2 # 1, es decir, que exista
contraste de resistividades a ambos lados de Ia superficie dipolar.

La idea en este momento es obtener alguna aproximacién a la solucidn de Ia
funcién (2.58) a partir del método de éngulo sélido, para ello, se manipula zlge-

braicamente (2.58):

$,(0,0,2) = &Y ?{sen {zan} — sen {zay}] <
0

(2.60)
K (2) Io (=) ppredemnapsnde
donde se puede aproximar de la forma siguiente (Anguiano Rojas, 1998):
1
sustituyende (2.61) en la ecuacién (2.60) se tiene:
8, (0,0,2) = &Y [lsen Zay} - sen {zra,
1(0,0,2) = & lsen {a,} ~ sen {acq)] a6

K1 (2) Lo (28) (1 - [u ~ 1) 2K, (2} Iy () dz.

La ecuacién anterior puede ser expresada por:

®, (0,0,z) = % f[sen {zay} — sen {zag}) K, (2) I (zB) dz

- [p - 1]AY f[sen {zau} ~ sen {zaa}| 2K, (2) Io (28) Ko () Is (z) dz,

el primer término de la ecuacién anterior es el cilculo del potencial por medio del



método de dngulo sélido, ademas, 8 = @, por tanto la expresién anterior se transforma

en:

(= -]

[6—1] _l}r_V j{sen {rau} —sen {zaa)|zK) (z) Ko (z) 1y (z)da.
’ (2.63)

Es posible hacer un anilisis simple de la expresidn anterior, éste consiste en

wAV

Tar

Ql (0, O, Z) =

reconocer que el comportamiento de la parte no oscilatoria es suave ¥ que decae
gradualmente, por tanto, se tendrén problemas debido a la parte oscilatoria de ésta
integral. |

Se puede observar que la integral en la ecuacién (2.63) es una parte muy impor-
tante para el cilculo de la aproximacién referida, por ello, se ha obtenido la solucién
para ciertos valores de e

La figura 2.16 muestra el comportamiento de la integral de correccidn que se
habria que aplicar al método de dngulo sélido para obtener la solucién exacta. Se

encontré (Spurlin, 1998), una ecuacién que genera la figura 2.16, ésta es:
fley=¢?

donde b se comporta de la forma siguiente:
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0.1

0.08!‘
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L
=3

F1G. 2.16. Comportamiento de la curva de correccién propuesto por Spurlin (1997).

b= —1L.717023850317786 — 0.02057627446696214 log (a) +
~0.6115524020897468 [log (z)* — 0.113407754643069 {log (z)}° +
0.04124122606294228 [log (z)]* + 0.01745¢86905244414 [log ()]’ +
—0.001989981480226374 [log (=)1° — 0.00153228605412329 [log {x)] +
—1.553396153273687 x 10 [log ()" + 0.00007057063450946304 {log (z)]* +
4.740766769749188 x 107° flog (z)]'® — 1.317869416988789 x 10~ [log (z)]* +
~1.449505902239242 x 107 [log (z)]*°.
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{Capa| AV] 2y [z, | R
1 220 1-10 (-2 [ 1.5
2 -157-21 215
3 26 2 |10(15

Tabla 2.8. Modelo de tres cilindros, r=8 in, Bpy=15 -m, p=0 m, z,=-12 m,
) Zm=12 m

2.9 EJEMPLOS COMPARATIVOS DE LOS METODOS DESCRITOS

Las figuras que se muestran a continuacién grafican el segundo término de la
ecuacion (2.63) y serd llamada en adelante correccién, la ecuacién completa (2.63)
se llamaré en adelante aproximacion, la curva de la ecuacién (2.57) se denominari
dngulo sélido v la curva que modela la ecuacion {2.58) sers llamada solucidn exacta.
Es importante mencionar que los valores de resistividades y los AV’s se propusieron
arbitrariamente.

La figura 2.17 muestra la comparacion de las curvas mencionadas, los datos de
entrada se muestran en la tabla 2.8. Se puede observar que la curva angulo sélido
muestra una discrepancia con relacién a la curva sofucidn exacta pussto que aquélla
no supone contraste de resistividades. La curva aproximacitn se acerca a la solucién
exacta, pero en las zonas cercanas a los limites de las capas existen discrepancias,
esto se ve en la curva correccidn que presenta sus valores maximos y minimos en la
zonas cercanas a los limites. La curva correccisn en los cilindros extremos marca
valores cercanos a cero debido, posiblemente, a que en esta zona no existe contraste
de resistividad. Otro comentario importante es que en el cilindro medic, el método

de dngulo solido difiere de la solucién exacta ya que existe contraste de resistividad
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{Capa |AV] 23 [ 2, ] R

1 220 |-10 | -2 { 0.15
2 15 -2 2| 25
3 20 ) 2 |10 0.15

Tabla 2.9. Modelo de tres cilindros, r=8 in, Bry=0.5 Q-m, p=0m, z=-12 m,
Zm=12 m

entre los dos lados de la membrana.

La figura 2.18 se obtuvo con los datos mostrados en la tabla 2.9. Al existir
contraste de resistividades respecto a cada una de las capas, la curva correccién tiene
un comportamiento que se aleja de cera en todas las zonas de los limites de las capas.
La curva dngulo sélido no es la mejor aproximacién a la solucién exacta ya que existe
contraste de resistividad en cada cilindro respecto a la del lodo.

Cabe resaltar que después de obtener los resultados anteriores, surgié la idea
(Tejero,1997), respecto a la posibilidad de no tener que hacer una aproximacién por
medio del segundo término al método de angulo sélido, es decir, se planted Ja posi-
bilidad de que el contraste de resistividades quedara implicito en el valor AV para
cada cilindro. Las figuras que a continuacién se presentan intentan responder a {ales
inguietudes.

La figura 2.19 muestra el caso de tres cilindros, cuyos datos se muestran en la
tabla 2.10 . Se supuso la misma temperatura para las tres capas y se considerd que
las capas extremas son lutitas perfectas y la capa media os una arena limpia. Los
limites de las capas estén en —10, -2, 2 y 10 m. respectivamente. La curva dngulo
sélido se aleja de la curva exacta en las zonas cercanas a los lmites de la capas. La
capa de arena es de 4 unidades de espesor v se puede observar que la discrepancia es

mayor que en la zona de lutitas que tienen espesores mayores. La curva correccidn



68

20mV
i h
i\d :
1. o
T 4 N T
S ot
I B
. B ]
T L
¢ T T | o
~._: ,'\wién
l =::-
gproximacién i i
i e exacta
20 ! ' ol
!| ,;1—\_/
dngule sélido « I :/
L [ ]
L/
"u."..ﬁ.
-40
-10 0 10

» Profundidad

F1c. 2.17. Comparacién de los métodos exacto y de dngulo sélido corregido para el
caso de tres cilindros, suponiendo contraste de resistividad en el cilindro medio,

! Capa AV Talzn]kR
1 -30.2464 |10 -2 [ 435
2 -12.01162 [ -2 2 112
3 -30.1464 | 2 11045

Tabla 2.10. Modelo de tres cilindros, r=8 in, Byp=0.5 O-m, p=0 m, 2,=-12 m,
Zm=12 m
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Fic. 2.18. Comparacién del comportamiento del SP para los casos de las soluciones
exacta y dngulo sélido modificado.
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muestra grandes problemas en las zonas cercanas a los Ifmites, ¥a que los constrastes
de resistividad son altos.

A continuacién se hace un andlisis variando el espesor de la capa de arena a 12
unidades y las capas de lutita a 2 unidades, obteniéndose la figura 2.20, los datos de
entrada son los mismos que los mostrades para la figura anterior. Ahora se observa
que la curva dngulo sélido tiene una muy buena aproximacion en el centro de la capa
de arena, pero en las zonas de lutitas se tienen grandes errores, con esto se muestra
que para capas gruesas el método de dngulo sélido se aproxima al valor exacto, Otra
¢osa importante de mencionar aqui es que la curva corregida tiene problemas muy
graves en la zona de los limites, se observa que cerca de la profundidad de § esta
curva tiene una amplitud muy grande, pero cerca de 10 su amplitud es menor, debido
posiblemente, a que esta curva esté influenciada por las capas adyacentes.

Finalmente, se probé qué sucede cuando las capas de arena y las de lutita son de
espesor grande y los datos de entrada son los mismos que en las dos ltimas figuras.
La representacion grafica se muestra en la figura 2.21. Se observa que la curva dngulo
sélido funciona bien para éstas condiciones aunque el error maximo se tiene en los
limites de las capas.

En éste capitulo se trat el problema de modelar el potencial para el caso de geo-
metria cilindrica, se propusieron dos modelos que se enfocan al problema planteado,
el primero de ellos considera que existe contraste de resistividad a través de una
superficie dipolar, pero la solucién tiene que ser evaluada numéricamente. La evalua-
cién numérica que se propuso, consiste en aplicar los métodos de Filon y cuadratura
gaussiana en clertos intervalos de la solucidn propuesta en la ecuacién (2.26).

El segundo modelo propuesto considera que a través de la superficie dipolar no

hay contraste de resistividad, la ventaja de ésta suposicion es que la solucién es muy
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sencilla y no se necesita aplicar algin método numérico en la evaluacién del potencial.

Surgié la idea de proponer una solucién sencilla a partir del modelo de dngulo
slélido, pero involucrando contraste de resistividad. Anguiano (1998) propuso un
término de aproximacién al método de ingulo sélido, dando como resultade una
forma de evaluacién relativamente répida, pero que funciona para contrastes bajos de
resistividad {hasta contraste de 8).

Las conclusiones del presente capitulo se pueden resumir de la forma siguiente:

1. La solucién dada por la ecuacién (2.26) funciona ruy bien, pero tiene como

inconveniente que el algoritmo del cilcule numérico es lento.

2. El método de angulo sélido funciona adecuadamente, pero en la realidad, las
¢apas separan medios con diferentes resistividades, situacion por la cual no es

posible aplicarlo.

3. La aproximacién propuesta por Anguiano y desarrollada por Spurlin, funciona

en forma adecuada para cuando los contrastes de resistividad son pequefios.

4. Cuando se intenta aplicar el método de dngulo sélido suponiendo contraste de
resistividad, es decir, suponiendo que el valor AV lo lleva implicito, se vio
que funciona para contrastes de resistividad bajos y para espesores de estratos

grandes.

Hasta aqui, se ha resuelto en forma parcial el problema de modelar Ja curva de SP
en 2D. En el siguiente capitulo se tratars el problema en capas planas, es importante
mencionar que el método de dngulo sélido también serd mencionado, al igual que en

capas cilindricas.
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Capitulo 8

MODELADO DEL POTENCIAL NATURAL EN CAPAS PLANAS

Hasta ahora se ba mencionado la importancia y fuentes que generan el potencial
natural y del modelado en geometria cilindrica, sin embargo, es necesario destacar el
efecto del modelado de capas planas dentro del potencial natural para tener listo el

marco que permitira resolver el problema de encontrar el SP en 2D.

3.1 CALCULO DEL $P EN CAPAS PLANAS (METODO DE ANGULO
SOLIDO).

El problema de encontrar el potencial en capas planas se resuelve por medio
de los conceptos de dngulo sélido y diferencia de potencial (voltaje) entre las capas
adyacentes, en forma similar a como se realizé en el caso de geometris cilindrica.

La figura 3.1 muestra los parametros involucrados en el cilenlo del potencial
debido a capas planas. El potencial en el punto de medicién M es calculado de la
forma siguiente:

U(M)=Un +Usp, (3.1)

donde:

U(M) es el potencial debido a las capas planas medido en el punto M.

Uz y Ups son los potenciales debidos a las superficies de doble capa Sy ¥ Sos,
mostradas en la misma figura,

De acuerdo a lo mencionado en el capitulo anterior, el potencial para este pro-
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FiG. 3.1. Pardmetros necesarios para el calculo del potencial natural por medio del

método de dngulo sélido.
blema es (Kanfman, 1995):
YN 2
U= ym AVa + i AV, (3.2

donde:

AV y AV, son las fuerzas electromotrices o diferencias de potencial, debido
a las correspondientes dobles capas,

wa1 ¥ wos son los &ngulos solidos subtendidos por las superficies Sp; y S23 cuando
éstas son vistas desde un punto intermedio,

El dngulo sélido subtendide por un plano infinito, tiene el valor de +£2x (ver
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Apéndice A) dependiendo de la posicién del punto de observacién. De acuerdo a ello,

se tiene:
wa =27 —wp (3.3)
wag = =21 — (—wq) = =21 + wy

donde;

Wp ¥ wg son Ios dngulos sélidos subtendidos por las superficies que representan
¢l agujero. Se observa que wyy = —wqy debido a que la direccion del vector normal a
Ia superficie va de las cargas positivas a las negativas, es decir, los vectores normales
van en sentidos opuestos.

Ademas, se tiene la siguiente relacién (Kaufman, 1995):

wp=2r(l- cos fp) = 21 ’:1 - ﬁ?}
zeg ) + 5 (34)

wQ=27r (1 —COS,BQ)=2W {1 - z+i+d2J

donde:
Bp ¥ Bg son los sngulos mostrados en la figura 3.1,
h es la distancia entre las capas,
d es el didmetro del pozo, ¥
% €8 la profundidad de medida,

Al sustituir (3.4) en (3.1) y manipular algebraicamente se llega finalmente a:

i

2 L/(zz Y

La figura 3.2 muestra el comportamiente del potencial natural para diferentes

[ 22+ 4k j'
2 | Jez+nPia]

didmetros del agujero. Se puede observar que la curva no deflexiona completamente
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cuando el didmetro del agujero es grande; esto es de esperarse ya que cuando d tiende

a cero, la curva debe tender a la mayor deflexién.

3.2 CALCULOQ DEL SPEN CAPAS PLANAS RECTANGULARES, SIN
CONTRASTE DE RESISTIVIDAD

En el caso de la geometria plana, y al considerar que las cargas se encuentran
localizadas a ambos lados del eje 2, entonces, la ecuacién (2.8) es vilida ya que el
eje del dipolo es paralela a la direccién en z y se cumple también la ecuacién (2.9).
Para el caso que ahora se analiza se considera que existe una distribucién continua
de carga a ambos lados del planc » = 0, a lo largo de los ejes ¢ y y, por Jo que es
necesario integrar la ecuacion (2.9) sobre el ires de la membrana ¢ introducir una

constante para obfener la igualdad:

AR e

donde:
dA es I diferencial de dres

r tiene componentes en las divecciones 2 v y, cuyos Hmites son:

—g<r<a

. 3.7)
—b<y<h

Al expresar en una ecuacién la discusién anterior se tiene que la ecuacion (3.6} puede

ser reescrita como:

I

AV 8 1
2= 2 far fay ; (3.8)
[ j ' (=23 +(y—y)+ 2]
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donde se tiene:
un punto de medicién P con coordenadas (z,y, z),
la posicién del dipolo con coordenadas (z, y*, 0).

Al derivar respecto a z, y al sustituir en (3.8), se tiene:

@:ézja‘m’jdy’ u (3.9)
RO [(:c -z + -yt + zzi%

Debido a que la capa se extiende hasta el infinito, se propondra primero que una

de las direcciones tiene dimensiones muy grandes, es decir, b tiende a co. Fntonces

se tendra;

»= %’- j d [ z cdy. (3.10)
Tl e fle- ) -y + 2

La resolucidn de la integral anterior es la siguiente (Taberian et al., 1995):

o ) ()AV r—arctan(m_z“"l:) ;224 2% < gt
= signo{z) —
arctan (;%’31?) ;28422 > a?

27

donde:
signo(z} =1 cuando z > 0 y,
signe(z) = —1 cuando z < 0,

Este desarrollo considera que no existe una diferencia de conductividades respecto

al plano z = 4.



81

Za

s
/ /z,, infinito
/ / ’
/ "

X

F16. 3.3. Célculo del potencial para el caso de una capa infinita.

3.3 CALCULO DEL 5P EN CAPAS PLANAS RECTANGULARES AL
CONSIDERAR CONTRASTE DE RESISTIVIDAD

Se tienen ciertos inconvenientes para usar el desarrollo mencionado en la seccién
anterior, uno de ellos es la imposibilidad de simular el efecto del pozo que corta al
plano, ya que la seccién debe ser circular y no rectangular; otro inconveniente, es
la suposicién de que las conductividades a ambos lados de la capa son las mismas.
Para resolver el segundo inconveniente se proceders suponiendo una capa dipolar de
longitud infinita, a través de la cual existen diferentes conductividades (figura 3.3).

Se supondré que er la superficie z = 0 se ha inducido una densidad de carga ¢y,
la cual da origen al potencial observado en la regidn z > 0. De acuerdo al Teorema,

de Green, se tiene que la solucién del potencial en z > 0 est4 dada por:

U(r) = +£G% oo ds, (3.11)
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donde
U oy
_— 12
a7 & 3-12)
Entonces, el potencial puede expresarse de la forma siguiente:
1
U(e) =~y [osGas (3.13)

La funcién de Green para el semiespacio de conductividades diferentes se obtiene

por el método de las imdgenes de la forma simuiente:

1 Jy — 02 1
6= +[ ] . (314)
4%\/:rz+y2+(zv-h)z L 4fr\/:¢:2+y2+(z+h)2

En 7' =0, la funcién de Green se transforma en:

G= 20’1 1 - T, 1 (315)
Cata\in/F e t) atn\vetgita) )

Alhacer p = z?+-y? y sustituir la ecuacién (3.15) en (3.13), se obtiene el potencial

como;

__i o ) oyds
Ulry= o (m”z ijov’P’+22 ¥z > 0. (3.16)

El potencial de un dipolo es la derivada direccional del potencial monopolar en

la direccién de = {Tejero, 1997), entonces:

o BU_ 1 o1 ) 0’;_(2 1
Ud:p— E'— 2_11.(01_*_0_2 j"éo—az '—"‘—,—2———-.'0 e dS, (317)

al realizar l2 derivada se tiene que:

1 oy \ AV ‘
= or d i
Udz? P (01 + 0'2/] [PZ + 22]3/2 $ ( 18)
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donde:

AV=ZL

Al ser la superficie una capa rectangular, se extiende en las direcciones de & y
y. El desarrollo realizado por Taherian (Taherian et al., 1992) propone que en una
direccién, la capa tiene una longitud infinita, y fa otra direccién una extensién de a.

De esta forma se tendzia la siguiente ecuacién para caleular el potencial:

Vg, = ‘2% (0.1+02) / f p2+ ,]312 (3.19)

Una forma de comprobarlo es utilizar la definicién de} potencial dada por las
funciones de Green:

= j VY ~ f 2 ds. (3.20)

De la ecuacidn (3.15) se tiene:

a6, —(&5)+

0 70 1+ 2

A continuacion se hard un andlisis de la ecuacién (3.20). En rezlidad, la funcién
U es arménica para z > 0 debido a que no existe fuente, por tanto, el Laplaciano de

U vale cero. Asi, se tiene:

20
—_ 2 ﬂ’l‘i'ﬂ'z) Z g g

Finalmente, el potencial sers:

_ 1 20‘1 ; '
v= 4 (0‘1 +02) f f [+ z]3l2dz dy’ (3.23)
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-8

-10 0 10
—— Profundidad (zm)

F1G. 3.4. Comparacién de los métodos geométrico {considerando que el didmetro de
agujero tiende a cero} y ecuacién potencial (considerando que las longitudes tienden
a infinito}.

Al ser iguales (3.19} y (3.23} se comprueba el resultado anterior. La ecuacién
{3.23) es la publicada en Taherian (Taherian et al., 1995). Se puede observar que una
de las longitudes se extiende hasta el infinito y Ia otra tiene una distancia de 2 veces
a.

La figura (3.4) muestra la comparacién del método de dngulo sélide (considerando
un didmetre de pozo de 0.0000001), con el de la ecuacién potencial, considerando que
el valor de ¢ es de 10000000000000.

Los resuitados obtenidos, muestran que es lo mismo calcular el potencial debido
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F16. 3.5. Calculo del potencial en una placa de radio a.

a capas planas, considerando que esta es una circunferencia o al considerar que es un

rectangulo, siempre ¥ cuando las capas sean muy grandes.

3.4 CALCULO DEL SP EN CAPAS PLANAS CIRCULARES CON-
SIDERANDO CONTRASTE DE RESISTIVIDAD

El objetivo en esta parte es encontrar la funcién potencial para una capa de
extension infinita que incluya el agujero. Bajo la perspectiva mencionada es factible
considerar una capa circular de extension infinita, es decir, de radio muy grande ¥ un
circulo de radio igual al radio del pozo.

En realidad, hay que resolver la ecuacién {3.23) en coordenadas polares (figura
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3.5). Se iniciard con la siguiente consideracién:

r=zi+yj+zk=+r
r=2zz (3.24)
ds' = r'dr’dd'.

Sustituyendo (3.24) en (3.23), se tiene la funcién potencial en coordenadas po-

lares: .
AV o I
v=5- (=2 f dr'ad, 3.25
ﬁ. o+ 3 f [zg + ,2]3/2 T (3 )
oy f zr’ ,
- . .26
U= AV (Ul ¥ 0,2) o'[ [=2 + ,.r2]3[2d7' (3 )
Resolviendo tnicamente la integral y haciendo los siguientes cambios de variables,
se tiene:
u=22 47 o L=y = 2?
(3.27)
du=2r'dr'; ' — g = u = 2%+ 47
e o #24o?
g o < Y
b[ (22 + rmlaﬁdr - [ P ) / udfE (328)

22 ha?

I e i T

zz

Sustituyendo (3.29) en (3.26) se lega:

U=AV (&-1 1‘%) {1 - -‘/;%} . (3.30)

Se ba desarrollado un algoritmo a partir de la ecuacion {3.30), la curva que

modela esta ecuacién sers Hamada propuesto. La figura (3.6) muestra la comparacién
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FiG. 3.6. Comparacién de los métodos de dngulo sélido (ang. sol.) y propuesto,
considerando diferentes radios de pozo {r).

para. el caso de capas pianas por los métodos propuesios en esta tesis y por el método
de dngulo sélido, lo importante es mostrar que el modelado realizado con la ecuacién
3.30 permite restar el efecto de agujero a una capa de extensién infinita v que el
resultado de la aproximacién es bueno aun para radios de pozo muy grandes.

El desarrollo de este capftulo tuve como objetivo el comprobar los resultados
obtenidos por Taherian para el caso de la solucién de la ecuacién potencial debido
a capas planas. Se planteé ademds, la necesidad de considerar que las capas son

circulares para poder restar el efecto del agujero a las capas planas.
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Se plantes el problema, para ser resuelto por medio del método de dngulo sélido
¥ se comprobé que las formas de solucién para el mismo problema arrojan resultados
similares.

El resultado que se obtuvo permitird, junto con los de geometria cilindrica, en-

contrar el potencial en 2D, tema del siguiente capitulo.
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Capitulo 4

MODELADO DEL POTENCIAL NATURAL EN 2D

Hasta, a,ho.ra. se ha desarrollado por separado el modelado del potencial para dos
casos relativamente sencillos. En el capitulo 2 se obtuvieron dos formas de cuantificar
el potencial para el caso de geometria cilindrica, en el capitulo 3, se mostrd que se
puede obtener el potencial para el caso de capas planas de dos formas tipidas y
sin discrepancia apreciable en los resultados obtenidos en cada uno de los métodos
desarrollados.

En esta parte de la tesis se justificard la propuesta de sumar los efectos del po-
tencial debido a la geometria cilindrica y a las capas planas para obtener el modelado
2D; eu realidad, no existe una solucién analftica cerrada en este caso, al considerar
contraste de resistividad a ambos lados de las superficies dipolares, por ello se recurre

2 la idea de poder sumar ambos efectos.

4.1 MODELADO DEL SP EN 2D POR MEDIO DEL METODO DE
ANGULO SOLIDO

Una forma. de resolver el problema para el caso de 2D s mediante al desarrollo
del método de ngulo sélido, el cual se puede ejemplificar considerando dos capas
planas en donde se simulan dos formaciones de lutita entre una de arena de cspesor &
¥ tres cilindros de radio a, en cada una de las superficies planas, y en el entendido de
que, ademés, no existe contraste de resistividades en los medios considerados.

Es muy importante aclarar que el método de dngulo sélido indica que el potencial

estd determinado por el valor del 4ngulo sélido debido a un plano infinito ¥ a super-



90

FI1G. 4.1. Modelo de un pozo atravesando capas planas.

ficies cerradas, considerando la posicién del punto de medicién. Al igual que en los
dos capitulos anteriores, aqui se considera que el valor de la diferencia de potencial a,
través de la superficie dipolar es conocido, es decir, que de alguna forma se ha podido
caracterizar correctamente el AV, ‘

La figura 4.1 muestra los pardmetros fisicos que se han supuesto para el desarrollo
del método de dngulo sélido. La distribucién de las cargas se suponen de la forma
mostrada en la figura 4.2 en donde £ es el espesor de la capa en cuestidn.

Ei potencial en ¢! punto de observacién M es igual a la suma de los potenciales

originados por cada una de las dobles capas:
U(0,0,2) = Un + Uz + Un + Uoa + Uta, (1)

donde:
U(0,0,z) es el potencial medido a la profundidad » sobre el eje del cilindro v,

Uy; son los potenciales debidos & las superficies 5.
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FIG. 4.2. Distribucidn de cargas propuestos para el desarrollo del método de angulo
sélido.

De acuerdo 2l conocimiento del valor del potencial para una doble capa (ver
capitulo 2), se tiene:
W

U= AV, (1.2)

donde:
w es el angulo sélido subtendido por la superficie dipolar y
AV es la diferencia de potencial a través de la superficie dipolar.
La obtencién del ingulo sélido ha sido mencionada en el apéndice A, cn oste

caso, pueden ser representados para cada doble capa como:

wo = =2n twp wi =21 —wq
Wo =47 —wp  wy = wp — Wy {4.3)

Wy = g
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donde:

wp ¥ wq son los dngulos sélides subtendidos por las superficies que representan
el agujero, y

w con sus diferentes subindices, representa los ingulos sélidos subtendidos por
cada una de las superficies.

Al sustituir (4.2) y (4.3), en (4.1), se tendr el potencial de 12 siguiente forma:

Wp

L =2r +lwp 27 — wy AT — w, — g wy
U (U, 0, 2‘) = TAVn + o AVa+ i AVa+ ym AV + 41&‘/03.
{4.4)
Manipulando en forma algebraica y siguiendo los desarrollos mostrados en los
capitulos 2 y 3, se llega a que:
U (0,0,2) = —-3zth___ AV+AV,-AVy,

veee (4.5)
e AEh . OVn AV pAVe | AV 4V
Sa=0¥int Al 4 Matalhs

v/ (22—h)2 42 2

La expresién (4.5) ha sido implementada en un algoritmo computacional que es
muy répido, pero que tiene como limitante el hecho de que no considera contraste de

resistividad.

4.2 MODELADO DEL SP EN 2D POR MEDIO DE LA SUMA DE
EFECTOS

Una parte muy importante del desarrollo de este trabajo, se basa en el hecho de
proponer que los dos modelados ¢n 1D que se han diseutido en los capitulos anteriores
se‘pueden sumar, y obtener, de ésta forma, el potencial en 2. Asumir lo anterior
significa fisicamente que se desprecia el efecto de potencial generado por la interaccién

de las cargas eléctricas producidas de manera natural por las formaciones geoldgicas.
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No se puede perder de vista el hecho de que se trabaja con superficies dipolares,
es decir, que existen efectos de doble capa er cada uno de los limites de estratos y
del pozo-formacién. En el capftulo 2 se mostré que el cileulo del potencial eléctrico
para el caso de un dipolo, es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
entre el punto de medicién y el centro del dipolo.

Al proponer la suma de efectos de capas planas y geometria cilindrica, se tiene el
problema, de que habra interacciones entre las cargas en las zonas cercanas al limite de
los cilindros con las capas planas. Se mostrard en forma intuitiva (sin hacer ningén
tipo de demostracién matematica) que el efecto de interaccién entre las cargas es
muy pequeiio en comparacién con los potenciales debidos a las superficies dipolares
de geometrias plana y cilindrica.

Cuando se suman los efectos descritos anteriormente, habra una zona de inter-
accién de cargas, 45to es muy importante ya que serd despreciado el efecto de potencial
creado en esta zona.

De acuerdo a la figura 4.3 se puede observar que el potencial eléctrico debido a
la interaccidn de cargas, decae:

(4.6)

donde se tiene ques

R=vrT1 72, @7

stendo:
r la distancia radial entre la posicién de los dos dipolo en cuestion, ¥
z la distancia paralela al eje del cilindro de la posicién de los dipolos en cuestion.

Sustituyendo (4.7) en (4.6), se ve que el potencial eléctrico decae de la forma
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't

F1G. 4.3. Posicion de los dipolos a} sumar el cilindro con la capa plana.

siguiente:

. 1

La ecuacién anterior muestra, fisicamente, que cuando los dipolos se encuentran a
una cierta distancia, el efecto de potencial de interaccién entre los dipolos es pequefio,
¥a que depende del inverso del cuadrado de la distancia entre ellos. Es necesario
recalcar que la ecuacidn (4.8) indica que cuando los dipolos se separan un poco, €l
potencial de interaccion decae répidamente, y por tanto, el efecto de interaccidn es
muy pequefio. .

Es posible decir que el campo secundario que se genera a partir de la interaccién
de los dipolos eléetricos es pequefio. La explicacién se d4 con base en la figura 4.4;
los campos eléctricos debidos a los dipolos se representan como K. El lado izquierdo
de la figara muestra las lineas de campo eléctrico debido a las interacciones entre las
cargas. El lado derecho, muestra las componentes del campo total en un punto que
tiene carga negativa, producto de la influencia de las cargas que conforman los dipelos.

Los campos E,n y B, son aproximadamente iguales, pero de sentido contrario, de
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F1G. 4.4. Comportamiento del campo secundario. a) Se muestra la direccién del
campo eléctrico en las superficies dipolares y b} muestra las lineas de campo eléctrico
en un punto determinado.

igual forma que los campos E,,; y Eya- De acuerdo a lo anterior, el campo secundario,
producto de la interaccién de las cargas es muy pequedo. Ademds, ya que el potencial

depende del campo eléctrico:

U=—jE-dl

entonces, el potencial también serd pequeiio.

En otras palabras, lo anterior significa que el campo eléctrico producto de la
interaccidn entre los dipolos eléctricos que conforman las superficies que se suman
{cilindrica y de capas planas) decae como la relacign 1 /B3, de ésta forma, cuando los
dipolos estén a una distancia R, entonces el campo eléctrico de interaccidn es may
pequefio.

Vale la pena mencionar que no es posible dar en forma cuantitativa la, con-

tribucién del potencial de interaccién: hasta ahora no se ha resuelto el problema de
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plantear la ecuacidn potencial para el caso er 2D, sin embargo, en forma cualitativa,

es posible despreciar el efecto de interaccidn.

4.3 EJEMPLOS DE MODELADO DE SP EN 2D POR MEDIO DEL
METODO DE SUMA DE EFECTOS

Ahora, se mostraran ciertos casos en donde de alguna forma se han podido ca-
racterizar las diferencias de potencial, es decir, s6lo se modelard tomando en cuenta
los contrastes de resistividad, la longitud de la capa y el didmetro del pozo.

Existe un trabajo muy importante desarrollado por Dol (Dall, 1948) que permite
comparar los resultados obtenidos con base en el modelado del presente trabajo con
sus resultados tedricos. Se han po&ido reproducir algunas grificas obtenidas en la
literatura, lo que da la pauta pata suponer que el presente trabajo €s correcto.

Las tablas 4.1 y 4.2 muesiran los datos para la obtencién de la figura 3 de la
referencia mencionada, es este caso se mostraran los datos para geometria cilindrica
¥ capas planas para que se puedan visualizar bien los datos de entrada, considerando
Run=10—m,

La figura 4.5 muestra la curva resultante de los datos mostrados en las tablas 4.1
¥ 4.2. Se puede observar que la curva denominada AV tiene una mixima. deflexién, de
100 (mV), ademds, se consideran secuencias de lutita-arena con diferentes espesores
de las capas permeables. Se puede comprobar que los resultados obtenidos ajustan
con los obtenidos por Doll.

Como parte de la validacién de los resultados obtenidos, se reprodujo la figura 5
de la referencia mencionads anteriormente (Doll, 1948). En este caso, lo que existe
son secuencias de arena-lutita, la diferencia con el modelo geolégico anterior es que

abora hay intercalaciones de lutita dentro de la formacién arenosa. Los datos de
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Capa

AV(mV}) [ z4(m) | z,(m)

R0 — )

WO ST W

10
11
12
13

-60
12
-60
12
-60
12
-60
12
-60
12
-60
12
-60

0
20
36
56
64
84
88
108

110
130
131
151
151.5

20
36
56
64
84
88
108
110
130
131
151
15L.5
171.5

Pt b el Rel bk bd ped i el e ek e

Tabla 4.1. Datos para reproducir la figura 3 de Doll {1947). Datos para geometria
cilindrica considerando d=1.

I Capa

AVmV) [Ba(@=m)

RalQ —m) |

G0 =1 A WY e

10
11
12
13

14

-28
28
-28
28
-28
28
-28
28
-28
28
-28
28
28
28

Pt b b bkl ped ek pad et et el frd el

e et il e b e bed b ol ek s beeb ed el

Tabla 4.2. Datos para reproducir la figura 3 de Dol (1947). Datos para geometria
plana considerando d=1.
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[Eapa AV(mV) | zdm) | z(m) | R(G —m)
1 -60 0 50 1
2 12 50 66 1
3 -60 66 116 1
4 12 116 118 1
5 -60 118 168 1
6 12 168 | 171.75 1
7 -60 171,76 | 172.25 1
8 12 172.25 176 1
9 -60 176 226 1
10 12 226 227 1
11 -60 227 228 1
12 12 228 229 1
13 -60 229 230 1
14 12 230 231 1
15 -60 231 232 1
i6 12 232 233 1
17 -60 233 234 1
18 12 234 235 1
19 -60 235 236 1
20 12 236 237 1
21 -60 237 287 1

Tabla 4.3. Datos para generar la figura 5 de Doll (1947}. Datos para geometria
cilindrica considerando d=1.

entrada se muestran en las tablas 4.3 y 4.4,

Los dos andlisis obtenidos hasta ahora se han realizado bajo la condicién tedrica
de que no existe contraste de resistividad a través de las superficies dipolares. Ahora
se mmostrard otra figura que reproduce los resultados obtenidos en la figura 19 de
Doll y €l comportamiento de la curva modelada cuando se tienen secuencias de arena
con diferentes resitividades de la profundidad 0 hasta aproximadamente 175 (m). A
partir de esta profundidad, se tiene una capa de arena con un cierto contenido de

arcilla (es por ello que la curva AV no deflexiona completamente hasta la linea base
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Capa I AV(mV) I R;](Q —_ m) l Rﬂ(Q —‘m
1 -28 1 1
2 28 1 1
3 -28 i 1
4 28 1 1
5 -28 1 1
] 28 1 L
7 -28 1 1
8 28 1 1
9 -28 1 1
10 28 1 1
11 -28 ] 1
12 28 1 1
13 -28 1 1
14 28 1 1
15 - 28 i 1
16 28 1 1
17 -28 1 1
18 28 1 1
19 -28 1 1
20 28 1 1
21 -28 1 1
22 28 1 1

Tabla 4.4. Datos para generar la figura 5 de Doll (1947). Datos para geometria
plapa considerando d=1.
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Capa | AV(mV) | z(m) | 2(m) [ R(Q —m) |
1 -40 0 44 8
2 -40 44 48 10
3 12 49 58 30
4 12 58 68 25
5 12 68 88 45
6 12 8 139 30
7 12 139 175 a0
8 -40 175 179 70
9 12 179 139 5
10 12 189 198 110
11 12 198 205 250
12 -40 205 218 310
13 12 219 235 70
14 12 235 249 40
15 -40 249 254 20
16 12 254 298 30

Tabla 4.5. Datos para generar la figura 19 de Doll (1947). Datos para geometria
cilindrica considerando d=1.

de las lutitas). Aproximadamente en Ja profundidad 215 () se tiene una capa con
alta resistividad, Doll la caracteriza como una caliza; finalmente, pasando 250 (m),
se modela una capa de lutita delgada. Los datos de entrada se muestran en las tablas
4.5y 4.6.

La figura 4.7 muestra el comportamiento de la curva obicnida con los datos de
las tablas 4.5 y 4.6. En este punto es importante hacer un pequefio paréntesis para
recalcar que se pueden escoger arbitrariamente los valores de AV para cada una de
las capas y obtener una curva que muestre la tendencia que se busca. Sin embargo,
pa-ra. obtener exactamente la curva de Doll, es necesario conocer el AV usado por él.

Las tablas 4.7 y 4.8 indican los datos para obtener la curva de la figura 4.7, sélo

que se han variado los pardmetros de AV. La figura 4.8 muestra la contribucién de



Capa

AV(mV) [ Ba(@ —m) | Ra(@—m) |

Y00 ~3 O U o W B

10
11
12
13
14
15
16
17

coocofoo

-10.5
10.5
0
0
-48
48
0
- 48
48
0

8
8
10
30
25
45
30
50
70
5
110
250
310
6
40
20
30

8
10
3o
23
45
30
50
70
75
110

256
310
70
40
20
30
30
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Tabla 4.6. Reproduccién de la figura 19 de’Doll (1947). Datos para geometria plana

considerando d=1.
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[ Capa [ AVimV) [ zy(m) | zu(m) | Bi($2— m)
1 -30 0 44 8
2 -50 44 49 10
3 12 49 58 30
4 12 58 68 25
5 12 68 88 45
6 12 88 139 30
i 12 139 175 50
8 50 175 179 70
9 12 179 189 75
14 12 189 198 11¢
1l 12 198 208 250
12 50 205 219 310
13 12 219 235 70
14 12 235 249 40
15 -50 249 254 20

i 16 12 254 298 30

Tabla 4.7. Datos para generar la figura 19 de Doll (1947). Datos para geornetria
cilindrica considerando d=1 (2a. versidn).

cada modelado en 1D y la suma que da el potencial en 2D. Se puede observar que
segin los valores AV que se asignen a cada capa dipolar, serd la contribucién a la
forma de la curva de potencial.

La parte de validacién de resultados es una de las més dificiles ya que se tienen
que buscar datos correctos para verificar que coincidan el modelado propuesto con lo
publicado por otros autores. En los pérrafos siguientes se mostrarén los resultados
obtenidos al procesar dos pozos reales; cabe recordar que no se hace inversidn, por
lo que sélo se podré corregir la curva por tamaiio del estrato, didmetro de pozo y
por contraste de resistividad, es decir, los valores AV se han propuesto sin hacer un
anilisis de contenido de arcilla.

El siguiente ejemplo es el resultado de la realizacién del modelado del pozo A,



| Capa | AV(mV) [ Ru(f1—m) | R0 — m) |

1 0 8 8

2 0 8 10
3 38 10 30
4 0 30 25
5 0 25 45
6 ¢ 45 30
7 0 30 50
8 -3.5 50 70
9 0.5 70 75
10 0 5 110
11 0 1o 250
12 -38 250 310
13 38 310 70
14 0 70 40

15 -38 40 20
16 38 20 - 30
17 0 30 36

106

Tabla 4.8. Datos para generar la figura 19 de Doll (1947). Datos para geomeitia
plana considerando d=1 {2a versién).
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que es una secuencia de arenas-lutitas, en este caso no se daran los datos de entrada
en forma de tabla, sino que directamente, en las figuras, se muestran los limites de
las capas y los valores de resistividad. El valor de R, = 0.75Q —~m y el radio del
pozo es 0.2020 m. La figura 4.9 muestra una curva AV propuesta por el autor de}
presente trabajo para realizar el modelgdo, donde se puede observar, que en general,
en el intervalo procesado mo existe un alto contraste de resistividad ni capas muy
delgadas (los espesores menores son de 2 metros).

Se considera que la curva modelada es adecuada ya que existe buena correspon-
dencia entre los limites de las formaciones y algunos puntos de inflexién de la carva
(sobre todo, en aprox. 1288 metros), ya que las capas son relativamente gruesas ve-
specto al radio del pozo. También es importante comparar Ja curva modelada con Ia
de campo; el resultado se muestra en la fizgura 4.10 donde se puede observar que en la
primera se suaviza la curva de campo v ademds, es congruente ya que sigue la misma
tendencia de la curva de campo.

Finalmente, se presenta el case del pozo B mostrado en la figura 4.11, el modelado
de éste es complicado ya que presenta capas delgadas y de alta resistividad en algunos
intervalos. A primera vista, se puede decir que la curva modelada es congruente
con los datos de resistividad, por ejemplo, en el intervalo 1947-1948 m las curvas de
resistividad indican una capa arcillose, lo cual es congruente con la curva modelada de
potencial natural. Fn los tres intervalos donde la curva lateral marca alta resistividad,
la curva de SP deflexiona muy bien y define los puntos de inflexién de lz curva.

Sin embargo, a pesar de la supuesta buena correspondencia entre los datos de
resistividad y la curva modelada de potencial natural, existen diferencias en amplitud
respecto a la curva de P de campo. Esto se puede deber a que no se caracterizan

adecuadamente Jos valores AV,



109

(urn) peprpunjorg <«

0zEel 0821

oyel

i

£ » PEPIANSISOY

AN

w—0g

N

ipvepow vainy |

IS

LA

Iy

[
4

001
101

Ot

0L

06

FIG. 4.9. Modelado en 2D del pozo A.



110

() pepIpunjold «———

ozel

I
0871 ovel Suay
dS op ﬂﬂuﬁ—ﬁﬁwa BAIN D)
0€
JdS ap odwed wﬁ BAIND) m ﬂ
b “_
\ ” | M ﬁ
” _ ) 0s
h S
| ] Pl b )
n HEiNE
I .31
L f } HA0L
k WL ilEN
P i ____.__ “_ _~= ; “_ 3 L‘L
; T f wly LI LA _,:___
) 2;__ ! _a_ LA iy _.:n_. h“.__m _“_m __PM “.m— : M__ “:_ m_ h
P Y v -_,a?._'_.__.J.d Tlﬂc_‘ Jﬂ&% '..4“:_ _m_: ”_._g
R
!

o1l

F1G. 4.18. Modelado en 2D del pozo A.



11

(x) PepIpunjoOIr g «
0861 9v61 Zr61 8£61

e \/i/ [ )f,{{

\\,/ \ / 43
,H,\ \\ N

1]
——

N

08

e
i
T

~75)

Jl
(Aw) odwed ap S M
(Aw) cﬂw-uﬁwoﬁ ds Fihae D [EWLION]

7 L
AEIJWV jeIal e

I

Fic. 4.11. Modelado del pozo B.



112

Capitulo 5

CONCLUSIONES

Existen conclusiones importantes en relacién al trabajo realizado. Siguiendo la
misma secuencia llevada a cabo hasta ahora, se hard énfasis en Jos usos del potencial
natural y de porqué se ha realizade el presente trabajo. Posteriormente se hablard
acerca de los métodos para encontrar la solucién de la funcién potencial para los casos
de geomstria cilindrica y de capas planss. Finalmente, s¢ mencionazén las condiciones
propuestas para el modelado en 2D y las suposiciones que se realizaron para poder
realizar dicho modelado.

El interés actual del potencial natural se enfoca a la reinterpretacion de los
registros obtenidos hace muchos afios, ya que en la actualidad, casi no se toman

registros de SP; sin embargo, la informacién obtenida permite:

¢ distinguir formaciones ascillosas de las porosas,

delimitar limites de estratos,
s obtener el valor de R,
¢ correlacionar capas geolbgicas v,

* cuantificar el contenido de arcilla en capas permebles (siempre que se haga

inversién}.

Tradicionalmente se han aplicado correcciones a los registros obtenidos de campo

para poder realizar una interpretacidn del registro. Sin embargo, es posible encontrar
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una ecuacién que modela Ja curva de SP, ésta no necesita ser corregida, ya que dentro
de ella quedardn implicitas las correcciones a la curva de potencial natural: entre
elas se encuentra el efecto de didmetro de pozo, espesor de las capas, y contraste de
resistividades. El objelivo de este trabajo ha side modelar la cufva., de forma tal, que
1o sea necesario realizar correcciones.

Sin embargo, el modelo geolégico en 2D es muy dificil de plantear er una
ecuacion, por ello, se propone separar los efectos en 1D porque son relativamente
ficiles de plantear. El modelo gealégico que se supone para la realizacién del mode-
lado en 2D considera que existe un pozo completamente vertical, el cual corta una
secuencia de capas geologicas completamente horizontales. En la realidad, las condi-
ciones anteriores son muy dificiles de encontrar, sin embargo, se propone gue ¢l modelo
descrito es lo suficientemente bueno para tener una aproximacion a las condiciones
del problema real, pero con la facilidad de poder plantear soluciones analiticas.

En el caso de modelado de SF en geometria cilindrica, se tiene una solucién
que tiene que ser calculada numéricamente mediante algin método numérico; se ha
propuesto dividir ¢l intevalo de integracién en fres partes, el primero de etlos se
resuelve mediante el método de cuadratura gaussiana, el segundo intervalo mediante
el método de Filon y el dltimo intervalo se desprecia. En realidad, la integracidn se
pudo realizar debido a que la parte no oscilatoria del integrando en la ecuacién 2.26
decae para valores grandes de la variable de integracidn.

Cuando no se supone contraste de resistividad entre B; v R;n, es posible aplicar
<l método de dngulo sélido que tiene Ja ventaja de que su algoritmo es muy répido.'
Al considerar contraste de resistividad (siempre que la relacién Ry/R,, tienda a 1)
se ha propuesto usar ¢l método de dngulo sélido y adicionar un segurdo {érmino de

aproximacién propuesto por Anguianc {1998). El segundo término es atra integral
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que necesita ser calculada mediante algin método numérico, sin embargo, Spurlin
(1998) propuso una funcién polinomial cuyo comportamiento ha sido mostrado en el
capitulo 2.

La propuesta para modelado en 1D para el caso de capas planas, supone una
superficie circular plana de radio infinite, al cual se le resta otra superficie de radio
r con Jas mismas caracteristicas geométricas. Al realizar la resta descrita, habra
un reacomodo de cargas en el limite de ambas superficies. Tejero (1997) desarrollé
la solucién para encontrar el potencial debido a capas planas; ésta solucién ha sido
cotejada con la solucién propuesta por Taherian et al. (1995).

Ademds de las suposiciones anteriores, se han planteado consideraciones para la
realizacién del modelade en 2D; una de ellas es el piantea.miento de que no existe
invasion, En la realidad, las capas permeables, siempre estin afectadas por el efecto
de invasién; es decir, el filtrado de lodo penetra dentro de la formacién debido a las
diferencias de presién en la formacién y e} pozo.

Sc ha propuesto que ¢l modelado en 2D es €l resultado de sumar los efectos
debidos a diferentes geometrias, es decir, los modelados en 1D debidos a la geometria
cilindrica y a les capas planas. Esto cumple con el principio de superposicién de
causas y efectos para campos eléctricos, esto es, cuando se tiene un efects debido a
dos causas, éstas se pueden separar y ser sumadas y se obtendré el efecto total; sin
embargo, para el problema que se pretende resolver, el principio anterior funciona,
s6lo que se creara un campo secundario debido a la interaccién de los dipolos eléctricos
que generan el potencial para cada una de las geometrfas.

El efecto de interaccién se ha despreciado, ya que al ser dipolos, el campo eléctrico
debido a la iteraccién de estos decae proporcionalmente a la relacién 7 donde R es

la distancia a los centros de los dipolos; es decir, existe sélo una pequeiia zona que



genera el campo secundario, ya que a distancias relativamente grandes, el campo
debido a la interaccion decae rapidamente.

Es pertinente recalcar, que el modelado propuesto permite hacer correcciones a
la curva de SP por efecto de diameiro de pozo, contraste de resistividad y tamafio
de estratos. Se tiene una solucién adecuada, pero el algoritmo implementado en una
computadora Hewlett-Packard, ¢l cudl es muy tardado; sin embargo se han propuesto
algunas aproximaciones cuyos algoritmos son rapidos, pero tienen limitantes, por
ejemplo, suponen bajo contraste de resistividad a ambos lados de una membrana
formada por dipolos eléctricos.

Finalmente, es pertinente hacer énfasis en que los resultados obtenidos para
los ejemplos propuestos son razonablemente buenos, ya que algunos pudieron ser
comprobados por diferentes métodos, v, en el caso de 2D, se compararon algunos

casos con resultados obtenidos por Doll.
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Apéndice A

ANGULO SOLIDO

En este apéndice se desarrolla el concepto de angulo solido, que permite resolver
en forma sencilla ciertos problemas de campo eléctrico,

Una forma sencilla de iniciar es considerar una superficie § cualquicra v un
punto P localizado fuera de ésta, si se une el punto P con cada uno de los puntos del
contorno I' se formard una superficie conica Sc (figura A.1).

Este cono divide al espacio en dos partes, la parte interna D; y la parte externa
D.. Para caracterizar el cono se necesitan evaluar cada una de sus partes, Al dibujar
una superficie esférica de radio R con origen en el vértice del cono {figura A.2) se
observa que la esfera es dividida en dos superficies S; ¥ 5. Puede considerarse que
S; caracteriza a la parte interna D; confinada por el cono.

Es un hecho que la superficie S, depende del cono, sin embargo, también depende
del radio de la esfera. En la realidad la superficie $ y sus partes S; v S, dependen
de f* (donde el radio R es escogido arbitrariamente). Una forma de evaluar la parte

interna det cono D; es por medio de la relacién:

w(P)= = . (A1)

donde la ecuacién es llamada dngulo sélido.
Suponiendo que se intenta ver ¢l cono a partir del punto P y qne la superficie
conica no es transparente, el dnguio solido puede ser tratado como el angulo visual

sobre el cual la superficie S, es vista desde P.
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FHG. AL Pardmeiros necesanos para el cdleulo del dngulo sélide.



Fra A 20 Ongen de las superficies extarior e mterior neces o para ol
conocimiento del dnguio sélido



A continuacién se discutirdn algunas situaciones referentes a la ecuacion A.l:

1. 8, = 0. Esta situaciée implicariz que el punto P se une con un punto, es decir,

que la superficie S tiende a un punto. Bajo ésta situacién, w (P) = 0.

2. 51 la superficie 5 tiende a infinito y €l radio R es muy pequefio, se tendria que
5, = 4 R? ¥ por tanto, w(P) = 4r. Los dos casos anteriores son log casos
limite en el valor del dngulo sélido, por tanto, la desigualdad siguiente siempre
se cumple:

0 <w(P) < 4r. {A.2)

3. En el caso de que la superficie cénica sea un plano, implica que §, = 2rR? y

por tanto, w (P) = 2=.

A continuacion se dard otra explicacién del concepto de angulo sélido. Al con-
siderar una superficie elemental 48, un punto ¢ contenido en ella y un punto de
observacién P (figura A.3) se pueden dibujar lineas de P a cada uno de los puntos
del contorno que rodea a d5, obteniendo un cono, cuyo dngulo sélido es dw (P).

Para calcular el dngulo descrito se proyecta el vector dSn en el vector Lqp. La
figura A.3 muestra que;

dS* == dS cos (Egp, 1), (A3)

donde n es un vector unitarioc perpendicular a la superficie dS. De acuerdo a la

ecuacion A.l se tiene:

dw(P) _ dst _ dSws! dS-Lqp)

- L%P - LgP
6 (A.4)
dSs.L
du (P) = ELap

donde dS = dS5n.



Fra, A3, Pardmetros para encontrar el dngulo sshido de ima diferencial de
superficie.
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De la ecuacién A.4 se tiene que el dngulo sélido dw (P) queda expresada por 4S
que no siempre representa una superficie esférica, ademds, el valor puede ser positivo
o negativo. De la misma ecuacidn, se tiene que el dngulo sélido es positive cuando
el lado posterior de la superficie dS es vista desde un punto de observacién Py es
negativo en caso contrario.

De acuerdo con la ecuacién A.4 se puede decir que el ingulo sélido dw es sub-
tendido por la superficie dS, cuando es visto desde el punto de observacién P. A}
considerar a la superficie S como una suma de muchas diferenciales de superficie
dS, el dngulo w {P) subtendido por la superficie S visto desde e} punto P puede ser
expresado como:

dS - Lgp

w(p)= [ S, (A5)

Un cono es formado dibujando lueas desde el punto P a todes los puntos de
la linea limite de la superficie 5. Esto significa que cualquier superficie confinada
por el cono y rodeada por las mismas lineas estard caracterizando el mismo dngulo
sdlido. El signo del angulo sélido depende de la posicién del vértice P respecto al lado
antertor o posterior de la superficie. De acuerde a lo anterior, se tiene que el dngulo
sélido subtendido por cualquier superficie S con Ja mistma linea limite no varia.

A continuacion se discutirdn algunas caracteristicas de la ecuacién A.5.

1. Al suponer que la superficie 5 es esférica y su radio igual a la distancia entre el

punto P y la superficie, se tiene;

dS - Lgp = dSL,,



ya que L,, es constante, se tiene que:

1 s
w(P):-L—g;/st= . (A )

kg

que coincide con la ecuacién A.l.

2. El siguiente andlisis se hard suponiendo una superficie cerrada arbitraria § ¥
que el punto P estd localizado en cualquier hugar dentro del volumen V, rodeado
por esta superficie (Figura A.4). Asumiendo que el vector normal n est4 dirigido
hacia afuera de la superficie y debido al hecho de que una superficie esférica con
centro en el punto P estd caracterizado por el e’mgulo solido igual a 4m, se puede
decir que el angulo sélido, subtendido por cualquier superficie que se ve desde
el punto P, localizado dentro del volumen, es igual a 4. 8i el vector normal n

tiene una direccién opuesta, el dngulo sélido es igual a —dr.

3. Al suponer gue el punio P estd localizado fuera de una superficie cerrada arbi-
traria 5, se pueden dibujar lineas del punto P tangentes a la superficie 5, que
formaran un cono y la linea de direccién I" divide a la superficie S en dos partes
denominadas S; y S, (figura A.5). Todos los puntos de la superficie 5; son
funcién de cos(n,Lgq) v tienen signo positivg, mientras que los puntos de la
superficie §; tienen ¢l signo negativo (Kaufman, 1992). Al proponer que ambag
superficies estdn rodeadas por la misma linea I se puede concluir que el Angulo
sélido subtendido por estas superficies tienen la misma magnitud, pero de signo
opuesto. De acuerdo a lo anteriormente expuesto, se obtiene que el ingulo
sélido fuera de una superficie cerrada siempre es cero, independientemente de

la posicién del punto de observacién.

4. El dngulo sélido subtendido por una superficie plana de extensién infinita §



Fre AL Pardmetros que muestran of angnio solide dentro de nna sipetticie
corrada

Fi. A3 Caleulo del dngulo solide fuera de una superhicie cerrada,
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se deduce del siguiente hecho. Ya que la superficie cénica llega a ser un plano
paralelo a la superficie 5, se concluye que el dngulo solido es ignal 2 2r 0 —2x

dependiendo si el punto de observacion estd arriba o abajo del plano.

. Un problema frecuente es el tener que calcular el dngulo sélido subtendido

por una superficie planar teniendo dixensiones finitas y localizada en el plano
z = 0. Cuando la distancia del punto de observacién es mucho mis grande
que la longitud del plano, la distancia entre el punto P a cualquier punto ¢ de
la superficie es practicamente la misma y por tanto, la ecuacién A.5 se puede
simplificar como:

1 Lpgy kS _ 8
C-IJ(P)_ quqLLp%dS— —-L-g;———;'z‘ (.A?)

donde k es un vector unitario a lo largo del eje z, y go s cualquier punto de
la superficie . De ésta forma, cuando el punto de observacién esti muy lejos
de la superficie, el dngulo sélido coincide con el de la superficie elemental y
decrece como una relacidn inversamente proporcional al cuadrado de la distan-
cia. Cuando nos vamos aproximando a la superficie, debido al decremento de
la distancia L,,, el angulo sélido se incrementa y cerca de la superficie é&ta
tiende a 2r 6 —2x. De hecho, cuando cuando el punto P estd muy cerca de
la superficie S, Ia superficie cénica también se transforma en un plano, y cor-
respondientemente, w (P) ~+ 42x cuando P -+ ¢q. Un comentario interesante
es el que el angulo sélido subtendido por un plano finito tiende al de un plano
infinito cuando el punto de observacién estd muy cerca del plano. El desarrotlo
anterior se realizé considerando el comportamiento del dngulo sélide 2 lo largo

de una linea de observacién que intersecta a la superficie. Al realizar un per-
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FIG. A.6. Perfil del comportamiento del dngulo sélido cuando €l punto de
observacién no intersecta a la superficie.

fil de los puntos de observacién que no intersectan a la superficie S, el Angulo
sélido se comporta como lo muestra la figura A.6 {Kaufman, 1992). Se observa
que cuando nos aproximamos al plano 2, cuando z < 0, el 4ngulo se incrementa
¥ alcanza el méximo a alguna distancia de la superficie S, y a partir de este
punto, tiende a cero. Cuando llegamos al planc z = 0 y fuera de la superficie
S, ¢l dngulo sélido es igual a cero. De la figura A.§ es posible observar que ef

dngulo sélido es una funcién antisimétrica, es decir, w{z) = ~w(—z).

- 5i se considera que la superficie plana S es un disco con radio a, y €l punto de
observacién estd localizado en el eje = que pasa através de sus eentro, {fignra
A.T), entonces el dngulo sélido w(2) subtendido por el disco puede ser deter-
minado al calcular el drea de la superficie esférica limitado por el perimetro
del disco. De la figura A.7 se tiene que trabajando con coordenadas esféricas
obtenemos:

r = R sen §, (A.8)
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dS = 22rBdf = 2= R? sen 0d6. (A.9)

El éngulo 8 varia de cero a «, pero se cumple que:
= -2 Al
a= ser g {A.10)

Integrando la ecuacién A9 se tiene:

@
S=21rR2f sen #d8 = 2R (1 — cosa); {A.11)
0
substituyendo A.11 en A.1, se Hega a la conclusién que el 4ngnlo sélido subten-

dido por el disco con radio ¢ vista desde el eje z es:

w(P)=2r(1—cosa)=2r (1 - ﬁ) . (A12)

. Suponiendo una superficie S limitada por dos contornos Ty y Iy (figura A.8)
se haré el siguiente anilisis. Con las condiciones anteriores se tiene que la
superficie conica consta de dos partes, la parte externa S, ¥ Ia parte interna 5;.
Bajo esta sitnacion, el dngulo sélidolpuede ser presentade come una diferencia

de dos angulos sélidos formados por cada superficie conica, es decir:

w{P) = w, —wy;. {A.13)
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Fre, L7 Angule solido de un disco de radio “a”

Fia 4.3 Udleuio del dngnio solide cuando existen dos cuperficies.





