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Introduccion

Laos simuladores de procesos han sido reconocidos desde hace muchos afios como una

herramienta de ensefianza de gran utilidad en el entrenamiento de operadores de

equipos complejos. Estos fueron introducidos por la industria aerondutica, después de

la primera guerra mundial, en la actualidad se producen simuladores de equipos tan

diversos como locomotoras, sistemas de transporte colectivo, vehiculos militares,

plantas generadoras de energia eléctrica.

En el Departamento de Simulaciéon del Institute de Investigaciones Eléctricas (IIE)

se trabaja en la construccién de simuladores y emuladores para entrenamiento de

operadores principalmente de centrales generadoras de energia eléctrica. Estos estan

orientados para la capacitacién de personal en el manejo de la planta, y para pruebas

de maquinaria o equipo eléctrico.

A la fecha se han construido los siguientes simuladores:

1. Simulador de alcance total de Ia Unidad 1 (300 MW) de la Central Termoeléc-
trica de Tula (1984).

2. Simulador de aleance total del Sistema de Transporte Colectivo (1990).

3. Simulador de alcance total de la Unidad 1 (660 MW) de la Central Nucleoeléc-
trica de Laguna Verde (1991).

4. Simulador parcial de alcance total para el rodado de turbina de Centrales

Termoeléctricas (1992).



5. Emula_dor de maquinas sincronas para pruebas de Reguladores Automaticos
de Tensidén (1995).

Los modelos mateméticos que representan a los procesos y equipos que conforman a
una planta de potencia estin constituidos por sistemas de ecuaciones algebraico-
diferenciales cuyo nimero es muy grande. Desde el punto de vista del analisis
numérico, en la construccién del primer simulador, el de la Central Termoeléctrica
de Tula (Termos I), el principal problema fue encontrar las estrategias y algoritmos
numéricos que permitieran aproximar la solucién del sistema de ecuaciones
algebraico-diferencial en tiempo real. Estos algoritmos en los afios 80's no eran del
dominio piiblico ya que las empresas que construian simuladores para comercializar-
los, no informaban que algoritmos usaban. Se puede afirmar que todos los simulado-
res construidos en el departamento de Simulacién usan las estrategias y algoritmos
que se implantaron en Termos 1. Estos algoritmos se implantaron bajo ciertas
consideraciones heuristicas sin haber realizado un analisis tedrico para comprenderlos
en forma méas profunda.

El dbjetivo de este trabajo es:

Presentar en forma rigurosa los algoritmos de integracién numérica utilizados para
alcanzar las simulaciones en tiempo real, lo que incluye definir los conceptos de
simulacién de procesos en tiempo real, error y estabilidad asociadas a los algoritmos
de integracién llamados Métodos de Integracion Multitasa (MIM), asi como
caracterizar sus zonas de estabilidad absoluta, y analizar su desempeifioc en la

simulacién de plantas generadoras de energia eléctrica en tiempo real.



En el capitulo I Simuladores para Entrenamriente se presenta en forma breve los
objetivos de la simulacién y la descripcién de un simulador.

En el capitulo I1 Simulacion en Tiempo Real se definen los conceptos de simulacién

y operacién en tiempo real, ¥ se indican las diferencias con el de emulacién, se.
plantean los problemas numeéricos originados por los elementos modelados y se

presenta la técnica numérica utilizada para alcanzar las simulaciones en tiempo real.

En el capitulo 11l Métodos Multitasa se presentan los Métodos de Integracién
Multitasa, se definen las condiciones de aplicabilidad y se hace un analisis de su costo

computacional respecto a las técnicas convencionales.

En el capitulo IV Andlisis de Error Local en Métodos de Integracion Multitasa se

desarrolla la teoria y se presentan los andlisis de error de truncamiento local para los

algoritmos definidos en el capitulo I1I, y se define el orden de estos.

En el capitule V Estabilidad Absoluta en Métodos de Integracidn Multitasa se

desarrolla la teoria de estabilidad absoluta para los Métodos de Integracion Multitasa

y se caracteriza sus zonas de estabilidad absoluta.

Finalmente en el capitulo VI Experimentos Numéricos se realizan dos experimen-

tos numéricos para medir el desempeiio de los algoritmos. El primero de ellos es un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que permite evaluar los algoritmos bajo

diferentes grados de acoplamiento. El segundo es un modelo simplificado de una

planta generadora de energia eléctrica, éste permite evaluar el desempefic de los

algoritmos de integracién multitasa en ambientes de simulacién para tiempo real.




Capitulo I

Simuladores para Entrenamiento

En éste primer capitulo se presenta el objetive principal de los simuladores para
entrenamiento y se da una breve descripcién de su funcionamiento y sus principales

caracteristicas.

§ 1.1 OBJETIVO DE LA SIMULACION

El objetivo de todos los simuladores de entrenamiento es reproducir fielmente el
ambiente de trabajo de un operador, con ¢l fin de familiarizarlo con el funcionamiento
del equipo y adiestrarlo en su operacién a base de ejercicios repetidos. El entrena-
miento se basa en estimulos visuales, auditivos y motrices, por medio de los cuales
el estudiante adquiere una habilidad especifica. Por lo tanto, el éxito de un simulador
depende, en gran medida, de la precisién con la que reproduce el aspecto y

funcionamiento de los equipos simulados [4].

§ 1.2 DESCRIPCION DE UN SIMULADOR

El local de un simulador en general se encuentra separado en tres secciones. En una

se encuentran los tableros de control de la planta, donde se desarrollan las sesicnes
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de entrenamiento. La segunda corrresponde a un cuarto comunicado con la seccién
de tableros por una ventana de vidrios oscuros donde se localiza una consola desde
la cual el instructor controla la simulacién. Por dltimo, el cuarto de computadoras
donde se encuentra el equipo de computo asociado.

Una parte fundamental del simulador son los modelos mateméticos que aproximan
el estado de la planta dentro de cierta telerancia de error, de acuerdo a un conjunto
de condiciones iniciales y a las acciones tomadas en los tableros. Las salidas de estos
modelos son tomadas por un sistema de entrefases que actualiza los instrumentos del
tablero con una frecuencia superior a la que pueda distinguir el ojo humano, dando
asi la sensaciéon de suavidad en los movimientos de los instrumentos. Ademas de
simular el funcionamiento normal de la planta, se modelan una serie de fallas en los
equipos més importantes, entre las que se cuentan roturas de tubos en la caldera,
disparo de turbina y del generador y apagdn , para lo cual la computadora controla
al alumbrado del cuarto de tableros.

Los tableros, externamente, son una replica de los de una planta real, tanto en forma
y tamafio, como en el funcionamiento de interruptores y botones. Internamente, sin
embargo, todos los instrumentos analdgicos han sido sustituidos por amperimetros.
Es decir, si en la planta se tienen medidores de presién y temperatura, en el
simulador se cambian por medidores de corriente, cuyo funcionamiento puede ser
controlado facilmente por la computadora. De esta manera, todos los medidores,
alarmas, registradores y demas indicadores responden precisamente en la misma

forma que se observa en la central generadora de energia eléctrica.
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El instructor tiene a su disposicién una pantalla y un teclado para didlogos, con los
que se comunica con la computadora y controla la simulacién. Varias pantallas
adicionales le permiten desplegar la informacién necesaria para conocer el estado de
la simulacién, ya sea por medio de graficas dindmicas o de listas de variables. La
informacién més importante estd resaltada con claves de colores para permitir su
reconocimiento inmediato.

Una caracteristica muy importante del simulador es la reproduccién de los ruidos de
la planta. Se ha reconocido que los estimulos auditivos producen reflejos condiciona-
dos que le permiten al operador reaccicnar més rApidamente, sobre todo en
situaciones de emergencia. En el simulador denominado Termos I se puede escuchar
el ruido producido por el vapor al abrirse una valvula, por los motores de las bombas
incluyendo cambios de velocidad durante el arranque o paro y la vibracién del
turbogenerador. Estas operaciones producen un ruide de fondo tipico en las plantas
reales.

En el cuarto de tableros se cuenta también con un sistema de adquisicién de datos
y registro de eventos (SADRE), que en las centrales modernas se emplea para
recopilar y presentar al operador la informacion de los pardmetros mas importantes
de la planta. Esta funcién normalmente la realiza una computadora a la que se
alimenta con mediciones realizadas directamente en la planta. La computadora
despliega esta informacién en pantallas a color en forma de gréficas, diagrama de
barras, tablas y diagramas dindmicos que representan con claves de color a los

sistemas de interés. En el simulador, esta computadora es sustituida por un
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programa, tal como se hace con el resto de los equipos de la central. Este programa

toma informacién de los modelos matematicos y los despliega en formatos muy

flexibles, de acuerdo con lo solicitado por el operador, por medic de un teclado

especial.

El instructor dispone de un conjunto de funciones para realizar las sesiones de

entrenamiento. A continuacién se describen estos grupos de funciones:

FUNCIONES DE CONTROL DE LA SIMULACION

1.

2.

Empieza. Alista el simulador para iniciar la simulacién.

Termina Da por terminado el periodo de entrenamiento.

Simula. Inicia la simulacién. El instructor puede definir previamente la
condicidén inicial empleando la funcién de estado, (ver funciones auxiliares).
Auta Esta funcién ejecuta una simulacién en forma completamente automdti-
ca, de acuerdo con los comandos almacenados en un archivo.

Repite. Hace una repeticion instantinea de la simulacién, presentando
estados del simulador almacenados en forma periédica,

Paro. Detiene la simulacién momentineamente. Esta se puede reiniciar con las

instrucciones Simula, Auto o Repite.

FUNCIONES DE ESCALA DE TIEMPO

1

Normal. Se ejecutan los modelos y funciones del instructor en tiempo real.
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Ripido Se ejecutan algunos modelos y funciones del instructor diez veces mas
rapido que tiempo real.
Lento. Se ejecutan los modelos y funciones del instructor diez veces mas lento

que tiempo real.

El objetivo de la funcién Réapido es permitir un aprovechamiento mas eficiente del

simulador, agilizando el paso por los transitorios lentos de la planta. Esta funcién es

particularmente 1til durante el calentamiento de la caldera, cuando el operador debe

esperar varias horas hasta que el sistema se estabilice. La funcién Lento se emplea

para mostrar al operador alguna maniohra complicada que requiera un analisis mas

detallado del que se puede obtener con la escala de tiempo Normal.

FUNCIONES DE DINAMICA DE MODULOS

1.

Fallas. El objetivo de esta funcidn es simular comportamientos anormales de
la unidad. Una falla como la rotura de tubos puede ser degradable desde 0
hasta 100 por ciento.

Alteracdianes. Esta funcién se emplea para alterar el valor de las variables de
salida al tablero, lo cual permite simular instrumentos descompuestos o un foco

fundido.

" Pardmetros interncs. Permite al instructor realizar operaciones que normal-

mente llevan a cabo desde los tableros de control, tales como apertura de

valvulas manuales, restablecimiento de interruptores, etc.
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Pardmetros externcs. El objetivo de esta funcién es simular el efecto de agentes
o fenémenos externos a la unidad, como son las variaciones en la temperatura

¥ presidon atmosférica, frecuencia en la red eléctrica.

FUNCIONES AUXILIARES

1.

Fotografiado. Esta funcién permite obtener una copia del estado de la
simulacién en un momento dado. Una fotografia en este contexto se refiere
a un archivo de datos donde se almacena la informacion de todas las variables
que definen el estado del sistema, que puede ser etiquetado y almacenado en
disco para emplearse posteriormente.

Fatografiado periédico. Obtiene una secuencia de fotografias a intervalos que
pueden seleccicnarse entre 15 segundos y 5 minutos.

Estado Permite definir las condiciones iniciales del simulador, transfiriendo
los valores almacenados en una fotografia a la memoria principal de la
computadora.

Infarmacién. El objetivo de esta funcién es generar despliegues con datos sobre
las fotografias existentes, el intervalo del fotografiado periédico, las fallas
introducidas por el instructor, etc.

Evaluacidn. Por medio de esta funcién se obtiene un reporte en la impresora
con las acciones efectuadas por el instructor y el operador, y los valores de las
variable monitoreadas, Todas las acciones se reportan clasificadas por la hora

a la que tuvieron lugar.



6. Monitareo. Presenta al instructor, en las pantallas de su consola, el valor
actual de las variables elegidas. Estos valores se actualizan cada dos segundos.
7. Graficacin. Genera grificas dinamicas de la variables elegidas, en pantallas
a color. Es posible también obtener una copia en papel de cualguier imagen
presentada en las pantallas de la consecla del instructor.
En una sesién de entrenamiento tipica, el instructor empieza por definir las
condiciones iniciales y alista el simulador para iniciar el entrenamiento. Una vez
iniciada la simulacidn, el instructor puede detenerla en cualquier momento para
examinar con todo detalle el estado de la planta y analizar las acciones del operador.
La simulacién se puede continuar en el estadc que se detuve o en algiin punto
anterior, permitiendo la repeticién instantinea de un cierto transitorio y el analisis
de operaciones alternativas. Todas las acciones del operador y del instructor son

registradas continuamente por la computadora para su evaluacién posterior.

§ 1.3 FUNCIONAMIENTO DEL SIMULADOR

Para que un simulador cumpla plenamente con su objetivo de capacitar en forma

préctica y eficiente a los operadores, debe cumplir con los siguientes requerimientos:

1. Simular en forma realista el funcionamiento de la unidad a partir de cualquier
condicién inicial.

2. Comenzar, detener y continuar la simulacién en cualquier momento durante
la sesién de entrenamiento.

3. Simular la ocurrencia de fallas del sistema.
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Restablecer estados de operacién en los que se encontré el simulador
anteriormente y reiniciar su operacién a partir de uno de dichos estados.
Efectuar en forma automatica sesiones de simulacién preprogramadas.
Facilitar el analisis del estado de la planta por medio de registros de
informacién graficos.

Registrar y facilitar el andlisis de las acciones de los operadores.

Contar con los medios de diagnéstico y mantenimiento del simulador,

I-8



Capitulo 11

Simulacion en Tiempo Real

En éste capitulo se presentan los conceptos de simulacién y operacidén en tiempo real
senialando las diferencias con el de emulacidn. Se da la definicion de tiempo real y
el de integracidon numérica en tiempo real, s¢ plantean los problemas originados por
los elementos modelados, se presentan las técnicas numeéricas para alcanzar las
simulaciones en tiempo real y finalmente a través de dos modelos simples se exhibe
el alto costo computacicnal que dentro de ambientes de simulacién en tiempo real,

tienen los algoritmos de integracién gue emplean técnicas de paso variable,

§ I1.1 SIMULACION

En el desarrollo de simuladores de tiempo real, se requicre verificar la interaccidn del
sistema simulado con su medio ambiente. El medio ambiente [9] consiste del equipo,
y de la persona (operador) que interviene en la operacidn del proceso, ver figura 1.
Es necesario, para nuestros propoésitos, distinguir los objetivos de emulacién y
simulacidn en tiempo real. El objetivo de la simulacion es:

. desarrdllar un programa de cmputo que se comporte ‘bamo *el sistema fisico

a ser modelado,
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Meadio Amblente
Smulaclén en Tiempo Redl

Computadora
U@) P Modelos matemdticos Y@D »
Entrada Sstema Réco Sallda
Figura 1

el “como” estid en funcién del punto de vista de la persona o méquina en el medio
ambiente; por otra parte, el objetivo de la emulacién se puede plantear como sigue
. analizar y probar un disefio propuesto.

Los objetivos anteriores tienen una repercusién importante en la generacién de los
modelos que configuran el sistema a ser simulado (emulado). En el modo simulacién
es necesaric modelar dinicamente lo 'suﬁciente'-para alcanzar el comportamiento
externo requerido. No se requiere que el modelo refleje fielmente el disefio del objeto

simulado. La simulacién es entonces un proceso que se desarrolla de arriba hacia
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abajo, los detalles del sistema fisico se afiaden hasta que el modelo sea indistinguible
del mundo real dentro de una aproximacién deseada. Por el contrario, la emulacion
se desarrolla de abajo hacia arriba, el modelo es construido de componentes
individuales y se requiere que se modele con un alto grado de aproximacion.

En las siguientes secciones se haré un uso indistinto de estos dos conceptos, a menos

que se aclare lo contrario.

§ I1I.1.1 Tiempo Real

En simulacién de procesos el concepto de tiempo real se refiere a la restriccién de
conservar el tiempo de computacion empleado en realizar las simulaciones dentro de
cierto limite que no debe excederse, es decir, si en una planta un proceso se efectia
en cierto periodo de tiempo, al realizar la simulacién de éste el tiempo empleado por
la computadora no debe excederlo. Consecuentemente, se debe cumplir la siguiente
condicién [9]

. el tiempo de computacion no debe de exceder el tiempo del periodo simulado

El tiempo real delimita el 4mbito de trabajo, lo cual no se debe perderse de vista. La
capacidad de manejar problemas mas complejos depende de disponer de computadoras
més rdpidas yfo modelos mas rdpidos conjuntamente con métodos numéricos
eficientes en ambientes de simulacién en tiempo real, con la restriccion del

costo-beneficio.
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§ I1.1.2 Operacion en Tiempo Real
Para analizar las simulaciones en tiempo-real, es indispensable tomar en cuenta el
lazo que conforma la persona (operador) y la maquina, ver figura (1). En general se
espera que la entrada al sistema fisico de una respuesta retardada a la salida de
éste. Por ejemplo, una persona al operar el proceso puede estar siguiendo una

determinada seial, la entrada al sistema fisico puede tener la siguiente forma

k() = pd )y (-A))+vd (1)} th)
donde
(6 sefial en seguimiento
A, retardo en la respuesta de la persona
Hv coeficientes de la habilidad de la persona
y salida a tablero
u entrada al sistema fisico

Cuando el sistema fisico es simulado digitalmente, las entradas al sistema fisico son
muestreadas en tiempos discretos. Por tanto los valores de 1(2) se conocen tinicamente
en una sucesién de puntos ¢,. Lo anterior tiene como consecuencia natural que en la
simulacién de procesos cualquier accién externa hecha por una persona o miquina
no se detectaré al tiempo £, sino en el mejor de los casos en ¢,,, = £,#h . Después que
la entrada {# ha sido detectada, se requiere de una cantidad de tiempo computo,
que denotamos por A ,, para aproximar numéricamente la salida y{#), luego el retardo

originado por la persona 0 maquina, se ve incrementado a
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A_,+Ac+0h, 0<0<1,

donde 4 es el paso de integracién y 8 un parametro.
Desde el punto de vista de la estabilidad del sistema fisico, estos retardos, pueden

ocagionar que el sistema se vuelva inestable.

§ 11.1.3 Integracion Numérica en Tiempo Real
La operacién en tiempo real impone restricciones a los métodos de integracion. En
general éstos no pueden ger usados en el “sentido usual” [9]. La principal restriceién
es que el tiempo simulado se conserve dentro de los mirgenes de tiempo real, es decir
. ¢l tieripo de computacion no debe exceder la longitud del tiempo simulado para
un paso de integracion,
en la practica significa que se dispone de un recurso fijo del tiempo de computacién
para realizar los cdlculos numéricos, este hecho no da cabida a usar cédigos de
propésito general para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales (algebraico-dife-
renciales} con valores iniciales, que tengan técnicas de paso y orden variable con
control de error, en los cuales el usuario no tiene {o si lo tiene es de forma restringi-
da) control sobre la seleccidén del paso y orden del método, se puede afirmar que no
se puede tener en linea ningiin control de error en la solucién numérica del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales cuando se esta operando
en tiempo real.
Es comidn encontrarse con el razonamiento gue se menciona a continuacién para

justificar el uso de codigos de paso y orden variable con control de error. “Considérese
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un codigo con las caracteristicas anteriores, tal que en una parte problematica de la
simulacién seleccione un paso de integracién pequefio que viole la condicién de tiempo
real, por ejemplo en un transitorio, posteriormente seleccione un paso de integracion
lo "suficientemente grande” que no sélo recupera el tiempo perdide sino aiin m4s, el
tiempo de cémputo en el periodo de salida seleccionado es menor que la longitud del
tiempo simulado. Sin embargo, de acuerdo a lo sefialado en §I1.1.2 en los simuladores
de entrenamiento se realizan alteraciones externas al sistema fisico que pueden
cambiar totalmente las condiciones de la simulacién y consecuentemente la solucién
obtenida con el paso de integracién grande ya no corresponde a la solucién que se
debe alcanzar. Es necesario recordar que no estamos ante un problema autocontenido,
en donde, se ejecuta la simulacién y nos dedicamos a observar los resultados para
posteriormente analizarlos, la simulacién en tiempo real se analiza dentro de su
medio ambiente, en el cual existe una interaccién entre el operador y el proceso
representado por la computadora.

Por otra part;a en tiempo real, las salidas son requeridas en periodes previamente
determinados, por ejemplo cada 0.125 seg. Para lograr la sensacién de suavidad en
la actualizacién de los instrumentoé analogicos, un cédigo de propdsito general de
paso y orden variable con control de error, para satisfacer las necesidades predefini-
das del usuario para las variables de salida, usa interpolacién ya que es muy poco
probable que con los pasos de integracién que selecciona se satisfagan los requeri-
mientos predeterminados. Sin embargo, la interpolacién no se puede usar libremente

[9], hay que tener especial cuidado en su aplicacién y evaluar cuando se puede usar
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sin afectar a la operacién en tiempo real. La salida j(#) se necesita antes que el
siguiente paso de integracién se estime.

La evaluacién de las derivadas del modelo, es en general, la parte dominante del costo
computacional, siempre y cuando se esté usando un algoritmo cuyo costo computacio-
nal sea despreciable. Bajo esta suposicién se tiene que:

. tamario del paso h = k*niimero de evaluaciones del sistema,

donde k es el tiempo de ejecucién del modelo.

Es necesario asegurar que el equipo de computo ten.ga la suficiente capacidad en
rapidez de cdlculos numéricos y memoria para lograr la simulaciones en tiempo real.
Indudablémente la expresion sobre el tamafio del paso de integracién A impone una
restriccion fuerte a los algoritmos numéricos. Hay que tener atencién especial con
aquellos algoritmos que llaman al modelo més de una vez por paso de integracién ya
que se incrementan los retardos en la informacién y el costo computacional, quizés
a niveles no tolerables. Si los retardos y el costo computacional pueden ser tolerados,

el método puede ser considerado.

§ I1.1.4 Control del Error en Tiempo Real
En §I1.1.3 se mencion6 la restriccién de que el recurso del tiempo de computo por paso
de integracién es fijo, éste hecho impone una gran limitacién al uso de técnicas de
paso variable en los métodos de integracién numéricos, luego es pricticamente

imposible introducir técnicas para el control de error en los algoritmos de integracién.
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§ 1.2 PROBLEMAS NUMERICOS EN TIEMPO REAL

Los equipos modelados para realizar simulaciones de los procesos plantean problemas
de diversos grados de dificultad a las métodos numéricos que se emplean, por otra
parte, la ordenacion incorrecta del conjunto de ecuaciones algebraico-diferencial
introducen dificultades adicionales. A continuacién se presenta un conjunto de

prdblemas que dan origen a dificultades numéricas.

§ I1.2.1 Problemas Fisicos que Originan Dificultades Numéricas

En la simulacién de procesos en tiempo real, existen ciertas condiciones de operacién
y limites fisicos de los equipos que dan origen a restricciones en las variables de
estado, que imponen limitaciones a los métodos numéricos que se emplean para
aproximar la solucién. Entre estas restricciones se pueden citar. las siguientes:

1. El valor de algunas variables de estados estan limitadas a un rango predefini-

do de valores maximos y minimos, por ejemplo

. apertura y cierre de vilvulas,
. velocidad de apertura y cierre de valvulas de control,
. volimenes de tanques.

2. Rangos de valores prohibidos, por ejemplo
. vilvulas de no-retorno que impiden flujos negativos.
3. Algunas condiciones de emergencias y operacién errénea del proceso pueden

originar situaciones en las cuales los flujos tienden a cero.
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4, La simulacion de fallas de los equipos introducen cambios abruptos en el
comportamiento del proceso.

5. Cambios de fase del proceso, por ejemplo, de liquido a vapor.

Estos problemas fisicos se traducen en las siguientes dificultades numéricas:
. Discontinuidades en las derivadas,
. Presencia de matrices singulares en el sistema algebraico-diferencial que

representa al proceso simulado.

§ I1.2.2 Problemas en la Actualizacién de la Informacién que

Originan Dificultades Numéricas
Un ordenamiento correcto de las ecuaciones del sistema algebraico diferencial
significa, que la evaluacién de variables que aparecen en ellas no se efectiian en
términos de otras que todavia no hayan sido calculadas [21], [23]. El ordenamiento
incorrecto del sistema algebraico diferencial que representa al proceso que se desea
simular, da origen a un problema que plantea grandes dificultades a los métodos
numéricos empleados, éste origina:

. retrasos en el flujo de la informadién que afectan a la evaluacién de 1as

derivadas introdudiendo dificultades a los métodos numéricos enmpleados.

§ I1.2.3 Ecuaciones con Discontinuidades

Las discontinuidades en las derivadas originan dificultades a los algoritmos de

integracidén para aproximar las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
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ordinarias, éstas tienen que manipularse en forma apropiada [12]. El problema tiene
origen cuando se violan hipétesis de trabajo que garantizan la existencia y unicidad
de la solucién, en general se asume que la solucién puede ser aproximada por alguna

funcién de clase € * por ejemplo un polinomio. Sin embargo, cuando existe una

discontinuidad en una derivada de orden menor que el grado del polinomio, se viola
la hipétesis de trabajo. Si se estd empleando un método integrador de un paso, el
problema se puede resolver haciendo que la particién que se da al intervalo de
integracidn, coincida con el punto donde se presenta la discontinuidad, postbilitando
el uso de aproximaciones separadas de cada lado de ésta (se estd asumiendo que el
brinco en la discontinuidad es finito). Sin embargo el programa tiene que organizarse
adecuadamente, por ejemplo, supéngase que se estd usando una regla trapezoidal

para integrar el siguiente problema

s 10, ste<y @)
IRV ACH RS Y

el paso terminal en ¢,debe ser integrado con £y, atin cuando y’ esté evaluada en

¢. en ese paso. Después que el paso ha sido completado se debe cambiar a la funcién
£(v,9. Lo anterior implica que debe existir coordinacién entre el programa que evalia
las derivadas y el método integrador; ¢! primero debe comunicar al segundo de la
existencia de la discontinuidad y el segundo debe informar al primero cuando la
discontinuidad ha sido sobrepasada. Si se usa un método integrador multipaso, el

orden de éste no debe exceder el orden de la derivada en que se presenta la
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discontinuidad, en cualesquiera de los pasos que use informacién de ambos lados de
la discontinuidad, lo que significa que se debe conocer el orden de la derivada en
donde se presenta la discontinuidad. Alternativamente, se puede reiniciar el método
multipasc para evitar el problema, no obstante, todo reinicio es costoso en tiempo de
computo, situacién que no es conveniente en la operacién en tiempo real.

Se puede concluir, que para resclver el problema es necesario conocer la diseontinui-
dad y posiblemente el orden de la derivada en donde se.presenta. Si la discontinuidad
ocurre en la variable independiente no representa complicacién en salvarla, ya que
se puede determinar anticipadamente. el tiempo en que se dar4. Si la discontinuidad
se presenta en valores conocidos de las variables dependientes o en funciones de ellas,
es necesario localizar la discontinuidad rastreando los valores de estas funciones, para
prevenir al método integrador. En todos los casos anteriores la deteccién de las
discontinuidades es posiblé debido a que el usuario ha indicado la presencia de éstas,
sin embargo, en el peor de los escenarios no se tiene informacién de la presencia de
éstas. En la préctica esto suele suceder cuando se tienen c6digos complejos de los
modelos, que dificultan el andlisis de la evaluacién de las derivadas y no se puede
obtener resultados adecuados, también se tienen casos en que las derivadas son
funciones de tablas y los datos de éstas tienen rangos de invalidez.

Se puede resumir diciendo que existen tres requerimientos para manipular adecuada-

mente las discontinuidades

. Deteccién
L Localizacidn
L] Reinicio

II-11



§ I1.2.4 Retrasos en el Fiujo de la Informacién
Los retrasos en el flujo de la informacidén reducen las zonas de estabilidad absoluta
de los métodos numéricos empleados [9]. Si, por ejemplo, el método de Euler explicito
es usado pero la informacién para actualizar la derivada es retrasada por un tiempo

adicional A, el método realmente usado es

.Vuol = yn+ h yl’-'l (4)
La grafica 1, presenta la zona de estabilidad de éste método comparado con el método

de Euler.

Zonas de Estabilidad Absolutos
Euler y Euler con Retardo

1
0.8
i N
oL \
0.2 [Eudor con Refarde /_\\
. . \
-0.2 \
o) /
£.6 \ /
-0.8 \ /
o0 -1, 00 0. 00 1,00
Grafica 1
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Estos decrementos en las zonas de estabilidad absoluta de los métodos de integracién
numérica, obligan a reducir el paso de integracién A para lograr la convergencia,

como consecuencia el esfuerzo computacional se incrementa notablemente.

§ I1.3 ESTRATEGIA DE SOLUCION EN TIEMPO REAL
En esta seccién se presenta la estrategia:
. modular secuendal,
que se ha utilizado en el departamento de Simulacion del Instituto de Investigaciones

Eléctricas en el desarrollo de sus diferentes simuladores.

§ I1.3.1 Solucién Modular Secuendal

Los modelos matematicos de los sistemas fisicos modelados, en general estan
representados por un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales acoplado con un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. La representacién matematica es la
siguiente

y=f02)

0 =g (2

®)

donde
¥ es un vector de n variables de estado,

z es un vector de m variables algebraicas
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La aproximacién secuencial consiste en:
1 Aproximar una solucién de z al tiempo £, manteniendo y constante. En
general, los métodos utilizados son el algoritmo de Newton o variantes de éste.
2. Aproximar una solucién de y al tiempo £, manteniendo z constante. La
aproximacién de y se hace por medio de un algoritmo apropiado para la
solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales. El ciclo
anterior es repetido por paso de integracién A4, hasta alcanzar el tiempo final
de la simulacién.
En los simuladores desarrollados en el departamento de Simulacién del Instituto de
Investigaciones Eléctricas, se introduce al esquema anterior una modularizacién que
consiste en partir el sistema de ecuaciones algebraico diferenciales en un conjunto de
médulos en funcién del grado de acoplamiento entre ellos. En general esta particién
del sistema fisico es hecha heuristicamente explotando las diferentes dindmicas que
8se encuentran presentes en una planta generadora de energia eléctrica. La particién
del sistema fisico a través de su dinamica es utilizada para asociar a cada médulo (o
conjuntos de méduloes) el métado y paso de integracion més adecuado de acuerdo a las
caracteristicas de su dindmica (constantes de tiempo) para reducir el costo
computacional, este método de integracién se le conoce con el nombre de Método de
Integracién Multitasa [8], [10), [11], [14] (Integration Multirate Method). La

aproximacién secuencial, es entonces aplicada a cada méadulo.
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§ 1.4 EJEMPLOS

En esta seccidn se ejemplifica, a través de dos modelos simples, el aito costo computa-
cional de los métodos de integracién numérica con paso y orden variables, y con
control de error local, en ambientes de simulacién en tiempo real, sefialados en
§I1.1.3, asi como, las dificultades numeéricas presentadas en §IL.2. Con estos dos
modelos se realizaron cuatro pruebas numéricas, los resultados obtenidos presentan
el esfuerzo computacional asociado al método integrador con las caracteristicas
mencionadas, y los efectos originados por las discontinuidacies e informacion

retrasada debida al ordenamiento no adecuado de las ecuaciones que representan a

los procesos simulados. En las siguientes secciones estos resultados son presentados.

§ IL4.1 Primer Modela Tres Reactores Tipo Tanque con Control PI

Se consideran tres reactores tipo tanque [22] con un control proporcional integral PI)

retroalimentade como se muestra en la figura 2.

Reactor 1 Lal Reactor 2 | ol Reactr 3 Cny
Com
Contrl
[
SPCad
Pigura 2
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En estos reactores el producto B es producido y el reactante A es consumido por una
reaccién de primer orden que se produce en el liquido. Se asume que las temperaturas
y volimenes de los tres tanques pueden ser diferentes, pero la temperatura y el
volumen de] liquido en cada tanque se considera constante. La densidad se considera
constante a lo largo del sistema, el cual es una mezcla binaria de A y B. El control
mantiene la corriente Ca; en el valor deseado SPCa,,

La representacién matematica del modelo es la siguiente:

1

DCa, - 1 @0 0 Ca, -
T

DC. C

TR L Ay oo ([T |0, )

T T
0 _l —(l+k}

DCa, T T Ca, o

La concentracién Ca,en la entrada est4 formada por Cz, que es una coneentracién

de disturbio y por Cam que es la concentracién manipulada por el controlador

Cay = Ca, + Ca,
Ca, =08 + k. [e 1 e(t)dt] ™
T
donde
. D, denota la derivada de la funcion respecto a ¢,
. Ca; concentracién del producto a, 1 = 1, 2, 3,

. e SPCay - Cag error,
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. SFPCa, punto de ajuste,

. k

[

ganancia del controlador,

constante integral del controlador.

§ I1.4.2 Segundo Modela: Control de Presion en una Tuberia

La figura 3 representa el control de presién en una tuberia efectuado con un
transmisor de presién (PT) un controlador de presién proporcional integral (PI), una
vilvula de control y la tuberia. El control PI mantiene la presién en la tuberia en el

valor deseado SP.

(P
S uft)
z(l)
()
NI
x(t)
Figura 3
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La representacién mateméatica del modelo es la siguiente:

a1
u(®) = k, [e - fe(r)d:]

Erai+bx = bu(r)

a=—2
)
o 1 ®)
C
¥ = =)
PR
z= Til(v-ZJ
donde
. u(d salida del controlador,
. XD flujo de la valvula,
. HH presién en la tuberia,
. F-¢5] salida del transmisor de presién,
. e SP . z error,
. SP punto de ajuste,
. i, ganancia del controlador,
. T, constante integral del controlador,
. C, constante de tiempo de la valvula,
. s factor de amortiguamiento de la valvula,
. PR constante de tiempo del proceso,
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. T, constante de tiempo del transmisor de presion.

El valor del flujo de la valvula estd limitado en el siguiente rango de valores

1 si x>1
X=1x S 0sxx1
0 si x<0@

9)

§ I1.4.3 Simuladones de Transitorios con Método Integrador de Orden y
Paso Variable.

A continuacién se presentan los resultados de las cuatro pruebas numéricas
realizadas a los sistemas (6) v (8), el método integrador utilizado es el codigo ODE de
Shampine [28], éste integra un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a
valores iniciales planteadas en forma explicita. Usa un algoritmo de aproximacion a
la solucién basado en las formulas de Adams programadas en la forma PECE
(Predice-Evalta-Corrige-Evaliia). Ajusta el orden del método y paso de integracién en
funcién del control del error local.

Los parametros dados a ODE en las cuatro pruebas numeéricas son

Pardmetros Mé&tods ODE da Shampine

Tiempo Inicio Tiempo Final Error Aba Error Rltvo Puntos Sal.
Tres Reactores | 30 10* 10" 0.125
Control Presién 0 1.6 10% 10 0.053
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'El primer experimento consiste en integrar el primer y segundo modelo, sistemas (6)
v (8), con el ordenamiento correcto de sus ecuactones. Para el primer modelo, Tres
Reactares con Control Proporcional Integral (PI), se realizé una simulacién de 30
minutos tomandose muestras cada 0.125 minutos de los datos. La prueba inicia en
un transitorio y por medio de la acciéon del control PI se obliga a la corriente Ca, ir
al valor deseado SPCa,, . En la grafica 2 se presentan los resultados obtenidos, en el
eje primario se grifica la variable Ca, la cual oscila entre 0.1 y 0.108, esta oscilacién
se amortigua y tiende al valor de 0.1 que es el valor deseado SPCa, en el eje
secundario se gréafica el costo computacional por cada 0.125 minutos, éste se mide por
el nimero de llamadas hechas por el ¢cédigo ODE al programa que contiene a las
derivadas. El rango de valores del costo computacional por cada 0.125 minutos varia
entre 0 y 20, la parte con mas costo se da al inicio de la simulacién con 19 llamadas,
posteriormente cuando se supera el transitorio y se alncanza el nuevo estado
estacionario el ntimero de llamadas varia entre 0 y 2. Para el segundo modelo,
Caontrol de Presién en una Tuberia, se realiz6 una simulacién de 1.6 seg., tomandose
muestras cada 0.053 seg. de los datos. La prueba inicia en un transitorio y por medio
de la accién del control PI se obliga a la variable z(f) salida del transmisor de presion,
ir al valor deseado SP, ademds se introduce una discontinuidad en las derivadas
cambiando el valor deseado SP, de su valor original 0.5, al de 0.6 en el tiempo 1.0 seg.
La grafica 3 presentan los resultados obtenidos, en el eje primario se grafica la
variable z(# la cual oscila entre 0 y 0.6, esta oscilacién es amortiguada por el control

PI que obliga a A# ir al valor de 0.5 que es el valor deseado SP, al llegar a un

11-20



segundo simulado se hace un cambio instantineo en valor de SPde 0.5 a 0.6, lo que
origina un nuevo transitorio que es amortiguado nuevamente por el control PI que
obliga a 4 ir al nuevo valor deseado 0.6 de SP. Analogamente a la grafica 2 del
primer modelo, en el eje secundario de la gréfica 3, se gréfica el costo computacional
por cada 0.053 seg., éste varia entre 0 y 110 llamadas al programa que contiene las
derivadas, la parte con el costo computacional mayor es cuando se hace el cambio
instantdneo a SP, en éste punto se realizan 100 llamadas, la discontinuidad obliga
al cédigo ODE a realizar un esfuerzo considerable para sobrepasarla; con excepeién
del inicic en donde se hacen 50 llamadas, en las partes en donde se ha superado el

transitorio se efectGan alrededor de 15 llamadas.

Tres Reoclores con control Pl
Modelo Ordenado
0.108 20
0.1907 &£ 18 3
0.108 2% 16 3
g i{ ‘g H
20.105 b 14 g
50.104 :2 :
§0.103 1 _30 i
i0.102 & w I6 :
Yo.001 40— B-F R A8 " g
T e
T 5 10 15 20 25 30
Tiernpo
5 Cad — Ho Emdy mod, |
Grafica 2



Cantrol de Presidn en uno Tuberia

Modelo Ordenado

0.7 110
0.6 100 ¥
’ 90 3
L
_0.51 80 E
k] F70 5
50 4 a
g * g reo %
- a
0.3 4n 50 ¢
% F40 ©
“0.2 L3p &
h g
L £
0.1 20 ¢
AR AP, b L AR AN AR A A 1O 5

0 : ' . . : " r 0
4] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Tiempo
-~ 3al. Transmisor —— No. imds modelo J
Grifica 3

El segundo experimento es anilogo al primero, excepto que se integran los modelos
con un orden incorrecto en las ecuaciones, esto se logra cambiande de posicién a una
de las ecuaciones en la secuencia de ejecucién en la programacién, tal que la
evaluacidén de sus variables se haga en términos de otras que tedavia no han sido
calculadas. Las graficas 4 y 5 presentan los resultados del segundo experimento para
ambos modelos respectivamente, se grafican las mismas variables. El costo
computacional es mayer para los experimentos con los modelos no ordenados. En el

caso del modelo de los tres reactores el nimero méximo de llamadas es de 60 presen-

I1-22



tindose al tiempo 5, éste corresponde a la parte critica del transitorie, en compara-
cién de las 20 llamadas respecto al primer experimento. Para el modelo de control de
presion en una tuberia se tienen un méximo de 310 llamadas en el tiempo 0.1 que
corresponde a la parte critica del transitorio, y 225 llamadas cuando se introduce el
cambio instantianeo en el valor de SP. En general el costo computacional es superior
en ¢l segundo experimento respecto al primero. Lo anterior confirma lo expuesto en
§11.2.4, debido al retardo de la informacién originada por el ordenamiento incorrecto
de las ecuaciones se decrementa la zona de estabilidad absoluta asociada al método
y en consecuencia el codigo ODE es obligado a disminuir el paso de integracion para

converger.

Tres Reaclores con control PI
Modelo No Ordenado

3

g

]

3

E

i

3

§

5 19 15 20 25 30
Tiempo
[-a-c.,: — o s P '

Grifica 4



Control ds Presién en una Tuberio

Modelo No Ordenado

0.7 350
0.6 300 3
50.5 1 250 %
gﬂ.ﬂ»' 200 2
%o.s H [ l 150 g
3oz Wﬂl\ i 100 g
0.ty 1= VUWA 50 ;f
%0 oz o0¢ o6 o8 12 14 16
Tiempo
-5~ Sdiida Tronsmisor —— No. Imds modelo
Grafica 5
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Capitulo IIT
Métodos Multitasa

En éste capitulo se definen los conceptos de los métodos de integracién multitasa para
métodos multipasos lineales, a los cuales se les identifica con la siguiente abreviacién
MIM's, se asume que ¢l lector esta familiarizado con los conceptos de los métodos de
integracion multipaso convencionales [19]. Se definen los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias de dos escalas temporales, a los que se les puede aplicar éste
tipo de MIM's. Se presentan seis algoritmos multitasa utilizados en los ambientes de
simulacién en tiempo real y se hace un analisis de su costo computacional respecto

al niimero de operaciones realizadas.

§ ITI.1 INTEGRACION DE SISTEMAS DINAMICOS

La simulaci6n de sistemas dindmicos en tiempo real nos lleva a considerar problemas
con valores iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias cuya
solucién numérica plantea dificultades ya sefialadas en §11.1.1, §11.1.2, §11.1.3, §I1.2.
Entre éstas, se encuentran: .

1. Restricciones en la longitud del paso de integracién.
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2. El tiempo de computacién de un paso de integracién no debe de exceder al
tiempo representado por el paso.
3. Las alteraciones externas al proceso producidas por la relacién hombre-sistema
que conforman el medio ambiente de simulacién del proceso (consultar 11.1).
4, La dimensién del sistema de ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones
algebraicas que representan al modelo simulado,
5. Retardos en la informacién para actualizar las ecuaciones.
6. La amplia variedad de dindmicas que exhibe el vector solucién del sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.
Estos problemas imponen fuertes restricciones a los métodos numéricos usados y al
mAaximo pas\o de integracién posible. Por otra parte, algunas componentes de la
solucién pueden tener una alta frecuencia de oscilacidn y/o transitorios répidos,
mientras que las componentes restantes son relativamente lentas. A este tipo de
sistemas se les conoce como “SISTEMAS CON DOS ESCALAS TEMPORALES" [1],
[18]). Con técnicas de integracién numérica convencionales, las componentes que
varian rdpidamente impondrian el uso de un paso de integracién pequefio, con el
resultado de que las componentes lentas son integradas con un alto costo computacio-
nal. Esta situacién se remedia partiendo el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias en dos subsistemas, la parte répida y la lenta; la integracion se realiza
entonces usando un paso de integracién grande para el subsistema lento y un paso
pequeiio para el rdpido, ésta técnica de integracibn se llama METODO DE
INTEGRACION MULTITASA (MIM) (8], (10], [11], [14].
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§ 1.2 METODOS DE INTEGRACION MULTITASA (MIM)

En un sentido mas general, un método de integracién multitasa es una técnica que
permite integrar cada ecuacion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
con el paso y método de integracién més adecuado a su comportamiento. Esto serd
posible si no hay una dependencia fuerte entre las componentes rapidas y lentas. Al
considerar los problemas mencionados se eligen, métodos de integracién de orden
bajo, que en general son explicitos, y en algunas ocasiones se eligen métodos
implicitos que se implementan en esquemas P(EC)™ o P(EC)"E [19], y se programan
a paso fijo sin control del error. Los requerimientos de aproximacién en simulaci6n
en tiempo real son minimos; ademds los modelos incluyen multiples simplificaciones
¥ aproximaciones (algunos presentan discontinuidades en las derivadas debido a las

operaciones de control), asi pues, se justifica ] uso de métodos de bajo orden.

§ III.3 DESCRIPCION DE LOS METODOS MULTITASA
Considérese el siguiente problema n dimensional con valor inicial

w = Pwh);  wy = w0); L
supéngase que (1) se puede partir en dos subsistemas

,_ Y [feen) [ @
Y e Teoanf M7
%0

<

donde dim(y)+dim(z} = n. El subsistema £,z representa la parte rapida y g(y,z 9

la lenta.
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Sea M un método multipaso lineal conocido aplicado a (1) con longitud de paso

constante A
w)ﬂp =M (w“r",w,,.P_pt,,s"-ltn.‘,_ph;P); (3)
donde w,,, w, ,almacenan la informacién necesaria para llevar a cabo el método

multipaso lineal, p es el nimero de pascs del método.

El método multitasa puede ser descrito con M de la siguiente manera

Ynksie1 = M (yu.hp‘nbppbj Yo i=0,.k-1

“)
Zu = M @yt kg )
donde

n representa el ciclo (ver figura 1) en el que se efectfia la integracién

k factor multitasa, es el nimero de marcos {ver ficura 1, en ésta se
encuentran representados nueve marcos} en que se divide el ciclo (entero
positivo).

i representa el marco en el que se calcula y . i=0, k-1

h paso de integracién del subsistema rapido
kh paso de integracién del subsistema lento

f=fy.i0
i aproximacién a z

Una aproximacién # de los valores de z es necesaria para evaluar el subsistema

rapido £y, z, ) en los tiempos, £,,,.,,, ¥4 que en estos puntos se desconocen los valores
de z. Para n entero positivo, la ecuacién (4) describe una regla de integracién para

un ciclo de longitud £b. El MIM es considerado como un método de paso kh.
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|Zm ' Componente lenta Z’mk

I ) Ciclgh +|

Yoo Youu Componente répida v Y ek

T O O I S |

I N A R PR |
Marco

» Valorinterpolado de z
Sucesion cronolégica del método multitasa
figura 1
Si se escoge un paso A para el subsistema rapido, entonces el niimero de evaluaciones
de las derivadas del tiempo inicial, ¢, al tiempo final, ¢,,,, es:
a) método de integraciém usual
k (evaluaciones de ) + k (evaluaciones de g

b) método multitasa

k (evaluaciones de £) + una evaluacién de g + operaciones de Interpolacion
Observe que en éste caso el método multitasa descrito por (4) esta usando el mismo
método de integracién para la componente rapida y lenta, sin embargo, bajo un
esquema multitasa se pueden usar diferentes métodos de integraciéon para cada

subsistema,

§ [IL.4 APLICABILIDAD DE LOS METODOS MULTITASA

Un método multitasa como el descrito en la seccién anterior, no se puede aplicar a

cualquier tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, éste debe satisfacer
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ciertas condiciones de las que hasta ahora se ha hablado vagamente. En ésta seccién
se definen los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con dos escalas

temporales, siendo a éste tipo de sistemas a los que se aplican los métodos multitasa.

§ II4.1 Sistemms con Dos Escalas Temporales: Caso Lineal
Homogéneo
Sea
y =4y, y, = ¥0), G)
un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias; homogéneo, A es una matriz

de orden pn>2, con valores caracteristicos A, distintos y parte real negativa,

Un resultado conocido (pags. 47-48)[17] es que la solucién de (5) est4 dada por

oy =Y kel'y, 6)
i=1
donde v, es el vector caracteristico asociado a A,,en tanto que las k son constantes

que dependen de la condicién inicial y de los vectores caracteristicos, 7= 1,2,...,n.

Supéngase que los valores caracteristicos A, de la matriz 4 pueden ser partidos en
dos clases ajenas & y &tal que cumplan las siguientes condiciones (para no complicar
la notacién asumiremos que los valores y vectores caracteristicos asi como las

constantes, se han ordenado y enumerado para que los primeros m valores

caracteristicos pertenezcan a la clase & y los restantes a la clase ¢ )
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a) [ 4] >] 4 1=12,...m j=m+l..m LeRy Aed
b) ‘ A ’ = ] para toda A,A%e®

l'
c) l A ' = 1 para toda A A*ed

l.

Los valores caracteristicos que pertenecen a % se Haman los rapidos y los de & los

lentos. Entonces, la ecuacién (6) se puede expresar como

¥ = ;k‘e“ v+ ¥ kij 'v_,. ¥

jemst

Los términos ke H para i = L2,....m se llaman los modos ripidos, en tanto que para

J=m+l,..,n se llaman los modos lentos de (1).

Definicion II1.4.1.1. El sistema (5) tiene dos escalas temporales [1], [18] en el

intervalo [q,5] si

1,

Los valores caracteristicos A, de la matriz 4 pueden ser partidos en dos clases

ajenas & y & que satisfagan las condiciones (a), (b) y (c).

Exista al menos una componente, digamos

m n
20 = ke« 3 kyieh! ®

j-mol

de la solucién de (5) que satisface
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E ky/

=]

>0 &)

donde v,' es la résima componente del vector caracteristico v, , anilogamente para

v,y

<e (10}

con ¢ > 0 lo suficientemente pequeiia; en otras palabras que la dependencia de ycon
los modos lentos de la solucién no sea significativa. A y, se le llalﬂa la companente
ripida.

3. Exista al menos una componente, digamos

m n
9O = Ehple + 3 ke an
i=1

j:m#l

de la solucién de (5) que satisface

>0 (12)

j=m+1
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kyv!

(]

=1 < (13)

n
T ky
f=mel

con ¢ > 0 lo suficientemente pequefa; en otras palabras, que la dependencia de ycon
los modos rapidos de la solucién no sea significativa. A y, se le llama la ocamponente
lenta.

A continuacioén se presenta el analisis de un sistema bidimensional con dos escalas
temporales, cuya matriz es triangular inferior. Se demuestra que las escalas
temporales dependen también de las condiciones iniciales. Finalmente se da un
.ejemplo especifico en donde se aplican los resultados obtenidos del analisis.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO's) con

valores iniciales

a. 0
Y1 _ 4 yl]; Yo = [)’m]’ 4)
2] \@ ), Jo2

ya que la matriz es triangular inferior, los valores caracteristicos son los elementos

de la diagonal

1= all' (15)

=
»a
1
2
B

supondremos que A,#A,.
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Denotemos por V, / = 1,2 a los vectores caracteristicos de la matriz, estos se

encuentran resolviendo el sistema

(A4 -2DV, =0, =12 16

donde I es la matriz identidad y A la matriz triangular inferior de (14). Los vectores

caracteristicos asociados a A,, A,, son respectivamente

1
0
Vl = — 021 s Vz ={1] (17)
Ay-4,

La solucién del sistema (14) de ecuaciones diferenciales ordinarias esta dado por [17]

y
[ '] = ke 'V ke Y, as)
)

desarrollando (18), ocbtenemos

2@ = ke
19

. __ M i A
¥,® (12_11)"13 ke

Las constantes k, y &, son funciones de las condiciones iniciales y,, y se encuentran
resolviendo el sistema (19) para t = t,, por simplicidad supondremos que t, = 0,

sustituyendo en (19) el sistema a resolver es el siguiente
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a?l = (20)

luego

ki = Yo »

a (21)
ky = yg + —2ky,
Ay-d
entonces st
4,
Yoo = Yo » (22)
A'2'}'1

de (21) obtenemos que £, = 0.

Supongamos que |A,|»|A,|, y que sus partes reales son negativas, entonces de

acuerdo a la definicién II1.4.1.1, claramente la componente rapida es y, ya que no
tiene contribucién de la parte lenta y consecuentemente la expresion (10) es igual a

cero, ¥, es la componente lenta si se satisface la condicién (13), esto es

k
I D @
|\A2T A Ay

Hay que notar que en el caso de una matriz 22, los valores caracteristicos deben ser

reales negativos diferentes, ya que si uno es complejo necesariamente su conjugado

es el segundo valor caracteristico asociado al sistema (14), y |A,|=|A,| serian iguales,

por lo que los valores caracteristicos no estarian separados.
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Es importante observar que la separabilidad del sistema depende también de sus
condiciones iniciales, ya que si escogemos y,, como en {22), entonces y,(t) se reduce
a
T R L) @4)
12'11

ya que &, = 0 por (21). La solucién del sistema (14) estd entonces en funcién dek,

Gnicamente, y en consecuencia a pesar gue la matriz A de (14) sea triangular inferior
¥ tenga valores caracteristicos separados no es un sistema a dos escalas temporales,
debido a la eleccién de la condicién inicial .

Consideremos ahora, el siguiente ejemplo especifico:

(2 <) )

De (15) y (17) obtenemos los valores y vectores caracteristicos asociados al sistema

Sea

(25)

1
2.1:‘25' vl = __3- y
20 26)
0
A;=-5, =1}
1




La solucién general de (25) es

)’|=k1e_”'
27
y;-%kle'”' + ket @7

Claramente y, es la componente rapida del sistema, y ¥, es la componente lenta si se
cumple gue la contribucién del modo répido no es significativa comparada con el modo

lento, esto es

<e (28)

para e pequeiio.

A continuacién se presentan las grificas de (25) para la siguiente pareja de
condiciones iniciales, la segunda pareja de condiciones iniciales se eligié de acuerdo
a (22) para mostrar la dependencia en las condiciones iniciales de las escalas

temporales

v = 10 |y - 10.11 (29)
* o lisf 7t -2
En el primer caso, sustituyendo en (21) la primera pareja de condiciones iniciales

dadas por (29) obtenemos

k =10, Kk =3, (30)

sustituyendo (30) en (28) obtenemos la contribucién de los coeficientes del modo

rapido al lento, éste es de 0.5, ya que es menor que la unidad se considera que es
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una dependencia débil, lo que demuestra que para la componente 3 la contribucién
del modo rapido en su formacién no es significativa. En la grafica 1, se aprecia cuali-

tativamente el comportamiento de la componente rapida y lenta.

Sistema con dos escalas femporales

0

m

MWW s~ W D

0.00 0.20 040 060 080 1.00 120 1.40 1.60

—&— rdpido — lento
i
Grifica 1

En forma andloga procedemos para la segunda pareja de condiciones iniciales, en éste

caso se escogieron para que

k =1011, &k =0, 61
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de acuerdo a (27) desaparece el modo lento. La grafica 2 presenta el comportamiento

de y,, ¥, se aprecia claramente que no existe componente lenta.

Sistema sin dos escalas temporales

Condictones iniciales:10.11, -=1.5
12

109

0.00 0.‘20 0.40 0.60 '0.80 1.00 1.20 1.40 1.60
Tiempo

=y _'_YZJ

- ~
AALCLLELER &

I11-15



Considérese ahora el siguiente sistema

” [-45.3912 23.33441?.} (10] 62
= ; y = L
yi| \-35221 153912}y, s
Los valores caracteristicos de la matriz jacobiana de (32) y (25) son los mismos,
esto es, las matrices son semejantes. La solucién de (32) est4a dada por (pag. 51)
17]

¥,~18.4409¢ = ' - 8.4418¢

33
¥,-16.0805¢ 3¢ - 14.5812¢ ¢ @3)

De la definicién IT1.4.1.1, y de (10) ¥ (13) obtenemos la dependencia de la componente
répida y, respecto a la lenta y, y viceversa, estas se presentan a continuacién

respectivamente

-8.4418| 1 34)
18.4409
-14.5812 '

En consecuencia, de (34) se obtiene que el modo lento influye poco en la formacién de
la componente rapida. Sin embargo, de (35) se obtiene que el modo rapido influye en
forma apreciable en la constitucién de la componente lenta. Podemos concluir que el

sistema (32} tiene una escala temporal, por lo qué no se le puede aplicar un MIM
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para aproximar su solucién a pesar de que los valores caracteristicos de la matriz
jacobiana del sistema (32) pueden ser partidos en dos clases ajenas.

La grifica 3 presenta el comportamiento de y,, y,, se aprecia claramente que hay una

sola escala temporal.

Sistema con una escala temporal

108
8
6
4
S 2
- 0
-
-2 4
-4
-
-8 r r r . T r T
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Tiempo
1
= =]
Grafica 3
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§ IIL.4.2 Sistemas con Dos Escalas Temporales: Caso Lineal no
Homogéneo
Considérese ahora el sistema de ecuaciones (5) pero ahora incluyendo la parte no

homogénea

YO = 4y® « [, ¥O) =y, (6)
donde A# es una matriz de mx 1.

La solucién general de (36) es (pags.99-101)[17]

¥o) = e* fe Ass)ds + K|, KeR" @7
0

Definicién ITL4.2.1. El sistema (36) de ecuaciones diferenciales ordinarias no homogé-
neo es de dos escalas temporales si
a) la ecuacién homogénea satisface la definicién I11.4.1.1 y

b) las componentes de la funcién f asociada a la parte no homogénea satisfacen

142 <{/°]. mrai=01.n (38)

esto es, la funcién de excitacién del subsistema rapido es mas grande en magnitud y
varia mas rdpidamente que la del subsistema lento.
El siguiente sistema de ecnaciones diferenciales ordinarias es el ejemplo dado en (25)

con parte no homogénea satisfaciendo b) de la definicién II1.4.2.1, luego representa
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un sistema lineal no homogéneo con dos escalas temporales, ¥, es la componente

rapida y; es la componente lenta

" i [-25 oY +[ sen(20f) ] (1) 39)
J U3 -shy) leen@osgf %0 Tlif

En la gréfica 4 se presenta el comportamiento de la componente répida ¥ lenta.

Sistema con dos escalas temporales
Lineal no homogéneo
IC‘\
08

AA

—8- y1 rdpide — y2 lento J

Grafica 4
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§ IIL4. 3 Sistemas con Dos Escalas Temparales: Caso no Lineal
Sea
¥ =Ly = y0), relab) 40)
£R*xJ-R" { intervalo abierto (a,b) de R, y supéngase que fpuede ser aproximada por
una serie de Taylor alrededor del punto (y(t,), t,), es decir
bV USRS A CCVEN SO TN RV AC ENEN (ALY & (41)

donde se estdn considerando los dos primeros términos de la serie, K, es el residuo

en la formula de Taylor y £, es la matriz jacobiana del sistema (40), esto es

;
A= 42)
¥,
ijel,..n
Definicién II1.4.3.1. El sistema {40) tiene dos escalas temporales en 7 si para toda

(v(t), t) en R"xf, su representacién lineal dado por (41) cumple con la definicién

IT1.4.2.1.

§ I.5 ANALISIS DE LOS ALGORITMOS

En esta seccién se presentan los algoritmos multitasa que se analizaron para su
implementacién en los simuladores desarrollados en el Instituto de Investigaciones
Eléctricas. Primero presentamos un resultadoe sobre interpolacién lineal el cual se

utiliza en los algoritmos que interpolan del sistema lento al réapido y posteriormente
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las convenciones que se seguirin respecto a la notacién utilizada en los algoritmos
para no sobrecargarla.
El lema II1.5.1 que se presenta a continuacién, demuestra la equivalencia entre

interpolacién y extrapolacién cuando se ésta usando el método de Euler para

aproximar la solucién de la ecuacién #=g(z,f), z(0) =z,. Este resultado simplifica la

implementacién de los MIM's que utilizan el método de Euler e interpolan del
sistema lento al rapido.
Lema II1.5.1. Sea g{z & una funcién definida en una regién

R = [(z0):-w<z<+x, a<igh)

continua en ¢ y Lipschitz en z, y ® una particién del intervalo ja,b

P = {rj : y=a+jh, j=0,1;...,k, k=~(-‘l;i)}. (43)
Definimos 2'=glzf), z(0)=z, Y 8e2 z, una aproximacién a #¢,) dada por medio del
algoritmo de Euler
Ly =Ly YRR b (44}
Entonces si z“j, 1<¢jsk-1 es la aproximacién a 2(¢} por medio de una interpolacién
lineal a través de z,y z,, ésta se puede expresar como
4 = 7y + jhglzgly, (45)

Demostracién. De la férmula de interpolacién lineal (pags. 38-39)[29] se tiene
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P Ui
1)

_k-Dzg4iz, (46)
k

=Zg +jhg(zoty)

en consecuencia el lema se cumple.
De acuerdo a la notacién introducida en la seccién §II1.3, los algoritmos se analizan

en el ciclo nk, [s] indica la s-ésima iteracién, f5)_gyl p . Por simplicidad denoctamos
Ay

por P la aplicacién del predictor, por C la del corrector y por E la evaluacién de la
funcién fen términos de los argumentos conocidos. Con esta convencién, la notacidén
P(EC)’E significa un calculo en el orden PECECE.

A continuacién se presentan seis algoritmos, los tres primeros utilizan el método de
Euler explicito para el sistema rapido y lento, los restantes utilizan el Euler implicito
implementado en la forma P(EC)® E para el subsistema rapido y Euler explicito para

el lento. Los algoritmos I11.5.1 y IT1.5.4 hacen uso del lema I11.5.1

Algoritmo IT1.5.1. Euler explicito para ambos subsistemas, con interpolaciém lineal del

subsistema lento al rapido

Yosiet = Yt W) i=0,1,..k-1 47
Logeint = LU+ DG T 0t

Zogok = Lnkek
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Algoritmo ITL5.2. Euler explicite para ambos subsistemas, con informacion
adelantada. El valor de Z,, se toma siempre como z,,, la informacién del

subsistema lento al rdpido no se actualiza, es decir, se toma durante cada marco del

ciclo siempre el valor adelantado de! subsistema lento al final del ciclo.

Zuar = Lo RGO T oly)

, (48)
Ykoier = Yioi "B Ongiusrpsfsid =01k~ 1

Algoritimo ITL5.3. Euler explicito para ambos subsistemas, con informacion atrasada.

El valor de {,,, se toma siempre como z,, es decir, la informacién del subsistema

lento al rapido no se actualiza y se toma siempre el valor atrasade del subsistema

lento al principio del ciclo.

Zuok = T tRAROY 2yt

. (49)
Yatoior = Yatot "W itupsfag . }i=0,1, k-1

Los MIM's definidos por los algoritmos ITL5.4 interpotacion lineal, IT1.5.5 informacion

adelantada y IT1.5.6 informacion atrasada, se presentan a continuacién

111-23



. 10 _ = =] -
P: Yoyoior = Yo P mviEg it g s

I iﬂhhl = p(‘nhid)'

E: J';]ﬁd = pg]ﬂﬂ 4,‘+11[M.|'+1)) i=0,1,...,k-1 (50)
+1 N
& yn[:ﬂ‘!l = )'rf.:?ﬁ u:]-a‘ol»
E: fiva = :E.:'o]hlrinmm‘nhnl)!
con s=0,1,2,..,m-1, 1=0,1,2,.., k-1, los paréntesis [ | denotan iteraciones y
2+ (+Dhg(y2 1), interpolacién
Pl =4 2y informacién adelantada 61)

T informacién atrasada

definiéndose a ok = £ al terminar el ciclo.

Lakok

En los algoritmos II11.5.5 y 111.5.6 Z,. 8€ estima por medio del método del Euler

[m] -

Zogot = Ly tkhg(e 0t

Con la notacién anterior se engloban los tres algoritmos 5.4 interpolacién lineal
del lento al rapido, I1.5.5 infarmacién atrasada y I1.5.6 informacién adelantada,

dentro de una estrategia PI(EC)™E.
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§ IL.5.1 Anailisis del Numero de Operacianes de los Algoritmos

Considérese el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineal homogéneo

y' = AyeAg (62)
2’ = A,y
donde

. A, es una matriz nxa,

. A, es una matriz de nxn,

. A, es una matriz de nxn,

. A, es una matriz de nxn,

. ¥ es una matriz de ox/

. z es una matriz de nx!

se asume que el sistema es de dos escalas temporales donde y’ representa la parte

rapiday z/ la lenta.

A continuacién presentamos un analisis comparativo del nimero de multiplicaciones
mnvolucradas en los algoritmos presentados, éstos se comparan respecto del algoritmo

de Euler explicito.

Los algoritmos presentados en la seccién §111.5 asf como los convencionales se aplican
al sistema de ecuaciones (52), integrados desde £,a ¢, con paso de integracién fijo 4.
El Euler implicito se implementa como P(EC)’E. Tomando en cuenta las siguientes

relaciones presentadas en la tabla I, que se presenta a continuacion:
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E . Nicmero de maultinlicac
Ay+A,z n?+n, n,
hiA, vy +A, 2 n’+n 0+ n
Ayy + A,z n' + 0, n,
h(A,¥ + A, 2) nS+n,n,+ n,
Tabla 1

se deducen el nimero de multiplicaciones de los algoritmos Euler explicito, implicito
y de los algoritmos de integracién multitasa I11.5.1 hasta II1.5.6, como se ve en la

siguiente tabla:

Euler Convencional Explicito k((n,#n,)*n+n,)
Euler Convencional Implicite k(3((n,+n,)*+n +n,))
Algoritmo 1 kin?+nn, n,+n, +1 ) +n,n,+n,’
Algoritmo 2 k(n,*+n}+ n2+2nn, +1
Algoritmo 3 k(n,“+n)+ n,+2nm, +1
Algoritmo 4 k(3n,” +2n,n, 3n,+n,+1) +n,n, +n,?
Algoritmo 5 3k(3n,* +n,) +n,2+2n,n,+1
Algoritmo 6 3k(3n,” +n)) +n,*+2n,n,+1

A o

En la tabla IT1, se presenta el niimero de multiplicaciones para un ejemplo hipotético,

los valores dados a n,, n,, & son respectivamente 100, 200 y 8. Todos los porcentajes

se comparan respecto al métode de Euler explicito.
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De las tablas presentadas se concluye que respecto al costo computacional los
algoritmos multitasa representan un ahorro considerable respecto a los algoritmos
convencionales. Sin embargo, es necesario que el mayor niimero de ecuaciones se

concentre en el subsistema lento para que ¢l ahorro en ntimero de operaciones sea

significativo.
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Ejemplo Hipotético
Algoritmo Numérico Niamero de Multiplicaciones Porcentaje
Euler explicito convencional 722,440 100%
Algaoritmo 1 302.408 41.86%
Algoritmo 2 161,611 22.37%
Algoritmo 3 161.601 22.3™%
Euler implicito P{EC)2E convencional 2,162,100 299.32%
Algoritmo 4 624,008 86.86%
Algoritmo 5 325,001 44.95%
Algoritmo 6 325001 44,99%

abla I




Capitulo IV
Analisis de Error Local en Métodos de

Integracion Multitasa

En este capitulo se presentan las definiciones de error de truncamiento local, y se
estiman los errores locales para los seis algoritmos presentados en el capitulo ITI. La
notacién empleada es la definida en III y se supone que dim(y) +dim(2)=2 para evitar

recargar demasiado la notacién empleada.

§ IV.1 ERROR DE TRUNCAMIENTO LOCAL PARA MIM's

Considérese el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias definidas por §I11.3.(2),

esto es

/ >z 0 %

W’(t) - [zJ = j(y: 2, :)]; WD - (yo] (l)

Suponga que w'(#), refa,b], es un sistema con dos escalas temporales en el sentido

de la definicién I11.4.3.1. La componente rapida esta representada por y, y la lenta

por z. Para aproximar la solucién numérica del sistema (1) en el intervalo {a,b], se

integra a y’ con un paso de integracién constante A, mientras que para integrar z’
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se usa un paso de integracidn constante kA, donde & es un entero, en consecuencia
el conjunto de puntos en donde se integra la componente lenta z es un subconjunto
de los puntos en donde se integra la componente ripida y, cuando se da esta situacién
se dice que los pasos de integracién estdn sintonizados.

Sea

fonnn=fy iy @
donde #(f) es cualquier funcién que aproxima a z(f).
Considere la aplicacién del siguiente MIM al sistema representado por (1), el cual

estd definido por los siguientes métodos multipasos lineales de p vy m-pasos

respectivamente

4 7 . .
28 Yoy =B Bifoy s Pk 0=ksirl, =01, k-1,
J-0 =0 (3)

m "
Y oz, = kY B/ g, ve(n+l+l-mk
(L] 1=

Cada vez que se necesite evaluar Ay, z () se requiere de los valores interpolados de la
componente lenta z

En los métodos multitasa aqui presentados, no se estd considerando interpolar de la
componente rdpida y hacia la lenta z, ya que se estd suponiendo sintonizacién entre
los pasos de integracidn y no es necesario, por lo qué el MIM consiste entonces de los

siguientes pasos:

1. para el tiempo ¢ = ¢, se integra la componente lenta z una vez con paso kh, y
2. se integra la componente ripida y, & veces con un paso de integracién A
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Con el paso 1y 2 se completa un ddo de amplitud &4 con & marcos de longitud &,
avanzando la integracién al tiempo £,,,,= trkh (¢ =a+nkh:n=0,123.. N NEkh=b-a}.
El ciclo es repetido hasta alcanzar el final de la simulacién. Es necesario entonces,
interpolar del subsistema lento al rapido por cada marco.

A continuaci6n se definen los siguientes operadores de diferencias asociados al método

multitasa (3), que se utilizan en la definicién de error de truncamiento local y global

para los MIM,

P
@ [y(sh) = Eo [a; y+(k+j-p)h)-hB; y(t+(k+j-p)h)], ®
£

LLzO:kh] = Y [a) 2(t+vh)-khB; Z/t+vR)], v=(n+1+l-m)k
(]

donde 3(?), Z?) son funciones arbitrarias, continuamente diferenciables en el intervalo
de integracién [a,b].
Definicién IV.1.1. El error de truncamiento local introducido en un ciclo de longitud

kh, correspondiente al k-ésimo marco, para el MIM definido por (3) es

CARNET RN

et ™ 1) e poen)

Wy

donde p(8), 2(#) son las soluciones teéricas del sistema (1).
Considere la aplicacién de (3) en [g,b] al sistema (1) , con las siguientes suposiciones

locales:
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ycoj y(tooj)’ o=nk+i+l,
Z,q = ZWt,.p, v=(n+l+l-mk

v

)

coni=0,12,. k-1, j=012..p-11=012. m-1 Ademas, se ests suponiendo que no se

ha cometido ningfn error de truncamiento previo, ¥ se sustituye f por

F=fy a0, M
donde Ia aproximacion #(f) a z(#) usa los valores exactos en lugar de los aproxima-

dos.

A continuacién se procede a encontrar el error de truncamiento local para el MIM
definido por (3). Con las suposiciones anteriores (6), (7), se analiza primero la

componente rapida y, entonces de (3) para s=k-1y de (4}, se obtiene

14 P
E o, y(’ng.k.pj) = hE ﬂj m(tnki-t-pa-j)’z(:“ok-poj)lt"tq‘k-'pi-j)+S£yb’(ru);h] @®
70 =0

donde y(£) es la solucién tedrica. El valor de y,,,, dado por (3) satisface para i = £-1
2 P
g uj ynk+k-p+j = hjEO pj ﬂynhk.pqrz,‘*.*_},.ﬁtnhk_p*-) (9)
i .

Restando (9) de (8), y de acuerdo a las suposiciones locales dadas por (6) y (7), se

obtiene




b LGV Ry PO T, CLC - (AN A0 B | G/ S ) B

= . (10
J',Eo [pj(ﬂy(tnt+1-lp.j)rz(tpjtt-p1’5)'rnk+k-poj) _ﬂyn.ktt-p«j’znk¢k-p¢j!tnk+l:—poj))] +

&, [¥(t,,):h]
donde se ésta asumiendo que Z,,,=z,,.,.

Por el teorema del valor medio v de (6), (7), se obtiene

ﬂy(tnt.k-p.' rz(tu.g-p.})-’tu.k.,.j)_ m’nktk"p‘j’iﬂ*#k*pi'j':nk'l:-p'j) =
[Z(fnh - 4') —zuht— s pr j=0’lr"np_1:
k-pj prilz

donde la £, se evalia en el vector

- 1 T
E,--(.V,u,,g.,,,pﬂu.g-pqsf.,;.t.,,.j) » (12)

1 . . . =
Y Wntes-p.; €8 Un punto interior del intervalo cuyos extremos son Zykpsi¥ Woparps)-

En forma andloga, del teorema de valor medio se obtiene

ﬂy(rnhg)vz(tnpk):t,*.k) _ﬂyuhk’znbk!t,*.k) = b’(‘,,bk) ‘ynkfklf;flz(t,.k.k) "zn.t.,t]f;s (13)

en donde las £, £, se evalian en el vector

=Nt Mtot o) (14)

2 . . .
Y ek n:k,,b son puntos intericres de los intervalos cuyos extremos son

Yoo Ypoi)s  Znpops L, Jrespectivamente,
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Luego

(158, £ ) -Yuaad - HB,[2(0y 02 JE(E)
p-1 (15)
- hz pjlz(r,.bt.pv)'fu.k-’r 4,.(E),-) = Q’b'(:,,g);h]:
=0

que es la expresién del error de truncamiento local para la componente rapida y.
Procediendo en forma aniloga para la componente lenta z se obtiene el error de

truncamiento local de ésta
(1-khB,, 8,(P)) 200 2 JKEB Y1 ) Vg Je (P) = Rf2(e,ikh],  (16)
P = Uncoolmriotug s
C:k,,, C:,,,,, son puntos interiores de los intervalos cuyos extremos son
Ynpotr Yorot)s  Zuop 2ty respectivamente.
Se concluye entonces de (15) y (16), que para un MIM expHeito (ﬂﬁ:O ylo P,=0), esto
es
p-1
(v(t,.k.,)-y,.h.)-hgg Pzt p o} Zppakp il §) = S50,
Wyt Tpgar = L[2(L,)5kR),

el error de truncamiento local para la componente rapida y es la diferencia de la
solucién teérica y la solucién dada por el método multipase para la componente

répida y, mas la contribucién del error introducido por el polinomio de interpolacién
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de la componente lenta z a la ripida y por cada marco, multiplicado por el grado de
acoplamiento del subsistema rapido respecto al lento, bajo las suposiciones locales
dadas en (6) y (7), ¥y para la componente lenta zes la diferencia de la solucién tedrica
¥ la solucién dada por el método multipaso de la componente lenta, bajo las
suposiciones locales dadas en (8) y (7).

En el caso de los MIM implicitos el error de truncamiento local para la componente
rapida y, y lenta z se conforma del error de truncamiento local asociado al MIM
explicito, m4ds la contribucién del error originado por la parte no explicita, el cual es,
la diferencia de la solucién teérica y la solucién dada por el método multipaso para
la componente rdpida y, y lenta zpor sus respectivas derivadas parciales de frespecto
a y, vy zen el caso de la componente rapida (g respecto a y, v zen el caso de la

componente lenta).

Finalmente, se concluye que el error de truncamiento locat de un MIM definido en (3),
esta formado por el error de truncamiento del método multipaso lineal, el error del
polinomio de interpolacién y los coeficientes de acoplamiento definidos por las

derivadas parciales del subsistema rapido y lento.
Considérese el siguiente sistema de dos ecuaciones lineal homogéneo:

y'| (@ B Y) ) .f(}',z,t)] an
) le aphe 0z))

se asume que la componente ripida es y, y la lenta es z
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Entonces
Fl g a
Sustituyendo (18) en las ecuaciones (15) ¥ {16) de los errores de truncamiento local
de la componente répida y, y lenta z del sistema (17), se deduce que:
1. 5i no existe acoplamiento entre la componente rapida y, ¥ lenta z esto es
cuando ¢=0 y p=0, al sustituir estos valores en (15) y (16) obtenemos que los
errores de truncamiento local para ambas componentes se reducen a los de los

métodos multipasos lineales convencionales [19], es decir

(1-hB, St Vord] = L0058 19

(1-RRP g M2ty ) 2] = SLf(1,)ikch). @0
Luego, el comportamiento de los errores locales en ambas componentes son
independientes uno del otro y la integracién del sistema (17) por medio de un
MIM es adecuado,

2, Si existe acoplamiento entre ambas comnonentes eatnoa z+n v a0 ontonocs
de (15) y (16) obtenemos que los errores de truncamiento local dependen de
en el caso de la componente répida y, y de € para la componente lenta . Luego,
8i las magnitudes de ¢ y u son “grandes”, entonces los errores de truncamien-
to local para las componentes rdpida y, y lenta 2z son también *grandes” en

magnitud. En éste caso no es adecuado integrar el sistema (17) con un MIM.
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Aun cuando ¢ y p sean en magnitud pequeiios hay que evaluar cuidadosamen-
te la aplicacién de un MIM al sistema (17).

Si no existe acoplamiento de la componente rapida y cor la lenta z y el
acoplamiento de la componente lenta con la rapida es "débil”, esto es cuando
p=0 y € es de magnitud moderada, el error de truncamiento local de la
componente rapida y estd dado por (19) y no es necesario interpolar de la
componente lenta za la ripida y; consecuentemente éste no se ve afectado por
los errores de la componente lenta z En el caso del error de truncamiento local
de [a componente lenta z éste tiene la contribucién adicional, respecto al error

de truncamiento local de los métodos multipasos convencionales, de

khp;[y(‘m.k)"yng.gle; 1)

si Bo*0. Este término es pequefio en magnitud si la magnitud de ¢ es

moderada, y no existe si §.=0. Luego, ¢l error en la componente lenta z estd

dominado por (20). En éste caso, el comportamiento de los errores de trunca-
miento local de ambas componentes es similar al caso desacoplado, siendo
entonces adecuada la integracién del sigtema (17) por un MIM.

Si existe acoplamiento entre la componente rapida y, y la lenta z ¥ no existe
acoplamiento de la componente lenta z con la rdpida y, esto es cuando p0 y
=0, el error de truncamiento local de la componente lenta zesta dado por (20).

El error de truncamiento local para la componente répida y tiene la contribu-
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cién adicional, respecto al error de truncamiento local de los métodos

multipasos convencionales, de

hp p[z(‘u.k) “Zop ol Ms (22)

sf B,#O, y de

p-1

",-).:a: (1 CHPIN B 2 T8 @3)
Luego, el error en la componente rapida y tiene la contribucién adicional de
(22) y (23) si ﬁp#O y de (23) finicamente si B,=0 . En éste caso podria no ser
adecuado la integracién del sistema (17) por medio de un MIM, aGn cuando la

magnitud de u sea pequefa, ya que el error de truncamiento local de la

componente rapida y siempre se ve afectado por los errores cometidos en la

componente lenta z

Regresemos al caso general, si ademés, suponemos que las soluciones tedricas (8, (5

del sistema (1) son de clase £, para s suficientemente grande, entonces se deduce
de (i0) y (16) que

Yot Yarur = Copth™ 'y Ne)+ OhT2) +OCh(KR)™*?) + O(R ),
249

z(tmh&) Ty = thl(kh)ql*lz(1'01)(1'*)+O((kh)ql~2)+o(hqﬂ2) +o(hqi¢3)!
gres el orden del método multipaso de la componente ripida y,
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g/ es el orden del método multipaso de la componente lenta Z,
gi es el orden del polinomio de interpolacién empleado,

C,. D, son constantes.

Sea ¢ =min(gr, g/ gi+l), I=[a,b], y definimos a

Ml = ]cwa "‘f"x 'y(')(qr.l)

(25)
M2 = ithl} de |z(t)(1bn|!
1€l
M =mdx (M +M;+M+M;, M,+M,+M M.}, (26)

las constantes M;, M,, M, M, M, son las asociadas a O(h ™3, O(h(kh) **3, O,
O((kE) 3, (A",

Entonces

| Ty, 1< MRS, @n
donde la norma utilizada es la del maximo y Toi.s @8td definida por (5).
De (27), se define ¢l arden del método multitasa (3) como

g = min(gr; ql, gi+1),

aa decir ol orden de un MIM es el minimo de los ordenes de los métodos multipasos
lineales empleados y del orden del polinomio de interpolaci6én incrementado en uno,
esto debido a que el orden del método de interpolacién podria tener un error local de
una potencia de 4 menor que la del método de integracién. Lo anterior es posible ya
que el polinomio de interpolacién ; usado est4 en términos de hg(y,2), por lo que se

incrementa A en una potencia.



§ IV.1.1 Error de Truncamiento Local Algaritmos II1.5.1, 111.5.2,
ITL5.3.
A continuacién se estiman los errores de truncamiento local para los algoritmos
III.‘5.1 (interpolacién del lento al rapido), I11.5.2 (informacién adelantada) y II1.5.3.
(informacién atrasada).
Tearema IV.1.1.1. Sean y(#), (9 las soluciones teéricas del sistema (1), y suponga que

son de clase T, s lo suficientemente grande, entonces los errores de truncamiento

local de los MIM definidos por los algoritmos I11.5.1, HI1.5.2, y II1.5.3 son respectiva-

mente
[ #? 7 3
K30+ 0,
@8)
T, - k—iz”(t,.,)+w') B 00051 00 - RO E 2 5,0+ Oth),
“”(r,.t)«»(""’ 0"t ~55 )+ (k-Dh 2 M () +ORY),
7,8 11y 00, @9)

donde ¥, , para / = 1, 2 3, se definen a continuacién:

Fi) = A2,
B0 = o0, )0, (30)
70 = fwie)n,

Demostracién. Las expresiones generales de los errores de truncamiento local de las

componente répida y, y lenta z para un MIM del tipo definido por (3), estdn dados
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.

por (15} y (16). Los algoritmos II1.5.1, I11.5.2 y I11.5.3 son MIM's del tipo definido por

(3), siendo sus coeficientes y pardametros los siguientes

Coeficientes Método Campmnente Rapida y
p Ll @, By 8,
1 -1 1 1 0
Tabla 1
Coeficientes Método Camponente Lenta z
m . . . .
&y a Bo B,
1 -1 1 1 0
Tabla 2

locales definidas en (6), (7), se obtiene
L0 Al = Y)Y el )T Qs ‘ @1

Qt[z(t,ﬁ);kh] = ) “Typorr

donde Z,, ,=p(t,.,.) ¥
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(o020 ) +@-1 020,

» interpolacién
plt) = Ll Y 32)
oy informacion adelantada
Z(',u.)l informacién atrasada

para toda t€lt,.1,,.,1. ¥ &, esta definida por (12), p(f) es el polinomio de interpolacién

empleado, I se evalia en los valores exactos en lugar de los aproximados.
Las expresiones dadas en (31) son los errores de truncamiento local para la

componente ripida y, y lenta zde los MIM definidos por algoritmos I11.5.1, II1.5.2 y

111.5.3. El término

h[Z(‘,.k.g-l) 'fnu.t-llf:-_(ao)v (33)

presente en (31) es el error adicional mtroducido por el MIM, éste se encuentra en
funcion del error del algoritmo de interpolacién empleado, asi como del grado de
acoplamiento del subsistema rédpido respecto al lento =z

Desarrollando en serie de Taylor a la solucién teérica y{¢,,,,) alrededor del punto ¢,

y teniendo en cuenta que ¢, =t,,+kb, se obtiene

Yoy =yt +khy e Py 5 om, o

Considérese ahora el algoritmo III.5.1, entonces para i = @ se obtiene para la

componente répida

Vo1 = Yo W rdnlu)s (35)

Para simplificar las expresiones definimos a
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FO = L0800 (36)
Sustituyendo (36) en (35) y con las suposiciones dadas en (8), (7), esto es, A (N

1=012.. . ,k1y 2ty = Z,, se obtiene

Ymr = Yuth91(2),
Ykez = Yukor W91 ts) (37
= Yuthi ) Ryt ).

Desarrollando en serie de Taylor a f:(‘uq) alrededor del punto ¢, y ya que

t.y.=t;+h, se encuentra

N

2
Fltmer) = T 030+ 5,000 (38)
Sustituyendo (38) en (37), se deduce

Yua = Yut2H1 )+ (1, )+ Ok

= y,..+2h)"1f(‘n;)+2(2-l)%sz’(fu) +O(h’). @9
Procediendo en forma anéloga para 1=1,2,...k-1, se obtiene
nker = y,.ﬁkh)"{(t,u)*‘k(k-l)%zif'(t,,,,)'fo(h’)- (0)
Aplicando la regla de la cadena a (¢} = £3(0, Z9, 9, se encuentra
YO = £y 02’0+, (1)

donde todas las parciales estdn evaluadas en el punto (W8, 29, 9.
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Anidlogamente, aplicando la regla de la cadena a (36), se obtiene

O = £y OS2 0, “2)

pero en este caso todas las parciales estdn evaluadas en el punto (¥(1),2(9),9)..

Primer caso algoritmo IIL5.1: Interpolacién del Lento al Répido:

En este caso se estd suponiendo que en ¢ = ¢, se cumple

Ary) = 1) (43)

Entonces, se concluye de (30) que para £ = ¢,

Y = 5:ieY, A (44)

y de (41) y (42) para ¢ =, se obtiene

y e = 7D (45)

Luego, restando (40) de (34), y teniendo en cuenta a (44) y (45), se obtiene

' 2
Yowd Tt = K5O, (46)

Por otra parte, del teorema del error general del polinomio de interpolacién (p4gs. 49-

52)[29] y del teorema del valor medio se encuentra

IV-16



Z ”((1)

Wi ) sy = Gy )iy )
LA () “n
= —{k-NpI-_V

-1} 7

donde {, es un punto intermedio entre tu Y L. multiplicando ambos miembros por

hy £, se obtiene

I
Wty )2 ViED = -(k—nh’z—:f_ﬁg(ao), @8)

Sustituyendo (46) v (48) en (31) se encuentra la expresion del error de truncamiento

local para la componente rapida y del algoritmo II1.5.1, esto es

T, - Ky 00, “9)

Segundo caso algaritmo I11.5.2: Informacién Adelantada
Considérese ahora el algoritmo II1.5.2, entonces para i=0, se obtiene para la

componente rapida y
Yntor = Yot B0 g riolos) (50)

Sea

FHORYD.2(ty. )0, 61

donde #¢,,,,)) = z,,, es constante para toda ¢.



Procediendo en forma anidloga al caso del algoritmo II1.5.1 para obtener (40), se

encuentra

2
Vak = Yt 33(0,) k-1) 2570, OB 62)

Aplicando la regla de la cadena a (51), se deduce

=

FL = £y O, (53)
las derivadas parciales se evaliian en el punto ({9, =(¢,..,), O para toda ¢

En consecuencia

7O ¥ 3t 649)
Y * 72 0.

Restando (52) de (40) y teniendo en cuenta a (54), se obtiene

(khy’
2

=i

2
") 51 (r.,t))+k%iz”(t,.,)+0(h %, (55)

W) Yok KRG ) 552+

Desarrollando en serie de Taylor a =z, ) alrededor del punto £, ¥ ya que

top ity F(k-1)h se obtiene

Wtyupr) = 2+ k- DRzt )+ORY) (66)

De la definicién del algoritmo II1.5.2 se tiene

Ty = Ty tkh2(t) 67

Restando (57) de (56), y ya que z_, = 2(t,,), se encuentra
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Z(tuht-l)_znhk-l = Z(tﬂ‘k_l) _p(tnhk-;)
= Wr) 2y (58)
-hz'(1,) +O(h?)

Muitiplicando ambos miembros de (58) por A y £, se obtiene
h[Z(fnht_]) —z,.hh]fz = -h’z f(tu)f;+0(h 3) (69)
Por el teorema del valor medio, teniendo en cuenta que W) “Zygr » 2(t,0=2,,y de

(57), se encuentra

Y ) -Fmk) = Rt )21, )00 A DA, Dt
= (@t -2, YD)
= -khz'(t JRQ),

donde { es un punto interior del intervalo cuyos extremos son Zopepr Znpe

Multiplicando por &£h ambos miembros de la expresion anterior se obtiene

kR(y (¢, -5,(nk)) = -(khY2 /(2 ) A0) (60)

Finalmente sustituyendo (55), (59) y (60) en (31) se encuentra la expresién del error
de truncamiento local correspondiente a la componente rapida ydel algoritmo I11.5.2,

esto es

2 2
T, - Ehi)—(y”(t,.,,)-)"’z”(r,.,,))+k1'2—y'z”(r,,k)-(k’£(() HENRZ )0, (61)
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Tercer caso algaritmo I11.5.3: Informacién Atrosada
Considérese el algoritmo II1.5.3, entonces para i = Opara la componente rapida y; se
obtiene

Yuee1 ® Yo WO pZg ool 62)

Sea

FOFO0 2,00, 63)
donde z#¢,,) = z,, es constante para toda ¢

Procediendo en forma andloga a los dos casos anteriores, se obtiene

- h?_
Yutok = yu+khy;(r,,)+k(k~1)7y;’(r,.g+0(h’). (64)
Ademas, en este caso se tiene
[/ = g/
¥ (tnj;) y3(‘nk)) (65)

¥yt = 5,0,

para t =t

Restando (64) de (34) y junto con (65), se obtiene

2 ri
Yo Yo = EL6"0,) -)7:,”(!,,&))+k%y"§’(t,,.)+0(h 3. (66)

De (56) se deduce
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) Tppty = W) Py i)
= Z(tnbt—l)_znk 67
(k-hz'(e ) +O(h?Y)

ya que 2(¢,,) = 2(z,).
Multiplicando ambos miembros de (87) por Ay £, se encuentra
B2ty )24V (89 = (k-DR%2/(1t ) (E)+O(h®) (68)

Sustituyendo (66) y (68) en (31) se encuentra la expresién del error de truncamiento

local correspondiente a la componente répida y del algoritmo IIL5.3, esto es

2 2
7, = Elote)-s/enal 5o e-nhe @ om). 69

Finalmente, ¢l error de truncamiento local para la componente lenta z es el mismo
para los tres algoritmos. Este se obtiene desarrollando en serie de Taylor a la solucién
tebrica z(¢,,,) alrededor del punto £,; y se le resta la ecuacién de diferencias definida

por z,,,. esto es

- ! @i Uy N+ O 70
Aty = (1) +khz'(t )+ 2 2"t )+Oh?), (70)

; —
zubk = Zn.t"'khznk \ia)

Restando (71) de (70), se obtiene

Tz = z(‘nbk)_znkd

72
- By 000, 2

con lo cual el teorema queda demostrado.
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§ IV.1.2 Errar de Truncamiento Local Algaritmos I11.5.4, IT1.5.5,
IIL.5.6.
En los algoritmos II1.5.4 (interpolacién del lento al rapido), 1I1.5.6 (informacién
adelantada), H1.5.6 (informacién atrasada) se proponen MIM's en los cuales la compo-
nente rapida y se integra por medio de un Euler implicito implementado por medio
de una estrategia de la forma PEC)™E con m=2 (I de interpolacién), la componente
lenta z se integra con un Euler explicito.
A continuacién se estiman los errores de truncamiento local asociados a los algoritmos
II1.5.4, II1.5.5 y IIL.5.6.
Teorema IV.1.2.1. Sean y(#), z(/) las soluciones tebricas del sistema definido en (1), y
suponga que son de clase &, 5 lo suficientemente grande, entonces los errores de
truncamiento local de los MIM's definidos por los algoritmos I11.5.4, IT1.5.5, y IIL.5.6

son respectivamente

L3 3
‘k—)’ @) +O(R°),

Heg)-vEY, = k—f’;f(‘n;)*‘(kh)z e -5, 0) -2 1 D (O Ok, T3

h’_ (3 5
l -2 2::;'(:,.,, (2—)2\; Kont) =3 o)) KR TG (50 PULR),

l (H!) zﬁ(r )+q ha )’ (74)

donde ¥, , para 7 = 1, 2, 3, estan definidas por (30).
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Demostracién. A los operadores de diferencias asociado al predictor v corrector
definidos por (4) se denotan por @ ¥ o respectivamente, Los coeficientes asociados
al operador de diferencias del corrector llevan el superindice c

Los coeficientes para el predictor de la componente rdpida y de los algoritmos 111.5.4,

H1.5.5 y I11.5.6 estan dados por la tabla 1, los del corrector se presentan a continua-

cion

- Coeficientes Método Carrector Campaonente Rapida y
p £ < [+ [
L a; Bo B
1 -1 1 1 0
Tabla 3

Los coeficiente asociados al método de la componente lenta z, estAn dados por la tabla
2.

Los errores de truncamiento local para las predicciones de los algoritmos 1I1.5.4,
II1.5.5, y II1.5.6, estan dados por (28). De las suposiciones locales dadas en (6), (7),
y repitiendo el analisis hecho para obtener (10), y ademas tomando en cuenta que los
coeficientes y pardmetros asociados con el método multipaso definido para el predictor
son los definidos por la tabla 1, se obtiene para cada uno de los algoritmos

considerados
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}'(tnt.g)'yr{ﬂg = T;. (75)

donde 7T,

Ed

esta definida por (28).
Sustituyendo los coeficientes del corrector, definidos en la tabla 3, en (15) y de las

suposiciones locales definidas en (6), {7), se obtiene para el corrector

(1A Ot Yo 31200, ) -2 VE) = KDY, (76)

donde { esta definida por (12), Z,,,=p(,,.,) ¥

(rn.b.t _‘)z(t,‘*) + (t *tng)z(’,,k.k)

- , interpolacion
) = Lokt Ik _ N an
Wy informacion adelantada
2t informacidén atrasada

para toda €[t 0, 1.

A continuacién se encuentra el error introducido por el polinomio de interpolacién
para cada un de los casos considerados.
Para el algoritmo II1.5.4, de la definicién (77) del polinomio de interpolacién se

obtiene

z(tnbk) _zll! N z(tuk 4) P (t,.;-.*) (78)

En el algoritmo II1.5.5 se toma informacién adelantada, entonces de (77) se obtiene
Lo ™ Pl = 2ty (19)

para toda refrr, .]. Luego
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Aty Ty = 0 (80)

Finalmente, en el caso del algoritmo II1.5.6 se toma informacién atrasada, entonces

de (77) se obtiene
Zyu = POy = 2(ty) (81)

para toda reft .2, .,) .

Desarrollando en serie de Taylor a 2(t,,,,) alrededor de Lo Yyaque £, =t +kh se

obtiene
Wty = 2t,) ki1 ) +O(h?) (82)
Luego
z(tuht) _inbk = Z(‘nbt) _p(tnk.],)
= 2ty Ty (83)
= khz+O(h?)

Resumiendo, los errores introducidos por el polinomio de interpolacién usado en los

algoritmos I11.5.4, IT1.5.5 y 1I1.5.6, estidn dados por (78), (80) y (83), esto es

{ n [ISpi, P N N R 1) roae
el e e L e L

0, informacién adelantada
khz'(t,) +O(h?), informacién atrasada

W) Ty = (84)

En forma completamente andloga al desarrollo hecho en el teorema IV.1.1.1, se

expande en serie de Taylor a la solucién teérica y(¢,,,,) alrededor del punto ¢, y se

IV-25




obtiene y,,,, para el método de Euler implicito para cada uno de los casos considera-

dos, luego

M) = o) +khy'r, +""" ¥/, )+ 0, (85)

y las ecuaciones de diferencias y,,,, asociadas a los algoritmos I11.5.4, II1.55 y

ITL5.6 que utilizan el método de Euler implicito, son respectivamente

2
Yoo = Yutkhy'(t,) +k(k+1)%y”(ru)+0(h3), (86)
Yook = ynt‘”khf’;(‘u)*k(k*1)—52”(1,,1)"0(" ), (87)
Ytk = Yo tkHIs(E,) +k(k+n—f3”(rnp +O(h?), (88)

donde y,, v ;estin definidas por (30).
Realizando un anilisis parecido al del teorema IV.1.1.1 para obtener T,, restamos (86)
de (85), y repetimos la operacién para las ecuaciones (87) ¥ (88), entonces se obtiene

para la ecuacién del corrector para cada uno de los algoritmos considerados

h 2
k23 "0,)+ OB,

2
W Vors = k—f»;’(r,,k +""') 0/(1,)F1 6 -k ¢ (OO, B

Ly I ""’) (e300, ) +O(RY).

Sustituyendo (84) y (89) en (76) para cada uno de los algoritmos considerados, se
encuentra
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R 4 3

Ky (5,)+OGR),
2 2

LT0,05h1 = | * 57000 B )50, -k e 28400,

2 2
—k-’;&f;’(w"‘: 00,73 1) -k 2 E), OCH),

©0)

Por otra parte, sustituyendo los coeficientes del corrector dados en la tabla 3 en (8),

se obtiene para el corrector

)’(r,.k.g) = Y(tng.g-i) +W(‘¢¢)#(‘u¢)-‘u.;) *Q;D'(‘,,g);h] (1)

De la definicién de los algoritmos II1.5.4, II1.5.5 y I11.5.6 se obtiene para s=k-1I,

s=0,12. ,m-1
92)

feo1] _ _tmi 5 -
Yrgek = J’nqu*’!f()?whzubta‘nlut)’

donde Zyu=p(t,.,) esta dado por (77).

Restando (92) de (91) y junto con las suposiciones locales dadas en (6) y (7), se

encuentra para el corrector

o) Takok = WO 2 b WO o )+ LI o] (93)
Del teorema del valor medio, se obtiene
(94)

)’(t,g.g) ‘)’..[':::1;] = hb’(‘uq) -ynlilotlf; +h[z(t,,hg) "f,.t +t]f;* S@[Y(fu);h],

donde s=0,1.2,... . m-1.
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Sustituyendo (75), (84) y (90) en el miembro derecho de (94) con s=0, para cada uno

de los algoritmos considerados, se obtiene

hz
—k—y”(r )+Oh?),

Mg dyh, =1 &k i;”( )+"‘”’ 01,51 4,0) - (kY2 € Jf (D) + Ok, 5)

-+ "’(z,,.)+""" 00,0 -35'0,)) Rk 2 € IE), +Oh.

La expresién (95) se sustituye en el lado derecho de (94) con s=1, para cada uno de
los algoritmos considerados. Realizando esta sustitucién sucesiva en (94) para

§=2,3,...m-1, se encuentra que el error de truncamiento local esta dado por

K, 3
_k?)’ (t,.k)"'o(h )9

2
—k—"—zy‘”(r,,,‘ L )50, - e 21 OO, 96)

.Y(t,.g.k) _J’.q[:.lk =

k"zy";’(:"k +""’) 00,0 -F5 €, ) Rk 2 (5 AE), +OCh?).

param =1, 2, ..
Finalmente, el error de truncamiento local para la componente lenta z es el mismo

para los tres algoritmos. Este se obtiene repitiendo el desarrollo hecho para obtener

(72) en el teorema I'V.1.1.1,
T = (kh) ZII(:M)+O("3) (97)

con lo cual el teorema queda demostrado.
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Es clarc entonces, que el error de truncamiento que prevalece es el del corrector, para

los algoritmos 1I11.5.4, I1.5.5 y I11.5.6 con estrategia PI(EC)™E.

§ IV.1.3 Analisis de Error de Truncamiento Local para un Sistema
Lineal
A la luz de los resultados obtenidos en los teoremas IV.1.1.1 ¥y IV.1.2.1 se realiza un

andlisis de error de truncamiento local en el siguiente sistema lineal homegéneo

y! i a e y] 98)
z’ € aphe/

la componente rapida es y, y la lenta 2.

Se consideran Gnicamente dos casos:

1. No existe acoplamiento entre la componente rapida y con la lenta z esto es,
€#0, u=0. La magnitud de ¢ se asume moderada.

2. No existe acoplamiento entre la componente lenta z con la rapida y, esto es,

€=0, u+0 . La magnitud de p se asume moderada.

Primer Casa,
La componente rdpida y se expresa como
y® = ey 99)

Entonces de (30) se obtiene
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_ =t
y,(t) - y‘.:(t) (100)
= ¥3(0)

Luego, como una consecuencia de (99} ¥ (100) se obtiene

£, - ~ 1
Y6 Iilen), o)

¥ ”(’,,g) =¥ (t,,g)r

en £=t,, donde 1 =2 3

Ademas

(102)

o~
i
=

Aplicando los resultados obtenidos al teorema IV.1.1.1 se encuentra el error de

truncamiento local para los algoritmos I11.5.1, I11.5.2 y I11.5.3, éstos son

2
T, = kl'z_a“y’(:nkyom’). (103)

(“") B eyie o+ EB (”” a,2(2,) +O(hY) (104)

Anélogamente, para el teorema IV.1.2.1, el error de truncamiento local para los

algoritmos II1.5.4, I11.5.5 y I111.5.6, es
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2
Wy -y, = -ki'z_a“yf(: ) +O(hY, (105)
2 2
T, - —(-lihzley’(t"kh%)—anz’(tﬂbomz’) (106)

Segundo Casa

En éste, las expresiones para la componente ripida ¥, y § se expresan como

¥y = a,yruz) (107)
FO) = a,yW)+pz,,., (108)
FO) = a,y0)+pz, (109)
Luego
YO = a,y'(®+p2'0),
70 = 70 (110)
= a”y"(r)
Ademas
PN Ly

De las ecuaciones anteriores, se obtiene para =t , que
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Y -5yt = y e -5l

y (112)
Bzt :

H

Luego, sustituyendo (107), (110), (111) y (112) en el teorema IV.1.1.1 se encuentra que
el error de truncamiento local para la componente rapida y de los algoritmos IIL.5.1,

II1.5.2 y II1.5.3, son respectivamente

hz 7 hz 1} 3
k?a“? (tmt)"'k?z (‘,,k)ilﬁo(h )!

2 113
k";auy )~ [""‘) +h2}z’(t,,t) +O(h?), (113

|
It

2 2
K a )+ [ @AY, (k- l)hz]z’(t,,k)wo(h’)

En forma analoga se encuentra el error de truncamiento loecal para la componente

lenta z

T, - ("") B e ) O (114

Anilogamente, se encuentran los errores de truncamiento local para los algoritmos

LLL B33 4 TITR AR v IIT AR datna enn reanectivamanta

( LT L \
N ?auy (‘uk)+k“'_z (rnk)p' +O('h )!
2
Ty =9 _k%a“yf(r,‘* - (kh) -1 (t"&)l"""o(k;): (115)

2 2
—kﬁz-a”y 1t +[L"?. —khz]z e D +OhY),
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T = (—-—anz’(tn,‘)+0(h3) (116)

kh)?

z 2

Si no existiera acoplamiento entre las diferentes componentes de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, por cjemplo el sistema (99) con e=p=0, su
integracién se podria hacer independiente para cada componente.

Considere que los valores caracteristicos asociados al sistema (99) nos permiten la
aplicacidén de los algoritmos I1L.5.1 al [11.5.6, y suponga que no existe acoplamiento
entre sus diferentes componentes, entonces la aplicacién a éste tipo de sistemas de
cualquiera de los algoritmos considerados nos daria resultados dentro de margenes
de precisién deseada, ya que los errores de truncamiento local para ambas
componentes y, z se podrian mantener dentro de niveles aceptables para pasos de

integracién Ay factores multitasa k adecuados.

Del anilisis error realizado al sistema lineal (98), se puede observar que el caso que

tiene el comportamiento mas similar al desacoplado, es el primerc. En éste ge

cumplen los siguientes resultados

- Al no existir acoplamiento entre la componente rapida y con la lenta z no es
necesario interpolar de la componente lenta za la rapida y.

- Los errcres de z no afectan a y.

- El error de truncamiento local de la componente rapida y es el mismo que para

el caso desacoplado (ver (103)).
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El error de truncamiento local de la componente lenta z , tiene el término

.. ki) . . . .
adicienal %ey ‘t,,)- En consecuencia, si se mantiene el error de yen niveles

aceptables y la magnitud de ¢ es modesta, para valores moderados &y 4 se

puede mantener a zen mérgenes de precisién requeridos.

Este tipo de sistemas (¢ *#0,1 =0) permite el uso de los algoritmos 111.5.2, I11.5.3, I11.5.5

y 1I1.5.6 en los que no se interpola de la componente lenta za la rdpida y.

Considere el segundo caso, en éste se tienen los siguientes resultados

Los errores cometidos en la aproximacién de z afectan a .

E] error de truncamiento local de la componente ripida y esta afectado por u
que es el factor de acoplamiento con la componente lenta z,

El error de truncamiento local de la componente lenta zes el mismo que para

el caso desacoplado.

De (113) y (115) se obtiene que para los algoritmos en los que no se interpola I11.5.2,

I11.5.3, I11.5.5 y I11.5.6, valores modestos en la magnitud de p pueden originar errores

de truncamiento local no aceptables en la componente rapida y .

En este caso, lo més conveniente es utilizar los algoritmos que interpolen de la

componente lenta z a la rdpida y, esto es, los algoritmos I1L.5.1 o I11.5.4.

Las caracteristicas que presentan los modelos matematicos que representan a los

procesos de las plantas generadoras de energia eléctrica, son muy similares al primer
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caso, es decir, existe nulo acoplamiento o0 muy débil de las componentes rapidas con
las lentas. ‘

Por lo general, en base a consideraciones heuristicas se seleccionan algoritmos del
tipo definido por II1.5.2 6 II1.5.5, que son los que no interpolan y hacen uso de
informacion adelantada en la componente lenta z Estos algoritmos, por su logica son
menos complicados en su programacién y requieren de menos memoria fisica.

Valores tipicos para el paso de integracién & y factores & multitasa en simulaciones

en tiempo real de plantas generadoras de energia eléctrica para entrenamiento son

hy = A, k21248 117

111
8’4’2
donde /=1 2 3,4. El paso de integracién A, se puede expresar en funcién de b=, esto

-]

hy = kp, (118)

El anilisis anterior justifica desde el marco de referencia del error de truncamiento
local, la seleccién de los algoritmos II1.5.2 6 I11.5.5 para sistemas que tengan un

comportamiento similar al primer caso anahzado.

§ IV.2 DISCUSION DE LOS ERRORES

En lo que se refiere a los errores de truncamiento local se puede concluir que los

algoritmos que usan interpolacién tienen el menor error en la componente rapida, el
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error en la componente lenta es el mismo en todos los casos. Los algoritmos que usan
informacién adelantada y atrasada {1152 y IIL5.5) tienen un comportamiento
similar en el error de truncamiento local en ia componente rapida. En el cago de los

algoritmos IT1.5.4, II1.5.5 y I1L5.6 prevalece el error del corrector. En todos los. casos

el error de truncamiento local T4.~0 cuando 4-0.

Por otra parte, se concluye de la definicién de orden para MIM y de los teoremas
IV.1.1.1,1V.1.1.2 que el orden de los algoritmos analizados es de uno respecto al error
de truncamiento local, y el polinomio de interpolacién se podria seleccionar de un
orden mis bajo que el de los métodos de integracién empleados sin afectar e] orden
del método multitasa.

Finalmente, los algoritmos analizados IIL5.1 hasta I1.5.6 tiemen su mejor
comportamiento en los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias cuya
estructura sea lo mds cercana posible a el primer caso de la seccién IV.1.3, esto es,
sistemas con matriz jacobiana casij triangular inferior, en donde las componentes
ripidas no dependan de las lentas (0 en forma muy débil), por lo qué se recomienda
la aplicacién de éstos algoritmos en general a este tipo de sistemas.

1D Ca80 Ge exiBr un ucvpinmicuiv culac las Lupuucuse wnsas 5 tipidas, 2! cus?
no sea débil, no se recomienda aplicar ningunc de los algoritmos analizados, ya que

el error de truncamiento local podria crecer a mérgenes no aceptables,
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Capitulo V
Estabilidad Absoluta para Métodos de
Integracion Multitasa

En el presente capitulo la nocién de estabilidad absoluta para los MIM's definidos
por los algoritmos II1.5.1 a II1.5.6 es presentada, y no se establece ningin criterio
simple para determinar cuando un sistema lineal esta en la regién de estabilidad
absoluta de un MIM dado. Sin embargo, cuando la componente lenta del sistema
IV.1.(1) es independiente de la rdpida (o viceversa), las regiones de estabilidad
absoluta de los MIM's son caracterizadas en términos de las regiones de
estabilidad absoluta de los métodos definidos por 111.5.1 a II1.5.6 que son usados

para aproximar numéricamente la solucién de los subsistemas.




§V.1 ESTABILIDAD ABSOLUTA EN METODOS MULTIPASOS
LINEALES.

A continuacién se da una breve exposicién del concepto de estabilidad absoluta en
métodos multipasos lineales convencionales. E] objetivo de repasar estos conceptos
es definir la terminologia y notacidn usada en los conceptos de estabilidad
absoluta, para posteriormente usarla en los MIM's y seiialar las diferencias que

se tienen con los métodos multipasos lineales convencionales.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores

iniciales
¥ = fon, relabl, y@) = q M
donde
y = 0Ly,
f= (o ™, @
'l = (nlsiqm)ri

y suponga que el siguiente método multipaso lineal de k-pasos es aplicado a (1)

para aproximar el valor de su solucién numérica en [a, 8]

& k
E aj yﬂoj = hE Bj j;nj ) (3)
30 J=0
donde a.p ; son constantes, «,=1, f,= fy,, £)y P, no son cero al mismo tiempo.

La solucién teérica y(f) de (1) satisface
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k k
Z; @, yit,,) = hz; B, SO0, )it +<Hy (e, )R], @
FE =

Denotemos por {¥.,ta la solucién de (3) cuando un error de redondeo R,,, es

cometido en la n-ésima aplicacién del método, entonces

k

r
Y @ 5, = KY B 5, )R, ®)
=0 =0
Restando (5) de (4) y definiendo al error global é_por

€, = y)-y, )

ge encuentra

! k
% o €, = h'zO: B; U(V(t,..-),f,..,-)-ﬂf,..,»f,,.)] AL M)
Jx Jn
$.., representa el error total cometido en el n-ésimo paso. Aplicando el teorema

del valor medio a cada componente del lado derecho de {7} se obtiene

£ E o
.r'z'ﬂ: % &y = h,go: e e ®

Ff

donde E es la matriz jacobiana del sistema (1), esto es
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g (% 9)
ay ( JJ"‘}'&],_JH’ (

la cual se evaliia en puntos intermedios adecuados. Supongamos ahora las

siguientes simplificaciones en nuestro analisis

a _ .
5 = J, matriz constante, 10)

¢, = b, vector nxI constante.

Con las simplificaciones anteriores la ecuacion (8), se reduce a Ia sigulente

ecuacion de error linealizada

k
3 (at-hp D, = &, (1)
i=0

donde I es la matriz unitaria nmxm. Si ademas suponemos, que los valores

-

caracteristicos A, de JJ son distintos para 1=1,2,...m, entonces [20] existe una matriz
8 opum tal que

SUS =7 = diag(},,..,A_), (12)

Pre-muitiplicando ambos lados de (11) por S ', y definiendo d, por

é, =5d, (13)
se obtiene
‘f -
Y SNal-wpN)Sd,, = 5S¢, (14
j=0
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De la expresion (14) se obtiene

k
Y (a-hp AN, - ¥, as)
s=0

donde ¢=5"'¢. Ya que I, A son matrices diagonales, las componentes de (15) se

encuentran desacopladas, consecuentemente (15) se puede escribir como

k
Y (kB Ad,, = ¥, i=12,.m, (16)
i0

donde d), ¢! son las componentes de d, y ¥ respectivamente. Cada ecuacion de

(16) es independiente de las otras.

Kl andlisis entonces, se puede realizar suponiendo que la dim(y) = 1 sin pérdida
de generalidad, evitandose recargar la notacién. En funcién de los comentarios
anteriores se interpretara a (16) como la ecuacién de error linealizada en una

dimensién, esto es

k
Y (a,-2hBYé,, = ¢, a7
F=

La solucién general de la ecuacién de diferencias (pégs. 7-9)[19] definidas por (17)

es

£ k
é& =Y drl- ¢ / MY P, . (18)
=] =0
donde las d, son constantes arbitrarias ¥y r,son las raices, supuestamente distintas,

del polinomio caracteristico asociado a (17), es decir
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k
X (&-AkBYr/ = 0, 19
J=0

para el caso de raices multiples consultar [15], [19).

Sea

k k
P =X a1l o) = Y B, vl 20)

j=0 j=0
Desarrollando (19) y combinéndola con (20), ésta se escribe como
n(r,Ah)=p(r)-Aha{r)=0. 1)

El polinomio definido por (21) lo llamaremos el “palinamio de estabilidad " del

método multipaso definido por (3).

Definicién V.1.1. Un método multipaso lineal o predictor corrector es absolutamen-
te estable [relativamente estable] en una regién ® del plano complejo C [19], &i
para toda AheR, todas las raices del polinomio de estabilidad #(r,Ah) del método

satisfacen

!r.!<l. s=12_ .k

22)
Ur,|<lry ], 5=1,2,. AL

Sea D el disco abierto unitarioen C. La regitn de estabilidad absoluta %, es un

conjunto abierto del plano complejo tal que




& = {MheC | =(r,Ah)=0 = reD}. 23)
La frontera de la regién & se denota Por g%; ya que las raices son funciones

continuas de Ak , entonces Ahed® cuando Ir|=1, esto es

IR = {zeC | n(r2)=0 = [r|=1}. @9

Una consecuencia inmediata de la definicién IV.1.1.1, es el siguiente teorema:

Teorema 1. En ausencia de errores de redondeo el error é~0 cuando p-= , 8iy
solamente si Ir,|<1 para toda §=1,2,.. k.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de (18).



§ V.2 ESTABILIDAD ABSOLUTA EN METODOS MULTITASA

Los MIM's suponen que hay al menos dos ecuaciones diferenciales ordinarias,

luego no es posible usar la ecuacién prueba escalar y'=Ay para realizar el analisis

de estabilidad absoluta, como es en el caso de log métodos multipasos convencio-
nales. Es necesario entonces, considerar al menos una ecuacién prueba bidimensio-

nal para realizar el anlisis de estabilidad absoluta en los MIM's, esto es

wi) = [yr] _ r‘-, F‘] [)’], (26)
z" € lz <

donde A,2.6p1 pertenecen al plano complejo €. Supéngase que ©,n, son los

valores caracteristicos del sistema (25) y que la componente rapida es y, y la lenta

z, entonces se satisface

Real(n,) < Real(n,) < 0. 26)

La aplicacién de los MIM's definidos por los algoritmos II1.5.1 hasta II1.5.6 a la
ecuacién prueba (25), da la siguienite ecuacién de diferencias después de algunas

manipulaciones algebraicas
Znkek Zak

donde M es una matriz 2x2 que depende de LR ATHN
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La matriz M tiene la siguiente estructura

M - (th"ep L ] @8

khe 1 *khlz ’

donde Py las m; de la matriz M estan dados en las tablas 1y 2 para cada uno de

los algoritmos:

Alg P my, M2
IIL5.1 l"hly h‘[}:l_khky..ll Pk_l hd P*—khl"l}
2 2 2
k) kA, h2?
IIL5.2 1+hA Pt P*-1
y kh 1+khA
5] | e
IL.5.3 1+h2, 0 JP*-—I]
14, ]
Tabla 1
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P my, m,,
IIL6.4 2 3 £ _ _ _
1+hA +h?A +h A, ¥ L PE1 P*-kh) -1
z
kA kA, R
IIL.5.5 +Re 2.23,3 k_ I3
1ohd +h2AJ+h3A) P RO
hA, * ha,
LS8 | ok +h222+n2] 0 P*-1
hA,

— Tabla 2

Supéngase que el método Euler explicito es aplicado en forma convencional a la

ecuacién prueba (25), entonces se obtiene la siguiente ecuacidn de diferencias

o) (o)
lsz e l’-J'

donde A es el paso de integracién, I es la matriz unitaria y Jes la matriz jacobiana

zy)

de (25).

La comparacién de las matrices M e J+hJ no dan los siguientes resultados:
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1. La matriz I+heJ estd en funcién de la matriz original J, y cualquier transfor-
macién que diagonaliza a o diagonaliza a I+hd, por lo tanto sus valores
caracteristicos son independientes bajo transformaciones de semejanza de
.

2. La matriz M no es diagonalizable por transformaciones que diagonalicen a
dJ, luego los valores caracteristicos de M son dependl:entes de o bajo
transformaciones de semejanza.

La Gnica propiedad que M hereda de J es la siguiente:

3. S5i J es triangular superior {inferior] M también lo es.

En forma similar al analisis de estabilidad absoluta de los métodos multipasos

lineales convencionales, se realiza el de los MIM, analizando las raices del

polinomio caracteristico de M, para verificar si estas son en magnitud estrictamen-
te menores que la unidad.

El caso mds simple de analizar es cuando la matriz J es triangular inferior

[superior] ya que de acuerdo al inciso (3) M también lo es, por lo que en éste caso

las raices del polinomio caracteristico de M son para los algoritmos I11.5.1, I11.5.2

v II1.5.3

r, =‘(l+hly)", (30)
r; = (1+khd)
y para los algoritmos II1.5.4, ITL.5.5 y II1.5.6

1y = (1+hA +h2A R0,
n=0x1 +khlz)

@31)
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Entonces las magnitudes de ry ¥ 7, son menores que la unidad si y solo si se
satisface que
|I+h),’| <1,
1482 +R222+h3%23] < 1, (32)
|1+kha | < 1
Las relaciones presentada en (32) son los médulos de las raices de los polinemios
de estabilidad asociados al método de Euler y Euler implicito, éste dltimo con la
estrategia P(EC)E, es decir de acuerdo a (20) ¥ (21) se tiene
ny(rhd) = p(r)-hA o(r) = r-(1 +hd),
%y(rhA) = p(r)-hA,0() = r~(L+hA+h*A3+h%0)), (33)
Ry(rkhd) = P(N-khA o(r) = r-(1 +kk1 )
que son los polinomios de estabilidad para el método de Euler v Euler implicito.
Se puede concluir entonces que si la matriz asociada al sistema (25) es triangular,
los MIM's definidos por los algoritmos I11.5.1 & IIL5. 6 son absolutamente estables
8i y solo si los métodos asociados a la componente rdpida y, y la componente lenta
z son absolutamente estables para las ecuaciones no acopladas, usando un paso

L Fomas . m bh nara z.

§ V.3 DISCUSION DE LOS POLINOMIOS DE ESTABILIDAD

Los polinomios de estabilidad encontrados para los algoritmos II1.5.1 a IT1.5.6, no
son funciones de los valores caracteristicos de la matriz jacobiana de la ecuacién

prueba (25), es ésta propiedad la que origina que las regiones de estabilidad
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absoluta no sean conservadas por transformaciones de semejanza de la matriz
Jjacobiana y consecuentemente no se puede caracterizar las regiones de estabilidad
absoluta de una forma sencilla como en el caso de los métodos numéricos de
integracidn convencionales. Sin embargo, cuando la estructura de la matriz
jacobiana es triangular, las regiones de estabilidad absoluta de los MIM se pueden
caracterizar en términos de las regiones de estabilidad absoluta de los métodos de
integracién usados para aproximar la solucién de los subsistemas en que se separé
al conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias.

De las tablas 1 y 2 se puede inferir que sf existe un acoplamiento fuerte entre las
componentes ripidas y lentas los MIM podrian tener problemas de estabilidad
numérica. Ademds, se obtiene que los polinomios de estabilidad con més términos
son los relacionados con los algoritmos que interpolan de los subsistemas lentos
a los rapidos y los que tienen menos términos son lo que utilizan informacién
atrasada de los subsistemas lentos.

Podemos entonces esperar que los algoritmos cuya regién de estabilidad absoluta

sea la més grande pertenezca a los algoritmos I11.5.1 y I11.5.4 .
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Capitulo VI

Experimentos Numéricos

A continuacién se presentan los experimentos numéricos realizados para medir el
desempefio de los algoritmos presentados en el capitulo 1. El primer experimento
nos permite evaluar el comportamiento de los algoritmos II11.5.1, I11.5.2, I11.5.3 v
I11.5.5 bajo diferentes acoplamientos del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. El segundo experimento consiste en integrar por medio de un MIM el
modelo simplificado de una planta termoeléctrica bajo condiciones muy parecidas
a la de los simuladores desarrollades en el Instituto de Investigaciones Eléctricas.
Por medio de éste segundo experimento se mide el desempeifio de los algoritmos
de integracién multitasa para ambientes de simulacién en tiempo real en cuanto
a rapidez de ejecucién y aproximacién de los resultados. Todas las pruecbas se

realizaron en una computadora personal 486 de 66 Mhz con 8 Mb de RAM, los

tiempos de la Unidad de Procesamiento Central (UMC) se dan en segundos.

§ VL1 CONSIDERACIONES DE RAPIDEZ

La logica de programacién y requerimientos de memoria de los MIM son mds
complejas que la de los métodos de integracién convencionales, lo que origina un

costo adicional que se debe conservar dentro de limites razonables. El costo




computacional de un método de integracién numérica a paso fijo es debido a los
siguiente factores:

- Evaluacién de las ecuaciones algebraicas.

- Evaluaciones de las derivadas.

- Aplicacién de la férmulas de integracién,

- Interpolacién si un MIM es usado.

- Solucién de ecuaciones implicitas si se usan.

Los algoritmos de integracién multitasa que requieren menos memoria y que
tienen una légica de programacién menos complicada son aquellos que no
interpolan y los subsistemas m#s rdpidos evahian sus derivadas con la informacién
adelantada de los subistemas lentos. Ademads, éste tipo de algoritmos evitan la
complejidad en la prictica de interpolar las ecuaciones algebraicas (que no forman
parte del sistema algebraico-diferencial) presentes en la representacién matemsti-
ca de los modelos de procesos, por otra parte, tienen la flexibilidad de permitir
cambiar libremente los métodos y pasos de integracién asociados a los modelos con
suma facilidad. Es por ésta consideracién préctica, que en el segundo experimento
linicamente se prueba éste tipo de algoritmo multitasa para evaluar su desempefio
en su aplicacién a modelos de plantas generadoras de energia eléctrica.

En la programacién de los MIM se siguen muy de cerca los lineamientos dados por
C. W. Gear en {10], especial énfasis se pone en integrar primero los modelos que
tienen los pasos de integracién més grandes (los lentos), para el mejor desempefio

de los algoritmos. Los pasos de integracién més grandes asociados a los subsiste-
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mas lentos son escogidos como multiplos de los pasos menores.

§ VI.2 EXPERIMENTOS NUMERICOS

§ VL.2.1 Primer Experimento
La ecuacién prueba por medio de la cual se realizan los experimentos numéricos

estd definida por {consultar [31])

¥ = AG-$0)+¢'), ¥0) = $(0), 1€[0,4), Q)
donde
-50 49 a4 a a a
49 -50 a a a a
A - b b _5 4 a a (2)
b b 4 -5 a a
b b b b -1 0
] b b b 0 -1

¥ = /030,50,
¥ = G OX @,y @
$(2) = (5en(200),c08(208),5en(7),cos(f),sen(0.051),cos(0.050)".

La solucién del sistema es y(f) = $() , ¥ en consecuencia de acuerdo a la definicién

II1.4.2.1 se tienen dos componentes que oscilan ripidamente, dos que oscilan a una
razén moderada y dos que oscilan lentamente. Los nimeros &, & son reales y estos

se varian para ver el comportamiento de los algoritmos II1.5.1 a [11.5.3 y II1.5.5
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bajo diferentes acoplamientos del sistema definido en (1).
Los valores caracteristicos asociados a las submatrices 2 por 2 que se localizan en

la diagonal

[—50 49} (-s 4] , [—1 OJ, @)
49 -50 4 -5 0 -1

son -89y -1, -9y -1, -1y -1, respectivamente. De acuerdo a la definicién de 6]
¥ a los valores caracteristicos de la matriz jacobiana del sistema (1), es posible
separar a éste en concordancia a sus modos de oscilacion, es decir, (,, ¥,) constitu-
yen las componentes répidas, (y,, y,) las componentes moderadas ¥ (¥5, ) son las
componentes lentas.

En base a la terminologia definida en II1.2, para cada prueba se definié un ciclo
de longitud de 0.1, pasos de integracién iguales a £,=0.1, £=0.01y A=0.001 para
las componentes leﬁtas, moderadas y répidas respectivamente, lo que da los
siguientes factores ﬁultitasa £,=10, k=100 para los subsistemas moderados y
répidos, esto es, al final de cada ciclo de longitud 0.1 el subsistema lento se integra
una vez por 10 veces del sistema moderado y 100 del répido. En la tabla 1 se
presentan los méximos errores absolutos (en porcentaje) por componente y,
i=1,...6, para cada prueba realizada, en la primera columna se indican los valores
definidos para 2y & y el nimero de la prueba, la segunda columna presenta el

algoritmo usado de acuerdo a la siguiente convencién:




1 significa que se usa el algoritmo H1.5.1, esto es, se aplica el método de
Euler explicito a los tres subsistemas ¥ se interpola de los subsistemas
lentos al rapido.

2 significa que se usa el algoritmo H1.5.2, esto es, se aplica el método de
Euler explicito a los tres subsistemas sin interpolacién de los subsistemas
lentos a los ripidos, estos actualizan sus derivadas con la informacién
adelantada del sistema moderado y lento en el caso del subsistema rapido
y del sistema lento en el caso del subsistema moderado,

3 significa que se usa el algoritmo 111.5.3, esto es, se aplica el método de
Euler explicito a los tres subsistemas sin interpolacién de los subsistemas
lentos a los rapidos, estos actualizan sus derivadas con la informacién
atrasada del sistema moderado y lento en el caso del subsistema rapido y
del sistema lento en el caso del subsistema moderado.

5 significa que se usa el algoritmo 11.5.5 y es analogo a 2, excepto que el
método integrador usado para cada uno de los subsistemas es el Euler
implicito programado como P(EC)’E.

2w 2igmificn gue o) enhoistoma lanta sa infegra nar medio del alzoritmo
II1.5.2, los subsistemas moderado y rapido se integran por medio del
algoritmo II1.5.5. No se interpola y las derivadas se actualizan con
informacién adelantada como se explico en el inciso (b).

1(2,3) significa que la prueba se realizé para cada uno de los algoritmos

HI.5.1allL.5.3 y no se obtuvieron diferencias significativas en los errores.
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Los pasos de integracién se seleccionaron de acuerdo a lo expuesto en el capitulo
V, es decir, se asumié que la matriz jacobiana de (1) es triangular y se verifico

- que se cumpla:

a) subsistema rapido

[1+hyA [<1, Py
|1k +hIAT+RIA) <1, i=12, A,=-99, A=,
b) subsistema moderado
[1+10h,A <1, ®
|1+10k A, +(10k, A7 +(10R,°A] (<1, i=1,2, A,=-9, A,=-1,
c) subsistema lento
[1+100k,,|<1, i=1,2, A, =-1, A,=-1, ™M

lo que garantiza la convergencia de los algoritmos cuando el acoplamiento del

sistema (1) es débil.

Ya que el rango de valores de la solucién del sistema (1) se encuentra en el
intervalo [-1, 1], se obtuvieron errores absclutos para cada componente del sistema

(1) en el intervalo de integracién [0, 4] con muestras tomadas cada 0.1.



Na Exp Alg. Emp Max error Max. error Max. error Max, error Mix, error | Max error
abs v, abs y, ahs vy abs y, abs y, abs y,
1. a=0, b=l 2.3} 1.22% 0 D8% né5% G64% 128% 1.20%
2. amlb=] 1(1.3) Inestable Inestable Inentable Inestahle lm;:uhla Ineatabls
3 a=( |, b=l 1 1.92% 157% 197% 195% 4151% 451%
4. a=0 1.h=1 2 1.98% t6I% 211% 210% 479% 4.79%
5. a=01 b=l 3 2.36% 2.01% 268 2.66% 5.50% 5.80%
6. ¢=001.b=1 ] 1.22% 0.98% 0.68% 065% 1.35% 1.36%
1. 120,01 bal 2 1.22% 098% 069% 0.66% 136% L3m%
8. 2=001.b=1 3 1.22% 0.98% 0.66% Q64% 133% L34%
9. a0 b=l 5 1L.20% 0.49% 195% La1% 22.48% 22.45%
10 asd |,b=1 5 Tnestable Inestable [nestabie [nestable Ineatable Inestable
11 a= 01 =1 5 [nestable Ineatable I; bl 1 bl
12 a=l.b=1 2.5 1.22% 0.99% 195% 101% 084% 0.82%
13 a=0.1b=1 25 1.21% °98% 1 96% 192% 124% 1.26%
14220t b=1 25 1.22% 0.98% 1985% 131% 0.85% 0.84%
Tabla 1

De los resultados se concluye que los algoritmos presentan inestabilidad al
aumentarse el grado de acoplamiento (a, & = 1), lo que esta de acuerdo con lo
presentado en IV.1 y IV.1.3.

Los algoritmos que presentan Ia mayor aproximaci6n a la solucién analitica de la
ecuacién prueba (1), corresponden a los algoritmos I11.5.1 que interpola de los
subsistemas lentos a los rdpidos y a la combinacién de los algoritmos IIL.5.2 y
II1.5.5 correspondiente al experimento 14.

En cuanto a los algoritmos I11.5.2 y I11.5.3 presentan diferencias minimas entre
ellos respecto a la solucién analitica, aunque tiende a ser m4s aproximado el
algoritmo II1.5.2 que el II1.5.3 cuando es mayor el acoplamiento del sistema

(experimentos 4 y 5).




En el experimento 9 el subsistema lento (7s, ¥o) presenta errores grandes cercanos
al 23%, cuya tendencia es ir creciendo, lo que ya no es aceptable. Los experimentos
9, 10 y 11 son inestables, el algoritmo aplicado a los tres subsistemas es el I[IL.5.5
que usa el método de Euler implicito (informacién adelantada), por lo que las
magnitudes dé-las. raices del polinomio de estabilidad (en forma desacoplada) estan

muy préximas a la unidad, esto es

[L+Aa+(ARP+(AR)Y=1,

para los pasos de integracién A, A, h,y los valores caracteristicos de los tres
subsistemas. Consecuentemente al aumentar el acoplamiento del sistema (#=0.01,

6 & = 0.1) se vuelve inestable el algoritmo.

En los experimentos 12, 13 y 14 la situacién anterior se evita, integrando al
subsistema lento por medio del algoritmo I11.5.2 que usa el método Euler explicito.
La regién de estabilidad absoluta del Euler explicito es més amplia en su
intaroneaifs o5 ol je renl que ia del Euler implicito con estrategia P(EC)*C, como

se puede apreciar en la grafica 1 y en consecuencia puede capturar a |1+100k,3 <1

sin que quede muy proximo a la unidad. Los susbistemas moderado y rapido
conservan su método integrador, esto es, se integran por medio del algoritmo

II1.5.5.



Regiones de estabilidad absoluta
Euler explicto e implicilo
1.5
Euler explicito
= -
0.5 +m—
L-
0
-
-0.5 —m_
;|
-
- -
-1 e
_1.5 T T
-2 -1.5 -1

§ VI1.2.2 Segundo Experimento: Aplicacién de los MIM's al Mode-
lo Simplificado de una Planta Termoeléctrica,

Una unidad generadora de energia eléctrica en su forma mas simple estd
compuesta de una calder; que convierte el agua en vapor y una turbina que al
recibir el flujo de vapor gira obligando a su vez a girar al generador eléctrico. El
modelo matemitico que se utiliza en el presente trabajo fue desarrollado por Usoro

[30] y posteriormente adaptado en el Instituto de Investigaciones Eléctricas, éste




representa una unidad de 400 Mega Watts (MW) de potencia.

Las ecuaciones correspondientes a la dindmica del proceso estin basadas en
principios bésicos de conservacién: balances de momentos, balances de ehergias y
balances de masa [30], ademas de las relaciones termodindmicas y curvas
caracteristicas del equipo auxiliar [5], [16]. El modelo matemético de la unidad
termoeléctrica (UT) estd representado por un sistema de 27 ecuaciones diferencia-
les ordinarias con valores iniciales de primer orden no lineales ¥ 154 ecuaciones
algebraicas lineales [6].

Con la finalidad de que el lector se forme una idea general de la estructura de las
ecuaciones que forman el modelo matematico de la UT, se presentan la ecuaciones
que constituyen al sobrecalentador, atemperadar y control de salida de vapar del
sobrecalentadar:

Entradas: W, W, Ak, b,
Salidas: TP, W _.h
Ecuaciones diferenciales: P ororlyso
Relaciones algebraicas:

-291.36-964.04p_, +0.2178k_ +1.1815p_h_,

P =
=0

Seo = 13136-1.799x103p_ +6.3573h,~8.3591x10 ZIn(p_h_), ®
T,, = -12854+129.1p_ +1811h_,-0.06631p_k_,

Woo = K AL,

Ecuaciones diferenciales ordinarias:




p-’m - (W Wy W)
Kvsh (10)
fl:” . (thm+thU+Oﬂ—thm)
Kmshe

las variables que inician con K son constantes.
De las relaciones (9) y (10) se observa, que en general la estructura del sistema de

ecuaciones algebraico diferencial que representa al meodelo de la UT es la

siguiente:
¥y = Rya, 11)
0 =g
donde
Y0 YT 25p02)T (12)

son las variables de estado y las ecuaciones algebraicas respectivamente.

Ademas se cumple que la matriz jacobiana

ogy,2) 13
pe (13)

es invertible, luego por el teorema de la funcién implicita la funcién g definida en

(11) tiene una solucién Gnica z=®(y). que al sustituirla en (11) se obtiene

y' = F5.20)) a4
En nuestro caso particular, el modelo matematico de la UT que es usado en los
experimentos las ecuaciones algebraicas z son lineales y tienen la siguiente

estructura
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Az = By+C,

donde 4, By ( son matrices ¥ A es invertible, lo que facilita el manejo de las
ecuaciones algebraicas.

Al lector interesado en el detalle del modelado la UT se le invita a consultar la
referencia [30].

La versién del modelo de 1a UT adaptada en el IIE se programé en forma modular,
ésta versién consiste de 23 médulos, cada uno representando una parte del
proceso. La modularizacién del modelo se hizo en base a consideraciones fisicas,
el método integrador seleccionado (para ésta version) es un Runge-Kutta de orden
cuarto con paso de integracién de 0.1 seg. Esta es la versién que se utiliza para
realizar comparaciones con las simulacicnes realizadas con los métodos de
integracién multitasa.

Para poder adaptar al modelo matematico de la UT un MIM es necesario
desacoplarlo en sus diferentes dindmicas en caso de ser esto posible, por lo qué es
necesario hacer un andlisis de desacoplamiento y de estabilidad del modelo.

El anélisis de desacoplamiento nos informa del mimero de modos (escalas
temporales) que se encuentran presentes en el modelo ¥ 8i €8 posible separariv. ou
base a ésta informacién se decide el niimero de modos en que se divide el modelo
y si éste retine los requisitos para aplicarle un MIM: matriz jacobiana muy cercana
a una triangular inferior y que la parte denominada rapida tenga un reducido
namero de ecuaciones.

El andlisis de estabilidad del modelo nos permite seleccionar los algoritmos de

VI-12



integracién més adecuados para tiempo real a los susbsistemas en que se divida

el modelo.

Para realizar los analisis se selecciond un transitorio, é] cual consiste en ejecutar

una simulacién con las siguientes caracteristicas:

a) Iniciar la simulacién al 100% de la demanda de carga (400 MW) durante 10
segundos, usando las condiciones de inicio al 100% de carga.

b) Reducir la demanda de carga a una razén del 15% por minuto (90 MW/min)
hasta alcanzar el 77.5 % de la demanda de carga (310 MW).

c) Continuar con el 77.5% de carga hasta alcanzar los 400 segundos de
simulacién.

El anélisis de desacoplamiento del modelo de la UT se elabora por medio de los

valores y vectores caracteristicos de la matriz jacobiana asociada al modelo

linealizado de la UT. En consecuencia, es necesario aproximar numéricamente a

la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que

representa & la UT en diferentes tiempos del transitorio simulado.

La seleccién de los tiempos en donde se aproxima la matriz jacobiana se definieron

T4 Uasy al aualiois ue la grana de la puicauia gu ealda dol ECHCIGU0D, hna a0 1as

principales variables a seguir [30]. Se aproximaron 16 matrices jacobianas‘en los

tiempos: 0, 5, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 95, 110, 120, 130, 140, 150, 200 y 380 seg.

A continuacién se da una breve explicacién de la metodologia seguida para realizar

del desacoplamiento del modelo matemstico de la UT, invitamos al lector a

consultar las referencias [25] y [26] en donde se exponen con mas detalle estos
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conceptos.
El desacoplamiento se hace a través del anélisis de la matriz P de particpacion

de orden & [25], [26], la cual esta definida por

P = @ = (“u"u)’ 16)

donde v, [u,] es el k-ésimo elemento del i-ésimo vector caracteristico derecho
[izquierdo] v, [u] de o/, la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que representan al modelo.

Los vectores caracteristicos derechos [izquierdos] estan definidos por

Jv, = Ay, vr0, an

T T
wJ = Au, w0,

donde A, es el iésimo valor caracteristico, estos se normalizan para que

satisfagan la siguiente relacién

o1, si i
4y _{ 0, si i#f as)

Consecuentemente, la suma de los valores de todas los elementos de un renglén
o columna de Pes siempre igual a 1. A los elementos de P se les llama los factores
de participaciém del sistema y no tienen dimensiones, es decir, son independientes
de la eleccién de unidades de ingenieria en que se representa al modelo de la UT,
lo que evita problemas de escalamiento.

La magnitud de las p,; dan la medida de la participacién relativa de la k-ésima

variable de estado en el f-ésimo estado y viceversa.
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A cada una de las matrices jacobianas aproximadas se les calculd su matriz P de
participacion, sus vectores v valores caracteristicos.
En la grafica 2 se presentan la evolucién de los valores caracteristicos de todas las

matrices jacobianas calculadas en el transitorio simulado:

Distribucion de valores caracteristicos
Planta terrmoeléctrica

2
Turbogenerodor @
1.5

1
0.5
m & * - - T Lvrl
0 -%m—i—iﬂ ” : #
0.5
-1
-1.5

Turbogenerador @
-2

2140 -120 -1.00 -0.80 ~060 -D40 -020 -000 020

Grafica 2

La figura 1 presenta un diagrama simbélico de la matriz de participacién P, ésta
se interpreta de la siguiente forma, los niumeros en el primer renglén horizontal
se refieren a la numeracién dada a los valores caracteristicos, la primera columna
contiene los nombres asociados a las variables de estado, las siguientes columnas

presentan los simbolos . + *# que se refieren a los valores de las componente de
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la matriz P de participacién. Los simbolos tienen el siguiente significado:

Un . (punto) significa que el P elemento de P su valor estd entre 0<p,<0.01 .
Un + (mas) significa que el P,;elemento de P su valor esta entre 0.01 5p<0.1 |
Un * (asterisco) significa que el Py, elemento de P su valor est4 entre 0.15p,<1 .
Un # (gato) significa que el Py elemento de P su valor es pu=l .

123456789012345%678901234567

|
Xisc | ... . L T T
Xa2s8C | ... .. 2
X1TR | ...... L *y
X2TR ol +.
X3TR o
X1DM R T O e *
X1AR Lk S L T .0 *y
X2AR Rk U S U, +*,
X1CB N A H+.+. ... ... * 4
X2CB L LRSS e .. +¥
XIGR | ..o * ..
X2GR | viiniine . B..........
XIRC | . iinvieiie e * ...
X2RC | i e ..
X3RC | ooiie i i #.....
N HECO | .......... YR .,
RDRS T T *
TWWM R i '
RSSO N AT P T .
HSS0 B i s o L O
RRHO | ... ... . LI
HRHO | ...... oarLkek L. +. .
| LI
__DELTA | ... ... ... LA
HI1HO | ........ E
HDEW | ............ o e e
HHHO ( ........ * . L
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Observe que del diagrama simbélico de la matriz P de participacién se obtiene la

asociacién de los valores caracteristicos con las variables de estado.

Del anilisis de los resultados, consultar grafica 2 y figura 1, se concluye que

1.

Los valores caracteristicos se localizan en zonas claramente definidas del
plano complejo a lo largo de toda la simulacién de O a 400 segundos.
Existen dos valores caracteristicos con parte real casi cero y parte
imaginaria cercana a +2i, estos estan asociados a las variables de estado
NTR y DELTA, correspondientes a la velocidad de la turbina yelangulode
potencia del generador.

El modelo de la UT tiene definidas dos escalas temporales, siendo el subsiste-
ma ripido el turbogenerador, variables de estado NTR y DELTA, y el subsistema
lento lo identificamos con las restantes variables de estado.

El acoplamiento entre el subsistera rapido y lento es muy débil o nulo, ya que

sus factores de participacién se encuentran entre 0 y 0.01.

El modelo simplificado de la UT se dividi6 entonces en dos escalas temporales, y sus

mAdnlne ea dividiarnn ds Ia cionients farma-

21 médulos correspondieron a la parte lenta y,

2 méddulos a la parte rapida

El nmero de ecuaciones diferenciales ordinarias carrespondientes al modo rapido son 5

¥y la parte lenta tiene las 22 restantes.

De la conclusién 4, se puede aplicar la teoria presentada en el capitulo V, esto es,
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suponemos que el sistema de ecuaciones diferenciales esta desacoplado y escogemos los
algoritmos de integracion tal que las raices de su polinomio de estabilidad se encuentre
en la regién de estal.)ilidad absoluta del método de integracién.

Debido a la magnitud de los valores caracteristicos asociados al subsistema lento, y dadas
las caracteristicas de la regién de estabilidad absolutas del Euler explicito V.(33), el
subsistema lento se integra por medio de éste método con paso de integracién
£=0.25. Andlogamente, el método m4s adecuado de los algoritmos analizados por la
presencia de los valores caracteristicos con parte real casi ceroy parte imaginaria +2i,

es por las caracteristicas de su regién de estabilidad absoluta V.(33), para el caso del

subsistema rapido el Euler implicito con paso de integracién 0<h,<0.125, programado

con la estrategia P(EC)’E.

Se definié entonces, un ciclo de 0.25 seg. y los siguientes factores & multitasa de 2,
4y 8, lo que da los siguientes pasos para el subsistema ripido: 0.125, 0.0625 y
0.03125. No se interpola de los subsistemas lentos al rapido y se usa la estrategia de
informacién adelantada (algoritmos II1.5.2 y IIL.5.5).

- Se hicieron tres experimentos para cada uno de los factores multitasa, en cada uno
de es108 Se reallzo una S1MUIACION de U a auy $eg. CON el transitorio descrite anverior-
mente.

Para comparar el desempeiio del MIM implantado al modelo simplificado de la UT
se tomaron muestras cada segundo de las 27 variables de estado y 42 variables de
salida obteniéndose los maximos errores relativos en porcentaje de cada una de las

variables en toda la simulacién, respecto al patrdén de comparacién que se definié: el
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modelo integrado en forma convencional con un Runge-Kutta de orden cuarto y paso
de integracién £=0.1. Ademdis se obtuvieron los errores méximos relativos en
porcentaje alcanzados en el estado estacionario para las variables de estado. Las

férmulas empleadas son las siguientes

Er_Rel_Var,,_ - e~V Ve V| |, i=1,.,400, j=1,..69, (19)
iy lul
Er_Rel_Estc,, = le" o | 100, j=1,.27. (20)
ixfal

donde

Vies variables de estado y salidas del modelo de la UT obtenidas por medio del
método integrador Runge-Kutta de orden 4 programado en forma
convencional.

Vi variables de estado y salidas del modelo de la UT obtenidas por medio del
MIM.

Xp valor final de las variables de estado de la UT obtenidas por medio del
WEWAY  luiegiadur Duuge-iidea 40 o7din 1 progromads on forma
convencional.

Xp, valor final de las variables de estade de la UT obtenidas por medio del
MIM

En la seccién V1.4 se encuentran tres tablas con los resultados que se obtuvieron para

los tres experimentos. En la tabla 2 se presentan los maximos errores relativos en
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porcentaje, obtenidos para cada uno de las variables de estado, la tabla 3 presenta los
méximos errores relativos en porcentaje de cada uno de la variables de estado
respecto al estado final alcanzado (nuevo estado estacionario), finalmente en la tabla
4 se presentan los maximos errores relativos en porcentaje para cada una de las
variables de salidas del modelo de 1a UT durante el tiempo simulado.

Existen tres variables que presentan los mayores errores relativos en cada uno de los
experimentos, estas son la variable de estado X2GR con error aproximado del 3%,
y las variables de salida QWWGM ¥ QSH con errores aproximados de 6% vy 8%.

No se encontraron diferencias significativas en los errores relativos para las variables
de estado y variables de salida para cada uno de los experimentos, como se puede ver
de las tablas 2 y 4.

Esto se explica en parte debido a que en los tres experimentos la longitud del ciclo
permanece constante (0.256 de seg.) y no se esta interpolando, sino que se toma la
informacién adelantada del subsistema lento. Lo que se varid fue el factor multitasa
k (2,4, y 8), lo que hace que la parte rdpida se integre més veces por ciclo, per;:> la
informacién adelantada con la que se actualiza el subsistema rapido sigue siendo la
misma,

De acuerdo a lo anterior, se escogié el primer experimento para realizar las
comparaciones ya que en cuanto error no existen diferencias significativas respecto
a los otros experimentos, y ademas es el que menos tiempo de la Unidad de Procesa-
miento Central (UPC) consume debido a que la pa.rte ripida es ejecutada el menor

namero de veces por ciclo por su factor multitasa £=2
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La representaci6n grifica de las variables del experimento 1 que tienen el mayor
error se presentan en las grificas 3, 4 y 5 respectivamente, ¥ 8¢ comparan respecto
a las "exactas”, las obtenidas integrando en forma convencional la UT por medio de

un Runge Kutta 4. Las variables aproximadas por el MIM tienen pospuesto (M).

h
(%]

wn

X2GR
~ & &
= o
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3 /
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Estos errores satisfacen los denominados criterios de fidelidad establecides en la nor-
ma ANSI / ANS-3.5-1981 editados por la "American Nuclear Society” para la cons-
truccién de simuladores de entrenamiento.

El ahorro en el costo computacional de un MIM respecto a un método integrador con-
vencional se manifiesta en el menor ndmero de evaluaciones realizadas en las
ecuaciones algebraicas y las ecuaciones diferenciales ordinarias. A continuacién se
presenta el nimero de evaluaciones realizadas con el método integrador convencional

y el MIM aplicados al modelo simplificado de la UT.

El modelo simplificado de la UT tiene un total de
* 134 ecuaciones algebraijcas,
* 27 ecuaciones diferenciales ordinarias.
Un método integrador Runge-Kutta de orden 4 a paso fijo h=0.1, implantado en forma

convencional hace:

No. de evaluaciones de ecuaciones algebraicas por segundo 5,360

No. de evaluaciones de ec. diferenciales ordinarias por seg. 1,080

Total de evaluaciones {algebraicas+derivadas) por segundo 6,440

En el caso del MIM, el subsistema répido esta constituido por:
* 18 ecuaciones algebraicas,

* b ecuaciones diferenciales ordinarias,
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el subsistema lento tiene las ecuaciones restantes, es decir
* 116 ecuaciones algebraicas,
* 22 ecuaciones diferenciales ordinarias.

El MIM realiza el siguiente nimero de evaluaciones:

Subsistema Lento

No. de evaluaciones de ecuaciones algebraicas por segundo 464
No. de evaluaciones de ec. diferenciales ordinarias por seg. 88
Total sub. lento de evaluaciones {(algebraicas+derivadas) 552
Subsistema Rapido

No. de evaluaciones de ecuaciones algebraicas por segundo 144
No. de evaluaciones de ec. diferenciales ordinarias por seg. 40
Total sub. rapido de evaluaciones (algebraicas+derivadas) 284
Gran total MIM (algebraicas+derivadas) por segundo 836

De los datos presentados en las tablas anteriores se concluye que el MIM reduce el

costo computacional, respecto al nimero de evaluaciones de ecuaciones algebraicas

y diferenciales ordinarias en el 87%.

En lo que respecta a los tiempos de la Unidad de Procesamiento Central (UPC), ya
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que las pruebas se realizaron en una computadora personal 486 de 66 Mhz con 8 Mb
en RAM, el reloj de ésta.no tiene la resolucién para obtener el tiempo de UPC por
paso de integracién, por lo que se midié tinicamente el tiempo empleado por la UPC
en la ejecucién de toda la simulacién del transitorio. Los resultados obtenidos son los

siguientes:

Método integradar convencional Runge-Kutta 4, h = 0.125

Tiempo de UPC en 400 seg. simulados 9.35 seg

Método integradar multitasa, h,=0.25, h;=0.125, k=2

Tiempo de UPC en 400 seg. simulados 2.75 seg

Se obtiene entonces, un ahorro del 70.59% en el tiempo de UPC al usar un MIM en

el caso del ejemplo estudiado.
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§ V1.3 TABLAS
Varisbles Xstado Error Rel. axp. 1 Ifror Ral. Exp. 2 Error Rel. Exp. 3

X1sC 0.000% 0.000% 0.000%
X25C 0.000% 0.000% 0.000%
X1TR 2.393% 2.427% 2.451%
X2TR 0.371% 0.374% 0.377%
X3TR 0.3681 0.374% 0.377%
X1DM 0.628% 0.620% 0.620%
X1AR 0.606% 0.5%6%1 0.594%
X2AR 2,334% 2.329% 2.329%
X1CB 0.453% 0.450% 0.450%
X2CB 2.569% 2.569% 2.569%
X1GR 0.000% 0.000% 0.000%
X2GR 3.077% 3.074% 3.077%
X1RC 0.000% 0.000% 0.000%
X2RC 0.000% 0.000% 0.000%
X3RC 0.000% 0.000% 0,000%
HECO 0.G67% 0.066% 0.066%
RDRS 0.336% 0.328% 0.323%
TWWM G.026% 0.018% 0.018%
RSSO0 0.220% 0.217% 0.216%
HS50 0.094% 0.094% 0.094%
RRHO 0.363% 0.370% 0.374%
HRHO 0.080% 0.080% 0.080%
NTR 0.,000% 0.000% 0.000%
DELTA 0.294% 0.2B6% 0.294%
H1HO 0.011% 0.011% 0.011%
HDEW 0.008% 0.008% 0.008%
HHO 0.240% 0.240% 0.240%

Tabla 2
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Variables EIstado Error Rel. Exp. 1 Error Rel. Exp. 2 Error Bel. Exp 3
X18C 0.000% 0.000% 0.000%
X25C 0.000% 0.000% 0.000%
X1TR 0.034% 0.033% 0.033%
X2TR 0.003% 0.000% 0.000%
X3TR 0.000% 0.000% 0.000%
X1DM 0.104% 0.101% 0.101%
X1AR 0.098% 0.095% 0.085%
X2AR 0.098% 0.098% 0.098%
X1CB 0.101% 0.101% 0.101%
X2CB 0.098% 0.098% 0.098%
X1GR 0.000% 0.000% 0.000%
X2GR 0.002% 0.002% 0.002%
X1RC 0.000% 0.000% 0.000%
X2RC 0.000% 0.000% 0.000%
X3RC 0.000% 0.000% 0.000%
HECO 0.026% 0.026% 0.026%
RDRS 0.002% 0.002% 0.002%
TWWM 0.000% 0.000% 0.000%
R550 0.031% 0.031% 0.031%
K550 0.013% 0.013% 0.013%
RRHO 0.021% 0.021% 0.021%
HRHO 0.007% 0.007% Q.007%
NTR 0.000% 0.000% 0.000%
SoLTN PREL U.UUS% 0.023%
HYIHO 0.000% 0.000% 0.000%
HDEW 0.008% 0.008% 0.008%
HHO G.005% 0.005% 0.005%

Tabla 3
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Varjiables Salida

Error Rol. Rxp. 1

Error Rel. Exp. 2

Exrror Rel. Exp, 3

WG 4.148% 4.141% 4.146%
TFN1 2.883% 2.772% 2.724%
TWWGO 2.209% 2.127% 2.087%
CWWERM 6.149% 5,920% 5.809%
HORS 0.036% 0.036% 0.036%
TDRS 0.018% 0.018% 0.018%
PDRS 0.189% 0.183% 0.181%
HDRW 0.074% 0.072% 0.071%
ROHW 9.108% 0.106% 0.106%
WDRS 0.411% 0.387% 0.3689%
PS50 0.201% 0.201% 0.201%

550 0.058% 0.058% 0.058%
TS50 0.147% 0.147% 0.147%
QWWMW 1.905% 1.813% 1.770%
WEW 0.401% 0.427% 0.439%
WSS0 0.209% 0.210% 0.211%
WSY 0.000% 0.000% 0.000%
ACY 0.367% 0.372% 0.377%
WRY 0.000% 0.000% 0.000%
WAR 4.177% 4.170% 4.177%
WGR 4.178% 4.172% 4.175%
WEL 4,.63B% 4.458% 4.371%
XGG 0.000% 0.000% 0.000%
wsH r.¥07v T.375% T, o000
QRH 4.935% 4.933% 4.940%
QEC 4.278% 4.112% 4.035%
PHPO 0.219% 0.221% 0.224%
PRHO 0.229% 0.231% 0.234%
TRHO 0.169% 0.169% 0.169%
WHPO 0.208% 0.210% 0.211%
HHPO 0.064% 0.064% 0.064%
THEOQ 0.152% 0.149% 0.149%
MWHP 0.140% 0.122% 0.122%
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WRHO 0.230% 0.231% 0.234%
MWLP 0.225% 0.219% 0.218%
HEPO 0.008% 0.006% 0.008%
HCPO 0.000% 0.000% 0.000%
MHGN 0.280% G.271% 0.280%
HLHD 0.030% 0.030% 0.030%
HDED 0.039% 0.0393 0.039%
HHHD 0.046% 0.046% 0.046%
MWRTC 0.117% 0.105% 0.099%
Tabla 4
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CONCLUSIONES

Se presenté un conjunto de algoritmos de integracién multitasa de bajo orden con
paso de integraci6n constante, cuyo desempeiio es superior a los convencionales en
ambientes de tiempo real en el que las necesidades de aproximacién no son tan
exigentes, éstos superan las restricciones que imponen a los métodos de integra-
cién numérica los elementos modelados de los procesos en ambientes de simulacitn
en tiempo real,

Se desarrollo una teoria para el error de truncamiento local que demuestra que
éste tiende a cero cuando h tiende a cero, y se caracterizé las regiones de
estabilidad absoluta de los MIM's tinicamente en el caso cuando la componente
lenta del sistema modelado es independiente de la rapida (o viceversa). Sin
embargo, no se establecié ningnin criterio simple para caracterizar las regiones de
estabilidad absoluta cuando existen acoplamientos fuertes entre las componentes
lentas y rdpidas.

Se demostré que los algoritmos que tienen el menor error de truncamiento local
son los que utilizan interpolacién de los subsistemas lentos a los rdpides y los
algoritmos que utilizan informacién adelantada o atrasada su error de trunca-
miente local est4 fuertemente afectado por el grado de acoplamiento del sistema

répido con el lento.
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Se encontraron los polinomios de estabilidad de cada uno de los algoritmos
presentados.

En cuanto al uso préctico de los algoritmos analizados se demostrs que esfos se
deben aplicar dnicamente en los casos en que existe un acoplamiento muy débil
entre las componentes rapidas ¥ lentas, en caso contrario log algoritmos pueden
presentar problemas de estabilidad con pasos de integracién que no sean lo
suficientemente pequefios.

Se demostré por medio de la matriz de participacion, que la caracteristica de
acoplamiento débil la presenta el modelo simplificado de la planta termoeléctrica
analizado, él cual representa adecuadamente la estructura de los modelos de
procesos de plantas generadoras de energia eléctrica.

Por otra parte, por las caracteristicas que presentan en cuanto aproximacién,
estabilidad abscluta, menor complejidad en la 16gica de programacidn, menores
requerimientos de memoria y flexibilidad para cambiar los métodos de integracién
asociados a los subsistemas en los que se divide el procese modelado, los
algoritmos de integracién multitasa que utilizan la estrategia de informacién
adelantada, presentan un desempefio eficiente para ambientes de simulacién de

plantas generadoras de energia eléctrica en tiempo real.
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