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INTRODUCCION

En la cultura griega, la geometria aparece como una herramienta para solucionar
problemas; una parte importante del método para resolverlos pasé de ser empirico y
aprioristico a ser analilico y sintético'. Estos iltimos se¢ ven enriquecidos con los
trabajos de Euclides, Arquimedes y Apolonio, entre otros. Los hombres que se
encargaron de rescatar y difundir dichos trabajos son llamados comentadores, entre ellos
encontramos a Pappus. El puso énfasis en problemas que nadie habla resuelto, tales
como la duplicacidn del drea, la triseccién del dngulo y la cuadratura del cfrculo. Estos
problemas, en la medida en la que debfan ser resueltos segin cl método sintético y
analftico, se clasificaron en: problemas de construccidn (sintesis), especialmente el
estudio de lugares geométricos’; y la aplicacién de la teorfa de las secciones cOnicas
(andlisis).

Uno de estos problemas sin solucién fue el problema del Jugar geométrico de tres
y cuatro lineas; o problema de Pappus, que como s verd mds adelante, recibe este
nombre en honor a quien le dio un sentido claro y acabado al problema. Este consiste
en que dadas (tres) cuatro lineas en posicién, encontrar €l lugar geométrico de los
puntos desde los cuales otras (tres) cuatro lineas se pueden trazar a las (tres) cuatro
lineas dadas, en dngulos iguales con la linea que tocan, tales que el producto (cuadrado)
de (una de ellas) dos de ellas estd siempre en una razén dada con el producto de las
otras dos. El lugar geométrico es una cénica que pasa por las intersecciones de las
(tres) cuatro Ifneas dadas (véase Apéndice 11).

Los intenlos de demostracién, para tal problema, gue se dieron en la tradicion
griega antigua, no llegaron a buen término, entre olras cosas porque no se¢ tenfa una
clara concepcidn del problema (Apéndice 11); dentro de los primeros intentos que se
dieron estaban los de Aristeo, Euclides y Apolonio. Asi, el problema llegé hasta la
época en que Pappus lo rescata y lo plantea més claramente sin lograr resolverlo. Dos
mil afios después Descartes lo conoce y mediante su geometria analitica lo resuclve;
Newton al estudiar dicha solucién critica las bases metodol6gicas del mismo, al realizar
un andlisis comparativo entre las herramientas de Descartes y las griegas, y propone su
propia solucién siguiendo el método de fluxiones y momentos, una fusién de conceptos
griegos y de su tiempo.

Los trabajos modernos que de alguna forma tratan la solucidn de Newton a este
problema, tienden a desarrollar cuatro diferentes posibilidades; primero, que la solucién
newtoniana concuerda con el método griego; segundo, que no concuerda con dicho
método; tercero, que el problema fue la piedra angular en donde descanzaron grandes
investigaciones futuras, y, cuarto; que tan sélo fue otro de tantos problemas que liegé
a solucionar. Algunos expertos en matemdticas griegas como Jones {1986], Knorr
[1986] y Heath [1981], afirman la cuarta posibilidad; en cambio Boyer [1989), Gjertsen
(1986] y Kline [1956], defienden la primera; éste dltimo tambien comparte el tercero
junto con Whiteside [1969) y Westfall [1980]; finalmente, algunos expertos, como De
mamlﬁico cunsiste ca siponer algo coma verdudero y deducin de 2k propivdades, hosta fkegar v otro hecho cuys verdud

na sea jonable. El método simélico, contrario sl anterior, va de lo particular & lo general, dispone causas y consccucncias en
un orden natural hasta llegar & construir lo que se buskca [Vera 1970, Pappus, 991).

2 Ei lugsr geomérico €3 el conjunic de puntos que describen una curva que cumple con ciena propicdad [Unguru 1996].
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Gandt [1990], Galluzzi [1986], Grosholz [1987] y ¢l mismo Whiteside [1969] entre
otros, afirman la segunda.

Asi, cada uno ve la solucién newtoniana de acuerdo a su perspectiva o interés
intelectual. Pero, ninguno ha desarrollade un trabajo en extenso sobre esto, pueslo que
para elflos todo estd enmarcado en el uso de la geometria en el Principia, y el problema
de Pappus viene a ser parte del mismo. Sin embargo, las caracteristicas def problema
lo hacen sobresalir del Principia, como veremos mds adelante; ya que por un lado
results ser la base donde se sustenté la geomelria analitica de Descartes; y por el otro,
desarrollé elementos que mds tarde le serdn de gran utilidad a Newton en el cilculo
diferencial e integral, e incluso en una incipiente geometrfa diferencial, a pesar de
algunas argumentaciones contrarias.

Luego, no es sélo un problema cuya solucién quedo truncada por varios afos y
que retomaron Descartes y Newton como entretenimiento, o mds ain, s¢ prefexto para
una rencilla de cardcter intelectual; sino que entrafia un trasfondo que nos lleva a
cuestionar la metodologia, y por ende, el fundamento de cada concepcion que busca
resolverlo.

Anie la critica de Newton, se creyd que el problema fue resuelto por €ste
conforme al método griego; al menos, eso es lo que se afirmd; sin embargo, tampoco
logra resolverlo conforme a dicho criterio. For ello, es posible encontrar, en Newton
y Descarles, un paralclismo conceptual y un intento metodonlégico andlogo: un rigor
analitico y una construccidn sintética; ambos utilizando herramientas que no son propias
del m&odo gricgo, aungue Newton haya afirmado lo contrarie. Esto se cjemplifica en
lo siguiente,

En los griegos los instrumentos para ¢l trazo de curvas son la regla y el compiés;
en Newlon son instrumenios mecdnicos; y en Descartes no existe diferenciacién alguna
entre uno y otro instrumento, ya que para €l lo mds importante es la representacion
algebraica de las figuras, Consecuentemente, las herramientas entre los tres métodos
analizados muestran una clara diferenciacién conceptual (comparacién metodolégica);
por ejemplo: en los griegos existe una geometria de los puntos fijos que se basa en
deducciones légicas (analilico) y en una validacidn sintética a través de la construccién
de las figuras; en Descartes, en pasar de una representacién geométrica a su
correspondiente expresién algebraica, obteniendo una expresidn mds simple (andlisis),
para regresar nuevamente a la figura geométrica y viceversa (sintesis); y en Newton,
es una geometria de los puntos mdviles que se basa en cantidades evanescentes -que
tienden a cero- (andlisis} y en una construccién final como criterio de validacioén
geométrico (sintesis).

Como se puede observar, todos los méiodos tienen una parte sintética y otra
analitica, pero difieren en la forma en que cada uno lo interpreta; ya que en cada caso
la argumentacién deductiva recae sobre diferentes supuestos: puntos fijos - puntos
algebraicos - puntos méviles, respectiviunente. Y en esta revision metodolégica y
conceptual es donde se sustenta nuestro andlisis, cuya finalidad es determinar hasta qué
grado cada solucidn cumple con los requisitos que impone la geometria griega; en
especial la newtoniana.
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Es por ello que se tuvo gue recurrir a una revision histdrica (Apéndice 1I), tratando
de identificar los fundamentos que conforman a la tradicidn geométrica de los griegos,
para poder evaluar correctamente Jas soluciones de Descarles y Newton (Apéndice I,
método y solucidn de Descartes como punto de referencia en la comparacién con lo
realizado por Newton), e inclusive la de [os mismos griegos. Mientras que en el capitulo
central realizamos una revisién breve del problema para situarnos histéricamente, pasando
luego & 1a parte técnica de la sotucién de Newton al problema de Pappus (Libre I, Seccidn
V, Lemas XVII-XX1); clarificando las herramientas que fue utilizando hasta llegar a la
demostracién (seccidn 1.2), puntualizando cada elemento que sirvié de comparacidn entre
uno y otro método. En especial, esta parte requirid de anotaciones al margen (entre
corchetes) para hacer accesible la demostracion y el desarrollo 16gico de cada herramienta
utilizada. También incluimos una seccién sobre la historia del método newtoniano,
buscando dar causalidad a nuestro andlisis. Finalmente la seccidn .4 incluye las
diferencias mds marcadas entre cada método de solucién.

Asf, los criterios de validacién que cada cual tomemos respecto a dicha solucién
estardn en funcién de la posicidn metodoldgica con la cual nos identifiquemos, ya que éste
es un problema de método {conceptos, herramientas e instrumentos), por lo que no se
pretende discutir los fundamentos tanto histéricos como especificos de la geometria en
general; de lo que se trata, en cierta forma, es de determinar que elementos estdn
fundamentando tal demostracidn.

Es por ello, que nos hemos propuesto sopesar las aportacidnes de las soluciones al
problema de Pappus anteriores a la de Newton, sélo como punto de comparacidn. Y con
ello, poder realizar el andlisis metodolégico de la solucidn newteniana, valorando la
demostracién conforme a los postulados de la tradicidn geométrica griega.



I. La solucién de Newton al problema de Pappus
1. El problema de Pappus

La solucién newtoniana del problema de Pappus (véase Apéndice I, pag. 73), ha sido
evaluada en medida de su adecuacién a la tradicién geométrica griega de fines de la
antigiiedad [Knorr 1986]. En este sentido se ha perpetuado la creencia de que sélo 2000
afios después Newton logré reselverlo conforme a dicho criterio [Boyer 1985]. Una
revisién histérica de los diversos métodos de solucién tanto en la antigiiedad (Euclides,
Apolonio, Aristeus y el mismo Pappus) como en el siglo XVII (Descartes y Newton}, e
incluso las reconstrucciones modernas con base en hallazgos originales (Jones y Knorr),
aportan elementos que cuestionan tal creencia, al menos en cuanto a la validez de la
demostracién.

Estc problema desconcert$ a los geémetras griegos desde la antiguedad, ya que a
pesar de todo el armazén de conocimientos geométricos que poseian (teorfa de
proporciones, teorfa de las secciones cénicas y el estudio de los lugares geométricos), no
lograron solucionarlo. :

Los primeros intentos por solucionar el problema, que entre los griegos se conoce
como el lugar geométrico de tres y cuatro lineas, fueron de Aristeo para fos casos de dos,
tres y cuatro lineas sin llegar a resultados satisfactorios. El siguiente, fue Euclides pero
s6lo consigui6 la solucién para el caso de dos lineas; quien lo retoma es Apolonio,
resolviendo tnicamente la parle analitica para el caso de tres lineas. De esta forma llega
a la época de los comentadores, donde Pappus profundiza el problema al delerminar que
la solucién requiere de una parte analitica y otra sintética, como marca la tradicién
geométrica, y lo generaliza para més de cuatro lineas (véase Apéndice II). Es por ello que
cuando Descartes conoce el problema 2000 afos después, lo denomina problema de
Pappus en honor a quien le da este sentido tan definido. Y en relacion a esto, es que el
problema de Pappus ha merecido ¢l respeto y admiracién de los investigadores
contempordncos, quicnes ven en €l al precursor de la geometrfa analitica cartesiana y la
fuente de una de las controversias mds interesantes entre dos colosos: Descartes y Newton.

El problema fue resuelto por Descartes usando su geometria analitica, pero Newton
aboga por una solucién conforme a los cdnones griegos, es decir, que se de una solucién
que corresponda al uso de los métodos analitico y sintético griegos; es este afdn, Newton
presenta su propia solucién, donde busca rescatar dichos métodos mediante la nocién de
puntos en movimiento, como la ‘forma natural’ de extiender los resultados de la geometria
antigua a la geometria actual, conformando su método de fluxiones y momentos. El
sustento teético de tal método descansa en el siguiente criterio newteniano:

Como los antiguos (segin cuenta Pappus) consideraban de mayor timportancia la mecdnica
para la inteligencia de las cosas naturales, y como los modernos -rechazando formas
substanciales y cualidades ocultas- han intentado reducir los fendmenos de la naturaleza a
las leyes materndticas, he querido en este trabajo cultivar la matemdtica en lanto que se
reluciona con la filosoffa... Toda la dificultad de 1a filosofia parece consistir cn que, a
partir de los fenémenos del movimiento, investiguemos las fuerzas de la naturaleza y
despuds desde estas fuerzas demastremos el resto de los fendmenos... Desde la mecinica
se postula su solucidn mientras en peometria s ensefia ¢l uso de las soluciones. Se funda,
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pues la geomelrfa en la prictica mecdnica y no es otra cosa que squella parte de la
mecdnica universal que propone y demuestra con exactitud el arte de medir. [Newton 1987]

Newton conoce el problema desde una edad temprana, gracias a su investigacion de los
problemas cldsicos de lugares geométricos, entre ellos ¢l problema de Pappus; extrajo
varios resultados importantes, al grado de que después los incorpora casi cual estaban

redactados al Principia.

Casi por ¢l mismo tiempo en que Newton realiza su estudio de la geometria griega,
relee la Geometrie de Descartes. Dieciseis afios antes, por su propia cuenta, la habfa
estudiado de forma minuciosa, 1o introdujo a las matemdticas. Ahora €l va a escribir en
los margenes complementarios cosas como vix probo (penosamente lo apruebo), error, y
Non Geom (no es geometria). Probablemente en conexién con estas lecturas, Newton toma
la posicién de considerar ‘errores en la Geometrfa de Descartes’. Una introduccién a los
problemas de lugares geométricos entre 1665-1670, abre con un frontal ataque contra
Descartes y el andlisis moderno. En €l futuro, nunca se referird a su debate con Descartes,
aunque a menudo repila sus objeciones, al grado de llamar a la geomeltria cartesiana ‘el
andlisis de las trampas (trucos, chapucerfas) en matemdlicas’. La controversia con
Descartes influyé no sélo el contenido sino ademds la forma en que se desarrotlan los
Principia’.

El primer libro de los Principia estd operando con construcciones matemdticas
exclusivamente, donde se hace abstraccién sistemdtica de la masa en todos los llamados
‘cuerpos’, que por eso son puros puntos y no cuerpos efectivamente *fisicos’. No obstante,
la matemdtica de Newton aparece impregnada por conceptos totaimente fisicos, nacidos
del legado de sus antecesores [Galileo, Kepler, Descartes].

El libro I contiene docenas de problemas sobre la determinacién de secciones conicas
que satisfacen condiciones dadas: teniendo focos dados, pasando a través de puntos dados,
tangentes a lineas dadas, etc. Ademds de los problemas propios de lugares geométricos.
De éstos, primero trabajo sobre una serie de proposiciones que constituyen lineas rectas
o circulos; éstos fueron requiriendo cada vez mds el paso a lugares sélidos, o cdnicas;
llegando a establecer cuatro proposiciones de gran generalidad: dadas ciertas condiciones,
una lista considerable de las cuales incluye, el lugar en cuestidn serd una lfnea recta, un
cfrculo, una cénica (o lugar geométrico sélido) o una curva de mayor dimensién (un lugar
geométrico lineal) .

Asf, de los lugares geométricos planos, pasa a los lugares geométricos sdlidos, entre
ellos et probiema de Pappus. Newton asimilé 1a solucién analitica en los inicios de sus
estudios matemdticos, por 1o que afirmé que los geémetras griegos habian solucionado el
problema’; no obstante que Descartes opinara lo contrario. En siete proposiciones, Newton
ofrece su propia solucién, en la cual reduce las cuatro lineas o lugar geométrico sdlido a

1 Citado en [Westfall, 378-380]; Trinity College Libmry. Math 4, 336.44. David Giregory's diary, May 1708, Hiscock, p.42.

2 Citado en [Westfall, 1980, 378]; Loca plana, Mathematical Papers 4, 230-d44. Cf. Math 4, 244-50 y sobre Quaesionum solutio
geometrica, Math 4, 250-68.

3 Newton #firma que los gricgos no fallaron al solucionar el problema de Pappus; sino que los comentadorey, entre ellos Pappus, no
tuvicron Ia capacidad para interpretar Jos resuliados. Sin embargo, no exislé ningunas ¢videncia que permila susientar 1a ¢reencia de
Newion, 1an e3 asf, que despuds d¢ un tiempo evitd cualquier comentario n relacidn a ¢llo.
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su primera construccién orgdnica de las cénicas. Entonces, en seis proposiciones
adicionales llega irremediablemente a enfrentar el problema de demostrar cudndo un
problema de lugar geométrico es un lugar geométrico s6lido’. El resultado de estos
estudios serd un pequefio tratado que esperaba publicar, pero que nunca salié a la luz.

Newton introduce una versién modificada de las primeras siete proposiciones de su
tratado preliminar en et Principia {Libro I, Seccidn V, Lemas XVH-XXI, Proposicién
XXII). Manifiesta haberlas insertado para ejercitar su pensamiento matemdtico en piblico,
en las cuales evita establecer formas de andlisis moderno, dando un golpe a la jactancia
de Descartes.

La solucién de Newton a este ‘famoso problema de los antiguos que concierne a
cuatro lineas que comenzé con Euclides y fue llevado hasta Apolonio’, es sintético mds
bien que analitico® [Boyer 1936, 140]. De hecho, afirma en sus Mathematical Papers [VII,
4017 El descubrimiento del lugar geomélrico de tres y cuatro lineas fue, sin embargo, en
dos partes: la primera analitica y la Gltima simética, Para €I, ¢l problema bien podifa ser
resuello por una curva que representa el lugar geométrico de puntos que cumplen la
propiedad, pero también podia serlo por la interseccién de varios lugares geomélricos. Por *
ello afirma que de las condiciones dadas del lugar geométrico se puede conocer de qué
tipo es y cémo puede ser descrito, asi en un problema particular se pueden encontrar
aparte los lugares geamétricos que son simples, y al intersectarlos determinar y describir
el lugar geoméirico general®. Sin duda, esto reflgja que Newton tuvo en mente la
generalizacién del problema de Pappus, ademds de las posibles variantes del mismo, como
el que aparece en los Mathematical Papers [V, problema 12, nota 240, 202].

Resumiendo, es de aqui que surge la discusién metodoldgica de Newton a la solucién
del problema dada por Descartes, analicemos entonces la tan renombrada solucién de
Newton, buscando evaluar su adecuacién a la tradicién geométrica griega. Para ello
necesitamos retomar, brevemente:

1) Algunos de los conceptos tedricos que permiten situamos en dicho contexto, una
exposicién detallada se encontrard en el Apéndice I1, con lo que se busca establecer a qué
nos referimos cuando hablamos de la tradicién geométrica griega y la diferencia de
terminologia respecto a Newton. Ademds de establecer el enfoque del problema que
Newton le estd dando;

2) una serie de herramientas donde se observa el uso newtoniano de los términos (1.2),
para esclarecer qué elementos son necesarios al hacer la demostracidn y su uso; y

4 Westlall. Solutio problenatis veterum de locn solido; Math 4, 282-320),

5 En el Principia muchas demostraciones son dudas por Newton de forma analtica y <l resto sintéticamente, pero su demostracidn
sintélica equivals a su descubrimiento anslitico que fue derivado por medic del mélodo de fluxivnes y momentos [Whiteside 1969, VII,
445-449], No sc ticne pruchas de que Newton haya logrado tener 1odos los resultados por este métado y que luego haya decidido
presentarlos en goneccidn con uni visidn geemdirica. coma mushos histedadores han csablesidu

6 Whiteside. 1969, Maih 4, 226, ¢f. D.T.Whitcside, “Introdustion”. The Mathematical Works of Ivaac Newton, 2 voly, New York,
1964. Veasc ademis 1.J. Milng, "Newton”s Contributions 10 the Geometry of Conics™ ¢n W, Greensireet, ¢d., Isaac Newton,
1642-1727, London, 1927, pp. 96-104.
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3) situarnos en el contexto del método (1.3 y 1.3.1), para establecer las diferencias
respecto a cada método usado y asf apreciar el trabajo de Newton (1.4 y 1.5).

Nétese que no basta con enumear las proposiciones a las que hace referencia Newton
para la demostracién, sino que se trala de buscar una secuencia conceptual, dentro del
Principia, que nos lleve hasta el resultado esperado y, con ayuda de lo enumerado,
finalmente-a .una conclusion.

La secuencia conceptual que se pretende realizar en los Principia, es andlogo a lo
que Newton hizo con la Geometrfa de Descartes, ya que es de observar que en el
momento en que Newton revisa tal trabajo -ya asimilada la geometria griega-, encuentra
ciertas diferencias conceptuales. Estas diferencias son andlogas a las que se enconirardn
a lo largo del Principia, ya que si Newten criticd a Descartes en cuanto a su apreciacion
conceptual y las herramientas utilizadas, también es de suponer que en Newton pasa lo
mismo.

Si en Descartes el uso de instrumentos algebraicos fue criticado, en Newton también
pueden ser criticados sus instrumentos mecdnicos. Si en Descartes existen conceptos
asociados a la identificacién de puntos con posicién en e! plano, con expresiones
algebraicas; en Newlon existe el de puntos en movimiento; situaciones que no son
concebibles dentro de la geometria gricga.

Sin embargo, no basta tan sélo con puntualizar donde esldn fas concordancias y
diferencias del método newtoniano respecto a la tradicién griega o a Descartes, sino que
se debe encontrar la razén de esto; asi como, dejar por un momento nuestra critica
presentista para valorar la demostracion conforme a las condiciones y concepeién propia
de la época de 1a demostracion, es por ello gue se dan los apéndices I y I como guia
histdrica.

1.1 La demostracidn

La forma en que Newton enuncia el problema de Pappus se contrapone con la forma en
que aparece tanto en la versién original de Pappus (vedse Apéndice il) como en la de
Descartes {vedse Apéndice I), por presentarse en sccciones y no como parle de un solo
enunciado.

Newton inicia la Seccidn V del Principia, donde presenta la solucién, con el Lema
XVII, donde verifica la posibilidad de la situacién geométrica descrita en el problema
original, incluyendo ciertas variantes; para continuar con el Lema XVIII, donde da por
hecho lo anterior y reafirma las condiciones necesarias para resolver el problema; hasta
llegar al Lema X1X que corresponde ya al enunciado original salvo dos condiciones, que
serdn expuestas en los respectivos Corolarios 1 y 2, con lo que completa el problema.
Veamos dicho desarrollo; las anotaciones pertinentes se hardn entre corchetes para facilitar
el seguimiento de la demostracion.

Lema XVII: Si de un punto P cualquiera de una seccidn conica dada se
trazan las lineas rectas PQ, PR, PS y PT segin dngulos dados sobre los
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lados prolongados AB, CD, AC y DB de un trapecio ABDC que se halla
inscrito en esa seccidn, y trazadas las Ifneas una a cada uno, ocurrird que
el rectangulo PQePR de los lados opuestos AB y CD guardard con el
rectdngulo PSePT de los otros dos lados opuestos AC y BD, una razén
dada.

Caso 1: Supongamos primero que las 1fneas trazadas hasta un par de lados
opuestos son paralélas a cualquiera de los otros lados, por ejemplo: PQ y
PR al lado AC, y PS y PT al lado AB. Ademds, sean dos de los lados
opuestos, por ejemplo AC y BD paralélos entre si. Entonces también la
recta que bisecta esos lados paralélos serd uno de los didmetros de la
seccién cénica y bisectard igualmente a RQ. Sea O el punto donde RQ es
bisectada, y PO serd una ordenada a ese didmetro. Prolénguese FO hasta
K, de manera que OK sea igual a PO, y OK serd una ordenada sobre el
otro lado del didmetro (figura 1).

Figurn 1

Puesto que los puntos A, B, P y K estdn situados en la seccidn cdnica y PK
corta AB en un dngulo dado, el rectingulo PQ*QK [PQK] (por las
Propocisiones XVII, X1X, XXI y XXIII de libro 1l de las Cédnicas de
Apolonio) guardar4 con el rectdngulo AQ*QB [AQB] una razén dada. Pero
QK y PR son iguales, puesto que son diferencias iguales de OK, OP y 0Q,
OR; por lo cual son iguales los rectdngulos PQK y PQePR; y en
consecuencia el rectdngulo PQePR est4 con el rectdngulo AQB, esto es, con
el rectingulo PS*PT en una razén dada. Q.E.D.

[Supongamos PQ, PR || AC y PS, PT || AB; sean AC || BD, entonces por las relaciones
de paralelismo y las propiedades de las cénicas, CD bisectard a RQ y serd uno de los
didmetros de la seccién cénica. Asi, RO=0Q, OK=PO, QK=PR. Siguiendo el enunciado
de la demostracion, tenemos:

PQeQK ~ AQ+*QB

PQQK=PQePR

= PQePR = AQ*(}B=PS*PT)

—
7 Las figures 1-16 son womnadus de [Newion 1982]. Métese Tn susencis de as segciones cdnicas en las fguras adn cusnde son
mencicnadas en el texto eriginal.



Caso 2: Supongamos ahora que los lados opuestos del trapecio AC y BD no
sean paralelos. Trazemos Bd paralela a AC y que corte tanto a la recta ST
en t, como a la seccién cénica en d. Unamos Cd, cortando PQ en 1, ¥y
trdcese DM paralela a PQ, cortando a Cd en M y a2 AB en N (figura 2).
Entonces (debido a los tridngulos semejantes BTt y DBN) Bt o
PQ:Tt=DN:NB. Y asi, Rr:AQ o PS=DM:AN.

Figura 2

Luego, multiplicando antecedentes por antecedentes y consecuentes por
consecuentes, como el rectdngulo PQeRr es al rectdngulo PS*Tt, del mismo
modo el rectingulo NDM es al rectdngulo ANB, y (por el caso 1) el
rectdngulo PQePr es al rectdngulo PSePt y, dividiendo también es el
rectingulo PQePR al rectdngulo PSePT. Q. E.D.

[De los tridngulos semejantes, BTt = DBN, se obtiene Bt o PQ:Tt=DN:NB, pero entonces
por la manera en que se construy6 la figura y las relaciones anteriores, se tiene Rr:AQ o
PS=DM:AN. Siguiendo el enunciado de la demostracién, PQeRr:PS*Tt y NDM:ANE.
Y asf, al reducir al caso anterior, PQ*Pr:PSePt y PQ*PR:PS*PT]

Caso 3: Supongamos por tltimo, que las cuatro lineas PQ, PR, PS, PT no
son paralélas a los lados AC, AB, sino que son inclinados respecto a ellos.



En su lugar trdcese Pq y Pr paralelas a AC; asi como Ps y Pt paralelas a
AB (figura 3); puesto que los dngulos de los tridngulos PQq, PRr, PSsy
PTt estdn dados, las razones de PQaPq, PRaPr, PSaPs, PTaPt estardn
dadas también; y por tanto las razones compuestas PQePR a PqePr y
PSePT a Ps*Pt estardn dadas. Pero, a partir de lo antes demostrado estd
dada la razén de PqePr a PsePt; luego, también lo estard la razdn de
PQe*PR a PSePT. 0.E.D,

Figura 3

[Por construccién, PQ:Pq, PR:Pr, PS:Ps, PT:Pt = (por composicidn de razones)
PQePR:Pq*Pr, PSePT:PssPL = (por los casos 1 y 2) PqePr=Ps*Pt = PQ*PR =PS*PT.
Este desarrollo corresponde a la parte analitica de la solucidn, segin el criterio griego
adoptado también por Newton, véanse Apéndices [y IL. Es decir, se estdn deduciendo las
propiedades particndo de la figura, o de condiciones dadas)].

Lema XVI1II: Suponiendo las mismas cosas, si el rectingulo PQ*PR de las
lineas trazadas a dos lados opuestos del trapecio, guarda con el rectdngulo
PS*I'T de las trazadas a los otros dos lados, una razdn dada, entonces ¢
punto P desde donde se trazan dichas lineas es tangente @ 1a seceién cénica
descrita en torno al trapecio.

Supongamos una seccién cdnica descrita por los puntos A, B, C,De
infinitos puntos P, como por gjemplo p. Afirmo que el punto P siempre serd
tangente a esta seccién. Si se niega, dnase AP cortando a esta seccidn
cénica en algin otro lugar distinto de P si es posible, como por ejemplo en
b (figura 4). Por consiguiente, si desde esos puntos p y b, se trazan sobre
los lados de! trapecio segtin dngulos dados las rectas pq, pr, ps, pty bk, bn,
bf, bd; tendremos (por el Lema XVII) que como bkebn es a bfebd, asi es
pgepr a psept, y asi (por hipétesis) como PQePR a PSePT. Y debido a la
semejanza de los trapecios bkAf y PQAS, como bk a bf asi PQ a PS. Por
lo cual, dividiende los términos de la proposicidn precedente por los



correspondientes términos de ésta, tendremos bn a bd como PR aPT. En
consecuencia los trapecios equidngulos Dnbd y DRPT son semejantes y sus
diagonales Db y DP coinciden. Y de este modo, b cae en la interseccién de
las rectas AP y DP, y por tanto coincide con P. Por ello, sea cual sea el
punto donde se suponga P caerd en la seccidn cénica supuesta. Q.E.D.

Fipgura 4

[Siguiendo el enunciado de la demostracidn tenemos, por el Lema VII, que: bkebn:bfebd
y PqePr:PsePt, luego, por hipdtesis, PQ*PR:PS*PT. Pero, por ser semejantes los
trapecios bkAf=PAQS= (propiedades dc trapecios semejantes) bk:bf=PQ:PS. Asi,
desarrollando lo enunciado por Newton:
= bkebn:hbfebd =_PQePR:PS*PT

bk bf PQ PS
= bn:bd =PR:PT
= Dnbd = DRPT = Db = DP (diagonales)
= b e APMNDP = b=P]

Corotario: De aqui que, si desde un punto comin P se trazan tres rectas
PQ, PR y PS sobre otras tres dadas en posicién (AB, CD y AC), una a
cada una y segin 4ngulos dados, y ¢} rectdngulo PQePR formado por dos
de las trazadas es al cuadrado de la tercera PS, segiin una razén dada, el
punto P desde el que fueron trazadas estard ubicado en la seccin conica
tangente a las lfneas AB, CD en A y C; y viceversa {por el Lema XVII].
Pues permaneciendo idéntica la posicidn de las tres rectas AB, CD y AC
hégase que la linea BD se aproxime y coincida con AC [uso de puntos en
movimiento]; luego, hdgase lo mismo con PT hacia PS; y entonces el
rectingulo PS#PT devendrd en PS? y las rectas AB y CD que antes cortaban
la curva en los puntos A y B, C y D ya no cortan sino que tocan tan sélo
la curva en esos puntos coincidentes, luego son tangentes a ellos,

[Esta parte corresponde al lugar geoméirico de ltres lineas, presentado como un caso
particular del lugar geométrico de cuatro lineas cuando dos de ellas coinciden. Ademds,
aunque sigue perteneciendo a la parte analitica de 1a solucién seglin la tradicidn griega,
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Newlton usa el argumento moderno de puntos en movimiento; retomaremos esto en la
discusidn).

ESCOLIO

En este Lema el nombre de la seccidén cénica debe entenderse en sentido
amplio, abarcando tanto la seccién rectilinea a través del vértice del cono
como la circular paralela a la base. Porque si €l punto p resulta encontrarse
con una recta, por la cual son unidos los puntos Ay D, 0 Cy B, la seccidn
cénica se tornard en dos rectas, una de las cuales es la recta que une los
otros dos de los cuatro puntos

[porque !a seccidn cénica deberd pasar por los puntos A, B, C, Dy Py y si A, Dy P estdn
en una recta, sélo queda que B y C estén en otra].

Figura 3

Si los dos dngulos opuesios del trapecio son, sumados, iguales a dos rectos,
y si las cuatro lineas PQ, PR, PS y PT son trazadas hasta sus lados en
dngulos rectos, 0 en cualesquiera otros dngulos iguates, y el rectdngulo
PQ*PR bajo dos de las lineas trazadas PQ y PR es igual al rectdngulo
PS*PT bajo las otras dos PS y PT, la seccién cdnica se convertird en un
circulo. Y lo mismo sucederd si las cuatro lineas son trazadas en cualquier
dngulo, y el rectdngulo PQePR, bajo un par de lineas trazadas, es al
rectingulo PS«PT bajo el otro par como el recidngulo bajo los senos de los
dngulos S y T, en que estdn trazadas las dos dltimas lineas PS y PT, al
rectdngulo bajo los senos de los dngulos Q y R, en que estan trazadas las
dos primeras PQ y PR

[porque los dngulos opuestos de un cuadrildtero inscrito en la circunferencia son
suplementarios, se tiene que X BAC+ Y BDC=180°, JACD+¥ABD=180°, vy
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PQ*PR =PS§ePT. Adem4s, PQ*PR:PS*PT=(sen ¥ S #sen X T):(sen X Q*® sen 4 R) también
lo cumple. Para una demostracion exhaustiva de esto véase Whiteside. 1969. Marhematical
Papers VI, 249, nota 32].

En todos los otros casos el fugar del punto P serd una de las tres figuras
que caen frecuentemente bajo el nombre de las secciones conicas. Pero
podemos sustituir el trapecio ABCD por una figura cuadrilateral cuyos dos
lados opuestos se cruzan entre si como diagonales. Y uno o dos de los
cuatro puntos A, B, C, D pueden llevarse al infinito, con lo que los lados
de 1a figura que convergen en dichos puntos resultardn paralelos; y en tal
caso la seccién cdnica pasard por los demds puntos mientras que en la
direccidn de las paralelas ird hacia el infinito.

Lema XIX: Hallar el punto P a partir del cual, si cuatro lineas rectas PQ,
PR, PS, PT son trazadas hasta otras cuatro AB, CD, AC, BD dadas en
posicién, una a una y con dngulos dados, el rectdngulo PQ*PR
comprendido entre dos cualesquiera de las lfneas trazadas mantendr4 con el
rectdngulo PS*PT, comprendido entre las otras dos, una razén dada.

Kigura 6

Supongamos que las lineas AB y CD, hasta las que se trazan las dos rectas
PQ y PR, que contienen uno de los rectdngulos, se crucen con otras dos
lineas dadas en posicidn, en los puntos A, B, C, y D. Desde uno de ellos,
digamos A, tracese la recta AH en la que queremos hallar el punto P. Corte
esta linea a las opuestas BD y CD, a saber,aBDen Hya CDen I, y por
estar dados todos los dngulos de la figura estardn dadas las razones de PQ
a PA y de PA a PS, y por lo tanto la de PQ a PS estard dada también
(figura 6).

Esta razén, tomada como un divisor de la razén dada de PQe*PR a PS*PT,
proporciona la razén de PR A PT, y multiplicando las razones dadas de PI




16

a PR, yde PT a PH se obtendr4 la razén de PI a PH, y en consecuencia,
el punto P. Q.E.D.

[Por construccién, PQ:PA, PA:PS = PQ:PS. Si se componen las razones cono indica
Newton, entonces:
PQePR:PS*PT = PR:PT
PQ PS
Y multiplicando las razones, PI:PRePT:PH = P1¢PT = PI*P1 determinando el punto p]
PR*PH FPHe*PR

Corolario 1: De aqui que también se pueda trazar una tangente a cualquier
punto D del lugar de todos los puntos P.

Pues 1a cuerda PD, cuando coinciden P y D, esto es, cuando AH es trazada
a través del punto 1D, resulta una tangente, En tal caso la razdn lltima de
las lineas evanescentes 1P y PH, sc encontrard como sc ha visto mds arriba.
Por lo mismo, tricese CF, paralela a la propia AL}, tal que corte a BD en
F y cértese en E segin la dicha razén Gltima, DE serd entonces tangente
dado que CF y la evanescente 1H son paralelas y cortadas de modo
semejante en E y P.

Corolario 2: De aqui también puede determinarse el lugar de todos los
puntos P.

Tracemos por uno cualquiera de los puntos A, B, C, D, por gjemplo A, la
tangente AE al lugar de todos los puntos [por el Corolario 1] y por otro
punto cualquiera B, tracemos una paralela BF a la tangente y que corte al
lugar en F. Por el Lema XIX se hallard el punto F. Bisectando a BF en G,
y trazando la linea indefinida AG, ésta serd la posicién del didmetro del
cual son ordenadas BG y IFG. Hdgase que AG encuentre al lugar en H, y
entonces AH serd su didmetro o larus transversnm, respecto del cual el larus
rectunt® serd como BG? a AGeGH.

[En las conicas si 2a es la longitud del je que pasa por un punto y 2b la del conjugado,
el latus transversum serd igual a 2a, y el rectum igual a 2b%a, si la cOnica es una elipse
o una hipérbola. Con respecto a estos dos ejes la ecuacidn candnica de fa elipse o
hipérbola es

X2+ y* =1, par tanto,_+y = !
a2 b a+x)a-x) a’

= 2b%a =_L, =_{atus recium ,
2a L, [latus transversum

y el cuadrado de la ordenada serd al producto de los segmentos determinados en el eje
como el latus rectum al latus transversum, propicdad de ambas cénicas que Newton
utilizaré frecuentemente. Esto es tomado de lo gue Apolonio establece en las proposiciones
11, 12, 13 y 21 del Libro I de las Cdnicas. Entonces de b AG*GH =1..:1, = BG:AG*GH
como L.:L].




Si AG nunca cortase al lugar de los puntos, permaneciendo la inea AH
infinita, entonces el lugar serd una pardbola y su latus rectum
correspondiente al didmetro AG serd BGY/AG.

{Esto se deduce de dos formas: 1) Por lo anterior, L:L, como BG* AG*GH es vilido para
una elipse; pero una pardbola puede considerarse como el limite de una familia de elipses
cuando.el eje tiende al infinito, luego la relacidn L:L, como BGYAG se da. 2) Sabemos
que si de un punto cualquiera de la pardbola se traza una perpendicular al eje, entonces
ésta es media proporcional entre el lado recto y la porcién del eje comprendida entre el
vértice y el pie de la perpendicular. Esto es L, BG = L:BG? ]

BG AG AG

Pero si corta a} lugar en algiin punto, entonces el lugar geoméirico serd una
hipérbola cuando los puntos A y H estén situados al mismo lado del punto
G; y una elipse cuando G esté entre A y H [por las propiedades de las
cénicas]: salvo cuando por casualidad se de que el dngule ABG sea recto
y al mismo tiempo BG? serd igual al rectdngulo AGH, caso cn el gue
tendremos un circulo.

Hasta aqui, hemos visto como Newton desarroilé por secciones el problema general a
partir de la secuencia de Lemas XVII-XIX, hasta llegar al Corolario 2 donde se da la
soluci6n del problema. Los Lemas XVII y XVIII corresponden a la parte analitica de la
solucién, y el Lema XIX a la parte sintélica. Referente a los Corolarios 1 y 2, enel 1
hace uso del conceplo de puntos en movimiento; mientras en la argumentacién del 2
reafirma la idea del primero. Esto es importante ya que atn asi, el Corolario 2 es
presentado conforme a la tradicién de ta geometria griega, 1al y como él afirma:

Y de este modo hemos dado en este Corolario, na por cdleulo anakitico sino por
composicién geométrica como exigiun los antiguos, una solucion para el fainoso problema
por ellos planteado de las cuatro lineas, iniciado por Euclides y continiado por Apolonio,

Mis adelante discutiremos ésto. Ahora hicn, por ta forma en que Newton presentd tales
resultados, requeri de hacer acofaciones cn ¢l desarrollo e las demostraciones -en
corchetes cuadrados-, insertando elementos que permitieran comprender la forma en que
conceplos, tales como: puntos en movimiento, razones Wltimas de cantidades cvanescentes®
y propiedades de las conicas, fueron por €l comprendidos. Por ello, las herramientas
empleadas hasta ahora requieren de una revisién mds profunda'®.

B tatus recuom wraduce ¢l dofia de Apalonio, ol parimetro (Hap “G0ddrarradg de la cdnica dependiente de las dimensiones del cono ¥
de la posicién con respecto a €l dul plana que lo secciona.

9 Por cantidades evanescentes debe cienderse aquellas dilervacins de magnittides gie pucden hacerse 1an peguedas comae se requicra,
es decir, son diferencias de punios que paulatinamunte s¢ acervan tantu que su difencncia tiende a cera.

1O A puruir de aqui, denentinaremos Iereamientss al nnjunte de resulindos preliminaees (lesws, corolarios, teoremas, ey nNeCCSArion

para la demostracida de un enunciado expecifice.



1.2 Las herramientas

Si nos remontamos a la Seccién I del Principia, encontramos que en €l Lema XI emplea
por primera vez ¢l uso de razones y proporciones para cantidades evanescentes, es decir,
conjuga los conceptos modernos de tiempo, movimiento y trayectorias como conjuntos de
puntos con jos propios de la geometrfa griega. En la Seccién II, la Proposicién 1V,
Teorema IV presenta una demostracién interesante que conjuga los razonamientos
geométricos con elementos fisicos; al igual que la Proposicién VI, Teorema V, donde se
conjugan fuerza, movimiento, tiempo, distancias y dreas. Finalmente el Lema XVI de la
Secci6n IV presenta una versidn puntual del problema a resolver. Veamos las herramientas
mencionadas.

Los resultados siguientes son tomados del Libro primero (Del movimiento de los
cuerpos), Seccién primera (Del método de las razones primeras y iltimas por cuyo medio
se demuestra lo que sigue), del Principia [Newton 1987, 166-167].

A d D
P b
C B
I
14
G
Figura 7

Lema XI: La subtensa' evanescente del dngulo de contacto, en todas las
curvas que tienen curvatura finita en el punto de contacto, es al fin como
el cuadrado de la subtensa del arco contiguo.

Demostracién;

Caso 1: Sea dicho arco AB, la tangente AD. Sea BD 14 subtensa del dngulo
de contacto perpendicular a la tangente, y AB la sublensa del arco. Trdcese
AG L AD y BG 1 AB, que se encuenira en G (figura 7).



Muévanse después los puntos D, B, G hacia d, b, g, y sea | la dltima
interseccién de BG y AG cuando D y B se acercan hacia A. Es evidente
que la distancia GI puede ser mds pequefia que una distancia dada.

Por otra parte (por la naturaleza de los circulos que pasan por los puntos A,
B, G,y A,b, g), ABP=AGeBD, Ab?=Agebd,

[Como el trigngulo ABG estd inscrito en una circunferencia, entonces AB’=AG*AC, pero
AC=BD= AB’=AG*BD. Anilogo para Ab*=AgeAc=Agebd]

y por tanto la razén de AB? a Ab? se compone de las razones de AG a Ag
y BD a bd. Pero como GI puede tomarse menor que cualquier longitud
dada, puede hacerse que la razén AG a Ag diste menos que la igualdad de
una cantidad dada y, por lo tanto, que la razén AB? a Ab? diste menos de
la razén de BD a bd que una cantidad dada. Luego por el lema I?, la razdn
dltima entre AB? y Ab? ¢s la razon (dltima entre BD y bd. Q.E.D.

Caso 2: Inclinese BD sobre ADD en un 4ngulo dado cualquiera y la razon
dltima de BD a bd siempre serd la misma de antes y por tanto, la misma
que AB? a AbY. Q.E.D.

Caso 3: Y aunque no esté dado el dngulo D, pero la recta BD converja a
un punto dado o bien se construya con otra regla cualquiera, sin embargo
los d4ngulos D, d se construirdn con una ley comiin y siempre tenderédn a la
jgualdad y se acercardn entre si mds que una diferencia dada y, en
consecuencia, al fin serdn iguales, por el Lema 1, y por lo tanto las lineas
BD, bd estdn entre si en la misma razon. Q.E.D.

Corolario 1: De donde, como las tangentes ADD, Ad, de los arcos AB, Ab
y sus senos BC, bc scan al final iguales a las cuerdas AB, ADb, sus
cuadrados serdn al fin como las subtensas BD, bd.

Del lema |, AB?y Ab? = BD y bd -» ADP—Ci y Ad'—ch! = Bd y bl
¥ y bl

Corolario 2; Tales cuadrados serdn a si mismo al final como los senos
versos {las sagitas') de los arcos que bisectan a las cuerdas y convergen en
un punte dado.

Puesto que dichas sagitas son como las subtensas BD, bd.

[BD ybd = BCybc = AB’y Ab’ = AD? y Ad® = BC® y bc?).

—_—
11 Segmento de recta que se forma 2] unir los extremos de un arco o de una linea quchrada.

12 Las cantidades, asi como s razones de cantidades, que tignden a la iguakdad conslantemente ea un ciedo liempo finito y antes del
Yignite e dicho tiempo s Bproxinan mutiaments nds que una diferencin dudn, el final se hacen iguakes,

13 Segmento del dinmetro, comprendido entre la suenda perpendienlar o ésle y ¢l didgmetro. Porcién del radio compeendida entre ¢l

puntn medio de uno cuerda y la circunferencia.
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Corolario 3: Y, por consiguiente, la sagita (el seno verso) es como el
cuadrado del tiempo en que un cuerpo describe el arco a una velocidad
dada.

[cby CB = Ab® y AB?, donde Ab y AB son el tiempo en que se describe el arco a una
velocidad dada).

Corolario 4: Los tridngulos rectilfneos ADB, Adb estdn al fin en razén
ciibica de los lados AD, Ad y en razén de la potencia 3/2 (sesquiplicada)
de los lados DB, db; por cuanto que se da la existencia de la razdn
compuesta de los lados AD y DB, Ad y db. Igualmente los tridngulos ABC,
Abc estdn al final en la razén cibica de los lados BC, be (figura B).

Llamo razén sesquiplicada a la subduplicada de la triplicada, que se
compone pues de la simple y la subduplicada®.

[4ADB: a Adb=AD*Ad*=DB*:db*?, se deriva de a ADB:s Adb=AD*DB:Adedb, y de
la proporcién ultima AD%:Ad’=DB:db. Asi también se obtiene en dltima instancia
A ABC;a Abc=BC*bc’ ]

Corolario §: Y puesto que DB, db son al final paralelas y en razén
cuadrada de las mismas AD, Ad, las dreas curvilineas \ltimas ADB, Adb
serdn (por la naturaleza de la pardbola) dos tercios de los tridngulos
rectilineos ADB, Adb; y los segmentos AB, Ab serdn un tercio de los
mismos tridngulos. Y en consecuencia, dichas dreas y dichos segmentos
estardn en razén triplicada [cubos), ya de las tangentes AD, Ad, ya de las
cuerdas y arcos AB, Ab.
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Tales resultados nos introducen a la forma en que Newton manejard las razones y
proporciones de cantidades evanescentes como si fueran cantidades determinadas, de la
misma forma en que los griegos manejan las suyas. De hecho, ¢l mismo especifica que
a partir de este momento considerard ambas como iguales, y que la introduccién de estas
razones mds que salirse del marco de la tradicién gricga, la amplian; evitando asi
demostraciones largas por reduccidn al absurdo.

Si dentro del mismo Libro 1, pasamos ahora a la Seccion 11 (Sebre el descubrimiento
de las fuerzas centripedas), encontramos resultados importantes por la introduccién de
argumentos sobre razén y proporcion en cuerpos fisicos. [Newton 1987, 1817

Proposicién 1V, Teorema 1V: Las fuerzas centripedas de los cuerpos que
medianle movimientos regulares describen circulos distintos, tienden a los
centros de los mismos circulos; y son entre si como el cuadrado de los
arcos descritos en tiempos iguales divididos respectivamente por los radios
de los circulos.

Demostracién: Estas fuerzas tienden a los centros de los circulos, por la
Proposicién 11 y por el Corolario 2'* de la Proposicién 1, y son entre si
como tos senos versos de los arcos minimos descritos en tiempos iguales
(por el Corolario 4 de la Proposicién 1), esto es como los cuadrados de los

Figura 9

14 Duplicala ratio= razdno cund rdu = (a/h)?: Subduplicada rtio < rafz cuadroda de Ja cszdn= § /iy Triplicada rutin = razén cibica = {a/b)*;
Subtriplicada ratio=srafz cubica de In razGn+’ ] {a/h); Sesquiplicada rativ= polencia 32 de la ruzdn=(a/h)*¥*=3] (a/b); ¢, [Newton
1987, 168. o 15)

15 Tode cueo que, unido por un radio al centro de otra cusmio gue se mucvs ue cualyuier mada, deseribe alrededor de dicho ¢entro
deas proporcionalus a los Ligipos, <5 urgido por una fugrza compucsia por i lucrea seniripedn lepdiente o ¢se olro cuerpe y de toda
1a fuerza acelerstriz con la que es vrgido ¢l ofro cucrpo.

16 §i tes cucndns AR BC, de dos arcus siesivimmnle deacitos ¢n Ueingos spuales pon <l misnw sucipo en esphicioa libres de
femstenvin, s completan ¢n un paealddogonnmg ABCY, In dungonn) Y e dieto puratelogruamse pasand o tivén del centro de fuerzax,
»i ¢s prolungmin e smbus senlidos, cn la poxicidn gue adgiicre en lma instancia cunndu los arcos son disminnides haris 1o infiniie
(igusa L1).
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mismos arcos divididos por los didmetros de los circulos (segin el Lema
VII); y en consecuencia, estos arcos son como los arcos descritos en
cualesquiera tiempos iguales y los didmetros son como los radios, las
fuerzas serdn como los cuadrados de cualesquiera arcos descritos en el
mismo tiempo divididos por los radios de los circulos. Q.E.D.

Esta demostracién no es tan interesante como la que se presenta en la siguiente versién:

Una vez construida la figura, la demostracién se cifra en que la figura tKb es semejante
a la figura DCB (figura 9),

< <yporel Lema V", lalinea CD serd a la linea Kt como el arco Bd al
arco bt: o sea, por el Lema XI (véase p4gina 18), la linea naciente tK a la
linea naciente dc como bt? a bd?;

[Por construcci6n, 1K y dc = bt? y bd?],
y, por tanto, la linea DC a la linea naciente dc como BDebt a bd?
[tK y dc =bt® y bd® = (semejanza)
pc D
Reescribiendo, DC y dec = BDebt y hd?];

a lo que es igual, como BDsbt a bd? y por ende
Sb Sb
[al ser iguales las razones bt/Sb y BD/SB]

como B! a bd®, Q.ED. > >
SB Sb

Nétese la abstraccién de los componentes fisicos de los cuerpos, y su manejo tanto en la
primera como en la segunda demostracién. Justamente esta dltima es un reflejo de lo que
Newton especifica como la reduccién de lo fisico y lo mecdnico a la geomeltria.

Continuando con resultados importantes por la notacion y la introduccion de razones
para puntos en movimiento, dentro del Libro I, Seccién 11, estdn:

Proposicién VI, Teorema V: Si en un espacio sin resistencia un cuerpo gira
en una 6rbita alrededor de un centro inmdvil y describe en un tiempo muy
pequefio un arco naciente en ese instante y ¢l seno verso (la sagita) del arco
se supone trazado bisectando la cuerda y, prolongada, pase por el centro de
fuerzas: la fuerza centrfpeda en el punto medio del arco serd directamente
como el seno verso (la sagita) e inversamente como cl cuadrado del tiempo.

— e
16 Todos los lados homogeneos de figuras semcjantss son proporcionales entre si tantw si son rectilineas como si son cuevlineas; y
Las éreas sots como el cundrado de lov lados,



Figura 10

Demostracidn:

Pues el seno verso en un tiempo {(momento) dado es como la fuerza (por el
Corolario 4 de la Proposicién I '), y al aumentar el tiempo segiin una razon
cualquiera, el seno verso, por el aumento del arco segiin Ja dicha razdn,
aumenta segtin la misma razén cuadrada (por los Corolarios 2 y 3 del Lema
X1'); y, por tanto, es como la fuerza y el cuadrado del tiempo,

C e Figura 11

' -
- R Y.

Dividase por el cuadrado del tiempo a ambos
[cb/pb? = CA/PAT]

y la fuerza serd directamente como el seno verso (la sagita) e inversamente
como el cuadrado del tiempo
[BD/PA? = bd/Pb?].

También se puede demostrar esto faciimente por el Corolario 4 del Lema

x>,



24

Corolario 1: Si un cuerpo P gira en torno a un centro § describe la curva
APQ; en la cual la recta ZPR es tangente a dicha curva en un punto
cualquiera P y desde cualquier otro punto Q de la curva se traza QR
paralela a la distancia SP, que encuentra a la tangente en R; y trdcese QT
perpendicular a la linea SP (figura 10); entonces la fuerza centripeda serd
inversamente como el sélido SP?*QT? ;
QR

siempre que se considere la magnitud del sdlido alcanzada en el tltimo
momento, cuando coinciden los puntos P y Q. Pues QR es igual a la sagita
(seno verso) del doble del arco QP en cuya mitad se halla P, y el doble del
tridsngulo SQP o SP*QT es proporcional al tiempo en que es descrito dicho
doble arco; por tanto, puede tomarse como representacién del tiempo.

La prueba segiin una version preliminar de Newton es [a siguiente:

Pues en la figura infinitamente pequeda QRIYT fa tinea naciente QR (ligura
12), en un tiempo dado es como la fuerza centripeta {por Ja Ley I1) y con
fuerza dada como el cuadrado del tiempo {por ¢! Lema X), y por tanto, no
dado ninguno, como la fuerza centripeta y el cuadrado del tiempo
conjuntamente, y por tanto, la fuerza centripeta es directamente como la
linea QR y como el cuadrado del tiempo inversamente.

Figurall

—
LB Las fuerzas por las que cualesquicra cucrpus en espucios no resistentes son desviadus de trayectorias rectilingas y constrefiidos a
trayeclurias curvas, 3on ente si como lox senos versos de arces descrites on tismpos iguales, convergentes al centro de fuerzas, sagiles
¥ biscctantes Je Ias cucrdas Jo dichos arcos micutras Sstos disndmiyen in infinitim, Pero tales senos versey gon las mitades de lag
diagopales de lan que [sc] habla en ¢l Corolario 3. [Lus diagonales son VB, EZ, vénse ln ligurn 11).

19 Lema XI. Corolario 2: Tales cuadrados {AB* y Ab* = BD y hd] serdn ai final comu los senos versos {Ias sagitas) de los arcos que
bisectan & las cuerdas y convergen ¢n un punio dado. Puesto que dichas sagitas son como las subtensas BD, bd. [BD y bd = BC y be
= AR'y Ab® = AD?y Ad® = BC® y hef). Curvlario 3: Y, por consiguicnte, la sagila (¢l sens verso) ¢s camo ¢l cuadrado del tiempe
en que un cucrpo describe ¢l arco a una velocidad doda [chy CB = Ab' y AR, donde Ab y AB son el tiempo ¢n que se describe cl
arco & una vehwidad dada).

20 Lema X: Los espacios que un cuerpe recorre empujado por une tuerza cualyuivrs finita oo i dicha fuerza es determinada y
sieropre la mixma, como si es continuamente creciente 0 decrecients, son al vomisnze del movimicnio cama los cuadrados de los
wemp  Cnrolario 4: Y por tanto, las fuerzas estén al comicnzo del maovimicnte, 0 razda dirceta a los espacios descrilos y <n razdén

inversa a bos cuadrados de los tiempos.
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Pero el tiempo es como el drea SPQ o su doble SP*QT
[Asqe = (SP*QT)/2 0 su doble SP+QT],

esto es como SP y QT conjuntamente, y por tanto la fuerza centripeta es
como QR directamente y SP?QT? inversamente, esto es, como
SPLQTYQR inversamente. Q.E.D.

Corolario 2: Por un razonamiento semejante, la fuerza centripeta es
inversamente como el sélido SY2QP? /QR, si SY es una perpendicular
desde el centro de fuerza a PR, la tangente de la drbita. Porque los
rectdngulos SY*QP, SP*QT son iguales.

[Asnon = (longitud de arco)(radio}/2 = (ler) /2 = SPe(l/2) = SP*(QP/2) = SP*QT]

Corolario 3: Si ja §rbita es un circulo, o corta concéntricamente un circulo,
esto es, contiene un dngulo muy pequefio de contacto o de seccidn con el
circulo y tiene la misma curvatura y el mismo radio de curvatura en el
punto P; y si la cuerda PV del circulo es trazada desde el cuerpo por el
centro de fuerzas; la fuerza centripeta serd inversamente como el sélido
SY?epV.

Porque PV es QF*
QR

Corolario 4: Supuesto esto, la fuerza centripeta es como el cuadrado de la
velocidad directamente; y dicha cuerda inversamente. Pues la velocidad es
inversamente como la perpendicular SY, por el Corclario 1 de la
Proposicién 12

[Pues la velocidad en los puntos A, B, C, D, E, es como las bases AB, BC, CD, DE, EF
de los tridngulos iguales; y estas bases son inversamente como las perpendiculares trazadas
a ellas. Véase figura 13].

Corolario 3: De aqui que, si se da una figura curvilinea APQ y se da en
ella también el punto S al que se dirige continuamente la fuerza centripeta,
se puede hallar la ley de la fuerza centripeta por la que un cuerpo P es
retenido en el perimetro de dicha figura, desviado continuamente de la
trayectoria recta, figura que resultard descrita al girar. Efectivamente se
puede hallar calculando o bien el sélido SP?*QT? /QR, o bien el sélido
SY»PV inversamente proporcional a dicha figura.

——— ———
27 La velocidad de ua cuctpo mmido hacin un centen inmovil en b espucio oo resistenle, <o inversumente coma la perpendicular
trazads desde tal centro a la langente de la curva.
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Figurn 13

Una vez mds, nétese la forma de manejar las razones y proporciones de cantidades
evanescentes y las igualdades a las que se llega como cantidades determinadas.

En el Lema X VI de la Seccién IV (De como hallar orbitas elipticas, parabdlicas €
hiperbélicas a partir de un foco dado) [Newton 1987], existe un detalle interesante, en esta
secuencia de herramientas, por lo cercano que resulta con el problema a estudiar, donde
se muestra la solucién puntual; es decir, es el problema general para el caso en que sélo
se consideran puntos, micntras gue en el enunciado general se mangjan rectas; véase Lema
XIX. Aunque no daremos la demostracién es importante como antecedente conceptual.

Lema XVI: Trazar desde tres puntos dados a otro cuarto punto oo dado,
tres rectas cuyas diferencias o se dan o son nulas.

Finalmente, en esta secuencia Hegariamos a la Seceidn V (La obtencidn de érbitas
cuando no se da ninguno de los focos), donde se encuentran insertos los Lemas
anteriormente citados. Hasta agui, el problema de Pappus estd resuelto de acuerdo a la
concepcién newtoniana del mélodo de fluxiones y momentos (ver 1.3.1), y si retomamos
el criterio de Newton (véase pag. , cita ), incluso estaria resuelto conforme a la tradicidn
geométrica griega. Pero, es justamente la adecuaci6n a tal tradicion la que se cuestiona.
Luego, la discusién que estamos insertando es la apreciaci6n y diferencia metodolégica
y conceptual que tiene Newton sobre la geometria griega, ya que presenta el concepto de
puntos en movimiento, mientras que la griega comprende puntos estdticos; asimismo,
mientras en Newlon Ja construccién de curvas puede generarse por distintos
instrumentos, en los griegos se restringe al uso de regla y compds. De ahi se deriva la
consecuencia de si el problema fue o no resuelto de acuerdo a la concepcidn griega. Estas
diferencias no son sustentables en la creencia de algunos teéricos, ya que afirman que los
puntos en movimiento estdn implicitos en el pensamiento geométrico griego, y que los
instrumentos utilizados por Newton no degeneran a esta tradicién cldsica, sino que la
enriguecen. Veamos esto detalladamente.
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1.3 El método newtoniano

En el método geométrico de Newton podemos encontrar algunos aspeclos que forman
parte de la geometrfa griega y de la geometrfa conlempordnea; aunque las diferencias
conceptuales en cada una de ellas es notoria:

radicidn métn rie

1.- Retoma la sistematizacién y coherencia 16gica que da Euclides a sus demostraciones
geométricas, lo que denomina ‘lenguaje elegante’; aspectos que, segin €1, se pierden
dentro de la exposicién cartesiana y ceden lugar a un ‘lenguaje confuso™™.

Este interés se ve plasmado en la forma que estructura el Principia, incluso si nos
restringimos a nuestro punto de interés, la solucién a! problema de Pappus, podemos ver,
como se sefialo, una secuencia tedrica.

2.- Reafirma los aspectos del método analftico y sintético (composicién y resolucidn para
Newton), aunque difiere en cuanto a los instrumentos empleados para la construccién de
curvas *,

El rescatar los méiodos empleados por los griegos forma parte de una concepcidn
adquirida como parte de una corriente intelectual propia de Cambridge (ver 1.3.1), pero
también denota una concepcidn muy especifica respecto a la geometrfa y su valor
epistemoldgico.

Es por ello que se dan tanto similitudes como desacuerdos respecto a la tradicién griega;
por un lado, se tiene un andlisis metodolégico que lo lleva a establecer su propio método,
pero difiere en los instrumentos para la construccién de curvas, por considerar a la
geometria como un instrumento que permite acceder al conocimiento fisico, en donde la
generacién de curvas puede ser por cualquier medio. Por el otro, se aceptan los principios
establecidos para verificar que una curva pertenece a la geometrfa; y aidn mds, gue
conforme se clasifiquen las curvas quedardn clasificados los problemas y entonces debera
seguirse cierto método de resolucion.

A de do_contempordne

1.- Aprecia la informacién que proporciona la ecuaci6n algebraica de la curva como
portadora de su naturaleza (Descartes).

[
22 Por instrumentos ke cntiende el conjunta de anefuctos von que k¢ puede trazar una figurs o curva. Dilerenciese del coneepla de
herramientas (nota 10).

23 Revise In carga ideoldgica de Newton como pane de la corricnle neoplalonisia que adopta (ver 13.0).

24 Acepls que la salucién de cunlquier problema debe pasar por un andlisis y une sintesis parn scr acey {8 ¢n geomeiria; o ko que €l
denomina composicidn y resolucién respectivamente. Sin embargo s¢ sale de la restriccidn del uso de regla y compés, yu que admile
que toda curva puede ser considerads geomélrica sin importar cémo fue trazada; esto refleja ciena influencia de la clasificacién
cartesisns de curvas, véase Apéndice .
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Newton asimila esto, incluso mejor que sus propios creadores. Para ¢él, la curva es
importante por s{ misma, y no sélo como portadora de informacidn; ademds acepta como
Descartes, que una ecuacién algebraica asociada a una curva proporciona informacién
sobre esta dltima, mas no estd de acuerdo en emplearie ¢n geometria.

2.- Rescata, a su vez, la idea de asociar cuerpos en movimiento con puntos de naturaieza
geométrica (Barrow).

Su maestro, Barrow, le transmite la concepcidn de puntos en movimiento, aungque no para
emplearlos propiamente en geometrfa, sino como parte de un campo en formacién: el
célculo diferencial e integral; lo que forma parte del siguiente punto.

3.- También asocia el cdlculo infinitesimal de Wallis con cuerpos en movimiento de
Barrow, para llegar a su idea de fluxién (diferenciacién); y,

4.- Profundiza y desarrolla el dlgebra de Victe a un lenguaje mas claro y sencillo.

El uso adecuado del dlgebra aplicada a esta concepeidn de puntos en movimiento lo lleva
a constituir el cdlculo diferencial e integral, pero también le proporciona una visién clara
entre Jas diferencias de cada disciplina: la aritmética trata ndmeros y objctos numerables,
y la solucién a problemas de esta fndole se relaciona con las operaciones bdsicas; la
geomelria con medidas y objetos medibles, y las soluciones a problemas con operaciones
mecdnicas de trazo y construccidn de figuras exactas; la mecdnica con fuerza y
movimiento de cuerpos, y las soluciones a tales problemas con aplicacién de cuerpos con
fuerza y movimiento de trayectorias especificas.

Por ello, cuando Newton habla de cuerpos fisicos sin propiedades mecdnicas, estd
hablando de puntos que pueden ser tratados en geometria, y entonces asignarles magnitud
para ser manejados como lo hacfan los griegos.

Asi, la revaloracién metodoldgica que realiza Newton en la geometria griega y la
revisioén conceptual de los aspectos de la geometria contempordnea, le permiten recrear
un nuevo método geométrico. El resuitado de este proceso serd el método de fluxiones
y momentos, o también denominado de razones primeras y (ltimas (véanse | y 1.3.1).

Este método asocia los puntos estdticos de la geometria griepa con puntos en
movimiento (Barrow), buscando extender las propiedades geoméiricas de los primeros a
estos puntos méviles. Asi, el movimiento de un punto aparece vinculado a parémetros de
naturaleza geomélrica que permiten establecer ecuaciones con incdgnitas a despejar (Viete
y Descartes). Si se conoce la naturaleza de estas ecuaciones y la manera de construir las

figuras que se forman por el movimiento de fos puntos (Wallis), entonces es posible una
geometria de los puntos en movimiento.

Por gjemplo, en la figura 14 la curva ¢ es trazada de antemano, el punto A y la
tangente AD son fijos, el punto B recorre la curva y se acerca al punto A, trayendo
consigo a la cuerda AB (figura 15). De ésta forma el dngulo BAD disminuye hasta
desvanecerse (lema 7, curvatura continua), con lo que al final los punios A, By C
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coinciden en un mismo punto (figura 16). Los segmentos AB y AD son prolongados hasta
los puntos d y b, se toma el arco Ach como ‘copia’ del arco ACB, por lo que cuando B
se acerca a A ambos coinciden, pero se mantiene 1a longitud finita entre A y b.

A d
B
b
Figura 1S
N ¢
g ==l
Flgurs 14 Feura 16

Newton entonces afirma que al final las cuerdas Ab, Ad y el arco Achb coinciden y son
iguales, y lo mismo es vélido para sus modelos infinitamente pequeiios. La demostracién
se sustenta en la preservacidn constante de la semejanza entre dos figuras, una finita y la
otra desvaneciente, ambas se deforman manteniendose semejantes a cada instante. [De
Gandt 1995, 171]

De esta forma, cuerpos con fuerza, velocidad y movimiento no pertenecen a la
geometrfa, pero pueden ser expresados por medio de lineas, superficies, dreas y dngulos,
y en este sentido es que Newton afirma que se reducen a la geometrfa.

Luego, el método de fluxiones y momentos, 0 razones primeras y liltimas, fue para
Newton el modo natural de extender los principios de la geometria antigua mds alld de
lineas rectas y circulos, al tratamiento de lineas curvas generadas por un flujo continuo,
como afirma en su Geomerrfa Curvilinea.

las cantidades que incrementan en un fluido continuo, las lamaremos fluyente, a la
velocidad de los tlufdos la llamaremos fluxiones y los incrementos momentineos los
llamaremos momentos, y €l método por el cual se trata a estas clases la llamaremos el
método de fluxiones y momentos: este método es sintético o analitico, cada unc puede
encontrarse a lo largo del Principia, aunque el alcance de éste no fue elaborado para
explicar estos métodos, sino para apreciar la fisica, y principalmente ¢l movimiento de los
cielos dentro de lu filosoffs nutural... El método de ‘razones primeras y iltimas’, yue
aparece al principio del libro I {en 11 lemas), es asumido como €l modo sintético de
fluxiones, mientras que el *céleulo’ algebraico de fluxiones es el mode analitico. |[Newton,
en Whiteside 1969, VIII, nota 43, 453]
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Esta idea del flujo, método fluxional, encuentra una expresién diferente en el método de
las razones primeras y iltimas del Principia, ya que lo aplica en lugar de las variables en
ecuaciones algebraicas como lo hace Descartes en su geometria analitica (véase Apéndice
1) y lo elige sobre el lenguaje de las figuras geométricas (lenguaje elegante de la geometria
griega, véase Apéndice I1).

1.3.1 Conformacién histdrica del método

Ya mencionamos que en el método geoméirico de Newton podemos encontrar aspectos que
forman parte de la geometria griega y de la geometria contempordnea; se han desarrollado
éstos y hemos establecido 1a forma en que se relacionan para constituir el nueve método
geométrico newtoniano, y coémo funciona este dltimoe; es decir, hemos visto la parte
técnica, ahora nos falta la parte histérica. Veamos brevemente como llega Newton a
establecer su método.

Como parte de una corriente neoplatdnista que busca rescatar los legados de la
matemética griega, atrededor de 1665 Newton estudia la geometria antigua, lo que lo lievé
a cuestionar la concepcién de la geometria moderna, es decir, la forma de abordar los
problemas por parte de sus predecesores, en especial Descartes.

Habla con remordimicnto de su equivocacidn en el comienza de sus estndios matemiticos,
en aplicar € mismo los trabujos de Descurtes y otros algebristas, antes de que considerara
los Elementos de Euclides con gran atencién, un escrito de gran merecimiento, [Westfail
1980, 378; citado de Pemberton|.

Significativamente, dedica una importante parte de su esfuerzo en restituir los métodos
geométricos griegos, como si quisiera que su método de estudio reposara sobre los
antiguos en lugar de los modernos.

B resolver Tugires geamdétrivos de bos astiguos, Te dice w Grogory, es un tesora del
andlisis. El restaurar la tdcnica de resolucion de lugares geométricos, apreciando la
solucidn del problema, es la recompensa [Ibid].

Newton dirige sus esfuerzos a los iillimos libros de la tradicién antigua, como los
Porismas de Euclides. En el ensayo Veterum loca sélida restinig [Whiteside 1969, 1V,
277] muestra gran rechazo por las vias analiticas y mucho aprecio por los griegos y sus
métados de proporciones simples.

En 1667 redactd un resumen de sus hallazgos, y llegé a su método de fluxiones, por
lo que para 1680 tenfa muy claro lo que estaba realizando. Aunque planea publicar sus
trabajos en los inicios de 1690, nada sucede al final. E! nunca ceso, sin embargo, de
alabar a los geémetras griegos, constantemente menciona su deuda directa a la autoridad
de los antiguos filésofos de Grecia y Fenicia, como fuente intelectual que informa su
teoria de la luz, su concepto de materia y sus ideas cosmolégicas fundamentales.

Uno de los aspectos que rescata de fa geometria antigua es la diferencia conceptual
y metodolégica entre cada disciplina, Para Newton, la aritmética tiene que ver con
niimeros y objetos numerables; la geometria con medidas y todo objeto que tenga largo,
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ancho y profundidad; la mecdnica con fuerza y movimiento de un lugar a otro. Y las
soluciones a preguntas aritméticas tienen que ver con las operaciones de adicion,
sustraccién, multiplicacién, divisién y extraccién de rafces; las geométricas son aquellas
realizadas con operaciones mecdnicas de trazo de lfneas y construccién de figuras exactas
condicionadas por postulados; mecdnicas son aquellas operaciones de aplicacién de fuerzas
y cuerpos en movimiento que siguen lineas asignadas.

Por lo que Newton establece la geometria como una especie particular de mecdnica
condicionada por definiciones, axiomas, postulados y construccién de problemas. Pero las
cantidades geométricas y mecédnicas pueden ser expresadas por nimeros y tratadas
entonces como en aritmélica. E} método para resolver problemas en aritmética y geometria
es dual: por composicién o por resolucién; se compone cuando se procede directamente
de algo dado a algo buscado (analisis), y se resuelve cuando se asume lo que se busca
como dado y luego llegamos a algo conocido, desde donde es posible regresar a lo
supuesto (sintesis) [Whiteside 1969, VIIi, 173-176]. Entonces, et método propuesto por
Newton representa la sintesis de ello,

En cuanto al tipo de curvas aceptadas en su concepcidn geométrica, Newton admite
que dado que la geometrfa es para uso humano, y el trazo de curvas simples involucra el
uso de la mano, entonces toda curva debera ser considerada geométrica por su trazo, ya
sea que se emplee regla y compds como lo hacfan los griegos o bien mediante
instrumentos mecdnicos. Esta es una caracterfstica que se contrapone a la tradicidn
geométrica griega del uso de regla y compds para el trazo de curvas, que tiene su razén
de ser en la concepcién mecdnica y fisica que sustenta su método (véase 1.4). Ademds,
denota cierta influencia cartesiana sobre la clasificacién de curvas por su naturaleza y no
por la forma de construccidn (véase Apéndice I).

Sin embargo, la tinica restriccién que impondrd a las curvas para considerarlas
geométricas es que sus propiedades puedan ser demostradas sintéticamente (criterio de
validez), con lo que pretende suavizar su posicién anterior y mantenerse en el marco de
la tradicién griega. El que la validez de una proposicién descance en su demostracién
sintética es un criterio heredado de los griegos, que Newlon acepta (véase 1.4).

Asf los fundamentos de los geémetras antiguos descansan en los métodos de andlisis
y sfntesis, lo que garantiza su aceptacién en geometrfa. Estos no solfan estar a la vista de
todo el piiblico, pero para Newton eso no significa que no los tengan.

Para ayudar al nuevo andlisis, el sefior Newton estudié mds de Jas proposiciones en sus
Principia Philosophiae, [€] escribi6 animosamente]: pero ya que Jos untiguos para lograr
pensamientos ciertos no admit(an nada en geometria prevismente, todo era demostrado
sintéticamente; por lo que el Sistema de los Ciclos pudo ser fundado sobre una buena
geometria, Y shora esto dificulta que hombres ineptos puedan ver el andlisis por el cual
aquellas proposiciones fueron encontradas [bid].

La geometrfa de los antiguos también se relaciona con magnitudes, por lo que
Newton afirma que sélo extiende esta idea a sus trabajos. Cuerpos con fuerza, velocidad
y movimiento no pertenecen a la geometrfa pero pueden ser expresados por medio de entes
geométricos, y en este punto afirma que se reducen a la geometrfa, Para Newton la forma
natural de extender los principios de la geomelria antigua mds alld de lineas rectas y
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circulos i otras curvas fue su método de fluxiones y momenlos, en especial las razones
primeras y dltimas de puntos en movimiento.

Otro aspecto rescatado por Newton de la geometria griega fue la clasificacién de
problemas. Desde que las secciones conicas fucron descubiertas, la peometria griega
distinguid tres clases de problemas: planos, sdlidos y lineales; para Newton el lineal se
refiere a lo mecdnico, pero en el sdlido sin los postulados no es posible describirios
geométricamente y sin la descripcion no es posible dar una técnica para la construccién
de problemas. También diferencid entre teorema, problema y porisma, y esto es asumido
en ¢l sentido de los gedmetras griegos {ver Apéndice [I). Newton define porisma como
sigue:

Un porisma es una proposicién por la cual, fuera de las circunstancias de un
problema, reunimos algunas cosas dadas de uso para el andlisis. Tomamos sobre la forma
de un teorema o de un problema por placer y en consecuencia, es considerado como clase
media entre cada uno. Las cosas dadas, sin embargo, las cuales estdn asi para ser reunidas
son directa e inversamente proporcionales a otras relaciones de cantidad desconocidas,
asimismo el contorno de figuras y las_lincas en las cuales se localizan los puntos
desconocidos son usualmente el lugar geométrico de Jos puntos; y los demds, longitudes,
dngulos y puntos estdn respecto a la determinacidn de lugares geométricos o de lo
contrario contribuyen al andlisis del problema.

Esta definicién guarda relacién no sélo con la forma en que los griegos entienden
el porisma, sino también con ¢l método adecuado para resolverlos, andlisis problemdtico,
tal y como Pappus lo definié, véase Apéndice 1I.

Pero no sélo la tradicién griega es la que conforma su concepcion filosética y
teolégica que da sentido a su método, sino que también el contacto con la geometria de
su época lo provee de elementos.

Logra un dominio completo de los conocimientos fisicos, mecdnicos y matemalicos
de su época gracias a Descartes, Gassendi, Galileo, Boyle, Hoobs, Morre y Kepler, entre
otros; adn cuando estos avances logrados en los siglos XV y XVI estdn impregnados de
ideas escoldsticas, aligeradas del peso metafisico por la critica de estos siglos y por las
depuraciones no siempre definitivas de Descartes, Galileo, Huygens, y algunos otros. Por
lo que Newton no abandona a Platén y Aristdteles para adoptar sin mds la nueva filosofia
de sus antecesores (filosofia natural), en especial la cartesiana.

Ya desde 1664 destina un espacio en su "Notchook® con el titulo de Questiones
Quaedam Philosophcae, que responde a lecturas extracurriculares, donde propone
contracjemplos y hace observaciones de lo que lee, buscando precisiones conceptuales;
fruto de este esfuerzo serdn los resultados que mds tarde conformardn la base de sus
Principios matemdticos de la filosoffa natural.

1.a filosofia natural que descubre en 5664 no era demasiado ortodoxa en Cambridge,
fugar que estd dominado intelectualmente por ¢l cpirisino jacobiano y por la filosofia de
Descartes, apoyada en la autoridad del quimico Boyle y ¢l platdnico Henry More. Asi
como ¢n las ideas de su maestro, Isaac Barrow, que influycron en &l para concebir los
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nimeros como marcas o signos de magnitudes geométricas, y las magnitudes geométricas
como entes generados por el movimiento [Newton 1987, 123].

Por filosoffa natural se entiende la problematizacién del funcionamiento del mundo,
desde una perspectiva fisica, mecdnica y matemdtica, pero donde la intervencién divina
tiene un precedente; por ello comprende a la 6ptica, el andlisis y la alquimia. La filosofia
natural tiene tanto de metodologfa como de filosoffa, pues no es un mero arsenal
experimental al que recurre sino también una concepcidn de 1a verdad y, por supuesto, una
concepcién del mundo. Por lo que la filosofia natural toma como punto de partida la
solucién matemética para desde ella avanzar hacia una explicacidn fisica, sistema adoptado
por Newton. [Ibid, 25]

Al mismo tiempo, resurge la tendencia pitagérica, ahora a través del platonismao y
el neoplatonismo (Cambridge), ofreciendo una ontolog{a esencialmente afin a los nuevos
ideales de exactitud y verificabilidad del conocimiento [Ihid, 42].

"Newton, entonces, considera imprescindible saber matemadticas y considera no menos
imprescindible disponer de técnicas instrumentales capaces de permitir experimentar,
concepto donde se combina una interrogacién hecha por la naturaleza y una combinacién
de las premisas implicitas en el investigador, 1al y como su concepeidn de la filosoffa
natural lo exigfa.

Newton estudia problemas cartesianos de impactos entre cuerpos perfectamente
eldsticos, de centros de gravedad y, por tanto, de lugares geométricos, de reflexidn y
refraccién, etc. Estos estudios lo llevan inevitablemente a plantearse problemas
conceptuales, mds atld de los puramente métricos.

Su revisién lo lleva a formular con precisién la estructura matemdtica de los
problemas de velocidad, espacio, tiempo y movimiento. Ya en 1664 logra un dominio del
dlgebra (Vieta), la geometria analitica (Descartes) y ¢l andlisis infinitesimal (Wallis),
vislumbrando estrategias para sintetizarlos, ya que percibe que la ecvacién de la curva
entrafia la propia naturaleza de la curva, de tal modo que el estudio de la ecuacién se
convierte en el estudio de una curva, de sus propiedades y de sus Ifmites.

Asl, Newton ha comprendido la veracidad del mélodo analilico moderno mds
claramente que sus propios creadores. Para €1, la ecuacidn algebraica no es meramente una
herramienta para ayudar a una construccién geométrica, la ecuacion es thds bdsica que la
curva, la ecuacidén define, o como dice Newton, expresa la naturaleza de la curva;
entonces, la ecuacidn viene a ser un foco de atencidn por si misma. Aunado a esio, estd
el hecho de que los logros matemdticos no son independientes de sus estudios de
mecdnica, ya que conecta internamente unos problemas con otros.

De donde podemos afirmar que Newton llevé un proceso en el que mejora la
estructura algebraica (Viete, Descartes, etc.) y, por tanto, la generalidad y rigor de lo
estudiado; conserva la perspectiva mecdnica relacionada con la imdgen de puntos en
movimiento (Barrow), incorporando con presicién variables de tiempo, velocidad y
espacio. Dirfase que las herramientas van estando listas.
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1.4 Diferencias metodoldgicas

Esta geometria de los puntos en movimiento (idea de flujo en Newton) no se da en la
geometria griega, ya que ni siquiera consideraban las curvas, rectas o cualquier figura
geométrica formada por un conjunto de puntos o sucesién de los mismos; vednse, por
ejemplo, la definicién de linea recta que da Euclides en el libro I de los Elementos, donde
dos puntos marcan la frontera de una recta pero ésta no-estd formada por puntos (véase
(Yones, Ch., 1987, 381]), o la forma en que define Apolonio a las c6nicas como Jas curvas
que se generan al seccionar un cono por un plano inclinado, pero no lo hace como el
conjunto de puntos que cumplen una cierta propiedad (véase Apéndice I1). Esto también
se hace patente en la distincién que hacen entre teoremas, problemas y porismas, asi como
en la adecuacién del método para resolver cada uno de ellos (anilisis (problemdtico o
teorético) y sintesis; véase Apéndice T1). Newton nunca especificd su posicién respecto a
los puntos cn movimicnto dentro de la geometria gricga, pero lo que si acepta es la
distincién entre problemas, teoremas y porismas tal y como los griegos lo concebian.
Entonces, jcémo puede introducit el concepto de puntos en movimiento sin salirse del
marco de la tradicién griega? Veamos su respuesta.

Las cosas .que han sido desarrolladas sobre las lineas curvas y las superficies que
camprenden, pueden aplicarse facilmente a las superficies curvas y los contenidos de los
sélidos. Estos Lemas se enuncian como premisas para evitar el tedjo de deducir largas
demostraciones ad absurdum siguicndo la costumbre de los antiguos gedmetras. Ya que el
método de las indivisibles abrevia las demostraciones, Pero como la hipdtesis de los
indivisibles parece de alguna manera mis ruda y por ello, es considerada menos geométrica
como métado, he preferido reducir las demostraciones de las proposiciones siguientes a las
sumas y razones primeras y ultimas de cantidades nacientes y evanescentes, es decir, a los
Jimites de esas sumas y ruzones, enunciando asi del modo mids breve posible la
demostracién de tales limites. Por este medio se prueba lo mismo que por el métado de los
indivisibles, asi podemos wtilizar con mayor seguridad principios ya demostrados. Por
tunto, si en lo sucesivo considerase las cuntidudes como formadas por particulas constantes
O usara pegquedias Cuvis como rectis, no debe entenderse que me refiera a indivisibles,
sino # divisibles evinescentes, ni a lis sumas y razones de partes determinadas, sino
siempre & los Ifmites de sumas y razones; ¥l fuerza de tales demostraciones debe
atribuirse siempre 1l método de los Lemas precedentes... De igoul manera ha de entenderse
por mzén dlima do cantidudes evanescentes la mzdn decantidades no antes de
desvaneeerse, ni despuds, sino agquells con factal se desvinecen, 1De modo aniitogo para
la ruzdn de cuntidades pacientes]... Y hay wn limite semejante en todas las cantidades y
proporciones que comlienzan y cesan Y como tales Hlnutes vientos y detinidos,
determinarlos es un problema estrictamente geomstrico. Pero cualquicr cosa geométrica
puede usarse para determinar y demostrar cualquier cosa que sca geomstrica también.... Asi
pues, para que sea mds facilmente entendido, cuando en lo que sigue diga cantidades
minimas, evanescentes o Gltimas, no se entienda que son cantidudes de determinada
magnitud sino aquellas que s¢ conciben disminuyendo sivmpre sin limite. [Newton 1987,

267).

Por otro lado, Whiteside afirma que el concepto de razones primeras y dltimas (puntos en
movimiento), fue exclusivamente moderno, y que nada similar tuvo que ver con la
geometria cldsica. En este sentido cl “error’ de Newton, luvo que ver con su percepcitn
conceptual, partiendo de que algunos conceptos, sobre todo en la época antigua, eran
abstracciones de objetos de la naturaleza; asi para €1, cuerpos fisicos sin propiedades
mecdnicas eran representaciones geométricas de puntos en movimiento. Y posiblemente
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en este sentido es que Newton ve esto como algo natural, que extiende los resultados
anteriores.

Otra diferencia de la geometria newtoniana respecto a la griega es el tipo de
instrumentos empleados en la construccidn de curvas. Newton acepta la clasificacion
griega de las curvas (lineales, planas y sélidas); sin embargo, difiere en cuanto a la
contruccién, al no restringirse sélo al uso de la regla y el compds impuesta por Euclides;
afirmando que la construccién de curvas desde la mds simple hasta la mds compleja puede
hacer uso de cualquier instrumento mecdnico™ (incluyendo el uso de ia mano), siempre
y cuando cumpla con el criterio de validéz de la geometria griega; es decir, que la curva
haya pasado por una demostracién sintética™.

Es por ello que Newton, al concebir una curva como conjunte de puntos o como
aquella-figura que describe un punto en movimiento, estd generando una serie de curvas
que rebasan por mucho a la idea de curva en los griegos. Entonces, para no salirse "tanto’
de la tradicidn cldsica se ve forzado a imponer la demostracién sintélica, como hemos
analizado, para validar la pertenencia de la curva a su propia geomeirfa. Y por ello,
afirma que:

la diferencia entre el andlisis sctual que se origina de la aritmética y el dlyebra, es que ellos
no componen sus proposiciones.., Por esta razén lus proposiciones de los libros del
Principia, las cuales encontré por andlisis, son demostradas por sintesis. [Newton, en
Whiteside 1969, Vill, 450]

Luego, los adjetivos ‘liliimo’ y ‘extremo’ caracterizan bastante bien a esta geometria,
oponiéndola a la de los gedmetras antiguos. Newton considera el devenir ‘extremo’
(dltimo) de las relaciones geométricas, estudia las ‘proporciones dltimas’ o ‘relaciones
extremas' (ultimatae rationes); las proporciones ‘primeras’ o ‘nacientes’ pueden
considerarse también como un tipo de relacidn extrema. [De Gandt 1993, 167]

Sin importar el lenguaje, el concepto de razones primeras y \ltimas es
exclusivamente modemno, la geometrifa cldsica nunca ha contenido nada similar a esto. Asi,
el Principia se arropa en las proporciones de la geometrfa cldsica, sin embargo, las
proposiciones fueron las razones dltimas de cantidades que se aproximan a cero, Euclides
nunca habrfa reconocido a semejante descendiente [Westfall 1980, 426].

Un ejemplo especifico de 1a salida de Newton de los cAnenes de 1a geometria griega
se encuentra en la Seccién V del Principia, los lemas 21 y 22 sobre la transformacidn de
figuras no correponden a la concepcidn euclidiana.

En cuanto a la geometrfa de Descartes, es claro que no concuerda ni con la
concepeidn ni con el método. Pero revisemos algunas diferencias.

——

25 Newdton en ) andlisis y construccidn de curvas, ¢n panicular las cénicas, wilizd como guin un ciero instrumental mecdnico,
anefactos compuestos de regla y cuadranica con hilos que determinan un punto mévil, ¢l cual al moverse sobre un plano segiin lo
permit{an las longitudes variables del hilo describin curvas més o menas complejas.

26 La posicién de Newion tiene su razdn de ser en la concepeidn dnica y (isica guc cmpleard para su ndtodo; y se acercn mds a
In clasificacidn canesitna de curvas por su nalurtlcza y no por 1a forma de consiuccién. La dnica restriccidn que impondrd & las curvas
para considernrlay geoméiricas es que sus propicdades puedan ser demostradas sintéticamente {criterio de validez), con lo que pretende
mantenerse en ¢l marca de lu tradicidn gricpa,
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1.- Newton comprendié que la veracidad del método analitico moderno descansa en la
ecuacién algebraica, pero sin considerarla como herramienta para construir curvas sino
como portadora de la naturaleza de Jas curvas mismas. Asi para ¢l, Ia palabra andlisis
representa una contraposicién metodeldgica respecto a los antiguos geémetras.

Lus ecuaciones son expresiones de cdlculo aritmético y no tienen propiamente lugar en la
geometria, excepto en el sentido de que permitan probar que cantidades geométnicas
verduderas (esto es, lineas, superficies, sélidos y proporciones) coincidan unas con otras.
Multiplicaciones, divisiones y cdlculos de este tipo han sido recientermente introducidos en
la geometria de forma poco aconsejuble y contra tos primeros principios de dicha ciencia,
y el fruto reciente de tal confusion es la pérdida de esta simplicidad en la que consiste la
elegancia de la geometria. [Newton, Arithmetica Universalis, 1707, p.282]; citado ¢n
[Rline 1992, 420].

2.- La geometria cartesiana no busca llegar a la sfntesis del problema, es decir, a la
construccidn de figuras, por lo que no todos los resultados pueden ser admitidos en
geometria.

3.- El método cartesiano no maneja puntas en movimiento.

4.- Descartes maneja una clasificacion de curvas, aungque ésta no es tomada por Newton,
estd influenciada por elementos de la primera, B especial el que no se de como norma
de clasificacién el medio por el cual se traza Ja curva, incluyendo artefactos mecanicos
para el trazo.

La designacién moderna segtin ¢l grado habre camino para la idea del orden de la curva.
Este trabajo también acondiciono de una nueva distincién entre curva algebraica y
trascendente. [Boyer 1956, 139]

Todo lo anterior, nos ileva a concluir lo siguiente.

1.5 Conclusiones

Redondeando, el Problema de Pappus ha sido analizado conforme a la concepcidn
metodolégica propuesta por Newton, Se ha observado el desarrollo del problema en el
Principia, Seccién V, bajo los Lemas XVII-X1X hasta concluir en el Corolario 2; tal
desarrollo estd sustentado en lo que ha denominado el método de fluxiones y momentos;
que a su vez se encuentra conformado por los métodos analitico y sintético, ambos
rescatados de la concepcidn geométrica griega. Y se ha hecho evidente la disociacién
conceptual de 1al método frente al griego {en cuanto a las herramientas ¢ instrumentos
utilizados para dicho problema), sobresaliendo diferencias muy marcadas. Dichas
diferencias, han sido omitidas por algunos y por otros rescatadas. Sc ha pretendido, a raiz
de estas diferencias, recrear una discusion en torno a la solucién del problema, pero
sustentada en la adecuacién conceptual del método gricgo en el de fluxiones y momentos,
y en basc a ello hemos legado a las siguientes conclusiones:

El método geométrico utilizado por Newton por un lado desborda el marco tradicional
de la geometrfa cldsica; y por el otro, se contrapone al método analilico moderno. Es
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geometria, pero no la de Euclides o Apolonio, ni mucho menos la de Descartes (véanse
Apéndices [ y 11). Por lo mismo, podemos inferir que Newton:

1. Estd conciente de su salida del marco tradicional de la geomelria antigua, al menos en
lo que se refiere a la intervencién de lo infinitamente pequedio o de las cantidades que se
desvanecen (puntos en movimiento), aunque no lo hace textualmente, tal y como se denota
en las citas. En lo que se refiere al movimiento es menos claro, ya que no especifica su
posicidn respecto a los puntos en movimiento como parte de la geometria griega; salvo por
la identificacién de la geometria con Ly prictica del trazo de curvas, que tealiza en el
prefacio de los Principia: los puntos se¢ mueven sobre lineas, las curvas se generan como
trayectorias de puntos méviles. Asi como en la aceptacidn de la clasificacion de curvas y
de problemas (y e! método de solucién adecuado para cada uno}, que impone la geometria
griega,

2. Asimismo, los indivisibles le parecen muy “rudos’ y poco ‘seguros’, por lo que en la
Seccién I del Principia da una especie de predmbulo matemdtico consagrado a las ‘razones
primeras y tiltimas’ o ‘proporciones extremas’, con lo que busca esclarecer la naturaleza
de tales conceptos y la forma en que son comprendidos como parte de la tradicion cldsica
[De Gandt 1995, 167].

Asi, admite lo infinitamente pegueiio, Ciertos elementos de las figuras deben
considerarse como muy pequerios; Newton habla de lineola, linea nascens, linea mfnima,
linea quam minima, distantia gquam minima; precisa que algunos segmentos  son
infinitamente {infinite) o indefinidamente (indefinire) pequeios, se inleresa por arcos
‘nacientes’ o ‘disminuyendo al infinito’, contempla dos posiciones inmediatas vecinas
sobre la misma curva (locus proximus), etc. [Ibid., 166].

3. Pretende dar un mélodo rigurose, claro y dgico, pero estd lejos del modelo euclidiano.
Sin duda, por Ia fusién que realiza entre los conceptos propios de su época y ta geometrfa
cldsica, su exposicién no resulla tan clara y clegante como descaba, aspecto que critica a
Descartes {(Apéndice 1). Sin embargo, hay que subrayar que los escritos originales de
Newton estin estructurados en un inglés muy distinto al de la actualidad, ello posiblemente
afecle la comprension de éstos,

4. Sc apoya de forma excesiva en las figuras, para hacer evidemes las relaciones de las
gue se auxilia para demostrar los resuitados, contrario a la tradicién geométrica griega.
[7bid. 167]. Sin el auxilio de figuras resulta imposible entender lo que plantéa, sobre todo
los argumentos que usan el concepto de razones primeras y dltimas, e incluso se justifica
por lo novedoso del método geométrico; y

5. Emplea utencilios mecdnicos para el trazo de curvas, fuera del rango de la regla y el
compds como restringia la geometria griega. Su misma concepcidn fisica del método
geométrico lo obliga a salirse de tal restriccién, sobre todo por la variedad de curvas con
que s¢ encuentra.

De todo lo anterior se deduce que, por un lado, la argumentacidn del Principia es
delimtivamente sintética, ya que interpreta una figura, estableciendo algunas relaciones de
proporcionatidad que son poco después transformadas seguin las reglas geométricas usuales
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de los griegos. Y por el otro, innovadora, la gran diferencia de Newton respecto a los
antiguos gedmetras consiste en estudiar el devenir de eslas relaciones cuando ciertos
elementos de las figuras tienden a posiciones Hmites o son infinitamente pequefios [De
Gandt 1995, 166].

Asi, la demostracién de Newton, aparece en primer término acorde con el criterio
Eriego de la adecuacién a una parte- analitica y-su contraparte sintética, salve en un paso
de la demostracién del Corolario 2 del Lema XIX, donde hace uso del resultado del
Corolario 1 del mismo Lema, este dltimo se sustenta en el uso de razoncs primeras y
iltimas, principio que, como vimos, no es propio de la tradicién geométrica griega; ain
cuando hace la reduccién de la fisica y 1a mecdnica a la geometria. De hecho, resulta
interesante el hecho de que sin este paso tan controversial no sea posible solucionar el
problema¥. Luego, la solucién de Newton no es totalmente acorde con la tradicidn
geométrica griega, pero se acerca mucho mds que cualquier oira.

—_—
27 Véanse los inlemos de solucidn sctuales dados por Jones, Knorr y Heath principalmente, en ¢l Apéndice 15, y compare su relacidn
con |a pane analiiica de la solucién de Newton; asi como lambién, ¢n |a parte sintética, su recurrencia a posiulados (implicitos) de lo
que en is actuslidad conocemis coma geometria moderns, y que requerinis de un andlisis mis profundo para esiablecer su sdecuacion
a la geometrin griega, por ke menon sahemos gue existen diferencias marcsdns.
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APENDICE |

I. La solucién de Descartes al problema de Pappus
1.1 El método

Hay aspectos de la geomelria griega que resultaron fundamentales para el desarrolio de
la geometria analitica, entre los cuales podemos considerar:

1) La teorfa de proporciones, dentro de la cual se asociaron relaciones algebraicas,
pasando de relacionar magnitudes a relacionar mimeros;

2) La aplicacion de 4reas, con la que es posible resolver problemas sobre igualdad de
dreas interpretdndolos algebraicamente, como en el caso de los tres problemas cldsicos;

3) El estudio de las conicas, 1a expresidn de las propicdades de fas cénicas en 1érminos
de la aplicacion de dreas resulta compatible con el dlgebra simbdlica y con la asociacion
de curvas y ecuaciones en la geometria analftica;

4) La idea de lugar geométrico, del que partird la asociacion de ecuaciones y por
consiguiente el desarrollo del método de la geometria analitica; y

5) El descubrimiento de las curvas mecdnicas, fundamentales para la solucion de los tres
problemas cldsicos.

Es precisamente la interpretacién aritmética de las relaciones entre magnitudes
geométricas, una interpretacién radicalmente distinta a la de los matemdticos griegos, la
que conducird al desarrollo de la geometria analitica. Veamos brevemenie cémo se da este
proceso.

Frute del paso de las matemdticas medievales hacia las denominadas matemdticas
modermas, es que alrededor de los siglos XV y XVI se da una tendencia hacia un dlgebra
simbdlica, que permitié a los matemdticos ir ds alld de 1a herencia griega, sobrepasando
la visualizacién geoméirica y el nso de potencias mayores que la cibica. Bajo esta
perspectiva se da un movimiento que intenta resolver problemas geométricos de manera
algebraica, dando un enfoque distinto a las operaciones, la notacidén y los concéptos en
aritmética, 4lgebra y geometria. Como parte de este proceso sobresalen los nombres de
Viete, Fermat y Descartes.

Las contribuciones fundamentales de Viete son: el paso del esudio de ecuaciones
particulares (2 +6x+3=20) a ecuaciones generales (ax?+hx+¢=d"), usando vocales para
las cantidades desconocidas y consonantes para las conocidas, de esta manera logra
distinguir tres tipos de magnitudes algebraicas: mimeros, pardmetros (o constantes) y
variables; desarrolla una incipiente teoria general de las ecuaciones al pasar de casos
particulares a casos generales, aunque se limita a ecuaciones con una sola incdgnita; su
idea de variable le permite expresar relaciones entre elemenlos  geométricos
incoiaucinsurables, inexpresables en términos de mimeros enteros. De esta forma, como
sus variables y pardmetros se refieren a magnitudes geométricas, es el primero en aplicar
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de manera sistemdtica el dlgebra para solucionar problemas geométricos. Aunque esta
concepcion es parte de la esencia de la geometria analitica, Viete estd lejos de construirla,
ya que ésta es mucho mds que la simple combinacién de dlgebra y geometria. [Rodriguez
1992, 17-18]

Sin duda, la aplicacidn del simbolismo literal (algebraico) a los problemas
geométricos, junto con ¢i método mecdnico de cdlculo, permitié- la ‘traduccién’ de un
problema geométrico a un problema algebraico.

Esto prepard el camino para la manipulacién libre y la simplificacién de las expresiones
algebraicas relevantes, de acuerdo a las reglas algoritmicas. Donde el problema geométrico
estaba determinado, €} resultado de la simplificacién era invariablemente una ecuacién
algebraica irreducible en una inc6gnita, cuyas rafces proporcionan las posibles magnitudes
de las lineas originales desconocidas. [Boyer 1956, 62]

Los problemas de representacién geométrica de las raices de una ecuacién cibica o
bicuadrdtica irreducible a los que se enfrenta Viete, lo llevan a asociar éstos con los
problemas geométricos de la triseccidn de un dngulo y la duplicacién del cubo (dos de los
problemas cldsicos), cuya solucidn requerfa la construccion de las curvas mecdnicas; y por
ende extender los postulados de Euclides o liberarse de ellos para construir nuevas curvas
como requiere la solucidn de los problemas, este iltimo paso lo efectuard Descartes para
Hlegar a la conformacién de la geometria analitica. Juslamente a esto debemos la
afirmacién de Descartes: "comienzo las reglas de mi dlgebra con lo que Viete escribic al
final de su libro, ... Asf{, empiezo donde €l termina." [Descartes {954, nota 18, 10, citado
en Rodriguez 1992, 20]

De esta forma para fines del siglo XVI se arraiga esta tendencia hacia una
simbolizacién algebraica de la geometrfa, asi como a la construccién de soluciones
geométricas para problemas algebréicos; junto con esto se da un renovado interés por las
obras de Apolonio, como se observa en los intentos por restituir distintas partes de sus
tratados perdidos, lo que sefiala un resurgimiento notable de la geometria que se extenderd
hasta principios del siglo XVIL [Boyer 1956, 66-71]

Si bien podrfamos analizar ¢l surgimiento de la geometria analitica a partir de dos
trabajos independientes, el de Fermat y el de Descartes, s6lo rescataremos los ¢lementos
que mis tarde nos permitan diferenciar los conceptos de esta geometria, de aquellos dados
por los griegos; por 1o que no daremos una reconstruccién histdrica exhaustiva.

... la geometria nnalitica elemental -como se ensefia hoy- cubre usualmente cuatro temas
principales[...k lu derivacion de fsrmulas a partir de puntos, lineas, dngulos y dreas, junto
con la aplicacién de estas a tcoremas y problemas; tu graficacion de curvus; la deduceidn
de ecuaciones de lugares geométricos; y el estudio de las propiedades de las curvas,
especialmente de ecuuciones lineales y cuadriticas. De estos temas, Descartes hizo énfasis
en el tercero y considerd brevemente algunos aspectos del ultimo; Fermat enfatizé ¢l dltimo
y resalvié algunos problemas relacionados con el tercero. El segundo tema no se desarrolld
sino hasta principios del siglo XVIII y el primer tema husta i fin de éste. [Boyer 1989,
102]

Ejemplo de la preocupacion de Fermat es la siguiente idea:
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Siempre que en una ecuacion final s¢ han encontrado dos cantidades desconocidas, tenemos
un locus (tugar geométrico), y el punto extremo de una de estas cantidades describe una
linea recta o una linea curva. [Boyer 1989, 75, 83; Collette 1986, 23]

Esto permite a Fermat hacer un procedimiento inverso en relacidn a la forma en que los
griegos trataban algunos problemas de lugar geométrico, donde la curva era ‘dada’ y se
deducfan las propiedades geométricas de la curva. Desde una perpectiva actual', esto es
equivalente a

afiadir algunas lineas que cumplan el papel de ‘ejes coordenados’, para al final dar una
descripcién verbal (retdrica) de las propiedades geométricas de la curva. El procedimiento
de Fermat empieza con una ecuacidn algebraica utilizando la terminologfa de Viete, para
luego demostrar que puede ser pensada como un lugar geométrico -una curva- con respecto
8 un ‘sitema coordenado’, [Rodriguez 1992, 22]

En el caso de Descartes, €l retoma la preocupacién de Viete sobre la construccidn de
rafces de ecuaciones, plantedndose la construccién de problemas en geometrfa (en el
sentido de los griegos) a través de la solucién algebraica de ecuaciones, aunque el
procedimiento es algebraico, el significado es geométrico. El método es nuevo por cuanto
representa de forma grafica las ecuaciones. Y en este contexto, ¢l papel que juega la
busqueda de la solucién al problema de Pappus serd esencial, ya que por un lado dard un
camino a seguir en la formulacidn del método de la geometria analitica, y por el otro,
permitird evidenciar ta potencialidad del mismo.

1.2 Diferencias metodolégicas entre el método griego y el método cartesiano

Para Descartes todo problema geométrico podia ser reducido a través del 4lgebra a
términos elementales, donde finalmente era posible conocer las longitudes de ciertas lineas
rectas indispensables para la construccidn, solucionando el problema. De esta forma,
plantea la manipulacion de las magnitudes de las rectas como si fueran nimeres, a las que
se les puede aplicar las operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicacién, divisidn y
extraer rafces) obteniendo un mimero al que se le asocia una nueva recta, regresando a los
términos geométricos.

En realidad, el supuesto de Descarles es sustituir la concepcidn griega de tomar
magnitudes de rectas, por longitudes de las mismas y asignarles letras, con las cuales
puede operar. Por ejemplo, la multiplicacién de dos o mds magnitudes geométricas resulta
una nueva magnitud (otra recta) y no un drea o volimen como en ¢l caso de los geémetras
griegos, que ademds se limitaban a la manipulacién de s6lo ires magnitudes. En el caso
de la divisién, esta aparecerd como una operacién inversa a la multiplicacion con el
sentido geométrico descrito, asf al dividir dos lineas rectas lo que se obtiene es otra linea
recta, a diferencia de los griegos, donde aparece como una comparacidn entre rectas en
términos de razones y proporciones. Alin mds claro resulta esto en la extraccidn de raices
cuadradas, pues Descartes habla de /5 como nimero o como el lado de un cuadrado de

e e e

1 Es necesario aclarar i exisien dos corrientes dentro Je esta perspecliva aciual, una propucsta por Zeuthen, Heath y otros, que
conaidera lon trabajos schre cdnicas de Apol fund. r dil erfgen de la geometrin analitiva. Y vira,
somenide por Knorr, Jones y Ungur, quicnes cidn en conlen de exta primera propucsta. Exste fltima corciente ¢ u la que hucemos
referencia.

i0 y 3us continuad comn
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drea 5, que siempre es posible construir; mientras que para los griegos esio es imposible.
De esta forma Descartes da un enfoque radical sobre cémo concebir lo geométrico,

Ahora, jcémo pasa Descartes de un problema geométrico a interpretarlo como un
problema algebraico? Citemos su respuesta:

Si, entonces, queremos resolver cuihvier probliema, deébe considerurse en pringipio como
ya respetto, dando nombre a todas las lineas que se estimen necesarias para 50
construccidn, tanto a las que son desconocidas [incdgnitas] como a lus que se conocen. A
continuacidn, sin hacer distineién entre las lineas conocidas y las desconovidas, debemos
descifrar ¢l problema de tal manera que muestre mids naturulmente ¢l modo en que ellas
dependen mutuamente, hasta que sea posible expresar a una misma cantidad de dos formas:
esto es lo que se entiende por una ecuacidn, pues los términos de una de estas dos
expresiones son iguales a los de la otra. Deben hallarse tantas ecunciones como lineas
desconocidas se han propuesto... |Descartes 1954, 6-9; 1987, 282; A-T, VI, 373 latin]

Después indica la manera en que habrin de relacionarse tales lineas segin la naturaleza
del problema: se busca que las lineas desconocidas estén determinadas por las conocidas,
pero si el problema resulta ser mds complicado que algiin otro problema familiar para
nosotres, entonces supongamos a este Gltimo resuelto, y determinemos las lineas
desconocidas en términos de dicho problema familiar, obteniendo tantas ecuacionges como
lineas desconocidas tengamos. Asf, lo dnico que resta hacer es resolver las ecuaciones,
luego, el problema se ha reducido a un problema algebraico. |Descaries 1954, 9; 1987,
282; A-T, VI, 373 latin]

Esta explicacién (del método) guarda gran similitud con el métode analitico de los
griegos, que Pappus menciona en el Libro 7 de la Coleccidn, véase Apéndice II. Pues se
asume lo que se busca como resucllo, deduciendo consecuencias hasta llegar a algo
conocido con anterioridad (principios bdsicos), de donde la solucion serd el inverso de
esto, es decir, la construccién mediante el método sintético. Sin embargo, esta similitud
estd lejos de ser un sustento metodoldgico del método propuesto por Descartes, y esto se
hace evidente en las siguientes diferencias:

1) E! método cartesiano se denomina analitico en el sentido de que busca analizar un ente
geoméirico mediante un conjunto de herramientas? en un lenguaje diferente (algebraico),
y después hacer la traduccién de los resultados del andlisis a la forma geométrica original;
por lo que la construccién de la figura resultante es parte misma del método y no
cotresponde, como en el caso de los griegos, a otro método distinto (sinético). Descartes
no entiende lo ‘sintetico’ como una legitimacién deductiva de lo analitico; contrdstese esto
con la concepcidn de Newton.

2) El método analitico cartesiano tiene un procedimiento determinado a seguir, por 1o que

s6lo es necesario dominar una serie de férmulas de la geometria analitica. En cambio, en
el método sintético griego no se sabe donde empezar, porque no fleva un orden

2 Vénse lo mener de entender ¢xle concepio ea la noa 10, pdging 17.
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preestablecido de enfoque o planteamiento; entonces, para emplearlo se requiere una
destreza que sélo se adquiere después de recurrir a la experiencia y a los tanteos
sucesivos.

3) Mientras los métodos analitico y sintético griegos sélo buscan resolver problemas sobre
lugares geométricos o problemas exclusivamente geométricos, el método cartesiano
permile resolver problemas y establecer teoremas de geomeltria, pues el alcanzar un
resultado algebraico o analitico puede conducir al descubrimiento de un resultado
geomélrico insospechado, por lo que resulta un método notablemente fértil. En este sentido
dirfamos que Descartes se interesa por lo que Pappus llama anilisis problemdtico, en
contraposicién de lo teorético, donde se enfatiza la posibilidad o imposibilidad de ciertas
construcciones (ver Apéndice H).

4) Para resolver un problema de lugar geométrico por el mélodo analitico cartesiano, se
pone la figura correspondiente en un sistema coordenado de referencia, se establece la
relacién peométrica que manticne al pueno ndvil enssu lugar peométrico, se traduce la
relacién anterior a una ecuacién algebraica, se identifica el lugar geométrico buscado por
medio de su ecuacién algebraica y, finalmenle, se construye la curva; contrdste esto con
la concepcién newtoniana. El wltimo paso ha sido eliminado en la geometria analitica
moderna.

Esta tiltima distincién muestra la necesidad que sienle Descartes de construir las raices de
las ecuaciones (o las curvas que describen las ecuaciones algebraicas que son solucidnes
de! problema), mediante los mélodos griegos, obteniendo asi un segmento de linea recta,
o una curva, a pesar de que él no comparte la perpetuidad de la geometria griega como
lo hace Fermat, y mds tarde Newton. Esta posicidn lambién se contrapone con nuestra
concepcién actual donde la construccién de la raiz involucra elementos de dos sistemas
numéricos: los reales o los complejos y lodo el arinazdn tedrico que los sustenta. De
hecho, Descartes estd convencido de que no toda solucién formalmente posible de una
ecuacién algebraica es, en efecto, construible.

Finalmente, retomemos una tiltima conclusidn de Descartes sobre su método:

De esta manera, todas las cantidades desconocidas pueden ser expresadas en Wrminos de
una sola cantidad, siempre que ¢l problema pueda ser construido mediante circulos y lineas
rectas, 0 por medio de secciones cénicas, o incluso por algunas otras curvas de grado no
superior al tercero o cuarto. Pero no me detengo en lu explicacion detallada de esto, pues
los privarfa del placer de aprender por ustedes mismos y de la utilidad de cultivar su
espititu al ejercitarse en tales cuestiones, que es, seglin mi opinién, el principal resultado
que se puede obtener de esta ciencia... [Mhid., 1954, 10; 1987, 283; A-T, VI, 374 latin]

Una vez establecidas las diferencias metodolégicas, estamos en condiciones de poder
analizar la solucién de Descartes al problema de Pappus. Aunque pudiera parecer, a
diferencia del primer capitulo, que el planteamiento es mucho mds sencillo por la similitud
con nuestro conocimiento actual de la geometria analitica, el desarrolio del mismo hard
evidente la necesidad de su contraparte en notacién moderna.
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1.3 La solucién al problema

Ya hemos mencionado que el problema de Pappus juega un papel fundamental en la
concepcién cartesiana, no sélo como gufa metodoldgica sino también como evidencia de
la potencialidad del método, por lo que se hace necesario indagar sobre cédmo logro
Descartes tener acceso a tal problema. Sobre ello contamos con dos versiones, una que
se encuentra en un trabajo bidgrafico especializado {Lachterman 1989, 144-146], que es
respaldado por algunos historiadores, como [Collette 1986]; y otra que es propuesta por
un especialista en historia de las matemdticas, Boyer [1956, 87], y que también cuenta con
amplio apoyo.

En la primera, se afirma que el problema de Pappus fue transmitido a Descartes en
1631 por un corresponsal llamado Golius, quien excéptico de los rumores sobre su nuevo
método para resolver problemas geométricos, fo reta a resolverlo. Descartes ansioso por
echar por tierra el reto de Golius, y como mds tarde cont6é a Mersenne’, trabajé por seis
semanas hasta que llego a la solucidn. A sus propios 0jos, este suceso lo coloco més alla
de los antiguos y de sus propios contempordneos.

Dos comentarios adicionales de Pappus hacen que el desafio se vuoelva mds
interesante para Descartes: primero, que cuando mds de cuatro lineas son dadas en el
problema, el lugar geométrico resultante "no es conocido en el tiempo presente [de
Pappus] pero es simplemente llamado Hreas (grammai) o lugar geomdétrico lineal.”
Descartes lo llama lugar geométrico supersilido. Segundo, cuando mds de seis lineas son
dadas, la figura contenida por estas -no siendo figuras planas o sdlidas- son
incomprensibles, corresponderdn a mds de tres dimenstones. Pappus entonces ahade
proféticamente que estos problemas de orden mayor pueden ser manejados por medio de
composicién de razones. [Lachterman 1989, 144-146]

La segunda versign, nos dice que es a través de un tratado de un hombre llamado
Adriadne, que Descartes llega a conocer el problema enunciado por Pappus sobre el lugar
geométrico de tres y cuatro lineas, razén por la cual decide Hlamarlo problema de Pappus.
Tal problema lo inspirard para inventar su geometria analitica [Boyer 1989, 87]. Esta
iltima afirmacién es de vital importancia, ya que hipotéticamente nos induce a afirimar que
es la bisqueda de la solucién al problema de Pappus, la que determinard el sustento
tedrico de la geometria analitica y el que finalmente permitird establecer el método
analftico cartesiano.

Establecer la veracidad de cada versién es un trabajo de investigacién de gran
amplitud que escapa a nuestros propésitos. Sea cual fuere la forma en que Descartes
conocié el problema, y sin importar si es tomado como evidencia de la potencialidad del
método, 0 como guia metodoldgica del mismo, puesto que ambas situaciones se dan, lo
que si se puede constatar es su interés en la solucién del problema; que ademds debe
cumplir el planteamiento metodolégico de Pappus, es decir, debe cubrir la parte sintética
y 1a parte analitica, conforme a la metodologia griega. De donde, no basta con determinar
que clase de curva corresponde al problema, sino que también se debe construir.
mn unhombre de gran arrogancia. por lo que era camin que afirmara algo por s6lo ¢rear controversia y ganar popularidad.

Razén por la cual establecer la veracidad de la presente afirmacién requica: de una invesligacién a fondo, la fuente debe congultarse
en [Shea [993].
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Para Descartes, ias conicas, al igual que otras curvas, son esencialmente lugares
geométricos, esto es, colecciones de un nimero infinito de puntos, los cuales satisfacen
la ‘ecuacién’ que se extrae de las condiciones del problema.

Es importante sefialar que Descartes no considera la solucidn del problema de Pappus
como algo aislado de su método para resolver problemas geométricos, por ¢l contrario,
al presentar la solucién de este problema particular, desea mostrar al lector cdmo resolver
todos los problemas, o mds radicalmente, cémo todos los problemas pueden ser reducidos
a un tipo de problema mds simple [/bid, 144]. Analicemos entonces la solucién que
propone.

Lo primero que debemos notar es que Descartes establece el enunciado del problema
en sus propios términos; a lo que surge inmediatamente la pregunta de ;porqué tal
necesidad? La respuesta a esto slo adquiere sentido como justificacién a su posterior
clasificacién de las curvas, donde dard énfasis al criterio algebraico y no a la forma en que
son obtenidas tales curvas (como en la clasificacién de los geométras griegos), mds
adelante analizaremos esto con detalle, por ahora veamos el problema:

Asf pues, la cuestién cuya solucién habia sido iniciada por Euclides y continuada por
Apolonio sin haber llsgado a ser solventada por nadie, es la siguiente: Teniendo Lres,
cuatro o mds lineas dadas en posicién, se requiere primero encontrar un punto a partir del
cual puedan ser trazadas otras tantas lineas, cada una de ellas tormando un dngulo dade con
una de las Iineas dadas, de modo que el rectdngulo formado por dos de estas lineas esté en
une razdn dads con ¢l cundrado de la tercera, si no huy mids que tres rectas; o con el
recténgulo de lus otras dos siono by mds que cuantro. O bien, si hay vinco, gue el
paralelepipedo construido por tres guarde una razén dada con el paralelepfpedo construido
por las otras dos y cualquiera de las dadas; si hay seis, que el paralelepipedo construido
sobre tres guarde una proporcién dada con el paratelepipedo formado por otras tres; si hay
siete, que el resultado obtenido cuando se multipliquen cuatro de ellas entre si, guarde la
proporcién dada con ¢l resultado de le multiplicacién de las otras tres y tambidn de una
linea dada; si hay ocho, que el producto de cuatro de ellas esté en una razén dada con el
producto de las cuatro restantes. De este modo, tal cuestion puede hacerse extensiva a
cualquier otro nimero de lineas. A continuacién y puesto que existen una infinidad de
puntos que pueden cumplir 1o que se trata de hallar, es necesario conocer y trazar la linea
en la que se¢ encuentran todos; Pappus afirma gue, cuando no existen sino tres o cuatro
Ifneas rectas dadas, se encuentra en una de las tres secciones cénicas, pero no intenta
determinarla ni escribirla, al igual que tampoco intenta explicar aquellas en que deben
encontrarse todos estos puntos cuando la cuestidn es planteada para un ndimero mayor de
Iineas. Solamente indica que los antiguos hahfan imaginado una de aquellas que habian
mostrado ser muy dtiles, que parecia la mds simple, pero, sin embargo, no era la mis
importante. Esto me ha dado oportunidad para intentar ver si puedo llegar tan lgjos como
lo que ellos han alcanzado mediante el método que utilizo. [Descartes 1954, 22; 1987, 288,
A-T, VI, 380 latin}

Posteriormente, Descartes afirma -en primer lugar- que para el caso de tres, cuatro o cinco
lineas, siempre puede ser resueito mediante la ‘geometria elemental’, es decir mediante
la geometrfa griega que se restringe al uso de ta regla y el compds; salvo en el caso de que
las cinco lineas sean paralelas, pero esto entra dentro de los casos de seis a nueve lineas,
donde los puntos son hallados usando alguna de las cdnicas; salvo en el caso de que las
nueve lfneas sean paralelas, analogamente, éste entra en los casos de 10 a 13 lineas, donde
se usan las curvas de grado mayor al de las secciones cdnicas; excepto si las trece lineas
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son paralelas. En este caso como en el de 14 a 17 lincas, serd preciso usar una curva de
grado ain mayor que la precedente y asf sucesivamente. Y en segundo lugar, cuando solo
hay tres o cuatro lfncas dadas, los puntos buscados se encucntran en alguna de las tres
secciones cénicas o en algunas ocasiones, cn fa circunferencia del circulo o en una linea
recta. Igualmente, de 5 a 8 lincas, los puntos sc encuntran cn una linea de grado mayor
al de las cénicas, o de manera excepcional en las cdnicas, en un circulo o en una lfnea
recta; finalmente, si son de 9 a 12, los puntos estardn en una linea de grade mayor a las
precedentes, y asi al infinito [/hid.].

Este planteamiento resulta interesante pues es andlogo a la forma en que Pappus
enfoca el problema, es decir, hay dos partes de la solucién, una que obedece al método
analftico y otra al método sintético, la primera corresponde al método analitico cartesiano,
y la segunda es parte de la construccién mediante geometria elemental que Descartes
incluye como parte de su método.

Por iltimo, antes de mostrar la solucién del problema, Descartes afirma:

Finalmente, la primera y mds simple de todas Jas lincas despuds de Tus secciones conicas,
es la que puede describirse por la interseccion de una pardbola y de una linea recta en la
forma gque explicaremos. De suerte que yo pienso haber resuelto enterumente lo que Pappus
dice haber sido investigado en relacion con esto en la antighedad; por ello, traturé de dar
la demostracion en pocas palabras. .. | Descartes 1954, 23; 1987, 289 A-T, VI, 382 lutin]

Veamos la solucién propuesta por Descartes:

Sean AB, AD, EF, GH,... cualquier ndmero de rectas dadas en posicion,
y sea C el punto que se requiere encontrar, desde el que trazando varias
rectas CB, CD, CF, y CH,... formando los dngulos CBA, CDA, CFE,
CHG, ... respectivamente con las lineas dadas, de modo que el producio de
algunas de estas sea igual al producto del resto, o por 1o menos que estos
productos guarden una relacién dada, lo cual en nada dificulta el problema
(figura 1)".
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En primer lugar, supongo resuelto el problema y, como tantas lineas
confunden®, considero sélamente una de las lineas dadas junto con otra de
las trazadas, por ejemplo AB y CB, como las principales y con las que

intento relacionar todas las demds.

Escritura de Descarles

Concedamos que el segmento de
linea AB, que estd entre los puntos
A y B, sea llamado x, y que B sea
y. Proldnguense las otras lineas
dadas hasta encontrarse con estas
dos, prolongadas también, si cs
necesario (siempre que ninguna sea
paralcla a las lineas principales).

Escritura moderna

Llamemos a los segmentos

AB=x, BC=y, prolongando las
lineas dadas hasta encontrarse con
éstas [que funcionan como ejes],
que también pueden ser prolongadas
si no son paralelas a alguna de las
otras.

Entonces, en la figura se puede observar que las lineas dadas cortan a AB
en los puntos A, E, G; asimismo cortan a BC en los puntos R, §, T.

Ahora, como los dngulos del trian-

gulo ARB son dados, la proporcion

que se da entre los lados AB y BR

también es conocida, estableciéndola

como z:b. Si tenemos que
AB:BR=zb y como AB=x,
tenemos que RB=hx/z.

Y ya que B estd entre C y R,
tenemos que CR=y-+bx/z.
Porque si R estd entre C y B, CR
serd igual a y+bx/z; y si C estd
entre By R, CR serd -y-+hy/z.

De igual modo los tres dngulos
del tridngulo DRC son conocidos,
en consecuencia, también 1o es
la proporcion que existe entre los
lados CR y CD. Llamemos a csla
razén z:c, y como CR=y+(bx/z)

ARB Y CBA son dados por hipdtesis,
luego RAB también es conocido por

ser suplementario, RAB=180"- (ABR+
ARB) [Euclides 1,32,36]. De donde

se pucden conocer todes los dngulos

del tridngulo, y la razén entre los senos
de los dngulos opuestos es conocida, y
como lencmos AB/BR=z/h,

de lo anterior, x/BR=2z/h.

Aplicando que el producto de medios

es igual al producto de los extremos,
xh=BRez, dc donde BR=hx/z, notese que
esto sdlo es posible definiendo las
operaciones aritméticas e segmentos

de lincas. Ya que

CR=BR+BC si Bestd entre C y R;
CR=y+bhx/z;

CR=CB-BR, si R estd entre C y B;

y CR=BR-CB, si C estd entre B y A,
natese el uso de operaciones aritméticas.

Como el dngulo CDA estd dado, el dngulo
DCR=ARB, asi el dngulo RCD puede
conocerse, asi como la proporcién entre
los lados, de donde CR/CD=z/c. Y
CD=¢*CR/z, prro CR=y+hx/z, cntonces
CD=c(y+bxiz}/z=(cy/z)+{chbx/Z?),
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tenemos que CD=(cy/z) +(chx/zz). nétese que Descartes entiende zz como 2,
zZz como 2, ete.
Después de esto, como las lineas Ya que BE=EA+AB, si A estd entre E
AB, AD y EF estidn dadas en posi- y B, EA=k, BE=k+x. BE=EA-AB,
cifn, la distancia de A a E es si B estd entre E y B; BE=-EA+AB,
conocida, si llamamos a esta dis- si E estd entre A y B. Donde Descartes
tancia k, entonces EB serd igual toma siempre €l primer caso para la
a k+x; pero serd k-x si el punto demostracidn.
B seencuentraentre Ey A; y Puesto que. los dngulos del tridngulo ESB
serd -k+x si E estd entre A y B, son dados, puede establecerse BE/BS=z/d,
Y puesto que los dngulos del o también (k+x)/BS=z/d; operando
tridngulo ESB son dados, la pro- obtenemos BS =(k+x)d/z; y puesto que
porcién entre BE y BS también es CS=BS+BC, siBestientre Cy §;
conocida; y si la llamamos z:d, CS=BS-BCsi Cestdentre By §;
entonces lenemos que BS = (uk +dx)/ CS=BC-BS, si § estd entre B y C; cnton-
Z, v la linea completa CS=(zy+dk+ ces, CS=(k+xjd/z+y, de donde
dx)/z;
pero serfa CS = (zy-dk-dx)/z CS=(zy+dk+dx)/z. Notese que el sentido
si €l punto S estd entre B y C; de los segmentos no es relevante.
y serfa CS=(-zy+dk+dx)/z, st
C estd entre B y S.
Ademis los tres dngulos del trian- El dngulo CFS estd dado, asi el dngulo
gulo FSC son dados y, por tanto, SCF se conoce, y como CS/CF=z/e
también lo es la proporcidn de CS entonces, CF=¢CS8/z, pero
a CF, que es la misma de z:¢; CS=(yz+dk+dx)/z, asf,
por lo tanto, la linea CF serd CF=(eyz+edk+edx)/z
(ezy+dek+dex)/zz.
Del mismo modo, también AG al Ahora, los dngulos del tridngulo BGT
que llamaremos { cstd dada, y BG y los del tridgngulo TCH estdn dados,
serd I-x, y como os dngulos del es decir, el dngulo CBA estd dado, de don-
tridngulo BGT son también dados, de se deduce el dngulo TGB; y AB, GH
tenemos que la proporcién de BG a son dadas, luego se conoce el dngulo TGB
BT es conocida, llamemosla z.f, asi y de ahf el dngulo BTG. Andlogamente
BT serd (f1-fi)/z y para el tridngulo HCT; asi conocemos
CT=(zy+flfx)/z. la proporcién entre sus lados, esto es,
Ahora bien, puesto que la proporcidn BG/BT=z/f, CT/ICH=2/g, luego
de TC con CH es dada
m y 4 son tomadas de [Descartes 1954, 300-312}.
5 Evitar Ia confucién y favorecer In claridad es una de las cualidades que Dy destacs de su métoda. Desde tal perspectiva debe

womarse sa critica a Ta georneiria de 108 antiguos, cuyn confusidn y oscuridad le llevan a pensar en la necesidad de buscar “oiro método
que estuviera libre de 1antos defeetos” (A-T, VI, 18, |-8). El método equivale & un procedimiento de andlisia cuya claridad, simplicided
¥ alcence explicativa-resolulive I hace sobresalir sobre ¢] procedimiento seguido desde la antigledad {establecer ecuaciones que
relacionan las drcas dadas con los buscadas o deseaday); y "estima dar una demostracién de que su método ¢s mejor que ¢l ordinario.”
{A-T,I, 340, 10-11}. {Desconus 1987, nowns 22 y 23, 481-482]
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en virtud del tridngulo TCH, BT=/BG/z, pero BG=/-x, BT =(fl-f)/z.
llamémosla z-g, asf Por otro lado, tenemos que:
CH = (yzy +fgl-fux)/zz. CT=BC+BT, si Bestdentre C y T,

CT=BT-BC, si Cestdentre By T;
CT=BC-BT, si T estd entre C y B; asi,
CT=y+(fl-fx)/e=(z++fi)/z;
(BC=y).

Y como CH=gCT/z, entonces
CH=(gyz+gfl-gfx)/z".

Llegado a este punto, Descartes interrumpe la demostracién para aclarar Ja naturaleza de
la expresién que hemos obtenido, lo que lo lleva a la clasificacidn de sus curvas -que
mencionaremos en detalle més adelante-, y a determinar cudndo ¢l problema es plano
(segin la clasificacidn de los griegos).

Asi, Descartes afirma que sin importar el mimero de lineas dadas y ¢l de Jas trazadas
desde C, siguiendo las condiciones del problema, siempre pueden ser expresadas en tres
términos: el primero, estd compuesto de una cantidad desconocida y, multiplicada o
dividida por alguna otra cantidad conocida; el segundo estd integrado por una cantidad
desconocida x, multiplicada o dividida por algiina otra conocida; y el tercero, por una
cantidad conocida. La vinica excepcién es cuando las lincas sean paralelas a la linea AB,
en cuyo caso el érmino compuesto de la cantidad x serd cero; o bien a la linea CB, en
cuya caso ¢l compuesto por la cantidad y serd ceror en cuaMo a los signos (+ y -) que
aparecen, se pueden tener today las combinaciones posibles.

Asimismo, si se multiplican varias 1ineas entre si, las cantidades x € y que estarin
en el producto pueden tener tantas dimensiones como el nimero de lineas que se
multiplican; cuando se consideran dos lineas no tenemos mas de dos dimensiones; y no
mds de tres cuando son el resultado de una multiplicacion de tres lineas, y asi
sucesivamente.

Y para distinguir qué tipo de curva es, Descartes plantea lo siguiente: para
determinar el punto C solamente se pide que el producto de cierto niimero de lineas guarde
una cierta proporcién con el producto de otras; podemos tomar una de las dos cantidades
desconocidas X 0 y, y determinando una en funcidn de la otra, si €l problema no es
propuesto para mds de cinco lineas, la cantidad x que nunca se utiliza para la expresion
de la primera linea nunca tendrd mds de dos dimensiones. De modo que, tomando y como
conocida, tenemos: x*=xaxth?; de donde se puede encontrar x mediante regla y compés
[como muestra en un ejemplo], y tomando diferentes valores para y obtenemos otros para
x, entonces podemos encontrar diversos puntos come C, describiéndose la curva requerida.

Procediendo igual para cuando hay seis 0 mds lineas, si entre las que son dadas
algunas son paralelas a BA o BC, una de las dos x o y debe tener dos dimensiones en la
ecuacién [segundo grado], asi es posible encontrar C por regla y compds. Pero si todas
son paralelas, aunque s6lo se consideren cinco lincas, C ne puede localizarse de esta
manera ya que al no encontrarse x en la ecuacidn no podemos tomar y como conocida,
sino que es preciso calcular cste valor; y como y tendrd tres dimensiones, sélo se puede
calcular obteniendo ta raiz de una ecuacidn ciibica, lo que usualmente no se puede hacer
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sin emplear alguna seccidn c6nica. Y si son hasta nueve lineas dadas no todas paralelas,
puede lograrse que la ecuacidn no sobrepase el cuadrado del cuadrado [no superior al
cuarto grado], tales ecuaciones se resuelven empleando secciones c6nicas {como mostrard
més adelante]. Y aunque sean 13 lineas dadas siempre puede expresarse la ecuacidn de
modo que no alcance m4s del cuadrado del cubo [no superior al sexto grado}, de donde,

puede resolverse del modo-que explicaré por-medio de una linea que es solamente un grado
superior a las secciones cénicas. Esto constituye la primera parte de lo que aqui deseaba
demostrar; pero antes de iniciar la segunda, es necesario que facilite alglinas observaciones
relacionadas con la naturaleza de las lineas curvas. [Descartes 1987, 292-294; A-T, VI,

385387, latin]

A reserva de mencionar mds adelante la clasificacién de las curvas que da Descartes, la
continuacién de la demostracién se encuentra en ¢l libro [ de la Geometr{a. Partiendo del
hecho de que puede determinar a las lineas CB, CD, CF y CH en términos de x y de y,
continua:

Ahora, después de haber clasificado todas Jas lineas segidn ciertos tipos o clases, me es ficil
continuar con la respuesta que anteriormente he facilitado en relacién con el problema de
Pappus. En primer lugar, he mencionado que cuando no hay sino tres o cuatro lineas rectas
dadas, lu ecuacién gue permite determinar los puntos buscados es de segundo grado. Se
infiere de ello que la curva en que tales puntos se encuentran necesarinmente ha de ser
alguna de las de primer tipo [cireulo, pardbola, hipérbola y elipse],... Cuando no han sido
dadas mids de ocho lfmeus, esta ecoucidn serd a lo sumo una bicundrdtica y, en
consecuencia, la curva resuitante pertenecerd a la segunda clase o a la primera. Cuando no
hay mds de doce i{neas dadas, lu ecuacion no excede el cusdrudo del cuba y, por tanto, la
linea buscada no pertenece sino u la tercera clase ¢ w una inferior, y asi sucesivamente,

Pero, como la posicién de las lineas puede variar de muchas formas, introduciéndose
modificaciones en las cantidades conocidas y en los signos empleados, no hay una curva
del primer tipo que no sea ttil para el problema con cuatro lineas, ni alguna del segundo
tipo cuando se plantea para ocho, ni una de la tercera clase cuando se plantea para doce,
y as{ para otros casos.

De modo que no hay una linea curva, cuya ecuacidn pueda ser obtenida y que pueda ser
aceptada en Geometrfa, que no sea itil para algdn mimero de lineas. [Descartes 1987,
300-301; A-T, VI, 397, latin]

Con lo que a continuacidn nos dard la solucidn para el problema de Pappus para el caso
de tres o cuatro lineas. Es importante notar cémo Descartes pasa del caso general que tratd
de forma analitica (primera parte), a considerar un caso particular (tres y cuatro lineas)
para mostrar la parte sintética de la solucidn, aiin cuando también enuncia de manera
general esta parte.

1.3.1 Solucién sintética de Descartes para el caso de tres y cuatro lineas
Descartes busca mostrar la forma de determinar Ja curva para esle caso, ademés de hacer

evidente que corresponde al primer tipo, donde son consideradas las tres secciones cdnicas
y el circulo,
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Considérense nuevamente las cuatro lineas dadas, AB, AD, EF y GH, ¥
dejemos que el lugar geométrico generado por el punio C sea aquel que
satisfaga que, si a través de él son trazadas Jas cuatro lincas CB, CD, CF
y CH, formando 4ngulos dados con las lineas dadas, el producto de CB y
CF s igual al producto de CD y CH. Esto es equivalente a decir que si

CB=y, entonces
Escritura de Descartes

CD=(czy+chx)fiz
CF={ezy+dek+dex)/zz
CH=(gzy+fgl-fex)/zz
entonces la ecuacién estd dada
COMo sigue:

yy={icfulz-dekez)y-(dezz+cfiz-
begz)xy +befplx-befexx |/
€127-CRLL

Suponiendo ez mayor que cg, si
fuese menor serfa necesario cam-
biar los signos (+ y -). Siyes
€Ero 0 MEnor gGue cero en esta
ecuacidn, y puesto que el punto
C se encuentra en el dngulo
DAG, serd preciso suponerlo
también en el dngulo DAE, o
EAR, o RAG, y los signos
deberan ser allerados para llegar
a este resultado.
§i para cada una de estas
cuatro posiciones el valor de y
fuera cero, el problema serd
irresoluble. Pero supongamos la
solucién posible, y para abreviar
las expresiones, escribamos
2m en lugar de (¢figz-dekzz)/
ezzz-cyzZ; ¥ 2n/z en lugar de
(dezz+cfaz-begz)/ezzz-cgzz. De
este modo obtenemos:
yy=2my-(2n/z)xy + (bcfile-befgxx)/
€222-CgL,
de donde la raiz serd:
y=m-(nx)/z+ [ mm-C2mnxjiz ¥
fanxx)/zz+ (befelx-befexx)/
£25Z-CRT
De nuevo, para abreviar, hagamos
{-2mn)/z+ (bcfel)/ezzz-cyzz igual

Escritura moderna

Como suponcmos CB*CF=CD*CH,

entonces sustituyendo:

y(ezy +dek +dex)/zt=

[(czy +chx)/zz)(gzy +fglfex)iz],

de donde, e’y +dekyr? +dexyr’=

(czy +chx)*(gzy +ful-fex), asi

Y =[(cfglz-dekz’}y-(bege-dez™-cfgzxy+
befelx-befex®fler’-c’

Ahora, si ez > cg, entonces ez’-cgz’ >0,
y su rafz cuadrada es real; esto le
permite a Descartes olvidarse de rafces
negativas. Si y=0, entonces en la
ecuacion:

(bofele-bofuxc e -cgzr=0, y
befgle=befex®, de donde x=/,

luego, la solucidn del problema
geométrico a pasado al problema
algebraico de solucionar una ecuacién
de segundo grado con dos variables.

Si y <0, sdlo nccesita hacer el cambio
de signos. Si suponemos que existe
solucién, abreviamos como sigue:
2m=(cflyz-dek) e-cg2?

y 2n/z={(dez* +¢fyz-begz) e -cg2,

Y asi tenemos que,

y2=2my-2nizicy+ (bofelv-befud) e’ g

cuya rafz positiva es:
y={2(m-{nx}/z) + | 4(m-{nx} /2]’
Fdibcfelx-befux)ied-cg' 112} ast

y=m-(ne)lz+ | i—i_l—]_"- (2mnx)iz+ (2 +
(bofele-befexx)/ed-cgz™




a0, y nn/zz-(bcfg)/ezzz-cgz

igual a -p/m; hacemos esto, pues
podemos designarlas como se quie-
1a ya que son cantidades dadas.
Entonces tenemos que:

y=m-(rx)/iz+ [ rox-(pim)x>
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De nuevo abreviamos, puesto que
estamos manejando cantidades
conocidas, hacemos

{-2mn)/z+ (befellfe-cgi =0,
/- (befg ) e’ -cgzt =-p/m,

luego, e
y=m-(nx)/z+ | m*+ox- ﬁo/m)F

Esta debe ser la longitud de la linea BC, dejando a AB o x indeterminada [se obtiene alge-
braicamente el valor de BC, pero su longitud serd establecida geométricamente], Ya que
el problema es propuesto para tres o cuatro lineas, siempre se pueden tener tales términos,
aunque alguno de ellos pueda ser nulo y los signos puedan variar. [Descartes 1987,

302-303; 1954, 60-64; A-T, V1, 400, latin]

Hasta aqui, lo que Descartes hace es obiener el valor de BC en términos algebraicos, pero
le falta la construccién de la misma, lo que hard de la siguiente manera:

FIGH Al

Después de esto, trazo Kl igual y paraleta a AB, de tal forma que corte a
BC en el segmento BK igual a m (ya que la expresién para BC es +m; si
fuera -m, habria que trazar IK del otro lado de AB, mientras que si fuera
cero, no se traza IK (figura 2). Seguidamente, trazo IL de forma que

Escritura de Descartes

IK:KL::z:n, esto es, de modo
que si IK es igual a x, KL es
igual a ax/z. De esta forma
conozco la razén de KL a IL,
que llamo n:a, asf si K1 es igual
a nx/z, entonces IL es igual a
ax/z. Tomo el punio K entre L y
C, ya que la ecuacidn contiene a
-nx/z (si fuera +nx/z tomarfa L

Escritura moderna

Si IK/KL=2z/n, entonces
KL=1Kn/z=nx/z. Y st KL/IL=a/n
entonces, IL=KLa/n=ax/z.

En la figura, BC=BL+LC, pero
BL=BK-KL; BM=m y BL=nx/z,
entonces, BL=m-nx/z, asi
BC=m-nx/z+LC, comparando esto
con la ecuacidn



entre K y C, y si nx/z fuera cero,
no trazaria IL). Hecho esto, la
linea LC queda determinada por
los términos que restan de la
ecuacidn, esto es:

LC= | mm+ox-(pxx)/m
Si LC fuera cero, el punto C
estarfa sobre la linea IL, y si
fueran sus valores de forma que
se pueda extraer su raiz, esto
es, si mm y (pxx)/m tuvieran el
mismo signo, ya sea positivo o
negativo, y oo fuera igual a
4dpm, o también si mm y ox, o
bien ox y (pxx)/in fueran cero,
entonces ¢l punto C estard sobre
otra linea recta cuya posicidn
puede ser tan ficilmente calcu-
lable como la de IL.

\

$i ninguno de eslos casos ocurre

el punto C siempre estd en una

de las tres secciones cdnicas, o

en un circulo cuyo diimetro estard
sobre la linea IL, y con la linea LC
aplicada en orden a su didmetro; o
por el contrario, LC paralela al
didmetro e IL aplicada en orden. En
particular, si el término pxx/m es
cero, la seccidn cénica es una para-
bola; si tiene valor positivo, entonces
es una hipérbola; y si por ditimo
tiene valor negativo, es una elipse.
La dnica excepeidn serd cuando la
cantidad aam s igual a pzz y ¢l
dnguto 1LC es recto, en Cuyo caso
tenemos un circule en vez de una
elipse.

Si la secci6n conica es una para-
bola, su lado recto es igual a oz/a,
y su eje se cncuentra siempre
sobre la linea IL. Para encontrar
contrar el vértice N, es necesario
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BC=m-nx/z+ | Hr_z+o,\:—;fx:/.rn, B Kol
tendré que ser | m*-+ox-px*im,>

Si LC fuera cero, estar{a sobre IL,
y si éste fuera un cuadrado perfecio,
es decir,

i) si m* y (px?)/m tienen el mismo
signo (+ o -}, y 0*=4pm, entonces

LC= |+ 2x | pm+ (pxiim™
= fm+ | (ptm)xf*
=m+ | (p/m)x’
asi, BC=m-nx/z+m+ | (p/mx'=
2m+(| pim-nlzi=
2BR+ (| p/m-n/f)AB.
ii) si m?=0x=0, entonces LC= | px?/m,
asi, BC=m+nx/z-tx|pim=
met{§ prm-nfex=
BK +({ p/m-n/D)AB’
iii} si ax=px’/m=0, entonces
LC=J§m, asi
BC =m-nx/z+m=2m+nx/z=
2BK+(n/2)AB

En cada caso, la ecuacién es lineal,
luego, serd la ecuacidn de una recta.
Mas adelante se verd la identificacién
que hace Descartes entre ecuaciones y
su representacion geométrica,

Pero cuando no se da ninguno de estos
casos, el punto C estd en alguna de las
secciones conicas, o en un circulo cuyo
didmetro estara sobre la Iinea IL, donde
LC es una ordenada con relacién a su
didmetro; o bien, L.C paralela al didme-
tro, donde IL es la ordenada. En
particular, si px?/m=0,

LC= {m™+ox= BC=m-nx/z+ [ m+ox,
que es una pardbola; si es positivoesuna
hipérbola; si es negativo es una elipse;
y en el caso especial en que ¢’m=pz’
y el tridngulo 1LC es rectdngulo, serd
un circulo, en lugar de una elipse.

Y si esta seccidn es una pardbola, su
lado recto es igual a oz/a y su eje
siempre estd sobre IL. Para encontrar
¢l vértice N, hagamos IN igual a
am*/oz, tal que el punto I esté siempre




construir IN igual a am®/oz, y el
punto I debe encontrarse entre L

y N si mm es positivo y ox también
lo es; también L debe hallarse entre
I y N si mm es positivo y ox nega-
tivo; igualmente N estdentre Ty L
si mm es negativo y ox positivo.
Pero nunca puede darse el valor
-mm cuando los términos estdn
establecidos como lo indicamos.
Finalmente, el punto N debe coinci-
dir con el punto I si mm es igual a
cero. Por este medio es facil encon-
trar esta pardbola de acuerdo con el
primer problema del libro I de
Apolonio®,
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entre L y N si tenemos m*+ox; que L
esté entre I y N si tenemos m-ox; y que
N esté entre | y L si se tiene -m*+ox.
Pero es imposible que m® pueda ser
negativo cuando los términos estdn dados
como antes. Finalmente, si m*=0, los
puntos N e I deben coincidir. Es facil
determinar esta pardbola con el primer
porisma del libro 1 de Apolonio.”

Es importante revisar cuidadosamente esta iitima afirmacién, ya que en ella se observa
de manera clara esta identificacién que hace Descartes entre la ecuacidn de una curva y
su representacion geométrica; asf que analicemos la forma de desarrollar esta proposicion
por parte de Apolonio y contrastemos su aplicacién en la construccién que busca dar
Descartes para el caso en que tenemos una pardbola. Lo siguiente es esencialmente
establecido por [Rodriguez 1992, 74-78], salvo algunas anotaciones de [Vera 1970,

Apolonio, 327-328].

La proposicién (Apolonio I,11) es la siguiente:

Si un cono es cortado por dos planos, unc que pasa a través de su eje y otro que corta a
la base del cono en una linea recla perpendicular a la base del tridngulo axial [tridngulo
segin el gje], y mifs adn, si el didmetro de la seccidn es paralelo a uno de los lados del
tridngulo axial, entonces el cuadrado de toda recta trazada desde la seccién del cono a su
didmetro, paralela a la interseccidn del plano cortante con Ja base del cono |es decir, el
cuadrado de 1a ordenada de un punto de la seccidn], serd igual al rectdngulo formado por
la recta que separa ¢n el didmetro que empieza en el vértice de la seccién y por otra recta
cuya razén a la situada entre ¢l dngulo del cono y el vértice de la seccién es fa misma que
Ia del cuadrado de la base del tridngulo axial respecto al recténgulo contenido por los dos
ledos sobrantes del rectdngulo. Llamaremos pardhola o tul seccitn.

§ Descaries 1954, 64-68; 1987, 300-305; A-T, VI, 397, lain.

7 wd. [Rodriguez 1992, 70-73].



FIGURA 3

Sea A el vértice de un cono y su-base el circulo BC. Cértese el cono con
un plano a través de su eje, y sea esta seccidn el tridngulo ABC [Apolonio
1,3]. Cériese de nuevo al cono con un plano que corte a su base en la linea
recta DE perpendicular a la linea recta BC del tridngulo ABC, y a la
superficie del cono segiin la linea DFE cuyo didgmetro FG [Apolonio [,7 'y
definicién 4] es paralelo al lado AC del tridgnguto axial [del tridngulo que

pasa por el eje] (figura 3; fuente: [Rodriguez 1992, 741]).

Trdcese la linea recta FH desde el punto IF perpendicular a la linea recta

FG, de forma que
Escritura de Apolonio

cuad.BC:rect. BA,AC::FH:FA."
Toémese al azar el punto K de la
seccion, a través de K tricese la
linea recta KL paralela a la linea
DE. Digo que

cuad KL:rect. FH:FL

Trécese a través de L la linea
recta BC. Y como la linea DE es
paralela a la linea KL, tenemos
que el plano formado por KL y
MN es paralelo al plano formado
por BC y DE [Euclides XI,15],
esto s, a 1a base del cono. Asi, el
plano formado por KL y MN es un
circulo de didametro MN [Apolonio
1,4]. KL es perpendicular a MN,
ya que DE s perpenclicular a BC
[Euclides X1,10], de donde,

Escritura moderna

Dada la figura, supongamos que
BC2:BA*AC::FH:FA, es decir,
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BCZ/BAsAC=FH/FA, lo que se debe

demostrar es que: KL?=FH*FL.

Tenemos que MLeLN=KL? [Euclides

111,31; VI,B, porismal.
Es decir, como MNK es un circulo,

trazamos MK y KN, de donde el dngulo
MKN es recto, asi, KL es la media pro-

porcional entre ML y LN, esto es
ML/KL=KL/LN, por lo tanto

ML*LN=KL%.

Ahora, tenemos que
BC/CA=MN/NA=ML/LF
[Fuclides VE,4], asf también

BC/BA=MN/MA=




rect. ML, LN=cuad.KL [Euclides,
IIL.31; VI,8, porisma]; y como
cuad.BC:rect. BA,AC::HF:FA, y
cuvad.BC:rect, BA,AC comp. BC:CA,
BC:BA [Euclides V1,23], por lo

tanto, HF:FA comp. BC:CA, BC:BA.

Pero,
BC:CA::MN:NA::ML:LF [Euclides

VI1,4], y BC:BA::MN:MA::ML:MF::

NL:FA [Euclides VI,2]; por lo
tanto, HF:FA comp. ML:LF,NL:FA
pero,

rect. ML,LN:rect.LF,FA comp. ML:
LF,LN:FA [Euclides VI,23].

Por lo tanto,
HF:FA::rect. ML ,LN:rect. LF,FA
pero, tomando a la linea FL como
altura comun,

HF:FA::rect. HF,FL:rect.LF,FA
[Euclides VI,1]; por lo tanto
rect. ML, LN:rect.LF FA::

rect. HF,FL:rect.LF ,FA [Euclides
V,11]; entonces
rect.ML,LN=rect. HIF,FL [Euclides
V.91

Pero, rect, ML, LN=cuad.KL., por
lo que también,
cuad. KL =rect.HF FL.
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LM/MF=NL/FA (2) [Euclides V1,2]
componiendo (1) y (2), y usando
[Euclides VI,23], tenemos que
BCYCA*BA =MNYNA®MA =MLeNL/
LLF*FA; por lo tanto,
HF/FA=MLeNL/LFeFA.

Ahora, sabemos que
HF/FA=HFeFL/FLeFA [Euclides VI,1]
de donde,

ML+LN=HFsFL [Euclides V,9]. Pero,
MLeLN=KL?, por lo tanto
KL?=HF+*FL.

Esta iguatdad en un sentido mas modemo
puede interpretarse como la ecuacidn
candnica de la pardbola, es decir, KL
seria la ordenada, FL la abscisa y HF
el pardmetro, asf la igualdad anterior
puede escribirse como la siguiente
ecuacién: y*=px.

Sea esla seccién llamada una pardbola, y sea HF la linea recta hacia la cual las
lineas rectas trazadas en en direccién al didmeiro FG, estdn aplicadas en cuadrado,

y se llama también el lado recto®.

Ahora, aplicando esto a la demostracién que Descaries estaba enunciando para el caso de
la pardbola, tenemos que de la figura y por ia proposicién anterior, Ja ecuacién de la
pardbola serd LC?=pLN (1), donde p es el lado recto (figura 4).

Asf, tenemos que por un lado LN=IL+IN, sea IN=Z y como IL=ax/z,

entonces LN =ax/z+Z.

Por otro lado, de la ecuacién y=m-nx/z+ | m*+ox, donde LC=|n’+ox,
se tiene LC=y-m+nx/z, de donde, sustituyendo en (1)

8 Esta copstruccidn, que Apuluniv da por hecha, Ia resuclve Eutikio, considerando un reclingulo 1al que wa OP+PR=AB*AC y
aplicando 21 lado PR un nectingulo cyuivalente al vusdrada d¢ BG. y sicmlo PQ vl atra lade del reciéngulo, pone FH:FA=PQ:PO,
¥y como los  eecidogulos ROy RQ son wntne sl como sus bises. we tienc:  PQIPOmrect.RQircct. OR=

PQePR/PO*PR=BG/AB*AC=FHIFA. [Vera 1970, Apoloniv. nova 37}
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-+ nx/z) = (ax/z+ 2)p
i/

Pero también, (y-m+mx/z2)}=ni+ox, entonces axp/z+Zp=m’+ox,
igualando término a término, tenemos ap/z=0 y Zp=m', esto implica,
p=ozfa y Z=nm/p=am‘/oz. Por lo lanto, el lado recto IN serd am*loz.
[Descartes 1954, 68, nota 112, inglés; 79-80, espaiiol]
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Lo que se observa de aqui, es que la ecuacién carlesiana es equivalente a la ecuacion
obtenida desde la perspectiva de Apolonio, con lo que se evidencia la validez del método
de Descartes, y lo uti] que resulta la asociacién de una ecuacion a una figura geométrica,

Posteriormente, Descartes continua desarrollando 1a solucidn para cuando se necesita
construir el circule, la hipérbola o la elipse; casos que resumiremos brevemente.,

Si la linea pedida ¢s un circulo, una clipse o una hipérbola, es preciso en
primer lugar hallar ¢l punio M, quc es el centro de la figura. Tal punto
siempre se encuentra en la Iinea recta 1L y pucde ser hallado tomando IM
igual a aom/2pz. Asi, si 0=0, entonces M coincide con 1, Si la linea que
se desea encontrar es un circulo o una clipse, debemos tomar el punto M
del mismo Lado gue el punto Lovespecto de 1, cuando ox s positive; o en
el lado opuesto si ox es negativo. Por el contrario, en el caso de una
hipérbola, si se tiene ox, el centro M estd hacia L; si fuera -ox, deberfa
tomarse hacia la otra parie. Segiin todo esto, ¢l lado recto de la figura debe
ser | (0 +4mpzi7a®'si m*>0 y la linea es un circulo o una elipse; o si
m* <0 y ¢l lugar es una hipérbola. Pero si la linea buscada es un circulo o
una elipse y m*<0, o si es una hipérbola y 07> 4mp, con m*>0, el lado
recto serd | (0'z-dmpz3)/a’) Y si m*=0, el lado recto serd oz/a; y si 0z=0,
entonces serd | dmpz*/a’!

Asimismo, en relacion con el correspondiente didmetro debe ser hallada una

linea que sea al lado recto como ani’ es a pz’; es decir, si el lado recto es
= 3 y 5 Al L4 ek G IO —r T +

| T0%2 +ampzife?, entonces el didmetro serd | (a0’ +da'ni')ip*2.
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En cada uno de estos casos, e! didmetro de la seccién se encuentra en la
lfnea IM, siende 1.C de las aplicadas por orden. Es evidente que siendo MN
igual a la mitad del didmetro y tomande N y L en el mismo lado del M, el
punto N serd el vértice de este didmetro. Siguiendo lo expuesto es ficil
determinar la curva de acuerdo con los problemas segundo y tercero del
primer libro de Apolonio,

Pero, cuando esia seccidn es una hipérbota, m?>0 y 0°=0 o o*<4pm,
entonces debe trazarse la linea MOP por M de forma que sea paralela a LC
y que CP lo sea a LM, asl como tomar MO =] m’—(();m/f#p), pero si ox=0
= MO=m. Considerando O como el vértice de la hipérbola, con OP el
didfmetro y CP la linea aplicada; en tal caso, el lado recto es
{(da*m*/p*z*)-(a®0’m/pP2%) y su didmetro serd | 4m™-(o’m/p). No obstante,
debemos considerar una excepcion, cuando ox=0, el lado recto es 2a’m*/pz
y el valor del didmetro es 2. A partir de estos datos la curva puede ser
determinada de acuerdo con ¢l problema tercero del primer libro de
Apolonio. [Descartes 1987, 305-306].

Todo este desarrollo le permite a Descartes concluir:

Puesto que todas las ecuaciones que no son superiores a las de segundo grado se incluyen
en la discusidn que ha sido dada, no sdlo se resuelve completamente el problema de los
antiguos relativo a tres o custro lfneas, sino también cuanto se relaciona con lo que ha sido
llamado composicidn de lugares s6lidos y planos..., pues la solucidn de cualquiera de estos
problemas de lugar no es mds que la de encontrar un punto para cuya completa
determinacién falta una condicidén, siendo las otras condiciones tales que todos los puntos
de una sola linea la satisfagan. Si esta lfnea es recta o circular decimos que se trata de un
lugar plano; pero si es una paribola, una hipérbola o una elipse, entonces se dice que se
trata de un lugar sdlido. En cada caso puede obtencrse una ecuacidn que contenga a dos
cantidades desconocidas, que g8 semejunte 4 alguna de las que acubo de resolver.

Si la curva en la que se encuentra ¢l punto buscado es de un grado superior al de las
secciones cdnicas, puede ser lamads, siguiendo el mismo procedimiento, un lugar
supersdlido, y asf sucesivamente.., Los antiguos llegaron a obtener como nivel superior de
andlisis la composicién de lugares sélidos y cuanto Apolonio expuso acerca de las secciones
cénicas podefa responder ol deseo de solventur los problemas relacionados con la
composicion de tales lugares. As{ mismo se ve que to que he considerado como la primera
clase de curvas no puede incluir a otras que el circulo, 1a hipérbola, la pardbola y la elipse,
que es cuanto habfa intentada probar. [Descartes 1987, 310-311; 1954, 79-80; A-T, VI,
447, latin]

Todavfa Descartes nos muestra un tltimo caso en el que se consideran cinco lincas
variando el paralelismo de las mismas, pero por la analogia del planteamiento no se
presentard aqui, puesto que lo que nos interesa es comparar los planteamientos
metodol6gicos de cada solucidn, para no perdernos en ejemplificaciones. Mds interesante
para nuestros propositos resulta el desarrollar la solucién analitica contempordnea del
mismo, para contrastar los planteamientos y las herramientas utilizadas en cada solucién,

9 Apolonio de Pérgamo. 1969, Cenics, en Grear Books, Encyclopeedia Britanica, 11: 615-616.
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Es importante seialar que Descaries da algunas ideas implicitas en su método, cuya
validez da por sentado, pero que desde una perspectiva contempordnea son de vital
importancia, es por esto que se verd una solucién contempordnea del problema usando el
método de la geometrfa analilica que nos es familiar. Las ideas a las que nos referimos
son:

1) La posibilidad de definir un lugar geométrico a partir de una ecuacitn, que lleva
implicito el uso de ejes de referencia o ejes coordenados que dan sustento al método
analftico contempordneo; y

2) La ecuacidn de segundo grado tiene como lugar geométrico una seccién cénica o un
circulo, que es la ya mencionada asociacién de curvas geométricas con ecuaciones.

Revisemos entonces la solucién contempordnea que es propuesta por [Rodriguez 1992,
81-85].

1.3.2 Solucién analitica contempordnea del problema

Teniendo siempre en cuenta el planteamiento que acaba de hacerse, resolveremos primero
el casp particular para tres lineas, pasando luego a la generalizacidn para cualquier caso.

FIGURA 5

SeanL,=A;x+By+C,=0,L,=A,x+B,y+C;=0, L; = A;x +B,y+C; =0, tresrectas dadas
y sea P=(x,,y,) un punto del ptano que satisface que

d(P,L,’=d(P,L)d(P.Ly) (1)

donde d(P,L;), i=1,2,3, es la distancia de un punto P del plano a una recta L; dada, esta

distancia es igual a: d(P,L)= | Ax;+By,+C;|/ VAI+B]
(figura 5; fuente: [Rodriguez 1992, 81])

Lo que se liene que demostrar es que el lugar geométrico de los puntos que satisfacen (1)
es una conica, es decir, que (1) es una ecuacidn cuadrdtica.

Demostracion:



Sabemos que: d(P,L,}=|Ax,+B,y,+C, |/w/XF+B,
d(P,L,)= |Azx1+BzY|+Cz|/‘/Az +By2’
d(P,Ly)= |A3x1+B3y,+C3|/\/A3 +BY

de donde, si sustituimos en (1) obtenemos

|Ax,+B,y, +C60, J_I(\/Al +B z)'”(lA’x +By, +C, )} Asx, +Byy, +Cy | )/
VATFBAVAT+EY

Sin pérdida de generalidad, tomemos el caso en que todos los valores absolutos son positivos,
esto es
(Ax,+By, +C)YA -+ B =(A%, +Byy, + C)(Agx, +Byy + G5} \/(_A22+Blz)(A1z_F§;1)

Hagamos r=A2+B,2 y $=(A,>+B;*MA;*+B;?), sustituyendo y desarrollando las operaciones
obtenemos

(A 2-TALA DX, +(28°A B -TA, B, TA B )Xy +(s'B,2-rB,B,)y,* +(25°A,C,-rAC-1ACo)x, +
(28°B,C,-1B,C,-rB,C,)y, +5'C*-1C,C,=0

Asi, igualando el coeficiente de x,* con A, el de x,y, con B, el de y2econC, los de x, y y, con
D y E respectivamente, e igualando s’C,*-rC,C; con F, obtenemos la ecuacion
Ax*+Bx,y,+Cy,*+Dx,+Ey, +F=0, que es una ecuaci6n cuadritica. Q.E.D.

Ahora, la generalizacion del problema de Pappus cuando se tienen 2r o 2n+1 lineas rectas, se
traduce cn encontrar el lugar geométrico de los puntos que satisfacen que el producto de las
distancias de unc de esios puntos a n de las rectas dadas es igual, o proporcional, al producto
de este punto a las n ¢ n+ 1 rectas restanies. Suponiendo los resultados de ta geometria analitica
que nos es familiar, la solucidn de este problema queda reducido a encontrar la ecuacion de
grado n o n+1, segin ¢l caso, que representa a tal fugar. Esto sdlo tiene sentido en una vision
actual, pues tales ecuaciones pueden ser representadas geométricamente cn el plano, situacion
inconcebible dentro de 1a geometria griega.

Veamos la solucién al case general:

Sean L, Ly..., Ly, (0 L;, Ly....Ly,, ;) rectas dadas; sea P oun punto del plano. El lugar
geométrico de los puntos P que satisfacen que Id(P,L)=TId{P,L}), i#j (1), es la grifica de una
ecuacién de grado n o n+1, segin sea el caso.

Demostracidn:
Sean L,=Ax+By+C,=0,

IQ=A2X +B2y+C3=0,
Li=Ax+B,y+C,=0

Lln = Aan + Bley + C'.‘.n =0




61
Sea Pz(xl!YI)i lLIBgD

d(P,L)=|A;x,+Byy, +C, |/ VA ’+B 2
d(P,Ly)=|Ax,+Byy, +C,; |/ VAEB)

d(P,L;)= | Asx,+Byy, +C;|/ VA, +B3

&(P.an)= | Aggxi +Boy + Can |/ VALTHE,
Ahora, sustituyendo en (1) tenemos
I|Ax, +By, +C,|/ VAIFBI=IT| Ax,+By, +C;|/ VAI+B}, con i%j
Luego, §.P.G., tomando sélo los valores positivos e igualando todo a cero obtenemos
TI(Ax,+By, +C) VAI+B] - [l{(Ax, +By, +C)/ VAT+BI=0, con i#j 3}

Y como el grado de un producto de polinomios distintos de cero es igual & la suma de los
grados de sus factores, entonces (2) serd la diferencia de dos polinomios de grado non+1
segiin el caso, de donde (2) serd una ecuacién de grado n 0 a-+1, siendo esto lo que se
querfa demostrar. [Rodriguez 1992, 81-85]

1.4 Clasificacién de curvas

Ya antes habfamos mencionado que Descartes establece ei enunciado del problema de
Pappus en sus propios términos, ain cuando contaba con ¢l enunciado original, y ahora
podrfamos agregar también que lo generaliza antes de resolverlo; ambas situaciones se
explican en la medida en que dan sentido a su posterior clasificacion de las curvas; donde
la interpretacién algebraica de los lugares geométricos permite dar una clasificacion en
términos de ecuaciones, sin distinguir la manera en que se construyen las curvas asociadas
a éstas (como en la clasificacién de los geométras griegos). En la clasificacién de
Descartes se observa el sentido geométrico de las ecuaciones sin importar el nimero de
Ifneas involucradas; en contraste con la tradicién geométrica griega, donde consideran a
los puntos, las lfneas, las superficies y los volimenes como entes geométricos con una
dimensién definida, por lo que su modo de construccidn determinaba la clasificacién en
curvas planas (recta y circunferencia), curvas sdlidas (cdnicas) y curvas lineales
(mecdnicas), véase Apéndice III. La diferencia en la concepcidn de Descartes puede
deducirse de la siguiente afirmacidn:

.. para comprender a la vez todas aquellas [curvas] que se dan en la naturaleza y para
clasificarias por orden segiin ciertos tipos [0 géneros], no conozeo algo més apropiado que
afirmar que todos los puntos de las que pueden llamarse geométricas, es decir, de aquellas
que caen bajo cierta medida precisa y exacta, tienen necesariamente alguna relacidn con
todos los puntos de una linea recta y esta relacidn puede ser expisada por alguna ecuacién
vilida para todos los puntos. [Descartes 1987, 297; 1954, 48; A-T, VI, 393, latin]

Descartes clasifica a las curvas de la siguiente manera:
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Del primero y mds simple tipo [género]: todas las curvas cuya ecuacidn no
involucre términos mayores que el rectdngulo [producto] de dos cantidades
desconocidas (términos en xy) o bien el cuadrado de una misma cantidad
(términos en x* & ¥%). Por lo que sélo estdn comprendidas el circulo, Ia
pardbola, la hipérbola y la clipsc.

Del scgundo tipo [género]: todas aquellas en las que la ecuacién contenga
uno o mis cantidades desconocidas (deben ser dos para explicar la relacién
entre dos puntos), alcanzan grados tres o cuatro.

Del tercer género [tipo]: aguellas en las que la ecuaci6n alcanza el quinto
o sexto grado; y asi para las otras curvas, hasta el infinito, sin excluir a
ninguna, aiin cuando su construccion no sea geométrica. [Descartes 1987,
298; 1954, 48, A-T, V1, 394, latin]

Esta clasificacién modifica de manera radical el crilerio de la clasificacién de los griegos,
haciendo a un lado los méodos de construccién y dando prioridad a las propiedades
expresadas de forma algebraica en funcién de lineas dadas, las que actualmente juegan el
papel de ejes coordenados.
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APENDICE 11
I. Antecedentes histéricos del problema
1.1 Método de tanteo

Frente a las necesidades précticas, que surgieron durante las antiguas culturas orientales
y prehelénicas, como el reparto y la medicién de tierras, el cdlculo de dreas y tributacién
de las mismas, la edificacién de templos y ornamentos, asf como la construccidn de casas,
palacios y acueductos, se contempla a la geometria como una herramienta para solucionar
estos problemas especificos. Durante este periodo se desarrotlan Jas nociones de figura,
forma, 4rea, volumen, entre otros; sin embargo, aidn no existe un manegjo
tedrico-conceptual. Estas nociones se desarrollan en un ambiente empirico, en donde el
proceso de conocimiento estd dado por reproducciones del aspecto fisico en que se
desenvuelven, siempre ateniendose a la utilidad prdctica de los mismos. Tan es asi, que
puede uno aventurarse a afirmar que el método aplicable para ese periodo es el de tanteo.

El método de tanteo, o de ensayo y error, consiste en que ciertos casos especificos
obedecen a una cierta relacion descriptiva y numérica sin flegar a una demostracién 16gica
0 a ciertas propiedades categdricas que den lugar a una teorfa. Tal método fue aprioristico
ya que sélo fue sustentable en la medida en que se resolvieron esos problemas précticos.
Asf, su fundamentacidén esta dada por un razonamiento empirico, en donde la observacién
y la experiencia determinan un cuadro lleno de analogfas, excento de entendimiento l6gico.

Parte de los elementos que fueron rescatados del método de ensayo y error, y que
posteriormente conformaron parte de los métodos analftico y sintético, han sido las
relaciones analégicas y empiricas desarrolladas a través de la observacién y la experiencia.
De hecho, la cultura griega inserta en su concepcidn geométrica estos elementos como
parte del proceso cognoscitivo, pero dando prioridad al razonamiento deductivo, es decir,
llegar a conclusiones geométricas por demostraciones lGgicas y no por experimentacién
de tanteos. [Eves 1985, 6]

1.2 El método sintético y el método analitico

Los antecedentes que dieron origen al desarrollo de la geometria griega estan determinados
por el contacto continuo que tuvieron algunos fildsofos y matemdticos de la antigiiedad con
las culturas egipcia y babilénica, aunque aiin quedan dudas sobre este proceso, como lo
planted Eves:

El grado o la extensidn de {a deuda de la geometrfa griega a la geometr{a oriental antigua
es diffcil de estimar, y la trayectoria de transmisidn de una a otra no ha sido descubierta
hasta shora satisfactoriamente [Eves 1985, 9].

Este planteamiento en cierta forma nos muestra como el pensamiento geométrico del este
fue inspirador de la geometrfa griega; aunque no existan elementos suficientes para
comprobarlo, es necesario subrayar este posible legado {vid. Zhmud 1996].
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La concepcién geométrica de los griegos rompe con el antiguo esquema cognoscitivo
y sienta las bases del método deductivo para conformar a la geometria como una ciencia.
Los aspectos causales que dan origen al desarrollo de la geometria en Grecia no son en
modo alguno pricticos como los de Egipto y Babilonia, sino que muestran un
conocimiento sistematizado y una estructura conceptual con alto grado de abstraccién y
generalidad,

El desarrollo de la geometria griega tendrd su sustento en los estudios de Tales de
Mileto, quién desarrolla -después de viajar por Egipto- un razonamiento 16gico y desecha
la experimentacién intuitiva, sentando las bases del método deductivo.

Ademis, €l hecho de que ¢! primer pensamiento deductivo fuern efectuado en el campo de
la geometria, en lugar de en dlgebrs, por ejemplo, inagurd una tradicidn en matemdticas
que se mantuvo hasla muy recientemente |[Eves 1985, 11].

Bajo este aspecto, Tales parte de In consideracion de que el universo es cognocible y de
que sus detalles pueden ser deducidos por una 18gica axiomdtica, lo cual fue Util en esta
primera etapa de la geometria griega para liberar al hombre de los experimentos intuitivos
y darle una mayor organizacién conceptual.

Con Pitdgoras y sus discipulos se fundamenta la incipiente geometria, y la teoria de
los niimeros, desarrollando los temas que mds tarde aparecerdn en los libros I, II, IV y
VI de los Elementos de Euclides.

La escuela pitagdrica establecid la divisién en ramas de la matemdtica: estudiaba el
cudntos o bien el cudnto. Los cudntos, es decir la cantidad discreta, podfa estudiarse en
sf (aritmética) o en relacidn con otra (musica), mientras que el cuinto, es decir la cantidad
continua, podia estudiarse fija (geometr{a) o mévil (astronomia) [Rey Pastor 1984, 25].
También establecié el método de prueba consistente en hacer un razonamiento deductivo
a partir de ciertos postulados; este método constituye el procedimiento més poderoso para
generalizar la experiencia, puesto que transforma un determinado niimero de casos en un
teorema. Este encadenamiento 16gico da una estructura a la geometrfa, que culminard en
1a obra de Euclides.

Dentro de los problemas estudiados por los pitagdricos cabe resaltar el de la
aplicacién de dreas que dividian en tres formas: la aplicacién simple (pardbola) que
consiste en construir sobre un segmento dado un rectdngulo de drea dada; la aplicacién por
exceso (hipérbola) que consiste en prolongar un segmento dado de un cierlo segmento
descenocido, de manera que el rectdngulo que tiene como altura el segmento desconocido
y por base el segmento prolongade tenga una drca dada, y la aplicacidn por defecto
(elipse) que consiste en reslar a un scgmento dado un segmento desconocido, de manera
que el rectdngulo cuya altura es el segmento desconccido tenga una 4rea dada. El
problema de la divisién en media y extrema razén pertenece a este tipo de problemas.
[Rey Pastor 1984, 25]

La introduccién de la ldgica demostrativa le da un cierto cuerpo normativo a la
geometria. Asf, la geometria adquiri6 un carécter tedrico que permitié la ampliacién y
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sistematizacién de esta rama, pero también la alejo de su origen y aplicacidn en la
préctica.

Este cardcter tedrico esta impregnado de elementos milticos impuestos por Pitdgoras,
que se reflejan en la utilizacién de instrumentos precisos que permitan reproducir las
cualidades de perfeccién y exactitud de las divinidades en figuras y cuerpos geomélricos,
como €l circulo y la -esfera. Apareciendo asi, como instrumentos reproduciores de la
perfeccién, la regla y el compds como exclusivos de esta rama.

Con Platdn continua este planteamiento mitico pitagérico que impregna a la
geometrfa griega. El sentido de abstraccién de la geometrfa fue un aporte de Platn, el
cual se caracteriza por ser independiente a la experiencia y accesible sélo a unos cuantos’.
Con ello hizo una contribucién epistemolégica a la concepeién filosdfica de la geomeiria,
ddndole un cardcter enteramente abstracto, quedando fuera de su apreciacidn cualquier
aportacién prictica. Es mds, se consideraba denigrante cualquier actividad manual o
cdlculo numérico, cuando éstos aparecian se les ocultaba con algo de geometria, pues se
consideraban propios de los esclavos, a quienes estaba vedado cualquier tipo de
conacimiento.

También desarrollé el estudio de la l6gica, su critica al papel de la percepcién
sensorial y de la mente en el proceso de conocimiento fue muy importante, pero sin duda
su mayor esfuerzo es la fundacién de la Academia, donde difundié el estudio de la
geometrfa, y de la que més tarde surgen hombres que contribuyen enormemente a la
ciencia, La tradicién académica continua con Aristételes a través del Liceo, defendiendo
el cardcter abstracto de los principlos y estableciendo categorfas como: induccidn,
deduccién, definicién y diversas formas del silogismo, que dan un papel preponderante a
la l6gica en el proceso de acceder a las verdades objetivas, evitande en lo sucesivo
cualquier acercamiento con la experimenta-cién préctica.

Con la extensién territorial de la cultura griega a manos de Alejandro Magno,
discfpulo de Aristéleles, la ciencia griega se pone en contacto con las viejas fuentes de la
cultura oriental, produciendose el periodo mds fertil para la geometria griega.

Ptolomeo, otro discipulo de Aristdteles, funda el Museo de Alejandria, instituto de
investigacidn y enseifianza que supera por mucho a las anteriores escuelas; y por primera
vez bajo el subsidio del gobierno alejandrino se crean condiciones éptimas para generar
un gran avance en las ciencias exactas; aunado a esto y a hombres como Euclides,
Arquimedes e Hipparco, el cuerpo de la geometria qued6 formulado de manera coherente
y légico.

Hipdcrates de Quios y Eudoxio fueron parte de esta transformacién importante de
la geometrfa; Hipdcrates denoto con lelras las figuras geométricas facilitando su manejo
y se ocupo de la solucién geométrica de los problemas llamados cldsicos -cuadratura del
cfrculo, duplicacién del cubo y triseccidn del dngulo-, que si bien no resolvid, permiticron
establecer conceptos y técnicas que vinieron a dar un fundamento mds a la geomcetrfa;

1 Aspecto que ain hoy se sigue mancjando en las instituciones de educacion modernas. De hechw, ne silo es inherente & la peomelaia
¥ino que s¢ hace extensivo a todas las mateméticas, generando con ello toda una serie de prejuicios que obstaculizan el acercamiento
de muchas personas hacia csta disciplina,
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asf tambien condujeron a Hippias de Elis a construir curvas de orden superior -que fueron
construidas con instrumentos mecdnicos sin restriccién al uso de regla y compds-, como
la conchoide o la cisoide, entre otras; ademds, se dio el estudio de fas propiedades de las
cénicas como medio de resolucidn de problemas, tradicién que especificaremos con detalle
mds adelante,

Fudoxio establecid la teorfa de proporciones, aplicable a magoitudes, como aparece
en el libro V de los Elementos; y el método de aproximaciones sucesivas o de exhaucién
para medir 4reas y voliimenes, que bajo ciertas modificaciones de Arquimedes dio grandes
resultados de importancia para la creacién del célculo infinitesimal. Memecmo desarrolla
las secciones c6nicas y sus propiedades fundamentales. Y como culminacién, Euclides
escribe los 13 libros de los Elementos, estableciendo una manera de hacer geometria que
tendrd vigencia durante més de 2000 afios.

Hipdcrates fue el primero en intentar dar una presentacion logica de la geometria en
la forma de una ordenacién de proposiciones basadas en unas cuantas definiciones y
suposiciones iniciales. Mejores intentos fueron los de Leon, Teudio y otros, pero no es
sino hasta Euclides que este esfuerzo toma una forina acabada.

Los Efementos no conticnen toda la geomeltria gricga ni es un resumen de ella, sino
que contienen una gran parte de los trabajos anteriores a Euclides y de €1 mismo, pero
seleccionados de acuerdo a un criterio prefijado, lo que lo convirlié en un sistema tan
fuerte que determiné un modelo de construccin cientifica, una especie de método
sistemdtico y objetivo que se extendid a todas las ramas de la ciencia. Su contenido
proviene de gran parte de los pitagdricos y de Ludoxio; y su oricntacidn de Platdn, del
que tomo la abstraccién y la primacia del conocer sobre ¢l hacer; y de AristOleles, de
quien toma el riguroso método deductivo, y la separacién entre principos (definiciones,
axiomas, elc.) y teoremas. Su método se conoce actualmente como método axiomdtico.

Asi como Platén sélo acepta la perfeccion del circwlo y la esfera, Euclides sélo
permite el uso de la regla y el compds, y aungue esto no es explicito, se deduce de su
propio métado; reafirmando asi el caracter general y abstrécto de la tradicion geométrica
griega.

Otros tibros importantes de Euclides, aunque no tan renombrados como el primero,
son: Datos, Porismas, Conicas y Lugares geomérricos superficiales, en los que profundizd
mds en el estudio de la geometria de lo que se presenta en los Elementos. De hecho,
muchos de ellos dieron pauta para que sus contempordneos realizardn importantes
aportaciones sobre lo que €l inici6. Tal es el caso de Arquimedes, cuyos trabajos ya
presentan un rigor en las demostraciones y una expresién expositiva sislemdtica parecida
a la forma en que en la actualidad son presentados los articulos de las revistas de
investigacién. Es importante sefialar esto puesto que Arquimedes habla de un método para
descubrir resultados, 1o que muestra ya una asimilacidn y estructura conceptual propia de
la concepcién geométrica euclidiana. Su método no s6lo involucra a la geometrfa
euclidiana sino también una extension del método de Eudoxio sobre la aplicacion de dreas.

Posteriormente, con los cstudios y aporiaciones de Apelonio, guien completa la
teoria geométrica de las secciones conicas y plantea problemas relativos a lugares
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geométricos, vienen a redondear la labor emprendida por Euclides y a establecer
definitivamente lo que se conoce como la tradicién de la geometria griega, que define una
forma de hacer geometria donde &sta tiene ya principios y leyes que le dan una estructura
conceptual cientffica.

El estudio de las denominadas secciones cdnicas empieza con Memecmo, pero no
es sino hasta los trabajos de Apolonio que se desarrolla una forma especial de estudiarlas.
Por secciones conicas entendemos 10 que resulta del proceso de seccionar un cono circular
oblicuo por medio de un plano. Los nombres que usamos actualmente para denominarlas
(elipse, hipérbola y pardbola) son dados por Apolonio, pero hay un cambio mds radical
en su teoria que los simples nombres,

Arquimedes y Memecmo habian definido las propiedades de las cdnicas en érminos
de proporciones, haciendo uso de la teoria euclidiana de proporciones, mientras que
Apolonio los plantea en términos de relaciones de dreas, es decir, emplea la concepcion
y ¢l lenguaje de la teoria de aplicacién de dreas (vedse anteriormente la alusién que se
hace a esta teoria por los pitagéricos). Esia manera de concebir a las conicas resulta
fundamental para una posterior asociacién de las curvas con ecuaciones algebraicas en la
geomelria analitica. Es por ello que a partir de que Apolonio completa y sistematiza el
estudio de las cdnicas se plantea, por parte de los historiadores, la idea de que la
diferencia entre la geometria moderna y la geometria antigua es mas de método y notacién
que de contenido.

Con los estudios de Apolonio la gcometria griega llega a su climax y con su muerte,

oo tn edind de oro de la geometria griega llepd a su fin, y los pocos gedmetras que
siguieron hicieron poco mids que lenar los detalles y tal vez desarrollar en forma
independiente algunas teorfas cuyos gérmenes ya estuban contenidos en os trabajos de Jos
tres grandes predecesores: |Euclides, Arquimides y Apolonio]. [Eves 1983, 33|

1.2.1 Los comentadores

Frente al gran legado geométrico de la época de oro, surgen otros grandes hombres que
buscan preservar el conocimiento geométrico adquirido hasta ese momento, cuando &ste
aparentemente llegd a un estadio determinante, marcando los limites de la geometrfa
griega. Entre éstos podemos mencionar a Menelao, Herdn, Claudio y Prolomeo, pero
nuestro interés se centra en aquellos que son llamados comentadores, pero que bien pueden
ser considerados gedmetras, tales como Tedn, Proclo, Hippias, Eutocio y Pappus.

La tradicién de los gedmetras griegos puso énfasis en los problemas de
construccién?, especialmente en el estudio de lugares geométricos’ y la aplicacion de la
teorfa de las cénicas iniciada por Euclides y Memecmo, y completada por Apolonio. Esta
tradicién es la que los comentadores posteriores, come Pappus, transmilirdn y de alguna
forma tratardn de enriquecer.

Los procesos de construccién, es decir, el diseio de figuras geométricas mediante
regla y compds fueron indispensables en la demostracidn de este tipo de problemas.
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Dichos procesos de construccién resultaron una herramienta (til para el estudio de tales
problemas, por lo que fueron agrupados en lo que actualmente se conoce como campo del
andlisis, Pappus al respecto comenta que:

Los libros que pertenecen al ‘campo del andlisis’ se presentan en el orden siguiente: <l
libro vinico de los Datos de Euclides; los dos libros de la Seccidn de razén, los dos libros
de las Secciones de espacios, los dos de la Seccion determinada y los dos de Contactos, de
Apolonio; los tres libros de Porismas, de Euclides; los dos Sobre las inclinaciones, de
Apolonio; los dos Sebre lugares planos y los ocho sohre las Cénicas, del misme; los cinco
Sobre lugares sélidos de Aristeo; los dos Sobre lugares superficiales de Euclides, y los dos
Sobre las medias de Eratéstenes. Estas obras forman fa ilamada Coleccidn Analftica de los
antiguos. [Vera 1970, Pappus, 993]

Los que a su vez contribuyeron en la conformacidn de métodos para resolver este tipo de
problemas, tales como: el andlisis y la sintesis. Estos han sido desarrollados
primordialmente por tres hombres: Euclides, Arqufmedes y Aristeo el viejo.

El andlisis -continda Pappus- es el camino que parte de lu cuestién yue se buscu, se
considera lo que se deriva de ello y lo que le precede, hasta que volviendo sobre los pasos
dados, se llega a una conclusin que ya se conoce o pertenece al orden de los principios,
y este camino se liama andlisis porque es una inversidn de la solucién, mientras que en la
sintesis, por el contrario, suponiendo la cuestién, finalmente, conocida por el anilisis,
disponiendo sus consecuencias y causas en un orden natural y enlazando unas y otras, se
Nega a construir fo que buscamos, y este método es Ja sintesis. [Vera 1970, Pappus, 991]

Sin embargo, hay que distinguir entre dos clases de andlisis: el teorélico, que se dice que
es el propio de la investigacion?; y el problemdtico, que se utiliza para encontrar lo que
se propone®.

En el andlisis leorético se considers estublecido y verdadero lo gue se busca, y después,
spoyandoss en lus consecuencias deducidas y aceptadas como verdaderus, y respondiendo
a Ja hipétesis, se llega a una cuestidn ya fijada que, si es verdadera, tamhién lo es lo que
se busca y la demostrucidn serd la inversa del undlisis, y si es falsa, fulsa serd también Ju
que se busca, En el andlisis problemdtico® se supone conocida la proposicidn, y despuds,
teniendo en cuenta las consecuencias deducidas y admitidas como verdaderas, se llega a una
cuestidn que si se puede realizar 0 ya estd adquinda -lo que los matemdticos Haman datos

2 Recuerdese que oa probleias de consinw<ion s iniciaron con los problemay cléxicos, anteriormente nwencionadas, y se desarrollan
gracias a lon fallidos intentos por resolver justaments estos problemas,

3 Por lugar geometrico entendemos, scgiin las descripciones de Proclo, una posicidn de una lnea o superficic que tliene por lodas panes
una y la misma propiedad. [Unguru 1987, 203]

4 También 23 conocido como anélisis de leoremas, proposiciénes en las cuzles la validez de una aseveracidn estéd determinada.

5 Se conoce ¢como andlisis de problemas, propoesicionss que requicren de¢ la construccidn de un objeto descrito para varios hechos o
datos,

6 El anflisis de problemas es muy comiin en los ratados gricgos, resaliindo dos aspecios, por un Indo existe un gran repertonio de

que son reverdiblss como pasos de consinucciones geomdiricas, y por ¢l otro, este andlisis da informacidn sobre las
cnnd.:.:mea de posibilidad y ¢l nimero de soluciones del problema, In determinacidn de la cual corresponde sl porisma, ¥ o8 parte
esencial de la solucitn completa de un problema. Esencial para este tipo de anilisis es ¢l concepto de existencis dada, propiedad que
ee asumida &l inicio del problema. La palabrs dade tve un cieno rango de connotacidn matemdlica ¢n la antiglicdad pero se conoce
comtinmente como ‘asumide’, ‘delerminado’ y *determinado y cun‘mnhlu , le distiowidn catre [ox dos dhimos wdlo surge ¢n problemas
como ¢l de 1n triscecidn ded dngulo, donde Lok tad 3 nay iten In construccitn del objele, pen se considen que existe.
{lones 1985, 66]
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o hipétesis- también se podrd realizar la proposicion, y la demostracidn serd, como antes,
inversa del anilisis, ¥ si se llega a una cuestidn imposible, también lo serd ¢l problema.
[Vera 1970, Pappus, 991]

Asi, la tradicién geométrica griega establece claramente la distincién entre cada uno de
los métodos posibles de solucién y los asigna segiin el tipo de problema que se desea
resolver, esta es una forma de dar un cardcter normativa a la geometria. Noétese la
importancia de la exploracién metodolégica a través de la historia, ya que ahora contamos
con un criterio de distincién entre los principios que dan sustento a los métedos sintético
y analitico.

Esta distincién entre el uso del método analitico y el sintético se basa en las
caracterfsticas de los problemas a resolver, de esta manera los elementos que constituyen
el problema son determinantes y cada wno de cllos forman parie de un concepto
establecido, por lo que ahora se hace necesario diferenciar cada concepto geométrico y
resaltar sus clementos tedricos. Entonces, analicemos los conceptos geomdtricos que se
han mencionado y que son parte de cste lenguaje propio de la tradicidn griega.

1.3 Concepios tedricos de la geometria griega

A diferencia del lenguaje propio de la aritmética que no ha sufrido grandes cambios en
cuanto a su apreciacion conceptual, la geometrfa se ha manifestado como una disciplina
en constante evolucién metodoldgica y con ello se ha visto en la necesidad de emplear un
lenguaje mds especifico y sistemdtico. He ahf la importancia de diferenciar la apreciacion
conceptual que existe entre la geometrfa tradicional griega y la geometria moderna, esto
se hace evidente en las denominaciones que empleaban los griegos tales como longitud,
drea o voltimen donde no se estaba pensando en nidmeros asignados a una representacion
-como en la actualidad-, sino en manejar relaciones entre tas magnitudes de las figuras que
ya estaban identificadas con letras; para ellos hablar de geometria era hablar de
magnitudes y no de ndmeros (para una diseusicn detallada véase [Jones, Ch. 1987, 8]).

Esta geometria de las magnitudes no permitid el desarrollo de fo que comunmente
conocemos como fracciones’, pero si de relaciones especiales que se denominaron razones
y proporciones; tales relaciones fueron importantes en los métodos de resolucion de
problemas geométricos, ya que su solucién exigia la construccidn de figuras u objetos. Las
construcciones dependian de la forma en que las razones y proporciones relacionaban a
las magnitudes de las lineas o segmentos de curvas, Es por ello que se afirma que los
griegos desarrollaron una geometria de las medidas, la cual se entiende como el manejo
de figuras geomélricas a las que se les asocian magnitudes.

Los metodos de resolucidon de problemas geométricos ademds de exigir la
construccién de figuras requerian ¢l manegjo de una serie de conceptos que dieran
coherencia kdgica y esta-blecieran la veracidad de los resultados, a dicho procedimiento
metodolégico se le conoce como demostracidn. La base de dicha demostracidn se
sustentaba en un conjunto de nocio-nes causales que le daban orientacidn y
sistematizacidn; a dichas nociones Euclides las denomind nrociones comunes y
posteriormente con la geometria moderna fueron llamados principios bdsicos.
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Los principios bdsicos conforman el eje central en torno al cual se desarrolla el
discurso cientifico, estos se presentan como el eslabdn del conocimiento, y su veracidad
serd el sustento de todo el discurso. Todos los demds términos técnicos son derivados de
los principios bésicos, su veracidad depende de su relacién con dichos principios. Tal es
el caso de los axiomas y postulados.

Aungue los matematicos actuales empleen axioma y postulado como sinénimos, los
griegos antiguos hicieren Ja distincidn, adoptada por Euclides, de que un axioma es una
suposicién inicial a todos los estudios, mientras que un postulado es una suposicién inicial
que pertenece al estudio en mano.

Los principios bdsicos y los axiomas son considerades como la base de 1a que parte
el discurso, es decir, sélo de estos principios es posible empezar a deducir mediante un
razonamiento légico las consecuencias del discurso. Estos principios deducidos se llaman
teoremas. Sin embargo, habrfa que distinguir entre lo que s un problema, un teorema y
un porisma, tal como lo diferenciaron los gedmetras priegos,

El problema es una proposicidn que obligatoriamente requiere de una construccion
para su demostracién; el teorema es una proposicién que debe demostrarse, incluya o no
una construccién; y por iltimo, un porisma es a lo que normalmente denominaron
resolucidn de problemas sobre lugares geométricos®. Estos ltimos abundan en el ‘campo
del andlisis’.

Cuando de un problema’® se dice que tiene varias soluciones, significa que pertenece
a los problemas sobre lugares geométricos, justamente las condiciones de posibilidad y el
nimero de soluciones del problema, determinan al porisma. Su solucién es una curva, que
podra ser plana, sélida o lineal, estas tres categorifas clasifican a las curvas segiin la forma
en que son generadas.

Los griegos' clasificaron a las curvas en tres grupos: los lugares planos, que son los
lugares engendrados por la lfnea y el circulo; los lugares sélidos, formados por seccidnes
cédnicas, es decir, por la pardbola, la elipse y la hipérbola; y, por dltimo, los lugares
lineales, constituidos por las llamadas curvas mecédnicas, que son generadas a partir de la
interseccién de diversas curvas en movimiento.

7 Nimero y magnitud se distinguen por su divisibilidsd, Magnitud, siendo continua, ¢ infinitamente divisible; 1ambién nimero es
divisible, pero finitamente: cuando ¢l process dé diviaidn Uegs o | unidad dehe parsr, lo que impide & los ndmeros ser continuos. Y4
que #f la unidad fuers divisible, hahris razdn para suponer que sus parten son divisibles, y nsi en adelante hasta que Is unidad fuera
infinltamente divisible. Esta haria sl tinuo ¢ inklislingible de magnitud, Luego, oo hay fracciones. [Jones, Ch. 1987, 8].

8 Mo cs tolalmente clara esla distineidn, pero parece ser que usan este 1Wrmino én funcidn del likro do Euclides sohre porismas qus
aborda este tema, pars una discusidn deisllada véase [Knorr 1986).

9 Es importante scialar que micriras Proclo habla de tecremas sobre lugares geomdtricos, en Pappus encontramos que son problemas
sobre lugares geoméiricos, i bicn puede ser un dutalle de traduccidn, lo citrlo s que #i existe una diferencia entre |0 concepeidn de
cada uno hacia ¢ legado de la tradicidn griega, pars una di ién detallada véase nuev [Knorr 1986].

10 Aungque hay qué notar que esta clasificacidn ya habia sido cslablecida -a groso mads ¢ .te Apolonio, no es sine hasta Pappus que
adquiere un caracter nomutivo. Mas sin, Pappus se enfrenta a problemas que no encujun en esta calsificacion: pars una discusitn
detallada véase [Knorr 1986, 441.445].



7t

Sin embargo, habria que distinguir entre la propiedad que poseen las curvas y su
origen geométrico. En particular, la pardbola, la hipérbola y la elipse son definidas
comosccciones de un cono, es decir, este es el origen geométrico que las define, aunque
al mismo tiempo responden a pregunlas como: jgué curva liene Ja propiedad de que si
desde uno de sus puntos se considera su distancia hacia tres Ifneas fijas, en un dngulo
dado, los rectingulos cuyos lados son dos de las distancias sostienen una relacién fija con
el cuadrado dela tercera distancia? Esta es una propiedad que poseen las cénicas, pero no
es una manera alternativa de definirlas. Con esto iltimo lo que se busca es demostrar que
los puntos sobre una seccién cénica dada proveen de una solucién a un determinado logar
geométrico, [Unguru 1996, 203-207]

Y es en este contexto donde el problema de lugares geométricos adquiere mas
significado. Ya que es aqui donde el llamado problema de Pappus -0 problema del lugar
geométrico con respecto a tres y cuatra lineas- adquiere sentida,

1.4 El problema de Pappus

Antes de continuar, es importante retomar de la exposicién anterior los elementos
necesarios para analizar las soluciones al problema de Pappus. Observese como del
desarrollo del método de lanteo se extraén las relaciones analdgicas y empiricas
desarrolladas a través de la observacidn y la experiencia, aspeclos que aunados a un
razonamiento deductive dieron sustento a los métodos sintético y analitico griegos. De ahi
se carcterizd al ‘cuerpo dol andlisis™ y a ciertos tipos de problemas de construccion,
dentro de los cuales se enmarcan los que corresponden a lugares geométricos. Ademds se
establecieron clasificaciones para las curvas y una dislincién muy importante entre
problemas, teoremas y porismas, a los cuales se les aplican los métodos sintélico y
analitico, todo esto enmarcado dentro del uso de la regla y el compds como marca la
tradicién geométrica griega.

Conforme a ello, estamos en posibilidad no sélo de identificar cada elemento en el
problema de Pappus sino de determinar hasta que punio cada uno de los intentos de
demostracién que le fueron dados, son vdlidos dentro de esta tradicion geoméirica.

L.os primeros intentos en dar una demostracidn para el problema de Pappus -que en
ese momento nNo se conoce con este nombre, sino como el lugar geométrico respecto a tres
y cuatro lineas- se encuentran en los estudios de problemas sobre lugares geométricos
realizados por Aristeo, aunque no se tiene suficiente informacién sobre esio, al menos
sabemos que fueron estudiados para Ires casos: dos, tres y cuatro lineas, sin llegar a un
resultado satisfactorio.

Euclides, basandose en este estudio, escribe acerca de cémo los lugares geométricos
son solucionados a partir de las cénicas de Aristeo, pero sin pretender dar su demostracién
completa, salvo en el caso para dos lineas. El siguiente en retomar el problema es
Apolonio, quicn afirma en ¢l libro 11E de Jas Cénicas que el problema no fuc enteramente
resuclto por Euclides, y en cuanto a ¢l mismo, solo logrdé demostrarlo para el caso de tres '
lineas, llegando asi hasta la época de los comentadores, en donde Pappus profundiza el
problema, clasifica las demostraciones hasta €l momento logradas y generaliza los casos
para mds de cuatro lincas .
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Pappus al igual que sus antecesores se quedaron en el intento; esto €5 concebible
dadas las limitaciones que la misma concepcién geomélrica griega les impuso. A pesar de
que ya se contaba con una teoria sobre la aplicacidn de 4reas y el estudio de las cénicas,
¥ un conjunto de elementos ltiles en la resolucién de problemas de esta fndole, que
constituyeron el *cuerpo del andlisis’, y enfoques metodolégicos necesarios para acceder
a la demostracidén de dicho problema.

Veamos detalladamente estos intentos de demostracién que hemos mencionado, para
ello comencemos por dar la dltima versién del problema que aparece en el planteamiento
de Pappus. Dado que se conserva su escrito original, la Coleccidn, el enunciado del
problema se puede extraer del mismo, sin embargo, dadas las limitaciones para
conseguirlo nos hemos apoyado en la traduccién que ha hecho Descartes, en su libro de
1a Geometrfa, y el cual presenta una gran veracidad'?. Libro que le sirve de plataforma
para desarrollar su geomeltria analitica y evidenciar la potencialidad de su método.

El problema se puede enunciar de la siguiente manera:

Si son dudas tres lineas rectas en posicidn, ¥ se Irazan otras tres lineas rectas desde un
mismo punto formdndose dngulos conocides con Jas tres lineas dadas, y si, a su vez, es
conocida 1a proporcién del rectdngulo formado por dos de las linens trazadas con el
cuadrado de In otru, entonces el punto se encuentra en un lugar sdlido dado en posicidn,
es decir, sobre una de las tres secciones conicas. Y si, de nuevo, se trazan cuatro lineas
sobre cuatro rectas dadas en una determinada posicidn, en dngulos dados, y se da la
proporeidn del rectdngulo formado por dos de lus truzadas con ¢l formado por las otras
dos, entonces y de modo semejanle ¢l punto se encuentra sobre wng seccidn eénica. Por
otra parte $e ha demostrudo que dnicamente 8 dos Iineas corresponde un lugar plano; pero,
si hay mds de cuatro tineas, el lugar del punto no es de los que son conocidos, es de los
llamados simplemente *lineas’, sin conocerse nada mds sobre su naturaleza o propiedades.
Y no se ha hecho la sintesis de ninguna de estas lneas ni demostrado su aplicacidn & estos
lugares, ni win respecto a uwna de ellas, no lu primera, pero si la mds clara, ha sido
examinada siendo de utilidad. Las proposiciones relacionadas con las mismas son éstas:

8i desde un punto son trazadas cinco lineas rectas, dadas en posicidn, sobre otras rectus
bajo dngulos dados, y se da la proporcién entre ¢l paralelepfpedo rectangular comprendido
bajo tres de las trazadas y el paralelepfpedo rectangular formado por las otras dos y la linea
dada, el punto se encontrard sobre una cierta linea. Si las rectas dadas son seis y se du la
proporcidn del sélido comprendido bajo tres de las trazadas con el sélido bajo las otras
tres, ef punto se encontrard igualmente sobre cierta Iinea. Pero si hay més de seis rectas,
no podemos saber si se guarda la proporcién de algo comprendida por cuatro lineas con
atgo comprendido bajo el resto, pues nada hay que esté comprendido bajo mds de tres
dimensiones... Sin embargo, poco antes de nosostros se ha acordado 1a libertad de hablar
asf, sin designar, empero, nada que no sea inteligible, diciendo: lo comprendico por tales
rectas con respecto al cuadrado de taf recta, o lo comprendido por tales otras. Y es Ficil,
por medio de las relaciones compuestas, enunciar y demostrar en general las anteriores
proposiciones del siguiente modo:

Si desde un punto se trazan sobre rectas dadas otras rectas que formen dngulos dados y,
a la vez, se posee lu relacidn compuesta de une de las trazadas a otra de cllas, de la
segunda con la segunda, de la tercers con la tercers y, si son sicte, de ln dltima con la

PP
11 La falta de documenton originales obstaculiza ¢k sndlisis de basta qu¢ punto Euclicles habia avanzado ¢n la sotucidn det problems
¥ para cuantoa casos, ¥Blo sehemoy que en Apolonia sparccen los casos para dus y tres lincas resuchios, aunque yin determinar In
solucién por completo, puca ¢ncuentra jas curvas pero oo demuctrn gue sean lineas o secciones cnicas sogiin cl caso.
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linea dada o, si son ocho, la de la cuarta con su correspondiente, el punto se encontrard
sobre una de las lineas dadas en posicién. De modo semsjante, cualquiera que sea el
niimero de rectas -par o impar-, puede afirmarse lo mismo. Pero, como he dicho, para
cualquiera de los lugares que siguen al que coresponde 4 cuatro rectas, ninguna sintesis ha
sido propuesta de modo yue (3 lfnea sea conocida, |Descurtes 1954, 18-22 inglés, 286-287

espafiol, A-T, VI, 378-379 latin]

Una versidén moderna del problema aparece en la figura |; y en la figura 2 se
presenta la versién segin la apreciacién de Descartes.
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Fig. 1. (Fuente: [Lachterman 1989, 144-
146]). El problema de Pappus: Dadas (tres)
cuatro lineas en posicién, encontrar el lugar
geométrico de los puntos desde los cuales
otras (tres) cuatro lfneas se pueden trazar a
las (tres) cuatro lineas dadas en dngulos
iguales con la linea que tocan, tal que el
producto (cuadrado) de (una) dos de ellas estd
siempre en una razén dada con el producto de
las otras dos. El lugar geométrico es una
conica que pasa por las intersecciones de las
(tres) cuatro lineas dadas. [Versién moderna].

Fig. 2. (Fuente: [{bid.}). El problema
de Pappus segin la versidn de
Descartes. Resuelve el problema
tomando dos rectas como ejes de
referencia (x, ¥), establece las
propiedades de las curvas en funcién
de x y y, obteniendo x*=+ax+b?, de
donde puede encontrar x con regla y
compds. Ahora, al tomar distintos
valores para y obtendrd olros para x;
luego encuentra diversos puntos que
cumplen la propiedad, describiéndose
la curva requerida.
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12 La reduccidn que aparces en ¢t libro de Descanes resulw ser fie), gracins a que s¢ cucnta ¢con tres versiones: latin, ingles ¥ espaol;
todas con relativa fidelidad & la wraduccién que sparece en el libro original de Pappus, segin lo dado por hecha por diversos

hinoriadores.
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Veamos primero el caso para dos lineas. Aunque al parecer Euclides cuenta con la
demostracién de este caso, la falta de documentos que lo amparen nos hizo recurrir a la
tinica fuente disponible, [Jones 1987, 542]. En donde aparece el enunciade, mas no ia
demostracién, que se extrae del libro | de Apolonio Sobre Lugares Planos.

Lugar geométrico 6: Dadas las lineas rectas Ly y L, sea un punto variable P tal que, si M,
y M, son segmentos dibujados de P en una direccidn fija hacia L, ¥ L, 0 MM, o
M, +kM; (k constante) resultan constantes. Entonces el lugar geométrico de P es una linca
recta. [Cuando L, ¥y Ly no son puralelus, este lugar geomdtrico ex cquivalente a la
representacidn cartesiang de una lines recta. La generalizicion de esto a mis de dos lineas
es el lugar geométrico ‘multilineas’, o de n lineas, discutido por Pappus mds adelante].

1.4.1 Soluciones propuestas para el problema de Pappus en el caso de tres lineas

Para el caso de tres lineas, esencialmente es a partir de la proposicién 54 del libro 111 de
las Cénicas de Apolonio, que se puede dar una relacién cntre las cénicas y las condiciones
que establece el problema de Pappus.

Proposicién 54: Si por los puntos de contacto de dos tangenies a una seccién conica 0 a la
circunferencia de un cfrculo se trazan paralelus a las tangentes y transversales a un mismo
punto de la curva gue corten a las parnlelas, entonces la razdn del rectingulo limitado por
los segmentos producidos en relacion ol euadrado de la lines recta que une los puntos de
contacto, se compone de ta del cuadrado del segmento interior de la recta que une el punto
de interseccion de las tangentes con el punto medio de la linea recta gque une a los puntos
de contacte, junto con ¢l cuadrado del otro segementa (el residun), ¥ tunbién de la razén
del rectdngulo limitado por las tangentes respecto a la cuarta parte del cuadrado sobre la
Ifnea recta que une a los puntos de contacto.

La demostracién de esta proposicion se dard a conlinuacidn, contrastando su escritura en
version de Apolonio y en sentido moderno.

Sea ABC la seccion de un cono o la circunferencia de un cireulo y AD, CD
las tangentes; Gnase AC y biséctese en E, dnase DBE y trdcese AT desde
A paralela a CD y CG desde C paralela a AD; sea H oun punto sobre la
seccién y inase AHG y CHF (figuras 3, 4 y 5)"%.

Escritura de Apolonio Escritura Moderna

Digo que:

rect. AF,CG:cvad.AC comp.™ P.D. FA*GC:ACY EBY(CD*DA):
cuad.EB:cuad.BD,rect. AD,DC. BD*(CE*EA), i.e.

cuatro veces cuad,AC o recl. (FAeGC)/ ACI=EBXCD*DA)/
AE,EC. BD¥CE*EA)

Tréicese desde H paraléla a Tricese KHOXL paralela a AC

AC, KHOXL., y desde B, MBN y MBN parilela a AC (MN es
paralela a AC; entonces es tangente)

evidente que MN es tangenie Como AE=EC, MB=BN, KO=0L,

(Apolonio 11,29,5,6), ¥ OH=0X (Apolonio 11,7}




como AE=EC, también

MB=BN
y KO=0L
y OH=0X (Apolonio
y KH=XL 11,7)

y como MB y -‘MA son tangentes

y KHL fue trazada paralela a

MB, entonces

cuad. AM:cuad. MB::cuad. AK:
rect. XK, XM (Apolonio I11,16)

o cuad. AM:rect. MB,BN::cuad. AK:
rect. LH,HK
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y KH=XL, y como MB y MA son
tangentes y KHL es paralela
a MB entonces,

AM¥MBI=AKYXKeKH
{Apolonio 111,16)

o AMY(MBeBN)=AK(LH*HK)
y (NC*AM) AM?=(LC*AK)/AK?
{Euclides V1,2, V,18)

por lo tanto
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y rect,NC,AM:cuad. AM: rect.
LC,AK:cuad. AK (Euclides
V1,2, V,18)

por lo tanto, es igual a

rect. NC,AM:rect, MB,BN::rect,
LC,AK:rect. LH,HK, pero
rect.LC,AK:rect.LH,HK comp,
LC:LH,AK:HK

o rect.LC,AK:rect. LH,HK comp.

(NCeAM)/(MB*BN)=(L.C*AK)/
(LH*HK) )

pero, tenemos que
AMI=AK}(MB*BN)/(LH*HK)

y AM?=AKY(NCe AM)/(LC*AK)

asf,

AKYMBe BN/(LHeHK)}=AK}(NCeAM)
{(LC*AK)
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FIGHURA A

FA:AC,GC:CA

lo cual es lo mismo que
rect.GC,FA:cuad.CA
entonces

rect. NC,AM:rect. MB,BN::
rect. GC,FA:cuad.CA

pero tomando el rectiangulo
ND,DM como media,

rect. NC,AM:rect. MB,BN comp.

rect. NC,AM:rect. ND, DM,
rect. ND,DM:rect. MB,BN
por lo tanto

rect. GC,FA:cuad.CA comp.
rect. NC,AM:rect. ND, DM,
rect. ND,DM:rect. MB,BN
pero

rect, NC,AM:rect. ND,DM::
cuad.EB:cuad.BD

y rect. ND,DM:rect.NB,BM::
rect. CD,DA::rect.CE,EA

de donde

rect. GC,FA:cuad.CA comp.
cuad.BE:cuad.BD,rect.CD,DA:
rect.CE,EA."

de donde
(LC*AK)/(LH*HK) =(NCe*AM)/
(MB*BN)

pero
(L.C*AK)/(LH*HK)=(FA*GC)/
CA? 2)

entonces por (1) y (2) tenemos
que (NC*AM)/(MBe®BN) =
(CG*FA)/CA? (3)

pero, tomando el rectdngulo
ND,DM come media proporcional
entre lo que serfa el recténgulo
NC,AM y el rectangulo MB,BN;
esto es

(NCeAM)/{NDeDM)=
(NDeDM)/(MB*BN)

y componiendo, tenemos que
(NCeAM)/(MB#*BN)=(NC*AM)*
{(ND*DM)/(ND*DM)(MBe*BN) (4)
luego, por (3) y (4) tenemos
(GCeFAY AC = (NCeAM)(NDeDM)/
(ND*DM){MB*BN)

pero componiendo
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NC/ND =EB/BD con AM/DM =EB/BD
asi como

ND/NB=CBD/CEcon DM/BM =DA/EA
tenemos respectivamente que
(NC*AM)/(ND*DM)=EB¥BD? y
(NDeDM)/(NB*BM)=(CD*DA)/
(CE*EA), por lo tanto
(GC*FA)AC*=EBYCD*DA)/
BDY(CE*EA)'®

Este resultado nos induce a pensar en una seccién cénica ¢ en un circulo como el lugar
geométrico respecto a tres lineas, o bien responde a la pregunta: ;cual es el lugar
geométrico de los puntos cuyas distancias a tres rectas dadas, son tales que el cuadrado
de una de estas distancias estd en una razén constante con el rectingulo formado por las
otras dos distancias?

De ahf, podemos inducir que la pdrabola, la elipse, la hipérbola y el circulo
satisfacen las propiedades del lugar geométrico de tres lineas, como se vio
en la proposicién 54, y ¢l cual puede ser establecido para secciones
opuestas (hipérbola con ambas ramas) en HI,55 y III,56. Tal hecho
podemos enunciarlo del siguiente modo: alguna seccién cénica, cfrculo o
seccién opuesta puede ser considerada como el lugar geométrico de los
puntos cuya distancia a tres lincas rectas fijus son tales que, ¢l cuadrado de
una de las distancias cstd siempre en una razén constante con ¢l rectdngulo
contenido por las otras dos distancias, (rect. AF,CG: cuad.AC comp.
_cuad.EB:cuad.BD, rect.AD,DC:cuatro veces cuad. AC).
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TIGIRA S

Lo anterior nos confirma que Apolonio ltegd a establecer la relacion que habia entre la
propiedad del lugar geométrico de tres Ineas y las ednicas, resolviendo de esta manera la
parte analitica, mds no la parte sintética, del problema. Y es justamente esta parte, que
aparece en el apéndice del libro 11l de las Cdnicas, la que estudiaremos. Y en la que
demostrarémos que el problema no fue satisfactoriamente resuelto.

Consideremos las rectas AD, DC, y AC fija y dada, luego DE serd fija,
dada y bisectard a AC; de donde las lineas AC, EB, BD, AD y DE, asi
como los cuadrados sobre ellas y los rectdngulos comprendidos por cllas
son fijos y dados. Como el punto H es tomado de puntos diferentes a lo
largo de la cdnica, las lineas rectas AF y CG cambian de magnitud, sin
embargo el rectdngulo AF,GC permanece constanle por la proporcién
anterior (figura 6).

Tracemos HX paralela a BE, HY a AD y HZ a DC; HX es la distancia de
H a AC en un dngulo dado; y de la relacion de paralelismo, AY representa
la distancia de H a AD en un dngulo dado y ZC representa la distancia de
H a DC en otro dngulo dado; entonces por tridngulos semejantes

Escritura de Apolonio Escritura moderna
CZ:ZH::AC:AF CZ/ZH = AC/AF
AY:YH::AC:CG AY/YH = ACICG

entonces, componiendo luego, multiplicando
rect.CZ,AY:rect. ZH,YH::cuad.AC: CZ*AY/ZH*YH = ACYAF*CG

rect. AF,CG
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Ahora, hemos visto que el rectdngulo AF,CG es una magnitud constante
cuando el punto H cambia, y el cuadrado sobre AC es constante, luego su
razon es constante
rect.CZ,AY:rect.ZH,YH estd en CZeAY/ZH*YH = cte. N
una razdén constante )
Ademds, por tridgngulos seme- Ademds, por Lridngulos semejantes
jantes, ZH:HX::CD:DE
YH:HX::AD:DE ZH/HX = CD/DE y YH/HX = AD/DE
entonces, componiendo entonces, multiplicando
rect.ZH,YH:cuad . HX::rect.CD,AD:: ZH*YH/HX? = CD*AD/DE?
cuad.DE
Pero el rectdngulo CD,AD y el cuadrado sobre DE son magnitudes
constantes cuando el punto H cambia, luego su razén es constante. Por lo
tanto,
rect.ZH,HY ;cuad.HX estd en una ZHsYH/HX? = cte. VA
razén constante 2)
componiendo (1) y (2), obtenemos componiendo (1) y {2), obtenemos una
una razén constante, es decir razén constante,
rect.CZ,AY:cuad. HX estd en una CZ*AY/HX? = cle.

razdn constante

En otras palabras, cuando el punto H cambia, el rectdngulo formado por las
distancias de H a dos puntos de las lineas dadas (en dngulos dados), tiene
una razén constante respecto al cuadrado sobre 1a distancia de H a Ja tercera
linea (en dngulo dado). Si se eligen otros dngulos, la propiedad de scr
constante se mantiene, aungue la razén constante no serd fa misma (figura
7).

Resumiendo, una pardbola, elipse, hipérbola o circulo son el lugar
geométrico de tres lineas en relacién a dos tangentes cualesquiera con
respecto a ellas y a una linea recta que une los puntos de contacte. Una
seccién opuesta es, asimisme, un lugar geométrico de tres lineas respecto
a cualquier par de tangentes a otra seccidn, junto con la linea que une sus
puntos de contacto, Las dos secciones opueslas juntas son un lugar
geométrico con respecto a dos tangentes, una en cada seccion, y a la linea
recta que une sus puntos de contacto'”.

13 Laa figuras 3-7 son tomadas de [Apolonio 1989, 793-796].
14 Por comp, s¢ enliende compasicidn de razones (Euclides V1,23), Este en sentido moderao equivale w la *multiplicacidn’ de razones,
LS Apolonio de Pécgamo. 1989. Confes, en Great Books, Encyclopeedia Britanica, 11: 793-96. Citado en (Rodsiguez 1992, 57-58].

16 [Rodriguez 1992, 59-60]. La demostracidn de ls proposicién 54 se basa en 1,32 y 46-47, sepiin se trate de 1a pardbols o de las
¢dnicas con cemro, ¥ 11,7, ded misnwo libro de Apolonio,
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FIGURA T I

En cuanto a estas curvas, Apolonio parte de ellas y deduce las propiedades que satisfacen
el lugar geométrico de tres lineas, pero no verifica que los puntos que cumplen dichas
condiciones formen tales curvas, no especificando a cudl de ellas se refiere, y menos atin
su construccién, de hecho Apolonio no tuve forma de dar este Wdliimo paso.

Hasta aqui, se han desarrollado Ias soluciones fanto de Euclides como de Apolaonio,
pero mds adelante observaremos como conirastan con la forma en que el problema es
abordado por Pappus, ya que para ¢l no es s6lo mostrar que las conicas satisfacen las
propiedades del lugar geométrico de tres lincas (andlisis del problema), sino también el
inverso, que dadas las lineas y las condiciones que se piden, uno pueda mostrar que el
punto que las cumple estd en una de Jas seecidnes conicas, y mds adn, construir tal curva
(sintesis del problema). Es decir, Pappus emplea los métodos sintético y analitico,
micntras que Euclides y Apolonio sélo el método analitico.

Esta diferenciacidn entre la parte sintética y analitica de la solucidn del problema
puede observarse en la siguiente reconstruccién actual'™ dada por uno de los especialistas
en malemdticas griegas, W.R.Knorr. Con csta reconstruccion buscamos evidenciar el
contraste y las dificultades para este ¢aso, asi como las herramientas que son necesarias
para resolver tal problema.

Para Knorr (vid. Knorr 1986, 120-127), la solucién del problema general de tres
lineas puede ser construida sobre la base de 111,16 de la Cénica de Apolonio, esto
contrasta con la posicién de Zeuthen -aceptada por varios historiadores, entre ellos Heath-,
que sustenta la solucidn en la proposicion 111,54 (ibid, 123). En referencia a la proposicién
I11,16 (escrita en notacidn moderna y con auxilio de la figura posterior) observemos su
aplicacion en 1a solucién del probiema.

L1, 16: Si OP, OQ son langentes a una conica y KK “¢s una linea secante, paralels 1 OQ,
la cual intersecta a la conica en R, entonces OP%0Q = PKEXKR*RK .




El hecho de que una cénica tenga la propiedad del lugar geométrico de tres
Ifneas se sigue de 1IL,16, ya que si trazamos las tangentes TP, TP a la
conica y la cuerda PP “que bisecta a la cénica en V, y unimos TV tocando
a la cdnica en Q (figura 8), entonces TV serd el didmetro correspondiente
a la ordenada paralela a PP (esto es, QV bisectard a toda cuerda paralela
a PP’ figura 9). Sin embargo, si OQ es trazada paralela a PP’, serd
tangente a la cénica en Q. Si enseguida trazamos lineas desde R paralelas

a TP, TV y TP ‘tocando a PP, respectivamente, en S, V'y 87, entonces
KR=PS, RK'=S'P’y PK:RV'=PT:TV.

FIGURA 8 -

Tenemos entonces por [ILL16 y las relaciones anteriores que:
OP%0Q*=PK%:KR*RK "=(RV ‘ZP§*S ‘P )}PT:TVY);

asf que RV* PSeS “P “tiene un valor dado, independientemente de la eleccién
del punto R sobre la cénica. Como las longitudes PS, S'P"y RV son las
respectivas distancias de R a las lineas TP, TP”, PP’en las direcciones
dadas de PP°, TV ", se observa que R estd en el lugar geométrico de tres

lfneas relativo a las lineas TP, TP, PP ", y el valor dado de la razén [parte
analftica).

17 Apolonio de Pérgamo. 1989. Conics, en (Great Books, Encyclopeedia Britanica, 11: 799-804.

18 Es muy distinlo trar <l pl iento de Apoloni

¢n potacidn actual, quz dar una reconsiruccitn moderna de upa posible
solucidn al problema, pues este 1illimo se basa en ¢l criterio de la persona que lo propoene y no propismente de lo hecho por Apolonia;
mientras qué cn el primero s presenia lo es¢rito unicamente por él,

19 Las figuras 8-10 san tomadas de [Kaore 1986, 120-127).
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Inversamente, para encontrar la curva que salisface las condiciones del
lugar geométrico de tres lineas, notemos que si Q es la interseccién de la
curvacon TV, entonces QV: PSS ‘P =M?:N?, una razdn dada (figura 10).
Ya que PS=S'P'=0Q y OQTQ= PV:TV, se ticne dque
QV:TQ=(M:N)(PV:TV) es una razdn dada. Podemos asi determinar Q
sobre la linea dada VT por medio de esla proporcion y entonces introducic
la cénica de vértice Q, didmetro TV y tangentes TP, TP *. Cuando Q bisecta
a VT, la cdnica es la pardbola cuyo lado recto L salisface la relacién
PVI=QVeL; de lo contrario, encontramos Q ‘por medio de la relacidn
armdnica QV:VQ ' =QT:TQ", luego QQ “serd el didimetro de la cénicay L
su lado recto, para PV QVevQ =1.:QQ". Esto produce una elipse cuando
QV es menor que TQ y una hipérbola cuando es mayor.
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Observese ahora el contraste que hay entre la proposicidon 54 y la 16, en el intento por
resolver un problema especifico: determinar una cénica que pasa através de tres puntos
dados y que sea tangente a dos de las lineas dadas. De las figuras anteriores y usando los
datos, podemos especificar el valer de QS*Q°8:QQ ‘2 al que la razén PV:PT es dada de
I11,54; esto determina P y su conjugado arménico P “de PV:PT::P"V:P T, de manera que

el didmetro PP “es conocido.




33

De la relacion QVE:PVeVP": L:PP", el lado recto L ¢s conocido; asf hemos
encontrado }a cénica requerida, aunque aiin no sabemos ctal es y por lo tanto no podemos
construirla; mientras que usando 111,16 sabemos qué curva es y podemos construirla.

Los casos en que se consideran ambas ramas de la hipérbola, son aspecios del
problema que no estdn dentro del rango de la teoria de las cénicas antes de los trabajos
de Apolonio.. Las proposiciones 11,55 y 11,56 dan solucidn a estas variantes; al igual que
dos configuraciones andlogas a 111,16, (11,18, 19), una donde las tangentes son trazadas
desde PP “sobre una rama y R estd sobre la segunda; y la otra cuando las tangentes son
trazadas en diferentes ramas, de donde se puede completar la construccién del lugar
geométrico. Y justamente este es el contraste entre el enfoque de Zeuthen y el de Knorr,
asf como la posibilidad o imposibilidad de construir la cénica requerida en cada caso.

Finalmente, Knorr concluye que la solucidn del problema para tres lineas, donde el
lugar geométrico es una pardbola, una elipse ¢ una séla rama de una hipérbola, estuvo
disponible para cualquiera que conociera la propiedad demostrada en Cdnicas 111,16
[Knorr 1986, 122].

Sin embargo, este supuesto de Knorr estd fuera del contexto histdrico en que el
problema fue planteado. En su momento, no sélo Apolonio, sino ninguno de los geometras
griegos logrd plantcar el problema de la forma en que Knorr pretende. De hecho, lo que
se observa, es que sdlo hasta Pappus se da 1a necesidad de emplear los métodos sintético
y analftico en la solucién del problema.

De esta larga exposicidn podemos concluir, que ya sea como sugiere Heath (tomando
como base MI,54-56 y el apéndice del libro III de Apolonio), o bien como lo hace Knorr
(usando III, 16-19}, Apolonio no completa la solucién del problema de Pappus para el caso
de tres lineas. Es cierto que la geometria habfa aportado los elementos necesarios, pero
no la concepcidn completa del problema. Lo que Knorr plantea es sélo una reconstruccién
a posteriori, y como tal debe tomarse.

Incluso, Heath y Tannery sugieren que el problema para el caso de tres lineas pudo
ser estudiado por Euclides, usando la relacidn siguiente: para dos términos dados a y b,
si un término indeterminado x es tal que la razén a-x:x-b=a:h, entonces x es la media
armdnica. De aqui, el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias x, @ y b estdn en
tres lineas dadas satisfacen esta relacidn. Pero no contamos tampoco con fuentes para
afirmar o negar tal hipdtesis.

1.4.2 Soluciones propuestas para el lugar geométrico de cuatro lineas

La misma idea desarrollada para el caso de tres lineas es utilizada para determinar la
propiedad que distingue a las cOnicas y al circulo como el lugar geométrico respecto a
cuatro rectas dadas. Dc hecho, Apolonio [1989, 800-804] muestra como el lugar
geomélrico de cuatro lineas puede ser deducido del de tres lineas.

Si para cualquier seccién cénica construimos cuatro tangentes AG, BE, Al
.y EC, y construimos las lineas FG, GI, ID y DF que unen los puntos de
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contacto, y trazamos las distancias para cualquicr punto H sobre Ta cdnica
a estas lfneas rectas en cualesquiera dngulos dados (figura 11)?, entonces
por la propiedad del lugar geométrico de tres lineas con respecto al
trigngulo FBG, para algiin punto H sobre la cdnica

Escritura de Apolonio

rect. HX ,HY:cuad.HP es cons- (a)
tante;

con respecto al trifngulo AIG

rect. HX,HY:cuad.HR es cons- (b)
lante;

con respecto al tridngulo DCI
rect.HY ,HZ:cuad.HS es cons- (¢}
tante;

con respecto al tridngilo EFD

rect. HZ,HV:cuad.HQ es cons-  (d)
lante;

Escritura moderna

HX*HY/HP? = cte. (a)
Aplicando el resultado para tres lineas
al rectdngulo AIG tenemos,
HXeHY/HR? = cte. (b)
Andlogamente para el tridngulo DCI,
se obtiene

HY*HZ/HS? = cle. {c)
Ahora respecto al tridgngulo EFD,
lenemos

HZeHV/HQ? = cte. (d)

Obsérvese que hemos tomado sucesivamente un par de langentes y la linea
que une sus puntos de contacto; ademds de que los recténgulos en las cuatro
razones anteriores presentan un arreglo cfclico, tal que si el inverso de (a)
es compuesto con (b), y el inverso de (¢} con (d), obtenemos dos razones

constantes

J >

TL3URA )

plipd.* HY,HP,HP:

pllpd.HV ,HR HR ()
pllpd . HV ,HS, HS:
pllpd HY ,HQ,HQ f

Ademds, componiendo el primero de
estos con ¢l segundo, tendremos
rect. HP VIS rect. HQ,HR ¢5 una
razén constante.

(HPYHX*HV)*(HX*HY)/HR?=
HYsHPYHVeHR? =cte. ©
(HSYHYeHZ)e(HZ*HV)/HQ? =
HVeHSYHYsHQ? =cte. )

Multiplicando ambos,
(HY*HPY/HVeHSY)»
(HY*HSYHY*HQY) =
HP?e HSYHR$HQ?
Sacando raiz cuadrada,
HPsHS/HR*HQ=cle.
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Y esta es Ja propiedad del lugar geométrico de cuatro lineas, es decir, el
lugar geométrico de los puntos tales que el rectdngulo comprendido por las
distancias de los puntos H a cualesquiera dos lineas rectas fijas y dadas FG
e ID, tienen con el rectdnpulo contenido por las distancias de H a las otras
dos rectas fijas 1G e ID, es una razdn constante.

3] método rigutoso para cfecluar cstas composiciones cs como sigue:
Invirtiendo (&), por Euclides XI,32 tenemos las razones constantes

cuad . HP:rect. HX,HV::
plipd. HP,HP,HY :plipd. HX, HV HY.
rect. HX,HY:cuad.HR::
plipd. HX, HY ,HV:pltpd. HR HR ,HV.

De aqui, por definicién, la razdédn
constante compuesta de estas dos

es

pllpd-HY ,HP,HP:pilpd.HV HR ,HR.
Y en la misma forma encontramos
la razén constante compuesta del
inverso de (c) y (d). Ahora

pllpd. HY HP,HP:plipd. HV,HR,HR
comp. HY:HV, cuad. HP:cuad HR,
plipd. HV HS HS:pllpd. HY ,HQ . HQ
comp. HV:HY, cuad.HS:cuad.HQ.

Si entonces tomamos dos lincas

M y N tales que
HP:HR::HR:M &)
HS:HQ::HQ:N (h)
entonces

cuad. HP:cuad HR::HI": M, v
cuad.HS:cuad. HQ::HS:N

de aqui,

razén comp. HY:HV,
cuad.HP:cuad. HR

razén comp. HY:HV, HP:M, y
razén comp. HV HY,
cuad.HS:cuad . HQ

razén comp. HV:HY, HS:N.
Pero

rect. HY ,HP:rect. HV,.M comp.
HY:HV,HP:M.

rect. HV,HS:rect. HY N comp.
HV:HY HS:N,

Y

plipd. HY,HP,HS:pllpd.HV ,M HS::

Euclides XI,32 dice que dos paralele-
pipedos sdlidos de igual altura son uno
a otro como sus bases, luego

HPYHX*HV=HY*HP¥HXsHV*HY
HXeHY/HR*=HX*HY*HV/HVsHR?
De aqui, multiplicando las partes
derechas de ambos miembros obtenemos
la razén constante

HY*HPYHVeHR?

Y andlogamente encontramos la razén
constante compuesta del inverso de (¢)
y (d}: HVeHSYHY*HQ? Ahora,
HYeHPY/HVeHR!=
(HY/HV)*HP*HR?
HVe*HSYHY*HQ!=(HV/HY)*HSYHQ?

Scun M y N tales que

HP/HR=HR/M ©)
HS/HQ=HQ/N (h)
entonces

HRZ=HP*M y HQ*=HS*N,
sustituyendo:
HPY/HR*=HP*/HP*M=HP/M
HS*/HQ*=HS¥HS*N=HS/N

de aqui, HY/HVsHPYHR?=
HY/HVeHP/M, y
HV/HY*HSYHQ*'=HV/HY*HS/N

Pero,
HYe*HP/HVeM =HY/HV*HP/M
HV*HS/HYeN=HV/HY*HS/N

Y
HVeHSeM/HY*N*M=HVeHS/HY*N
HYeHP*HS/HVeMeHS=
HYsHP/HVeM;

y estas son razones constantes. De aqui,




rect. HY ,HP:rect. HV,M;

pllpd. HV ,HS,M:pllpd HY N, M::
rect, HV HS:rect. HY ,N

¥y estas son razones constantes.

De aqui, componiendo, obtenemos la
razdn constante

plipd. HY, HPF, HS:pllpd. HY ,N,M,

lo cual es lo mismo que la razén
constante: rect. HP,HS:rect.N,M
Ahora tomando L y O como constantes
rect. HP HS:rect. N, M::L:O, y

rect. HP HS:rect. HR,HQ::rect. HR,HQ:
rect.M,N.

Por composicidn de (g) y (h). Pero
razones iguales tienen razones duplica-
das iguales (Nota de Heath a Euclides
V1,22) y de aqui

rect. HP,HS:rect. HR,HQ es constante,

En el caso de secciones opuestas,

esto se muestra en 11,56

rect. MA BN:cuad. AB comp. cuad.LD:
cuad.DE, rect. AE,EB:cuatro veces
cuad.AB. o rect.AL, LB.

Entonces, cs evidente para las mism
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multiplicando obtenemos una razon
constante
(HYSHPeHS/HVeM*HS)(HVeHSsM/
HY*NeM)=HY+*HP*HS/HY*NeM
lo cual es lo mismo que la razdén
constante:
(HY*HP/HVesM)(HV*HS/HY*N)=
HP*HS/NeM

Ahora, tomamos L. y M como
constantes, tenemos
HPeHS/N*M=L/0 y
HP*HS/HR*HQ=HRsHQ/MeN,

Por la multiplicacidn de (g) y (h). Pero
razones iguales al elevarlas al cuadrado
siguen siendo iguales (Nota de Heath a
Euclides VI,22) y de aqui
HP*HS/HR*H(} es constanie.

En el caso de secciones opuestas, esto

se muestra en 111,56
MA*BN/AB'=LDYDE*(AE*ER/M4ABY

as razones de antes que para diferentes

puntos C, las magnitudes MA y BN pueden cambiar, pero el rectdngulo

MA BN es una magnitud constante.

Como antes, sea CX trazada paralela a DE, CY a EA, CZ a EB (figura

12). Por tridngulos semejantes

AY:YC::AB:BN

BZ:ZC::AB:MA

Por lo tanto, componiendo

rect. AY BZ:rect. YC,ZC::cuad.AB:

AY/YC=AB/BN,
BZ/ZC=AB/MA

Por lo tanto, multiplicando
AY*BZ/YC*ZC=ABYBNeMA

rect. MA BN
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Donde el rectdngulo MA,BN es constante cuando C cambia, y ademds el
cuadrado sobre AB es constante, luego
rect.AY BZ:rect. YZ,ZC es una ra- AY*BZ/YCeZC=cte. (1)
z6n constante (1) Asimismo, por tridngulos semejantes
Asimismo, por tridngulos semejantes ZC/CX =EB/EL, YC/CX=EA/EL
ZC:CX::EB:EL de donde, multiplicando
YC:CX::EA:EL ZC*YC/CX?=EB#EA/EL?
de donde, componiendo entonces
rect.YC,ZC:cuad.CX::rect.EB,EA: ZCeYC/CX =cte. @
cuad.EL, entonces
rect.YZ,ZC:cuad.CX es una razdn Multiplicando (1} y (2)
constante 2) (AY*BZ/YCeZCHZCe YCICXY) =
Componiendo (1) y (2) obtenemos AY*BZ/CX*=cte,
una razén constante
rect. AY,BZ:cuad.CX
Pero AY y BZ son magnitudes iguales a CA "y CB ", distancias desde C.
Esta es la propiedad del lugar geométrico de tres lineas de la seccién C
respecto a las lineas rectas EA y EB tangentes a la otra seccidn, y AB la
linea recta que une sus puntos de contacto. Y asf sucesivamente, la seccidn
opuesta es el lugar geométrico de las tres lineas tangentes a las otras dos
secciones opuestas. Este es, ademds un lugar geométrico de cuatro lincas
que puede ser mostrado en la misma forma de antes.
Asimismo de 111,55 podemos concluir que ambas secciones opuestas son el
lugar geométrico de tres lineas del tridngulo formado por tangentes a cada
una de las secciones y la Ifnea recta que une sus puntos de contacto. Por
11,55,
rect. HA,DN:cuad. AD::rect. AG,GD: HA*DN/AD*=AG*GD/CG?
cuad.CG.
Ahora, como los tres dltimos términos de esta proposicién son constanies
cuando el punto F cambia, entonces, aunque HA y DN cambian con F, aiin
permanece constante en magnitud el rectingulo HA,DN. Luego,
repreduciendo la figura de II1,55, dejando YF paralelaa DL, FZa KA y
FX a GE, donde E es el punte medio de AD (figura 13). Entonces, por
tridngulos semejantes
YD:FY::AD:HA YD*FY=AD*HA,
AZ:FZ::AD:DN AZ*FZ=AD*DN
20 Las figuras 11-14 son tomadas de [Apoloaio (989, 709-804],
21 Por plilpd. se eatiende ¢l paratelepipedo fi do par tres magnitudes, en dicir, denota et volimen del paraletepipedo. En sentido

moderno, equivalente a ln muhiplicacidn de tnes magaitudes,
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Luego, componiendo Luego, multiplicando
rect. YD,AZ:rect.FY ,FZ::cuad.AC: YDsAZ/FYeFZ=ACYHA*DN
rect. HA,DN

Pero, los dos tltimos términos son constantes, de donde
rect. YD AZ:rect.FY,FZ es una ra- YDeAZ/FY*FZ=cte. (4]
z6n constante @) Asimismo, por tridngulos semejantes
Asimismo, por tridngulos semejantes
FY:FX::DG:EG, FY/FX=DG/EG, FZ/FX=AG/EG
FZ:FX.:AG,EQG, entonces, multiplicando
entonces, componiendo FY*FZ/FX'=DG*AG/EG?
rect. FY ,FZ:cuad.FX::rect.DG,AG:
cuad.:G.

Pero tos altimos dos 1iérminos son constantes, de donde
rect, FY ,FZ:cuad,FX es una razén . FY*FZ/FX?=cte. (2)
constante, (2) Multiplicando (1) v (2)
Componiendo (1) y (2) vemos que (YD*AZ/FY*FZ)NFY*FZ/FXh)=
rect. YD, AZ:cuad.FX es una razon YD*AZ/FX =cte.
constante.

Z o NGURA 13

Pero esta es la definicién de un lugar geométrico de tres lineas tal que el
rectdngulo formado por las distancias de cualquier punto sobre el lugar
geométrico a dos rectas lijas, tienc con el cuadrado sobre la distancia a una
tercera recta fija, es una razdn constante. Pero, DY=LF y AZ=KF, y FX
es la distancia de F a AD, y asi, 1a razén satisface la definicidn.

Mas ain, §i consideramos ¢l punto B de la interseccidn de fa limea recta
KF, trazada paralela a2 AD, con la otra seccién opuesta, y trazamos BS
paralela a FY, BR a FX, y BT a FZ, donde hay paralelas entre paralelas,
BR=FX, KF=AZ, TA=BK.
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Pero se mostro en el curso de 111,55 que BK=LF, BL=KF. D¢ donde,
TA=BK=YD=LF, AZ=KF=BL.
Entonces, rect. LF,KF:cuad 17X Entonces, LF*KIF/FX!=BKe*BL/BR?

rect.BK,BL:cuad. BR

MIGURA 1L

Luego, cualguier punto B sobre una seccidn opuesta satisface la razdn
constante con respecto a sus distancias a las tres rectas fijas AD, GD, y
AG, con F sobre la otra seccidn opuesta (figura 14},

Puede ser deducido similarmente gque las secctones opucstas son a la vez,
un lugar geomélrico de cuatro lineas con respecto a cualesquiera cuatro
lineas rectas fijas que unen sus puntos, dos en cada seccidn (siendo los
puntos, cuatro puntos de contacto ¢ cuatro tangentes, y las lincas rectas, las
lineas que los unen).

Resumiendo, pardbola, elipse, circulo e hipérbola son lugares geométricos

de cuatro lineas con respecto a cualquier cuadrildtero inscrito. Asimismo,

una seccidn opuesta es un lugar geométrico de cuatro lineas con respecto

a cualquier cuadrildtero inscrito en la otra seccion. Las dos secciones

opuestas juntas son un kugar geométrico de cuatro lineas para cualesquiera

. cuatro lincas rectas que unen sus puntos, dos de ellos situados en cada
seccidn opuesta®?,

Como se puede observar, 1o que Apolonio muestra es que las secciones cénicas satisfacen
las condiciones del lugar geométrico para cuatro lineas, una vez mas sélo tenemos la parte
analitica de la solucién del problema, falta la parte sintética: dadas las condiciones
establecer a qué curva nos referimos y construirla,

Andlogamente al caso de tres Imceas, podemos mostrar dos reconstruccidnes actuates:
una de Knorr, y 1a otra de jones. En la primera buscamos llegar hasta donde sea posible
mediante los argumentos propios de la geometria de Apolonio, para notar ¢l contraste
enire la parte sintética y analitica det problema; cn la segunda, haremos incapie en el
desarrollo del probiema dado por Aristeus, Euclides y Eratdstenes en sus trabajos sobre
lugares geométricos, trabajos perdidos de los que Jones ofrece su reconstruccidn,
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estableciendo asf los elementos que evidencfan las dificultades para este caso y la
imposibilidad de su solucién,

Para Knorr (vid. Knorr 1986, 120-127), la solucién general para el caso de cuatro
lineas puede ser construida sobre la base de III,17 de la Cénica de Apolonio (escrita en
notacién moderna y con auxilio de la figura 15%):

111,17: 8i RR", 85 son secantes paralelas o OP, OQ respectivamente, y se encuentran en
un punte J, entonces OP10Q? = RI#JR ":SJeJS".

ICURA 15 g

Habiendo establecido que las cdnicas satisfacen la propiedad del lugar
geométrico de tres lineas -dice Knorr-, uno puede derivar que éstas
satisfacen la propiedad del lugar geométrico de cuatro lineas, considerando
las tangentes trazadas para los cuatro vértices de un cuadrildtero inscrito y
aplicando e) resultado de tres lineas sucesivamente a cada uno de los cuatro
lados (figura 16). Pero el inverso a la construccidn del lugar geométrico de
cuatro lineas no es tan directo como en el caso de tres lineas, Zeuthen
propone una construccidn diferente desarroliada en base a la relacién de los
segmentos de las cuerdas que se intersectan y usando I11,17.

FIGURA 6




En primer lugar, dadas cuatro lineas que intersectan al trapecio ABCD, con
lados AD y BC paralelos, deseamos determinar el lugar geométrico de los
puntos R tal que RI*RK:AI*IB tiene un valor dado, los cuatro segmentos
aquf son las distancias de R a los respectivos lados de ABCD, medidos en
las direcciones AD, AB (figuras 17 y 18). Concevimos la cdnica alrededor
de ABCD cuyo didmetro es la bisectriz de los lados paralelos AD, BC y
cuyas ordenadas estardn en la direccién de AD. Entonces, por IIT,17, la
razén RIIS:AI*IB tiene un valor constante para toda cuerda trazada
paralela a las direcciones fijadas, mientras que RK=IS.

Luego, ésta serd una solucidn para el lugar geométrico de R, si puede ser
planeada de forma que esta razdn tenga el valor especificado en el problema
del lugar geométrico, cuando las cuerdas son paralelas a AD, AB
respectivamente. [Y hasta aqui la parte analitica del problema].
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FIGURA 18

Para construir esta cénica, Zeuthen propone la introduccidn de una cdnica
auxiliar, que resulta ser similar a la requerida. De donde, las tangentes
paralelas a AD, AB tocan en segmentos tales que la razdn de sus cuadrados
OP2:0Q? es igual al producto de los segmentos de las cuerdas intersectadas,
podemos asignar segmentos O 'P°, O’Q” respectivamente paralelos a AD,
AB tal que O P %0 'Q"? tiene el valor dado, y dibujamos P T “paralela a
la bisectriz de AD, BC. De esta forma, O'P", O°Q serdn tangentes y
P T serd la direccién del didmetro de la cdnica auxiliar similar a una
buscada. Extendiendo O Q "hasta que toque a P "T"en V°, y trazando desde
Q@ “una linea paralela 2 QP que toca a P'T“en W, Ahora, localizamos el
punto X “sobre P T ‘mediante la relacidn arménica con V°, P’y W~ esto
es, P°VIP'W =X"V"X"'W". Asi, P"X es el didmetro de la cénica (via
Cdnicas 1,36) y su lado rtecto L’es determinado por la relacidn
QW 2P "W eW X = L:P X (via ,21).

22 Apolonio de Pérgamo. 1989, Conics, en Great Books, Encyclopeedia Britanica, 11:799-804

23 Las figuras 15-18 son tomndas de [Knoee 1986, 130-117)
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Para terminar la construccién, se puede circunscribir alrededor de ABCD
la cénica similar que estd en la figura auxiliar. Por ejemplo, ya que la
bisectriz E“de P "X “es el centro de la cénica auxiliar, la direccion E°Q’es
conocida, la iinea andloga en la figura requertda puede tocar al didmetro en
el mismo dngulo y pasar a través del punto medio M de AB, ma cuerda
paralela a la 1angente correspondiente a OQ. Esto determina el centro E de
la cénica requerida. $i unimos E con A, Ta dircccidn de la IMnea
correspondiente en la cdnica auxiliar es la misima, de donde A “se encuentra
por la correlacién con A. Podemos ahora inscribir el trapecio A'B'C "D,
similar a ABCD, y dc éste determinar los puntos O,P.Q y X que
especifican la cdnica. Alternativamente, la razén EQ:EP de los didmetros
conjugados ha sido encontrada. Zeuthen propone una aplicacion de Cdnicas
111,27, de la cual el didmetro de 1a cdnica requerida puede ser determinado,
y por lo tanto, la cénica misma. [Parte sinlética dcl problemal.

En la explicacién de Zeuthen -nos sefiala Knorr-, no solamente Euclides puede producir
una solucién de esta clase para el caso del lugar geométrico de cuatro lineas donde la
figura referida es un trapecio, sino que ademds lo puede extender al caso de un
cuadrildtero, para esto Zeuthen usa un lema que se basa en una proposicion de lugares
geométricos que Pappus cita del Porisma. Desafortunadamente, Zeuthen asume que
Euclides accede a una extension de la citada proposicidn, en la que el lugar geométrico
de un punto dado puede ser tomado no sélo de una linea, sino de una cénica (esto es, la
curva descrita por el lugar geométrico de cuatro lineas). [Knorr 1986, 125]

Después de esto, Knorr hace notar que el mélodo de Zeuthen es innecesariamente
comptlicado y da su propia versién para pasar del caso ¢n que se ticne el cuadrildtero al
del cuadrado, de hecho esto se relaciona con el siguiente problema: dados cinco punios
determinar la cénica que pasa por ellos {(Cénica 1V,25). Debido a lo complicado que
resulta no s6lo el método de Zeuthen, sino lambién el de Knorr, y al hecho de que estén
fuera de nuestro andlisis metodoldgico, omitiremos ambos?,

Como en el caso del lugar geométrico de tres lineas, la solucién geométrica del lugar
de cuatro iineas estd fuera del alcance de todos los gedmetras antes de que Apolonio
introdujera su estudio de las dos ramas de la hipérbola (111, 20-23}. Uno esperaria entonces
que~la solucidn parcial, quizds siguiendo el método de Zcuthen, fuera trabajada
posteriormente a Euclides, e incluso al propio Apolonio, [{hid.]

Pero, ;en donde queda ese eslabon que hizo que el problema no fuera resuelto por
Euclides, ni por Apolonio, y llegara de esta forma hasta Pappus, quien finalmente tampoco
logra resolverlo? Tratemos de verlo a través de la tnica reconstruccidén que tenemos de
los trabajos perdidos sobre lugares geométricos de Aristeus, Euclides y Eratdstenes, dada
por Jones {1986, 590}

El problema del lugar geométrico de cuatro lineas debe ser resuelio en dos
partes {la siguiente cs esencialmente la reconstruccion de Zeuthen). Primero
(figura 19, scan las Hncas dadas AB, B, T'A, AA| dos de las cuales no
son paralelas, y la razén «:B. Queremos probar que para algtin punto M
sobre una seccion conica dada, si los segmentos de linea MIT,,, MIT,,
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MIl;,, MII,, son trazados en una direccién dada, entonces las l{neas dadas
satisfacen esta ecuacidn:

(MII, o MIT. ) (MIT e MIT,, ) =o: 8 (1)
) 'y 1 Tlla N
\\ —————— N3 — 7
. HU‘V l'i,-./ " Tira

T

L
-

FIGIURA |#

Primero probaremos que este lugar geométrico de cuatro lfneas, dos de ellas no paralelas,
puede ser reducido al lugar geomélrico de cuatro tineas, dos de ellas paralelas,

Sin pérdida de generalidad, asumamos que la direccién de las lineas
trazadas hacia las lfneas dadas desde un punto sobre el lugar geométrico son
paralelas a AB o BI' (cambiar las direcciones requiere un cambio del valor
a:f8). Tracemos AEH paralela a BI' y 'OE paralela a AB. Por hip6tesis,
para alguna M en el lugar geométrico Ja ecuacién (1) se cumple, a la vez
que de las paraleias

ML, :MI,,=AE:OF

MI,:MII,,.=HN:TE

Entonces la ecuacidn (1) es equivalente a esta ecuacién para una M
arbitraria:
HN:QE = (a: SN TE:AE) 2)

[El desarrollo es el siguiente: MIL, ,/MIT,, =AE/QE, MI1.,/MII,.=HN/TE;
a/§=MIT, ¢ MIT,../MIT,, *MI1,.=AE/OE¢HN/TE, de donde, (o/B)TE/AE}=HN/OZ]

En particular, si elegimos en lugar de M un punto Z sobre AH tal que
HZ:QE={o:ATE:AE) (3)

Entonces Z estd sobre el Jugar geométrico definido por cuatro lineas dadas
y a:f. De las ecuaciones (2) y (3) se sigue:
ZN: EE=(:SHTE:AE)

[Equivalente a: HN/QZ={a/SHTE/AE), HZ/GE=(a/S}T'E/AE) y HN/HZ=2ZN,
OE/OE=EZ)

24 Exos métodos $itén comprendidos ¢ 1o que attualments s¢ denomina geometria moderna; ésta s¢ 1oma ¢omo una cxlension do la
geometeia griege, pero difiere en los instrunnios propics de cads método, para una discisién detallada véanse (Eves 1985] ¥ [Knorr
1986],
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Pero, también de las paralelas

MIT, 5 MII, ., =AE:ZE
MIIpp: My =ZN:TE
Luego, (MII, #MIT,.,):(MII e MIT, ) =a:8

[MIT,,/MIl,,=AE/ZE y MII, /M, =ZN/TE, entonces,
MIT, ,* MIT,.,/MTI,.¢MI],, =AE¢ZN/TE*EE=0a/f, esto dltimo se deduce de la realcidn
anterior: ZN/EE=(a/BWT'E/AE) de donde ZN*AE/ZE¢TE=q/f]

Asi que M estd sobre un nuevo lugar geométrico para cuatro lineas, donde
las lfneas son AB, BI', I'Z, ZA, con ZA paralcla a BI' y la razén o:f8 que
es la requerida.

Esta parte de la solucién no requiere teoremas sobre cdnicas, no ha sido mostrado atin que
el lugar geométrico tiene alguna relacién con las secciones conicas.

Podemos notar de paso que una parte de la demostracidn es andlogo al primer porisma del
libro de Porismas de Euclides: si las lineas rectas h y e, los puntos H (sobre k), A y B,
y la razén «:f son dados, entonces es posible construir una linea m y un punto M sobre
ella tal que para cualquier punto G sobre /4, si GA intersecta a ¢ en E, y EB intersecta a
m en N, entonces HG:MN=q:f# (figura 20). La construccién de tales lineas es (itil para
un paso en la demostracidn del problema del lugar geoméirico de cuatro lineas que
estamos resolviendo. Aqui en lugar de requerir que dos lineas variables intersecten a una
linea recta, tenemos que su interseccidn satisface la propiedad del lugar geométrico de
cuatro lineas.

Ahora reduciremos el lugar geométrico de cuatro lincas, donde dos de las
Ifneas son paralelas, a un lugar geométrico sélido que ya antes vimos estd
implicado en ¢l libro Il de Apclonio, y del cual Aristeus puede haber
provado que era una seccidn cdnica determinada, mediante andlisis. En la
figura 19, sea ABTI'A un trapezoide con AA paralela a BT, y sea M tal que
estd sobre el lugar geométrico. Sea EZ la linea que bisccta a AA y BI, y
sea MII,gI.,N trazada paralela a AA y N localizado en ésta de manera que
MII,=NII,,.

Asimismo, sin pérdida de generalidad, medimos la distancia de M a AA y
BT paralela a AB, y la distancia de M a AB y T'A paralela a AA y BI.
Entonces, por hipétesis

(MTL g * MIL.)(ATL o B, ) = 0B
Luego, (MTL,NII, ,)): (AL, *BIL,,) =
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Pero AB es dado, y MN es bisectada por una linea dada en una direccién
dada. Por lo tanto,este lugar geométrico es reducido al lugar geométrico
asociado a tcoremas del Libro 11 de las Cdnicas de Apolonio. No se
mostrard la reconstruccién de la sintesis de Euclides y Apolonio, que sdlo
aparecen en la obra de Zeuthen. [Jones 1986, 590]

La dificultad para conscguir la obra en donde aparece la reconstruccidn de Zeuthen,
impide el que continuemos con la solucién sintética del problema, aunque el manejar una
reconstruccidn, estd sujeto a duda el hecho de que realmente alguno de estos gedmetras
haya logrado desarrollar la parte sintética; ya que de ser este el caso aparecerfa alguna
referencia secundaria, pero tampoco contamos con nada parecido. Sin embargo, esto no
nos impide extraer elementos comparatives entre las soluciones de los tres gedimetras
mencionados y lo hecho por Apelonio.

Para producir una solucién del lugar geométrico, Euclides habfa tenido dificultades
en tres casos. Primero, a menos que ia distancia a las lineas dadas sea marcada, habrd dos
secciones cdnicas complementarias que resolverdn el lugar geométrico, Segundo, el
andlisis sdlo necesita probar que si un punto satisface la propiedad del lugar geoméirico
entonces estd en una seccién cdnica dada, pero er la sintesis hemos de construir la
seccidn, y asf tenemos que conocer si es elipse, circulo, pardbola o hipérbola. Tercero,
cuando las dos ramas de la hipérbola son consideradas como curvas separadas, una sintesis
completa deberia tomar ambas, pero respecto a las ramas individuales, podemos tener el
lugar geométrice de cuatro lineas que no pasa por la interseccién de todas las lineas dadas.

Quizds las mejoras que Apolonio buscé sobre los trabajos de Euclides pertencecen a
todos estos aspectos, al menos fue el primero en hacer un andlisis completo cuando se
considera la hipérbola; pero sobre la parte sintética de la solucién del problema ya hemos
visto que no logra desarrollarla. Sin embarge, a posteriori, podemos ver parte de su
trabajo como un intento de tratamiento sintético sobre lugares geométricos:

De la propicdad de los lugares geométricos como estd en la ecuacién (1)
anterior, es claro que el lugar pasa a través de cada una de las
_intersecciones A, B, T, A. Podemos encontrar algin punto especifico M,




'y

96

tal que esté en el lugar geométrico, por un procedimiento refatado en un
problema de la Seccidn Dererminada® de Apolonio. De donde, la sintesis
requiere ser descrita como la construccién de una seccién cénica que pasa
por cinco puntos dados A, B, ', 4, M, y también, el demostrar que
cualquier punto M sobre la seccién satisface la ecuacidn (1), Mas aun, se
probaria que un punto que no cstd sobre el objeto construido no puede estar
en el lugar geométrico, pero para ello debemos construir ambas cénicas que
constituyen el lugar geométrico. [ibid.}

En un contexto totalmente diferente, Pappus da la primera de estas partes: la construccién
de una cénica (especificamente una elipse) que pasa por cinco puntos dados.

Si cuatro de los puntos son los vértices de un trapezoide, es decir, si las
lineas que unen dos pares de puntos son paralelas, entonces el problema se
resuelve facilmente. Si ta Iinea que pasa por los puntos medios de las dos
paralelas fuera un didmetro de la elipse, en la que las paralelas son
ordenadas, entonces una construccién usando los cinco puntos determina los
puntos finales de los didmetros y la magnitud det lado recto.Pero si no se
da que dos de las lineas que unen pares de los cinco puntos son paralelas,
entonces, Pappus da otra construccién reemplazando uno de los puntos por
otro nuevo que completa el trapezoide con tres de los otros.

Todo lo anterior es de pran importancia para conocer las mejoras que para este tipo de
procedimientos da Pappus, y si esto deriva en (ltima inslancia cn una sintesis sobre el
lugar geoméirico de cuatro lineas. '

Esta larga exposici6n sirvid para mostrarnos hasta que punto desarrollarén Euclides y
Apolonio la solucién del problema para el caso de tres y cuatro lineas. Haciendo &nfasis
en que s6lo tenemos la parte analitica de la solucién, y aunque las reconstruccidnes de
Knorr y Jones ponen en evidencia la posibilidad de la solucién sintélica, en realidad
ninguno de ellos (Euclides, Apolonio, Eratdstenes y Aristeus) logré obtenerla. En cuanto
a Pappus, la falta de documentos originales obstaculiz6 el contrastar lo que hizo en
relacién a sus predecesores, 1a fuente mds completa ¢s la traduccidn de Zeuthen, pero a
falta de esta recurrimos a la de Jones y a lo poco que aparece en Knorr, de donde sabemos
que profundiza el problema, en el sentido de que especifica claramente que la solucién al
problema requiere de un analisis y una sintesis; tiene acceso a las demostraciones hasta
el momento logradas, pero no sélo las contempla sino que ahonda en elflas buscando
extraer los elementos importantcs y proponer una solucién acorde con Ia tradicidn griega,
a la vez que desarrolla aquellas partes oscuras o poco analizadas de la teoria planteada en
las demostraciones anicriores; y por dllimo, generaliza los casos para mds de cuatro
lincas. Es por ello que su contribucidn va mds alld de una compilacidn, tan es asf que
cuando Descartes llega & tener conocimienio de este problema lo denomina problema de
Pappus, en honor a quien da este sentido tan acabado y claro al problema.



97

BIBLIOGRAFIA

APOLONIO de Pérgamo. 1989. Conics, en Grear Books, Encycloeedia Britanica, 11:799-
804,

BALL, W. W. Rouse. 1960. A Short Account of the History of Mathematics. New York:
Dover Publications, Inc.

BOYER, C. B. 1956. History of Analytic Geometry. New York: Scripta Mathematica,

BOYER, C. B. y Merzbach U. C. 1989. A History of Mathematics. Jhon Wiley & Sons,
Inc. Second Edition.

CARRASCO, Licea Guadalupe. 1988. Retrospectiva histdrica de la integral. Tesis
profesional, Licenciatura en Actuaria, UNAM, Facultad de Ciencias. México.

COLLETTE, 1.P. 1986. Historia de las maremdticas 1. México, Siglo XXI. [Trad. Pilar
Gonzales Gayoso].

COOLIDGE, J.L. 1945. A History of the Conic Sections and Quadric Surfaces. Oxford
University Press.

DE GANDT, F. 1990. "El estilo matemdtico de los Principia de Newton". Marthesis V1,
2: 163-190.

. 1995, Force and geometry in Newton's Principia. Translated by Curtis

Wilson. Princenton, New Yersey: Princenton University Press. [De Gandt, Francois.
1947. Force and geometrie).

DESCARTES, R. 1954. The geometry of Descartes. New York: Dover.

. 1987. Discurso del método, Didptrica, Meteoros y Geometria. Madrid:
Ediciones Alfaguara. [Prélogo, traduccién y notas de Guillermo Quintds Alonso].

ENCYCLOPEDIA BRITANNICA. 1978. Great Books of The Western World. The
University of Chicago. [Ed. Robert Magnurd Hutchins, Mortimer J. Adler].

EUCLIDES. 1991, Elementos. Libro 1-IV, Editorial Gredos #155. [Introduccién de Luis
Vega, traduccidn y notas de Maria Luisa Puertas Castafios].

EVES, H. 1983. Estudio de las Geomerrfas, UTEHA. 2 vol. [Traduccién al espafiol por
Susana Blumovicz de Sipersten, revisién de Santiago Alonso].

FIERZ, M. 1968. "Auffausung der Mathematik und die mathematische From der
Principia®. Helvetica Physica Acia 41:821-26,

GALUZZI, M. 1986. "Calculus and geometry in Newton's Mathematical work: some
remarks". Quaderno 10:1-19. Universitd degli studi di milano Simonetta Di Sieno.




Ly

98

GJERTSEN, D. 1986. The Newron Handhook. Roulledge & Kegan Paul. London and New
York.

GROSHOLZ, E. 1987, "Some Uses of Proportion in Newton's Principia, Book I: A case
study in applied mathematics”. Studies in the History and Philosophy of Science. 209-20.

GUICCIARDINI, N. 1989. The development of newtanian calculus in Britian 1700-1800.
Cambridge University Press.

HEATH, T. 1963. A manual of Greek Mathematics. New York: Dover Publications Inc.

. 1981. A History of Greek Mathemarics. New York: Dover Publications
Inc.Vol 1.

JONES, A. 1986. Pappus of Alexandria. Book 7 of the Collection. New York, Berlin,
Heidelberg, Tokyo: Springer-Verlag. 2 vol. [Edited with translation and commentary:
Alexander Jones].

JONES, Ch. 1987. “Las paradojas de Zendn y los primeros fundamentos de las
matemdticas”, Mathesis 111, 1:3-14.

. "La influencia de Aristételes en el fundamento de los Efementos”,
Mathesis 111, 4:375-388.

KLINE, M. 1956, Famnous Problems of Elemenmary Geomerry., New York: Dover
Publications Inc.

L9982, Ef pensamicento maremdtico desde la antigiicdad o nuestros dias. Alianza
Universidad # 715. Vol. [. [Versién espaiola de Mariano Martincz, Juan Torres, Alfonso
Casal. Coordinacidn y revision de Jesds Hernandez. Versién original: Mathematical
thought from Ancient 1o Maodern Times. 1972, Oxford Usiversity 'ress].

KNORR, W. 1986. The Ancient Tradition of Geomervic Problens. New york: Dover
Publications Inc.

LACHTERMAN, D. 1989. The Erics of Geomerry: A Genealogy of Moderniry. New York:
Routledge.

NEWTON, 1. 1982. Principios maremdticos de fa filosoffa nawral. Madrid: Editora
Nacional. [Ed. Antonio Escohotado].

. 1987, Principios de Ia filosofic natural. México: Alianza Editorial. 2 vol.
[Introduccidn, traduccién y notas de Eloy Roda Garcia).

. 1962, Mathenaticad Principles of Natural Philosophy, California: Dover
Publications [nc. Vol. I. [Mottle’s translation revised by F. Cujori].



- -

99

PAPPUS. 1970. The Collection, en Cienslficos Griegos. Ed. Francisco Vera, Madrid:
Aguilar.

REY PASTOR, . 1984. Historia de la Matemdrica. Barcelona: Gedisa.

RODRIGUEZ, P. 1992. La Herencia Griega de Descartes. Algunos detalles del origen.de
la Geometrfa Analfiica. Tesis profesional. Licenciatura en Matemdticas, Facultad de
Ciencias. UNAM, México.

SHEA, W. R. 1993. La magia de los nimeros y el movimiento. La carrera cientffica de
Descartes. Alianza Editorial # 746.

THOMSON, W. 1930. The Commentary af Pappus on Book X of Euclid's Elements.
Cambridge: Harvard University Press. [Arabic text and translation by William Thomson.
With introductory remarks, notes and glosary of technical terms by Gustav Junge and
William Thomsom].

TURNBULL, H. 1947. The Mathematical Discoveries of Newton. London & Glasgow:
Blackie & Son Limited.
. 1993, The Grear Mathematicians. Bames & Noble.

UNGURU, S. 1974. "Pappus in the Thierteenth Century in the Latin West". Archive for
the History of Exact Science 13,1:307-324,

UNGURU, S. y FRIED, M. 1996. "Sobre el cardcter sintético-geométrico de la Cnica
de Apolonto”. Marhesis X11, 2:148-223,

VERA, F. 1970. Cientfficos Griegos. Madrid: Aguilar,

WEAVWE, J. "Pappus Introductory Paper”. 1916-17. Bulletin of the American
Mathematical Sociery 23:127-135,

WESTFALL, R. 1980, Nevert at Rest. A Biography of Isaac Newron. Cambridge, London,
New York, New Rochelle, Melbourne, Sydney: Cambridge University Press.

WHITESIDE, D. 1969. The Mathemarical Papers of Isaac Newron. Cambridge University
Press. [Ed. by D. T. Whiteside].

ZHMUD, L. 1996. "Las matemdticas griegas y el oriente". Mathesis XI11, 2:116-145.





