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Introduccion

Dada una familia de espacios topolégicos { X}, ¢ es posible cons-
truir nuevos espacios a partir de dicha familia, para ello podemos em-
plear operaciones entre espacios topolégicos como la suma topoldgica
y el producto topolégico.Una vez que se construye el nuevo espacio,
resulta importante tener una descripcién adecuada del mismo. Por
ejemplo, podemos estar interesados en saber como son los conjuntos
abiertos o ¢émo podemos obtener una base. Para tal fin, en general,
s6lo se dispone del conocimiento que se pueda tener de los espacios
que componen la familia.

Pero no sélo es importante lo anterior, es también interesante pre-
guntarse acerca de las propiedades que se preservan con las opera-
ciones topoldgicas, cudles de las propiedades se pierden al realizar las
operaciones entre los espacios, qué se puede decir cuando la familia
estd compuesta con espacios de una misma clase, como por ejemplo
espacios compactos, espacios conexos, espacios Hausdorff, ete.

En el presente trabajo se hace un estudio de los productos to-
pologicos asi como de algunos de sus subespacios. En el capitulo
preliminar se incluye una seccién dedicada a los nimeros cardinales,
una a las definiciones y resultados sobre los que se desarrolla buena
parte del trabajo y una tercera dedicada al Axioma de Eleccion que
supondremos como cierto durante todo el presente trabajo.

Durante el primer capitulo comenzamos con la definicién de la
Topologia de Tychonoff, el comportamiento de los conjuntos abiertos
y cerrados en productos, asi como también del producto de funciones.
Finalizamos esta parte del trabajo con un estudio acerca del compor-
tamiento de algunas de las principales clases de espacios topoldgicos
en productos topoldgicos.

En el segundo capitulo introducimos el concepto de Funcién Car-
dinal, se analizan algunas de sus propiedades, se definen algunas de
ellas, y terminamos esta parte con un anilisis del comportamiento
de las funciones cardinales en los productos topolégicos.

El tercer capitulo estd dedicado al estudio de un importante tema
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de la Topologia General, la Universalidad. En este capitulo anali-
zamos a los cubos de Alexandroff y de Tychonoff que son ejemplos
relevantes de espacios universales, también se estudian los espacios
Cero Dimensionales y El Erizo que es un espacio universal para es-
pacios metrizables.

El cuarto capitulo del trabajo estd dedicado por completo al es-
tudio de los espacios de funciones continuas, que son subespacios de
productos topoldgicos. En los espacios de funciones continuas se estu-
dian las funciones restriccién, la Evaluacién Candnica, la estructura
algebraica de los espacios de funciones, concluyendo con el compor-
tamiento de algunas funciones cardinales en los espacios de funciones
continuas.
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Capitulo Preliminar

En este capitulo se hace una recopilacién tanto de conceptos como
de resultados que seran usados durante el desarrollo del presente tra-
bajo. En primer lugar se incluye una seccién dedicada a los nimeros
cardinales, en la cual, se definen sus principales propiedades asi como
las operaciones mas bésicas entre ellos. En la segunda seccion se
enuncian algunas definiciones y resultados de la Topologia General
que sirven de base para el desarrollo del primer capitulo. El orden
en el cual son presentados éstos resultados y definiciones estd direc-
tamente relacionado con la aparicién de los mismos en el trabajo,
y en algunos casos se ha intentado agrupar los conceptos que estin
relacionados para facilitar su localizacién. Finalmente en la tercera
seccion se enuncia el Azioma de Eleccién. Este axioma garantiza en
una primera instancia, la existencia de funciones de eleccién, por
lo cual, podemos garantizar que los productos topolégicos no son
vacios.

0.1 Nuimeros Cardinales

Sean X y Y conjuntos, diremos que estos conjuntos son equipotentes
si existe una funcién biyectiva entre ellos. A cada conjunto X se le
asigna un nimero cardinal, éste se conoce como la cardinalided del
conjunto X y se denota como |X|; la igualdad |X| = |Y] es clerta
siy sélo si X y Y son equipotentes. El niimero cardinal asignado al
conjunto de todos los enteros positivos N* es denotado por el simbolo
Rg, ¥ el mimero cardinal asignado al conjunto de los niimeros reales
R es denotado por ¢.

Sean m y n dos nimeros cardinales y sean X y ¥ conjuntos tales
que |X| = m y |Y| = n. Diremos que m es menor o igual que n
(mn < n), o bien n es mayor o igual que m (n > m), si existe una
funcién f : X — Y inyectiva.

Un conjunto es numerable cuando es finito o bien tiene cardinali-
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dad Rg. Un conjunto es infinito cuando su cardinalidad es mayor o
igual a Ro. En el caso de que la cardinalidad de un conjunto infinito
X sea Np, se dird que el conjunto es un conjunto infinito numerable.

Para nimeros cardinales las operaciones de suma y multiplicacién
son definidas de la siguiente manera:

Sean m y n dos nimeros cardinales y sean X y Y conjuntos tales
que: XNY = ¢, |X| = my |Y| = n. Entonces m+n es la cardinalidad
del conjunto X UY, estoes m+n = |X UY]|.

Sean m y n dos mimeros cardinales y sean X y Y conjuntos tales
que |X| = m y |Y]| = n. El producto de dos nimeros cardinales es
la cardinalidad del conjunto X x Y. El producto de dos nimeros
cardinales m y n es denotado por m - n, o también por mn.

Para todo mimero cardinal m, el niimero 2™ es definido como la
cardinalidad de la familia de todos los subconjuntos de un conjunto
X que satisface | X| = m.

Es posible demostrar que 2% = ¢ = [R|.

En forma mds general, dados niimeros cardinales m y n, con n # 0,
se define n™ como la cardinalidad del conjunto de todas las funciones
de X en Y, donde | X| =1m y |¥Y| = n.

Para la exponenciacién (o potenciacién) de niimeros cardinales se
tienen las siguientes propiedades

nm;+mg = pqp'.pM2
(m-na)™ = alt-af
(nml )m2 —_ nmmg

El hecho fundamental en cuanto a desigualdades de nimeros cu-
dinales, esta expresado en el siguiente teorema.

Teorema 0.1 {Cantor-Bernstein) Sim < n y n < m, entonces
m=n

No es dificil demostrar que |f (X)] < | X} para cualquier funcién
definida en un conjunto X. Esto implica en particular que la familia
de todos los subconjuntos de cardinalidad < m en un conjunto de
cardinalidad n > m, tiene cardinalidad < n™.

La suma de dos nimeros cardinales, al menos uno de los cnales
es infinito, es igual al mayor de los dos niimeros. Lo mismo es cierto
para el producto de dos mimeros cardinales diferentes de cero, al
menos uno de los cuales es infinito.
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n4m = max{n,m}
nom = max{n,m}

En particular tenemos que
m o+ = m- 1 = m, para toda m > Ng.

Si mt < n, diremos que m es menor que 1, o también que noes
mayor que m si m # 1, y lo denotaremos de la siguiente maunera:
m <2 1 6 > m. Se cample entonces que

m < 2 para todo mimero cardinal

en particular, ¥g <.

Dado un conjunto de mimeros cardinales {m} ¢ . la minima cota
superior o supremo de {ni}, .o, es el menor nimero cardinal 1 tal
que m > i, para toda s € S, La notacion usual para este nitmero
cardinal es: sup{mng : s € S} . Este mimero cardinal siempre existe.

0.2 Algunas Definiciones y Resultados de la
Topologia General.

En esta seccidn se dan las definiciones que se consideran necesarias
para el desarrollo del trabajo, asi como, diversos resultacos de la
Topologia General que caracterizan propiedades topoldgicas asi coun
a clases de espacios topoldgicos. Los resultados, tanto teoremas como
proposiciones, soil enunciados sin demostracion. Las demostraciones
pueden ser consultadas en los textos cuya referencia aparcce previa-
meunte al enunciado del resultado.

0.2.1 CONTINUIDAD

Diremos que una funcién f : X — Y, entre dos espacios topoldgicos.
g8 una funcion continua en un punto xg € X, si para cualguier
abierto A'C Y tal que f (zg) € A, existe un abierto U C X tal que
f(U) C A. Diremos que f es continua en X, si ¢s continua en cada
punto x € X.

Teorema 0.2 (W, pag.74], [GT, pag.79 ]) Sean X y Y espu-
cios topoldgicos y f : X — Y una funcidn, entonces -las siquienics
proposiciones son equivalentes:
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1) [ es continua;
it ) Para cualyier abierto U C Y, f=V(U) es abierto en X:
i1 ) Para cualquier cerrado F C Y, [V (F) es cerrado en X

Una funcién f : X — Y, entre espacios topologicos, es abicrte
(cerrada) si la imagen directa de todo conjunto abierto (cerrado) de
X es un conjunto abierto (cerrado) en Y.

Sean X, Y espacios topoldgicos. Una funcién f : X — ¥V s un
homeomorfismo si f es biyectiva y ademds f v f~! son funciones
continuas.

Teorema 0.3 ({W, pag.74}], [T, pag.75]) Scan X, ¥ dos cspa-
ctos topologicos y f + X — Y una funcién continua y biyective. Los
siguicnties propusiciones son equivelentes:

i) 71 es continua;

i) f es abierta;

it ) f es cerrada;

iv } f es homeomorfismo.

Sea f: X — Y una funcién entre espacios topolégicos. Dircuios
que f es un encaje si f es un homeomorfismo a su imagen.

0.2.2 ToprPoLOGIA DEBIL

Sea {{Xa, 7u)} e una familia de espacios topoldgicos y sea f, : X —
Xo una funcién para cada o € I. La menor topologia en el conjuura
X que hace a todas las funciones f, continuas recibe el nombre e
topologia débil inducida por la familia de funciones F = {f,} v por
la familia de espacios topolégicos {(Xq, T.) boer -

La topologia débil tiene como una sub-base a la familia de todos
los subconjuntos de la forma f;! (U), en donde U es un abierto on
el espacio topoldgico X, y o € [.

Sean 11 y 7 dos topologias para un espacio X. Diremos que T2 es
mds fine que T o bien que 7| es mds gruesa que 7, (10 < 1) si
T C 7.

0.2.3 NUMERABILIDAD ¥ DENSIDAD

Un espacio topolégico X es primero numerable si para cada x € X
existe una base de vecindades 5, numerable.
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Un espacio topoldgico X es segundo numernble si existe una base
nmumerable para la topologia de X.

Ui subconjunto D de un espacio topoldgico X es denso st para
toclo subconjunto diferente del vacio U C X se cumple que DNU # o.

Un espacio topolégico X es separable si contiene un subconjunto
denso numerable.

Teorema 0.4 ([T, pag.116]) Sea X un espacio fopoligico y D un
subcongunto de X. Entonces, D es denso en X si y sélo si D = X.

0.2.4 CONJUNTOS ORDENADOS, PRE-ORDENADOS Y
DIRIGIDOS

Sea S nn conjunto. Una particidn P de S es una coleccion de subcon-
jintos no vacios de S, ajenos por pares y cuya union es ¢l conjunto
S.

Una relacion binaria < en un conjunto. X es un orden si s vefles
xiva, antisimétrica y transitiva. Es usual denotar orden por <. Un
conjunto ordenado es una pareja (X, <) en donde X es un conjunto
v < es un orden en X.

Una relacién binaria en un conjunto A se dice un pre-onden si
es reflexiva y transitiva. Un conjunto pre-ordenado es una pareja
(Af, <) en donde M es un conjunto y < es un pre-orden.

Ua conjunto pre-ordenado se dice dirigido si para todo par de
clementos =,y €. M, existe un elemento z € Af tal que » < z v
g sz

0.2.5 REDES

En este trabajo utilizaremos redes para determinar propicdades rela-
cionadas a la convergencia. Una red en un conjunto X es nna funciou
f:A = X, en donde A es un conjunto dirigido.

Es usual denotar a las redes de las siguientes dos maneras:

(zx)yca © bien como {z):A € A}.

Sea X un espacio topoldgico, sea (£3)yca Una red en X v o€ X.
& cs un punto limite de la red (z)yca si para toda vecindad U de
& en X existe Ag € A tal que si A > Ag entonces z, € U. También se
cdlice que la red converge a .
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@ es un punto de acunulacion de la ved (wy)yeq s para 1oda
vecitddad U dewen Xy cada A € A, existe Ap € A tal que Ay > A
vy, €U

Es usual denotar al conjunto de puntos limite de vua ved (ay) AEA
e X como im(ey),ep -

Se dice que una red (zx),cn en X estd cventualniente en un sub-
conjunto A de X si existe Ag € A tal que para todo A > Ay se tiene
que 1y, € A.

U tipo especial de redes son las redes universales.

Sea (wa)yea Mwa red en un conjunto X, (wa)yep €8 una red -
versal en X st para todo subconjunto A de X, (3) a4 st oven-
rualmente en 4 o en X\ A.

Teorema 0.5 ([W, pag.76]) Si (xa)yen ¢ une red wniversaf en
Ny f: X =Y es una funcion, entonces ( fls) e A) es i red
wuniversal en Y.

La coutinuidad de una funcion estd determinada por el comypor-
tamiento ce las imagenes de redes y los conjuntos de puntos Hinite
de las misimas.

Teorema 0.6 ([Eng, pag.51]|) Sean X y Y espacios topoldgicos.
Una funcidn f: X — Y es continua si y silo si f (lim (tadyent C
tim( f (:1:A)A€A) para toda red ()], o0 en X

0.2.6 Los AXIOMAS DE SEPARACION

Uit espacio topoldgico X es un espacio Ty si dados dos puntos dis-
tintos @,y € X| existe un abierto en X que contiene a uno de cllos
pero no al otro.

Un espacio topolégico es T si dados dos puntos distintos ena-
lesquiera x, y € X, existen dos abiertos A, A, tales que x € A\ 4o
vy E A\ Ay

Teorema 0.7 ([GT, pag.89], [T, pag.127]} Un cspacio topoldyice
X esTy siy sdlo si cualquier subconjunto de X formado por un ele-
merntto es cerrado.

Un espacio topoldgico X es llamado Ty o espacio Hausdorfi si
dados dos puntos distintos =,y € X existen dos abiertos ajenos 4,
y As tales quex € AL y y € As.
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Un espacio topoldgico X es T3 o Regular si es un espacio T} y
para cualquier cerrado F C X y cualquier punto z € X \ F existen
abiertos ajenos U, y U o talesque FC Uy yz € Us.

Teorema 0.8 ([Eng, pag.38], [T, pag.135]) Un espacio topold-
gico X es regular si y sélo si X es un espacio Ty y dado cualquier
abierto U en X yx € U, existe un abierto V tal quez € VCV C U.

Un espacio topolégico X es llamado T} 1, espacio Tychonoff o bien
completamente regular, si X es un espacio T} y paratodoz € X y
todo subconjunto cerrado F C X tal que z ¢ F, existe una funcién
continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0y f(y) = 1 para toda
y € F.

Un espacio topoldgico X es Normal o Ty si X es T} y dados dos
conjuntos cerrados ajenos Fy y F» en X, existen abiertos ajenos U
yUtalesque R Cc Uy s C Us.

Un espacio topoldgico X es hereditariamente normal o Ts si X es
normal y todo subespacio de X también es normal.

Un subconjunto ¥ de X es un G5 si se puede expresar como la
interseccién numerable de conjuntos abiertos.

Un espacio topoldgico X es perfectamente normal o Tg si X es
normal y todo subconjunto cerrado de X es un Gjy.

Teorema 0.9 ([Eng, pag.68]) Cualquier subespacio de un espacio
T; es un espacto T;, para i €

0, 1,2,3,3%} . Normalidad es heredi-
. taria con respecto a subconjuntos cerrados. La Normalidad perfecta
es una propiedad hereditaria.

0.2.7 PROPIEDADES DE RECUBRIMIENTOS

Recordemos que una cubierta abierta (cerrada) de un espacio topold-
gico X es una familia A = {A,},.¢ de subconjuntos abiertos (cerra-
dos) de X tales que | J,c5 As = X. Una cubierta B = {B;},.r es un
refinamiento de la cubierta {A,}, ¢ si para todat € T existe s € S
tal que By C A;. En este caso B refina a A. Finalmente una cubierta
A*={A}},cg. es una subcubierta de la cubierta A = {A,}, ¢ de X si
S* C Sy A; = A, para toda s € §*; en particular, una subcubierta
es un refinamiento.

Una familia {A,},.s de subconjuntos de un espacio topolégico X
es localmente finita si para toda x € X existe una vecindad U tal
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que el conjunto {s € §: UN A; # ¢} es finito. Si cada punto tiene
una vecindad que intersecta a lo mds a un conjunto de la familia,
dirémos que la familia es discreta.

Un espacio topoldgico X es compacto si X es un espacio Hausdorff
y toda cubierta abierta de X tiene una subcubterta finita.

Teorema 0.10 (W, pag.118]) Para un espacio topoldgico X . las
stguientes proposiciones son equivalentes:

a ) X es compacto;

b ) Toda red universal en X converge.

Teorema 0.11 ([W, pag.119}) Sea f : X — Y una funcién con-
tinua y sobreyectiva. Si X es compacto, entonces Y es compacto.

Decimos que un espacio topoldgico X es localmente compocto si
cada punto de X estd contenido en una vecindad compacta. Es decir.
para cada punto x € X podemos encontrar un compacto A v un
abierto V tales quez € V C K.

Teorema 0.12 ({W, pag.131]) Sea f : X — Y wuna funcidn con-
tinua, abierta y sobreyectiva. Si X es localmente compacto, entonces
Y también es localmente compacto.

Un espacio X es numerablemente compacto si es un espacio Th v de
cualquier cubierta abierta numerable del espacio, es posible extraer
una subcubierta finita.

Un espacio X es Lindelof si toda cubierta abierta del espacio,
tiene una subcubierta numerable.

Teorema 0.13 ({Eng, pag.203]) La imagen continua de un espa-
cio numerablemente compacto (Lindeldf) es un espacio numerable-
mente compacto (Lindeldf).

Teorema 0.14 ([Eng, pag.202], {GT, pag.100]) En un espacio
topoldgico Hausdorff X son equivalentes:

a ) X es numerablemente compacto;

b ) Toda sucesidn (xy,), .y tiene un punto de acumulacidn.

Teorema 0.15 ([T, pag.172], [GT, pag.94]) 5i X es un espacio
reqular y Lindeldf, entonces es normal.
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Ejemplo 0.16 La linea de Sorgenfrey es el espacio topoldgico obte-
nido al dotar al conjunto de los numeros reales R con la topologia

T = {¢,R} U {E C R: E es unidn de intervalos de la forma [z, 2)} .

Este espacio es un espacio regular y Lindelof. Asi, en virtud' del
teorema anterior es un espacio normal.

La linea de Sorgenfrey es un espacio muy importante de la Topo-
logia General, ya que sirve como contraejemplo para muchas propie-
dades, en particular nos seran de gran utilidad las propiedades que
tiene el cuadrado de la Linea de Sorgenfrey.

Un espacio topoldgico Hausdorff es paracompacto si toda cubierta
abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Teorema 0.17 ([Eng, pag.300]) Si X es un espacio regular y Lin-
delof, entonces X es paracompacto.

Teorema 0.18 [Eng, pag.300], [T, pag.180}) Todo espacio pare-
compacto es normal.

Teorema 0.19 ([Eng, pag.126]) Si Ax {y} es un subespacio com-
pacto de X x Y contenido en un conjunto abierto W en X xY,
entonces se pueden encontrar abiertos U C X yV CY tales que

Ax{ylcUxVCW

0.2.8 CONEXIDAD

Un espacio X es conezo si no existen abiertos ajenos no vacios U y
V talesque X =UUV.

Teorema 0.20 ([W, pag.192]) La imagen continue de un espacio
conero es nuevamente un espacio conero. :

Teorema 0.21 ([T, pag.192]) 5i X = U,cs X5 en donde X, es
conezo para toda s € S y (\,es Xs # ¢, entonces el espacio X es
conezxo.

Teorema 0.22 {{W, pag.193]) Si E C X es conezo y ECACE,
entonces A es un espacio conezo.
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Si z € X, el mayor de los subconjuntos conexos C, de X tal que
x € Cz se llama la componente conera de z. C, es la unién de todos
los conjuntos conexos de X que contienen a z.

Proposicién 0.23 (W, pag.194], (GT, pag.57]) Las componen-
tes conexas son conjuntos cerrados.

Un espacio X es localmente conezo si para toda z € X existe una
base local de vecindades que consiste de conjuntos conexos abiertos.

Teorema 0.24 ([W, pag.200]) La imagen continua y abierta de
un espacio localmente conezo es nuevamente un espacio localmente
conexo.

Sea X un espacio topolégico, un subespacio ¥ de X se dice que es
una trayectoria en X si existe una funcién continua y sobreyectiva
f0,1]-Y.

Sea X un espacio topoldgico, se dice que X es conezo por trayec-
torias si para cada par de puntos z,y € X, existe una trayectoria en
X que los contiene.

0.2.9 METRIZABILIDAD

Un subespacio A de X es funcionalmente cerrado, o conjunto cero,
si existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que A = f~1(0).
El complemento de un conjunto cero es un conjunto co-cero o fun-
cionalmente abierto.

Una familia de subconjuntos de un espacio topoldgico es llamada
o~localmente finita (discreta) si esta puede ser representada como
la unién numerable de familias localmente finitas (discretas).

Teorema 0.25 (de Metrizacién de Bing [GT, pag.254])) Un
espacio topoldgico X es metrizable si y sdlo si es reqular y tiene
una base o-discreta.

Proposicién 0.26 ([Eng, pag.254]) Todo subconjunio cervado de
un espacio metrizable es funcionalmente cerrado, en particular ve-
sulta ser un Gy.

Proposicién 0.27 ([Eng, pag.71]) Si F={Fs},cq €5 una cubierta
cerrada localmente finita de un espacio X y {fs: Fs =Y}, esuna
familia de funciones continuas tales que si Fy N Fy, # ¢, entonces
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fs (x) = fs- (x) pare toda © € X y para toda pareja s,5* € S. En-
tonces lo funcion f : X — Y definida como f(z} = f;(x) para
r € F, ys €8 es continua.

Un subespacio A de X esta C-encajado {C*—encajado) si toda
funcion continua (respectivamente continua y acotada) f : A - R
se puede extender a una funcién f* : X — R continua.

0.3 FEl Axioma de Eleccién

Durante todo el texto supondremos cierto el axioma de eleccién, y
dada su importancia dedicamos esta seccién del capitulo para enun-
ciarlo, asi como a cuatro de sus equivalencias.

Antes de enunciarlo necesitamos mencionar un par de definiciones.

Diremos que un elemento rg de un conjunto ordenado X es un
elemento mazimal de X, si o < z € X implica que g = z.

Sea X un conjunto y P una propiedad conjuntista. La propiedad
P es de curdcter finito si el conjunto vacio tiene esta propiedad y
A C X tiene la propiedad P si y sélo si todos los subconjuntos finitos
* de A tienen la propiedad P.

Axioma 1 (de Eleccién) Para toda famitia {X;},cq de conjuntos
no vacios cxiste una funcion f : 8§ — (J,co X, tal que f(s) € X,
para toda 3 € S.

La funcién cuya existencia garantiza el axioma es precisamente
una funcidn de eleccion.
Las siguientes proposiciones son equivalentes al axioma de eleccién.

Teorema 0.28 (de Zermelo) En todo conjunto X eriste una re-
lacion < gque bien ordena al conjunto X.

Lema 0.29 (Teichmiiller-Tukey) Si P es una propiedad de ca-
rdcter finito perteneciente a los subconjuntos de un conjunto X, en-
tonces todo conjunto A C X que tiene la propiedad P estd contenido
en un conjunto B C X que tiene la propiedad P y que es mazimal
en la familia de todos los subconjuntos de X que tienen la propiedad
P ordenados con la relacion C .
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Lema 0.30 (Kuratowsky-Zorn) Si para todo subconjunto lincul-
mente ordenado A de un conjunto X ordenado por < cuiste un
To € X tal que x < x0 para todo x € A, entonces X tiene un
elemento mazimal.

La demostracién de la equivalencia de las proposiciones se puede
consultar en [Eng, pag.8]

Atn cuando las equivalencias del axioma no son directamente uti-
lizadas en el texto, consideramos importante mencionarlas va que
ello nos da una idea de la importancia del axioma de eleccién al ser
equivalente a dos principios maximales y a uno que tiene que ver con
el buen ordenamiento de un conjunto.




1

Producto de Espacios
Topoloégicos

1.1 Productos Cartesianos

Sea { X, }aes una familia de conjuntos no vacios. El producto carte-
siano [[,cq Xade los conjuntos X, es el conjunto de todas las fun-
ciones de dominio S y contradominio | J,.¢ X tales que la imagen
del elemento « € § pertenece a X, para cada uno de’los elementos
ce en el conjunto de indices S, es decir

[ Xa={f:5=JXalf(a) € Xa,Va € S}.

ael
A cada elemento del producto lo representaremos de la siguiente
nianera:

si ¥ € [{,cqXa entonces £ = (ZTa)aes donde zo = z(a) es
Hamada a—ésima coordenada del punto x.

Al conjunto X, se le conoce como el a—ésimo conjunto factor del
producto [[,cq Xa-

La funcién 7g : [[,cg Xa — Xjp definida como ng(z) = 15 es
llamada proyeccion de Hae g Xa en el f—ésimo conjunto factor Xg;
7 es también conocida como la f-ésima proyeccidn.

Si X, = X para toda « perteneciente a S, entonces [[ g Xa es
el conjunto X¥ de todas las funciones de S en X.

1.2 Topologia Producto

Sea X, un espacio topoldgico para cada a € S. Deseamos definir

una topologia en [[,cq Xa, la Topologia de Tychonoff o Topologia

Producto. Esta se obtiene tomando como base para los conjuntos

abiertos en [],cg Xa, a los conjuntos de la forma [[, s W;, donde
i) Wy es un abierto en X, para toda s € S.
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ii ) W, # X, s6lo para un niimero finito de elementos s ce S.
Nétese que como W; = X para toda s € 5, excepto para un
niimero finito de elementos s; € S con i € {1,2,...,n}, entonces

[Iw. = ﬂ’f'l(W = m (We) (75 W)V 75, (W)

58

Por lo tanto, la topologia producto es precisamente aquella topo-
logia en [],cg Xa que tiene como una sub-base a la coleccidn

{(n Y (W,) | a € S, W, es abierto en X, }.

Si consideramos, para cada X4, una base B, entonces los conjuntos
de la forma N, 7.} (Ws,), donde W, € By, forman una base para
la topologia producto. Esta base se conoce como la Base Candnica de
la topologia producto y resulta ser bastante notable, pues se obtiene
a partir de las bases de los espacios factores.

Proposicién 1.1 S5i{X,}aecs es una familia de espacios topoligicos.
entonces pare tode (3 € S, la proyeccion 7g : [[,eq Xa — Xy es
una funcion continua, abierta y sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Sea § € S y consideremos la 3-ésima proyeccion

3 H Xa — Xﬁ.
aEs

Para demostrar la continuidad de 7g consideremos un abierto UV no
trivial (i.e. ¢ # U G Xg ), y consideremos la imagen inversa de U
bajo la funcién 7g, es decir 1r51(U ). Esta es precisamente el conjunto
[TeesWs, donde Wy = Xssis # By W, =U cuando s = 4 v este
conjunto es un abierto en el producto topolégico. Por lo tanto la
f—ésima proyeccién 7g : [{,c5 Xo — X es una funcion continua.
Ahora mostraremos que la funcién mg es una funcién abierta.
Obsérvese que para un abierto basico W = (o, 7' (W,,) -

Xp sif3#s, Vi=1,2,..,n
s (W) =
W, st B =s;, paraalginie {1,2,...,n},
en ambos casos, ya sea mg(W) = Xjg o bien ng(W) = Wj,, obte-

nemos conjuntos abiertos del espacio Xg. Por lo tanto, la f—ésima
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proyeccion. mg : [[,eg Xo — X manda abiertos bésicos en conjun-
tos abiertos.

Ahora sea U un conjunto abierto de [[,cg Xa, entonces U =
Uaca Wa donde W, es un abierto canénico en [l Xa, y sea y €
m(U), entonces existe z € U tal que mg(z) = v. Como U =
Uaca Wa, existe ag € A tal que T € W,,. Entonces y = mg(x) €
7g (Way) C mg(U) y como Wy, es un abierto bésico, tenemos que
73 (Wy,) es un conjunto abierto en Xg. De donde, g (U) es un con-
junto abierto. Por lo tanto, 7g es una funcién abierta.

Finalmente sea x € Xg, entonces 71'51(:::) = [Lses Ws. donde W, =
X,sis# 8y W, = {z} cuando s = 3. Luego como cada uno de
los espacios es no vacio tenemos que TFEI(:B) = [[ies Ws # ¢. Por lo
tanto, la f—ésima proyeccién 7g : [[,es Xa — Xp es una funcién
sobreyectiva ]

Observacién 1 La topologia producto es precisamente la topologia
débil inducida por la familia de funciones {ms} o en el conjunto
[Tacs Xa- De donde, tenemos que esta topologin es la menor topologia.
en el producto [[,cs Xo para le cual todas las funciones proyeccion.

st HXQ—-»X,
ags

resultan ser continuas. Es decir, cualquier otra topologin en [ [ . Xo
para lo cual las funciones 7, son continuas contiene a la. topologiu
producto.

Proposicién 1.2 §i{Xa}aes es una familia de espacios topoldgicos
y Aa C X, para toda a € S, entonces las dos topologias definidas en
el conjunto [ cq Aa, lo topologia de subespacio heredada de [],cq Xa
y la topologia producto de los subespacios {Aa}acs, coinciden.

DEMOSTRACION. Supongamos que A, # ¢, para cada a € §. Como
la restriccién

Mo lnaes A’ H Ag — Aa

aes

es una funcién continua, la topologia de subespacio en [] ¢ 4a €8
maés fina que la topologia producto en [] g Ao (Ver Observacién 1).
Por otro Jado, cualquier abierto del subespacio [],c5 Aa €s la inter-
seccién de [] s A con un abierto de [T, 5 Xa. es decir, es la union
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de intersecciones de [] . Aa con miembros de la base canduica de
HGGS Xa:

(I4)n(Um) -y ((ma)nw)

donde cada W, es miembro de la base candnica de [[oes Xa- De
donde resulta que cada conjunto de la forma

)

agS

es un abierto basico en Hae s Aa, entonces tenemos que la topologia
producto es mas fina que la topologia de subespacio. Por lo tanto,
las topologias coinciden n

Proposicién 1.3 Sea {X4}ocs una familia de espacios topoldgicos
¥ Ao C X, para tode o« € 5. Entonces en el producto HaES Xa se

cumple que [[ s Aa = [T cs Aa.

DEMOSTRACION. Sean z € [Tacs Xa y Bz una base local de z en

[T.cs Xo consistente de abiertos candnicos. Entonces = € HaE s Aa
si y solo si para todo [Tocs Wa € B,

(HWQ)Q(HAQ) =[] Wanda) #

acS acS acS

es decir para cada o € S y cualquier vecindad W, de la a—ésima
coordenada de x se tiene que W, N A, # ¢ y esto ltimo se cumple
sty solo si z € [[ e Aa ]

Corolario 1.4 Sea A, C X, para cada o € S. Fntonces el con-
Junto [[.cs Aa €s cerrado en el producto [[ .o Xa si y sdlo si A,
es cerrado en X, pare tode o € .

DEMOSTRACION. = | Si el producto [, ¢ A, es cerrado en [Tocs Xa
entonces coincide con su cerradura. Ahora, como la cerradura es igual
al producto de las cerraduras de los conjuntos A, (Proposicién 1.3)
y sabemos que estos est4an contenidos en su cerradura, tenemos que
cada uno de los conjuntos A, coincide con su cerradura; por tanto
Ag es cerrado.
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<= | Si cada uno de los A, es cerrado, entonces

ﬁZ=HE=H&

aeS acS acS

Por lo tanto [ [, g Aa es un conjunto cerrado en el producto [, s X«
-

Corolario 1.5 Sea A, C X, para cade o € S. Entonces el conjunto
[laes Aa es denso en el producto [Tacs Xa siy sélo si A, es denso
en X, para toda s € S.

DEMOSTRACION. Si el conjunto [],c ¢ Aq es denso en [[,. ¢ Xa, en-
tonces por el corolario 1.4

[ x-Ta-T7

a€elS aelS ac$l

ahora para que se dé la igualdad es una condicién necesaria y sufi-
ciente que los espacios factores coincidan y esto sucede si y sélo si
Ay = Xa, es decir, si y solo st A, es denso en el espacio factor X,
para toda @ € § n

Un resultado bastante notable que nos permite determinar cuindo
una funcién, cuyo codominio es un producto topolégico, es continua
esta plasmado en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.6 Una funcidn f: X — [[,cqYa es continua si y
sdlo si la composicidn 7, o f es continua para toda o € S.

DEMOSTRACION. = | Como 7, es continua, si f es una funcién cou-
tinua tenemos que T, o f es continua, por ser la composicién de dos
funciones continuas.

<=] Supongamos ahora que 7, o f es una funcién continua para
toda € Sy sea U C [,¢5 Ya un abierto basico, U = (L., 73! (Us)
en donde U; es un conjunto abierto en Y,,. Ahora consideremos a
F~H(U) y observemos que

oy = g (ﬂw;}(w))=
i=1

N EZ W) = (@weo HTH ).
i=1

i=1
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Como 7,0 f es continua para toda a € S, tenemos que (74, o f)~' (U;)
es un conjunto abierto en X. Entonces (., (7o, 0 £) ™' (U;) también
es un conjunto abierto en X. Por lo tanto, f~! () es abierto en X':
y ello demuestra que la funcién f es continua a

Definicidn 1.7 Sea G = {ga: X — Yo}, une familia de fun-
ciones entre espacios topoldgicos. Definimos g : X — [Tocs Yo con
la formula (g (z)) (o) = g (z) para toda € X y pare toda o € S.

La siguiente proposicién es un corolaric inmediato de la proposicién
1.6 y de la definicién de la funcién g.

Corolario 1.8 La funcidn g es continua si y sdlo si g, es continua
para toda a € S.

DEMOSTRACION. Simplemente obsérvese que 750 g = gg para toda
BeS |

Proposicién 1.9 See {X,} ¢ une familia de espacios topoldyicos
y sea {A, }.ue a une particion de S, entonces los espacios

1] e IT § IT Xa

aeS neM | a€A,

son espactos homeomorfos; es decir, el producto topoldgico cs aso-
ctativo.

DEMOSTRACION. Para cada u € M, sea Z, = HaEA,. Xa y sea Py
la funcién proyeccion de Z, = [ae A, Xo en su J-ésimo espacio
factor. Entonces definimos 7, : [[,e5 Xa — Z,. como (z.),cq —
(ma)aea,ﬁ T, s una sobreyeccidn. Para cada 8 € A,, la fuucién
Pgom, es la proyeccién de [Tacs Xa en su f—ésimo espacio factar.
entonces 7, es una funcién continua.

Ahora definimos f : [1,c5 Xa — [ ear 2, de la siguiente manera:
rv— (m, (z))pe s - Por el corolario anterior, la funcién f es continua.
La funcién f también es una funcién abierta; para mostrarlo basta
hacerlo para abiertos bésicos de [[,c5 Xa. Sea U = (Yo, 75! (U,)
C [Taes Xo un abierto basico. Para ello, si K (U) = {ay, a2, ...,a,} v
ademds se cumple que K (U)N A, # ¢, entonces w (U = Haes Wa =
W donde K (W) = K(U)N A,, es decir si o € K (W) se tiene




1.2. Topologia Producto 19

que o (W) = U, y si a ¢ K (W) entonces 7, (W) = X,. Ahora si
K({U)NA, = ¢, entonces 7, (U) = Z,,.

Por lo tanto f (U) es un abierto en [] ) Z; - Finalmente, f es
una biyeccion debido a que {4}, es una particién de S. De todo
lo anterior concluimos que f es un homeomorfismo y esto demuestra

que HpEM ZF = HaES Xa. u

Proposicién 1.10 Sea {X,},cq una familia de espacios topoldgicos
y sea ¢ : S — S una biyeccion. Entonces los espacios topoldgicos
[Tocs Xo ¥ [laes Xe(o) 50n homeomorfos, es decir, el producto to-
poldgico es conmutativo.

DEMOSTRACION. Sea Yo = Xgy(o) para toda a € S. Considere-
mos ¢* : [[,esXa = [loecsYe definida de la siguiente manera:
(¢* (z)) () = x (¢ (a)) para cada z € [[,c5 Xa y @ € S. Denote-
mos mediante P, y R, a las proyecciones de [J cs Xa ¥ [[aes Yo
en X, y Y,, respectivamente. Como R, 0 ¢" = Py, para cada « €
S, por la proposicién 1.6, ¢* es continua. Ahora, ¢* también es in-
yectiva y suprayectiva; en efecto, si p,q € [[,cs Xa» P # ¢ entonces
p(a) # q(a) para alguna a € S, de donde ¢* (p) # ¢ (q). Por lo
tanto, ¢* es inyectiva. Ahora, para probar la suprayectividad, sea
Y € [laes Ya, entonces y = ¢* (z) en donde x € [[ 5 Xo se define
de manera que z{a) = y (¢~ (a)). Finalmente (¢*)~" es continua
pues P, o (q&‘)'1 = Ry-1(q)- Por lo tanto, ¢* es un homeomorfismo.
-

1.2.1 PRODUCTO DE FUNCIONES

Definicién 1.11 Dadas dos familias de espacios topoldgicos
{Xs}ies: {(Ya}ses v una familia {f, : X; — Y}, g de funciones, lo
funcidn que asigna a cada punto x = (z,),cg € [l,c5 Xs € punto

£@) = (fe@e))es € [[ ¥
s€S

se denomina funcién producto o pr'c;ducto cartesiano de las funciones
{fs}ses la cual se denota [[,c5 fs 0 bien como fi x f2 x ... x fi si
S=1{1,2,..,k}. As{

I J1x-]]%

sES s€8 seS
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La funcién productoe, f = [Lses fs asi definida posee las siguientes
propiedades:

fLes As) = IToes fo(As) ¥ F ™ [Les Ba) = [Lies £74(By),
donde A, C X, y B; C V..

Definicién 1.12 Si ahore X, = X pare toda s € S, es decir que fo-
dos los espacios son el mismo espacio topoldgico X, y {f;: X — Yolies
es una familia de funciones, la funcién que asigna a cade punto
€ X el punto

fl@)=y= (fa(x))ses € H Y,

sES

se denomina la diagonal de las funciones {fs}ics ¥ ésta se denota
como Dgesfs o bien IA LA A f5siS= {1,2,..,k}.

Para la diagonal tenemos que se cumplen las siguientes propiedades:
f(4) c H,es’ fs(A)y f—l(naes B} = ﬂseS fS1(Bs),donde A C X
y B; CY,.

Obsérvese que la diagonal Oses fs es la composicién de la diagonal
L= Ngegtdys : X — [Ticg Xscon X = X, para s € S, y el producto

cartesiano [_[seg fs: H,Es X5 — Hses Y.

Definicién 1.13 La imagen de X bajo la funcién A,cgidx,

{xycxm=T]x.,
SsES

donde | S |= m, se conoce como la diagonal del producto X™. Se
denotard como A.

Definicién 1.14 Sea X un espacio topoldgico, {Ys},.q una familia
de espacios topoldgicos y F = {f, : X — Yi}ies una familia de fun-
ciones. Entonces,

1.- Diremos que la familia F separa puntos si para cada par de
puntos z, y € X distintos, eziste f, € F tal que f, () # fs (¥) .

2.- §i para cada x € X y cade subconjunto cerrado A C X tal que
z & A, existe f; € F tal que f, (z) & fs (A), diremos entonces que
la familia F separa puntos de conguntos cerrados o que F es una
familia regular.

Después de las definiciones preliminares dispongdmonos ahora a
pasar a los resultados.
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Lema 1.15 Si la funcidn continua f : X — Y es uno e uno y la
familia de un elemento {f} separa puntos de conjuntos cerrados,
entonces lo funcidn f es un encaje.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que la funcién es cerra-
da, lo cual es equivalente a demostrar que para cualquier conjunto
cerrado A C X, f(A) = f(A) . Siempre se cumple que f(A) C f(4),
por lo que sélo resta demostrar que f(A4) C f(A).

Sea y = f(x) € f(X)\ f(A), entonces z ¢ A y como f sepa-
ra puntos de conjuntos cerrados, y = f(z) ¢ f(A). Por lo tanto
—fm C f(A), y de esto se sigue que la funcién f es cerrada, y por
ser ademds continua e inyectiva, se concluye que f es ui encaje =

Teorema 1.16 (Diagonal) Sila familic F = { fs}ecs de funciones
continuas, donde f, : X — Y,, separa puntos. Entonces la funcion
diagonal

f=A-!ESf33X—'HY3
s€8

es una funcidn uno a uno. §i ademds la familia separa puntos de
conjuntos cerrados, entonces f es un encaje. En particular, si eriste
$ €5 tal que f; es un encaje, entonces f es un encaje.

DEMOSTRACION. Como la familia F separa puntos, entonces para
cada par de puntos distintos x,y € X, existe s € § tal que fi(x) #
f+(y). Entonces f(z) # f(y), lo cual demuestra que la funcién fes
uno a uno.

Ahora, si la familia F = {f,}, s separa puntos de conjuntos ce-
rrados, entonces la familia de un sélo elemento {f} también lo hace,
yvaquesi f(z) € TA) para algiin A = 4 C X, entonces

fs(z) = 75 0 f(z) € 7(f(A)) C 7, (f (A) = f.(A)

paratoda s € S. Entonces z € A, pues F separa puntos de conjuntos
cerrados. Luego aplicando el lema anterior, concluimos que f es un
encaje.

Finalmente, si para alguna s € S, f, es un encaje, entonces fes
una biyeccién sobre su imagen; por lo cual separa puntos. La funcién
fs es cerrada, por lo cual separa puntos de conjuntos cerrados. En-
tonces F separa puntos de puntos y también puntos de conjuntos
cerrados. Por lo tanto la familia de un sélo elemento {f} también
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lo hace, y nuevamente aplicando el Lema 1.15 tenemos que f es un
encaje [ |

Corolario 1.17 La diagonal A del producto cartesiane X™ es ho-
meomorfe a X.

DEMOSTRACION. Puesto que la funcién identidad id : X — X
es un homeomorfismo, aplicando el teorema anterior tenemos que la
* diagonal Aesid:X — X™ es un encaje y por ser sobre la diagonal
del producto A, es un homeomorfismo =

Proposicion 1.18 Si la funcidn producto f = [Les fs es cerrada.
donde f;: X, = Y, y X, # ¢ para toda s € S, entonces todas las
Junciones f, son funciones cerradas.

DEMOSTRACION. Sean sp € S y F un subconjunto cerrado en X
El conjunto 1rs'ul (F) es cerrado en [[ses Xs- Como la funcién f
es cerrada, f (1r_;;‘ (F )) C [lics Ys, es un cerrado también, pero
f(w;;,l (F)) = Hses As, donde A, = fi(X,) sis # 59 v Ay, =
fso (Xs5) si s = s9. Por el Corolario 1.4 sabemos que un producto de
la forma [],. ¢ As es cerrado si y sélo si cada uno de los factores Ay
es cerrado. En particular, A5, = f, (X,,) es cerrado en Ys,- Por lo
tanto, f;, es una funcién cerrada ]

Proposicién 1.19 Sea {f, : X, — Y} g una familia de funciones.
Entonces el producto cartesiano f = [Lics fs es abierto si g sdlo si
todas las funciones f, son abiertas y eriste un subconjunto finito
So C § tal que f,(X) =Y, para toda s€ S \ So-

DEMOSTRACION. =| Sea sg € S y U C X,, un abierto no vacio. El
conjunto U x [, ., X es abierto en [], ¢ X;. Como las proyecciones
son funciones continuas y abiertas (Ver Proposicion 1.1}, teuenmos
que 7,, o f es una funcién abierta. Por lo tanto,

(”soof) UXHXS =.fso(U)
s#so

es un abierto en Y;,. De donde, f;, es una funcién abierta.
Ahora como f es una funcién abierta, entonces

f(Hxs) c[Iv

sES seS
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es un conjunto abierto no vacio, por lo tanto f (Haes X s) contiene a
un conjunto de la forma [[,.¢ Ws en donde W # Y a lo méds para
un subconjunto finito Sy C S. De esto (iltimo tenemos que si s ¢ Sg,
entonces f; (X5) =Y.

<| Sea W un subconjunto abierto bésico no vacio de [],cq Xs-
Supongamos que W =i, 7.t (W,,) = [1,cg W, sea

S* ={s1,52,-52} C S

Entonces para toda s € S\(S*|JSo), fs (W) = Y5, y como los
conjuntos Sp y §* son finitos, su unién también es finita. De donde,
para casi todos los s € S, f; (W;) = Y;. Por lo tanto,

FW)y=f (1‘[ ws) =[] W)

sES sES

es un abierto canénico en [, ¢ Ye. Por lo tanto, f es abierta =

Proposicion 1.20 Sea {f; : X — Y}, .5 una familia de funciones.
Si la diagonal f = Dses fs es abierta, entonces todas las funciones
fs son funciones abiertas.

DEMOSTRACION. Sean sp € S, U C X un abierto no vacio y ps,
la sp—ésima proyeccién de [[,c¢ Y;. Tenemos que (ps, © f} (U ) =
fso (U). Como las proyecciones son funciones continuas y abiertas
(Ver Proposicién 1.1), se cumple que ps, o f es una funcién abierta,
por ser composicién de funciones abiertas. Por lo tanto fs, (U) es un
abierto en Y;,. Por lo tanto, fg, es una funcién abierta ]

Una propiedad importante de la topologia producto, es su buen
comportamiento en cuanto a convergencia se refiere, un ejemplo de
ello se da con la convergencia de redes.

Antes de enunciar un resultado consideremos una red 7, entonces
denotaremos por Lim 7 a el conjunto de puntos limite de la red 7.

Teorema 1.21 Una red 7 = {z,,0 € £} en el producto [] s X,
converge a un punto x € [, X, si y sélo si la red

T, = {75 (x5} ,7 € L}

converge a s (z) para tode s € 5.
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DEMOSTRACION. = | Como las proyecciones son funciones continuas
(Ver Proposicién 1.1}, si z €Lim 7, entonces 7, () €Lim 7, para toda
s € § (Ver Teorema 0.6).

<] Ahora sea x € [[ ¢ X, tal que para cada s € S,

Ty (x) € Limm,.

Entonces para cada vecindad U de z, existen elementos s, sy, ..., su
€ S y conjuntos abiertos U; C X,,, en donde i € {1,2,...,n}, tales
que x € (i, 7' (U;) C U. Por hipétesis existen ay,7p,...,0, € %
tales que m,, (z,) € U; para ¢ > 0; y esto para toda i € {1,2,...,n}.
Como el conjunto £ es un conjunto dirigido, existe 0* € % tal que
a; < o para toda 1 € {1,2,..,n}. Entonces se cumple que para
toda @ > 0%, z, € (o, 7;;' (Ui) C U. Por lo tanto = €Lim 7 [

1.3 Propiedades Multiplicativas

En esta seccién se estudia el comportamiento de algunas propiedades
topolégicas en los productos topoldgicos.

Definicién 1.22 Una propiedad topoldgica P es hereditaria (respec-
tivamente, hereditaria con respecto a subconjuntos cerrados, subcon-
Juntos abiertos) si para cualguier espacio X que tiene la propiedad
P, todo subespacio (respectivamente, todo subespacio cerrado, todo
subespacio abierto) de X también tiene la propiedod P.

Definicidn 1.23 Si la propiedad P no es hereditaria pero todo sub-
espacio de X tiene la propiedad P, entonces diremos que X satisface
P hereditariamente.

Definicién 1.24 Sea m un nimero cardinal. Una propiedad topo-
ldgica P es multiplicativa (respectivamente m- multiplicativa, fini-
tamente multiplicativa) si para cualquier familia {Xs},es (respec-
tivamente tal que |S|<m, |S|< Ry} de espacios topoldgicos con la
propiedad P, el producto I,;cs X tiene la propiedad P.

Observacién 2 Sea Y = Il,e5X;, elijamos un punto ¥ € X, para
cada s € S y consideremos X} = M,e5A; donde A; = {z}} para
s # S0 y Asy = X Es claro que la restriccion de la m,,—ésima
proyeccién a X},

. . v
tsg = Tsp ix;g- KXo — Xso




1.3. Propiedades Multiplicativas 25

es un homeomorfismo; por lo tanto, el espacio X,, se puede enca-
jar en Y = ll;esX,. Ademds si el producto ¥ = IleegX: es un
espacio T3, entonces X;; es un subespacio cerrado en Y = Il,egX;
{Ver Corolario 1.4). Por lo tanto, X, es encajable como subespacio
cerrado en'Y = ll;e5X; cuando Y es T.

1.3.1 AXIOMAS DE SEPARACION

Teorema 1.25 E! producto arbitrario de espacios topoldgicos T; es
un espacio topolégico T;, para i =0, 1,2,3,3%. Si el producto carte-
siano ;5 X; es un espacio topolégico T;, entonces todos los espacios
factores X, son espacios topoldgicos T; para i = 10,1, 2,3,3%,4,5,6.

DEMOSTRACION. Por la observacién 2, sabemos que cada espacio
factor es homeomorfo a un subespacio del producto IesX,, que
es cerrado cuando el producto es T7. Como la propiedad de ser
T; es herediatria para i € {0,1,2,3,31}, la normalidad es heredi-
taria con respecto a subconjuntos cerrados, el ser perfectamente nor-
mal y el ser hereditariamente normal son propiedades hereditarias,
obtenemos que todos los espacios factores X, son espacios T; para
i €{0,1,2,3,3%,4,5,6} cuando I,esX; es T;.

(Tp) : Sean z,y € Y = II,e5X, con = # y entonces existe sg € S
tal que x5, # ¥s,- Liiego como X, es un espacio Ty, existe un abierto
U tal que x4, € Uy ys, ¢ U. Por lo tanto el conjunto V = 7! (U)
es un abierto en el producto ¥ = [Ics X  talquez e Vyy ¢ V.
Por lo tanto, Y = Il,c¢X, es un espacio Tp.

(T1) : Sea z € Y = [;e5X,, £ = (24)se5. Como cada uno de los
espacios factores X, es un espacio T}, entonces el conjunto {z,} es
cerrado en X,; luego z = I;es {z,} es cerrado en Y = [ X;. Por
lo tanto, los conjuntos unipuntuales en Y son conjuntos cerrados en
Y, entonces Y = Il,e5X; es un espacio 7T,

(T3) : Sean =,y € Y = I, X, con x # y. Entonces existe sg € S
tal que x4, # ys,; luego como X, es un espacio T3, existen abiertos U
y V tales que z,, € U, y5, € V y UNV = ¢. Por lo tanto, los abiertos
U* = l(U) y V* = 7 }(V) del producto Y = I,¢sX, cumplen
quez e U, yeV*yU*NV* = ¢. Porlo tanto, Y = [I,c5X; es un
espacio 75.

(T3) : Seaz € ACY =Il,e5X;, en donde A es abiertoen Y. Para
demostrar que Y = [I;-5X; es un espacio regular demostraremos gue
existe B abierto tal quez € BC BC A.
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Como A es abierto, existe un etemento bésico B* = ([, 7, '(4;)
tal que x € B* C A, donde A; es un abierto en X, que conteniene a
la s;—ésima coordenada de z, z,, parai € { 1,...,n}. Ahora, como
cada uno de los espacios X, es un espacio regular entonces existe
B; C X, abierto tal que z,, € B; C B; C A; ¥y esto para toda i €
{1,2,...,n}. Tenemos entonces que C = [, 7! (B;) es un conjunto
cerrado en Y = Il,esX;, conteniendo al abierto B = N, 7. '(B;)
(las proyecciones son funciones continuas) y contenido en A. De todo
esto tenemos que r € B C C C A. Por lo tanto Y = g X, es un
espacio regular.

(T3%) : Es suficiente demostrar que para cada = {z,} s €Y =
Il;e5X; y cualquier vecindad V de z de la forma #, '(W,,), donde
W, es un abierto en X,,, existe una funcién continua f: Y — I tal
que

0 sty==x
fly) =
1 siye Y\V

Ahora, como cada uno de los espacios factores es completamente
regular entonces, para X,,, existe f;, : X5, — I tal que

fSn(xso) =0 ¥ fsu(XSu\Wso) C {1} ’

entonces la funcién f = f,, o7, : ¥ — I cumple con lo requerido.
es decir, f(z) =0y f(y)=1 paratoday €Y \V, pues

f(z) = (fs5 0 sp) (T) = FooTso(z)) = fso(Tsy) =0

y ademads,

fly) = fso oﬂsn(y) = fSO(yso) =1

dado que ys, ¢ Ws,. Por lo tanto, Y = I;cgX, es completamente
regular [ ]

1.3.2 CoMPACIDAD Y PROPIEDADES CERCANAS A LA
COMPACIDAD

Compacidad

Teorema 1.26 (de Tychonoff) Sea {X,}, s una familia de es-
pacios topolégicos. Entonces Il,es X, es compacto si y sélo si X, es
compacto para toda s € S.
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DEMOSTRACION. =+ Sea Y = Il;esX; . Como Y # ¢, para cada
s€ 8, m 1 Y — X, es una funcién continua y sobreyectiva, es decir,
X, es la imagen continua de un conjunto compacto. Por lo tanto,
X, es cormupacto.

¢=]8ea (Za)yea una red universal en Y = IesXs (Ver Seccion
0.2.5). Entonces para cada s € S, {7s(%a))aen 5 una red universal
en X, (Teorema 0.5). Dado que para cada s € 5, X, es compacto, la
red (ms(Ta)),eca CONverge a algin punto x5 € X, para toda s € 5.
Entonces (Za)aep converge al punto = = (z5),e5 €Y = IliesX; =

Compacidad Local

Teorema 1.27 [I,c5X;s es localmente compacto si y solo si, para
toda s € S, X, es localmente compacto y X, es compacto pare todos
los espacios factores ezcepto, tal vez, para un niimero finito de ellos.

DEMOSTRACION. =] a) Sea o € S y consideremos a la a—ésima pro-
yeccion

Ty : MoesXs —= X

Como 7, es una funcién continua, abierta y sobreyectiva entonces
X es localmente compacto {Teorema 0.12).

b) Sea z € Il;esX; y sea W una vecindad compacta de = en
Il,e5X,. Entonces W contiene una vecindad bédsica de la forma
Nisy 72 (Ua,), de lo cual se sigue que si & # a4, i € {1,2,..,n},
entonces (W) = X,. Por lo tanto, X, es compacto para toda
o # o, es decir paratodo espacio factor excepto tal vez un numero
finito de los mismos.

4=| Sea z € T esXs ysea U una vecindad bdsica de z en I,c5.X,
digamos U = (i, m.}(Us;), donde se estd suponiendo que el con-
junto G = {s1, 82, ..., $n} contiene a todos los indices para los cuales
el espacio factor correspondiente no es compacto. Ahora es suficiente
encontrar una vecindad compacta de = contenida en U. Como para
todo s € S el espacio factor correspondiente X es localmente com-
pacto entonces existe K;, C U;; con = € K, y cada uno de los K,
son vecindades compactas para i € {1,2,...,n}.

Por lo tanto K = Hyeqng Xs X Il e¢ K, es una vecindad com-
pacta de = en ;e X, (Teorema 1.26), y que ademis esta contenida
en la vecindad basica U de z. Por lo tanto, [I;c5X;s es localmente
compacto a
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Compacidad Numerable

En general el producto de dos espacios numerablemente compactos
no es un espacio numerablemente compacto. Un ejemplo de ello se
puede encontrar en [Dug, pag.244]

Sin embargo existe un resultado parcial para el producto de espa-
cios numerablemente compactos.

Teorema 1.28 Sea {X;},.y una familia de espacios primero nu-
merables. Entonces [[72; X; es numerablemente compacto si y sélo
si X; es numerablemente compacto para todai € N.

DEMOSTRACION. =] Como las proyecciones son funciones continuas
y sobreyectivas y la propiedad de ser numerablemente compacto se
preserva bajo imagenes continuas (Teorema 0.13), resulta entonces
que los espacios factores X; son numerablemente compactos.

=] Es suficiente demostrar que toda sucesién en [[32, X; tiene un
punto de acumulacién (Teorema §.14).

Sea (an),en una sucesidn en [[52, X;, entonces (w (@n)),en €5
una sucesion en X; para cada ¢ € N. Como X; es numerablemente
compacto, existe ] € X; tal que x} es punto de acumulacidn de
la sucesion (m; (an)),en, ¥ €sto para cada i € N. Entonces el punto
z* = (xf) es un punto de acumulacién de la sucesién (@n),en- BEn
efecto, dado un abierto bédsico W en [[32, X; que contiene al punto
z* es el producto de elementos bdsicos de los espacios factores y
por la eleccién de los puntos z} se sigue que existen elementos de la
sucesion en el abierto W. Por lo tanto, [T{2, X; es numerablemente
compacto =

Paracompacidad

Es sabido que la paracompacidad no es, en general, una propiedad
multiplicativa ni siquiera en el caso de productos finitos. Un ejem-
plo de ello es la linea de Sorgenfrey, la cual es un espacio para-
compacto cuyo producto por si misma ya no lo es, pues si lo fuera
automaéticamente seria un espacio normal (Teorema 0.18).

Sin embargo, existen resultados parciales con respecto al producto
de espacios paracompactos; uno de ellos es el siguiente.

Teorema 1.29 El producto de un espacio paracompacto con un es-
pacio compacto es paracompacto.
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DEMOSTRACION. Sean X un espacio paracompacto, Y un espacio
compacto y I una cubierta abierta de X x Y. Paracada z € X, un
numero finito de elementos de U digamos UT, U3, ..., U7, cubren
al subespacio {z} x Y. Elijamos una vecindad abierta V; € N (z),
donde N (z) es una base local de vecindades para x en X, tal que V; x
Y ¢ !, U; (Teorema 0.19). Entonces la familia V = {V; : z € X}
forma una cubierta abierta de X.Sea W un refinamiento abierto
localmente finito de V, entonces para cada W € W, existe zw € X
tal que W C V,,. Ahora consideremos a los conjuntos de la forma
(W x V)N {5z, UF) que se forman tomando W € Wy zw € X de

tal forma que W C V. Entonces la familia

G = {(W x¥)[) (ﬂ U,-”) :WeWy zeX es tal que: W C um,}'
i=]

es una cubierta abierta de X x Y; que refina a /. Ademas, dado que
(x,y) € X x Y, existe una vecindad U € N (x) que intersecta sdlo
una cantidad finita de elementos W € W. Por lo tanto, la vecindad
U x Y intersecta sdlo a un nimero finito de elementos de la familia
V = {Vi},ex- Por lo tanto, X x Y es un espacio paracompacto  ®

1.3.3 CONEXIDAD
Conexidad

Teorema 1.30 Sea {X;}, s una familia de espacios topoldgicos,
entonces Il;es X, es conezo siy sdlo si X, es conezo para toda s € S.

DEMOSTRACION. =] Sea Y = Il,esXs. Como Y # ¢, para cada
s€ 8, m,:Y = X, es una funcién continua y sobreyectiva, es decir,
X, es la imagen continua de un conjunto conexo; por lo tanto, X
es un conjunto conexo {Teorema 0.20).

4=| Ahora, sea x € Y = Il;c5X; y sea E la componente conexa de
2 en ;e 5X;. Bl subespacio £ es un conexo en [,e5Xs. Es suficiente
demostrar que F es denso en H;esX,.

Para ello consideremos un abierto en el producto II,csX,, supon-
gamos que este abierto es de la forma U = (N, 1r;;1 Us,), es decir,
un abierto canénico. Sea y; € Uy, para i € {1,2,...,n}, y definamos
los conjuntos Ei,..., B, de la siguiente manera:

Ei={2€Y |2, € X;,, 2, =2,¥s # 51}
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Ey = {ZE Y I Zs) = Usyr 259 € st: zy = x,¥s € S\ {3133‘2}}

Ei.={zeY |z =ys, siit=1,...,n-1, 2, € X,,
Yy 2= sis €S\ {s1,50...,8.}}

Resulta que By = X, ; por lo tanto, Eg es conexo. Ademds, £, N
Epy1 # ¢ para k = {1,2,...,n~1}. Por lo cual, |J_, E; = F es
un conjunto conexo (Teorema 0.21). Como z € F,y FNU # ¢,
se sigue que cada bdsico de I,¢5X; contiene puntos de E. Por lo
tanto, hemos demostrado que E = I,¢sX;; es decir, E es denso
en el producto. Como la cerradura de un conexo es nuevamente un
conexo (Teorema 0.22), tenemos que I;c5X, es un conjunto conexo
|

Conexidad Local

Teorema 1.31 El producto I,c5X, es localmente conexo si y solo
st para toda s € S5, X; es localmente conexo y X, es concuo para
todos los espacios factores ezcepto tal vez paru un ndmero finito de
ellos.

DEMOSTRACION. =>} a) Sea a € S y consideremos la a—ésima pro-
yeccion
s e Xs — Xa.

Como 7, es una funcidn continua, abierta y sobreyectiva entouces
X, es localmente conexo (Teorema (.24).

b) Sea x € [;esX; y sea W una vecindad conexa de z en I;cg X.
Entonces W contiene una vecindad bésica de la forma (| 7 }(U,;).
De lo cual se sigue que si @ # oy, para i € {1,2,...,n}, entonces
To{W) = X,. Por lo tanto, X, es conexo para toda o # «; es
decir, los espacios factores son conexos, con excepcion tal vez de un
nimero finito de los mismos.

<|Sea z € Il,c5X, y sea U una vecindad bésica de z en I, X,.
digamos U = (i, 7;;}(Us,), donde suponemos que el conjunto G =
{81,852, ...,5a} incluye a todos los indices para los cuales el espacio
factor correspondiente no es conexo. Ahora es suficiente encontrar
una vecindad conexa de = contenida en U. Como para toda s € S
el espacio factor correspondiente X; es localmente conexo, entonces
existe Cs, C U, con x € C;, y cada uno de los C;, es conexo para
i€ {1,2,..,n}.
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Por lo tanto C = [lieg\¢ Xs x s, ¢ Cs, es una vecindad conexa
de z en IT,c5X;, ya que el producto topoldgico de espacios conexos es
nuevamente un espacio conexo { Teorema 1.30), que ademds estd con-
tenida en la vecindad bésica U. Por lo tanto, II;¢s X, es localmente
CONexo ]

1.3.4 METRIZABILIDAD

Definicién 1.32 Decimos que dos metricas p1 y p2 en un conjunto
M son equivalentes si ellas generan la misme topologia en M.

Teorema 1.33 Toda métrica p en un conjunto M es equivalente a
una métrica acotada.

DEMOSTRACION. Consideremos las métricas

: p(z,z)
z,z)=min{l,p(zx, z r, z)=——-.
m(z,z) {(Lp(@ 2} yp2(z.2) = 770
Estas definen una topologia equivalente a la inducida por la métrica
p y claramente son acotadas por el 1 ]

Teorema 1.34 El producto, no vacio, M = [[,c5 Ma es metrizable
st y solo si cada M, es metrizable y M, es un punto para todax € S,
excepto a lo mds para un conjunto numerable de indices.

DEMOSTRACION. = | Sea a € S, M, es homeomorfo a un subespacio
del producto (Observacién 2}, y por lo tanto es metrizable. Ademds
el producto es primero numerable, debido a que M es metrizable,
por lo tanto la familia de los espacios M, con mas de un punto es a
lo mds numerable. Lo anterior se debe a que primero numerable es
una propiedad Rp-multiplicativa, es decir el producto de mas de Ng
espacios primero numerables ya no es un espacio primero numerable
(Ver Corolario 2.28).

<] Sean M, Ma, M3, ... espacios metrizables y sea p; una métrica
para M; tal que p; es una métrica acotada por 1 y equivalente
a la métrica de M; para toda i € {1,2,3,...}. Consideremos la
métrica p en M = [],cg M; definida de la siguiente manera: para
z = (3,,22,%3,...} Y 2 = (21, 22, 23, ...}

pla,z) =y 2ZH)
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- Se puede demostrar que p es una métrica. Ahora demostraremos
que p genera la topologia producto en [Jio, M;. Para ello, sea

OC

= (.'1:1,:1:2,:1:3,...) € HM,‘

i=1

y sea U una vecindad canénica de la forma

o0
U =U, (z1,61) x Up, (x2,62) X ... X Uy, (Tpr,€0) X H M;.

i=n+1

Elegimos € de la siguiente manera

El 5’2 £3 En
€ = min

29293 gn

Ahora, si z € B, (z,¢€), entonces p(z,z) = ) oo, -p—(-’ﬂ)- < g, por
lo cual p; (z;,2;) <€ <ég; paratodaie€ {1,2,3,..,n}. Por lo tanto,
z € Uy, (z:,€;) para toda i € {1,2,3,...,n}; entonces B, (z,e) C U.
Por lo tanto, la topologia inducida por p es mas fina que la topologia
producto en [52, M;

Ahora sea W, (z,€), € > 0 y sea N € N lo suficientemente grande
para que 322y, o < §. Entonces se cumple que

U =0, (551,2—;7) X ... X Upy (z:N, ) H M;
i=N+1

estd contenida en W), (z,¢). Para demostrarlo, sea z € U, entonces

pi (T, z) < 2N parai€ {1,2,3,...,N}.

1

Ademds Y 0., Ji—z—l < YN 3w < §, esto por la eleccion de
la £ y debido a que las métricas p; estin acotadas por el 1. Por lo
tanto

p(z,z) = Z&@Tzﬁ

= ZP‘(:C"ZI Z p'(ﬂ:” Q—EN+§ =c.

i=N+1
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Tenemos entonces que p(x,z) <&,y z € W, (x,€). De esto titimo se
sigue que la topologia producto es mas fina que la topologia inducida
por la métrica p. De todo lo anterior concluimos que la topologia
inducida por la métrica p es equivalente a la topologia producto, por
lo tanto M = [[;cg M; es metrizable -

El resultado anterior nos muestra que la metrizabilidad es una
propiedad Rg—multiplicative.
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2

Funciones Cardinales en
Productos Topolégicos

2.1 Funciones Cardinales

En este capitulo se tratan las funciones cardinales, despues de dar
la definicién formal veremos que este tipo de funciones ya han sido
introducidas en el capitulo preliminar en donde se define el concepto
de cardinalidad, en la seccién dedicada a nimeros cardinales, esta es
una funcién cardinal y cabe destacar que es sin duda una de las més
sencillas ademds de que su uso es bastante frecuente.

Definicién 2.1 Una funcién cardinal, es una funcidn que asocia a
cada espacio topoldgico X un nimero cardinal f(X), de tal modo

que a espacios topoldgicos homeomorfos les asocia el mismo nimero
cardinal.

Definicién 2.2 Sea X un espacio topoldgico, el peso de X es el
nimero cardinal

w (X) = min {|B| : B es una base para la topologia de X} + Ro

Definicién 2.3 Sea x € X, el cerdcter de = en X es el nimero
cardinal

x (z, X) = min {|B;| : B; es una base local paraz en X} +Ro
Definicién 2.4 El cardcter de X es el nimero cardinal
x (X) = Sup{x(z,X) 2 € X}.

Definicién 2.5 La densidad de X, es el minimo cardinal n tal que
exviste un subconjunto denso de cardinalidad m.

(l(X)zmz'n{|D|:DC—5=X}+N0
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Definicidon 2.6 Una familia celular en un espacio topoldgico X es
una coleccion de abiertos no vacios y ajenos dos a dos.

Definicién 2.7 La celularidad es el supremo de los cardinales que
puede tener una familia celular en X, es decir,

c{X) = Sup{|C| : C es una familia celular} + Ry,

2.1.1 ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES
CARDINALES

Definicién 2.8 Sea ¢ una funcidn cardinal, se dice que ¢ es mond-
tona si: Y C X = (YY) < (X)

Proposicién 2.9 Las funciones cardinales peso y cardcter son fun-
ciones cardinales mondtonas.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio topolégico y sea Y C X. Sea B
una base para la topologia de X tal que |[B| = w(X). Entonces la
familia By = {U(Y : U € B} es una base para la topologia de Y y
cumple que [By| < |B| = w (X). Por lo tanto, por definicién de peso
tenemos que w(Y) < |By| < {B| = w(X). Por lo tanto, el peso es
una funcién cardinal mondétona.

Sea X un espacio topoldgicoy sea Y C X. Seaz € Y y sea B, x)
una base local para z en X tal que [B(x, X)l = x (z, X) . Consideremos
la coleccidn Bz yy = {UﬂY e B(:z:,X)}' Entonces B, y) es una
base local para z en Y que cumple:

|Biz,v)| < 1By = x {2, X) < x(X).

Por lo tanto, por definicidn de caricter de x en Y, tenemos que

X(IL’,Y) < |B(:.|:,Y)I < IB(z,X)I = X(QHX) < X(‘Y) .

Entonces x (X) es cota superior para todos los caracteres de puntos
en el subespacio Y. Dado que x (Y} es el supremo de los mimeros
x (x,Y), entonces x{Y) < x(X). Por lo tanto, el cardcter es una
funcién cardinal monétona o

Proposicion 2.10 Para todo espacio topoldgico X, tenemos que
x (X) < w(X); es decir, la funcidn peso domina a la funcidn cardcter
en cualquier espacio topoldgico.
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DEMOSTRACION. Sea B una base para la topologia de X tal que
|B] = w(X). Ahora elijamos un elemento z € X. La familia

B,={UeB:zeU}

es una base local para z en X. Por lo tanto, tenemos las siguientes
desigualdades:

x (2, X) < |B:} < Bl = w (X},

Como x (X) es el supremo de! conjunto {x (z, X) : z € X}, entonces
x (X) € w(X), lo cual demuestra la proposicién u

Proposicién 2.11 Si X es un espacio topoldgico Ty entonces |X| <
qw(X)

DEMOSTRACION. Sea B una base para la topologia de X tal que
|B] = w(X). Para cada z € X, consideramos la siguiente base local
de vecindades: B{z) = {U € B: 2 € U}. Ahora, dado que X es un
espacio Tp, para cualquier par cle puntos x,z € X, z # z, existe un
abierto V' € B tal que, sin perdida de generalidad podemos suponer,
v €Vyz¢gV.Esdecir Ve B(z)y V ¢ B(z). Por lo tanto,
B(z) # B(=z).

Consideramos ahora la funcién v : X — P (B) definida por y(z) =
B (x). Esta funcién es una inyeccién de X en P (B). De donde,

X1 < [P(B)] = 220,
Por lo tanto, | X| < 2w(X) m

Proposicion 2.12 En cualquier espacio topolégico X el peso domi-
na a lo densidad, y la densidad domina a la celularidad. Esto es.
c(X) £ d(X) € w(X) para todo espacio topoldgico X.

DEMOSTRACION. Sea B una base para la topologia de X tal que
|B|] = w(X). Ahora elijamos un elemento zy; € U para cada ele-
mento U de la base B. Entonces el conjunto D = {zy : U € B} es
un subconjunto denso de X cuya cardinalidad no excede a la cardi-
nalidad de B, es decir |D| < |B| = w (X). Entonces tenemos que

d(X) < |D} <w(X).
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Ahora sea D C X, denso tal que|D| = d(X) y sea G ={U},cr
una familia celular de X. Como D es denso, para cada U, € G se
tiene que Uy N D # ¢. Si paracada t € T elegimos y, € U, N D, y
consideramos la funcién g : G — D tal que g (U;) = y;. Esta funcién
g es una inyeccién de G en D. Por lo tanto, |G| < |D] = d(X).
Ahora, por definicién de celularidad, resulta que

I9] < ¢(X) < |D| = d(X)
lo cual completa la demostracion |

Proposicién 2.13 Si X es un espacio metrizable entonces ¢ (X) =

DEMOSTRACION. Para demostrar la igualdad probaremos que
w(X) <d(X) yc(X) 2 d(X)

Sea D C X = D tal que |D| = d(X). Consideremos la siguiente
familia B = {B(,,):x € D,r € Q*},en donde Bz sy es la bola de
radio r con centro en x. Se tiene que |B| < |D||Q*| < |D|. Ahora
s6lo resta demostrar que B es una base para la topologia de X. Sea
z € X y r € Q*y consideremos la bola abierta By, ,y. Este es un
conjunto abierto en X y como I es denso en X tenemos que B(“"ri)

ND #¢.Sea z € B(I £ (D, entonces §(x,z) < §. Consideremos
4
al conjunto abierto B(z £)- Este tiene las siguientes caracteristicas:
"4
a)z € B(z&) yaque é(x,z) < I,y
b) B(z.f) C B(z,- En efecto, sea a € B(Z,E) entonces

5(a,z) < 6(a,2) +6(z,2) < ’5

Por-lo tanto é(xz,a) < r;entonces a € By, con lo que de-
mostramos que B(z 5) C B(zr) y esto a su vez demuestra que B
4

es una base para la topologia de X. Por lo tanto w(X) < |B| <
| D] =d(X}).
Sea n € N, consideremos a los conjuntos

1
QnZ{ACXisiIE,yEA: E?’—‘y,é‘(ﬂf,y)>'r—!’},

definimos una relacién de orden parcial en g, de la siguiente manera
A < Bsiysdlosi A C B.SeaC C g, una cadena. Entonces, la unién
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de todos los conjuntos de la cadena también pertenece a g,,. Es claro
que la unién de todos los conjunto de C es una cota superior para la
cadena. Por lo tanto, aplicando el lema de Zorn, existe un conjunto
maximal A, en gn.

Sea D == |J,cnAn. Resulta que D es denso en X. En efecto,
supongamos que D no es denso y sea z € X \ D. Tenemos entonces
que § (z, D) > 0. De donde, existe ip € N tal que (z,D) > %. Cono
§ (:1:,5) > % y Ay, C D, 6{z,y) > % para toda y € A;,, de donde
para todo par de puntos distintos z,y € A; U {z}, 6(z,%) > i
Entonces A;, U {z} € g, ¥ A, C Ai, U {z} ( lo cual contradice
la maximalidad de A;, ). Por lo tanto, D es denso en X. Ahora,
para toda n € N y todo par de puntos £ # y € A,, las vecin-
dades B(x%) nB(y‘E};) = ¢. Ademds, como A, C An4i, 5e sigue
que podemos construir familias celulares de cardinalidad |A,| para
toda n € N. Por lo tanto, ¢(X) > |D| 2 d(X}. De esto ltimo
concluimos que en espacios metrizables

c(X) = d(X) =w(X).

Una demostracién alternativa a este mismo resultado se basa en el
teorema de metrizacién de Bing (Teorema 0.25). Dado que el espacio
X es metrizable, existe B una base o¢—~discreta de X. Entonces B =
Unew Bn, es claro que cada familia B, es una familia celular. Por lo
tanto, se cumple |By| < ¢(X) . De donde resulta que

w(X) < Bl S e(X) Ro=c(X) m

La densidad y la celularidad no son funciones cardinales mondtonas,
para mostrarlo consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.14 Si X = R, x R, en donde R, es la linca de Sorgen-
frey, entonces d (R x R;) = R, pues Q x Q es denso en Ry x Ry, y
ademds, |Qx Q| = Ng. Sea Y = {(z, ~z) : € R}. El conjunio Y es
un subespacio discreto de Ry xR,. Por lo cual, su densidad y celulari-
dad coinciden con la cardinalidad del mismo, es decir, d(Y) = 2% =
¢(X). Por lo tanto

Ro = d(X) <d(Y)=2% yRg=c(X) <c(Y)=2%.

Proposicion 2.15 S5i Y es un subespacio abierto no vacio de un
espacio topoldgico X, entonces d(Y) < d(X) yc(Y) S c(X).
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DEMOSTRACION. Sea D C X denso tal que [D| = d(X). Sea D* =
DNY, entonces D* es un subconjunto denso en Y. En efecto, como
Y es un abierto no vacio y D denso, DNY # ¢, y en la topologia de
Y todo conjunto abierto U en Y es un conjunto abierto en X, por
ser Y abierto. Por lo tanto, UND* = UND # ¢. De lo cual se sigue
que D* es denso en Y. Ahora, por definicién de densidad tenemos
que d(Y) <[D*| <|D|=d{(X). Por lo tanto, d(Y). <d(X).
Ahora, como todo conjunto abierto U en Y es un conjunto abierto
en X, por ser Y abierto. Toda familia celular de ¥ es una familia
celular de X. De donde, ¢(Y) < c(X) n

Proposicién 2.16 Si D € D = X, entonces d(X) < d(D) y
c(D) <ce(X).

DEMOSTRAGION. Sea D C X denso y sea A C D un denso en D tal
que |A| = d(D). Es suficiente demostrar que A es un subconjunto
denso de X. Para ello, sea I/ un abierto no vacio en X. Entonces cl
conjunto DNU es un abierto en la topologia de D, y ademas, por ser
D denso sabemos que no es vacio. Entonces ANU = AN(DNU) # ¢
pues A es denso en D. Por lo tanto, A es un subconjunto denso de
X. Entonces d(X) < |4 =d{(D).

Ahora, dada una familia celular en D, esta induce una familia
celular en X. En efecto, dados dos conjuntos abiertos ajenos v no
vacios U* y V* en D, existen conjuntos abiertos [/ y V en X, tales
que U* =UNDyV*=VnND. Estos conjuntos I/ y V también son
ajenos, pues en caso contrario tendriamos un abierto W = UNV no
vacio tal que

WnD=UnNV)ND=({UnD)N{VND)=U"NV*=o

lo cual contradice la densidad del conjunto D. Por lo tanto, ¢{X') es
cota superior para el conjunto de las cardinalidades de las familias
celulares de D. De donde, ¢ (D) < ¢(X) |

Proposicién 2.17 Sea f : X — Y una sobreyeccién continua, en-
tonces d(Y) < d(X). Si ademds, f es abierta, entonces w(X) >

w(Y) y x(X) 2 x(Y)

DEMOSTRACION. Sea D C X denso, entonces f (D) es denso en Y,
pues si no lo fuera tendriamos que existe un abierto no vacio U en
Y tal que f(D)NU = ¢. Ahora, f~! () es un abierto no vacio en
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X, pues f es continua. Ademds, f~! (U)N D = ¢. Pero ésto tiltimo
contradice la hipétesis de que D es denso en X. Por lo tanto f (D) es
un denso en Y. De ello se sigue que d(Y) < |f (D} < |D| =d(X}.

Ahora, si  es una base de X tal que [8| = w(X). La familia
B* = {f(U) : U € 3} es una base para Y. En efecto, seay e VC Y
, con V abierto. Como f es suprayectiva y continua existen z € X y
UecpfBtalesquexzelUy

y=f(efU)CV,

y por ser f una funcién abierta f (U) es abierto en Y. Por lo tanto,
[3* es base. De donde,

w(Y) <{F < 18] =w(X).

Sea y € Y, existe x € X tal que f(z) = y. Si B(z) es una base
local de vecindades de x en X tal que |8 (z)| = x(z, X). La familia
B*(y) = {f (V) : V € B(z)} es una base local para yy en Y. De donde,
x(z,X) 2 x(y,Y) y por lo tanto, x (X) > x(Y) ™

2.2 Funciones Cardinales en Productos

Antes de comenzar el estudio de las funciones cardinales en produc-
tos, introduciremos un poco de notacién y daremos algunas defini-
ciones que seran de utilidad tanto en lo restante del capitulo como en
los siguientes; ademas, de que ello permitird simplificar la notacién
empleada en las demostraciones.

Dada una familia de espacios topolégicos {Xa},cs
W = W.(alr 052, hhg ] aﬂ-; Bl? st b | Bn)

es el conjunto (i, 75} (B:), donde B; es un abierto en X, para

i
toda ¢ € {1,2,...,n}. Es decir, W oes el conjunto de funciones f €
[lact Xo tales que f{a;) € B;, para toda i € {1,2,...,n}.

Sean z; = f(®;) € X4, y Bi un abierto en X, tal que z; € B;,
para toda i € {1,2,...,n}. Entonces la vecindad (., n;! (B:) =
W(f;al,ag,...,an;Bl,Bg, ..y Br) de f es el conjunto de funciones
9 € [1oes Xa tales que g (a;) € B;, para toda i € {1,2,...,n}. Por lo
tanto, empleando la notacién anterior tenemos las siguientes defini-
ciones:
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Definicion 2.18

W =W (1,0, ...,an; By, By, ..., Bn) =
= {fe HX,, cflay) e By, i = 1,2,...,?1,}.
acl
Definicién 2.19 Sea f € [],c; Xo y Bi un abierto en Xq, tal que
f{a) € B; para todai=1,2,...,n. Entonces

W (fin, 0, ....,an; By, B, ..., By) =

= {ge HXC' :g(y) € By, i= 1,2,...,11}.

acl

2.2.1 EL PESO Y CARACTER EN PRODUCTOS TOPOLOGICOS

Teorema 2.20 Sea {Xa},c; una familia de espacios topologicos y
m un ndmero cardinal transfinito tal que: m > w (X, ) para toda « €
I ym > |I|. Entonces w ([Joes Xa) < m.

DEMOSTRACION. Sea B, una base para la topologia de X, para
cada « € I, tal que |B,| < m. Ahora consideremos la familia W de
todos los conjuntos

W(all a2, .-y On;j 317327 sy Bn)

en donde {a;,a,...,an} C I y Bi € B,,, (Ver Definicién 2.18).
Esta familia forma una base para la topologia de [[,c; Xa. Aliora
sélo resta demostrar que |W| < m.

Sea T un conjunto tal que |T| = m. Como |B,} < m, para toda
« € I existe una funcién inyectiva i, : B, — 7. Ahora consideremos
la funcién G : W — | J ey (I x T") definida de modo que a cada
elemento de W de la forma

W(a1 [ 4 5 FUPOUR & P BI , BQ, cany Bn),
le asignamos la 2-eneada

(1,02, -y ity (B1) 120y (B2),-rian (Ba)) € { ) (7" x T);
neN

Claramente esta funcién es una inyeccién de Wen | j, . (/™ xTT).
Ahora sélo resta mostrar que la cardinalidad de |, o (I x T") no
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excede a m

UI"XT"

neN

< Z|I"xT"ISbIg-]I"xT‘lSNo-'m.vm.zm.
nenN

De ello podemos concluir que |W] < m, y €sto implica que

w (H Xa) <m

acl
||

Teorema 2.21 Sean {X,},., una familia de espacios topoldgicos,
m un nimero cardinal transfinito tal que: m > x (Xq) para tode o €
I ym > |I|. Entonces X ([[oer Xa) < m.

DEMOSTRACION. Sea z € [[,c; Xa ¥ sea, para cada o € I, B, (x)
una base local de vecindades para la a—ésima coordenada de z, zq,
de modo que |B, (z)| < m. Sea U la familia de todos los conjuntos
de la forma -

W(al,ag, ey Oy 31 (I) ,Bz (I) yeney Bn (:I:))
(Ver Definicién 2.19), en donde {a),09,..,an} C I y B:i(z) €
Ba, (x).

La familia B (x) = U es una base local de vecindades para z en
[Taes Xa- Ahora sélo resta demostrar que la cardinalidadad de esta
familia I es < m.

Sea T un conjunto tal que |T'| = m. Como |Bq (x)| < m, entonces
para toda o € I, existe una funcién inyectiva iy : Ba(z) — T,
luego consideremos la funcion H : U — J,epn (I x TT) definida de
la siguiente manera: a cada elemento de If de la forma

W(C!]_,Ct2, ey aﬂ-;,Bl (:‘C) !B2 (:12) L] Bn (x))
le asignamos la 2-eneada
(1,09, ., Cniiay (B1) yiag (B2),-vian (Ba)) € | (I x ™).
nelN

Claramente esta funcién es una inyeccién de U en | J,cn (/" x T7).
Ahora,

L gmx1™)

neN

<Y U XT | <R | " x T S Ro-m =,
neN
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De ello podemos concluir que |U] < m, y por lo tanto,

X (HXQ) <m

ac!
|

Corolario 2.22 w ([Toe; Xo) < |- Sup{w(X,) : € I}
DEMOSTRACION. Basta tomar como 7 al cardinal

1] - Sup {w(Xa) : @ € I} = mdz {{I|, Sup {w (Xa) : a« € I}}
y aplicar el Teorema 2.20 ]
Corolario 2.23 x ([T.c; Xa) S H|- Sup{x(Xqs) : € I}
DEMOSTRACION. Basta tomar como m al cardinal

|- Sup {x(Xa) : a € I} = méz {|I], Sup {x (Xo) : ¢ € I}}
y aplicar el Teorema 2.21 =

Definicién 2.24 Fi espacio Ty de cardinalidad £ es el conjunto
F ={0,1} con la topologia T = {¢, {0}, {0,1}}.

Definicion 2.25 Sea m > Wg. El espacio F™ es llamado Cubo de
Alezandroff de peso m, es decir, es el producto [[ cq Fy, en donde
F, = {0,1} con la topologia T = {¢, {0}, {0, 1}} y|S| = m. Obsérvese
que los conjuntos F; con esta topologia son espacios Tg y no son Tj.

Corolario 2.26 Si|K| > Ro y D(2) es el espacio discreto de candi-
nalidad 2, entonces w (D (2)K) = |K].

DEMOSTRACION. Por el corolario 2.22, sabemos que w (D (2)"") <

|K|. Por lo tanto, basta probar que [K] < w (D (2)K)
Para cada o € K, sea f, : K — {0,1} definida de la siguiente
manera:

1 sir=«

fc'(“’):{o sizr#a
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Ahora consideremos a F = {fa},cg- Claramente F CD (2 Wy
|F| = |K|. Ademss, {fa} = n;' (1) NF para toda & € K. Por
lo tanto, F es un subespacio discreto de D(?)" Finalmente, por
monotonia tenemos que

K| =w(F) <w (D)) <IKI.
Por lo tanto, | K| =w (D (2)K) |

Corolario 2.27 8i |[K| > Ro y F es el espacio Ty de cardinalidad 2,
entonces w ((F)K) = |K]|.

DEMOSTRACION. Supongamos que F tiene la siguiente topologia T =
{¢,F,{1}}. Para cada a € K, sea fo : K — {0,1} definida de la
siguiente ianera:

1 SizT=0

f‘*(“’)z{ 0 sizta

Ahora consideremos a F = {f,},c- Claramente F CF" y |F| =
|K|. Ademas, para toda a € K, {fo} =77 ({1} N F. Por lo tanto,
F es un subespacio discreto de FX. Nuevamente por monotonia te-
nenios que

|K| = w (F) <w (F¥)
y por el corolario 2.22
w (FX) < |K].
Por lo tanto, w (FX) = K n

Coroclario 2.28 Primero Numerable y Sequndo Numerable son pro-
piedades ¥Wo— multiplicativas

DEMOSTRACION. Sea Y = [[,; Ya un producto de espacios primero
numerables, tal que |[I| < Ry. Como cada Y, es primero numerable,
se cumple que x (Y,) € Ry. Por lo tanto en virtud del teorema 2.21,
tenemos que Y = [[ ., Yo es primero numerable.

Ahora si cada Y, es segundo numerable, se tiene que w (Y,) < Ro.
Por lo tanto, aplicando el teorema 2.20, Y’ =[] ; Ya es un espacio
segundo numerable ]
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Proposicién 2.29 Sea {Xa}, ; una familia de espacios topoldgicos
ninguno de los cuales es indiscreto. Entonces

w (HXO.) =\|I|- Sup{w(Xo) : a € I}.

et

DEMOSTRACION. Sabemos que

w (H XC.) < || - Sup {w(Xy): € I}

acf

Ahora, como para cada & € [el espacio X, es homeomorfo a un
subespacio de [], oy Xo (Ver Observacién 2) y la funcién cardinal
peso es mondtona, w(X,) < w([J,e; Xa) para cada a € I. Por lo
fanto,

Sup{w(Xy):ael}<w (HXa) ;

a&f

de donde, sélo resta demostrar que |I] < w ([Tae; Xa) -

Si X, no es indiscreto entonces existen po y 9o € X, tales que
Pe & {gu}- Consideremos al subespacio 'y = {Pa,qa} - La topologia
de 'y heredada de X, puede ser cualquiera de las dos siguientes:

i) T["a = {¢,FQ, {pﬂr} ? {q::z}} Si_q"_é {Pa}

iW)Tr, ={¢,Ta, {Pa}} si ga € {pa}

Caso (2) Si |{a €l:q, ¢ T];:,_}}l = |I|, entonces

DM c ] Xa

acl

y por la monotonia del peso tenemos que |I] = w (D (2)”') <

w (HQEI XO’)

Caso (i) Si !{a €l:q. € {Pa}}l = |I], entonces FH1 € [1,c; Xa,
por lo tanto |I| = w (FI) € w ([T,e; Xa)

Notese que siempre se tiene alguno de los dos casos anteriores.

En efecto, como el niimero de espacios factores es igual a |I| y
cada uno de ellos contiene una copia de D (2) o bien una copia de
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£y, necesariamente se cumple que la suma de las cardinalidades de
Ha el:q, ¢ {pa}}| y l{a el:q, € {pa}}I es igual a |I], es decir

l{aef:qa(f{pa}}|+|{aelzqa€m}| =
nui.l:{l{aefzqa¢m}|,|{aefzqa€{—pg}l} = |I}.

Esto es posible si y solo si alguno de los sumandos tiene cardinalidad
igual a [/]. De los dos casos concluimos que || < w ([[,¢; Xa) - Por
lo tanto w ([Toe; Xa) = | Sup{w(X,): a € I} n

Ahora calculemos la funcidn caracter en el Cubo de Cantor, este
nos serd de utilidad un poco mas adelante cuando abordemos los
temas relacionados a la universalidad.

Definicion 2.30 Sea m > ¥g. El cubo de Cantor de peso m, es el
espacio producto D (2)™ | es decir, el Cubo de Cantor es el producto
[Tac; Do en donde cada uno de los D, es el espacio discreto de
ceardinalidad 2, y |I| = m.

Definicién 2.31 El cubo de Cantor D® es conocido como Conjunto
de Cantor.

Teorema 2.32 Sea m > Ry. Entonces para todo x € D (2)" tene-
mos que x (z, D (2)™) = m.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe T € D(2)™ tal que
X(z,D(2)™)=n<m

y sea B(z) una base local de =z en D (2)™ tal que |{B(z)| = n.
Para cada U € B({(z), elijamos una vecindad W (U) de = de la
forma [],c; Wo donde W, # D (2) sélo para @ € S(U) C I, con
[S(U)| < No y |[{| =m, y ademas W (U) C U. La familia By () =
{W (U) : U € B(x)} asi obtenida también forma una base local para
%, y |Bo (z}| = n. El conjunto Sp = Uyep(y) S (U) tiene cardinalidad
< n-Ny < m. Entonces existe s* € I \ Sp. De donde, la vecin-
dad 72! (7, (z)) no contiene a ningiin elemento de By (z) , pero esto
tiltimo contradice que Bp (z) es una base local de  en D (2)™. Por
lo tanto, x (z, D (2)™) > m. Como w(D (2)™) = m (Ver Corolario
2.26), entonces m < x(z,D(2)™) < x(D(2)™) S w (D (s)") =m.
Por lo tanto, x (z, D (2)™) = m para todo x € D (2)™ u
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2.2.2 LA DENSIDAD Y LA CELULARIDAD EN PRODUCTOS
TOPOLOGICOS

Ahora analizaremos el comportamiento de las funciones cardinales
densidad y celularidad en productos topoldgicos. En el caso de la
densidad no tenemos resultados generales que impliquen igualdades
como para las funciones cardinales peso y cardcter. Sin embargo es
posible dar una cota superior tanto para la densidad como para la
celularidad de un producto topolégico a partir de la densidad de los
espacios factores; esto es una consecuencia del teorema de Hewitt-
Marczewski-Pondiczery que se demuestra en esta seccidn.

Lema 2.33 Sea m > g, entonces d (D (1n)2"') <m

DEMOSTRACION. Sea T' = D (2)™. Entonces w (T) < m (Teorema
2.21). Ademas, |T'| = 2™. Ahora sea B una base para la topologia de
T tal que |B] < m, y sea

¥={G C B:|G| <R y G es una familia celular}.

Tenemos que |y] < m. Ahora sea G el conjunto de todas las fun-
ciones h : T — D(m) tales que existe una familia celular finita
U(h) = {Uh,Us,...,U,} para la cual se cumple que h |y,= cte.
v h IT\U?=1U;E cte. Ahora como |y| £ m entonces |G| < m.
Mostraremos que el conjunto G es denso en D (m)gm =D (m)m.
SeaV CD (m)lTI abierto y no vacio, y sean tq, 13, ..., tx € T distintos
entre si y 21,2, ..., 2z € D (m) tales que %, 7' ({z}) C V. Como
T es un espacio T3 existen abiertos ajenos Uy, Us, ..., Uy en B tales
que t; € U;. Consideremos ahora la siguiente funcién:

4 sitelU,ie{l1,2,..k}
g(t) =
7 site T\, U

Claramente g € G[) (ﬂle 7! ({zt})) . Por lo tanto, el conjunto

G es denso en D (m)*” ; de donde se sigue que d (D (m)2m) <mn
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Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery

Teorema 2.34 Sea m > Ny. 5i { X4} g es una coleccion de espa-
cios topoldgicos tales que |S| < 2™ y d(X,) < m para toda o € S,
entonces d ([[oes Xa) < m.

DEMOSTRACION. Supongamos que |S] = 2™ y sea A, un subespacio
denso de X, tal que |Aq| < m, para cada a € S. Entonces [], ¢ Aa
es un subespacio denso de [],cg Xa. Por lo cual, es suficiente de-
mostrar que 4 ([],c5 4a) < m.

Sea D (m) el espacio discreto de cardinalidad m. Como |Aq| < m,
para cada o € §, existe una funcién suprayectiva y continua. f, :
D{(m) — A,. Entonces la funcién producto

F= an:D(m)Isl—» HA“

acs aES

es continua y suprayectiva. Por lo tanto, tenemos la siguiente cadena
de desigualdades:

A

d (1‘[ Aa) <d(D(m) =d(pm)*") <m

aES

La primera desigualdad es consecuencia de la proposicién 2.17 y
la segunda se debe al lema anterior; por lo tanto tenemos que

d(H Xa) Sd(n AQ) < m.

€S aeS

Esta dltima desigualdad es consecuencia de la proposicién 2.16 m

Corolario 2.35 La Separabilidad es una propiedad c—multiplicativa.

DEMOSTRACION. Basta tomar m = g y aplicar el teorema de Hewitt-
Marczewski-Pondiczery (Teorema 2.34) M

Observacién 3 d([[,eg Xa} > m = sup{d(X,):a € S}. Basta
considerar la proyeccidn ny : [[ cq Xa — Xo. Como es una funcidn
continua y suprayectiva, por la proposicion 2.17 tenemos que d (X,) <
d(HaeS Xa) para cada o € §. De donde, d{[[oe5 Xa) = m =
sup {d (Xa) : @« € S}. 57 ademds |S| < 2™, con el resultado anterior
y el teorema 2.34 concluimos que d (Haes Xc,) =m.
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Corolario 2.36 Sea m > Ny, enfonces d (D (m)r"m) = g

La demostracion es inmediata a partir de la observacién anterior.

Corolario 2.37 Sea m > No. Si {Xo},c5 €s una coleccidn de es-
pacios topoldgicos tales que |S| < 2™ y sup{d(X,) : € S} = m,

entonces
d (H Xa) =1m.
aEs

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.34 sabemos que d ([T e Xa) <
m, y por la observacion 3, sabemos también que d (HGES Xa) >m.
Por lo tanto concluimos que d ([ .5 Xa) =m ]

Teorema 2.38 Sea m > Ny. St d(Xs) < m para toda o € S,
entonces cualquier familia celular en [[,cq Xo tiene cardinalidad <
T,

DEMOSTRACION. Supongamos lo conti‘ario, es decir, suponganios que
¢ ([Taes Xa) > m. Seald = {U,},cr una familia celular en [[, ¢ Xa
con [T'| > m. Sin perdida de generalidad podemos suponer que |[T] <
2™, Entonces, para toda t € T, existen S; C 5, con |S¢| < Ng¢,y una
familia {W¢} g, en donde W} = X, sis € §\ Sy W/ es un abierto
propio de X si s € So, de modo que U = [], 5, Wi X [Locs 5 Xo-

El conjunto Sp = {J;cq St cumple que [Sp| < 2™. Asi [[,¢s, o
contiene un subconjunto denso A tal que |A] < m. Ahora con-
sideremos a la familia {HaeSo wi} (e - Bsta familia consiste de
subconjuntos abiertos no vacios de ﬁ;es Xa- Luego, como Uy =
[Taes, Wa % [ags \ 5o Xa para toda t € T, los miembros de

II wa
a€Se teT

son ajenocs por pares y ademss cada miembro de esta familia contiene
un elemento de A. Entonces se tiene que m < |T| < [A] € m. De
donde se sigue que m < m; lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
[T| <m . Por lo tanto ¢ ([],cq Xa) < m [ ]

Corolario 2.39 En el producto de espacios separables, cualquier fa-
milia celular tiene cardinalided a lo mas numerable.
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DEMOSTRACION. Basta con tomar m = Ng en el teorema anterior ®

Observacion 4 Si sup{c(X,):a€ S} = m y d(Xa) < m para
toda o € S, entonces ¢ (l—[aes Xa) = m. En efecto, por el Teorema
2.98 tenemos que ¢ ([[oes Xa) < m.

Ahora, supongamos que c (Haes Xn) < m, entonces eziste o« € §
tal que ¢ (Xa) > ¢ ([loes Xa) - Por lo tanto, existe una familia celu-
lar G, tal que |Gal > ¢{[Jacs Xa) - La familia G = {n ' (U) : U € Ga }
es una familia celular en [ .o Xo de cardinalidad mayor que

().

pero esto no es posible. Por lo tanto, ¢ ([],c5 Xa) = m.

2.3 Mas Funciones Cardinales

En esta seccién introduciremos tres funciones cardinales mds, a saber,
el peso de red, el pseudocaracter y el i-peso. Ademads, se hara un estu-
dio del comportamiento de estas funciones en productos topoldgicos.

Observacién 5 El concepto de red gque se introduce a continuacion
no debe ser confundido con agquel dado en el capitulo preliminar, se
mantiene el nombre debido a que es el que se usa mds frecuentemente
en la literatura relacionada a funciones cardinales, aungue también
en ocasiones se da el nombre de malla.

Definicion 2.40 Una red en un espacio X es una familia R de
subconjuntos de X tal que, pare cualquier punto z € X y cualquier
vecindad U € N (x), existe PER conx € P C U.

De acuerdo a la definicién anterior podemos definir otra funcidn
cardinal en el espacio topologico X, el peso red.

Definicion 2.41 FEl peso de red de un espacio topoldgico X, es el
minimo cardinal de una red en el espacio X.

nw (X)) =min{|R|: R es una red en X} + Ng

Definicién 2.42 Una condensacidn es una funcion biyectiva y con-
tinua. '
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Definicién 2.43 Se dice que un espacto topoldgico X puede ser con-
densado en Y si existe una condensacidn de X sobre Y.

Definicién 2.44 El i-peso de un espacio topoldgico X es el nimero
cardinal

w (X} = min{w(Y) : X puede ser condensado en Y}

Definicién 2.45 Una familia G es una pseudobase de z en X si los
elementos de G son abiertos, y ademds, (G = {z}.

Definicién 2.46 £l pseudocardcter local en = de X es el numero
cardinal

¥ (z,X) = min{|G| : G es una pseudobase de x en X} +%
Definicién 2.47 E! pseudocardcter de un espacio topologico X, es
¥(X) = Sup{$ (5, X) : « € X}

Observacion 6 El concepto de pseudocardcter solo se define para
espacios topoldgicos T1, pues es en éstos donde se puede asequrar la
existencia de una pseudobase para cada punto del espucio.

Observacién 7 No es dificil verificar que las funciones cardinales
peso de red, i-peso y pseudocardcter son Sfunciones cardinales mono-
tonas. También se puede verificar facilmente que para cualquicr es-
pacio topoldgico X,

PX) < x(X), nw(X) S w(X) yiw(X) < w(X).

Ademds es importante destacar que en espacios discretos las fun-
ciones cardinales peso de red, peso, densidad y celularidad coinciden,
y son iguales a la cerdinalidad del espacio.

Para ilustrar un poco lo anterior, calcularemos la funcién pseudo-
cardcter de D (2)/.

Ejemplo 2.48 1 (D (2)”') = |I|. En efecto, como el pseudocardc-
ter estd dominado por el cardcter tenemos que

(D @) <1 =x (p@"),
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supongamos chora que
$(D@") =n <y

Sea 0 : I — D(2) la funcién constante cero, y sea B(0) una pseu-
dobase de ésta funcion en D (2)¥! tal que IB(0)] < |I]. Sin per-
dida de generalided, podemos suponer que los elementos de B(0)
son abiertos candnicos de D (2)M1. Asi, como todo U € B(Q) es de
la forma [[,e;Ua donde U, # D(2) sélo para a € S(U) C I, con
[S(U)| < Ng. Sea

5= J sw

UeB(0)

S* C 1, y ademds |S*| < |B(0)] < [I|. Por lo tanto, existe a € I\S*.
Seah : I — DM tal que hiz) =0siz e S* yh(z) =1 s
z € I\S". La funcidn h cumple que h (S (U)) = {0} y ademds h # 0.
De donde, h € U para toda U € B(0). Por lo tanto, h € Nuesoy U,
pero esto ultimo contradice que B (0) es una pseudobase de O en

D). Por o tanto, |I| < ¢ (D (2)'”) . De donde concluimos que
¢ (D@") =111,

Algunas de las propiedades que poseen las funciones cardinales
peso de red e i-peso estdn plasmadas en los siguientes resultados.

Proposicién 2.49 Sea f: X — Y una funcidn continua ¥ suprayec-
tiva, entonces nw(Y) < nw (X)

DEMOSTRACION. Sea R una red en X tal que |R| = nw(X). En-
tonces la familia R* = {f (W) : W € R} es una red en Y. En efecto,
como la funcién f es continua y sobre, para toda y € Y y toda
vecindad V' de y, existen £ € X y un abierto U tales que f (z) =y,
z € Uy f(U) C V. Ahora, como R es una red, existe W € R
tal que z € W C U. Entonces y € f(W) C V. De donde, R*
es una red en Y y ademds [R*| < |R| = nw(X). Por lo tanto,
nw(Y) <IR*|=nw(X) W

Lema 2.50 Para todo espacio topoldgico Hausdorff X, eziste una
funcign biyeccidn continua de X en un espacio Heusdorff Y, tal que
w(Y) <nw(X).
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DEMOSTRACION. Sean m = nw(X), y R una red en X tal que
|R] = nw (X). Sea 7 la topologia de X. Consideremos a la familia
G consistente de parejas de elementos R;, Ry € R para las cuales
existen abiertos ajenos Uy, Us tales que B C U; y Bp C Us. Notemos
que si | X > 2 y como X es T entonces G # ¢. Escojamos para cada
pareja de elementos de G escojamos una pareja de los abiertos U, Us,
y sea (3 la familia de todos los conjuntos obtenidos de este modo. La
familia 8 counsistente de todas la intersecciones finitas de miembros
de fy tiene las siguientes propiedades:

i) Para cualquier pareja By, By y para cualquier puntoz € B [} Bo,
existe B €  tal que x € B C B[ Ba.

ii) Para cada z € X, existe U € B tal que x € U.

Entonces si denotamos por 7° a la topologia generada por J se
sigue, de la definicién de red y que (X, 7) es Hausdorff, que (X, 77)
también es Hausdorfl. Ademds, |8} < m y como 7% C 7 se sigue que
la funcién 7 : (X, 7) — (X,7*) es una funcién continua y biyectiva B

Teorema 2.51 Sea X un espacio compacto, entonces nw (X) =
w(X).

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que nw (X) > w (X} .

Como X es compacto, X es Hausdorff. Entonces, por el lema
anterior, existe un espacio Hausdorff ¥ y una biyeccién continua
" f: X — Y, donde el espacio Y cumple la siguiente desigualdad
w(Y) € nw(X). Ademds, para espacios compactos toda biyeccion
continua es un homeomorfismo. Por lo tanto w(X) = w(}) <
nw (X} Al

Teorema 2.52 Si un espacio compacto Y es la imagen continua de
un espacio topoldgico X, entonces w(Y) < w(X)

DEMOSTRACION. Por la proposicién 2.49 se sigue que
nw(Y) < nw(X) <w(X).

Ahora, como Y es compacto nw (Y} = w (Y') . Por lo tanto, w (Y) <
w(X)M

Corolario 2.53 57 X es un espacio compacto, entonces w{X)} =
1w (X)
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DEMOSTRACION. Basta hacer notar que toda condensacidn fiX—
Y del espacio compacto X sobre el espacio topoldgico Y, es un ho-
meomorfismo. Por lo tanto, w (X) =iw (X)W

Los resultados que se obtienen en espacios producto para las fun-
ciones cardinales definidas anteriormente son muy similares a los
obtenidos con anterioridad para las funciones peso y cardcter, tal
commo se muestra a continuacién.

Teorema 2.54 Sean {Xa},.; una familia de espacios topoldgicos y
m un nimero cardinal transfinito tal que m > nw (X,) para todacv €
[ ym > |I|. Entonces nw ([[aer Xa) < m.

DEMOSTRACION. Sea R, una red en X, tal que |R,| = nw(X,)
para cada o € [. Consideremos a la familia R de todos los conjuntos
de la forma (., 75} (R:), en donde R; € Ra; y oy, 02,0 € .
Esta familia R es una red en [[,.; Xa cuya cardinalidad no excede
a m. Por lo tanto nw ([[,c; Xa) <m =

Corolario 2.55 Si |K| > Ny y F es el espacio Ty de cardinalidad 2,
entonces nw ((F)K) = |K]|.

DEMOSTRACION. Supongamos que F tiene la siguiente topologia T =
{#,F,{1}}. Para cada & € K, sea f : K — {0,1} definida de la
siguiente manera:

SiT=q
Sir#a

R ={;

Ahora consideremos a F ={ fo},cg- Claramente F CF KyiF =
|K|. Ademis, {fo} = 731 ({1}) N F. Por lo tanto, F es un subespacio
discreto de FX. Entonces, |K| = nw{F), y por la monotonia de la
funcién cardinal peso de red, tenemos que

|K| = nw (F) < nw (F¥).
Ademsés nw (FK) <w (FK) = K. Por lo tanto, nw (FK) =K =

Corolario 2.56 Sean {Xo}.c; una familia de espacios topoldgicos
tales que ninguno de los X, es indiscreto. Entonces

nw (H xa) = I} Sup {nw (X,) :a € I}.

acl
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DEMOSTRACION. Si en el teorema anterior tomamos como m al cay-
dinal

|- Sup {nw(Xa) : @ € I} = mdz {|I|, Sup {nw (X,) : a € I}}.

Sabemos que nw ([T,e; Xa) < M|+ Sup{nw (Xs): a € I}. Ahora,
como para cada a € [, el espacio X, es homeomorfo a un subespacio
de [[,ey Xa (Ver Observacién 2) y como la funcién cardinal peso de
red es mondtona, entonces nw (X,) < nw (ITaes Xa) - Por lo tanto

Sup{nw(){:,,) ra€l} <nw (HXa) ;

ael

de donde, slo resta demostrar que I} < nw ([T, ., Xa) -

Si Xo no es indiscreto entonces existen p, y go € X, tales que
Pa £ {ga}. Consideremos al subespacio [ = {Pa,qa} . La topologia
de T'y heredada de X, puede ser cualquiera de las dos siguientes:

i) Ir, = {#,Ta, {pPa}., {Qa}}

ii)Tl"Q = {QS, Fon {pa}}

Caso (7) Si ,{a el:q. ¢ m}l = |I|, entonces

DM c I X

ael

Luego, sabemos que el espacio D (2)” | es un espacio compacto cuyo
peso es {I|. Como en espacios compactos el peso y el peso de red
coinciden y la funcién cardinal peso de red es monétona, tenemos

que || = nw (D (2)"") <nw ([Tae; Xa)

Caso (i) Si !{a €l:g.€ {Pa}}l = {{], entonces FI'l ¢ [],.; Xa,
por lo tanto, por el corolario anterior

1| = nw (F'”) < nw (H XQ) .

acl

Por lo tanto

w(HXQ) = |- Sup{nw(X,): € I}

ol
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Teorema 2.57 Sean {X,},c; una familia de espacios topoldgicos y
m un nimero cardinal transfinito tal que m > 1w (X,) para toda o €
I ym > |I|. Entonces iw (Haer Xo) < m.

DEMOSTRACION. Sean Y, un espacio topolégico, fu : Xo -+ Y, una
condensacién tal que w(Y,) = iw(X,), para cada o € I. Por el
Teorema 2.21, sabemos que w (Hae ! Ya) < m. Entonces st consi-
deramos la funcién producto f inducida por la familia de funciones

F={foa:a€l}
fZHfa:HXa—’HYa
acl acl acl

no es dificil constatar que esta funcién es una condensacién. Por lo
tanto,

iw (HXQ) <w (HY‘*) <m
ol a&l

y esto iltimo completa la demostracién ]

Corolario 2.58 Sea {X,},., una familia de espacios topoldgicos

tales que todos los espacios X, contienen al espacio discreto de car-
dinalidad 2. Entonces

tw (HXQ) = |} Sup{iw(X,) €1}
act

DEMOSTRACION. Si en el teorema anterior tomamos como m al car-
dinal

|- Sup {iw (Xq) : @ € I} = mdz {|I|, Sup {iw(X,) : € [}}.

Sabemos que 1w {[Toe; Xa) < 1] - Sup{iw(Xa) : € I'}. Ahora,
como para cada a € [,el espacio X, es homeomorfo a un subes-
pacio de [] .; Xo (Observacién 2} y la funcion cardinal i-peso es
mondtona, entonces 1w (Xs) < 1w ([],¢; Xa) - Por lo tanto

Sup {iw(X,) : € I} <iw (HX") .

ael

De donde, sélo resta demostrar que |I| < iw (Hae I XQ) .
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Como X, contiene una copia de D (2) para toda o € I, entonces
existen po ¥ ga € Xqo tales que Iy = {pa,ga} vy la topologia de
este subespacio esTr, = {¢,Ta,{Pa},{ga}}, entonces D (2)i!! ¢
[lacr Xa- Luego sabemos que el espacio D (2)“ | es un espacio com-
pacto cuyo peso es |I|. Como en espacios compactos w = nw = iw
y debido a la monotonia de la funcién cardinal i-peso tenemos que

|I{ = iw (D (2)'”) < iw ([Loes Xa) .

Teorema 2.59 Sea {X,},.,; una familia de espacios topologicos
Ty y m un numero cardinal trinsfinito tal que m > ¢ (X,) para
toda o € [ ym > |I|. Entonces ¢ ([ c; Xa) < m.

DEMOSTRACION. Sea z € [[,c; Xa ¥ sea, para cada a € I, G, (1)
una pseudobase local de vecindades para la a—ésima coordenada
de z, 24, de modo que |G, ()| < m. Sea G la familia de todos los
conjuntos de la forma

W(a1,a,...,0a;G1,Gy, .., Ga) = [ |72 (G4)
i=1

en donde G; € G,,. Esta familia G es una pseudobase de z en
Hae ; Xa. Por lo tanto, es suficiente demostrar que la cardinalidad
de esta familia G es < m.

Sea T un conjunto tal que |T| = m. Como |G, {z)| < m, para toda
a € [, existe una funcién inyectiva i, : G () — T. Consideremos la
funcién H : G — | ey (I™ x T") definida de la siguiente manera: a
cada elemento de G de la forma W{ay, s, ...,an; G1,Go, ....,G,) e
asignamos la 2-eneada

(1,02, -, i iy (G1) viag (G2) - ran (Gn)) € | J (I x T).
neN

Claramente esta funcién es una inyeccién de G en | J, o (I™ x T"}.
Ahora s6lo resta verificar que la cardinalidad de |J,,cy (I™ x T") no
excede am

U <1

neN

< ZII“xT“|SR0-|I“XT"|SN0-m-m.:=m.
neN

De ello podemos concluir que |G| < m, y también que

¢(HXQ) <m

acf




2.3. Mas Funciones Cardinales 59
| ]

Corolario 2.60 Sea {X,},c,; una familia de espacios topoldgicos
T\ con al menos dos puntos. Entonces

¢(Hxa) = |I|- Sup (¥ (Xa): ¢ € I}.

acl

DEMOSTRACION. Si en el teorema anterior tomarmos como m al car-
dinal

|- Sup {¢ (Xa): a € I} =mdx {|I],Sup {3 (Xo) : x € I}}.

Sabemos que ¥ ([Toe; Xa) < |-Sup { (Xa) : & € I}. Ahora, como
para cada o € I,el espacio X, es homeomorfo a un subespacio
de [1,e; Xa (Observacién 2) y la funcién ¢ es mondtona, entonces
Y (Xa) ¥ ([Taer X.) para toda a € I. Por lo tanto,

Sup{¢ (Xq) eI} < (Hxa)_

acl

Asi, es suficiente demostrar que |I| < ¢ (Hae / Xa) .

Si |Xa| > 2 entonces para cada o € I, existen pa ¥y ga € Xa cON
Pa 7 Ga- Como X4 es T, Ty = {Pa,ga} s un subespacio discreto
de Xo. Asi, Tq 2 D(2). Por lo tanto, D (2)! C [[pes Xa- Final-
mente, por el ejemplo 2.48 y la monotonia de la funcién cardinal
pseudocaricter tenemos que

in=v(D@") <y (H xa)

acf
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Universalidad

En este capitulo abordaremos un tema muy interesante en la Topo-
logia General, el tema de la universalidad; su principal importancia
radica en que la existencia de espacios universales reduce el estudio
de una determinada clase de espacios a estudiar los subespacios del
espacio universal. :

En primera instancia definiremos lo que es un espacio universal
y se daran demostraciones de algunos resultados acerca de espacios
universales, posteriormente se enunciardn més resultados que son
consecuencia directa de proposiciones y teoremas previamente de-
mostrados.

Definicién 3.1 Diremos que un espacio topoldgico X es universal
para todos los espacios que poseen una propiedad P, si X tene la
propiedad P y cada espacio que tiene la propiedad P se puede encajar
en X.

3.1 El cubo de Tychonoff y el cubo de Hilbert

Definicién 3.2 El Cubo de Tychonoff de peso m, con m = Ro, es
el espacio I™, es decir, es el producto [lies s, donde Is = I para
toda s € S y | S |=m. El cubo de Tychonoff de peso Ry es conocido
también como el Cubo de Hilbert.

Observacién 8 Notemos que si n < m entonces I™ se puede enca-
jar en I™. Ademds, como I no es un espacio indiscreto, aplicando
el teorema 2.80 obtenemos que w (I™) = m.

Teorema 3.3 El cubo de Tychonoff de peso m es universal para
todos los espacios Tychonoff de peso< m, con m = Rp.

DEMOSTRACION. El intervalo [0,1] = Tes T j entonces I™esT, L {Ver
Teorema 1.25). Ademds sabemos que w(I™) = m. Por lo tanto el es-
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pacio [™ es T, Ly tiene peso < m. Ahora resta demostrar que todo
espacio T} 1 de peso < m se puede encajar en /™.

Sea X un espacio T, 1 de peso < m. La familia de todos los con-
juntos funcionalmente abiertos (Ver Seccidn (.2.9) es una base para
el espacio X y como w(X ) < m, es posible elegir una subcoleccion
de esta base cuya cardinalidad no exceda a m. Como X es Ty 1 existe

B = {Us},cs , en donde | § |< m, U, es un conjunto funcionalmente
abierto para toda s € S y B es una base de la topologia de X. Para
cada s € S existe f; : X — I continua tal que f;1((0,1]) = Us. Sea
F = {fs}ses; esta familia de funciones separa puntos de conjuntos
cerrados por ser B una base para la topologia de X, y por ende al
ser X un espacio T} separa puntos de puntos, con ello se satisface
las hipdtesis del Teorema Diagonal (Teorema. 1.16). Entonces

F=Qesf: X -1

es un encaje de X en I™. Por lo tanto, /™ es universal para todos
los espacios Ty 1 Cuyo peso sea <m ]

Teorema 3.4 El cubo de Tychonoff I'™ es universal para todos los
espacios compactos de peso< m, con m > Np.

DEMOSTRACION. En virtud del teorema 2.29, se sigue que w {I™) =
m. Ademads, por el teorema 1.26, se sigue que I™ es un espacio com-
pacto. Por lo tanto, sdlo resta demostrar que todo espacio compacto
de peso m se puede encajar en ™.

Sea X un espacio compacto de peso m, entonces X es normal; en
particular, X es un espacio Ts% . Por lo tanto, aplicando el teorema
anterior, X se puede encajar en I'™. Es claro que el encaje es cerrado
pues I™ en un espacio T3, y en esta clase de espacios los conjuntos
compactos son cerrados [

Una reformulacién del resultado anterior, que enunciaremos como
corolario, nos proporciona una caracterizacién importante de los es-
pacios compactos.

Corolario 3.5 E! conjunto de espacios compactos de peso< m, con
m > Vg, cotncide con la coleccidn de subconjuntos cerrados de ™.

Como resultado de los dos teoremas anteriores obtenemos de ma-
nera inmediata el siguiente corolario.
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Corolario 3.6 Un espacio topoldgico X es de Tychonoff si y solo si
se puede encajar en un espacio compacto.

Antes de continuar con los teoremas de universalidad incluire-
mos un importante teorema de la Topologia General, el teorema
de metrizacion de Urysohn, ya que como un colorario al mismo ob-
tendremos un importante resultado de universalidad.

3.1.1 TEOREMA DE METRIZACION DE URYSOHN

Teorema 3.7 (De Metrizacidn de Urysohn) Para espacios to-
poldgicos Ty, las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) X es regular y segundo numerable.

b) X es separable y metrizable.

c) X se puede encajar como subespacio del cubo de Hilbert 10,

DEMOSTRACION. a) = ¢) Sea B una base numerable de X y sea
A={(U,V):UVeByUcCV}.

A es numerable, y como X es regular y Lindel6f, X es normal (Ver
Teorema 0.15). Para cada pareja (U,V) € A, existe una funcion
fuv:X —TItalque f(U)=0y f(X\V)= 1

Ahora, sea F = {fyv: UV € A}. Entonces F es numerable y
separa puntos de conjuntos cerrados de X, y como estamos traba-
jando en espacios T}, también separa puntos de puntos. Entonces
por el Teorema diagonal (Teorema 1.16) [], ,e4 fup - X — I® eg
un encaje.

¢) = b) I™ es separable y metrizable, pues es el producto nu-
merable de espacios metrizables y separables, entonces también lo es
todo subespacio de I™; en particular, X es separable y metrizable.

b) = a) Como X es separable, existe D C X tal que D es denso

en X y |D| < Wy. Sea B = {B(; 1y: T € D}, en donde B(x 1y es
la bola abierta con centro en x y radio i El conjunto 5 es una

base para la topologia de X y |B| < Ng. Por lo tanto, X es segundo
numerable; y por ser metrizable, entonces X es regular |

Corolario 3.8 E! cubo de Hilbert I es universal para todos los
espacios separables y metrizables (regulares y segundo numerables).
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3.2 El cubo de Alexandroff

Recordemos que el cubo de Alexandroff de peso m, con > Ny, esel
espacio F™ | es decir es el producto [I.cs Fs. en donde F, = {0,1}
con la topologia T = {¢, {0}, {0,1}} y |S] = m.

Teorema 3.9 El cubo de Alexandroff de peso m es universal para
todos los espacios Ty de peso m > Ry.

DEMOSTRACION. Como F' es un espacio Ty, entonces F™ también es
un espacio Tp (Ver Teorema 1.25). Ademas, sabemos que el peso de
F™ es precisamente m (Ver Corolario 2.27).

Sea X un espacio topoldgico Ty de peso m, y sea B una base de
X tal que |B} = m. Paracada U € B, sea fiy : X — F definida de la
siguiente manera:

0 sizel

fu(z) =
1 size X\U

Es facil comprobar que esta. funcién es continua. Sea F = {fu} UeB
ahora, resta demostrar que F separa puntos de conjuntos cerrados.

Sea M C X, M cerradoyseaz € X \ M = V,. El conjunto
Ve es abierto, entonces existe U, € B tal que z € U, ¢ V.. Si
consideramos la funcién fy, : X — F, tenemos que fy, (x) =0 y
ademss 0 ¢ fy, (M) por que f, (M) = {1} = {1}. Por lo tanto,
F separa puntos de conjuntos cerrados; luego como el espacio X es
Ty, tenemos que F también separa puntos de puntos. Luego, por el
teorema diagonal (Teorema 1.16}, tenemos que la funcién

f=Ayegfv: X - F™

es un encaje. Por lo tanto, el espacio F™ es universal para todos los
espacios Tp de peso m > Ny ]

3.3 Espacios Cero Dimensionales

Definicién 3.10 Un espacio topoldgico X es llamado Cero Dimen-
stonal, si X es un espacio T} y eziste una base para la topelogia
de X compuesta por conjuntos que son simultaneamente abiertos y
cerrados en X,
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Definicién 3.11 Una cubierta de un espacio topologico X que con-
sistente de conjuntos funcionalmente abiertos (respectivamente, fun-
cionalmente cerrados), es llamade una cubierta funcionalmente abier-
ta (respectivamente, funcionalmente cerrada}.

Teorema 3.12 El producto de espactos topoldgicos [[,c5 Xs es Cero
Dimensional si y solo si todos los espacios factores X, son Cero
Dimensionales.

DEMOSTRACION. =] Todo espacio factor X, es homeomorfo a un
subespacio de [],cg X5 y como la propiedad de ser cero dimensional
es hereditaria, tenemos que X es cero dimensional para toda s € S.

<|Para cada s € S, sea B, una base para la topologia de X, com-
puesta por conjuntos que son simultineamente abiertos y cerrados en
X,. Sea B la familia de los conjuntos de la forma [] . g W;, en donde
W,eB,y|{s€S:W,# X,}| <¥. La familia B es una base para
la topologia de [[,.¢ X,. Ademais, los conjuntos de la familia B son
abiertos y cerrados en [[,cg Xs- En efecto, sea W = [, W, € B,
W es cerrado por ser el producto de conjuntos cerrados (Ver coro-
lario 1.4), y ademds, es abierto por que B es una base de [T,es Xs-
Por lo tanto, [],c5 Xs es un espacio cero dimensional . m

Teorema 3.13 El cubo de Cantor D(2)™ es universal para todos
los espacios Cero Dimensionales de peso m > No.

DEMOSTRACION. Como el espacio D (2) es cero dimensional, D (2)™
es cero dimensional (Teorema 3.12). Ademss, w (D (2)™) = m (Ver
Corolario 2.26). Entonces es suficiente demostrar que todo espacio
cero dimensional de peso m se puede encajar en D (2)™.

Sea X un espacio topolégico cero dimensional de peso m y sea
B ={U},cq una base de X compuesta por conjuntos que son si-
multineamente abiertos y cerrados en X y tal que {B| = m. Para
cada s € S, definimos la funcién f; : X — D (2) dada por

1 st r el
fs(z) =
0 si x€ X\U,

Ahora consideremos la diagonal de la familia de funciones {fs},cs -

f=A0ssfs : X — D(Q)m.
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Es fdcil constatar que esta funcién separa puntos de puntos y también
puntos de conjuntos cerrados. Por lo tanto, aplicandoe el teorema
diagonal (Teorema 1.16) se sigue que f es un encaje. Por lo tanto,
D (2)™ es universal para todos los espacios cero dimensionales de
peso m ]

3.4 El Erizo de m Espinas

Ejemplo 3.14 Sea m un nimero cardinal infinito, § un conjunto
de cardinalidad m, y sea I, = I x {5} para toda s € S. Consideremos
el conjunto | J,.g I y definimos en él la siguiente relacidn: (x, s1) ~
(y,52) siempre quez =0 =y, o bienz =y y s, = s3. No es dificil
comprobar que esta es una relacidn de equivalencia. La funcidn

|z —yl si s1 =39
p({(z,s1)]. [(y, 52)]) =
T4y s 8 # 8

define una métrica en el conjunto de las clases de equivalencia de
Uses Is bajo la relacidn de equivalencia ~ .

A este espacio métrico se le conoce como Erizo de m Espinas y se
denota por J (m) .

El peso de J (m) es exactamente m. En efecto, la familia de todas
las bolas de radio racional con centro en los puntos de la forma
[(z,s)], donde z es racional, forman una base para la topologia de
J(m); asi, w(J(m)) < m.

Ahora consideremos el subespacio A de J (m) que consta de todos
los puntos de la forma {(1, 5)] ; éste es un subespacio discreto de car-
dinalidad m. Por lo tanto, m = w(A) < w(J(m)) £ m; la primera
desigualdad es consecuencia de la monotonia de la funcién cardinal
peso (Proposicién 2.9). Por lo tanto w (J (m)) = m.

Observacién 9 La funcidn j, : I — J(m) tal que j, (z) = [z, 9]
para toda s € S es un encaje.

El ejemplo anterior es importante por que a partir de este espacio
obtenémos un espacio universal, como se establece en el teorema
siguiente.

&
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Teorema 3.15 Sea m > Ng. El producto [J (m)]"® de Rg copias
del erizo de m espinas J(m) es universel para todos los espacios
metrizables de peso m.

DEMOSTRACION. El espacio [J (m)]™ es un espacio metrizable, por
ser el producto numerable de espacios metrizables (Proposicién 1 34).
Ademas, por ser el espacio J (m) un espacio no indiscreto resulta que

w ([Jr (m)]N") = m, ya que m > Ny (Teorema 2.29). Por lo tanto,

[J ()]™° es un espacio mettizable de peso m.

Sea X un espacio metrizable de peso m, entonces tiene una base
a—discreta, es decir, existe una base B = U"-‘=1 B;, donde B; =
{Us - 5 € 5;} es una familia discreta (Teorema 0.25). Esta base la
podemos tomar de modo que la cardinalidad de la misma sea exac-
tamente el peso de X, es decir |[S} = m, en donde § = |JZ, Si-
Sin perdida de generalidad, podemos suponer que el conjunto S
coincide con el utilizado previamente en la construccién de J (m),
(Véase el Ejemplo 3.14), pues la construccion de J (1) no depende
de manera esencial de la eleccién del conjunto S. Para cada i € N
y cualquier s € S, existe una funcién continua f; : X — I tal que
U, = f~1((0,1]) (Proposicién 0.26). Ahora, como la familia B; es
una familia discreta, la familia {'U-;}ﬂ es, también lo es. Si definimos

Js 0 fs (T) para x € U,
filz) =
Jse (0) para z € X\ U,cs, Us

donde sp es un elemento fijo de S, entonces f; : X — J (m) es
continua (Proposicién 0.27). La familia F = {fi},cn separa puntos
de conjuntos cerrados, Finalmente, por el teorema diagonal {Teorema
1.16), la funcién

Dienfi: X — [T (m)]™,

es un encaje. Por lo tanto, {J (m)]"° es universal para todos los es-
pacios metrizables de peso m [ ]
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4

Espacios de Funciones
Continuas

En este capitulo se estudiardn algunas funciones cardinales sobre los
espacios de funciones continuas; los cuales son una clase de subespa-
cios densos de espacios producto de especial importancia. Particular-
mente se estudia con un poco mas de cuidado el espacio de funciones
Cp(X). .

A lo largo de este capitulo sélo consideraremos espacios topoldgicos
Tychonoff. Asi, espacio topoldgico o simplemente espacio significard
espacio topoldgico Tychonoff, a menos que se indique lo contrario.

4.1 Espacios de Funciones

Como ya hemos mencionado en el capitulo 1, dados dos espacios
topoldgicos X y Y, Y¥ denota al conjunto de todas las funciones de
X en Y. A este conjunto lo podemos dotar con la topologia de Ty-
chonoff de la siguiente manera. Para cada conjunto finito x1, 2, ..., Tn
de elementos de X y cada coleccién finita {B, Bs, ..., B,} de con-
juntos abiertos de Y denotaremos por

W = W (.'L'],:L'z, ceey Ly B}, Bg, ceey Bn)

al conjunto ()i, 7z;* (Bi) ; es decir, al conjunto de funciones f € yX
tales que f(z:) € By, para toda i € {1,2,...,n}. Como sabemos, la
familia B, que consta de todos los conjuntos W, es una base para la
topologia de Tychonoff de Y X.

En el caso de que el espacio Y sea precisamente el conjunto de los
nimeros reales R, los conjuntos W se pueden tomar de la forma

W (3:151-23 "-?mﬂ;e:cl 151'2: "-7EIn) 3

donde g, > 0 parai € {1,2,...,n}. Aqui los conjuntos B; resultan
ser intervalos de la forma (r; - ;,7; +¢&;) con r; € R y para facilitar
la notacién omitimos la 7; respectiva.
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Si€z) = €2y = ... = £;, = ¢, denotaremos al abierto bésico

W(z1,Z2, ... 80 €2y, E2pr -, €2, )
como
W (z1,29,...,2q;€) .

Esto pues la familia de intervalos de radio € > 0 con centro en
numeros racionales forman una base para la topologia de R. Entonces
una base B para el espacio topolégico R¥ es la formada por los
conjuntos de la forma W (x;, za,...,z,;€) , tomando como € un real
positivo. De igual manera en el capitulo 1, haciamos notar que no es
necesario considerar a todos los conjuntos abiertos del espacio Y para
formar una base para YX | es suficiente considerar a los elenentos de
una base para la topologia del espacio Y y ello nos proporciona una
base para Y.
Ahora consideremos al siguiente subconjunto de Y :

CX,)Y)={f¢€ Y¥ : f es una funcién continua}

Si a este subconjunto lo dotamos con la topologia de subespacio
heredada de Y*¥, obtenemos el espacio topolégico Co(X,Y). Ala
topologia heredada también se le conoce como topologia de la con-
vergencia puntual.

Observacién 10 La familia W de todos los conjuntos de lu forma
W (21, By, oy Bp) = W (21, ..., 53 By, ..., B) [ ) C (X, Y)
Es una base para la topologia en C, (X,Y).

Ahora, seann € N, z; € X, f una funcion de X en Y, B; €
By (f (z:)}, en donde By (f (x;)) es una base local de vecindades
para f(z;) en Y, y esto para cadai€ {1,2,.. n}.

Observacién 11 Para cada f € YX, la fomilia B(f) de todos los
conjuntos de la forma

W(f;a:l,...,I,l;Bl,...,Bn) = {g eyY”¥ rgl(x) € By, i= 1,...,‘11,}

Es una base local de vecindades de f € Y, de donde. si f €

bl

C(X,Y), la familia de los conjuntos de la forma
W f321y s Tn; Ba,y ooy By) = W (fi %1, .., 2 B, ey Br) ﬂC(X,Y)

Constituyen una base local de f en C, (X,Y).
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Definicién 4.1 Cp(X,Y) es el espacio de todas las funciones con-
tinuas de X enY, dotado con la topologia de la convergencia puntual.

La siguiente proposicion justifica el por qué de la terminologia
empleada.

Proposicion 4.2 Sea {fi},cp una red en Cp (X,Y).
Entonces {fa} ea converge a f en Gy (X,Y) siy solo si { fa ()} ea
converge a f (z), para cade x € X.

La demostracidén de esta proposicién es andloga a la dada para el
teorema de convergencia de redes en productos topoldgicos (Teorema
1.21), motivo por el cual se omite.

Para el caso en que Y = R, escribiremos simplemente C,, (X) en
lugar de C, (X, R). Asf, Cp(X) es el espacio de todas las funciones
continuas de X en R, dotado con la topologia de la convergencia
puntual. Este espacio serd nuestro principal objeto de estudio du-
rante el resto del capitulo.

Proposicion 4.3 Pare cualquier espacio topoldgico X, C, (X)) es
denso en RX. ‘

DEMOSTRACION. Sean f € RX, z), z9,..,2, € X y € > 0. Consi-
deremos al abierto basico W = W (f,x), 9, ..., Tn; €) de R¥. Como
el espacio X es Tychonoff, existe una funcién continua g : X — R
tal que g {(z;) = f (z;), para cada i € {1,2,...,n}. Tenemos entonces
que g € W) Cy, (X) . De donde concluimos que Cp{X) es denso en
RX : []

Como un corolario a esta dltima proposicién y al corolario 2.39
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4 Para cualquier espacio topoldgico X, la celularidad
de Cp (X) es numerable.

DEMOSTRACION. Se sigue del hecho que ¢ (RX) < g (Corolario
2.39) y que Cp (X)) es denso en RY, pues la celularidad no se incre-
menta en subespacios densos

Proposicién 4.5 SiY es conezo por trayectorias, entonces Cp (X,Y)
es denso en YX.
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DEMOSTRACION. Consideremos una funcién g € ¥ y una vecindad
basica W = W (g;z1,...,24;B1,...,By) de ¢ en Y¥. Como ¥V es
conexo por trayectorias, podemos hallar trayectorias

o Li+ 1] —Y

tales que 7; (i) = g (2;) y 03 (i + 1) = g (zi41) parai € {1,...,n — 1}.
Entonces la funcién o : [1,n] — Y definida por o (t) = o, (t) si
t <t <741 es una funcién continua. Ahora, por ser X un espacio
Tychonoff, existe una funcién continua f : X — {1, n) tal que f (1) =
t. La funcién f o o es un elemento de WﬂCp (X,Y). Por lo tanto,
Cp(X,Y)esdensoen YX. M

4.2 Las funciones restriccién 7y y f#

Definicion 4.6 Sean X, Y y Z espacios topoldgicos. Si f: X — Z
es una funcidn continua, entonces f induce una funcién entre los
espacios de funciones continuas C, (Z,Y) y Cp (X,Y), a saber. lo
funcion

f# :Cp(Z?Y) - Cp(XaY) >
dada por: f#(h) = ho f, donde h € Cp(Z,Y).

Si consideramos el caso particular de que la funcién f es un en-
caje y el espacio ¥ sea conexo por trayectorias, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 4.7 Si Y es un espacio conexo por trayectorias ¢ i :
X — Z es un encaje, entonces i* (C, (Z,Y)) es un subespacio denso
de Cp (X,Y).

DEMOSTRACION. Sea
W =W (z1,23,...,2n;C1,Ca,...,Cy)
un abierto canénico en C, (X,Y). Consideremos al abierto
W =W (i(z1),5(z2), i (za);C1, Cay -, Cu)

de YZ. Dado que Cp(Z,Y} es denso en YZ (Ver Proposicién 4.5),
podemos elegir f € C,(Z,Y)(}W. Entonces f es una funcién en
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C,(Z,Y) para la cual i# (f) € W. Por lo tanto, i¥ (C, (Z,Y)) es un
subespacio denso de C, (X,Y') =

Es habitual denotar por wx a la funcién i# : Cp(Z) — C, (X)
cada vez que z : X — Z sea una funcién inclusién; la proposicién
siguiente enuncia algunas propiedades de las funciones y, Hamadas
funciones restriccidn.

Proposicién 4.8 Sea X un subespacio de un espacio topoldgico Z.
Entonces:

(@) 8i X es cerrado en Z entonices mx : Cp(Z) — Cp(X) es una
funcién abierta.

(0) Si X estd C—encajado en Z, entonces mx : Cp(Z) — Cp(X)
£s suprayectiva.

() Si X es un subespacio denso de Z, entonces nx : Cp(Z) —
Cp (X) es una condensacidn a su imagen.

DEMOSTRACION. (a) Consideremos f € C,(Z), y sea
W = W(f1 2,22, "':ZTI;E)

una vecindad bésica cualquiera de f en C,(Z). No es dificil de-
ntostrar que si {21,22, ey zn} C X entonces

mx (W) =W {x(f) ;21,22,...,zﬂ;5)ﬂ7rx (Co(2)).

Supongamos entonces que existe [ € N, con 1 < [ < n, tal que:
{z1,22,.., 2} C Xy {z41, 2142, -, 2a} C Z\X. En este caso tenemos
que

Tx (W) =W (nx ()21, 22, 2;€) [ |7x (Cp(2))

En efecto, si g es un elemento de mx (W) entonces existe h € W tal
que h |x= nx (h) = g. Ahora dado que Z es un espacio Tychonoff,
y X C Z es cerrado y {2141, 2142, -, Zn} © Z \ X, podemos elegir
una funcién continua 1 : Z — R de tal manera que: ¥ (X) C {0} ¥
P(z;) = f(zj)—h(z),paracada j = I+1,1+2, .. n. Entonces p+h
es una funcién en C, (Z) que tiene las siguientes dos propiedades:

ax (Y +h)yeW(nx (f)iz,ze, ., zn6) ynx (b +h) =g

Asi entonces,

gEW (rx (f)i21, 22, z:6}[ 7x (Cp (2)) -
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Por lo tanto,
wx (W) CW (ax (f); 21,22, 21:6) [ | 7x (Cp (2)) -

Ahora sea h € W(nx (f); z1,22,...,2) [ 7x (Cp (Z}), entonces
henay (Co{Z))yhe W(rx (f);21,2,..., z;¢) de esto ttltimo sabe-
mos que

lmx o f(z) - h(z)| <e

para toda i € {1,2,...,{}, luego es claro entonces que h € 7y (1)

pues {z41,2142,., 2} CZ\ X.

() Sea f € Cp(X). Como X estd C— encajado en Z, f se puede
extender a una funcion continua f* : Z — R. Entonces wyx (f*) =
St |x= f. Por lo tanto mx es suprayectiva.

(c) Es suficiente demostrar que la funcién mx es inyectiva. Sean fi

y f2 € Z, tales que f, # fo. Elijamos 20 € Z tal que fy (z0) # f> (20)
entonces el conjunto

G = fi ((fi(z) =7, fi(ze) + ) [ ) f5  ((f2(20) =7, fo(20) ++)).

donde r = fﬂ%fﬂ_zg)j, es un subconjunto abierto y no vacio de Z.
Dado que X es denso en Z, podemos elegir g € X[ G. Por la forma
en que se tomo el conjunto G, necesariamente f (zo) # fo (wo): de
donde, mx (f1) # 7x (f2) |

Observacién 12 Notese que si idy : X — X es la funcidn identi-
dad sobre el conjunto X, f : X — Z y§: Z — W son funciones
continuas entre espacios topoldgicos. Entonces (idx)* = idyx y

(go f/Y¥ = fFog*.

Una propiedad importante de la funcién f#, inducida por la funcién
continua f es la enunciada en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.9 SiY es un espacio topoldgico, y f : X — Z ¢s una.
funcidn continua, entonces f#* : Y% — YX es una funcién continua.

DEMOSTRACION. Si¢ € YZ, y W = W (z3, %2, ..., Tn; By, Ba, ..., By)
es un abierto bésico en ¥¥ que contiene a f# (¢}, entonces

W =W (f(z1), f(£2) , - £ (Tn); B1, B, ..., By)

es un abierto en YZ que contiene a ¢ y tal que f# (W) C W. Por

lo tanto, f# es continua =




4.3. La Evaluacién Canénica y el Encaje Canénico de X en C,, (G, (X)) 75

Proposicién 4.10 Si f : X — Z es una funcidn suprayectiva entre
espacios topoldgices, entonces f* : Y% — YX es un encaje cerrado.

DEMOSTRACION. Claramente, la sobreyectividad de la funcién f im-
plica la inyectividad de la funcién f#. Por la proposicién 4.9, es
suficiente demostrar que la funcién f# es abierta a su imagen y que
f#(Y?) es un subespacio cerrado de YX.

Sea W = W (a1, 22, ..., z; B1, B, ..., Bp) es un abierto basico en
Y% Seat € f#(W).Elijamos z; € f~!(2), paracadai € {1,...,n}.
Entonces

% € W (21,92, ... Tn; By, By, ., Ba)[ | f# (Y7) C F#(W)
Ahora, dado que para toda z;, z2 € X
Y8 ={peYX: flz)=flz) = ¢(x) = (z2)},

si) € YX\ f# (YZ ) entonces existen z; y £z en X tales que f (v1) =
f(z2) y ¥(x1) # ¥ (x2). Sean Uy y U, abiertos ajenos en Y que
contienen a ¥ (x1) y a ¥ (x2) respectivamente. Entonces

Y EW (x1,20;Un, Un) C YK\ f# (V7).

De donde, f# (YZ?) es cerrado en YX m

4.3 La Evaluacién Canénica y el Encaje Canonico
de X en C, (C, (X))

Definicién 4.11 Sean X un conjunto, Y un espacio topolégico y G
una subfamilia de YX. La evaluacion de la familia G en el punto
z € X es la funcion

ez G =Y
dada por: e, (g) = g(z), en donde g € G.

Definicién 4.12 La funcién vg : X — RY definida por medio de
g () = ez, donde x € X, es llamada evaluacion candnice asociada
a la familia G.
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Observacién 13 Si dotamos a G con la topologia de subespacio con
respecto a YX, cada funcidn e, resulta ser una Juncion continua. De
esto 1iltimo se sigue que, st G es un subespacio de YX entonces

Y (X)={ex:z2€ X} CCpo(G).

Proposicién 4.13 Para cada espacio X y cade subespacio G de
Cp (X)), la funcidn g : X — Cp,(G) es una funcidn continua.

DEMOSTRACION. Sea « € X arbitrario. Sea W = W (ex; f1,..., fu: 2)
una vecindad basica de g (z) = e; en Cp (G). Como cada f; es una
funcién continua de X en R,

v W) =7 (fi(z) - . fi () +¢,)

i=l

es un abierto que contiene a z. De donde se obtiene la continuidad
de g ]

Observacién 14 De acuerdo con las definiciones 1.14(1) y 1.14(2).
sabemos que toda familia reguler separa puntos en espacios Ty y que
la propiedad de ser Tychonoff de un espacio X implica la reqularidad
de las familias de funciones continuas C (X) y

C*(X)={feC(X}: f(X)CR es acotado} .

Proposicion 4.14 Para cada conjunto X y cada subfamilia G de
RX, la familia g (X} C RY es una familia que separa puntos de G.

DEMOSTRACION. Si g1 y g2 son dos puntos distintos de G, entonces
existe zo € X tal que g; (xp) # g2 (zo). Entonces la funcién e, :
G —R es tal que ey, (g1) F#ex, (g2) . Por lo tanto, la familia g (X)
separa puntos u

Proposicion 4.15 Sea G un subespacio de R*. Si G es una familia
de funciones continuas que separa puntos de X, entonces la funcion

¢g:X"*Cp(g)

es una condensacion a su rmagen.
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DEMOSTRACION. Para establecer esta proposicion es suficiente de-
mostrar que la funcién g es inyectiva. Para ello, sean z, y z; dos
puntos diferentes de X. Dado que G es una familia que separa pun-
tos del espacio X, existe g € G tal que g(z1) # g(z2). De donde,
g (z1) # g (x2) . Por lo tanto, g es inyectiva ]

Proposicién 4.16 Sea G un subespacio de RX. Si G es una familia
reqular, entonces

Pg: X — Cp (G)
es un encaje.

DEMOSTRACION. Dado que G separa puntos, pues es regular,
Yg : X = Cp ()

resulta ser continua y biyectiva a su imagen. De donde, es suficiente
demostrar que

P! v (X) - X

es continua.

Sea y € ¢g(X). Sea U un abierto en X que contiene a z =
'1,1151 (y). Dado que = ¢ X\U, existe g € G tal que g () & g(X\U).
Sea £ > 0 tal que (g(z) —€,9(z) +e)g(X\U) = ¢. Entonces
W (y; fie) (g (X) es una vecindad de y en g (X) para la cual
':,1151 (W (y; f;e) g (X)) C U. Deesto iltimo se sigue la continuidad
de 1,{)51 [

El siguiente corolario muestra que todo espacio topoldgico X es
homeomorfo a un conjunto de funciones continuas cuyo dominio de
definicién resulta ser el espacio Cp (X).

Corolario 4.17 Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces X es
homeomorfo a un subespacio del espacio de funciones C, (Cp (X)) ¥
a un subespacio del espacio de funciones C, (C’; (X)).

La demostracién es inmediata de la proposicién anterior.
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4.4 Estructuras algebraicas de YX y C (X)

Gracias a la estructura algebraica de R, es posible dotar a R de
-una suma, producto y una multiplicacién por escalares.

Definicién 4.18 Sean f yg € RX. Para cadaz € X y cade r € R

(f+9)(z) = f(z)+g(z)
(fo)(x) = f(z)-g(=)
(rfy(@) = r- f(=)

Con estas operaciones RX resulta ser un dlgebra sobre el campo
de los nimeros reales. Mas atin, puesto que RX es un algebra v las
operaciones en RX se han definido de manera puntual, resulta que
al aplicar dichas operaciones a funciones continuas, obteneinos de
nueva cuenta funciones continuas; es decir, C (X) es una subilgebra
de RX. Es claro que tanto RX como C (X) tienen también estructura
de grupo, anillo o espacio vectorial sobre R.

Las operaciones asi definidas tienen otra relacion con la topologia
de RX, son funciones continuas. Asi podemos concluir que con las
operaciones definidas anteriormente (Definicién 4.18), RY es un dl-
gebra topoldgica. En particular, C, (X) es un dlgebra topoldgica sobre
R.

Observacion 15 En todos los razonamientos anteriores no fue fun-
damental el conjunto de los mimeros reales (R), para elaborarlos.
tinicamente ocupamos la estructura algebraica de R, asi como ¢l he-
cho de que las operaciones algebraicas son funciones continuas: por
cllo se tienen generalizaciones obuvias cuando se considera cualgquier
dlgebra, grupo, anillo o espacio vectorial topoldgico sobre R. Por lo
tanto, st Y es un dlgebra sobre R (respectivamente grupo, anillo. es-
pacio vectorial topolégico sobre R) se puede dar a YX estructura de
dlgebra (respectivamente grupo, anillo, espacio vectorial sobre R).

Si tenemos una familia de 4lgebras topoldgicas {Y, : e € A}, en-
tonces el producto ¥ = [], .4 Ys también tiene una estructura de
algebra topoldgica, si definimos las operaciones en Y coordenada a
coordenada. Por ejemplo, la suma de dos puntos z = (z,) y ¥ = (ya)
sera el punto € +y = (Za + Yo} ; andlogamente con las demas opera-
ciones. La topologia de Y sera la topologia producto.
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Por otra parte, diremos que dos algebras topoldgicas sobre R (resp.
grupos, anillos, espacios vectoriales topoldgicos) son topoldgicamente
isomorfas si existe un homeomorfismo H:Y — Z que preserva la
estrutura algebraica correspondiente.

Proposicién 4.19 Sea Y =[] c4 Ya.entonces:
a) El espacio C, (X, Y) es homeomorfo al espacio [, 4 Cp (X, Ya) -
b) S7 ademds cada Y, es un dlgebra topoldgica sobre R, entonces
Cp(X,Y) es topoldgicamente isomorfa a [J,c 4 Cp (X, Ya) -

DEMOSTRACION. (a) Sea

H:(HYQ)X—rHY‘;‘(

acA ac A

la funcién que a cada f € ([Taea YQ)X le asigna H (f) € [Toea ¥i¥.
la cual es la funcion definida de la siguiente manera

H(f)(a)(z)=f(z)(a)-
Esta funcién es una biyeccidn, su inversa es la funcién

o [ B 7 (H Y,,)x

aEA acA

definida de la siguiente manera

H™! ((fa)) = Dacafa

es decir la funcién que asigna a cada elemento (fo) € [[,ca YX la
funcién diagonal inducida por (f,) , la funcién H™?! es continua. Para
demostrar que la funcién H es continua sea g = wgo H (f) y sea

W = W(g;xl,mg, I P Bl, Bg, veey Bn)

una vecindad local de g. Si consideramos la vecindad W de f definida
de la siguiente manera

W (f;xlxzza---:mn;Pﬁ-l (Bl)ip.@_l (Bz) ,“':P.g_l (Bn))

en donde Pg es la 3—ésima proyeccién del producto (Hae A Ya)x ,
es facil comprobar que H (W) - W, y esto dltimo demuestra la
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continuidad de H. Por lo tanto la funcién H es un homeomorfisimo.

Ademis,
H (C,, (X, IT Ya)) =[] Cp(x.¥a).
acA aCA

De donde, G, (X,Y) es homeomorfo a [T, 4 Cp (X, Ya) -

(b) Es suficiente demostrar que la funcién H, definida en (a),
también preserva las operaciones algebraicas. Consideremos funcioues
cualesquiera f,g y h € Cp (X, [Taca Ya) ¥ un escalar arbitrario
r € R. Sean a € A y € X elementos cualesquiera, entonces

H{rf +gh)(a)(z) = (rf+gh)(a)(z)
= ((rf) (z) +(gh) (z)) (@)
= (vf(z)+g(z)h(z)}{a)
= rf(z)(a) +g(z}(a) h(z) ()
= rH{(f){a)(z) + H (9) () (=)} H (1) () ().

De donde, H(rf 4+ gh) = vH(f) + H(g) H (k). Por lo tanto H
preserva las operaciones algebraicas y ello completa la demostracidn
=

Proposicion 4.20 Sea X = E,c4X, lo suma libre topoldgica de
los espacios X4, y sea Y un espacio cualquiera. Entonces:
a) El espacio Cp (X,Y') es homeomorfo al espacio [[,c 4 Cp (Xa,Y) .
b) Si ademds Y es un dlgebra topoldgica, entonces C,(X,Y) es
topoldgicamente isomorfa a [] o4 Cp (Xa,Y).

DEMOSTRACION. (a) Para cada a € A, denotemos por i, a la funcion
inclusion de X, en X, y sea by : VX — YXo tal que hy (f) = foia.
Las funciones A, son continuas. En efecto, sean f € YX, g = h (f)
y

W = W (9;3:1,:122, "'!le;Cl: Cza ey Cﬂ)

una vecindad local de g en Y%= Entonces W es también una vecin-
dad local de f en YX | ademds se cumple que hq (W’ ) = W, de doude

obtenemos la continuidad de la funcién h,.
Consideremos ahora la funcién H : YX — ] acA Y¥X« donde

H(f)(a) (@) = foiq(m)
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Para cada f € Y¥. Esta funcidn es una biyeccién, y puesto que
o 0 H = hg, para cada a € A, concluimos que la funcion H es
continua.

Por otra parte, sea

ﬁ} = W(f;mlst:“-:In;Bl:Bih "‘1Bﬂ)

un abierto bdsico candnico en ¥ X. Entonces, si denotamos por Wo,
a los conjuntos W (zi; B;) C Y X, donde z; € X,,, se tiene que

H (W) = ﬂvr;il (Wai) .
i=1
En efecto, si f € w , ¥ si 1 <1< n, entonces
Ta, (H () (z:) = f ota (zi) = f(2:) € By,

de donde H (f) € Niz; 7o (Wa‘,) . Ahora si g € N, 73} (Wai) ,
entonces, dado que H es suprayectiva, existe f € YX talque H (f) =
g. De aquj se sigue que

fi) = fota, (z:) = H(f) (o) (z:) = f () () € By;

es decir, f € W. Por lo tanto, H (W) = (Vo) 7o -1 (W ) De donde,
H es una funcién abierta.

Finaimente, dado que las inclusiones son funciones continuas se
tiene que H (Cp (X, Y)} C [[oea Cr (Xa,Y); ¥ si

g€ HC (Xa,Y)

acA

la sobreyectividad de la funcién H, permite argumentar la existencia
de una funcién f € ¥X tal que H(f) = g. Pero como para esta
funcion se tiene que: foi,, = My 09, para cada a € A, f es continua.
De donde [ 4 Cp(Xa,Y) C H(C, (X,Y)). Por lo tanto,

1 Cr (Xa,Y) = H(Cy (X,Y))
acA

y por tanto concluimos que la funcién H es un homeomorfismo.
(b) Es suficiente demostrar que la funcién H, definida en (a),
también preserva las operaciones algebraicas. Considerenios funciones
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cualesquiera f,g y h € Cp(X,[l,caYa) ¥ un escalar arbitrario
r € R. Sean o € A y z € X elementos cualesquiera, entonces

H(rf+gh)(a)(z) = (rf+gh)ia(2)
(rf)ia(z} + (gh)ia (x)

= r(foix(x))+(g0ia(z))(hois(x))

= rH(f)(a)(x)+ H (g) (@) (z) H (h} (o) (x) .
De donde, H (rf + gh) = rH(f) + H(g) H (k). Por lo taunto H

preserva las operaciones algebraicas y ello completa la demostracion
[ ]

4.5 Funciones Cardinales en C, (X)

Antes de calcular funciones cardinales en el espacio C, (X), viunos
a considerar algunos hechos con respecto a las bases tanto locales
como para la topologia de Cp, (X,Y) . En primer lugar mostraremos
que el espacio ¥ puede ser considerado como subespacio cerrado de

Cp(X,Y).

Proposicion 4.21 Sea &y : Y — Cp(X,Y) la funcidn que a coda
punto y € Y le asigna la funcidn constante ky : X — Y con valor y.
Entonces £y es un encaje cerrado.

DEMOSTRACION. Es claro que la funcidn &y : Y — Cp (X, Y} es una
funcién inyectiva. Seay € Y, y

W =W (z,,z2,....%n; B, By,...., Bu)

un abierto bdsico en C, (X,Y) tal que £y (y) € W. Entonces y =
ky(z:) € B;, para cada i = 1,2,...,n. Sea B = [, Bi; entonces
y € By &y (B) C W. De donde, £y es continua en y € Y. Es facil
constatar que para B C Y abierto

& (B) = J{W (z,B) :z € X} }&v (),

de donde, resulta que £y es una funcién abierta.

Ahora si f € Cp(X,Y)\ &y (Y), entonces existen x; y v en
X, 1 # 1z, tales que f(z;) # f(x2). Sean Uy y Uy abiertos
ajenos en Y que satisfacen f({z;) € U, para i = 1,2. Entonces

feEW(z1,z2;U1,U2) CCp{X,Y)\ &y (Y) ]
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Observacién 16 Si P es una propiedad hereditaria con respecto o
los subconjuntos cerrados y Y no satisface P, entonces C, (X,Y) no
satisface P. Por ejemplo, C, (X) no es numerablemente compacto
para cuelquier espacio X.

Como consecuencia de la proposicién anterior y de la monotonia de
las funciones cardinales peso y caricter resulta que para cualesquier
par de espacios X y Y se cumple:

w(Y) Sw(Cp(X,Y)) v x(Y) S x(Cp(X,Y)).
Otro hecho importante lo proporciona el siguiente resultacdo.

Proposicién 4.22 Sean X, Y y Z espacios topoldgicos. Si Y estd
encajado en Z, entonces C, (X,Y) es homeomorfo a un subespacio de
C, (X, Z). Ademds, C, (X,Y) es un subespacio cerrado en C,, (X, Z}
st Y estd encajado de forma cervada en el espacio Z.

DEMOSTRACION. Sea i : ¥ — Z un encaje, y sea § : C, (X, Y) —
Cp (X, Z) la funcién dada por £(f) = io f. Es claro que § es una
funcién bien definida y que la inyectividad de la funcién i implica la
de £.Sea h € Cp(X,Y), y sea

W = W (21,22, ...,%Zn; C1,C2,...,Cn)

un abijerto basico en Cp{X,Z) tal que £(f) € W. Para cada 1 =
1,2,...,n, sea B; = i1 (C;) . Entonces

f € W(zi,xa,...,2n; B1, By,..., Ba)
y ademads
£ (W (.’EI,IEQ, IO o Bl,Bz‘..., Bn)) cw (:-'.71, I2,...,Tn; Cl,C-_)‘..., Cn) .

De donde tenemos que £ es una funcioén continua.
Ahora para demostrar que es una funcién abierta a su imagen, sea

W (3:1:2:21 veey Ty Bla B2,'-'; Bn)

un abierto en Cp, (X,Y), como i: Y — Z es un encaje, entonces
tenemos que i (B;) con j € {1,2,...,n} es un conjunto abierto en
i(Y). Por lo tanto, existen abiertos Ci, Cs, ...,Cr en la topologia de
Z, tales que i (B;) = Ci{11(Y), el conjunto

’Wv = W ($1;$21 “”mﬂ;cls C?; =3 Cﬂ.)
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es un abierto en C, (X, Z). Ademds se cumple
§(W (21,22, ., To; B, By, Ba)) = W()i(Y)

De donde obtenemos que £ es una funcién abierta.
Si ahora suponemos que i es un encaje cerrado. Sea

he Cp(X,2)\E(Cp(X,Y)).

Entonces existe 29 € X tal que h(zp) € Z\i(Y);sea C C Z un
abierto tal que K (zo) € C € Z\i(Y). Entonces

he W(?»'mc) C CP (Xa Z) \{;‘(Cp (X,Y)) -
De donde £ resulta ser un encaje cerrado [ |

Observacién 17 Como resultado de las observaciones 10 y 11 te-
nemos las siguientes desigualdades para las funciones cardinales peso
y cardcter en el espacio Cp (X,Y).

w(G (X, Y) < [X]-w(Y) y x(Co(X,Y)) < IX]- x(Y)

Es claro que se da la igualdad cuando ¥ = R. Es decir, en este caso,
el peso y el cardcter coinciden con la cardinalidad del espacio dominio
X, (aquf estamos suponiendo que |X| > No, pues si n = | X < No,
entonces RX = R" y el espacio R™ es primero numerable, segundo
numerable, separable y metrizable).

Teorema 4.23 Para cualquier espacio topologico infinito X,
1X] = x(Cp (X)) = w (Cp (X))

DEMOSTRACION. Dado que x(C, (X)) < w(C, (X)) < w (RX) <
|X|-w(R), es suficiente demostrar que IX| £ x(Cp (X)) . Suponga-
mos lo contrario, es decir, supongamos que x (Co (X)) <|X]|.Sea@
una base local de la funcién constante cero, 0, en Cp (X) de cardinali-
dad estrictamente menor que |X|. Podemos suponer que los elemen-
tos de G son de la forma W (0;z;, 2, e TniE),CON Ty, Ty, ., Ty € X
y € > 0. Para cada W (0;zy,x3, ..., Zn;€) € G, sean

K(W)={z),22,...,za} yY = U {K(W):Weg)

Entonces Y| < |X|; sea z* € X \ Y. Consideremos ahora la vecin-
dad W (0;z*;1) de 0 en Cp (X). Sea V = W (0;z,, z2, Ty E) U
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elemento arbitrario en G. Como {x1,22,...,z,} C Y, 2% # z; para
cada i = 1,2,...,n, y dado que X es un espacio de Tychonoff, pode-
mos elegir una funcién g € C, (X) tal que: g(z;) = 0, para cada
1=1,2,...,n,y g(z*) = 1. Entonces se tiene que g € VAW (0;z";1) .
Por lo tanto, V & W (0;z*;1), pero esto ultimo contradice el hecho
de que G es una base local de vecindades para la funcién 0. De
donde, | X| < x(Cp (X))} . Por lo tanto

X} =x(Cp (X)) =w(Cp (X)) m

Corolaric 4.24 Para cualquier espacio topoldgico X, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a} {X] < No.

{(0) Cyy (X)) es un espacio segundo numerable.

{(c) Cp(X) es un espacio primero numerable.

(d) Cp(X) es un espacio metrizable.

DEMOSTRACION. (a) = (d) Como R es un espacio metrizable y | X| <
¥g, entonces BX es un producto a lo mds numerable de espacios
metrizables, por lo tanto, es metrizable. Como la metrizabilidad es
una propiedad hereditaria, tenemos que Cy, (X) es metrizable.

(d) = (c) Todo espacio metrizable es primero numerable.

(¢) = (b} y (b) = (a) son inmediatas a partir del teorema anterior
[

Ejemplo 4.25 Como una consecuencia inmediata del corolario an-
terior, tenemos que los espacios topoldgicos Cp{(N) y C,(Q) son
metrizables y separables, mientras que Cp (R} no es metrizable.

Definicion 4.26 Una trayectoria no trivial en un espacio X es unae
funcidn continua t : [0,1} — X tal que t (0) # ¢ (1).

En un espacio Hausdorff la existencia de una trayectoria no trivial
implica la existencia de un subconjunto homeomorfo a R [W, pag.222] .

Proposicién 4.27 Sea X un espacio topoldgico cualquiera, y sea
Y un espacio topoldgico que contiene una trayectoria no trivial, en-
tonces:

w(Cp (X,Y)) = X[ - w(Y) y x (G (X,Y)) = | X]- x(Y)
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DEMOSTRACION. Dado que Y contiene una trayectoria no trivial,
Cp(X) es homeomorfo a un subespacio del espacio C,(X,Y), la
monotonia de las funciones cardinales peso y caricter implica que

|X{ =w (Cp (X)) Sw(Cp(X,Y))

| X1 = x(Cp (X)) < x(Cp(X,Y))
Asi mismo, dado que Y es homeomorfo a un subespacio de C, (X, Y).
w(Y) < w(G(X,Y)) y x(Y) < x (G (X,Y)).
Por lo tanto,
w(Cp (X, Y)) 2 [X|-w(Y) y x(Go(X,Y)) 2 {X] - x(Y).

Como w(Cp (X,Y)) < |X]-w(Y) y x(Cp(X,Y)) < |X]- x(Y)
(Observacion 16). Concluimos que

w (Cp (X,Y)

) |X]-w(Y) y
x(Cp(X,Y))

|X]-x(Y) =

I

Corolario 4.28 Sean X y Y espacios topoldgicos tales que Y con-
tiene una trayectoria no trivial, entonces:

(a) Cp(X,Y) es primero numernble si y sélo si | X| <Ny y ¥V es
primero numerable.

(0) Co{X.Y) es sequndo numerable st y sdlo si | X| <Ny y ¥V es
sequndo numerable.

DEMOSTRACION. (a) = | Es consecuencia inmediata del teorema an-
terior.

<=| Es claro pues primero numerable es una propiedad Rp— mul-
tiplicativa (Corolario 2.28), y hereditaria.

(b) =] Es consecuencia inmediata del teorema anterior.

<] Es claro pues segundo numerable es una propiedad Ro— mul-
tiplicativa (Corolario 2.28), y hereditaria. ]

Tambien existe un resultado similar al del Corolario 4.24 para
espacios topolégicos X y Z.

Corolario 4.29 Para cualesquiera espacios topoldgicos X y Z, las
siguientes propiedades son equivalentes:
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() 1X]- 2] < No.

(b) Cp(X,Cp(Z)) es sequndo numerable.
(¢) Cp(X,Cp(Z)) es primero numerable.
(d} Cp(X,Cp(Z)) es metrizable.

La dernostracién de este corolario es muy similar a la del corolario
4.24, motivo por el cual se omite.

Ahora se tratard el comportamiento de las funciones cardinales
peso red, pseudocardcter y el i-peso en Cp (X) .

Proposicién 4.30 Para cualquier espacio topoldgice X, se cumple
nw (X) = nw (G (X))

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que nw (Cp, (X)) < nw (X) .
Para ello, sean R una red en X tal que nw (X) = |R|, y B una base
numerable de R. Para cada par de colecciones finitas Ry, ..., Ry € R
y Uy, ...,Ux € B consideramos a los conjuntos

W (R1y oo RisUr, - U) = {F €C(X) : f(R) CUsi=1...,k}
y sea ’
G={W(Ri,...Be;U1,...Ur): Uie By R, € R, 1= ...k}

La familia ¢ cumple con |G| < |R|. Ademds la familia G es una
red en C,(X). En efecto, sean f € Cp (X) y W (fiz1, %2, ey T E)
una vecindad canénica de f en Cp {X), aqui suponemos ademds que
x; # x; si i # j. Ahora, elijamos Uy, Up, ..., Ux € B tales que

flz) €U C(f(m:) —¢, f(z:i) +€) parai=1,2,... k.

Como la funcién f es continua, existen Ry, Ra, ..., Rx € R tales que
;€ Ry f(R) CU; parai=1,2,...,k . Entonces

f e W(Rl,...,Rk;Ul,...,Uk) C W(f;’(tl,:l:g,...,a:k;&:) .

En efecto, f € W (Ry,..., Re; Un, ..., Uk) ya que f (R;) C Ui para
cada i = 1,2,..., k. Ahora, sea g € W (Ry,..., Rx; U1, ..., Ur) . Como
z; € Ri, se tiene que g(z:) € Ui, entonces |f (x:) —g(2i)| < =,
y esto se cumple para toda i € {1,2,..,k}. Por lo tanto, g €
W (f;z1,23,...,%2x;€) . De donde, G es una red en Cp(X). Por lo
tanto, nw (Cp (X)) < nw(X).
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Para demostrar que nw(X) < nw(C, (X)), recordemos la in-
clusién de X en Cy, (Cp (X)) y la monotonia del peso red. Ahora, apli-
cando la desigualdad recien probada, es decir, nw (Cp, (X)) < nw (X)
tenemos que

nw (X) < 1w (Gy (Cp (X)) < maw (G (X)).
Por lo tanto, concluimos que nw (X) = nw (C, (X)) =
Teorema 4.31 Para cualquier espacio topoldgico X se cumple
d(X) = iw(Cp (X)) = % (Cp (X))
DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que
1w (Cp (X)) S d(X) <4 (Cp (X)),

ya que 1w (Cp (X)) 2 ¢ (Cy(X)). Sean 7 =d(X) y Y C X =Y tal
que |Y| = 7. Entonces

w(Cp(Y)) <w(RY) =1 =d(X).

La funcién restriccién my : C,{X) — Z C C,(Y)} es una conden-
sacion de Cp (X) en Z = @y (C,, (X)) C C, (Y}, de aqui obtenemos
que:

w(Z) Sw(C,(Y)) < 7.

Entonces iw (Cy, (X)) S w(Z) < 7.

Ahora mostraremos que d(X) < ¥ (C,p(X)). Sea f € C,(X),
f = 0y fijemos una familia G de vecindades canénicas de f en
Cp (X) tal que G ={f}, es decir, G es una pseudobase que consta
de abiertos candnicos. Para cada W = W (f;z,%2,...,24;¢) € G,
sea K(W) = {z1,z2,...,2} y consideremos al subespacio ¥ =
U{K (W):W e G}, Y C X. Claramente |Y| < |G| y ademdis ¥ =
X. En efecto, supongamos lo contrario. Entonces existe z* € X\Y y
geCp(X)talqueg(z*) =1y g|p=0. Entonces g€ NGy g # f,
pero esto tltimo contradice el hecho de que § es una pseudobase de
f. Por lo tanto, Y es denso en X y d(X) < ¢ (C,(X)). De todo lo
anterior tenemos que

iw (Cp (X)) € d(X) <9 (Cp (X)) < iw(Cp (X)).
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De donde concluimos que
iw (Cp (X)) =d(X) =¢ (G (X)) m

Antes de proseguir con resultados de funciones cardinales en C, (X)
demostraremos un lema que involucra a la funcién f#, introducida
en la seccién 4.2

Lema 4.32 Si f : X — Y es una condensacion, entonces f¥ :
Cu (Y) — Cp(X) es un encaje y f#(C,(Y)) es denso en G, (X).

DEMOSTRACION. Para demostrar que f# es un encaje es suficiente
demostrar que es abierta. Sea W = W (1,92, ..., ¥n; B1, B2, ..., Bn)
un abierto candnico en Cp (X) . Como f es biyeccién, para toda ¢ €
{1,2,...,n} existe z; € X tal que f(z;) = yi. Entonces

f# (W) = W(‘TI)I:Q: "'7:1:71; Bl:BZJ "'1Bﬂ-)nf# (Cp (Y)) *
En efecto, sea g € W y como ¢ (y;) € B, para toda 7 € {1,2,...,n}

go f(z:) =g(f(z:)) = g(w:) € Bi.

Tenemos que f# (g) € W (z, %3, ...,Tn; By, Ba, ..., By} . Por lo tanto,
f# (W) C W(.’EI,.’L’Q, "-3$n;BI:Bz1 1Bﬂ)nf# (CP (Y)) -

Ahora,seah € W (z1,%2, ..., Zn; B1, B2, ..., Bo) N f# (Cp (Y)) . Co-
no h € f#(C,(Y)), existe g € Cp (Y} tal que b = g o f. Del hecho
que h € W (zy,%9,...,%n; By, Ba, ..., By,) tenemos que h(x;) € B;
para toda i € {1,2,...,n}. De donde,

g(y:) =g (f(z:)) =go f(z:) = h(z:) € By

es decir, g € W. Por lo tanto, h € f# (W) . Entonces,
(W) D W (21,22, ... Zn; B1, By, oy Bu) [ | FF(Cp (V).

Para demostrar que f# (C,(Y)) es denso en Cp(X) tomemos
g € Cp(X) y sean W (g;x1,%2,...,Zn; By, Ba,..., By) una vecindad
basica de g en Cp(X), yi = f (z:) para toda i € {1,2,...,n}. Como
f es biyectiva, existe h € Cy, (V) tal que h (3;) = g(z;) para todai €
{1,2,...,n}, entonces f#(h) € W({(g;z1,%2,...,%n; B1, B2, ..., Bn).
Por lo tanto, f# (Cp(Y)) es denso en C, (X) B



90 4. Espacios de Funciones Continuas

Teorema 4.33 Para cualquier espacio topolégico X se cumple que
w (X) = d(Cp (X))
DEMOSTRACION. Como X se puede encajar en Cp, (Cp (X)) , entonces
iw (X) < iw(Cp (Cp (X))

Por el teorema anterior iw (Cp (Cp (X)) < d{Cp (X))

Ahora mostraremos que d(C, (X)) < iw(X). Para ello, sea [ :
X — Y una condensacién tal que w{Y) = iw (X). Por el Teorema
4.30,

nw (Cp (X)) < nw (¥) < 10 (¥)

Entonces nw (f# (C, (Y))) < w(Y). Como f es una condensacién.
por el lema 4.32, sabemos que Cp, (Y') es homeomorfo a f# (C, (Y)).
Por lo tanto, nw (f# (C, (Y))) = nw (C,(Y)). Nuevamente por cl

lema 4.32 f# (C, (Y)) = Cp(X). de donde

d(Cp (X)) S d(f*(Gp (V) < naw (F#(C, (Y))) = nw (Cp (V)

Finalmente por la eleccion del espacio Y y que el peso domina al
peso de red,

nw (Cp (Y)) =nw (YY) S w(Y) = iw (X)
de donde d(C\, (X)) £ tw (X) y ello completa la demostracion =

Definicién 4.34 Dos espacios topoldgicos X y Y son i-equivalentes
st Cp(X) es homeomorfo a Cp(Y).

Como consecuencia de los teoremas 4.23, 4.30, 4.31, 4.33, obtene-
mos el 1iltimo resultado presentado en este trabajo.

Corolario 4.35 51 X yY son dos espacios t-equivalentes. Entonces
a) nw(X) =nw(Y)
b) d{X)=d(Y)
c) iw (X) = iw (Y)
4) | X| = Y|
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