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Si tienes un tituld universitario, puedes estar seguro de una cosa ...

j Qué tienes un titulo universitario |

George Bermard Shaw
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Introduccion

INTRODUCCION

En diversas disciplinas de estudio existen muchos problemas de relativa
importancia que requieren, para su estudio, de la elaboracion de un modelo matematico
que los represente. Algunos de estos modelos estan constituidos por ecuaciones

diferenciales.

En el campo de las matematicas aplicadas, las ecuaciones diferenciales juegan un
papel importante. En sus principios aparecieron representando problemas mecanicos y
geométricos, posteriormente se extendié su campo de aplicacion a todas fas ramas de la
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fisica y en la actualidad es comiin encontrarlas aplicadas en disciplinas tan diversas como
lo son la biologia, 1a quimica, la sociologia, la economia y la fisiologia.

Si dado un problema, lo podemos representar por medio de una ecuacion
diferencial, es 16gico pensar en los métodos que se pueden emplear para resolver dicha
ecuacion. Existen diversos procedimientos que nos permiten hallar la funcién o las
funciones desconocidas que satisfacen una ecuacién diferencial dada, sin embargo, cada
uno de ellos es aplicable solo a una cierta clase de ecuaciones diferenciales.

E! objetivo de este trabajo es desarrollar el formalismo del método de variacién de
pardmetros para resolver ecuaciones diferenciales, utilizando procedimientos matriciales.

En el capitulo 1 se presentan los conceptos y la teoria bdsica de las ecuaciones
diferenciales. Se exponen algunos métodos de solucién, entre ellos, el de reduccion de
orden, el de operadores diferenciales, e} de coeficientes indeterminados, el de
transformada de Laplace y el de serie de potencias. Al final de este capitulo, se habla
acerca del espacio de soluciomes, se definen los conceptos de dependencia e
independencia lineal y se menciona el sistema fundamental de soluciones de una ecunacién
diferencial homogénea y su relacién con el wronskiano.

En el capitulo 2 se da una introduccion a los sistemas de ecuaciones lineales y a su
representacién matricial. Gran parte de este capitulo se dedica a los métodos de solucion
de dichos sistemas en donde se hace referencia a la aplicacion de operaciones elementales
de fila que aunque no se requiere para el desarrollo de este trabajo, se expone por
presentar un documento méas completo debido a que dicha aplicacién es uno de fos
procesos mas poderosos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Se finaliza este
capitulo exponiendo Ia teoria de los determinantes de matrices ¢ introduciendo el
concepto de matriz inversible.

En el capitulo 3 se presenta la fundamentacién tedrica del método de variacién de
parametros como un método general para resolver ecuaciones diferenciales lineales no
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homogéneas empleando recursos matriciales. Se comienza el capitulo recordando que la
solucién general de una ecuacion diferencial fineal no homogénea de orden n esta
constituida por la solucién genreral de la ecuacion homogénea asociada con ella y una
solucion particular de la ecuacién dada. Posteriormente, al hablar del método
mencionado, se dice que para poder emplearlo se requiere conocer el sistema fundamental
de soluciones de !a ecuacién homogénea asociada con la ecuacién no homogénea
correspondiente, y se reconoce que esto representa una limitante para el método, sin
embargo, si se conoce dicho sistema el método puede ser empleado para hallar la solucion
particular de una ecuacion no homogénea dada. Para encontrar dicha solucion, se parte
del hecho de que 1a combinacién lineal de las 7 soluciones linealmente independientes de
la ecuacién homogénea correspondiente, forman otra solucién de la misma ecuacién, El
método toma esa otra solucion y cambia fas constantes por funciones de tal manera que
esta nucva combinacién sea una solucién que satisfaga la ecuacion no homogénea en
cuestion. Para determinar las funciones que forman parte de la solucién mencionada, s¢
requicre de n condiciones. La ecuacion diferencial no homogénea impone solo una de
ellas, por lo tanto, la eleccion de las otras n-1 condiciones es arbitraria. Con las n
condiciones requeridas, se forma un sistema de # ecuaciones con n incognitas que se
representa en forma matricial. Tales incognitas son las funciones que se tienen que
determinar. Finalmente, se expone como se resuelve dicho sistema y se dan algunos

ejemplos vtilizando el método.
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Capitulo 1

ECUACIONES DIFERENCIALES

En este capituto se introduce la terminologia basica de las ecuaciones diferenciales.
Se exponen brevemente los tipos de ecuaciones diferenciales que existen y se dan algunos
ejemplos. Se habla también de algunos métodos de solucién y del espacio de soluciones,
mencionando el sistema fundamental de soluciones, el wronskiano y los conceptos de

dependencia e independencia lineal.



Ecuaciones Diferenciales

1.1 Definiciones

Las ecuaciones diferenciales son partc importante de las mateméticas ya que,
ademas de resolver problemas puramente mateméticos, proporcionan también un medio
eficaz para resolver numerosas cuestiones précticas de Ia ciencia en general. Por ejemplo
en las ciencias fisicas y sociales hay una gran cantidad de problemas importantes que
pueden resolverse si se plantean ¢n términos matemdticos a través de una ecuacion

diferencial.

Se entiende por ecuacion diferencial, cualquier relacién en la que intervienen una
variable dependiente y sus derivadas con respecto a una o mas variables independientes.
En general, una ecuacién diferencial es aquella que contienc derivadas de una funcidén

desconocida

Un ejemplo clasico de ecuacion diferencial es la que representa la segunda Ley de

Newton:

d*u(t) _ du(t)
m—u——dt2 -F{t,u(t), % ]

para la posicion u(f) de una particula de masa m, sobre la que actia una fuerza F, la cual

puede ser funcién del tiempo ¢, de la posicién u(?) y de la velocidad du(¢)/dt.

La solucion de una ecuacion diferencial de dos variables es una relacion, sin
derivadas, entre las variables que satisface dicha ecuacién. Por ejemplo, dada la ecuacion
diferencial '=f(x,), se le llama solucion a cualquier funcién y=¢(x), tat que exista ¢' y
satisfaga la igualdad ¢'(x) = f [x,6(x)]. Sifdepende solo de x, y'=f(x), entonces ¢ €s una

antiderivada de f'y se escribe
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y=b(x0)=| f@nydt+c,
donde ¢ es una constante arbitraria.

En el estudio de las ecuaciones diferenciales, al evaluar una antiderivada o una
integral indefinida se usa una constante de integracion. De esta manera al resolver una
ecuacién diferencial de la forma F(xy))=0, se obtendra una familia de
funciones G(x,y,c)=0 gue contendra un parimetro arbitrario ¢, de tal manera que cada
miembro de dicha familia serd una solucién de la ecuacion diferencial.  En el caso de
una ecuacién diferencial del tipo F(x, ¥, ¥, ..., ¥")=0, se espera obtener una familia

n-paramétrica de soluciones G(x, y, ¢y, -.., ¢,}=0.

S$i todas las soluciones de F(x, y, , ..., ¥™)=0 en un intervalo / pueden obtenerse
de G{x, y, ci, ..., ¢,)=0 mediante valores especificos de los ¢;, con i = 1, ..., n, entonces se

dice que la familia n-paramétrica es la solucion general de la ecuacion diferencial.

1. 2 Tipos de Ecuaciones

Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar de acuerdo con algunas de sus
caracteristicas. Una clasificacion que se basa en si Ia funcion desconocida depende de una
o de varias variables independientes, las divide en ordinarias, parciales y mixtas. Una
ecuacién es ordinaria si solo contiene derivadas ordinarias de una o mas variables
dependientes con respecto a una sola variable independiente, ejemplos de este tipo de

ecuaciones son:

_xl
_+ — s
) 2xy=e
d'y . dy
52 46y=0,
dx? dx
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en las cuales la variable dependiente es y y la variable independiente es x.

Si la ecuacion diferencial contiene derivadas parciales de una o mas variables
dependientes de dos o mas variables independientes s¢ llama ecuacicn diferencial parcial,

Por ejemplo, las igualdades

Pw Fw J'w
iy ta

(3w dw Fw) Fw
a —Fz_"‘" F] + 7 | SR
a9t & ot

corresponden a ecuaciones diferenciales parciales y se trata, respectivamente, de las

ecuaciones de Laplace y de onda.
Cuando la ecuacion diferencial contiene tanto derivadas ordinarias como derivadas

parciales, se le denomina ecuacion diferencial mixta. Un ejemplo de este tipo lo

representa la ecuacién de Euler’

@R

4
dx dy
donde y,.= dy/dx.

Una segunda clasificacién se puede hacer de acuerdo al orden de la ccuacion. El
orden de una ecuacién diferencial es igual al de la derivada de mayor orden que interviene
en ella. Las igvaldades

! Leonhard Euler, matematico suizo (1707-1783)
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' y

x=+4+y=0,

dx
dy Y
%) =

d’y . dy
3 x
X ~—3—3x~—+2y=e ,

son e¢jemplos de ecuaciones diferenciales de primero, segundo y tercer orden,

respectivamente.

Una ecuacién diferencial ordinaria general de orden » es una expresién de la forma

2 "
an F[x,y,ﬂ,.d_z ,,,,, z_y.]
e daxt "

y simboliza una relacion entre la variable independiente x y los valores de la funcion y y
sus primeras n derivadas , ', ... , . En el caso de la ecuacién anterior, su sofucién
seria una funcién y=9(x), tal que existan ¢, ¢™", ... , ¢' y satisfagan la igualdad
0= fIx, $(x), ..., ¢ V()] En este trabajo se supondra que siempre es posible
despejar la derivada de mas alto orden en una ecuacion diferencial ordinaria, esto es,

supondremos que Ia igualdad (1.1} siempre puede escribirse como

Py Y )

Otra clasificacion importante, se basa en la linealidad de la ecuacion. Se dice que
la ecuacion diferencial F{ x, v, ¥, 3", ... , ¥)=0 es lineal, si F es una funcién lineal en las
variables y, /' , ", ... , " Las siguientes igualdades corresponden a ecuaciones de este
tipo.

Yity=0,



xHy" -3 + 4y =0,

xjylﬂ - xzyll + 3xy + 5y:e1'
La expresion general para una ecuacién diferencial ordinaria lineal de orden » es

dn—ly dy

d
ay ot et (x)&}—+ ay(x)y = g(x),

(1.2) a,(x) dxf +a, (x)

donde los coeficientes @; con i=1,..., n'y g son funciones dadas gue dependen sélo de la

variable independiente x y a, no es la funcion idénticamente nula.

Si dada una ecuacidn diferencial ordinaria de n-ésimo orden, la funcidn y y sus
derivadas no aparecen como en (1.2), decimos que dicha ecuacion es no lineal. Un
problema fisico que da origen al planteamiento de una ecuacion diferencial no lineal es el
comrespondiente al movimiento del péndulo fisico. Tal movimiento queda descrito por la

ecuacion

2

dr?

+%sen9=0.

Otro ejemplo del mismo tipo, es el sigutente
YU 2ey +py =
donde la no linealidad se debe al término yy'.
En cuanto a las soluciones de una ecuacion diferencial, es importante hacer notar
que la solucion general difiere para ecuaciones lineales y no lineales. Por ejemplo, para

una ecuacion lineal de primer orden, se puede obtener una solucién que contenga una

constante arbitraria, de la cual pueden obtenerse todas las soluciones posibles, con sdlo
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especificar diferentes valores para dicha constante. En las ecuaciones no lineales puede
que esto no suceda, pues ain cuando se encuentre una solucidn que contenga una
constante arbitraria, se puede dar ef caso de que existan otras soluciones que no se puedan
obtener asignando un valor a dicha constante. Por lo tanto, s6lo usaremos el término

solucion general cuando se trate de ecuaciones lineales.

1.3 Métodos de Solucion

En Ia primera parte de esta secci6n, centraremos nuestra atencion en los métodos

de solucién de las ecuaciones diferenciales de primer orden.

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria

2 ”
(13) F[x!y'ﬂ..’qd_x,m’ﬂ] =0,
de dx’  dx”

En la mayoria de los casos es relativamente ficil comprobar que una funcién dada
¥ = ¥x) es solucion de dicha ecuacién. Para ello basta con calcular las derivadas de }(x)
y mostrar que al sustituir ésta y sus derivadas en (1.3), la igualdad se satisface
idénticamente.  El problema se presenta cuando se parte de la ecuacion diferencial y se

debe hallar su solucion.

Salvo para las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, lamentablemente
no existe un método analitico general para resolver fodo tipo de ecuaciones. Se dispone
de varios métodos de solucitn, sin embargo cada uno de ellos, en general, solo es
aplicable a una cierta clase de ecuaciones de la forma (1.3).  Cabe sefialar que para
aquellas ecuaciones lineales que no pueden resolverse por integrales simples, existe el

método de solucién por series de potencia que se citard mas adelante.

10
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Ecuaciones Diferenciales Lineales

Para resolver la ecuacion diferencial lineal de primer orden

(1.4) ¥+ plx)y = gx),

suponemos que existe una funcién p = u(x), lamada factor integrante, tat que

(1.5) u(y' +py) = ().

Si este es el caso, entonces, de (1.4} nos queda

() = pg,

igualdad que puede ser integrada de inmediato para obtener la solucion general de la

ecuacion diferencial (1.4) como
1 X
y(@)=—— fus)gl)ds + e
(x)
Por otra parte, de la expresion (1.5) se sigue que ¢ factor integrante p esta dado por

u(x) = exp| [ p(yat |

11
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Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

Consideremos ahora la siguiente ecuacion

(L.6) %=f(x)g(y).

Esta clase de ecuaciones son llamadas ecuaciones separables, o ecuaciones de variables
separables. Aqui, €l miembro de la derecha esta formado por un producto de dos
funciones, cada una de las cuales depende de sélo una de las variables involucradas en Ia
ecuacion. De esta forma, podemos separar las variables reescribiendo la igualdad (1.6)
como sigue

Y ps,

g(y)

y entonces resolverla por lo métodos tradicionales de integracién. Se obtiene
dy
—=—= | f(x)dx.
J g(y) j

Estas ecvaciones’ diferenciales se resuelven de manera muy sencilla ya que el
encontrar su solucion se reduce & un problema de integracion, aunque en muchas
ocasiones las integrales que se obticnen son dificiles 6 a veces imposibles de resolver

analiticamente.
Observemos que la ecuacién

ydr+xdy =0

12
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es separable y que, ademas, es equivalente a la diferencial del producto de x y y. Es decir,

yde ~xdy =dxy) = 0.

Integrando se obtiene la solucion implicita xy = c.

Ecuaciones Diferenciales Exactas

Sabemos que si z = f{x,y) e¢s una funcién con derivadas parciales de primer orden

continuas en una region R del plano xy, entonces su diferencial total en R es

AP A
dz-axdx+aya§i.

La expresion
M(x, y)dx + N(x, y) dy,

representa una diferencial exacta en una region R del plano xy, si ésta comresponde a la

diferencial total de alguna funcion f{x, ¥). Una ecuacién diferencial
(L7) M(x, y)dx + N(x, yydy = 0

se dice que es exacta si 1a expresion del primer miembro es una diferencial exacta. Esto

es, si existe una funcion f{x, y) tal que

¥ A
(1.8) M po y N >’
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de modo que la igualdad (1.7) se pueda expresar como
o .
I e+ZLay=o0,
ox oy b

osea df=0. En tal caso, la solucién de la ecuacién queda como flx, y) = c.

Si la funcion f tiene segundas derivadas parciales continuas en R, de las igualdades
{1.8) se llega a que

M Bf N _of

> ax oy

y de aqui que

of _3f
ayox  oxdy’

Por lo tanto, una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion (1.7) sea

exacta es que

Para resolver una ecuacitn exacta primero debemos suponer que existe una funcion
f(xy) tal que 3f/ 8x = M(x , y). De esta manera serd posible encontrar f integrando

M(x , ¥) con respecto a x y manteniendo y constante; esto es,

a9  Se)=[MENE )

14
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donde 1a constante de integracion vendria siendo la funcién g(y), hasta el momento
desconocida. Ahora para encontrar g(y), derivamos (1.9) con respecto a y y usamos el
hecho de que 3f /8y = N(x, y)

o _ 9
55 2 [ Mee, e+ £
=N,
De aqui resulta
(1.10) £~ Nxy) - 1| MENE.

Finalmente, se debe de integrar {1.10} con respecto a y y sustituir el resuitado en (1.9). La
solucion de la ecuacion estaria dada por f{x, y) = ¢

Factores de Integracion

Existen algunas ecuaciones que aunque no son exactas, pueden llegar a serlo

cuando se multiplican por una funcion apropiada. Por ejemplo, si la ecuacién
(1.11) Mx, )+ N, ) =0

no es exacta, se busca una funcién i (la cual puede depender tanto de x come de y) tal
que al multiplicarla por {a ecuacién anterior nos d¢é una ecuacién exacta, es decir, tal que

la igualdad
pwiMx,y)+ Nix,yy]=0

15
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resulte ser una ecuacion de este tipo,  Si este es el caso, se debe cumplir que

HuM) _ (V)
y  a

(1.12)

A la funcién i, cuando existe, se le llama facfor integrante de la ecuacion
diferencial y, gracias a este factor, Ja ecuacién (1.11) se puede resolver por ¢l método de
las ecuaciones exactas y su solucion satisfara la ecuacion original. Nuevamente, dicha

solucion estara dada implicitamente en la forma f{x, y) = c.

En general, ain cuando el factor integrante p exista, podria no ser facil encontrarlo.

De Ia igualdad (}.12) vemos que la funcién p satisface la ecuacidn diferencial parcial
Np, —Mp, +(N, - M =0,

que podria, en un momento dado, ser mas complicada de resolver que la ecuacion

diferencial original.

Los dos casos mas simples en que pueden obtenerse factores integrantes son
cuando t es funcion solo de una de las variables ya sea de x 6 de y. Si suponemos que

es funcion solamente de x, tenemos que

17
(uM),=pM, y (um,,=uN,+NE§,

y dado que (u M), = (. N),, encontramos

du_M,- N,

(1.13) - =

i
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Obviamente, en esta expresién , el cociente del lado derecho debe ser funcion
tinicamente de x. Si es asi, entonces la hipétesis de que el factor integrante it depende
s6lo de x es comrecta y u(x) puede encontrarse resolviendo la ecuacion diferencial de
primer orden lineal (1.13). De la misma forma, en ocasiones puede encontrarse un factor

integrante que s6lo depende de y.

Ecuaciones Diferenciales con Coeficientes Homogéneos

Como se menciond anteriormente, las dos clases de ecuaciones diferenciales no
lineales de primer orden que pueden resolverse directamente por medio de integrales, son
aquellas en las que las variables se separan y en las que Jas ecuaciones son exactas o se
pueden llevar a una ecuacién exacta.  Existe oira clase de ecuaciones que requiete de un
cambio de variable para llegar, de manera relativamente sencilla, a su sofucién; una clase
importante de ccvaciones que hacen uso de esta técnica son las Hamadas ecuaciones

diferenciales homogéneas,
Una funcién f evaluada en (x, y) se dice que es homogénea de grado n, si
S, ) =10f(x ),

es decir, si al sustituir en la funcién x y y por tx y #y, sale de la funcion resultante como
factor comiin 7°, y los términos restantes conforman la funcién original. Por ejemplo,

flxy)=x=3Jy+5y,  gy)=X+iy+y y hoy)=x+y
son funciones homogéneas de grado 1, grado 2 y grado 1/2, respectivamente.  En

muchos casos podemos reconocer si una funcién es homogénea con solo examinar el

grado de cada término,
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Se dice que una ecuacidn diferencial de la forma

(1.14) M(xy)dx + N(x,y)dy = 0
es homogénea, si M y N son funciones homogéneas del mismo grado.

El método para resolver ecuaciones homogéneas, se basa en transformar éstas en
ecuaciones de variables separables por medio del cambio de variable v=y/x, sea cual sea

la funcién fx,y) en cuestion,

En las ecuaciones homogéneas, la funcion fno depende de x y y en forma separada,
sino de las razones y/x 6 x/y. Por lo tanto, dichas ecuaciones son de la forma

(1.15) %:F(i’-)

Con el cambio de variable mencionado, 1a igualdad (1.15) se transforma en

(1.16) - F(v).

Considerando v como la nueva variable dependiente, debemos sustituir dy/dx en la
ecuacion (1.16) por una expresién equivalente en términos de v. Tomando en cuenta que
v=y/x tenemos que y=xv, de manera que, derivando esta expresién, obtenemos

dy

av
=x—4v,

dx  dx

con lo que (1.16) queda como
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x%+ v=F(v).

Lo importante de esta transformacién es que las variables s¢ pueden separar
independientemente de la funcién F; quedando

dx dv
(.17 Z =
x Fy)-v
Para obtener 1a solucion de la ecuacién original, basta con resolver esta ecuacion para vy

después reemplazar v en el resultado por y/x.
Hasta aqui se han mencionado clases especiales de ecuaciones diferenciales, todas
ellas de primer orden, que se resuelven en términos de funciones elementales. Ahora, se

hablara de ecuaciones de orden n, las cuales, en general, para resolverlas se debe recurrir

a otro tipo de procedimientos.

Ecuaciones Diferenciales de Orden n

La ecuacion diferencial general de orden # es una funcién de la forma

2 L]
(‘_ls) F—[x,y'_.‘...b'_,g_z,.-.,d :"’]20_
a A K

Debido a que una ecuacién de orden n implica la n-ésima derivada de la funcién
desconocida, en principio podria pensarse en que se requiere de integrar # veces para
determinar tal funcidn, por lo que cabria esperar que las soluciones que se encuentren
para (1.18) contengan n constantes arbitrarias, De hecho, en ocasiones s¢ emplea el




Ecuactones Diferenciales

término de integral de una ecuacién diferencial, para referirse a una solucién de ésta.

Como ejemplo, podemeos dar la ecuacién de segundo orden

Y =gx),

cuya sofucién esta dada por

y=4(x)=c +c2x-i-jE jg(s)ds]dl,

donde ¢; y c; son constantes arbitrarias.

Un problema de valor inicial para una ecuacién diferencial lineal de orden » es

#—1

w9 aw L @ ra@Liay=gw
con
(120 Y(xp) = yo, }"(xo)*‘-.}’;), AR Y(“-l)(xo)"“yg"_l),

para el cual se busca una solucion en algin intervalo I que contenga al punto x = x,. Las

restricciones dadas en (1.20) reciben el nombre de condiciones iniciales.

Dado que, por fo general no es posible encontrar una solucién de la ecuacidn
(1.19) a simple vista, primero debemos asegurarnos de que dicha ecuacién realmente
tenga una solucién. El siguiente teorema da las condiciones suficientes para la

existencia de vna solucién unica de (1.19).

Teorema. Sean a,(x), @,1(x), ... , ai{x), ap(x) y g(») funciones continuas en un intervalo
abierto I y sea a,(x)=0 para toda x contenida en el intervalo. Si xo es cualquier punto en [
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Y Si Yo ¥y - ¥ son nimeros arbitrarios, la ecuaciér (1.19) tiene una y sélo una

solucién y{x) sobre ¢l intervalo completo tal que
Wx)= Yo, Y E)=Ner - o ¥(x) =280,

Bajo estos supuestos, en cualquier punto xo de I se pueden prescribir los valores de y(x),
¥'(®), ..., ¥™O(x), y existird una solucién que tome esos valores en el puato dado.

A pesar de que el teorema anterior asegura la existencia de una solucién de
(1.19), puede suceder que no sea posible expresarla en forma analitica.

Otro tipo de problema consiste en resolver una ecuacion diferencial de orden » en
la cual la variable dependiente y (o sus derivadas) se especifica en dos puntos diferentes.

Un problema como
0L + L +agoy =52
con y@)=y,, yB)=x
se le conoce con el nombre de problema de valores de frontera.
Por ejemplo, para el siguiente problema
Xy -2 +2p=6  con D=0,  HD)=3,
se busca una funcion definida en un intervalo que contenga x=1 y x=2, que satisfaga la
ecuacidén diferencial y cuya grafica pase por los puntos {1,0) y (2,3).  Los probiemas de

valores de frontera se eacuentran a menudo en las aplicaciones de ecuaciones

diferenciales parciales.
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Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Consideremos nuevamente la ecuacion (1.19). Si el término g(x) es ignal a 0, dicha

ecuacion se reduce a la ecuacion homogénea

n—1

ar d
(1.21) a,(x)dx—f+an_l(x)gx"—_¥

+..4a; (x)_‘fZ.,_ ay{x)y=0.

dx
Si g(x) no es la funcion idénticamente nula, se dice que (1.19) es una ecuacidn no
homogénea. Notese que en este contexto, el uso que se le da a la palabra homogénea ¢s

diferente al que se¢ le dio anteriormente en esta misma seccién.
Las siguientes ignaldades
B +3Y-59=0
XY+ 2"+ SY +6p = e

son ejemplos, respectivamente, de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden,

homogénea y de una de tercer orden, no homogénea.

Es importante hacer notar que una ecuacion diferencial homogénea siempre tiene la
solucién trivial y=0 y que para resolver una ecuacién no homogénea, tenemos que
resolver primero la ecuacion homogénea asociada. Posteriormente, en [a seccién 1.4 se
hablara acerca del sistema fundamental de soluciones de las ecuaciones homogéneas, por
ahora s6lo se dara un teorema relacionado con la solucién de (1.21).

Teorema. Sean y;, v, ... , ¥, soluciones linealmente independientes de la ecuacién
diferencial fineal homogénea de orden m (1.21} en un intervalo abierto I.  Entonces la

combinacidn lineal
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(1.22) Y =con(x) + cn(x) + ...+ oulX),

endonde ¢;, i = 1, ... , n son constantes arbitrarias, también es una solucidn de la ecuacién

(1.21) en el intervalo especificado.

La combinacién dada en (1.22) es la solucidén general de 1a ecuacién (1.21). Al
hecho de que una combinacion lineal de soluciones sea también solucién de la ecuacién

se le conoce con el nombre de principio de superposicion.

Ahora se definird la solucién general de una ecvacién lineal no homogénea.
Supdngase que g(x) no es la funcion idénticamente nula y sea y, cualquier funcién que no
contiene pardmetros arbitrarios y que satisface la ecuacién (1.19). A tal funcién se le
conoce con el nombre de solucidn particular de dicha ecuacién.

8i y, es una solucién dada de la ecuacién (1.19) en un cierto intervalo abierto I'y si
Ye= epn(x) + cax) ¥ ... + Cynl),

es la solucién general de la ecuacién homogénea asociada (1.21), en dicho intervalo,
entonces la solucién general de la ecuacién no homogénea en el intervalo mencionado se

define como
y=cyx) + eyalx) + ..+ epalx) + ()
= V&x) + yplx).
En este caso, a la combinacion lineal cyi(x) + cyx) + ... + cpa(x) se le conoce como
solucién complementaria de dicha ecuacion. En ofras palabras, la solucion general de la

ecuacion diferencial lineal no homogénea estd formada por la solucién complementaria

mas cualquier solucion particular de ésta.
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Algunas ecuaciones de orden 2 o mayor se pueden resoiver por métodos analiticos.
E! resto de esta seccion estd dedicada a la exposicidn de algunos de ellos.

Método de Reduccion de Orden

Empezaremos con un método que nos permite encontrar una segunda solucion
linealmente independiente a partir de una solucién conocida. Este método se conoce con
el nombre de reduccion de orden y se debe a D'Alembert’. Tomemos como caso

particular la ecuacién de segundo orden

(1.23) V' +plxy +q(xy =0

y supongamos que se conoce una solucidn y, Z 0 de dicha ecuacidén y que ¢ es una
constante arbitraria, entonces cy; es también una solucién de (1.23).De la misma forma

podemos tratar de determinar una funcién v, tal que 3 = ¥x)y(x) sea también una

solucion de la ecuacién. Proponemos entonces

(1.24) y = vop),

calculando las dos primeras derivadas de y, encontramos
Y =@y} + v ()3,(x)

¥ =v(x)y(x) + 2V (O () + v (©D)n(x)

de manera que al sustituir y, 3' y 3" en la ecuacién (1.23) y después de reagrupar
términos, obtenemos

? Jean le Roand D’ Alembert, fisico y matemético francés (1717-1783).
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(1.25) V(1 + py +gy) +V Qy+ py)+v =0,

La cantidad del primer paréntesis es cero debido a que y; es solucién de la ecuacién
diferencial (1.23). Los términos restantes de (1.25) los podemos dividir entre y; en
cualquier intervalo en el que dicha funcién no se anule para obtener

(1.26) v"+[p+2—}il—)v' =0
i

La ecuacién anterior es lineal de primer orden ¢en la variable w=v' y su solucién esti

dada por

wix)= cexp[— r( p(ty+ 2%%] dt] = cu{x),

donde ¢ es una constante arbitraria, y

—_— 1 — -
u(x) = o : exp[ j p(t)dt].
De esta forma

v(x)=cf u(t)dt .

Por lo tanto, dos seluciones de la ecuacion (1.23) son

Y =yx} Y y=y{(x) I Z(I)dt.
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Las dos soluciones anteriores son linealmente independientes debido a que la antiderivada
de la funcién u no puede ser una constante.

En conclusién, podemos decir que si y; es una solucién de la ecuacién (1.23), la
sustitucion y = y(x)»(x) conduce a una ecuacién diferencial lineal de orden n-1 en v. Si
se conoce una solucién de la ecuacién para v se puede nuevamente usar et método de
reduccién de orden para obtener una ecuacién de orden n-2 y asi sucesivamente hasta
que se obtenga una ecuacién de primer orden. Sin embargo, en la prdctica, este método
no se usa para ecuaciones de orden superior al segundo. Sin = 2 la ecuacién reducida
es de primer orden y, por lo tanto, se puede resolver mds ficilmente.

Ecuaciones con Coeficientes Constantes

En general, el tratar de resolver ecuaciones diferenciales lineales cuando los
coeficientes no son constantes, resulta complicado, Para el caso de ecuaciones con
cocficientes constantes, el problema es un tanto mas sencillo. Con el fin de resolver

problemas de este tipo se introduce e] concepto de operador diferencial.
Definicion. Para cada entero positivo n se define el operador D" mediante la expresién

dﬂ
dﬂ

(1.27) D=

y se toma D*=],

Dicho operador se aplica a funciones que tienen al menos n derivadas y, como se
verd posteriormente, tiene la ventaja de simplificar la notacién y el manejo algebraico
cuando se emplea para resolver ecuaciones diferenciales. Queda claro de la definicién

que si m y n son enteros no negativos, se cumple D"D"=D""",
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Supéngase que ag, dy, ... , a, son n+1 funciones de la variable x y constriyase Ia

funcidn

Fxty=Y a(x)*.
k=0
Si se define F{x,D) mediante

(1.28) F(x,D)= iak (x)D*,

k=0

la ecuacion diferencial lineal de orden n

n--1

d”y "y
(1.29) a, (x)zx-;— +a,_(x) =

Fota, (x)% s ag()y = g(),

se puede expresar en términes del operador F(x,D) en la forma
Fix,Dyy=g(x).

Si las funciones ay, a4y, ... , a, son constantes, se puede escribir a F(x,f) como un

polinomio fen la variable ¢; esto ¢s
n
(1.30) Fix,n=f(t)=) at*,
k=0
obteniéndose de (1.28) la relacion

(1.31) (D)= Z”:akD".

k=0
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En general, dados los operadores diferenciales F(x,D) y F(x,D), la igualdad
F\F,=F,F, no se verifica, sin embargo, si los coeficientes son constantes; en cuyo caso

Fi(x.D)=£(D) y Fs(x,D)=£:(D), los operadores fi(D) y £2(D) conmutan bajo el producto.

Con base en lo anterior, si f es ¢l polinomio dado en (1.30), la ecuacién

diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes
n dk y
Z a, — = g{x),
K=o dx

se puede escribir en la forma simplificada

(1.32) ADy=glx),

y la ecuacion homogénea correspondiente, como

(1.33) ADy=0.

Si fy h son polinomios, se dice que los operadores diferenciales D) y #(D) son
iguales, si se satisface la igualdad AD)y=H(D)y, para toda funcién y con un numero
adecuado de derivadas. Si D) y h(D) son operadores diferenciales, el producto de estos

se define mediante la expresion
[F (DD = (D) AD)y].

Las leyes conmutativa y asociativa se cumplen para las operaciones de suma y
producto de operadores, ademés, es valida la ley distributiva del producto respecto a ia

suma.
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Una propiedad importante de los operadores diferenciales, esté relacionada con la

funcién exponencial y es la que se establece en seguida.
Proposicion. Sifes ¢l polinomio definido en (1.30), entonces
(1.34) ADYe™=e“fa).

Este tesultado es inmediato si se toma en cuenta que D*e™=d"¢™. De esta forma,
dada la ecuacidén diferencial (1.33), se observa que su solucién se puede obtener
directamente, calculando las raices del polinomio £ Si alguna o algunas de las raices son
complejas, las soluciones correspondientes quedan en términos de senos y cosenos.

Otra propiedad importante es la que se expone a continuacion.

Proposicion,  Si una funcion y tiene al menos n derivadas, entonces

(1.35) (D - al)(e™y) = "Dy,

Usando el principio de induccion, se puede probar esta igualdad ficilmente y, a
partir de ellz, se deduce lo siguicnte:

Corolario. Si fes el polinomio dado en (1.30) y si y es una funcién con al menos n

derivadas, entonces

(1.36) eRDYy=AD - al)[e™).

Para probar ésto, basta con aplicar la igualdad (1.35) en cada uno de los miembros de la

suma de la derecha.
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Con los recursos proporcionados por las igualdades (1.34), (1.35) y (1.36), es
posible resolver cualquier ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes
constantes; es decir, cualquier ecuacion diferencial de la forma (1.33). Si la ecuacion es
no homogénea como en (1.32) pero g es la solucién de alguna ecuacién diferencial lineal
homogénea con coeficientes constantes, el método anterior sigue siendo aplicable si se
procede como sigue: supdngase que g(x) es la solucién de la ecuacidn diferencial
h(D)y=0, entonces, de (1.32) tenemos

(D) [RD)y]=£D) [H{D)y]=hD)g=0.

De aqui que para resclver lIa ecuacion lineal no homogénea (1.32), basta con
encontrar la solucién de la ecnacion homogénea

(1.37) RDY(D)=0,

reduciéndose con esto el trabajo, a calcular los valores de ciertas constantes. Con el fin
de ilustrar los conceptos anteriores, consideremos la ecuacion diferencial

(1.38) V'—y' =3¢ + senx.
Escribiendo ésta en la forma
(1.39) DAD-Dy=3e +senx

vemos que las raices del polinomio correspondiente {f)=r(¢~1), son 0, 0 y 1, de manera

que la solucion complementaria y. de la ecuacion homogénea queda como
Vet et + e,

donde las ¢; son constantes arbifrarias que quedan determinadas por condiciones iniciales.

30



Ecuaciones Diferenciales

Para obtener la solucion particular y, de (1.38), observemos que la funcioén g(x) = 3¢* +
sen x es 1a solucidn de una ecuacion diferencial homogénea con coeficientes constantes

HDYy=0, donde h es un polinomio con raices 1 y £/, de manera que debe cumplirse la

igualdad
HD)g=(D ~ D+ Dg=0.

Aplicando el operador diferencial #(D) en la igualdad (1.39), se llega a la ecuacién
diferencial

DD + 1ND~ 1)’y=0,
cuya solucién general es

y=c;+ Cax + c3€" + cyxe" + csCcO8 X + ¢ SEN X,
Las constantes ¢4 , ¢s ¥ ¢ no son arbitrarias y pueden evaluarse derivando tres veces la
funcién y, = c4xe” + ¢5c08 x + ¢ sen x y sustituyendo su segunda y tercera derivadas

en (1.38). De esta manera se obtiene ¢;=3, cs=cs=". Con lo cual, la solucién general

y=Yc+Yy, de la ecuacién diferencial (1.38) queda como

y=atax+ee +3xet +—;~ cos X +% senx.

Transformada de Laplace

Otro método para resolver ecuaciones diferenciales lineales se vale del uso de
tranformadas integrales. Una fransformada integral es una relacion de la forma
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B
(1.40) S (&)= [k(s,)F (t)ar

en donde una funcién dada F se transforma en otra funcion £, por medio de una integral.
Se dice que la funcion f ¢s la transformada de F y que la funcién k es el niicleo de la
transformacion. Cuando ¢l nicleo de 1a transformacién esta dado por

k(s,)=e" cuando 720
=0 cuando <0

y los limites de integracidn son a=0 y f=09, a la relacién (1.40) se le conoce con ef

nombre de Transformada de Laplace’ y se le denota por L{F()} =fs). Una de las

propiedades m4s importantes de dicha transformada es lIa siguiente

(1.41) HFO )= s 1(s)- 3 s FP(0).

k=0
En general, la transformada de Laplace reduce el problema de resolver una
ecuacion diferencial, a resolver una ecuacién algebraica. En el caso de ecuaciones

diferenciales con coeficientes constantes, este procedimiento simplifica ain mas la tarea.

Considérese la ecuacién

" &
(1.42) Yo, Ll G,
k=0 dt

* Pierre Simon de Laplace, matematico y astrénomo francés (1749-1827).
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donde los coeficientes a; son constantes, Supéngase que la transformada de Laplace de
¥(t) es y(s) y que la de G{r) es g(s); es decir .£{ Y(t)} =y(s) ¥ ,f{ G’(t)} =g(s). Supdngase

ademds que se dan n condiciones iniciales Y“‘)(O)=Y0”", para k=0, 1, ... , n-l.

Entonces, aplicando transformada de Laplace a ambos miembros de la igualdad (1.42),

encontramos
n i n—t
(1.43) [Zaks ]y(s) - As; = 8(5),
k=0 j=0
donde
(1.44) A=Y ayish.
i=f+l

De (1.43), resulta

()= (g(s) + :V__'i Ajs’](zn: aks“] :

j=0 k=0

Sacando transformada inversa a ambos lados de esta igualdad, se llega a la solucion (i)

de la ecuacion propuesta, quedando
(1.45) -4 {9}

Con el fin de ilustrar la técnica de la transformada de Laplace para resolver

problemas con valores iniciales , consideremos la ecuacién
(1.46) y'-y'-2r=90

con las condiciones iniciales ¥(0) =1, ¥ (0) = 0.
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Tomando la transformada de Laplace de la ecuacién (1.46), obtenemos
2y -y -2r}=0.

Recordando que la transformada es un operador lineal, podemos expresar la
transformada de una suma como la suma de las transformadas

(1.47) Ly} - 2y} -28{r} =0.

Haciendo wso de la propiedad (1.41), podemos expresar .ﬂ{Y "} y £{Y '} en

términos de £{ ¥}, quedando la ecuacién (1.47) de la siguiente forma
22 ¥y - sy - ¥'©) - s2{r} + 70) - 2£{r} =0,
6 bien

(1.48) (5*- 5~ 2)y(s) + (I- HNO) - ¥'(0)=0,

donde y(s)= .ﬂ{Y } Sustituyendo las condiciones iniciales en (1.48) y despejando y(s),

obtenemos

s=1

1 SRl
-4 Y= e D)

Desarrollando en fracciones parciales el segundo miembro de (1.49), encontramos que

ol
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De (1.45) tenemos que ¥())=£ " {y(s)}, por lo tanto
Al 1 2{ 1
-2 (§(5)5 )

. 1
Sabemos que la transformada inversa de —— e¢s ¢*, de esta manera

Y(t)=v_1§e2' + %e".

La ventaja de usar este procedimiento es que al final no aparecen constantes que
tengan que ser evaluadas. La razon de ésto es que si se imponen condiciones iniciales y
se usa la transformada de Laplace, los valores de dichas constantes se toman en cuenta en

el mismo proceso.
El Método de Variacién de Parametros
Otro método para resolver ecuaciones diferenciales, es el método de variacion de

parametros también denominado método de Lagrange®. Este es un método general para

determinar una solucién particular de la ecuacion

n (|
(1-50) zn(x)%x_f"'an—l(x)d J

d)
pu= +...+a1(x)&{— +a,(x)y = g(x),

donde las funciones a;, con i=0,1 , ... , # son continuas sobre un cierto intervalo,

* J L. Lagrange, matemdtico francés (1736 - 1813),
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Para usar este método, es necesario conocer el conjunto fundamental de soluciones
(véase la seccion 1.4, Espacio de Soluciones) de la ecuacién homogénea correspondiente

-]

(L.51) a (x) +a _l(x)‘:;x"_{+ +a,(x)ﬂ+a0(x)y 0.

Suponiendo que yy, 3, , ..., ¥, son las n soluciones linealmente independientes de la
ecuacién homogénea (1.51), entonces y{xy=cpn{(X)+cya(x)+ = +eyu(x) es la solucién
general de dicha ecuacién. El método de variacién de parimetros consiste en reemplazar

las constantes ¢, ¢, ... , ¢, por 1 funciones uy, us, ... , u, de tal manera que

(1.52) Yl x)+(cn(x) 4+ w,(e)ya(x)

satisfaga la ecuacidn diferencial no homogénea (1.50). Con este método es posible
determinar las funciones u), 1, ... , u, con lo cual estaria dada Ia solucién de la ecuacién.

El desamrollo del formalismo relativo al método de variacién de pardmetros es,
precisamente, el objetivo de este trabajo, por lo que profundizaremos en él en el tercer

capitulo.

Soluciones en Series de Potencias

Sabemos que en algunas ocasiones es posible resolver ecuaciones diferenciales en
términos de funciones elementales.  Pero, por lo general, las ecuaciones de mayor
interés en casi todos los campos de estudio, no se pueden resolver con dichas funciones

sino mediante series de potencias.

El método de solucidn en series de potencias es el dnico método analitico para

resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden n. Este método se basa en expresar

36



Ecuaciones Diferenciales

y como una serie infinita en potencias de x - xo, donde x es un punto especificado. Es

decir, dada la ecuacidn

n n-1
(1.53 a2+ a WL ra@ D ray =g,

se busca encontrar soluciones que tengan desarrollo en serie de Taylor® de la forma

(£.54) y=by + bi(x - x0) + = + bx ~ xp} + -~

= ibk (x— xo)k .

k=0

La manera mds préctica de encontrar Ia solucién por este método, es sustituir la
serie (1.54) y sus derivadas por y, ¥, ... , ¥ en Ia ecuacién (1.53), después se
determinan los b, de forma tal que se satisfaga dicha ecuacién. Es conveniente sefalar,
que las funciones a; con i=1, ..., n de la ecuaci6n mencionada, también se deben

sustituir por su desarrollo en serie de potencias de x - x;.

Definicién. Se dice que una funcion fes analitica en un punto x = xo, si admite un

desarrollo en series de potencias de la forma

f(x)= ibk(x“ x)*.

=

En tal caso los coeficientes &; vienen dados necesariamente por

* Taylor Brook, matemético inglés {1685-1731).
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b}, = f(k) (xo) .

Ly
k!

Al principio de este trabajo se supuso que siempre es posible despejar fa derivada
de mas alto orden en una ecuacion diferencial ordinaria, es decir, que la igualdad

dn dﬂ—l d
(1.55) a,,(x)dx—f+a,_1(x)—£,-_%+ ta (x)a-f+ ay(x)y = g(x)

siempre puede escribirse como

(n) ___&_M (-1 _ a(x) . _ ay(x)
a,(x) a,(x) a,(x)”  a(x)”’

(1.56)

de aqui que se deban de considerar dos casos: cuando a(x)= 0y a,(x)20. Como este
método considera la solucion de la ecuacién (1.55) en la vecindad de un punto x,,
entonces, si an(xo)#0 2 este punto se le conoce como punto ordinario de la ecuacion, pero
s1 @,{(x0)=0, a dicho punto se le llama punro singular. Si x; es un punto singular, los
a.(x) = a(x) ax)
a,(x) " 7 a,(x) a,(x

cocientes se vuelven no acotados cuando x- xg.

A pesar de que conceptualmente este método puede parecer complicado, en la
practica resulta sencilla su aplicacién.  Como ejemplo, consideremos la siguiente
ecuacion
(1.57) Y=y

St suponemos que ésta tiene solucion en forma de series de potencias alrededor del punto
x=0, dicha solucidn estaria dada por

(1.58) Y=at ax tax + o + g ) + -
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la cual esperariamos que converja parafx| <R con algin R positivo ; esto es, suponemos
gque (1.57) tiene soluci6n analitica en el origen. Dado que una serie de potencias de este

tipo puede ser derivada término a término en su intervalo de convergencia, se tiene

(1.59) '=dy + 20y % + 30 4+ Da, 3" F e
y=aq p) 3 ek

Como J' =y, tenemos que los coeficientes de las series (1.58) y (1.59) deben ser iguales,
por lo tanto:

{1.60) ay=d, 2ay=an, 3a=ay, ... , (ntDo=a,
De (1.60) se pueden deducir expresiones para los a, en términos de a,, obteniendo

a a a, a
a=a, a=-=10, aaz? ‘—03“

sttt 5 n

Si sustituimos estos coeficientes en {1.58), obtenemos ia solucidén en serie de potencias
2 3 n ®
x° x X X
1.61 =ql+x+—+——+--+—+---|=qa —
(161 Y °[ 21 ! ) 0 2 G

de la ecuacion dada.

Cabe sefialar que el método no garantiza que la ecuacién (1.57) posea una
solucion en serie de potencias de la forma (1.58), m4ds bien se muesira que si (1.57)

tiene tal solucién, entonces debe ser la dada en (1.61).

Si observamos la serie (1.61), podemos reconocer ficilmente que corresponde a la

serie de ", asi que (1.61) se puede escribir como
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y=ape .

Claro esta que se pudo haber llegado a esta solucidn directamente separando variables ¢
integrando, pero lo importante es darse cuenta de que existe este método sobre todo para

aquellas ecuaciones que no se pueden resolver por los métodos tradicionales.

1.4 Espacio de Soluciones

Recordemos que st yy, ¥, ... , ¥» Son soluciones de la ecuacién diferencial

d" d! d
(1.62) an(x);x%,dr a,,_l(x)a;—l+...+al(x)a{-+ ay(x)y =0,

n-1

entonces la combinacion lineal y = ¢\ 1(x) + calx) + ... + o v.(x), donde los ¢, con i= 1,
..., 7t son constantes arbitrarias, también es solucién de (1.62).

En la teoria de las ecuaciones lineales homopéneas se establece el hecho
importante de que una combinacion linea! de soluciones de una ecuacién lineal

homogénea dada, ¢s también solucion de dicha ecuacion.

Se dice que # soluciones yi, ¥, ... , ¥, de la ecuacidén diferencial (1.62) forman un
comunto fundamental de soluciones, si cualquier solucion de ésta puede expresarse como

una combinacion lineal de yy, 15, ... , V.

Se puede probar que 5 soluciones yy, ¥, ... , V» forman un conjunto fundamental de
soluciones, demostrando que para toda solucion y = ¢(x) de la ecuacion (1.62) se pueden
encontrar constantes ¢, , ¢; , ... , C, tales que §(x) = cpyi{x) + (X)) +...te(x). Para
deterrainar dichas constantes, se escoge un punto xp en el intervalo o < x < 3, entonces

#(x0), ¢'(x0), ... , $"™(x) son, respectivamente, los valores de la solucion elegida y sus
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derivadas en ese punto. Después se buscan las constantes ¢y, c3, ... , ¢x de modo que la
funcién cp(x) + ca(x)*... +cva(x) y sus derivadas tomen los mismos valores de ¢(xo),
$(xo), ..., "V(xp} en x = x5.  Por tanto, las cantidades ¢, ¢, ... , ¢, deben satisfacer el

siguiente sistema de ecuaciones lineales

an(xg) + () + -+ r,(xn) = 6(x)
(1.63) Cl)’i(%)*‘ Cz)"z(xo) A Cn)’;(xu) =¢'(x0)

(n-1) (n-1} {n-t - A1
oy (%) + 6y (X)) + -+ oy )(xn) = 6" (xy)
El sistema de ecuaciones (1.63) tendri una solucién tnica para ¢, ¢, ... , ¢,

siempre que el determinante de la matriz de los coeficientes sea diferente de cero, es

decir, det A#0, donde

( }’}(xo) ylz(xo) = Yalxo) )
Yi(%) Yalxg) - ,V; (%)
(1.64) A=
U’i("_l) (%) )’:(zn—]) (xg) - yrgndl)(xa )

A la funcién det 4 se le denomina wronskiano de y,, v, ... , ¥a en el punto xp v se
denota por W0, ¥z, ... , Ya)(X0); esto €s W(¥1, ), ... , Yu)lxo)= det 4.

Los valores de ¢y, ¢, ... , ¢, determinados por ¢l sistema de ecuaciones (1.63),

hacen que las funciones cpn(x) + cp(x) + - + cu(x) y ¢ satisfagan las mismas

condiciones iniciales en x = x, asi como Ia misma ecuacion diferencial (1.62) y, puesto

que solo existe una solucion para el problema con valores iniciales, se concluye que $(x)

= o) + epa{x)F -+ cp(x) para cada valor de x contenido en el intervalo o <x <[,
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Teorema: Silas funciones ay, ay, ... , a, son continuas sobre el intervalo abierto oo <x <
By si yi, y2, ..., ya son soluciones de la ecuscion diferencial (1.62), que satisfacen la
condicion

W, Yo, - Ya(x) 20

para todo punto contenido en el intervalo o < x < B, entonces cualquier solucién de la
ecuacion diferencial (1.62) sobre el intervalo sefialado puede expresarse como una

combinacion lineal de yy, y,, ..., yu.

Demostracién . Se prueba ¢l teorema para el caso #=2. Consideremos la ecuacién de

segundo orden
{1.65) V' plx)y +g(xy =0,

supongase que las funciones 1, y, y 5 son soluciones de Ia ecuacion diferencial (1.65) y
que W(y, y;)(x) nunca es igual a cero en el intervalo o <x < . Para demostrar que

y3 = cfx) + capa(x) para algunas constantes ¢) y ¢, consideremos el sistema

i+ Py +qy, =0
Y+ Py, +qy, =0
PPy +qyy =0

Multiplicando la primera ecuacion por —y,, la segunda por y; y sumando ambas

ecuaciones, obtenemos
(1.66) Wz = 3i)+ BOhys = y,) = 0.

Haciendo Wi{x) = Wi , w) vy recordando que W;z = y,y; - y;yz, podemos

escribir la ecuacion (1.66) de la siguiente manera
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(1.67) Wiy + Wy, = 0.
Realizando cilculos similares, obtenemos
(1.68) Woy + pWy, =0
(1.69) Wiy + pWiy =0

Las ecuaciones diferenciales (1.67), (1.68) y {1.69) son lineales de primer orden y
pueden integrarse inmediatamente para obtener sus soluciones, las cuales quedan como

(1.70) Ha(®) = yi(2)9,(0) - (D) (x) = exp| - | p(t)df]
(1.71) Wa(x)= 2 ($)y3(%) — 3 (X3 (x) = ey exp| — | p(t)df]
(1.72) Wa(x) = 7 (0)y3(x) = i (x)p3(x) = i3 exp{* | P(t)dt}

donde ¢}, €15 y ¢35 son constantes y, en particular ¢)» # 0 ya que por hipétesis #, nunca

se anula en el intervalo.

Multiplicando la ecuacién (1.71) por —y;(x), la ecuacién (1.72) por y»{x) y sumando

ambas ecuaciones, se obtiene
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[}’1 () y, (%) - n(®)y; (x)]J’J(x) = [' eV (X) + €130, (x)] exp| — IP(‘ Ydt |.

Finalmente, sustituyendo y, (x)ylz(x)-— y;(x)y2 (x)} en la ecuacion (1.70) y

cancelando las exponenciales, queda

— (a3

C
yl(x) +__l3_y2(x)’
2 €2

yi(x)=

con fo cual se comprueba que y; puede expresarse como una combinacion lineal de y; v

Y2

La solucion general de una ecuacién diferencial lineal de #-ésimo orden,
representada como una combinacién lineal de » soluciones, cuyo wronskiano no se anula,
esta relacionada con la independencia lineal de las n funciones con las que se construye el

wronskiano.

Sean &y, b3, ... , b, # funciones de la variable x. Se dice que by, by, ... , b, son
linealmente dependientes en un intervalo a <x < J3, si existen n constantes ¢; , ¢z, ..., ¢

no todas cero, tales

Clbl(X) + Cgbz(x) +..+ C,,bn(X) =0

para toda x contenida en el intervalo a <x <. Se dice que by, by, ... , b, son linealmente
independientes en dicho intervalo, si la ecwacion {(1.62) solo se cumple cuando
¢y = ¢;= = ¢, = () para toda x contenida en ese intervalo, es decir, si no son linealmente

dependientes.

44



Ecuaciones Diferenciales

..............

Es imporiante determinar si las n soluciones yi, y2, ... . y» de la ecuacién
homogénea (1.62) son linealmente independientes. Una condicién necesaria y suficiente
para la independencia lineal es que el wronskiano de dichas soluciones no se anule en

ningin punto contenido en ¢l intervalo.
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Capitulo 2
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En este capitulo se da una introduccion a los sistemas de ecuaciones lincales y a su
representacion matricial.  Se habla también de matrices inversibles, de métodos para

encontrar la inversa de una matriz y de determinantes.
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2.1 Sistemas de Ecuaciones Lineales

En una gran cantidad de aplicaciones en la fisica, la ingenieria e incluso, en las
areas de ciencias sociales, s¢ presenta el problema de resolver sistemas de ecuaciones
lineales. En general, dado un campo F, un sisterna de m ecuaciones lineales con #

incdgnitas sobre F es un conjunto de igualdades de la forma

(2.1) Zaﬁxl. =y, i=1,...m.

=1

donde los a; y los y; son elementos de F. Se denomina solucidn del sistema a toda r-ada
(xi, X3, ... , Xy) de elementos del campo que satisface simultdncamente cada una de las
ecuaciones del sistema (2.1). Si el sistema no tiene solucidn, se dice que es inconsistente

y, si la tiene, se denomina consistente.

Si yi=y,="=y,=0, se dice que el sistema (2.1) es homogéneo. La solucién

xi=x;="=x,=0 de un sistema homogéneo se denomina selucidn trivial. Una solucién
de un sistema homogéneo en la cual no todos los xj, X2, ... , X, son iguales a cero se

denomina selucién no trivial.

Los conceptos que se establecen después de este pdrrafo tienen como objeto el
inducir la definicién de ciertas operaciones importantes que se pueden efectuar con las
ecuaciones de un sistema lineal y que nos conducirdn, posteriormente, a la nocién de
operacién clemental de fila, con los elementos de una matriz. El proceso conocido
como reduccién por filas de una matriz, que es una herramienta para encontrar

soluciones de sistemas de ecuaciones lineales, se realiza efectuando operaciones del tipo

mencionado.
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Volvamos al sistema (2.1). Si multiplicamos cada una de las ecuaciones que lo
forman por algin elemento no nulo del campo F , digamos la fila { por ¢, #0, se llega al

nuevo sistema

cZa,J =6V, i=1,...,m

Es claro, que toda solucién de! sistema (2.1) es también solucién de este tiltimo sistema.

Ahora, si sumamos miembro a miembro las ecuaciones del nuevo sistema, obtenemos

2.2) Z Za,, ,-Z(Za,,c,]x -Ec,-y,-,

i=1

que, de acuerdo con lo establecido anteriormente, tenemos que toda solucién del sistema

(2.1}, es también solucién de esta iltima ecuacion.

A la expresion (2.2) sc le denomina combinacion lineal de las ecuaciones del

sistema (2.1).

Es imporiante sefialar, en referencia a las soluciones de sistemas de ecuaciones
lineales, que si una ecuacién del sistema se multiplica por algin escalar no nulo, Ia
solucién o soluciones del sistema no se alteran. Lo mismo sucede si se suman dos ¢

mds ecuaciones del sistema o se intercambian dos de ellas.

Definicidn.- Considérese el siguiente sistema de k ecuaciones lineales con n incégnitas

(2.3) Zb x = i=1,...k.
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Se dice que (2.1) y (2.3) son sistemas equivalentes si cada ecuacién de cada
sistema se puede expresar como combinacion lineal de las ecuaciones del otro sistema.

De ser asi, dichos sistemas tendran exactamente las mismas soluciones.

A pesar de lo sencillo que pueden parecer los conceptos de combinacién lineal y de
equivalencia de sistemas de ecuaciones, sus repercusiones son relevantes. En seguida

daremos un ejemplo relativo a estos conceptos.

Ejemplo. Compruébese que los dos siguientes sistemas de ecuaciones fineales son
equivalentes.

-x+x, +4x;=0
Xl - x3 = 0
X, +3x, +8x;=0 ,

X, 4 3x,=0"
1 5 _ 2 3
3%+ % +3x;,=0

Denotemos por 4; (j=1,2,3) las ecuaciones del primer sistema y por B; (j=1,2) las

ecuaciones del segundo, entonces

Al = —B] + Bz Bl = ('3/4):41 + (1/4)(42
A, = B, + 3B, , B, = (1134, + (2/3)4; .
A3 = (IIZ)BI + Bz

Con respecto a la solucién de los sistemas dados en el ejemplo anterior,
podemos decir que toda terna de nimeros de Ia forma (¢, -3¢, ¢), donde ¢ es cuatquier

nimero complejo, es solucién de ambos sistemas.

Existen varios métodos para encontrar soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales. Uno de ellos es el de eliminacion. La idea bdsica de dicho método, es
eliminar algunas variables sumando un miiltiplo escalar adecuado de una ecuacidn a otra

ecuacién del mismo sistema. Esta eliminacidn nos conduce & un nuevo sistema lineal el
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cual es equivalente al sistema original pero de alguna manera mds facil de resolver v,
como se menciond anteriormente, toda solucién del nuevo sistema serd también solucién

del sistemna original.

Antes de continuar con lo referente a la solucidn de sistemas de ecuaciones
lineales, se introducird la definicién de matriz para simplificar la notacién y porque la
representacién matricial de un sistema lineal tiene algunas ventajas para manejar los

procesos que llevan a su solucién,

2.2 Representacion Matricial

En algunas ocasiones resulta conveniente definir las matrices como cierta clase de
funciones. Hacerlo de esta manera tiene la ventaja de que se pueden aplicar los
conceptos relativos a funciones en los desarrollos en los que intervienen matrices.
Introduciremos el concepto de matriz desde este enfoque y, posteriormente, lo

Hevaremos al lenguaje y la notacién cominmente empleados para las matrices.

Definicién. Sean F un campo, & un mimero entero positivo e J el conjunto de los &
primeros enteros positives. Una funcién 4 - I, x I, » F se denomina matriz de mxn
sobre el campo F o con elementos en F. Si A y B son matrices de mxn sobre F y
8i ¢ es un escalar, se defiren lasumaA+Bde A y B y el producto ¢4 del escalar ¢ por
la matriz A como las operaciones usuales de suma de funciones y producto de escalares

por funciones.

De acuerdo con la definici6n, tenemos que una matriz A4 de mxn sobre el campo
F es un conjunto de parejas ordenadas de la forma ((i, N, AU, j)). La representacitn

usualmente aceptada para la matriz A es la de un arreglo rectangular de m renglones y #

columnas. Tomando A, j) = a se propone
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a, d, @y
A= au azz azn
aul amz am
a,;
donde o, a; -~ a.], a;' Yy o
Oy

representan la i-ésima fila, la j-ésima columna y el ij-ésimo elemento de Ia matriz A,
con i <i<myl<j<n Emplearemos también la expresién A=[ay] para referirnos a

la matriz 4 y la expresién (4); para hacer referencia a su elemento a;.

Si A=[a,} y B=[b;} son matrices de mxn sobre el campo F, de la definicidén se
deduce que A=B si, y s6lo si a; = by para todo i y todo j; ademds, queda claro,
también de la definicién, que el ¥ j¢simo elemento de la suma A+B es5 la suma del
i.j-¢simo elemento de A y el i,j-ésimo elemento de B; es decir,

De igual manera, para el producto cA, donde ¢ es un escalar, resulta

(cd)y = cay.

Si A y B son matrices de mun, escribimos A+(-1)B como A —B y llamamos a esto la

diferencia entre A y B.
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Se dice que A es una matriz cuadrada cuando m=n. Una matriz de mxn cuyos

elementos son dnicamente ceros, se denomina matriz nula de mxn.

Definicién.- Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y sea 8:ZxZ —» {0,1}, la funcion
definida por :

1 . .
S(i. N = ? Li= geeey Mo
.5 {0’ s i para i,j=1 n

A tal funcion se le denomina delra de Kronecker y se acostumbra escribir 8(, )= 8.

Para todo entero positivo n definimos una matriz / de nxn dada elemento a
elemento por

Dy = 8y, ih,j=1,..n
A dicha matriz se le denomina matriz identidad de nxn .

Definicién.- Sea F un campo y sea A=[ay] una matriz de mxn sobre F. A la matriz
A= [a,-}] de nxm definida elemento a elemento por a,;,- =qy para todo { y todo j se le

denomina franspuesta de 1a matriz A.

Una matriz A es simétrica si A'=A y es antisimétrica si A'= -A. Es claro que

A=(g;) es simétrica si y sélo si a;= a y es antisimérica si y sélo si ay= -ay.
Ahora se definird el producto entre el matrices.

Definicién.- Sea A=[ay] una matriz de mxn con elementos en el campo F y sea
B=[b;] una matriz de nxp sobre F. Se define el producto AB de A y B como la matriz

C =[cy] de mxp, cuyos elementos estin dados por
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(2.4) ¢, = 2. a.b,, paral Si<myl<j<p.

k=1

Nétese que el producto AR, s6lo se puede efectuar cuando el mimero de
columnas de A es igual al nimero de filas de B.  Incluso, aiin cuando los productos AB
y BA se puedan efectuar, no necesariamente AB es igual a BA. Se sigue de aqui que, la

multiplicacién de mairices es no conmutativa.

Teorema. Sea F un campo y sean A, B y C matrices sobre F. Supdngase que los
productos BC y A(BC) estdn definidos, entonces, también los productos AB y (AB)C se
pueden efectuar y

ABC) = 4B)C;

¢s decir, el producto de matrices s asociativo,

Demostracidn. Si el producto BC estd definido, supongamos que es una matriz de mxn,
entonces, existe un entero positivo p de manera tal que la matriz B es de mxp y la
matriz C es de pxn. De igual manera, si el producto A(BC) esta definido, la matriz 4
debe ser de grm, siendo g algiin entero positive. Entonces, los productos A8 y (AB)C
estdn definidos y son matrices de gxp y gxn, respectivamente.  Por otra parte, si 4, By

C tienen elementos a;, by y ¢, en ese orden, de la definicidn dada en (2.4} tenemos que

[A(BO),, = Y0, (BC)y,
k=1

n P
=2au ) bu ey

k=1 =1

LI

= Za.-k by, €

k=1 I=I
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con lo cual se prueba el teorema.

Regresando al sistema lineal (2.1), podemos definir las siguientes matrices

a, a, a, X 34
a (4] - a X.

@5 P e S S i S S R
aml am] o am xn ym

De acuverdo con esto, podemos expresar dicho sistema como AX=Y. Si

V1= =" =y,=0, evidentemente, ¥ serd la matriz nula de mxI y, en tal caso, el

sisterna queda como
2.6) AX=0,

expresién que representa un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con n

incdgnitas.
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A la matriz 4 dada en (2.5) se le denomina matriz de los coeficientes del sistema

de ecvaciones y a la matriz

a4y dy o @y, N
a a‘ anw a

A= :12 2 ) n y.z ~‘=[A|Y]
anl amz o am yn

se le denomina matriz aumentada del sistema. La matriz de los coeficientes y la matriz
aumentada de un sistema lineal son importantes para los métodos de solucién de

sistemas de ecuaciones lineales.

Cabe sefialar que el sistema de ecuaciones (2.8) siempre tiene al menos la
solucién X=0 que, como se mencioné en [a seccién anterior, se denomina solucién
trivial de dicho sistema. En el caso del sistema no homogéneo AX=Y no se puede
garantizar la existencia de una solucidén. En la siguiente seccidn se hablard de como

tratar de enconirar soluciones de los sistemas de ecuaciones lineajes.

2.3 Métodos de Solucion

Se menciond ya que uno de los procesos mds poderosos para resolver sistemas de
ecuaciones lineales es el de la aplicacidon de operaciones elementales de fila sobre las
matrices, En seguida se dard la definicién de este tipo de operaciones que corresponde
a lo que se conoce como proceso de eliminacién de variabies. Cabe aclarar que ain
cuando en este trabajo se manejen las operaciones elementales sobre filas, el
procedimiento es totalmente semejante y conduce a los mismos resultados si se trabaja

con columnas.
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Definicidn.- Sea F un campo y sea F™™ el conjunto de las matrices de mxn con
elementos en F. Supdngase que p y g son dos enteros positivos tales que i<p,q<m.
Una operacién elemental de filas es una funcion e: F™ - F™ que estd definida por
alguna de las tres siguientes reglas: si 4=[aq,] pertenece a F*" ysicestienF,

. [e(A)];= (A)y sii#r; [e(d)]y = clA)y;, 20
2. [elA));;= (A)y siizr; [eCA)]y = (A)y + clA)y
3. [e())y=(A)y siizr,i=#s; [eld)]y = (A)y, [e(A)]sj= (A)y

Queda claro que las operaciones definidas arriba se refieren a lo siguiente:

1. Multiplicacion de la fila r de A por un escalar ¢ (¢ = 0).

2. Reemplazo de la r-&sima fila de A por 1a fila r mds ¢ veces la fila s, donde ¢
es cualquier escalar.

3. Intercambio de las filas r y 5 de 4.

En términos de estas operaciones, se definen las matrices elementales,

Definicidn.- Sea E una matriz de nxn. Se dice que E es una matriz elemental si se
puede obtener de la matriz identidad de nxn mediante la aplicacién de una sola

operacion elemental de filas.

Teorema. Sea F un campo y sean A=[a}] y B=[b,-j] matrices de mxn y nxp,
respectivamente, sobre F. Supéngase que ¢ es una operacion elemental de filas,

entonces
e(AB) = e(A)B.
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Corolarjo 1. Sea ¢ una operaci6n elemental de filas y sea E la matriz clemental de nxn
dada por E=e(l). Entonces, para toda matriz A de nxn se cumple

e(Ad) = E4.

Corolario 2. Sean A4 y B matrices de mxn sobre F. Se dice que B es equivalente por
Jilas a A si y s6lo si B=PA, donde P es un producto de matrices elementales de mwn.

Demostracién. Supéngase que B es equivalente por filas a A. Entonces debe existir una
sucesion e, ..., ¢, de operaciones elementales de fila tal que, al aplicarla a la matriz A

se obtiene

A=A0'—>Al—)"‘ ‘-)Ar;:B,

donde, A; = ¢;(A;;) paraj=1, .., r. Sea E; = ¢/(I); de acuerdo con el corolario 1, se

tiene gue
A = ¢ (A)=EA, A, = g (A)=E, (E\4) = (B, EDA
y en general para j=1, ..., r
A= (E - EE)A.
De esta forma, para j=r resuita
B =(E - E,E)A.

St P = E, --- E, E,, tenemos que B=PA, con lo que se concluye la demostracién.
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Ahora, mediante un teorema, se establecerf una de las propiedades més
importantes de las operaciones elementales de fila sobre matrices.

Teorema, Si e es una operacidn elemental de filas, entonces, existe una operacién
elemental de filas ¢!, que es del mismo tipo que e tal que € '(ed)=e(e'A)=A, para
toda matriz A de mxn.

Demostracidn. Sea A=[a;] una matriz de mxn sobre el campo F, y sea e una operacién
elemental de filas del tipo dado en la primera regla. Se define ¢! mediante la expresién

(€'A); = ay sii#p; (€' A),; = ca,.

De donde resulta e'(ed)=ele'd)=A. Ahora, si ¢ es del tipo especificado en la
segunda regla, se define ¢! por medio de

(e'A); = ay; sii#p; ('), = ay - ca,

aqui nuevamente tenemos que e (ed) =e(e'A)=A. Finalmente, si ¢ es de} tipo descrito

en fa tercera regia, se define ¢! = ¢. Con esto se termina la demostracion.

En seguida se verd, mediante un ejemplo, como se resuelven sistemas de

ecuaciones lineales haciendo uso del proceso de eliminacién de variables.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones
n+2n+3n= 6

Qn 2x -3+ 2= 14

In+ - xa= -2,

Js
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Para resolverlo, mulfiplicamos la primera ecuaci6n por -2 y la sumamos a Ia scgunda,
después multiplicamos la primera ecuacién por -3 y la sumamos a la tercera,

obteniendo

n+2etdn= 6
-—7x2 - 4x3 = 2
—5x; — 10x;= =20,

Ahora, multiplicamos la fercera ecuacion de este nuevo sistema por —1/5 y la

intercambiamos con la segunda y nos queda

n+ 2o+ 3In= 6
X2+2X.'3= 4

—7.]:2 - 4.173 = 2.

En seguida, multiplicamos la segunda ecuacién por 7 y la sumamos a la tercera,

obteniendo con ello

xt+20+3In= 6
Xa+ 2= 4
10x;=30.

Queda claro, por Ia forma en que se llegd al dltimo sistema, que éste y el (2.7) son
equivalentes, por lo tanto tienen exactamente las mismas soluciones. En este caso, la

solucién de ambos sistemas, estd dada por

x =1, Xp= -2 y x3=3

Jo
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Definicién.- Sean A y 8 matrices de mxn con elementos en el campo F. S¢ dice que B
es equivalente por filas a A, si B resulta de A mediante la aplicacién de una sucesién

finita de operaciones elementales de fila.

Ejemplo. Considérese la siguiente matriz

1 -2 1
A= 2 0 3
-1 21

Realicemos ahora, sobre 12 matriz A, una sucesién de operaciones clementales de fila.

1. Se multiplica Ja primera fila por ~2 y se suma a la segunda y se obtiene la

siguiente matriz

1 -2 1
A= 0 41
-1 21

1 -2 1
4={2 03
0 0 2

Si tomamos B=A4,, podemos decir entonces que B es equivalente por filas a A o que las
matrices A y B son equivalentes por filas, dado que toda operacidn elemental de filas es

inversible.
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Cabe seiialar que la sucesi6n de operaciones elementales efectuada para llegar de
fa matriz A a la matriz 4, no es inica, ya que puede obtemerse el mismo resultado

mediante una sucesién diferente.

El plantear matricialmente un sistema, nos induce a resolverlo a través del
proceso de eliminacién de variables, ya que mediante éste obtenemos un sistema

equivalente al primero pero que, en principio, puede ser resuelto con mayor facilidad.
Ejemplo. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

X +2x, +7x;,=0
(2.8) ~X+ X ~ X3 =0.

3%, —2x, +5x;,=0

La matriz A de los coeficientes del sistema queda como

1 2 7
A=|-1 1 ~1j.
3 -2 5

Sobre la matriz 4, se realiza la siguiente sucesién de operaciones elementales de fila:

1. Se suma la primera fila a la segunda.

2. Se multiplica la primera fila por -3 y se suma a la tercera.
3. Se multiplica la scgunda fila por 1/3.

4. Se multiplica la segunda fila por 8 y se suma a la tercera.

5. Se multiplica la segunda fila por -2 y se suma a la primera.

Los resultados son los siguicntes:
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1 27 1 2 7 1 2 7
0 3 6 - 0 3 6 - o 1 2
3 -2 5 0 -8 ~16 0 -8 -16
1 2 7 1 0 3
- 01 2 -+ 01 2}
0 00 0 00

Se concluye de aqufi que toda terna de la forma ( -3¢, -2¢, ¢ ), donde ¢ es cualquier

escalar, es solucién del sistema (2.8).

Es evidente que la sucesién de operaciones elementales de fila que se realizé
sobre la matriz del ejemplo anterior, tenfa como finalidad la de “reducir”, de alguna
manera, la matriz original de tal forma que pudiese enconirarse la solucién del sistema

(2.8) con mayor facilidad.

Daremos en seguida una definicién con la que quedard formalizado el término
reducir.

Definicién,- Sea F un campo y sea R una matriz de mxn sobre F . Se dice que R es
reducida por filas si:

a) el primer elemento no nulo de cada fila no nula de Res igual a 1;
b} cada columna de R que tiene el primer efemento no nulo de alguna fila tiene

todos sus otros elementos iguales a .

Dada cualquier matriz, por medio de un mimero finito de operaciones

elementales de filas, puede transformarse en una matriz reducida por filas o en una
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matriz escalén reducida por filas (la cual definiremos después de este pdrrafa), hecho

que proporciona un instrumento para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales.

Definicién.- Sea R una matriz de mxn, sobre el campo F. Se dice que R es una matriz
escalén reducida por filas si:

a) R es reducida por filas;

b) toda fila de R que tiene todos sus elementos iguales a 0 estd debajo de todas las

filas que tienen elementos no nulos;

¢)silasfilas 1, ..., r son Ias filas no nulas de R, y si el primer elemento no nuio

de la fila i estd en la columna k;, i=1, ..., r, entonces k) <k < <k,

Regresemas ahora a los sistemas de ecuaciones lineales. Supongamos que RX=0
es un sistema donde R es una matriz escalén reducida por filas.  Si el mimero r de filas
no nulas de R es menor que el mimero de columnas n, entonces el sistema RX=0 tiene
una solucién no trivial, esto es, una solucién (x), x3, ... , x,) en donde no todo X, es
igual a cero. Esto se debe a que como r < n, se puede entonces elegir algin x; que no
esté entre las primeras r incégnitas y construir una solucién asigndndole un valor
arbitrario a la x;. [Esta observacién nos conduce a uno de los hechos fundamentales

sobre sistemas homogéneos de ecuaciones lineales y da lugar al siguiente teorema.

Teorema.- Si A ¢s una matriz de mxn sobre el campo F, con m < n, el sistema

homogéneo de ecuaciones lineales AX=0 tienc una solucién no trivial.

Una diferencia bdsica entre un sistema homogéneo y uno no homogéneo es que

mientras el primero siempre tiene la solucién trivial x,=x,="=x,=0, el segundo no

necesariamente tiene solucién.
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Hasta aquf se han mencionado los aspectos esenciales del proceso de eliminacién
de variables para resolver sistemas de ecuaciones lineales. La idea bdsica en este
proceso es comenzar con el sistema de ecuaciones lineales AX=Y, y obtener una matriz
aumentada [C’ [ D], que sea reducida por filas o escalén reducida por filas y que sea
equivalente a [a mafriz [A | Y]. Ahora, como [C {D] representa el sistema CX=D, el
cual es muy sencillo de resolver por la estructura de [C' | D], al resolverlo encontramos

tambi€n el conjunto solucién del sistema AX=Y. Este proceso es el més utilizado para

resolver sistemas de ecuaciones lineales con la computadora.
Consideremos nuevamente el sistema de ecuaciones lineales (2.7)
x+2n+ 3= 6
21 -3+ 2n=14

3+ - xy= 2.

Primero formamos la matriz aumentada del sistema

1 2 3/6
2 -3 2144,
31 —1]-=2

luego multiplicamos por -2 la primera fila y la sumamos a la segunda

1 2 3|6
0 -7 -4 21,
3 1 ~-1(-2

en seguida multiplicamos por -3 la primera fila y la sumamos a la tercera
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1 2 3 6
6 -7 4] 2
0 -5 -10|-20

ahora multiplicamos Ia tercera fila por —1/5 y la intercambiamos por la scgunda
2 6
1 41,
2

1 3
0 2
0 -7 -4

después multiplicamos por 7 la segunda fila y la sumamos a la tercera

1 2 3|6
601 2|4
¢ 0 1030

y por tiltimo multiplicamos la tercera fila por 1/10

2.9)

[ = R
S o N
- N W
W

Esta dltima matriz es reducida por filas, y de aqui tenemos que x3=3, x;+2x;=4

y x1+2x2+3x3=6. Ahora sustituyendo en forma regresiva obtenemos
X =4-2(3= -2 y 5=6-2(-2) -3(3)=1.

Por lo tanto, la solucién del sistema (2.7) es: i =1, xp=-2y X3=3.



Sistemas de Ecuaciones Lineales

De igual mancra, mediante otra sucesién de operaciones clementales de fila
aplicadas a la matriz (2.9), podemos llegar a una matriz escalén reducida por filas, para

ello:

Multiplicamos por —2 la tercera fila y la sumamos a la segunda

1 2 316
6 1 0]-24,
00 13

después muitiplicamos por -3 1a tercera fila y la sumamos a la primera

12 0f-3
01 0|2
6 0 1}3

y finalmente, multiplicamos por -2 la segunda fila y la sumamos a la primera

1 0 O0f 1
01 0]-2
¢ 0 1|3

Con esto, nuevamente concluimos que la solucidn del sistema (2.7} es xy =1, o= -2y

X3 =3.

Como se puede observar, al obtener la matriz escalén reducida por filas se llega a
la solucién del sistema sin necesidad de sustitucién regresiva, pero obviamente, requiere
de mds operaciones el Hevar una matriz a Ia forma escalén reducida por filas que a la

forma reducida por filas. De hecho, para pasar de la matriz reducida por filas (2.9) a



la matriz escalén reducida por filas, debieron realizarse ciertas operaciones de fila
equivalentes a aquellas que se efectuaron para terminar de resolver el problema después
de haber llegado a (2.9).

Mds adelante sc hablard de otro método para resolver sistemas de ecvaciones
lineales conocido como la Regla de Cramer, el hecho de que no se trate aqui es debido a
que requiere del uso de determinantes, los cuales vamos a definir en la siguiente

seccion.

2.4 Determinantes

En esta seccidn, cuando usemos el término matriz, nos referiremos siempre a una
matriz cuadrada. Si K es un anillo conmutativo con unidad y si K™ es el conjunto de
las matrices de nxn con elementos en X, definiremos el determinante de un elemento de
K™ como una funcién de K" en K. Se introduce primero el determinante de una

matriz de 2x2 por ser éste un caso especial.

Definicién.- Sea A=[a;] una matriz de 2x2 sobre el anillo X; esto es

all aIZ
2.10) A= ,

ad, ay
donde cada a; pertenece a K.

Se define el determinante de A, denotado por| A| o por det A, como

2.1 | 4] = anaz, - anay.
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La definicién anterior es vilida dnicamente para calcular e} determinante de
matrices de 2x2. Para el caso de una matriz de nxn (n>>2), existe un método que nos
permite calcular su determinante. Dicho método es conocido como desarrollo por
cofactores y lo que hace es reducir el problema de calcular el determinante de una
matriz de nxna a calcular determinantes de matrices de (n-1)x(n-1}. De esta manera, se
puede repetir ¢l proceso con cada matriz de (#-1)x(n-1) para obtener matrices de
(n-2)x (n-2) y asf sucesivamente hasta llegar a matrices de 2x2 en donde se emplea la
igualdad (2.11).

Definicién.- Sea K un anillo conmutativo con unidad y sea A =[a;] una matriz de nxn
sobre K. Sea Ay la matriz de (2-1)x(n-1) que se obtiene de A al eliminar la i-ésima fila

y la j-ésima columna. Al determinante | A, ] se le denomina menor del elemento a.

Definicién.- Sea A=[a;] una matriz de nxn sobre el anillo K. El cafactor ¢, de ay se

define como ¢;=( -1)""{ A4yl .

Definicién.- Sea A=[a;] una matriz de nxn sobre el anillo K. Se define

(2.12) l4] = Y a,c,

k=1

.19 = iaﬁqj )

k=1

Las igualdades (2.12) y (2.13) representan el desarrollo ‘del determinante de A con

respecto a su /€sima fila y a su j-ésima columna, respectivamente.
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3 2
A=l4 5 6.
7 2

Para evaluar el determinante de A mediante un desarrollo por cofactores seglin la

primera fila, debemos encontrar primero los menores 4y; correspondientes, es decir,

|A,,|=ﬁ ;1=4, |A,1]=‘; j=-34 y [An[=l: j=—31,

y estos resultados [os empleamos para caicular los cofactores ¢y

n=CIP@=4,  c=CIFEH)=3 oy=(-1)(3D)=-3L.

n
Ahora, sabemos que el (4| = Zal,.c,,. , por lo tanto

i=1
[4] =3)@®+ (134 +@)(-31)= —84.

En seguida cnunciaremos algunas de las propiedades bdsicas de los

determinantes.

1. 5i consideramos el determinante como una funcién de los vectores columna de la
matriz, el determinante es una funcién lineal; es decir, si A=(A;, A, ..., 4,), donde

A; es la i~ésima columna de A, esto es
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entonces
det A = det (Al’ Az, rery An)!

y de acuerdo con esto, tenemos que

det (Ay, ey Ay A+ B, Ay ooy A= det (Ay, ooy Ay Apy Apayees A+
del (Ab rees Ap-.ls Ba Ap'i-l."'! An)

2. Si ¢ es un niimero, entonces
det (A, ..., 14,,..., A=t det (4;, ..., 4,,..., 4,)

3. Si dos columnas de una matriz son iguales, entonces el determinante de dicha matriz

es igual a cero.
4. Si / es la matriz identidad de nxn, entonces det(h = 1.

5. Si se suma un miiltiplo de una columna a otra columna de la misma matriz, entonces

el valor del determinante no cambia.

6. Si se intercambian dos columnas de una matriz, entonces el determinante cambia de

signo.

7. El determinante de una matriz es igual al determinante de su transpuesta.
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8. Los n vectores columna (o fila) de una matriz de mxn  son linealmente dependientes si

y s6l0 si el determinante de la matriz es igual a cero.
Haciendo uso del determinante de una matriz, podemos obtener otro método para
resolver un sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas. Este método se conoce

como regla de Cramer® y se explica mediante el siguiente teorema.

Teorema.- Considérese el sistema de n ecuaciones lineales con n incgnitas
n
Za,.jxj =y, coni=l1,...n
j=l

y sean A la matriz de coeficientes del sistema y

Sild] = 0, entonces el sistema tiene la solucién tnica

|40

X, =" coni=l,..., m;

Y
donde A, es la matriz obtenida de A al reemplazar su i-ésima columna por Y,

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lincales

* Gabriel Cramer, matematico suizo {1704 - 1752).
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2x,+ x,- x,=-7
{2.14) x,-2x,+ x,= 4.
3x,— x,~2x,=-3

Para este casotenemosquelA|=-10 y, por tanto
-7 1 -1 -2 -7 -1
4 -2 1 1 4 1
-3 -1 =21 =20 3 -3 -2 -10
x1=' = =2, -xz"' - = =1
|A| -10 [Al -10
-2 1 -7
1 -2 4
3 -1 -3 -40
Xy = = =4.
[A[ -10
Asi, 1a solucién del sistema (2.14) queda como
n=2, Xp=1 y xy=4,

En conclusién, podemos decir gue si un sistema de n ecuaciones lineales con n
incégnitas tiene una matriz de coeficientes cuyo determinante es diferente de cero,
entonces ese sistema tiene una solucién que se puede determinar mediante la regfa de

Cramer.
Parecerfa natural pensar que la teorfa de los determinantes sélo se utiliza en el

caso en que los elementos de las matrices son escalares, sin embargo, Ia aplicacién de

dicha teoria se extiende a cuestiones mds generales; por ejemplo al caso de funciones.
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2.5 Matrices Inversibles

Empezaremos esta seccién dando la definicién de matriz inversible.

Definicién.- Sea F un campo y sea 4 una matriz cuadrada nxn sobre F.  Una matriz B
de nxn sobre F, que tiene fa propiedad de que AB=BA=I, se llama inversade A. Si A
¢s una matriz que tiene inversa, se le denomina matriz inversible o matriz no singular.
Si A no tiene inversa se le llama matriz singular. La inversa de una matriz se denota por

A" y es dnica como pre o como posmultiplicadora.

En la seccion 2.3 dijimos que si A y B son matrices de nxn sobre F, B es
equivalente por filas a A si y sdlo si B=PA, donde P es un producto de matrices
elementales de nxn.  Supongamos que B es la matriz 7 de nxn. De acuerdo con la
definicién anterior, tenemos que si P4 =/, entonces la matriz P es la inversa de A, es

decir P= A\,

Una aplicacién de la inversa de una matriz es en la solucién de un sistema de n

ecuaciones lineales con n incdgnitas como se muestra en el siguiente teorema,

Teorema.- Si un sistema AX=Y de n ecuaciones lineales con n incdgnitas tiene una
malriz de coeficientes A no singular, entonces ¢l sistema tiene una solucidn dnica y estd

dada por X=A""Y .
Fécilmente se puede demostrar este teorema con solo multiplicar por A™' cada

miembro del sistema AX=V¥, es decir, A" (4X)= 47'Y y como A" (4AX)=
(A AX=IX=X, tenemos que X=A""Y.
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Propiedades de las matrices inversas

i) El producto de una matriz por su inversa es conmutativo
AA = AA=],

ify La inversa de la inversa de una matriz es la matriz original
A7) '=A.

ifi) La inversa de un producto de matrices no singulares, es igual al producto de las
inversas tomadas en orden contrario
(ABy'=B"'4"",

iv) Si A es una matriz no singular, entonces A’ es no singular y (4" = (47",

Actualmente se dispone de muchos métodos para invertir matrices. En este
trabajo sélo mencionaremos dos, uno de ellos es a través de operaciones elementales de

fila y €l otro es el conocido como método de ta matriz adjunta.

Para encontrar la matriz inversa de A por medio de operaciones ¢lementales de

fila, primero formamos la llamada matriz particionada [A4]I]. Se le denomina

particionada debido a que estd compuesta de mds de una matriz: en este caso de la

matriz A y de la matriz identidad. Sobre dicha matriz realizamos una cierta sucesién de
operaciones elementales de fila hasta transformarfa en [I | B] lo cual es posible si 4 es

una matriz no singular. En ese momento podeios decir que B es la inversa de A. Es

importante que consideremos a [A | ] ] como una sola matriz de tal manera que lo que

se haga en una fila de A se realice también en la correspondiente de 1.

Consideremos ia siguiente matriz
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(2.15) A=

[ T e TN
U ) e
— (e

Ahora formamos ta matriz particionada [A4 | 7]

1 11351 00
0231010
551100 1

en seguida multiplicamos por -5 la primera fila y Ia sumamos a la tercera

11 1} 100
02 3% 01 0)
0 0 -4 1_5 9 1

después multiplicamos la segunda fila por 1/2

11 141 100
0t §1 0610
00 -41-50 1

ahora multiplicamos la segunda fila por -1 y la sumamos a la primera para obtener

16 41 1-40
01 310 10
00 -41-5 01

75



Sistemas de Tcuaciones LZmea&J

Lo -2 i1~ 0
01 31lo 4 o
00 115 o -4

ahora multiplicamos por -3/2 la tercera fila y la sumamos a la segunda

1o 31 1-1 o0
E

0L ot-g 4 3
|

001,__3.0_21

y finalmente multiplicamos por 1/2 1a tercera fila y la sumamos a la primera

[ S e

QO oea O

—_— D O
|

ot 90l ool

Sl 001Uy 00

[ J N WRRY Y Y

Por lo tanto, para el caso de la matriz A dada en (2.15), nos queda

13 -4 -1
B=4-15 4 3[=4"
10 0 -2

Fécilmente se puede verificar que A4 =A'A=1.

Es importante sefialar que A es una matriz singular si y s6lo si 4 es equivalente
por filas a una matriz B que tiene por lo menos una fila que consta solamente de ceros.

Por lo tanto, si al realizar operaciones de fila a la matriz particionada [ 4 | 7] llegamos a

una matriz con esta caraclerfstica, podemos suspender el proceso concluyendo que es

una matriz singular.
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... Sustemas de Ecuacionss Lineales

Antes de empezar a describir el método de la matriz adjunta, introduciremos una

definicion.

Definicién.- Sea 4=[a,] una matriz de nxn sobre el campo F. Se define la matriz
adj(A) de nxn, denominada adjunta de A, como la matriz cuyo i j-€simo elemento es el

cofactor ¢, del elemento a; de A; es decir,

€ On Cal
’ c c C
. 12 Cx 2
adj(A)=
Ch‘l CZn Cmr

El método de Ia matriz adjunta se basa en la teorfa de los determinantes y
consiste en construir la matriz adjunta de la matriz original y dividir cada elemento de la

misma por ¢l determinante de la matriz dada.

Teorema.- Sean F un campo y A una matriz de #x7 con elementos en K. SilA] =0,

entonces
1

A=
4

(adj(4)).

Ejemplo.- Considérese la siguiente matriz.

3 -2 f
A=|5 6 2},
i 0 -3

Para hallar A™' por el método de la matriz adjunta, primero deben determinarse los

cofactores ¢; de la matriz A.
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

5 j
-_"‘---6,
1

Cu=(—1)l+"§ 2:" =-18, Cu:(‘l)HzE _23'=i7, ca=(-1)!*?

-2 1 3 1 3 -2
e =(-1)**! 0 _3t =6, sz=(‘*1)2”l _3‘ =-10, c;::»=(—'1)2+3I 0 =-2,
-2 1 3 1 3 -2
—=(_1Y3¥! =1 —=(_1}3+2 = =(_]33+3 =
ey=(-1) 6 2' 0, ci=(~1) 5 2’ 1y cu=(1) s 6 28
Por lo tanto 1a matriz C de cofactores es
~18 17 6
C=| -6 -10 -2],
-10 -1 28
y como la adj{4)=C", tenemos que
-8 -6 -10
adj)={ 17 -10¢ -1
-6 =2 28
por lo tanto
-18 -6 -10
==L 17 —10 -1l
94
-6 =2 28
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

Teorema.- Sea F un campo y sea A una matriz de nxn sobre F, entonces
Aadj(A)=(adj(APA=l411.

De acuendo con el teorema anterior tenemos que

ancp+ancpt - amty = Al siis=j

=0 sifi#],
esto significa que
4 0 - o
0 |4 - 0
acgian=| O M L ol=talt
0 0 - |4

FSTA TESIS MO DEBE
SAUR L. LA BIBLIGTECA
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_ @e.mmﬂb General del Método de Variacién de Q’arémet_?f

De acuerdo con el enunciado anterior, para construir la solucién general de una
ecuacién no homogénea, necesitamos conocer la solucidn general de la ecuacién
homogénea asociada y ademds una solucién particular de la ecuacién no homogénea.

Veremos ahora como encontrar ésta tiltima.

Ha sido mencionado que el método de coeficientes indeterminados y el método de
operadores, sirven sélo para tipos limitados de funciones, tales como polinomios,
exponenciales, etc.  Sin embargo el método de variacién de pardmetros, también
conocido como método de Lagrange, sirve para todos los casos. También hemos dicho
ya que el método mencionado es un método general para determinar una solucién
particular de la ecuacién diferencial no homogénea (3.1) siempre y cuando se conozca
el sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea correspondiente (3.2) y,
definitivamente ésta es la limitante mds importante del método.

El procedimiento consiste en reemplazar las constantes ¢, ¢, ..., ¢, de la
solucién general de {a ecuacidn homogénea (3.2} por funciones w4, w,, ... , 4, de manera
que se satisfaga la igualdad (3.1), es decir, se intenta encontrar funciones (%),
uy(x),..., u{x), tales que la combinacién lineal u,(xX)y,+ w(x)y,+...+ u,(x)y,, sea una
solucién de la ecuacion no homogénea. En principio, esto podria parecer una mala
idea, ya que se estd cambiando el problema de encontrar una funcién desconocida y(x)
por el problema, aparentemente mds dificil, de encontrar n funciones desconocidas
uy(x), Wy(x),..., u(x). Por el hecho de reemplazar las constantes ¢; por funciones u,(x)

que varfan con x, se le dio ¢l nombre de método de variacion de parémetros.

La importancia del método de variacién de pardmetros es que hace posible
determinar las funciones u, de una forma relativamente sencilla. Para encontrar dichas
funciones, se requieren n condiciones. Obsérvese que la ecuacién diferencial no
homogénea impone solamente una condicién sobre las n funciones desconocidas i,

Uy,.... H,, ésta estd dada por el hecho de que la igualdad




. Desarrollo General del Método de Variacion de Pardmetros

(33) Yel5)=ux)p1(x) Vo (x)yafx) - + tn(X)yu(x)
debe de satisfacer la ecuacién diferencial (3.1} y las otras n-1 condiciones son
arbitrarias, es decir, se tiene cierta libertad para seleccionarlas y pueden elegirse de

manera tal que faciliten los célculos requeridos.

Considérese la ecuacién diferencial lineal no homogénea de orden n
G4 2 a(x)y* = glx),
k=0

donde gy, ... , ¢, son n+1 funciones arbitrarias de x y g, es no nula. Seany;, ..., y,,
n soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea correspondiente

35 »
¢ Y x)y® =0
k=0

Entonces, esto quiere decir que las y. forman un sistema fundamental de soluciones de

la ecuacién (3.5) y que cualquier otra solucién de ésta serd una combinacién lineal de

dichas funciones; esto es, si la funcién y=y(x) resuelve la ecuacidén (3.5), entonces
y=0 +...+C“yn,

para algunas constantes ¢, ... , Cy.

Supongamos ahora que &, ... , ¥, son 1 funciones tales que
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Desarrollo General del Método de Variacién de Pardmetros

3.6) Yp= Zl vy,

=
es una solucién de 1a ecuacién diferencial no homogénea (3.4), entonces
3.7 Zq. )y = g(x).

Ahora, el problema es determinar el valor de las funciones w,, de la solucién y,

dada en Ia igualdad (3.6), para ello procedemos de la manera sigoiente:

En primer lugar, se deriva la expresidn {3.6) obteniendo

(3.8) ?:1 @y, +uy).

De acuerdo con Lagrange, el matemético que inventé el método, si observamos
la igvaldad (3.8) podemos darnos cuenta de que si hacemos otra diferenciacién, se
introducirian mds términos, y de lo que se trata es de simplificar las expresiones
resultantes, por lo que debemos de aprovechar la libertad que tenemos de imponer
condiciones sobre las u; de manera tal que se cumpla el objetivo. Por lo tanto, se eligen

las u; de forma tal que
(3.9) z:l u:,.yj =0,
=

El hecho de igualar esto con cero es porque, como se mencioné en el pérrafo

anterior, la idea es que los cdlculos posteriores se simplifiquen, pero de la misma forma
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Desarrollo Generaf del’ Método de Variacion de Pardmetros

se hubiera podido igualar ¢l miembro izquierdo de (3.9) con cualquier otra funcién, por
ejemplo sen x o e.  Después de proponer la igualdad (3.9}, tenemos que

(3.10) Yo =Zl";y}-
j-_-
Tomando en cuenta esta igualdad, calculamos la segunda derivada de y,, obteniendo
v, =2,y +uy,),
=l

como en el caso anterior y por las mismas razones, nuevamente proponemos
d . .
@3.11) 2. =0,
j:
con lo que obtenemos
Yo = Z ufy J
J=l

Podemos continuar de esta forma hasta encontrar las primeras n derivadas de y;, de tal

manera que para a (n-1)-ésima derivada obtendrfamos

n
(1) __ -1 * -2
Yo "Z("fy;” Yy ),
1=1

donde nuevamente propondriamos




Desarrollo General del Método de Variacién de Parimetros

3.12) Z“;yf“’ =0,

quedando de esta manera que

T _Z”f (n-1)

=i

Finalmente para 1a n-ésima derivada de y, encontramos que

1= W+,

=1

Si sustituimos las derivadas de y, en la ecuacién (3.7) resulta

3.13) Y ‘”-qny}"’+2q )

k=0

L ] L]
= q,(z(u Yo 4wyl )) +, qk{z u,yf"’)

i=1 k=0 J=1

= qu[zujyjk)) + quz u y("—!)

k=0 =1

Z": [qu ""]w,,zu P

= g(x).

Como las y, son soluciones de la ecuacién homogénea (3.5), tenemos que
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. Desarrollo General del Método de Variacion de Parimetros

dayt=0 para j=1,..,n,
por lo tanto, de la igualdad (3.13) obtenemos

4.y, u )y =g(x),

(3.14) 2.
o bien
(3.15) Z w,y0 = 88,

9n

Tomando en cuenta las igualdades (3.9), (3.11), (3.12) y (3.15), podemos ver

que bajo el procedimiento plantcado se obtiene un sistema de n ecuaciones con n

incégnitas u', ., -+, #., el cual se puede escribir en la forma
1 ”2 n P

(3.16) Z*ﬁ B = parak = 0, 1, ..., -2
2%(1_)— parak = n-1.

Y



... Desarrollo General del Método de Variacion de Parimetros

3.2 La Matriz del Sistema Fundamental de
Soluciones de la Ecuacion Homogénea

En ¢l capitulo 2 cuando hablamos acerca de los sistemas de ecuaciones, hicimos
mencién de que ¢l plantear un sistema en forma matricial tiene algunas ventajas para
encontrar su solucién, tomando en cuenta eso, plantearemos el sistema (3.16)

matricialmente.

Empezaremos definiendo una matriz 7 de n x n mediante las expresiones
= D
(3)11 =Y

y una matriz i de nx 1 donde (ll' h = u;, , con estas definiciones podemos escribir el

sistema de ecuaciones (3.16) como

3.17) u =5—;ﬁe,

donde €, es un vector columna de n elementos cuya j-ésima componente estd dada por

(e), =35,

Ahora, la matriz 7 es inversible en el intervalo formado por la interseccién de los
intervalos donde las funciones y, son soluciones de la ecuacién diferencial homogénea

(3.5}, ya que dichas funciones forman alli vn sistema fundamental de soluciones de Ia

- 33'



Desarrollo General del Miétodo de Variacidn de Parimetros

ecuacidn citada. De esta manera, el wronskiano W de y,, ... , . no se anula en el

intervalo sefialado y, puesto que W = det ¥, tenemos que det 7 = 0.

Sea C = (c,)) la matriz de cofactores de F. S tienc

adj ¥ =C*,
quedando de 1a ecuacién (3.17) que
3.18 w-2%) e
(3.18) q,,W( i 7)e,

Expresando esta igualdad componente a componente nos queda que, para i=1,

80 S
4 LW Z(ad] 3);';(5';);

" Jj=1

IECIR ;
= g W;aﬂj(adj g)ij

L

=(_]g:(:%(a{‘ﬁ g)l'h"

Por otra parte, (adj ?),-,, = ¢y, de manera que si definimos una funcién f como

(3.19) f LW

ey I,
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_Desarrollo General del Método de Variacion de Parimetyos

tenemos que las expresiones para las %; se pueden escribir en la forma

(3.20) u=fc, para i=1,..,n

Obviamente, integrando ambos lados de estas igualdades obtenemos las n
funciones u;, quedando

3.21) 4 (x)= | f (e, (x)dx para i=1,...,n

y de aqui que la funcién y, propuesta en la igualdad (3.6) quede como

3.2 y,(0=] [ y,-(x)c,,,-(é)f(i)}lé,
1

alf=

donde a es una constante.

3.3 Solucion de una Ecuacion Diferencial no
Homogénea por el Método de Variacion de
Parametros

En esta seccidn presentaremos algunos ejemplos que ilustran la aplicacién del

método desarrollado en las secciones anteriores.

Ejemplo. Resolver la siguiente ecuacion
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Desarrollo General del Método de Variacion de Parimetros

(3.23) Yy -3y +2y=xe* +2x.

Evidentemente, esta ecuacion se resuelve facilmente por otros métodos; por ejemplo por
el de coeficientes indeterminados o por el de operadores, ya que se trata de una ecuacién
con coeficientes constantes y su término no homogéneo es una combinacién de
polinomios y exponenciales. Resolviéndola por cualquiera de esos métodos llegariamos a

[a solucién

2
}»'(Jc)=%+.1c+(c1 —x—%—)e’ +c,e’,

donde ¢; y c¢; son constantes arbitrarias. Ahora aplicando el método de variacién de
parametros, tenemos para est¢ caso que #=2, ¢>=1 y g(x) = xe*+2x. La solucién general

de la ecuacidn homogénea
y =3y +2y=0

es:y =+ ce™, por lo tanto el sistema fundamental de soluciones de dicha ecuacién

estd formado por las fanciones y;(x) = €* y yu(x) = €% quedando de aqui que

Tenemos que W(y, y») = det 7 = ¢*, entonces, de acuerdo a la expresion dada en (3.19),

se fiene que

xe* +2x

o1



. Desarrollo General del Método de Vaniacion de Pardmetros

Calculando los cofactores correspondientes, se observa que en este caso, yy,(x) = —e¥*
X
y yal{x)=¢".

Segiin la expresién dada en la igvaldad (3.21) tenemos que

u (%)= j-.re +2x 2‘)dx=—j(x+ 2xe " )dx

2
= —-%— +(2x+2)e™,

jxe +2x( dx = j(xe +2xe” 2")a‘x

(x)=
=(-x—1Ne™™ - (x +4)e™,

Y de aqui que
3 ¥
yp(x)=—2—+x—(l+x+—2—)e'.
Por lo tanto la solucién general de la ecuacién (3.23) es

2
y(1:)=%-t~.u:~&-(c1 ~x—%)e‘ + e’

donde ¢, y c; son constantes arbitrarias. Esta solucidn, como se menciond

anteriormente, pudo haber sido encontrada por otros métodos.
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Desarvollo General del Método de Variacion de Pardmetros

En la préctica puede ser dificil o, en ocasiones imposible, resolver las integrales
obtenidas para las funciones u. Por ejemplo, supongamos que el lado derecho de fa
ecuacidn (3.23) es sen X en lugar de xe*+2x. En este caso llegarfamos a las
ignaldades

y=-e"sens® y um=e sens,

de modo que

u =—je" sen X dx + ¢, y u, =I€—2x sen X’ dx + ¢,

Por supuesto estas integrales no pueden calcularse usando funciones elementales; sin
embargo, esto no es una limitante, ya que siempre queda el recurso numérico. La

solucidn de la ecuacidn, para este caso se podria expresar como

y=e’(~je" senx’dx + ¢;) + ez"'(je"”’r senx’ dx + c,),

Veremos otro ejemplo en el que no se puede aplicar el método de operadores en

virtud de que los coeficientes de la ecuacién no son constantes.
Ejemplo. Resolver la ecuacidn diferencial
3.29) (- x)y"4xy'—y=2x- e

Para este caso tenemos que n=2 quedando g,(x) =—~(x-1) y g(x)=2(xr—1Ye*=-2 q: (x)e*,
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.. Desarrollo General del Método de Variacion de Parimetros

El sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
(I-xy"' +x-y=0

lo forman las funciones y;(x) = x y y,{x) = ¢' quedando entonces que

De aquf se obtiene # = det ¥ = (x-1)&' = — gfx)e’, resultando de la jgualdad

(3.19) que
fx)=-2¢>,

Tomando en cuenta que para este caso y,{x) = —€° y y(x)} = x, de la igualdad
(3.21) obtenemos

u{x)= 2_[ ede=-2e"

#(x)= —-ZI xe Py = %(2): +1)e ™

y de aguf que o,
i -
yp(x)=~—2—(2xm De™.

Por lo tanto, la solucién general de 1a ecuacién (3.24) es
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yX)=cx+ce” - %(2}: -De ™,

donde ¢, y ¢; son constantes arbitrarias.
Daremos un iiltime ejemplo.

Ejemplo. Resolver la ecuzacidn diferencial

(3.25) yU-2yty'-2y = glx),

donde g es una funcién no idénticamente nula.

Se ticne para este caso que n=3 y g()=1. El sistema fundamental de

soluciones de la ecuacién homogénea

y'2y+y-2y=0

est4 formado por las funciones y,(x) = €%, y,(x) = €™ y y3(x) = €%, quedando de aqui

que
eu' e—ix e2x
F=| ie® ~ie™ 2%
_ eix _ e-ix 4 e2x

El wronskiano W de las funciones y; ( j=1,2,3 ) queda en este caso como

W = -10ie*, resultando, segun la expresidn (3.19) que
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fx)= —;%e““g(x).

Observando ahora que y3,(x) = 2+0e®™, yu(x) = R-De®™ y yulx) = -2,
y de acuerdo con la igualdad (3.21), tenemos que

1—-2fex _.
u) =" Rger

1+2i
HY

u(x)=

[Ceta@ae

O G

Efectuando 1a suma de los productos y;u; encontramos para y, la expresién andloga
a ta dada en (3.22), la cual queda en este caso como

i * —i(E~x o J(E—x -2(E-x
pp=— [ [0-20e72 + (142006 - 279 gy,
10 <a
o bien, introduciendo el cambio de variable u = £ — x, encontramos
y (%)= 1 j‘ : (ble""’ +be™ + b3e‘2") g(u + x)du,
P 10 Ja

donde b, = 1-2i, b,=142i y by = -2. Por ejemplo, si g(&) = e, esta tiltima igualdad

queda como
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yp(X):.]lo_ :—x (ble..;'u +bzeiu + bae-ZH) 32("+x)du’.

Tomando a = 0 y resolviendo la integral obtenemos

(x)—(“:”)e"‘ +(4—3i)e‘-,, +(5x— 4)82,
Ye¥) =50 50 25 '

Finalmente, dado que ¢, €™ y ¢** son soluciones de la ecuacién homogénea

correspondiente, podemos escribir la solucién general de la ecuacién diferencial (3.25)

como

i - 1
y(x)= e + e ™ + et + gxe”.

Como aclaracién respecto a este ejemplo, queremos sefialar que hubiera sido

totalmente equivalente trabajar con el conjunto fundamental de soluciones

Y (x)=cosx, Yy(x)=senx, yi(x)= e,

y se hubiera llegado al mismo resultado. ~Obviamente las funciones y, y y, provienen de

las funciones complejas ™ y &,
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Conclusiones

CONCLUSIONES

A través de las paginas de este documento, se observa la trascendencia de la
formacién y el conocimiento de materias como Algebra Lineal, Calculo Diferencial y
Ecuaciones Diferenciales, todos ellas impartidas en la Licenciatura en Matematicas
Aplicadas y Computacion. Dicha formaciéon y conocimientos son, a mi entender,
requisitos que debe cubrir un alumno de la Licenciatura mencionada, Estos elementos
fueron los que dieron paso a la elaboracién del presente trabajo.

Las conclusiones se pueden empezar reconociendo que resolver una ecuacién de
orden mayor o igua que dos es todo un reto. El método que se propone en este trabajo es
una alternativa, como todos los demas métodos para encontrar soluciones de ecuaciones

diferenciales.
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. Conclusiones

En principio, cualquier problema que pueda ser planteado en términos
matematicos, a través de una ecuacién diferencial no homogénea, podria ser resuelto
utilizando el método de variacion de pardmetros, sin embargo, y por desgracia, el método
presenta algunas linitantes. Entre éstas, definitivamente 1a mas importante la representa
¢t hecho de que para poder emplear el método, es necesario conocer el sistema
fundamental de soluciones de !a ecuacién homogénea asociada con la ecuacién no
homogénea. Si se conoce el sistema fundamental de soluciones, se puede entonces aplicar
el método. Al aplicarlo, pareceria que siempre hay que calcular una matriz de funciones
de nxn, sin embargo, sélo hay que calcular el dltimo rengién de dicha matriz que se
convierte en la iltima columna de una cierta matriz de cofactores, porque en realidad, son
los tnicos valores que se utilizan para encontrar fas funciones que se requieren para

determinar la solucién buscada.

Con este procedimiento se ahorran nx(n-1) operaciones en el cilculo de una matriz,

aunque su determinante, que también se requiere, se tiene que calcular completo.

Si regresamos af hecho ya citado, de la enorme dificultad que en general representa
el resolver una ecuacion diferencial de orden mayor o igual que dos, podriamos sefialar
aqui gue el método desarrollado admite ia aplicacion del analisis rumérico, tanto en las

partes referentes al algebra lineal como a las concernientes a procesos de integracion.

Finalmente, se considera que la exposicion de este método, no es recomendable
con fines académicos para darse en un primer curso de Ecuaciones Diferenciales, debido a
los conocimientos que s requieren y que van implicitos en ta aplicacién de éste. Sin
embargo, se podria considerar como un tema extra al finalizar el temario gue comprende

la materia de Ecuaciones Diferenciales.
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