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RESUMEN

En la teorfa BCS de la superconductividad el ingrediente principal es el aparea-
miento de electrones que forman los llamados pares de Cooper de los cuales, por
sencillez, sélo se toman en cuenta los pares con momento total igual a cero. Es decir,
se menosprecia a los pares con momento total distinto de cero los cuales se comportan
como bosones con una relaciéon de dispersién lineal que pueden condensarse a la
Bose-FEinstein no tan sélo en tres sino en cualquier dimensién mayor que uno. Esto
podria explicar la superconducti-vidad en todos los materiales conocidos, inclusive
los de alta T, que son casi-bidimensionales. Sin abandonar el mecanismo fonénico de
interaccién entre pares de electrones, calculamos la fraccién de pares de electrones
con momento diferente de cero respecto a los pares con momento igual a cero. Esta
fraccién es diferente de cero y aunque decae rdpidamente conforme la magnitud del
momento del par aumenta desde cero, muestra que para valores del momento del
par menores que 0.0002 veces el miimero de onda de Fermi del material, el valor de

la fraccién se separa de la unidad en menos del diez por ciento.
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Capitulo 1

Introduccidon

El objetivo principal de esta tesis es el de mostrar cémo la Matematica puede apoyar
a otras disciplinas, como la Fisica, no sélo como herramienta, sino como un medio de for-
malizar los distintos conceptos de la disciplina en cuestién dando claridad y confiabilidad

a los resultados.

Ciertos fendmenos fisicos son capaces de cambiar de manera permanente la forma ma-
terial de vivir del ser humano. Uno de estos fenémenos es el de la superconductividad.
Ocurre cuando ciertos materiales se enfrfa.n por debajo de una temperatura, denominada
temperatura critice, la cual es particular para cada material; a esta temperatura la resis-

tividad eléctrica del material decrece abruptamente hasta llegar a cero.

La superconductividad fue observada por primera vez en 1911 por el holandés Kamer-
lingh Onnes (1853-1926) quien, en 1908, pudo licuar el helio, y lo usé como refrigerante
para enfriar sus muestras a temperaturas menores que 4.2K. En particular, enfrié muestras
de mercurio donde observé que la resistividad de éste disminuye drdsticamente cuando
la temperatura alcanzada es de 4.15K. La importancia de este suceso fue reconocida
inmediatamente, tanto desde el punto de vista de avance del conocimiento como de las
multiples aplicaciones tecnoldgicas que se avisoraron. Parte de este reconocimiento fue el

Premio Nobel otorgado a Onnes en 1913.

La gran utilidad e ilimitadas aplicaciones de los materiales superconductores se basa en
su capacidad de transportar corriente eléctrica con resistencia nula. Esto es, las pérdidas

de energia eléctrica por calentamiento (efecto Joule) desaparecen, posibilitando que se



pueda transportar grandes cantidades de corrientes eléctricas necesarias, por ejemplo, en

la construccién de electroimanes gigantes.

Con el descubrimiento de la superconductividad se dio inicié también a la bﬁsqueda
de materiales con temperaturas criticas més altas y a la explicacién teérica del fenémeno. ‘
En 1933, Meissner y Ochéenfeld (1], descubren una segunda propiedad caracteristica de
un superconductor que consiste en que cuando es enfriado por debajo de su temperatura
critica en presencia de un campo magnético externo, las lineas de flujo magnético son
expelidas, es decir, el superconductor actua como un diamagneto perfecto, donde los
electrones de los dtomos ajustan sus movimientos rotacionales para producir un momento
magnético neto opuesto al campo externo. Este fendmeno, que reconocemos como efecto
Meissner, es el mismo que posibilita la construccién de trenes de pasajeros de muy alta
velocid‘ad levitados. Cabe hacer notar que si la magnitud del campo externo aplicado

rebasa cierto campo critico H, el superconductor regresa a su estado normal.

Para 1950 el material con la temperatura critica mds alta era la aleacién NbN con
una temperatura critica de 15.2K. Ese mismo afio Fréhlich [2] consideré el efecto de las
vibraciones de la red iénica en el fenémeno de la superconductividad. Predijo que la
temperatura de transicién decreceria conforme la masa isotdpica promedio del material

aumentara, esto es

T. x 1/vVM,

de donde se puede deducir que si no hay vibraciones en la red M — oo entonces -
T, — 0 ocasionando que no haya superconductividad. La gran importancia de este efecto
isotopico radica en que fortalecio la idea de que el mecanismo electrén-fonén es bésico en

la superconductividad.

Con estos antecedentes Cooper [3] demuestra en 1956 que el estado base normal de un



gas de electrones es inestable con respecto a la formacién de pares de electrones amarrados,
donde la presencia del resto de electrones‘ es crucial para que exista la formacién de un
par. En el estado base normal todos los niveles monoelectrénicos con momento k < ki
estdn ocupados y los niveles con k£ > kg estdn vacios. Si, como supuso Cooper, existe _
entre los electrones una interaccién débil atractiva, el efecto sera dispersar los electrones
con momentos k; y ky a estados con momentos ki y kj. Como todos los niveles abajo de
kr estan ocupados, los momentos finales k] y kj caerdn arriba de k¢, con el consecuente
aumento de energia cinética del sistema. Sin embargo, el amarre del par de electrones
genera una disminucion en la enegia potencial del sistema tal que el efecto neto es una
disminucién de la energfa total del sistema. En 1957, Bardeen, Cooper y Schrieffer (premio
Nobel 1972) [4], generalizan la discusién de Cooper del problema de dos cuerpos (dos
electrones) al de N-cuerpos donde N es del orden de 10%%, el niimero tipico de electrones
de conduccién en una muestra mediana de un metal. Desarrollaron la teorfa que hoy
conocemos como BCS y que vino a explicar la superconductividad tal como se conocia

-~

hasta entonces y hasta 1986.

En 1986, Bednorz y Miiller {5], descubren que ciertos materiales ceramicos con estruc-
tura cristalina, llamados perovskitas son superconductores a temperatura por encima de
30K. Estos materiales son rigidos, frigiles y se caracterizan por planos de dtomos de cobre
(Cu) y de oxigeno (O) en combinacidn con otros elementos, por ejemplo lantano (La) y
bario (Ba). Como a principio de siglo, este hallazgo en 1986 propicié un renaciente interés
en la buisqueda de cerdmicas con temperaturas ain mas altas. Todas las bondades de la
teoria BCS no se pudieron extrapolar a los nuevos superconductores. En particular, no
es posible explicar mediante el modelo BCS las temperaturas superconductoras mayores

a 46K, limite conocido como “barrera fonénica”.



Como intentos de explicar la nueva superconductividad, desde 1986 se han propuesto
diversos modelos microscopicos [6] . Asi, Anderson, considera, una separacién de espin
y de carga en que un electrén, dentro del cristal, posee excitaciones que son “dimeros”
compuestos de un fermién (con espin pero sin carga., llamado “espinén”) mds un bosén
(cargado pero de espin entero, llamado “holén”), ambos ligados entre si para formar el
dimero. El gas bosénico que surge asi podrd entonces sufrir una especie de condensacién
BE que seria la transicién superconductora. Schrieffer, y colaboradores, en cambio, ven
el fenémeno como una condensacién de BE de “sacos” (“spin bags”) compuestos cada
uno por dos huecos (dejados dentro del “mar de Fermi” electrénico por electrones excita-
dos).' Lee, y colaboradores estudian, sobre una serie de ldmina$ paralelas, una mezcla en
equilibrio de fermiones (no apareados) y de bosones compuestos (fermiones apareados), y
logran ajustar los extensos datos experimentales de Uemura et al. [7], sobre temperaturas
criticas de los cupratos, ‘materiales casi-bidimensionales que consisten en “laminas” de
atomos de cobre y de oxigeno. Es notable que deducen también una transicién tipo BE
pero en (2 + e)-dimensiones, siendo € muy pequefio {(del orden de 0.03). Esto sucede en
el modelo de laminas paralelas, débilmente acopladas entre si, de los dtomos de cobre
y oxigeno. En cada ldmina la masa efectiva de los pares de Cooper casi-bosénicos (de
huecos electrénicos en el caso de los cupratos) adquiere en la direccién perpendicular a las
ldminas--como tnico pardmetro ajustable de la teoria—valores que se aproximan hasta
los cinco 6rdenes de magnitud del valor de la anisotropia que se viene observando ex-
perimentalmente, por ejemplo, en el cuprato T1;BayCay;CuzOrg (T, < 125K), por Farrell
et al. [8] . Por otro lado, Alexandrov, Mott {6] y Ranninger [6], abogan por modelos
de “polarones” (una nube de cargas iénicas deformada por la presencia de un electrén o

hueco} que se ligan entre si para formar “bipolarones” los que a su vez, siendo bosones,



pueden condensarse a la BE. Estos autores ademés senalan la muy notable sermejanza
con el helio liquido bosénico de dos cupratos tipicos con T, ~ 92K (el YBayCusO7_5) v
con T, ~ 107K (el BiySryCayCu;0,) en cuanto al parecidisimo comportamiento del calor
especifico a pesar de que la transicién superﬂuida' del helio liquido ocurre apenas a T, ~

2.2K a presion atmosférica.

Este amplio panorama de teorias tan distintas muestra la riqueza de ideas originales
que actualmente prevalece en el entorno del enigma de la superconductividad, en especial
la de alta temperatura. Ademds, nos percatamos de la actividad e interés en este tema
por parte de cuatro Premios Nobel: Anderson, Schrieffer, Lee y Mott. No obstante, falta
un mecanismo dindmico o una teoria capaz de justificar las altas temperaturas de tran-
sicién de los recientes materiales y, esperamos también, un formalismo capaz de predecir la
existencia de nuevos materiales con temperaturas criticas del orden de la temperatura am-
biente, lo que iniciaria sin duda otra era tecnolégica semejante a la Revolucién Industrial

del siglo XVIIL

Dentro de este panorama de nuevas teorias se ha replanteado la superconductividad
como una condensacion de Bose-Einstein de los pares de Cooper. La idea no es nueva, pues
ya la usaban Blatt y Schrafroth antes de que apareciera la teorfa BCS. El ingrediente nuevo
es el considerar los pares de electrones con K > 0 ademds de los pares con K = 0. Nien
la teoria BCS habian sido considerados antes, dado que alli se supone, sin demostrar, que
éstos son mucho menos numerosos que los pares con K = 0. La relacién de la condensacién
de Bose-Einstein con la superconductividad se basa en considerar a los pares de electrones
como un sistema cudntico de muchos bosones en el que una fraccién apreciable de ellos
se encuentra en el estado de energia mas baja del sistema cuando se enfria por debajo de

una cierta temperatura critica.



Si los bosones satisfacen una relacién de dipersién cuadratica, es decir sus energias

cinéticas ¢ = h%k?/2m, entonces la temperatura critica en d dimensiones es [9]

(1)

c =

_ 27 h? T 2/d
mky ’

¢(d/2)
donde m es la masa del bosén y ng la densidad de niimero de los bosones, kg es la constante
de Boltzmann y {{d/2) es la funcién zeta de Riemann de orden d/2.

Esta temperatura critica es valida y diferente de cero, para toda dimensionalidad d > 2
si d = 2 entonces la funcién ¢(1) =1+%+%+... —r oo y I. - 0;sid < 2 la ecuacién
(1) debe ser modificada sustituyendo la funcién zeta por la suma ggs(l) = 52, el

que diverge més rapidamente que ((1), y en consecuencia 7, — 0. En particular, si la

dimensién es d = 3 la temperatura critica es

2mh2n?/3 3.318% 4,
= ~t n
mka{((3/2)]*% 7 mks P’

7.

dado que ((3/2) ~ 2.612.

Con este tipo de bosones se podria explicar la superconductividad de materiales casi-
bidimensionales, como una condensacién BE, pero no la de materiales casi-unidimensiona-
les tales como los superconductores organicos consistentes en cadenas de dtomos paralelos

entre si.

Sin embargo, resulta que los pares de Cooper en el limite de acoplamiento débil,
se comportan no con una relacién de dispersién cuadratica sino como bosones con una

relacién de dipersidn lineal
ex = a{d)vehK, cuando K —0,

en que K es el momento de centro de masa del par y, donde a(d) es un coeficiente

adimensional del orden de la unidad, d la dimensién del sistema y v, velocidad de Fermi.

6



La temperatura critica asociada a estos bosones en el limite de acoplamiento débil, es [10]

T, =

a(d)hve [ wl@/2+1/Dg, 74
ks [r(d/2+ 2@ @)

donde I'(z) = (z — 1)! es la funcién gamma. Notese que ahora T, >0 para toda d >1.
Esto es, pueden condensarse si el sistema es de dimensién mayor que uno, eliminando
la limitacién impuesta por los bosones con una relacién de dispersién cuadratica para
explicar la superconductividad de los materiales orgénicos casi-unidimensionales como
una BEC. En la figura 1, se muestran las temperaturas criticas (1) y (2), en unidades de
la temperatura de Fermi T, para 1 < d < 3, donde d es la dimensién. En el intervalo
sombreado 0.01 < T./T: < 0.06, se encuentran las temperaturas criticas medidas por
Uemura para los superconductores exéticos. También, se muestra la barrera fondnica de

46K y la zona (cuadriculada) de las temperaturas criticas de los materiales convencionales.

M4s realista seria un modelo no de un gas puro de bosones sino el de una mezcla
en equilibrio quimico [11} de fermiones (no apareados) y de bosones compuestos por
dos fermiones apareados por la misma interaccién modelo BCS. Este modelo de mezcla
bosén-fermién a temperatura absoluta cero resulta ser el modelo descrito cuantitativa y

prectsamente por la teoria BCS en el estado fundamental.

En esta tesis exhibimos detalladamente la proporcién de pares de electrones con K >
0, Nk (T}, respecto a los pares con K = 0, No(T), para una temperatura T < T, en 2
y 3 dimensiones. Como una primera aproximacién, mas no por ello lejos de la realidad,
proponemos la funcién de Fermi-Dirac a T = 0 trasladada por fiwp, como la funcién de
distribucién de los electrones 2 T > 0. El comportamiento de la proporcién Ny (T)/No(T),
como funcién de: K y para diferentes materiales {o diferentes v = ©p /T, donde ©p

y Tr son las temperaturas de Debye y Fermi del material, respectivamente), muestra



- oeen =

& 10-4—‘ l'

10

’

”

Q/T.=10°

§ "bosones" con relacién
de dispersion lineal

"hosones” con relaciéon
de dispersién cuadrética

A_

Figura 1: Temperaturas criticas T, en unidades de la temperatura de Fermi 7, como

funcién de la dimensién d, para sistemas de bosones cuya energia es proporcional al

cuadrado del momento {curva llena) y proporcional al momento (curva a trazos).



la existencia no despreciable de los.pares con K > 0, que justiﬁéa su inclusién en la
teoria antes mencionada y por consiguientes las variaciones en las teméeraturas criticas
obtenidas. Aunque los pares con K > 0 no son considerados en la teoria BCS, desempefian
un papel preponderante en la superconductividad interpretada como una transicién de fase

tipo Bose-Einstein.

En el capitulo 2 se muestran algunas propiedades del sistema de N-electrones. Para
esto, se resuelve la ecuacidn de Schrodinger para un solo electrén. Los niveles de energia
monoelectronicos son ocupados por los N-electrones no interactuantes de un gas ideal de
fermiones segin la funcién de distribucién de Fermi-Dirac. Se da la densidad de estados
y se relaciona la densidad de particulas con el vector de onda de Fermi. En el capitulo 3
calculamos la razén del nimero de pares de electrones con momento de centro de masas
total diferente de cero respecto a los pares con momento de centro de masas total igual
a cero. Lal interaccién entre los electrones es la de BCS, tal que los electrones con la
posibilidad de aparearse se encuentran en una franja de ancho fiwy alrededor del nivel
de Fermi, en el espacio k. Proponemos que los electrones estén representados por la
funcién de distribucién de Fermi-Dirac a T = 0. Aqui se reporta el cdlculo para sisiemas
tridimensionales y en el apéndice se resumen los resultados para sistemas bidimensionales.

En el capitulo 4 se resumen los resultados y se exponen las conclusiones.



Capitulo 2

Los Fermiones

2.1 Gas Ideal de electrones.

Aqui calculamos las propiedades de un gas de N-electrones que no interaccionan entre
si, dentro de un volumen V. Utilizando la aproximacion de electrén independiente, pode-
mos calcular el estado base del sistema de N-electrones calculando primero las niveles de
energia (monoestados) de un electrén dentro de un volumen V, y luego llenando estos

niveles con los N-electrones.

Un solo electrén es descrito por una funcién de onda y la especificacién de las dos
orientaciones de su espin. La funcién de onda ¥(z,y,z) asociada a una particula con

posicién r = (z,y,z) debe satisfacer la ecuacién de Schrédinger:

52 52 o2 92
“om [@ " 52 +‘8_z§] U(z,y,2) = e ¥(z,y,2), (3)

donde m eslamasay € eslaenergia de la particula, i = /27 donde h es la constante de
Planck. Ademds, una condicién a la frontera que, para efecto de considerar que la particula
representa un electrén dentro de una estructura periédica (un cristal), proponemos sean

las siguientes condiciones de periodicidad en las fronteras

U+ Ly, z) = ¥(z,y,z2)

VY(z,y+ L,z) = ¥(z,y,2)

V(z,y,z+ L) = ¥(z,y,2). (4)
Para resolver la ecuacién de Schrédinger usamos el método de separacién de variables.
Se propone a la funcién de onda como un producto de tres funciones donde cada una

10



de ellas depende sdlo de una variable z,y o z, es decir, ¥(z,y,z) = U (z) W, (y)T(2).

Sustituyendo la anterior expresién en (3), se obtiene

R? o?

—% 5;\1’1(.’1:) = €&z lI’x(:E),
R? 82

_% “é?‘py(y) = Eywy(y):
R B2

'—% 5;2-\112(2) = & \Ilz(z),

donde € = g, +¢&, +€,. La condicién a la frontera (4) se transforma en

‘PZ(L) = @2(0), (5)
cuando la evaluamos en sus extremos. _

Dejando de lado momentdneamente la condicién a la frontera verificamos, por susti-

tucién, que una solucién de la ecuacién (3) es

1 . 1 . oo
¥ (r) = ezk-r — 6lk”zelk"ye!k‘z, 6
() = e = — 0
ya que al realizar, las segundas derivadas parciales de (6) obtenemos
0? 1
—, _— “k2 :.kzx
61'2 N4 (IE) \/— 3
o° 2 ik
— = k2 otk
ay? a v \/17 “
6 — —k2 1 tk,_z

@'KDZ(Z) - z\/_ y

las cuales sustituimos en el primer miembro de la ecuacién (3)

_h_z( L 1 gikez k2 1kyy_k2Leik;z) _ _5_2

1 ikerr.2 2 2 )
s —e ki +k, +k;
"V vV v (kz + ky + k2)

2m (_\/V
K . 1 .
___kZ s giker
sl (<),

11



como k = |k| entonces,

Rk (1,

iK' _— \I}
2m (\/_176 =
con ¢ la energia dada por

R2kI Rk R R
= z + Y —+ Z =
2m 2m 2m. 2m

£k £,

donde k = 27/X es el nimero de onda de una onda estacionaria con una longitud de

onda A = h/p.

Sabemos que la intensidad, o energia por unidad de tiempo por unidad de 4rea, aso-
ciada a una onda es proporcional al cuadrado de la amplitud. Por lo tanto, la intensidad
de la onda que descr_ibe a la particula, y que nos proporciona las regiones del espacio en
las cuales es mas probable encontrarla, estd dada por el cuadrado de la funcién de onda
[T (r)|? o densidad de probabilidad. Asi, la probabilidad de encontrar al electrén en un

volumen -, estd dada por
f 10 (r)[ dr.
¥
Si esta integral es extendida a todo el espacio V, donde la particula se encuentra, la

probabilidad de encontrarla allf sera:

_fv|\11(r)|2dr =1.

La funcién de onda que cumple con esta ecuacién se dice que est4 normalizada. El vector
de onda k de la funcién ¥, (r) estd relacionado con el momento lineal p = mv del

electrén, donde v es la velocidad, a través de su energia cinética, esto es

e—lmvg— P il
2 9m 2m’

donde hemos usado que p = h/A.
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La ultima igualdad es consecuencia de la ley de De Broglie que asocia a la particula
con momento p una longitud de onda A tal que p = h/A. De aqui que el momento lineal
y la velocidad de la particula quedan expresados en términos del vector de onda k de la

siguiente forma

hk
= hk = —.
p y v m

La onda plana e** es constante en todo plano perpendicular a k (donde tales planos
estdn definidos por la ecuacién k -r = cte.), mientras que a lo largo de las lineas rectas
paralelas a k su amplitud varia repitiéndose la onda cada k/27 = 1/, veces por unidad

de longitud, donde A es la longitud de onda de Broglie.

La condicién a la frontera (5) serd satisfecha por la funcién de onda general (6), si y

solo si, . . )
e:.k,,L — etkyL — elk;L =1,

Como e* =1 sélosi z = 2win, con n € Z, entonces las componentes de los vectores de
H

onda k que cumplen la anterior identidad son

2 2
27 T k— ~—7-T—n,,

y = —I_:_ ¥ z 3
donde n,,n,,n, € Z, que generan un conjunto discreto de valores de k, a diferencia del

caso clasico, en el cual los valores posibles de & forman un continuo.

Si permitimos a los vectores de onda estar a lo largo de los ejes coordenados kg, ky, k.,
donde se supone que los momentos son medidos en unidades de 27/L, los momentos seran
proporcionales a (+ng, £n,, +n,) y un volumen {2 del espacio k contenido en la red de

valores permitidos de k, contendri

2 Qv

(2x/L)* — (2m)®’
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valores de k permitidos. Equivalentemente, el nimero de estados permitidos por unidad

de volumen del espacio k es,

(2m)?
Por tanto, el nimero total de estados ocupados N. en una esfera de radio &, de Fermi, -

y volumen 4wk;>/3, es

drk>. VvV ke

Ne=2A737)gs) =33

4 (7)
donde el factor 2 toma en cuenta los dos valores del espin.

La extrapolacién a un gas de particulas es inmediata. Para ello consideremos un gas
de N-particulas sin interaccion entre ellas, dentro de un volﬁmen V,donde N - o0 y
V' — oo, pero tal que la densidad de particulas n = N/V = cte. Entonces, los niveles
de energia accesibles a cada una de las particulas son los mismos que los de una particula

sola (los monoestados) en el mismo volumen V.

Por la forma en que las particulas se distribuyen en los monoestados, podemos dis-
tinguir al menos dos tipos de ellas: fermiones y bosones. Los electrones son fermiones
y obedecen el principio de exclusién de Pauli, que proﬁibe que se acomoden mds de
dos particulas, con espines opuestos, en cada nivel de energia. Si las N-particulas son
fermiones, se acomodarén sin estar mds de un electrén por monoestado. En T = 0 los N-
electrones ocupan los primeros Ny monoestados dentro de una esfera (esfera de Fermi) de
radio k; (ndmero de onda de Fermi). De (7) podemos deducir que la densidad electrénica

n = N/V esti relacionada con ke de la siguiente forma

N k3
nN=s — = —

= L, 8
Vo 3n? 8)
Los bosones no obedecen el principio de exclusién de Pauli por lo que pueden acomodarse

un ntimero indefinido de bosones en un solo nivel.
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2.2 Funciones de distribucién Fermi-Dirac y Bose Einstein.

Las leyes de distribucién de Fermi-Dirac y de Bose-Einstein representan dos formas
posibles en que las N-particulas indistinguibles de un sistema pueden acceder a los niveles
de energia del mismo. Las particulas de espin fraccionario :E:%, obedecen el principio de
exclusién de Pauli que prohibe que dos o més particulas ocupen el mismo nivel de energfa,
éstas se distribuyen en los niveles de energia segiin la ley de distribucién de Fermi Dirac por
lo que se les denomina fermiones. Particulas idénticas de espin cero o entero, denominadas
bosones hacen caso omiso del principio de exclusién y se distribuyen en los niveles més

bajos de energia segun la ley de distribucién de Bose-Einstein.

En el caso de los fermiones, se aplica el principio de exclusién de Pauli que permite,
como maximo una particula por estado cudntico. Ya que una posible distribucién de
particulas entre los estados cudnticos del ¢-ésimo nivel de energia del sistema se representa

en la siguiente figura

&w| -0 —©
s |—© —©
6|0 &
|6 o
donde 7 = 1,2,---,n representa al i-ésimo nivel de energia, con energia €,, V; es la

poblacién del i-ésimo estado, y g, es la degeneracién o niimero de estados con la misma
energia. El nimero total de maneras de acomodar N; particulas en el i-ésimo nivel
se genera con g formas de seleccionar el punto en el que se debe insertar la primera

particula, ¢, — 1 formas de insertar la segunda ya que esta no puede ocupar el estado
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cudntico anterior, g; — 2 formas de insertar la tercera y asi sucesivamente. Es decir,

gl —1(g-2)...(a-N;+1) = GE.—IN:Y (9)

Como las particulas no se pueden distinguir entre si en un arreglo, las N; formas de per-
mutarlas unas con otras y entre estados, no se consideran como permutaciones diferentes, -

por lo que el niimero real de formas independientes de lograr una distribucién de N;

particulas en el i-ésimo nivel, se obtiene dividiendo (9) entre N;! lo cual da

gi! _ gi
Ni!(gi_Ni)! Ni ’
El nitmero total de formas independientes de lograr una distribucién de (N, N,, N3, - - -, N,)

de particulas indistinguibles entre n niveles energéticos es sélo el producto de los factores
individuales de la forma anterior sobre todos los niveles, esto es, la probabilidad W de la

distribucién total de particulas es el producto

n g
W= H N] : = H ’
i=1 "' i=1 Ni
tomando logaritmos en a ambos miembros de la igualdad y luego aplicando la férmula de
Stirling Inn! ~ nlnn — n obtenemos
InW ~3g. Ing — N; In N; ~ (g, — N;) In (¢, — N;)].
i=1
La distribucién N; més probable es aquella de probabilidad W maxima, o aquella que
ante una pequefia variacién dy, en cualquiera de los NV; valores no altera el valor de W,
“entonces

§ In (W, u)_.z{-lnN +In{g, — V)] 6N; = 0.

=1
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Teniendo en cuenta la conservacién del nimero de particulas y de la energia, al sumar

—x 2:‘1:1 5N.' =0 Y - 162;21 &; 61\’,‘ = 01

= Th-In N;+ln(g— N;) — o — Be]dN; = 0.

Como los dy, son independientes entre si, la cantidad entre paréntesis se debe anular

para cada valor de ¢, por lo tanto,

In.gj %;Nl —a—fg = 0
%‘i —1 = ¢%f
= N; = E‘;_eﬁgz-i——l
Como 8 = T
= N; = g/(ee/*eT 4 1),

haciendo o = i1/ky el pardmetro adimensional, donde la energia 1 es el llamado “poten-

cial quimico”, tendremos

feol&) =ENifg. = 1/[ePE-1 4] : (10)

mejor conocida como la funcién de distribucién de Fermi-Dirac, que es el niimero promedio
de particulas (de espin 1/2 6 - 1/2) con energia ¢;. Nétese que u(T) es el valor de la
energia £; donde f vale 1/2. En nuestro caso que tratamos con electrones g, = 2, ya que
hay dos posibles valores de! espin en cada estado energético.

En el caso de bosones, estos no cuplen con el principio de exclusién de Pauli por lo que
el nimero de formas posibles en que el estado de energfa ¢;, con degeneracién g, puede
ser ocupado por N; = 0,1,..., estd dado por (V; + g, —1)! permutaciones posibles de las

N; particulas en g; celdas. Como las particulas son indistinguibles cualquier intercambio

17



entre dos cualesquiera de ellas, o entre dos estados con la misma energfa, no cambia la
distribucién por lo que las anteriores permutaciones habrs que dividirlas entre N;!(g;, —1)!
de tal forma que las diferentes distribuciones de las N; particulas indistinguibles entre

las g, celdas es

& | —O

& | —— — “@-
& |G — o
g |0 CCO ©C8O

Como las particulas son indistinguibles cualquier intercambio entre dos cualesquiera de
ellas, o entre dos estados con la misma energia, no cambia la distribucién por lo que
las anteriores permutaciones habré que dividirlas entre N;!(g, — 1)! de tal forma que las

diferentes distribuciones de las N; particulas indistinguibles entre las g, celdas es

(Ni+g—1)! | Nitg—1
g — 1)
Nil(g, — 1)! N,

La probabilidad W de la distribucién total de N particulas es el producto de las diferentes

distribuciones de particulas entre los estados de cada energia:

(Nig -1 A Nitg—l

i=1 i'(gi - 1) i=1 Ni

Suponiendo (V; +g;) 3> 1 de modo que podemos sustituir (N;+g¢,—1) por (Ni+g,), y
después de aplicar logaritmos y la férmula de Stirling, la expresién anterior se transforma

en

InW ~ zn:[(N,- + g) In(N; + g) — N;In N; — (g, — 1) In(g, — 1)},

i=1
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donde el valor de W no se altera si la variacién de &y, en cualquiera de los N; valores es

pequena. Si InW varia en dInW al variar NV; en dy.:
= §(InWoe) = 20, [In(N; + g,) ~ InNijég, =0
Utilizando §In N = +éy, e incorporando la conservacién de particulas y de energia

n n
> 6N, =0, > edn, =0,
i=1 i=1

que multiplicadas por —a v —f respectivamente, al sumarlas se obtiene

> In(Ni+¢)—InN; -~ a— Beléz, =0,

1=1
donde las dy, son independientes, para cada valor de % el término entre corchetes desa-

parece, entonces,

HN,"I—Q- l
In ——-a-0=0
N; p
14+ & goehe
i
=7 _ gi
> Ni=—_—

Finalmente, sustituyendo 8 = ﬁ,f y o = ua(T)/ksT, en la expresion anterior, donde
ta(T) es el potencial quimico bosénico, obtenemos la funcién de distribucién de Bose-

Einstein

foe(e) = Nyjgo = 1/[efleme) 1], (11)

Para obtener la energia de N-electrones en un volumen V sumaremos las energias de
todos los niveles monoelectrénicos ocupados. A T = 0, los niveles monoelectrénicos se
ocupan de manera ordenada y completa hasta el tltimo electrén que ocupa ‘el nivel de
energia mas alto conocido como nivel de Fermi. Asi

ﬁ2
E=2% —k. (12)
k<kp 2m
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Para realizar la suma anterior recurramos a la aproximacién siguiente. Como tenemos k
valores en un volumen V' del espacio k al sumar cualquier funcién lisa, que denotamos
como F'(k) con la condicién de que no varie su distancia en el orden de 27/L, la podemos

reescribir como

donde Ak = 87%/V. Cuando Ak — 0 estd suma ¥, F(k)Ak se aproxima a la integral

J F(k)dk, es decir

.1 dk

Aplicando las expresiones anteriores a la suma de la ecuacién (12) obtenemos la densidad

de energia en el gas de electrones como

E 1 f h2k2 1 h%k,°

V 4 k<kr 2m w2 10m’
0 bien

E 3 h2k.2

N BEF donde Fp = 2rr: ,

donde se us6 la relacién (8).

2.3 Densidad de estados en 3D.

El volumen de una celda unitaria en el espacio de cantidad de movimiento de un
electron con sus dos estados permitidos correspondientes a. las dos posibles orientaciones

que el espin posee, es decir, :l:% , de un solo estado cudntico del sistema que se denota
como

3
V:lﬁ_
P2y
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y si ademds consideramos un sistema de tamafio microscépico, entonces los valores de
energia permitidos y la cantidad de movimiento estaran distribuidos de una forma continua
en el espacio de cantidad de movimiento. Calculemos ahora todos los niveles de energia
entre € y €+de en el espacio de cantidad de movimiento, donde la relacién de dispersién
entre € y p, es £ = p?/2m. Asi, una superficie de energia &, en el espacio de cantidad

de movimiento, es una esfera de radio

p=/p2+pE+p?=Vv2me.

Como conocemos el volumen en el espacio de cantidad de movimiento por estados, cal-
culemos primero el nimero de estados en el elemento de volumen dV, entre p y p+dp.

dV, 8mp*Vdp

dV, =drp’dp = ¢'(p)dp= 72 73

Con la ayuda de la relacién de dispersién estas identidades las podemos reescribir en
términos de la energia £:

__dVE-_S\/Eﬂ'V 3

1
dV; = 4m(2me)imde = gle)de 7 e ede,

donde la funcién g(e) se conoce como la densidad de estados la cual representa el nimero
de estados por unidad de energia, tal que g(¢)de es el nlimero de estados entre € y e+de.
Nétese que el nimero de particulas del sistema cuya energia estd dentro del rango de

alrededor de ¢ estd dado por

donde f{g) es la funcién de distribucién de Fermi-Dirac, que es el nimero promedio de
fermiones en el estado de energia ¢, es decir

1
= ePle—p) +1 ’

fle) (13)
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Capitulo 3

Los Bosones

3.1 Pares de Cooper con K >0, a T > (.

La superconductividad clisica ha sido explicada por la teoria de Bardeen, Cooper y
Schrieffer (BCS), donde la idea central es el hecho de que los electrones puedan aparearse
‘formando entes conocidos como pares de Cooper, con la propiedad de moverse libremente
en el material superconductor. Estas parejas de electrones apareados, pueden tener mo-

mento de centro de masa cero ¢ diferente de cero.

En un superconductor, el nimero de pares de Cooper estd condicionado por el nimero
de electrones que tienen la posibilidad de aparearse. Estos electrones son los que se
encuentran en un intervalo de energia {0 momento) alrededor del nivel de Fermi. El

tamano del intervalo depende de la interaccién que genera el amarre entre los electrones.

En la teoria BCS la interaccidn atractiva entre un par de electrones es resultado de la
suma de dos interacciones: la repulsién coulombiana y la atraccién fonén-electrén. Este
mecanismo dindmico explica la resistencia nula en un superconductor en donde un fonén
de energfa maxima Awp es transferido entre los electrones que forma el par; wy es la
madxima frecuencia de oscilacién de la red idnica del material, o frecuencia de Debye. En
la figura 2, se muestra el diagrama de Feymann con el que se representa la interaccion
entre un par de electrones al intercambiar un fondén. Esta interaccién modelo BCS se

representa en el espacio de momentos por la sencilla relacién matemadtica
_V Si Ep < Ek: Ek’ < EF + th

‘/I-:k’ = . (14)
0 otro caso,
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electron electron

Figura 2: Diagrama llamado de Feymann que permite representar la interaccién atractiva
entre dos electrones en una red idnica en vibracién (a través del intercambio virtual de

un fonén, que constituye la interaccién electrén-fonén de Frohlich).
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donde V > 0 mide la intensidad de la fuerza de atraccién neta entre el par cuando los
electrones que intervienen tienen energias relativas €, y € , dentro de un intervalo Awp

alrededor de la energia de Fermi E%.

El niimero de pares, Ny, con una K determinada es proporcional a
Ny x Vi = fdknkl Ty + (15)

esto es, a la probabilidad de que un electrén con vector de onda k; coincida con un segundo
electrén con vector de onda ko, en cierta regién del espacio de momentos relativos kk que
satisfaga la interaccién (14). De esta forma, las magnitudes de los vectores k; y k, estaran
dentro del intervalo [k, kev/T+ 1] con v = hwp/Er = ©5/T¢, que forman cascarones
de grueso Awp alrededor de la energia de Fermi. Ademds k; y ko deben satisfacer las
relaciones

K = ki+k

k = (1/2)(ki - ko),

con AK el momento total del par, y ik su momento relativo, figura 3. Si pensamos que
. cada uno de los electrones con la posibilidad de formar un par tiene su propio cascarén de
niveles de energia disponibles para estar, se formaran pares sélo en la zona de coincidencia
de ambos cascarones y la separacién de los centros de éstos es igual a la magnitud de K.
En otras palabras, los pares con momento total AK = 0 son aquellos formados por todos
los electrones que se encuentran en la franja de energia hw, alrededor de la energia de
Fermi. El nimero se determina cuando fijamos la densidad de estados y la distribucién
de electrones por nivel, esto es, la distribucién de Fermi-Dirac. Los pares con momento

RK > 0, serdn aquellos formados por los clectrones que se encuentran en el traslape de
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Figura 3: Corte transversal del volumen de traslape (cuadriculado) de dos cascarones
esféricos de grueso fiwp, cuyos centros estdn separados una distancia igual a la magnitud
del vector de onda total K del par. El par asociado interactiia via el modelo de interaccién

BCS.
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dos cascarones esféricos de grueso hw,, de radio interno &y y centros separados por una
distancia igual a la magnitud de K. En el espacio de momentos, la funcién de distribucién
de Fermi-Dirac es el nimero promedio de electrones (con un espin) en el estado k, y estd

representada por

1
T WK 2mou)kaT {1 750

ng y  O(Ep — R°k*/2m), (16)

donde p es el potencial quimico fermidnico, es decir, el valor de la energia £, = h%k?/2m
donde la distribucién fermidnica n; vale exactamente 1/2 y 8 es la funcién escalonada de

Heaviside, definida como

l >0
ble) =
0 e<O.

Notamos que u(T) - Er. En la figura 4 se grafica la funcién de distribucién de Fermi-
—

Dirac para varias T. > 0 como funcién del nimero de onda k. Aqui aproximamos la

distribucién de Fermi a T > 0 por la correspondiente a temperatura cero pero trasladada

hwp, esto es, una funcién escalén,

1 st g, < Er+ Awp

0 si g, > Ep+ fuwp.
Esta aproximacién se muestra en la figura 4, con linea gruesa, como un escalén. Si con-
siderdramos la correcta funcién de distribucién a T > 0, el potencial quimico x ocuparia
el lugar de la energia de Fermi y la funcién de distribucién caerfa répido, pero suave-
mente, alrededor de p, de tal forma que la probabilidad de que el nivel u esté ocupado es
1/2. Hemos iniciado los correspondientes cdlculos con la funcién de distribucién correcta
y hemos notado un aumento desproporcionado de la labor y a la vez sélo cambios ligeros

respecto a los resultados que reportamos aqui.

26



A &
A
|
W
S
(a»]
A

n, 1000 K

e I

0.0 —
0.90 0.95 1.00  1.05 1.10

Figura 4: Funcién de distribucién de Fermi-Dirac (FDFD) para diferentes T, como funcién

del niimero de onda k normalizado al nimero de onda k, asociado al potencial quimico

p. La funcién escalén (linea gruesa) es la aproximacién a la FDFD usada en los célculos.
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Estamos interesados en calcular la razén del numero de pares con K > 0 respecto al
de pares con K = 0. Sustituyendo en la ecuacién (16) a T = 0 en (15) la integral se

transforma en

Ve = /dke (1K/2 + k| — ke) 8 ((K/2 — K| — kz)
0(\ke? + k2 — [K/2 + K]) 0(IK/2 — K| — /ke? + £2), (17)

-que es una simple. integracion del volumen de traslape de los dos cascarones. - Como el
nimero de pares con K = 0 6 K > 0 es proporcional al volumen del traslape de los
correspond.ientes cascarones, la razén de los nimeros de pares serd igual al cociente de
los volimenes, es decir, Ni/Ny = Vi./V;. Las topologias de los voliimenes que se generan
al separar un cascarén respecto al otro dependen de la magnitud del vector K, que en
la figura 3 representa la separacién de los centros de los cascarones. Estas topologias se
muestran en la figura 5 con zonas sombreadas las cuales enumeramos y denominamos de
la siguiente forma:

i) Cascaron esférico,
ii) Cascarén no esférico,
ili) Anillo con seccién transversal rémbica,
iv) Daga doble,
v) Lente doblemente convexo.
A continuacién calculamos la fraccién de pares de electrones, como el cociente de los
volumenes de traslape, en funcién de K, para 3D y en el apéndice, resumimos los andlogos

resultados para 2D.

3.2 Fracciones de pares de Cooper en tres dimensiones.

Aqui calculamos el volumen del traslape de dos cascarones de ancho  \/kg? + k% — ke
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Figura 5. Topologias de los volimenes de traslape de dos cascarones esféricos, que se

generan dependiendo de la magnitud del vector K.
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de radios iguales cuyos centros C y C; estan separados una distancia K.

Consideremos un par de cascarones esféricos de grueso hw,,, cuyos centros esté;l se-
parados una distancia K = |k1 —1;_k2|, con k; el vector de onda del pr.imer electrdn y ks, el
vector de onda del segundo electrén, los cuales se aparean para formar el par de Cooper.
Como mencionamos arriba, el nimero de pares serd proporcional al volumen de traslape
de los dos cascarones. Dada la simetria de este volumen, encontramos conveniente utilizar

coordenadas cilindricas para realizar el calculo, ver figura 6.

En el espacio de coordenadas cartesianas podemos describir a un punto (z,y, z) como
la interseccidén de tres planos mutuamente perpendiculares tal que z,y,z = constante
o en coordenadas cilindricas como la interseccidén de tres nuevas superficies: Cilindros

circulares rectos teniendo al eje z como eje comiin
p= (2% + yz)% = constante;
medios planos que contienen al gje 2z
o= tan_l(%) = constante;
planos paralelos al plano zy, como en el sistema cartesiano
z = constante.
Con intervalos de variacién

0<p<oo, 0Cp<L2r y —~o0<z< 00,

donde p es perpendicular al eje z.

Al invertir las ecuaciones precedentes para p,¢ y z se obtienen las relaciones de la

transformacion
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T = pCos g,
Yy = psenep,
z = z

Esto es esencialmente un sistema bidimensional de coordenadas polares circulares con el .
eje z cartesiano afadido para formar un sistema tridimensional. Es asi como el punto
(z,y,2) es reemplazado por (p,,z). A cada superﬁcie le podemos asociar un vector
unitario normal, que representamos por (g, @,E), tal que 5 es normal a la superficie
cilindrica en la direccién creciente al radio p. El vector unitario ¢ es tangencial a la
superficie del cilindro, perpendicular a la mitad del plano ¢ = constante y apunta en la
direccién creciente del dngulo azimutal ¢; el vector k es el usual vector unitario cartesiano.

En estas coordenadas el elemento de-volumen es dk = pdpdyp dz, el cual sera sustituido,

junto con la funcién de distribucién (16) en (15).

Para efecto de trabajar con variables adimensionales y normalizadas hacemos las si-

guientes definiciones:
[}

k= K/(2E2+K2), vzkg/kf,;
g1 = (/21 =1/V1+v), ke=1/V1+v, k= (1/2)(1 +1/V1+0),

donde « es el valor del vector de onda total del par normalizado con el valor maximo
que puede adquirir éste. Los valores k1,2 ¥ k3, marcan las fronteras entre una y otra

topologia. v es el cociente de energia de Debye entre la energia de Fermi.

Caso 1)  Cascardn esférico.
Sean Cy y C; los centros de los dos cascarones esféricos de ancho Awy, situados en el origen

dle nuestro sistema de coordenadas cuando el mimero de onda del centro de masa del par
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Figura 6: Sistema de coordenadas cilindricas (p, ¢, z) usadas para calcular el volumen de

traslape (zona cuadriculada).
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es K =0 6 £ = 0. Laresultante K = 0 implica que los vectores de onda de los electrones
individuales satisfacen k; = —ky por lo que los electrones del par se encuentran en un
cascardn esférico con radio interno k; y radio externo \/k92 + k2, equidistantes del centro
y diametralmente opuestos. El volumen de traslape definido por la integral (17), considera )
a todos los electrones del espacio &k contenido dentro de la regién antes mencionada y es

igual a

Vo=Vi=(4n/3)k* [(1+v)F ~1].

En los casos, en que K > 0, consideraremos que el vector de onda k, estard en el cascarén
de centro C), y el vector de onda k, en el cascarén de centro C», separados una distancia

K, coincidiendo sélo en el volumen de traslape de los dos cascarones.

Caso ii)  Cascarén no esférico.
Para esta topologia generada por el traslape, el niimero de onda del centro de masa K o

la correspondiente magnitud normalizada x, tomaré valores en el intervalo

6  0< k< (1/2)(1-1/VT+0)

Una vez definido el intervalo se obtiene el volumen correspondiente. Los centros C} y Cs
de los cascarones se colocan separados una distancia K > 0, sobre el eje z, y equidistantes

del origen. La integral (17) se transforma en

kp4+K/2 V (kp?+k2)—(2+K/2)? 2
Vi(K) = 2 / dz do [ do,
(K) e —— pp | dy

v/ (kp?+k8)-K/2 V (ke +k3)~(z+K/2)? 2
+2 / dz [
k 0

d
F+K/2 Pep Jy de
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de donde se obtiene el volumen de traslape como funcién de « y »

Vils) = (/3 kS {(1+0)3 1 — (L+0)7F 4 &°

~(3/2)x (2+v)/(1 4+ v)]}. (18)

Al evaluar (18) en los extremos del intervalo en que x varia, obtenemos que V;;(0) =

Vi(0) = Vo y Vii(k1} = Vidi(k,), donde

mVi(s) = (4r/3)k [(1+0)F — 1]

lim Vi(k) = (4n/3)k° [(3/8)v*/(VI+v —1)].

K—K1
La fraccién de pares de electrones con K > 0 con respecto a K = 0, dentro de este
intervalo de K, se obtiene dividiendo V;; entre V},

Vaw)/Vo = (UI1+v)7 =1)) [~ (8/2) s VIF v (2+v)

FI+)E + B+ 1]
Como se quiere saber en que tanto por ciento difiere el nimero de pares con X alrededor
de K = 0, respecto a los pares con K = 0, se desarrolla la expresién anterior en términos
de x, alrededor de cero. La figura 11 es una ampliacién de la figura 7 donde se muestra,

el comportamiento de los primeros tres términos del desarrollo

Va(e)/Vo = 1= [(B/DVI+o(2+v)/(A+v) - 1)«

F(1+ )5 /(1 + v} — 1))8.

Caso iii)  Anillo con seccién trasversal rémbica.

En este caso la topologia estd generada por la variacién de la magnitud KX en el intervalo
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) (1/72)1-1/V1+v) < 6 < 1/V/1+ 0.

El volumen asociado a los pares con momento dentro de este intervalo se obtiene por

medio de una sola integral

) /(ka)/@wm)d VR Bz + K/2)? o

Vii(K) = pdp : dep.

z
0 kp?—(z—-K/2)?

Después de realizar la integral y poner el volumen en términos de &, nos queda
Vii(k) = (dn/3) kS [(3/16)v* /(s VI +0)]. (19)

Al evaluar (19) en los extremos en que K = k; y & = K2, confirmamos que Vii(xi) =

Vii(k1) v Vii(k2) = Viy(k2, cuando hacemos los siguientes limites

lim Vii(k) = (4n/3)k:S3((3/8) v/ (VI1+v — 1)]

K—tK1

lim Vii(k) = (4m/3) ke [(3/16) V7],

K=Ky

y la fraccién de pares estd dada por

Vis()/Vo = 1/[(L+)F —1][(3/16) (0*)/(s VT F7)].

Caso iv)  Daga doble.

El volumen de traslape que se genera al variar la magnitud de X dentro de! intervalo

2kr < K < ke (V14v +1)

6 1VItv << (1/2)1+1/V1¥D),

tiene una seccion transversal en forma de doble daga. Para obtener el volumen asociado

se requiere realizar dos integrales. Similarmente como en los casos anteriores

K/2—kp V0kp?+k3)}—(z+K/2)? 2
%(K):Qfo dz/o pdp [ dy
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0 /(vkp)/(rlm/l-l—_v) 4 (ke +k3) - (2+K/2)? 2n

z d d
K/2—kp re —(2~K/2)? pae f, ¢

Vio(k) = (dn/3)k:*[—1+ (3/16) 2/ (k1 F 1) + (3/2) k1 + v

(=N

- (1/2) 1+ 1) ). (20)

Si evaluamos (20) en los extremos del intervalo en que varfa k, confirmamos que, Vi, {x3) =
Vii(ke) ¥ Viu(k3) = V,(x3), comprobandose que el volumen como funcién de x es una

funcién continua.

lim V() = (4m/3)k*[(3/16)12),

Jim Vi(s) = (40/3)k:* [(VI+v =301+ VIFv) - (14 0)3

+7v + 50%)/(16(v1 + v + 1))].

Finalmente,

Vi (k)/Vo = 1/(16[(1+v)% — 1)) [~ 16 + 312/(sy/T + V)
+24rv/T+v — 8(1+ )83

Caso v)  Lente doblemente convexo.

Los pares que pueden formarse cuando

ke (VIFv +1) < K < 2keV/14 0

6 (/A +1VIFD) <k < 1,

son aquellos cuyos electrones individuales tienen momentos casi colineales. El niimero de

pares de este tipo serd propdrcional, en el espacio de momentos, al volumen de una lente
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doblemente convexa,

/,/kp2+kg-x/2 p f\/(kpﬂ+kg)-(z+x/2)2 2r
< .
0 0

Vo(K) = 2 pdp A do,

6 Vils) = (4n/3)kS (1+v)2 [1= (3/2)k + (1/2)°]. (21)
Evaluando (21) en el extremo &3 se obtiene que V,(x3) = Vi, (k3), es continua

Jim Vo(k) = (47/3) ke (VI+v - 8v(1+vVI+v) - (1 +0)}

v+ 52 /(16(VI+v +1))],

'lciml Ve(k) = 0.

La fraccién de pares de electrones es

Vis)/Vo = 1/@L+v)i -1)) [A+ )i (- +1)* (s +2)].

En el caso en que x > 1, los dos cascarones serdn tangentes y V(x) = 0 confirma lo

esperado.

En el Apéndice reportamos los resultados analogos para 2D.
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En la siguiente tabla se dan los tres valores de &, en las fronteras de separacién de los
cinco intervalos de variacién x que generan las diferentes topologias de los volimenes de

traslape mencionadas, para cada uno de los valores de v = k2 /k2 mostrados.

1 0.1464 | 0.7071 | 0.8535

107! [ 0.0233 | 0.9535 | 0.9767

1072 | 0.0025 | 0.9950 | 0.9975

10-* | 0.0002 | 0.9995 | 0.9997
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Capitulo 4

Resultados y conclusiones.

Las fracciones de los pares de electrones con K > 0 respecto a los pares con K =
0, Vi /Wy, como funcién de x = K/(2./k2 + k2), para los diferentes intervalos de «, se

" resumen en la figura 7, para cada uno de los valores de v alli mostrados.

De inmediato podemos confirmar y asegurar la existencia de pares de electrones con
momento total mayor que cero. La fraccién Vi /V, disminuye desde la unidad hasta
cero conforme K aumenta desde X = 0 hasta el maximo valor posible K = 2k./1 + v.
Es decir, la distribucién de los pares es mdxima alrededor de K = 0 y el ndimero de
pares con K > 0 decae monotémicamente con K. Este decaimiento es méds pronunciado
conforme v disminuye. No obstante, el niimero de pares con una K dentro de! intervalo
0 <k = K/(2/kZ + k%) < 10™* es mayor que el 90% de! ndmero de pareé en K = 0,
para v > 0.005 como las de los superconductores de alta T.. Lo anterior se muestra en
la figura 11, donde graficamos Vi /V; en el intervalo 10°7 < x = K/(2,/k2 + k2)) < 1073
;Cuédnto més importantes son los pares que se encuentran en ell estado K = 0 respecto
a los que se encuentran con una K dentro del intervale antes mencionado? La respuesta
dependerd de la propiedad en cuestién. Para efecto de considerar la superconductividad
como una condensacidén de Bose-Einstein, es fundamental la existencia de bosones con

K > 0, aun por arriba de la temperatura critica.

Los anteriores resultados han sido observados en 3D, sin embargo, similares resultados
se obtienen en 2D y 1D, como se puede desprender de la figura 10, donde COMpAaramos

las correspondientes fracciones de pares en 3D, 2D, y 1D, para el valor de v =1,
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Figura 7: Fraccién de pares de electrones con momento total mayor que cero AK > 0
respecto a los pares con K = 0, en 3D y para varios valores de v = fup/Er = O, /Ty =
k3/kZ : v = 107® para superconductores convencionales; 0.03 < v < 0.07 para cupratos;

y el limite v = oo se refiere al volumen de traslape de dos esferas sélidas.
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Figura 8: Como la figura 7 pero con el eje de las ordenadas en escala logar{tmica.
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Figura 9: Como la figura 7 pero con el eje de las abscisas en escala logaritmica.
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La aproximacién que hemos utilizado aqui para la funcién de distribucién de Fermi,
podria parecer demasiado burda si comparamos las funciones en la figura 3; la aproxi-
macién estaria considerando mds del doble de fermiones que los existentes. Sin embargo,
si mejoramos la aproximacién dividiendola por 2, en el intervalo k; < k < kg + hwp, €s _

decir

1 si e< Ey
=9 1/2 st B <e < B + hwp

0 si &> Ep+ fuwp,

\

nos acercaria mas a la funcién de distribucién exacta pero la fraccion de pares Vi /V}
quedaria intacta. Claro, el nlimero de pares con una K cualquiera (K = 06 K > 0), se

veria disminuido a la mitad, pero sin cambiar la fraccién.

Antes de proceder a considerar la FDFD exacta y realizar el cdlculo en forma niimerica,
hemos iniciado el calculo analitico simulando la FDFD con una funcién lineal cuyo valor
es 1/2 en ks y 0 en ke + hwy. El algebra se complica grandemente y los resultados
preliminares coinciden con los reportados dentro de un 10%. El considerar la FDFD
exacta traeria consigo, ademds de una mayor precisién del resultado para una T dada,
el conocimiento del comportamiento de la fraccion Vi (T)/Vo(T), como funcién de la

temperatura. Este cédlculo es parte de un proyecto futuro.

Para completar la descripcién de los pares de electrones existentes en los supercondue-
tores BCS, faltaria evaluar el nimero de pares con K = 0, Ny. Una forma de evaluarla se
plantea enseguida. Como para una temperatura T dada se cumple que el nimero total
de pares Ny + N, ., es igual a la mitad del nimero de electrones en la franja energética

de ancho hwy alrededor de Ey, se tiene que

Ept+hw Ert+hw
o L R o omng ),

2Np + 2Nk = 2 Ee f(E)g(E)dE =2 Ep eBle—Er) 4 1
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donde ademsas

2n¥? LN\ 1 2x%? r L\* 1
= — | —— — = ——— | — -—-‘/' i V
Ni>o [(d/2) (zw) 47r/ ak g i T(d/2) (zw) ar & = AV,
con
2n¥?  LNY 1
po= 2 (IYIL
I'(d/2) \2r/ 4=
Entonces
h E
Ny — AS(M_VK)ZASVO,
As
con
hwpg{Er)
Vo = Vi
As
De aqui arribamos a la igualdad
Ng Vg
N W

que hemos usado en nuestros cédlculos. 2fhwpg(Er) es el nimero total de electrones alrede-
dor del nivel de Fermi con la posibilidad de aparearse. A T = 0 todos estan apareados y
No(0) = hwog(Er).

En conclusién, para un superconductor BCS, hemos calculado la fraccién de pares de
electrones con momento total no nulo, respecto a los pares con momento igual a cero.
Lo anterior nos permite confirmar y asegurar su existencia. Se mostré también, que para
k <107 y v > 0.005, la separacién de la fraccién respecto a la unidad es menor del 10%.
Lo anterior nos lleva a preguntarnos el papel que juegan los pares con momento total no
nulo, en la superconductividad. Estos podrian ser los causantes de suavizar la transicién

superconductora abrupta.

Esperamos que un cdlculo, que estd en proceso, en el que se considere los efectos
de la temperatura nos conduzca a resultados més precisos pero con un comportamiento

cualitativo stmilar.
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Figura 10: Fraccién de pares de electrones con momento total mayor que cero AK > 0

respecto a los pares con AK = 0, para 1D, 2D, 3D, con v = 1.
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Figura 11: Ampliacién de la figura 7 en el intervalo 1077 < K/2,/k2 + k% < 1073
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APENDICE

Fraccién de pares de Cooper en dos dimensiones.
Aqui, como se mencioné en el Capitulo 3, se calcula el drea del traslape de dos cintas °
circulares de ancho y/kg? + k2 —k;, de radios iguales cuyos centros C, y C, estdn separados

una distancia K.

Consideremos ahora un par de cintas circulares de grueso fiw,, cuyos centros estin
separados una distancia K = |k; +ks|, donde k; es el vector de onda del primer electrén,
k, el vector de onda del segundo electrén, mismos que se aparean cabeza y cola para
formar el par de Cooper. Andlogamente como en el caso de 3D, aqui el nimero de pares
serd proporcional al drea de tra.slapg de dos cintas. Se utilizard coordenadas polares

circulares debido a la simetria del drea, misma que facilitard la realizacién del calculo.
Retomando lo que se mencioné en el Capitulo 3 para coordenadas cilindricas, ahora
a cada punto (z,y) en coordenadas cartesianas le asociamos las correspondientes coorde-

nadas polares circulares (r,#). La transformacién entre una y otra es

z = rcosé,
y = rsenf,
Q 7.2 —_ $2+y2,

6 = tan"'(y/z),

donde 0<@<2r, y r=p>0.

Caso i)  Cinta circular.

Sean Cy y C; los centros de las dos cintas circulares de ancho fiw,. Cuando el niimero de
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onda del centro de masa del par de electrones es igual a K =06 & = 0, ambos, Cy y G5,
estardn situados en el origen de nuestro sistema de coordenadas. Implica que k; = -k,
encontrandose al par de electrones en la cinta circular de radio interno kg y radio externo
m, equidistantes del centro y diametralmente opuestos. El drea del traslape es )
definido también por la integral (17}, pero ahora restringida a 2D. Los pares de electrones

del espacio k contenidos en la cinta circular es proporcional al 4rea de traslape

Av= A, =1klv.

En los casos en que K > 0, consideramos que el vector de‘onda k; estard en una cinta
circular con centro en C4, y el vector de onda k, en otra cinta circular con centro en Co,
ambos centros separados una distancia K. En el drea de traslape en el espacio k de las
dos cintas de forma circular, se encontrardn los momentos k; vy ks de los electrones con

la posibilidad de aparearse. Aqui identificamos cuatro posibilidades.

Caso ii}  Cinta no circular.
Esta drea se genera cuando el numero de onda del centro de masa K, o para la magnitud

normalizada &, toma los valores en el intervalo

0 < K <ke(14v —1)
0 0 <k < (1/2)(1 ~1/V1+v).
Situamos los centros Cy y C» equidistantes del origen y separados una distancia K > 0

sobre el eje z. El drea se obtiene de la integral (17) para 2D,

kr+K/2 (krp?+kd )} ~(z4+K/2)2
A;;(I() = 4/ ) dz /\/ ) ° dp
0 keI —(z— K /2)?

ap,

V(kp2+kE)—K/2 V (kpP+ER)—(2+ K /2)?
+4f dzf
2

r+K/2 0

o0



el 4rea de traslape como funcién de & y v, queda asi.

Ai(k) = 7k (1+v)[1 = (2/7)sen (k) — (2/7) kVI — K2

— (A +w)t = (2/m) (1 + ) B — (5T F )P
—(2/7) (1 +v) Vsen Y (kv1+1)]. (22) -
Evaluando (22) en los extremos del intervalo en que k varfa, obtenemos que A;(0) =
Ai(0) = Ao y Auilk1) = Aui(s1)
lim Au(r) = 7k ()
Jim Au(k) = 7k (v — (2/7) (1 +v)sen” (VI+v - 1)/2VI+0))
— @/mMVIFU(VT+r-1)/2/1- (VI+v-1)/@VT+ D))
= (@/m) (VI+v-1)/2y1 - (VIFv~1)/2)
— (2/7)sen™ ((V1+v - 1)/2)'] :

La fraccién de pares de electrones con K > 0 con respecto a K = 0 se obtiene dividiendo

A;; entre Ap como se muestra a continuacién,
Au(k)/A0) = (1 +v)/v[t - (2/x)sen™ (k) — (2/m)sV1 - K]
1w [(@/m) eVTF o1 — (/T HF V)2 + 1
+ (2/7)sen” (k1 + v)].

Para mostrar el comportamiento de esta fraccién cerca de K = 0, se desarrolla la expresién

anterior en términos de &, muy cercano al cero,

Ai(k)[Ay =~ 1-[@Q+v)+2r/T+v)/(mv)]e

para £ <& 1.
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En la figura 14 se muestra una ampliacién de la figura 12 para valores de x cercanos a 0.

Caso iii)  Anillo con seccion transversal rémbica.

Esta topologia es generada por la variacion de la magnitud KX en el intervalo

Vee? + k2 —kp < K < 2%

6 1/2)(1 = 1/VI¥2) < &k < LNVTFV.

A~qu1’ el drea asociada estd dada por la integral

{vkr)/ {4 vTFv) (kp?+kb)—(z+K/2)?
Aﬁi(K)zzL/F” dz]‘/F"z

dp.
Vkp?—(z-K/2)? g

Al efectuar la integral el drea queda expresada en términos de x, como

0

Aui(k) = 7wk {(1+v)(2/7) [sen  {v/(4x(l +v)) + &) — VT — 2

+ v/ (461 + ) + K)1 = (v/(46(L + 1)) + K)? — sen™*(k)

~(v/ (451 +v)) = K1+ 1)1 = /(4T F V) — sVTH V)

~ /(14 2) /1= (VT4 D)2 — (1+v) 'sen~ ! (xy/T + )

— (1 +v) 'sen v/ (devT+¥) — kVT+ 1)1 ). (23)

Al evaluar (23) en los extremos en que kK = k; y k = Ky, confirmamos que Ayi(ky) =

Aii(k1) ¥y Aui(ke) = Aiu(k2), cuando hacemos los siguientes limites

lim Aus(e) = mh?{v - (/1) (1+ Dsen (VT - 1)/@VITR))
—@/MVI+(VI+v—1)/2/1 = (VT Fv - 1)/@VTT 1))
— (2/m) (VI+v - 1)/2y/1— (VT +v - 1)/2)?
— (2/m)sen” (VI ¥ - 1)/2)],
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Jim Au(r) = 7k [(/mVIF (v +9)/4)1— (v + 4/ (4V/TF )2
+(2/7) 1+ v)ysen (v +4)/(4VIF2)) — 1
= (@/M(1+0)3\/v/(1+v) ~ (2/m)sen}((v - 4)/4)
—(2/m) 1+ v)sen™ ((1 +v)7%)

~(2/m) (v — 4)/4\/1 = ((v — 4)/4)?].

La fraccién estd dada por

Aui(r)/Ac = (1+v)/v[sen ' (v/(4k(l + v)) + &) — k/T — K2 ~ sen~ (k)
+(v/(46(1 + 1)) + K)y/1 — (v/(46(1 + 1)) + &)?]
—1/vfsen~(v/(4xv/T+v) — k/TF 1) + sen~ L (x/T F D)
+(v/(4eVTH V) = sV/THF V)1 = (v/ (4T T ) — kT F )2
+5vTF /1 = (kT + ).

Caso iv)  Daga doble.

Aqui el intervalo de variacién de K es

%, < K < ke (VIt+v +1)

6 1/VItrv < £ < (1/2)(1 +1/VI+0),

y el drea de traslape tiene forma de una daga doble. Para obtener su érea se requiere de

dos integrales,

Ap(K) = 4

K[2—kp V{ke? +h) - (z+K/2)?
/ dz / pdp
0 0
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(vkp)/(4rv/THD) V(ke?+kE)—(2+K/2)
+4 / dz f pdp,
VEkri—(z-K/2)?

K/2—kp

An(s) = 7kl {(1+v)(2/7)[-kVI—RE — sen~}(x)

+ () (4R(L 4 v)) + K)y/1 = (v/ (45 (1 + ) + )2

+sen” ' (v/(4k(1 4+ v)) + &) — (x/2) (1 +v)7!

—(v/(4c(1+v)) - &)(1 + )~ \/1— (v/(4&vV1 + v) — /1 +v)?
—{(1+v) 'sen~ v/ (4V1 + 1) —kV1+v)] }. (24)
Evaluando (24) en los extremos del intervalo en que varia x se obtiene que Ap(rg) =

Aiii(K2) ¥y Ai(r3) = Ay(k3), comprobandose que el 4rea como funcién de % es una funcién

continua.

lim Aw(k) = ke [(/m)VIF o +4)/4y1— (v +4)/(4/T 1 )2
—(2/m)sen™ (v — 4)/4) + (2/m)(1 + v)sen™ (v + 4)/(4VTF 1)) —
— (/M1 + VT Fofv/(1+v) — (2/7)(1 + v)sen~ (1/vTF 1)
—(2/m) v = 4)/4\/1 = (v - 9)/4)2],

lim A, (s) = 7wk’ [(1+v) = (/M) +)sen {(VI+ v +1)/(2vVI+ v))
— @/mIVIF (VT T +1)/2(1 = (VI 0 +1)/VI+ )],

La fraccién queda expresada de la siguiente forma
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An(R)/A0 = (L+0)/V(v/(4s(l +v)) + k)1 — (v/(dK(L + 1)) + K)?
—kv/1— K2 —sen~Y(k) +sen~1(v/(4k(1 + v)) + K)]
=1/v[(n/2) + sen™" (v (45/ T+ ) — s/ T+ )
+(v/(4ryT+70) ~ s/T+ )1 = (v/(4vT+ ) - kV/T+ 0)7].

Caso v)  Lente doblemente convero.
Dos electrones con momentos casi colineal serdn los que forman el par con K dentro del

intervalo

kEe(V1i+v +1) < K < 2kl +v
6 (/21 +1/V1+v) <k < 1.

El rea de la lente doblemente convexa, proporcional al niimero de posibles pares es

Av(K) = 4 dp’

VeI L - K [2 VUkr?+k3)—(:+K/2)?
) d: |
0 0

Ay(r) = 7k (14w) [1 = (2/msv/T— &2 — (2/7) sen”!(x)] . (25)
Al evaluar (25) en el extremo se obtiene A,(kx3) = A;,(k3), es decir, es continua

lim Ay(k) = mke’ [(L+v) = (2/m)(1 +v)sen Y ((VIF v +1)/2VI + 1))

— @/MVTF (VT +1)/2/1 - (VT+ 2+ 1)/2VIT0)2],
ademas,
lim As(k) = 0.

Finalmente, la fraccién de pares con K en esta regidn, estd dada por

Ay(k)/Ag = 1/v[1 — (2/7) kv/1 — k2 — (2/7)sen~1(x)].

55



Para el caso en que x > 1 las dos cintas serdn tangentes y A(k) = 0 que confirma lo

esperado.
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Figura 12: Fraccién de pares de electrones con momento total mayor que cero ARK > 0

respecto a los pares con AK = 0, en 2D y para valores de v mostrados.
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Figura 13: Como la figura 12 pero con el eje de las abscisas en escala logaritmica.
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Figura 14: Ampliacién de la figura 12 en el intervalo 1077 < K/2\/k2 + k% < 1073
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Lista de figuras

Figura 1: Temperaturas criticas T., en unidades de la temperatura de Fermi 7}, como
funcién de la dimensién d, para sistemas de bosones cuya energfa es proporcional al

cuadrado del momento (curva llena) y proporcional al momento (curva a trazos).

Figura 2: Diagrama llamado de Feymann da una idea de la interaccién atractiva entre
dos electrones en una red idnica en vibracién (a través del intercambio virtual de

un fondn, que constituye la interaccién electrén-fonén de Fréhlich).

Figura 3: Corte transversal del volumen de traslape (cuadriculado) de dos cascarones
esféricos de grueso fuwp, cuyos centros estin separados una distancia igual a la mag-
nitud del vector de onda total K del par. El par asociado interactua via el modelo

de interaccién BCS (14).

Figura 4: Funcién de distribucién de Fermi-Dirac (FDFD) para diferentes T, como
funcién del nimero de onda & normalizado al numero de onda k, asociado al po-
tencial quimico p. La funcién escalén (linea gruesa) es la aproximacién a la FDFD

usada en los calculos.

Figura 5: Topologias de los volimenes de traslape de dos cascarones esféricos, que se

generan dependiendo de la magnitud del vector K.

60



Figura 6: Sistema de coordenadas cilindricas (p, ¢, z) usadas para calcular el volumen

de traslape (zona cuadriculada).

Figura 7: Fraccién de pares de electrones con momento total mayor que cero AK > 0 -
respecto a los pares con momento igual a cero AK= 0, en 3D y para varios valores
de v = k2/kZ; v = 1073 para superconductores convencionales; 0.03 < v < 0.07
para cupratos; y el limite v = co se refiere al volumen de traslape de dos ésferas

solidas.

Figura 8: Como la Fig. 7 pero con el eje de las ordenadas en escala logaritmica.

Figura 9: Como la Fig. 7 pero con el eje de las abscisas en escala logaritmica.

Figura 10: Fraccién de pares de electrones con momento total mayor que cero AK > 0

respecto a los pares con AK = 0, para 1D, 2D, 3D, donde v = 1.

Figura 11: Ampliacién de la Fig. 7 en el intervalo 1077 < k/[2,/k2 + k2] < 1073,

Figura 12: Fraccién de pares de electrones con momento total mayor que cero AK > 0

respecto a los pares con FK = 0, en 2D y para los valores de v mostrados.
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Figura 13: Como la Fig. 12 pero con el eje de las abscisas en escala logaritmica.

Figura 14: Ampliacién de la Fig. 12 en el intervalo 1077 < k/[2,/£2 + 2] < 1073,
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