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INTRODUCCION.

Una técnica muy poderosa para el estudio de ecuaciones diferenciales
consiste en transformarlas (sin resolverlas) a una forma mds simple.

El objetivo de esta tesis es estudiar las transformaciones que llevan a un
sistermna de ecuaciones diferenciales dado (en una vecindad de una singulari-
dad aislada), en una forma normal formal {un sistema mds simple).

La reduccidn a formas normales formales se realiza por medio de series
de potencias formales, las cuales no siempre son analiticas. En el presente
trabajo se estudiardn solamente ciertas condiciones para que dicha serie cor-
responda a una transformacidn analitica.

En este trabajo, se presentan los aspectos basicos del método de formas
normales formales para campos vectoriales en el plano complejo. E} hecho
de que sélo nos ocupemos de campos vectoriales en el plano, se debe a que
muchos de los teoremas y sus demostraciones que se dan a lo largo de esta
tesis, son mejor comprendidos en dimensién 2.

En el capitulo uno, inicialmente se da una introduccién del problema y
se define lo que es una forma normal formal. Posteriormente se demuestra,
en lo que es el resultado mas importante de este capitulo, que siempre existe
una serie formal que lleva un sistema dado en una forma normal. Por iiltimo,
se obtiencn todas las posibles formas normales formales para un sistema de
dimensién 2.

En el segundo capitulo, se analizan todas las condiciones necesarias para
que una serie de potencias formal, que hace corresponder {a nivel formal)
un sistema de ecuaciones con su forma normal formal, tenga un radio de
convergencia positivo. Este capitulo se divide bisicamente en tres partes,
En la primera parte se demuestran algunos resultados generales sobre formas
normales formales. En la segunda parte, se demuestran dos teoremas que
serviran para demostrar que, bajo ciertas condiciones, la serie corresponde
a una transformacion analitica. El primer teorema afirma que si un sistema
coincide con la forma normal analitica hasta grado m, entonces existe una
serie de potencias que lleva a dicho sistema en un sistema que coincide con



la forma normal analitica hasta grado 2m. El segundo teosrema afirma que
dicha serie tiene un radio de convergencia positivo.

La 1dltima parte del capitulo y de la tesis consiste en la demostracién de un
teoremna que afirma que existe, bajo ciertas condiciones, una transformacidn
analitica que Heva un sistema analftico dado en una forma normal analitica.

Para su demostracién, se usan iteradamente los dos resultados menciona-
dos lineas arriba.

Cabe mencionar que el método de normalizacidn analitica aqui presen-
tado, no cubre todos los casos de formas normales en dimensién 2. Sin
embargo, los casos tratados en este trabajo son significativos pues abarcan
algunos casos en el dominio de Poincaré y en el dominio de Siegel.

Por ultimo, concluimos el trabajo con algunos ejemplos de transforma-
ciones analiticas, y con un pequeno apéndice sobre teoria clisica de formas
normales.



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES.
1.1 INTRODUCCION.

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

iy = ¢51(31, 22)
i = 952(31, -"»’2), (1-0)

donde (z;,2;2) € C? y las ¢; son series de potencias formales, i.e., las ¢; son
solo una serie de nimeros complejos. .

Nuestro problema es describir la forma * mas simple * ; = 5;(¥) {donde
Y = (y1,42) € C?) 2 la cual ¢l sistema anterior puede ser reducido mediante
una transformacion analitica z; = yi + & (v, v2).
Definicién. Un punto z de un sistema de ecuaciones se llama punto singular
si

$i(z) =0
para todo i.
A los puntos que no son singulares se les llama puntos regulares. En el
presente trabajo, nos enfocaremos al estudio de transformaciones analiticas
en un sistema con puntos singulares.

Para el caso de puntos regulares, et problema es relativamente sencillo,
lo cual se ve claramente en el Teorema de Rectificacidn también conocido
como el teorema de caja de flujo. Cauchy probé la existencia, unicidad y
analiticidad de una solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales la cual
pasa a través de un punto regular, aunque fue Arnold quien considerd la

vecindad entera del punto regular y quien formuld y probé este teorema. El
teorema es el siguiente :

Teorema. Sea

Iy = 121, 23)
22 = pa(es, 232).

un sistema analitico de ecuaciones que tiene al origen como un punto regular.
Entonces existe un cambio de coordenadas analitico



= &y w)
X2 = E2(yhy2)s

el cual transforma al sistema inicial en el sistema

n=1
g2 =0,

Nosotros no daremos la demostracién de este teorema. La demostracidn se
puede ver en Arnold {1], Bruno [4].

1.1.1 PROBLEMA.

Vamos ahora a estudiar lo que pasa en una vecindad de un punto singular
{en la parte anterior se tralo el problema cuando los puntos son regulares).
Para esto, considérese de nueva cuenta cl sistema formal (1.0) en el cual el
origen es un punta singular. Dicho sistema, se puede escribir de la siguiente
forma:

d=Az+ ..,
donde z = (:;) ¥ A es la matriz de coeficientes lineales.

Daremos ahora, una exposicién de como la parte lineal del campo, se con-
vierte en una forma canénica de Jordan mediante un cambio de coordenadas.
Paraello, sea Z = BX donde B es la matriz de cambio de base. Si aplicamos
a z= Az +... la transformacién Z = BX obtenemos

BX = A(BX)+ ...,

lo cual implica

X =(B'AB)X + ..,
por tanto se tiene

X=JX+..,

en la cual, J es de Jordan i.e.,



(x o0
J—(O' Az)

donde o = 08l Ay # Ay 6 0 = 18i \y = A;. Notese que este cambio de
coordenadas no afecta el grado de los términos de la ecuacion.
Nuestro sistema entonces, queda de la forma
21 = iz + o (X) .
‘:i:'z = )\712+O’$1+(,02(X), (11)
donde z,, 12 € C; aqui, ; no contiene términos lineales ni constantes.

-

Nuestro objetivo es por el momento, transformar al sistema (1.1) en el sistema
maés ficil posible, usando un cambio de coordenadas local e invertible

71 =y + &y, 1)

“zy =y2 + E2(y1,v2), (1.2)

donde las §; sean series de potencias formales que no contengan términos
lineales ni constantes. En particular, nos intercsa que dicho cambio, (1.2),
sea analitico. Para cllo, necesitamos dividir nuestro problema original en :

i) Encontrar las series £; que transforman al sistema (1.1} en un sistema
mas facil. ‘

ii) Investigar la convergencia de dichas series.

Nétese que la matriz de los términos lineales de la transformacion {1.2)

cs la identidad, i.e.,
iy _ {1 0}f;m &
(=)= D))

por lo tanto, el cambio de coordenadas es invertible; esto es, los y; pueden
ser escritos como series de potencias en zy y z4.

Ahora, plantearemos el problema anterior en un nivel formal y después in-

troduciremos una notacién la cual serd usada pare resolver dicho problema.
Supongamos que el sistema complejo (1.1) ¢s un sistema formal. Supong-

amos también que las series de potencias i, son series de potencias formales

que no contienen términos lineales ni constantes, y que la matriz de coefi-

cientes de los términos lineales es una matriz de Jordan.

Entonces, podemos preguntarnos: Cuil es el sistema formal mas simple



Y1 =Am+ (YY) =W(Y)

Y2 = Aayr + oy + oY) = ¥o(Y), (1.3)
para el cual nosotros podemos transformar el sistema (1.1) con un cambio de
coordenadas (1.2} formal e invertible ?

Para resolver esto, introduciremos una nueva notacién

1=nalY)=n Y. qag¥?
Qe M

1=na(Y)=un 3. goY9,
Qe N,

donde Q = (QI,QQ) ) Y= (yhy'l) y §iQ eC ‘ YQ = qulyﬂqz Y

3

M={@laz2-1,:20y q+q>0}
NM=Q|la>-1,a20 y q+g >0} (*)

Dichos conjuntos se muestran en la siguiente figura

. b . » . - .
[ 3 + v - » L]
L] 3 [ . L} * .

Introduciremos también, una notacion similar para el sistema (1.1) y para
el cambio de coordenadas (1.2), a saber,

wr=nfilX)=2 ), figX®
QeN,

Y= szz(x) = I3 Z szXQ, (1~4)
e N,

donde los coeficientes fig € C, y



G=uh(Y)=m ) hit?
ge M

£2 = yzhz(Y) = i3 Z thYQ.
Qe N;

donde los coeficientes h;p € C. Aqui, las series de potencias p;, & v ¥, tienen
potencias enteras positivas y no contienen términos lineales ni constantes.

Hasta ahora, hemos hablado de cambios de coordenadas que transforman
a un sistema dado a uno mas ficil, pero no hemos dicho nada acerca de como
son esas transformaciones ni de su existencia, mas adelante se hablard sobre
este problema, y ademds, daremos la demostracién de un teorema que nos
dice que para todo sistema (1.1) existe un cambio de coordenadas (1.2) el
cual transforma a este sistema en un sistema més simple.

1.2. DEFINICION DE FORMA NORMAL FORMAL.

Considérese el sistema de ecuaciones {1.1) y recordemos que se introdujo
una nueva notacién

w1 = Ilfl(X) =I Z leXQ
Qe M
Y2 = szz(X) =12 Z szXQ,
ge M,
donde fig € C, las y; no tienen términos lincales ri constantes y Ny, N
estan definidos en (*}. :

Sea A = (A, A2) donde Ay y Az son los valores propios de la parte lineal
del sistema dado; y consideremos la ecuacién

<QA>=0 con Qe N=NUN;
cs decir, < Q,A »>= A‘ql + /\2Q2 =0

Observacidn :
Dados los valores propios, la ecuacion < @,A >= 0 puede tener una
solucidn en N, varias soluciones o una infinidad de soluciones.



Estos vectores Q € IV, van fijando monomios de la forma

I]fquq N szzQXQ.

Definicidn. A todos los monomios de la forma

_ z:fig X,
para los cuales < Q,A >=0con Q € N = N, U N; sc les llama monomios

resonantes.
Podemos entonces definir lo que es una forma normal formal.

Definicién. Un sistema en el cual todos los monomios de grado mayor o
igual que 2 son resonantes, se le llama forma normal formal.

Observacidn : En particular, si la serie de potencias que define la forma nor-
mal formal tiene radio de convergencia positivo, la forma normal es analitica.

En el apéndice, daremos una idea intuitiva de porque una forma normal
formal s una expresién mas "simple” de un sistema dado.

En la siguiente seccién, probaremos que Lodo sisterna puede ser reducido
a una forma normal formal por una conveniente serie de potencias. Dicho
teorema nos afirma ademis, que para los monomios no resonantes se ticne
que gig = 0, esto es, después de aplicarle dicha scrie de potencias al sistema
original, los inicos monomios que componen el nuevo sisterna son resonantes,
i.e., el nuevo sistema es una forma normal formal

Daremos ahora un ejemplo de una forma normal analitica.

Ejemplo. Considérese el siguiente sistema
% = 531 + 1y + 33y + Oty + Ty By’
vz = —5y2 + niy® + 4yt + 1ty
el cual se puede escribir'de la siguiente forma
th = (5 + yyz + 3y %yt + 6y y® + Ty "yr")
v2 = ya(—=5 + mv2 + 415 + n’vl®),
aqui, A = (5,5}, para que %Le sistema sea una forma normal formal los
monomios ¥,°y;* deben de ser resonantes. Si analizamos la ecuacion

<Q,A>=5q—5q: =10,
de (_'londe QG =q



Los puntos  que cumplen esta ecuacidn son de la forma Q = (k, k) con
k> 0. Es facil verificar que los monomios del sistema anterior son resonantes.
Por lo tanto el sistema esta en su forma normal analitica.

1.3. TEOREMA DE EXISTENCIA.

En esta seccion se verd que siempre es posible, en un nivel formal, hallar
una serie de potencias formal que lleve un sistema del tipo (1.1) en una forma
normal formal. Para este fin, introduciremos la siguiente notacién :

o X) = z:fi = 2.p_ fig X?

Q

Ui(Y) = yigi = %Y _gi¥®
Q .

E(Y) = yihi = yi)_higY?, (1.5)
Q

donde fig, gig ¥ hig son coeficientes complejos y donde las series ¢; cor-
responden al sistemna inicial, las series ¥; corresponden a la forma normal
formal y las series £; corresponden a la serie de potencias. Aqui &, @; ¥ ¥
son series de potencias que no contienen términos de grado menor que dos.

Teorema 1. Existe una serie de potencias (1.2) que reduce al sistema (1.1}
en la forma normal formal (1.3) tal que giqg = 0 para < @,A ># 0 y en
este caso, los coeficientes ki estan determinados de manera dnica. Por
el contrario, para < (,A >= 0 los coeficientes ;g pueden ser escogidos
arbitrariamente y los coeficientes g;g estan dnicamente determinados.

Demostracion . La demostracidn consiste en construir la serie de potencias
{1.2) tal que nos lleve del sistema dado a una forma normal formal. Con
esa misma construccidn, se demostrard que los coeficientes h;g pueden ser
cscogidos arbitrariamente para < @, A >= 0 y los coeficientes restantes estan
unicamente determinados.

La serie de potencias (1.2) lleva al sistema (1.1) en la forma normal formal
(1.3) si

(ﬂ%l ﬂ%ﬂ)(yl) _ (351(3/1 + &1, 12 +fz))
2 e a_(%) 2 Ty + 61,52 4+ &)

10



Es decir,

My +&).  Bnté).
O nt Oy v
3(93;: &) (y(;;; by, = Eayr + 6,02 + ).

Usando las expresiones dadas en (1.3) y sust:tuyendo en la primera ecuacion
(para la segunda el método es andlogo) se tiene
Audfad (31y, + ¥1(Y)) + 2 Aoy + oy + Wa(Y)) =

My + M ey + e + &)
Es decir,

=%(n + &, y2 + &)

: Ap+é&)
Ei‘l 69:

Desarrollando esta iltima igualdad y usando las expresiones de £, y £; dadas
en (1.5) se tiene

(U k43180 g + T(Y) + (132 aya + o + Ba(Y)) =

Ay + M+ 'r”l(yl +6,y2 + &)
Simplificando, se obtiene

U(Y) + 5 Tk T =~ (YY) - 5 Broy—

n Ty BU(Y) + ealy + e + 6),
y como por (1.5) ¥ (Y) =wma , &(Y) = nhy, finalmente se tiene

ng + Z.nl udiyi = —hyng -y oy —

w1 Tk Bvigi + @u(w1 + yika, e + ko). (1.6)

Si ahora, escribimos solo {os coeficientes de i ¥ en esta ltima iguaidad,
tenemos

My + oy +E(Y)) = i+ Mb el + &Ly + 62).

g the<QA>=— 3 hirgir= {2+ )oh@-mir
—Yi 2 hePan+ (el (1.7)

donde {tp,}o es ¢l coeficiente de 3, Y9 en la serie () + &, 32 + &); aqui,
el E; denota et j-ésimo vector unitario.

11



Daremos ahora una ordenacion la cual servird para analizdr los coefi-
cientes de la ecuacién anterior. EI conjunto de vectores reales @ puede ser
ordenado con la siguiente relacidn: el vector P precede al vector @ si la
primera diferencia distinta de cero de las diferencias sucesivas

||Q” - ”P”a q1—P1, 92 — P2

es positiva, donde ||@Q|} = g1 +492 con @ = (1, ¢2). Por ejemplo, si Q@ = (q1,¢2)
y P ={q ~1,¢2 + 1) entonces ||Q|| = ||P]| pero (¢1) — (g1 ~1) > 0y por
tanto P precede a (). Obviamente cada ) € N es precedido por un nimero
finito de vectores de N. -

Nétese que en ¢} primer sumando del lado derecho de la igualdad, los
coeficientes de ¥, Y9 son una suma de términos de la forma

hipqim, + - + P, G1R
donde

Pod ot Pot R+ .. +Ra=2l,

y por tanto se tiene que ||P|| + {|R]l = {|@]] (esto es, los vectores P y R
preccden a (). Andlogamente, en el tercer sumando también se tiene || P|| +
1]} = | QII-

La igualdad (1.6) es equivalente monomialmente a la igualdad (1.7) ya que
mientras Q corre sobre Ny, el producto 3 Y% corre sobre todos los productos
de potencias positivas de ¥y, ¥a.

Finalmente, {¢,}, contiene solo iérminos para los cuales {|Q]| > ||P||
ya que {p1}g no tiene iérminos fincales. Si ahora en (1.7) se tienc que
[IQl = 0, entonces esta igualdad se cumple pues en la igualdad (1.6) no
tenemos términos lineales. Si en lugar de esto, ||Q]| > 0, la igualdad también
se cumnple si nosotros hacemos

o = 0 3 th = (< Q"A >)"1C1Q para < Q:A >:P£ 0

f1q = €19 , hig arbitrario para < @, A >= 0,
donde ¢,g es el lado derecho de la igualdad (1.7). Nétese que en la ecuacidn
(1.7}, la tinica variable es el coeficiente kyq pues los demds coeficientes son
conocidos (incluyendo a los coeficientes hip, gir ¥ hig-£g,+£,) Pues los vec-
tores P, R y {Q — E; + E;) preceden al vector ). Por lo tanto, siguiendo el
orden establecido arriba, los coeficientes k4 de la serie de potencias (1.2) son

12



construidos uno por uno dependiendo de los coeficientes de la forma normal
formal y del sistema inicial. De la misma manera, los coeficientes hyg de la
serie de potencias (1.2) son construidos. De esta forma, la seric de potencias
(1.2) fue construida de tal manera que lleva al sistema inicial en una forma
normal formal. Con esto, queda demostrado el teorema. ¢

A continuacion daremos un ejemple de como se construye una serie de
potencias (1.2).
Ejemplo. Considérese el siguiente sistema

Jfl = GI] + 232:2 (q; - 1)232“

Ilg = 3.7.‘2,

y su forma normal formal (que en este caso es analitica)
¥ = 6y +ya?
Y2 = 3y,

Necesitamos cncontrar una serie (1.2) tal que reduzca a nuestro sistema orig-
inal en esa forma normal formal. Para encontrar dicha scrie, de acuerdo con
el teorema que se acaba de demostrar se tiene que cumplir la ecuacién (1.6)
que es equivalente a lo siguiente :

Ay + &)

S8 o+ 9a7) + 2 (3) = 63, 660 + T, (00— 1,

Supongamos que £; no depende de y,, entonces desarrollando

J6
3y26—£ =66 + E, _, (@2 = 1)’m®,

$i ahora como en la demostramon del teorema, tomamos solo los coeficientes
de Y?, obtenemos

3q2£(v;-qz) = 66(?1.02) + (q? - 1)2,

y como @@ = (g1, g2} entonces obtenemos

¢ =(q:—l)2
=3 "6

y como §; no depende de y, entonces

13



g (@2 1)
61 - 2q2=3 3q2 —6

y por lo tanto,

o — 1%y,
$l:yl+€l=y1+zn=3(¢23‘h—lgz.

Anélogamente, para z; = y2 + £ se tiene que cumplir lo siguiente:

yz + &) 2, Nyt &) _
—-—-—ayl (61 +12°) + —692 (3y2) = 3y2 + 342,

si ahora en particular £; = 0, entonces se cumple la igualdad y por lo tanto,

Ty = yz + € = Yo,

De esta forma hemos encontrado la scrie de potencias deseada; a saber,

1 =H+ L5 (11;_;2)%:1‘_

=t =y

Aparentemente, al ver este ejemplo, podria pensarse que dado un sis-
tema formal y una de sus formas normales formales, uno puede encontrar
ficilmente la serie de potencias (1.2). Esto es falso, pues la mayoria de las
veces encontrar dicha serie no es nada facil en sistemas de dimensién mayor
que 2, ya que en ellas, las serics £ pueden depender de mas de dos variables
y, encontrar la férmula de los coeficientes puede ser complicado.

Mas adelanle, estudiaremos todas las posibles formas normales formales
para n = 2 y daremos varios ejemplos. Regresando al teorema, lo que éste nos
esta diciendo es que todo sistema formal puede ser llevado a una forma normal
formal mediante una serie de potencias formal la cual ne necesariamente es
dnica.

Observacidn :

La no unicidad de la transformacidn se d4 cuando en la ecuacién {1.7), se
tiene que < @, A >= 0. En la siguiente seccidn, analizaremos en que casos
pasa esto y sefialaremos en que casos la transformacion es inica.

A continuacidn daremos algunos ejemplos en los cuales la serie (1.2) no
es unica .

Ejemplo 1). Considérese el sistema

14



Il] = 0
€2 = T2 + 7%,
y considerémos su forma normal formal {que cn este caso es analitica)
=0
Y2 = 2.

Por el teorema anterior, la serie que lleva a este sistema en la forma normal
formal debe cumplir

My + &) My + &) _
px by At~

la cual se cumple si £; = 0. Andlogamente se debe de cumplir

a(y2+£2)( 0) + 2;&)'J2)—-yz+fz+y1 )

de donde desa.rrolla.ndo se obtiene

( 2) (E?)

tn=mn+&+u’

Dicha igualdad se satisface si {z = —~y’ysi €y = —1n°® + iye. Nétese que
el monomic y¥2 no influye en la forma normal formal. El coeficiente de
este monomio corresponde al coeficiente de la ecuacién (1.7) para el cual
< @,A >=0,ie.,cl cocficiente hzq parza este monomio es arbitrario. Por lo
tanto, si al sistema le aplicamos la transformaciin analitica

n=%n N

T2 = y2 — i’ + s
en donde f2q = 1 obtenemos la forma normal formal deseada. De igual
forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora la transformacion

=%

T2 =y — 9%,
en la cual hyg = 0 obtenemos la misma forma normal formal.

Ejemplo 2). Considérese el sistema
I.] = 3$1
:fz = 6122 + 3I13,
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en el cual los valores propios no son primos relativos, y considerémos su forma
normal formal (la cual es analitica)

¥ =3

]jz = 6y2

Por el teorema anterior, la serie de potencias que lleva a este sistema en la
forma normal formal debe cumplir

A +4) 3(3;1 +El)
Jyy s

la cual se cumple si & = 0. Andlogamente se debe de cumplir

Ny + &) Iy + E2)
amn Fy2

Dicha igualdad se satisface si £ = 1,3 y si £2 = 12 + 113 Aqui, el términe
¥1® no influye en la forma normal formal ¥ por la misma razen que en el
ejemplo anterior, el coeficiente hyg es arbitrario. Por lo tanto, si al sistema
le aplicamos la transformacién analitica

Ty =4

zz =y + 1’ + 0,
en donde hyg = 1, obtenemos la forma normal formal deseada. De igual
forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora la transformacién analitica

=4

Ta = y2 + 17,
en la cual hyg = 0, obtenemos la misma forma normal formal.
Ejemplo 3). Considérese el sistema

£, =0

Ty =2y 4 z122 4+ 2.2 4 2,7,
y considerémos su forma normal formal {la cual es analitica)

H1=0

2 = y2 + iy
Por el teorema anterior, la serie de potencias que lleva a este sistema en la
forma normal formal debe cumplir

ad a(y
(9:3;;51)( )+ (Jé;r‘ft (2 + 111} = 0,

(By1) + ———"(6y2) = 3y + 36,

(3w) + (6y2) = By2 + 662 + 33°.
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la cual se cumple si § = 0. Andlogamente se debe de cumplir

] .
(yg;_ Ez)(ﬂ) + (y(;; £2)(yz tnm)=nt+tb+nntnb+n’ +n’
1

Dicha igualdad se satisface si & = —y,? y si £2 = =12 + y112. Por lo tanto,
si al sistema le aplicamos la transformacidn analitica

n=n

Tz = Y2 — 11 + niya,
en la cual hyg = 1, obtenemos la forma normal formal deseada. De igual
forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora la transformacidn analitica

It =

=y -y

en donde Ayg = 0, obtenemos la misma forma normal formal. .
Ejemplo 4). Considérese el sistema

I.] = 31:1

:fz = 6$2 + I]2 + 31:13,
y considerémos su forma normal formal (la cual es analitica)

¥t = 3n

y2 = Gyz + 3"
Nétese, que este sistemna no tiene como forma normal al sistema lineal. Por
el teorema anterior, la serie de potencias que lleva a este sistema en la forma
normal formal debe cumplir

3(91 + fl 3(y1 + {1

)(3 1)+ )(ﬁyz+y1’)—3y: +34,

la cual se (;umple sié =0. Ana.loga.menf.e se debe de cumplir

Ay + f")
o

ANy2+ &2)

——=(3n) + Ay {6y2 +ﬁlz) =6y2 + 662 + 1% + 3u°,
2

Dicha igualdad se satisface si £, = 3,3 y si & = y12 + 1. Por lo tanto, si al
sistema le aplicamos la transformacidn analitica

17



=N
Ty =1y +
en la cual hg = 0, obtenemos la forma normal formal deseada. De igual
forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora la transformacidn analitica
n=un
2 =y + 1t + 9’
en donde Az = 1, obtenemos la misma forma normal formal.

La pregunta natural que se sigue despues de haber demostrado la exis-
tencia y haber discutido la no unicidad de la serie (1.2), es la unicidad de
la forma normal formal, es decir, dado un sistema formal la forma normal
formal esta iinicamente determinada? La respuesta es no. Para ello, veamos
el siguiente ejemplo :

Ejemplo. Considérese el siguiente sistema
Z=x 4z,
=T+ 227, — 3 F zam? + 28 2yt

51 a cste sistema le aplicamos la transformacion

i=h
2 =y +y1%,
obtenemos la forma normal formal (la cual es analitica)
= 2 3
n=u"+n

Y2 = y2 + ath + van
De iguali forma, si al mismo sistema le aplicamos ahora la transformacién
n=4
= n+an+a’,
se¢ obtiene la forma normal formal (la cual es analitica)
f=z+24°
Iy = 79+ 232y

Supongamos ahora, que el sistema (1.1) puede ser reducido por una serie de
potencias a la forma normal formal (1.3) y por otra serie de potencias, a la
forma normal formal

Z." = ,\lzl +EI(Z)

.ég = A222.+ ozy + WQ(Z). (18)
Entonces, una composicion de una serie potencias con la inversa de la otra,
reduce la forma normal formal (1.3) a la forma normal formal (1.8). Por lo
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tanto, si conocemos todas las series de potencias de este iiltimo tipo entonces
podemos conocer todas las series de potencias que llevan al sistema (1.1) a
sus formas normales formales.

Teorema 2. §i la serie de potencias

n= T]](Z) = Z|d1 = led]QZQ
Q

y2 = (Z) = z2dy = 22 _drq Z°, (1.9)
Q

leva a la forma normal formal (1.3} en la forma normal formal (1.8) entonces
dig = 0 para < Q,A ># 0. Aqui, dig € C.

Demostracidn. La prueba es similar a la del tcorema de existencia. Como
la serie de potencias (1.9) lleva a la forma normal formal (1.3) en la forma
normal formal (1.8), entonces se ecumple que

(B2 - cen

feml Atm) J\z,) = \y(ar 4,22 4 m0))
Es decir,
Nz + Iz +
( é)zl m), z+ ( :92 'h) =yi(z1+m, 22+ M)
Bz + z2+ ;
(ztm), | mtm), = yaz1 + 71, 22 4 ma).

Oz 2 621
Usando las cxpresiones dadas en (1.3) y en (1.8) y sustituyendo en la
segunda ecuacion (para la primera el método es anilogo), se tiene
Aatmd(hyzy + 0(Z)) + 22Ed Mgz, 4+ 52y + T3(Y) =
Azzz + X ton +tom+va(Z + 1),
y como por (1.9) ng(Z) = zad,, sustituyendo obtenemos
552 (A2 + U(2)) + 2aknil (3,2, + 52 + U5(Y)) =
)*222 +hom o +op+ sz(z + 7}
Desarrollando esta ultlma. ecuacidn se tiene que
Zg%‘f‘f‘)qzl-}-z'g 0] (Z)+(l+d2+&)(/\222+ﬁzl +‘1’_2(Y))=
a2z + Aama + 021 + om + ¥o(Z + 1),
De donde simplificando, se tiene finalmente que
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22 E —Ld-ﬂ(A;Zi) = EZldQ - dgq’ ( ) — 22 El_l 3:: 0’21

il 8z
—2Z3 E,_l —a%l(\p] + \I’z) 4+ 0'21({1 4 I,[)Q(Z -+ T])O’Zl + WQ(Z)
Si ahora de esta Gitima ecuacidn solo escribimos los coeficientes de z; 29 (de
la misma manera que en el teorema de existencia}, obtenemos

doo< QA > = dygg+2@— 2. d1PGar — dyq-5,+E,)T(g2 + 1)
P+RE=Q
2
-2, 2. drPER+dyg-g+E0 + {¥2)g (1.10)
P+R=Q

Noétese que del lado derecho de la igualdad solo hay términos de la forma
dap para los cuales P = (@ — B, + Ey) preceden a Q; (esto es, la primera
diferencia distinta de cero de las diferencias sucesivas

el =11, @ — 1y @2 — P2,

que sea positiva). Ahora mostraremos por induccién que

dp=0si <PA>#0.

El més pequefio P € N (con respecto al orden descrito arriba) es P = Fy—F,.
Este vector P solo se encuentra en N, (recuérdese que

TN ={Q|la>-1, @20y q+g>0)

y por tanto P no esta en N,).
Para este vector, se tiene que

d2Q-F\ +E5)T — 3. dwrTor - dyg-g,+E)T(2 + 1)
P+R=Q
2
_Zi=] Z: dQP‘DIIm + dl(Q—EH-Ea}U + {q’g}q = 0’
P+R=0Q

por lo que obtenemos

dypy-en< Fr — E,A> =0,
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Supongamos ahora que dzp = 0 si < P,A ># 0 para todo P que precede a
Q. con @ € N y sea < @, A >=0. Demostrarcmos entonces que dag = 0.
Ya que las matrices de la parte lineal de la forma normal formal {1.3) y de
la forma normal formal (1.8) son de la forma de Jordan, tenemos entonces
que o, @ son distintas de cero solo sl Ay = Az esto es, < By, A >=< £y, A >
y por tanto

<@ -E+E,A>=<Q,A>#£0.

En general se tiene que

<Q-E +E,A>=<Q,A>#0,

y por tanto, dyg_g,_,4+5) = 0 por nuestra hipétesis de induccién. Por lo
tanto el primero, tercero y quinto sumando de (1.10) son cero. Si ahora,
P+ R = (@), se tiene que

<PA>+ <R A>=<Q,A>£0,

de donde < P,A > + < R, A > tienc al menos un sumando distinto de cero,
y como < J, A ># 0 obtenemos

d2pgar = 0,

esto es, al menos un factor de dypgsr = 0 es cero.
Por lo tanto el segundo y el cuarto sumando de (1.10) son cero. Lo (nico
que nos falta demostrar es que los coeficientes de 1, Y2 en la serie

yadag2(1dy, y2dy) = y'zE SgasYSdi "1 dy'e,

son cero. De esta dllima expresidn se tiene que su coeficiente es una suma
de términos de la forma

gzsdlpldzP,,
donde S+ P+ A =Q. Ycomo < S5,A>=0y < Q,A ># 0 entonces al
menos para alguna P se tiene que < P, A >#0 .

Como S + P, + P, = Q) entonces F; precede 2 Q y, de acuerdo a nuestra
hipétesis de induccidn se tiene que
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gastdhp dap, =0,

i.e., nuestro término {¥}, =0

Y por tanto obtenemos dyg< @,A > =0y como < ¢, A ># 0 entonces
d2¢ = 0 y por lo tanto, el teorema esta demostrado para la segunda ecuacién.
Para la primera ecuacion el procedimiento es el mismo, asi, el teorema esta
demostrado. §

1.4. CLASIFICACION DE FORMAS NORMALES FORMALES.

En esta seccién, se darin todas las posibles formas normales formales
para el caso de un sistema de dos ecuaciones . ‘
Para esto, sea N = N, U N, donde como se recordard

M={Qlaz-1,uz20yqa+qg>0}
N={Q|@2-1, :120yq+q =20}

Ahora, sea A = (A1, A2} y supongamos que Ay # 0 y consideremos

< Q:A >= ’\IQI + AZq! = 01

como Az # 0, si dividimos, obtenemos

'i'i'(h +q=0
Sea A = i—’-, se tiene entonces que Aq; + ¢z = 0.

Consideraremos ahora todos los posibles valores de A.
a) A = u+1v, con v # 0. Se tiene que en los reales, la inica solucién posible
de Ag; + ¢2 = 0 es la solucidn trivial, i.e., ¢y = gz = 0. Por lo tanto la forma
norma! formal es

b = yl.‘h(o,n)yloyzo =iy
Yz = yzgz(o.n)yloyzo = Jaya.

Nétese que en este caso, la serie de potencias (1.2) es tnica pues la ecuacidn
< @, A >= 0 no tiene soluciones no triviales.

b) A > 0. Para este caso, los dnicos puntos de N que satisfacen Aqy +¢q2 =0
son @ = (m,—1) y el @ = (0,0). Entonces, el inico punto que es solucién
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no trivial de Aq; + g2 = 0 es aquel que pasa por la recia Am — 1 = 0, i.e.,
A=m"1,

Si A = m~! < 1, entonces la tinica solucién no triviales @ = (m,~1) €
N,. Asi, la forma normal formal es

b = ylgl(u.o)yloyzn = Ay

Y2 = ¥2g2(00)%1"%2° + Gopm -1y ™ = Az + Ga(m—yy1 ™.
En este caso la serie de potencias (1.2) no es nica.

Si A =m™" > 1, el resultado es el mismo, pero con las variables inter-
cambiadas, es decir

¥ = My + i-1mpya™

¥z = Azya.
Si A =1, esto es, A, = A;; entonces las soluciones no triviales de
< ,A >=0son q = ~q; y por lo tanto tales soluciones son
@=(-L1eN y Q=(1,-1)e N,,

lo cual implica que la forma nermal formal sea

Y=y

Y2 = Aayz + oy
En este caso la serie de potencias (1.2) también es iinica a pesar de que la
ecuacion < @, A >= 0 tiene soluciones ro triviales, esto sec debe al hecho que
los puntos @ € N que satisfacen dicha ecuacién, no cumplen que ||Q]] # 0
(ver teorema 1).

Si A es irracional entonces la ecuacién < @,A >= 0 no tiene soluciones
no triviales y por lo tanto, la forma normal formal es

T
Y2 = Ay
Aqui, la serie de potencias (1.2) también es unica.
c)A=0{ie, X2#0,4 =0)
Se tiene entonces que < Q,A >= Ayq; = 0 lo cual implica que las solu-

ciones son todos los puntos del eje ¢, ie., @ = (k,0) € N tal que k > 0,
ke Z.

De donde nuestra forma normal formal es
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t = nXm oyt = na(n)
Y2 = (T8 fapropyn” + A2) = y2g2(11)-
Nétese que para este caso, la serie de potencias (1.2) no es inica.

Ejemplo. Considérese e} siguiente sistema
1:.1 = 0
.'17.2 = —I3+r1Z:+ 3112 + 3.‘1.‘13 + Ilzlg - 9:17[4 - 61715,'
en este caso, A = (0,3) y por lo tanto, la forma normal formal es
= T ko’ = nai(y)
2 = w2 32 Gaeoyin* + A2) = yaga(m),
donde de nueva cuenta, las g; dependen de la serie de potencias (1.2). Si al
sisterna original le aplicamos la transformacidn analitica
It =N
T2 = y2 + 33% + 6117,
entonces la forma normal formal resultante es
Hh=10
V2= -2+ nit + 'y
d) A < 0. Aqui, los tinicos puntos que satisfacen < @,A >= 0 estan en el
primer cuadrante, y cualquiera que sea () se tieneque Q € NV, y @ € N,.

St A = —1 (ie., A2 = —AX) entonces los puntos @ que satisfacen la
ecuacion

<@QA>= Ml —q)=0,

son de la forma @ = (k, k) con k € Z*. Asi la forma normal formal es

= !Il(z:; gl(k,k)ylhyzk + A1)

Y2 = y!(z:o:, gz(k.k)ylkyzk + A2).
Ejemplo. Considerese el siguiente sistema
I-l =I
I.g = -z + 4.’81 +3$|3, .
Aqul lo que se tiene es A = (1,~1); de modo que nuestra forma normal
formal es de la forma
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= yl(zr’:l Ul[k.k)ylkyzk +1)

. O3
= y2(2k=1 gz(k,k)ylkyzk -1
Si ahora al sistema original le aplicamos la transformacién analitica
=N
T2 =12+ f + 3ud,
la forma normal formal resultante es

V1=mh
¥2 =~
Si A = - con {r,s) = 1, se tiene entonces que

<@A>= —th +q02=0,

de donde —rg, + sq2 = 0. Por lo tanto, las soluciones no triviales son q; = ks
¥ @2 = kr con k € Z* y entonces la forma normal formal esta dada por

h1=n (E::lgl(h.kr)ylhy2h + A5)

Yz = yz(z:o:, B2(hainy¥1 92" + Aa).

En este caso, la serie de potencias (1.2) tampoco es tnica.

Hasta ahora, hemos dado todas las posibles formas normales formales
para un sistema de dos ecuaciones. Pero ain no sabemos si las series de
potencias (1.2) corresponden a una transformacidn analitica.

Esto se hard en el siguienle capitulo en donde analizaremos las distintas
propiedades que tienen que cumplir las series de potencias para que estas
correspondan a transformaciones analiticas.
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CAPITULO 2. NORMALIZACION DE SISTEMAS ANALITICOS.
2.1, INTRODUCCION

En este capitulo, se desarrollard un andlisis sobre las condiciones que
deben de cumplir las formas normales formales y los valores propios para
que dado un sistema analitico y su forma normal formal, la serie de potencias
que lleva al sistema analitico en la forma normal formal, carresponda a una
transformacién analitica.

Los primeros resultados en esta direccién fueron obtenidos por Dulac,
Poincaré, Siegel y otros [ver Apéndice], quienes encontraren criterios de may-
oracion en las series de potencias que llevan a un sistema dado en vna forma
normal; dichos criterios dependen en gran parte dc la posicidn de los valores
propios de |a parte lineal del campo en el plano complejo, Se distinguen dos
€asos :

a) Cuando el cero no pertenece a la envolvente convexa de los valores
propios se dice que estos se encuentran en el dominio de Poincaré,

b) Cuando el cero pertenece a la envolvente convexa de los valores propios
se dice que estos se encuentran en el dominio de Siegel.

Decimos que x pertenece a la envolvente convexa de A = {A;, X;) 51 x se
expresa como z =} miA; con0<m; €1, ¥ my=1ym;(coni=1,2) en
los reales.

Aunque A. Bruno (ver Bruno [4]) no distingue explicitamente estos casos
en las formas normales formales y en sus criterios de mayoracidn, nosotros
si seftalaremos dicha distincién en la clasificacion de las formas normales
formales y en los criterios de mayoracion.

Considérese ahora, a los valores propios A; como puntos fijes sobre el
plano C; los siguientes casos pueden ocurrir :

(1) Existe una linea recta m que pasa por el origen y que contiene exac-
tamente a [ puntos A;, y los demds A; estan del mismo lado de la recta m
(i=1,2).

(2) Para cada linea que pasa a través del origen hay valores propios A; en
ambos lados de la linca, (Solo casos en el dominio de Siegel)

Nétese que en el caso (1), la recta m no es dnica. Como nosotros nos
hemos enfocado para el caso de un sistema de dos ecuaciones, y, tomando en
cuenta que A = %}L, se tienen las siguientes opciones :

(a) A = v+ 1v con v # 0. En este caso, o los dos valores propios son

26

——t— ar—



complejos con parte imaginaria distinta de cero ( algunos casos se muestran
en la figura) 6 un valor propio tiene parte imaginaria igual a cero y el otro
valor propio tiene parte imaginaria distinta de cero.

AN |

,
- . CanY

En cualquier caso { = 0 (esto se debe al hecho de que { serd el minimo
nimero de valores propios que pertenecen a la recta m). Este es un caso (1}
con valores propios en el dominio de Poincaré.

(b) Si A > 0. St Ay, X; son reales entonces A, >0y A > 064, <0y
A1 < 0. 8i Ay, A; tienen parte imaginaria distinta de cero entonces A=A
{Algunos casos se muestran en la siguiente figura).

En cualquier caso ! = 0 y de nueva cuenta es un caso (1) con valores
propios en el dominio de Poincaré.

(c)A=0. Aqui A; =0y X, # 0. En este caso { = 1 (pues A, esta en la
recta m cualquiera que esta sea). Algunos casos se dan en la figura siguiente.
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De cualquier manera estamnos en ¢l caso (1}. Este es ya un caso con valores
propios en el dominio de Siegel.

{d) A < 0. Si Xy, Az son realesentonces by <0y Ay > 06 A >0y
Ay < 0. Si Ay, A; tiene parte imaginaria entonces A; y A2 estan en distintos
cuadrantes. En la figura siguiente se muestran algunos casos.

w
E 2

n

Aqui de cualquier modo, estamos en el caso (1) pero con { = 2. Este
también es un caso con valores propios en el dominio de Siegel.

Notese que para un sistema de dos ecuaciones diferenciales, nunca tuvimos
la condicion 2); de hecho, esta condicidn solo se da para un sistema de 3 6
mas ecuaciones y dependiendo de los A;.

Por ejemplo, si nuestros valores propios son Ay = r < 0, A; = a +ib con
a#0,b>0y 33 =a—ib, tenemos entonces que para cualquier linea ! que
tomemos, siempre vamos a tener ); de ambos lados de la linea y por tanto,
estamos cn el caso 2).

%

A

Hasta ahora, el orden de los }; no ha sido tomado en consideracién y por
tanto, no ha jugado un papel importante en nuestro analisis. En lo sucesivo,
las variables y; de la forma normal seran enumeradas de tal forma que

O=pm =..=m <41 £ a2,
donde y; es la distancia del valor propio A; a la recta m. Notese que como la
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recta m no es tnica, entonces la distancia p; no esta definida univocamente.
De acuerdo a la clasificacién sobre A que se ha hecho en este trabajo, se tiene
lo siguiente:
(a) Aqui { = 0 y entonces ningin J; esta en la recta m y por tanto
0 <y < pa
{b) De nueva cuenta { = § y por lo tanto también se tiene que 0 < py < ps.
(c) Aqui ! = I pues A; =0 y se tienc entonces que-0 = py < py.
(d)En este caso ! = 2 pues los dos A; estan en la linea rn y por tanto
tenemos 0 = py = .

Daremos ahora un teorema el cual nos dice que manera esta expresada la
forma normal formal en general. Iicho teorema no se demostrard, pues no
se encuentra dentro de los objetivos de este trabajo.

Teorema 1. Si A corresponde al caso 1), entonces la forma normal formal
esta dada por

v =¥ para l €1 </

yi= Z§=i+l bijy; + Eb;q,““,q;_,yuﬁ‘“...y,-_l""—' para{+1<:<2

Donde ¥y, bi; y bigy,,..;_, SOD series de potencias en yy,..., 4

La demostracién puede ser vista en Bruno [3]. Es muy ficil verificar que
las formas normales formales que obtuvimos en la seccidn (1.4), son las dadas
por este teorema.

Hasta ahora, hemos hablado de todas las posibles formas normales for-
males y de las series de potencias que llevan a un sistema dado en una forma
normal formal. Pero no hemos dicho nada acerca de la convergencia de dichas
series de potencias. Ahora daremos una condicidn, la cual nos da informacidn
sobre la convergencia de dicha serie. Esta condicién es muy importante ya
que es una de }as hipdtesis del teorema que garantiza en ciertos casos que
la serie de potencias corresponda a una transformacidn analitica. Dicho teo-
rema se dard mas adelante.

2.2 CONDICION A.

Consideraremos sélo el caso (1), pues el caso 2 nunca se da en C*. Por el
teorema anterior nosotros sabemos que si A corresponde al caso (1}, entonces
la forma normal formal esta dada por

i = W(Y) parai=1,...,1

Ui = Do bisti + T bigygy a1 ™ yin - para i = {4+ 1,..,2,

29



Condicién A. Si A corresponde al caso 1), entonces existen series de po-
tencias a(Y’) = a(w, ..., w) tal que en la forma normal formal y; = ¥ {Y") se
tiene

¥, = Lyie(Y) paral <: <l

Lo que nos dice esta condicién es que si la forma normal formal es escrita en
la forma §; = ;T gigY 9, entonces

G = N,

ie, G'g = NMag V@ € N = Ny € N, donde &' = (g1,..,9) ¥y N =
(Al: ---a’\f); M GQ‘ = (gIQ:'--:ng)‘

Daremos ahora un ejemplo de una forma normal analttica la cual cumple
la condicidén A y otra forma normal analitica que no la cumpla.
Ejemplo. La forma normal analitica

y1=0

Y2 = Aayz + yayi® + yarn® = Aoy Wa(in),
cumple la condicidn A ya que ¢, = Aha = 0 pues A, = 0. Por el contrario,
la forma normal analitica

41 =’

Y2 = dayz + 2 + yann® = Aava¥a(in),
no la cumple pues y; # 0 aunque A; = 0.

Despues de dada la condicién A uno podria preguntarse que tipo de formas
normales formales cumplen (o no cumplen} la condicidn A 7. A continuacién
analizaremos que condiciones deben de cumplir las formas normales formales
que obtuvimos en {a seccidn 1.4. para que estas cumplan la condicién A.
a) A = u+tv, cor v £ 0. Para este caso, la condicién A siempre se cumple
pues nunca se tiene el subsistema §; = ¥{(V") ya que { = 0.
b) A > 0. En este caso también { = 0 y de nueva cuenta no se tiene el
subsistema y; = U;(Y"), entonces la forma normal analitica siempre satisface
la condicién A.
) A=0(ie,, Ay 0,4, =0) Aqui i = 1, y como ya se vié en la seccién 1.4.
la forma normal formal es

U1 = N kot = ngi(n)

v2 = ¥ %) G2y ® + A2) = tagalnn),
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Como ! = 1, entonces la serie de potencias a depende solo de y,. Para que la
forma normal formal cumpla la condicién A se necesita que 31 = ¥y(yy) =
Ama(y) =0, i.e., se necesita que en la forma normal formal g, = 0.

d) A< 0.1} 8 A= -1 (i.e,, Az = —)) entonces como se Vi en la secidn 1.4.
la forma normal {formal es

i1 =0, Diemy v+ M) = Ag
¥z = yz(z:; gz(r;,k)yl"yz" + A1) = Jatnga.

Como [ = 2, entonces la serie de potencias a depende de ¥y; y de y2. Para que
la forma normal formal cumpla la condicién A sc necesita que 4, = ¥1{1n) =
Mya{y, y2) ¥ que yo = Tayz) = datna(yr,v2), ie., se necesita que en la
forma normal formal —g, = g..

ii) A = —I con {r,s) = 1. De nueva cuenta ! = 2 y la forma normal
formal esta dada por

. o)
n = yl(zk=l gl(ks,kr)ylhkar +M)= MG

Y2 = yz(Z:; Gapkain) Y2 + A2) = doyaga,

la cual satisface la condicién A solo si

=N
g2 = )\291'

Notese que el inciso (i) es un casc particular de este inciso (i1). Entonces
para el caso de un sistema de dimensién 2, en los inicos casos en los cuales
la condicién A puede no cumplirse es cuande algiin A es cero y cuando

A < 0, (los dos son casos en el dominio de Siegel).

Ya sabemos que la forma normal formal no estd dnicamente determinada;
supongase entonces que alguna de ellas cumple la condicidn A, uno se podrla.
hacer entonces la siguiente pregunta :

Dada una forma normal formal que satisface la condicién A entonces,
cualquier forma normal formal de ese sistema, satisface la condicién A 7 La
respuesta es sf y esta dada por un teorema que demostraremos mas adelante.
Antes de demostrar eso, daremos la demostracién de otro resultado que nos
servird para la respuesta de la pregunta anterior.
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Teorema 2. Sea

w1 =m(2)
Y2 = UI(Z)'I

una serie de potencias formal e invertible que lleva a la forma normal formal

Br=mn=ny_ ng¥®
Q

Y2 = y292 = 23 g20Y 7, (2.1)
Q

en la forma normal formal
2-1 = 21!51 = ZIEQI-QZQ

2.2 = 229-2 = 222 gEqZQ. (22)
@

5i en la forma normal formal (2.1) se tiene que

<P,G>=0,VPe N <P A>=0,

donde G = (g1,¢z2) ¥y giq € C, entonces ¢;1(Y) y g2(Y’) son series de potencias
y

g1 = gi{m,m)
gz = g2(m, 1)

Demostracidn. Si para cada @ € N tenemos g, = —1 6 g = —1, entonces
Q¢ N2 6 Q ¢ N, respectivamente, i.c.,sigi = =1 = Q ¢ N;. Aqui, gjg =0
¥ < @,Go >= 1919+ q2020 ¥ como ¢; = —1 se tiene que < Q, Gg >= —giq-

De cualquier modo, ¢como < P,G >=0 << P A >=0con P € N,
esto implica que < @,Go >= 0 esto es, gig = 0 y todas las g son series de
potencias positivas.

La serie de potencias inversa de y; = 7:(Z) que es z; = y:hi(Y), leva a la
forma normal formal (2.2) en la forma normal formal (2.1). Por el teorema
2 del capitulo anterior se tiene que
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hip=0si < P,A>#0.

Si ahora expresamos a Z en términosde Y en 7] = 2§, por medio de z; = nh
¥y como ¥; = y,¢1 obtenemos

2 Oh .
nghi+ 3y a—yl_yfg.' = nh1Gi(yik, y2ha). (*)
Si tomamos solo los coeficientes de y; ¥9 en la expresion

2 Bh
By, gy%y.-g;,

obtenemos
z J'l|P<P,GR>.
P+R=¢
Como < P,G >=0paratodo PEN, < PbA>=0y hp=0si
< P,A ># 0 entonces
Z h1P<P,GR>=0.
P+R=Q

Por lo tanto (*) se reduce a

ng by = yhgi(nh, yaha),

¥ como z; = y1 hy, se tiene entonces que z;9; = 2,4 esto es,

G = gl(ﬂhflz)-

Analogamente

g2 = g?(r]lvfh):

y por tanto, el teorema esta demostrado. ¢

Teorema 3. Si al menos una forma normal formal de un sistema dado
satisface la condicién A, enfonces cualquier otra forma normal formal de ese
sistemna también la satisface.
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Demostracidn. Daremos la demostracién solo para el caso (1), pues para
r = 2 el caso (2) nunca se presenta.
Para el caso (1), la forma normal formal esta dada por el teorema 1 como

g =¥A{Y) paral <i<lI

!fi = E?:H.} bu(y')y,: + ni(yl) para 1+ 1< i <2
donde el subsistema y; = ¥;(Y'} con i = 1,...,! es una forma normal formal
de orden 1. Si ahora nosotros aplicamos a esta forma normal formal la serie
de potencias

v =mi(2') paral <i<|

vi =i G20z +mi(z)  paral+12i52, .
obtenemos otra forma normal formal.

Ahora, para nuestro sistema y; = W;(Y") se tiene que G' = A'a y por
tanto se cumple que

<P G>=0,VPeN, <PA>=0,

y por el teorema anterior, la nueva forma normal formal satisface la condicion
A, con & = a(m,m). ¢

Ahora, dividiremos el caso (1} de la siguiente forma :

1*) Hay un par de nimeros conmensurables en {Ay, ..., \i}

1**) Los ndmeros {y,..., A} son inconmensurables por pares

En el presenie trabajo solo se estudiard el caso 1%). Para la teoria sobre
¢l caso 1 * #) ver Bruno {3].

2.3 CONDICION W.

Daremos ahora, una nueva condicidn la cual se necesitara para demostrar
el teorema que garantiza la existencia de iransformaciones analiticas en cier-
tos casos.

Condiciéon W. Seaw, =min < @, A>para Qe N, ||Q|| < 2* ¥y
<@ A>#£0
Entonces
Z:__l 2 % Inw, " < oo,
Esta condicidn, es una condicién aritmética muy débil en los valores pro-
pios A, ¥ Az la cual se satisface casi siempre; en particular para el caso 1#)
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siempre se satisface como veremos mas adelante. En contraste, la condicién
A es una fuerte restriccién en la forma normal formal.

Podemos entonces por el momento, enunciar el teorema de existencia de
transformaciones analiticas que demostraremos mas adelante, ¢l cual incluye
algunos casos en el dominio de Siegel y en el dominio de Poincaré.
Teorema. Si para el sistema analitico

I-1 = ¢1(X)
22 = ¢a( X), (2.3)

el vector A = {A;, A;) satisface la condicion W y la forma normal formal
satisface la condicién A, entonces existe una transformacién analitica

zi=m+&
2 =¥ + EZ.) (24)

tal que lleva al sistema {2.3) en una forma normal analitica.

Ahora daremos un lema el cual nos demostrara que el caso 1#) nos implica
que siempre se cumpla la condicidn W en dimension 2.

Para ello, sea 7 un nimero complejo, con |r] = 1, tal que el vector
(Rer, Im7) es ortogonal a la linea m y que tal vector esté del mismo lado de
los A;. Si hacemos

i = Re(TX;)
v = Im(rX),

es muy facil verificar que g; es la distancia del valor propio A; a la recta m.
St hacemos M = (1, g2) ¥ N = (1, 12); se tiene entonces que

rA=M+iN.

Lema 2. Sea @ un elemento arbitrario en N. Si A corresponde al casc 1#)
entonces

C0<inf{|< Q" M" > ||<@" M >#0},

y la ecuacién < Q”, M” >= 0 tiene solo un ndmero finito de soluciones Q".
Ademas existe una ¢ > 0 tal que
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|< @, A>|>¢ para <@, A>#0,
donde Q" = (Qis1y - @n) ¥ M = (11, tin).

Demostracion. Primero lo demostraremos para 1 = () el cual es un caso en el
dominio de Poincaré. Despues lo demostraremos para un caso en el dominio
de Siegel (I = 1). El otro caso Siegel (! = 2) es andlogo.

CASQO [ = 0) Aqui se tiene que " = (g1, ¢}, y de la misma manera,
M" = (11, p2) donde p; es la distancia de la recta m al valor propio A; y !
es el nimero de valores propios que estan contenidos en m, y definimos a la
norma del vector @ come |@”| = ¢ + ¢z

Primero demostraremos que < Q*, M" >> u,{|Q"| — 1) — 2.

En efecto, si calculamos

m(1Q" = 1) = p2 = g + g2 — 1) — o
como g S py = puqu+ 1z — 1 — p2 Sy + fage — fh — i

< 1§+ pagz =< Q", M" >
y por lo tanto, < @”, M" >> u(|Q"] — 1) — pta.

Ahora, si Q"] -1 > I“—:""'—u entonces | < G, A > | >< Q" M" >>
m{|@"| = 1) ~ pa por lo cual se tiene que < @, M" >> 1.

Por el contrario, si |@7] -1 < 1"—’#“:—'-‘—1 entonces i (|@"| — 1) < g2 + 1, pero
aqui, el nimero de vectores " que cumplen esta propiedad es finito.

Se afirma que < QY,M" >=0y < @", N" >= 0 solo aceptan un niimero
finito de soluciones. En efecto, si @" cumple la condicidén Q"] — 1 > !“;—',Hl
entonces también cumple que < Q”, M” >> 1 que cs una contradiccion pues
0 =< Q",M" >¥ 1; por lo tanto @" cumple la condicidén |Q"] — 1 < 1“:—‘!”1
y solo son un ndmero finito de valores. Por tanto, < Q”, M" >= 0 solo
aceptan un nimero finito de soluciones. De la misma manera, se demuestra
que < Q", N" >= 0 solo tiene un nimero finito de soluciones. Aquf
N = (V41,00 ) = (11, 1) N

En particular, | < @*,M" > | > 6, > 051 < @, M" ># 0 y por tanto se
cumple que en cualquier caso,

0<inf{l< @ M >||<Q", M >£0},

y que < Q", M" >= 0 tiene un nimero finito de soluciones. Por tanto, la
primera parte del teorema ha sido demostrada para este caso.
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Parte ii) §i ahora calculamos
|<@QA>|" = (a1 + ib)qs + (az + ib2)qa|*
largy + azq2 + i(bigr + baga)|?
(a1q1 + 822)° + (11 + baga)’
| <@, M" > [2 + 07012 + 2higibagy + ba%ge?
= <@ M > +|< QN>
= l< Q"> +1< QA" > |,
Nétese que paraelcaso { =0, setieneque @ =Q'+ Q" = Q" y
N =N+ N"= N
En la primera parte, se demostré que | < @, MY > | > é >0¥ quela
igualdad < Q”, M” >= 0 tiene un nimero finito de soluciones. También se
demostré que < Q”, N* >= 0 tiene un nimero finito de soluciones. Por lo
tanto, como se cumple la igualdad

If

l<QA>P=]<Q@ M > +<Q 8>,

se tiecne que | < QA> 2> 6 > 0si < Q,A ># 0 y como en la primera
parte se demostré que | < @, A > | 2| < @, M7 > | > 1. Si hacemos
€ = min{&;,1} el lema estd probado en el caso del dominio de Poincaré.

CASO 1 = 1) Ahora lo demostraremos para un caso Siegel ({ = 1). El
otro caso Siegel (I = 2) es andlogo. Ahora, Q" = (q2), y M" = (u;) donde
itz es la distancia de la recta m al valor propio A; y donde { = 1 denota el
nitmero de valores propios que estan contenidos en m, en este caso la norma
del vector " es |Q"| = qq.

Primero demostraremos que < Q", M* >> ,(jQ"] — 1) — pa.
En efecto, si calculamos

#2(]Q" — 1) — p2 = po{gz — 1} — pia,
lo cual implica. que

f2gs = p2 = iz < prage — 22 < paga =< Q", M" >,
y por lo tanto, < Q", M" >> p2(|Q"] — 1) — pr2. Abora, si [Q"] = 1 > 1&.:742-_11
entonces | < @,A > | 2| < QL M" > | > #2{|@"] — 1} = p2 por lo cual se
tiene que | < @', M" > | > L.
Por el contrario, si |@"] — 1 < (“:‘—':11 entonces paf]@”| — 1) < p2 + 1, pero
aqui, el nimero de vectores Q" que cumplen esta propiedad es finito y ademds
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< @7, MY >= g =0y < Q" N" »>= 1g; = 0 solo aceptan un niimero
finito de soluciones.

En particular, | < Q*,M” > | > & > 0si < Q”, M" ># 0 y por tanto se
cumple que en cualquier caso,

0 <inf{l<Q",M">||< Q" M" >#0},

y que < Q”, M" >= 0 tiene un nimero finito de soluciones. Por tanto, para
este segundo caso la primera parte del teorema ha sido demostrada.
Parte ii) Como ! = 1 y para el caso de dimensién 2 ! = 1 =» }; = 0 entonces
A= M) =M =0, M =p =0y V=1 =0.
Si ahora calculamos

l<@QA>P = (a2 + ib) |’ = lazqs + ibagal’
(a20)’ + (0a2)" = | < Q80" > [ + b0y

<@ m > +|<Q,N> [
= | < Q" K" > +|< Q" N">

Nétese que para el caso { = 1, se tiene que N = N4+ N* = N” pues
como ya vimos lineas arriba, N'=0. En la primera parte, se demostré que
| < Q",M" > | > & > 0y que esta desigualdad tiene un niimero finito de
soluciones. También se demostré que < Q”, N" > tiene un niimero finito de
soluciones y como se cumple la igualdad

l<@QA>P=|<Q M > P+ <Q, W >+< Q@ /">

se tiene entonces que | < QL A> P> 6 > 0si < Q,A ># 0y comoen la
primera parte se demostré que | < Q,A > | > | < Q",M" > | > 1. Si
hacemnos € = min{fz, 1} el lema esti probado para este caso del dominio de
Siegel. Por tanto el lema estd demostrado. ¢

Demostraremos ahora, que en el caso 1%}, la condicidon W siempre se
satisface.
En efecto, como wy = min < Q,A > para @ € N, [|Q|| < 2* v
< @,A>#0y como por el lema anterior existe una € > 0 tal que
<Q,A>>¢ para < @,A>#D,

se tiene entonces que
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<@ A>=w,2e>0,

lo cual implica que

w ' <el < oo,

de donde se obticne finaimente que

0 5~k -1 0 p-k -1 _ -1
Zk=12 Inw; 52:::12 ne™ =Ine™! < oo,

y por tanto, la condicién W se satisface para 1%).

2.4 ITERACIONES.

Introduciremos ahora una nueva notacidn. Sean £, £; series de potencias
en y1, yz ¥ sea A fijo. Para cada nimero complejo §, la expresion ;s denota
las serics de potencias que consisten de aquellos términos cy;Y'¥ de las series
£ para los cuales < Q, A >= 4. Asi, por ejemplo, si la forma normal formal
es y; = U,(Y), se tiene que ;o = ¥, para < Q,A >=0.

Definimos para una serie de potencias £, su orden ord¢ como el conjunto
de ordenes de todes los términos de la serie £ y ordf := min ordé.

Por ejemplo, sea £ = 1y + y2°. Aqui, ordf = {2,3} y ordf = 2.

El simbolo m < ord{ < 2m significa que todos los ordenes de { son mayor
que m y menor que 2m. Finalmente, E™ denota la serie definida como la
serie de todos los términos de £ cuyos ordenes no exceden a m.

Supdngase que el sisterna
T = Az + U (X)) + e (X)
.’.Ifg = /\222 + ‘I'Q(X) + l,D;(X), (25)

coincide con la forma normal analitica en todos los términos de orden menor
que m :

1 <ordV; €m, Vo=V, m+1 < ordy;,

donde las series ; no tienen términos lineales ni constantes. Nosotros quisier-
amos una serie de potencias
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zy=mnt+é&
T3 =y2 + £2, (2.6)

tal que lleve al sistema anterior en un sistema de la forma

1=y + (YY) + 1 (V) + 5 (Y)
¥z = daya + Ca(Y) + oY) + &(Y), (2.7)

el cual coincida con la forma normal analitica en todos los términos con el mds
alto grado posible. El lema que demostraremos a continuacién nos garantiza
la existencia de dicha serie de potencias la cual lleva un sistema que coincide
con la forma normal analitica hasta grado m a un sistema que coincide con la
forma normal analitica hasta grado 2m. Este lema es muy importante ya que
para la demostracién del teorema de existencia de la transformacidn analitica
es usado iteradamenie. En ese teorema, tal transformacidn es construida por
iteraciones, es decir, se toma un sistema que coincida con la forma normal
analitica hasta grado m, y se va aplicando sucesivamente el lema 3 hasta que
el iltimo sistema coincida completamente con la forma normal analitica.

Lema 3. La serie de potencias {2.6) que lleva al sistema (2.5) (el cual
coincide con la forma normal analitica hasta grado m), en el sistema (2.7)
{el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 2m) existe y esta
unicamente delerminada por las siguicntes condiciones (cn los coeficientes de
la serie £)

Lo=10
&s = Cis™™, (2.8)

donde las {;5 son soluciones del sistema (el cual esta dado por las ecuaciones
de conjugacién de los sistemas (2.3) y (2.7))

3(,5 2
8Cis +ZJ ' 3 = zj_l 3

las cuales son nicas para & # 0.
Entonces

(2.9)

U, = pjp?™.
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Los drdenes de todas las series bajo consideracidn, satisfacen las siguientes

desigualdades :

1 € ord¥; < m < ordyp;
m+1<ordf; <2m,m+ 1 < ord(;
m+1 < ord¥l; < 2m < ordp;.

La idea de la demostracién es primero demostrar la existencia de la serie
de potencias, lo cual no se desarrollard aqui. Esta demostracién se hace de
la misma manera de como se hizo 0 en el teorema 1 del capitulo anterior. La
parte 2 es demostrar que ; = a,p.g""" Esto se hace tomando la ecuacién

A+ ¥+ w1+ Z,m 3y‘_()\,y, +9;+ ‘I’ +3;) =

My MG+ (Y +E) 4+ e(Y + 3),
en la cual se sustituyen los valores de %,(Y + =) — ¥1(Y) y de ¢y (Y + ) los
cuales son calculados con la férmula de Taylor. Finalmente, de la ecuacin
resultante se toman los términos de  grado mayor que m + 1 y menor que 2m
la cual necesariamente se reduce a ¥; = w.g’"‘

Demostracion. La primera parte de ta prueba es andloga a la demostracidn
del teorema de existencia de la serie de potencias {1.2) (ver teorema 1 del
capitulo 1).

Para que la serie (2.6) lleve al sistema (2.5) en el sistema (2.7), se necesita
que

("—‘ﬁm M)( )z(fl(yl+£.,yz+¢z))
ﬂ%%m Hadty) Fa(y + &, y2 + £2)

esto es, desarrollando

A . .
(ya;:&)wr (3:3;‘5')1, = Gy + b1, vz + 6a)
9 e
a(y;‘t §2) (y;;; Eg)yz =2 + 1,12+ &),

si ahora desarrollamos solo para. la primera ecuacion, obtenemos
A+ + ¥ B+, S e Sy + 05+ 05 +55) =

Ay + M6+ (Y + Z) +eu(Y + 3),
lo cual implica que
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Ui+ + Tk 2y + ¥+ 354 85) — M = ,
(Y +E) + (Y +E) - Iy(Y). (2.10)

Por la férmula de Taylor, se liene

- av 8
WY +E) = (V) = 30, G+ S Syttt

donde los términos de grado menor que m + 1 estan en 36 Lues en los
g q By; P

demds términos de ¥, (Y + =) — ¥1(Y) los de menor grado son de grado
2m + 2.
De igual forma por Taylor,

oY +) = oY)+ T, Gt +

donde m + m +1 < ord(7, %fjl{j +..)
Si ahora, de la ecuacién (2.10) tomamos la ecuacién con términos de grado
mayor que m + 1 y menor que 2m, se tiene , .
Ty + 530 524 Ay 4+ 85) =6 =T VER T o) 1)
Si en esta ecuacidn, sustituimos todos los términos de la forma nY=<,
donde < @, A >=§ y como W15 = ¥, ya que el sistema (2.6} coincide con la

forma normal analitica hasta grado m y ord¥ < m, y como también se tiene
que W1, = ¥y; entonces para § # 0 se tlene que

= 2ury ——
Z_f:l Bys iyi - Mdis+ EJ—I By; ‘I’ = 2;’:1 %Eﬂ +etm. (2.12)
Obsérvese que si £1; = 11 ¥9 y como < ¢, A >= § tomando solo la diferencia
2 6{]5
Zj:l a—yj)\jyj — Midis,

se tiene que
q
i Q‘é‘%f\jw - Y@

Q
Ly — Q%%Azyz - hmY?
aMyY? + Ay Y9
Yle < Q: A >:

I

de donde

z dnY
Z,-=1 c')lyj Aiy; — Mbas = b,
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y por lo tanto de lo anterior, y de la ecuacidn (2.12) obtenemos

—~ 2m
6615 + Z:J 1 ?‘;‘;6‘1’. Z: 1 36‘1’1 -5 +‘Fl-:52m'
La existencia de la solucién de este sistema para m + 1 < ordfy < 2m
puede ser probada como se hizo en el teorema 1 de existencia de la serie
de potencias (ver capitulo 1). De igual forma se prueba la existencia de la
solucidn de {2.9). Asi, los coeficientes de la serie {15 dependen solo de los
coeficientes de los términos de las series ¢y y ¥,.

Por tanto, &5 = afm. Y si para § = 0 hacémos £;5 = 0, entonces la
ecuacion {2.11), se reduce a

U, = P1o2™.

De igual forma, se tiene que

b2 = (25" Uz = oo™,
y por tanto el lema esta demostrado. ¢

Ejernplo. Considérese el siguiente sistema (este es un caso en el dominio de
Siegel)

I’l - 0

1:'2 = -T2+ 1122+ 31’.’12 — 3313,
el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado ! {pues para el
caso A = (0,-1), 3z,? es un término no resonante)

Lo que se desea es encontrar una serie de potencias (2 6) tal que leve a
este sistemna en un nuevo sistema que coincida con una forma normal analitica
hasta grado 2. Por ejemplo, que coincidiera con el sistema {que en este caso
es una forma normal analitica de grado 2)

y1=0

Y2 = ~yz + Ny
Si hacemos z, =y, solo nos falta checar que

B(ya + +
(y; 62)(0) (yg fz){ —y2+niy2) = —y2 — &+ niya +néa + 3y — 3y,
i Y2

en el cual desarrollando, obtenemos
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. 0& & 2 3
hy: B4z Y2 By 2+ b+ 3" —3n°

Si 2 no depende de y;, nuestra ecuacién se reduce a

0= &+ widz + 357 - 3y

Si hacemos £, = 31,2, la ecuacidn se cumple pues

0= -3y + 11 (3y%) + 3p® - 3>

Por lo tanto, la serie de potencias {que en este caso corresponde a una trans-
formacion analilica)

) =1
z2 = y2 + 3y,
ileva al sistemna
.'I-'-] = 0
£2 = =32 + T1 %2 + 33 % — 3,7,

el cual cumple con las condiciones del teorema, a la forma normal analitica
Hn=0
Y2 = —y2 + iy

Sca b= ZQ boY'? una serie de potencias en ¥. Definimos
[el =3 logl¥?,
Q

1.e., las series |b| cs obtenida de la serie b reemplazando los coeficientes por
sus valores absolutos.
La notacion

S obeY? <3 doY?9,

Q Q
significa que [bg| < dp incluyendo @ con componentes negativas (i.e., la serie
d esta mayorando a la serie b). Finalmente, |b|, para un real p > 0, denota

el valor de las series Jb en el punto y; = y; = p.
Las siguientes propiedades son obvias :
(1) Si b < d, entonces [b], < |d],
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(2)Sib=d-e, entonces |5 < [d][e|
(3) Sim <ord by p < r <1, entonces

@, < (£)"7.

(4} Si m’ < oo , entonces el radio de convergencia de la serie b es al
menos p.

{(3)Sim<ord by p <r <1, entonces
9y
By;
Daremos ahora, un lema que nos servird para demostrar que la serie ¢ tiene

radio de convergencia positivo. Este lema serd dado en términos de un vector
P en lugar del vector Q como hemos venido trabajando.

I

<2
P

P

Lema 4. Si A corresponde al caso 1), entonces para cada ¢ > ( existe una

constante positiva ¢ que depende de A y de ¢ tal que
[P'l<cl<PA>|paratodo PEN ,|< PA>|>¢

Aqui P" = (prya, ..., p2)-

Demostracidn. Daremos la demostracidn para los casos { = 0 {en el dominio
de Poincaré) y para ! = 1 {en el dominio de Siegel). El caso { = 2 es anilogo
2 estos dos.

Supongamos primero que { = 0. Sea P € N, como P" = (piy1, ..., P2)
entonces P" = (py, p2), st
HPI>1+4 £2, entonces por las desigualdades dadas por el lema 2, se tiene

[<PA>| 2 <P M >>m(iP|—1)— p
2 mllP - 1= 8]> Jm|P.

Si0< 3IP <144  entonces para | < P,A > | > € se tiene

| < PA>| S €
1P 21 + t2)’

Si hacemos

L -
c ':mm{im,ac(l+£~:‘-) h
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se obtiene el lema para el caso [ = 0.

Supongimos ahora que | = 1. Sea P € N, en este caso P" = py; si
HePi>1+ &2, entonces de nueva cuenta por las desigualdades dadas por el
lema 2 se tiene que

[<PA>| 2 <P M >p(P-1)—p
> pallP" -1 2] > 3| P,
Sio< 3P <1+ 4 , entonces para {| < PA > | > ¢ se tiene

| < PA>| 5 £
P

51 hacemos

¢l = min{%yg, ie},
s¢ obtiene el lema para el caso { = 1. Por lo tanto el lema esta demostrado
en general. {
Demostraremos ahoera un lema que afirma que si la forma normal analitica

satisface la condicién A, entonces la serie de potencias (2.6) tiene radio de
convergencia positivo,

Lema 5. Supdngase que la serie de potencias (2.6) lleva al sistema (2.5) (el
cual eoincide con la forma normal analitica hasta grado m), en el sistema
(2.7) (el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 2m) y que
la forma normal analitica correspondiente al sistema (2.5)

1 = A + (YY)
¥2 = Aayz + ¥a(Y), (2.13)
satisface la condicién A.
Entonces siempre existen constantes ¢, y ¢; tal que las desigualdades
%Sp<]~1 E?:litpiip<l
L <e, Thale <a (2.14)
se cumplen y ademas implican

z?:] Hp < C3. (215)

46



Demostracidn. En la parte 1 de la demostracidn, se demuestra el teorema
supomendo que la siguiente desigualdad se verifica :

I=t FW; — Cisg1 < 9186015 + clSlIGl(T5 5 (Il + [Alla)  (216).
En la parte 2 de la. prueba se demuestra dicha igualdad.

PARTE 1. Por hipétesis, sabernos que se cumplen las desigualdades
t<p<l, __1|‘IJ| <e,ycomo ¥y =g, Vo = 129y
entonces T2, ]g‘}p < 20y,

Lo cual implica que IA‘H_a-]'p < 2¢y pues g; = Ma,...,q = Ma y donde
A= ()‘1,...,1[). —
Sea A = |A’}, entonces [af, < 2c;A~". Como por el lema 3

a av
6C” + ZJ—l acw = 22_1 al l(Jf + P15,

se tiene entonces que

a
815 = —Z it acw'l‘ +{¢isn — G ) + Z C,s + 15,

i1 6

lo cual implica que
Gs = -15“(2}- 1S40 — Cupgn) — 6780 + 6L, Baliss + pus)

(dWGME,>HwHﬁMM)+EhdMM
i=lﬁ_z:i=1 |§ﬁ' 51 E.?‘,'— Q"le::—l |G| + 61 Er-l |‘P=‘|
(2, Jo + 2Alen A1) + T2, Gl2e

+ LGSR g+ e h”2H21m+UEMWd
La primera desigualdad se cumple por (2.16); {a segunda desigualdad se d4
pues [6]7' < ¢! (esto se da por el lema 2). Ahora, si sumamos sobre las

A+ A

dos series ({15 ¥ {25) y como se cumplen T2, |<p.-[p , T, 1wl i, < ay
fim1 3—“’“ < ¢ , se tiene que
LI, < TG, (c(2en + 1Al121aY)

pi

+ 261/\—1 —+ f:"2c1 + f_lcl) + ¢! E?:lm

si ahora escogemos a ¢, de tal forma que
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a(2e + 2AlA™ £ 2071 4271 = % .

obtenemos

z:=l K_itﬂ < % Z?:l mﬁ + 6-1 E?=1 m,,!

lo cual implica

1 2 — _ 2 ——
5 Lom G, < 2, Tl

y como T2, ITF.-L < 1, se tiene que

2 2
oo, < pr
vy como por el fema 3
&s =3,

entonces |&] < |G| , por lo que finalmente si definimos a ¢; = 2 se tiene que

2 = 2
Z.’:l il < ez = !

y por tanto, la serie de potencias tiene radio de convergencia positivo. Asf,
se ha demostrado la primera parte.

PARTE 2. Demostraremos ahora que se cumple la desigualdad

i1 B0, — Gisgr < 1108615 + clbllCuel(T; » 1 lgs] +iAllal).  (2.16)
Dicha desigualdad se demostrard en dos partes. En la parte (i) se demostrard
la igualdad

Tia %C,,'fq’j —{isgr =naélis+np phir < P",Gp" > YP+R__(4),
mientras que en la parte (ii) demostraremos la desigualdad

NnTp gl < PLGR > YT < dS[IGl(T; 5 lg5] + 1A]la])..., ().

Parte (i). Para demostrar esta parte, sea { = yhy = y;):Q higY? y
=g —Ma= EQ gigY? donde a es la serie de potencias que cumple la
condicién A en la forma normal analitica.

51 ahora calculamos
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%C#‘I’l + %(u‘Pz —yhip
(h1 + UI%E‘;')(UIQI) + (y:%;)(yzyz) = pnhig
[N QIEL + ylyzgz aw
n{mgi s + vag: 82
= ylzp,R hip< P,Gp> YP+R',
donde, como se hizo en el teorema 1 del capitulo 1, P representa la potencia
en la serie b y R representa la potencia en la serie gi; con Gr = (g1r, 92r).
Como < P,Gg >=< P,Aap > + < P,Gr > pues §; = ¢g; — \a , entonces
Tiat B~ s = NnIp gp < P Aag > YFHR

;—1 ay ‘I’ — Cisq

+ WEp gphip < P,Gp > YPHR
= ylaEP,Rh1P<P,A>YP+R
+ nEp phe < P".GR' > YP+R

$abis + ¥ p phap < P".Gg" > YP+R,
pues G' = (g1,.-,§1) = 0 y donde § =< P,A >. De esta forma, hemos
demostrado la igualdad (i).

Parte (it). Para demostrar la desigualdad (ii), ndtese que

| < P",GR" > | < 1PIIGK|

y como |Gg'| = Tist |g;r"| entonces se tiene

1 Y el < P, GRT > VPR < ylz [pllPIYF Y S lginlY R,
P R ji>IR

Ahora, por el lema 2 cxiste € > 0 tal que |6 > ¢ . Por el lema anterior
para esta ¢ podemos encontrar ¢ tal que |P”| < ¢|6|. Esto nos implica que

nZp kplPIYPL; S (TRleialYR < cléliCssl ;5 > 41931
< cldliul(z; > ,19,1 +1Alfa]),

(obsérvese que solo en esta tltima estimacién usamos la serie mayorante |g;]
la cual esta dada por la forma normal analitica). Y finalmente obtenemos
nZp phir <P Gr" > YPHR < cléll6sl(Z; » ¢lg;l + TAllal)
Asi, hemos demostrado la desigualdad (ii}). Ahora, de las desigualades (i)
¥y {ii) obtenemos la desigualdad

Tior 395 — Gsgr < 1108Gis + cl8lIGal(Z5 5 1ol + [Alla]).  (2.16) .
3 3
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y asi, hemos demostrado la parte 2 y por tanto, se ha demostrado el lema.

¢

Ejemplo. Tomando el mismo sistema y la misma forma normal analitica
del ejemplo anterior donde el sistema esta dado por

I‘l = 0
.’5.-2 = =%y + 1T 4+ 3112 - 31‘.‘13,
y la forma normal analitica esta dada por
y1 =0
Y2 = —¥2 + hiya,

Supéngase que 1 < p < 1, entonces mostraremos que las desigualdades se
cumplen y por tanto, Z?=1 Tlep < ¢z se cumple

1) ¥e, Wp = W‘, +W§ =0+ |21z + 302 = 323, = [4p* - 3p°| < 1.
) 2 1|_lIl_-] -—illl_i +m =0+i“_I2—[ <c,conc>1.

B, - ]+ T 8] 418, - ov0s04TT, <1 <

Necesitamos ver que 3.7, |£.[p < €3 . Si calculamos

9 — _
Yoo &l =1al, + 16, =0+ 18], = 30" < e,

obtenemos "1, 16}, < ¢z con ¢z > 3.

2.5. TEOREMA DE EXISTENCIA DE TRANSFORMACIONES
ANALITICAS.

Después de haber demostrado el lema anterior, podemos entonces enun-
ciar y demostrar el teorema que garantiza en ciertas condiciones, que existe
una serie de potencias la cual corresponde a una transformacion analitica.

Teorema. Supdngase que A = (A, Az) correspondiente al sistema (2.3)
satisface la condicidn W, que la forma normal formal (que corresponde al
sistema (2.3)) satisface la condicién A , y que las ¢; son analiticas en el
origen.

Entonces, existe una transformacion (2.4} analitica en el origen la cual lleva
al sistema (2.3} en una forma normal formal.

Demostracidn. La idea de la demostracion es la siguiente. La transformacion
es construida por aproximaciones sucesivas, es decir se toma una forma nor-
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mal analitica, y un sistema que coincida con la {orma normal analitica hasta
grado m. Por el lema 3 existe una serie de potencias (2.6) la cual lleva a dicho
sistema, en un sistema el cual coincide con la forma normal analjtica hasta
grado 2m; por el lema 5, dicha serie de potencias corresponde a una transfor-
macion analitica. De nueva cuenta se aplica el lema 3 (ahora al sistemna que
coincide con la forma normal analitica hasta grade 2m) y el nuevo sistema
coincide con la forma normal analitica hasta grado 4m; de nueva cuenta,
por el lema 5 la transformacién es analitica. Se procede asi sucesivamente,
hasta que el sistemna resultante coincida completamente con la forma normatl
analitica.

La parte 1 de la prueba, consiste en demostrar que en cada paso las
desigualdades del lema 5 (nétese que aqui entra en juego la condicidn A) se
cumplen y por tanto en cada paso, la serie de potencias (2.3) tiene radio de
convergencia positivo.

En la parte 2, se demuestra que en cada paso de iteracidn, la p con la que
se tienen las desigualdades del lema 5 siempre varfa entre % y 1 y asi, todo
lo antertor se cumple en cada paso de iteracion.

Finalmente, en la parte 3 se demuestra que como cada transformacién
es analitica y ademads tiene un radio de convergencia especifico, entonces la
transformacién limite es analitica.

PARTE 1. Por €l lema 3 existe una serie de potencias (2.6) que lleva al
sistema {(2.5) el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado m,
(donde 1 < ord¥; € m , ¥y = ¥; y m+ 1 < ordy;) en el sistema (2.7)
el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 2m. Aqui, ]| <
ord¥; <m,m+1 < ord¥; < 2m < ordp;.

Por el lema 5, se tiene que para el sistema (2.5) se cumplen las desigual-
dades (2.14) para m = 2* {donde m denota el grado hasta el cual el sistema
dado coincide con la forma normal analitica) lo cual implica que

2 ——
zi:l lf"lp < C3.

El primer paso de esta demostracidn, es tratar de ver que desigualdades
andlogas a {2.16), se cumplen para el nuevo sistema (2.7). Para ello, sea
r= m_?lp y R= c«;milp ;como m + 1 € ordf; < 2m entonces por el lema 3
y utilizando la propiedad (3) {ver pagina 45) y el hecho de que %, |ei, < 1,
se tiene que
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T T R\™! em= m
Z;=1 lwilp < (;) = (—2—';-—!)) <e™mTi R < m7, (2.17)

de igual forma se obtiene

S Elp<m™, (2.18)

Ahora, mostraremos que para Jyi{ < Ry m > 3 se cumple que para
alguna @ € [0, 1] entonces |y; + 0¢;] < r, que por la desigualdad del trisngulo
es analogo a demostrar que R + [&]; < r. Pero

R+16lq =emPp+m < pmm + mTiE

Lo que tenemos que demostrar entonces, es que

-2 =1
pmm™ +m L <r=pmm,

esto es

m-?

T <p

mm — 1
¥ como
m-? m-? -2

1
= < — ,
mE 1 eap(im) -1 E= <357

se obtiene que efectivamente

lys + 0&] < r.

Usando este hecho, la propiedad 3 {ver pagina 45), y como Y%, m,, <ly
m < ordip;; se obtiene la desigualdad

m+1
T T < S < (5) <m o)

Por otro lado como ordé; < 2m y T2, iE.|R < m~? y utilizando la propiedad
5 (ver pagina 45) se tiene entonces la desigualdad
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2 o 2m 2
2iim e < 72,;, [€ilg <

Anélogamente , como U, =@p ™ conm+1<ordl; <2my
YL, lwilp < m™?, se tienc la desigualdad

-1
2"; < 4m™. (2.20)

2 7 — - _
Yoy Wil <X lpilg <m™F < 8m7 (2.21)
Usando lo anterior y la propiedad § (ver pagina 45) se tiene que

2 o,
Z",,'=1 IE",L' R <

de donde finalmente obtenemos la desigualdad

2m—2 — 2m-!
=3 il €« =—— <4m™L
R Zl:l llP IR P

2 6\11. -1
Z.—,,-=: 2 < 8m7'. (2.22)
Por iiltimo, de la demostracion del lema 3, se tiene

T+ @i+ Tl S5y + 4+ T +97) - Mt =

V(Y +Z) + wi(Y + Z) — &i(Y),
de donde . _
o= L iwm -Vl B+ 9+ T)
+ MG+ T, %%fj(yl + 0d1, 12 + 026} + 0i(Y + Z),
y por tanto, sumando sobre las dos series ¢; y como se cumplen las desigual-

dades (2.17),..,(2.22) obtenemos

2 =7 - 2 == -
Do [Bilg <4m™' 3T 1Gidg +mTN 6+ bey + 5lA]),
lo cual implica si m > 10 4 5¢; + 5|Al, que

2 = m“‘6+5c+5/\ 6 + 5c; + 5|A
XL Bl < PO S LI _ Gt Al

1. .
1 —4m-! m—4 (2.23)

que junto con las hipétesis
1<e<l, Thilef, <1

2 - 15 2 a%; 16
i=1 I‘pllp <a- ‘m? J=1 Iaw L <a- m?



implican para

16
m = 2* > maz{10 + 5¢; + 5|A|, c—,3},
1

que se cumplan todas las desigualdades siguientes {las cuales fueron de-
mostradaﬁ_a.nteriormente)

23_ l&ln <m™? < g, .2-_-1E|R <1
:_II\P +‘DIR<S ll\I’IR+E|_1|‘I"IR<CI_'—+8_Cl ,}::a
B(Wit+¥;) av; ﬂ; 16
vJ— l 8y; l .J—l | | + En J=1 | < — m)

que corresponden al nuevo 51stema. (2 7). Asi, se ha demostrado la parte 1.

PARTE 2. El siguiente paso de la demostracion, consiste en mostrar que en
cada iteracidn, la nueva p (nétese que en lo anterior el papel de la p lo jugaba
la R) siempre varia entre % y 1; y asi todo lo anterior se cumple en cada paso
de iteracidn.

Después de cada paso, el valor de m se duplica (m = 2¢) y la nueva p

. =1 =L
llamada aqui R, decrece ¢ym™ veces, pues & = ezm™ g; por lo tanto, lo
Ginico que tenemos que demostrar es que siempre se tiene que p > 1.
£ =L . .

Seamr =2F y 1 = (&)™ , entonces es facil verificar que

=2
Phl = T ™ Pk,

no es otra cosa mas que

-
Pri1 = Ps H M,
s<igh

por lo que para k > s se tiene

2
Pk > Pa H ™
s<i<k

Afirmamos que el producto

H ‘Yimi'_"_:u

1€ieo

converge. En electo, si a este producto le aplicamos logaritmo,se tiene
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— kn?2
vl 1ln7k—22k 1 m,‘ = _Ek-..l oy — 230 ET
—_ k
_ = -TE, B2 2n2ye, &,
y como estas dos series convergen, entonces el producto

II ’Y;m;;‘_: >0,

s<E<Co0
converge. Por lo tanto existe s tal que

=2 1
I wmi= > 7
a<icoo |

de donde p > & para k£ > s y por Lanto siempre se tiene que p > %

En la demostracidn del lema 5, demostramos la existencia de la con-
stante ¢, para las desigualdades dadas por (2.14) pero nunca demostramos
que siempre se puede cumplir %, ||, < 1. En este proceso haremos con-
sideraciones a las otras desigualdades dadas por (2.14}, lo cual serd mostrado
detalladamente. Para esto, sea mg = 2% de tal forma que

m, > maz{10 4 5¢; + 5|A|, 16 ,3,2°%,

Usando el lema 3, reducimos el sistema (2.3) por medlo de un nimero finito
de iteraciones, al sistema (2.5) con m = mq. Ya que en cada paso de iteracién
la transformacion correspondiente esta definida por polinomios, la transfor-
macion de (2.3) en (2.5) es analitica. Y come el sistema inicial es analitico
por hipdtesis del teorema, entonces el sistema (2.5) es analitico en el origen.

Ahora como por definicién la matriz de la parte lineal de una forma
normal formal es de Jordan, entonces

Ui=m

¥, = a3+ 13,
donde 7; no contiene términos lineales ni constantes. Si ahora en (2.5) susti-
tuimos z; = fu; , obienemos

tl.| = z\|ul + ...

lig = AQUQ + ﬁ_l(fﬂl + ...
Como o =060 =1, sea f tal que

Cl—'lé

—l m
<=5
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Ahora sustituimos u; = §v; , donde § < 1 es escogido de tal forma que en el

sistema resultante se tenga.
c,_m
fe1 I‘Plll <1, =1 |”h|1 + ‘J 1 ,a!f.r =™

Esto siermnpre se puede ha.ccr, porque n; ¥ ; no cont.lenen constantes
ni términos lineales. Las altimas dos desigualdades garantizan que no se
afectan las desigualdades dadas por (2.14) en este proceso. Entonces para
este sistemna, las desigualdades se cumplen para p = 1 y por tanto siempre se
cumple 2., ]tp.{l <1, que es lo que se queria demostrar.

Por tanto, ya que siempre 5 < pr £ 1, las desigualdades se cumplen en
cada paso de iteracién, Entonces, la parte 2 ha sido demostrada.

PARTE 3. El dltimo paso de esta demostracién consiste en probar la con-
vergencia de las aproximaciones sucesivas.
Para m = 2, la serie de potencias (2.6) serd denotada como sigue

Uk Y s X
St fyi] < prgr » ¥ como T, mR < m~? se tiene que
2 -
Z:m lyi — =) < mp ™

Supongamos por un momento que un sistema { expresado en variables z,,
z3 ) es llevado a una forma normal analitica ( expresada en variables yy, yz
} por 2 iteraciones, donde el sistema "intermedio” esta dado en términos de
21, zz. Por la definicién de Uy y por lo visto anteriormente, se tiene que

E?:l Jzi =z < mku_ga E?:l by =zl < Mg, -, (2'24)
Si se tiene que y; < 1 entonces tenemos que
Thalvi-=l = =1 lyi — @i 4+ 2z — | < TE (J2i = 2l + |y — z)

fl

El:l IZ, - I'l + E::l !y‘ - Z|| < mbn-z + Mg, _2y
la dltima desigualdad se da por (2.24). Con esta idea, podemos entonces dar
el argumento en general. S5i hacemos ia composicidn

Vk=UkO...oUr=°,

entonces el mapeo Vi : Y — X es tal que para |yi| < 1 se tiene

Yo l—ad < Tr mt =3 (@)
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y como Ef:ko m;~? converge entonces la sucesién de mapeos Vi también

converge para || < §

Asi la transformacion limite es analitica en el origen. Ademds esta trans-
formacion fue construida de tal manera que transformara al sistema (2.5) en
una forma normal analitica (con m=my).

Y como dicho sistema fue obtenido del sistema {2.3) por una transformacidn
analitica, entonces la composicién de estas transformaciones es analitica en
el origen y transforma a (2.3) en una forma normal analitica. Asi, el teorema
esta demostrado.

Ejemplo 1. Considérese el siguicnte sistema :

I.l =0

Z3 =~z + 7123 + 312 + 3z.° + 2,225 — 92,4 - 6,5,
el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 1 (et término 3z,2
es no resonante). Por el lema 3 existe una transformacién que lleva a este
sistema en el sistema

2-1 - 0

Zo= —23+ 229+ 6213 + 71z — 62,4 — 6215,
el cual coincide con la forma normal analitica hasta grado 2 (aqui ¢l término
6z, es no resonante). Tal transformacion es

) =2

%z = 2z + 322,
la cual es analitica. Si ahora aplicamos nuevamente el lema 3 al sistema

=0

Z = —z3+ nza + 62:° + 772, — 6241 — 62,5,
el sistema resultante debe coincidir con la forma normal analitica hasta grado
4. Si en particular le aplicamos la transformacién analitica

a=hn
72 = y2 + 6y,

obtenemos la forma normal analitica de grado 3
Hr=0

Y2 = —y2 + g2 + iy
Por lo tanto, si al sistema

;=0 .

T3 = —23 + 2122 + 3242 + 324% + 1,30 — 920 — 6z,°,
le aplicamos la transformacién analitica ’

=4

zz2 = ¥2 + 3 + 63,
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obtenemos la forma normal analitica
=10
y2 = ~y2 + niyz + 1y
Ejemplo 2. La transformacidn
=i
=y + 1+’ +nt
que lleva al sistema
7 =1,
Zg = T2 + 2,% + 2242 4 3244, en la forma normal analitica

1=
Y2 = y2.
es analitica.
Ejemplo 3. La iransformacién
1 =1
T2 = y2 + 3017,
que lleva al sistema
$-1 =0
Ty = —2; + T1%2 + 3z9% — 32,3,
en la forma normal analitica
=0
Y2 = —y2 + v
cs analitica.
Ejemplo 4. La transformacion
) =
z2 =12+t + 3%,
que lleva al sistema
1!-1 =
Ty = —zq + 4z + 32,3,
en la forma normal analitica
1=
¥z = —¥2.

¢s analitica.
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APENDICE.

Este apéndice, contiene algunos resultados de la teoria clisica de formas
normales. Esto, con el fin de contextualizar esta tesis con los primeros resul-
tados de esta teoria obtenidos por Dulac, Poincaré, Siegel, etc. (ver Arnold
2)).

En el estudio de la normalizacin de sistemas analiticos, se distinguen dos
casos sobre los valores propios de la parte lineal del campo :

a) Cuando el cero no pertenece a la envolvente convexa de los valores
propios, estos se encuentran en el dominio de Poincaré. .

b) Cuando el cero pertenece a la envolvente convexa de los valores propios,
estos se encuentran en el dominio de Siegel.

Ll primer resultade importante sobre normalizacidn analitica, es el teo-
rema de linealizacion de Poincaré :

Tearema. 5i los valeres propios son no resonantes y estin en el dominio de
Poincaré, entonces existe una transformacién analitica que leva al sistema
analitico

X=AX+ ..,

en la forma normal

X = AX,

Esto es, cuando un sistema cumple con las hipétesis del teorema, entonces
puede ser linealizado. En la demostracién de este teorema (ver Arnold [2])
la cual resulta constructiva, se vé que si los términos del campo X son no
resonantes, pueden ser eliminados por una transformacién analitica. Dicha
demostracion se divide en 2 partes: una formal y una analitica.

En la parte formal, a partir de la ecuacién ddX®~! se obtiene un difeo-
morfismo ®* el cual anula al k-ésimo término. Dicho difeomorfismo, esta
definido por la ecuacién homoldgica ‘

La®* = - X,

la cual se resuclve cuando L4 es invertible (aqui entra el hecho de que los
valores propios sean no resonantes).
En la parte analitica, se demuestra que el difeomorfismo formal
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& = lim &*
Eroo

construido en la parte anterior de la demostracidn, es analitico.

Para demostrar esto, primero se propone un campo vectorial Q cuyo
difeomorfismo asociade mayora al difeormorfismo asociado al campo X; dicho
campo Q es escogido de tal forma que su difeomorfismo este dado por una
serie geométrica y asi, poder garaniizar su convergencia.

Despues, se encucntra la solucidn analitica que resulta de aplicar ¢ al
campo Q, y entonces, se demuestra que cada términe de la expansién de
Taylor del difeomorfismo asaciado a la lincalizacidn de X esta acotado por el
termmo correspondiente de la expansion de Taylor det difeomorfisme asociado
a latinealizacion de Q (aqui se utiliza el hecho de que los valores propios estan
en el dominio de Poincaré).

L.a definicién de resonancia a la cual se refiere este teorema, esti dada
por '

Aprt e+ lp = 1)+ dapa =0

donde 3" p; > 2 con p; positivo. Obsérvese que esta definicidn cs la misma
que la definicién dada en el capitulo 1.
Notese también, que la forma normal lineal es una expresién con un
niimero menor de términos (y en ese sentido, es una expresién mas simple).
Supongamos ahora, que en el campo X existen resonancias, entonces, la
forma normal no puede ser lincal (ver tcorema 1 del capitulo 1). Pero dicha
forma normal puede ser llevada a una forma polinomial. En la teorfa clésica
lo anterior estd dado por el teorema de Poincaré-Dulac :
Teorema. Si los valores propios estan en el dominio de Poincaré entonces
existe una transformacion analitica que lleva al sistema analitico

X = AX + W(X) + ...,

en la forma normal analitica

X = AX + W(X),

donde W{X') conliene solo un ndmero finito de términos resonantes.
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La demostracion de este teorema, es andloga a la demostracién del teo-
rema anterior, con la salvedad de que los términos resonantes no pueden ser
eliminados.

Finalmente; de acuerdo a la clasificacidn de formas normales que se dio
en la scccidn 1.4., diremos cuales tienen sus valores propios en el dominio de
Poincaré y cuales Licnen, sus valores propios en ¢l dominio de Siegel.

a) A = u+ivcon v # 0. En este caso, la forma normal corresponde a
valores propios en el dominio de Poincaré.

b) A > 0. Aqui también, la forma normal corresponde a valores propios
en el domino d¢ Poincaré.

¢) A =0. En este caso, la forma normal corresponde a valores propios en
¢l dominie de Siegel.

d) A < 0. Aqui también, la forma normal corresponde a valores propios
en el domino de Siegel.
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