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TOURNAMENTS FREE OF LARGE TRANSITIVE SUBTOURNAMENTS

ADOLFO SANCHEZ FLORES

This thesis deals with the structure and size of the greatest tournaments that do not
contain, for a given integer & < 7, the transitive tournament of order & (denoted T°7}.).
Also, related to the problem posed by Erdés and Moser of determining, for cach integer
n > 0, the greatest integer v(n) such that all tournaments of order n contain ’I‘Tu(n),
some results are obtained, including computational aspects.

The notation and main properties of tournaments free of 7774, that will be used in
this work, are presented in the first two chapters. Then, in Chapter III, some thcorems
on tournaments free of 775 are proved; in particular, it is seen that there exists only one

of this tournaments of order 12.

The Chapter IV dcals with tournaments free of 7'73; the principal results are the
uniqueness of these tournaments when they have order 26 and 27. The tournaments free
of T'T% are studied in Chapter V: It is proved that their order is at most 52; also, the
greatest circulant tournament free of T'1% is showed (which is of order 31).

The problem of extending any given tournament 7° of order n and free of 77, for an
r > 0, to another onec frec of 774, is considered in Chapter VI: here it 'is established
that there exist v € V(7') and two tournaments 77 and 77 free of 17"1y41, respectively
of orders n -+ 4 and n 4 5, such that 77 is extension of 7" and 7 is extension of 7"\ v;
this gives a tournament of order 32 free of 777, that is the greatest (and unique of this

order) known of this type.

The following Chapter, VII, deals with computational complexity: It is proved the
N P-completeness of the problem of determining, given an integer 4 and a tournament,
if the latter contains a transitive subtournament of order &. Finally, with the aid of a
computer, the values cv(r) (r < 35) and gv(s) (s < 1000) are obtained in Chapter VIII,
where cv(r) and guv(s) are, respectively, the greatest integers such that cach circulant
tournament of order r contains 7'7,,,(,), and the Galois tournament of order s (whenever

it exists) contains 7’Tyu(s). In particular, better upper bounds for v(n), n < 991, are

given.
A conclusions section ends this work, where some ideas are presented about how can

be continued this investigation.
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RESUMEN

La presente tesis es, principalmente. un estudio sobre la estructura y el tamario de los torneos
méds grandes que no contienci. para un entero dado k& € 7, al torneo transitivo de orden &
(cl cual ¢s denotado por T'7%). También sc obtienen algunos resultados (incluyendo aspectos
computacionales) relacionados con ¢l problema propuesto por Erdds y Moser de determinar,
para cada entero n > 0, el mayor entero v(n) tal que todos los torneos de orden n contienen
a T (ny.

E.n los primeros dos capitulos s¢ presentan la notacién v los resultados badsicos sobre

torneos libres de T7T5 que se utilizardn a lo largo del trabajo. Después, en el Capitulo 111,
se prucban algunos teoremas sobre torncos libres de 77

en particular, se demuestra que
existe un inico tornco de arden 12 libre de vstos subtorneos.

El Capitulo 1V trata sobre tarneos libres de 7'7Tg; los resnltados obtenidos mads impor-
tantes son la unicidad de los torneos de orden 26 y 27 que no contienen a estos subtorncos,
A conmtinuacion, en ¢l Capitulo V. s estudian los torneos libres de T'7

se pruchba que todo
torneo de orden 53 contiene estos subtorneos y» se muestra of torneo circulante mas grande

que no los conticne (el cual es de orden 31).

El problema de extender un torneo dado cualquiera 1° de orden i y libre de 77, para
un r > 0, a otro libre de T77,,,. s tratado en ¢l Capitulo VI: aqui se

demuestra que existen
v € V(T) y dos torncos

» T Yibres de TT,, ,, respectivainente de Sedenes n 44 vy n 4+ 5.
tales gue 77 es extension de 17 v T os extension de T\ v; esto va a dar un tornceo de orden
32 libre de T°7%, que es el mids grande (y tinico) conocido de este tipo.

El siguiente Capitulo, VI, trata sobre complejidad computacional: Se prucba quees N 2

completo el problema de determinar. para un entero & v un torneo dados, st éste contiene
un subtornco transitivo de orden & Finalinente, en ¢l Capitulo Vi1l se obtienen, usando
una computadora. los valores de eo{r) {r < 53) v gv(s) (s < 1000), donde cv(r) y gu(s)

=
son, respectivamente, los enteros mas grandes tales que todo tornceo circulante de orden r



rontiene a 7T, ¥ ¢l 1orneo de Galois de orden s (cuando

Xiste) cantiene a T'T, .. En

particular, se dan mcjores cotas superiores para v(u), 1 < U941,

Se termina este trabajo can la seccién de conclusiones. donde se dan algunas ideas de

romo continuar esta investigacion.



CAPITULO 1

Introduccién y Notacion

Las tarnens son, en teoria de gra

ras. la clase mas amipliamente estudiada de griaficas di-

rigidas. Seria largo enumerar todos los temas investigados sobre ellos: auuque no recientes,

dos bmenas bhililiografias se pueden encontrar en (16, Aparte de su importancia en teoria

e ficas, 1 do estudiados o relacionados con otras dreas matemaiticas, tales como al-

gehra lineal, teoria de grupos, probabilidad, topoloagia v teoria de votas (por upla, véase

respectivamente [11, 14, 9, 6. 8]).

interés son los torneos que no conticnen subtorncos transitivos “prandes™, tema

de 30 anos [3. 7).«

Nuest

sobre ol cual se empezé a trabajor desde hace m n pocos resultados

i da feclis.

has

U comtexto en el que aparcee este tema es en a fceoria de preferencias: Suponga que

s tiene un conjunte de andidatos” » otro conjunto de “clectores”™ tal que cada elector

urdena a los candidatos de mejor a pear. Un prablema general que se presenta es ol obtener

uno o varios érdenes de los candidatos gue “reflejen” los ordenes dados por los electores.

Zsto s puede tratar de resolver construyendo una digralica tal gque hay un vértice por cada

candidato, ¥ un candidato (vértice) apunta a otro si estd mcjor situado enal menos la mitad

de lox ordenes: suponiendo que ¢l mimero de electores es impar. Ia digrafics resultante es un

tornco 7', Entonces, cada subtorneo trausitivo de 77 induce naturalmente un orden en los

veértices que lo componen, o cual “refleja” los drdenes preferepciales dados por tos electores



rne subtorneos transitivos

en Jos correspondientes candidatos. ¢ particular, cuando 7 no ti
grandes. se pucede decir que la “cleceidon”™ fue muy equilibrada » los drdenes dados por los

electores son bastante “heterogéneos™.

La presente tesis es un estudio sobre la estructura y ] tamafio de los torneos mas
grandes que no contienen, para an entere dado & < 7, al torneo transitivo de orden & (al
cual denotaremos por TT;). Obtendremos algunos resultados relacionados con el problema
propuesto por Erdés ¥y Moser de deterininar, para cada 1 > (). el mayor entero v(n) tal que

todos los torneos de orden n contienen a TTy,,) (7).

Como r{n) es una funcién creciente. calcularla es equivalente a encontrar, para cada

grande libre de 7'7544,. En particular, es ficil ver

entero & > 0. ¢l orden gt (k) del tornco n
que gt(h + 1) < 290(k) + 1:

como gt(l) = 1. gt(2) 3 » g1(3) = 7, inicialinente se pensé

que la igualdad siempre se cumplia {7T]. Sin embargo, tiempo después se probd que gt (4) = 13

¥ gt(5) = 27 [21]. es decir. el comportamiento de la funcién g#(k) no es tan sencillo. Aqui

obtendremos mejores cotas supoerio

Por otro lado. se sabe que son aini

[21]). es de 4.5 (y trivialmente para

r. para

libres, respectivamente, de 7775 » de 7

k= 2.3), los tornces muiis grandes libres de T'7T son dinicos. Adems también existe un

lgunos resultados

1 k& = 5,06.

sntarenios en este trabajo

libres oo 775,

ro torneo de orden 6 libre de 777 [21]. Pres

similares sobre la unicidad de los torneos n prand

Desde el punto de vista algoritmico. caleular o(n) se puede enfocar como un problema

Min Max.

tices, el tamaio de sus

s decir, se necesita abtener, en cada torneo con n v

grandes, v después ver cnal de estas cantidades es la menor. Sin

subtornecos transitivos maiis

hmente

ico, pucs el mimero de torneos con e vErtices crece exponenci

embargo. esto no es pric

como funcian de . Aden

hablando en términos de compl jidad computacional [10], todo

hace pensar que el determinar, para un torneo dadao. el Ganano de sns subtorneos transitivos

en digraficas lo son

pramdes ¢s un problema N 2-completol ya que problemas semey




[15, 24). Aqui probaremos que este problema es. efectivamente, N P-completo. También.

aplicaremos este enfoque algoritmico pero restringiéndonos a ciertas familias de torneos fre-
cuentemente utilizados, lo cual nos va a permitir ohtener mejores cotas superiores de v(n)

(n < 1000).

Para valores pequeiios de k& (< 6), los torneos nids grandes libres de 7'7% contienen a

fos correspondientes para & — I. De esto surge

1 problema mas general de extender un
torneo cualquiera libre de T'Ty a otro libre de T7%,, (para un & dado), sobre ¢l cual también

trabajaremos.

Anmes de precisar lo que vamos a hacer. veamos los conceptos y definiciones generales
que utilizaremos a lo largo de esta tesis; los que no presentemos, pueden ser consultados en

[4. 12,10}

Todas las griaficas consideradas en este tralijo son dirigidas (es decir, digrafieas), sin

lazos ni aristas miltiples. En lo que sigue, (7 representars una digrifica cualquiera.

Denotaremos por E(G) ¥ V(G) —o G, si no hay confusidén— a los coujuntos de aristas y

de vértices de G, Para r,y € V(G), xry serd. cuando exista. la arista que va de = a gy,

Dadao I C V(G), repres

tard (/1) —o simplemente H--- Ja subdigrifica Jde & inducida

por H. También, para G’ otra digriafica, ¢ s libre de G =i ninguna subdigrifica inducida

de G es isomorfa a G,

La digrifica G° se deline como: VV(GT) = V() » oy € E(G) siy sélo si yr € E(G).
Sera Aut(G) el grupo de antomorfismos de G,y se Hamari anti-isomaorfisma de G a cualquier
fancién f:V(G) — V(G) tal que ry € E(G) si » solo si f(y)f(x) € E(G). Ademis, P = Q

significara que las digraficas P y Q@ son isomorfas.

]

Sean 2 iy, ... e, vérticesen G eon W= {ue,L o, rv}. Denotaremos por N (r)

{y € V(G | wy € E(@)}. Nale) = {y € V() | ur € E(G)}. NE(eyowue . x,)

I



+ 1 - . AN = (W o : - NG 5

NEOVY = (o) NEE) ¥ NGl e e ovns) = NGOW) = (U, NG (00 NEr) ¥ NG () son
la ervecindad de o 3 la incecindad de x, respectivamente. Por simplicidad. omitiremos el
subindice (7 cuando sea clara la digrdfica & considerada en un contexto dado. Para el entero

n > 0, serd VL (G) = {u € V(G) | INY(u)| = n}; G es u-regular (o regular) si VI(G) = Vo (G).

Dados R.85 C V(G). diremos que R cubre a S o § ¢s cubierfo por R cuando S C NE(R).
También, para wr.y € V(G) ¥y M € V(G), v = y (M) si NE(@)N M = NZ(uyn A\ ¥y
NE(#) O M = N3(y) N AL

La digriifica &7 es un torueo si cada parcja de vértices. v y v. estda unida por exactamente

a, va sea ur o ru. Eltornco 7" es un subtorneco de ¢ {denotado por 7° C €0 si T es

subgrifica inducida de 5.

Unia sucesion de tres vértices e, e, ¢y de G forma un fridngulo dirigido (al ¢ual denotamos
POF €y00.) €006, 0t e, € E(G); TD(G) serd el conjunto de tridngnios dirigidos de G
Un torneo es transitivo si os libre de tridngulos divigidos, Para cada entero e > 0. existe
un inico torneo 1ransitivo de este orden, salvo isomortismos. al cual representareimos como
TT,: por birevedad., 77, C G significari que G no es libre de 7775,

Dado un subtorneo transitivo T de G con V(T) = {a,..... a}. denotaremos o 7' como
{a,.....a.) cuando o, Guenrotty € N¥(a,). para 7 = L. .. — 1, 8 a, serii ol odrtics

Juente de T TTUSY (resp.. TT () os ef conjunta de sublorneos trs

1sitivos de G0 (resp.,
de orden A). Si ¢ ex un subtorneo de €5 v abe € TD(GC ) un centro de abe o G ex caalguier

vértice r de G tal quer € NHa.boey o r € N7 (a.b. o).

Sea n > 0 un entero impar ¥ sea o4 un conjunto de clementos distintos de cero del anillo
Zy de enteros modulo 1 1al que JA] = (1 — 1)/2 » —a € . para todo + € . Entonces,
I digrdafica 77 definida como V(T) = Z,, v ry € IX(T) si v sdlo sy — ¢ € /1, para todo

roy € V(T). s un toreo Hamado of torneo civenlante de orden noindaeido por AL

Similarmente. como existe mieinico campo 7 de orden 1n para cualqaier entero e de b



forma p”. con p primo ¥ r cutero positivo, sea M la digrifica tal que V(M) = F y, para todo
r.y € VAN, zy € E(M) +

M sélo si existe o € F\Ucon y—ar =2 Bsfa

3 (mod. 41).

! ver que M e

un torneo (que Namarenos torneo de Galois) si v sélo si m

Finalmente, v{(n). cr{n) 3 gr(n) serdan los enteros mds grandes tales que todo torneo de

orden n contiene a T'7 ). todo torneo circulante de orden n contiene a T7 ), y ¢l torneo

de

lois de orden n (cuando exista) contiene a 77T, (n); también, gt(k) serd el tamaiio del

tornco mas grande libre de T 7y,.

Por simplicidad. abreviaremos la expresién sin pirdida de generalidad como s.p.g..
n el siguiente Capitulo presentamos los resultados sobre torneos libres de 777 que
B

los torncos de drdenes G x 7 gue no contienen a 773 {21}, los cuales son los s grandes

estar

nos ocupando a lo largo de este trabajo.

ncialmente, se es e la unicidad de

con esta propiedad. y se ve qgque hay exactamente tres torneos de orden 5 libres de estas

subtorncos.

Sobre tarneos libres de 777

se xabe que son de orden a lo mads 13, ¥ que hay sdlo uno

con c

actamente 13 vértices {21] v varios de orden 110 Si 7 es un torneo de este tipo con
tamano 12 » r € V(7). por el pirrafo anterior se ticne que la exvecindad o Ia invecindad de

7

T o enal restringe fucrtemente la estructura de

T » hace pensar en gque tal vee

sea tinico. sulvo isomorlismos. El principal abj

tivo del Capituio 111 probar esta unicidad,

Ene

anto a los tarncos gque o contienen a 75, se conacen torneaos de orden 27 con esta

propiedad [21. 23] & clarmmente son los mas grandes. Observe que si R fibre de 77

oy de

orden 26 o 27, del péarrafo previo se deduce que cada + € V(J2) tiene tauto su exvecindad

como su tnvecindad “fijas” (que son necesariamoente de tamanos 12 o 13). lo cual nuevamente

nos hace pen

r en la anicidad de ta) toruce 2. Zn el Capitulo 1V se ve quel efectiviamaente,

son 1

icos los torncaos libres de 777 de ordenes 26y 27,

Por lo ante:

iar. es inmediato que los toroncos mias grandes que o comtienen a 71°

son

de ovrden menor que 56 FEan ol Capitulo Vose demuestra que todo torneo libre de 773 tiene




orden a lo mids 52; también se nmestra un torneo circulante de orden 31 que no conticne a

este subtorneo. Posteriornemte -Capitulo VHI- se “prucha™. usando una computadora, que
éste es el tarneo circulante mas grancde libre de 7773 (aqui extiin incluidos los de Galois).

Se sabe que son circulantes o de Galois los torneos mis grandes libres de T'Ty, para & < 6,

{21]. Por el parrafo anterior es natural pensar que k = = «] primer caso en que los torncos

Ti no son ni circulantes ni de Galoi

mads grandes que no contienen a . Nuestro objetivo
es, pues, encontrar un torneo de orden mayor que 31y que sea libre de T'7T7; para esto.
construiremos tal torneo agregando nuevos vértices al torneo de orden 27 que no contiene a

TTs. Eu el Capitulo VI conside 1eral de extender un tornco dado

amos «] problema s

b5

cualquiera T de arden n y libre de 77

para r > 0. 4 otro libre de T7,4y: se demuestra que

existen » € V(T) y dos torncos 77 x 17 libres de T'7, 4. respectivamente de ordenes 7 +4 ¥

1 + 5, tales que 77 es extension de 77 v 77 os extension de 77\ r: esto nos da un torneo de

orden 32 libre de 777, que ¢x ¢l miis grande (v 1inico) conocido de este tipo,
Con respecto al enfoque algoritimico para caleslar {2 ) se sabe gue es N P-completo
el problema de determinar. para una digrifica 2 3 un entere & dadose st 2 contiene una

digrifica aciclica de orden & [15]. Ex

1 abjetive del Capitalo V1T probar que este problema

sigue siendo A P-completo si suponemaos que It es un torueo. Fsto nos da otra razén para

ar que calcular v(n) algoritimicamente es un problema intrs

pet Sin emnbargo, si nos

restringimos a familias relativamente peguer

de torneos no muy "grandes”, se pueden

jores de (1) caleulando en cada uno de esos torueos ¢l tamaifio de sus

generar cotas supe

subtorneos transitivos n

prandes. En ol Capitualo VI s aplica esta idea —usando una

computadora- en la familia de todos los torneos cireuls calcula

stes e orden 1 < 55 (de., sc

cr(r)), y en la familia de todos Jos torncos de Galois de orden ~ < 1000 (i.c., se obtiene gv(s)).

Esto genera mejores cotas superiores paria r(ul, 7 =< 991, gque las actualinente conocidas.



CAPITULO 2
Torneos Libres de 77}

Eu este capitulo presentamos los resultados sobre torneos libres de T'T, que ocuparemos a

lo largo de este trabajo; esencialmente, describimos a los torneos miis grandes de este tipo
(= decir. de ordenes 3.6 v 7). Aunque algunos e estos resultados son nucevos, omitiremos
lax demostraciones. pues en gencral éstas son sencillas,

Sea ST: el torneo circulante de orden 7 inducido por ¢l conjunto de residuos enadriticos

(mod. 7). es decir, por {1.2,4}. Se sabe que [21]):

P2.1 S75 es el dinico torneo de orden 7 libre de TT: ademds, cs el tornce mds grande que
no conticne estos sublorneos.

Como Aul(ST3) es transitivo en vértices. entonces existe sélo un torncao. 875, de orden
6 comenido en S73, salvo isomorfismos. Para ¢ = 0.1.2,.3, sea 7; ¢] conjunto de triangulos
dirigidos en 87Ty que tienen exactamente i vértices con exvecindades de tamano 3 (Fig. 2.1.a).
Claramente, |[To] = 1 ¥ |73l = 15 denotaremos por Ty (resp., Th) al dnica elementoen T (resp.,
Ts). Es fiicil verificar directamente que:
P2.2 ST, s of inico tornes de orden 6 libre de TTy [21].

. Ademds, i) six €

P2.3 ) V(STH) = Vo (STu) U Vi(STh) con V(ST = |VU(STR) =
VA(STR) (resp.. o € Va(STi) ). entonces {N*(r)) € Ty (1esp.. (N~ (r)) € Tz).



cantiene eractamenle ocho (ridngulos dirigidos: {Tol = 1,|Th| = 3.2 = 3 »

Il =1
P2.5 {7,.74) es la dnica biparticicn de V(ST) tal que cada componente forma un tridngulo

dirigido.
P2.6 Sea T € TD(STs). Entonces. i) T cubre (resp.. cs cubferto por) un eértice t si y sdlo

siT € Tz (resp., T € Th): ademeds, cuando eriste, { s iinico. En particular. ii) cada
T € TTD(STy) tiene a lo mds un contro e ST,
P2.7 Sea ab € E(To) (resp., ab € I(T4)). Entonces, eriste ¢ € V(Ty) (resp.. ¢ € V(T)) tal

que abe € TD(STy).

s7'6=sT7\/0/ O7Ts

| €«———
7 N7 N
" v N 7
2 «—————=5
(a) (b)

= {35G}, 77 = {156,235, 463}.

Fig. 2.1: a: El torneo §7; (conexion “inversa™ ), con Ty
= {124}: b: Kl tornea Q75 (conexion “directa™).

Te = {126,245.131) y T3

sa” entre T v 7o, esto es, como

El tornco 87T puede verse conlo utia conexion “inve
7% enando

para cada s € V' (7h) existe un tinico vértice i € V(1) NN Y (4), se tiene a'c’d’ =
abe = Ty, Similarmente, ¢l tornco Q75 de la Fig. 2 1.4 s puede ver como una conexidan

b



“directa” entre los triangulos (Vi(QTy)) y (Va(Q71..)), es decir, para cada I € Vo(QTs) existe
solo un ' € VE(QTL) N N*Y(4), y a'b'e = (Va( Q1)) cuando abe = (Va(QTs)). Observe que
QT contiene a T75.

Dado un tornco R isomorfo a S7Ts, denotaremos por 7;(R) a la familia de tridingulos
dirigidos en 12 correspondiente a 77 en ST, para i = 0.1.2,3, ¥ T5( R) scra el tridngulo de R

correspondiente a T,. para j = 0.3,

STs OTs RTs

\‘755@ \SQ?J o7

4 < 3

Fig. 2.2: Los torncos de orden 5 libres de T7,.

Sea S7% el tornco obtenide al eliminar un virtice y de S7Tg; es ficil ver que STh es
independiente del vértice y seleccionado. Tambicn, sean Q7% v KTy los torncos mostrados
en la Fig. 2.2, No es dificil probar que:

LEMA 2.1. lLos lorucos STh, QTn y BT% no son isomorfos cntre ellos y son los iinicos de

orden 5 libres de TT.

P2.8 (ada subtoruco de orden D cu STy es isomorfo a S

9



P2.9 Si H € {ST5. Q7% K1) cmtonces H = He.
P2.10 El torneo ¥l e~ 2-regular,

P2.11 Sea H € {ST5. QT3}. Entonces. Vi(H)] =1, Va(H)] = 8 y NWall)| = 1. Ademds. i
x & Vi(H) (resp.. + € Va(H)). se tiene ({N=(z)) € TD(H) (resp., (N*(x)) € TD(H)).



CAPITULO 3
Torneos Libres de 775

o torneos libres de T7:. Como ya hemos mencionado,

pequeina tal que gi(r) < 2g6{(r — 1) + 1, es decir,

Este es ¢l primer caso interesante sol

sir =4k—1=1 csta reslan
gl(1) = 13 < 15 = 244(3) + 1. Se sabe gue existe un tinico torneo, 5753, de orden 13 libre
de 775 [21). ¥ es facil ver que hay varios torncos Jde orden 11 libres de estos subtorneos. El
objetivo principal en este capitulo ¢s probar que sélo hay un tornco «de orden 12 libre de
TTx. También, presentamos algunas propicdades del torneo S71;, las cuales ocuparemos en
capitulas posteriores.
TORNEOS DE ORDEN 13

Sea STy ol torneo circulame de orden 13 inducido por ol conjunto {1.2,3.5.6.9}. Esle

torneo satisface {21]:
P3.1 STy e~ ol tinico toruco de ovdors 13 Hbre de T'Ts; ademids, es el tornco mds grande
que no contiene estos sublornios,

P3.2 Para cada x € V(ST \3) s cumple (N*{(r)) 22 STg y (N™(x)) = STh.

Adens,
P3.3 Six.y € V(ST) cony &€ NY(r) cntonces [N=(x) N Nt (y)}] < 1 (pues, por P2.3-i y
P32 ANH(r)) = ST, IN* ()l =6 v IN* ()N N (y)f =2 o 3).

1



Fig. 3.1: Conexiones entre los trisingnlos 139, 256, ({7.8.11}) » ({-1.10.12}) de ST3, donde
AL 13 significa: (AU B) = STy (resp.. QTw) con A = (VR(AULI) <i i =1 (resp.. 2); A cubre
a I3 si R

e = 3.

En la Figura 3.1 se presenta una forma facil de ver cualitativamente an 5734, considerando

fas comexiones entre los trisingulos 139 = TH(N*+(0)). 256 = To(NT0)), ({7.8,11}) =
TN v ({4,10.12)}) = TL(N7(0)). Aqui, para A y f§ dos die estox tridngules con
G = (\'(A) u V(B)), A B significar Si o= 1 entonces ¢ = ST, con A = Ty(G) v

B = TH((): si b = 2 entonces G 2= QT con A = {\3(G)) » I3 = {120()): finalmente, h = 3

Tee ddecir que A cubre 13

LEMA 3.1. Sean .y € V' (STia) con y € Va(N*(x)) (resp.. y € VN (1)), PEntonces,
criste un tinico [ € Aut(STia) tal que J(x) = 0 y f(y) =1 (resp.. flg) = 2).

Demostracicn. Claramente. a lo mis puede existir un anmtomorfisimio f de este tipo, pues
TN H(r))) = V(N (0)) » FOVMENTEEN) = VINT (W), para 7 € {23}, Como Aut(ST)
es transitivo en vértices, podemos suponer, s.pag. que o o= O entonces, y € {1.3.9} =
V(AN +(0)) 0y € {2.5.6) = Vi(AN*(0). Sen £ = {1.2.3.5.6.9} v pavas 10 € {1.3
= 1z (mod. 13). Puesto que 8= 3¢, ox decir, 1= {3r

9}, sea

ot Zyvy — Zyg I funciom [/,
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(mod. 13) | r € R}. se tiene fi, fa, Jo € Aut(STix). Finalmente, se debe tener el resultado

v gque fi(1) = fu(9) = fo(3) = 1 y [i(2) = [2(8) = fo(6) = 2. -

Dado un vértice r de ST\, sean X+ = (N*(x)) y X~ = (N=(x)). Utilizando ¢l Lema

3.1 s facil verificar que se cumple:
P3.4 (NH(To(N+))) = To(X~) y N=(Ta(XN*)) = {=}.
P3.5 5i7 € Thi(.N?) eéntonces [NH(T)| =1 y (N(T)) € TD(STs).
P3.6 Si T € T3(N*) entonces [NY(T)| =1 y N—(T) = {r}.
P3.7 NHIWN*)) =0 y N (Ta(X+)) = {+}.
De P2.4 § estas cuatro propiedades se deduce:

P3.8 Sia 1' € TD(STha) con [N=(T)] = 2 (respe. IN*(T) 2 2). entorces (N=(T)) (resp..
(NF(T)YY) es un tridngulo dirigido.

LEMA 3.2. Scan ¢ € V(STy) y 7 € TD(STy3) con M = {I45(N*Y(v))u F)y = ST,
Futonees, I € {TlN*(0)), To(N= (1))}, £ = Tu(M) y. portanto, Ty(N*(e)) = TW(M).

Demostracion. Sean abe = T3(N* (1)) v de f = F. Suponga. primero. ques N (e)pn{d.e. [} #
A, digamos d € N7 (). Por ¢l Lema 3.1 podemos suponer. s.p.g.. que v = 0 v o € {1.2}.
Entonces. {a.b.e} = {1,3,9}, implicando d = 2 (Fig. 3.1). Como A'3(2) = {r.3}. tencmos
2 € VM) y por P25 F = Ty(M) v [N ()N {1.3,9}] = [N+ ()N {1.3.9} = 1. De aqui
que o f € {4.5.6,10,12}, esto es. ¢ € {4,5} ¥ f € {6.10,12} (pues 2 € N (e} N NF([)).
Pero ¢ = 4 implicaria 7°T, == ({1.2.3.4}) € A!l; por tanto. ¢ = 5. También debemos tener
S = 6. yva que £ € NHEYN {6.10,12} = {6,10} y. s f = 10, T7Ty = ({1.10.2.3}) < M.

Entonces. éste os ef caso F = To(N+(0)).
Ahora supéngase N¥(o)N {d,.c. [} = @A Nuouevamenie por ¢l Lema 3.1 podemos tomar,

s.page. 0 = 0; en particular, {a b} = {1.3,9} v doe. f € {0.4.7,8,10.11.12}. Si existe

13



g € {d.e. [} con g & {4.10.12}. tenemos [N *{y) N {1,3.9}] > 2; esto implica. por P2.5,
Fo=Ty(M) y |VHR)N{1,3.9} = 2. para todo hh & {d,e. [}, es decir. {d.¢. [} = {T.8,11},
que no os posible (Fig. 3.1). Por tanto. £ = Tu(N"(r)). -

Uin ;3-tridngulo es un torneo I con 7 vértices tal que /1 contiene dos tris

ngulos dirigidos
ajenos por vértices, T y 73, con 7 cubriendo 7. y el restante vérticea € V(HH)I\ V(T uTy)
cubre 77 » es cubierto por 72. El vértice a s ol origen de I (claramente /f tiene un tinico

origen) y /1 es denotado por {a. Ty. T3].

LEMA 3.3. Para cada r € V' (STq). [#. TN (). Tu(N(2))) es ¢l tivica 3-tridngulo cn
STys con origen r. Ademds, si "5 € T'IXNEST,) y I cubre S, entonees criste y € V(STg)

tal gque [y, . S) cs un Betridngulo de STy

Demostracicn. Por P3.A [, To(N (). TH(N " ()] es un 3-tridngulo. y por P2.4 » P3.5-3.7
éste es el inico que tiene a o como origen. Para ver que existe y € V(S5714) tal que {y, F, 8] es
un d-triangulo. sea abc = 7. Por ¢l Lema 3.1 paddeinos suponer, s.pug..quea =0y & € {1,2}.
Comno V(8) < NHO0.b), entonees & 2 V(N (), gue implica & = 1 v 8§ = 236. Es fAcil
verificar que A (2,3,6) = {0.1.10} (s decir. o= 10) & N¥(2,3.6) = N7(0.1.10) = {8}: el
S-trisingulo buscado es [8.({0. 1. 10}).236]. -

LEMA 3.4, Scan I = [0, 8. 5:) 4 I = {n. D). D) dos d-tridngulos «u STy, Entonces,
IWOR YUV () = 10,

Demostracidn, Por el Lema 3.3, 7 %y, Clarmmente. podemos suponer, s.pg.. que 3 €
Nt{r). 2 =0y y € {),2} (Lema 3.1): en particolar, V(&) = {2,5.6} v 1'(S5;) = {7,8,11}.
Es ficil verificar que f2 = [1.367.({S.9.12)}] o I = [2,978.{{0,0.10D). 5i y = 1 0 y = 2.

. Par tante, [VKNYO VR 2 10 -

respectivamente. (Lema 3.0

LEMA 3.5. ST contiene exuctamnte V3 d-tridingulos y cada € V(NTyy) estd contenido

en cractamente sicte de ellos.



Por ¢! L.ema 3.3, $73 contiene exactamente 13 d-triiingulos, » como hay 7
-

D mastracicn.
veértices en cada f-tridngulo ¥ Ant(STia) es transitivo en vértices, se tiene el resultado.

TORNEOS DE ORDEN 12

Por la transitividad en vértices de Aut(S714), existe un tinico torneo, STz, de orden

12 contenido en S§7;, salvo isomorfismos. A continuacién probaremos que STz es el vinico

torneo de orden 12 libre de T75.

LEMA 3.8. Sca G un torneo de orden 12 Libre de TTy y sca v € V(Q). Entonces, {NF(x))
(U (N=(2))) es isomorfs a STy, STy, QTs o RT.

Demostracidn., Por P2.2 v el Leina 2.1 sélo necesitamos ver que [N+ (r)}] = 5 0 6. Claramente,
IN (@) < Ty [N ~(r)] € T (P2.1). Si [N*(r)j = 7. entonces (N4 (r)) & STy, [N~(r)] = 4
N (1)) contiene a 774 en tal caso, en [19. 21} se prucha gque G contiene a T7. De aqui
que |[N*(x)] < 6. Similarmente se deduce que | NE ()] < il esto es. [N (r)] € 6. Por tanto,

[N*(z)|=5a 6. -

De este Lema es claro ques

P3.9 SiG s un tornea de ordos 12 Libee de TTs. cntonees V(65) = Vi(CYOVa(G) ¥ Vel G| =

ValG)| = 6.

LEMA 3.7. Sea G uvn lornco de ordens 12 libre de T'T, y sea € Va(G). Entonces.

(N () # Q.
Demostracion. Hagiamosla por contradiccion. Snpongase (N¥(r)) = Q75. Sea Nt (rx) =
{a.b,e,d, ¢} con N*(d.x) = N=(e) O N*(z) = {a.b.c} v abe € T D(G) (Fig.

Como |N=(d)] = 5 o 6 (P3.9), tenemos | N"(d.r)] = 3 o -1 pero (N~ (d,2)) es libre de

Tl (pues G es libre de T°75), implicando [N=(d. )l = 3 v (N7 (d, 1)) € TD(G). Entonces,



Fig. 3.2:
TN+ (d)): d, e:

Existe x € V() con (N*(x)) =

QT
Caso abe = To(N*(d)): £, g: Caso abe

a:

N

(g)

NH(r) y N7(r); b, e

= TN ()

Caso abe €



sea N7(2) = {7, k, 1, m,n.5} con (N“(d; x)) = gkl ¥y NY(d)N N~ ()= {m,n,s}. Por tanto.
(N (d)) = STy y abc € TD(N*(d)). Por P2.4 hay cuatro casos.

Caso I. abe € TR N*(d)).

Suponga, s.p.g., que m es el centro de abe en (N¥(d)) (P2.6-i), es decir, a,b,c € N~ (m).
Aplicando P2.3-i en (N*(d)) se tiene n,s € N*(rn). También por P2.3-i, [IN“(m,x)] = 2
o 3 (pues (N~ (x)) = STg): como [N ()}l = 506 (P3.9) ¥ a,b.e.d € N~ () 0 N¥(x),
se sigue que [N~ (rm.r)l = 2 » [N-(m)]l = 6. Por tanto. ¢« € N*(mn), y puesto que
{a.be,m,2} C N=(e) v ({a.b.c,mn. 7)) == QT por P28 [N~ (r)] = 5, (N*(e)) = STy
y N¥(e) = {d,d, k., l.n.s}. Finalmente, como mns € TD(N™(x)), por P2.5 y P2.6-] existe
el centro r de 3kt en (N~ (x)). que no es i (pues n, s € N¥ () vy | N~ (i) = 2); esto es,

r=sor=n Entouces. r y dson centros de jkl en (N*(¢)), contradiciendo P2.6-ii.

Casa H. abc € TRH{NY(d)).

Suponga, s.p.g., que e es el centro de abe en (N*(d)) (por P26-ia.b,e€ N¥(m)) y x €
A+ (1), De P2.3-i deducimosn.s € N7 (). Como [N~ (n){a.b,c}| = | N (n)NN+(d)| = 2,
por simetria podemos tomar, s.p.ag.. boe € N7 (1): por ser m el vinico centro de abeen (N¥(d))
(P2.6-ii), sc tienc a € N*(n) (Fig. 3.2,b).
s € NY(a).

Por P2.3-ii (N*(n.d)) € TIHN*(d)), es decir,
Tambidn P2.3-ii implica s € N7(c¢) (pues a.nr € N¥(¢) pero ({a.n,.s}) €
TDNY(d))) y s € NH(D) (pues ¢ € NY(s) pero {({b.c.n}) € TD(N* ().

Por otro lado. como {({m.nu.}) &€ TD(NV"(r)). por P25 » P2.6-i existe el centro r de
Jhlen (N7(x)), queno es s, yva que s € N¥@n)N NV~ (). Sir
(pues n, s € N~ (m)) » IN*Y ()| = Ha,b,c. i,k d,x}] =T,
=

=, entances j, k.1 € N*(m)

que no es posible. Por tanto.
ny jyok,l € N7 (n) (Fig. 3.2,¢). Puesto que [Nt (mn)N N~ (x)] 2 2, por simetria podemeos

suponer, s.p.g., que kI € NY (i) entonces. 7 € N™(mn). va que 12 es ¢l tinico centro de
Jki. Por P2.3-ii, {N“(nn.a)) = {({n.5.7}) € TINN=(2)) ¥ j € N*(s). Tumbién por P2.3-ii

se tiene kB € N7 () (pues j,m € NY(s) pero {({i. k. m}) € TTD(N~(2))) v 1 € N*(s) (pues
Lu.s € NY(K)).




Observeque € € N (n)NN - (N *(s), ya que [N~ ()] = 1{b.c,d. j. k.‘l)l =6, |Nt(m)}
2 {a. bie. ki l.r} =6 y, st ¢ € N7 (x). setendrin (N~ ()} = {{a.b,d. . k. u}) (= STs) con
d y « centrus de abn, contradiciendo P2.6-ii. : .

Finalmente, como (N¥(2)) = ({r.c.j,l,n,2}) = STy 3 5 es cl \'m'u‘ﬁ‘cuuu-o de mlj en

{N+(x)). debe existir t € {rn.l. j} N N=(e), implicando {N~ ()| = 'Hu‘_‘l:,r:. nes, et} =7,
que contradice P3.9.

Caso I, abe = To( N+ (d)).

Por P25 ({m,n, s}) = T N *(d)): suponga, s.p.g., que mus = Ta( N*(d)) ¥ que (N*+(d))
= STy) ¢ como en la Fig. 3.2.d. Puesto que |IN* ()N {j.k{} = 2 (en caso contrario,
{{d,c.x} U [N () N {F, k. 1}]) contendria a TTs). por simetrin podemos 10mar, s.p.g., k1 €
N* (). Por ser {tnns, jhi} = {Tu(N7(2)), TN ()} (P2.5). de P2.7 se deduce que existe
r € {m.n.s} con rkl € TD(N 7 (o)) nuevamente por simetvin de (N* () podemos tomar,

s.pg.. = . Observe que .. s € N () pues 2 € {rnan s} O N7 () implica {({t,x, e} U
(Nt YN {a.b.c})) = TTs.

Por tanta. N+ (e) = {d. k. L1, =}, Como {{d.n.<}) & TD(N* ()}, por P25 y P2.6-i
existe ¢l contro p € {don, s} de skl en {NV()). queno es d, ya que d € NH(EY 0 N (). Si

p=u.por ser n € N+t(an), se tiene n € N¥ (k. 0); de donde. [N~ (n)| = 4 en (N (e)) = STy,
contradiciendo P2.3-i. De aqui que p o= s 3 (puesto que e € N4y kol € N¥(s),

THa(N= (¥ v Jht = 1,(N" (o)) entonces.
m € V(N 1 ko j € NY(n) v njk € T DN () (Fig. 3.2.0).

implicande s € V4(N~(x)). Por P2o. mns =

Tenemos N+ (m) = {a,b.j kon.w) con u € VA(N* (1)) v o € Va(N*(10)): por P2.6-i

existe ¢ € {a,7.k} centro de bra en (NY (). Como a € NV () N-(W) vy j € NV (n)N
N=(r), se cumple t = k y b € NY(k).

Por tanto, ({s.ra.hyr b}y = T7T%, que es una
conmtradiceion.

Caso 1V, abe = TH(N* ().

“



Por P2.5 ({1u.n.s}) = To(N+(d)); suponga. s.p.g., que {N*+(d)) es como en la Fig. 3.2.1
Puesto que jhi.rns € TD(N~(x)), se tiene muins = Ta(N™(x)) o mns = To(N=(+)). Dec
darse esto dltimo, para ¢ € {m,n,s} se cumple b < [N (@)] = [N*() N N= ()] + |[{r}] +
{NHe) N {a. b, e} + INT()N {e}| = 4 + | N ()N {c}], es decir, e € AMNF(t) v INT ()] =
[{a,.b,e,1,n,5,x}] = 7. que no es posible (P3.9). Por tanto, mns = T3(N~(x)) x jhl =

To(N—(x)); por simetria de STg podemaos tomar. s.p.g., a (V™ (x)) como en la Fig. 3.2.g.

Primero veamos que st A € {m,n,s} con N¥*h) O {7,k 1} € N*(e), se cumple ¢ €
N=(h). Supounga. s.p.g.. que h = m y N+t(mn) N {j,k 1} = {k,{} C N¥(¢) con e € N* ().
Entonces, (N* (1)) = ({c,e,k, 8, n,x}) = STy. Puesto que ({c.!,n}) & TD(C), por P25
¥ P2.6-j existe o]l centro ¢ € {c,i,n} de rek en (N¥(mn)). Como ¢ € N¥(ar)n N7(e) v
I € N¥ ()N N (r). se tiene t = n y € € NY (). Por tamto, N7(e) = {a,b.c.on.nu.r}.
esto es. NH() mdi k) = {J,k} © NH(e) con ¢ € N¥(n). Repitiendo los argimmentos
anteriores on . s 3 rej (en vez de ma,n 3 rek. resp.). obtenemos e € NV (s). coutradiciendo

[N (e)] < 7.

Observe que (NP o) N {7 &, 2} > 2, pues en caso contrario ({d. .} U (N ()N { i k1))
que bl € N*(e). Fig.

contendrin a T 7w por simetria se puede suponer, s.p.g - Del

parrafo anterior deducimos ¢ € N~ (m). Tambicén por ese pirrafo debemos tener j € N7 (e).

va gque de no ser asis aplicandolo en iy s, en vez de e, deduci mos . s € N¥(e ) implicanda
[N*H(e)| = {dj.belimon, s} = 7 (PR.9). Entonces. (N () = {a.bod. e 5, 5)) = S1
como {{a,c.j}y & TDN-(n)) v a,j € N¥(s). por P23-ii ¢ € N7(s).
N* (L), pues en caso contrario, {({b. 7, e, m k}) = TT;. Por tamo. ({k.d. b.c.s}) = T'Th o

Heveondos)y =TT

veértice b esta en

si e € N*¥ (k) o c € N™(A). respectivamente. - -

LEMA 3.8. Sca (& un torneo de ovden 12 Libre de TTy. Futonces, criste x € V() con
(N*(r)) = S5Th 0 (N~(2)) = ST5.

Dermostracicn. Hagimosla por contradiccion. Como (7 es libire de T'T5. por P2.9 v los Lemas

3.6 ¥ 3.7 podemos suponer que {N*(r)) == R7% v (N7 (s)) = RT5. para todo r € Va(G) v para



todo s € V4(G7). Por P3.9, [Vi(G)] = NG(G)] = 6. Seu o € Vi(C), esto es, (NH(a)) = HTs.
Tencmos:

11. 8 7 € N*H(r) con [N=(7,7) = 3. entonces {(N~(j)) = STi (ya que {(N~(F)) = RTs

implica IN= (G, 2)] = 2) ¥ (N=(J.x)} € TDN-(r)).
12. Siy, € Vi(N () entonces (N*(y,)) = STy (pues (Nt (1)) = RTs implica2 = [N~ ()N
N (o))

Sea 8 = (Vi(G)). Puesto que V'(B)]| = 6, existe ¢ € V'(13) con [Ng(g)] = 3. » por (I12)
ING(g)] = 3 con Ng(g) = V2(N~(g)): podemos tomar. s.p.g.. r = g. Entonces, [NV (4,7} =
2, para todo k& € N~(x), ¥ hay 12 aristas de V() a N*Hr). Por (1) existen a,b € NY(r)
con (N7 (a, 2)) (NT(b,x)) € TO(NT()): sean T, = (N7 (u..0)) ¥y T = (N™(b.2)). Veamos
aque T, v Ty estiin en T2(N 7 (2))UT5(N (7). Por cjemiplo. para 7,. como en (N~ (a)) (= ST
por (1)) el tridngulo T, cubre a . o5 decir, 4 € Vi(GF) v T, € T2(N"(a)) (P2.6). aplicando

(12} en V43(N~(a)) se deduce |V(7,) M IG{G)] = 2: puesto gque Va( N7 () C Vi(G). se tiene

T, € TN~ (1)) U Ta(N (). Por tanto. existe i, & VALV T () con hy € V(TL) NV(TR).

En vista de que [N ()] = 6 (42 v {a b JULN* (1, )P (N ()] © Va(GYNN* (4L,
se tiene [V3(G) N NH (4} = 5 y existe uninico vértice f, < V5(07) con fo € N~ (h.); fres
el vértice en V(N = (x)) NN~ (/).

Observe que b, € V5(G) con invecindad de orden 1 en (15(G)). Como el Lema 3.8 se

cumple en G si y solo si se cumple en G, podemos suponer. s.pgg.. que existe 3 € 14(G) con

invecindad de orden 1 en (Vi(G)), esto es, [N ()] = 1. Fntonces, puesto que 3, oy ING (P} =

[E(B)] = 15 v por (I12) [N5(2)] < 3 (para todo € V(). aparte de r, existen otros tres

vértices g, =, ¢ € V(@) con invecindades de orden 3 on (V5((5)).

# hy entonces. por ser (N4, ) AV = [(NY(A,) A VG = 5

Finalmente, si s, #
¥ IVa(€)] = 6. se debe cumpliv |(NY (2, he)] = a0 siplicando gue (e d, } O N¥Y (i, hy))
contiene o 774 Por tanto, fry = hyo gue amplica £, = f,. Anilogamente se dedoce Ly =



hy=li, x f: = fo=Jo. Deaquique {o,9,2,4} C Nl f2) y {hae foo oy, 2, q)) contiene
a 17T [ ]
TEOREMA 3.9. Sca G un torues dc orden 12 libre de T'Th.

Entoneces, G es isomorfo a
STz

Demostracion. Por los Lemas 3.7 y 3.8 existe az € V(G) con (N¥ (1)) = 8Ty o (N—(2)) =
ST, Clarnmente podemos suponer, s.p.g., que {N*(z)) = ST} (pues 8742 = S7TY,); entonces,
(N"(x)) = STs. Sea N+(x) = {a.b,c,d, e} como en 1a Fig. 3.3.

Fig. 3.3: Existe r € V() con {N*¥(r)) == STy y. por tanta. {N7(x)) = STs.

Puesto que [N~ (d)]

=5, e N (d) y {e} = N T(d) N N*(r) 1tenemos [N (d, z2)] = 3,
que implica (N7 (d,x)) €

TD(G) (pues G os libre de TTh) v IN“(d)] = 5. Sea N—(z) =

{mmcncs jolhl} con jhl = (N7(d. 7)), {tn,n.s} = NY(d) NN (r) » » € N¥(u). Observe

que:

1. (NT(d)) = STh (pues (N~ (d)) % QTn —bema 3.7— vy N=(d)

= {e j k.t ) con
el e N- ().



2. (N ()N {5,k 1} =2 -por (11).
Comao (N*(d)) == STs con abe & T'D(N*(d)), por P2.4 hay cuatro casos.
Caso I. abc € TR{( N*(d))

Tomese, s.p.g., a m como ¢l centro de abec en N¥+(d) -P2.G; entonces, a,b,c € N=(m)
¥ n.s € N*t(m) (Fig. 3.4,a). Puesto que 6 = [N~ (m)}| = |{a,b,c,d}| + [N~ (rn.x)] = 6,

tenemos (N7 (m)) = STy » [N " (e, r)] = 2.

Veamos las direcciones de lus aristas en (N~ (x)). Como jkl € TD(N—(x)) y mns &
TP{N"(r)). por P25 y P2.G existe el centro y € {m,n.s} de ki en (N~ (a2)), que no
es n (pues v € NY¥(m) N N7 (=)} i ne (pues [N™(m,x)} = 2 vy s,n € N¥(n)). es decir,
s = y. Entonces, j,k,1 € N*(s) ¥ de 1P2.6-ii obtenemos N+ (in) N {j. k. 1} # @; por simetria
podemos suponer. s.p.g.. j € N0 (Fig. 3.4.b). Por tanto. P2.3 implica k.1 € N~(m)
vV ogns = (NY(u) A N=(a)) € TIHUNT(x)): ¥y como j.s € NT(K). también por P2.6-ii

n e Ntk

Ahora, consideremos ¢l conjunto N* (). Puesto que (NH(d)) = ST5 en G° —por (11) ¥
P29~ v j. k.l € Ni-(5), entonces olnenemos un caso anialogo al presente si tomamos G o d y o
en vez de G. v d, respectivamente. eu of cual ¢« juega el misima papel. De agui que podemos
suponer, s.p.g., (NY(e)] = 6 en (/. Note que i € N7 (e). pues N= (i) = {a,b.c.d ke 1},
Por ser 6 = [N*(e)] = Ha.d} + [N )N { A + [INT O O {n. s} de (12) obtenemos

n.s € Nt(c), También. j € N (¢} pues en caso contrarvio {{j. o k,d.n}) = T,

Finalmente, como N4t (m) = {e.j.n.s.r) con n.s, 5 € N=(r) N Nt(e), se concluye

(N*F () & RT5 (P2.10) v (N* (1)) = STh (P2.6-ii). que ¢s una contradiccion.
Caso 11, abe = Ty(N*(d)).

Aqui tenemos ({8} = LN T(d)). Suponga. s.pa. que (NH(d)) es como en la

Fig. 3.4,c. Note ques eo € N Y (1) pues de no ser asis como eodoeom. e € N7 (a) con e.d. o €



a, b: Caso abe € TR(N*(d)); e: Caso

Fig. 3.4: Existc © € V(G) con (N*(r)) =~ STh.
abe = Ta(NY(d)): d: Caso abe = Ty(N*1(d)): e, [, g, h: Caso abec € TN *(d)).



NH () O N (n). por P2.6-ii » 172,10 (N~ ()} = QTx. contradiciendo el Lema 3.7, También
debomos tener [AM*(e)| = 5. ya que [N*(c)] = 6 implica por ({2) n.~ € N*+(e) (pues

by € N (e)) y e, d u,n. s}y = TTs.

Pur I’2.5 el tridngulo ﬁms € {To(N—(2)). TN~ (x))}. Si mns = Tu(. V" (r)). entonces,
para todo 2 € {m,n,s}, 5 < |NH(2)| = [N N(a)] + [{=} + [N+ (=) N {a,b,c,d}]| +
JN*(2IN{c} = 3+ INH(2)N{e}]. es decir. e € N*H(z). implicando N~ (¢} = {b.rorn,n. s, x}U
[N=(e) A {4, b, 1)) = 7 —-por (12)-. que contradice P39,

Por tanto. mus = T3(N~(x)) v jki = TW(N"(a)). Como jtk = T:(N& (r)). si ahora
consideramos G°. d, x, jlk, msn y ach, en vez de G, x, d, abe. mns » jll. vespectivamente,
por (1) obienemos un caso anidlogo al presente en el gue ¢ juega el misino papel. Esto

tmplica [N*(r )| = | V& ()] = 5. que es una contradiccidon.

Caso {11, abe = Tu(N*(d)}.

Fn oste caso, wmns = Ta(NH(d)), Tomese, sapgo ANV (d)) como en la Fig. 3.9.d. Como
por (11 {N"(d}) = ST, tomando G.d.x. jlk ¥ s, en vez de O oo d. abe ¥ 1uns, respec-
tivmnente. oabtenemos un caso andlogo al presente o al caso H. Por tanto. debemos tener
Jhk = T NG (o). esto es, JhE = TN~ (a)). implicando s = TN 7)) Puesto que e y
el conjunto {n.n. s} juegan el mismo papel en ambas situaciones, podemos suponer, s.p.g.,

IN* (O m {ann. s} 2 2

Por sev {N"(a)) = ({end.e s r}) == ST con o ol contro de cod x d € N7 (). de

ando m,s &€ NP (e) v ({e.d.sa i}y =TT, que es una

leduee ¢ € AN (), implic

P2.6G-ji s

contradiceion.,
Caso IV, abe € Ti(N*(d)).
Aqui veremos gque G0 s STy Tomese. s.pug.. a v comao el centro e abe en (N¥(d));
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entonces, a. b, e € N*(m) -por P2.6- 3 n.s € N=(m).

Veamos primero que las direcciones de las aristas en (N~ (7)) son como en la Fig. 3.4.¢.
Puesto que {({rn.n.s}) € TD(N~(x)), por P2.5 y P2.6-i existe el centro r € {m,n.s} de jit
en {(N—(x)), que no es 5. ya que s € N~ (m) N N+ (n). Sabemos que |N*(m) N {j. k. 1} <2
(pues a,b,c, 7 € N*(m)) ¥y n,s € N™(m): de aqui que r = n con j, bkl € N=(n) y existe
t € {j,k.1} N N~(11): por simetria podemos tomar, s.p.g.. t = 3. Entonces, s.n.j €
N=(m,x), y por P23 el tridngulo sjn estda en TD(N~(x)) » k& € N*Y(m). Finalimmeme,
como {{m.k.j}) € TD(N"(2)) ¥ m.j € N*(s), de P23-ii se deduce k£ € N~(s). qgue
implica s,n.d € NH(K) y sln € TD(N™(x)).

Ahora, probaremaos que el conjunto N+ (e) y las direcciones de sus aristas son como en
la Fig. 3.4.f. Cousideriando G con d » x, en vez de G, r ¥ d. respectivamente, olinenemos
un caso andlogo al presente. por (1/). en el gue « juega el mismo papel. Por tanta. podemos

suponer. s.p.g.. [N* ()] =6 en G.

Puesto que N*(1) = {a.b.ec. k.l .}, de debe tener N7Gn) = {d.e, j,u s} como
Hj.d.e}) & TN (111)) ¥ 3.d € N7 (1), por P23-ii ¥ P2.10 ¢l vértice ¢« € N*(n). Por
sor 6 = [N*()) = Haodoan}l + IN*(e) O Lok 0 H 4+ IV 0 {sH = 5+ JN*(e) 0 {s}.
se sigue que s € NP (). Tambidn 7 € N (e). pues s os el contro de ved en (N™ (1)) v
n.d € NY(J). Finalmente, veamos gque & € NY (). que implica -por (12)- 1 € N7 (). Como

(N ) = ({a.b.e kil r}) = STy x es el centro de abe en {(N*+ (1)), por P2

r e NYh)Nn {a.b.cl: de dande, NV (k) = {r.d. L. nu,s, 7}, implicando « € N7 (k).

Tenemos NH(e) = {a.d, j. k.. s}, Por P2.3-ii el trisingulo asmn € T'D(N*()), pues
a.s.170 € NV (d) ¥ a € N*(n). De aqui que akd = (N~ (s) N N+(e)) € TD(N*(c)), ¥ por
tanto ajm = (N(k) N N*(e)) € TD(N*()).

Zn seguida veremos que (N7 (+)) os como on la Fig. 3.4,2. Note que s € V(AN Y (d)). pues
s € VR(NY(E)) imiplica boeorn € N¥(s) (va que a.n € N7(S)) ¥y {{b.core}y € TDINY(D).

contradiciendo b.c € NY(n). Entonces, existe h € {b.c} con L € N~(x). que implica

I
o



(N=(s)) = ({a.h,d,e.k.,n}) = ST. Por ser-a,h E;;\""’(II). de P25 y P2.6 se deduce
la existencia del centro de ekn en (N~ (s)), que debe ser }:.‘*pnc’s d € N¥ ()N N=(n) »
a € N*(e) N N—(k). De aqui que e.k.n € N+Y(h) (i)i;o.i & € N*h)) ¥y a,d € N™(h); esto
significa # = b (v c € N*(s)). Como a,b,n € N¥(d). 1enemos abn € TD(N~(s)). Ademas,
n € N¥(c). ya que {{c,m.n}) = (N~ (a)N N*+(d)) € TD(N*(d)).

Por tanto, N*(a) = {b. j, k. 1.5} (pues N~ (a) = {c.d.c.ri. 1. x}), ¥ s6lo resta conocer las
direcciones de algunas aristas entre {b.c} y {7, &k, 1}. Puesio que N* () = {a,b,c,k,l,x} con
bkl € N*(a), entonces bkl € TD(N*(1n)). Como {({b.c.x}) @ TD(N* (1)) y b.x € N*({{),
de P2.3-ii se deduce ¢ € N—({): de donde, ake = (N~ (NN * (1)) € T D(V+(n)) (Fig. 3.4,h).
Finalmente. en vista de que (N™(n)) = {{b,c.d, 5. k.1}) = STi. ~c cumple j € N* (b, ). pues

bjd = (N*)ON=(n)) € TD(N" (1)) ¥ bod, ke € N~ ().

Hemos visto que las direcciones de las aristas en €7 0 €7 estiin tijas, salvo isomorfismos.

» como STz es libre de 775 con ST, == ST, debemos tener (7 == N5, -

A continuacién veremos. mediante un ejemplo. que iy msis de un torneo de orden 11
libye de TTs. Sea STy, el tornco cirenlante de orden 11 inducido por los residuos cuadriaticos

{mod, 11). es decir, por el conjunta {1.3,4.5.9}.
TEOREMA 3.10. El torneo STy es libre de T gy no st contenido en STy,

Demostracion. En [18} se¢ prueba gque STy, ex libre de 7774 Para ver que STy, no esti
contenido en STz como STy, es regular, s6lo necesitamos verificar que ningiin subtorneo de
orden 11 en STy; es regular. Sean x,y € V(SThy) cony € N*(r) v sea [ = ST\ {z.y}.
Témese cualquier vértice = € N¥(r,y). Entonces. |[Nj(z)] = 6 v [NG(2)| = 4. es deciv, #

no es regular. -
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CAPITULO 4
Torneos Libres de T'7T;

Hemos visto ¢pue los torneos mis grandes libres de T'73 son de orden 13, de aqui que los
En [2]1. 23] s dan dos ejemplos

torncos miss grandes libres de 7Ty son de orden a lo mii

de torneos con estas caracteristicas, es decir, o(27) = §5 v gi(5) = En este capitulo

probamaos que estos dos torneos son isomorfos; s precisamente, venmos e existe un iinico

tarneo. S7%:. de aorden 27 libre de T'7:. También, similarmente a comao sucede en torneos

libres e 77y v de TT;, probamos que siélo hay un torneo. STz e orden 26 libre de
7 Adeniis, presentamos varias propicdades de 8737 » S74. las cuales utilizareinos en el

siguicnte capitulo,

e

TORNEOS DIE ORDEN 27

{21, 2:3): de aqui en adelante, STie

Se sabe que existen torncos de orden 27 libres de

i uno cualquiera de ellos. Como veremos en el Teorema 4.9, S7%; os esencialmente

denots

tinico. sulvo isomorfismos.

Por 1?3.1 y P3.2 es claro que:

LEMA 4.1. Lox torneos mds grandes libres de TTs son de orden 27, Adewmds, si ¢ €

VI(STer) entonces (NY(x)) = STy y (N7 (r)) = STis.

LEMA 4.2, Scan r,y € V(S7h:) cony € N (x). Erntonces. se tiene (NH{(x,y)) = ST,

(N (row)) == ST, (NY(F) AN ()) = ST y [NT(£) NN ()] = 7.




LEMA 4.3. Scan'z,y, = € V(STi). Entonecs] IN+* (g, )| = 2,3 04 y |N=(r.p.2)| = 2,3
0 4. Ademds, [N (x,y,z) + [N (wr:y.2) =6 cuando {({x,y,z}) € TD(ST2:).

Demaostracién. Suponga, primero, que {({ir.y.3}) € T D(STz2:), digamos, ay.r2.ys €
E(STy7). Como {N*(xr,y)) = STs (Lema 4.2) y 2 € Nt (z,y). de P2.3 se deduce | N (x,y, =)}]

= 2 o 3. Similarmente se puede probar que |IN"{x.y.z)| =20 3.

Alora supdéngase {({z,y.z}) € T D(STz:). digamos, xy,ys,zr € [E(STy7). Veamos
primero que (NY(r. y, 2 )| + {N=(x.y.2)] = 6. Sea r = |[N*(a,y,2)]. Por ser [IN¥(y.2)| =6
(Lema 4.2) se tiene 6 — r = [N ()N Ny 2). ¥ como |IN () NN ()| =Gy y & N (x),

entonces [N (r.y) DNH(2)] =6 —(6—r)=r; pero [N (x,y)l = 6 » = € N (x.¥), que

implica [N (r,y.2)|=6—r.

BPara terminar. sélo necesitamos probar que | N*(r,y, 2} < 5, pues aplicando este re-
sultado en STE se deduce [N (r.y.2)] < 5 en STy, esto es, [N (roy.2) > 1 en STy,
por la igualdad del piirrafo anmterior. Supongase {N*(r,y,2)] 2 5. Como (NY(r.y,=2)) C
(N (r.y)) == ST, por P2.S, P21 y P23-iexiste e 2 N¥(r,y,z)con [N Y (r. oy, 2NN (v)] =
2, es decir, en (N7 (v)) (= STy) el trisingulo oy 2 cubre sdlo dos vértices, contradiciendo P3.8.

Similarmente se deduce [N~ (. .y 2) = 2.3 0 1. ™

LEMA 4.4. Sea ({r.y,z}) € TD(S

ertonces (N*¥(x_.y,2)) (resp.. {N" (o g. 2 ) ) conlicre un inieco tridugulo dirigido T; ademnds,

SiAN* (o ) 2 3 (resp. IN"(Groy. ) = 3)

cuando IN*Y(r,y. ) =3 (resp }N"(aroy. 2V = ). T cubre (1esp.. T ex cubierto por) ol olrvo

clemento de N¥(x.y,z) (resp.. N7 (r.y.2))

Denostracion. suliciente con ver el caso [N+ (e, y. 2)| = 3. Supdngase (N (xr,y,z)] =
3. Sinoexiste v € NY(r.y.2) con [Ny N Nty =) > I, claramente (NY(r.y.2)) €
TD(ST).
{N=(1)) = STy (Lema 1) ¥ Lz e N () por PALS existe s € N (e)Y N AN (aLy, z) tal

que ({eory e }) € TDIN T (v)). [ ]

Y si existen eoey e, € NY(roy.z) con evLv, € N7 (1) entonees, puesto que




Para los primeros Lemas (hasta el Lema 1,101 supondremos fijos dos vértices a v y de
V(STz) con y € N*¥ (). Sean A = (N~ (x,y)). 2 = (NHr) N N (), C = (N*(x.uy)),
D = (N"(z)N N*(y)) ¥y G = (N*+(y)) (Fig. 4.1).

~

Fig. 4.1: A = (N~ (2. g} B = (NH ()OO N~ (y). (= (Nt yd ¥y D = (N—(x) O N*(y)).

Observacicn {.1. SiT € TINC). eutonces a lo mniis un vértice de N*(y) cubre a T (pucs
en caso contrario se tendria (N T(T)N N Y (y)| = 3 (1P3.8) v por tanto, [N (T)| = N (T) N

N+t ()| + [{r,¥y}] = 5, contradiciendo el Lema 4.3).

Obsercacidn 4.2, Se cumple NY(Ty(C)) O B = T({3) (por P34 con STy = (NH(x)),
X+ =Cy X~ = R).

LEMA 4.5. Sea R € Ta(C') y sca t,, ol elemento de N*(a.u) cubicrto por B (P2.6-i).

Entonces, i) N=(R) es de la forma {ay r.y.du}. con e € VT(AY), dy € V(D) yar.y,dee €
N¥(ap); adewmds, i) N¥(ua,ox.y) = R, iii) N¥ (o y.dy) = BO{LY yiv)a, 7 au ydu 3 da.
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para cada § € Ta(C'y van S # I,

Demostracion., Sea a € V(Ta(A)). Como (M¥(a) M N (41 = STx (Lema 4.2). se tiense
IN*(a,z) N N (y)| = 2: y como | N*(a.x)| =6y y € N*+(a..). se deduce [N*(a..r.y)| = 3.
Ademas, puesto que {(N*(a,r)) = ST ¥ y cubre a N*(a.4. y). por P2.6-i (N*¥(a.r.u)} s
un tridngulo dirigido L de C. En vista de que IN“(L)| = 3 ¥ o.y € V¥ (a), por el Lema 4.4

existe d € V(D) (es decir, xyd € TD(STyq)) tal que N=(L) = {sr.y,d,a} y z,y.d € N*{a).

Veamos que L € T2(C). Se contradice el Lema 4.3 si L. = To4(C). ya que (NT{L)| = 3
(Observacion 4.2) y [N~ (L)| 2 {{a.r.y.d}| = 4. Si L € T,(C"). aplicando P3.5 (con STy =
(N¥(2)) ¥y X+ = (N (x.y))) deducimos [NT(L) N NHa)] = 3. lo cual implica |N= (L) =

INT(L) N N () + H{r.a.d}] = 6. que no es posibie (Lema 1.3). Finalimente. suponga=e
L = T4(C). Como (N*(a,r.y)) = L. se cumple a € N*(C\L). es decir, a € NFY(7u(C)
(P2.5); por la Observacion 4.2 v ¢l Lema 4.4 NY(TW(C))Y = T BYU {a} y a € N¥ (TN
contradiciendo P3.7 (con STy, = {(N" (). Nt = By N~ = 1)

Por tanto. L € T(C). Sea t el clemento de € cubicrto por L (P2.6-r). Debemos

tener ¢ € N*(d), pues en caso contrario, como L es cubierto en {(N™(8)) (= ST\, por

r ¥ y, deducirinmos de P38 la existencia de &8 € N7(1) wal que zyd' € TIH(NT{) ~
x,y.d’ € NT(L), que implicaria [(NT(L)] 2 {a, 0, d. '} = 5.
Entonces, si ! = L. se cumplen las propiedades i-fi7 en exta 2 tomando L, = ¢

Cap =
v d, = d. Por ser a ¢ unico clemento de V(T.(A)) que cubre a Loy [V(T5(A))] = (T2

(P2.4), aplicando el analisis anterior a cada clemento de V(77 {4)) deducimos que estas tres

propiedades se cumnplen en cada clemento de 72(C) v que a,, # a,, para tode S. R € T:(¢")

con § # R. Finalmente, si existen S.R € T2(C) con d,, = dy. entonces R U {1,} =
N¥(xr y.d,) = SU{t,}. y por ¢l Lema 44 R = S, -
LEMA 4.6. Eriste un dnico = &€ N ()N N"(r) tal guc |[N*(x.y.2)| = 3: adcmnis,
(NF(r,y,2)) = Ta(C) = Tu(NI2) y (N (3.g) O NT(2)) = To(C7) = To(N7(2)).
Demastracidn. Como [N=(r) (0 N* (g1 = 6. pavs cada ¢ @ V(C) v JE(C)] = 15, entonees
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hay Gx G— 15 = 2] aristas de D & . PPor otro lado, por el Lema 4.5 existen oy, dy.dy € V(D)
con [N*(r.y.d:)| = 4, para i = 1.2.3. Por tanto, por ser |N*(ir, y,d)| = 2.3 o 4 para cada
d € V(). debemos tener V(D) = {d,.d,.....ds. 2} con |[N*{x,y,d;)| = 2. para i = 4,5,6,

¥ {N* (o y. 2)l = 3. Del Lema 1.4 se sigue que (N*(a,y,2)) es un trisingule § € TO(C).

Probemos que § = 7T3(C). Puesto que cada 7" € T(C) es cubierto por un vértice de
C (P2.G-/) ¥, por el Lema 4.5. cada T’ € T3(C) es cubierto por un o,. 7 € {1,2,3}, de la
Observacion 4.1 se sigue § = 73,(C’) o S = T5(C).

Supingase § = Tu(C). Por la Observacion 4.2 [N¥(S) N B| = 3. » como =.y,r €
NT(S). por ¢l Lema 4.3 se ticne NY(N) N N¥(y) = 0y NT(S) N N+ (y) = {=}; por tanto,
tomando STy = (NH(y)) (= G X* = (V¥ (y.2)) ¥ X~ = (N*(y) N N~(=2)). ¢l trisingulo

S cumple. de las propiedades 1’3.1-3.7. sélo 1'3.7. esto es, § = TN} (3)). Puesto que
{(N*(r.y.2)) = To(C), por P25 (N*(r. gV N N7(2)) = TH{(C). Aplicando ol Lema 3.2, con
STia = Govr = =M = C vy I' = T3(C7). obtenemos To(C) = To(NZ (=) » TW(C) = § =
Ta(NF(2)) = TH{{To(C)V Ta(C))) =

WCY. que no es posible.

Por tanto. § = TH(C). ¥ por P25 (N (r. )N NT(2)) = T6(C). Como .y € N~ (Tu(C))
¥ por la Observacion 4.2 {z} U T4(#3) € N*H(Tu(C)), del Lema 4.3 deducimos N7 (To(C)) = 9
¥ NFE(TWC)) = {z}. Sea I? el trisugulo de 67 inducido por V(Tu(C)); entonces, I8 & Ng(=)
conn NE(R) = O v NG () = {z}. que signitica 2 = 15(NE (2)) (por P3.4-3.7), es decir, en
G To(C) = To(N7(2)). Ademais. aplicando ¢ Leina 3.2 con STy = 6700 = 2, M = C ¥
F = C\ R. obtenemos Ty(C) = 74N (). ]

Sea f, : N7 (y) — N¥(y) la funcién tal que [ {l1) = &k, donde k € N~ (h) con {N*(h,y,k)|
= 3. Note que [, es inyectiva. pues si. digamos. existicrav € N7 (y)\rcon = = f (z) = fy(v),
entonces del Lema anterior se deduciria wyz eyz € TD(N T (T4(C))). comtradiciendo el Lema

4.4; por tanto. f, os biyectiva,

LEMA 4.7. Scaz = f,(r). Entonces. (N~ (y.2)) = (Tol AV VT u. por tanta. (N=(y)O
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NH(2)) = (Ta(A) U {r} U TH(B)).

Demostraciin. Por ol Letma 4.3 se sabe que [N~ (x,u. 2)] = 3. Aplicando el Lema 4.6 en

STs., y ¥ = (en vez de r) se deduce (N~ (y, 2)) = (Tu(A) U T4(2)) en STys. -
LEMA 4.8. La funcisn f, ¢s un anti-isomorfismo.

Demostracidn. Sean z = f(x). r € N~ (y) y w = f,(r). Necesitamos probar que w € N*(z)

si y sélo si 1 € N~ (x).

Suponga. primero. que w € NH )N C (= Tu(C) = THR(NF(2)), por el Lema 1.6G).
Sea w' € TH(C) con wu’ & (). Utilizando el Lema 3.1 es fhcil ver que si a.b.e €
V(STis) con b.e € V3(.V*Hia)). entonces [N+(b, )| = 2. Por tanto. w’ € To(NF (1)), lo cual

implica v’ € N~ (¢) (aplicando ¢l Lema 4.6 en v, y ¥ w). Como w € Ty (A} (2)). entonees

INF(=) N7 ()] = 20 implicando = € To(N7 (1) de agui que = € N¥(r) (nuevamente por

el Lema 4.6 apliendo en .y x a0). s decir, v € To(A) U TH( 1) (Lema 4.7). Si oo € TL(f3) se
cumple To(CHU{w. '} C N7 () (Observacion 4.2 & Letna -1.6). que no es posible, por ser
JN=(0)AC] = 4. pues 6 = LN~ (VAN (2)] = [N () A B+ [NV (0) N = 24 [N~ ()Nl

De agui que + € T v [ Tu( A = TH(C). por la biyvectividad de f,.

Ahora supdngase w0 € N¥ (21 M D, que significa v € Tu(NF(2)). pues por «l Lema 1.6

NH(2)AC = TWUNF(2)) Sea T = (7Tl NE(2)1); es suficiente con probar que 7" = Ti(-A).

Como z € Ta(.N,; (1)) por ¢l Lema b6 = € N7 (), implicando ¢ € TH{(A) U Tu(B) (Lema
4.T) y, en general. 77 C V(T(A) U To(13)). Sea ww’u’ = Ty N} (2)) vy scan v = (') v
o = f71 (). Puesto que [N (e )] 2 (75N ()] = 3 (P3.4). entances w’ € TH(NGF (u).

queimplica v’'e € E

T35 {por ¢l caso anterior): similarmente se prucha v”o’. ve” & £(ST2:).
es decir, T € T'D((I3(A) U To(F))). Aplicando P34 en (N (y). con X* = By N~ = A,
obtencmos T DT (A U TN = {15(A)TU(1) )} que significa 7= Ty(A) o T = Tu(13).
Supdngase T = T3}, Sca 77 = (S (TRNT(2))): por o Lema 4.7 TV < V(T4 U
Tu(3)). vao que r &€ TUNT(2)) implica = 2 TONF () v 7)) € NY () (Lema 3.6). De
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csto se sigue que 7' = 73(-1). Por otro lado, utilizando ¢l Lema 3.1 es ficil ver que si
a € V(5T)3) entonces existen b € Va( N+(a)) v c € Va(N~(a)) con r € V4(N*(b)). Por tanto.
existen b € To(N}(2)) v b € 73(N7(2)) con k € TH{(NF(R)), que implica (como hemos visto)
I (k) SV (h) € E(STas). Pero f7(h) € T = To(B) y 7' (k) € Ta(A), y aplicando P3.4 en
(N~ (y)), To(B) ¥ T3(A) deducimos f71(h) S, (k) € E(STiz). que es una contradiccion.

Por tanto, T = 74(-1). Hemos probado que f,{(A) = N}¥(z): cntonces se tiene el Lema.

pues f, es biyectiva. -

TEOREMA 4.9. Sean 17" y T" dos torncos de orden 27 libres de T'7T4; tambicén, scan ab €
F(T) y a' € E(T'). Intoncrs, cristc un isomorfismo F de T sobre T tal que F(a) = a'
y F(b) = &. Por tanto, cxisie un iinico torneco de orden 27 libre de TTs, y su grupo de
automorfismos es transitivo cn aristas.

Dcmostracion. Sean f, : NF(b) = NF(b) y [for 1 N (V') — NF(b') las funciones correspon-
dientes a la funcién f, : N~ (y) > N*¥(y) previamente descrita. ‘También, sean G = (NF (b))
¥y G = (NEW@). ¥y sea H 2 N7 (b) — NF (V') un isomorfismo tal que H([fi(a)) = fe(a')
(recuérdese que Aut(S73) es transitive en vértices). Definase /' como: F(b) = &', FF(x) =
H(z),siz € NF(b). v Fly) =z, si y € Nj(b). donde z = [3' (11 (Je(y))). Claramente. F es

hiyectiva.

Seca hk € (7). Es divecto que F(R)Y (k) € E(T7) cuando b € {h, 4} o hk € E(NF(b)). Si
hk € E(NF (b)) entonces fo(K)folh) € E(NF () (Lema 4.8); de aqui que H(fo(K))H (fo(R)) €
E(NEW)) v S5 (HUs(N T HU(K))) = FRFK) € E(NR()). Finalmente, por el
Lema 4.6 tenemos para i € N7(D) v b € NF (b)Y : bk € E(T)si y silo si kb € Th(NF (fu(h)Du

W(N7 (J(h))), que ocurre si v solo 51 (k) € To(N&(H () U Tal NG (H(fe(h))), que
su vez también sucede si v solamente si S (H(fo(R)))H (k) € E(T"), cs decir, F(h)F(k) €
E(T"). -
LEMA 4.10. 2n STyr eristen tridngulos T € T'1D(STe:) tales que INY(T)| =3 y{IN~ (1) =
3. Adermds, en cada uno de cstos tridngulos T se cumple (NY(T)) ANT(T)) € TD(ST2:) v
N*(N+(T)) = N-(T).



Demostracidu. Por el Lema 4.6 existe T € T D(STyr) con |N*(T')] = 3. v por los Lemas 4.3
¥ A {NF(T)) (N(T)) € TINSTer). Veamos que N+ (N+(T')) = N (7).

Supdngase, s.p.g., o,y € V(7). Del Lema 4.6 se deduce V(T) = {u.y.s} (donde z =

TLule)) » ANH(T)) = T(C). Como (N=(y,=)) = (Tu(A) U Tu(B)) (l.ema 1.7), entonces
(N~ (r.y.2)) = To(A) ¥, por tanto. necesitamos probar que (N¥(73(C°))) = Tu(A).

Aplicaudo la propiedad P3.7 on ST = (N*(y)) y X+ = A¥(y. 2) se deduce N+H(TH{(C))N
NHy) =0y N(To(C)) N N*H{y) = {z} (recuérdese que TH(NE(2)) = T5,(€*)). ¥ aplicandola
on STy = (N¥(2)) y X+ = € se tiene NH(T3(CH)AN*(x) = O y N—(T5(C))NN+(x) = {y}-
Portanto. N Y (T3(C)) C Ay N (TH(C)) C {z,y. z}uAA. Del Lema -5 es ficil ver que ningin
elemento de T3(A) cubre o es cubierto por 75(C7). lo cual significa NT(TL(C)) < To(A)

N NTU(TWEY) C {xy. 23 U Tu(A) Sea v € V(Tu(A)): en ba demaost iGn del Lema 4.8
€ FS(STyz) (Lema 1G). se sigue que v €

establectmos que fy(v) € V(T (). ¥y como [, (v)e €

NS (). Estoiltimo implican N7 (T3(C)) = {r.y.z} v. par ¢l Letna 4.3, (N (T3(C))) =
-

TuA).
LEMA 4.11. Sea H un subtorneo de STy: tsomarfo a STy y ~ea I

tridngulo de STz contenido e 1. Entonces, | N"(S7) = 2 4 NS = 2.

= [y.5. 52} un 8-

Por el Lema 4.3 |N~(5,)] = 2 o 3. Suponga que [N7(5) )] = 3. Por el Lema

= {NT(S5)). Del Lema 410 se

Demostraciin.
44 (VTS € TO(ST5:): sean oz € VI(S7%:) con oy
deduce gque S, cubrea {2} (Fig 1.2), Sea{a b} © Vil con NGiu) = {a b c}uV (&),
Claramente, para L = (NS5 (). se tiene L == ST.. v por el Lema 3.3 (aplicado en 1
= Ty{l). Sin embargo, como

N (7.8 80]) se cumiple S = Tu(L). que implica ({a.b.c}) =

[N Yoy 2) = V(S]] = 3 (Lewa 4.3), por el Lemas 0.6 5, = 7W{(N*(y.2)); entonces,
aplicando ¢l Lema 3.2 (con STy & NV (y). v = =, I = {({u.b.e}) v M = (S U {a,b,c})).

s deduce ({a.b,e}) = Tu({(S1U{a.b.c})) = Tu(L). que es una contradiccion. Un argumento
-

similar en 873 (2 S7T22) implica [NY{S)] =2 ¢n S
TEORENMA 4.12. Sta 1 wn subtornuco de SThe isomorfo o STy, Eatonces, criste v €
VI STar) tal que H o= (N4 () o 1 = (N= ().
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Fig.

El F-tridngulo B = {y. .5, 5] de #f € STur cuando [ N7 (S,)| = 3.
Demostracion. Veamos primero que cada J-tridangulo 8 de 1 cubre un inico vértice de
STy, el cual no estda en V(I), asi como tambidén es cubierto por sélo un vértice de SThye,
que tampoco esti en V(). Sea B = [=.5.85,]. Por los Lemas 4.3 » L1 N (SN =2y
INVY (S = 1 entonees, puesto que V(S,) € NVH(S)), del Lema 4.4 se deduce 1a existencia
dea € NHS)ANY () r & V) pues. por P35, NH(S) = Sy Aplicando o) Lema 3.3 en
AN (o)), Sy v Syotenemos gque también existe = € N7 (r) con
NF (S = (o2} (Lema 4.11), se cample
{z}usu

=€ NT(N )N N (S,): como
z= vz & NT(r)
Claramente, r esinico, pues 4

. es decirs o oes enbicrto por
IN*(E))] == [V(S2) U {r}]. Repitiendo las
5. 57) deducimos gue cu S7%7 existe unainico vértice
que tampoco estit en V' (), tal que y cubre {z} U S, U S,

2 =

misas ideas en ST He vy R = |=

yen V(STy).

Sean

= {w € V(ST) | w

= {w € V(ST2:) | 1 enbre un S-trisdingulo de I/} > 3
por un g-tridangulo de f}: claramente. AN B =¥ (pues (V)] = 13). Por el

ex cubierto

piarrafo anterior. 1AL 18] < 14; suponga, s.p.g., gque AL < 7 {pues el caso [ 3] € 7 s andlogo
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en $T5:). Por tanto. tammbién por el pirrafo anterior y por el Lema 3.5, existe a € A tal quea

cubre dos F-tridngulos A » R de H. Si existe b € V(H YA N~ (a). como los T G-tridngulos de
11 que contienen a h (Lema 3.5) no son cubiertos por a, debe existir ¢’ € -1\ a tal que a’ cubre
olros dos g-tridngulos A y R de /. Pero [V(RN)UV(R)] = 10 y [V(A)OV(R')| = 10 (Lema
3.4). lo cual implica [ N*(a.a’)] = (V(A)Y U V(R))N(V(K') U V(R'))| > 7, contradicicndo
ol Lema 4.2. De aqui que (N*(a)) = /1. -

TORNEOS DE ORDEN MENOR QUE 27

Aliora veremos algunos resultidos sabre torneos de orden 26 libres de 7'7%. De P3.] v el

Teorema 3.9 s claro que:

LEMA 4.13. Sea i un torneo de orden 26 libre de TTa. Entonees. V(G = Via(GYOVis(G).
W2 € =13 g Nis(G)| = 13. Ademds. pata cada £ € V4o(G) (resp.. o € Vig(G)). se cumple
(NH(r)) == STz y (N () = ST (resp (NT()) 2= STy g (N~ () = ST, ).

LEMA 4.14. Sea (' un torvuco de ordesn ;’(i libre de TT6 ¢ stan oy € V(G) con y €
NYr) A V(Y. Entonces. [NV (rou)| = 6.

Demostraciin, Por el Lema 413, {(NY ()} = ST 0 STha. Si (VY () = ST ol resultado
es claro usando P3.20 Supdngase (N3 ()} = ST con [(NY(roy)| &£ G por P25 P32y
el Teorema 3.9, se ticne (NY (o)) = S7.. Entonces. existe = € NY (o, y) con [N (=) N
N¥(r.y) = 1. Como {(NH () = ST P32 implica [(N7(z) N NY(y)l = G: por tanto.
[Nz, 2) NN y) =5, es deeiv, LN T(r) O Nyl > 3 en (N7(2)) (que es isomorfo a ST

o STiy), contradiciendo 173.3. -

LEMA 4.15. Sca G un tornco de ovden 26 i de T1 g ~scan roy € Vig(G). Entonces,
|N*r y)f = 5.

Demostracidn. Si 1 € Via(GY v = & NV con 2 € Vo(NY (). por el Lema 4014 = €
V(7). Entonces, para todo ¢ € Via(0O) como (N (1)) =2 ST v [Va( N Y (o)) = 6. tenemmos

36



)] Z 6. Pero Vi2(G)] = 13 ¥ Zeviyien V(1) N Via(G)| = 1E((Via (G =

[Nt (e)n Vi
13(6). que implica [N *(v) M V()] = 6, para todo » € V12(G). Por tanto, y € Via(.V+(x)) si
x,y € V12(G) con y € N+(x). -

TEOREMA 4.16. Sea G un torneo de orden 26 libre di TTy. Entonces, G cstd contenido

en STy:. En particular, existe un iinico fornuco, que denotaremos por STae, de orden 26 libre
de TTy, salve isomorfismos.

Demostracion. Sea h un vértice no contenido en V(G') v sea I/ el torneo que contiene a & tal
que V(i) = V(G)U{k)} y, para cada r € V(G), h € N*(r) o h € N™(x) si, respectivamente,

o € Via(G) o r € Via(G) (Lema 1.13).

Veamos que / es libre de T7T;. Sea > € V126 (0] caso r € V() es analogamente
analizado en /{7). Cama, por definicidn, 2 € Njj(r). entonces es suficiente con probar que
2 NSO sy € Va(NH(3)) 0 y € Va( N+ (),

=

(N (r)u {h}) == STi3, esdecir. y € Nj(h) o y =
respectivamente. Si y € V(N (r)) por el Lemi A4.14. 4 € V12(G), y por tanto y € Np(h).
Y y € Ve(NY(ar)) implica, por el Lemia .15, » € Lia((7). esto es, y € N (h).

Puesto que STy es eliinico torneo de orden 27 libre die 775, tenemos Il == 8T3:. También

por ¢l Teorema 4.9, Aut(S7Ts:) ¢x transitivo en aristas, de donde se sigue el resultado. -

IZn torneos de orden 25 libres de 775 tencinos un resultado semejante al Lemna 4.13:

TEOREMA 4.17. Si G ¢s un tornco de orden 25 libre do T'T,, entonces V(G) = Vi (GO
Via(G) U Via(G) con VialG) # 0 y [5G = [Via(€)] = 12, Ademds, para cada z €
VAG). se cumple (N=(x)) = STis. (N*(r)) = STis = (N=(£)) o (N*(z)) =~ STha, si
T € V5 (G), Vi2(G) o Via(G). respretivamente.

Para torncos de orden 24 v 25 proponcmos la siguiente:

ovrdrr 24 y 25 tstdn contenidos en

CONJIETURA. 7Todos los torucos libres de 1'% e
7%



Para torucos de orden 23 la correspondicnte conjetura os falsa.  Sea STy ¢l to

cireulante de orden 23 inducido por el conjunio de residuos cuadraticos (mad. 23), es decir,
por el conjunto RQuw = {1.2,3,4,6,8,9,12.13.16.18 }.

TEOREMA 4.18. I/ torneo STys es libre die TTs y nuo esti contenido en STas.

Demostracién. 1’robemos primero que STy no estd contenido en STz, Es suficiente con ver
que si A4 = {a,b,c.d} C V(STy:). entonces H = ST\ A no es regular. Suponga. s.p.g.. que
b.c € N¥(a) » c € N*(b). Como (N*+(a)) = STs (por el Lemima 4.1) » (N¥(a. b)) = ST,
(por P3.2). existe: x € N¥(a,b,c) con z # d. Entances. [N} =90 10, v |ANf(x)} =13 0

12, es decir. H no es vegular.

Falta ver que S

by es libre de T7Ts.

23, Ia funciéon F.,.(z) = rz +

Puesto que STy es ol torneo de Galois de arden
s es un automorfismo de SThy. para todo r € RQyun & para
todo & € Zza. es decir, Mut(STy) es transitivo en aristas. Entonces, si 117 es uno de los miis
grandes subtorneos transitivos de §73;3, podemos suponer. s.p.g., 0,1 € W con [W\{0,1}] C
N*(0,1). Es este caso. es fiicil verificar que (N1(0. 1)) = ({2.3.1.9.13}) = STk, implicando

que STgy es libre de T -



CAPITULO 5

Torneos Libres de T7%

Hasta ahora hemos visto que la extructura de los torneos mas grandes libres de T'Ty, para cada
k€ {3.4.5,6}, es bastante simétrica v relativamente sencilla. pues son torncos circulantes o
de Galois. Sin embargo. cotho veremos en éste ¥ en los proximos capitulos, todo hace pensar

que la estructura de los torneos nuis grandes libres de T'Tr es niis complicada; en particular,
gt(6)Y < 2q1(5) — 1. En este cag

{es decir, gt(G) < 52).

ulo probamos que todo toruro de arden 53 contiene a T'T:
También, presentamos un torneo circnloute de orden 31 libre de T'7%,

el cual, como veremos en ¢l Capitulo VI es el mas grande, » el iinico, circulante (incluidos

los de Galois) libire de estos subtorneos.,

Utilizando ¢l Teorema 1.4 e fiacil ver que todo torneo de arden mayor que 55 conticne a
TT%. Veamos guie estos subtorneos tambidn estdan en toda tormeo de orden H3. Suponga que

existe un tornco S7Thy de orden 53 libre de TT>. Por el Lema 1.1 » los Teoremas 4.9 v 1,16
es claro que:

P5.1 V(STay) = Von{STha) U Vel SThy) U Vs (S T43). Ademds, st 7 € Voo (STha) U V(S
(resp.. o € Vs (STha)), entonees {(NY(2)) = (N7(x)) = STie 0 (N¥(x)) == STys (resp..
(N=(r)y == SThaq).

LEMA 5.1. |V

SToa)l = [VastSTaa)] > 4.

Demostracidn.  Obviamenate, | Voo (ST

o= Nea(SThol Para ver que {Var(STa)l > 1.

suponga que a o mas existen un vértice € Var(S8Tsa) v un vertice s € Vog(STha). Si
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N*(r,s) = @, emonces r € N¥(s) (pues (N¥(r)) = STiz) v INHS) N N-(F)] = 24,
nplicando TT, € (NYH(S) N N-()) y TT: € STea. Por tunto, podemos suponer que
existen x,y € Vae(STes) con x € Vip(N=(y)) y. si existen. r.'s
A= (NH(z,y)) = STha.

& N—(y); clarameme,

Sea t un vértice que no estd en V(§7133) y sea H el torneo isomorfo a STi; que contiene
a (N*(y)) wal que V(H) = {1} U N*+(y) —~Teorema 4.16. Por ¢l Teorema 4.12 existe =, €
V() con A = (Nfi(s:)) 0 A = {N7(=:)). Si A = {Ni(z:) con =, € N¥(y) (es decir,
z, # 1) entonces. para cada v € . se tiene (N7(v)) = ST con r.y,z. € N~(v) ¥

N (r.y. 2 ) AN ()] = |AN N()] = 6. que no es posible. por ¢l Lema 1.3 vy el Teorema
RIS LT

Suponga que =, € N*(y) con A = (Nj(z2)). Como 2z, € VulSTu) y # € N¥(z,).
se enmple (N4 ez 2 12 » N ¥ (a.2,) € N Y@ O N-(y). Por tamo. [N¥(x,2,)] = 12
(pues o € Via(N(¥)) ¥ INT(@Y O NT(=2)] = 13: de aqui que INT e )N NY (=) = 1
(pues INTGr) N NY(y, 20 = 12) » INT(F . 5:)] = 120 Sea b un vénice que no estd en
V(ST U {t} > sean Foun tormeo isomorfo a SThr que contiene o (N7(r)) (== STy) tal
aue V(F) =

N=(@)YU {kY: si M = (N7 (2, 2)). entonces M C 9. M = STha y. por ¢}

Teorema 1,12, existe w € V(F) tal que M =

= NE(u) o M = NZ(r): pero 2,0 € V(F) con
[N, 0 M) = 12, contradiciendo . wr y zp ol Lema 4.2,

PPor 1o anterior, debemos tener =, = £, para cada > € Via(N (g N4 r.«). BEsto implica la
existencia de a, oy, € Vi N~ () NV S

Ytales que r, € N¥ (v NP y) = NY(x,.y)
(== NTia) os decir, en (N4 (3,)) (52 $T, © STh0) se tiene [N e, )] = 13, que no es posible.
por ¢l Lema 4.2 -
TEOREMA 5.2,

Todos lox torneos de ordern 53 contienen o 171:

Deorostracion.  Sea SThy un torneo de orden 53 libre de P75
voertice y € V(S

Vos( &

Prinero. obtendremos un
Y tal que Vi (N~ () # 0. PPor ¢l Lema 501 sabamaos gue oxisten r,y €
W) ron € NT(y). Como [ N7(y) =

entonces ARl N=(y) = @ si v solo si



V(N =(u)) = Viz(N~(y)) (Lema 4.17): pero r € Via(N~(y)) implicaria [N*(r. 4)| = 14 ¥, por
P3.1. T7: € STws. De aqui que Vi (N~ (y)) # 0.

Sean .y € V(STha) con y € Vur(STha) ¥ = € Vin(N=()). Puesto que |N+(x)] = 25
(P5.1), se tiene [N+(z,y)] = 13 y, por tanto, D = (N*¥(x,y)) = STis v [N+ (x)] = 25.
Por ¢! Teoroma 4.12 existe = € N*¥(y) tal que D = (N=(z) N N*¥(y)) o D = (N*(z,¥)).
Sean A = (N7 (2, y))y B = (N =) O N (y)) y C = (N*(y)\ (DU {=})) ~Fig. 5.1. Como
TT: ¢ STha y | N (y)] = 25 con x € V) (N~ (v)), entonces |A] = 13 con -V = STyx. Ademds,

C == STz, pues C = {(N¥ ()N N~(z)) o C=(N*(y,z)).

() (b)

Fig. o.1: El torneo STwha con g € Var(S7Tha) ¥ o+ € Vil(N™(w)). a: Caso 1) = (NY(xr,y,2))

b: Caso D = (N¥(r. y)NN(2)).

Primcero supongase D = (N*(y,2)). En este caso. C = (NY(y)NN~(2)) y AC N¥(z),
v que (A U U{z]) = (N=(2)) = SThr. De aqui que |N*(2)] 2 (AU DU {r}]| = 27,
implicando 3 ¢ N7(2) (Fig. 5.1,4). Observe

que en STy, se cumple y @ Vi (N~ (a)).
r € Var(STE). AN (r.y)) = A" v = € N*(s) con V(A7) = N+ ()N N~ (2). que es anilogo
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al easo D = (N=(2) N N+ () én STh.

Por tanto,’ i)odemosrlon‘n}r. s.p.g.. D = (NT(2) N NH(y))., Butoneces, C = (N*(y,z))
¥ A C NT(2) (pues (A UC U {2}y = (N=(s) = STi:), que implica 3 © N+(=) (pues
[N~} =lAv DU (y)l"= 27) -Fig. 5.1.56. Ahora obtendremos un vértice n € V(C) tal que
» g v é(STm). Por ser [N*(z)| = |[BUC U {«x}| = 25, por el Lema .17 ¢xiste v € V(C) con
1 € Vig(N*H(2)); como [N ()N V(C)H = 6 y » € N¥H(1), se cumple {NH ()N V(B)] < 5.
Ademids, (Nt (v)NV(A) = 7 (pues {AUCU{:z}) = (N~ (2)) == ST de aqui que [N+ ()} =
IN* ()l + INF) O N () S 13 + 13 = 26 v v € Vor(STka).

Finalmente. sean v € V(C) con v € Vo (STha). # = (NH(y) N NV"1)) (= STyia) y w €
LI(NE (D). Pucsto que = € Vo(A (). por P23-ir se tiene que 2, = (Njjtww.3)) € TD(D) v
V(#¢)) cubre {v, w0, =}, Similarmente. para A = (N~ (0. 2)) (== ST\4). por ser e € Va(NE(z))
(Pues NY(2)NK = N+ ()N H). se debe tener = € Vo (NgGed)) 1y = (Nw.2)) € TD(A)Y y
V(%) cubre a {e.w, 2} Sin embargo. como (N7 () 2= S7ha o STer cntonces (N7 (o, w)) =

STz 0 STha vy [N (v, 2)] < 6. contradiciendo V(A Yyu vV u {n} = N (r.w,z). -
TEOREMA 5.3. v(n) 2 [log,(n/53)] + 7. pava n > 28.

Demostracion. Sea kel entero tal que 53 - 25 > 1 > 53 - 2570 Hagamos induecién sobre k.

os & = 0 » k = 1 son ficiles de probar nsando ¢l Teorema 5.2, Supdngase & > 1 y

o LN (r)] = 53 - 283,

Los

sean 1" un torneo de orden vy o € V(T). Como [N} > o3 - 2%
por hipotesis de induccion se tiene gque (N*Y () o (N7(r)) contiene un T754x, ¢l cual forma

con . un torueo transitivo de orden A 4 6 = [leog. (10 /53)] + 7. -

En seguida presentamos un torneo circalante de orden 31 libre de 7773, ¢l cual, como

cmeos cn el Capitulo VIEL es o nuis grande (el tinico de este orden) de los torneos

circulantes (incluidos los de Galois) que es libre de 77750 Scea ST ol torneo circulante de

[IND NI NN B 0 I O R0 R

orden 31 inducido por 2 = {1.2.3.1.5.7.8 20,25} N7 no es ] torneo

inducido por ¢l conjunto de residuos cuadriiticos {(mod. 31).
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TEOREMA 5.4. Ll torneco STy cs libve de TTs.

Demostraciin. Sea ({te.1y,. ... 1u,}) uno de los subtorneos 1ransitivos mas grandes de STy,

CON U,4yee--n u, & N*(u,), para todo i € {0,...,r — 1}. Como AulSTh) es transitivo en
vértices, podemos suponer, s.p.g., 4o, = 0. Para r € Za. sea fi:Zy — Zu la funcién
Je(2) = zx (mod. 31). Puesto que R = 5R. esto es, R = {5r (mod. 31} | r € I}. tencmos
Sos fan € Aul(8T5). Ademis, como cada r € R estid en 3 = {1,2,3,4.8}. 5ld. o 258,

también podemos tomar, s.p.g., u, € B. Es fdcil verificar que los conjuntos

N*(0,2) = {3,4.5.7,9}, N*(0.3) = {4,5,7.8,10,13}.
N*+(0.4) = {5.7,8.9,13,14,19} » N*(0.8) = {2,9,10.13.15}

son libres de T7%. Finalimente, para u, = 1, tenemos
NH(0.1) = {2.3.4.5.8.9.10. 11, 15.20}. (N*(0,1.2)) = ({3,4,5.9.10.15}) = ST,
(N 1L,y = {({1.5.8.10}) £ TT, (N0 1.4)) = ({5.8.9.1-1}) == 77,
(NH(0.1.5)) = ({8,9.10.14.15,20}) = STa.  (N*(0,1.8)) = ({2.9.10.15}) 5= TT%,
NH(0.1.9) = {3.10.14}. (NH(0,1.10)) = ({1, 14.15.20}) =TT,
(N0 1) = ({2.3.8.10)) 5 TT,, (NF(0.1.15)) = ({3.4.9,20)) % T,

(N*T(0.1.20)) = ({2,3.1.8.9,14}) = ST,

Entonces, r < 5 » S7%; es libre de 7'75.
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CAPITULO 6

Inmersiéon de Torneos

Eun los capitulos anteriores hemos visto, para A& = 1.5.6. que el torneo mids grande libre de
T T contiene al correspondiente para & — 1. FEstudinndo el caso & = 5, pudimos encontrar

una forma de construir §75 a partir de una copia /1 de 873 eliminando de # un vértice

x y agregando una copia L de ST junto con otio virtice y tales que M \ o y L forman la

exvecindad y la invecindad de y. respectivamente, Generalizando estas ideas, en este capitulo
tratamos el prablema de extender un torneo dado caalquicra T° de orden 1 y libre de 7777,
para r > 0. a otro libire de 7745 Probamos gue existen o+ € V(T) v dos torneos T7 » T
libres de T'T,4,. respectivamente de ordenes 1 -+ 0 v i+ H. tales que 7Y es extension de Ty

T es

tensién de T\ v: en partienlar, esto nos da un torneo de orden 32 libre de 777, que

es el inds grande (y tinico) conocido de este tipo.

TEOREMA 6.3. Dado urnt entero b > 4. sea M oun tornco de orden v Libre de T tal que
Al contiene a TT,y. Entonces, existe otro torneo €5 de arden 1+ 3 y libee de Ty tal que G

contiene a M. En particular. «sta conclusion s cample o1 torncos libyes de Ty de orden

n>7T.
Demostracion.,  Sea N = {r, o, r.. 2.} C VM) con (. r L) € TTL(AT) (ver pag. 4)
¥ sea Y o= {yy, M. g} un conjumo de vértices no contenidos en V(AS), los conjuntos

{x, a0 a:) ¥ {1510} senin denotados como Ly B, respectivatiente, Sea G el torneo que

conticne a M tal que V(G) = VIMIUY. 12 C N (uan N X G N (). (AU H) = ST,
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cont oy = L({AUB)Y) ¥y #2x0aya = To({AU B)), y s = o, (M )\ X), parai € {1.2.3,4}.

(Fig. 6.1).

Fig. G.1: La extension & del torneo M.

Para ver que G es libre de T'Te,,, sea F uno de los subtorneos transitivos mas grandes
de G: suponga que el orden s de F es mayor que &. Entonces:

1) (V(FYN H] > 2, para 1 = Y, AU {s} o BU{xr} (pues G\ I = M).
Veamos, pritnero. que 1 < [VW(F)N g <2. 1 s NV(FA)NB <2y [V(F)N(AU B)| <

3. Como (A U B) = ST, sc tiecne {(V(F)N (AU HB) < 3. Por (1), [V(F)NY| =22y

IWR)YAAU{w ] 2 2, es decir, V(F)AB = 1y V(F)AA] > 1: portanto, [V(F)N.A] < 2

y V(AN B < 2

Del pirrafo anterior y (/1) se deduce yo € V(F). Siwr, € V(F), se cumple V(FYN B3 =@,

que no es posible. De aquique r, @ £, lo cual implica [(V(F)N B = 2 v [V (F)N ] = 1. Como
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AC N ¥ BC N () con INT(@)N Bl = [N~ () N Bl =2y {w} = ¥=(r) " B,

debemos tener 5, y,¥: € V(F). esto es, {rathonia} = VF)YN (XN U Y). Finalmente.

puesto que f € N¥(x,) si y s6lo si f € N (ya). para todo f € V(FY\ {wsc . uaem} © M,
—pues xrn = yy (M \ X))~ ¥ yiou. € N*¥(x3) N N=(3,), entonces J € N*(ri) si y sélo si
J € N*(y), para todo f € V(F)\ {75, %1.us. 2} ¥ para todo i € {1.3.-1}. Por tanto,
F' = ({r U (F\5)) € TT.C): pero (V(F)\a,) € BU(M\ A) = ). lo cual implica

s — | < k. que es una contradiccion. [ ]

Fig. 6.2: Los torneos Il = (N UY U X))y (= (/1 U.M). Las aristas no indicadas en I van

de Y a XUZ yde Za ¥,

A comtinuacidn prescatamos un tornco que ocuparemos al probar nuestros sigunientes
resuiltados: Dados los conjuntos disjuntos de vértices N = {re.ror ). Vo= {yo.n.¥2} »
Z = {zu. 5,22} sea H el torneo von V() = N UY UZ tal que (Fip. 6.2):



Tod'2dys YolhYz. SosiTa € T'D(I),
(N UY) = ST, con aoxzz, = To(XN UY) y NHr)NY = {y.}. para i € Za,
(XN U Z) = ST, con xoxax, = To(X U Z) y» N, )N Z = {z,.}. para 7 € Z4.

(YUZYy=QTscon Z = V,({(YUZ))y Nt(z)NY = {yis,}, Para k € Z3.

Observe que H os isomorfo al subtorneo de S73;3 inducido por 4 = 15,12 = x,,10 = +,.7 =

Yo 8 = 11,11 = 2.3 = 24,9 = 2, ¥y 1 = =z, (Fig. 3.1).

LEMA 6.2. Dada r € Zz, sea g.: H — H la funcion tal que g.(vi) = wi4,, para todo

v &€ {x, 4.2} ¥y para todo i € Zs. Entonces, g- e~ un automorfismo de H.

Demostracicdn. En la prueba del Lemna 3.1 obtuvimos tres automorfismos, f,. f+. fo. de
STs que mantienen fijo el vértice 0. Tomando a 1 como en el parrafo anterior. es decir.
H o= ({1,3.4.7.3.9.10,11.12}), es facil verificar que lox antumorfismos go. g, v g, son las

restricciones a /M de fi. fi y fi, respectivamente, [ ]

LEMA 6.3. Sca M un tornceo de orden v tibee de TTy tal que cxiste p € V(M) con
n

TDNYP)) # O o TD(N(p)) # O. Entonces, criste un tornco G de orden 1 + 5 tal
que G cs libre de TTewr y [M\p] C G.

Demaostracidun.  Claramente, podemos suponer. s.pg.. que 771N+ (p)) # 0. Construiremos
el tornco & usando My Al = M\ p. Supongase VH) N A (M) = {z. 5,5} (= Z) con
2z, € TN (p)). Sea ol torneo que contiens como subtarneos a A7 v a I 1al que

V(G) = NUY UV, o, =2, (AN )y y, =p M \Z) para i,j € Z5. Obscerve que

las direcciones de las aristas entre {z,} » Z \ 3, dada en F coinciden con las que tienen en

H (Fig. 6.2). Tambidén note ques

t1) St M conticne un lorneo transitive (b,.. ... by de orden =1, entonces eristen b, b;,
con i< 3 (s decir, by € NY (b)), tales que b, € NHjp) 4 b, € NG (p) (pues en caso

contrario. {({b,,. ... bi_,.p}) =TT, cn M),
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t2) Siy.u, € Y cntonces N (Y, y;) O N§Hip) = 0O (pues yy = p (AM'\ Z). para l € Zy, ¥

(Y UZ) = QTs con ¥ = Va({¥ UZ)).

Sea oA = (a,.....a.) uno de los subtorneos transitivos mas grandes Jde 7 y suponga s > A,
Como (N UY) = ST, [V(A)N (X U YY) < 3. Ademas, si |V (AN (X UY)| < | entonces.

puesto que V()M AL < k, se cumpliria s € &. Por tanto, 2 < [V ()N (XN UY) < 3.

Observe que (V(A)N N <2 y [V(A)N Y] < 2, pues (XN). (YY) € TING). Dividiremos la

pruchi en tres casos.

Case /. V(A)INN =0
Se tiene. (V)N Y [ = 2. Del Lema 6.2 os fiicil ver que podemos tomar. s.p.g.. {ye.0n} =
es decire « = & + 1. Entonces.

cumple s — 2 < &

VG0 YL Comoe AN\ {ye, i} € M,
AN A{weeanHl = A =1 » por (£2) existen aiia, € AN\ {yo,!
€ N*(a,). que impli

)ocon a; &€ N*(e,). tales que

vy € N*(ai)

a;, € NG(p) v a, € Ng(p). Por tanto. ye.m

contradicviendo (#2).

Case 11. V() A XN = L.

soptte. {re} = VAN entonees. [1(A)N

Nuevamente por el Lenta 6.2 podemos tomar.

{'} = V() NY. Si 2, & A, se

Y| = 1 o 2. Supéngase. primero, (V)N Y] = ]:
tendrin ({20} U (AN {re,g'})) S TT (M) vy s -1 < k.
FollaZe € TING). debemos tener yo € A v v € {y,u: ). bmplicando v & NY(y'). Ademas.
s =l 1. pues AN {xay} € TT (M), Por (£1) existen a0, & A\ {ro.4'}. con
a, € NH(p) vy a, € N5(p). Como y & N¥ia,) entonces vy € N¥(a;)

Zo (M\ zo)) Jo cual implica ', 0,50 € N (a) gue no es pusible,

Por tanto. =z, € 1. Puesto gque

a, € N*(a,), tales que
¥ 2o € N (a,) (pues oo =
por ser N7 (1. 2) NN (p) =0 = N7 (y,020) O NG (p).

Abora supéngase V()N Y = 20 Sea {# 0"} = V) 00 Y D Primero considérese el
= A — 1. es decir,

casxo 5 € AL Entonces, ({0 AN {ra oy w”b)y &€ TT M) v s — 2 =
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s = k+ 1. Por (17) existen my.1; € {3} U (AN {#e. 4.4”"}) con 1y, € N*(20,) tales que
m, € NH(p) y ri; € NG(p). Como mn; 5% 20 y /' y" € N*¥(n4,). entonces xo € N*(110,) (pries
My, o ¥ Y € AN ¥ ag € NF¥(y) UNT(y")), que implica 2o € N¥(mn,) y mn, € . es decir,
¥, y"” € N+¥(1,). contradiciendo (£2).

De aqui que debemos tener 5, € A, Pero yo € +A. pues xze € T D(G). implicando

{12} = V(4) QY. que no es posible, por ser y20 € TD(G).

Caso I11. V(A)NN| = 2,

Nuevamente por el Lema 6.2 podemos tomar, s.p.g.. {ro, 2} = V(1) NN, Note que

2, Yo € AL pues raez, i xelte € TIHG). Si V(AINY = 0. tendriamos ({z, }U(A\ {we. 2, })) €
T T aca(A). implicando s — ] S & — 1 y s € k. Por tanto, supdngase V(A) MY # (A esto es,

V(A)NY = {y'} con v’ € {5y, u:}. Como {{z} U (A\{ao.x,.¥'})) € TT._.(AL’). sc cumple

S—2 < k=1 e docir. s = h+ 1.
que =, € A Por (17) existen ry 1, € {2, U A\ {7a, 3. ¥'}) con 1, € N*(an,}

Entonces, re.z € NV(r1) (ya que wis oy, € oA
e A,

Veamos

tales que e, € NfH(p) v 1, € N (p).

RN

con xq € NH(y') vy ¥y € N*(u)). Debemos tener ¢- pues m, F# =z, impli
2o (por ser y' € {y,.y,}). contradiciendo o € N*(srr,). Fi
Sy, = sornn, € TDIC).

almente,

¥ E Nty o, =
20 €@ A pues 5., € ({2, U (AN {aour ') € TT(M) &

Por tanto. ({2} (AN {ado.r ' })) € TT._,(M)y por (1) existen 1 rn, € {zo} W (AN
{Foca v, 5'}) con 1y & NF () tales que v, € NF(p) ¥ 1i, € NG(p). Como x € N*t(1n,)
(ya que ro ' g € A con g € N7 (o) N NT(1e,)), tenemos 2 € N*¥(1n,) v 1, 5 2y, 05to es,
iy € Al implicando s € N 7(y'), que no es posible. ya que N7(y) AN (p) C {z0.2,}. =
TEOREMA 6.4. Dado un eniero b > 0. sea M un torueco de orvden 1w > 3 libre de Ty

i tarieo G de orden w45 libre de TTioyy tal que (M \ p) C 6. para un

Frutonces, vrisie

vertice p € V(A1)
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Demastracion. Si existe p € V(M) con TD(NH(p)) # 0 o THD(N(p)) # 0, del Lema 6.3 se
signe el resultado, Por tanto, supéngase (N+(p)). (N~ (p)) € TT(M). pﬁrn todo p € V(M)
Claramente. también podenios suponer. s.p.g.. T7%_, € M. Sea (;l),u.v. . v s@k_2) uno de los
subtorneos transitivos mas grandes de AMf y sea (N (y)U {y}) = (bi....b,,¥). Observe que
V(M) = {y,a,..... gz by B, k2 A (pues = A) y s < A - 2. Sea g un vértice no
contenido en V(A/) v sea G ¢l torneo que conticne a Af tal que V(G) = V(MU {g} vy g €
IZ(G) si y sblo si 4 es impar. donde ¢ = @y, ..., Chey == @), Chimg = -‘,/;C"-' == ByyeeeysCpnoy = b
Empecemos viendo el caso n 2 6. Probaremos, por contradiccién, que G es libre de T'7T%.
Sea D = (d,,....dv) € TT(G);: claramente. g € V(). Sea d el vértice fuente en D\ g.

Debemos tener:
t3) NH{(d) = V(D) \ {d.g} (pues (NH{(d)) € TT (M), para unl < &k — 2).

Primero suponga que d = b,, para un i € {J..... s} Como T'D({{g.y.bi, ... 0, })) # @,
para § > 1. por (13) d = b,. Ademas, puesto que TD({{g.y.a,,1,})) % 0y y € N+t (b,).
nuevamente por ({9) se tiene b, € N*(a,). Entonces, b,ya, € T"0D(M) con y,a, € N~ (a,), lo
cnal implica b, € N*(a,) ¥ INH ()] = INH(0)] < H{y aan. ... ai_,}| = k — 3. contradiciendo
D e TTu(G).

Ahora supdngase d € {y = ag.a,....,ax_;}. digamos ¢ = «a,, i € {0....,k —2}.
{(1:2) se cumple d = a4_;. ¥a que aeencax.; € N*¥(a,) U {a,}. p io= 0....,.k —
Ar_napag € TD(G). Como INFH(N) = | Nflae] = k=2 v oy .. akz € Nflaws).
debemaos tener {b,, .. .. b} = Nh(aws) (pues s € K—2) implicando s = A —2, 2541 =n 2> 6

¥ « 2 4, que no es posible, por ser TO(({g,b,.0,.06:.})) # 0.

Por tanto. G es libre de T7%. Si ¢ no cumple las hipdtesis del Lema 6.3, repitiendo el
procedimicnto anterior se obtiene finalmente un torneo &7, con Al C 7, que ciertamente
las cumple, de donde se sigue el resultado. Finalmente, si » = 4 o 5, aplicando ¢l mismo
procedimiento se encuentra que el ainico caso en que G no es libre de Ty es cuando Af es
¢l tornco 2-regular de orden 1 = 5 (A = 4); pero este torneo ox la exvecindad de cualquier

vértice en ol torneo de Galois de orden T, el enal es e de 7775 18] -
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COROLARIO 6.5. FEriste un toruco de orden 32 libre de TTr. Adends, los torneos mds

grandes libres de TTr no son torncos civenluntes ni de Galois.

Demostraciin. Como STaz es libre de T'Tg con orden 27, por ¢] Teorema G.4 existen torneos
de orden 32 libres de T'7T%. Finalinente, en el Capitulo V11l “probaremos”™, usando una
computadora. que tanto los torneos circulantes como los de Galois contiene a T°7%, si son de

orden mayor que 31. -

Este corolario es importante. porque este es el menor & tal que los torneos inds grandes

libres de T°T, no son circulantes ni de Galois.



CAPITULO 7

Complejidad Computacional

Calcular el valor ¢(n) se puede enfocar algoritmicamente conto un problema Min Mar,

es decir. se necesita obtener. on cada torneo con n vértice

. el tamaiio de sus sublorncos
transitivos mas grandes, y despnés ver cual de estas cantidades es 1a menor. Un primer

problema con este cufoque es que el mimero de torneoes con 1 viértices crece exponencialmente

como funcion de n.  Adem

aungue sdlo considerdramos familias “pequena de estos

torneos (con ol fin de generar co

e

iores para v{n)). tendriamos

J problema de que o

N P-complcte determinar. para un entero & v un torneo dados. si éste contiene un subtornco

transitivo de orden A: esto es, apareatemente os un problema intratable. En realidac, sdlo

0

se ha probado que es .V /2-completo ef ¢ weral en el que se tie

ge 1we una digrilic

st contiene una subdigrifica aciclica de orden & (1

quicre determinar s

. Eun este capitnlo

probamos que en torneos sigue sicndo un problema N P-completa.

Los conceptos no descritos ¢n est

sitnlo pueden ser con

ultados en [10].

Llamaremos Problema del Sulltornco Transitive de un Torico (o simplemente 571T) al

siguiente problema de decis

INSTANCIA: Un torneo 7" de orden oy un entero b (1 < & < n).




aremos el problema de 3-Satisfubilidad (3-

Para probar que STT es N 2-completo, uti

SAT) [5). ¢l cual aparece en el siguiente contexto:

Sea 87 = {u;,Uuz,..., Um} un conjunto de variables Booleanas. Una asignacicn dec verdad

wna funcién £ U — {V, F'}. Si f(u) = V', se dice que u es verdadera bajo t; en caso

para L ¢
contrario. u es falsa bajo t. Si u es una variable en U, entonces u y % sou literales sobre u.

La literal # es verdadera bajo t si y sélo si u# es verdadera bajo t; la literal 7 «x verdadera si
¥ sélo si la variable u es falsa.

Una cliusula sobre U es un conjunto de litarales sobre . Eila representa la disyuncién
de tales literales y es satisfecha por una asignacion de verdad si y sélo si al menos uno de

sus micmbros es verdadero bajo tal asignacién. Una coleccién € de cliusulas sobre U es

satisfecha por una asignacion de¢ verdad para {7 que simultaneamente satisface todas las
cliausulas en €,

Bajo estos términos, el problema de 3-Satisfabilidad es:
INSTANCIA: Una coleccién € de clausulas sobre un conjunto finito {7 de variables tal que

jel = 3. para todo c € C.

PREGUNTA: ;Existe una asignacion de verdad para {7 gue satisfaga todas las cldusulas en
c?
TEOREMA 7.1. El problermia STT ¢x NP-complcto.

Trunsformaremos a 3-SAT en S7T7. Sea
} el conjunto de

Demostracicn. Es claro que ST & N/

' C = {e.epnnnn,
.p-g., que no existen u €

L = {u,.uzy...,u,} el conjunto de variables »
ria de 3-SAT. Supondremos

cliusulas de una instancia arbit
Debemos construir un torneo 7' v un entero & tales que T tiene un

Yy e e conu,it € c
ignacion de verdad.

subtorneo transitivo de orden & si y sélo si € es satisfecho por alguna a

las variables v U5 los

algunos de sus vértices estiin relacionados con

Al constrair 7
. dependen de las cliusnlis.

salvo o auxilia

deniis,
o los

Asociado con cada par de literales 1, ¥ T@,0 1 <€ 1 £ 1, tamamos tres vértices. v, v,
= v, ¥, r,. Adenns, ff, cubre a A, sicmpre que 7 < 3.

cuales forman el trisingulo dirigido 22, =
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Por cada cliusula ¢, tenemos una copia /1, de ST: como sigue: Sean wg, . u, v uig las

variables en U asociadas a las literales en ¢;. Entonces. I, es como en la Fig. T.1.qa. donde

estamaos asociando a cada u,, los vértices a;, (i) ¥ b,,(4). j = 1,2,3. Ademis. H; cubre a 11,
cuando 7 < ! (Fig. 7.1.b).

Las direcciones de las aristas entre H; ¥ R, son como sigue: El vértice /; cubre a todo
R; y r; es cubierto por torlo /. Sea u;, € U tal que una de sus literales asociadas estd en
i (i, |loi O {ug, it} = 1): Si o # J, entonces a;, (iV ¥ b,(i) cubren a R,; si io = j con
t;, € €, entonces a;,,(i) v b(7) cubren a vi, ¥ son cubiertos por ¥,; en caso contrario, a;,(#)
¥ U, (i) cubren a T, » son cubiertos por v, (Fig. T.1.c-¢).

Finalmente, agregaremos un vértice = tal que cubra a cada /2, 3 sea cubierto por todo
11;.

Ll torneo 7T asi construido tiene 3n + Tre + 1 vértices y. claramente. sus subtorneos
transitivos tiene a lo miis 2r+ 4+ 1 vértices. Veamos que € es satisfecha por una asignacion
de verdad sy sdlo si T contiene un subtorneo transitivo de orden & = 2n + 3 4+ 1.

Suponga que existe una asignacion de verdad. f. gue satisface a (7. Sea XN el subtorneo
de T que contiene i {r.....¢e. 0o oo g 2} a8 vy {resp.. ©) cuando f(u,) = V7 (resp.. F).

¥ a exactamente un par (cualquicra de ellos) {a, (7). b;,(7)} de cada I, tal gue la literal o

en ¢, asociada a u,, (i.e.. {a} N {ug,. G,}) sea verdads

a bajo S

Veamos que N = 77T, Claramente, [N = /A Para ver gue X s transitivo. sélo
necesitamos probar que si p € I8, v q € I, con py € (7). entonces p @ V(\N) 6 ¢ € V(N
rp s v,y g € {as()bi(0)):

supondremos p = v, v ¢ = a4, ya que los otros casos son sndlogos. Como p € V(X)) ~¢

Suponga que p € V(\). I"or construccion. s¢ debe ¢

ticne f(u,) = V; poro v,a,(i) & IX(T) impli
Cay(i), b, (7)) € V()

Alora suponga que 77 contiene un subtorneo transitivo ¥ de orden k. Claranente = €
VO VO AV = 2 paa o= 1. nov VY NI =
S U = {VOFY la funcion tal gue f(15,) = V7 sy solo siov, € Yo Veamos que [ osatisface o

C. Sea ¢, € C. Como (VOY YNV =

L por construccion. i, € . Entonces, la literal

it, os falsa en ¢, bajo [, es e

SarL Sea

Lpara o= 1

existen j o€ {1 ..n) y a,(4).0,(i) € H, tales



que a;(i) € V(Y') 6 4,(7) € V(¥7'): como ambos casos son andlogos. supondremos, s.p.g.. que
a,(7) € V(Y'). Por construccién de 7" se tiene a;(i) € N7(v,) 00 N*($,) 6 a;(i) € N*(v,) N
NT(¥;); sélo veremos el primer caso. pues el otro es similar. En tal caso, nuevamente por la
canstruccidn de T, se cumple u, € ¢,. Ademas. como zV;a;(i) € TD(T) con =,a,(i) € V(}),

se tiene ¥; & V(Y'), es decir. v; € V(YY) (pues |[V(Y) N V(R;)| = 2): por tanto, flu,) =V ¥

I satisface ;.

Finalmente, STT € N P-completo. pues 3-SAT € N P-completo [5] y claramente la
coustruccién de T a partir de L7 x e € es polinomial. -

(=]
12



(a) (v)

LIX ‘ : LX<
(<) (a) (e)
Fig. 7.1: El tornco 7. a: H, = S7% (las aristas no mostradas van «de las a's o las b's);

b: V(T) = V{HHYOU...UV(H) OV U . ..U V() U {z}. c-e: Relaciones entre
{hivai(i), b, ()Y C H y R,. € iv5# ji di o= jcon u, € c:e: i, =jconi,, €.
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CAPITULO 8

Resultados Computacionales

Como hemos visto & lo largo de este trabajo. para valores pequenos de n (< 3}). los valores
exactos de v(n) son inducidos por torneos circulantex o de Galois. En este dltimo capitule
obtenemos, usando una computadora, los valores de cr(r) (r < 35) ¥ gir(s) (5 < 1000) -ver

pag. 5. En particular. damos mejores cotas superiores para v{n), n < 991,

TORNEOS CIRCUL!

NTES

Para 1 > 0 cutero iimpar, hemos definido eo() como el entero mas grande tal gue 1ado
torneo circulante de orden 1 conticne a T7 . Para calcular co(n). suponga que 7" es un

tornco cirenlante de orden n inducido por un conjunto A ¥ sea If uno de los subtorncos
1transitivos mas grandes de T3

recucerde que ] = (1 — 1)/2. Como un elemento r. distinto
de cero. estid en A sy 86lo st —xr @ A, entonces sicmpre existe un tormco culante T
isomorfo a 7" con 01 € E(T’): pur tanto. podemos tomar, s.p.g., 01 € (7)), v esencialmente

Bay a lo mas 2007972 1orneos circulantes de orden . También podemos suponer. s.p.g.. que
0 € H con [HI\ O] € NH(0), pues Aut{T") es transitivo en vértices. Usando estas ideas y una
computadora (ACER 486 a 5UMIZ), hemos obtenido los valores de cv(n) presentados en la

Tabla 8.1,

Dos torncos cirenlantes Ty v

de orden . inducidos por los conjuntos Ay ¥ Az, respec-

i

nente, son Addm-isomorfos {17 s

ste una unidad v de Z, tal que Ay = {2 | 1 € A}



" 5] 7] 9| 11 13 15 17 19 21 23 25 27 24
crin) |3 13[4 4 ) G 5 5 5 5 G [ G
a(n) |1 113 2 1 14 1 2 1 1 16 [ -4

nw |31 33 | 35 [37[30]41]43] 45 [47] 49 51
)| 6 7 7T s s |7|7] & 71 8 5
wtn) | 1 |>40[>40[17|14] 1] 4 |> 40| 1 [> 40> 10| > 40| > 40

Tabln 8.1 Valores de co(n) y o(n). n € 55. En las entradas en negrillas exta of(n). e vez de ao(n).

claramente. Ty y T son isomorfos si son Adam-isomorfos. Sea a(n) (resp.. o'(2)) el mimero
de tornecos circulantes de orden n libres de T7i. )41 que no son isomorfos (resp.. no son
.-‘d;imdsumurfos); entonces, a(n) < a'(n). También en la Tabla 8.1 mostramos los valores
a(r) (1 < 55). Los entradas en negrilla corresponden a o’(n). en vez de ain): con la posible

excepcion de estas entradas, en general se tiene a(u) = a’(#). por el signiente [17):

TEORENMA 8.1. Sea n > 0 un entervo ympar no divisible por cuadrado~. Tambicn, sean
Ty v Ty dos torneos cireulantes de orden i, FEntonces, Ty y 1y son isomaocfos cntee ellos si y

sdlo i son Addm-isomorfos.

OQbserve que co(n2) no es una funcién creciente. Tambidn note que ol torneo 87}, presen-

tado en of Capitulo V, es el tnico tornco circulante libre de 77737 con orden 31, En general,

a ko= 7). es inico ¢l torneo circnlante mas

para & 5.6 (> aparentemente también par

grande Jibre de T, .

TORNEQOS DE GALOIS.

Ex bien sabido gue existe un torneo de Galois de orden 1o si oy sdlo 85w = 3 (mod. 4)

con u o= p'. para p primo ¥ r € V. En la Tabla 8.2 prescentamos nuestros resaltadaos com-

putacionales (en una Silicon Graphies Power Series -11/3105) del orden gr(a) del sublorneo



ESTA TI°'s we  pepg
SAUR CO i EuswEgs

gv{n) n
3 T
4 11
5 19. 23, 27
7 3. 47
8
9
11 27. 131. 139, 151, 163, 167, 141, 199
12 < 531. 271
13 . 263, 307, 311, 331, 343, 347, 367
14
15 439, 463, 467, 479, 490, H47. 563, 587, GI0
16
17 503, 523, 599, 607, 631, 643, 647. 683, 691. 719,
751, 787, 811, 827, 839. 859, 8G3. 883. 887. Y47, 971
18
19 183, 991

Tabln 8.2: El orden grin) de) sulbnorneo transitivo m.
Lox ordenes 27, 2395 3 43 »on Jox

< grande en el torneo de Galois de orden n < 1000,
% que ho son prinos

transitivo 1nds grande contenido en el torneo de Galois e orden . para 1 < 1000, Casi

1odos ostos torneos de Galois son también torneos circulantes. pues son de orden primo. Los

tornecos de Galois de orden 27 = 3%, 243 = 3% » 343 = 72, son los tinicos gue no son ke orden
primo y. por tauto. no son circulantes. De las Tablas 8.1 » 8.2 s claro que ge(n) = v(n) o
gv(1) = ce(n) en los 1ormeos de Galois de orden # < 47 (exceptuando = 31).

Por otro lada. las mejores cotas superiores conocidas para v(n) son |7, 23):

w(n) < (2log,(m)] + 1 m

=3 (mod. 4), (2)




1 <|31]45]47]63]S3;4901107}1127[181]199]255 A431511 [619]6569]724[971[991
Cr{6|7]7[8[s8|o] 9 Jrij11f11]12 14|15 § 15116 (17 |17 {19
C210j11}112{12(13[13] 14| 14|15 {16] 16 1S[is8T19]19]19]20]20
C3}]8 j10]10}12}14}15} 16 | 18| 227123} 26 35 )37 | 41 |13 | 45 ] 52 | 53

Las 1nejores votas inducidas de Ins Tablas 8.1 y 8.2, C2:

3 (nod. J).

Tabla 8.3: Cotas superiares de v(n).n < 991. C1:

v(n) < [2logyn] + 1. C3: w(n) £ [ +f3n + ’«—’J o

donde (2) es mejor que (1) s6lo cuando n < D4,

Camo (1) ¢s una funcién creciente con
v(n) < co(n) y v(n) < ygo(n), en la Tabla 8.3 presentamos las cotas superiores C1 para v(n).
n < 991, inducidas de las Tablas 8.1 ¥ 8.2, comiparadas con las cotas C2 » C3 dadas por (1)
¥ (2), respectivamente. En general, las cotas C1 son mejores que C2 v C3. Sin embargo. al

crecer n, la diferencia entre C1 y C2 se vuelve menor.

GO



CONCLUSIONES

L esta tesis hemos obtenido alginos resultados sobre los torncos mas grandes libres de 7°7},

v A < 7. En particular, para & < 6, vimos que estos torneos son 1inicos ¥ tienen una

cstructura bastante simétrica.

pa

Sin embargo, para ¢l caso & 7, sélo pudimos acotar ol valor gt(6) y ver que los
correspondientes torneos no son de Galois ni circulantes, a diferencia de lo que ocurre cuando
< G,

También “probamos”, con la ayuda de una computadora. que los torneos de Galois
inducen mejores cotas superiores para v(n). n < 991, que las actunshnente conocidas (B > 7).
Sin embargo, demostramos que este método. para calcular cotas superiores. aparentemente

s6lo puede aplicarse en torneos relativamnente pequeiios, pues of problema algoritmico aso-

cinda ex N P-completo.

specto al compor-

En general, nuestros resultindos confirman lo que esperiihamos con re
nn problema muy complicado.

tanriento de las funcidnes v(n) 3 gt(k). esto es. caleularlas
Algunos caminos posibles para continuar trabajando en este tema son los siguientes:

Primero, por lo que vimos en esta tesis, es imuy probable gue Jos torneos grandes libres
san Jos nuis grandes de su tipo. Siendo

de T'Th que conocemos actualmente, para & 2> 7, no s
i que los torncos que determinan ol valor gf(k) sean, de alguna

r

uno espe

uptimi .

Entonces, un

forma. simétricos y estén relacionados con los correspondientes a gtth — 1),
sl cual vaoa determinar

de estos tornco:

problema bisico es encontrar una “mejor” famil

buectas cotas inferiores para gt (&).

Gl




Muy posiblemente s pucda encontrar [a familia (una de ellas) que determina los valo

o, demostrar que son dptimas las cotas inferiores para gf( A

exactos de gt{k). Sin emly
rte nuis dificil del problema. En cuanto sl

inducidas por esta familia. aparenta ser la p.

k existe un entero

s de gt (A). un posible caminoe es ver si para cae

gl(h+7) 1. paraU0 < j < ip.yvgt{h4ic+ 1) < 2gt(k+ig)+ 1.

cilculo de cotas superior

i 2 0tal quegt(b+ +1)=
en particular, creemos que tal 7/, siempre existe ¥ cumple ip € 2, para todo & > 1.
Finalmente, pensamos que ¢l problema de encontrar torneos libres de subtorneos tran.
sitivos grandes. dehe ostar relacionado con el tema de los torncos regulares en r-transitivos,
os decir, torneos en los que N7} = |NY(T)], para todo 7" » T subtorneos transitivos

. aparentemente tiene que ver con el tema mas estudiade

de orden r. Estoailtimo. a sn v

de los torneos fucrtemente regularves {2, 13, 20]. De aqui que otro camino para continuar

sea ol encontrar 1ales relaciones.

trabajando en el tema de esta t
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