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TOURNAMENTS FREE OF LARGE TRANSITIVE SUBTOURNAMENTS 

ADOLFO SÁNCHEZ FLORES 

This thesis deals with thc structure and sizc of the grcatest tournarnents that do not 
contain, for a givcn intcger k ::5 7, the transitivc tournamcnt of ordcr k (dcnoted TTk). 
Also, related to thc problem poscd by Erdos and Moser of deterrnining, for cach intcger 
n > O, the grcatcst integer v(n) such that ali tournamcnts of order n contain TTv(n)' 
sorne results are obtaincd, including cornputational aspects. 

Thc notation and main properties of tournaments free of TT4, that 'vill be uscd in 
this \Vork, are prcscntcd in thc first t\\'O chapters. Thcn, in Chaptcr 111, sorne thcorems 
on tournamcnts free of TT5 are provcd; in particular, it is scen that thcrc exists only one 
of this tournarncnts of arder 12. 

1"hc Chaptcr JV dcals \Vitli tournamcnts free of T'IQ; thc principal rcsults a.re thc 
UilÍqUCilCSS of thcsc tournaillCJltS \Vhcn thcy havc arder 26 and 27. rJ'}tc tottrllamcnts free 

of rrT7 are studicd in Chaptcr V: It is provcd that thcir ordcr is at tnost 52; a.lso, thc 
grcatcst; circulant tournarncut free of T'I7 is sho\ved (\vhich is of order 31). 

'l'hc problern of extending any given tournamcnt 'l., of arder n and free of 1.,Tr, for an 
r > O, to anothcr otlc free of 'FTr+t, is considercd in Chaptcr \,'I: hcrc it is cstablishcd 
that thcrc cxist v E V('I') a.nd t\vo tournarncnts T'' and 'I'11 free of 'l''l"r+ 1 , respcctivcly 
of or<lcrs n. + 1 and n. + 5, such that T' is cxtension of T a.nd rr" is extcnsion of 'l' \ v; 
this givcs a. tournarncnt of arder 32 free of 7ur7, that is thc greatcst. (and uniquc of this 
orclcr) known of this typc. 

T'hc follo\ving Chapt.cr, VII, deals \vith cornputatioual cornplcxit.y: Jt is prove<l thc 
./V /~-cornplctcness of thc problcn1 of <lctcrn1ining, given a.u integcr /.: and a tourna.rncnt, 
if thc lattcr contains a transitivc subtournamcnt of arder k. Finally, \vith tlic aid of a 
cornputcr, thc va)ucs cv(r) (r ::5 55) and gv(s) (s < 1000) are obtaiuccl in Chaptcr VIII, 
whcrc cv(r) and gv(s) are, rcspcctivcly, thc grcatcst int.cgcrs such t.hat. cach circulant 
tournament oforder r contains 'l'7"'cv(r)' and thc Galois tournan1e11t ofordcr s (\vhenevcr 
it cxists) contaius 'J~Tgv(s)· In particular, bctt.cr upper bounds for v(n.), n :5 991, are 
givcn . 

. A conclusions scction cnds this \'\.'ork, \Vhcrc sorne ideas are presentcd about ho\v can 
be continuccl this investigat.ion. 
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RESUMEN 

La ¡1rcsentc tesis es, principal111""n1c. ttn estudio sobre la estructura y d tama1"'io de los torneos 

inás grandes que no contienen. para un entero dado k S 7 ~ al torneo transitivo de orden k 

(el cual es denotado por T7i, ). Ta1nhién se obtienen algunos resultados (incluyendo aspectos 

con1putacionalcs) relacionado~ ron d probh!nla propuesto por ErdOs y ~toser d<" detcrtninar. 

para cada entero n > O, el 1nayor ''lllt!ro v(n) tal que to<lo::-o los torneos de orden n contienen 

a T'J:.(n}• 

F.n los printcros dos <:apít 1110?'> :--<- prcs<•nla.n la uot.adón y los resultados há.<iiros sobre• 

torneos lihrt!s de T7~ <¡Ut! st• uti1izará11 a lo largo del trabajo. Después, en el Capitulo 111, 

st~ l>rln!han algunos lcorcn1a:-. ~obn? torn(.•os libres de '/"r,,: en particular, Me dcn1u<!stra q111• 

rxist<' un 1inico torneo de ordrn l '2 1ihrc <le estos !iiUbton1cus. 

El Capitulo lV trata so11n• tOl"llPOS lihn•s de 7'T6 ; lo:-- r<'tit1ltados obtcnidoti m.U. impor

tante:-; ~un la unicidad de lus tor11'•os de ordrn 26 y 27 <JUC no c:onticnen a estos ~ubtor1wos. 

:\ cout intaación. en el Capít u1o , .. SP cst 1adian los tonwos 1ibr<!~ de '/'77: se prucha que todo 

tonac-o <le orden 53 contiene> ··~tos l'llhtornt·os y se 1n1u!stra <•1 tornt~u circulante nuis grandr 

t(llt• 11n lns contiene (el <:ual c·~ dt· ord<>n :J l ). 

t:.t prohl<"nla de PXtcndrr uu lonwo dado cualquh~n1 '/' de orden n y libre <l<! 7''/'.,., para 

11n r >O, a ot.ro libre d<• 'TT,...,. e·~ tratado Pll d Capítulo Vl: aquí se detnucstra que t!:OCislcll 

1~ E V('F) y dos torneos T' y T" \i1..irc:-- th· TT ... ,. rt~SPl'Ctiva111cntt• tic órdenes n + 4 y n + 5. 

tales que 'J'' es extensión <lr "/' y T" t•s <-•xlt.•nsión de T \ 1•; esto va n. <lar un torneo de ordc~n 

:J2 libre de 7"'1'7, que~ es el 111<\s gr•1nde (y 1í11ico) conocido de cslc tipo. 

El siguiente Capitulo. VI l. l rata ~obre cornplejidad cotnpula.cional: Se prueba. que es 8 P~ 
co111plt·to el prohlc-1na Je dPl1·1·1nit1<ir. 1•ata 1111 t•nlc~ro k y 1an tuntc•o dados, si ést-<~ c:onlic•nt• 

1111 s11htor11co t1·ansit-ivo <lt· ordP11 k·. Fi11alinl'11tt•. r11 el C'apítulo \llJl st~ obtienen, 1um.11do 

una <'Otnputn<lora. lo~ va1or"s dt• «1:(r) (t· S. :"J:'."J) y f/Ul ... ) l-., < 1000), donde cv(r) y gt.•( . ..;) 

son. 1·c·sp1~ctlvn11H~nte, los t...•11\•·1oi-. 111¡.Ís g,r;lficlP!-. talc:s q\1e todt1 tort1eo circulaulc de orden r 

i\" 



1·onticne a TT._..•·lrl ~· c•I 1on1c>o dc..• Galoi:oo 'lt• ur,h-.11 ... (cuarulu '""'is11-) contiene a 7"'T:nl .. l· Eu 

JUtrticular~ se dan rnc_•jores cota.~ superiorc•s para t'{u). 11 5 !HH. 

Se terrnina eslt" l raLajo con la secciti11 de condusiouc•s. donde• S<' dan algunas i<h•as clr 

1·01110 continuar esta iu'·"st igación. 



CAPITULO 1 

Introducción y Notación 

Lo:< 11'11·,,. "·" son. en teorúi ,Jt. gnífira .... 101 clast• 111ás ;u11plia111<-ntr. c~st udi .... da ele• gráfica..'i di

rigid<1:0-. Sc·ria largo cnurnerar tudos los 1t."nu1s in\'estigados sohn.~ ello!': <t111u¡11c~ no recienle.'i, 

•lo!- l111r.·11a:o- liil11iografía.s se pued..-11 P11co11trar c•11 (Hi. :!:!]. r\pa1·1t· de- !'>11 i111pnrtattda eu teoría 

,¡,~ groilicas. Ji-.11 sido estudiados o n•lacionados co11 otra:;; ..lrr>as 1nalt>n1ct1ic;i!-. IHf••:« r.onl.o al

!I' ¡,,.,, Jau 11/. /tarici de gruprJs, ¡11·11/Jtdúlitlatl, lo¡10/n!ti°<1 y fr-11n'u ,/,_ 1"0/11 .... 1 por •:i1•111plo. véase 

n·~1wc·th:a11tc•11tc (11, 14, !), G. 8)). 

~tu•:-.t ru iri1erPs son lo:-. tornc·u:-. c¡uc 110 co11th·1u·11 s11bton1ro:< t ra11:-i1 j,·u:-: ··µ,n111d<-s-. tc1na 

sol•rt• c•I cual se c!mpezó a trabajar clrsde hacr nHls de• :to ;1f10:-- (:i, 7}. , .• ,.. pocos resultados 

fa;, ... 101 la léd1a. 

l "11 cu11lc•xtn ••11 el <¡111...• i1p;an·c·t' t'~h· t<•rna l'l"- t"ll la /tor,-,, dt pnfc ,., 111·u1 .... : Supo11ga que 

:-;e· 1 i1•11t• 1111 1·011j1111to <lt~ ··ca11dida1os'' y ntro 1~011j1111to dt• "t•li•rlort•:--" 1oil q1u· cada rlcctor 

u1·dt•11a a los candidatos ele rnrjor a Jn•or. U11 prol,lt•1na geru~r<il qur~ :-01• pr•·sr~nta c·s PI ohtcner 

unu o varios órdenes de los ca1u.lido1tos qut• "n.•flc!jc11" los órd<·ru•s doulos por los t•lcctores. 

Esto M' p111~d1..• tratar de n•solv<•r co11:-;truyc11clu uua di!!;rálica tal r.pu• hay 1111 V<~rlic<! por cada 

ra111lida10, y 1111 candidato (v.;rticP) apunta a otro si t~:-.tá 1111·jor :-.ÍllliHlo 1·11 al 11n·11os la rnitacl 

if,. 1., ... ort.lc•11t•s: s11po11icndu cpu· ,.¡ 111í1111~n .. , ch· c·le•·tore~ 1·s i111p;tr. )01 tliv.,r•1fi··•1 n•sulta11te es u11 

lt>r11t•o ·r. E11to11ces, caUa s11bturr11•0 t ransiti\'u d1· J' i11d11cc· 11ottt1ralnu•111c u11 onJ•~ll en los 



e11 Jos corr1?-spo11diP11tes candidatos. E11 pnrtic11Jar, cuando ·r 110 tir.11<! s11btorneos transitivos 

grandes. se pu1••h· decir que la .. , .. ¡, .. n·ióu- fue 111uy equilibrouli1 ." los órdenes dados por los 

dcctorcs !'>Oll hastante .. hetcrogéllt"Os-. 

La presente tesis es un estudio suhre la estructura y 1•1 tan1año de los torneos más 

grandes que~ 110 cont.icncn, para 1111 1!1111.•ro dado k ~ 7, 011 rornr.o transitivo de orden k (al 

cual dcnotarcn1os por TT,.). Obtt•11clrcrt1os algunos resultados rt•hu:-iouados con el problema 

propuesto por ErdOs y 1\toser de dPt1•r1r1irmr. para cada 11 >O. t>I 1nayor entero v(n) tal que 

todos los torneos de orden 11 coutic!11••11 H 7ºT,,,.,) [7]. 

(

0 01no r(u) ·~ una función n·•·•·i .. rtt•'. calcularht es rquivalcntc ;1 encontrar. para cada 

eut<•ro /..._·>U. t•I ortl1•u gt(k) drl tunwo 1t1iÍ!'" g;rmul1• lihrc d" T1~·+•· En particular, es fücil ver 

c111r. yt( k + J) S "291(1.-) + 1: y nuuu yl( 1) = 1. g/(2) = :1 y !Jf(;I) = 7, inicialmente se pensó 

c¡11c- la i&11aldnd siempre se cuntJJIÍil [7] Si11 •·mhargo, ticn1po dPspuc_~s :-<• prohó <¡lle g/(•1) = 13 

~· gt(5) = "..!T (2J]. c•s <lccir. el conquu·1.ami1•1110 <fe la fund«;u _'lf(J.·) 110 ("S tan sencillo. A<111í 

oht<"11<lre1nos 1ncjon•s cotas s11p<•rion•s pant 1·(" ). 

Por ot1·0 la,lo. se sabe que M1t1 aiuicos. :-alvo ison1orfis1nos. lo:- tonu•os de or<lc11 7 y t:J 

lihn":;;. l"l'!'lpectivamc11tc•. dr T'l'.. y de· 7 .. /~. f:!I). t•s <lc<:ir. pHr<i /,· = ·l.!"t (y trivialmente par.1 

k = :!.:J). los tor11l.'o;<> nuí.s Araudc·s lilin~s 1h• TTk su11 li11iros. :\dc·nHÍs. ta1nbién existe un 

1i11it:o tor11t•o tic onlc11 () lil1n~ dt• "/"'/~, f:!JJ. 1~n·sc~11tan.•111os e11 ··~te· trahe1ju algunos rc¡o;uJtados 

silnilart~S ~ohre la u11icidn<I 1h· lu!' tun1•·11s 111•is J..!,l"rtlldl!S 1;1 ........ "·· r·¡~. para k = il, G. 

l)csde rl JHllllo de• vist;1 alµ,uríl111i1·0. calc11h11 1'(11) s.- p111•dl' 1•11fut:<1r 1•01110 un problen1a 

.\fiu 1\/11.i.·. ·~~ 'lccir. M' ltt"C"t•sita ol11.-1u·r-. Pll •-;ula tornrn 1·1J11 11 ,-,~1·tic<•s. ••1 l.atnafio cit.• sus 

suhtor11ros transitivo~ rn:is grand•· .... y d1·sp11é-s V<•r c-11;d d•• •·st;.1.., n1111 idadc:-i r~o.; la ITH!nor. Sin 

, .. n1harp,o. ""sto no es pr;ict icu, p1u·s PI 111í111r-rn d•• to1·1u·os co11,, ,.t··rl ic·rs 1•rt•c•• exponcncial1ncntc 

ro1nu f1111ei1'111 dl'" 11. :\d,.111iis. li;il1l;111do •'fl l1~rrni11os d1! ro111pl1Jitl11d 1·1n111111/t1r:io11al [10], todo 

hact" p1·11s;1r <p1t• 1•I dt•fPrtllillill". JJill"il 1111 t11riu·o dado. 1•1 la111<1l10 di" :.11s suhtornl'"OS transitivos 



{15, 24). .-\11ui J,rohart!111os que este problema c•s. 1•feoc1 ivamr.nte~ N l'-co111pleto. Tarnbién. 

aplicarernos t!'ste enfoque a)goritn1ico pero res1ringic~ndo110:-; a ciertas fan1ilial'l d1• torneos frc

cuentrn1en1•~ utilizitdos, lo cual nos va. a. pern1itir ol1t1•ner mejores cotas superiores de v(n) 

(n < 1000). 

Para valores pequeños de l..· es 6)~ los torllf"OS más ~randes libres de! 1'7k contienen a 

los correspondientes para k - 1. De esto snrJ?,•" 1•1 problema más gencr;.oil deo c•xtender un 

torneo rualquiPra libre de TT1..- i\ otro libre d<" TT"+, (para un k dado), sohrt• d cual también 

trahajare111os . 

.-\llt<"s de precisar lo <¡uc va1nos a hacer. v1·a1110 .. los ronc-c--ptos y d1•fiuiciuncs genera.les 

'-JUC utilizarc!mos a lo largo de t!sla tesis¡ los 1¡111· 111, )'n•sPnt1~1nos~ pueden sc•r consultados e11 

(4. 12. lll]. 

To•las l~s gráfica.o:¡ cotisidcradas en cst1• tral1ajo su11 ,.firi~ida.s (es d1--cir, digráficn.s), sin 

lazos ni arislas 1nliltiplcs. En lo <¡ue sigue, (o' n·pn·s1•11tnni una digrálica ru;dquit~ra. 

De11ota1·1-.mos por E(C.º) y \7(G') -o G', si 110 laa~· <"lJ11fusió11- a los ro11ju11tos de aristas y 

ele• vc~rticrs ele e;. Para .:r,y E \l'(G'), xy scnL nwndn '"Xista. la arista cpu.- va de :r a y. 

DacJu JI e V'(O). reprrscntani (//} -o :-.i111pl .. 1111•111c· 11-- la sululignifir-a de e: inducida 

por //. Tmnhic~n. para G' ot1·a digráfica. <:: , ... l1bn ,¡, c.·• :-:i 11i11gu11a sululignifica inducida 

ele e; ·~ iso111orfa a G''. 

La tlignific-a Ge se dclinc como: V(G") = \ "1C.") y .1·!1 E B(C.""") si y sólo si y.r: E E(G). 

Será Aut(G) d grupo ele autornorfisrnos th~ c.·. y :-c· 1la1nani uuli-i."inmorfi ... rr"' de G' a cun.lc1uicr 

funcióri f: \·ce..·)..,..... \l'(G) tal q111~ .ry E B(G) :-.i y s1llu si f(y)f(x) E B(C•'). A<le111lÍ..s, P = Q 

significnril cp1r las digráficas P ~· Q son isomorfas. 

SPa11 .r. J', •. r,, .. - • :r.-. vértic•"'S e11 e: CUll 1\. = {.1·,. ·'"·· ..•. l",}. Dr11otar1·1nos por Nf!i(:r) = 

{u E \·"((,") l .ry E /::"(G)}. i\'¡;(.1;) = {u E \"((,") 1 !J.r E E(G)}. NtC"·i·r~-···•x.-) 



,Vri°(lF) = n;= 1 .Vñ(.r;) y .:Vc](.r1 • .r., •... ,.r,.) = ,VG(1F) = n:= 1 .:VG(.r;); Sd=(.r) y .S<;(.r) son 

la r-...rutri,u/111/ ,J< .r y In irn•tri111/a1l 1/r :r. re:;pecth•mnrntc. Por simplicidad. 0111i1 ir•"mo~ d 

subíndice<"; cuando sea clara la digráfkn G considerada cu u11 contexto ciado. Pnnt •:-1 entero 

n >O, sc•ri\ \~.lG) ={u E V(G) 11/\~+(u)I = n}; G" e~ u-n9t1for· (o regular) si \."(G) = \';.(G). 

Dados R . ._'-.' C \·-'(G). diremos c¡ue R cubre a So S ts cubitrio por R cuando • .::.· e ,V¿HR). 

Ta1nhié11. parn .1·.y E \?(G) y,\/ C \l'(G), .r ::= y(.'\/) si iYri°(.r) n ,.\/ = .V(!(u) n .\/y 

Nii(.r) n .11 = .\",7(y) n M. 

La clignt.fint e; C!S 1111 tonu-o si Céu.la pareja ele vCrticcs. ti·'" t•. está unida por cxactatn~ntc 

una arista~ ya :-<t•a ut· o r.•u. El torneo Tes un $t1btrwrno th e; (c.lcnota<lo por 7' e (;)si 7" rs 

:;uhgri\fk~1 iud11dda dt· (;. 

Un.a ~uc1•:oi611 dl" lrt"s v~rtkc•s, 1• "l· t.:o de G' fon-na 1111 tr·icí11y11/o ,¡¡,.;!¡;,¡,,(.al 1·11al 1h·11ot<-tn1os 

por 1. 11,, ... 1 ~¡ ,,,,.,J1 ... 1 ... ~ 1 €E((,'): TIJ(C,') SPnÍ el «n11j111110 th~ trbi.11g11lo!ii cliriJ.?,ido~ dC" (;. 

\Ju 1onu~o ••s ,,.,,,, ... ;¡¡,.,,si PS Jjl,re dt• triá11gttlo~ dirigi•los. J>;1ra c.ouht 1·11t1·ro" > O. PXis1r 

un 1i11ien ton11·0 1 r:u1:-;itivo dt• 1•:-otc• orclPll. s<-tlvn iso1norfis111u~. al «11nl 1·1•pn·s1•11ta1·r1no:-- c·onl•> 

T7"'r,: por J,n•n·do11I. ., .. ,~. C G' !->ÍJ!;nifiraní. <pu~ G 110 rs lihn~ dt· "J"'I:,. 

Da1)u 1111 s11htur111_•0 tntTt!ooitivo 7"' <11• G" con \·.(T) ={a, ..... n,.}. cl1•11ot;1rt•111os •1 ·¡• contn 

(0 1 •... ,11,,) r11<111du "•••·····ª~- 1 .u_. E :'\"+(n,). p<1ra i = l ........ - l. y''• St•ní c•I 1•t.
0

1·li1·1 

/ruult. 1/r r·. TT(I~') {n·sp .. íT1.((.")l l'S (•I COT1jl111lo de sul)llll"lll~OS 11·a11si1ivos cl1· r..· (rc•sp .. 

ele ord<'n /.·). Si(,''•·!'> 1111 suhtnnu.~u d1• (a' y "be E T/J((,''). 1111 ,., utro rlr ulw '11 C." 1•s 1·ualquic~r 

,•é-rtice .r clt· (.''tal qtll' .r E .\'+(o. b. rl u .1· E .'\"-(u. b. r). 

St•a rt > 11 11n •º111f'l'O i111par y s<·•t A 1111 co11j1111to d.- eh~n1•·111os <li!ooti111ns de n•ro tlr·I a11illo 

Zn <le t'lllt"nJs 1nt',rJ11lu,, tal qt11• !.·\\ = (11 - l)/"2 y -.r ft .-\.para todo .1· E A. E111011ct•.-;. 

la digrolfic<t T 1h•fi11id;1 corno\ "(T) = Z .. y .ry E 1-:(T) si y M01lo si y - .,. E ..-\, para 1oclo 

.r, !JE \·'('/'). 1•..; 1111 lí>l"Jlc•u liiltHittlo r / ton11 o ri1rulat1l1 ,¡, on!t" 11 i11r/11r·11lo por.·\. 



forrna pr. l"Oll p prin1oy r 1•11t1'"ro positivo, sea .. \/ la dignifica tnl qur. \·"(.\/) = F y. pnrn to1lu 

.r.u € \.-"(~\/). xy E E(,\/)~¡ y sólo Ai existe: e F \U con y - .r = :~. Es füdl ver qu~ J\1 ri-; 

uu torneo (c.1ue lla1narc.•1110~ lortutJ de Galnis) si y i-;ólo si m =. 3 (1nod. ·1). 

Finaln1cnlc, v(n). cr(11) y yr•(n) serán Jos enlt!rol'i 111ás grandes tales que todo tornro dr 

orden n contiene a T7~.I .. )• to(lo torneo circulante de orden n contiene a TT cv(n) 1 y el tornro 

de• Galois de orden u (cunndo exista) contiene a TT9~·(n); también, yl(I..·) ~crá r.l tamniio drl 

ton1co rnás grande Jihn• de TTt.;+t· 

Por :;in1pliddad. abr<•\.·iarrn1os la cxprc.-;ión .~;,, p1'1·,/i<la ,¡,. gn1r;,.n/i1/11t/ romo s.p.9 .. 

Eu el siguiente C"npít11lo pn•!'c11tan1os los resultadoi-; sobre tonu"Os libres dc- T'/:1 q111• 

cstare111os ocupando n lo l•trg.n 1h• cst<.• trahajo. Es1•11cinln1<•11te. se •--stal•h!ce la 1111id1la(I 1fr• 

los torneos dP órclen<•s (j y 7 •pu• 110 c:ontie11c11 a T'/:1 [21]. Jos c11a1t~s :-011 Jos nHÍs grou1d1•1' 

con r!'lta propi1•chul. y !'I" v.- •1111• hay rxnctan1c-11tP tu•!' tor11eoos d1 .. ordP11 :; lihrr:-: d1• ... ,..tus 

subt or11cos. 

Sobrr torru~os libr••s 11<· "/ .. /",.,. :-:1• i-;a1H· (¡lle so11 d1• ord1•11 a lo n1•i."' 1:1. y quP hay :-úlu 11110 

r:o11 <~xur1a111t!llh~ 1:1 \."l~rtir1·:- {:!l] y vHrios dt• ord<-11 11. Si ·r 1•s un lurtu•o dP 1•sl'' tipo cu11 

ta111af10 1:.! y r E \ '('T). por 1•) p;i.rrafo a11tt~rior sr tir11e 1¡tte la 1•xveci11dacl o la iun•ciluhuJ tlP 

.r •ª!<li'i ''fijH-. lo r11al n•slring,c fu.-rlrn1e11h~la <"!<lrtu·tur:1 d1• ·r y hncr 1u·11i-;nr ('11 1111•• tal \.'("Z ·r 
se•1 1i11iro. i-;alvo iscunorlisn1os. El pri11cipi1I ohjt!livo dd C0tpil uln 111 es pruhar 1•sta 1111i('i1lml. 

E11 c11:t11to a los tornl'o:-. 1¡11r 011 ro11t.i.-1u~11 a '/'?;;. SP t·o110Cl'11 torru·oi-; d1• nrd1•11 :!7 ru11 t•sla 

r)ropit•dnd [:.!l. 2:1) y clarnnwlllt' .. 1111 los llHÍS µ;ra111l1·i-;. 01.srrn· que si Ji 1•s lihn• dt• T'J:. y cl1· 

ordc!ll :!íi o :!7. dt~I JHÍrrafu pn·\·io !'t' dPdllCI' qtu• cada ;r E \""(R) tir.11c~ t;.auto su t._•xverinchul 

cotno su i11v1~.._·i11d•ul .. fij11s .. (cpu· ..;011 rH~c<•sarianH·11tc dt• l•unaf1os 12 o 13). In cual 1111cv;,,111c11lt• 

nos han~ ¡u•11snr lªll la u11iridad d1· tal lor11ro /(. E11 .. J C.apitulo IV S(º ..,.,~ q11r. PÍl'ctiv:uncntc~. 

SOll 1Í11iros Jos 10TllCUS (ibrt•!-o d1• r·1;, de l)1·d1!IHªS :!ti Y :!7. 

Poi· lo anh!rior. 1•s i11n11·diatu q111• los lortu·os 111.;is 1!,fa11d1•s q111~ 110 1·0111 iP111·11 a '/"/'; sn11 

de unlP11 1111•11ut· '1111' f,fi, En PI (';1pit11lu \' M' dt•1111ws11·.;.1 f!lll' todo tor111·0 lihn• 1)1• TT'; tic•11c• 

,, 



orden a lo rnás 52; la111bié11 ~, ... lllllC'~tra 1111 loruc.-o c-ircula1111• ch~ ordi-11 31 <1uc no C'o11tic11t"' a 

este subtornco. Postcriornc-n11t• -l"••1•i111lo \'111- sr ... 1•rt1t•l1it··. 11sa111lo una con1putadorct, que 

éste t~ el torneo circulante 1n:oi~ µr•111,le libre de TT, (aquí ··~1oi11 incluidos los de Galois). 

Se sabe que son circulautcs o tf, .. c;a]nis los 1orrH .. "OS má~ gn111dr8 libres de TTk. para k s 6, 

[21]. Por el párrafo anterior es 11at unil pC"usar que k = í ,.~ ··I printer caso en que los torneos 

111ás grandes que no contiene-u a TT;... 110 so11 ui circula111c .. ~ 11i c.h~ Galois. Nuestro objetivo 

es, pues, encontrar un torn<>O cl1· or•le11 1nayor 11ue 31 y qui~ sra libre de TT'T; para esto. 

construiremos tal torneo agrega11c.lo 11111·\·os vértic<'"s al lornc·u e.Je" orc.lc11 27 que no contiene a 

7"T ... En el Capitulo VI co11sid1·rarno!'oo ··I prohh•11u1 nHil" µ,em·ral de.• <'"Xtcudrr un torneo dado 

cualquiera T de orden n y lihrc•clP T"t:. 1•ara r· >O. 01 otro lil11c• <lt• TT,.+r: st! demuestra que 

existen 1• E V(T) y dos toruco:-; T' y"/"" lit.res ch· ·r7:+I· l'l""!'o>J11•.-1iva1nr1111• <Ir. órdenes 11 +4 y 

11 + 5, tales que 7'' es cxtcnsic.-l11 d.~ ·r y 7~u <'S 1•Xt••u:;;kj11 dt• T \ r•: esto nos <la un torneo e.le 

onlc•11 a2 libre de TT7 , que t•s c·I moís p.1n11•lc• (.'" 1i11in.:>) c·u1uwido de· c·:-:t.- tipo. 

Con respecto al enfoq1u· ;dJ..?,orit 111i1·0 para 1·<1).-11lar 1·(11 t. ,...,. ~alu• rp1.- rs .V P-complcto 

t~J prohlcrna Je c.Jctt:flllillar. p;1r~1 111101 .fig,nifk;1 ff .V 1111 C"lllt•Ht J.· cladu~. si fl COlllienC Ulla 

digr<iíica acíclica. e.Je orden 1..- jJ!'.'iJ. Es ··I ol.>j1•1ivu dc·) ("<ipitulu \'11 proliar que este problema 

sigue! sicnclo /\' P-cornplcto si s11po1u•1n•1~ •11u• U••:-- 1111 101"11••0. Esto nos cla otra razó11 para 

p1•11sar c1ue calcuh1r u(u) a)J!.orit 111i1•;.111H·1111· c•:-: 1111 pn"Jl1lc·11101 i111 n11 <1l1lc•. Si11 c1nbargo, si 11os 

rcstringi1nos a fa1nilia.s rt!lativa11w111c• 1u·q11c·l1a!'oo clc• lo11wo:-- 110 n111y "J,!;ran<lcs'", se puc..•clcn 

gcnc~rar cotas superior("s de• r•(u) c·o1lc·11la11•ln c•11 1·.;1clo1 11110 ,¡,.•·:-o:-. 1ur11ru:-. el tan1aiio de sus 

:;11btorneo:=; trausit ivos 111.i:-< gro111rlP!'oo. E11 ,.J ( '¡ipi1111" \"111 :--•· .q,Jic.·a c•sloi iclca -usando una 

con1putaclora- ~n la fa1nilh1 de• tn1lns 111:-- 1t·1n1Po .. c·h-··111011111•:-< •IP upJ.•11 r·::; .lj!; (i.e .• se calcula 

cL"(r)). y e11 la fon1ilia de! tocios los tCJriwu"' d1• (;;1J\1i:-< d•· nrdt"ll ... < 1 OCIO ( i.t.., se obtit~uc !/L'(.<;:)). 

Esto genera mejores cota. .. supc•riort's para r·t11 l. u :S !191. c¡iw lns ou·t 11al1nc.·utc conocidas. 



CAPITULO 2 

Torneos Libres de TT4 

En ('stt~ c.·apitulo prrseutarnos Jos resultados sohr~ torneos libre:; dr TT, qur. ocuparc1nos a 

lo larµ,ll ele• ··~te trabajo; escncialrncntr.. dr.srrihin1os ~• los toruros 1111is p,rit1nl~s dr. rslC" tipo 

(r:o- d ... dt·. d1• ordctu•s 5. U y 7). Aun<JllP alAHllOS .J,~ •~stos resul1atlos so11 11111•vos. 01nitir~n1os 

I••:-: d1•111u!'t n1cio11es. J>llt~s en gcn<"ral <!sh1s so11 se11cillas. 

S1•n ."':o'T, 1•1 torneo circulnnt<" d1! nrr11•11 7 i1ul11dc)o por d ro11jll11tu dt_• n•siduns cua<lníticos 

(1nud. 7). c•s drcir. por {1.2,4}. S1~ sah<"! q1w l:!JJ: 

P2.1 .<...'7'-; r . .; ti rít1ico lor11t.o 1/c. onlr:t1 7 libn dt 7'T1: t11/t:Fnñ .... '·"' r:/ /c11·11rr1 1111Í.« 9nu1tb qrtr· 

"" rnuli'-"'· r·slo.-. .«11blornros. 

(_'01110 .-\ul(S17) PS transitivo rn vértin•s. c•11tof1Ct!S t•sistt> sólo 1111 lonwn. S1"r,. dr nnlc11 

fi t'l1J1IC""lli1lo ••11 .C,'T7 • sr1lvo ison1orfis1nos. l'nra i = O. 1. 2. a. =--ra /; rl 1·011j11n10 1Jc triángulos 

diriµ,ido!'l f"ll s1;. cpu .. • tic11c11 cxact a111cntc; vPrt icc·s COll .-~xvccinclades dt• t arno.•fln :J ( Fig. 2. J .a). 

Clan1111r111t~. ITul = 1y1731 = J; dcuotarcmos por Tu (re:-;p., "/;,)al ú11il.·o f•le111c11toc11 7i1 (rr.sp., 

"T:..). Es fücil verificar dircctarncntc qtw: 

P2.2 _c..·1;, '-"' r/ 1íráro '"'"'ª" 1/,- 01·1hr1 (i libre. 1/1 T7:1 f:!l]. 

P2.3 i) F(S1~¡) = Viz(ST.;) U \'~1(S
0

7;,) cou l\";{s~r,,)I = l\/:.J(.''7(-,)1 = 3. At!uná .... ii) .... ; :r E 

\··,( .... "'/;,) (rr.'1'·· .r E \,~(.• ... ;7;,)J. """"'--'-'" (.Y+(.r)) E 7j (1tsp .• (i\'-(.r)} E 7,J. 



P2.4 s1;, t'tJU/itur eractameult twlto lrití11g11/os rlirigit/o~: ITul 1, l7i 1 :1.1r.1 3 y 

1"731 = 1. 

P2.S { 7U. 7;_1 } rs la única biparlirir;,, ,¡,, l,."(S7ff) la/ que catla rompo11cn/L fnrma 1111 l1-ián911/o 

dirigido. 

P2.6 Sr:u TE TD(STe). Entouct~. i) r ru/.JtY' ,,.,:L<:p •• e· ... cubfrrlo po,.) flU rErtin I _.,¡y . .;;ó/o 

si T E 72 (rr:sp., T E Tí): t1tlr111á.-.. cuando 1:·.risfr. t r. ... tínico. En ¡mrlirulnr. ii) cada 

TE TO(S'T,>) tiene a lo má ... 1111 cr"tro "' .0:."7;¡ 

P2.'7 Se" ab E E(T0 ) (resp., ab E /:."(TdJ. Ento11n .... r.ri ... fr r. E V(T3 ) ('"f':·"I'·· e E \·"(To)) tal 

'I'" obc E TD(ST'o). 

(a) (b) 

Fig. 2.J: a: El torneo STr. (co1wxitj11 -iuvcr~a··). c:o11 Ti.1 = {:rnn}. 7i = {J5G,2:J.5, 40:1}. 
72 = {J:W,245.13·1} yT:J = {l:M}: b: El torru·o c¿7;. (COJH"Xi<)11 "dirt•cf;1"). 

J;:J lorueo S'T;; ptH~dc> VPr~P c·o1110 1111;1 l"0111_•xi1.111 º"iJJvt·r~•1 .. c•11trr 7~l y ·¡~ •. r.slo r:-. • .-01110 

p;tr;1 1·nda /,e \."(7~,) existr uu 1i11icn vt•rtic·p h' E 1 '('/~,) n :V+(ft). s1• tie11e o'c'b' = 1!1 c11Hr1<ln 

obr. = ·¡~,. Sinlilaruu~nlc ... 1 Lorfll_•o QJ;; dt· la FiA- :!. l ./J :-;1• p111·d" V<"r nn110 1111•1 ru11t•xi011 



.. Jin·c:ta.., entre Jos triíi11µ.ukJ:oo. (Vi1(QT6)) y (\·2((",11;,)), c•s clcc-ir, para enria ¡, e \"2(Q7:1) existe 

sólo uu h' E \,.3(Q7~;) n 4\'+(h), ~· a'b'c' = (Vi1 (CJ"/~\) ruando nbc = (\'2(QT6 )). Observe que 

QT.1 contiene a TT,.. 

Dado un torneo R ison1orfo a ST," dcnotarPmos por 7i( R) a Ja familia de triángulos 

dirigidos en ll correspornli"flte a 7; en ST.i. para i = O. J. 2, 3. y 7:;( R) sC"rá el triángulo <le R 

correspondiente a Tr para j = O. :J. 

STs QTs RTs 

Fig. 2.2: Los lor11cos <.J.~ ord.,.11 !'1 lihn•s ele~ TT ... 

Sen S1& "I torur.o oUtcui<lo al di1ni11ar 1111 n~r1 in• !1 ch· ..... ºT6 ~ es f•tdl vr.r <111e ST'!'. e." 
irulepcndientc del vértice y scl<"c-rionado. T.anilii1'·11. !->1ºa11 QT~ y /l75 los torneos mostrados 

c.HI la Fig. 2.2. No es <lifídl prohar que: 

LEMA 2.1. L"~ lr11·uro~ S"l'r,. <)Tr, y U7'r. "" .... ,,,,¡_..,,,,,,,,,.¡o .... ru/r,- r·Jlr1 .... y .... ,.,,1 /,., ... tínir:r1:rt de 

onlr-u !'; lil11·r.-. ,¡,. 'TT1. 

" 



P2.9 Si 11 e {S7j.,.Q7~ .. lt'Tr.) ,,,,,,,,,,·e:. 11 ==lle. 

P2.10 El tr>rru..o u·1~. t. .. :!·n.1111lt11·. 

P2.11 Sea 11 e {S7; .. QE). ¡;.,¡.,,.n.•. JVi(/l)J = !, Jl".,(//)J = :i 11113(//)J =l. .·ldu•ui.• . .• ; 

% E Vi (11) , .... ~, ... _,.E \~( //)). S< lirnc (N-(z)) E TO( 11) r•·•.•p., (,V+(r)) E T D( 11) ). 

10 



CAPITULO 3 

Torneos Libres de TTr, 

Este es el prilner caso intcresantf• l"nl1n• tonu·o~ libres de T7i,. Como Yit l1cn1os 1ncuciona.do. 

si ,. = k - 1 = ·l. esta r es lo IWÍ!" 1u•t1uirri•1 tal 'lue gt(r) < 2gt(,. - J) + 1. es decir. 

yl(4) = 1:1 < J[J = 2gt(3) + J. S1• ~•tlw tpw ·~Xi!"k Ull único torneo, sr.~., dt .. ordc11 Ja libre 

de TTt. {:!IJ. y 1•s fácil \'Cr r¡tw hay \"uriu~ torrwo:-o .fe- ordcri 11 libres de t•stos subtorncos. El 

ohj1•tivo pri11C"ipal en t!SlP. csipit11ln •'!'< 11n>lmr q111• sólo hay u11 lornr~o •I«"' orden 12 lihrc.• dt• 

TTr.. 'l"¡11nl..ié11, presentamos alµ,111i;;t:-. prupi1•datlt·~ dt~I torn•!O 5,-7¡3 , las c11;al1~s oc11par•~n1os en 

capi1 u los posteriores. 

TOHNEOS DE ORDEN ¡:¡ 

Sra s7·.a C"") torrwo circuh11111• dt· ordc>n J:~ i11dm.·i<lu por PI r:o11ju11to { l.:l.:l.á,(L!J}. Eslc 

torr1c•o :o;;tf isf.ac'f• {21 ]: 

P3.1 5'7"1 a c...: t./ riuiro lortlCo ,¡, onlt 11 1 :J lilu·r ,¡, 7'T~.; tultrnú .... '·"' ti ltn·uro 11uí . .,. grand( 

:\den1;i.s. 

P3.3 Si :r.y E \'"(ST,~d COfl y E s+1.r) t1lfo11n ... ¡,v-cx) n .V+(y)f :=:::;: ·1 (pues, por P2.3-i y 

P:J.:!. (~\'+(.r)) ::::-;.::: 81~;, f;V+(y)I =ti y J.\º+(.r)n N+(y)J = 2 o :1). 

11 



Fig. :i.J: Conexiones entre Jos trioi11µ;11los 13!1, 256, ({7.S.11 }) y ({·1. lll. l:!}) dr ST13, donde 

_.\.!:.,,J:J siguifica: {...tUB) ::::= S'J~1 (n·sp .. Q7~1 ) con.-\= (\';(AU/J}) i-;i h = 1ln•!-op .• 2); .-\cubre 
.a /J ::;i h =:J. 

E11 la Figura 3.1 se pre~en1 a 1111a fonna fácil <.h• V<"r r.ualit;1t ivanu-:011tt• a _..:.;7¡:J. considerando 

la:> nnwxiunes entre los 1ri.í11p.11lo~ l:l!J = 'T:t(N+(O)). 2!"1(i = 1~1(.\"+10)). ({7,8,11}} = 

1~1(.'\'-(0)l y ({·1, 10.12}) = 1~1 (.\'-(0)). Aquí. IHHil .-\ y /l ilo:-. do• •·:-.tos triángulos con 

c.· = (\ 0

(_.\) U \/(B)). A~/3 :-ig.11ifica: Si h = 1 1!11to11n~:-. <; == :·;·¡;. 1•011 .-\ = 73(G') y 

11 = 7;1(C1'): :-:;i 11 = 2 e11to11n~:-:; G" == Q1;, con A= {\.3(C:)) y U= (\ 2({,°)/: fi11al11w1tlc, h = :.J 

•111it~r•· dt•cir <pu~ A culn-c• IJ. 

LElVl.A 3.1. Sean :r.y E \"(ST1:1 ) etJu y E \~,(f\'+( . .r)) (n.--¡1 .• y~ \~t.'\"+(.1·))). Bntourr.:s, 

tri.-./< 1111 1i11it:o f E .·\ut(ST1:1) ltll </tlf: f(:r) =O y f(y) = 1 (n.-.¡1.. f(n) = :!). 

/)1111<n.trnr.i<ju. Clara1nc11tl·. a lo n10i.s puc!de PXistir 1111 a11to1norfi!'>lll11 f 1h· c•str tipo. pues 

es 1 r.a11sit ivo c-11 V<'·rti1..·c·s. pndt·111os s11pot1C"t·, s.p.~ .. q11t• .1· = O: c•11t11111·c·~. !I E { 1. :J. 9} = 

\';.(.·\º+lo)) o .'I E {2.fi.fi} =\~(;\'+(o)). SC"a /t' = {t.2.:1.:,.(i.~J} ~·.para 11• E {t.:J.!J}, sea 

f ... : 7-1:•-;. Z 1a lit f11111..·it'111 f .. .(=)= 11•= (111od. 1:q. P111!:-<to q1w U= :i/f. ··~ dPdr. ll = {:Ir 

12 



y;o '!"•• f.CI) = fa(!J) = fu(3) = 1 Y f1(2) = J'.([•) = fu(6) = 2. • 
Dado un vértic<> .r ele ST13, sean .\"+ = (i'\"+(.t:}) y .1(- = (1V-(r}). l!tilizauc.lo el Lema 

3. J •!!"i íácil verificar que se cumple: 

P3.5 Si TE 7i(X+) ,:ulouccs fN+(T)f = 1 y (N-(T)) E TD(S71,). 

P3.6 Si TE 7;(."°+) tnlonces f1V•(T)J = 1 !I .V-(T) = {.r}. 

1),. P:!.·I y c•st:ns r11atro propiedades s~ dc~cluc1•: 

P3.8 .5111 1' E TD(.5T13 ) c-on JN-(7')1 ~ ~ (ru-p .. J1\'+(T)I 2= 2). t:11lmu:r!- {.\'-(T)} (rn~tJ .• 

{.'\'+(T))J r_$ 1111 lriáugulo 1/irigitlo. 

LEl\-tA 3.2 •. 5r_,,,, ,. E V(ST1:1) y F E TD(.'>'T1a) cnu ,\/ = {73(.V+(t•)) u /-"') =: ST,,. 

E11tour1..~. FE {'1;,(.\'+(11)),70(.·\'-(r•))}. F ='/(,(.\/)y. porfo,,to. 'J;,(J\~+(r•)l = ·r,(J/J. 

f),,,,,,_..,/n11·ir;11. St·H11 Hbc= T 3 (i\'+(r•))ydr-/ =F. S11po11~a. pri1nrrn.<1u.•,\'+(r)íi{1/,,,f} :::/; 

"· cliJJ.•t1nos d E ,'\""'"(1•). Por d Lcrllil a.1 podt•mns supoucr. s.p.g .. C(llC",. = (1 y,¡ E { L2}. 

E111tuit•t•s. {a.b.r} = {l.:J,!J}. implicanclo <l =:? (F'ig,. :'l.J). Ct.uno J\',t,(:!) = {r.:J}. 11·1u-n1os 

2 E \ it.\/). :-·por P:!.5 F = 7;J(.H) y l,V+(1.) n {l. :t.~}I = IN+(/) n {J. :1.!J}I = J. Dr H<1ui 

11uc ' • .f E {4. !"1. fi. 10, 12}, cst.o t!s. t: E {-1,.~} y .f E {G. 10, l:!} (pues :! E N-(,_) n ¡'\'+(f)). 

Pc!ro, = -1 i1nplir.ariH TT,:::::: ({1.:!.:l.4}) e,\/; por tn11to., = 5. Ta1nl1it~11 dt•lu~nw~ tener 

f = li. ya que f E .V+(fi) n {G. IU, l:!} ={ti, 10} y. si f = 10. T1~ =:: ({J.10.2.:I}) C .\/. 

Entoun•s. i·~lc· t•s d l 0 <1so F = ~I'o(1\'+(1•)) . 

. ·\l1ora s11pó11gast• 1V+(11) n {</. '·· f} = 0. Nt1rV•1n11.•11IP por «I Lcn1a :J.I po1J.~1nos tornar, 

s.p.g, .• 1· = O; r11 partieul.11r. {u.h.c} = { J.:t,!I} y 1/.1. f E {O.·I. 7,8, JCJ.11.12}. Si 1~xistc 
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g E i,d.1.J} cou y '1. {Jl.10.l::!}. ft"11e1110:- f.V+(.y)ni,l,3.9}1~2; c:;to impJir¡,. por P2.5. 

F = 7;,(.11) y J.V+(J,) n {J, 3. !l}J = :!. para todo h E {d, "· f}. es decir. {d.,. f} = {7.S, 11 }, 

qm~ 110 "~posible (Fig. 3.1). Por tanto. f ... = 7(,(,'\"-(,.)). • 
LT11 ~1-triáugulo es un tornt.~o // co11 7 vérticrs tal r¡uc /1 contiene dos 1riá11g111os dirigidos 

ajr.11os por v~rtices, T 1 y T 2 , co11 T 1 r11hricn•lo T2 • y el restante vértic<! a E \ "( 11) \ \."'(T1 UT2 ) 

cubre 7"1 y P.S cohicrto por T 2 . El vc._~rtirt• a 1'1" ,.¡ origen d<' /1 (daranH•t1I<' /1 tim1C' un 1ínico 

origru) ~· JI es denotado por {11. r .. 1-;]. 

LEMA 3.3. Para cada .r E \ "( .... "T1:d. [.r. 7~ 1 (.'\"+(.r)). T:.t(N-(.r))] C$ d tí,,iro /.J-,,.i<íngulo ru 

ST13 ro11 ol"ig-e11 .r.. Adr:m1ís .... í /·" ... •·•E T/J(~'-"'1"1:1) !f /-" rub,-c S. rntorart.'- tJi ... tc y E \/(ST1a) 

111/ q11t [y. F". SJ rs u11 /3·tt-iúngulo ,¡, .... ·r1.,. 

Dt·mo .... trm·i1;11. Por P:J.4 (.r, 7~ 1(:\'+(.r)). T 1(.\"-1.r1)J c•s 1111 O-triángulo. y pnr P2A y P3.5-:i.í 

éstr. es rl ü11ico que tienen .r c._·01110 01·i~·~11. P<ira n•r qur (•xistt• y E \·'(.S"7'1~il tal q1u- [y, F, $") c"S 

un l'l-triá11g1ilo. sea nbc = ¡.-. Por 1•) L<·111a :1. 1 pudc·111os suponer, !<i.p.g .• <par r1 = O y l.1 E { 1, 2}. 

Cullll"> FU;,,") C ,\'+(0.11) . .-111011c-1"~ I~ E \'.,(.Y .. (01). qtw impli<.·a /, = 1 .\· . .:..· = z;m. Es fácil 

V<"rificar qm· i\·-(2,3,G) ={O. J.10} (t·s d1·ci1. ,. = 10) .v .\'+(2.:J.G) = s-cu. l. IO) = {S}: d 

/J·trhi11~11lu l1uscmlo (•::;. !S.({O. J.10}).'.!:ifi]. • 

LEMA 3.-1 . .S"ntu /\" = !.1· .. '"•1 ...... :!] !! U = !.11. /)1. D:,d do.-. .1.1,-;,;,,yulo ... '11 ST1:1· /~"'utour.r ...... 

W<t•J u 1·cuJf ;:o:: JO. 

N+(.r). :1· =o y y E { l, 2} (Lema :L 1 ): ••11 part inilar. \ "(~.;;,· 1 ) = {2, fi. G} y \ ·cs.z) = {7, S, 1 J }. 

Es f¡Ícj) \'erific.ar que~ ll = [J.:Hi7.({:-i.~l. l:!)}J u U= (2.·178.({0,!L 10})]. ~¡y= 1 o y= 2. 

rl"i-;pcc1i\'a1tH•nh·.(Lt~nH1 :La). Pu1· 1;111h•. ]\'(/\.)U\"(/j)j;::: JO. • 

LEl\tJ.A. :l.5 .. •37·13 1:ordin1t tJ11rt11u1111/r J:~ .i-lnúnyu/o ... !f ,.,,,¡,, .1· E \ '(ST1:d r~ltÍ ro11fr11i1lo 

,.,, t.ra1·1,,,,,, 11/t .:-.-ir Ir ,¡, r //o .... 
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/)1 m11slració,,. Por ,.J LPrna 3.3. ST13 contie1w •ºXit'-·ta1nC"'11f,.. J3 n'-tdiiugulo.s, y cn1110 11ny ':" 

v1~rticcs en cada ll-tri.t111!11lo y Aut(STa3 ) es trau~itivo en v1-~r1ic1~s. sr. thme el resultado. • 

TORNEOS DE ORDE1' 12 

Por la transitividfül eu vértiCP-S de ...tut($T1:,). <.!Xisl<" 1111 1í11ico l.orueo, ST12 , de orden 

J2 contenido en ST1:h salvo ison1orfisn1os. !\ (_"011ti1111ació11 prnlrnrcrnos <111c ST12 es el 1iuico 

tornt!O de orden 12 libre dt.• T7},. 

LEMA 3.6. s~a G' "" to1·ncn rh orden 12 /i/I,., d1 T1~. y . .;.111 .r E \"(C:). Entr-1ncc.~. { .. V+(:r)) 

(.ti {JV-(.r))J ~$ isomotj"11 n STn, ST5, QT~ o H1'.. .. 

/)1 r1111slració11, Por P:?.:! y r·I Lema :l. I sólo 1wn·~i1anms \"t•r cpu· l,\'+(.r)/ =!jo G. Cl•1rarnr11h_•, 

J.V+(x)/ S 7 y ¡.·\"-(.r)J $ 7 (P2.J). Si 1.v+(.r)¡ =f. 1:11torw··~ \.\"+(.r)}::;::::: 5'T7 , j:V-(.r)J = ·I 

y (,\"-(.r)} conticrw a TJ:,; en t.itl ca.so, cu fJ!J. "21] :-.•• pn11•f1;1 'flll' ("".º co11ti1~11c a TTr,. Üt"' ;u¡11i 

t¡t1c ¡,V+(x)J:::;: G. Sirnilarmrntcse deduce• qw• /.\",'!=. (.J")/ ::::;- li. c•:--lu t•s. f.\'-(.r)I $ 6. Por tanto, 

1s+cx>I =.:; º fi. • 

P3.0 SiG' t.~"' 1111 'º'"'"" t/r ,,,.Jt.11 J:l lihn 1/r TT-.. '"'"'''., ... \"(f,") = \!·,(G)U\'ÍJ(G) yJVi.(G)J = 
Jl'n(G)J = <L 

LEMA 3.7. St't1 e: uu lo,.,rco d1 ordr:u l:l /¡/,,., ,¡, TT •• H ... t11 .1· E \/5 (G). Eutoncc: .... 

01.1110.strachjn. Jl:sg<imosla por co11tradicció11. S111u.l11ga~1· (.·\'+(.r)) ::::::- QT5 . Sea .\'+(.r) 

{n. b, r, d, t:} co11 ,'\'+(,/.J.")= A'-(1·) n .v+(x) = {11.11. c} y nlH- E TD(C-:) (Fig. :J.:l,;J). 

Como l~'\'-(cl)f =.:;o (j (P:J.!J), rc•11emo.s /.\'-(d . . r)J =:Ju -1; ¡wro (N-(d,3·)) ,.~libre dt• 

T'J~, (ptu•.s e: es Jiln·t• de TTr,), implicando f.·Y-td . .J·JJ = :1 y { . .\"-(d,.r)) E TO(C:). E11Lo11c-cs. 
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N-(X} 

. ~ 
a~ ,,.._,. N+f.xJ 

(a) 

-------------- (f~t) 
...----...i.. 

i~i 
"<- 111 ~ s 

i~i 
U~c· 

s <-- A: "~" 
(b) (e) (d) 

(±Xf) ------------..lo. rl~t i~i \¡ ,.:+ ) {-'Xt~ b->c->" 
n -

..... ______ 
<--1 

(e) (r) (•) 

Fig. a.2: Existf" .r E \·"((.') 1·011 {.V+(.r)} ;:;::; QT.,. a: JV+(.1·) y ;V-(.r); b, e: Co\SO nl1c € 
7j(}\'+(d)): d, e: Ca:oo ul1c = 1;1(.Y+(d)): f, g: ('aso nlw = '/\(.'\'+(rJ)\. 
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l'ol~41 N-(x) = {j, k,l, TU,"·~"'} COll (N-(d, ;r)) = jkl y N+(d) n N-(.;r) = {1n, n,s}. Por tanto. 

(X+ {e/)) =::::; STn y abe E T D(,J\.'+ (d)). Por P2.4 hny cuatro ca.so~. 

Ct1so l. abe E 7;(N+(,/)). 

Suponga, s.p.g., <1uc 111 es el centro de abe en (N+(d)) (P2.6-i). rs decir, a,b,c E N-(n1) . 

. i\plicando P2.3-i en (JV+(d)} se tiene 11,s E ¡V+(rn). También por P2.3-i, IN-(ni,.:r)I = 2 

o:\ (pues (N-(x)) "" STa); como IN-(m)\ = 5 o 6 (P3.9) y a,b.r.<I E N-(m) n N+(;r}, 

se sigue que ¡:v-(ru . .r)I = 2 y VV-(m)\ = G. Por tanto. <-: E s+(n1), y puesto quc

{n.b, c,m, ,-} e ,V-(e) y ({a.b,c,m,r}) == QT.. por P2.S ¡N-(<)i = 5, (N+(e)) == ST,, 

y .V+(~)= {cl,j,k,l.n, ... }. Fina1uw11h~. como mns '1. TD(~V-(.r.)), por J>2.5 y P2.6-i existe 

t"I centro r Je ikl en (.1.V-(;r)). 'IHC" 110 es rn (puc:; n,s E JV+(111) y \.V-(111 • .:r)\ = 2); esto cs. 

r =~o.: o r = n. Entonces. r y e/ son ct•1ttros dr. jkl en (JV+(e)}, cont1·mlidcndo P2.6-ii. 

Suponga, ~.p.g., 'llW nr es c-1 rt·ntro dr olw rn (N+(d)) (por P2.li-i "· b, e E JV+(rn)) y~ E 

.!\·+(u). De P2.3-i dcducitnos u .... E .Y-(111). Como \.N-(n)n{11. b, c}I = \.V-(11)nN+(d)l 2:: 2, 

J'lor :;;.i1nctrin pode1nos lon1nr. s.J>.J.;; .. l1. r E .V-(u ): por ~cr 111 t•I 1i11ico n•11t 1·u de nbc ~n (¡V+(d)) 

(P2.li-U), t>t! tiene- a E /\·+(u) (FiJ.?,. :l.2.b). Por P2.3-H (J\"+(11.cl)) E T/J(N+(d)). es d~cir, 

~"' E. N+(o). Tantbién P:!.:\-ii i1nplir" ~ E .V-(c) (p11c:o; "·" E .\'+(<·) p1~ro ({a,u.s}) f/. 
TD(J\'+(d))) y·' E N+(b) (¡uu-s "·'"E ,V+(.') p.-ro {{b.c.m}) it T/J(.V+(<f))). 

Por otro lado. como ({m.11 .. -.)) '1. TD(.Y-(:r)). por J>2.fi y P2.fi-i t•xist"" el ccutro r ti,~ 

ji.-/ l'"tl <~V-(.r)), <¡lle 110 es ... , Yil 'l\11·' ... E JV+(u) n s-(m ). Si ,. = rn, t!lllOllC:CS j, k, l E N•(m) 

(pues n.,s E N-(1n)) y \.'V+('11)1 '2: l{n,b,c.j,k,l,x}I = 7, <¡uc no es posible. Por tanto. 

r =u y j,k,l E .'V-(11) (Fil!,· 3.2,r). Puesto t¡Hc \N+(rn)nN-(.c)\ "2: 2. ¡>or simetría podemos 

suponer, s.1>.g., que k,l E 1'V+(1u): r11to1tc:t>s. j E :V-(r11). ya qut• u t•~ d \111ico centro '11" 

jkl. Por P2.3-jj, (N-(ru.:r)) = ({11 ..... j)) E T/J(,V-(x)) y j E ¡V+(~.;). T<1111hié11 po.- P2.3-ii 

Nt! t.il.'llC k EN-(.~) (pues j,rn Es+(..;) pero ({j.J.·.u,)) '! T/J(N-C;r))) ..... l E N+(.o.:) (pues 

l.u .... e JV+tk)). 
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Oh~t·rVt'- ll\le e e N-t-(n)n.,·- l ru tnx+(.s), ya 'l'W \,V-(u )\ ~ 1{b. e, tl.j.1.-. /}l = (), \N+(m.)\ 

2: \{n.b.c.i·.l . .r}I = 6 y, si< E X-(.•)."' tendría (N-(.•)) = ({a.b,<l.• .• k·.u}) (=: ST6 ) con 

d y r; c<-nt rus dt" abn, contradidt•11•lo r2.6-ii. 

Finaln1cnte, como (N+(~)) = ({4"'.c.j1 /,1n.x}) ==::::: STs y .r r.s e\ \Íni1•o'ct!11Uo de rnlj en 

('''+(.-i)). •lehe existir t E {1n.l.j} n ,V-(c:), im¡.,licando \iV-(c)\ ~ ,\{o.'1.c .. u.s,:r.,t}\ = 7, 

qltc co11t r;ulice P3.9. 

Caso 111. abe= To(N+(d)). 

Por P2.5 ({rn 1 n 1 .s}) = T::,(.\."+(d"J): ~uponga1 s.p.g., que mus= T.-.C\.'+(d)) y que (N+(d)) 

(:::: .o.;·¡~,) t•:-: como en ln Fig. 3.2.d. Puesto ql1<' \N+(t:) n {j.J.·./}\ ~ ~ (••11 ._·aso cont.rario1 

({ti, L . .r} u [.V-(c) n {j,J..·.1)1) co11tP.11dría a TTr.). por sin1<"tria pod<"n1os t01nnr. s.p.g., k,l E 

N+(,-). Por ~~r {1nns,jJ..·/} = {1~1(.Y-(r)),T3(JV-(.r))} (P:!.!'.'1). clr P2.í ~l' th•duc.:1• c1ue existe 

r E {ru.11.~} l"Oll rkl e TD(:'\"-l.rl): 11\ll!Vamuutc por sin1<~1ria (l(! (,V+(,/)} pü1lr.1nos to1nar. 

s.p.g, .• r = "'· Ohservr <¡tll.'! 111.11 .... E .V+(t:). pues l E {r11. 11 .... } n .,·-{, l i1nplica ({L.x,c} U 

(JV+\t) n {u.l•.c})) ==TE. 

Por tnutu .. '\"+(e)= {'1.1.-.1. rn.11 .... }. Con-¡u ({d.11 .... }) € T/J(S+(1 )\.poi· P:l.!'1 y P2.6-i 

cxish~ c•I CPllt ro 1' E {d."•~} dP ud.'/ •·11 (S+ (t.)). <1uc 110 t~:-o ''· ya c11w tl i.::; X+{ l.·) n ;'\'-(111.). Si 

p =u. por ~<·r 11 E N+(1n), sl" ti,·m• 11 E N+(k.I)~ dt! clmuh•. \.'\'-(u)\= ·1 l'll (N+(1:)):::: ST,h 

co11tradit.·ir1ulo P'2.3-i. Dl" aquí 'll1t" ¡1 = ~"" y (pue~to qH•• "' E .'\"+(.-.)) k.l.111 E ,V+(~), 

imt>lic:awlo ... E \-;J(J\'-(::r)). P\w P:?.:1. 11111.'l = ·1;cs-(.r\\ ;..·ji.·/ = '/; 1(.'\'-(.,·)): «nt.011cc~. 

111 E \.";,(.'\'-l.r)). n,k.j E s+(r11) ;..· ''.il..· E TDC.V-(.r)) CFiµ.. :\.:!.1·). 

T1~1icmns 1'\'+(r11) = {11.b.j.l>.u •. 1·} 1:011 11 E \,:_,l.V+(111)1 y .r E \;(S+(ur)): por P2.6-i 

cxi,.;h~ t E {r1,j. k} centro dP lm.1· 1•11 (.V+(lu)). Como a E .'\'+(u) n s-(/1) y j E N+(n) n 
N-(.r), Sl" nunple t = l.· y f, E ,V+(I..·). Por ta11to, (~ .... rn.l..·,.1·.l1}) ::::::: "/ .. f! .. qtlt' rs una 
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Por P2.5 ({ru.11 .... J) = 70(N+(d)); suponga. !<o.p.g .• <1ue (,\'+(d)) es rc:nno en la Fig. a.2.1: 
Puesto 'tue jl..·l. ,,,,,~ e TD(N-(z)), se ticnr. ""'~ = T3(N-(x)) o nin~ = T 0 (JV-(.r)). De 

dnrsr. esto últin10. parn t E frn, n,s} se cumplt! á $ Jl\r+(t)J = f1V+(t) n J"V-(r)I + l{.r}I + 
¡,v+¡t) n {a.b,c}I + ¡s+(t) n {e}I = 4 + IN+(t) n {c}I, ""decir," E ¡V+(t) y ¡N-(r)i 2: 

l{ofl,b,c,ru,,,P .... x)I = 7. c1ue no es posibl.:.- (P3.BJ. Por tanto, 1nns = 73(JV-(.:r)) y ji.-! 

T0 (1V-{x)); por sim<"lrÍit de STu podemos tom-.r. s.p.g., a {N-(.:r)) como en la Fig. :l.2.g. 

Prhncro vc-anm!'i t¡ue si/,. E {m,n,s} COll ,\'+(/,) n {j,k,/} e j\r+ce), se cu111pl1.• ,_ E 

~V-(/,). Supouga. N.p.g .. que,,= rn y N+(rn) n {j,J..·.l} ={J..·,/} e J\'+(c) con e e .'\"+(111). 

Entonces, (,V+(ru)) = ({c,e,k,l,n,r})::::::: S7~ .. Puesto que {{c.J,,,}) <t.. TD(C:). por P2.5 

y P2.fi-i c•:siNh.• 1.•I cro111ro i E {c,l,n} de rd.- •"JI (N+(rn)). Como e E "-'+(.r) n .Y-tr) y 

I E ~v+(t.) n .'\"-(J·). Sl.." tirnr t = 11 y<;,. E ¡'\'+(11). Por ta11to. N-(t.) = {n.b.t:.111.u .. 1·}. 

es10 c•s. N+(u) n i.i.1.-./} = {j,k} C ,V+(,·) nm t: E ,V+(u). H'-·piti<~uclo lo:-o arµ,11111<•1110!< 

antPriorr.~ r11 11 .... y J·,.) (•~11 vez <le rn, ti y .rt:k. r·rsp.). obtenc1no!'i t! E.'\"+( ... ). routr;ulkh•rulu 

Ohscr\'t• 'lllt."" 1.'\"+(,) n {j. k, l}I ~ 2, p11t!S (."JI «a:-.o co11tral"io ({d.,~ • ..:i-} u ( .v-,,) n {.f. J.-./})) 

coutc11drfo H T1'r.: por sirn .. tria S<~ puede suporwr. !'i.p.g .• qtlf" J.-,1 E ,'\'+(, ). Fig. :l.:! . .;.:. Drl 

piirrafo alltf!rior dr1ludrnos t. E :V-(Tu). T;11nhit~11 por e-se p•Írrafo dclu•ntus tcnt~r .i E .'\'-(t-). 

y-. cpu! de• 110 srt· •1!<Í. .i1pli«á11•lol<1 c11 11 y$, c11 vt•Y. dt• '"· d<!<lucirianios "· ... E ,'\'+ ( t ). i111pli•:<-u1do 

f.V+(<.)J = !{d.j.1.-./.m.u, .... }j = 7 (P.:l.!J). Euloncc:.. (,V-(111)) = ({fl.11.rl.1·.j .... })::::::: SJ;;; 

cmno ({ft.r.j}) .;_: TD(.'\"-(m)) y a,j E¡'\"+( ... ). por P2.:J-ii r E/\"-(-"). El Vt~rtin• /, r~tá t~ll 

,'\'+(J..·). JlllPS c·11 t"Hl"O cn11trario. ({b.j,r.,,11.h})::::::: TTh. Por ta11to. ({J.·.r/.b,c.-"})::::::: T7'r. o 

({c.r~. u.J.· .... });;;;:::: TTr .. l'i r E N+(Jo.) o e E x-(1.-). rcspectiva11w11t<·. • 
LEMA 3.8. 5iu1 e; 1111 lor11t.o dt: orrlcu 12 /il"·'· de TT5. l·.:11toucc: ... , fJÚ;/t' :r E \'(Gº) 

/Jr:1uo ... 11·",.,,;,,. l la!!.•i1nosla por co11tl'adicciti11. ( '01no r;.- es lil1n• dr "f'Tr •• por P2.!J y los Lr1nas 
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todo ... E \'ñ(C.'). Por P3.9. f\'5(G)I = /\{¡(G)J = fi. Sc-•t .1· E \ ~.(C:}. esto es:, (N+(.r)) ::::::: UT~. 

Tcncn1os: 

IJ. Si j e N+(.r) con f,V-(j,.:r)f ~ ;1. r:utoucf'~ (1\"-1jJ) 

implica IN-(j,r)I = 2) y (N-(j,r)) e TD(X-(.rll. 

12. Siy0 E \'3(.N-(.:r)) entonces (1V+(y0))::::: S"Tti(puc-s (.\'+(y ... ))~ RT5 irnplica.2 = f,Y-(.r)n 

,V+(11.)I). 

Sea B = (\i(G)}. Puesto que l\'(B)f = 6, C'!Xiste !I € \"f/I) ~011 f1VH(9)f 2=: 3. y por (/2) 

JJVR(g)f = 3 con J\r8(9) = \.-2(J\'-(y)): podernos tornar. !-.p.J!. .. . 1· = .'I· Entonces. J/\'+(l,· • .:r)I = 

:!. para todo l..· E 1V-(.z-), y Jiay l:! aristas de .Y-(.r) ;1 .\"+{.r). Por(//) cxistcu a,b E iV+(.r) 

ro11 (J\'-(<1,:r)),(1\'-(l1,.r)} € TU(A"-(.,.)); ~ca11 1:, = (.\"-(o ... rl) y 7~ = (1V-(b . .r)). Veamos 

•111c Ta y Tb CSliÍll cu 7;(J\'-(.:r))U7;(.\'-(,;r)). Poi· t•jl"lllJllo. p~ ..... r ... r,ornoen uv-(")) <== 5'Tr. 

por (/1)) r.I triáugulo T .. cuhrc a .r. 1.·~ decir. u E Vi.(G) ~· "/'., t 7;(.V-(a)) (P2.fi). apJir..awfo 

(/:!)en \'3(1\'-(a)} se deduce j\-'(7~) n \;;(0)J? :!: JHWslu q111• \ ~(.\'-(.1")) C Vio(G). S<! timw 

Ta E 7;(:''\"-(.r)) U 7;(¡\·'-(.r)). Por tanto. l'Xi~t1• /,~E \_;i(.\"-(.r)) nm Ir,,.€ \·'(T,.) n \-"(T;.). 

En vista dr •1ut_• f /\'+(/1..- )J = G -(/!:!)- y { "· b . .1"} uf.\"-+¡¡,~ ) n \ ~( .\"-( .1· ))J e Vi.( G')n ;\·+ {11.,_.), 

~r. lienc f\-S(G) n .V+(h.)J = 5 _... exist<- 1111 1í11iru \'t:.r1in· J~ t \ ~.cr:1 t·o11 f_.. E J\"-(/1.r): f,,. t•:-;; 

c.-1 vértice rn \•'..z(¡\'-(.r)} n l\'-(11.,_.). 

Observe• tpw h,,. E 1·;.,(c;r) co11 i11vr1·i11dad d1• 11tdt•fl 1 1·11 (\~.(C." )). ('01110 <"I Lr111a :L..., sr• 

r111nple en e: si y sólo si se curnplt• ru C.", pod<-rnus s11pn1wr-. :-..p.J..!; .. qt1<' rxistr j E \'"r.(C:) ro11 

i11vr.ri11tlnc.J de ordt•JI I r.11 (Vi,(G')), esto rs. l.VH (j)I = 1. E111ni1•·<"~. p11Pslo q1u-. L:.-eH !1\'H(r}I = 

!E(l1)J = 15 y por(/:!) /J\'8(1)/:::::; :1 (pilra todo t E \"(/J)). <1pi1J'lt' dr ..r~ existc11 otnls trrs 

vt:.rtircs y,=• q E \'~,(G') co11 i11veci11diides tl1! ord1•11 :1 .. 11 (\ ~.((.")). 

Fi1rnln1r11tP. si h
31 

F /,_.. c·utonces. poi i-rr ¡.\'-+(/,~ 1 n \~.(<,')/ = /,V+(l, 31 ) n Vi.(<nl = 5 

y 1 Vio((;)j = íi. M' dd>t~ rurnplir l.\'+ (h.,_. h.,, )j ~ ·L i111pli1·;111.Jo 1¡111• ({!t_. .11!1 } U .\'+(/,_. .. /1 11 )) 



"" = ''~· .v f= =J.,= J~-· Dr. iu.¡ui que {.r,u.=~'I} e ~\·+(l,~.,/r) y ({h.a-•/,3 ... r.y,z,q}} contiene 

a r1:,. • 
TEOREMA 3.9. Sea G' 1111 lon1co de orden 12 libre de TTr,. Eulmu·r' .... G es isomorfo n 

8Tu_. 

l.J1.:11u1.~,,.flt:iñn. Por los l..ernn.s a.7 y 3.8 existe :;r. e \.'(G) C011 (N+(.:r)) ::::: S'Tr. o {N-(x)) :::::: 

ST~ .. Clarnnl<mtc podernos sup01u·r, ~.p.g., que (~V+(z)) :::::: S'l& (pues ST12 ::::: S'7'f2 )¡ entonces, 

(.\·-1 . .r))::::: ST6 • Sea N+(r) = {fl.b,c,c/1e} con10 en la Fig. 3.:J. 

N (x) 

Fig. a.3: Exisb• :r E F(Gl nrn (N+(..r)):::::: S"/~ y. por ta11tn. {.\'-(.1·)}:::::: STr.. 

Puesto 4uc IN-(d)I 2: 5, a· E .V-(,/) y {1:} = s-(,/) n N+(;r). tr11cnlos JN-(d,x)I;:: ª· 
c¡tu- i1nplir<-1 (/V-(d,x)) E TD(G) (pues G •"s lihre dt• TTr.) y ¡,v-(d)I = .';. Sen J\'-(x) = 

{ru.11 ..... j.J.·./} con jkl = (N-(1/ .. r)), {ru,u .... } = /\'+(,/) n ;\'-(.r} .v .... E N+(u). Observe 

tl.. (,'\'-(,/)) ::::: S'lt. (pues (S-(1/)) :r= CJTr. --Lenia :J.T-· y i\'-(1/) 

j.l.·.I E N-(.r)). 

{1··,j,k,/,x} COll 



t2. l1Y+(<.) n {j,i·.l}I = 2 -·P•"· (//). 

C01no (.V+(,/)):::::::: STti con u&· E 'l'D(.V+(J)). por P2.4 ha~· cuatro casos. 

Ca..<o l. nbc E T,(N+(J)) 

Tó1nesP. s.p.g., a ni como d cent.ro de abe en J\'+(J) -P2.6; entonce:;,. a, b, e E J\r-(ni) 

y u ...... e x+c1n) (Fig. :J.4,.-.). P11csto <1ue 6 ~ JJV-(m)f ;:: l{a,b,c,d}I + IN-(rn • .r)I ;:: 6, 

tenernos (.Y-(111)):::: ST6 ~· J~'\"-(,,,,.1·)1=2. 

\·, .. amos Jo,s direccione:-; t.Jt• h1:"> .;1ri:o01a.s en (,V-(.r)). Como jk/ E TO(JV-(:r)) y mus (j! 

TD(.\'-(.r)). por P2.5 y P:.?.C1 t"Xil'-11"• d centro y E {rn,11,."'} de jkl t•n (,V-(:r)), <JllC no 

es 11 (put_•s" E N+(111) n .v-( ... ¡l 11i ,,, (pues f1Y-(m,.r)I = 2 y .•,n E .:V+(rtt)}. ·~ cJecir. 

·" =y. Entonces, j, k, /E ,V+( ... ) y d1.• P:!.6-ii obtenemos J\.'+(w) n {j. l..·./} ::¡é 0; por ~irnetria 

1»orl~n1os ~uponcr. s.p.g .• j E .\' .... (111) fFi~. 3.4.b). Por ta11to. P2.3 im1-.lica k.l E .N-(111) 

y ju~-. = <~V+(m) n ,v-(.1·)) E T/J1S-(.r)): y ~omo j.~ E .v-(1..-). también por P:!.G-ii 

n E .V+fJ.:) . 

. ·\hora. cousidcrc111os el «<m.iunto s+(,-). Puesto que (JV+(,/)} == STr. P.11 G"" -por (1 /)y 

P2.!J- y j.k.I E .v;; .. (s). ClllOlll"f'S olJlt•Jl(OJlln~ 1111 t"H.SO Ht1álogo al prr~sCJllt• si IOrtHt.1110!-i r: ..... ,¡y .r 

en vc•z de e: . .r y ti, respec:tiva11u·11I<'. t"ll c•I c11•d' juega el mis1110 JHlJH .. I. De aquí que• podrn1os: 

supOll<"f. :-;.p.g. .• IJ\"+(,.;)f = fi t"ll (;, ~utc~ qt1P '" E J\'-(r-:). pues ,'\'-(1t1) = {a.IJ.r.d./.·.I}. 

Por Sl"r (i = li\'•(r-)1 = J{o.,/}j +l.\'+¡,) n {j./.:./}I + 11\'+t, -, n {u .... }! . .¡,. (/2) obtt•11t•mos 

u.~ .. E,\"+(,). Tambic~11.j E "\·•11 J. p110•:-- •·11 ca:--l> contrario ({j.1.l.-,d.11}) ~ T'f~ .. 

Fi11al111ent,•.ron10 ¡\1+(r11) = {• .. /.11 ...... .J·} t'Oll u, ... ,j E .V-(.r)n.V+(,), 

(N+(n1)) ~ R'l"r, (P2.10} y (N+(w)) :;e .... ·r~. (P"Lfi-ii). que t·~ 1111a eu11t-r;11lic-cic'i11. 

Aquí trncrno~ ({ru.u.~ .. J> = ·¡~,(.\'-+(,/)). Suponga. s.p.g. .. qm· (J\"-+(r/)} eos como t•11 La 

F'i~. :J.-1,c. Nott.~ '111'~ t· E ,V+(rnl. p1ws .ft• 110 st•r ;1:--i. n>111n 1·.,/.r.111 .. 1· E .\"-(a) c:o11 ,._d.r E 



~~b 

(a) 

(g) 

(b) 

(h) 

(e) 

(N .. tr}) 

(r) 

Fig. 3A: Existe :r E V(G) cou (A"+(.r)) :::::: S7".,. a, b: C<tso abe E ?;(J\'+(tf)); e: Ca.."iO 
abc=T:J(J'V+(d)): d: Caso nbr.= 1'0(;\.'+(d)): e, f, g, h: ('a.-.o abe e 7j(,\"+(rf)). 



.\'+(.r) íl .Y-(111). por P2.6-ii y P2.JO (1V-(u)} =::: C)Tr •• conlradidcndn c•I J.1 .. 111a 3.7. Tamhié-n 

clclu•mo~ hmcr l.N+(e)J = 5. ~·;t que JN+(r-)f = <i Ílnplica por (/!!) u ..... E ,\'+(ro) (pues 

b, c. 111. ;,r E. ;\"-(e)) y ({c., d."•"--.. }} =::: TT6 • 

Por P2.r.. d triángulo mus E {T0 (JV-(r)).13{.V-(.:r))}. Si 1nns = '/C1(.Y-(.r)). entonces, 

para lo.Jo: E {m,u,s}, 5:;; 1.v+¡:)f =IN+(:) n .v-c.rll + i{x}I + ,,,·+¡:) n {n,b,c,d}I + 
f,V ... (=·1n{r }I = 4+IJ\'+(.:)n{,,,}J. es decir. r: e J'\"+(:). implicando ~\·-e,) = {b. r.111, n.s,x}u 

(.:V-(1.; n {j,i·.,/}] = 7 -por(/!.!)-. que contradi<"c P:J.9. 

Por 1..auto. rnu.s = T3(~\"-(.r)) y jkl = 7~ 1 (.\"-(.3·)). Como jlk = 7~j( .\'ri· (.r)). :o;i ahora 

co111""idc"'r"Hlllu~ G"'. 1/ • .:r, j/Á-, nt ... ~n y acb, <!11 \."r?. de G • .r. d. e1bc. rnu ... "' y)/.·/. 1·<.•sprctiva1ncntc, 

¡1or (1/) ohh•ne1nos un en.so análogo al pre.scn1eo c11 rl <¡ne'- juep;n c"'I 1ni~1110 ¡mpd. Esto 

irnplira 1-\º•t, )J = J.VJ' .. (<.)I = 5. <¡ue es mm coutnutirdón. 

E11c·~rc·1:<1?"0. ,,,,,_ .. = ~I'3 (JV+(,/>). Tt)111c'i"t". :-:.p.g .• (.:\"+(</)) 1·01110 c•11 La Fil,!... ~l..J.d. Conro 

por(//) {.\"-(d)) :::::::- S'T~. ton1;i11cJo Cr'",1/ .. r.j/J.- y"'·"'"· 1•11 vez d<" rr' •. 1·.1/.u'-11· y"'"·"'· rrspec

tiva111rutc.•. oht<"11r1nos 1111 caso a1¡¡.\Jo~o al pn·~c·11tt• o ¡tJ r;1so JI. Pnr 1;11110. d1•lu:n1o:o; h!ncr 

j.,·+¡, 1 n {w.u.~ .. }I ~ :2. 

Por ~ .. I' {.\'-(u))= ({('.d.r.11 .. -. . .1-}) == s·1;, 1·011 .l" PI n•1111·0 de· rrr/ ..... "·''E .Y-(u). de 

P::!.fi-ii !"•" cll'd1tc1·, E ,\'+(11). in1plic:a11dn "'··"'E .\"-+(r·) y ({r.1/ ..... a,111}) == T1t .. que es una 
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t.•11to11ces, a.b,r. E .V•t111) -por P2.6- y"··"' E .V-(ru). 

Veamos prim<'ro q11t_~ J¡¡,s direcciones de las aristas en (N-(.r)) son cotno en la FiJ.?,. :J.-1.c.•. 

Puesto que ({1n.11. s}) ~ TD(N-(x)), por P2.5 y P2.6-i existe el centro r E {Tn, n ..... } •I•.• ji.·/ 

en (A'-(x)), q11r no es~. ya que s E .N-(rn) n N'+(n). Sabc1nos c¡ne J,V+(1n) n {j,1..·./}I $ :! 

(pues a,b,c,:r E _v+(m)) y n,s E JV-(rn): de aquí que r =u con j,k,l E N-(u) y rxistc 

t E {j,k./} n :V-(ur): por simetría podetnos tomar, s.p.g .. t = j. Entonces, .... u.j E 

,V-(1n,x), y J>Or P:l.3 rl triángulo ~ .. ju está en TD(N-(r)) y k.I E ,v+(m). Finnlnwnk·. 

con10 ({ru,k·.j}} ~ T/.J(:V-(;r)) y "'·Í E N+(s). de 1'2.3-ii SP deduce k e ;V-(s). c¡tu.· 

itnplica s,n,/ E .Y+(J.·) y ..... /,, E T/J(1Y-(.r)). 

Ahora, prob-.n•1nos que d conjunto 1V+(e.) y las direccio11cs de :sus aristas so11 corno '"11 

la Fig. 3.-1.f. Co11sid1•r;111do c:c con ,¡y ;r, en vez de G . .1· y 1/. rr!spc•cth7uncnte. ol.1r1u~111us 

1111 ca.su autilngo al prr?O•"nl~. pur { 1/). cu PI que t; jur.gn el 1nbn10 papc•I. Por tanto. pn1le111us 

~11po11cr. s.p.J.!. .. l.\"+('-)1 = G ,~n G. 

Pu,~stn c¡tu• .\"+(111) = {a.li.r.l.·.l .. r}. 1lc· 11t•lu• lt"ncr .\"-(ru) = {rl.t-,j,,, .... }: 1·01110 

({j.d.t"}} ~ 7'/J(.\"-(111)) y j.1J E .\"-(t1), por P2.:l-jj y P2.10 c•I '\'f".rtice r: E .'\'+(u). Por 

"'r 6 = ¡.v+¡,_¡¡ = I{.,_,¡_.,,¡¡ + ¡.v+(<,) n {j.k,/}I + ¡s+¡.¡ n {.•}I = :-. + ¡,v+(, 1n1-•)I. 

st• si~tir. <¡lle!-" E ,V+(,). Ta1nbi1".11 j E /\'+(e··). ¡nws .... es el cent.ro <h! uu/ en (.\'-(ru)) y 

u.1/ E _.\'+(j). Fi11al11w11t1!. vt•a111us que /.- E .V+(,_). 'lº'" irnplir;i -por (lf.!)·· I E ,'\"-(e). Corno 

{."\'+(rn)} = ({a.lr.r.l.·./ • .r}) ;;::::= .i.,·7;,. y :r t~s ("I ccntrtJ de abr ,~11 (i\"+(r,,)). por P'.!.(i-ii 1•xi:o-t<• 

r E.'\'+(/..·) n {u.b.r.}; d1· do11d1~. ;\"+(J..·)= {r.d.J. u,, .. ,.r}. implic;11ulo ,_E .\'-(J.·). 

~rt•11cmos ;\"+(<·) = {a.<l.j.J.·.m .... }. Por P:!.~i-ii el tri;í.ngulo <lM" E 'J'D(;\"+(r.)). put>?

u.s.111 E .V+(cJ) y" E .·\'-+(m). Ü•! aq11i q1u- akd = (N-(s) n N+(r.)} E TD(N+((;..)), y por 

t•111to ajm = (,/\"-(k) n _.'\'+(r:)) E T/J(¡\'+(L)). 

En scg.uid;.i vcren1ns •pie(.\'-(. .. )) l'S corno 1•11 la Fig.. :L-Lg-. Note c11u• ... E V1(1'\"+(,J)). pll<'~ 

... E \·~i(:\'+(d)) implic<i b.c.m E ,\'+(.-.)(ya q111• n.11 E :V-( ... )) y ({b.r.111}} E T/J(¡'\'+(1/)). 

1:011tradici1~11du b,c E .'\'+(,,1). E11h>1u·t~s. 1•xi.:;t1• h E {li.r} l"Oll /¡ E ;\"-( ... ). q11c· itnplira 



(¡'\'-(.s)) = {{a.h,d,e.l.·.n})::::: Sr,,. Por ser n.h E:;Y+(d). de P2.5 y P2.G se <ledncr 

Ja existencia del centro de el.·u cm (iV-(s)) .. que dc-l:u.• ~t.·r. h. ·pues d E .V+(f'.:·) n N-(n) y 

a E .JV•(~) n ,V-(k). De aquí qm.• t:.k.n e J\'+(/,) (pu<"'~·f'; e .N+(J,)) y <1,d e .V-(/1); esto 

signitica ¡, = b (y e E ¡'\'+(.s)). Com<> n,b,n e ,\'+(d). tent-~fllOS abn e TD(JY-(s)). Adenui. .... 

" E J\'+(c). ya que ({e, m,n}) = (S-(a) n N+(d)) E TV(X+(d)). 

Por tanto, 1V+(a) = {b.j. l.·. l •. ,;) (pues N-(a) = {c. ti. t.. 111. u • .r} ). y sólo resta conocer las 

dirr.cdones de algunas aristas <"'ntn• {b. e} y {j, k, /}. Pu••=--to cp1t .. ,\'+(ru) = {a. b, e, k, l,x} con 

b,l.·.I E ~Y+(a), entonces bkl E TD(.•V+(m)). Como ({b.c .. r}) .-¡_ TD(1V+(,,,)) y b.z e s+(J). 

cJr. P2.3-ii se deduce e E /\'-(/):e.le• donde, akc = (N-(/)n.\."+(111)) E T D( ;V+(ru)) (F'ig. 3.4,/1). 

Finallnf"'11tc. en vista de que (.\"-(u)) = ({b,c, 11,j. 1.-. I}) == .-:-·"/~ .. ~·· n1111plc .i e 11i/+(b,c). pues 

l•J•I = (.V+(l)n ,V-(,,)) E TD(S-(u)) y b.d,~· E s-1rJ. 

ll•!tnos visto que lits dir""rciu111•s de las arista:-: c.•11 (," '' r,· ··~1;í11 fija=--. sal\·o iso1norfis111os . 

• 

. ·\ c.ontinuació11 vcre1nos. 1n,•dia11tt~ un cjr.rnplo. cpu· Ji;i~· 111;t ... d1~ 1111 torneo de orden 11 

lilan• J,. rr.~. Sen S7'i 1 r.I tnrtll"O circulante de ord("IJ J 1 i1uh11·id11 por los rrsiduos ctrndrático~ 

(1111111. 11 ). es decir. por t:I co11j111110 { 1. 3, ·1. .:.. !J }. 

TEOREMA 3.10. El tnrrno .':•T11 t ... lil1rr ,¡, '/'"/~. !t "" ,_ .. ,,¡ n111fr11ido '" ST1:1· 

/)*:1110 .... fr1icián. En [IS) se• prucha que ST11 PS li1tn• dr T"f~ .. l>ar<-t '\'("r que .~"T11 110 cst;i 

1·1,:>11t.·11i<lo Cll S1'1:t• ("011)0 s·r11 rs r<.·gular. !-Ólo 1H'l"P:-.Íl•tl110!- \."1"t"lf1c-ar qtH" 11i11gtin sul,tnrnt_•o de 

orclcn ) 1 1!11 ST13 es regular. Sc~a11 :r,y E F(STu) con !I E .'\""* ( rl y st••t /1 = S7\:1 \ {r.y}. 

Tóm•!SC cualquier vc!rtict• =E s+(.J·,y). E11to11n·~. IS,~(=)I = fi ~· IJYj/(=)I = •1. es drcir~ JI 

• 



CAPITULO 4 

Torneos Libres de TT6 

ll1•11H•~ vi~to cp1e Jos torneos rnás gritndes li!Jn.•s dt• T76 so11 de ordP11 J:i. de aquí que los 

1or11r11!'- 11uis ~rnndcs libres efe rr,. SOll dt• ordt. .. 11 n lo nHis 27. En [21. :!~iJ S<- dan dos ejt>rnplos 

1f1• lorru-o~ t_·u11 estas carnctcristicas, es t.h~cir. n(:!7) = 5 y !JI(.':,} = :!i. Eu este capítulo 

pruhoin10!'- 1¡11r c·sto~ dos lornf'OS son iso1norfos: n10is prc-cisa1n1•nte, vr.111us q111~ <"Xist1• 1111 1i11ico 

tun11•0 • • '":-ºTi-:-. d1! orden 27 Jibrc de TTr.. 1it111hit~11. =-11nilar1111•111<" a e-orno !'illcf•dc f'll torneos 

Jil1r1•!-0 dc• 1'T1 .v dt! TT.,.. prolnunos que..• ~,;Jo li••.v 1111 1or11eo. 5'7'211 • dt> ordt!11 2Ci libn· dt_• 

·¡··¡~,. :\cl1•n1;ís. prt!scutarnos varias J>l"ºl•ie1Ja1Jrs dt• ,..,·7~7 y S'l'-¿,;. lit.s c11<1)t's 11tili2arc1nos ru el 

~is;ui .. ut .. ro-1pít u Jo. 

TOH.':F.OS DE OHDEN 27 

SP :-ni u• fJUl-" t:•Xi~ten torm•os rft• orrfl"ll :.!7 Jihrr~ rlr TJ;, {:!J. :.!:ij: <h• Hr¡llÍ 1•11 adcJa111t~ . .'ét'J'r; 

dc•1101aro-t 11110 cunl<1uiera d<~ ritos. C~<>rno vcrr.1nos 1•11 1~! ·r,·orrn1a ·1.!I. _r;,·7~-: 1•s •~st•11ciaJnu~11t<" 

ti11inJ. :-alvu ison1orfis1nos. 

Por J>;J. J y P:J.2 r.s claro <pw: 

LE1\1A 4.J. Lo.o; lnnlf'OS nuí ... yraudr.o; libre .. 1h '/"1~, ·"º" ,¡, on/r11 ".!T . ..11/t·uuí~ • .... ; :r E 

LEMA 4.2 . . ':;""' .r 1y E \'"(.S"'J~;} ro11 y E N+(.r). l:."nt011n .... st: liou (.\'+(x,y));:::;: S'l'r., 

(.V-(.r.y)) =::;: _._, .. ,~ •• (N+(r)n .\"-(y)):;:::;: S7;, y f;'\'-(.r)n 1\·""'"(y)/ = 7. 
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LEl\IA 4.3. Su111 .r,y-.:: E \f(S72,.). l::111011rr .... l.V+(.r.-y . .::-)1 = 2,3 "·I y J.V-(.r.11. :)1 = 2,3 

o 4. A,/111ui~. l.V+(.r,y,::)j + ¡ .• Y-(.r.u.:)I = G r.11t11ul" ({.T.y,:}) E TD(ST-.17 ). 

/Jt:mo ... /tYJrióu. Suponga. 1>rinwro. que ({.r.y • .:}) tt, TD(ST~,.). Jiga111ns • .ru • .r::.11: e 

E(ST,,.). Como (J\'+(.r,y)) ~ STr. (l..t-!ma 4.2) y:: E ... V+(.r,y). de P2.3 :;;e deducr. j.V+(x,y, .:)1 

= 2 o 3. SiJnilarmcntesc puede prolutr 'tue IJ\~-(.r.y.::)I = 2 o 3. 

Ahora ~11póngase ({x,y • .:}) E TO(ST'l,.)• digamos, xy,y:,.:r e /;:($"/2,). Veamos 

primero <tut• ¡,v+(.r.y,:)I + l1V-(r.11.:l1 = <i. Sea r = ¡,v+(.r,y,::)J. Por srr )1\"+(y.::)I = 6 

(Lema •l.:!} i-t" tiene 6 - r = j.·'\'-(.r) () ;\'+(y.:;)J. y COJllO l1V-(x) n J\1+(::)( = (i y Y~ .N-(.r), 

e11to11ccs ¡.\'-(.r.y) n .·V+(.:)I = (i - (b - r) = r; p<"ro l·'\'-(.r,y)( = fi y.; f!. .\·-c.r.y), que 

itnplica 1.v-c-r,y.::)I = 6- r. 

Para h~rruiuar. sólo nect~:-itan1us Jffulmr quP l;\"+(J", y, .:-)1 < ~. puPs aplka11du este rc

~mltudo r11 .~·1-;,. se <h•ducc (;\'-(.r.y.:)I < :, 1•11 . .:...·T2 -:. esto rs, l¡\.'+(.r.y.=)I > 1 4'11 ST2 ;, 

por la igmildad <lcl p•irrafo n111t•riur. S11¡ul11µ,;i~t· j.\'+(.1-.y,:)J ~ f1. ("01110 (.\'+( .. r,y.=)} C 

{N+(.r. y)) == 87~0 , por P2.S. P:!. J 1 y P~.:J-1 t•xi~1·· ,. ~ .\'+(;r, y,:) cn11 l;\'+(.r. y. :)n..V-(r)J = 

2, C!S dPdr. 1-11 (/\"-(u))(:::: .~ºT1 ;,) c•I t ri;í11µ,11lo .1·y: r111on• ~i1lo dos vért icrs. 1·0111 raclidenclo P3.8 • 

• 
LEMA •t.4. Sw ({.r.y,:}) E TIJ(ST,,¡ s; ¡s+c.,·.y.=)I ""'3 (r'-'1'·· ¡s-(.r.y.:)I:::::: 3) 

r;nlnuruil (,\'+(:r.y,:)) {rt8/'·· (o\"-(.1·._.,. =1)) nJnl1t11r u11 1irur·o lriríu911/o dinf/i<lo 'T; rult.uuí .... 

c1u111do !;\"+(.r,y.:)I = ·1 (1-, ... ,, .. j.\"-(.1·.u.=)l = -IJ. r ,.,,¡,,., (rr~p .. T ,._ .. '""'"''"'ºpor} d o/r·o 

,_.¡,_.,,,,,,,,, ,¡, ;\'+(.1·.y,=) (rt-"'/J. .. '\'-(.1·.y.=)} 

3. Si no existe u E N+(.r.y.=) co11 ¡.\"-(1·)n _\"+(.r·.y.=)I > I, claranw11tc~ (,\.'+(.r.y.=)) E 

7"D<~"'·7~7 ). Y si exish-11 ,._,.,_,._,E .\'+(.r . .11.=) nu1 1·1.t•., E /\1-(1•) 1•111011f'PS, puesto que 

(1\'-(1·)) == ._',.'1'1:t ( LPllHI -1. l) y .r. y.= E. .\'-( ,. ). )'01" p;¡_s c·xi~ll· ,., E .'\'- ( 1•) n ;v+c-'·· y,..:-) tal 

que ({1•1.1•_,,,..,}) E T/J{;\'-(1')). • 



Para los prin1eros LPtHit!li (hasta el Lema ·t.101 ~t1pn11drc>111ns fijos dos vértices .1· y !J dl~ 

\/(ST27) con y E N+(,·). S<•a11 .-\ = (N-(x,y)). IJ = (.\"+(.r) n .v-(y)), C = (J\'+(x.y)), 

D = (N-(x) n N+(y)} ~· C = (N+(y)) (Fig. 4.1 ). 

N(yJ 

N+(-,·J • G 

Fig. 4.1: A= (x-c.r.y)). IJ = (.V+(.r) n ;1:-(y)). (" = (.Y+1.r.•1)) y D = (N-(.r) n ,V+(y)). 

Ob~u~rt•arfr;,, .(./. Si TE 7'/J(C). r11to11cr_ .. :1 /u 1n•Í ... 1111 ,.,;,.rirr ch• ;v+(y) cul.JrP :1 T (pues 

rn ca.so c:outrario s•~ 1t~11<lria JS-(T)n .•\"+(y)I =a (P:U"'J y. por 1a11to, JA.r-cr)I ~ ¡s-(T) n 

N+(y)I + 1{.r,y}I = r;, <:ontr;ulidrndo d Lerna .J.:J). 

Obst:rl'11cidu .(.!!. Se c11111pfo /\'+(7;,(C)) n IJ 

x+ = e y x- = HJ. 

LEMA ·1.5. Sr:a R E ?í(C) y"'" t,, rl d1111t11tu ,¡, .'\"-+(.c!I) rubitrto po1· U (P2.6-i). 

Butoun ... , i) JV-( R) r." cfr la /1,,·11u1 {<1u, .r. y. el"}. ''º"a,, E \ '("/',(A)). dH E \/( D) y ;r. y, tlu E 

1V+(aH); adeuuís, ii) /V+(u,.,::r.y) =U. iii) J'\'+(.1·.y.t/ 14 ) = Uu{I,.} y it•) o,.:¡!:."'" y1l,. :¡!:. d,., 

"2!1 



l""Yl cada Se 7;(C1 """ S #:U. 

/)r:_u,nstrac-ión. Sea., e \'(7:1(.-\)). Como (;V+(a) n .Y-(!11) = S1;t (Lema 4.2). St• ti•·•w 

IN+(a,x) n . .\.~-(y)J = 2: y como l.V•(n. x)I = 6 y y E .:\"•(r1 •. r). s" clC"ducc IJ\'+(a • .r.y)! = :1. 

A<lemá.s, puesto qtH• (.V+(a,.;r))::::::: .ST., y y cubre a. ,v+(a . .1·.y). por P2.6-i (N+(a •. r.y)} ··~ 

tlll triángulo dirigido L t.lc c. E11 VÍ="ta .. te que tN-(f ... )I ~a y Jº. !I E .:V+(a), por r.l Le1nn ·1..1 

existe d E \/(D) (es dc•dr. :ryd E TD(ST:n)) tal que J\'-(L) = {.1·. y.d, a} y :r,y,cl E .\"+(,,). 

Veamos que L E 7';(C). S.:• ro11tradict"! t>l Lema 4.:l si /_ = 7(,(C). ya que IN+( L ll ~ :t 

(Observación 4.2) y J.V-(/ .... )( 2: l{a .. r.y.d}I = 4. Si LE Tj(<º). ap1ic-ando P3.5 (con ST1:i = 

(N•(x)) y.\"+= (.V+(.:r.y))) d••<lucimos IN-(L) n iV+(:.dl = :1. lo cual implica l·"-l'-ll ~ 
¡;V-(L) n ,V+(.:r)I + l{.r.a.cl}I = ti. que no es posible (Lc~111a .1.:1). Finalmente. su1u>11J?;a:-f' 

l = T:s(C.'). Co1110 (.\º+(a,.r . .11)/ = l.. ~e c11n1ple a E .V+(("\L). es decir, a E .\'+('l~1(CI) 

(P2.5); 11or )¡, Ohservacic;n •1.:! y t•I Lt.•ni.n •l.4 N+(Tu(C)) = T;,( B) U {a} y a E .N+cr .. 1 JI)). 

co11tradicit.•11Üo P:l.7 (co11 ·""Tn =(.'\'-(y)). X+= By x- = .·\). 

Por la11to. L E Tj(('). St••• t rl t·lc•mcnto tle e· •·11l,i1·r1•' ¡mr L (P2.G-i). Ddu•nuls 

1c1u~r t E .V+(d). pur:-: 1·11 r,asu ··011\nu·io. co1no /., e:-; c11l1ip1·1u c~11 (JV-(t)} (::::=::: • .;..·r1_t) p11r 

.r y y, <led11ciria1nos de.• P:l.S la t!Xistt•ru.·ia de tl' E .V-u) tal que ::J;yd' E T/J(.V-(1)) y 

x,y.d' E¿'\'-(/..). qu<• i111plic&1ria ¡;V-(/.)\ 2:" l{ti,.:r,y,cl.r/'}\ = ;,. 

Ento11cPs. :si U= J •• :<0c· r111nplP11 la:-. propiedadl•s i-ii1 c.•11 1•:-.ta U to1na11do tu= l. u,,=" 

y clx =el. Por srr" PI ií11ic-o 1·h·11w11to d .. V(T'-,(A)) q11•· cubn~ ~' /.,y IV('l~(A))I = 17;u·.i 
(P2.4), aplicando el au;1lisis a111. .. ri•ff a cada Plr1ne11to cit.•\ "(7" { _.\)) tk·d11ri1nos qtu• ('S1il!'- tn·:s 

propic<louh·s se curn11lt>11 t.•11 1·a•la 1•l1•111t•nto de 7;(C:) y r¡•H' u,. =f. o,., para todo S. HE T~(( º) 

con S ..¡: R. Finalmc:nll•. si PXi~tP11 .5. H. E 7;(C) ··011 d,~ = rl, •. cnlo11ces R U{!,..} 

LEMA 4.6. Exi.~i/t '"' 1ÍllH"O = t: _.y+ {y) n ¡'\'-(J") tnl 1/llf 1.-Y+(.7º. !J. =>I = 3: Uffrmrí~. 

(J\'+(:r, y,=»= 'l3(C) = T,(s: (= )) y (:V+(r.yl n ;v- 1 :)) = ·¡;,(«) = '!;,(N,~(=)). 

:m 
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hny (i x ti- 1r1 = 21 aristas de D H e·. l .. or olro lado. por el Letna 4.5 cxislr11 <1 1 , tl2 • ,¡3 E V(D) 

cou l.\"+(.r •. r¡.d¡)I = 4, para i = l.:!.:1. Por tanto. porst.•r ¡,v+(.r,y,,/)J = 2.:1o·t1>ara cada 

d E l'°(/Jl. •lr.bernos tener V'(D) = {d,,tl~····•'J.,.:} con IN+(x,y,d,)I = :?. 1rnrn i = 4,.5,G, 

y ll\'+(.1·.y.:)I = 3. Del Lema -1..1 !'•'! ~iguc <1u~ (JV+(.J·,y.:)) es un triáng11lo SE TD(C). 

Proht•nto~ que S = T 3 (C). P1ws10 <¡uc cad;1 TE 7i(C) es cuhicrtn por \In vértice de 

C (P2.fi-i) y. por el Lema 4 .. 5. raJ<1 T' E 7;(C) rs n1hicrto por un ti,.; E {1,2,3}. de la 

Olh~•~rvacitju 4.1 se sigue S = 7~1(C) o S = T 3 (Cl. 

S111u;11gotse S = T 0(C). Por In Ohs,~n-.u_·iim -1.2 IJY+(S) n BI = :1. y como x. y,:: E 

JV-(S'). por· •·l Lema 4.3 s<· tir11t• .\"+(.' .. .") n .\."+(y)= íl y lV-(8) n J'\'•(y) = {:};por ta11to, 

ton1a11dn .5T13 = (~r+(y)) (= (",'). x+ =(.\"•(y.:))." .v- = (N+(y) ns-(:)). el triiingulo 

S t.·umph'. tlr las propicdnd..-s l':l.·1-:J.7. súlu Jl:J.7. 1~slo C!'i, S = 1;1(.\",°!"(=}). P11csto (ltlt? 

(N+(.r.u . .=)) = 70(C). por P:?.:-1 (.\"•(.1·.y) ns-(=)}= J~,(C). Aplica11du d L1•11rn 3.2~ COll 

S1',~, = G.r· =:.Al= e y¡.-="/;,('~). uh1PIWl1'0l' T::,(C) = Tu(o'\';(=)) y ·1~1(G.) = s = 

T:i(.V,"'!"(=)J = Tt((T0 (C) u T.1(<_'))) = T~rC). r¡m• 110 1·¡.: posible-. 

Por tanto. S = T 3 (C). y por· P:!.:, (.'\'+(.r.yJíl.\"-(:)} = '/U(C). Como .r.y E ~r-(Tu(C)) 

y por In Ohscrvacióu 4.2 {=}u1;1(ll) e .\'+("/0(<")), tlt•l Le1na 4.:J <l1•d1wimos J\';(Tu(G•)) = 0 

y JVt(7i1lC)) = {.=}. Sea u 1•l t1·i;í11g11lo der.·· i11duddu por \/(Tt,(C)): l!lllOllC<."S, u e JVri .. (:) 

co11 ,\'<!.(U)= 0 y :Véjc.(li) = {:}. q11t· :..i¡.;11ilit-;1 /1 = 73(A",1.(=)) (por P:i.·1-3.7). es clccir. f'l1 

e~·. 7f1(C) = 7f,(N¡;(:)). Ad<"m•i~. <tp1ica1ulo l'I Lr11w :1.2. ron . .,.T,:, = (",'". 1• = =· /\1 = C'" y 

F = C'" \U. ohtt•ric-ntos 7;1(C) = "/''.,(.'\.";!"(.=)). • 

Sea fu: l\f-(y)-+- JV+(y) la f1uwiú11 tal q11t• .f..,(h) = k, '10111.lc k E;\'-(/,) c:o11 ¡N+(h.y,k)I 

= 3. Note que f 11 es inyccth·<t. ptu•s si. dig<t1no~. <"'Xist icra u E 1\'-(y)\.1· cm1 : = / 11 (x) = f 11 (v), 

1mto11ccs cid Lc.·rna anterior st• d1·d11ciría .ry=. r·y= E TIJ(/\"-('F,(C'))). ruutradirieo11do d L<"nHt. 

4.4; por lanto. f'll es hiyrct.ivn. 

LEMA 4.7. Sn1 = = /!l(.r). Euloun.-.. (,\'-(y.=)) = (7(,(A )uT~( /l)) y. 1wr Imito. (JV-(y)n 

:11 



S+(:)) = (7;,(.·I) u {.r} u 1;,(H)). 

Demoslrru_·11í11. Por c•I L ... --ma ~1.a sr ~abe que IJV-(.r,y. :)1 =:l. Aplicando el Lt.·1nn 4.Ci Pn 

ST;,, 11 y:: {r.11 vez <le .r.) ~e <lril11ce {N-(y,:)) = (7t1(A) u 1:t(/3)} en ST27• • 
LEMA 4.8. Lu /uncfrJu f 11 t: ... "" anli-isomo1:fismo. 

Demostrariti11. Sean:= f 11 (.;r). ,. E J,1 -(y) y w = f 11 (t•). ?\'c--e<->sitamos probar qur w E,\'+(.:) 

si y sólo si ''E .V-(..r). 

Supon~a. prim~ro. cp11-- u- E .'\'+(.:) n C (= T~(C") = 7;(J\'t(::)), por el L<"nrn ·1.li). 

Sea w' E T.:t(C) ron 11•11•
1 E E(G). Utilizando t•I Lt~nw :LJ es fácil ver qu<.• si a.b.c E 

\1'(871:1) cou b.c E \;(.V+ta)). t•11tonces IJ\'+(b.c)I = 2. Por tanto. w' E '1;1(.VZ-(w)). lo rttal 

irnplicn w' E l\"-(1•) (aplicando c•I Lenrn 4.6 en 1•. y y w). C'o1110 u_• E 7;.,{:'"t(::)). e111011t·c·s 

l1V¡!"(::) n .'\';;(111)1 = :!. in1plir<uulo =E 71.1(,V;;(w)): de aqui q111'" =E .1\"+(r•) (1111r,-;1nw111t· por 

d L<"rna ·l.<i nplic:a1h"> 1•11 I'. !J y w). •ºS decir, t-• E ·1;1(.-\) U J'.,(HI (Lt!llM •1.7). Sin E 7'.,(/J) :-01• 

cu1nplr 70(< ")U {u-. 11·'} C .\'- ( 1· J ne-: (Übsrrvari,)11 ·1.2 y l.Ptnn -1.fi). que 110 c._•s pusihl1~. por :-:.-1· 

l.V-(») nr·1 = 4. I"''"' e; = 1x-1 ,.¡ n s+(x)I = l,Y-(») n BI + 1.v-(») n('J = 2 + 1.v-<o.¡ n<"I. 

Dt: a qui q1w r E "/~1l .·\) y /,.( 1~11 .·\)) = 7;,(C). por la hiyt·c·1 ividad de~ fv· 

1\hora s11¡n':i11gas(• u• E .\'+¡:l n /J. que sig11ific;i 11· E ·1~1 (.\";!"(.:)). p11t·s por e•) Lc•11H1 -1.ti 

;v+(:)llC = T,CXt<=l>· St·i1 T = (f,; 1 (7~1 (.Y,"!"l=ll)); '~s suficiPnt.-r.on p1·ol1ar <pu• T = ·1:1(.-\). 

Corno: E T:.1( .\",-¡ (u•)). por c·I L1•111a -1.G : E s- (1•). impli1·arulo ,. E T:1( A) U Ti1( H) ( Lc·111•1 

·l.7) y, ·~11 w·11t•ral. T e \ "( T,( .·\) u ·1~1( IJ)). Seo ww'11·" = 7;,1 .\";!" l=)) y SPall r' = f:; 1 
( ,,,•) ~

r.•" = J;; 1(tr"). Puc•stu q11t• JX:(w. u·')\;::: 17":.i(S;;(:))J = ;\ (P'.1.·1). t•111011n·~ w' E T,(;\""1;(11•)). 

<¡UL" irnplic<t ,,•, .• E /:.~( s·12. \ (por (.•I ("il!-iO itUlcl"Ío1·): !'i1nil.-.r1nP1l1f" l-ol" prueba t.i"t•'. r•t•" E E( ...... ··12. ). 

es c.lt•cir, TE T/.J(('F1{.-\) U º/ll(/J})) . .-\plit·orndu P:J..J t>fl (l\'-(y)). co11 .v+ = í-J y s- = .·\. 

obtt~m~mo:-; TD((Td.·\) u'/~,(/-/)))= {T,(..l).'/;J(//)}. •111'" sig11ilica T = '1:1(.-\) u T = º/i1(/J). 

Supóuµ,it:-.tº T = J;,t/J). St·a T' e= (J; 1(T:1 (X;;(=J)): poi ··l Lt~1na -1.7 T' C \"(T,(A) u 

7;,(H)). Yil •¡iw 1· E T 1(S;-;{.:-)) i111pli1·•1: ~ ·¡;,¡.\",7°(1·)) y f,"; 1 (1·) E,\'+(:) (L•~ma 1.(i). D" 

:1:.! 



C!'>lO se sigue que T' = 73(.-1). Por otro lado, utilizando d Lt•ma :1.1 es fácil ver que• ,:o;:i 

a E F(ST13) entonces cxis1en be \-':Z(iV+(a)) y e e V3 (N-(a)) ron re Vi,(,¡V+(b}). Por tanto. 

existen he T 0 (N,t(:)) y J..· E 73(N.;;(:)) con k e T3 {N:{lt)). qm· implica (como hemos visto) 

J;'(k)J;'(h) e E(STn). Pero /;'Ch) e T = T 0 (B) y/;'(!.-) E 7',(.-1), y aplicando P3.4 ~" 

(l\1-(y)), To(B) y 73(A) deducirnos f; 1 (h)f; 1 (k) E E(ST:17 ), qm• r.s una contradicción. 

Por tanto, T = 13(.A). lh,mos probado que fJl'(A) = N¡f(z): culonccs se tiene el Lema. 

pues f 11 es biycctiva. • 
TEOREMA 4.9. Sean T y T' rlo.'i torneo.<> de orden 27 librrs ch 7'76,- también. sr.a11 ab E 

E(T) y a'b' E E(T'). Enlonr.r.-., c.ri.<>lr un isomorfismo F rh T ... obn T' In/ que F(a) = a' 

y F(b) = b'. Por lunlo, c.:n~I<" "" ríniro torneo de orclcn 27 liún- 1lr T1~;, y su _qn1po 1/t 

uutomorfismos e: ... lr11n~rlii·o ru uri .... /n.'-. 

Demostración. Sean f1o: .\'.¡(b)-+ X:'f(b) y¡,..: JV:¡.(b') -r s:.(b') las funciones correspon

dientes a la función /-¡,: .\"-(y)--+ ~\'+(y) previamente descrita. T.ambién, sean G = (N.¡:(b)) 

y G' = (N:j,(b')}. y sea /1 : .'\".;(b) -r .\'j:,(b') un ison1orfismo litl <1ue //(/&(a)) = ft,.(a') 

(recuérdese que Aut(ST13 ) c~s 1rnnsi1ivo <•u vér1ices). Dcfina..,e F como: F(b) = b", F(.r) = 

//(x), si x E JV:j:(b), y F(y) = =, :-oi y E Ni(b). donde z = ft>-;'(ll(fdy))). Claramente.Fe~ 

biyecli'\•a. 

Sea hk E E(7'). Es din•cto q111.- F(lt)F(J.·) E E(T') cuan<lo b E {h, /.-}o hk E J-..'(•V·I'(b)). Si 

hk E E(N-i(b)) cntonn•s f,(~·Jf1.(h) E lo(X.¡:(b)) (Lema 4.8); de aqu; 'I"" l/(f6 (k))JJ(f,(h)) E 

R(N:f.(b')) y f,:'(//(/6 (h)))/,:'(//(/6 (k))) = 1-"(h)F(k) E /o(S7~.(b')). F;nalmcntc, por el 

Lcina 4.6 tcncn1os para h E .\".¡(b) y J.· E .\".J:(b): hJ.· E E(T) si y s,jlo si/...· E 7;1 (J'\'°,;!'(/&(h)))U 

T 0 (J\!;; (f,.(h))), que ocurre si y !-ililu si //(/...·) E T 3 (,Yi;.(J/(fi,(h)))) U "/~(X;;.( //(/t.(h)))), que a 

su vez tmnbién succd•~ si y solamente~¡ ft>"'; 1 (//(fi,(h)))ll(k) E /~('T'), (_'S decir, F(h)F(J..·) E 

R(T'). • 
LEMA 4.10. En ST27 c.rr.'-lf u triángulo ... TE '/'D(S7'.r;) la/u; q11r fN+C:f")I = 3 y ¡,v-(T)I = 

a. Además, r.n cada uno ,¡, ,-. ... 10~ triángulo.,., T .•H: cumpfr (¡\"+(T)). (.Y-(7')) e T/J(ST27 ) y 

JV+(JV+(T)) = N-(T). 

;¡;¡ 



D, 1110 ... trarióu. Por el Lema ·l.tf rxis1e Te TD(ST':l,) ro11 ¡.V+(7')f = ;1. y por lns Lemas 4.a 

y ·L·I (.V+!T)), (N-(T)) E TD(ST,d. Veamos que _v+¡ ,\'+(T)l = N-(T). 

Supó11g.nse, s.p.g., .r,y € \ "(T). Del Lema 4.G sr dC"dUct• \ "(T} = { .. r.y.:} (donde z = 

. f.(rl) y (.V+(T)) = To(C). <:urno (N-(y,:)} = (Tu(.·I) U To(B)) (Lr.ma -1.7), entoncrs 

(1\"-(.r. !I· :)) = T0 (A) Y~ por 1n1110. uecesitamos probar qur. (.Y+(T3 (C))} =Tu( A). 

Apli1..·a11do la propiedad P3.T '-"11 ST13 = (N+(y)) y.\"+ = ,.Y+(y. :) :-;"' ,¡._-.dun• . .\r+(T3 {G)) n 

,jV+{y) = '1 y JV-(T3(C)) í' ,V+(y) = {.:} (recuérdes«• <¡tw T3 (.Yri(.:)) = r,c<. ")).y aplicándola 

•·11 ST,,, = (N+(x)) y X+= C "' 1;cnr N+(T3 (C))nN+¡,-¡ = 11 y .V-(7;.(C))nN+(x) ={y}. 

Pur 1auto .. \'+(T3(C)) e .-\y x-(T3 (C}) C {.r, y, .:}uA. Dd Lema -1.Tt <-~ fücil ver que ningtín 

··IPllH'llfO dt• T3(A) cubr<." o C!'i ruhic•rto por T:""(C). lo <ºIJlll :-ignifint .\"•(7~(C)) e To(.·\) 

y s-c1~,tCº)) C {x,y . .:} u 7j,(.·\J. Sea u E FCf;,(.-1)): 1•11 l;1 1lt•rnn!"'1nwi<;11 dPI Lema 4.S 

•~sto-ll1IPriinos <1uc f,,(t•) E \'(TJ(C")). y como fy(1')1• E E(.':-'1~~1 (l.P11101 ·l.fi). S(" sigue qur l' ~ 

.v-1·1~,(fº)L Esto tiltiruo i111pJk;1 N-(T3 (C)) = {.r.y.:} y. pur· 1•1 l.1•111a -1.i. (/\'+('I':J(C))) = 

1;,1.·I). • 
LE.l\·IA 4.11. Sea JI "" ~ .. ub/ol"luo tic ST20 i..-;onwrfo ".~·r,., !/ ... ,,, /( = (y .. ~· 1 .52 ] "" /i· 

l1·11i11911/n ,¡, S'T-27 co111'11i1/o ,,; //. l:.'11to11ct~"· 1.v-cs·1 )j = :! !J j.\'+(.•·;.lJI = :!. 

l..J111rn ... fr11riúu. Por el Lci11a ·L~I ¡s-cs, )J =:!o 3. Supo11g;1 'llH" /.\"-,.~·. >I =a. Por r.I IA~OlH 

.J_.1. (.Y-(.'0 d} E TD(S1~~): s1·a11 .,-.::E F(S"T2 ,) ro11 .ry:: = {.\"-(SiJ). Dc·I L1•rna ·LJO !'1~ 

d<.•d11n·1pw.'•;;i. cubr~H {.1·.y.::} (Fig. l.:!). St>a {o.'1.1·} C \"(//¡1·1111 .Y1~(y) = {11.'1.r}UV(S1)

Clarnm1·11t<-. para /~ = (.Y1'j(y)). :-.1· ti1~JJP L :::::::: SJ;,. y p111 1•! l.P111.;a :1.:1 (aplirado cu JJ 

y [y ..... ·,. S:...]) st.• cumple~ .c.· 1 = -¡;,( L). que in1plira ({a. h.<"}/ = "/\( L J. Si11 1•11il1argo. corno 

f,\"+(.i·.y . .:)j = f\/(StiJ = :¡ (l.euw ·1.:)j. por •• J L1·111•1 -i.fi _-.,·, = rl(.\'+(y.:)); entonces, 

.i1plica11do ,.f Lem.a ~l.:! (co11 STn :::::::- .'\'+(y). 1• = :. F = {{t1./..,-}) :-· .\/ = (Sº1 U {u,b,c})). 

~ .. dt•d11c1• ({a. b, e}) = 7~1 ( (.51 U { 11. b. r})) = 1~1 ( /_ ). <¡11e t•s 1111a 1TJ11l rarlic«iri11. 1111 <1rg11111e11to 

sin"lil<tr 1·11 S7~".¡. (:::::::: STr:·) impli1«1 !N+U"•":.?)/ = ::! 1·11 5"1~-:- • 

TEORE.l\·IA 4.12 . . 'ito 11 "" ... !l/,f111·110> ,¡, .... ·r·'.!-: i ... 01uo1/11 a .'-o""/"1 :i. /:'rtlo11r1·.-;. cri ... fr '' E 
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/)r moslrtu·;,;,,. '\°C"iUnos prilnero <pu• 1:ada ;1-triángulo R clr /1 n1hrc• 1111 1it1it·o v1;rticc de 

81'.i,;. el <"H•'l 110 c·st<i t~n \!'(//).así ccnno l<-i.n1l1il·11 es cubicno por sc';lo 1111 v(·rtic·,. <le ST-z;, 

q1u- tan1pcu:u "~''' r11 V(//). Sea U= \= .. 5 1.S·ll· Por los Li>nu1s ·1.:l y ·1.l l 1s-u .. ·d\ = 2 y 
\.'\"+ ( . .:..·, .,, = .1: 1•11to11Cl!S. puesto qu<· \ "(:·-:.l) e .'\"+(S, ), del LPlllil ·1..1 ~.- cl<•dt1l"1• la l'XÍRt.r.ncia 

1!.• .:i· E .'\"+ ( _.;,,· 1 1 n .'\'+(.~·2 ); I f/. V( 11) 1111r-s. por P:\.S. Nf¡(.51) = _.:..·.,. Aplic<1111lo el l.r1t1ii :l.:\ c-11 

(.'\'-(.r)). 8 1 y.··:'.!. 11·1w111os que tan1hic~11 t!Xist" ='E ¡'\'-(.r) 1·011 ='E,'\'-(~¡) n S+(.~·'.1 ); ccnno 

,'\"+(S,:) = {.r.:} (l..c111a 4.11), ~ .. i:111npli• ==='y= E .'\·-(.r). t•s d1·dr . . r 1·s n1hi1•rto por 

{.:: l u s, u s·'l· ( "larmnrnlc, ;r es 1í11ico, ¡rnrs -1 = \N+(81 )\ = \\/(S':r) u {.1·} 1- H1·pit iPmlo la~ 

y t'H V(S1'.i,-;). c111r tmnpoco cst;\ rn \'"(//), t<1l t¡lh' y cuhrr {=}U S 1 U 8-i. 

S1~•111 .·\ = {w E \"(ST·n) 1 11• cuhn-. un 11-tri•Í.ng,ulo di"//} y f-J = {u• E VlS'f!n) \ w 

, .. !" rnhit•rto poi· 011 ¡1-tri•ingulo <.k //}; darnn1t•11t1.· . .t\ n J.J = 1/) (1>t1r!" \\·"(//)\ = 1:1). Por el 

p;trrafo antc·t·iuL \A\+ \f3\ ~ 1-1: ~11ponga, :-;.p.1:?,., que \A\ ":S 7 (JHtc~ el ca.so \/J\ '$ 7 t•s análogo 



t"ll ST2_~). Por ta11to. 1ambié11 por , .. J párrafo itHfl•rior y por el L<·nrn a.r,. rxistr. a E A tal qut• n 

cubn~ 1fos {J-triángulos Aº~- R de//. Si ··xi~tP ,, e \/(H)n~V-(n). lºUllll) los 7 fJ-triánp;ulos d~ 

11 c-¡uc contienem ah (l..t!llla 3.5) 110 fiOll IC'11hi••rto~ por a, debe rxis1ir o' e A \a tal c1uc a' cuhre 

otros<lo,;tJ-triáugulos /,º'y R'cl.--11. Prru JF(/\°)U\l'(R)l 2:" lOy J\"(/,º')U\/(R')J ~JO (Lema 

3.4). lo cual implica J.V+(<.z.a')I ~ l(F(A") U \'(R)) n {V(/\01
) U \·'(R'))I ~ 7~ contradiciendo 

rl Le111a 4.2. Dr. Hqui c.¡ue (.V+(u)) = 11. • 

TORNEOS DE ORDEN MENOR Ql!E :.!7 

.·\l1ortt vcrf"rnos alg;u11os res11lt;ulos i-.ultrP ltJJ"lleos de ordP11 :!(; lil1n•s dt> T'J~,. De P:l.l y rl 

Tcort•n1a :l.U <ºfi rlaro <pie: 

LEMA 4.13. Su1 (,' 1111 tonu." ,Jt ,,,.,¡,,, 21i ¡,¡,,., 1/r- TTr.. ¡:;,,,,,,,,.,. ... \·"(en= \/12 (C:)u\~i:J(G). 

J\'12 (f'.")I = 1:1 y J\ i~J(G)I = J:J. _.¡,¡, mú.-.. !"""nula .r E \lj-;r(G) {n:-.p •.. r E Vi:1(lr')) . ... f. crunpfr 

(.Y+(.r)} ::::=- STn y (.Y-(.,.})== .':o"Tn (n ... ¡1 .. \.\"-..(.r)) == 5''T1:1 y (.Y-(.rl):::: ."::o'T1-i). 

LEl\tlA 4.14. Sra (,· 1111 lortuo ,¡, ,,,.,¡,,, ~Ci hhn 'h T1;; y·"''"" .r._11 E V(G') ro11 y E 

.v+(.1·) n \ i:·iCCn. 1:.·,,,,,,,,.,_ ... /.Y+(.r.y)j = 1 •. 

Duuoslrucitiu. Por d f.t-.lllH 4.J:L (S+(.rl) ::::::- .-."/"u o ST13 . Si (.Y+(.1·)} == SºT1:1. el rrsult.ado 

f'S dnro 11sa11<lo P:J.:!. Supt.'iUH.itM' (.\' .. (.1·1) =:::: .... '"1'1:: ("011 j.\'+(.r.y)j? (i: por P:!.:;,. p:J.2 y 

(•I T(·on•uu1 :J.!). se~ ti1·1w \_"\°+(.r.yl) ::::=: ST .... E111u11c1:s. l"Xi~1'":: E .\'+(.r,y) c._·ori l.Y-(=) n 

,V+(.r.y)I = J. Cu111u (.Y+(y)) =:::: .... ·Ti.t· l':J.:! implica l.\"-1:::) n .\'+(y)I = Ci: por tanto. 

l.\'-(.= .. J") n .Y+(y)I = :, . .-s 1h·riL j.\·- ( .1·) n .\" • 1 'I Jj > ·l t•u (.\"-( :::)) ( qw· 1·~ ismnurfo H ~"''Tn 

o S1'1:t). c:urilr.adicirudo P:l.:L • 

LEl\·IA 4.15 . .e;,,,(,''"' torn10 1/1 ,,,.,¡,,, :?4i ¡,¡,,.. ,¡, 7,1;~ y.-.{"" .r.y E \j 2 (C"}. J::11t,,un .... 

/)f1110.o;/1·uri1i11. !-ii 1" E \·1 ~((.") .\'::: .:=: .\'+ji·! 1t1T1:: E \~.(.\"+(1')}. pul t>I l...1•1t1<t -1.JLI:: E 

\·"1:1(<",'). Eflto11n·s. p;11.1 tudo ,. ~ \"1::t<"·'). n•mu \.\"+11·)) == SF1:: :" J\~.(.\"+¡ .. ))I = n. t(•IWl110:-ó 



¡N+(t•) n 1',-,(GJI ;;:: 6. Pero IVi.<C:ll = 1;1 y :L ... ,.,,,.,,1 1.\'+(o') n V.2(G)I = iE((l·;,c,-;J))I = 

13(0). '1"<" implka fN+(v) n \/j 2 (Gº)J = n, para iodo r• E l "12 (l7). Por tanto, y E \·;e .v+(r}) si 

x,y E \·i2(C:) <"011 y E /V+(x). • 
TEOREMA 4.16. Sea G uu /111·11uJ Je orrle11 2(i libr1 ,¡, TT0 • Entonces. G c· .... fti ron/e.nido 

en ST2.,. l:. .. 11 ¡1ar·Ucular~ ezi..dc uu 1í11iro /<Jrt1cu, qru· 1/cnolurunos por ST26' d~ onle11 26 libre 

de T1~ .... n/t·o ; .... r.nr1arfismos. 

Dt.111oslrt1cirí11. Sea h un vértice no contenido en V(G) ~· St.'"a //el torneo que contiene a G tal 

11ue \/(//) = F(C:)U{h.} y, para c:ada .r E \l'(G). h E .'\'+(r) oh E N-(.r) si, respectivan1cntc, 

.r. E Vi:.r(G') o .;r E \Jj3(G) (Lcnrn .1. J:JJ. 

\'can1os qu~ /1 es libre dP T7~;. S1~a :r E \-j 2((;l (.-1 rot~o .r E \li3 (G') es .análog:amcntc 

analizado ru //'"). Corno. por dt•li11ich~u. h E ~Yt,(.1·). (•11fot1n·s t•s suficic-n1t .. cou Jlrolmr que 

(¡\'+(.:r)U {h}} ::::::- ST13 • es decir. !I t .\'¡¡(h) o y E .\'~(11) ~¡y E Vi.(A'+(y)) o y E \·;,(:V+(x)), 

.. e~rwclivamr.nt•·· Si y E Vi.(.V+(.1·)1. por <•I L(!Jlla .1.1.1. y E \i:1(G•), y por tanto y E N¡¡(h). 

Y y E \;,(.\"+(.rJ) implica, por t•I Le•111a ·L ITJ. !JE \ i:1(r."). 1':-0lo t•s, y E l\.'/j(h}. 

Puesto c111c ST:1,.. es r.l 1ínico tol"llC"O de• ord.-11 :!7 lil1r1· di· T"J~ •• tr.11c1nos // =:::: ST21·• ~r .. mbién 

por ,.J Tc·ore1n;1 ·1.U, A t1l(ST27) <":-o 1 ral1!-iil ivo t'll ari:-.1 a:-. d" dorulc• S<• sigui! <>I rc~uh:ado. • 

E11 loriu~os el1• orden 2!i lihn·!'- de• T1"r. trru·1no:- 1111 fl'~11l1ado semcja11tc <ti Lern•1 ·1.13: 

TEOREMA 4.17. Si G u• u11 ,,,,.,,,,, ,¡, onlt11 :!~• /i/Jn ,¡, -r·1;,. tt•''"""'·'"' V(G') = \-i1(G)U 

\·j:z(G) U \-i:,(G') r:ou \.í 2 (G') Ji: O y /\-"i 1 (G)f = /\ "1:1(C')j 5. )'.!. Arlr..mris, para cadll x E 

\/(G). sr r:umplt: (N-(x)} =:::: .<:i"Tn. (.·\'+(.r)} =:::: _...,.,,.,~ =:::: (X-(.r)} o (JV+(x)} =::::: ST, 3 , si 

:r E Vi1(G), Vi2(G) o Vi3(G}. 1·1 ... prr-l11•11,,1ru.tr. 

Pnra torucos de ordc11 24 y:!.~ proporu•nin:-. r .. sig11iP111t•: 

CONJETURA. Todos lo ... lonuo ... /i/11·r.,. dt "/'T,, ,¡, on/r 11 :M y 25 r ... /riu r.011/cnidos en 

:17 



Para 1orllt""OS 1)1• onlr11 23 la corres¡1011<lit•nl1~ ronjeturct ,~~ f0tl~;1. Sea ST-za t'l t,·,r111'•• 

drculante dt." orch•11 :!a i11ducido por el co11ju111u dr. rc~iduos ctrn<lrático:-; (tnotl. 23), rs clt•cir. 

por rl conjunto RQi3 = { 1, 2, 3,4,6, 8, 9, 12. l~. lti. JS }. 

TEOREMA 4.18. 1::1 torneo ST2 3 es libn ,if T1~; y un t.sltí ro111t11ido u1 ST2-:-. 

Dcnrm~traciún. Prolir1nos primero que ST23 110 t-stá contenido <'11 ST2 ,. Es sulicirnh" con Vc."r 

<Jllt" :-;i A= {a, b, c. <I} C V(ST;r;). entonces 11 = ST2 -: \A 110 t"s regular. Suponga. s.p.g .• q1w 

b.c E "'r+(a) y e E N+(b). Corno (N+(a))::::: ST1'.J (por d Lt•n11na 4.1) y (J\'+(a.b))::::: ST" 

(por P3.2). r.xist1· :1: E :V+(a~b,c) con x ':F d. E111011cc.-s. \lVii(:rll =!In 10. y l~V~(;r)I = 13 o 

l:!. es decir. 11 no t•:o: rrv,ular. 

Falta V1"r c-pw .5T~3 t•s libre de TT6 • PllC"J<.lo qth• S'T"l3 t•s 1•1 tor11C"u 1lP (_;•dois ch" nrd•·11 

2:1, la fundón F ..... (::) = r:: + ~ es un auton1odisn10 de STi3 • parn todo r E RQ-.::~ y para 

todos e Z;r3. (_~ 1h•cir • ..t11t(.'~"T23) es lr•ll1siti\'o ('IJ aristal-1. E11lot1Cl"S. sin· es 11110 de lo~ 111;.\s 

gra111lcs stihtornros transitivos dt~ ST"l:J• podcmo~ MIJ>Otler. s.p.IJ.., o. 1 E u· con (\\.\{O. l}} e 
S+(O, 1 ). E~ «!'-tr raso. t•s fücil verificar que (X+ (O. 1)) = (f..!. ~J. ·1. !J. I~\}) == 8"1~ .. in1plicunrlo 

• 



CAPITULO 5 

Torneos Libres de TT7 

Ha.st a ahora hc111os visto <(11<" 1•1 P:-.1 nu-1 tira <le los torneos n1á~ gnu1dcs libres <le rr,,,, para cada 

l.· E {:I, -t. ti. fi}. es b<\stant<· :-oi1ni··1 rir.a y relativamente scucilla. pues son torneos circulantes o 

tle Galois. Sin 1•1nbnrgo. co1110 v1•1·t·1nol' t.•n éste y en los próxi111os capítulo"'~ todo hact• 111:-nsar 

<111<! J-. ••stnu:tura d(.• los torru·o:-; 1n•Íi-. µ;,r.andes libres de T'T0 '"!'> 1110is con1plicadn; cu particular, 

yt(6) < 2!11(.5) - 1. En este• c<1¡1it11lo 11ruhamos <1ur. todo tor11ro de orden r.:J co11tie11<' it 1""T-: 

(es dc-rir .. <J/(Ci) :::; 52). Ta1uhic"·11. p1·rsr11ta1nos un tornro cirrulautc de orden 31 libre de• Tri'-:, 

t~l r.1wl, co1no Vt•n:-111os <'n d ('a11ít 11lu '\'l l I, es <!I más grand ... y c•I 1ínico, cin.·11lantc (i11•~l11i<los 

los 111• (~alois) lihr1" dP l'~tos s11htun11•os. 

\ttiliza11do .. 1 ·r1•ore11-ió\ ·1.!J 1•:-- f;1r:il v1•r que todo torucn <le urde11 1nayor c1uc r,5 co11tiP11r."' 

T1".:. \'c-.011nos <l'lt' t•stos suhtnn1o•os tatnbié11 ••stán en todo tul"IH'CJ ele! or<l~11 f1:J. Supo11J.?,a 1111•• 

cxi,.tc• 1111 tnrnC'o .sr~.:, de orch..•11 .:-,:\ lilin.• de TT,. Por rl L1•nrn ·1.1 y los Tc>on!rnas •l.!I y ·l.l(i 

PS.1 V(.~'T!",3) = \-~~.(87!-.:i) u \ ~ •. l .... 'Ji-.:d u \.2-:(S'T!".:J). Atlt UHÍ--- .... 1 .T" E \1"2h(S7"r.:s) u \''.,,-:(8'"/"r.:,) 

(1T~I'·- .r E \'.,:~(S''Jf,3 )J, 111/m,.·r:!'> (.V+(x)) :=::: (;V-(x)) :=::: ST·i.6 o (N+(:r)} :=::: S1'-i.-: (rt"."'-1'" 

(l\'-(.r)) = ST,~). 

Dt.mostrari1Í11. Obvia11w11tr. \\~-;-(5-"f!·.~dl = \\~.:~.(STi-.:1)\. Pilra ver tpu• IV2,(S7f.:1)1 > l. 

supnt1µ.0\ <]IH! a lo n10is t~Sistr11 Hll \'t
0

•1·t1n'' r E V.:-;(S'/"t.:,) y tlll v1~rtit.'t! ."1 E \/2r.(8Tr.:1 ). Si 



S+tr .... ) = 0, E-ntoncr.s r E N+( ... ) (pur-~ {.V+(r)} =: srr:.::-> y 1-'"-+-(¿.) n N-{r)' = 24. 

i111plic-anclo TTr. C {J\.'+(.•.) n N-(1·)} y TT-t C STr.3 • Por Utnto. ¡uulc1nos suponrr <1ur. 

t"Xi~ten x,y e V2G(STr.3) COI\ X e FnlN-(y)) y. si cx:istt·11 ........ E N-(u); claranll."tl'C'· 

.-\ = (S+(z. y)) "' ST13• 

Sea t un vértice que no está en \l'(Slf.3 ) y sea H e\ torn<·o isomorfo a ST27 que contiene 

.-. (.,·+(y)} tal que V(ll) = {t} U )\9 +(y) -Teorema 4.lG. Por""' TP•>rl"1na 4.12 existe =.r E 

V(I/) con A = (J\.'t;(:r)) o A = ( .. V¡,C=r)). Si A= {N¡';(:r)) ron :r E J\'+(y) {es decir, 

=~ -::¡!:. t) rntooce$. para cnda v E .-\.se tiene {N-(v)} =: ::·:?".,¡,,con .r.y,::r E ,V-(t•) y 

\S•(x.y.=r) n p;-(ti)\ =\A n ;V-lr•)\ = 6, que no es posih\(". por .. \ Lrnlo1 ·1.:\ y e\ T-rorenla 

·1. l\t. 

Suponga que =r E N+(y) con .A = {Njjl=~)). Como = .... E \ ~1ot.~T..-.:.) y :r E JV+(=~). 

:-•· n1mp\~ \N+(.r.=r)I ~ 12 ~· ,v+c.r.:r) e .f\~+(x) n ¡Y-(y). Por ta11h-.. \.V+(:r.:.a.)I = 12 

(pllt'~ .r E \·i<?l..'\'-(y))) y \N-(.7·) n s+c:r)\ = 13; <le a1p1i •¡lll• is-1.1· .. 1¡) n N•(=r)I = 1 

tptw:-o ¡s-(.r)n N+(y~z ... )\ = l:?) y \o'V-(.r,y.=.r)\ = 1'.:!. S··~· l.· 1111 v;·nin~que no está en 

\ '( ~'"/"o:,-.t) U { t} y st•<t F un tonwo ison1orfo a 8727 <1u<~ ro11' i1•1w '' (.,. -(.r)) (::::::: ST.:a) t.a\ 

qtw \'(F) = i'\.'-(.r) U {J.·}: si.\./ = (.'\'-(r,y)). ento11c1·~ .\/ C F .. \/ ::::: ST13 y. por t..·l 

T .. u1·••1lt<1 ·1.12. ·~~istc u• E V(F) tal qnr /\f = .'\rt:(u•) n .\/ = S¡"":.(w): ¡wru = ... ·E \'°(F) con 

\."¡.(: ... ) n .\f\ = 12. co11tnH-1ici1•11clo F. 111 y ::r p\ L1•111a ·\.2. 

Por lo <tnlc•rior. tlchc111os lt·111·r ,:~. = 1. para 1 ;ula ;i· E \ ··1.d s- ~ .lf)) \ { r· .... } . Esto irnplica l•1 

··xi:-tP11cirt tle Y, . .1·, E V1·.1:(N-(y)) n \ :i .. (S'l~.:t) tah-s tpu• :i·~ E .Y+ ( .r, 1 :-· .'\" +(.1'¡. !/) = ,,·+(.x,. y) 

(=::: ...... /"¡;, ): t'S decir. ·~11 (/\'+ (;i·, )) ( = SJ~ •. e ."i'1'z:-) se' i1~llC" 1s+ 1.1 ,. y)\ = 1 :L 1p1<• HO t•s posihh·. 

por 1·1 L1·11Ht 4.:? • 

TEORE1\1i\. 5.2. 1'oc/o.-. /u .... lorntu ... <fr. ,,,.,/1.11 ;,;~ 1·ouli1Jlf11 11 1"/7. 

/)1 ,,,,,, ... ,,.,,,.¡,¡"· S1•" S .. /'~.-, u11 tnn1t~o ,1,. on1cu .'"1:\ \il1n· t\t· '/"/'7. Pd1u1•1u. ,,\,t.1•11<ln•1nos u11 

v1-.l'tin• n E \·~ 7 lS .. /~.:._1 ) t.a\ qui•\ "11 {.V-{y)) #- \''· Poi" 1•\ L.-11w .'"1.l :-;alu·11w:-. •¡11t• e•xistcn r,y E 

\2:-( ....... /~ •. ,) ron ,. E ,V-(y). Como ¡N-(y)\ = :!.'"1. 1·111'111,..-~ \"11 1..'-"-lu)) = 0 si y sólo si 

.11) 



l ... "(,\'-(y)J = Vi.,(.\'-(y)) (Lema •1.17): p<.•ro re 'í:1(.N-(y)) implicaría f:V•(r.y)f = J-1 y, por 

P3.J. TT7 e ST•:.· De ac1uí que Vi1(N-(y)) ;<\ 0. 

Seau .r.y e l'(STs3) con y E l1,7(STr.3) y :re Va1(J\'-(y)). Puesto C'JllfA IJ\p+(.r)I ~ 25 

(P5.J ). :->e~ tiene- f1\'+(.r,y)J ~ 13 y, por tanto. D = (J\'+(.:r,y)) ::::::: S7i:s y f~\'+(a·)f = 25. 

Por el Tf>Ort~ma ·1.12 existe:: e /\'+(y) tal que D =(A'-(:) n N+(y)) o O = (iV+(.::,y)}. 

Sca11 .·I = (.V-(r,y)), B = (N+(z) n N-(y)) y C = (N+(y) \ (D U{=})) ··Fig. 5.1. Como 

TT'T l;Z STr.:f y /.V-(y)J = 25 con .r E l"i 1(/\'-(y)), «?11tonces /Al= 13 con .·1::::::: ST1a .. Además, 

C:,, ST13• pues C = (N+(y) l"l ,v-(=)) o C = (,V+(y,:)). 

(a) (b) 

Fig. ,:¡,I; El tc.ir11Po S"T'!',3 con.'/ E \_.;;;n(.S"'lf..:d y .r E \'ii(N-(.11)). n: Ca_..n /J = (~\'+(.i·,y,.::)); 

b, e""' D = (N+¡,._y)nN-(:)). 

Primero supóug<L ... C D = (N+(y, :)). En e~t·~ Cit.SO. e= (.Y+(y) n ,V-(:)) y .tl e¡'\'+(:), 

yn q•o· (A u e u{:}) = (N-(.:1"}) =::: ~C..'T27 . Dt~ aquí que J,\'+(:)f ~ f.-1 u O u {.:rJI = ".!.7, 

implic•111do /3 e s-c:) (Fig. Fi.J,;i). OIJsrn•t• 'fllt:! ("11 5ºTt.~ Sr cumple y E \-j,(;V-(.:r)) . 

.r E \·2;(S'"f!.~: 1 ). (.\"+(.r.y)) =Ar y= E N+(.r) nm V(.·1") = ,v+(.r.) n 1\·'-(=). 'flW r•s o.uiálogo 

-11 



Por tanto, podemos tonrnr. s.p.g .• D i:::. (.\"-(.:) n JV+(y)). E.111011 .. e•s. C = (,V+(y, .:)) 

, .. -1 C !\'-(:) (pues (A U CU{.::}) = {N-(.rl) "= ST2 .), <par ;naplirn /J e N+(:) (pu<·• 

f:V-(.:)1 = IA UD U {y}I = 27) -Fig. 5.1.b. r\l1ora obtendremos 1111 '-"•;rtin' 1• E V(C) tal qur 

1.• 4i V:17(ST53). Por ser ¡.N+(.:)I = IBUCU {x}I = :?5, por el l..cnrn -1.11 ••xistev E V(C) con 

1• ~ \ .. 13(,V+(z)); como ¡,v+(t-•) n V'(G')I = n y,,. E N+(u), sr cun1pl.-. ¡.Y-+(r') n V(B)I::; 5. 

A<fcmá•, fN+(v)n 1'(.-1)1 = 7 (pues {AUCU {:}) = (N-(x)) == ·''72~): ,¡,. a<¡ui que fN+(t•)I = 

1s+c•·.11ll + fN+(•·> n N-<ull s 13 + 13 = 26 y .. <t v..cs1;..3i. 

Fi11ahnente. sean 1• E \/(C) con t• tt l·;n(STr.:.). /1 = (1V+(y) n s-l,·)) (::::: ST13 ) y u• E 

\ 3( .Y11t .:)). Puesto que= E Vi1(t\'ii( ,,.)). por P:!.:1-ii se tiene qu<• /i1 = <Sjj 1 w • .:)) E TD( O) y 

\ '( U 1 1 cuhre {•'· w • .:}. Similarmcntr. para ¡,· = (,\"-(u • .:r)) (::::::: ..... 'T1:,J. pur M'f u• E \/3 (N1'!=(.:)) 

(p•u--~ ,\'+(.:) n A" = N+(.:) n //). SC"º <l<•lw h.'llt!r = E Vil( .S,((U') l. /'1 = (S,~ f 11•. = )} E TD(A) y 
\·"( />1 ) 1·11hrt! a {1.1. w,.: }. Si11 emh.argo. corno(,\"-( 1· l} ::::::: ST2 ,. "' .... ·r.~7· l'lll .. 1u·1·~ (lV-( "• w)) ::::::: 

.51'1 ~ o .-:."Tn y 1.v-cv, u:.=))$ Ci. contrndidt•tt<lo F( P 1 ) u\·'( /1 1 ) u {.11} e .Y-(r•. w? z). • 

TEOREMA 5.3. 11(11) 2:' pog1(,,/Tt:l)j + 7. ¡mr·a,, 2:: 28. 

/.Jt111o:•IHJt'it;,,. St•n /..·el •~nt,..,ro lal q1u• r,;1·2'- > 11 ~ r1:J · '.!l·- 1. llaµ;a111u .. iruliu·cióu sobre/..·. 

Los casos l..· = O y k = 1 son f;íril<•s dt• prolia1· 11~a11do .. 1 Trnn•11rn r,.~. Supóngase k > 1 y 

s1--:u1 T 1111 1or11eo de ordru "y .r E \'"(T). C111110 l.\'+(.,-)! 2:: .-,:1 · :.!l--:: u !.V-(.r)I ~ 53 · 2.1.--:;z. 

pur l1ipt)U?sis tlt• i1ul11cciúu se tic•11p t.¡llP (.'\'+(.r)) u (,\'-(.1·)) nJ11fit..•11t• 1111 TTi .. +~ .. t•I cual forrna 

r.011 .r 1111 torrll"o transitivo di~ onl,•11 /..· + fi = poy_.("/!i:l)J + 7 • 

E11 srg:ui<la prrsc11tan1os 1111 tonu•o circ11Ja11t1• d1• unlt>11 :i 1 li!Jn· rl1• "/'T7 , t•I cual. con10 

'-'t!rc•rnos t.'11 rl Capitulo "\.111. P~ el 111¡-Ís µ;1·a11d1• (y el 1"11dc_·o d1• t-;-ilc· 111clt•11) dt..• los torucos 

r:irr11la11tP!oo (i11cluidos los cl(• Gnloi:-.) qt1•~ rs librt• d'" J'F7 . s •. ,, _.:.··r11 ,.1 1u1·1H·o cin·ub111tt: de• 

nnh·11 :JI irid1u·ido pur la'= {l.:!.:J •. J • ."'1.7 . .S,!J. IO. l:l, 1·1.1!'1. l!l.:!0.:.!:"1}: .•. ;·¡;11 110 es 1•) torrwo 

i1ul11cido por .. ) ro11j1111to d1• n·siduo~ n1aclr;i1ico"' trnod. :JI). 
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TEOREMA 5.4. El torneo ST:u c ... U/u..._,¡,. TT0 • 

De"ro¿o/r·'1r11íu. Sc·a ({uo.11 11 •..• ur}) uno de los subtorn«-"<>S 1ru11sitivos nHi.s gra11d••:- ele ST3 h 

con "•+ 1 •.... u .. E .Y+(u:,), para todo i E {O, ...• r- l}. C"omo Aut(S1:u) c.~ tr.a11!!-itivo en 

vértices. pntlt·rnos suponer, s.p.g .• "º = o. Pan1 .r e Z:u. St"a fz: Z.:u ........¡. Z:u In función 

fs-(.:) = =r (moti. 31). Pu'"°.sto cptc U= 5R. esto t•s, R = {:1r (mod. 31) 1 r E U}. tcªncmos 

fr.,f2 !', E .·,11/(~T;s¡). Además, como cada r E R está Pll /1 = {l,2,3,•l.S}. T1/I. o 258, 

ta1nbié11 po•le111u:-o ton1ar, s.p.g., u 1 E B. Es fácil vcrifici'lr que los conjuntos 

.\"+(0.2) = {3.4.5. 7.9}. .v+(0.3) = {-1,5, 7.8, lll, l:I}. 

s+<o .. 1)= {5.7,S.!J,1a,14,1Y} y .v+co.s) = {2.!.J,10.1:1.1r.} 

sou lihrl's ,J,. TT~,. Finalrncutc, pnra u 1 = l, tenernos 

.v+co. i) = {:.!. :1. .1. .""i. s.~}. 10. 1.1. tfi. 20}. {.v+co, 1. :t)} = ({a,4. :,. !J. 10. 1.~}) ::::: s1~ •• 

(S+(u. J,:I)) = ({-1.f>.::<. JO}) ;6 TT .. , (N+(U. l.·1)) = ({5,S.!1.1·1}) ;" ·1-r ... 

U''+(n. 1. r.¡) = ({::<.!l. 10. 14. I 5, 20)) = s1;,. (N+(o, 1. s)) = ({2. !l. 10. 1r>}) ;e TJ:,. 

,\"+(O. l.!1) = {:1.111.14). (.\"+(O, l. JO))= ({·1, J.l. Jr,.:!O)) ;6 T7:,. 

(.\'+ (11. l. 1·11) = ({:!. :1. s. ¡r,)) ;6 TT... (,V+(o. l. Jr>)) = ({3.·I. !l, :!U}) ;6 "/""/:, 

(.\'+(U.1.20)) = ({2,:1.-1.8.!l, l,I}) == SJ;.. 

E11to111:c!s, r .s_; 5 y 8731 es lihrc de 7'T0 • • 



CAPITULO 6 

Inmersión de Torneos 

Eu los capítulos a11trriorC"s hen1os visto, para l.·= ·l.!i.fi. quc• r.l torn<"o tuá.s grande Jihrr de 

T1'i.. contiene ni c..·nrrt"!'JlOllcli"-•t1lr para /..· - 1. E.~1 ttdiu11do el •"<'\SO k = r,, pudin1os encontrar 

una forma de constnlir ST1 ~i a pnrtir de una 1·upia /1 clr .':'o"1'-:. C"}in1i11a11<lo de 11 un vCrtice 

r y ngrcgando una copia L de 87'6 junto f'OIJ 0110 n"·rti'·" y tnlrs que /1 \ .r y [_, forn10111 la 

exvccindnd y la invt•d11dad d(_• y. rcspectiva1n1•nt('. C ;1·1wraliza11do estc1s ich~ils. c•11 estl• l"apít ulo 

t ratan1os d problcrna de C"Xtendcr un torneo d<1du n1al1p1i1•i-a T de ordc~11 11 y lihn• th• 7"7',,., 

para r > O. a otro lihr<.• de• TTr+ 1 : Proban1os •pw 1·xi:-.11•11 r· E \ "(7") y dos tornros T' y T" 

libn~s de 7'Tr+I• resp1•1·tivan1c11tc de ordt•tu~s,, + ·I .\· 11 + T1. todc-s c¡tu• T' t"'S t'Xtensión ch~ 7· y 

T" es •~xteusió11 ele 7" \ t•: <'11 ¡1artic11lar. rsto t1c1~ •la 1111 1on11•1J ch· ordt·n :J:! lilu·e •lc• TT~. que 

es d 1no:\s gratH.h• (y tiuiro) conocido de l"Stc- t ipn. 

TEOREMA 6.1. /Judo 1111 111/11·0 k > ·1 .. -.tu.\/ 1111 fonuo 1/1 onltu 11 lil1rr 1/r 1"'/i,. tal qut: 

,\f 1·011ficur CI TT.,. f;;'rifouct .... t.ri ... ft· Ofl"fl [,,,.,,,,, r; ,¡, ,,,.,¡,,, 11 + -1 y libn ,¡, '/ .. I'L-+1 /n/ q1u· e: 

coulin1c n ,\f. /f.:11 parliculnr. '·"''" r·o111·/u.-.;,;,, .-.. ,.,,,,,,,(, r /1 tornto.o;; ¡;¡,,.,_., ,¡, ~1"11.. dr ortlt:ti 

u> 7. 

Dr1110 ... /ruci1í11. S1•<1 .Y= {.r 1 •• r, .. r~.:1·,} C \"(.\/) co11 (.r, .. r .... r .. .J·,) E /·T .. (,\/} (vrr pag. ·1) 

n"Hltic·1u~a .\/tal q1w \-"((,') = \"(.\l)U\". IJ e .V+-t.11,)11.\"-( . .-,). XC /\'-(y .. ). (.-\u/J)::::::: S'/~; 
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COJI X1!J1Y~ =~((A, u B}) y 3'1X:.0Y., = Tu((.-1 u B)}, y !h = .r, (.ll ~ .\"'), 1>ara i e {l.2.3 • ..i}. 

(Fig. 6.1). 

Fig. 6. 1: La extensión G del torn••u .\(. 

Para ver que G• es libre de TT1..-+• • sea /·"" 11110 d<• lo~ suhtornP.os transitivos mñs graneles 

de G; suponga que el orden .s d<-' Fes rnayor que J..·. Ento11rrs: 

11) 1 V( F) n 111 2: 2, para // = ¡·, A u {y.} o BU{,·.} ( !>"'º" C: \ /1 "' .\/). 

Veamos, primero. que 1 S f\/( F) n .·t/ S 2. 1 ::; J\·'( F1 n 111 ~ :! y JF(F) n (A u B)J :::;: 

3. Como (A u B) "" STo, se licue IV(F) n (.·1 u B)i :S :1. Por(//), IV(F) n VI 2: 2 y 
,, "( F) n(.-IU {y.})i 2: 2, '"decir, IV< F)n BI 2: 1 y /1 º( F)n.·11 ;::: 1: por'ª"'º· /V(F)n.-1/::; 2 

.'· /lº(F)nB/ $ 2. 

f), .. J p<Írrafo anterior y (/1) st• dl.•ducc y .. E F( F"). Si :r .. E \·'( F). st• 1·11n1plt! V( F) n B = 0, 

qt1t>1101 .. s pm;iblc. OcaquÍ(fUf!.r. ~ /-~. lon1nl implicn l\·'(F')n/JJ =:!y /V(F')n.·lf =l. Como 
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A e ~v-cu .. ) y Be N+(y .. ) t·o11 1s-t3·1> n 111 = 1 .. v-{.r2) n lll = 2 y {Y.:}= .v-c.r:.) n B. 

tlcln~mo:- lencr ra,,y.,y3 E \.1'(¡:"). <~:<lo t~s, {x~•.'/a•YHY•} = \l'(F) n (.\~U)·"). F'iuaJtnente. 

pucst'' t¡uc! f E N+(ra.) si y sóh) si JE ~v+(y:o.)• para todo f E V(F) \ {"·=-·.'li·Ya,1J4} C ¡\/, 

-ptH!S .r:- =: Y:.o (Al\.\."')- y Y1o//4 E ,..'\'+(3· .. ) n .N-(y .. ), cutouees f E ,¡\"+(.ra) si y sólo si 

f E ,V+(y;), para todo f E \·"(F) \ {;:r.:i.!/i.Y:.·Y .. } y para todo i E {t.:i.·I}. Por tanto, 

F' = ({.r,) U (F\y,)) E 77.(C:): pero (l'(F') \x.) C BU(M \A)"" .11. lo cual implica 

~ - 1 < l.·. <1ue es una co11tra<licricl11. • 
y 

I' 

Fig. ú.:l: Los torneos /1 =(.\"u, .. u 7.) y r: = (JI u.\/'). Lis arisla..."i 110 i11<licadas {"ti /1 V.illl 
de )·" ;t ){U Z y de Z a .\º . 

.-\ continuación pn~st>111 antos 1111 1 onH·n <¡111" ocup.an·rnos al probi11· 1111rs1 ros sig11i1~111.t•s 

n.•sultndos: Dados los «n11j1111tos disju11ln:- df' v1~r1irrs .\º = {:r,,..1· 1 . .1·.1}- )" = {Yo•Yi•Y';l} Y 

Z = {=.,. =• • =2 }. st~a /1 rl torrwu .-011 \ "( //) = .\." U)· U?: 1 al '1111" ( Fij.!,. fi.:!): 



y 

.:ra.l·:ax1 .. !loYi!h· =11.=1.=:i E 7'D(//), 

(.\ºu Y)::::::::- ST.¡ CUll .'.1"11X2X1 =Tu(-'.\" u} .. ) y s+tr;) n ),.. ={y;}- JlR.ra i E Z:s. 

{.\."u Z) ::::::::- S7;; c.·011 XoX:a.'.1"1 = To(X u Z) y N+( ... ;) n z = {=;+1}. parR. j E Z:.t.. 

(YU Z) = QT. con Z - V,((Y U Z)) y N+(:d n Y= {y, .• ,}, para k e z,. 

Observe que // es i~on1orfo al subtorneo de S1i 3 iuducido por •I = .:r0 , 12 = x 19 JO= .r;r. 7 = 

Yo.8 = y,Tll = !h·:t = Zo .. H ==•y 1 = :'J (Fig. :t.I). 

LEMA 6.2. Da</o 1· E Z3, ~t.·a Yr: // '""""+ // /u /1111cirj11 /ni </lll Yr(11;) = Uf+r• ¡u11·u fm/o 

11 E {r,y,.:} y JlUru /o,/o i E Za. E11itJ11ct8, Yr ,__ .. '"' <111lo111u1:/i ... 1110 th: //. 

Dcruo~f,-urirJn. E11 la prueba del Lc1na :t.I ul1111vi1nn~ In':-- auto1norfis111os, /1 .f~.f..,. dr 

ST13 qut! 111a11ti<"11r11 fijo el vértice O. ~fo111111ulo .1 /1 n.Hno .. 11 c·I piirrafo anterior. t•s <lt>cir. 

11=({l,:l.·1.7.S.H.10, 11.12}), t•s fácil vcriíir.ar q111• lo~ a11lu111orfis1nos !.lo· g 1 y !.h son las 

restriccio11c.•s a // tlP. f 1 • f.., y f.,, r<"spccth·anic·11tl'. • 
LEMA 6.3 . . 5ta .\! 1111 forruo 1fr or<lt11 11 /i/J,., dt 'J'"/i. la/ l/lff t.ri ... /t Jl E \"(.\/) C"" 

"/'f.J(.V+(Jl)) # 0 o TIJ(1V-(¡')) :¡!:. 0. F:ut1J11rf. ... r.ri~t< 1111 lur11a> e: ,ft ortlt11 11 + 5 tal 

qut_ e; u• libr1 dt TT1.·+1 y f .. \I \ 1') e G. 

Dr mo ... tnu:frj11. Clan1111e11tc•, podt•n1os s11po11Pr. :-;.p.g .. que T /)f.\'+ (p)) #- 0. Cu11st n1irc1nos 

t•I tor11ro G us•uulo // y /l/' = .\1 \ p. S11pÓt1!!,<t~I" \ 
0

( 11) n \ "( .\/') = {=u· .=1, .=l} (= Z) con 

=0=1=.1 E TIJ(.'\'.'t1(J1)). S1•a e; 1·1 tonu•o q111· t"Olllic•1w f"f)llllJ !-olll11nrnPOS •1 .\/'y a // tal 1¡t1<• 

V(C:) =X U)·· U\/(.\/'), .i·, =: =· (i\I' \=,)y YJ := /' (.\/' \ ZJ. para i,j E Z:J.· Ohs•••·""~ que 

la.s ,Jirccciones d1! las arista...~ entre {.r,} y Z \=·dada'""(,' e ui11cidc11 co11 las que ti<•ncn en 

11 (F'ig;. fi.2). Tambic~ll nolt• q111•; 

tl) .'::,"; .\/' r.011/i< 111 "" lol'luo /,·u11. .. ilu·o (b, ..... l•L-•) ,¡, 011/1" l.- - l. < 11lo11rr ... r-.r; ... /r 11 b,, bJ, 

tºOU i < j (c .... <lc.cir, ÚJ E ;\'-+ (b,)). lu/r ... '!'" b, E .\".~1 (¡•) y/,~ E /\",\1 (¡J) (pues cu <-:aso 

c."Olltrario. ({b,, ... ,b,._,.p}):;;::::: T1j_ .-u.\/). 
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t2) S1 y,.y..1 E V tuln11r.t ... .-V-(ur~Y;) n .Y."tJfp} = 0 (pues lit =: p (.'t/' \ Z). para I E Z 3 , y 

()•ºu Z) "'QT,. COJI )'='"(()'u Z)J). 

Seit A = (n 1 •.•.• <1,.) uno de los subtor11cos t rausitivos rná¡;¡. grauclP.s dr• (;y supougH ~"I > l.·. 

Cu1110 (X u Y)"' sr... IV(A) n (X u VJI:::; a. ,\demás, si fF(Al n (.\"u l")f:::;; J entone""· 

p1ws10 <l'IC"' /F(A) n ;\/'J < k. se cumpliría .s. :S /.:. Por tauto. 2 ::::; f\·"(..1) n (.\.·U } .. )J ::::; 3. 

011:-: .. rw• que jl '(.-l) f1 .\"j S 2 y jl,.'(A) n }·"J :5 :.!. pues{...\').(}") E TDIC:). Dh·idirrmos Ja 

pr11rha r11 tr~s cnsos. 

r .. ,, ... ,_, 1. 1 ., A) n .\· = 0. 

Se• t ic·ru•. /\ "( .·1) n }·"J = 2. Del Lenrn G.2 rs fücil '\'cr que parlemos tu1n;1r. :-:.p.J..?. .. {Uro· y 1 } = 

1 "( .·I) n 1 ·. C."orno .-l \ {y0 , y,} e ¡\/, se cnm11lr• ... - 2 < 1.:. r-~ (lc•dr .... = /,· + J. Er1toncc.~s. 

f.4 \ {y.,.y.JI =J..- J y por (11) <"xis1r11 n,.a..1 E .•t \ {Yro,!J 1 }. con 11; .::=- .\" ... (11,). tales que 

a, E .\",°t,(p) y "..1 € .V¡1(p). Por lH11to. y 0 .y1 E 1\'+(a..1)· q1w i111pli1·a y.,.y, E .\"+(a,). 

ro11t nuJj,·i.•11do ( I :.!). 

Ca ... ,,//. ft '(.-1} n .\"/ = l. 

."l\11,•\'itll1rntP por rJ Lema 6.:! podernos tonrnr. s.p.g .. {J·.,} = 1º(..l)n.\·;1•11to1irc·s. I\ '(A)n 

,., = 1 () :!. S11pó11g01SC. primrr·n. f\'"(.-1) n )'J = J: Sl";J {1/} = F(A) n )". Si = .. '!. .·\, !"(~ 

terulda ({=0 J U (.·1 \ {.r0 ,y'})} E TT~_,(,\/') y ... - J < /.:. l'ur· 1;11110. =•·€.·t. P1w!'>to cpw 

.r0 .1¡0 :,. € 1" /J(C."). rl<•lw1nos le111•1 y., <¡ .·\ y y' E {y,. !h}. in1plic;111do .1· .• E .\·+(y'} .• ·\dcn1<is • 

.s = /,·+J. puc.-s .-1 \ {.r,...y'} E TT~ _ _.(JI'). l 1or (//) t•:->i..;lr>11 11,.u.,, E .·\ \ {.,.., .. 1/}. cou 

ª..1 E ,\"+(11,). 1al1~s •11u• 11, E ;V.~,(¡1) y "..1 E ;\"_\1(¡1). C0 on10 y' f~ .\"+(a,). 1"1Jto11cP:-> .r., E :\'+(11..1) 

y =c..€ .\º+(0..1) (Juic·s .r0 =: =n (;\/' \ =0 )). In c·ual iinplica y'.J·,, . .:-, E ,\"+(11, ). q!IP no.-~ pusihle, 

por ~l"I .Y-(y,.=,.) n X.'t1<11) = 0 = :Y-(y ... .:-ro)n -'".°t1(JJ). 

ca~o :._. € .·\. E1111111cc .... ({.:,,}U(.·1 \ {.r".y',y"}l) "= TT. _ _,(.\/') :-· .. - :! 
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s = /.· + L J>nr (IJ) existen m,.1112 e {.=0} U (A\ {.r0.J/.y"}) ron 111:i e ,V+(111 1 1 t<tk•:-: c¡uC' 

rn, e J\',t¡(¡•) ·" 111;¡ e .'\'fti'(¡,). Con10 "'ª :¡!:. Zo y y'.y" E .V+(m,,). Clltonces .ro E .. , ... (111 •. ) (J>Ut--s 

rnn:Co•Y'd1" E .·t y ;i·0 E ¡V+(y') U J\'+(y")), que implica =o E ,v+(m:r) y ,n 1 E .-1. 1·.:-: decir. 

y',y" e J\1+(111.J. contradicieudo (/2). 

De aquí qtll~ debemos tener :o e A. Pero Yo 't ..... p11t·s TaYoZo e TD(C:). implicando 

{YuY:r} =\:(A) n }'°.que no es posible, por ser y 1 y 2 ::" E TD(G•). 

Caso fil. Jl'(.·I J n X J = 2. 

N1wv¡¡nw1111· por 1·1 Lcnia fi.:! podemos tomar, :<i.p.g .• {.1·.,,.1· 1} = V(.·l) n .\~ .. '\:1>tc• q111• 

: 1, Yo f.! .-1. pUP!- .r 1 ~0.:1 • .r1rc•Yc E TD(G'). Si \/(A)nY = 0. tendríamos {{.:1 }U(..t\ {.1·0· .1·1} )} E 

TT._ 1 (.\1'). implira11do ... - J :$l.- - J y s $ k. Por ta11to. supóngase\/(..-\) n l .. :¡f (!l. 1•s10 c-s. 

\/'( .·l) n l. = {y'} rnr1 y' E {y1 , !1.1 }. Corno {{.: 1 } U (..t \ { .1·0 • .1· 1 • y'})} E Tf,._,,( /\/'). St' c11111plr 

."i - :.! ::$ J.· - J. C"!'- ,J.•cir. ·" = J.-+ J. 

Vc-ttJJJ<>~ q111• =0 fl .·t. Por (I/) PXisttm rn,,111 2 E {.: 1} U(.-1 \ {.r0 ,x1.y'J) rou "'z E .\"+(1u 1} 

la.Ir."!" qt1P "'i E .\".t',(¡J) y "'~ E 1\".\1(p). Ento11rt."s . .r.,. =0 E ¡\"+(rn:i) (ya que 111,,. y' •. r,, E ..t 

co11 .1·" E :'\'+(y'J y y' E .'\'•(111.,)). D1~bcrnos tener "'i ==,.pues 111 1 ::¡i5. =• in1plira 111 1 E ..t, 

y' E .\'+(111,) y 111 1 = =0 (por srr y' E {!ll•Yz}). cot1lr:uiici1~11do :o€ ;\"+(111,,). Fi11•il11u·11h·. 

: 0 '!.·t. JHWs =•·,,,.,E({=.} U (.·t \ {Jn . .r 1.y'J)) E /T(.\/') y =··= 1 111~ = ::,,1,,,11,,, E TJJ1r:1. 

Por tanto. ({::,,}U(.-\\ {.1·0 • • r,. y'})) E IT,._.,( J/') y por ( //) <"Xis1e11 '11,. "'• E {=0} U ( .·1 \ 

{:r0 .:r, •. r1'}) co11 '"• ~ .\"+(111_-) 1al1•s 1¡11e '"~E ,\'."t1(p) .Y'"• E :V.\1(¡1). ('01110 .J·,. E "\"+(1u.) 

(ya qttt• .J"o·!I'·"'• E .·1 co11 y' E J\'-(:roJn,\'+(111 4 )). tPrwrno:-. =n E JV+(,,1 4) y"'~#-.=., . .-sto 1·:-., 

111;,. E ..t. i111plica11do '":.E /1/-(y'). que no es posible. ya que· s-(y') n 1\"."t1(p) C {::0 • .:,}. • 

TEOREI\•l.A. 6.4. /hu/o 1111 111/11·0 l.·> O. :'il·n .\/ u11 /o,.,uo ,¡, ,,,.,¡,,, 11 > :i !tbn ,¡, 'f"'li... 

E11/01u·1 ... , 1.ru./r "" l1n·1110 e:,¡, 01·1/t11 "+ .'"1 /1'11·( ,¡,. 1·1~ ... 1 /11/ t¡Ut· (,\/\/')e r:. ptlrfl "" 

r•t'rlin 1' E '·'(.1/). 



lh·uw . .:;.fración. Si '""xi:-;.1~ /'E F(J\/) con TD(,:\'+(¡,)) .P 0 o TD(/\:-c,.)) yZ; 0, del Lenrn ti.3 !"t:

sigm• d resultado. Por ta11to .. supóngase (J\'+(11)).(~'\'-(¡J)) e~/(,\_/). para. todo ¡1 E\'"(.\/). 

C'l~ramente. tamhién podcn1os suponer. s.p.g .. T7i,._ 1 e.\/. St~n (y,u, ••.. ,ak_,) uno d.,- lns 

suhtorncos transitivos má:- grandes e.le ,\f y liCa (,Y-(yJ U {y})= (l'~~· ... • b.,y). Observe'! que 

\?(.\/) = {y,a, ..... a1..._,,,.bH···•b.}, k 2= ·1(pues11 ~ 4) y s :S k- 2. Sea g un vért.ke no 

contenido en l'"(.11) y sea Gel torneo que cont.ien<'" a. .1\1 t.a) que V(G) = \/(/&f)U{g} y gr, E 

H(C•") si y sólo si i es i1npar. donde~ = a:,¡._2 ••••• c.,__3 = a 1 • c1..._,,, =y. c.,__, = b 11 ••• , C..-i = b~. 

Enipeccmos vit"ndo ~1 ca.so n 2= 6. Probaremos. por cont rildicción. que G es libre dt~ T1i. .. 

Sea D = (d1 , •••• d,..) E TT,..(G); claranlcut.e. !1 E \,.(D). Sra del Yt!rticc fucnt.e en /J \y. 
Debernos tener: 

t3} N,t,(d) = l'(D) \ {d.g} (pues (N,t,(d)) E TT1(M), para""/'$~· - 2). 

Pritnero suponga qu.,. d = b,. para un i E {J •...• ~}. C."01110 T/J(({g,y,b1 , •••• b,})) =f:. 0, 

JJara j > l. por (t.'l) J = b 1 • Aden1á.s, puesto c111~ TD(({y.y.a 1 ,/,1 })) # 0 y y E /V+(b,). 

llllPVamcntc por (1.9) se tiene b 1 E /\'+(n 1). Entonrf!:;, b 1 yt1 1 E TO(.·\/) con 11•ª• E N-(a7 ). lo 

cual implica b 1 E ;V+(a,,,) y IN,t,(cJ)I = Ji\"t,(b1 )J :$ l{y.tr:o·····ul.-J}I =J..· - 3. contradirir~ndo 

O E TT.(G). 

Ahora supóugasc d E {y = a 0 • aa- ... •a,.._,}. digamos 1/ = 11,. i E {O •... , l..· - :!}. Por 

(/.'JI se cu1nple ,/ = "lc- 1 • ya r¡ue """-:1. ""'-" € .Y+(n,) U { "•}. par.a i = O •...• /.- - :l. y 

a1.·-:1<1,,,,_ 1g E TIJ((7). Como ¡_.Y,t,(</)I = J.V.t1 (a¡.,_,,)! = I• - '.!y !1.r1 1 •.•• • uk-3 ti. lV.~1 (<11,._ 2 ). 

rlchPmmitPJH!r{b1 ••••• b.} = 1\'.t"1Ca.i._,,,) (pues ... $1.--:!). in1plirHwlu ... = 1..·-2, 2 ... +I =u~ (i 

y .... ;:: :t, qur no es posiblr.. por !'t•r TIJ(({y,b1 .b,,.b~})) -:¡f. ~t 

Por lilnt.o. Ges libre dr. T1k. Si e; no cmnpl'"" las hipótr:.i!" dPI L<"1tH1 fi.:J, rcpitic•ndo d 

procl"ditnient.o a11f<•rior se ohtj(~IU! fi11a)111t•Ult• Ull 1Urtll'O (,º'. 0·011 il/ C (";'. 'Jlll.' l"iC"rt..a111c11lr. 

In!' n1111p)C', d~ do11dr. si• ~igue ••I n•:;;;ult<ulo. Fi11alnu•11t1•. ~¡ 11 = ·I o :,, ;1plira11do t•I 1nisn10 

Jll'Ot't•dintil'11to Sl"' t~lll'.:11('1111·01 q111~ PI 1í11iro t'HSO 1·11 q1u• (",' 1111 t"-. lil1n• di" '/"7i. PS e11an1lo ,\/ t!S 

t"I tnrnco :!·rC'glllar el<! onlt•11 11 = !í (l.·= ·I); JH'ro PSll' 1ort1o•u t'S la rXV<"<"i11dnd ch• ru;ih¡11it·r 

\."t;rl in· 1!11 l'I 1 unwn dl' ( :odois d·· orde-11 J 1. t•I nlill t•s li l 1n· .¡,. TT ... l l :-iJ. • 
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COROLARIO 6.5. E:rislt: uu ln1·111u tic onlcn 32 librr. rh TT7 •• ·l1/1·111<i .... /o.o.; fo,-,u.o~ 111á.s 

yn11u/r..'l li/Jn . .;;; ,¡,. TT7 no son¡,,,.,,,,, ... 1·i1·r.ufonles ni dt: Gllloi.~. 

Dr._·111m<drar:ián. Con10 ST27 es libn" .i~ TT0 con orden 27, por d Tr.orc>nut Ci.4 rxist.r.n torneos 

dc• orden a2 Jihres de TT7. Fina1mc.•nt.e. en el Capítulo \'111 .. prohar~111os'0

, usando una 

co111pu1adora. c¡ue tanto los tonwos drculantcs con10 Jos de G.alois contir.11r. a TT7 , si son de 

ordt"!'O 111ayor qur 31. • 
Este corolario es in1port.anh•. pur11ue este es el 1ne11or J.· lal 1¡tw los torueos rn•L"i grandes 

librC"s ch• T'T1.: 110 son circulanlrs ui d~ Galois. 
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CAPITULO 7 

Complejidad Computacional 

Calcular el valor t•(u) sr. f>llPclt• Pllfo.-cH alg,orit1nican1entf' 1.:or-110 u11 problema ,\,/iu .\/u;r. 

es decir. sr. necesita o11tcncr. e11 1·ada tc1nu•o co11 11- vértice:< ... 1 ta1naí10 de sus i:;uhtor11ros 

tra11sitivos nHis gr;indt!S, y drsp1u~:< v1·r nial dt• estas cantidadrs 1•s h1 1nenor. t::n printer 

problr.n1a con rste t•11fo<111t .. e!" c1u•· .. l 111ínlPl"n de torneos r.011 u V1°•rt icc-!'t c·rrn_• rxpon.-.ndal1111!11tc 

como f11nció11 d<" 11. Adc1n•ts. a111upu• !'l¡,lu co11sidcnira111os f;uniliHs ··pcq11eí1as .. <.h~ t>Slos 

torneos (con el fin de ~<'ll<!rar c-otoi:- sll)H'r·ion·:-. pnr;1 u(n)). l1._•11dría111os c:I problen101 dt_• tpu! 1•s 

.V P-cornpleto dt!tcnni11ar. p;1ra 1111 P111P1·n J.- y 1111 torneo dadus. si C•stP contiene un suhtorrwo 

transitivo ele orden l..·: t'sto c-s. Hpar.•111c·111i>11tc· c•s uu prol>lc~1na i11tnttHhlc~. En rr..alidad. scJlo 

se- l1a prohndo quP rs .'\' /:>-con1ph·tu c•l t·asu n1'1.s general c~11 <"I c¡ul" se~ 1 i<!llt! una cliArálicH y st• 

c¡uicrc <lcter111inar si rsta c:o111ie1w 1111a !'llhcliAnifica itcíclic-;1 d .. orcleu k (l!'"J]. E11 l!Slt.• C-i1pit11lu 

prohan1os que cm tornc·os siµ;11.- ?"-ic·11.Jo 1111 prohlr.n1a .'\' P-co1nplrto. 

Los ru11l·cplos 110 dt!s<·rito?"- t"ll ,.,..1,• 1·;q,í111lu p11etle11 :-.rr t·o11s11ltados 1•11 (lUJ. 

Llan1arr.111os p,.,,¡,¡, ""' drl .r.,·ubtonuo 1;-,,,,. .. 1111·0 dt. 1111 Tot"11to (o si111plrrnentc_• s·1 .. r) al 

sig11iente prohlen1a de dccisic)11: 

INSTANCIA: \ju 101·111·0 T cli- 1u-dt"11 ,, y 1111 c·nt.,ro J.· ( 1 ::S l.· 'S 11). 

PHEGUNTA: ;.Cu11tiem_• Ta r-r,·: 



Pnro-1 prohar c¡ue STT t->S .1V /'·romph~to1 111 ilbmrc~mo~ d J>roblcma dr :i-S11ti.-.fnbilirlatl (;i

S.t\T) l·5). c•I cual aparece en el siµ,uicntc contexto: 

Sra/.'= {u,,u;r, ... ,u"'} un conjunto de \"ilrinblet> Booleanas. Una n.o;ig1uu:1<;11 1/c vr:rdatl 

para /_: •:*:-> 1111a función t: U..._. { \,: /·-..}. Si t(u) = F. se dice <ftte u es r10Y/mfrn1 bajo t; en caso 

contrario. 11 c .. q falsa bajo t. Si u r.s uun \"ariabft"! C'!ll L'. m1t.011ces u y 17 sou lilcn1frs sobre u. 

La lilc•ral 11 •~s verdadera bajo t :ooi y sólo si u r.s \"Prdadera bajo t; la literal rr <'N \'t.•rdadcra si 

y sólo :;;j la variable u es falsa. 

lJu;i cltíti..~ula sobre U es u11 ,:onjunto de litaralrs sobre U. Ella reprc:o;1"!11la IH disyunción 

dP tuh•!"> literales y es salisft:.chu por uua asig,naci•Íll de \"erclad si y sólo si •ti n1enos uno de 

.sus mic·1nhros es verdadero bajo tal a. .. ignar.ióu. LTun colección C dr. chiusulns sohrc U es 

.sali.<oftclu1 por una asignación de vrrdad para l ~ •1uc.• :;irnuhancameute :;a1 is fa ce toda..-. las 

clñus11lns f'll (~. 

Bajo cs1os térn1inos, rl prohlcmn dc 3-Sa1 ísfaf,jlidud es: 

INST:\NCIA: Una colección c.· tic• dáu!'ul:as ~obrr Ull conjunto finito,, de variahle.s tHI que 

lcl =:c. ,, .. ,. .. todo e e e~. 

PH ECliNTr\: ¿Existe 1111a asig11adó11 dc verdad pan-1 ¡ · •pu .. !'li1lisfaga tuilm• la!" chiusulas e11 

c··t 

TEOREMA 7.1. El problt11u1 ::;TT '·' ~VP-nnnpltlo. 

/;)r 1110 . .;/r<1ru;11. Es claro •¡ur ·'"TT E :\' /'. Tra11sforrnarer11os a :J-SAT ('fl STT. St•a 

Lt = {11 1 .11 2 , ••• ,u,.} el conj11u10 d'· variablt·~ y sr~a (' = {c-1 .e¡, ... ,c..,} rl conjunto d<! 

cJ;iusula!'l de uua. i11sla11cio1 arbilr.aria d(• :i-S:\T. Supo11drC"111os, s.p.g., rpu• 110 •~xistcu u E {,' 

y r E e· COll u, il E c. Dehcn1os cn11sl ruir 1111 fOfllt.'0 '/' y Utl culero /..· tnlc~s qur T tiene 1111 

sul>tonu!o trausitivo dt.' ordl!ll J, si y sólo si C' 1•s :-;alisft·rho por Hlgun.a asig11ació11 de verdad. 

Al construir 'l', ;,.Jg-u11os dP SHS vc~rtin~s 1•stoí11 ri~lar.io11ados cou lo1s varia.bles t!ll U; los 

<JPJIHis, sah;n 11110 a11xili•11·. dt~JH't11J1·11 de• la.-. d;i11:-:.1il;1~. 

1\sociado COll cada par J.~ Jiti-r;il<•S 11, _\' LJ,. f::::: 1:::; U, fOlll<tlJIOS ll"I!!'> \'('•rlices. V,. V,,r,, Jos 

r11al1·s fonn•u1 d tri.i11gulo diril-.!,ido /l, = v,\:·,r,. :\d•·n1<Ís. !(_, n1hrc~ a /i, sic•rnprt! que i < j. 

,'j;J 



Por cada cláusula e, 1c•1w1nos una copia //, ch• ST7 ro1no sigue: Sratl t1; 1• u¡2 y u;:s 1¡,,. 
variables cu U asociadot!" n hu• lit~rales en e¡. E111011c,~!". 11, es corno cu la Fi~. 7.1.a. dorule 

estamos a.o;;ociando a cada u,, lm; vértices a;,(i) y b,,(i). j = 1,2,3. Además.//¡ cubre a 111 

cuando i < l (Fig. 7.J .b). 

Las di.-ccdoncs de la.s a.-istas entre //1 y R.1 "ºn co1no sigue: El vrrtkr h; cubre a todo 

R, y r; es cubierto por Indo 1/,. Sea uo0 E U tal que una de sus literales asociadas está en 

e; (i.1., lc1n{u;0 ,il¡0 }I = 1): Si iu '::fij, entonce,. fl¡..,(i)y b;0 (i) cubren a R,,; si i 0 = j con 

u;0 E e,, entonces n¡0 (i) y b,f\(i) rubren a. v;0 y so11 cuhicrtos por V;0 ; en caso contrario, n;0 (i) 

y b,0 (i) cuhrcn a i·,0 y so11 n1hi,•r1os por V¡0 (F'ig. 7.J.r-,). 

Fiualn1m1tc, agn•gan•t11u:> 1111 vértice z tal <p1t• nthra a <·:uh; R, y SPa cubierto por todo 

//,-. 

El torneo T así co11l"tr11ido 1it•nc 311 + 7111 + 1 vt~r1ic:cs y. clara1nt•111c. :-:;us ~11htor111_•ns 

1 ra11:-oit ivo:-o tien~ a lo 1n;Í!oo :!" +:¡,,, + 1 vértices. 'Ve;unos 1p1t~ (' rs satif'frdin por •nia asig1H1ció11 

1lt! \"rnlad :-;j y sólo si ·r cuut i«1w 1111 subtornco 1 r:u1si1 ivn dt• ord<~ll /.· = :.!11 + :J,11 + 1. 

Suponga que ·~xi~t.-. 1111a H:--iµ.1H1ción de v1_•rclad. f. qllt.• !<ittbfact• n e·. S<•a ·' el subtornru 

cl1• T <JHP contit•rw a { r- 1 ..... 1· ••• h 1 .... , h.,.,=}. a v_, (n•sp .. 'Í.º.1) ,·uan<lo f(u_,) = \' (rcsp .• F). 

y a 1_•x•tctan1rntP 1111 par (ct1illq11ic·ra de ellos) {aor,(i).b,.,(i)} d1_• <.0 ad<i //; lal q1u• la litc·ral n 

<'JI e, asociu<la a u,.., ( i.t. {o} = r, n { 11 10 . U, 0 }) sPa v1.·rdad1·ra hajo f. 
Vt·.a1nos <lll<' .\' ~ TT1.. ('laramcnte, l.\"\ = J.-. Para Vt•r que• .\· c-~ tnuasitivo. s,iln 

ll<'t:f•sita1uo!'> prolmr q1w ~i ¡•E U,~· q E//, r.011 /"/E E(TI. 1•11to11ce~ }J ~ \"(.\.") ó 'I ~ \·"(.\'); 

Supu11ga q1w p E\'(.\."). Poi· n•11stn1cció11. :-;1· dPbt• 1P1wr ¡1 E {v_,.,·_,} y 'I E {u_,(1).l.1_,(i)}; 

s11pondrc1nos ¡1 = v, y 1¡ = ''·'' 1 l. ya q1u• los 11t ros ca:-.u:-. son .11i:tloµ,o:-.. C"u1no /' E \.'( .\" ). :O.lº 

tiene f(u_,) = \"; pPro \"Ja_,(i)-;:: h.'(T) itnpli1·a. por t"tJ?L~tn1n:i.._)11. il_, E e,. E11tonn~s. la li1c'ral 

fl 3 es fc1lsa e11 e:, l1ajo f. t•:-; dt•rir. a 1 (i),b.1(i) it_ \'(.\'). 

:\.hora suponga que 1· co11tic-11e un subtor11Po ti-;111:-;itivo )- clt• nnh•11 J..:. (•Jar.antt..•111<• =E 

\/( }'). IFO~) n \/( R, )1 = :L llill ól j = l .... JI. y IFt).) n \.,JI, )1 = :~. p;ira ; = 1 •... , 111. Sc-a 

J:i! t-i' {\".F} loi f1111cic)11 tal q1w /(11_,) = \º :-.i y :-.•°>lo :-;i ..-., E)'. \."t•an111s que• f satisfac.- a 

C. Sc•a e, E C. \,01110 l\··n·)n \"(1/,)1 = :¡, t•Xil'ot•·r1.1 E ~!. .... u} y u 1(i).l>.1(i) E//, tHll':-. 



<¡Uf~ a¡(i) E\'()") Ó /,.J(i) E\'()-): ··orno Hrtllm:o; casos son a11iiloJ;,U:o;. supondremos, s.p.g .. <¡ll'-~ 

"Ai) E\/(} .. ). Por constr11cc:ió11 .... T Sr tic~nr llj{i) E .N-(\'J) n _,-~,,.J) ó a;(i) e l\'+c,·_,) n 
.\"-(\·J); sólo veremos PI prirner CH!"O. pw·~ d otro es similar. E11 tal c-nso. 11ueva1nente por la 

t_•nn=--trucción ch• T. :o;c! cumple uJ E<:,. r\<lc."llHis. como ::V¡a¡(i) E TD(T) con .:,a¡(i) E F(l''), 

!"r. t.iene V,; t¡! \/(Y). ri-; drcir. ".1 E\·-(}") (pues l\/(l .... ) n F(R_,)/ =:!):por tanto, f(u.,) =V y 

f satisface e,. 
Fi11aln1ent~ • .S"TT E :\' P-c-ompldo. p11r.s :1-SAT E JV P-ro111plrto [5] y clara111e11tr la 

c·o11:-;t rucción de Ta partir de /_ · .'" ,),. (" c•s polinomial. • 



(a) (b) 

H; 

l 
R, 

(e) (d) (e) 

Fig. 7.1: El torneo T. n: //, ::::::: ST, (las arist•1s 110 1no:;:;tracla ..... va11 1lt• lai. ,,·s ;i las b1s)¡ 
b: \.'(7') = F( // 1 ) U ... U \"(JI.,.) U \ "( /i. 1 ) U ... U \'(U,.) U { = }. C-(.•; Ht>lnrion<"s entre 
{h1~"•o(i),b,o(i)} e JI y R.,. e: iu :¡f. .i: el: 'º = j COll 1l¡c, ¿ <:,: t•: '" = j l'llll ú.,, E,.,. 
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CAPITULO 8 

Resultados Computacionales 

Co1no hc1nos vi5to a lo l~r~o (lr este trabajo. pari\ valores pequeños ele 11 ($ 31). los valor-$ 

rxi\rtos 1lc v(u) son iutlucido~ por torneos circulantc:-i o de Galois. Eu este últin10 ca¡>itulo 

ohtl'l1C~n1os. usando una t..·on1pt1tadora. los valores cit .. t:l'(1·) (r S 5ú) y !/11( ... ) (.o;< 1000) 

J>O'\g. T>. E11 pnrticular. clc1n1os mrjores cotas sl1pcriores pnra L'(u). n S ~J!Jl. 

Parn 11 >O rntt"rn i111J><'ll". l1t-1nos dclinitlo c1•(11) con10 , .. ¡ 1•11tl!l"O n1<Í.s grn11c1r tal qut• tocio 

tornro drculantr d1• ortlt•11 11 t·ontÍt!llC a T7',.,(••l· Para calcular ru(n). :-npuuµ;a c111r "/" rs llll 

ton1co circulante tlt> orch~n 11 i11tl11ci<lo por 1111 cu11j1111to A y se;¡ // 11110 de los suhtorucl'lS 

1.-a11sitivos 111;;Ís gra11dt·s 1l1~ T: n·l·1u•nle que !Al= (u - 1 )/'.!.. Cnn10 011 t•l"111f'11to .r. <lis1into 

ch~ <·ero. t-stfi. 1~11 .·\ ~¡ y súlu si -.r 't. .·\, 1•11101u_·1!s siL•111pr<' existe u11 IOTlu·o eircul•1111t· 'I'' 

isor11orfo n 1' ro11 01 E E(~F'): por 1a11to. pQ(lc~1nos 10111<tr. :-o.p.g .• 01 E E("'/'), y ese11cialin<'11t1• 

hay a lo 111<Í.s ~( .. -:q¡:.: tor11eoi-; cin·ttlaulPs de ord .. 11 ri. 'fiu11bil·u poth•n1os s11po11er. s.p.µ, .. c¡nc 

o E /1 1·011 l/I \o] e .... , .. +(O). )Hll'h .r111t(T) <!S transitivo <!11 vl~rticcs. Usando rstas idc-as y una 

co111pt1liulora (ACEH -1SCi "' .50.'.\lllZ), hc111os uhtruido los valon:s de c11(11) p1·1·scnt;ulos 1!11 la 

Tahh1 S.l. 

Dos t.onu.·os t'in·11la11tps '/\ '.'-."/~.ch• orden 11. i11dn1._·iclos por los co11jt111tns A1 y A 7 • res¡u·c

tiva111t•11\l', :-;011 ..Ídá111-iso11101f11 ... {l] :-.i t!Xistt~ 111101 unidad u clt• Z,. tal <pu~ A:l = {u· t l t E .A,}; 



5 7 !J 11 13 15 17 l!J 21 23 '..:!5 :!7 2!J 
,.,.,,,) 3 3 4 4 ·I 6 5 5 5 5 G ,; (; 

n(") 3 2 1 14 :.! 16 !J 4 

:11 33 35 :17 3!) ·11 43 45 -17 ·HJ 51 .""1:i ;,5 

,.,., ") G 7 7 7 7 7 7 8 7 8 8 " s 
utn) > 40 > 40 17 l•I 4 > 40 > 40 >·10 > .J() > ·10 

Tnhli• t-.1: \';,.lore8 de c1•(u) y u(n), n :S 5á. Cu In."' '~nlrndas t"ll Tlt."grilla."i 1-..lá ••'(u). •·11 V•"Z d~ o(n). 

clarn1n.-11h-. T 1 y T 2 son ison1orfos si so11 ..\<lán1-ison1orfos. Sc•n n(u) (n·:-<p .. n'(u)) C"l 1nin1cro 

de lon1eo~ ··irculnutes <le or<lcu 11 libre:-< rfp T7".,.,.(••)+I q11e 110 so11 isun111rfus (n .. sp .. 110 son 

.:\dH1n~is111nurfos); c~ntonccs, o{u) $ o'(u). ·rnrnbién en la Tabla S.l mu:-1ran10!" lus valores 

a(u) (u :S t,.1). Los entradas en 11r.grilla rorrcsponden 41 n'(rt). r11 \'t'Z ch• nlu): ,·011 la posible 

cxcc~prió11 1lt• t•stas entradas, cu g(•tu•ral M"' tic•ni- u(11) = n'(n). por rl si1-;11it>111c .. {17]: 

TEOREJ\:IA 8.1. St:t1 ,, > O uu ,_,,,, "'-' ,-,,,par "º ,¡;,_,;sib/, ¡1or ,.,,,,rf,.,Hlo.... Tu111bié11. 

7-., y T-i ,¡,, ... lorru:os circulautc:."> dt onlr u 11. /:.-.11lo11rt..o;. 7'1 y T°.l ·""º" 1.-.rnt1111jtJ ... 1 111 n t.lloto .coi y 

srUo ... ; !•'-'ti .·Í d1ítr1-i ... 0111u1-Jns. 

Obl't~I"\"" que ct•(n) no es una fu11ci611 crerieu1P. -.~•nnbic~u 11otP fJlll' .-J 1or11Po ~..,,·7:0 , presen

tado t•11 t•I (':apitulo \.', c~s rl tínit·o torneo circulaute libn· d1• T'/7 n111 11r1l.-11 :iJ. En general, 

par;t J.·= :i.-1 ....... n (y apare11trrnrntc• la111hié11 para k = 1). t•s 1i11ico t•l 1urrwo cirniln111c tnás 

grandr lihP· d1· TT1..+i· 

TOHNEOS DE G,\ LOIS. 

Es hi.-.11 sahido <p1r. l'Xistc 1111 tor11c•o di' c:alois dt• ordc>11 11 si .V ~,·,10 !-i ,, = :i (111od. •I) 

<-"011 11 = ¡1'. par;i J' prirno y r E ."\'. E11 la 'J"al1la H.:! prPs1•t1tarnos llllf"Slros tP:-1111.-ulos co1n

p11to-u:ic111.ah·:- (1•11 una Silil"Oll Gr.ilphk:- Po\,,·1·1· S•·riP:- ·1D/:{JO.'j) dPI ordt•11 !}1'(11) dt•I s11btnrr11!0 



gv(n) 
3 .. 
4 11 
5 19. :!~J. 27 
7 31 .. 1:1. ·17 
8 67. S:J 
9 59. 71. 7!1. 107 

ESTA 
SIUI 

11 10:1. l:!1. 1:11. 139, 151, 163, lffi". l!Jl. 19!.) 
12 17!1. 2:rn. 251. 271 

rr~!t 
e: .. • 

~' 

13 :!J l. :?:!:J. 227. 263, 307, 311. 331. :i-13, 347, 3(;7 

15 37!1. :J~~L •119. 439, 463, 467, 47!J. ·1!HI. 547. f>Ci3. 587. UHJ 
16 -1~ •.. ';71. fi7i!J 
l 7 :l5!1 .. 1:l J. ·'l!Jl. r.0:1, 523, 599, 607. 631. 643, fi-17. 683. CHJl. 719, 

7:!7. 7:J!I. 7.¡:J. 751, 787. 811, 827. S:J!J. 85!.I, SG3. 883. $87. !.M7. ffi"I 
18 !107. !1ti7 
UJ t'\2:l. !111. !IHJ. !JS3, 991 

Tnhln 8.2: El urd<-•11 !tr·lu) •h·I ,.11J,1onll."o transitivo ni;i. .. gr111uli• .. 11 el lor1wo clP {;ttlnis <.h• nr<IC'll u < 111011. 
Los 1'.trtlrru.,. :l7, 2-1:' y :1.1:1 ,...,, .. l11s 1í11i1:os <¡IH! 110 :..011 pri1nns 

1 rnnsitivo llHÍS g,ra11dP 1·011t<'11ido en r.I tonu•o d(_• C:alois ele onle11 "· para 11 < IOllll. Casi 

to<lo!" <'Stns torru·n~ dt" e:,. luis son tarnbit~n torneos circ11hu1lt·s. p1ws son de• orde11 pri111n. Los 

tor11f•os dr Galuis ele• orrle·11 :!7 = :f1, :!43 = :it. y :1.t:l = 7 3 • son los 1ini<·os c¡1w 110 snu ele• ordr.11 

prin1n y .. por tauto. 110 SOTI circ11la11tcs. Dr las rn,hla:o S.l y S.:! t~S daro ftll«' g1•(11) = r•(u) o 

!Jl!(u) ~ cr"(H) c·11 los lonac~os de Galois de or<lc·n 11 :S .J7 (cxceptuarulo" =:JI). 

Por ot.ro lado .. las nu·jon•s cota.o;; superiores nn1ocidas J><tr<t 1•(n) so11 17 .. 2:J): 

(1) 

l ;¡ ,-1:1J 
v(u) s -z + v:lu + 4 , 11 = :J (mod. 4). (2) 
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" ~ 31 45 ·17 63 s:J !JO 107 127 181 HJ9 255 :!11 :1<¡2 ;J(i7 .1-1:1 51 J GJ!I (if1!J 7:!:1 !171 9HI 
CI fi 7 7 8 s !l !l ll 11 11 )~ I:! 1:1 1:1 14 15 llí J(l 17 17 IH 
C2 10 JI 12 12 13 13 14 14 15 16 J(i 17 17 JS 18 18 ]!) 19 l!J :.w 20 
C3 s 10 JO 12 1-1 15 J(j 18 22 23 26 :!7 :!I :!I :'15 37 ,11 .1:1 45 52 n:i 

Tabln 8.3: Cota...~ 1mperiarc-s dt.• 1·(u). 11 :$ 091. Cl: La.. llwjor< .. ,.. ··ot;¡,.. induc-ida,:j d1~ In." Tabla..-. ~-1 )' 8.2. C:?: 

t•(n) :$ [:llog:1"J +l. C3: 1·(u)::; l-~+Jan+ Jfj .11 =:t (rnud .. I). 

donde (2) t!s rncjor que (J} ~ólo cuando n S !j~I. ('n1no 1•(11) l.'S u11a fu11dón creciente co11 

t.t(u) s cv{u) y u(n) s 911(11), cu la Tabla s.:l J>r<"SPlltamos las cotas SllJ><"riorcs Cl parn 1•(11). 

11 ~ HUI, i11d11ci<la.s d<~ ln.s Tablns 8.J y S.2. conaparadas t.·011 las cotas C2 y C3 dadas por ( 1) 

y (2), rcspcctiva111C"nt.c. Eu gcnernl, las cotas Cl ~011 midorPs qt11! C2 y C3. Sin embargo. itl 

crc!cer n, la dift•reucia entre C1 y C2 se v11ch't• 1111•11or. 
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CONCLUSIONES 

E11 r-sfa tesis hemos obtenido algunos resultados sobre los toruPos 111ás grandes libres de TTkt 

pt1r.a J..· S 7. En particular. parñ !..· S 6, virno~ que estos torru•ns !'llllt tinicos y tienen una 

l':-Of ructura bastante simétrica . 

.Siu r.1nbargo, para cJ caso k = 7, sólo pudilnos acotar· rl \"¡-lfor .'11(6) y .,,.~,. CJUC los 

c·urn•spondicntes torneos no son dt• Galois ni circulantes, a dif .. r·c•ucin d .. lo que ocurre ct10tndo 

1 .. ~n. 

0

1'it1JlhiCn .. proba111os", COIJ la ayucJa de llll<t co1np11tadorH. CJllf" lo~ forU<"OS cfr (:alois 

iudureu tncjores cotas sup,?riorc~ para tt(n). n $ H!.Jl, que.• fa!' ac111aln1c•11te ronoddas (k > 7). 

Si11 Pnthargo, demostrarnos qur l'Sh' rnétodo. para ralcular n11 Hs ~llJH•rinn•s. 11parculernf"nlc 

!'1')!0 puede aplicarse cu lornc.•os relativarnc11!1· pi>q1Jr.i1os, JHJ1•:-. "' proJ.IPJIHI algorítmico a.so

('iadn 1•s 1V P-complcto. 

E11 g<'11cral, nuestros rcsult;ttfus c:oufirruau lo q11P t>Sprr•ib<unus «011 n~spccto al con1por-

101111iP11lo de las f11nció11es t•(11} y .'ll(I..-). esto rs. r;dc:11/arla.o.; ··~ 1111 prolJh·n1a n1u_v con1plicado . 

.. \Jg1111os catniuos posibles par;i co11ti1111ar tr;,1haja11<lo c-11 1•sff' IPlllit :-.011 los siguientes: 

Prin11"!ro, por lo quP vin1os 1•11 esta tesis, 1~s 111uy prof,;1b/1• q11P los tor11eos grnndcs lihres 

tl1· T7J. q111! co11occ1nos actualu1c11teo. para k ~ 7. 110 .~wan fu!" 111;Í:-. gra11dPs efe su tipo. Si(~r1clo 

upl irnistas, 11110 c~sper•1ria rp1t• h)s torru.·os qut• ~Jrlc•1·n1it1¡111 1•1 v;t.lor .'ll(I.·) SP<tll, de cdg:u11a 

fon na. :-;i111étricos y 1~st1~11 relcido11;1dos con Jos corri!sJH.HHli1•111 l'S a y/(/.; - J ). E11to11ce!i, 11r1 
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l\J11y posible1ne11tc• ~I" ptu•1la 1•11runtr<n la fa1nilin (1111a dr ella~) q11t• dr>IL~rn1ina los v:ilt)n•:-

cxac~tos de gt(J.·). Siu Pllalnin.;u. de1nost n1r qtn"' son óptinia:o l<is col ;is i11foriorcs para !111k1 

i11dur.idas por esta familia. e-1pan•ut;¡ ser l<t partr nuis <lific·il dPI problt•11ut. En c-11a1110 od 

cáh:ulo de cotas supc .. rion•s de _1;/(/.·). un pnsihlr 1·.a1ni110 t!S v1•r ~¡para c;;1da J.· existe un r111t•ru 

i1.,. ;:::- O tal qucgt(J.·+j+ 1) = :!yt(J.·+j)+ l. par:1 U$ j < i1., .• y yt(J.·+i,..+ 1) < 29t(k+i,..)+ 1: 

eu particular, crce111os que tal¡,_. sit•111prc rs:istP y cun1plc~ ¡,_. $ 2. pan1 todo k > J. 

Finalmente, pe.-11san10~ que c•I prohlr1na de c·11co11trar tor11t.•o-. lihn•s dt.• subtorncos tr.111· 

sitivos grau<les. <lc!hc• c·~lotr n.•laciouado co11 el tc·11i:-1 de los torr11·os rc911/111·r~ .. t"IJ r-lnH1 . ..;.ilirn.·-. 

l~S decir, torneos c11 Jos que /.\'+(T)/ = l.\'+(T')f, para todo T y T' sulitorneos lra11sitivo~ 

dt~ orc.Jl'll r. Esto tilti1110. a :-11 v1·z. ap;1n•n11•111t•11t<" 1ic11e qtrl' v1·r r·ou PI tenia rnás es111rliadu 

de los tor11eos f11ertc.·n11·11lc· r'"gulan·s [:l. 1 :L :!O]. Dr aquí qui' ot 1·0 c;1n1iuo para ron1 i1111ar 
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