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1. Resumen

I. RESUMEN

Este trabajo retine los aspectos tedricos y practicos del anilisis de regresion, tanto lineal
simple como multiple, enfocados a la investigacién farmacéutica. Se comienza con la descripcién
general del anilisis de regresion, mostrando su concepto, importancia y aplicacion dentro de la
investigacién farmacéutica, ya que en esta areca se ha utilizado ampliamente para describir la influencia
de uno o mas factores sobre una respuesta en particular o sobre todo un proceso de fabricacién de.
alguna forma farmacéutica.

Se describen los fundamentos tedricos del analisis de regresion lineal simple y posteriormente
se muestra un estudio de caso del ambito farmacéutico, donde se aplica esta técnica estadistica, en el
cual se trata de encontrar la mejor relacion funcional entre la cantidad de principio activo disuelio de
tabletas de furosemida en funcién del tiempo. Primero se realiza un andlisis de regresion sin
transformar las variables en estudio, donde se encuentra que la relacién lineal no es muy buena, por lo
que fue necesario hacer una transformacion de las variables, obteniéndose asi un modelo que predice
la respuesta con menos error.

Posteriormente se describen los aspectos tedricos del analisis de regresién multiple asi como
las técnicas de seleccion de variables que mas se emplean, las cuales son: método de seleccion
Backward (de eliminacién), método de seleccidon Forward y método de seleccidn Stepwise (paso a
paso). La aplicacién de estas técnicas se muestra a través de un caso de estudio del area farmacéutica
en donde se trata de encontrar la relacion funcional entre la friabilidad de granulos elaborados por
fluidizacion y diversas variables independientes como: Temperatura del aire de entrada, Presion del
aire de atomizacidn y Cantidad de solucién aglutinante. Sobre este caso se aplican las diversas
técnicas de seleccidn de variables y se llega a un modelo de regresion mualtiple donde se observa que
no todas las variables involucradas desde un principio tienen influencia sobre la variable de respuesta.

En los estudios de caso se aplican herramientas estadisticas y graficas con ayuda del paquete
estadistico SAS, se muestran tanto los programas como las salidas y la interpretacion de los
resultados, obteniéndose con esto una optimizacion del tiempo de analisis que permita al investigador
ocupar su tiempo en hacer investigacion farmacéutica sin llevarse mucho tiempo en los calculos y
analisis.

En este trabajo se logra reunir en un solo texto una guia practica para el investigador que

emplea el analisis de regresién.




11, Introduccion

II. INTRODUCCION

La estadistica es una herramienta para los investigadores de diferentes areas, la cual ayuda a
presentar resultados de forma resumida, ya sea en cuadros o graficos, facilitando su interpretacion.
Cuando los resuitados de los experimentos conducen a la proposicion de modelos tedricos, una de las
herramientas estadisticas que mas se emplea es el Analisis de Regresion, el cual permite evaluar la
relaciéon de una o mas variables independientes y al menos una sola variable dependiente continua, es
por ello que en la investigacion farmacéutica se han_ realizado numerosos trabajos apoyados en el
analisis de regresion, por ejemplo, evaluar la influencia de algunos excipientes de una formulacion
farmaceéutica sobre los aspectos de liberacién y caracteristicas técnicas de la forma farmacéutica final,
caracterizar un proceso de fabricacion de tabletas en funcion de las variables que lo afectan, como el
tiempo de granulacidn, concentracién del agente aglutinante, humedad, fuerza de compresion y
tiempo de mezclado, entre otras. Existen muchos otros casos donde se aplica el analisis de regresion,
debido a que los resultados de experimentos del area farmacéutica pueden conducir a la proposicién

de modelos tedricos, 1o cual es un requisito para poder aplicar esta técnica estadistica.

Las aseveraciones estadisticas que pueden hacerse en base al analisis de regresiéon u otro
analisis estadistico deben distinguirse de aseveraciones deterministicas. Las aseveraciones estadisticas
contemplan la posibilidad de error en la descripcion de la relacién, a través del uso de la probabilidad
y la teoria estadistica toman en cuenta las irregularidades del mundo real que son asociadas con el
error de medicidn y la variabilidad individual, a diferencia de las aseveraciones deterministicas las
cuales no contemplan la posibilidad de error.

Por otro lado, en muchos de los experimentos publicados, donde se aplica el analisis de
regresion, muchas veces no se consideran todos ios parametros importantes relacionados con el
analisis de regresion, tales como el cuadrado medio del error, el coeficiente de correlacién y de
determiancion, el coeficiente de variacion del modelo y el valor del estadistico , asi como también se
omiten los criterios para realizar las pruebas estadisticas que conducen a un modelo que ajuste de
manera adecuada los resultados experimentales, para llegar a conclusiones mas confiables. Por ello,
en este trabajo se destaca la importancia de realizar un analisis estadistico mas profundo teniendo
como base los fundamentos tedricos del analisis de regresién, los cuales permiten tener mas
elementos o criterios de decision para interpretar los resultados del software estadistico SAS que se

empled como apoyo para facilitar los calculos matematicos.




2. Introduccién
En base a esto se plantearon los siguientes objetivos.

OBIJETIVO GENERAL.
Revisar los fundamentos te6ricos del Anilisis de Regresién, tanto lineal simple

como miiltiple, mostrar su aspecto prictico a través de estudios de caso como una herramienta

al investigador farmacéutico y asi obtencer una ayudn tedrico prictica de la aplicacién de esta
técnica estadistica en un conjunto de datos.

OBJETIVOS PARTICULARES.

-

Revisar los fundamentos teoricos del Analisis de Regresion Lineal Simple.

Mostrar la aplicacion, en el area farmacéutica, del analisis de regresion lineal simple a través de un
estudio de caso.

v

Revisar los fundamentos tedricos del Analisis de Regresiéon Multiple.

o

Revisar las técnicas de seleccion de variables del Analisis de Regresion Multiple.

Presentar un enfoque practico del Anilisis de Regresion Multiple y las diversas técnicas de
seleccion de variables a través de estudios de caso del area farmaceéutica.

Mostrar la importancia del cumplimento de los supuestos en el analisis de regresion.

Interpretar los resultados que se obticnen de las herramientas computacionales al aplicar un
Analisis de Regresion, como es el caso del paquete estadistico SAS para Windows.

Al cumplir los objetivos antes mencionados, se puede comprobar que:

La revision y comprension de los fundamentos tedricos del Andlisis

Estadistico de Regresion llevan a la sel mds 1 1

de
andlisis y a la interpretacion de resultados en forma mds rdpida y
confiable..



11. Introduccidn

MATERIAL Y METODOS.

Para lograr los objetivos, se revisd y conjuntd en forma didactica y resumida’los fundamentos
tedricos del analisis de regresion de las siguientes fuentes: ) :
e Bohidar N. R., (1993), “Relative efficiency of R* and ' . i

and formulation”. Drug Development and Industry Phnrmncy,’

ysl: for callbration

1447-59)

e Box George E. P, Hunter William G Hunter Stuart, (1988), “Estadistlca para lnvestlgadores .
Espaila, Ed. Reverté. 653 pp. T S T

« Cochran William G., (1974), “Andlisis de Regresion miultiple *'. Méxi Ed. Conti I. 703 pp.

Daniel Wayne W, (1990). “Bioestadistica: Base para el andlisis de las ciencias de la salud"”. 4a
reimpresion, México, Ed. Limusa. 667 pp.
Dick, F. Christopher., Kassen, A. Roger and Amidon, E. Gregory., (1987), “Determination of the

sensitivity of a tablet for lati to variati in ipi levels and processing conditions

5

using optimization techniq “. International Journal of Pharmaceutics., (38, 23-31).

Draper N. R., Smith H., (1981), “dpplied Regression Analysis”. 2* edition. U.S.A., Ed. Jhon
Wiley & Sons. 709 pp.

Elkheshen, A. Seham, Badawi, S. Sabry and Badawi, A. Alia., (1996), “Optimization of a
r &l pension of Rifampicina using 2* factorial desi g*’. Drug Develop t and
Industry Pharmacy, (22:7, 623-630).

Harris, M. R.., Schwartz, J. B. and McGinity, (1985), “Optimization of a slow-release tablet

Jor lation c g i Ifathi le and a illonite clay”. Drug Development
and Industry Pharmacy, (11:5, 1089-1110). -
Hamilton Lawrence C., (1990), “"Modern daia analysis. A first course in applied statistics",

U.S.A., Ed. New hamsphire Reooks/ Cole Publishing Company Pacific Grove California. 684 pp.
= Harnett L. Donald, Murphy L. James, (1987), “‘frurodi ion al 1lisi. distico ™. Méxi Ed.
Addison-Wesley Iberoamericana. p 486, 525.

Kleinbaum G. David; Kupper Lawrence L., (1978), “Adpplied Regression Analysis and Other
Multivariable Methods*. U.S.A., Ed. Duxbury press. 556 pp.
Kreyzing Erwin, (1981), “frtroduccion a la 7, 17 Principios y métodos”. 6a.

ediciéon. Meéxico, Ed. Limusa. 505 pp.
Merkku Pasi, Antikainen Osmo and Yliruusi Jouko, (1993), “Use¢ of 3’ Factorial Desing and

4
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i Multilinear Stepwise Regression Analysis in Studying the Fluidized Bed Gr lation Process.
v Part II'", Eur. J. Pharm. Biopharm. (39:3, 112-116). : C

e Merkku Pasi, Yliruusi Jouko, (1993), “Use of 3’ Faclo}'ia[ Desi g and Munltilis - Step
f Regression Analysis in Studying the Fluidized Bed Gr lation Proce Part I % Eur. J. Pharm.

Biopharm. (39:2, 75-81). : . . g
e Montgomery Douglas C., [Trad. Jaime Saldivar Deigado], (1991), ““Diseno y'Andli.s;is de
Experimentos” México, Ed. Iberoamérica. 589 pp. . - - e e .
* Montgomery Douglas C., Peck Elizabeth A., (1992), -"Inlroduclion w0 Iiﬁear:,regres:ian
analysis*. 2nd ed. U.S.A., Ed. John Wiley & Sons. 527 pp. EOE R
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Asi, toda la informacion se presenta en varios capitulos, tanto de aspectos tedricos como de

aspectos practicos del andlisis de regresion, como se describe a continuacion:

El capitulo 3 presenta una introduccioén al analisis de regresion lineal, donde se define; se
menciona su importancia y se enlistan algunos ejemplos de la aplicacion de esta técnica en el area

farmacéutica.

En el capitulo 4 se encuentran los fundamentos tedricos del Analisis de Regresion Lineal
Simple, se describen los diagramas de dispersién, los supuestos para un modelo de regresion, el
célculo de la linea recta a través del método de minimos cuadrados. inferencias estadisticas y la

prueba de falta de ajuste.
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En el capitulo 5 se describen los coeficientes de correlacion y de determinacién, los cuales se

presentan en un capitulo aparte debido a que estos coeficientes son de interés tanto para regresién
lineal simple como para regresidon maltiple.

En el capitulo 6 se analiza un estudio de caso donde se describe la aplicacién practica del
analisis de regresion lineal simple. Este caso trata sobre un estudio de disolucién, donde se busca el

mejor modelo que relacione el porcentaje de principio activo (Furosemida) disuelto de una tableta en
funcién del tiempo.

En el capiwulo 7 se presentan los fundamentos tedricos del Analisis de Regresién Miuiltiple, se
describen las pruebas de F-total y F-parcial, las correlaciones Maltiple, Parcial y Multiple-parcial asi
como los diversos métodos de Seleccion de Variables.

En el capitulo 8 se aplican los diversos métodos de seleccidn de variables del analisis de
regresion maltiple a un estudio de caso, donde se trata de encontrar el mejor modelo que relacione la
friabilidad de granulos elaborados por fluidizacién y diversas variables independientes, las cuales
fueron: Temperatura del aire de entrada, Presidén del aire de atomizacién y Cantidad de solucion
aglutinante. También se presentan otros tres ¢jemplos para mostrar el ajuste de modelos de regresion
muitiple a través del método de seleccion Stepwise.

En los estudios de caso se aplican herramientas estadisticas y graficas con ayuda de! software

de analisis estadistico SAS, por lo que se muestra la interpretacion y conclusiones de cada salida del
programa.

Finalmente se presentan la discusién, conclusiones y bibliografia del trabajo.
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111, INTRODUCCION AL ANALISIS DE REGRESION

En este capitulo se mencionan las generalidades del andlisis de regresion: su definicidn,

importancia y aplicacion en el area farmacéutica, asi como también se describen las diferentes técnicas
de analisis del regresion.

3.1.- DEFINICION.

El analisis de regresion es una herramienta estadistica que ayuda a evaluar la relacién de una o
mas variables independientes y al menos una sola variable dependiente continua, es decir, proporciona
una descripcidn de como se relacionan las variables en estudio.

3.2.- IMPORTANCIA.

Cuando se sospecha que las variables “X's” son una causa del comportamiento de la variable
de respuesta “Y", se puede preguntar lo siguiente:

* ;Sialguna .Y cambia, ¥ cambia?, ;En cuanto?
* ¢ El cambio de ¥ es el mismo a niveles altos o bajos de las X"s?

* ¢ Qué tan exactamente se pueden predecir valores de 7, si se conocen valores de X?
El analisis de regresibn responde a todas estas preguntas directamente, por lo tanto,
proporciona una forma de relacionar las variables en estudio para: predecir, optimizar o controlar un
experimento o proceso, en cualquicr area de experimentacion.

3.3.- APLICACIONES DEL ANALISIS DE REGRESION.

En la investigaciéon farmacéutica existen diversas posibilidades para aplicar un analisis de

regresion ya sea simple o maltiple, entre estas se encuentran los siguientes casos:
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d £, e ind diente.

1) Cuando se quiere caracterizar la relaciéon entre la variable dep P

para determinar la extension, direccién y fuerza de asociacidn entre las variables, por ejemplo:

* Determinar el efecto de la solucién aglutinante, tanto cantidad como composicién, sobre el tamafo

promedio de particula y la distribucién del tamafio del granulo empleado en la elaboracién de

formas farmacéuticas solidas [32]).

& Caracterizar la turbidez y el punto de turbidez maximo de una solucidén surfactante no-iénica de-

administracién oral en funcién de algunos componentes de la formulacién como el alcohol USP,

polisorbato 80, propilenglicol y sacarosa {25].

2) Para generar el mejor modelo matematico interpretativo, que describa la relacion entre una
variable dependiente como una funcion de una o mas variables independientes. Por ejemplo:

¢ Describir un proceso por medio de una ecuacion simple que relacione la respuesta Y para cada

valor fijo de X, tal como en la predicciéon de la estabilidad de medicamentos, en la cual existe una

relacion entre la concentracion del farmaco y el tiempo.

¢ Caracterizar un proceso de elaboracién de tabletas en funcién de las variables del proceso como
son: Tiempo de granulacién, concentracion del agente aglutinante, humedad después del secado,
cantidad y tiempo de lubricacién. Como variables de respuesta se pueden evaluar la distribucion
del rtamano de particula de los granulos, friabilidad tanto en porcentaje de peso perdido como en
porcentaje de tabletas rotas después de la prueba, tiempo de desintegracion, apariencia de las

tabletas y caracteristicas de compresion de la mezcla (6]

.
3) Cuando se necesita describir cuantitativa o cualitativamente la relacién entre las variables

independientes y la variable dependiente. Por gjemplo:

* Para describir la relacion entre variables donde la relacién funcional se conoce que es lineal, tal
como sucede con la ley de Beer, donde se representa en una grafica la densidad optica en funcién
de la concentracion del farmaco. Esto se emplea principalmente en la elaboracién de curvas de

calibracién, en el desarrollo y validacién de métodos analiticos.
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& Cuando se desea caracterizar la estabilidad quimica de un fairmaco como el Diazepan en fase
liquida, esto es importante debido a que en la preparacion de formas farmacéuticas la apropiada
estabilidad del principio activo es fundamental. De acuerdo a la estructura quimica del farmaco,
muchos factores influyen la estabilidad del principio activo los cuales pueden ser cantidades y
calidades de excipientes e incluso los empaques del producto farmacéutico. Se ha realizado un
estudio para caracterizar la estabilidad del Diazepan en funcién de la composicion del solvente, la
temperatura y pH; la variable de resp a fuela 1te de velocidad de d icion [8].

P

4) Para determinar cuales variables independientes son importantes en la descripcidén 6
prediccion del comportamiento de una variable dependiente, o para clasificarlas en orden de
importancia. Por ejemplo:

e Cuando se investiga la influencia de algunos excipientes de la formulacion de una matriz de
liberacién prolongada como pueden ser: celulosa microcristalina, fosfato dicalcico y lactosa, sobre

la velocidad de liberacion y caracteristicas técnicas del producto farmacéutico tales como dureza,
friabilidad y variacion de peso {34].

¢ Cuando se quiere optimizar la friabilidad de una tableta, tomando como variables de estudio la
perdida de peso durante el secado del granulado, la distribucién del tamafio de particula, la

concentracion del iubricante, la fuerza de compresion y precompresion (19).

5) Cuando se desean comparar diversas relaciones de regresion, para seleccionar aquella que
mejor describa el comportamiento del fenémeno en estudio.

Sin embargo, es importante ser cauteloso dcerca de los resuitados de un analisis de regresion
debido a que si se encuentra una fuerte relacion entre las variables en estudio no necesariamente
implica que las variables independientes sean la causa de la variable dependiente. Aunque fa
causalidad no puede ser necesariamente inferida de un analisis de regresion, una interpretaciéon

significativa de la relacién entre variables puede ser descrita en un sentido estadistico.
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3.+4.- TECNICAS DE ANALISIS DE REGRESION.

En general, si se supone que hay una sola variable dependiente (¥) o de respuesta; que
depende de 4 variables independientes o de regresidon (X,,Xz....,X,,). la regresién entre estas
variables se caracteriza por un modelo matemitico conocido como ecuacién de regresion, el cual se
ajusta a un conjunto de datos muestrales; en la mayoria de los casos la verdadera relacién funcional se
desconoce y el investigador debe elegir una funcién apropiada. Sin embargo, en un experimento
disefiado, el analisis de varianza ayuda a determinar que factores son importantes, usando la regresién

para construir un modelo cuantitativo que relacione los factores importantes con la respuesta.

Dentro del analisis de regresién i diversas técnicas cuya aplicaciédn depende de la

cantidad de factores o variables que se desean analizar, las cuales se pueden clasificar en:
a) Analisis de regresion lineal:

« Analisis de regresion lineal simple, donde se estudia la relacién que existe entre una sola variable

independiente y una variable de respuesta.
e Anilisis de regresion lineal multiple, en el cual las variables en estudio son dos o mas variables
independientes y al menos una variable dependiente (univariado) o mas de una variable

dependiente (multivariado).

b) Técnicas de analisis de regresidén que no i e son li ! es decir, los datos

pueden ajustarse a modelos cuadraticos (simples, multiples univariados o multiples multivariados),
exponenciales, logaritmicos o cabicos. Sin embargo, generalmente se busca un modelo de regresion
lineal a través de una transformacion de ias variables, debido a que su mancjo e interpretacién es mas

facil.
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3.5.- PROPIEDADES MATEM.ATICAS DEL MODELOQ DE REGRESION LINEAL.

El modelo de anilisis: de” regresion lineal mas sencillo, es decir con una sola variable
independiente, se representa por'la-.ecuacién de una linea recta, la cual se puede describir

matemaiticamente de la forma Y; /7‘,+2?,X, donde Y es la variable dependiente, X la variable

independiente; el parametro [, .es el valor del intercepto y B, es el valor de la pendiente. Los
simbolos B, y 7, tienen valores constantes para una determinada linea por lo que no se consideran

como variables.

El intercepto, G,, es el valor de ¥ cuando X=0. La pendiente, 4,, es la cantidad de cambio en
¥ por cada unidad de cambio en.X. Para una linca recta esta relacion de cambio es siempre constante.
Las propiedades de la linea recta se representan en la figura 3.1., en la cual se puede observar que
para la ecuacién Y=5-2X, ¥ decrece cuando .X se incrementa, tal linea se dice que tiene una pendiente

negativa {£#; = —2), cuyo intercepto es igual a 5, similarmente, la linea Y=-4+X se dice que tiene una
S Q

pendiente positiva porque ¥ aumenta cuando .\ se incrementa, (#, =1) y su intercepto es igual a -4.

Para describir las propiedades matematicas de la ecuacién lineal, las variables X e ¥ se tratan

en un sentido matematico, mas que en un contexto estadistico,

Para obtener la grafica de una recta, minimo se necesitan dos puntos, uno de los cuales puede
ser el punto correspondiente al intercepto, mientras que el oro se puede determinar al seleccionar
arbitrariamente un valor de X'y encontrar el correspondiente valor de ¥, o se puede emplear el punto
(X,7), ya que la linea siempre pasa a través de este punto. Sin embargo. si sélo existieran

unicamente dos puntos, el andlisis de regresidn es innecesario ya que en ese caso siempre se obtiene

una linea recta.
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intercepto, 8g =5
Y=g+
—)pondien'.e.ﬁl—l -
— x

=5-2X

Figura 3.1. Propiedades de una recta.

La forma mas simple del problema general de regresidén parte con una sola variable
dependiente “}”* y una variable independiente “X”, donde al modelo que se encuentra se le llama

Regresién Lineal Simple, el cual se revisa en el siguiente capitulo.
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V. Andlisis de regresién lineal simple
1V. ANALISIS DE REGRESION LINEAL SIMPLE

El anilisis de regresidn lineal simple es una técnica estadistica que define la relacion funcional

entre una variable de regresidon (X) y la respuesta (¥). Donde se supone que .X es una variable
continua y controlable por el experimentador.

4.1. OBSERVACION GRAFICA DEL PROBLEMA.

Dada una muestra de 77 individuos (u otras unidades de estudio), se observa para cada valor
de X uno o mas valores de Y, asi, se tienen n pares de observacion?s. las cuales pueden ser
representadas por (Y, X)X, ¥).....(X,.Y,) donde los subindices se refieren a los diferentes
individuos. Estos pares se pueden considerar como puntos en un espacio bidimensional y se pueden
representar en un diagrama de dispersion, el cual éc dibuja con dos ejes y por convencion, el ¢je

horizontal o eje-x es una escala para la variable-X, independiente o “causa” y el eje-y es una escala
para la variable-Y, dependiente o “efecto’” {13].

Estos diagramas ayudan a observar en forma grafica la posible relacion entre las dos variables

en estudio, como se muestra en la figura 4.1, de donde se puede inferir que la relacion entre X e Ves
lineal.

>
E

Figura 4.1. Diagrama de Dispersion .
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+4.2. SUPUESTOS ESTADISTIC'OS PARA UN MODELO DE REGRESION
LINEAL SIMPLE.,

Antes de comenzar a describir los procedimientos de analisis es importante conocer las
suposiciones estadisticas para un modelo de regresion lineal. Se debe considerar que Ia linea recta que
se busca es una aproximacién al estado verdadero de trabajo. El hecho de que la linea se determina de
los datos muestrales y no de la poblacidn requiere considerar problemas estadisticos concernientes a
la estimacién de parametros poblacionales desconocidos de una linea recta de forma matemaitica
general:

Y= fB,+ B, X 4.2.1)

donde /3, es el intercepto y £, la pendiente.

Para hacer inferencias estadisticas acerca de la linea poblacional mediante pruebas de hipotesis

se requiere la validez de las siguientes suposiciones estadisticas:

4.2.1.- Distribucién de Probabilidad de la variable ¥. Para un valor fijo de la variable .X, ¥
es una variable aleatoria con una cierta distribucidn de probabilidad. La media (poblacional) de esta
distribucidn se representa en la figura 4.2, como la media poblacional de ¥ dado un valor de X,

(#ypx,), ¥ 1a varianza como o',:/_r' . que es la varianza de Y al i-ésimo valor de X,

Figura 4.2. Distribuciéon de probabilidad de la variable aleatoria Y.
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4.2.2.- lndepcndencm. Los valores de ¥ son di:

del mismo vaso a diferentes tiempos.
- 4.2.3.- Linealidad. El valor medio de ¥, #,,. €s una linea recta en funm n de esto es, si ..
se conectan los puntos denotando los diferentes valores medios uy,y se obtendra una lineé‘rec}a,

como se muestra en la figura 4.3.

Usando simbolos matemiticos, se puede describir esta suposicién por la ecuacién:
By = Bo + BN . (4.2.2)
donde S, y £, son el intercepto y la pendiente de la linea recta.
De manera equivalente se puede expresar la ecuacion (4.2.2) en la forma:
Y=B8,+8X+s . 4.2.3)

donde £ denota una variable aleatoria la cual tiene media cero a un valor de X, (,u‘,x = o) . Yaqueel
valor de X es fijo y no aleatorio, la ecuacién (4.2.3) representa la variable dependiente ¥ como la
suma de un término constante (,Bo +ﬁ,X) y una variable aleatoria (& ). Asi, la distribucion de
probabilidad de ¥y & difieren sdlo en el valor de este término constante, esto es, como £ tiene

media cero, ¥ puede tener media (ﬁa +ﬁ,X) .

La ecuacién (4.2.3) que describe un modelo estadistico es diferente al modelo matematico
lineal (4.2.1) debido a que este dltimo no considera a ¥ como una variable aleatoria, es decir, no
contempla la posibilidad de error en la predicciéon de ¥, y el modelo estadistico se basa en la
probabilidad de que suceda un evento, es decir, toma en cuenta las irregularidades que se relacionan

con la variabilidad individual.

15
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Figura 4.3. Suposicion'de li‘ncal'ldad.y

La variable & se representa en la figura 4.4; donde se observa que esta variable describe que
tan lejos esta una respuesta individual de la linea de regresion poblacional, es decir, una observacién a
un determinado valor de X es un error sobre la media 4y, por una cantidad g, la cual es aleatoria y

varia de individuo a individuo, por lo que € es referido como el componente del error en el modelo, el
cual esta dado por:

s=Y—(B,+BX) © &=Y- 4y, 4.2.4)

El concepto de componente del error es importante para definir un buen ajuste de la linea ya

que esta debe tener desviaciones (o errores) pequeiias entre lo que se observa y lo que predice el
modelo ajustado.

4.2.4.- Homocedasticidad. La varianza de ¥ es la misma en cada nivel de X. Esta suposicién
se conoce como homocedasticidad, donde “homo™ significa “la misma” y *“cedasticidad” significa
“dispersion”. La violacidn a esta suposicion se le llama heterocedasticidad. En términos matematicos,

la suposiciéon de homocedasticidad se puede escribir como of, . = o, para toda .X. Un nimero de

técnicas de estadistica sofisticada se pueden emplear para determinar si esta suposicién se satisface.
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Y a - . 'Valor observado ¥V a X,

\, Valor esperado (medio}

de %Y en X,, M v,

%, I*3

Figura 4.4, Componente del error.

4.2.5.~ Distribucién normal de Y en cada valor fijo de .X. Esta suposicion hace conveniente
evaluar la significacién estadistica (por medio de intervalos de confianza y pruebas de hipotesis) de la
relacion de X e Y reflejada por la linea recta. Es importante enfatizar que si no existe mucha
desviacion a la normalidad, las conclusiones que se obtienen por un analisis de regresion en el que se
asume normalidad generalmente seran confiables y ciertas. Esta propiedad de estabilidad con respecto

a las desviaciones de normalidad es un tipo de robusticidad.

Si la suposiciéon de normalidad no se cumple, se puede hacer un intento para transformar las
observaciones usando logaritmo, raiz cuadrada u otra funcidn para tratar de hacer al nuevo conjunto
de observaciones aproximadamente normal. Debe tenerse cuidado cuando se usan tales
transformaciones para que las otras suposiciones, tales como homogeneidad de varianzas, se cumplan

con la variable transformada.
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4.3. LEINEA RECTA DE MEJOR AJUSTE.

En el anilisis de regresion hay dos cuestiones bisicas que deben tratarse:

1) ¢Cual es el modelo matematico mas apropiado para usar?, es decir, (Se usara una linea
recta, una parabola o una funcién logaritmica?

2) Dado un modelo especifico, ;Qué se debe hacer y cédmo para determinar el modelo que
mejor ajusta a los datos?
A continuacién se describen dos formas analiticas de encontrar [a linea recta de mejor ajuste:

4.3.1- Método de Minimos Cuadrados.

El método de minimos cuadrados determina la linea recta que mejor ajusta a los datos en la
cual la suma de cuadrados de las distancias entre los puntos de los datos observados sobre el
diagrama de dispersion hacia la linea ajustada es minima como se muestra en la figura 4.5,

~
Y4 ‘?=é;+ﬁ'x/\.
o @Y
Y
Yyf=-=-—-=—==-= .
{ L . A2 Oebe ser
i TEMYG-% = minima
'
X, x

Figura 4.5. Desviaciones de los puntos observados sobre la linea de regresion.
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~
e a: D a ¥ como la

E! método de minimos cuadrados se describe de la sig

a N N
da a X, basada sobre la linea de regresion ajustada, en otras palabras ¥, = G,+ £, X,.

resp

La distancia vertical entre el punto observado (.\’,.Y,) y el correspondiente punto (.Y,, )A;) sobre la

}7—(;3°+ A, x] La definicién de Suma de

a
linea fijada esta dada por el valor absoluto ’}: -!1, S
Cuadrados de las distancias verticales de cada punto de la linea ajustada se escribe matematicamente

de la siguiente forma:
g(ft—ﬁ): = g(x—éo—/}.x)z @31

~ ~
La solucidn de minimos cuadrados se define por ser quien elige a 2, y 8, para los cuales la

dores de

suma de cuadrados mencionada es minima. A G, y £, se les llama esti

cuadrados de los parametros B, y 3, respectivamente y a la linea que se construye de acuerdo a esta

definicion se le llama linea de minimos cuadrados.

~
La suma de cuadrados minima correspondiente a los estimadores de minimos cuadrados G, y
B, se les lama suma de cuadrados acerca de la regresidn lineal, suma de cuadrados residual o suma

de cuadrados debida al error (SCE).

Matematicamente, la propiedad esencial de la cantidad SCE puede ser expuesia de la siguiente

manera: Si 4, y 5, denotan algunos otros estimadores de G,y 5,. se tiene:
SCE = Z‘:(K-ﬂo—ﬁ. x) s 2(x-p;-p8X) 4.3.2)
i pre
es decir, los estimadores minimo cuadraticos de 8,y 3, deben proporcionar menor suma de

cuadrados que cualquier otra combinacion de estimadores.

En la siguiente seccion se describe la solucién al problema de encontrar los estimadores de

minimos cuadrados de los parametros 5, y 5,;.
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4.4. SOLUCION AL PROBLEMA DE MEJOR AJUSTE.

Cuando la relacién entre X e ¥ es una linea recta y la observacion Y a cada nivel de X es una

variable aleatoria, ¢l valor esperado de ¥ para cada valor de X se puede definir como en la ecuacion

(4.4.1), donde los parametros de la recta, 5, y f,. son constantes desconocidas.

HY/X)= Lo+ L1 X= Hyx 4.4.1)

Se supone que cada observacidn, ¥, puede describirse mediante ¢l modelo (4.4.2), donde & es
un error aleatorio con media cero y varianza o°. Se supone que {£} constituye un conjunto de
variables aleatorias no correlacionadas.

Y=B,+8X~+& (4.4.2)

Los parametros del modelo g,y B, pueden estimarse mediante Minimos Cuadrados si se

tienen 7 pares de datos (X|.Y|).(X=.Y;).....(X,, ,Y,,).

4.4.1. Solucién por minimos cuadrados.
Al aplicar la ecuacion 4.4.2 se obtiene la siguiente expresién:

Y= My, +E = Bo+HAX, ~5 . i=12,...n (4.4.3)

donde ¥ es la i-ésima observacién, ¢, es la media de ¥ en el i-ésimo nivel de X, 3, es la ordenada
“x -

al origen, 8, la pendiente (coeficiente de regresian), .Y, el i-ésimo valor de la variable independiente

y &, el i-ésimo valor no observable de la variable aleatoria & (error).
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Luego entonces, para cada observacion el modelo queda:
K =p8,+pX +5
Vo= fo+ B, X, +6;
-
. 4.4.4)
-

Y, =fo+BX,+&,

de manera que se tiene un sistema de ecuaciones que se puede escribir en forma matricial como:

z:é_&-ﬁ-g (4.4.5)
donde E
Y 11 X &,
Y2 1 X2 €2
y=1| - X =" =% e=]|"

X' es una matriz (n x p) de los niveles de las

En general, Yy es un vector de respuesta (n x 1);
p variables de regresién, 8 es un vector de coeficientes de regresién' (px1l)y e esun vector de

errores aleatorios (n x 1).

Obsérvese que:

1 X1 ' Bo + Byx,

1 X2 Lo+ B x5

. . Bo _ .
_ . 2 . (4.4.6)
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de manera que

Y1 Bo +.8,%, €
Y2 Bo+ B ,x; €2

. _ . o

. . . (4.4.7)
Voan Bo+ B ,x, En

se pued calcular los estimadores de g8, v 4,

A partir de este si; de ec
mediante Minimos Cuadrados de la siguiente manera:

a a un X, de la linea de regresion ajustada, la

Sea fj = pAo+ﬁ', X,- la esti ion de la resp

A
distancia vertical entre el punto (.¥,,%) y el punto [.\',,};) de la recta ajustada esta dada por el valor

. La suma de cuadrados de tales distancias es:

Y _(é\o+,é‘1 Xt)

absoluto

v, -7 o
i{}:-f{)’:i{ 2~ Bo— 1 X,T (4.4.8 = 4.3.1)

La solucién de minimos cuadrados se define por la eleccion de ,&,, y /}, para los cuales la

suma de cuadrados de la distancia es minima. Esto conduce al siguiente problema:

Encontrar los valores de B, v 2, (llamados ,é,, ¥y [}I ) wles que Z(}f - Bo— 5 A’,) sea
=t
minima.

La solucion a este problema es:

Sea Q= Z(}',’ — L —ﬁ,&): , la funcién que se va a minimizar.
=)
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Puesto que se trata de hallar los valores de 8, y £, que minimi la funcién, se las

derivadas parciales de Q respecto a estas variables y se igualan a cero cada una de ellas.

Las derivadas parciales son:

6%% =32(% - g~ £ X)) 4.4.9)
y ;:,‘;% = §2(x—ﬂo—ﬂ.x.)(—z\'.) (4.4.10)

Si se igualan a cero cada una de estas dos expresiones, s¢ obticnen dos ecuaciones llamadas

ecuaciones normales, cuya solucién permite obtener los valores de 5, ¥y 5,.

Al igualar a cero la derivada parcial (4.4.9) se obtiene:

;Z 235(% - B = %) =0
2(%-8.~pX)=0
25 -2 B, -2 A, =0
il

DY —nBy - M2 X, =0
=] . . im] .

2 X =nf, + £ 2.X,
= =

Nétese que al igualar a cero esta primera derivada parcial equivale a requerir que la suma de
los residuales sea cero, ya que la expresidn entre paréntesis es el residual e = (17 -Bo - ,6,X,).

Para la segunda derivada parcial (4.4.10) se tiene:
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—-2(2'.({' - #s- ﬁ.\’:)) -x,)=0:

Sr-a.- ) x)-o o

Zr(—X) Zﬁ..(—X) Zﬂ.(X)(—X) °
—ZX(&)+ZA(X.)+ZA()-’,)(&) =0
-ZY(-\)woZ-\.w.Z\' =0

=l

ﬂ.,ZX +ﬂ,Zx- = ZY(X)

Por lo tanto se tendra el si de Ecuaci Normales:
nBy+ B 2N, = DY, (4.4.11)
P -t
ﬁava.Z \"-Zx(\'.) (4.4.12)
iwl fm
4.4.2.- Solucién del si a de ecunci normal

El sistema de ecuaciones normales se puede escribir como

im|

S (;t.4.13)
2 X th

=] Pmy

> x, ﬂu]_ ZY, 1
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obsérvese que

1 1
X'y=[

[ n+yarosy,
X, Xz .. .

Xy + X2V t-t X, ¥,

X'y = e
> x|l L @
— ‘1 i .
ademas . R
1+
: b . .
xx=[1 1 - - 1} T 1dleitl x bxptetx,
A oL+ Xy, XP A XG A D
1 x, o
.- n > X,
XX = Z n (4.4.15
> ox, > x,? 9
i=1 i=1 -
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Por lo tanto el sistema de ecuaciones normales se puede escribir como:

x X)é =Xy (4.4.16)
Bo
con i = [ ﬁl ]
De aqui que la solucion a las ecuaciones normales sea:
-~ . —lrs
g =(X'X)"X'y . 4.4.17)

por lo que el estimador de minimos cuadrados es:

r@ >
[

(4.4.18)
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La recta de regresion estimada tiene la forma

¥ =g+ X,

Como ﬁ, =F —3. X se puede escribir:
A (o n
Y=(.Y -4, .Y)-c-p, X,

;‘?—31'?+ﬁl'vl

FaF+pfe, %)

~
que en forma matricial puede expresarse como: Z =
(4.4.20)
Estoes:
N ]
Y 1 X,
A
Y2 1 X2 A
_’ . . A
. ’ B,
C 1 X,
L L. . "

De (4.4.18) se obtiene que

IQ) ’

V. Andlisis de regresion tineal simple

i=12,...n (4.4.19)

4.4.21)

(4.4.22)
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1V. Andlisis de regresion lineal simple

z (4.4.23)

Se observa que el calculo de los coeficientes de regresidn lineal simple son en cierta forma
complicados y cuando el nimero de variables independientes aumenta, este calculo se vuelve mas
complejo, por lo que se recomienda el empleo de un software estadistico para evaluar estos
parametros. Sin embargo se determina que la estimaciodn de los coeficientes de regresidn a través de
minimos cuadrados proporciona la mejor estimacién de la linea recta que pasa a través de los datos

experimentales, lo cual se verifica en la siguiente seccién donde se analiza la calidad de la recta.




1V. Andlisis de regresidn lineal simple
4.5. MEDIDA DE LA CALIDAD DE UNA LINEA RECTA: CME, R° Y FALTA
DE AJUSTE.

4.5.1. Estimacién de la varianza (c*).

Una . vez que se determina la linea recta se debe evaluar si ayuda ¢ no a predecir el

comportamiento de la variable de respuesta Y. Una forma de responder a esta idn esti dada por
la Suma de Cuadrados del Error (SCE):
- AN
SCE = Z(}:—x) (4.5.1=4.3.1)
I

. A A ~
donde Y, =‘60+p14\’.

Si SCE = 0, la linea recta ajusta perfectamente, esto es, todos los puntos observados caen
sobre la linea tedrica, ¥, = ¥, para cada i. Cuando el ajuste no es bueno, la SCE es grande, ya que las

desviaciones de los puntos de la linea de regresion también son grandes.

Existen dos posibles factores que contribuyen a la SCE. El primero es que puede haber un
lote con variacion en los datos, esto es, o° puede ser grande. El segundo factor es que la suposicion
de un modelo lineal no sea adecuada. Por lo tanto, es importante determinar los efectos separados de
cada uno de estos componentes ya que cada uno conduce a resultados diferentes. Por ahora se puede
asumir que el sesundo factor no ocurre, es decir, si el modelo lineal es apropiado, se puede obtener
una estimacion de la varianza (o°) usando la SCE. Tal estimacion es necesaria para hacer inferencias

estadisticas concernientes a la verdadera relacion entre X ¢ ¥. La estimacion de o® esta dada por la
ecuacion 4.5.2
Spx=—~r -3 (Y YJ —L  sce
X = =
7 n-— /c—ll n—k—1 3-5.2)
Donde:

n= Numero de observaciones.
% = Numero de variables independientes.
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Otrra forma de expresar la varianza es:

-1 ~
Stx = ;_Z—Ic:T(S"; -8t S%) (4.5.3)

donde SEmdsle T (4.5.3a); es la varianza muestral de las ¥"s observadas

o [ vl)
Z .\,1 - dm}
y si --L'—‘———l—"——r (4.5.3b); es la varianza muestral de las .X"s.
—

La ecuacién usual para la varianza muestral esta dada por Z"_,(Y,’ —?):/(n— 1), 1a cual es

apropiada cuando las ¥'s son independientes con la misma media u y varianza o®. Puesto que en este
caso u es desconocida se puede dividir por n-1 en lugar de n, igual que para la varianza muestral es

un estimador insesgado de G*. Este concepto se ilustra en la figura 4.6.

bia con .X. Por

Si el modelo lineal es apropiado, la respuesta media poblaci 1 px
ejemplo, en disolucién la respuesta media del porcentaje disuelto del” principio activo cambia con
respecto ai tiempo. Al usar la linea de minimos cuadrados como una aproximacion a la linea

poblacional, [a media estimada de las s a un determinado valor de X es muy aproximado al valor

A
real. Ademas, en lugar de sustraer ¥ de cada ¥, cuando se estima o°, se puede sustraer ¥, de ¥,

A A ~
debido a que ¥, = Bg + B X, es el estimador de pvax.
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/\ R ,512>+622~+532

linea ajustada

"N
Y=Bo+gxx S=Y-Y
SN
rd
X
Figura 4.6, Varianza de la linea de regresién.
El coefici de determi i6n y la prueba de falta de ajuste, lo-s cuales son también una

medida de la calidad de 1a linea recta, se describen mas adelante.

4.6. RELACION ENTRE LA TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA Y
EL ANALISIS DE REGRESION LINEAL.

Los resultados de un analisis de regresion lineal se pueden resumir en un cuadro de Analisis
de Varianza (ANOVA). La tabla de ANOVA se puede emplear para ar pr s
del analisis de regresion lineal, tales como: (La pendiente B, es verdaderamente cero?, ;Cual es la

fuerza de la relacién lineal? y (Es apropiado el modelo lineal?.

El analisis de varianza y el analisis de regresion estan en estrecha relacién, tanto que un
problema de analisis de varianza se puede expresar en un contexto de regresidn. La forma mas comin
de presentar la tabla de ANOVA para la regresion lineal se muestra en el cuadro 4.1, el cual aparece

en las salidas del paquete estadistico SAS.

-~
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Cuadro 4.1. Tabla de Analisis de Varianza para Regresion Lineal.

FUENTE GRADOS DE SUMA DE CUADRADO
DE | LIBERTAD CUADRADOS MEDIO F R2
VARIACION (.l (5C) (CM)
Regresion k SCR = SCY -~ SCE. SCR , : .
SCR = i(r,- ?‘) CAMR== :
a N2
Residual nk-1 SCE = Z(x - Y.) _.SCE
-t n-k-1
2 .
[Total n-1 SCY = ;(’f ~-7)
Hipotesis a probar:
Ho: No existe relacion lineal signi) va de Y sobre X.
Ha: Existe relacion lineal entre X e Y.
Kk de vari i = de i totates. ¥ o de los valores obscrvados, ¥, =i-

&simo valor observado. Y, = i-d1imo valor predicho por el modelo

En esta tabla, el cuadrado medio se obtiene al dividir la suma de cuadrados por sus grados de
distico F se obii al dividir el cuadrado medio de la

libertad, el cociente de varianzas o
regresion (CMR) entre el cuadrado medio residual o del error (CVWE). Es importante advertir que si
bien las sumas de cuadrados y los grados de libertad son aditivos, los cuadrados medios no lo son.

El coeficiente de determinacion, »°, se obtiene al dividir la suma de cuadrados de la regresion

entre la suma de cuadrados total, esto es,

. _ SCY—-SCE
T e (4.6.1)

donde SCY es la suma de cuadrados de las desviaciones de las observaciones de ¥ con respecto a la
media ¥, y SCE es la suma de cuadrados de las desviaciones entre las observaciones de ¥ y la linea
de regresion ajusitada. A SCY se le llama variaciéon total no-explicada o suma de cuadrados total
corregida por la media, debido a que representa la variacion total de Y calculada antes de considerar
el efecto lineal de la variable .X; a SCY-SCE se le llama suma de cuadrados debida o explicada por la
regresion porque SCE mide la variacion de las ¥'s observadas tomando en cuenta el efecto lineal de la

variable X, por lo que (SCY-SCE) es matematicamente equivalente a la expresidn (4.6.2), la cual
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representa la suma de cuadrados de las desviaciones entre los valores predichos y la media ¥, asi se

tiene como resultado la ecuacion (4.6.3).

g(f"— r_’): (4.6.2)

Variacién total no-explicada = Variacidn debida a la regresion *

+ Variacién residual no-explicada

o 3(x-F) = g(f’:—lﬂz +‘Z:|:(}: -%) (4.6.3)

1
j
;
)

A la expresién anterior se le llama ecuacidén fundamental del anilisis de regresidn, la cual se

ilustra en la figura 4.7.

§
i
i
{
i
|
!
]
3
;

X; x

N
= YI) =cantidad a X no explicada por la regresidn

(- Y') = cantidad a JX; explicada por la regresidén

(¥ — Y‘)_—.canc:.dad total no explicada a X,

Figura 4.7. Variacién explicada y no-explicada por la regresion
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En el cuadro de analisis de varianza, el término cuadrado medio del error es el estimador de

S7,%. el cual es un estimador de la varianza o* cuando el modelo lineal es adecuado. Por otro lado, el
término cuadrado medio de regresion (SCY-SCE)/k proporciona una estimacién de la varianza o?,
cuando la variable X no interviene en la prediccidn de la variable dependiente ¥, esto es, si la hipétesis
nula H,: B, = 0 no sc rechaza, ya que cuando S, = 0, el valor del cuadrado medio de regresion se
eleva en proporcion a la magnitud de 8, y por consecuencia hay una sobrestimacién de la varianza.

Debido a que los términos cuadrado medio del error (CAE) y cuadrado medio de regresidén
(CMR) son disti ite independi

es uno de otro, si H,: 5, = 0 no se rechaza, el cociente de
estos términos representa la relacidén de dos estimadores independientes de la misma varianza o*.
Bajo la suposicién de normalidad de las ¥”s, tal cociente tiene una distribucién F y el valor del

estadistico F se puede emplear para probar la hipdtesis nula Ho: no existe relacidn lineal significativa
de Y sobre X

La prueba de £ acerca del cociente de las variaciones es comparable con la prueba f referente
a la pendiente 3, que se analiza en la seccién 4.7., pues en ambas se trata de probar el grado o
fuerza de la relacién entre .X e Y en una regresidn lineal. De hecho, se puede ver que la prueba fy la
prueba F son pruebas equivalentes para determinar si es significativa la relacidn lineal entre dos
variables. El valor de £, es igual al cuadrado del valor de ¢, lo cual se muestra en la seccidén del
estudio de caso. La ventaja de la prueba F es que puede ser general para cubrir los casos en que hay
mas de una variable independiente, cosa que no se puede hacer con la prueba r. La ventaja de la
prueba 7 es que se puede utilizar en los casos en que S, toma valores diferentes de cero, mientras que
la F solo se emplea para la hipdtesis nula &,: 8, = 0.

Otra forma menos comin de representar la tabla de ANOVA se presenta en el cuadro 4.2,
Esta tabla difiere de la primera s6lo en que parte la suma de cuadrados total corregida por la
media, SCY, en sus dos componentes, la suma de cuadrados total sin corregir, ZY-’ y el factor de
=

\
L (Z0)
correccion =t/
.
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La relacion entre estos dos componentes es:

(4.6.4)

SCY:%(}"_?‘) ZY: (EYJ

La suma de cuadrados total sin corregir Z:'_‘}j: considera las # observaciones sobre ¥ antes
de considerar la media poblacional de Y. El termino “regresion Y™ en el cuadro 4.2. se refiere a la
variabilidad explicada al usar un modelo que sélo involucre £, que es estimada mediante ¥ . Esta es
la misma variabilidad explicada al usar solo ¥ para estimar ¥, sin incluir la contribucién lineal de X.
El término “‘regresion (X/}_’)" describe la contribucién de la variable X en la prediccion de Y.

Generalmente “regresion (X/Y) ** se escribe como *“regresion X,

Cuadro 4.2. Tabla de ANOVA menos comun.

FUENTE GRADOS SUMA DE CUADRADO COCIENTE
DE DE CUADRADOS MEDIO DE
VARIACION LIBERTAD (SC) (CM) VARIANZAS
(gl) (F)
REGRESION
Variabilidad (‘ZY.T
. k By
explicads por ¥ "
Variabilidad e‘xpliudn SCY -SCE
tomando en cuenta X . (X/F) k SCY-SCE CMR = gt "cTig
. ‘ BEE ¥ L 'CME=—SCE
RESIDUAL S kel e SCE i e st

- H.| otesxs a probar:; LTI e
. Ho: No existe relacién lineal st‘gmﬁca de Y sobre X.
- Ha: Existe relacion lineal éntre Xe Y. PRI
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4.7. INFERENCIAS ACERCA DE LA PENDIENTE E INTERCEPTO.

Una vez que se estima la linea recta por minimos cuadrados se pueden realizar ciertas
inferencias para determinar si la linea ajustada ayuda o no a predecir ¥, y con que grado de
confiabilidad lo hace. Para esto e¢s de ayuda practica calcular intervalos de confianza o probar
hipétesis estadisticas acerca de los parametros desconocidos con la suposicidn del modelo lineal,
tomando en cuenta la incertidumbre de usar una muestra. Tales intervalos de confianza y pruebas de

hipétesis requieren la suposicion de que la variable aleatoria ¥ tiene una distribucion normal a cada
valor fijo de .X. Bajo esta suposicién se puede deducir que los estimadores B, ¥y G, son normalmente

distribuidos cada uno con medias G, y [, respectivamente cuando se mantiene la ecuacion
My =B+, X y con varianzas facilmente derivables. Estos estimadores al igual que sus
estimadores de varianzas, se pueden usar para formar intervalos de confianza y pruebas estadisticas

basadas en la distribucién 7.

Para probar la hipotesis #, : B, = #¢, donde Bf es algun valor hipotético para f,, el

estadistico de prueba es:

4.7.1)

Este estadistico presenta una distribucién ¢, con n-2 grados de libertad (g.1), cuando Hp es
verdadera, y relaciona una variable aleatoria que .se distribuye normalmente, dividida por un

estimador de su desviacién estandar.

Por ejemplo, cuando se hace un ensayo para encontrar la potencia de un fiarmaco donde se
obtiene una grafica de la cantidad recuperada contra cantidad conocida, la magnitud de la pendiente
tiene un significado fisico especial. Una pendiente de 1 indica que la cantidad recuperada es igual a la
cantidad en la muestra después de la correccion por el blanco. Una pendiente diferente de | indica
que la cantidad que se recupera es algun porcentaje constante de la potencia de {a muestra. Asi puede

ser de interés probar las siguientes hipotesis: H,: B, =1 contra H,: B, =1
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Para probar la hipotesis #, : B, = 5 el estadistico de prueba que se usa es:

4.7.2)

el cual también tiene distribucién ¢ con n-2 g.1 cuando Hy es verdadera._

Ambos estadisticos de prueba tienen n-2 g.1 ya que involucran a la varianza muestral, S} ., la

cual por si misina tiene n-2 g.1 y es ¢l anico componente aleatorio en el denominador de cada uno de
los estadisticos.

Al realizar cada uno de los procedimientos de pruebas de hipotesis a niveles de significancia
a, Ho se rechaza siempre que ocurra lo siguiente:

T=t,,) paraunaprueba unilateral superior
T<—1, ;1 « Paraunaprueba unilateral inferior
[T{= ¢,._31-«/» Parauna prueba bilateral

donde ¢,_,, . denota el punto 100(1-a)% de la distribucion r con n-2 grados de libertad.

Debe tenerse especial cuidado para interpretar correctamente los resultados de las prucbas
relacionadas con la pendiente e intercepto ya que se cometen errores con frecuencia en este aspecto,
ya que en muchas ocasiones no se tiene claro el criterio de decisidén y puede ser rechazada una
hipétesis que no se debe rachazar.

A continuacion se discuten las conclusiones que se pueden hacer sobre el rechazo o no
rechazo de las hipotesis nulas que se prueban comuinmente acerca de la pendiente v el intercepto. Se

asume que los supuestos de normalidad, independencia y homogeneidad de varianza se cumplen.
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4.7.1.- Prueba para pendiente cero,

La prueba mas importante de las hipotesis tratadas con los parametros del modelo lineal es
aquella en la cual se determina si la pendiente de la linea de regresidon es significativamente diferente
de cero o no, lo cual equivale a decir si las X"s ayudan a predecir ¥ usando un modelo lineal. La
hipétesis nula apropiada para esta prueba es £/, : £, = 0. Si se ignora por ahora la posibilidad de
cometer un error tipo I (rechazar una H, verdadera) o un error tipo II (no rechazar una Ho falsa), se

pueden hacer las siguientes interpretaciones:
1) Si Hy no se rechaza esto significa que:

a) Para un modelo lineal verdadero, X provee poca o nada de ayuda en la prediccidon

de los valores de Y.

b) La verdadera relacion entre .X e ¥ no es lineal, el modelo verdadero puede

involucrar funciones cuadraticas, cubicas u otras mas complejas.

Combinando (a) y (b), se puede decir que no rechazar A implica que el modelo lincal en Xno

es el mejor modelo para usar porque no provee mucha ayuda para predecir Y.

2) Si H, se rechaza, esto significa que:

a) X provee informacion significante para la prediccion de Y, esto es, el modelo lineal

A ~
Y= 60+ 5, X es adecuado para estimar los valores de ¥, conociendo los valores de .v,.
b) Un mejor modelo tal vez puede tener un término curvilineal.
Al combinar (a) y (b), se puede decir que rechazar A implica que el modelo lineal al tomar en

cuenta X es mejor que cuando no se incluye esta variable, pero también puede ser que el modelo sea

sdlo una buena "aproximacién lineal” cuando la verdadera relacién es no lineal.
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4.7.2.- Prueba para el intercepto cero.

Esta prueba se aplica para determinar si la linea recta poblacional pasa por el origen. La
hipotesis nula es K, : 8, = 0. Si esta hipotesis nula no se rechaza, es posible eliminar la constante del
modelo ya que se aporta evidencia para sugerir que la linea pasa a través del origen y que hay
observaciones tomadas alrededor de! origen para mejorar la estimacién de la recta. En algunos casos
esta hipotesis no es de interés, porque no se tienen los datos cerca del origen.

Por ejemplo, se sabe que muchas curvas de calibracidon pasan a través del origen; esto es, la
respucsta del ensayo debe ser cero si la concentracion del farmaco es cero. El cilculo de la pendiente
se simplifica si se obliga a la linea a pasar por el punto (0,0).

4.8. INFERENCIAS ACERCA DE LA LINEA DE REGRESION iy, = B, + 8. X

Uno de los usos mas importantes de la recta de regresion muestral es la obtencidon de

predicciones de la variable dependiente para algun valor de la variable independiente. El valor
~

estimado ¥, = F, + f,.X, esla mejor estimacién que se puede obtener de iy, (valor medio de ¥,

dado un valor X, )y de ¥, (valor real de Y correspondiente al valor dado .X| ). Frecuentemente se
requieren ambos tipos de predicciones.

Para obtener [a mejor estimacion puntual de las predicciones del valor medio y del valor real

de 7, el valor de la variable independiente (Xp ) se sustituye en la ecuacién de la linea recta de

regresion muestral, con 1o cual resulta que el valor de prediccion es Vi, = 8, + 0,X,. Asi, Yy, es
una estimacién tanto de .,y como de Y,.

Aunque ambas estimaciones tienen el mismo valor, se debe subrayar que se interpretan de
forma diferente. Estas interpretaciones distintas son importantes cuando se describen las estimaciones

mediante intervalos. Se analizara en concreto que el intervalo de confianza para estimar un valor
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serd r i e mayor que el correspondiente al valor medio, ya que el primero tendra

siempre un error estandar mayor.

4.8.1. Intervalos de prediccioén.

Una estimacién por intervalos tiene su centro, en términos probabilisticos en la estimacién
puntual, por consiguiente, los extremos del intervalo se obtienen empleando la informaciéon que se
refiere a la distribucién probabilistica del estimador puntual y su error estandar. La estimacién

puntual para las predicciones del valor medio y del valor real de ¥ es siempre el mismo valor de Y_
Sin embargo, los extremos de los intervalos de estimacién de estos dos tipos de prediccién, basados

en un nuevo valor X, seran diferentes porque sus errores estandar son diferentes.

Para el intervalo de prediccion del valor real de Y., el error estandar que se usa para la
construccidn de este intervalo se llama error estandar de la prediccién y se denota por S .. Su calculo

se obtiene con la ecuacién (4.8.1).

(4.8.1)

Se observa que S, serd siempre mayor que Syia- puesto que la expresion bajo el simbolo
radical siempre sera mayor que uno, ademas S, depende del valor particular que se asigna a X5 .
Mientras mas alejado este el valor de Xp de la media de los valores usados para determinar la recta
de regresion muestral, menos exacta sera la prediccién basada en esa recta. Se debe tener cuidado al
hacer predicciones que vayan mas alla del recorrido de los valores observados. En la figura 4.8, se
observa que las franjas o regiones de confianza se limitan por curvas, ¥ no por lineas rectas.
Finalmente se observa que si # es grande y si el valor.Y¥, esta cerca de .X', entonces la expresion bajo
el simbolo radical tendra un valor cercano a 1.0 por lo cual §,.. vy §, seran aproximadamente
iguales, es decir, mientras mayor sea la muestra v menor la desviaciéon de .Ys respecto a X, mas
confianza se tendra en los resultados muestrales y en la prediccidon subsiguiente. La prediccion sera

mas exacta en las proximidades dei punto (X, V).
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Y Linca recta de mejor ajuste
ww—— Intervalos de prediccidén A.P)
"""" Intervalos de conﬁanza acy
para el valor medio.
cr
-===""1p1
X

Figura 4.8. Intervalos de prediccién y de confianza.

Ahora se puede usar el estimador puntual Yy, y el error estindar S, para construir un
intervalo de prediccién de 100(1-a)% para Y, . El estadistico adecuado para este caso tiene

distribucién ¢ con (n-2) grados de libertad, como se muestra en la ecuacién (4.8.2).
IP=Pu tty sy anS, (4.8.2)

En la predicciéon de una respuesta Y hay dos fuentes de error en la operacion: el error

individual medido por la varianza (™) y el error en la estimaciéon de Hy, ., al usar f’_r_. Esto puede

ser expresado por la ecuacion (4.8.3).

" N
Y—¥x = (Y—tiyx) + ( Yx—tiyx) 4.8.3)
1 -
a"’%‘a}o’é COUEREREEST oo B u

Esta representacion permite escribir la varianza de una respuesta individual predicha al nivel
Xo como:

Var ¥ +Var Yy, = o [1 +i L(:—_T)—X:{)\—] (4.8.4)

esta expresion de varianza se estima al reemplazar o® por su estimador S0
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i . V. Andlisis de regresion lineal simple
4.8.2. Intervalos de confianza.

Se puede encontrar para un valor de X=X, el intervalo de confianza para el valor medio de ¥
aXo. Hr,x,: En este caso, el error estdndar adecuado se denota por el simbolo Sy, y se expresa por

la ecuacién (4.8.5).

Seixe = Srixc (4.8.5)

Como en el caso de 5., también Sy,,, depende de 17, Xo y §y,,-. Sin embargo, el valor Sy,
sera siempre menor que el de S, ya que contiene un termino positivo adicional bajo el radical.

También en este caso el estadistico apropiado tiene una distribucién t con (17-2) grados de libertad.
Asi, 10s extremos del intervalo de 100(1-c¢)% son:

~

Yxosktyo21-a2Sriy, (4.8.6)

Para hacer interencias acerca de puntos especificos sobre la linea de regresién, se utiliza un
intervalo de confianza para la linea de regresién sobre el rango de valores de X. La manera mas
conveniente es hacer una grafica de los limites de confianza obtenidos para los distintos valores
especificos de X y entonces esbozar las dos curvas que conecten estos puntos. Tales curvas son

llamadas bandas de confianza para la linea de regresion como se muestran en la figura 4.8,
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4.9. PRUEBA DE FALTA DE AJUSTE.

A menudo, los modelos de regresidn se adecuan a los datos cuando no se conoce la relacién
funcional real. En temas anteriores se seflala que la estrategia general en el anilisis de regresion es
considerar la suposiciéon que un modelo lineal es apropiado para emplearse en la predicciéon de la
variable dependiente, sin embargo, es importante conocer si el orden del modelo tentativamente
supuesto es correcto o si existe un modelo mas complejo que pueda describir mejor los datos. Un
método para determinar si la suposicion de modelo lineal es razonable, es f!ccir. probar la validez del
modelo, se basa en una prueba de falra de ajuste o bondad de ajuste. A pesar de que se usa una sola

variable independiente, la generalizacién para X variables de regresion es directa.
Las hipotesis que se desean probar son las siguientes:

H,: El modelo se ajusta adecuadamente a los datos (INo existe falta de ajuste)

H.: El modelo no se ajusta adecuadamente a los datos (Existe falta de ajuste)
El principal estadistico que se emplea es la suma de cuadrados residual (SCE).

Como se menciond, existen dos posibles razones para obtener un valor grande de SCE, la
primera es que haya una gran variabilidad dentro de los mismos datos (o es grande); el segundo es
que la suposicion del modelo lineal no es completamente apropiado, es decir, 1a suma de cuadrados
residual contiene un componente que describe el error puro (o no relacionada a la regresion cuando
se emplea X) y un componente que describe-la extensidon de falta de ajuste en la suposicion del

maodelo lineal.

Para estimar estos dos componentes, primero se debe estimar el error puro de o por medio
de “replicar las observaciones”, es decir, repetir las observaciones en un mismo valor de X, las cuales
seran observaciones independientes de una distribucion con varianza o*, asi, para cualquier X se
puede obtener una estimacion de o al aplicar la ecuacién usual de varianza ‘muestral a las
observaciones de Y que se toman a un valor de .X. De esta forma, una estimacidén se puede considerar

como pura debido a que no depende del modelo que se considera. Todas las X"s asociadas ¢on dos o
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IV. Andlisis de regresion lineal simple

mas observaciones de ¥ se pueden usar para tener una estimacién pura de la varianza o, ya que una

sola observacién por si misma no proporciona informacién de la variabilidad.

A continuacion se describe una forma general para obtener la suma de cuadrados del error
puro y la estimacién correspondiente de la varianza del error puro cuando la suposicidn de

homocedasticidad se cumple.

Se supone que

Yo ¥z Y, son observaciones conn, replicas a.\,

Y. .¥Ys;.....Y,, ~sonobservaciones conn, replicasa.\’,

- e . . - @s.1)

son observaciones con n, replicas a.\",

por lo que se tienen & conjuntos de observaciones con replicas. La contribucién a la suma de
cuadrados del error puro de .Y, y la estimacidn correspondiente de o* (con n, —1 g.1) esta dada por la
ecuacion (4.9.2) y (4.9.3) respectivamente.
F] 1 2
il(ﬂ. -F) 4.9.2) y — 5;(}'.., -¥%) (4.9.3)
- l b .

De esto se observa que la suma de cuadrados del error puro se obtiene al sumar la ecuacion

(4.9.2) sobre todos los niveles de X"

. x - .
Suma de Cuadrados del error puro (SC,,) = Zi()’“ - YT) - (4.9.4).
=l w1
con _{(n, ~=(n -1+ (s —1)+..+(ny,—1)= N—k grados de libertad.
jm1 N




1V. Andlisis de regresion lineal simple

y el estimador de la varianza del error puro es:

3 _ 1 _ 1 & _py 4
Ser = 4+, —k SC., = n g+, —k ;g( “—F) 4.9.5)

La suma de cuadrados de falta de ajuste se obtiene al restar SC,, de SCE, esto es:

SC(falta de ajuste = suma de cuadrados res:dual - suma de cuadrados del error puro (4.9.6)
SC(falta de ajuste’ SCE ep e

Los grados de libertad para SC(falta de ajuste) se obtiene al sustraer los grados de libertad del

error puro de los grados de libertad residual:

gl (falta de ajuste) = gl (residual) - gl (error puro)

gl (falta de ajuste) =(n-2) —(n—4k)=k -2 @.9.7

El siguiente paso es determinar el cuadrado medio del error puro (CM,’) y el cuadrado medio
para la falta de ajuste (C_\IM,) dividiendo cada suma de cuadrados por los correspondientes grados de

libertad. El C\4,, es simplemente S7,, la estimacion de la varianza del error puro.

El paso final es la comparacion del estadistico Fp (4.9.8) con el punto 100(1-x)% de la

distribucién £, con los grados de libertad de falta de ajuste como numerador y los grados de libertad

y se rechaza la hipdtesis de idoneidad det modelo si

del error puro como denominador ( el )

F1VOPRY 1N ) N

Fo > (F

F = My (4.9.8)

T cM,

Si la hipétesis nula de la adecuacion del modelo se rechaza, el modelo se debe descartar y

buscar otro que resulte mas apropiado. Si la hipotesis nula no se rechaza, no existe una razén
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V. Andlisis de regresién lineal simple

aparente para dudar de la adecuaciodn del modelo y por lo tanto se puede concluir que ¢! modelo tiene
un buen ajuste.

La figura 4.9 a el procedimiento para probar si el modelo lineal es apropiado. En este

diagrama no sdlo se aplica la prueba de ajuste para un modelo lineal simple sino para cualquier
modelo

Estimacién de o*

SC error puro

Scep), Obtenido de

¢ ob:cmciongs Cuadrado Medio
con gle, del Error puro

grados de libertad CM.,,= SC,. / glp

I

Fm CMyse / CM,,
Resultados SC residual (SCE), . Tiene distribucion F
o ici con g/ dos de t——+ Ticne ucién F con
con repeticiones gli;cs:‘:d &lr4e €n €]l numeradory
gl,p en cl denominador

sC !'alu_l de ajuste (SC&?‘QUC

ce por Cuadrado Medio de CONCLUSION
CON 2lrie = in - glop grados Falta de ajuste
rtad

de Tt CMisa = SCuse / 2lpua

Estimacién de &~ si
Ho: “El modclo es correcto™
no se rechaza.

Figura 4.9, Diagrama de fllujo para probar falta de ajuste.

La prueba de falta de ajuste se puede incorporar en la tabla de Anilisis de Varianza para
regresion lineal, como se muestra en el cuadro 4.3, en el cual el residual se divide en falta de ajuste y

error puro para obtener la informacién esencial con respecto a la prueba de falta de ajuste.
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Cuadro 4.3. Tabla de ANOVA incluyendo la prueba de falta de ajuste

FUENTE GRADOS SUMA DE . .
DE DE CUADRADOS -
VARIACION (LIBERTAD (SC)
ZD) : c
REGRESION (X) k scn—scy-scs‘“ :
RESIDUAL ' : o
falta de ajuste k-2 SCian = SCE - sc., :

error puro

Nk ZZ(”:« -7y

fml uwl

TOTAL N-1
(corregida por
la media)

r* =)

Hipotesis a probar:

Ho El modelo se a]usm adecuadamente a los datos (No existe falta de n]uste)
1 modelo no se ajusta adecuadamente a los datos (Existe falta de ajuste’

Por otro lado cuando se determina que existe un punto extremo en los datos que se van a

analizar, se pueden llevar a cabo dos procedimientos razonables para un ajuste por la presencia de
este punto extremo.

Primero, tal vez no es correcto eliminar por completo esta observacidn, ya que este punto
extremo puede contener informacion con respecto a la falta de ajuste, no obstante, su efecto sobre la
suma de cuadrados del error puro es considerable, por lo que se debera retener pero no se debe
emplear en el calculo de la suma de cuadrados del error puro, es decir, no contemplar su contribuciéon
sobre este parametro. Esto se debe hacer observando el supuesio de homogeneidad de varianza ya

que causa un incremento en el cuadrado medio de la falta de ajuste y un descenso en el cuadrado
medio del error puro.
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La prueba de F para falta de ajuste sin el punto extremo proporciona un valor de & mayor
que el valor de £ cuando se consideran todos los datos, por lo que la hipétesis nula de que ¢l modelo

lineal es apropiado (no hay falta de ajuste) corre ¢l riesgo de ser rechazada, a diferencia de alguna
decision anterior.

Sin embargo, la hipdtesis nula tal vez no se rechace a un nivel de significancia diferente, por lo
que se puede pensar que este primer procedimiento es contradictorio. Asi que se cuestiona sobre la

demostracion de la "falta de ajuste” tomando en cuenta el punto extremo. Esto permite considerar un
tar por completo el punto extremo y reanalizar los

segundo pr dimi el cual i en d
datos. Tal vez la relacidn lineal resulte mas fuerte cuando el punto extremo sea removido.

Otro punto interesante es decidir si se remueve o no el punto extremo, lo cual es muy dificil,
ya que un valor de * se considera “alto” en un sentido practico. La respuesta depende del propésito
de la investigacion y de la experiencia previa. Si la investigacidn se realiza en un ambiente natural, un
valor pequefio de »* como 0.4 6 0.2 se puede considerar alto en términos de gue ayuda a ilustrar la
variable independiente. También algunos estudios previos pueden tener resultados con valores de ~?

menores a los resultados que se obtienen en un experimento reciente.

Al finalizar el analisis se puede llegar a la conclusidon de que la falta de ajuste no es

significativa y por lo tanto un modelo lineal es apropiado para describir la relacidn entre las variables

de estudio.
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V. COEFICIENTE DE CORRELACION Y DE DETERMINACION.

$.1. COEFICIENTE DE CORRELACION.

Los métodos de correlacion se utilizan para medir la “asociacion” de dos o mas variables.
Generalmente se desea determinar si dos o mas variables estdn relacionadas, en el sentido que una
variable se podria predecir al conocer la otra. Por ejemplo, si se puede predecir la disolucién de una
tableta en base a su dureza, se puede decir que la disolucidén y la dureza estan correlacionadas. En el
andlisis de correlacion se asume una relacién lineal entre las variables. La correlacion se aplica

generalmente a la relacién de variables continuas, y su mejor visualizacion es a través de diagramas
de dispersion o diagramas de correlacion.

5.1.1.- Definicion del coeficiente de correlacién.

Una medida de la relacion poblacional entre dos variables aleatorias es su covarianza como se
muestra en la ecuacion 5.1.1.

AX,¥) = E[(X — pue XY~ 1)) (5.1.1)

Si bien la covarianza tiene muchos usos estadisticos importaates, por lo general no es un buen
indicador de la fuerza relativa de la relacion entre dos variables, debido a que su magnitud depende
mucho de las unidades que se emplean para medir las variables. Por esta razdon es necesario
“estandarizar” la covarianza de dos variables para disponer de una buena medida de ajuste. Esta
estandarizacién se obtiene al dividir C[X,Y] por el producto de las desviaciones estandar o, y o, .

La medida resultante se llama coeficiente de correlacién poblacional o de Pearson, y se denota por la
fetra p (ecuacidén 5.1.2).

covarianzade X eY XY o
p= SEY] | ge
(desv. est. de X) (desv. est. de Y) O Ty -8

(5.1.2)

Asi, el coeficiente de correlacion es un estadistico que proporciona una medida de la
asociacién lineal entre dos variables que se consideran aleatorias aunque en la regresiéon, minimo hay
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una variable que fija el investigador. El coeficiente de correlacion también tiene propiedades que

- revelan la aproximacion de regresion lineal, mas no es una medida de linealidad. Como en todos los

problemas de estimacion, para calcular el parametro poblacional p se usan los datos muséstrales. En

este caso, el estadistico muestral recibe el nombre de coeficiente de correlacion muestral, y se denota

con la letra 7, su valor se define de igual manera que p. Asi para dos variables .X'e ¥, el coeficiente de

correlacién muestral se define por:

Corjx.¥]= 5, = ;‘l_—li("" - X)(%,-F)

A a
o-f(:sf=— (X x)°

-1im

s 1
o} = S} =m'§(¥— Y)2

v

Al sustituir estas estimaciones en la ecuacién de p (5.1.2) se obtiene:

Sy _ covarianza de los_valores muestrales de Xe Y
SySy  (desv. est. muestral de X) (Desv. est. muestral de Y)

r=

T (X -X)x-7) i (X - X)X -7P)

r=

de manera que el coeficiente de correlacion muestral (#) se define por la siguiente ecuacion:

Z(X X)z-7)
LZ.(X ) T(Y ?')J

\/"_IZ(X - %) S E-P) [(,,%1 2]“:[§(X.—,\’)‘g(r:—f)’]“=

(5.1.3)

(5.1.4)

(5.1.5)

(5.1.6)

(5.1.7)

(5.1.8)
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Otra forma de expresar esta ecuacidn matematica es:

£en-(Ex)E )
_(.Z:.:{‘)z Z":Y':_(‘gny’ :

e (5.1.82)

=

Una expresion equivalente para », la cual ilusira su relacién matematica con la estimacion por
minimos cuadrados de la pendiente de una linea recta de regresidn es:

(5.1.9)

5.1.2. Propiedades matemsiticas del coeficiente de correlacion.
Las propiedades matematicas del coeficiente de correlacién () son las siguientes:
1) El rango de valores posibles de res de -1 a 1.

2) El coeficiente de correlacion se representa con una cantidad adimensional, esto es, » es
independiente de las unidades en que se miden .X"e V.

A
3) El coeficiente de correlacion es positivo, negativo o cero de acuerdo si £, es positivo,

negativo o cero. Esta propiedad proviene de la ecuacion (5.1.9), es decir, del valor de la pendiente.
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5.1.3. Interpretacién del coefici de correlacid

En las suposiciones estadisticas para el analisis de regresidn lineal no se considera a la variable
X como una variable aleatoria, sin embargo es importante considerar a X e ¥ como variables

aleatorias ya que en este contexto, el valor de r se interpreta como un indice de asociacion entre X e
Y en el siguiente sentido {14]):

1) Cuando la asociacion es positiva, el valor de » también es positivo.(fig. 5.1a). Si todos lo
pares de valores X e Y estan sobre la recta con pendiente positiva creciente, se dice que hay una
relacién lineal positiva directa entre X e Y, el valor de C[X ,Y] sera exactamente igual al producto

oy por o, de modo que p serd igual a +1.

2) Cuando la asociacién es negativa decreciente, el valor de r es negativo. (fig. 5.1b). Cuando

1a relacién es negativa indirecta, C[X,Y] serd exactamente igual a -(oy (o, ) ¥ p seraigual a -1.

3) Si 7 es cercano a cero, existe poca O ninguna asociacién lineal entre X e ¥ (fig. 5.1c¢).

La falta de asociacion significa que el valor de una variable no se puede predeterminar
linealmente con seguridad si se conoce el valor de la otra variable,

Existen dos

pectos inter en el anilisis de correlacién, los cuales son:

a) En problemas tipicos de correlacidn, .X e ¥ son variables aleatorias, en contraste al caso de
regresion lineal, donde X se idera fija, sel

da a priori por el investigador.

b) En una distribucién normal bivariada, X e ¥ estan relaci das li 1!

La regresion de
X e Yy Y sobre X es una linea recta. Asi, cuando se prueban estadisticamente los coeficientes de
correlacién, no se prueba la linealidad.
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" % carmoa1) {r cescano 4 -1)

(3) seaciscidn posiive ' . (b) asaciacidn asgutive

Figura 5.1, Coeficiente de correlacidn como una medida de asociacion

5.1.4. Prueba de hipétesis para el coefici de correlacié

El coeficiente de correlacion es una medida aproximada del grado de asociacion de dos o mas
variables. Una cuestién importante desde el punto de vista estadistico es que si un coeficiente de
correlacién es “real” o debido a un cambio. Si dos variables no estan correlacionadas, el coeficiente
de correlacion es cero, por lo tanto es util probar la hipdtesis H,: p = O para evaluar la asociacion

entre las variables .X e }; esta prueba es equivalente a la prueba de hipétesis A, F, = 0. Esta

equivalencia se proporciona a partir de las ecuaciones 3, = po, /o, ¥ ,5| =rS5, /Sy (5.1.9), de las

cuales se dice que J, es positiva, negativa o cero conforme o es positivo, negativo o cero, y existe

una relacion analoga entre 8, y r. De esta manera es posible escribir 1a prueba estadistica mediante

1a hipétesis H,: p = 0 unicamente en términos de » y . El estadistico de prueba es:
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,/ —_2
=N 2 1” = (5.1.10)
=72

¢l cual tiene una distribucién 7 con #1-2 grados de libertad cuando la hipotesis nula no se rechaza.

El estadistico 5.1.10 proporciona la misma respuesta numérica que (5.1.11).

B’_‘g!_n:l (5.1.11)

Syx

Por otra parte, una prueba de hipdtesis nula H,: p = g, . p, # 0 no esta en relacién directa a
la prueba de 3, asi como la hipotesis H,:p= p,, 7, =0 no es ecquivalente a la hipdtesis
H,: B, = B8, para algin valor de 6,®. Sin embargo la prueba de hipotesis para H,: p = p, , o, #0

es importante cuando las experiencias previas o la teoria sugieren un valor particular de g,.

En este caso se puede obtener un estadistico de prueba al considerar la distribucion del
coeficiente de correlacidon muestral ». Esta distribucidn es simétrica. como la distribucién normal, solo
cuando o es cero, cuando o es diferente de cero, la distribucidon de » es sesgada. Esta falta de
normalidad no permite usar la forma general del estadistico de prueba, el cual tiene un estimador
normalmente distribuido en el numerador y una estimacion de la desviacion estandar en el
denominador. Sin embargo, a través de una transformacion Z de Fisher, » se puede cambiar a un

estadistico que sea aproximadamente normal. La ecuacion para esta transformacion es:

3 1—-r
—log — — 5.1.12
Flos. T 7 ¢ )

Esta cantidad tiene aproximadamente una distribucidn normal con media l/2log, (1+ p)/(1—- o) ¥
varianza 1/(;71~3) cuando # es grande 2 =20. Por lo tanto para probar la hipotesis

Hyp= p, . p, =0 se puede emplear el estadistico 5.1.13.
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1 (1+7) 1 1+ p,
_ 2108.(1_’,)"2‘03- 1— o,

(5.1.13)
n-—-3

Este estadistico de prueba tiene aproximadamente una distribucion normal estandar y cuando

se prueba H,:p= p,. P, =0 se emplea una de las siguientes regiones criticas para el nivel de
significancia & :

Z2Z Hipotesis alternativa H ;:p>po unilateral superior
ZE-Z_ o Hipotesis altermativa H 4:p < pg unilateral inferior
|Z| 2 2,_o/2 Hipotesis alternativa H 4:p= po bilateral

donde Z,_, denota el punto 100{1 - a)}% de la distribucién normal estandar.

5.1.5. Intervalos de confianza para el coeficiente de correlacidén.

Un intervalo de confianza de 100{1 — a)% para p se puede obtener mediante el empleo de la
transformacién Z de Fisher de la siguiente manera.

Primero, calcular un intervalo de confianza al 100{l1—&)% para el

parametro
1/2log, (1+ p)/(l— p) con la ecuacién (5.1.14).
Licg, ::::z|_,,=/4;;—3 (5.1.14)

donde previamente se define Z,

a2

Posteriormente se escribe el limite inferior del intervalo de confianza como L, y el limite
superior como Lg; asi el intervalo de confianza es:
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donde L,

<L (5.1.15)

(5.1.152)

(5.1.15b)

Para transformar este intervalo de confianza, se determinan aquellos valores de p, ¥ oy que

satisfagan a los limites de confianza £, y L, como se muestra a continuacion.

1
L, =zilog,7r—:—2,_,,= Vn=3
1 l+r
L= 3 los. 1-r,
1+ 2,
2L, =log, =
s = 1+r,
1-r,

e"'(l'—r,)=”l'-i‘-r,' '

e —eiliy = 1+r,

z""_—"1=i-, +ettry,

e ~1=r(1+e%)
e:L, -1

=1
17 e 4

1 1
Lg :Elog. 1 +Z\ oz n=3
1 14rg
Ls =7los. 1—ry
T
2 =
2L, =log, =7,
Jers 1+r,
l=rg

e s (lmry) = 14+rg

T ey A

et l1m e""r_, +7rg )

e3ts 1= (I+e?ts) -
eilts o) ’

o=
T T e}

Por lo tanto, el intervalo de confianza al 100(1— @)% es:

(5.1.162)
(5.1.16b)
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5.2. COEFICIENTE DE DETERMINACION,

5.2.1. Definicién del coeficiente de determinacion.
Para cuantificar la magnitud de la fuerza de relacion lineal entre X ¢ ¥, primero se considera
cual es el predictor de ¥ si no se emplean las X's; el mejor predictor en este caso puede ser

simplemente ¥, la media muestral de las ¥'s, asi la suma de cuadrados de las desviaciones asociada

con la nueva variable de prediccion la proporciona (5.2.1).
scy =2(¥ -F) (5.2.1)
el

Pero si la variable X ayuda a predecir el comportamiento de la variable ¥, la suma de

cuadrados de los residuales es
SCE = Z(z -?,) (5.2.2)
e
la cual es considerablemente menor que SCY.
Py ~ ~
Si el modelo de minimos cuadrados ¥ = G,+ 8, X ajusta mecjor los datos que la linea

horizontal ¥ = ¥ (Fig. 5.2), el cuadrado del coefici de correlacion muestral » proporciona una

medida cuantitativa del mejoramiento al fijar una linea que considere a la variable X, el cual se puede

escribir de la siguiente forma:

._SCY¥-SCE -
r —scr (5.2.3)

Esta cantidad varia entre O y 1 porque r varia entre -1 y 1.
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5.2.2. Interpretacién del coeficiente de determinacién.
.En relacion a la interpretacion de »*, primero se debe resaltar que la diferencia o reduccién de
SCY cuando se usa X en la prediccion de ¥ se puede medir por (SCY - SCE) la cual siempre es
positiva, ademas, la reduccién proporcionada por SCY al usar X es dividida por SCY. De esta forma,
r* mide la fuerza de la relacién lineal entre .X e ¥ ya que proporciona la reduccién en la suma de
cuadrados de las desviaciones verticales que se obtiene cuando se usa la linea de minimos cuadrados

~ a ~ ~
¥ = Bo+ B, X en relaciéon al modelo ¥ =¥, que es predictor de ¥ sin tomar en cuenta a .X. Por lo

" (% ~F), y mis fuerte es

“ml

N .e .
tanto, entre mayor sea 7~ es mayor la reduccion en SCE en relacion a

la relacidn lineal entre X'e Y.

n
r Sm B raX

Figura 5.2. Prediccion de Y usando X'y sin usar .Y,

El valor mas grande que puede alcanzar r* es 1, lo cual se logra cuando G, es diferente de

cero y cuando la SCE=0, lo que significa que hay una relacién lineal perfecta entre X e ¥, es decir,

R .
todos los puntos caen sobre la linea recta ajustada. En otras palabras, cuando ¥ =Y, para toda /, se
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V. C de lacién y de
puede tener que la linea de regresidn se ajusta’ perfectamente a todos los puntos, por tanto los

residuales serdn jgual a cero, esto es:
i /" LA 2' : .
SCE = Z_,(z —YJ =0 (5.2.9)

Asi s SCY-SCE SCY _
1 que r=""scr ~scr-

A medida que el ajuste se hace mas preciso, disminuye la variacién en Y que esta explicada
por la relacién con .Y (es decir, SCE decrece), lo cual significa que »* decrece también. El valor mas
pequefio de r* es cero, 10 que significa que no hay mejora en la prediccion al usar X, esto es,
SCE = SCY, y se observa que un coeficiente de correlacidn cero implica una pendiente cero y por
consecuencia ausencia de alguna relacion lineal [16]. Por lo tanto el coeficiente de determinacién
también es una medida de la bondad del ajuste, que sirve para interpretar la cantidad relativa de la

variacion que explica la recta de regresion.

5.2.3. Relacién con el cocficiente de correlacién.

Existen muchas vinculaciones entre el analisis de regresién y el de correlacién. Se puede
observar, por ejemplo, la conexion existente entre el valor de r y el de la pendiente 3,, comparando

las ecuaciones:

. >x3x
5. Sap-EA L3y _¥)(5-F)
B, = A% ST n —= n—li-. ~
= ” 2
<. ZXA) e D AN
2 _ Seet -
2 -
S,
.7, s S
Y " eSS,
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V. Coefl de correl yde dete &
Debido a que S§ = S, S,. sustituyendo se tiene que:
S = BSE
_BSk | 5 SeSe _ 5 Sk 52.5
y r S¢S, B S5y B S, (5.2.5)

Puesto que S, y S, nunca son negativas, el signo de  depende del signo de la pendiente. La

ecuacidn (5.2.5) sbélo es vialida si el numerador es igual a f, multiplicado por la desviacién estandar
de la variable independiente.

Si se considera la relacidn entre el coeficiente de correlacion r y el coeficiente de

determinacion, se tiene: % = % = %—’ﬁﬁ- = —E‘% lo que es exactamente igual al cuadrado

del coeficiente de correlacién. Con esto se comprende la razén por la cual se usa la letra r para
d fici
el

de correl

v 7 para representar el coeficiente de determinacién. En la
mayoria de los casos, »° es mucho mas facil de interpretar.

Para que r sea un estimador insesgado de p, la distribucidn conjunta de X ¢ ¥ debe ser normal.
Esto significa que el valor del coeficiente de correlacion no depende de cudl sea la variable designada
por X y cual designada por Y. Sin embargo, esta distincidon es importante en el analisis de regresion,
pues la distribucion condicional de Y, dada .X, da lugar a una recta de regresion diferente de la que
corresponde a la distribucion condicional de X, dada Y. Por lo tanto en el analisis de regresion, la

variable independiente X no tienc que ser necesariamente aleatoria, sino que puede ser fija [10].

5.2.4, Conceptos crréneos de .

Existen dos conceptos erréneos acerca de ”, que ocasionalmente conducen a interpretaciones
falsas acerca de la relacidn entre X e Y los cuales son:
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yded
1.- Et val_cr' de r? no es una dida de la i

d de la pendiente de la linea de regresion,

esto es, si el valor de 2 es alto, no i

ela itud de la pendiente [;, es grande. Esto se

pude observar en 1a figura 5.3. Otra forma de observar esto es a través de la ecuacion (5.1.9), donde
a - R

Br= %— cuando r>=1 en ambos casos, a pesar de que las pendientes son diferentes
X i

Y N Y N
rt=1, B, >0 ” =1 f3 <0
é ‘
: >
(a) X OF E X
Figura 5.3, El coeficiente de determi

i6n (no mide la pendiente).

Asi, si dos conjuntos de datos diferentes tienen la misma variacién con respecto a X pero el

primer conjunto tiene menos variacion con respecto a ¥ que el segundo, la itud de la pendiente

para el primer conjunto es mas pequefia que para el segundo conjunto de datos.

2.- El valor de r* no es una medida de la conveniencia del modelo lineal, es decir »* puede ser
igual a cero cuando no hay evidencia de alguna relacién entre .Y e ¥ (Fig. 5.4a) 0 cuando existe una
fuerte evidencia de alguna asociacién no lineal (Fig. 5.4b). Por otro lado, +* puede ser grande cuando

un modelo lineal es completamente apropiado (Fig. 5.4¢) 6 cuando no es muy apropiado (Fig. 5.4d)
(16}
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Figura 5.4. El coeficiente de correlacién no mide la conveniencia

El coeficiente de determinacién debe pl

se con cuidado porque siempre es posible
hacerlo igual a2 uno al agregar el suficiente namero de términos al modelo. Por ejemplo, es posible
obtener un ajuste “perfecto” de » puntos al obtener un polinomio de grado n-1. Asimismo, -7
siempre aumenta si se agrega una variable al modelo, aunque esto no significa necesariamente que el
nuevo modelo sea mejor que el anterior.

A continuacion se describe un estudio de caso del area farmacéutica donde se aplica la teoria
del analisis de regresién lineal simple para encontrar un modelo que describe mejor los resultados
experimentales en base a los criterios de decision, el caso trata sobre un estudio de disolucién de
tabletas de furosemida, donde se queria encontrar la relacion entre el tiempo de disolucién y la
cantidad de principio activo disuelto.



V1. Estudio de caso de Reg. stmple

VI. ESTUDIO DE CASO DE REGRESION LINEAL SIMPLE.

Se realizé un estudio para evaluar el efecto del grado de viscosidad de 4 tipos de
carboximetilcelulosa sédica y las condiciones del mezclado (tiempo y velocidad) sobre el perfil de
disolucion de comprimidos de furosemida de liberacién prolongada en matrices hidrofilicas, a través
de un disefio experimental. Para ello, se tomaron al azar los resultados del lote 8 de diecinueve que se
elaboraron para describir el porcentaje de disolucion de furosemida en funcion del tiempo a través de

un modelo de regresion lineal simple [15].

6.1.- PROBLEMA.

Uno de los objetivos del estudio fue determinar un modelo de regresidn para describir el
comportamiento del perfil de disoluciéon de las tabletas de furosemida en funcidn del tiempo. Para
esto se realizé un estudio del perfil de disoluciéon para cada lote por sextuplicado durante 8 horas
(480 min.). La respuesta fue el porcentaje de furosemida disuelto y la variable independiente fue el
tiempo. Se eligieron arbitrariamente los resultados del lote 8 para ejemplificar el calculo de los
parametros de un modelo lineal mediante el uso del paquete estadistico SAS para Windows, asi como

también para la apli ion de la teoria descrita en capitulos anteriores.

P

En la literatura se reportan varios tipos de modelos que pueden describir el perfil de

disolucién de una tableta, entre los cuales se encuentran los siguientes:

Modelo de orden cero : Disolucicn = kr, en el cual disoluciéon representa el porcentaje de
principio activo disuelto a un tiempo 7 ¥ & es la constante de velocidad de disolucidén de orden cero.
Esta expresion tiene la forma de un modelo de anélisis de regresion lineal simple ¥ = G, +8,.X e
indica que la velocidad con que el sélido se disuelve en el medio de disolucion es constante con el
tiempo e independiente de la concentracion del soluto. Al representar la cantidad que se disuelve a
diferentes tiempos en funcidon del tiempo, se obtiene una grafica recta cuya pendiente es la constante

de velocidad del proceso, como se indica en la figura 6.1.

En este modelo, la cantidad total de farmaco disuelto a tiempo infinito corresponde
tedricamente a la cantidad que se agrega al medio de disolucion al inicio. Sin embargo, no siempre es

igual, ya que cuando se trata de una forma farmacéutica pueden ocurrir dos casos:
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V1. Estudio de caso de Reg. simple
a) el principio activo no es cedido por completo a la solucidn por existir cierto grado de
retencidn por parte de los excipientes. :

b) si bien se conoce la cantidad tedrica que lleva la forma farmacéutica, ésta en la prictica

puede experi vari propias de la manufactura o de las maquinarias procesadoras u otras
variables.

A pesar de que estas fluctuaciones suelen ser de pequefia importancia, en la expresion de los

resultados pueden ser importantes, sobre todo si se quiere determinar con precision los parametros de
disolucién.

=3
sl
¥
d
i I
]
1
T
tiempo

Figura 6.1. Cinética de disolucién de orden cero

Por otro lado, cuando se trata de comprimidos farmacéuticos, la disolucién suele comenzar de
inmediato cuando el comprimido se pone en contacto con el liquido, sin embargo, 2 menudo los
puntos correspondientes a los tiempos iniciales no resultan ser lineales debido a la desintegracion
retardada de los comprimidos, por lo que se recomienda no tomar en cuenta los valores de disolucién
en los primeros minutos cuando se busca ajustar un modelo lineal. A este tiempo inicial se le llama de
latencia o de induccion, que representa el tiempo necesario para que la forma farmacéutica comience

a ceder su pringcipio activo [3].

También existe un modelo de la forma Disolucion = kt", el cual se le conoce como modelo de
Pephas y puede ser linealizado al obtener el logaritmo natural (In) de ambos términos con lo que se
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VI. Estudio de caso de Reg. simple
llega al siguiente modelo: In Dis = In k +2n1n ¢ que también tiene forma de lineal simple. En este caso,

el valor del exponente o la pendiente del modelo linealizado indica el orden del perfil de disolucion.

Asi, el objetivo es determinar cual de los dos modelos ajusta mejor los resultados
experimentales, lo cual se facilita con ayuda del paquete estadistico SAS, como se muestra a

continuacién.

Existen otros modelos, que también se evaluaron, pero se descartaron por no ajustar en forma

adecuada los resultados experimentales del estudio de caso en cuestiéon.
6.2.- RESULTADOS EXPERIMENTALES.

Los resultados del porcentaje de disolucidn del lote 8 de las tabletas de furosemida se
introducen al SAS como se muestra en ¢l programa 6.1. Se comienza asignando un nombre al
conjunto de datos, en este caso llamado /ote 8. en la siguiente linea se indica en-que orden se
introducen los valores de las variables en estudio; debido a que también se necesita el logaritmo
natural tanto del porcentaje de disolucién como de los minutos, se deben crear nuevas variables
ltamadas LAIN y LDIS; posteriormente con la palabra CARDS se le indica a SAS que se comenzaran
a escribir los valores de las variables en el orden indicado. Finalmente se escribe el procedimiento de
imprimir (Proc Print), para que muestre los valores de todas las variables, lo cual se observa en la
salida 6.1, donde se presentan tanto valores normales como el logaritmo de minutos ¥ disolucién
(variables transformadas). Estos resultados son los que se emplearon para ajustar un modelo de
regresion adecuado.
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VI. Estudio de caso de Reg. simple

Programa 6.1. Programa SAS para Imprimir datos en pantalla.’

OPTIONS PS=60 NODATE;

DATA lote8:

INPUT lote vaso min disolu @@:
LMIN=Log {min) ;
LpIS=Log(disolu) ;

CARDS;

8 1 10 1.79 8 1 20 3.66 8 1 30 6.00 8 1
8 1 120 30.14 8 1 180 47.79 8 1 240 63.43 8 1
8 1 360 91.53 8 1 420 96.58 8 1 480 98.98 8 2
8 2 20 2.97 8 2 30 4.32 8.2 &0 89.70 8 2
8 2 180 38.23 8 2 240 52.96 8 2 300 70.61 8 2
8 2 420 98.23 8 2 480 107.76 8 3 10 1.20 8 3
8 3 30 3.70 8 3 &0 8.22 8 3 120 19.44 8 3
8 3 240 43.%92 8 3 300 56.18 8 3 380 &7.57 8 3
8 3 480 82.24 3 4 10 1.87 8 4 20 3.66 8 4
8 4 60 12.58 8 4 120 28.95 89 4 180 48.57 8 4
8 4 300 83.74 8 4 360 95.38 8 4 420 88.30 8 4
8 5 10 1.35 8 5 20 2.75 8 5 30 4.57 8 5
8 5 120 27.31 8 5 180 42.45 8 5 240 58.54 8 5
8 5 360 85.75 8 5 420 90.77 8 5 480 94.21 8 &
8 6 20 2.88 8 6 30 4.50 8 6 80 10.56 3 6
8 6 180 41.90 8 6 240 58.55 8 6 300 75.52 8 6
8 & 420 100.5 8 6 480 101.29

PROC PRINT;

TITLEl °'OBSERVACIONES DE DISOLUCION';
TITLEZ2 ‘LOTE 8‘;

12.60

66




. V1. Estudio de caso de Reg. simple

Salida 6.1. Salida SAS (PROC PRINT) del lote 8 de tabletas de Furosemida.

OBSERVACIONES DE . DISOLUCION 1
. . “LOTE 8’

oBS LOTE VASO L, LMIN : LDIS
1 8 1 2.30259 0.58222
2 .8 1 2.99573 1.29746
3 8 1 3.30120 1.79176
q 8 1 4.09434 2.53370
s 8 1 .4.78749 3.40585
6 8 1 '5.19296 3.86682
7 8 1 5.48064 4.14994
8 8 1 5.70378 4.38065
9 8 1 5.88610 4.51667
10 T8 1 6.04025 4.57037
11 8 1 6.17379 4.59492
12 8 2 . 2.30259 0.33647
13 8 2 2.99573 1.08856
14 8 2. 3.40120 1.46326
15 .8 2 4.09434 2.27213
16 8 2 - ‘4.78749 3.12808
17 ‘8 2: 5.19296 ° 3.64362
18 ‘8 2] 5.48064 3.96954
19 8 2 '5.70378 4.25717
20 '8 2. 5.888610 4.47870
| 21 .8 2 6.04025 4.58731
22 8 27 6.17379 4.67991
23 g 3 2.30259 0.18232
24 8 3 2.929573 0.89609
2s 8 ‘3 3.40120 1.30833
26 8 3 3 4.09434 2.10657
27 8 .. 37,7 : 4.78749 2.56733
28 8 3.7 180 .. 31.57 5.19296 3.45221
29 g 370240 43.32 5.48054 3.78237
30 8 -3+ 300 .'56.18 S.70378 31.02856
31 g '3 7 360 67.57 5.88610 4.21316
32. 8 3 az20 75.60 6.04025 4.32546
33 8 3 480 82.24 5.17379 3.40964
34 .8 4. 10 1.87 2.30259 0.62594
35 8 a 20 3.66 2.99573 1.29746
38 8 4 30 5.861 3.40120 1.72455
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OBSERVACIONES DE DISOLUCION
8’

2
. ‘LOTE

OBS = = LOTE: VASO  MIN DISOLU LMIN ‘LDIS
37 8 a4 60 12.58 4.09434 2.53211
38 8 4 120 28.95 4.78749 3.36557
39 8 4 180 48.57 5.19296 3.88301
40 8 -4 240 68 .23 5.48064 4.22288
41 ~8 4 300 83.74 5.70378 4.42772
az 8 4 360 95.38 5.88610 4.55787
CER 8 a 420 98 .30 6.04025 4.58802
44’ 8 4 480 98 .83 6.17379 4.59340
45 - 8 5 10 1.35 2.30259 0.30010
a6 8 s 20 2.75 2.99573 1.01160
a7 8 5 30 4.57 3.40120 1.51951
a8 8 S 60 11.98 4.09434 2.48324
49" 8 ) 120 27.31 4.78749 3.30725
50 8 ) 180 42.45 5.19296 3.74833
51 8 5 240 58.54 5.48064 4.06971
52 8 5 300 73.96 5.70378 4.30352
53 8 5 360 85.75 $5.88610 4.45144
54 8 5 420 90.77 6.04025 4.50833
55 8 5 480 94.21 §.17379 4.54553
56 8 6 10 1.48 2.30259 0.39204
57 8 & 20 2.88 2.99573 1.05779
58 8 6 30 4.50 3.40120 1.50408
59 8 6 60 10.56 4.09434 2.35707
60 8 6 120 26.05 4.78749 3.26002
61 8 6 180 41.90 5.19296 3.73529
62 8 6 240 58.5% $.48064 1.06988
63 8 6 300 75.52 5.70378 4.32440
64 8 6 360 89,352 5.88610 4.49558
65 8 & 420 100.50 5.04025 1.861016
66 8 5 480 101.29 6.17379 4.61799
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6.3.- DIAGRAMAS DE DISPERSION.

Como se ioné en la ion 4.1, para obtener una informacion grifica de la posible

rclacién entre las variables de estudio, €s conveniente observar los resultados de la salida 6.1. en un
diagrama de dispersion. Para esto, se le indica 2 SAS que realice el grifico a través de las
indicaciones del programa 6.2, donde el “Proc Plot” representa un procedimiento para hacer una
grafica, y después se le indica lo que debe graficar en cada eje. Como se observa, en el programa 6.2
se indica que se quieren 2 grificas, DISOLU vs MIN 'y LDIS vs LMIN.

Programa 6.2. Programacion de SAS para obtener diagramas de dispersion.

OPTIONS NODATE;

DATA loteB:

INPUT lote vaso min disolu:
LMIN=Log (min} :
LDIS=Log{disolu) s

CARDS ;

8 1 10 1.79
81 20 3.686
8 1 30 €.00
8 6 360 a9.62
8 6 420 100.50
8 6 480 101.29

3

PROC PLOT;

PLOT DISOLU*MIN/HAXIS= BY 50 VAXIS= BY 10:
PLOT LDIS*LMIN/HAXIS= BY 0.5 VAXIS=BY 0.5;
TITLEl *‘DIAGRAMA DE DISPERSION';

TITLE2 *'LOTE 8°';

RUN:

De esta forma se obtiene la salida de SAS 6.2, donde se observa en el diagrama de dispersién
DISOLU*MIN (salida 6.2-1) que conforme aumenta el tiempo de disolucion, aumenta la dispersion
de los resultados de porcentaje de disolucion de Ia tableta de furosemida, por lo que la suposicién de
homocedasticidad no se cumple, a diferencia del diagrama de dispersion LDIS*LMIN (salida 6.2-2
en el cual todos los datos se mantienen con una variacion relativamente constante. Esto se puede
ratificar al calcular los parametros estadistico basicos, como son la media, desviacion estandar,
varianza y coeficiente de variacion en cada punto de la variable independiente, lo cual se realiza a

través de un procedimiento UNIVARIATE PLOT con lo que ademas de calcular las variaciones en
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cada punto, se obtiene la forma de la distribucién de la variable de respuesta en cada nivel de X, por
1o que se puede observar si se cumplen 0 no los supuestos estadisticos basicos de regresion lineal,
descritos en la seccién 4.2. Sin embargo ambos diagramas de la salida 6.2 muestran que existe una

relacion entre las dos variables en estudio ya que la variable independiente aumenta al incrementar el
valor de la variable independiente.

Para obtener los estadisticos basicos de los resultados experimentales se emplea el programa

6.3, con el cual se obtiene la salida 6.3, la cual se encuentra en el anexo A, donde se presentan los
resultados necesarios para construir 1as figuras 6.2, y 6.3.

Programa 6.3, Programacion de SAS para obtener estadisticos basicos.
OPTIONS NODATE;
DATA loteS8;

INPUT lote vaso min disolu:
LMIN=Log (min) ;

LDIS=Log {disolu};

CARDS;

8 1 10 1.79
1 20 3.66

8 1 30 &6.00

8 6 360 89.62

8 6 420 100.50

8 6 480 101.29

;
PROC SORT:
. BY MIN;
PROC UNIVARIATE PLOT:
VAR DISOLU;
i BY MIN;
PROC SORT:
BY LMIN;
' FPROC UNIVARIATE PLOT;
) VAR LDIS;
! BY MIN;
TITLElL ‘OBSERVACIONES DE DISOLUCION' ;

TITLE2 °‘DISPERSION EN CADA NIVEL';
RUN?
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V1. Estudio de caso de Reg. simple
Salida 6.2. Diagramas de Dispersion.

DIAGRAMA DE DISPERSION N
LOTE 8

Grafica de DISOLU~MIN. Leyendas: A = 1 obs, B = 2 obs, etc.
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wo
yow
Oy
»oa
¥ oYy
yyo
prap

FF.D. -

o
o
—ttttErEEA bRt

DIAGRAM.A DE’ DISEERSION 2
. L LOTE 8. .. B :
Grafica de LDIS"LMIN. Leyqndas: ;A -1 obs. B = 2 obs,. etc.
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V1. Estudio de caso de Reg. simple

De la salida 6.3 del proc univariate plot (anexo-A) se observa que en cada nivel de la variable
independiente existe una distribucion aproximadamente normal y se observa mayor aproximacion
cuando las variables se transforman a su logaritmo. También se observa un comportamiento lineal en
las figuras 6.2 y 6.3, sin embargo, en la primera se observa un comportamiento aproximadamente
lineal a partir del minuto 30, pero conforme aumenta el tiempo, aumenta la dispersion de los
resultados del porcentaje de disoluciodn, es decir, la suposicion de homocedasticidad no se cumple, a
diferencia de lo que se observa en la figura 6.3, donde ¢l comportamiento lineal comienza desde los
primeros minutos hasta un tiempo de 300 minutos aproximadamente (LMIN = 5.704), y también se
observa que la variacion en cada nivel de la variable independiente es constante, lo cual queda
representado por los diagramas de caja en cada nivel de X, por lo que se puede decir que si se

cumplen los supuestos de homocedasticidad y linealidad, por lo tanto se puede comenzar a ajustar un
modelo de regresion lineal simple.

A continuacidn se ejemplifica el cdlculo de los parametros de un modelo de regresidn con

ayuda del paquete estadistico SAS, tanto para las variables no transformadas (unidades reales) como
para las variables transformadas.

6.4.- CALCULO DE COEFICIENTES DE REGRESION.

En esta seccidon se ejemplifica ‘el calculo de los coeficientes ,én y ﬁ, del modelo de
regresién 2, Disolu= B, + f,f, para el caso de estudio, descrito en la seccién 6.1, sin tomar en
cuenta los resultados del porcentaje de disolucion en los minutos 10 y 20, es decir se eliminan 12
observaciones por lo que n=54. Para esto se tiene que:

X=Tlempo () en minutos.

Y= Disolucion (Disolu).

M

X,¥, = 985028.4

M

X, = 13140

M

Y, = 2946.36

a1

a

X2 = 4411800

3 -

54
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V1. Estudio de casv de Reg. simple
Por lo tanto, al sustituir en la ecuacidn (4.4.23) se obtiene: :

’9’85028’4 2 (13140)2946.36)7 -~
~ o -
B =

- = 0220751646
4411800 St .

Para el calculo del intercepto se tiene:
¥ =isalsez2
X =.243.3333%

. = 0220751646
y al sustituir en la ecuacion (4.4.22) se obtiene: - t

n
Bo =54.5622-0.220751646(243.3333)=10.845988

De esta forma se puede proponer el siguiente modelo de regresidn lineal simple:

Y = 0845988 + 0.220752 X

donde Y es el porcentaje de disolucién predicho por el modelo y X es el tiempo en minutos, sin

embargo no se puede asegurar que es el mejor modelo, ya que aun no se analizan los parametros
importantes como CME, r* y residuales.

6.5.- USO DE SAS PARA AJUSTAR UN MODELO LINEAL SIMPLE.

El calculo de los coeficientes del modelo de regresion se puede hacer con la ayuda del SAS,
con el cual se obtienen los resultados acerca del modelo de regresion lineal.

Para los datos del caso de estudio de la seccién 6.1. se pueden obtener los modelos
propuestos a continuacién a través del analisis de regresion, incluyendo el modelo descrito en la
seccion 6.4. Para obtener el modelo Disolfuu= S, + ,¢ sin eliminar ninguna observacién se debe

especificar el modelo en la programacidn de SAS, como se indica en la linea MODEL1 del programa
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Vi. Estudio de caso de Reg. simple
6.4. Sin embargo para obtener el mismo modelo, pero sin las observaciones de disolucidn al minuto
10 y 20 se vuelve a especificar el modelo y se le indica cuales observaciones debe eliminar con un

REWEIGHT, como se muestra en la linea MODEL2 del programa 6.4,

Por otro lado, para obtener el modelo LnDIS = LnK +nlnt, se indica dicho modelo al
programar SAS como se muestra en el programa 6.4 en la linea MODEL3 y se¢ le ordena un
REWEIGHT UNDO para deshacer la Gltima accidn “REWEIGHT™, en el que se indica eliminar las

observaciones de los minutos 10 y 20.

Programa 6.4. Programacion de SAS para obtener modeios de

Regresion Lineal Simple.
OPTIONS PS= 60 NODATE:
DATA lote8;
INPUT lote vaso min disolu;
LMIN=Log {(min) ;
LDIS=Log (disolu) s
CARDS
10 1.79
20 3.66 E .
30 6.00 .

360 89.62
420 100.50 |
480 101.29 1

DO+ OD®D
ROAR: ¢+ e

PROC REG;

TITLEl "ANALISIS DE REGRESION SIMPLE"; . <

TITLEZ2 "LOTE 8"; . 1

MODEL1 DISOLU=MIN;

MODEL2 DISOLU=MIN:
REWEIGHT MIN<=20;

MODEL3 LDIS=LMIN:
REWEIGHT UNDO:;

RUN;

Con el Programa 6.4. se obtiene la salida 6.4. en Ia cual se describen las caracteristicas de los
modelos de regresion lineal simple que se proponen para representar la disolucién de las tabletas de

furosemida en funcion del tiempo expresado en minutos.
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UT. Estudio de caso de Reg. simple

Sﬁlidé 6.4. Anilisis de Regresion para tres modelos diferentes.

ANALISIS DE REGRESION SIMPLE 1
: LOTE 8
Modelo: MODELY '
Variable Depend: DISOLU:
: Analisis de Vvarianza
Fuente -de SRR Suma de cuadrado valor
Variacién GL - Cuadrados Medio de F
Prob>F ’ . '
Modelo S 85989.68733 859689.68733 ~ 1516.310
0.0Q01~ " T : .
Brroxr - . 64 3629.43017 56.70988
C Total PP - - 89619.11750
"'Raiz CME : 7.53059 R—-cuadrada ,O§9595;
Prom Dep - 45.05788 R-cd ajust' 0.9589 ~
le.va 16.71316 -
ParAmetros Estimados:.

B Parametros Errox i . C
vVariable GL Estimados Estdndar Prob>ITI|
INTERCEP - 1 0.018759 1.48224230 0. o899
MIN 1 0.223167 0.00573107 38.940 .7 10.0001

ANALISIS DE REGRESION SIMPLE B A 2
. LOTE 8 . B . <
Modelo: MQDEL2 . : H
Variable Depend: DISOLU
Andlisis de vVarianza

Fuente de Suma de Cuadrado Valor
Variacidén GL Cuadrados Medio de ¢
Prob>F
Modelo i 59179.27810 58179.27810 854.260
0.0001
Error 52 3602.32603 69.27550
C Total 53 62781.60413

Raiz CME 8.32319 R~-cuadrada 0.9426

Prom Dep 54.56222 R-cd ajust 0.94215

c.v. 15.25448

Parametros Estimados
Parametros Errorxr T para HO:
variable GL Estimados Escandax Parametexr=0
Prob>|T{
INTERCEP 1 0.845988 2.1l58837866 0.382
0.6968
MIN 1 0.220752 0.00755282 29.228
0.0001
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VI. Estudlio de caso de Reg. simple

Salida 6.4. Continuacién

ANALISIS DE REGRESION SIMPLE 3
LOTE 8

Modelo: MODEL3 ~ =~ -
Variable Depend: LDIS

Analisis de Varianza

Fuente de Suma .de Cuadrado Valor
Variacién GL Cuadrados . Medio de F
B Prob>F . [ L

Modelo 1 - "137.05033 137.05033 5433.655

0.0001 : ) . .

BErroxnr 64 . 1.61424 0.02522

c Total 65 - . 138.66457 . . e
Raiz CME 0.15882 R—cuadrada 0.9884
Prom Dep 3.11755 R—cd ajust 0.9882

c.v. 5.09425

Parametros Estimados

Parametros Erroxr T para HO:
Variable . GL Estimados .. EstaAndar . Parametro=0  Prob>|TI|
INTERCEP 1 -2.223076 0.07504235 -29.624 0.0001
I

LMIN 1 1.128471 0.01530891 73.713 c.0001

Se observa que los resultados del modelo de regresidén calculados en la seccién 6.4

i corresponden a los que se encuentran en la salida 6.4-2, es decir, al modelo 2, ademas se obtienen

otros parametros adicionales para cada modelo, los cuales ayudan a determinar el modelo que mejor

ajusta los resultados experimentales.

En la salida de SAS se obtiene primero el resultado del analisis de varianza, con el cual se
pueden obtener parametros importantes del modelo, tales como la desviacidon estandar, varianza y
coeficiente de determinacion, asi como también se prueba la hipétesis nula Ho: “No existe relacion

lineal significativa entre las variables en estudio”.
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V1. Estudio de caso de Reg. simple
Se observa en la salida 6.4 que el modelo 3 presenta un coeficiente de determinacién mayor,

asi como el valor de F mas grande, sin embargo, también el valor del coeficiente de determinaciéon
para el modelo 1 es grande por lo que se podria decir que si es un buen modelo pero no es el tnico
parametro que se debe tomar en cuenta para decidir si un modelo se ajusta o no a los datos
experimentales por lo que a continuacion se hace una discusion para decidir cual es el modelo que
mejor ajusta a los resultados del porciento de disolucién de las tabletas de Furosemida.

Como se o iond en la 10

4.5. para comenzar se tiene que evaluar uno de los
pardmetros que miden la calidad de la linea recta, el cual es la suma de cuadrados del error (SCE) y
debe tener un valor pequeifio. El calculo de la suma de cuadrados del error en base al modelo 2 (sin

las observaciones de los minutos 10 y 20) propuesto para el caso de estudio es:

SCE = Z(r, - ﬁ)- =3602.32603

IS

este valor se obtiene en la salida 6.4. de SAS. Como se observa este valor resulto ser muy grande
para los modelo 1 y 2, a diferencia del valor que se obtiene en et modelo 3 que fue de 1.61424, sin
embargo una mejor medida de la dispersion o grado de ajuste una vez que se tiene el valor de SCE es

la varianza del modelo, S7, ., asi por ejemplo, para el modelo 2. ei cual es Disolu= 8, + 3,1 sin

tomar en cuenta los minutos 10 y 20, se puede obtener S}, a partir de la ecuacion (4.5.2), que se
encuentra en la seccién 4.5:

Six = 5—12-(3602.32603) = 692755

Este valor se encuentra en la salida de SAS 6.4. y representa ¢l Cuadrado Medio del Error
(CME) y también se observa que el valor mas pequefio lo tiene el modelo 3, por lo que hasta este

punto es el modelo que tiene menor dispersion al ajustar los resultados experimentales.

También se puede obtener a través de la ecuacion 4.5.3 la estimacion de la varianza, por
ejemplo para el mismo modelo 2 se tiene:
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V1. Estudio de caso de Reg. simple H
De (4.5.3a): M

-
> v? -223s41.5532
‘=t

S 578 1p
mrnaess L L &*EZS 80 pry

) 4 pie [/
2235413532 — Sl’%ﬁ a"’"f/ﬂf[['l

- -1184.5585
83

n =354

SF=

y de (4.5.3b) se ﬁiené:: Sl

3 X?=4411800 "

=3

> X, =13140
im1

n =54 5
2
441 1800_21_351740_)_
S =32 =2291320755

que al sustituir en (4.5.3.) se obtiene:

53 -
SHx = ?;(1 184.5585 — (0.220752)%(22913.20755)) = 69.2755
el cual es el mismo valor calculado anteriormente.

En base al calculo de la varianza se puede obtener el valor numérico de la desviacion estandar
al obtener la raiz cuadrada de la varianza como se muestra a continuacion:

Sy = 692755 =8.3231905
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Este valor también aparece en la Salida de SAS 6.4.-con el nombre dtRaK/? 'del"‘Cuadrado,

Medio del Error (CME) y por consecuencia el modelo 3 es quien tiene el menor iv;alor‘; T

Con la estimacién de la desviacion estandar se pucde obtener el coeficiente de variacién para

el modelo de la siguiente manera:

Asi, para el modelo 2 se tiene:

8.
cV.= M‘ 100= 1525449
54.56222

el cual también aparece en la salida 6.4 de SAS.

En resumen, de la salida 6.4 de SAS se observa que para los modelo 1 ¥ 2 es mucho mayor la
varianza, desviacién estandar y el coeficiente de variacidn que para el modelo 3, lo cual implica que
en el modelo Disolu = 3, + f,t existe mayor variacion en la prediccién de los resultados, es decir,
hay mas variabilidad en los datos lo cual aumenta el grado de error en ¢l modelo, a diferencia del
modelo 3, InDis =Ink +nln¢, en el cual el coeficiente de variacion es menor, por lo que se puede
decir que la media pobiacional del logaritmo del porciento de disolucién a un determinado valor del
logaritmo de tiempo serda muy aproximado al valor real. Sin embargo se debe tener precaucién en esta
interpretacién ya que se estan comparando modelos de regresién en diferentes escalas, no obstante se
ha determinado que el mejor modelo es el de variables transformadas debido a que posteriormente se
calculo el valor predicho y se transformo a la misma dimensién, con lo que el residual que se obtiene
es menor que el producido por el modelo coriginal.

Por otro lado, en los resultados de SAS se obtiene un cuadro de anilisis de varianza, en el
cual se resume toda la informacion del analisis de regresion, como se describid en la seccidn 4.6. En
este cuadro se incluye una prueba de hipdtesis que evaltia si existe relacion lineal o no entre las

variables.
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Vi. Estudio de caso de Reg. simple

Por ejemplo para el modelol del caso de estudio, el estadistico F = CMR/CME que aparece

en la salida 6.4. se obtiene a través del CA/R=85989.68733 y CAME=56.70985 por lo tanto

F=1516.310 donde se observa que el valor del CA/R es muy elevado en relacion con el valor del

CME, lo cual indica que una buena parte de la variabilidad en la respuesta es explicada por la recta de

regresion, es decir, se debe rechazar la hipotesis nula. Si el valor del CAfR fuera pequeiio en relacion

al CME, ello indicaria que la recta de regresidén no explica mucho la variabilidad existente en los
valores de Y, razdn por l1a cual no se debe rechazar la hipétesis nula.

Para probar la hipétesis nula Ho: No existe relacion lineal significativa de Y sobre X vs
Ha: Existe relacion lineal emtre X e Y tomando en cuenta los resultados del modelo 1 de la salida
6.4, se tiene que F.=1516.310 y Fs00s = 4.00, y como la regia de decision consiste en rechazar
Ho (es decir, no rechazar que la recta de regresién contribuye a explicar la variabilidad en ¥) si el
valor de F que se calcula en base a la muestra es mayor de 4.00, se rechaza la hipdtesis nula y se llega
a la conclusidén de que el modelo de regresion lineal ayuda a explicar la variacion en el porcentaje de
disolucion en funcion del tiempo. En la salida 6.4. se observa el parametro Prob>F que es el valor de
probabilidad de F el cual evita recurrir a valores de tablas, ya que para su interpretacion se debe
elegir el nivel de significancia con el que se quiere trabajar y con ese valor se compara Prob>F, asi
por ejemplo, si cc = 0.05, basta que el valor de Prod>F sea menor a 0.05 para que se encuentre en la
zona de rechazo de la hipotesis nula. En el caso del modelo 1 se tiene un valor de Prob>F = 0.0001,

con o que se concluye que existe relacion lineal entre X e Y. Este criterio de decision se muestra en la
figura 6.4, )

Lo mismo sucede para los modelos 2 y 3 de la salida 6.4., por lo que se puede éuponer que
los tres modelos lineales son adecuados para explicar la Disolucion de las tabletas de Furosemida en

funciéon del Tiempo, sin embargo se debe realizar un andlisis mas profundo para llegar al mejor
modeio de regresién.
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V1. Estudio de caso de Reg. simple

f /1o No existe relaclén lineal signiticativa de Y sobre X
& /Y»° Existe relacidn lincalentre X e VY

Region de No rechazo Region critica

4.00

Figura 6.4. Regidn critica para la prueba referente a la regresion tiempo-
disolucion efectuada mediante el analisis de varianza.

Se puede comprobar que la prueba de F es comparable con la prueba de 7 referente a la
pendiente, como se menciond en la seccion 4.6, asi para el modelo 1 de la salida 6.4 el valor de t
calculado es £.=38.940, de modo que ¢} =(38.940)7 =1516.3236, valor que solo difiere de
Fe = 1516.310 por errores de redondeo. Asi se puede establecer que el punto 100{(1 -~ )% de la
distribucion £ es el mismo que el cuadrado del punto 100(1 —~ & )% de la distribucién ¢ con los mismos

grados de libertad.
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6.6. PRUEBA DE LA PENDIENTE E INTERCEPTO.

Una vez que se estima la linea recta por minimos cuadrados, se deben realizar inferencias
acerca de la pendiente y el intercepto, como se describid en la seccidn 4.7, para asegurar que el

modelo ajustado ayuda a predecir el valor de la respuesta. Por ejemplo, para el estudio de caso de la
seccidon 6.1. y para el modelo lineal 2, que es Disolu= f, + f,t sin tomar en cuenta las

observaciones de los minutos 10 y 20, se calculan los estadisticos ¢ para hacer una prueba de hipotesis
tanto de la pendiente como de la ordenada al origen. ’

Para la prueba de pendiente cero, de la ecuacién (4.7.1) se tiene:
~
ﬁl = 0220752
ﬁ(lo) =0.0
SY/X = 832319
SX =15137109

0220752 - 0.0
- = 22
832319 2922777

151.37109/54 -1

~
n
!

y para la prueba del intercepto cero se tiene de la ecuacion (4.7.2) lo siguiente:

B, = 0845988
BY =00

X =2433333

S = 22913.20755

0.845988 — 0.0

i (243.3333)°
8.3231 — J e
72 9\154 * Ga=1)22913.20755

t, =
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V1. Estudio de caso de Reg. simple

Para probar la hip6tesis de la pendiente cero del modelo 2 se obtiene un valor de ¢ = 29.228, y
COmMO es mayor a f53100s,2= 2.01 se rechaza Ho y se puede concluir que la pendiente del modelo es

diferente de cero, y en base a los parametros evaluados anteriormente se puede decir que X provee
ién de ¥, es decir, el modelo lineal es adecuado para estimar

informacion signi. iva para la pr
A . . :
los valores de ¥, si se conocen valores de .V,. Sin embargo, de la salida 6.4 se observa que el valor

mas grande de ¢ lo tiene el modelo 3, y se ha comprobado que este modelo es hasta ahora el que tiene

menor variacion en la prediccion, es decir, es mejor modelo que los dos primeros.

Por otro lado, en cuanto a la prueba del intercepto cero, para el modelo 2 se tiene un valor de

=0.392 el cual es menor a fs2:100s,2 = 2.021 por lo que no se rechaza Ho, de tal forma se puede

. . . P al
concluir que el intercepto es igual a cero, por lo tanto, es posible eliminar 12 constante g, del modelo

ya que se aporta evidencia estadistica para sugerir que la linea pasa a través del origen.

Estos estadisticos aparecen en la salida 6.4. de SAS, asi para los tres modelos, los valores del

estadistico # para probar las hipotesis del intercepto y pendiente cero son los siguientes:

Cuadro 6.1. Valores de ¢ para pruebas de hipdtesis.
Modelo Valor de ¢ para intercepto Valor de 1 para pendiente
cero /Prab > T cero/Prob>T
0.01370.9899
0.392 /0.6968
3 -29.624 /0.0001

38.940/ 0.0001
29.228/0.0001
73.713/0.0001

w

Se observa para todos los modelos, que el valor de ¢ para la prucba de hipotesis de pendiente
cero es grande, y su valor de probabilidad es menor de 0.05 por lo que se puede concluir que el valor
de la pendiente es diferente de cero en todos los casos, es decir, existe evidencia estadistica que la
variable independiente ayuda a predecir los valores de la variable dependiente.
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Por otro lado, los valores de 7 para probar la hipétesis del intercepto cero, en los dos primeros
casos proporci evidencia estadi:

de que el valor del intercepto es cero ya que el valorde r es
Pequeilo y el valor de probabilidad mayor de 0.05, a diferencia del modelo 3, en el cual el valor de ¢
es grande y la probabilidad menor de 0.05, por lo que se concluye que en este modelo no se debe
eliminar el intercepto ya que es diferente de cero.

En base a los resultados de la prueba de hipdtesis acerca del intercepto cero se puede
proponer eliminar la constante £, de los dos primeros modelos, es decir, se tiene que reajustar
dichos modelos, lo cual se puede realizar desde el paquete estadistico con el programa 6.5., donde se

escribe la opcién NOINT en el renglon que especifica el modelo para indicar a SAS que no incluya el
intercepto en el modelo.

Programa 6.5. Programacion de SAS para obtener modelos de
Regresion Lineal Simple sin Intercepto.

OPTIONS NODATE;

DATA lote8;

INPUT lote vaso min disolu;
CARDS;

8 1 10 1.79
8 1 20 3.66
a1 30 §.00
8 & 360 89.862
8 6 420 100.50
8 6 480 101.2%

:
PROC REG;
TITLEl "ANALISIS DE REGRESION SIMPLE™;
TITLE2 “SIN INTERCEPTO EN EL MODELO";
MODEL1l DISOLU=MIN/ WOINT:
MODEL2 DISOLU=MIN / NOINT;
REWEIGHT MIN<=20;
RUN ;
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V1. Estudio de caso de Reg. simple
Asi se obtiene la salida 6.5 de SAS, en la que se observa que hay un reajuste de los modelos,

en los cuales aumenta el valor de R* y también aumenta el valor de F del modelo por lo que lo hace

mucho mas probable, sin embargo no se observa practi e ningun bio en la desviacién

estandar del modelo (S, 6 Raiz del CME), ni en el coeficiente de variacion.

Se observa que el modelo 3 de la salida 6.4. ain mantiene el valor mas grande del coeficiente
de determinacion, el valor mas pequeiio del coeficiente de variacién y el mayor valor del estadistico F
para el modelo, por lo que aun es el mejor modelo para representar el porcentaje de disolucién de las

tabletas de Furosemida en funcion del tiempo.

En la salida 6.5. se observa que el valor de los coeficiente de regresion de los modelos
practicamente no cambian en relacion a los valores que se obtienen en la salida 6.4., sin embargo los
valores de t para la prueba de hipotesis acerca de la pendiente cero aumentan, en el modelo 1
aumenta de 38.940 a 62.767 y para el modelo 2 aumenta de 29.228 a 56.800 por lo que aumenta
también la probabilidad de estos coeficiente. Pero el valor de ¢ para el coeficiente de regresion del
modelo 3 de la salida 6.4 aan es mayor (73.713) por lo que también es mayor su probabilidad que la

de los coeficientes de los modelos de la salida 6.5.
Por lo anterior se puede decir que un buen modelo lineal para representar la disolucion de las
tabletas de Furosemida, en funcion del tiempo es:

InDis=Ink+nline¢

Donde: In K= -2,223076
n=1.128471 (cinética de la disolucion)

es decir, In Dis = -2,223076 + 1.128471 In ¢
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Salida 6.5. Reajuste de modelos sin intercepto

Modelo: MODEL1l

NOTA:- No intercepto en el modelo.
Variable Dependiente: DISOLU

ANALISIS DE REGRESION SIMPLE
SIN INTERCEPTO EN EL MODELO

Andlisis de varianza

R-cuadrada es redefinida.

Fuente de Suma de Cuadrado valor'” L
Variacién GL Cuadrados Medio de F sProb>F
Modelo 1 219983.69935 219983.6993S 3939.711. . 0.0001
Error 65 3629.43925 55.83753 : ) o vE
U Total 66 223613.13860 _ L
Raiz CME 7.47245 R-cuadrada 0.9838
Prom Dep 45.05788 R-cd ajust 0.9835
c.V. 16.58412 .
Parametros Estimados
Parédmetro Errox T para HO:
Variable GL Estimado Estandarxr Parametro=0 Prob>|T|
MIN 1 0.223223 0.00355638 62.767 0.0001
ANALISIS DE REGRESION SIMPLE 2
SIN INTERCEPTO EN EL MODELO
Modelo: MODEL2
NOTA: No intercepto en el modelo. R-cuadrada es redefinida.
Variable Dependiencte: DISOLU
Analisis de Varianza
Fuente de Suma de Cuadrado valox
Variacion GL Cuadrados Medio de F Prob>F
Modelo 1 2198928.58897 219928.58897 3226.219 0.0001
Error 53 3612.96423 68.16914
U Total 54 223541.55320
Raiz CME 8.25646 R-cuadrada 0.95838
Prom Dep 54.56222 R=cd ajust 0.9835
c.V. 15.13219
Parametros Estimados
Parametro Error T para HO: .
Variable GL Estimado Estandar Pardmetro=0  Prob>|T|
MIN 1 0.223271 0.00393085 56.800 0.0001
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VI. Estudio de caso de Reg. stmple
6.7. INTERVALOS DE CONFIANZA Y DE PREDICCION.

Como se explicod en la seccion 4.8, existen dos clases de estimaciones importantes a partir de
un modelo de regresion, éstos son el valor medio de ¥ dado un valor de X (Uvx) y ¢l valor real de ¥
correspondiente a un valor dado de .X, asi por ¢jemplo, si en el caso del modelo 3 de la salida 6.4 se
desea obtener la prediccion correspondiente al porcentaje de disolucién del minuto 60, es decir

N N
LMIN=4.09434, se cmplean los coeficientes estimados B, = -2223070 ¥y 5, =1128471, a partir

de los cuales se obtiene:

LDIS, = Peo = ~2.223070+1.128471(4.09434)
LDIS,, = 2.397274
DISOLU , = 10.993167%

Asi, la mejor i ion del por je de disolucidn de las tabletas de furosemida del lote 8

al minuto 60 es ;’w = 10.993167. Analogamente, la estimacion del porcentaje de disolucién medio de

todas las tabletas cuyo tiempo de disolucion sea igual a 60 min es también f’m = 10.993167.

Esto se puede verificar al obtener el residual en este punto, entre el valor promedio observado

y el valor predicho por el modelo, como se muestra a continuacion:

Con variables transformadas:
LDIS50 (obsarvacion) =2.3808 LDIS50 (peadiccion =2.3972 Residual = -0.01647

haciendo conversién a variables originales:
DISOLUso (avsecvaciom =10.94 DISOL Uso (prediccisny =10.999317 Residual = -0.05316

Como se observa, se tiene un residual muy pequefio, esto significa que el modelo tiene poco
error al predecir los valores de LZD/S en funcion de IMIN. Asi como también se observa que al
convertir los valores en unidades reales, se obtiene un pequefio error en la prediccion. A continuacién
se obtienen las predicciones para todos los niveles de la variable independiente y sus correspondientes

intervalos a través de SAS.
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VI. Estudio de caso de Reg. simple
Enla ion 4.8. se iona que 1 dos tipos de intervalos, uno para la prediccion de
un valor aislado de la variable independiente, llamado intervalo de prediccién; y un intervalo de

confianza para el valor medio de la variable de respuesta en cada nivel de la variable independiente.
Este ailtimo sera mas pequeilo, debido a que tendra un error estandar menor.

Asi por ejemplo, para construir un intervalo de prediccion de 95% para el porcentaje de
disolucién de las tabletas de furosemida al minuto 60, se tiene que:

t(sa.0025) = 2021
LMINg = 4.09434

LDIS,, = Yeo = 2397274

(Diso/u =109932)
Sy;x = 015882

Al sustituir estos valores en la ecuacion (4.8.2), se obtienen los siguientes extremos del
intervalo de prediccion:

4.0 —-4.73 2
239727422.021(0.15882) |1+ .| (409434 = 4.732629)
&6 107.621435

2397274 £ 0.3209752+/1.009220689
2397274%03225

1.P. xusoes3s = 2.074774 —2.719774

y convertidos a valores reales es: L P., g0 = 7.96275 — 15.17689

Empleando este método se puede esperar que el intervalo de prediccidon determinado incluya
al valor verdadero del logaritmo natural del porcentaje de disolucion el $5% de las veces.

Por otro lado, se puede encontrar el intervalo de confianza para el mismo valor de la variable
independiente, de la siguiente manera:

Al sustituir los valores adecuados en la ecuacién (4.8.6) y usando la ecuacion (4.8.5) para
determinar Sy, , se obtienen los extremos del intervalo de confianza para t=60 min.
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V1. Estudio de caso de Reg. simple
~ . . ) K

Yiosird = 2397274

tea.0.025) = 2.021

Sy = 0.15882

.. n=66

1 (4.09434 —4.732624)°
. C.=2.397274 £(2.021)(0.15 —
Lc 97274 £(2.021)(0.1 882)\/66 07631435
£.C.=2.397274 £0.04417

/.C.= De 2353104 a 2.441444
yenvaloresreales: /L C., .= De 105182 a 114896

Tal como se espera, el intervalo para u,,,, €s mas pequeilo que el correspondiente a Yy,,
estos resultados se obtienen con facilidad al pl una herr
a continuacidn.

computacional como se muestra

Para obtener los intervalos de prediccion y de confianza a través de SAS se tiene ¢l programa
6.6. con el cual ademas del cuadro de analisis de varianza que se muestra en las salidas 6.4 y 6.5, se
obtiene la salida 6.6 (Anexo-B), donde se enlistan los valores predichos de la variable dependiente,

los intervalos de confianza para un valor medio y los intervalos de prediccion para un valor puntual.

Programa 6.6. Programacion de SAS para obtener modelos de Regresion

Lineal Simple y sus correspondientes intervalos de confianza y residuales
OPTIONS NODATE:
DATA locte®;

1 1.79
1 366
1 &.00

8 & 360 e9.52

8 € 420 100.50

8 6 480 101.29

¥

PROC REG/

TITLEYl ‘ANALISIS DE REGRESION SIMPLE®
TITLE2 ‘LOTE 8°‘;
MODEL1l DISOLU=MIN/NOINT R CLI CIM;
MODEL2 DISOLU=MIN/NOINT R CLI CIM/!
REWEIGHT MIN<=20;
MODEL3 LDIS=LMIN/R CLI CLM:
REWEIGHT UNDOC:
RUN:




;
:
§

Vi. Estudio de caso de Rteg. stmple
Los resultados de la salida 6.6 (Anexo B) se pueden observar mejor en las figuras 6.5a-b vy

6.6, en las primcras se observa que la mejor relacién lincal se encuentra cuando se emplean las
variables transformadas (LMIN vs LDIS), y se observa que los intervalos de prediccion son mas
amplios que el intervalo de confianza, debido a que en el de prediccion se deben incluir a todas las
observaciones, Sin embargo en la grafica de Min vs Disolu,se observa que al transcurrir el tiempo

aumenta la dispersion lo que provoca que en los intervalos de confianza no se incluyan todos los
puntos experimentales, y que los intervalos de pr

sean muy aunque al inicio no sea
necesario tener un intervalo tan grande. Por otro lado, en la figura 6.6 se observa que en la grafica de

Residuales vs Valores Predichos de variables no transforimadas es evidente un efecto de embudo, es

decir, al aumentar los valores del porcentaje de disolucién aumentan los valores del residual, lo cual

indica que uno de los supuestos estadisticos no se cumple, por 1o que es necesario encontrar una
transformacion, donde la relacion lincal sea mejor, lo cual ocurre al obtener el logaritmo de ambas

variables, y coino se observa en el grafico de residuales, todos los valores se distribuyen de manera
mas homogénea alrededor del cero, lo cual indica que los supuestos del analisis de regresion lineal,
tales como homogeneidad de varianzas, linealidad y normalidad se cumplen, por 1o que ¢l modelo que

se obtiene a partir de estos datos tiene menor error en la prediccidn de la variable de respuesta

DISOLY

Modelo2. Disolu=0. 22327 ) IVlln

Modelo3, InDis=—2223076+ 1.12847In¢
GRAFICA . DISOLU vs MIN' ; P ) GRAFICA DE LDIS v8 LMIN
1 . P TR 8 * >

- Figura 6.5a. Graficas de dispersion’. .
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VI Estudio de caso de Reg. simple

Modelol. Disolu=0.223223% Miri

INTERVALOS DE CONFIANZA
LOTE 8, VARIABLES NO TRANSFORMADAS

: NTERVALOS DE. PREDICCION
LOTE B, VARIABLES ND TRANSFORMADAS

osow
8 % & @

1 Modelo2. Disolu= 0223271 * Min

NTERVN.Dé DE CONFIANZA WNT ERVALOS DE PREDICCION
VARIABLES NO TRANSFORMADAS, A PARTIR MIN=30

VARIABLES NO TRANSFORMADAS, A PARTIR MIN=30
"o LR
as as.
a £ llg‘l s
. =] =
- 28
° o
) o s 2%0 378 xo
MIN
1 -
\ Modelo3. InDis=—-2223076+1.128471Int
. MITERVALOS OE CAHFWNZA INTERVALOS DE PREDICCION
. LOTES, VAR BLES TAANSTOAMADAS LOTE 8. VARWKBLES TRANSFORMADAS
. san d aco:
et
aa Y,{.:-?
9 a2sa ,4-/.
ot
H al A
i 2m 238 e xS 750 am a7s 700
| LMIM LMIN
Figura 6.5b. Intervalos de fi y de prediccién (para 3 modelos)
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V1. Fstudio de casa de Reg. simple

Modelol. D¥sols=0.223223* AVin " Modelo2. Disohs=0223271% Min
GRAFICA DE RESIDUALES vs VALORES PREDICHDS CRAFICA DE RESIDUAES va VALORES PREDICHOS
- B, VARASLES NQ TRANSFORMADAS - - . . VARIAER.ES NO TRANSFORMADAS. A PARTIR MIN =30
Residuol

0.0 - - a0 > :
7.8 - - " R b - i
L S RS :.
it 3 : - . * b3 -0 LI ] s - > 3 i
. b - Sooe .., 3 |
-7 - 178 . i
- , i
.0 e - |

@ 1B 20 3 40 &0 e T s wolte0 i 6 10 M W 4 4 4 IO e 0 10 Mo
Predicted volue - - Predicted value

l
i

Modclod, InDis=—2223076+ 112847 In¢

CRAFICA DE RESIDUALES VS VALORES PREDICHOS
© LOTE 3. VARIABLES TRANSFORMARAS

Reniduai
Py
¢ . T <
aras. . py T : :
—-onto. E T v K - !
bR 4 . s :
~0224; . . 5 - -
- -
° 1 3

Predicted vaiue

Figura 6.6. Graficas de residuales para los tres tmodelos

6.8. COEFICIENTE DE CORRELACION Y DETERMINACION. i

Por otro lado, para 1 el por je de prediccion del delo de regresion, se debe i
calcular el cocficiente de correlacién muestral y posteriormente el cocficiente de deter i6 !
Asi. para ilustrar el cal del iente de corr ion muestral se emplean los datos del estudio de :

caso, y se considera el modelo 2. de la salida 6.4, donde se toman en cuenta las observaciones a partir

del minuto 30. Para esto se tiene:
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V1. Estudio de caso de Reg. simple

> X,¥, = 985028.4 > X, = 4411800
-t -y
S x, = 13140 3 ¥? = 2235415332

-1 =

S ¥, = 2946.36 n=>34

Asi, de la ecuacidén 5.1.8a se obtiene:

2946.
985028 4 . (13140)(2946.36)

r= 54, - 7
i (13140)° (2946.36)° ||
411800 — "2 § 9235415332 — 22200
; {[4 ! 54 3541533 54

! r = 0970886869
: r? = 09426213

6 de (5.1.9) y tomando en cuenta el valor de la pendiente se tiene:

S, = 15137109
S, = 34.41741665

B, = 0220752

151.37109
P = 2137109 (4 550752) = 0.970886869
or lo tanto = 3441741665 )
, v r? = 09426213

Sin embargo, al considerar el reajuste del modelo cuando se elimina el intercepto, el valor de

la pendiente cambia a: /;, = 0223271

_ 15137109
"~ 3441741665

y r* = 0964259

Por lo que r (0.223271) = 0.981967225



VI. Estudio de caso de Reg. simple

Estos resultados se obtienen en las salidas 6.4 y 6.5 de SAS y se observa que en ambos casos

existe una buena correlacién, sin embargo es mejor el coefici de determi ion en el segundo
caso, es decir, el modelo sin intercepto puede predecir un mayor por je del compor i de
los datos de disolucién de las tabl de fure id

Debido a que una prueba de hipdtesis para el coeficiente de correlacién es equivalente a la
prueba de ia pendiente, como se indica en la seccion 5.1.4, esta prueba se obtiene en las salidas de
SAS, donde se observa que en todos los casos el valor del coeficiente de correlacion es diferente de
cero, y los valores que se obtienen para los coeficientes de determinacién indican que existe un alto
porcentaje de prediccion en todos los modelos ajustados, por lo que fue necesario evaluar otros
parametros, tales como CME, C.V,, Residuales, para determinar el modeio que mejor ajusta a los
resultados experimentales.

Para ejemplificar los calculos necesarios para realizar una prueba de hipotesis del coeficiente
de correlacion, se tiene del caso de estudio, para el modelo 2 sin intercepto: » = +/0.9838, y el valor

del estadistico 7 es:

J0.9838V54 -2

= = 56.194987
:;1 —(0.9838)

el cual es el mismo valor que se obtiene para la prueba de la pendiente, y a través del cual se puede
concluir que el valor del coeficiente de correlacién es diferente de cero.

Una vez que se tiene el valor del coefici de corr y se esta seguro que es diferente

de cero, se calcula el valor del coeficiente de determinacion. Asi por ejemplo, para el modelo 2 del

caso de estudio, al tomar en cuenta el intercepto, el valor de » es, segun la ecuacion (5.2.3):

SCY=62781.60413
SCE=3602.32603

,  62781.60413 — 3602.32603
*= =0.9426214
r 62781.60413 0.942621404
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V1. Estudio de caso de Reg. simple

Este resultado se encuentra en la salida de SAS 6.4, para el modelo 2, e indica que el modelo

puede explicar el 94.3 porciento de la variacion en los datos, sin embargo, cuando el intercepto se
hace cero, el valor de »* es:

SCY=223541.55320
SCE=3612.96423

e 2235415532 —3612.96423

= 3235415532 = 0.983837616

También este resultado se encuentra en la salida de SAS 6.5 (modelo 2) y se observa que el
porcentaje de variacion explicada aumenta, por lo que se puede concluir que este es un mejor modelo
que aquel donde se considera el valor del intercepto.

Debido a que el valor de 2 es positivo y cercano a 1 en todos los casos, esto indica que existe
una asociacion positiva entre las wvariables en estudio y la relacion es aproximadamente lineal. Sin

embargo, al comparar los tres coefici de determi ion de cada uno de los modelos propuestos
(cuadro 6.2), se concluye que existe mejor linealidad y poder de prediccidon en el modelo 3, debido a
que su coeficiente de determinacion tiene el valor mas cercano a 1, por lo que se considera el modelo
que mejor ajusta los resultados del estudio de disolucion de las tabletas de furosemida, lo cual se
fundamenta también con los criterios estadisticos antes descritos.

Cuadro 6.2. Coeficientes de correlacion y determinacion
para los modelo del caso de estudio

p P

Modelo 1 (Sin intercepta) 0.9917 0.9835
Modelo 2 (Sin intercepto) 0.9917 0.9835
Modelo 3 (Variables transformadas) 0.9941 0.9882
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V1. Estudio de caso de Reg. simple

6.9. PRUEBA DE FALTA DE AJUSTE

Una vez que se encuentran los parametros importantes del modelo lineal como hasta ahora se

ha mostrado, es importante probar la validez del modelo, lo cual se realiza a través de una prucba de
falta de ajuste o bondad de ajuste, donde se prueba la hipodtesis nula A, : El modelo se ajusta
adecuadamente a los datos (no existe falta de ajuste). Esta prueba se describe en la seccion 4.9,
donde se menciona la estrategia a seguir para encontrar los estadisticos necesarios, los cuales se
muestran a continuacién. Para estimar ¢l componente del error puro y el componente que describe la

falta de ajuste es necesario tener réplicas en cada nivel del factor en estudio

En el cuadro 6.3 se muestran los valores que se emplearon para ajustar el modelo 1, el cual
describe la disolucién en funcion del tiempo, sin transformar ni eliminar los datos.

H Cuadro 6.3. Datos para realizar la prueba de falta de ajuste (Modelo 1)
‘ X ? Y Y: Y; Y, Y. Ye = W
Min PS?::::?Q) 1 2 3 a s s s(v-v o
10 1.515000 1.79 1.40 1.20 1.87 1.35 1.48 0.3426 0.069
20 3.061667 3.66 2.97 2.45 3.66 2.75 | 2.88° 1.2287 0.246
30 4.783333 6.00 4.32 3.70 5.61 4.57 4.50 3.6778 0.736
60 10.94000 12.60 9.70 8.22 12.58 11.98 10.56 15.6072 3.121
120 25.78667 | 30.14 22.83 19.44 | 28.95 27.31 26.05 80.3701 16.074
180 41.75167 | 47.79 38.23 ) 31.57 | 48.57 | 42.45 | 41.90 199.5293 39.906
240 57.60500 | 63.43 5296 | 43.92 | 68.23 58.54 | 58.55 357.4438 71.489
, 300 73.31667 | 79.89 70.61 | 56.18 83.74 | 73.96 | 75.52 458.1145 91.623
% 360 86.32833 | 91.53 88.12 | 67.57 | 95.38 | 85.75 | 89.62 475.2447 95.049
: 420 93.33000 | 96.58 98,23 | 75.60 | 98.30 | 90.77 |100.50 431.5889 86.318
% 480 97.21833 98.98 107.76 | 82.24 98.83 94.21 [101.29 366.8067 73.361
t}‘_=2389.9543
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VI. Estudio de caso de Reg. simple
Con los datos del cuadro 6.3 se obtienen los siguientes parametros:

Suma de cuadrados del error puro: SC,p = 2389.9543
Grados de libertad del error puro: Blep = 66 -~ 11 = 55 gl
Cuadrado Medio del error puro: CM,p, = SCep / 8lep = 43.453715

Suma de cuadrados de falta de ajuste:
SCra = SCE - SC,,, =3629.43017 -2389.9543 = 1239.47587
Grados de libertad del error puro:
glaa=11-2=9 gl
Cuadrado Medio del error puro:

CMipue = SCraa / 8ltua = 137.719541

CM,,, _ 137.719541
= = = 3169
cm,

F
° s 43453715

Hoss00s =212

Hipotesis a probar:

Ho: El modelo se ajusta adecuadamente a los datos (No existe falta de ajuste)

H,: El modelo no se ajusta adecuadamente a los datos (Existe falta de ajuste)

Como Fo = 3.169 > Fysspos = 2.12 , se rechaza la hipotesis nula y se concluye que el modelo

tiene falta de ajuste, por lo Que es conveniente encontrar un modelo que ajuste mejor los datos.

En base a 1o anterior, se transformaron las variables en estudio, obteniendo el logaritmo
natural de cada variable y se ajusto el modelo 3 y sus pardmetros se encuentran en la salida de SAS
6.4. Asi, se tienen los datos del cuadro 6.4 para calcular los estadisticos de la prucba de falta de
ajuste.
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VI. Estudio de caso de Reg. simple

Cuadro 6.4. Datos para realizar la prueba de falta de ajuste (Modelo 3)

X 4 ¥ Y Y Y. bg Ye *
prg_n?eldsio) 1 2 3 4 s s =(n-7) o
2.30258) 0.403182 |0.5822 [0.3365 10.1823 {0.6259 | 0.3001 0.3920 0.14567 0.0291
2.99573| 1.108161 |1.2974 | 1.0886 |0.8961 [1.2975 { 1.0116 1.0578 0.12889 0.0258
3.40119( 1.551915 [1.7917 [ 1.4633 {1.3083 }1.7245 | 1.5195 1.5041 0.15786 0.0316
4.09434 | 2.380802 |2.5337 22721 |2.1066 [2.5321 | 2.4832 2.3571 0.14434 0.0289
4.78749| 3.239017 [3.4058 {3.1281 [2.9673 |3.3656 | 3.3072 3.2600 0.13507 0.0270
5.19296] 3.721544 |3.8668 |3.6436 |3.4522 |3.8830 | 3.7483 3.7353 0.12670 0.0253
5.48064 | 4.044053 [4.1499 | 3.9695 |3.7824 [4.2229 | 4.0697 4.0699 0.11855 0.0237
5.70378| 4.287004 [4.3806 |4.2572 |4.0286 |4.4277 | 4.3035 4.3244 0.09793 0.0196
5.88610| 4.452236 |4.5167 | 4.4787 {4.2132 {4.5578 [ 4.4514 4.4956 0.07505 0.0150
6.04025) 4.531608 14.5704 | 4.5873 |4.3255 [4.5880 | 4.5083 4.6102 0.05699 0.0114
6.17379( 4.573564 |4.5949 | 4.6799 |4.4096 |4.5934 | 4.5455 4.6180 0.04179 0.0084
. =1,22884

Asi, se obtienen los siguientes parametros:

Suma de cuadrados del error puro: | SCe=1.22884

Grados de libertad del error puro: Blep =66 -11.=55 gl

Cuadrado Medio del error puro: CMep = SCep / Zlep = 0.0223425

Suma de cuadrados de falta de ajuste:
SCwu. = SCE - SC,, = 1.61424 - 1.22884 = 0.3854
Grados de libertad del error puro:
gl =11-2=9 gl
Cuadrado Medio del error puro:
CMius = SCraa / 8lrua = 0.04282222
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Hipotesis a probar:

Ho: El modelo se ajusta adecuadamente a los datos (No existe falta de ajuste)

H,: El modelo no se ajusta adecuadamente a los datos (Existe falta de ajuste)

FRossoos = 2.12

Como Fy = 1.9166 < Fyssaes = 2.12, no se rechaza la hipotesis nula y se concluye que el

modelo no tiene falta de ajuste, por lo que es un modelo que ajusta mejor los datos.

Por lo tanto se puede decir que el modelo que mejor ajusta los resultados experimentales del

logaritmo del porcentaje de disolucidn de tabletas de furosemida en funcion del tiempo es:

In Dis =-2.223076 + 1.128471 In ¢

Como se observa, es necesario aplicar todos los elementos de decision cuando se realiza un

analisis de regresion, ya que su conjuncion conduce a la propuesta de modelos mas confiables, ¥ que

sin el co imiento de los fund os tedricos e interpretacién, el analisis se vuelve mas dificil.

También cabe ionar la importancia de contar con un software estadistico debido a que

proporciona gran ayuda en los calculos y anilisis del modelo.

De esta forma se concluye el estudio de caso para el anilisis de regresidn lineal simple y a

continuacion se describe lo referente al analisis de regresion multiple.
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VIL. ANALISIS DE REGRESION MULTIPLE

7.1.- DEFINICION.

El anilisis de regresion multiple ayuda a \{ la relaciéon funcional entre dos o mas

variables de regresion o independientes (X, 5. TN X,) y una variable de respuesta (¥). En muchos

problemas de regresién intervienen mas ‘de una variable independiente, por ejemplo, el rendimiento de

una r ion quimica puede depender de la peratura, presién y concentracion del catalizador. En

este caso existen al menos tres variables de regresién, por lo que es importante conocer los
fundamentos del método de regresion multiple, el cual se describe en esta seccidén, se comienza con
las suposiciones que se requieren, se describen los procedimientos para estimar parametros

importantes, se explica como realizar e interpretar inferencias acerca de esos parametros y se dan

ji los del ambito far éutico que ilustran el manejo de las técnicas y herramientas disponibles

3 P

para este tipo de analisis. Antes de pasar a los detalles de la técnica es importante mencionar que

trabajar con diversas variables independiente en un andlisis de regresion es
considerablemente mas dificil que trabajar con una sola variable independiente, por las siguientes

razones: {16,22]

1) Es mas dificil la eleccion del mejor modelo, ya que casi siempre hay varios candidatos
razonables a elegirse.

2) Es mas dificil de visualizar el modelo a considerar, ya que no es posible representar de
manera grafica mas de tres dimensiones.

3) Los calculos son virtualmente imposibles sin el acceso a una computadora de alta velocidad

¥y un programa computacional eficiente.

Por otro lado, cuando se adicionan al modelo términos de mayor orden como por ejemplo x*
o x?, puede considerarse que se estin introduciendo nuevas variables independientes. Asi, si se

renombra a x como x, y ax’ como x,, el modelo de segundo orden

Fmpfy+ B X + B X s (7.1.1)
se puede escribir como Y =8, +B8,X,+ B,X: +& (7.1.2)
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VI, Andlisis de regresion miiltiple

Por lo general en regresion polinomial solamente se tienen pocas variables independientes

basicas, y las otras son simples funciones matematicas de las variables basicas. La forma general de
un modelo de regresion para k variables independientes esta dado por:

Y= 8o+ By X, + B2 Xy + By Xy+. 43, X + € (7.1.3)
Donde g,,8,.8:.8,,.... Bx son los coeficientes de regresién a estimarse. Las variables

independientes X, X,,.X,,..., X pueden ser todas ellas variables basicas separadas o algunas de
ellas pueden ser funciones de otra variable basica.

7.2.- OBSERVACION GRAFICA DEL PROBLEMA.

Cuando se trabaja con una sola variable independiente, el problema se puede describir en
forma grafica para encontrar la curva que mejor ajusta la dispersion de un conjunto de n puntos

(x,.%). {X..%). ... (X..7.). En este caso se tiene una representacion bidimensional, como se muestra
en la figura 7.1, [16]

Sin embargo, cuando el nimero de variables independientes basicas es mayor a dos, la
dimension grafica del problema se incrementa y la ecuacién de regresion no es una curva en el
espacio bidimensional sino una *“‘hipersuperficie” en un espacio (X —~ /)-dimensional, donde K es el
namero de variables independientes basicas, por 1o que no es posible representar en una grafica
simple la dispersion de los datos o la ecuacion de regresion. En el caso

ial K=2, el probl es
que mejor ajuste la dispersion de puntos
(xn. X B (XseXa X)) c (X,.X,07,) L donde (X“ s X2 Y ) denotan los valores X, X,

encontrar la superficie en tres dimensiones

e Y para el i-ésimo individuo en la muestra. La ecuacidén de regresion en este caso es por
consiguiente la superficie descrita por los valores medios de ¥ a varias combinaciones de X, y X,, es
decir, para cada par distinto de X, y X. existe una distribucion de valores de ¥ con media uy/x, x, ¥
varianza "';/-\".x, , al igual que para el analisis de regresion lineal simple, donde en cada nivel de X

existe una variable aleatoria ¥ con cienta distribucion de probabilidad.
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Figura 7.1. Grafica de dispersion para una sola
variable independiente.

bidimensional la curva mas sencilla es una linea recta y en el espacio

En el espacio
tridimensional la curva mas simple es un plano, el cual ticne un modelo estadistico de la forma:

Y=o+ BX, + FiX: v (7.2.1)

De manera que encontrar el plano mas adecuado es el primer paso en la determinacidn de la

superficie de mejor ajuste en el espacio tridimensional, cuando existen dos variables independientes.
iones se pr en la

Una representacion grafica de un plano que ajusta los datos en tres d
figura 7.2,

Para el caso tridimensional, la solucion de minimos cuadrados para obtener el plano de mejor
ajuste se determina minimizando la suma de cuadrados de las distancias entre los valores observados

A A A A
y los correspondientes valores estimados por ¥, =B8,+8, .\, +2, .Y, que se basan en el plano

4
ajustado, esto es, la cantidad (7.2.2) se minimiza para encontrar los estimadores de minimos
cuadrados ;7\‘, de g, /'J\, de g5,y ﬂ’\: de g,.
L) A 2 ~ A P Y 2
S(x-%) -2r-4-B.x. -4, X2 (7.2.2)
-l =



X2

Figura 7.2. Plano tridimensional.

Por otro lado, en el analisis de regresion multiple existen diversas estrategias para estudiar la

relacién de dos o mas variables, entre las mas importantes se encuentran las siguientes:

- Método Forward.
- Método Backward.
- Método Stepwise.

La eleccion de la estrategia depende esencialmente del tipo de problema, y de los datos que se
tienen. De manera que se pueden probar mis de uno de estos caminos y usar aquel cuyos resultados

describa de la manera mas razonable la relacién entre las variables dependiente e independi

{16,29]

7.3.- SUPOSICIONES DE LA REGRESION MULTIPLE.

Ya se ha descrito el problema de regresién multiple en general y se han mencionado

implicitamente algunas de las suposiciones que se involucran, las cuales se enumeran a continuacion.

104



VII. Andlisis de regresion multiple

dientes (basicas)

Estas suposiciones coinciden con las del analisis de regresion lineal simple, pero toman en cuenta mas

d
P

de una variable independiente.

1) Para cada combinacién especifica de valores de las wvariables
X, X;.....X , ¥ es una variable aleatoria (univariada) con una cierta distribucién de probabilidad.

2) Las observaciones de ¥ son estadisticamente independientes.
....\'x es una funcién

3) El valor medio de ¥ para cada combinacion especifica de .x,..\,
r con ia ion (7.3.1) o (7.3.2), donde, & es el

lineal de X,......X,; esto se puede repr
componente del error que refleja la diferencia entre una respuesta observada individual de V' y la

respuesta media verdadera (/‘r/x. Xy Xy )
(7.3.1) .

Brpxe, Xy eniig = Bo+ BNy + 2Nz eeed B ¥y
(7.3.2)

Y m By + B Xy # By Xy et fro Xy v

i con resp a la suposicién tres son: {16]

Al
a) A la superficie descrita por la ecuacidn (7.3.1), se le conoce como ecuacion de regresion,

de mayor orden de unas cuantas
la expresion

&

superficie de respuesta o superficie de regresion.
di son

b) Si algunas de las variables indep
basicas, por ejemplo: Xy =0, X =,

variables independientes
Bo+8, X +P2X; +eeet 3,.X, no es realmente lineal en las variables basicas por lo que el término

“superficie" es mejor que “plano”.
c) Al igual que en regresién lineal simple, £ es la’cantidad diferencial que una respuesta

individual observada se desvia de la superficie de respuesta, es decir, & es el componente del error en
105
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4) Suposicion de homocedasticidad. La varianza de ¥ es la misma para cualquier combinacién
fija de X, ..X;......X, estO es,

T,y =V (V)X e X ) m o (7.3.3)

Esta suposicion quiza parece muy restrictiva, sin embargo, la homocedasticidad sélo se cuida

Py g d : dad

cuando los datos muestran muy obvias y si vas iones de homc idad; en general,

P

fas desviaci no tienen adversos sobre los resultados.

pPeq

5) Para una combinacién fija de X|..X;......Vs, ¥ tiene una distribucion normal, Esto es,

Y-N(/_l v (7.3.4)

Estas suposiciones no son necesarias para fijar el modelo de regresion por minimos
cuadrados, pero se requieren, en general, para propositos de inferencia. En este aspecto, las pruebas
de hipdtesis e intervalos de confianza usuales en un analisis de regresién son “robustos” en el sentido
de que algunas desviaciones extremas de la distribucidén de Y de la normalidad puede proporcionar

falsos resultados.
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7.4. DETERMINACION DE LA ECUACION DE REGRESION MULTIPLE.

Al igual que en regresion lineal simple, existen dos formas basicas para determinar la mejor
estimacion de una ecuacidén de regresién miiltiple: Minimos Cuadrados y Varianza Minima. Ambos
proporcionan la misma solucién.

7.4.1.- Método de Minimos Cuadrados.

El método de minimos cuadrados elige el modelo de mejor ajuste como aquel en donde la
suma de cuadrados de las distancias entre la respuesta observada y la predicha por et modelo es
minima. Asi, la ecuacién (7.4.1) denota el modelo de regresién ajustado, y la ecuacién (7.4.2))
proporciona la suma de las desviaciones de los valores de ¥ observados de los correspondientes
valores predichos usando el modelo de regresion ajustado.

" oA oA ~ PN

Yu o+, X, +PB3 Xateees fp Xy - (7.4.1)
Z(x - ?',)' - Z(y.— By B Xy —eeem By Vi )' (7.4.2)
=1 =]

La solucidon de minimos cuadrados consiste en encontrar los valores ,é\o ./;‘\‘ .ﬁ,\z .....,6’; .
llamados estimadores de minimos cuadrados, para los cuales la suma en (7.4.2) es minima. A esta
suma de cuadrados se le llama suma de cuadrados residual, suma de cuadrados acerca de la regresiéon
o suma de cuadrados del error (SCE).

Es importante mencionar algunas propiedades de la solucién de minimos cuadrados:

"~ "N N
a) Cada uno de los estimadores By,8;...-,8, es una funcion lineal de los valores de Y. Esta
propiedad de linealidad facilita determinar las propiedades estadisticas de los estimadores. En

particular, ya que se asume que los valores de Y son normalmente distribuidos, cada uno de los
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”~ Pa) ”~ A
estimadores 84,5,,83,....0  serin normalmente distribuidos, con desviacione: andar facil
calculables.

b) La ecuacién de regresidn de minimos cuadrados Pa E,-o-/?, X, +,6\: X +----3“ X, es
m

.\ dnica binacion lineal de las variables independientes .X,,.X,....,.X,, que tienen maxima

correlacién posible con la variable dependiente. En otras palabras, de todas las elecciones posibles de

o - '3 . .z . 15
las combinaciones lineales de la forma 2, +5,.X, +5,.X; +.-++5,.X, Ia combinacién lineal ¥ es tai que
1a correlacién

'Z::' {r, - Y)(?.— ;)
R G

(7.4.3)

es mixima, donde 7, es el valor predicho de Y para el /-ésimo individuo y ¥ esla media de las 7,'s.

Otro método es el de varianza minima que determina la superficie de mejor ajuste a través de

los

Pl Pal N
dores i dos de mini varianza Bo.8,...-.Byx de B8,.8,.....8, respectivamente. Sin

embargo el mas comun es el de minimos cuadrados.

A continuaciéon se describen las pruebas estadisticas y criterios de descicion del analisi de
regresién multiple.
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VII. Andlisis de regresién multiple
7.5. TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA, PRUEBA DE F TOTAL Y PRUEBA
DE F PARCIAL.

Al igual que en el anailisis de regresién lineal simple, se usa una tabla de analisis de varianza

para proporcionar un resumen completo del andlisis de regresion maitiple, como se muestra en el

cuadro 7.1.
Cuadro 7.1. Tabla de Analisis de varianza para regresién maltiple
FUENTE (GRADOS DE| SUMA DE CUADRADO
DE | LIBERTAD | CUADRADOS MEDIO F R?
VARIACION (8. (sC) c™M)
He SCR =SCY —-SCE
Regresion k A .| car= SiR N
SCR=§(Y‘—7) £ o CMR | . scr-scE
CME [* =7 sCr
Residual n-k-1 sce =3 (6 -2.) | cme = £
= : ‘n-k-1
Total n-1 scy= z(z - Y)x
-y
Hipdtesis a probar:
Ho: “Todas las & variables independientes consideradas al m|smo tiempo NO explican
una cantidad significativa de la variacion en la respuesta.”
H,: * Las & variables independientes explican una cantidad significativa de la
variacion en la respuesta’

Como antes, al término SC¥ se le llama suma de cuadrados total, y representa la variabilidad
total en las observaciones de Y antes de tomar en cuenta el efecto de las variables independientes. El
término SCE es la suma de cuadrados residual o suma de cuadrados debida al error, y representa la
variacion no explicada cuando las variables independientes se toman en cuenta en la ecuacion de
regresion para predecir Y. Al término SCR se le tlama suma de cuadrados de la regresion y mide la
reduccion en la variacion o variacion explicada, debido a la presencia de las variables independientes

en la ecuacion de regresion. Asi se tiene la siguiente representacion:
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Suma de cuadrados total = suma de cuadrados de la regresion

+ suma de cuadrados residual

SCY = SCR+SCE

(Y 7)’ = Z(V. 7) +i(y y) 7.5.1)

7.5.1. Prueba de significancia para la regresién total.

Se puede probar la hipotesis nula general “FAq: todas las & wvariables independientes
consideradas al mismo tiempo no explican una cantidad significativa de la variacién en ™" calculando
el estadistico / mediante la ecuacion (7.5.2).

F= CMR _ Cuadrado Medio de 1a Regresion 7.5.2)
T CME "~ Cuadrado Medio del Error e

El valor de F calculado se compara con el punto critico £, ,_,_,,.,. donde & es el namero de

variables independi nesel o muestral y a es un nivel de significaciéon predeterminado. Se

rechaza F si el valor de F calculado excede al valorde 7, ,_,_; -0 -

El término cuadrado medio del error que es el denominador en (7.5.2) esta dado por la

ecuacién (7.5.4) y proporciona una estimacion de la varianza del modelo.

1 1
oM., =-—scs-——-— ( -F, ) 7.5.4
kot nek-1 n—4k— ( )

L

El cuadrado medio de la regresion, el numerador en (7.5.2), esta dado por la ecuacion (7.5.5)
y da una estimacién independiente de o, sélo si la hipotesis nula Ap:"Regresidon total no
significativa”™ no se rechaza. De lo contrario existiria una sobrestimacion de la varianza en proporcidén

a la magnitud de los coeficientes de regresion £,.8;,....4,. ¥ €sto es porque un valor de F que es
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"grande" favorece el rechazo de Fo. Asi, el estadistico F (7.5.2) es la razdén de dos estimadores

S .

p de la mi varianza sélo si la hip6tesis nula Fo es verdadera.

CM egresion = (7.5.5)

2
" A
z(r,- -7)
fw}
k
El valor del coeficiente de determinacién, R*, en la tabla de ANOVA provee una medida
cuantitativa de como la combinacion de las variables independientes predicen la variable dependiente,

su calculo es mediante la ecuacion (7.5.6) que es igual a la ecuacion (5.2.3) para el caso de regresion
lineal simple.

: SCY-SCE
R™ = ———

7.5.
Scy (7.5.6)

Esta informacion se obtiene cuando se ajusta un modelo de regresion multiple en forma
general, sin embargo cuando el ajuste del modelo se realiza mediante alguna técnica de seleccion de
variables, como Forward, Backward o Stepwise, es necesario conocer los valores del estadistico F
Parcial para realizar pruebas de hipotesis e inferencias acerca de diversos modelos que pueden

elegirse. A continuacion se describe la Prueba de F parcial.
7.5.2. Prucba de F parcial.

Cuando se trata de ajustar un modelo con & variabies independientes, se puede obtener
informacién adiciona! importante con respecto al modelo de regresion ajustado cuando se parte la
suma de cuadrados de la regresidn en sus componentes, por ejemplo si £4=3, los componentes de la

suma de cuadrados de regresion son:
1. SC‘(.\"): suma de cuadrados explicada por usar solo a .\", en la prediccidn de ¥,

2. sc(x,/X,): suma de cuadrados extra explicada por usar v, dado que X, ya estd en el

modelo de la prediccién de Y.
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3. sc{x,/x, .X,;): suma de cuadrados extra explicada por usar X, dado que .Y, y X, ya estan
en el modelo de la prediccion de Y.

Esta informacion se puede resumir en una tabla de ANOVA, como se muestra en ¢l cuadro
7.2 y se puede emplear para contestar las siguientes preguntas:

1. ¢ Se puede predecir ¥ utilizando solo a ., ?

2. ¢ Adicionar X, en el modelo contribuye significativ;

en la pr de Y una vez
que se toma cn cuenta o se controla la contribucion de x,?
3. (Contribuye significativamente la adicién de X; en la prediccid

cuenta la contribucion de .\, y X,?

de Y después de tomar en

FUENTE DE | GRADOS DE SUMA DE CUADRADO
VARIACION | LIBERTAD CUADRADOS MEDIO F parcial
[¢-2)] (O (CM)
Regresion
SC( X, F(X
X, 1 sc{x,) My, __(1‘_) (x1)
X2/ Xy 1 sc{x /) CMxyyx,) = ____SC(X: /X)) F‘('Y:/'vl)
X3/ X1, X2 1 se(x, /X, .x,) M,y = w Flaey/x,8)
RIVE TR
S e
esidual n-lk-1 N SI:-Z(}.’—Y:) =
S Tmy
[Total n-1

Cuadro 7.2. Tabla de ANOVA para prueba de F parcial ..~ .
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La pregunta 1 involucra un modelo de regresion lineal simple, donde la Gnica variable
independiente es x,. Para responder las preguntas 2 y 3 se emplea una prueba de F parcial, 1a cual

asegura si la adiciéon de alguna variable independiente, iendo otras en el modelo, contribuye

se .

en la pred de Y. La prueba, por ello, permite eliminar las variables que no

ayudan en la prediccidon de ¥ y asi hace posible reducir el conjunto de variables independientes a un

peq aji de pr s " importantes”,

Por ejemplo, al realizar una prueba de F parcial sobre la variable X", una vez que ya se tienen
en el modelo a las variables X,.X,,...,X,, primero se calcula la “suma de cuadrados extra al
adicionar .¥", dadas X, X,,..., X,", la cual sc puede colocar en la tabla de ANOVA con ¢l nombre

de "Regresién X°/X,,X;,.... X, ". Esta suma de cuadrados se calcula por la ecuacién (7.5.7).

suma de cuadrados suma de cuadrados de regresion suma de cuadrados de regresiéon
extra adicionando X°, = cuando X, X,,....X, ¥y X~ - cuando X, ,X,,...,X,  esta n
dados X, .X,,..., X, estan en el modelo en el modelo, sin X
o
SC extra _ SC regresion SC regresion
(x/x. X, %) = (XX X)) T (XX ) @57

Para probar la hipétesis nula "H,: la adicién de X al modelo incluyendo X, .X:,..., X, no

i la prediccién de ¥ se emplea el estadistico F parcial, el cual se calcula con

mejora signifi
la ecuacion (7.5.8).

suma de cuadrados o cuadrado medio extra

al adicionar X, dadas X, Xa...., X
cuadrado medio residual para el modelo que
contiene todas las variables X, X5 ,..., X, X

F(X7/ X0 Xz X0 ) =

_ SC(X /X, . X5..... %)
T CME (X,.X,,....X,,.X.)

F(xX /X, Xe\.... X,) (7.5.8)
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Este estadistico tiene una distribucién F con 1 y n-4-2 grados de libertad bajo H,, asi se

rechaza ,, si el valor de F calculado excede al valorde & . ;. .-

Existe una forma equivalente para realizar la prueba de F parcial, en la cual se involucra una
prueba de hipétesis nula H,:5° =0, donde £~ es el coeficiente de X" en la ecuacién de regresién

Y= By+ [, X, +ec-+ B,X, + S X" +&, asi el estadistico de prueba equivalente es (7.5.9).

s

= 7.5.9,

=5 (7.5.9)
Y4

donde ﬁ es el esti dor del coefici e gy S.. es la estimacién del error estandar de 1; , ambos
r-d

se calculan por programas de regresion.
Al hacer esta prueba, se rechaza &,: 8" =0 si

IT> ¢ poztasz ( prucba bilateral; #,: 8" = 0)

T>e, ( prueba unilateral superior: K18 >0)

—pmtima

TS At pziiea ( prueba unilateral inferior; #,: 8" <0)
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7.6. CORRELACIONES MULTIPLE, PARCIAL ¥ MULTIPLE-PARCIAL

En temas anteriores se comentd que las caracteristicas esenciales de la regresion lineal,
ademas del modelo cuantitativo de prediccién proporcionado por la ecuacién de regresiéon ajustada
por minimos cuadrados, se puede describir en términos del coeficiente de correlacién », cuyas

caracteristicas se resumen a continuacién:

1. El fici de correlacién elevado al cuadrado ~? (coeficiente de determinacion) mide la
? es

fuerza de la relacidn lineal entre la variable dependiente ¥V y la variable independiente .X. Si »
cercano a 1, es mayor la fuerza de la relacion lineal; si »* es cercano a 0, la relacion lineal es muy
débil.

2. r? = (SCY - SCE)/SCY es la reduccién en la suma de cuadrados total al usar un modelo lincal
en X para predecir Y.

3. r= /;, (S,/S,), donde ﬁ, es la pendiente estimada de la linea de regresion.

4. r o ry , ©5 una estimacién del parametro poblacional o © o, , el cual describe la
correlacion entre .X'e ¥, considerandolas como variables aleatorias..

5. Si se asume que X e Y tienen una distribucidon normal bivariada con parametros

Hy.Hy . O%.0F ¥ pxy la distribucién condicional de ¥ dada Xes N(y,/,\..aﬁ,_‘. , donde

Hepe = oy + PE( X = p1y) (7.6.1)
Cx
y G =af(1-p%) (7.6.2)
Aqui »* =(SCY ~ SCE)/SCY estima p?, el cual se puede expresar como:
(7.6.3)

La conexion entre regresion y correlacidn se puede extender al caso de regresién maltiple. Sin
embargo, cuando se involucran’ diversas variables independientes, la caracteristica esencial de

regresion se describe no sélo por un coeficiente de regresién Gnico como en el caso de regresién
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lineal simple, sino por diversas correlaciones. Estas incluyen un conjunto de correlaciones de orden
cero, asi como un grupo de indices adicionales de mayor orden

1 q

corr

correlaciones parciales y correlaciones maltiple-parciales. El examen de estas correlaciones de mayor

orden permite responder muchas de las preguntas que se plantean al generar un modelo de regresidon
multiple.

7.6.1.- Matriz de Correlacidn.

Cuando se trata con mias de una variable independi

e, la col de todos los coeficientes
de correlacion de orden cero (es decir, las r's entre todos los posibles pares de variables) se puede

representar de manera compacta en forma de una matriz de correlacidén. Por ejemplo, cuando K=3, es
decir, las variables independientes X,,X..X, y una variable dependiente

Y. existen ¢} =6
correlaciones de orden cero, y la matriz de correlacidn tiene la forma general (7.6.4).

Y X, X, X,

Y 1 ryy ryx rys

Xy 1 na ny

X, (7.6.4)
X, ) 1

Aquir, (=12 063} esla correlacion entre Yy X,y {1.7=123) esla correlacion entre X,

X ;. Sin embargo, ¢l uso de todas las correlaciones de orden ‘cero no describen:
Y&y c8s ‘ nes | cen cerc

ando todas ajr

1) 1a relacion total é\e’l;,y‘aﬁa\‘ﬂ_epepcnﬂi’egteY con 'lés.vériab\es independientes XX, v X,
maltiple de ¥ sobre X,..;

Atieﬁ\po.'Tal relacidén se ﬁueéé medir con el £i

iente de correlacio

2) tampoco describe 1a relacion entre Yy X, d‘esp\;\és"de controlar el efecto de .,. La medida

que describe esta relacion se le.-llama coeficiente, de correlacién parcial entre ¥ y X. tomando en
cuenta a X,. :
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"..3) No describe la relacion entre ¥y los efectos combinados de .Y, y .\, después de controlar
los efectos de X,. Esta relacion se mide mediante el coeficiente de correlacidén multiple-parcial entre

Yy los efectos combinados de X, y X, controlando a .Y,.
A continuacién se describe cada uno de los coeficientes de correlacion.

7.6.2.- Coefici de Correlacién Multiple.

El coeficiente de correlacion multiple, se denota como Ry, v,...r,. ¥ €5 una medida de la
asociacién lineal total de una variable dependiente } con diversas variables independientes
X..X,,...,4,, es decir, asociacion entre Y y la combinacion lineal de mejor ajuste de las .X"s. El valor
de Ry, v,..xr, €S siempre positivo. El coeficiente de correlacién multiple es una generalizacion

directa del coeficiente de correlacion simple » al caso de diversas variables independientes.

Existen dos ecuaciones que proporcionan gran interpretacidn del coeficiente de correlacién

miltiple Ry, v, ., ¥ su cuadrado, las cuales son (7.6.5) y (7.6.6).

S(x- 7)(‘{»,_ 5]

S i (7.6.5)
(B 267
_ %"7-7)’ -ﬂ’f-?’j _ SCY-SCE

y Ry vy, © - — =
P/ Xy X Z(K _ 7)' SCY
=]

Ry A

(7.6.6)

donde ¥, = 1;.,4- ﬁ, Xy, +...+;;, X, es el valor predicho para el i-ésimo individuo y Y= Z:'_, ;’./n. La

ecuacion (7.6.6) es la que se emplea para probar el ajuste del modelo de regresion.

Si se compara la ecuacién (7.6.5) con la ecuacién (5.1.8), del capitulo 5, se puede observar

que el coeficiente de correlacidén maltiple es la correlacion lineal simple entre los valores observados

de Yy los valores predichos 7, es decir, Repbyoxgity =7, 5
r
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X
Como ¥ =¥, la mejor ecuacién para calcular Ry, ey, €5 (7.6.7).

Z}: ;’.-n?
(7.6.7)

Rrrxy Xy, = n
2 “~ ==
J[Z}ﬁ —n)—’“IZY,:—nY'J

se puede considerar como un

El coeficiente de correlacion maltiple muestral Ry,
estimador del parametro poblacional que caracteriza la distribucion conjunta de todas las variables
¥..X,.X,......Y, al mismo tiempo. Cuando se tienen dos variables .X e ¥y se asume que su distribucion
F.o%. par), Se dice que £y, estima a oy, lo cual satisface la

conjunta es normal bivariada V{4, . sy,
ccuacién pl, ={of ~of ) /of . donde of , es la varianza de la distribucién condicional de ¥ dado un

valor de X. De la misma forma, cuando se tienen X variables independientes y una variable

v X, se

dependiente, se lega a un resultado anilogo si se asume que su distribucidén conjunta es normal

multivariada. Asi, por ejemplo para el caso K=2, la distribucién normal trivariada de, ¥, .Y,

puede describir como
‘VJ(ﬂr [P AY /‘.\':-"')E 'a'j‘l -"'.i'z » Pr1e Orye Px:) (7.6.8)

v

donde .4y, ¥ 41y SO las tres medias (no condicionadas), of .o, v of. son las tres varianzas (no
condicionadas) y oy,.0p; ¥ p); son los tres coeficientes de correlacion. La distribuciéon condicional

de ¥ dados ., y .\ es una distribucién normal univariada con una media (condicional) que se denota

POT 4ty x, ¥ una varianza (condicional) que se denota por F 1, x, + 10 cual se puede escribir en forma

reducida como:

Y7, X = N sy, (7.6.9)
De hecho,
Frrx, . Oria, . ~26.10
Hrixag = Hr * P (-‘ 1T Ay )"' Prz (-‘: - ﬂ.\’,) (7.6.10)
RN R
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y iy, = (l = Pl osivinyxs )’; (7.6.11)

donde Py e €S el coeficiente de correlacidn poblacional entre las variables aleatorias Y y
Hrrx,x, = Bo+ B X+ B2X,, donde se considera a X, y X, como variables aleatorias. También
OF1x, + T3, TR, 1%, ¥ O%,sx, SON las varianzas condicionadas de ¥ dada .t,, de ¥ dada X,, de X, dada

X, y X, dada .x,, respectivamente.

El parimetro Promes S5 el analogo poblaci 1 del fici de correlacién multiple

muestral Ry, o ; ¥ s¢ puede escribir simplemente como g, .. Ademas de la ccuacion (7.6.11) se
16.5,5 Y € P! P! YN,y

obtiene la ecuacién (7.6.12), donde se observa que g7 es la reduccion proporcionada en la

varianza no condicionada de Y debido al condicionamiento de .X, y .X;.

5 . a OF — T, x,
= 2 N B 770N
Prix,.e; (° p'-&'nx.‘x,) = oF (7.6.12)

Generalizando para el caso de X variables independientes, se pueden resumir las

caracteristicas del coeficiente de correlacion multiple Ry« x,...», dela siguiente manera:

s Ay
1. R} x.x,..x, Mide la reduccién en la suma de cuadrados total >,(x,-7)° a Z(l’,—l’,)

debido a la regresion lineal multiple de ¥ sobre .Y,.\,,.....X,.

2. Ryx, x,..x, € la correlacion » , de los valores observados de (¥) con los valores predichos
r.ry

®)-

3. Ryjn,.e, es un estimador de py, v,...x, €l cual es la correlacién de ¥ con la media de la

distribucion condicional de ¥ dados .Y,..X.......X,, es decir, la correlacion de ¥ con la ecuacion de
regresion G, + f.X, + 85X, +..o+ B,.X,, donde las X’s se consideran variables aleatorias.
4. R:E/x,.x,..‘x, es una estimacion de la reduccidén proporcionada en "la varianza no-

condicionada de ¥ debido al condicionamiento sobre .X7,,.X,.....\,, esto es, estima

L S 77 1%, 29 (7.6.13)

Prx,.x, B
N )
o,

r
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VII. Andlisis de regresién milliple

Por otro lado, se puede definir un coefi de correlacion maltiple aji do, el cual se
obtiene mediante la ecuacion 7.6.14.
n—i
RZtada = 1-(;—_—;)(1—122) (7.6.14)

donde: 72 = Numero de observaciones.
7 =1 si hay un intercepto, O si no lo hay.
2 = Numero de parametros, incluyendo el intercepto.

La wventaja del coeficiente de correlacion muitiple ajustado es que no aumenta

automiticamente cada vez que se introduce una nueva variable de regresién al modelo (Montg). Por lo

tanto este parametro se puede considerar mas coanfiable atin que el propio valor del coeficiente de

correlacién mualtiple, aunque su valor siempre sea menor [22,29].

7.6.3. Coeficiente de Correlacién Parcial

El coeficiente de correlacion parcial es una medida de la fuerza de Ia relacion lineal entre dos
variables después de haber controlado los efectos de otras variables. Si las dos variables de interés
son X e ¥, y las variables que se controlan son 2,.2,.....Z,, entonces el correspondiente coeficiente de

correlacion parcial se escribe como 7y y,z .z, wZp El orden del coeficiente de correlacion parcial

depende del numero de variables que se controlan. Asi,

parciales de primer orden tienen la forma ry v/

parciales de segundo orden tienen la forma ry yv/z,.z,

y en general
parciales de p-ésimo orden tienen la forma TYX)2) 20y

La forma mas facil de calcular un coeficiente de correlacion parcial es mediante un programa

de computacién.
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VII. Andlisis de regresién miltiple

Con la ayuda de la matriz de correlacidn se puede obtener la variable que mas se correlaciona

con la variable de respuesta, es decir, la variable “mas importante” en base a la fuerza de su relacion

lineal con ¥, sin embargo, el coeficiente de correlacidon parcial ayuda a encontrar la variable que le
sigue en importancia, una vez que se toma en cuenta la mas importante y asi sucesivamente.

Para realizar una prueba de signifi del coefici de corr:

parcial, es decir,

cuando se quiere probar si la adicién de una variable al modelo de regresién es importante, una vez
que otras variables estan ya en el modelo, se emplea la prueba de F parcial, como se analizd en la

seccion 7.5.2. Asi, para probar si rY.X/2) 2, €5 significativamente diferente de cero, se debe calcular

la correspondiente F parcial, F(.\’/Z,...A.Z,), y rechazar la hipotesis nula si el estadistico & excede al
valor critico adecuado de la distribucion 7 ,_, ..
La hipétesis nula para esta prueba se puede proponer de manera formal al considerar la

analogia entre el coeficiente de correlacion parcial muestral rpy,z,. z, Y el coeficiente de correlacion

parcial poblacional pyy,s,. La hipétesis nula se puede proponer COmMo H,: oz, .z, =0 ¥ la

hipétesis alternativa como Hy: prayz,..z, =0

La estructura de la correlacion parcial poblacional ayuda a relacionar la correlacion de mayor
orden con la regresion. Por ejemplo, si se considera la relacion de ¥ con dos variables independientes,

la ecuacién para el cuadrado de oy, /x, €5 (7.6.15).

(7.6.15)

Asi, el cuadrado de la correlacxon parcnal muestral rx, 1% es una estimacion de la reduccién

proporcionada en la varianza condlcxonaj e ¥ dado .\‘ dcb o al control sobre .\, y .X;.

La correlacién parcual p,x' ,x. se puede des::rxbu' como una corre]aclon de orden cero para una

distribucién condicional blvanada .Sila dlstnbuclén con_)unta ‘de ¥, Xl y Xz es normal tnvanada,
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muestral es
R A F

2 SC residual (usando solo .Y, en el — SC resi ( -\ y X, en el modelo)

r
Rl . SC’residual (usando solo.X; en el modelo)

(7.6.16)

o2 _ Suma de extra debido a la idnde X, al X;enel rnodelo . (1.6.17
ooy SC residual (usando s0l0.X; en ¢l modelo) >
Si se compara la ecuacion (7.6.17) con la ion del distico F parcial (7.5.8), se observa

que ambas tienen como numerador la suma de cuadrados extra debido a la adiciéon de una variable

cuando ya se tienen otras en ¢l modelo, por lo que la prueba de #,: ory)z, 2, =0 se hace empleando el

valor de F parcial, F(.\',/X;), como el estadistico de prueba.

Otra forma de calcular una correlacién parcial de primer orden es mediante la siguiente
ecuacion:

(7.6.18)

Se observa que la primera correlaciéon en el numerador es la correlacidn muestral de orden
cero entre ¥ y X. La variable de control Z aparece en la segunda expresion del numerador (donde se
correlaciona por separado con las variables ¥ y X) y en ambos términos del denominador. Al usar
(7.6.18) se puede interpretar al coeficiente de correlacion parcial como un ajuste del coeficiente de
correlacién simple tomando en cuenta el efecto de la variable control. En particular, si r,; y 7,z tienen
el mismo signo, entonces el control en Z reduce la correlacion de orden cero ., entre ¥y X. Por otro

lado, si r; ¥ iz tienen signos contrarios, el control sobre Z incrementa ry.
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Para calcular correlaciones parciales de mayor orden, se aplica la ecuacién (7.6.18) pero
empleando las correlaciones parciales de menor orden siguiente. Por ejemplo, la correlacion parcial
de segundo orden es un ajuste del coeficiente de correlacidn parcial de primer orden, el cual, a su vez,
es un ajuste de la correlacion simple de orden cero. Se tiene la siguiente férmula general para una

correlacién parcial de segundo orden:

Fevrz — Pzt r ~ Pz ey
rvrz = Prwiztxwrz X = rrzpvixziv
= A (7.6.19)

Trxzw = ‘/(l-’;"’.'z)(l";'wz) \/(“’r:z/u‘)(“’.\;/w)

Existe una interpretacion adicional importante que se puede hacer al tomar en cuenta las

correlaciones parciales. Para las variables ¥, X'y Z, se pueden ajustar dos ecuaciones de regresion
lineal Y-ﬁ,,-o-p,z-»cA y X=pPBo+BiZ+s. P= ﬂAo-e-/}.Z es la linea ajustada de Y sobre Z,

X = B,+ B, Z es la linea ajustada de X sobre Z. Entonces, las desviaciones o residuales (;’-— }') y

(.\’- .\') representan los residuales después que la variable Z ha explicado toda la variacion en las

variables ¥ y X por separado.

Si se correlacionan estos residuales, es decir, se encuentra ., . , se obtiene una medida que
r-r.x-x

es "independiente” de los efectos de Z, por lo que la correlacion parcial entre ¥ y X controlando a Z
se puede definir como la correlacién de los residuales de las regresiones lineales de ¥ sobre Z y X

sobre Z, esto €S, ryy,z =5 . .
” r-r.wy

Se pueden resumir en forma general las caracteristicas del coeficiente de correlacidén parcial

de la siguiente manera:

1. El coeficiente de correlacion parcial ryx;z,.2,,..z, mide la fuerza de la relacion lineal entre dos

variables X e ¥ controlando a otras variables 2,.2,.....2,.
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VII. Andlisis de regresion miltiple
2. El cuadrado del coeficiente de correlacion parcial 22,2, mide la proporcién de la suma

de cuadrados residual que se calcula (explicada) por la adicién de X al modelo de regresion
involucrando a z,.2,.

.Z,, esto es,

suma de cuadrados extra debido a la adicidn de
X al modelo que contiene Z,.Z,.....Z

. (7.6.20)

Pe(Z22, Z 5C residual (usando solo 2,,2;.....Z , en ¢l modelo)

3. El fict de correlacién parcial ryyz 2. 2, ©s una estimacion del parametro
poblacional Prxyz, 2.z, € cual es la correlacion entre ¥ y X en la distribucién condicional conjunta
de Yy X dadas 2,.2,.....2,. El cuadrado de este coeficiente de correlacion parcial esta dado por la
ecuacién (7.6.21), donde oj; ., . es la varianza de la distribucion condicional de ¥ dadas

2,253,002,

»e

B2, 2, .. 7 EA
P Lo T B 3 LA LT B

P:.r/z. 2: (7.6.21)

Ot12,.25...2,

4. El estadistico F parcial, F(.\'/z.‘z,....,z,). se usa para probar la hipotesis nula

Ha' Prxyz,zymz, =0-

5. El coeficiente de correlacidn parcial (de primer orden) ., €s un ajuste de la correlacion

de orden cero ., el cual toma en cuenta el efecto de la variable en control Z, lo cual se observa en la
ecuacién 7.6.22. :

(7.6.22)

Las correlaciones parciales de mayor orden se calculan al aplicar esta ecuacién, pero se usan
los coeficientes de correlacion parciales de menor orden inmediato.
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6. La correlacién parcial r,,, se puede definir como la correlacién de los residuales de la

regresion lineal de ¥ sobre Zy de X sobre Z, esto es, r,./z = Tt
=N X

La analogia de la corrclacién y la regresion multiple permite expresar el modelo de regresiéon

Hrrx, g, = Bo+ Bl + B0 +

-+ f,X, en términos de los coeficientes de correlacion parcial y

varianzas condicionales. Por ejemplo, cuando X=3, la representacién es

Tyray oy
Hype, xp0, = Hr * Prys 6—(-\’- —Hy, ) *+Praps (7.6.23)
1723 3

donde, por ejemplo, Pz = Ary,sx,x,» ¥ donde se define

Sri Trns Ornz
By = Pryz . By = Prans - B3 = Pran
Cirzs 3 D3z

Se observa la similitud entre esta representacién y aquella del caso lineal, donde £, es igual a

ploy /o). También s puede observar que

Bo=tr =Py, —Babiy, = Bihy, (7.6.29)

Para encontrar los coeficientes 25,.5,.8, v #; se pueden sustituir los parimetros

poblacionales en las ecuaciones anteriores, por sus correspondientes estimadores, los cuales son:

. ~ Syrs R - N
up=Y . ﬂ|=’r|/::;_~ sy, =X 2 .
23
- A S, ~
rz -
Hopy =Ty A =g - M T B¥
Nz

Este método proporciona los mismos resultados que el método de minimos cuadrados.
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VII. Andlisis de regresién miiltiple
7.6.4.- Cocficiente de Correlacion Multiple-Parcial.

El coeficiente de correlacién parcial-multiple se emplea para describir la relacnén total entre
una variable dependiente y dos o mas variables independientes mientras se controlan aun otras

variables.. Por ejemplo, si se consideran las variables independientes x, X7}, .X...¥7 y X, X, ‘el modelo
de regresion completo es de la forma

Yo Bo+BX,+ BaXa+ By N4 Bay X4 f 11X\ X+ (7.6.25)

Este modelo es completo de segundo orden ya que incluye todas las variables posibles, hasta
términos de segundo orden. En estos modelos se necesita conocer si algunos de los términos de
segundo orden es importante o si el modelo de primer orden ¥ = 8, +8,X, + £8.X, +¢& es adecuado.

Existen dos maneras para representar estas cuestiones como un problema de prueba de hipdtesis, una

forma es probar #,: 3,, = B, = B,; =0 (todos los coceficientes de segundo orden son cero) y la otra

forma es probar la hipétesis 4, = o R ) [, es la correlacién

=0, donde Pyisrnt

X\ ) /%20

parcial-multiple poblacional de Y con las variables de segundo orden, controlando los efectos de las

variables de primer orden. La correlacion parcial multiple poblacional se estima por la correlacion

parcial-multiple muestral WAt 2 ) s el cual describe la contribucion mualtiple total de 1a adicién
W)/

de términos de segundo orden al modelo después de que los efectos de los términos de primer orden
se controlan. Dos ecuaciones equivalentes para calcular r

rlxd. i

SC residunl (solo X v X, en ¢l modelo) -
= SC residual (todos los terminos de primer v segundo orden en el modelo)
SC residual (sdlo X » X cn el modelo)

R X)X %

(7.6.26)
suma de cundroados extra debido a la adicion de los werminos
de scgundo orden X, y XX al modcle que contiene
E - sola los 1erminos de primer orden X v XG
A% R.x5)/%.% SC residual (s0lo X y X cn el modelo)
Yy
N - R;-:/-\‘. X
rlxdod o) (7.6.27)
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En general, el coeficiente de correlacién parcial-miiltiple poblacional se escribe como:

P Xy s )20, 25 2, (7.6.28a).

‘y el correspondiente coeficiente de correlacion parcial multiple muestral como:
Tr ) Ky eee s /2002302y (7.6.28b).
Para probar ya sea Hy: p, =0 0 Hy:fBy =By =..=F5 =0, secalculael

{20, 21 ZanmZ,

ivel de significancia & si £, 2 Fp 1 pup-t1ea-

estadistico £, ecuacion (7.6.29), y se rechaza H,:

[SC residual (5610 Z}, .1, Z » en of modelo) —
SC residual (Xy.-. . .. Xz ¥'Z{v% [, Z ;) en el modelo)/k

...sZ, en el modelo)/(n—p—-k—1) (7.6.29)

F._=
€ SCresidual (Xy. . . .. Xpy Zy5,

Esta prueba es muy titil cuando se quiere probar si los términos de mayor orden o las
interacciones de segundo, tercer, y mayor orden son importantes, una vez que se consideran los

términos de primer urden en el modelo.
7.7.« CONCEPTO DE INTERACCION.

En esta seccion se hace una breve discusion del concepto de “interaccion™ estadistica. Cuando

dos variables independientes “interactuan” para afectar una variable dependiente, esta interaccion se

puede representar en términos de un modelo de regresién.

Para ayudar a ilustrar este concepto, se puede considerar el siguiente ejemplo simple: Es de

interés determinar como dos variables independientes (T) y (C), afectan j 1iente a (¥), ad

si sdlo se evaltian dos niveles particulares de T (T,, y 7‘,) » dos niveles de C (Co ¥ €,) y se obtienen

observaciones de ¥ para cada una de las cuatro combinaciones de los niveles de 7 y C,

(T,,.Co).(Tﬂ.C.).(T,.Co), y (7].C,). a este experimento se le llama experimento factorial completo,
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VII. Andlisis de regresion miltiple
completo porque las observaciones sobre ¥ se obtienen para todas las combinaciones de todas las
variables independientes (o factores). Con el experimento factorial es facil detectar y medir los

efectos de interaccion cuando existen.

Si se consideran dos graficas como en la figura 7.3, las cuales se construyen a partir de dos
conjuntos de datos que se obticnen a través de una via de experimentacidn como la descrita
anteriormente, se observa en la figura 7.3a que la razén de cambio en ¥ como una funcién de Tes la
n';isma para cada nivel de C, es decir, la relacién entre ¥y T no depende de C. Es importante resaltar
que no se dice ¥y C no estan relacionadas, sino que la relacion entre ¥ y T es independiente de la
relacion entre 'y C. Cuando este es el caso, se dice que Ty C no interactuan o que no hay efecto de
interaccion 7-por-C. Esto significa que se pueden investigar los efectos de T' y C sobre Y
independientemente uno de otro y que se puede hablar de los efectos separados, algunas veces

llamado "efectos principales”, de Ty C sobre V.

Una manera de cuantificar la relacién descrita en la figura 7.3.a es con un modelo de regresién

de la forma

Hrire = Bo+ BT+ B.C “.7.1)

Co

<

To = o T, T - To T, T
(@) ®)

Figura 7.3. “No interaccion™ contra *“Interaccion”™
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Aqui, el cambio en la media de ¥ por un cambio unitario en 7" es igual a 4,, sin considerar los

niveles de C. De hecho, si se cambian los niveles de C en la ecuacidn (7.7.1) se tiene solo el efecto de
desviar la linea recta que relaciona iy y 7 ya sea hacia arriba o hacia abajo sin afectar el valor de

la pendiente g,, como se observa en la figura 7.3a. En particular, uyre, -(,6',,&-,0,6‘.,)*/7,1‘ y

Hrre, = (Bo+ 5.0 )+8T.

En general, se puede decir que la "no interaccion” es sindnimo de “paralelismo” en el sentido
que las curvas de respuesta ¥ contra 7T para diferentes valores fijos de C son paralelas, es decir, todas
las curvas de respuesta (las cuales pueden ser lineales o no lineales) tienen la misma forma general y

son diferentes una de otra solo por las constantes independientes aditivas de 7, como se muestra en la

figura 7.4.

Figura 7.3, Tustracion 3r&ﬂc§‘dé “no inieracg:ién"
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En contraste, la figura 7.3b describe la situacién donde la relacién entre ¥y 7 depende de C,

se observa que Y incrementa al aumentar 7' con C = C, pero decrece al aumentar 7 cuando C=C,. En
este caso ¢l comportamiento de ¥ como una funcién de 7 no se puede considerar independientemente
de C, por lo tanto se dice que 7 y C interactuan o que existe un efecto de interaccion 7-por-C. Esto
significa que no tiene sentido hablar acerca de los efectos separados o principales de Ty C sobre ¥,

ya que Ty C no operan independientemente uno de otro con respecto a sus efectos sobre Y.

Una manera de calcular mateméiticamente tales efectos de interaccién es considerar un modelo

de regresion de la forma
Hyre = Ba+ BT+ B:C+ B, TC (7.7.2)
Aqui, el cambio en el valor medio de ¥ cuando sucede un ‘cambio unitario en 7T es igual a
B+ B2,:C. el cual depende del nivel de C, es decir, la introduccion de término 7,,7C al modelo de

regresion es una manera de calcular la interaccion de dos variables independientes.

Para el ¢j lo, do C=C,, el delo (7.7.2) se puede escribir como

tirrc, =(Bo+B8:C)+(8,+ 8.:Ca)T (7.7.2a)

y, cuando C =C,, ¢l modelo (7.7.2) se escribe como:
Mysre, =(8o+8:C)+(8 +8.:C)T (7.7.2b)
En la figura I1.3b se observa que el efecto de interaccién 4, es negativo, el efecto lincatl
(8, + 5,:C,) de T a C, es positivo y el efecio lineal (8, « 8,.C,) de T a C, es negativo. Se espera un

efecto de interaccion negativo, porque la pendiente de 1a relacién lineal entre ¥y 7 decrece cuando C

cambia de C, 2 C,.
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7.8.- METODOS DE SELECCION DE VARIABLES.

los pro ientos para seleccionar el mejor modelo de regresién

En esta seccidn se

cuando se tiene una variable dependiente ¥y un conjunto de & variables independientes X, Xz, ..., Xi..
En este caso se busca determinar el mejor subconjunto de variables, es decir, las mas importantes, de
las k& variables independientes y et correspondiente modelo de regresién de mejor ajuste para describir

la relacién entre Yy las .X's.

Existen diversos procedimientos estadisticos basicos para seleccionar la mejor ecuacién de

regresion, sin embargo, los que mas se emplean son:

1.- Procedimiento de todas las posibles regresiones.
2.- Pr dimiento de eliminacién backward.

3.- Procedimiento de seleccidén forward.

4.- Procedimiento de regresién stepwise.
Antes de proceder a detallar los procedimientos, algunas consideraciones importantes son:

a) Algunas de las & variables independientes pueden consistir de funciones de mayor orden de
unas cuantas variables basicas. En la practica, el uso de algin procedimiento de seleccion de variables
da resultados mas aceptables cuando no existen muchos términos de mayor orden, la razén es que el

modelo que contiene tales términos es dificil de interpretar.

b) Es posible llegar a diferentes soluciones al usar los cuatro diferentes métodos. Cuando esto
sucede, es necesario reflexionar acerca de los resultados y elegir el mejor modelo basandose en
consideraciones practicas observando las variables bajo estudio, la naturaleza de los datos y las

interpretaciones que pueden hacerse con los diferentes modelos candidatos.

c) Algunas veces hasta un simple procedimiento proveera un numero de modelos

razonablemente buenos, de los cuales se tendra que hacer una eleccion.
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7.8.1.- Procedimiento de rodas las posibles regresiones.

El procedimiento de todas las posibles regresiones requiere fijar todas las posibles ecuaciones
de regresién asociadas con todas las combinaciones posibles de las variables independientes, En
particular, si &=3, es decir, X3, X3, X3, se tienen que fijar sicte modelos correspondientes a las
bi it de las variables independientes: 1) .X;; 2) X2; 3) X3, 4) X4, X3; 5) X;,

siete
X3, 6) X3, X3, 7) X1, X2, Xs. Para k variables independientes, el nimero de modelos a fijar es 2k -,
Posteriormente se reparten las diferentes ecuaciones obtenidas dentro de subconjuntos de 1,2,3..., yik

variables, y se ordenan los modelos dentro de cada grupo en base a algin criterio como por ejemplo

R, Se seleccionan los modelos mas importantes de cada subgrupo y se elige el mejor.
7.8.2.- Procedimiento de Eliminacién Backward.

La técnica de eliminacién backward comienza calculando estadisticos para el modelo,
incluyendo todas las variables independientes.. Entonces las variables son eliminadas del modelo una
por una hasta que todas las variables que queden en el modelo produzcan un estadistico £ al nivel de

significancia determinado. En cada paso, la variable que muestra la mas baja contribucidn al modelo

se elimina.
En el procedimiento de eliminacion bakward, se realizan los siguientes pasos: [16]

1) Determinar la ecuacidon de regresion ajustada que contenga todas las variables

independientes.

2) Calcular el estadistico F parcial para cada una de las variables en el modelo como si fuera

1a altima variable que entra al modelo.

3) Enfocarse sobre el valor derarcigl mas Eajo (Fb).

4) Comparar este valor con un valor critico preseleccionado de la distribucién F(F.), es decir,

probar la significancia del valor de F parcial mas bbajo'. a) Si F, < F,, remover del modelo la variable
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en consideracion, recalcular la ecuacién de regresidn para las variables restantes y repetir los pasos

2,3 y 4. b) Si Fu > F,, adoptar la ecuacidn de regresion completa.

7.8.3.- Pr dimiento de Selecciéon Forward.

La técnica de seleccion Forward comienza sin ninguna variable en el modelo. Para cada una
de las variables independientes, FORWARD calcula los estadisticos F que reflejan la contribucion de
la variable al modelo si es incluida. Si ¢l estadistico & no tiene un nivel de significancia mayor que el
valor critico seleccionado, el procedimiento forward termina. De otra manera, Forward adiciona la
variable que tiene el mayor estadistico & al modelo, calcula el estadistico ~ de nuevo para las
variables que aun quedan en el modelo, y el proceso de evaluacion se repite. Asi, las variables se
adicionan una por una al modelo hasta que no queden variables que produzcan un estadistico ~

significante. Una vez que la variable esta en ¢! modelo, se queda.

En este procedimiento se realizan los siguientes pasos: [16]

1) Seleccionar la primer variable a entrar en el modelo, la cual debe tener la mayor correlacién
con la variable dependiente, y entonces fljar la ecuacion de regresion lineal correspondiente. Se
calcula el estadistico F y si no es significativo, se termina el procedimiento con la conclusiéon de que
no existe una variable independiente importante para la prediccién de la variable dependiente. Si el
estadistico F es significativo, se incluye esta variable en el modelo y se realiza el paso 2.

2) Calcular el estadistico F parcial asociado con cada una de las variables restantes basadas

sobre una ecuacion de regresion que contiene aquella variable y la variable inicialmente seleccionada.

Por ejemplo, si &=3, y en el paso | se eligié a la variable .X), las /s parciales a calcular son:
F(X:/X,) parcial y F(A’J/X,) parcial

3) Enfocarse a la variable con un valor mas grande del estadistico & parcial.
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4) Probar la significancia del estadistico F parcial asociado con la variable seleccionada en el

paso 3. a) Si esta prueba es significante, adicionar la nueva variable a la ecuacion de regresién. b) Si

esta prueba no es significante, usar en el modelo solamente la variable adicionada en el paso 1.

5) En cada paso subsecuente, determinar el estadistico F~ parcial para aquellas variables que
aun no estin en el modelo y adicionar al modelo la variable que tenga el valor de F parcial mas

grande si es estadisticamente significante. En algun paso, si la £ parcial no es significante, no incluir
mas variables en el modelo y el proceso se termina.

7.8.4.- Procedimiento de Regresion Stepwise

E! método Stepwise es una modificacion de la técnica de seleccion forward y difiere en que
las variables que ya estan en el modelo no i

e per ahi, es decir, stepwise hace
una reexaminacion de las variables incorporadas en el modelo en un paso previo. Una variable que
entra en una etapa temprana puede llegar a ser superflua en una etapa posterior debido a si relacion
con nuevas variables en el modelo. Como en el método de seleccidon forward, las variables se
adicionan una a una al modelo, y en cada etapa se hace una prucba del estadistico F parcial para cada
variable presente en el modelo, tratandola como si fuera la variable que se adiciona al Oitimo. La
variable con ¢l estadistico F parcial mas pequefio no significante se elimina y el modelo se reajusta
con las- variables restantes, se obtienen las F's parciales y se examinan similarmente y asi

sucesivamente. El proceso continua hasta que no puedan entrar mas variables o removerse del
modelo.

En la figura 7.5 se presenta un resumen de los métodos de seleccion de variables.
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Figura 7.5.- METODOS DE SELECCION DE VARIABLES

Para detenminar ¢l mejor subconjunto de variables, de las k variables independientes, que proporcionan el modelo de
regresion de mejor ajuste, s emplea alguno de los siguientes procedimientos:

ELIMINACION BACKWARD

Ajustar Modelo con
todas las variables
independientes

CaleularF” parcial
para cada variable
enel modelo

Reajustar modelo
para las variables
restantes

Comienza con todas las variables en ef modelo.

SELECCION FORWARD

Comienza sin ninguna variable en ¢l modelo

Ajustar modelo con
la'variable de mayol
correlacién

Proba significancia
del Modelo

Concluir;
No existe una
. variable

independiente

Prucba e significancia:

Mo prsin s, =0

Adoptar modelo
deregresidn

Ko dd Enfocarse sobre fa variable ~ Calcular £ parcial
nodelo I vasable con ¢l valor mis bajo de para cada variable
en consideracion Fparcial restante

Probar significancia
para la vasiable con
mayor valor de F parcia)

Hep g, 5 20

EL
STEPWISE

Es una modificacion de la
técnica Forward, y difiere
en que las variables que
ya estin en el modelo no
necesanamente

permanecen. Una variable
que entra al modelo en
wa elapa previa puede
Iegar a no ser significante
en una etapa posterior
debido a si relacion con
nuevas variables en el
modelo.  Como en
Forward, las variables se
adicionan wna a una al
modelo y el proceso
continua hasta que no
puedan  emtrar 0
removerse  del  modelo
mis variables
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VIII. ESTUDIOS DE CASO PARA REGRESION MULTIPLE.

Con el objetivo de mostrar las herramientas del anilisis de regresidon multiple que se revisaron

en el capitulo anterior, a continuacién se pr diversos estudios de caso para ilustrar algunas

posibles aplicaci de este estadistico.

8.1. ESTUDIO DE CASO No. 1

Este primer caso se trata de un experimento sobre un proceso farmacéutico que es
influenciado por. diversos factores, el cual es una granulaciéon en lecho fluidizado. En este proceso
influyen factores tales como: Temperatura del aire de entrada al granulador de lecho fluido, presién
del aire de atomizacién, cantidad de solucidn aglutinante, entre otros. En este estudio sdlo se
tomaron en cuenta los tres factores mencionados, para evaluar su influencia sobre la friabilidad de
granulos de «-Lactosa monohidratada, elaborados en un granulador de lecho fluidizado. La
friabilidad se determindé come peso perdido de los granulos después de 100 ciclos en el fragilizador

(aparato que ayuda a determinar la friabilidad). [21]

La granulacidon en lecho fluidizado se ha estudiado ampliamente, pero en la mayoria de los
casos sélo se evalia el efecto de una variable, y en algunos otros se emplearon discfios factoriales 2*
y 3% los cuales también son limitados. Se ha mostrado que el empleo de la metodologia de superficie
de respuesta con disefios factoriales es un método efectivo que proporciona la maxima informacion
con un limitado nimero de experimentos. Diversos autores han empleado analisis de regresion, por
ejemplo Lindber et al (1985-1987) empleo analisis de regresién en el estudio de la influencia de la
composicion y variables de proceso sobre el tiempo de desintegracion, dureza y friabilidad de
tabletas. En granulaciéon, Wehrlé et al (1989) empleo el analisis de regresidn stepwise para comparar
" diferentes granuladores. Posteriormente, Bos et al (1991 a,b,c) aplicéd el analisis de regresion para

estudiar tabletas elaboradas por compresion directa [21).

A continuacidn se plantea el estudio de caso, en el cual se aplican las diversas técnicas de

andlisis de regresion sobre un problema del 4mbito farmacéutico.
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8.1.1.- PROBLEMA.

El objetivo del estudio de Merkku y col. (1993) sobre el proceso de granulacién himeda en
lecho fluido fue mostrar la aplicacién del método stepwise del analisis de regresion multiple para
encontrar el mejor modelo de prediccién, sin embargo, en esta seccidn se presentan los diferentes
métodos del anilisis de regresion aplicados a un proceso farmacéutico, mostrando los diferentes
criterios e interpretaciones para lograr obtener un modelo de regresion multiple que ajuste de manera

adecuada a los resultados experimentales.

El estudio se realizé en base a un disefio factorial 3%, donde las variables independientes
fueron: Temperatura del aire de entrada, presion del aire de atomizacién y cantidad de solucién
aglutinante, mientras que la variable de respuesta fue el porcentaje de peso perdido por friabilidad.
Los niveles de las wvariables independientes se muestran en el cuadro 8.1 y la matriz de
experimentacion en el cuadro 8.2. Es importante mencionar que en los extremos del disefio los
granulados se hicieron por duplicado y el punto central se realizo por cuadruplicado, por lo tanto

fueron 38 experiencias en total.

Niveles

Variable -1 o +1 Dimensién

Temperatura del aire de
entrada (T)

Presién del aire de
atomizacién (p) N
Cantidad de solucién JREIEY B
aglutinante (m) 15030070
Cuadro 8.1. Niveles de las variables

40 so

10,

pendientes

inde
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Experimento T m
" .b TR -1
2 -1 -o-
3° -1 +1
4 -1 -1
E -1 [
6 -1 o *1
kA -1 1 -1
8 -1 +1 [
9" -1 +1 +1
10 ° - -1 -1
11 4 -1 o
12 ‘o a +1
13 [ 0 -1
47 ] ]
15 o -1
16 ] +1 -1
17 [ +1 [
18 [+] +1 +1
19° +1 -1 -1
20 +1 -1 [
21" +1 -1 +1

22 +1 [ i
23 +1 [} o

24 +1 [ +1
25 +1 +1 -1
26 +1 +1 o
277 +1 -1 +~1
* Duplicado ** Cuadruplicado

Cuadro 8.2. Matriz experimental

VIIl. Estudios de caso de Reg. Mult.
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Una vez que se construye el disefio factorial y se obtienen los resultados, se puede estudiar, a
través de regresién maualtiple, la dependencia de la friabilidad, en funcién de las variables
independientes 7, p y m en el diseilo factorial 3 | El método Stepwise de regresion multiple se ha
empleado en estudios de granulacidon con dos variables independientes. Bos et al, aplicé la misma
técnica en un disefio factorial 3* en la evaluacién de estabilidad de tabletas. Por lo tanto, en este caso
de estudio se llegara a un modelo de regresién multiple mostrando e interpretando cada etapa en que
se realiza. La forma general del modelo de regresion que describe el comportamiento de la friabilidad
de los granulos elaborados en un granulador de lecho fluidizado en funcidon de las tres variables
independientes en estudio es la ecuacion (8.1.1), la cual se debera simplificar lo mas posible hasta

obtener un modelo que contenga solo aquellos factores que influyen de manera significativa sobre la
réspuesta.

FR=[o+ f\T+ fop+ Bym+ B, Tp+ fi3;Tm+ 811
Bauspm+ BT + B2p" + Bym® + B Tom &1.D

Donde 7, p, m son las variables independientes. FR es la variable de respuesta (friabilidad) y las ‘s
son los diferentes coeficientes de regresion que se deben estimar a partir de los resultados

experimentales, los cuales se presentan a continuacion. [21]
8.1.2.- RESULTADOS EXPERIMENTALES.

El analisis estadistico, es decir, el ajuste de los resultados a un modelo de regresiéon que mejor
describe la dependencia de la friabilidad en funcién de 7, p, m, se realizé con los resultados que se
presentan en el cuadro 8.3; se observa que se tomaron las unidades reales de las variables
independientes, esto se debe a que no se controlaron estrictamente los niveles de cada variable, y

como se desea llegar a un modelo de prediccion, es mejor considerar estas variaciones.
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..+ |Temperatura| Presion det | Cantidad de Temperatura] Presion del | Cantidad de
Experiencia) del aire de | . ire de i Fr del aire de aire de i
- < -} +: entrada " |atomizacién | aglutinante %) entrada (T) | atomizacién| aglutinante %)
) o)) (bar) L)
162 24.8 14c s1.0 1.4 308 47.8
152 210 14d 52.7 1.5 308 372
307 18.6 15 48.9 18 as7 24.3
as9 5.6 16 516 L9 157 47.5
457 15.0 17 s11 20 306 29.0
156 36.9 13 49.5 20 as3 202
i 306 16.1 192 61.4 10 160 4.5
ass 8.3 196 390
' 167 45.3 20 61.5
: 158 533 21a 58.0
! 305 37.4 216 59.6
461 233 22 39.7
ass 23.9 23 38.8
162 242 24 s8.9
306 11.8 252 61.4 !
487 8.8 250 61.0 2.0 159 479
: 158 37.4 26 59.7 1.9 309 382
142 s1.2 %) 300 a4.2 272 59.3 2.0 as6 316
14b s0.s L le 310 28.9 27 58.6 20 456 510

Cuadro 8.3. Resultados del porcentaje de friabilidad

8.1.3.- AJUSTE DEL MODELOQ DE REGRESION MULTIPLE.

A continuacién se presenta la aplicacion de las diferentes técnicas del analisis de regresion

maltiple descritas en el capitulo 7, y con ayuda del paquete estadistico SAS se determinan los

modelos de regresidon. En el programa 8.1. se muestran los diferentes procedimientos para lograr lo

H anterior, y cada uno se describe posteriormente. Se deben crear en el programa todas las variables

necesarias que sean funcion de otras variables basicas que se quieran probar en ¢l modelo, antes de

introducir los resultados experimentales.
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Programa 8.1. Programa para ob un Modelo de Andlisis de Regresion, a través de diversas

técnicas.

OPTIONS PS=60 nodate nonumber;
DATA REGMUL11:

INPUT Batch §
T /* Temparatura del aire de enctrada (°C) =1wd0  O=50' +1=60 <+/

P /* Presioén cdel aire de atomizacién (Bar) =1l=1.0 O=1.5 +1l=2.0- =/
m /* Cantidad de solucién aglutinante (g) -1lm=150 O=300 +1=450 =/
Fr /~ Friabilidad (%), perdida de masa en porcentaje -/

Tp=T*p; Tm=T*m; pm=p*m; TT=T*T; pp=p*p; mm=m*m; ITpm=T*p*m:

152 21.0 2 44.6 0.9 307 18.6

162 24.8 1b 42.4
457 15.0 4 41.2 1.5 156 36.9
1

459 5.6 3b 41.4

162 64.8 25b 61.0
456 31.6 27b 58.86

1.0 1.0

1.0 1.0
5 42.6 1.4 306 16.1 6 44.2 1.5 459 8.3 Ta 43.8 1.9 67 45.3
7B 41.5 2.0 158 53.3 8 44.6 2.0 305 37.4 Sa 43.4 2.0 4961 23.3
9b 41.3 2.0 459 23.9 10 53.7 1.0 162 24.2 11 51.9 1.0 306 11.8
12 49.9% 1.0 457 8.8 13 S1.7 1.5 158 37.4 l4a S51.2 1.5 300 44.2
14b 50.5 1.4 310 28.9 l4ec 51.0 1.4 308 47.8 14d 52.7 1.5 308 37.2
15 48.9 1.5 437 24.3 16 51.6 1.9 157 47.5 17 51.1 2.0 306 29.0
18 49.5 2.0 453 24.2 1%a 61.4 1.0 160 45.5 19b 59.0 1.0 157 45.5
20 61.5 1.0 313 14.1 21la 58.0 0.9 459 13.0 21b 59.6 1.0 459 5.2
22 59.7 1.5 157 37.8 23 $8.8 1.5 309 31.3 24 58.9 1.6 457 20.9

1.9 2.0 159 47.9 26 59%.7 1.9 309 38.2

2.0 2.0

27a 59.3 456 Sl.0

proc eorr;

proc reg;

model Frwt p m TP Tm pm TT pp mm Tpm /SELECTION=BACKWARD

SLE=0.05 SLS=0.05;

m TP Tm pm TT pp mm Tpm /SELECTION=FORWARD
SLE=0.D5 SLS=0.05;

PP mm Tpm /SELECTION=STEPWISE
SLE=0.05 SLS=0.05;

model Fr=t p
model Fre=t p m TP Tm pm TT

run;

8.1.3.1.- Matriz de correlacién
Debido a que existen mas de dos variables independientes, no se puede observar de manera
gréfica la posible relacidn entre dichas variables y la variable de respuesta, sin embargo, como se
menciond en la seccion 7.6.1. se puede comenzar por encontrar una matriz de correlacién entre todas
las variables, a través de la cual se obtienen todos los coeficientes de correlacion de orden cero para
tener una idea de la posible correlacion entre las variables independientes (Temperatura del aire de

entrada, presion del aire de atomizacion y cantidad de solucidn aglutinante) y la variable de respuesta

(friabilidad de los granulos). Esta matriz se muestra en la salida 8.1.
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Salida 8.1. Matriz de correlacién entre todas las variables

The SAS Sysatem - :
Correlation Analysis

11 °*VAR' Variables: .- T - . o B Mo
M BM 'm'

TPM
si.mpla st:aciscl.cs

Variable N Mean S:d Dev . Sum . Minimum
T 38 51.2395 7.2172 1947 - 41.2000
P 38 1.4789 0.4154 56.2000 0.9000
M 38 307.4474 124.5938 11683 152.0000
FR 38 30.0421 14.9580 1142 ©5.2000
TP 38 75.7676 23.9641 2879 40.1400
™ 38 15707 6652 596864 6427
PM 38 455.8079 235.7149 17321 152.0000°
kyy 38 2676 741.0779 101696 - 1697
PP 38 2.3553 1.2327 85.5000 0.8100
MM 38 1086395 77382 41686281 23104
TPM 38 23277 12375 884510 6445

The SAS System
Correlation Analysis

Maximum

€1.5000

Pearson Correlation Coefficients / Prob > |R| under Ho: Rho=0 / N = 38

T 4 M FR TP
T 1.00000 -0.00440 —~0.05312 0.264081 0.44160
0.0 0.9791 0.7515 0.1081 0.00S5
-0.00440 1.00000 0.02202 0.54778 0.88560
0.9731 0.0 0.8956 0.0004 0.0001
M ~0.05312 0.02202 1.00000 =D0.5%9782 -0.00619
0.7515 0.8956 0.0 0.0 0.3706
FR 0.26481 0.54776 -0.59782 1.00000 0.60947
0.1081 0.0004 0.0002 0.0 ©.0001
TP 0.44160 0.88560 -0.00619 0.60947 1.000c0
0.0055 0.0001 0.9706 .
™ 0.26654 0.01741 0.93763 0.13272
0.1058 0.9174 0.0001 0.4270
PM —-0.047586 0.57694 0.79671 0.48795
0.7767 0.0001 0.0001 0.001%
T oc.99868 =-0.00434 -0.06135 0.44121
0.0001 0.9754 0.7144 0.0056
PP —~0.00459 0.29536 0.03341 0.88041
0.9763 0.0001 0.8422 0.0001
MM -0.05905 0.02457 T 0.%%081 -0.00653
0.7247 0.88326 0.0001 0.92690
TPM 0.20697 0.55834 0.75865 0.58540
0.2125 0.0003 0.0001 0.8114 0.0001

™

0.26654
0.1058
0.01741
0.9174

0.92612

0.0001

0.80525
. 0.0001
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En la salida 8.1 se obtienen los coeficientes de correlacién de orden cero, llamados también de
Pearson, en forma equivalente a la matriz de correlacidén 7.6.4. De estos coeficientes, los de mayor
interés son aquellos que relacionan a las variables independientes con la variable de respuesta, los
cuales se resaltan en Ja salida 8.1. De estos se observa, en funcién de la hipotesis nula que se prueba
{Ho:Rho=0), que las variables que pueden estar correlacionadas con la Friabilidad son: P, M, TP,
TM, PP y MM; debido a que todas ellas tiene un nivel de significancia menor al 0.05 %, por lo que
caen en la zona de rechazo con un nivel de significancia del 5%. Asi, la variable que mayor
correlacién tiene con la friabilidad es la interaccion 'fP, debido a que tiene el coeficiente de
correlacién mas cercano a 1 (0.60947) cuya probabilidad de que sea diferente de cero es alta. Los
factores que le siguen en importancia de correlacion de orden cero con la friabilidad son: M, MM, P,
PP y TM. . Sin embargo, esto no significa que todas las variables mencionadas sean estadisticamente
importantes en la prediccion de la friabilidad, por lo que se requiere evaluar correlaciones de mayor
orden para determinar cuales variables realmente influyen sobre la respuesta y en que magnitud, lo
cual se obtiene a través de los diferentes procedimientos del analisis de regresion multiple y pruebas

de F total y parcial.

8.1.3.2.- Procedimiento Backward.

De acuerdo al procedimiento del programa 8.1. se comienza con el anilisis de regresiéon
maltiple, obteniéndose un modelo a través del procedimiento de eliminacién Backward, el cual se
describe en la seccion 7.8.2. Para este procedimiento se obtiene la salida 8.2. donde se pueden
observar el numero de pasos necesarios para llegar al modelo que involucra sélo a las variables que

ayudan a predecir la friabilidad.

Comienza ajustando un modelo con todas las variables, proporcionando un cuadro de Analisis
de Varianza, semejante al que se describe en la seccion 7.5, donde se resume la prueba de hipotesis
acerca del modelo completo, es decir, se evaliian las 10 variables independientes al mismo tiempo, y
se observa que el modelo es estadisticamente significativo debido a que el valor Prob>F es de

0.0001, ademas de tener un coeficiente de determinacion diferente de cero (0.7645)
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Posteriormente proporciona informacién acerca de las pruebas de hipodtesis de F's parciales
(con la suma de cuadrados tipo II) donde se observa que el valor de F parcial mas bajo lo tiene la
variable TT, cuyo efecto no es significativamente importante, por 1o que en el siguiente paso es
eliminada, lo cual se observa en la etapa | del proceso de eliminacién de la salida 8.2, donde se
obtiene un modeto con 9 variables independientes y aun es estadisticamente significativo, debido a
que el valor de Prob>F es de 0.0001, de hecho, los parametros del ANOVA son muy parecidos a los
que se obtienen en el modelo con todas las variables independicntes, sin embargo atn se tienen
términos en el modelo cuyo efecto no influye sobre la variable de respuesta que se esta evaluando,
por lo que el proceso de eliminacién contimiia hasta obtener un modelo en que todas las variables
independientes tengan un efecto significativo sobre la respuesta, lo cual se consigue hasta la etapa 7,
donde sdlo quedan tres variables en el modelo. Al final de la salida 8.2 se resumen los pasos para
llegar al modelo de regresion multiple, donde se describen los valores de los coeficientes de
correlacion parciales, los cuales proporcionan el mejoramiento en la prediccién de la respuesta por

incluir al modelo la variable que se esta eliminando, asi se observa que las variables que se eliminaron

no ayudan a predecir la respuesta en forma significativa.
De esta forma se llega al siguiente modelo de regresion multiple, a través del procedimiento
Backward:

Fr=—-24.004883+ 0.89739* 7+ 20.236* P— 0.001392 * V/
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de

1 on

Salida 8.2. Modelo de regresién iple por pr
The SAS System

Backward Elimination Procedure for Dependent Variable FR '’
R-square = 0.76452509 .(p) m~11.00000000

Step. O All Variables Entered

pr J:-Sum of Squares Mean - Square F " Prob>F

FRTAN o .

Regression 10 6362.96845157 €36.29684916 8.77 0.0001
Error 27 1959.80414001 72.56533852
Total 37 8322.77263158

Parameter Scandard’ _ Type IX
Variable - Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP =147.29114119% 127.36956724 97.06682275 1.34 0.2576
T 3.08468134 4.40212245% 35.64062258 0.49 0.4895
P 122.07272736 67.727119%32 235.80933543 3.25 0.0827
M 0.44075570 0.28345765 175.49648865 2.42 0.1316
TP -1.82171206 1.09374435 201.36163347 2.77 0.1074
™ -0.01024674 0.00515318 206.99243775 3.95 0.0570
PM ~0.33175573 0.17120127 272.56607387 3.76 0.0632
TT 0.00264552 0.04076025 0.30577182 Q.00 0.9487
PP ~2.96610042 12.631233800 4.00241255 0.06 0.8161
MM 0.00001630 0.0001449%98 0.5179537S 0.01 0.9113
TPM 0.00651017 0.00330405 281.79923076 3.88 0.0591

8ounds on condition number:

852.2396.,

48381.22

R—-square = 0.76448835

Sum of Squares

6362.66271975
1960.10991183
8322.77263158

Step 1 Variable TT Removed
. DF
Regression )

Error 28

Total 37

- Parameter
Variable Estimate
INTERCEP -153.12103100
T - 3.34863288
P 121.27011174
M 0.43791454
T? -1.81606002
™ -0.01022719
PM -0.33096684
pp ~2.79290811
MM 0.00001904
TPM 0.0064%481

condition numbe

Standard
Ezror

88.68410994
1.65500385
65.39380947
0.27503214
1.07070951
0.00505206
0.16770517
12.12473610
0.00013621
0.00323643

847 .8646,

Mean Square

706.96252442
70.00392542

Type II
Sum of Sguares

208.68943314
286.58895683
240.74466610
177.47378641
201.39072703
286.876865663
272.64559374

3.7144207%

1.3684483%
281.531785975

34933.49

C({p) = 9.00421258

F Prob>F
10.10 0.0001
F Prob>F
2.98 0.0953
4.08 0.0527
3.44 0.0742
2.54 0.1226
2.88 0.1010
4.10 0.0526
3.89 0.0534
0.05 0.8195
0.02 ©.8858
4.03 0.0545
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Step 2 Variable MM Removed R=square = 0.76432393 C(p) = 7.02306554
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 8 6361.29427136 . 795.16178392 11.76 0.0001
Error 29 1961.47836022 67.63718484
Total 37 8322.,77263158
Parameter Stancdacd Type II -
Vvariable Estimate Errox Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP ~-153,68081296 87.08319254 210.64741663 3.11 0.0881
3.34711233 1.62675143 286.34111216 4.23 0.0487
P 119.90071350 63.55380447 240.73872393 3.56 0.0693
M 0.44980147 0.25710195 207.02200689 3.06 0.0908
TP -1.81398754 1.05235342 200.969928388 2.97 0.0954
™ .01023238 0.00496579 287.18550491 4.25 0.0484
M .33078039 0.16484063 272.35571039 4.03 0.0542
PP . —-2.36513648 11.53232892 2.84487963 0.04 0.8389
TPM 0.00649173 0.00318118 281.66391392 4.16 0.050S
Bounds on condition number: 847.8254, 29976.1 o -
Step 3 . Variable PP Removed R-square = 0.76398211 Cl(p) = 5.06225913
| DF " sum of Squaces Mean Square F Prob>F
Reééaasion‘ ? €358.44939173 208.34991310 13-37‘ 0.‘00‘01
Error . . - 30 1964.32323985 €5.47744133 -
Teotal 3 37 8322.7726315¢ B
i R Parameter Standard Type II .
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP - £149.45452516 ©3.24802337 211.03863894 3.22 0.0827
T T F. 3.35729216 1.59982331 288.35396629 4.40 0.0444
- ©7113.29984760 53.91917407 289.1105163% 41.42 0.0441
0.45293861 0.25251574 210,.66553171 3.22 0.0829
—-1.,82023947 1.034%8115 202.52744101 3.09 ¢c.o0888
-0.01029317 0.00487715 291.646553586 4.45 0.0433
-0.33296130 0.16184966 277.11220791 4.23 0.0484
0.00653048 0.00312445 296.04555555 4.37 0.0452
on condition number: 844 .8346, 24694.57
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Step 4 \(a:i.ab’le '}‘P‘Removed R-square = 0,73964798 C(p) = 5.85245678
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 6 -F - '6155.92195072 1025.98699179 14.68 0.0001
Error - 3170 2166.85068086 69.89840906
Total 37 . 8322.77263158
v R Parametex standazd Type IT .
Variable - ~. Estimate Error Sum of Squares E Prob>F.
INTERCEP- -10.56187896 27.20632497 10.53440233 0.15 0.7005
T 0.65650365 0.46343653 140.26878928 2.01 0.1666
P 19.65166844 8.76270620 351.55205942 5.03 0.0322
M 0.06936765 0.13149743 19.45121181 0.28 0.6016
™ -0.00282097 0.00247441 50.848%58392 1.30 0.2630
PM ~0.07549793 0.07131752 78.33303854 1.12 0.2980
TPM 0.00151636 0.00132070 92.14322703 1.32 0.2597
Bounds on condition number: 149.5895, 3536.616
Step S Variable M Removed R-sguare = 0.73731087 Cip) = .
4.12043392 )
DF sSum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression S 6136.47073891 1227.29414778 17.96 0.0001
Error 32 2186.30189267 68.32193415
Total 37 8322.77263158
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Sgquares F Prob>F
INTERCEP -2.07560885 21.69176957 0.62554883 0.01 0.9244
T 0.52578770 0.38718595 125.99166397 1.84 0.1840
P 18.54384053 8.41085153 332.10819046 4.86 0.0348
™ «0.00157583 0.00073412 314.80894672 4.61 0.0395
PM =-0.04447763 0.03989439 84.92120931 1.24 0.2732
TEM 0.00097849 0.00082990 94.87821007 1.39 8.2471

Bounds on

condition number:

57.12231,

643.824%
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Step 6

Variable PM Removed
DF Sum of Squares
Regression 4 6051.54882960
Error 33 2271.22380198
Total 37 8322.77263158
1 - Parameter Standard
‘|Variable Estimate Exrror
IiITERCEE -18.92754119 15.61535950
T 0.89846940 0.19609174
P 16.76532%08 8.28853047
™ ~0.00170896 0.00072700
M 0.00021395 0.00046912

Bounds on condition number: 18.11915,

R=square = 0.72710731

Mean Square F " Prob>F
1512.88720740 21.98 . - 0.0001
68.82456370 RS
Type II PN
Sum of Squares F Prob>F
101.11845295 1.47 0.2342
1444.88724755  20.99 . 0.0001
281.58860694 4.09. . 0.0513
380.31109133 .53 0.024%
14.31514984 0:21

C(p) = 3.29039346

0.6513

152.5636

Step 7 Variable TPM Removed

DF Sum of Sguares
Regression 3 6037.23367976
Ezror 34 2285.53895182
Total 37 B8322.77263158

Parameter Standard
Variable Estimace Error
INTERCEP '-24.00488304 10.82142769
T 0.89738860 0.19378022
P - 20.2360036S 3.245%80205
T™ =-0.00139191 0.00021027

Bounds on condition number: 1.076877,

R-square = 0.72538731 C(p) = 1.48761166

Mean Square e Prob>F
20612.41122659 29.94. 0.0001
67.22173388 e

Type II )
sSum of Squares F Prob>F
330.78040528 4.92- 0.0333

1441.62370471 21.45 0.0002
2612.85402364 38.37 0.0001
2945.72046214 43.82 0.0001

9.46152

All;va‘:l.nblaa left in the model acze significant at the .0.0500 level.

. Summary og vsackwa:d Elimination Procedure for Dependent Variable FR

Variable Number pPartial Model
Step Removed In R*"2 R**~2 c{p) F Prob>F
1 ky S 0.0000 0.7645 9.0042 0.0042 0.5487
2 MM 8 Q.0002 0.7643 7.0231 0.0195 0.88%8
3 PP 7 0.0003 0.7€40 5.0623 0.9421 0.8389
q TP 6 0.0243 0.733%6 5.8525 3.0931 o0.0888
5 M S 0.0023 0.7373 4.1204 0.2783 0.5016
6 PM 4 0.0102 0.7271 3.2804 1.2430 0.2732
7 TEM 3 0.0Q017 0.7254 1.4876 0.2080 0.6513
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8.1.3.3.- Procedimiento Forward.

A continuacidn se presenta la salida 8.3. donde se obtiene un modelo de regresién miltiple a

través del procedimiento FORWARD, el cual comienza por introducir al modelo la variable que tiene
mayor correlacion con la respuesta, lo cual se obtiene con la matriz de correlaciones de orden cero,

en este caso es la variable 7P, asi esta variable es la primera que aparece en el modelo

proporcionando un valor de coeficiente de determinacién no muy grande, sin embargo la prueba de

hipétesis de significancia del modelo (Jo: Bo =0) se rechaza, por 1o que es necesario probar las
hipdtesis de las variables restantes en orden de impontancia, y de esta forma continuar hasta que la
hipdtesis nula que se prueba no sea rechazada, en ese momento se detiene la introduccion de mas

variables al modelo concluyendo que todas las variables que estan en el modelo son estadisticamente
significativas para predecir la respuesta. Asi se observa que el modelo que se encuentra solo contiene
dos variables independientes, las cuales son TP y M. quedando el modelo con un coeficiente de
determinacién de 0.7244. Al final de la salida 8.3 se obtienen los coeficientes de correlacién parciales
y sus respectivas pruebas de hipotesis, los cuales se observa que son significativos en la prediccion de

1a friabilidad.

{
i
3
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ope g I

Salida 8.3 . Modelo de regresién p
The SAS System

por el pr > Forward. .

:wazd selcctian P cdure for Dependent Variable-FR '

R-square = 0.37145428

Vnziable '!.‘? _Entered c(p);

Sum of Squares Mean squa:ei_,r

3091.52555457
145.32230769

3091.52955457
5231.24307701
. 8322.77263158

0’ o001

iP-znrmal:e:
Estimate

"1.14137108

.0.38133906

ondition number:

Standazd
Error

6.56381653
0.08263698

1,

Prob>F

6.8529
0.0002

riable M Enterzed R-square

-0.39516588

= 0.72436428

Prob>F

.DF Sum of Scquares . Mean Squarae " L E
L2 60298.72504814 3014.36252407 .. ;- 45.99.. .0.0001
35 2294.04758344 65.54421667 ) .
:“;7~ 8322.77263153
Parameter Scandarzd Type II
Estimate Errar Sum of Squares F Prob>F
23.30177864 5.51288240 1170.59506513 17.87 0.0002
~0.07151178 ©.01068263 2937.19549357 44.81 0.0001
P B 0.37913861 0.05%554103 3054.23526521 46.60 0.0001
Bounds ‘on ‘condition number: 1.000038, 4.000153
No o:he: va-Lable met the 0.0500 significance level for entry into the
mo del .
S ! The S5AS System
Su.-mu:y of . Fo:wazd Selection P dure for Der o t Variable FR
. . lvariable = Number Partial Model
Step Entered In R~*2 Re*2 c(p) E Prob>F
1 TP, 1 0.3715 Q0.3710 38.0702 21.2751 ©.0001
2 M 2 0.3529% 0.7244 ~0.3952 44.8124 0.0001
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8.1.3.4.- Procedimiento Stepwise.

Por Gltimo se presenta la salida 8.4. donde se obtiene el modelo de regresion lineal maltiple a
través del procedimiento STEPWISE, y se observa que en este caso se obtiene el mismo modelo que
con el procedimiento Forward, por lo que también se realizaron los mismo pasos. Cabe mencionar

que no siempre se obtiene el mismo modelo a través de los dos procedimientos.

Al final se presentan los parametros del modelo obtenido por el procedimiento de seleccion

STEPWISE, donde sc obtienen los resultados del anidlisis de varianza y las pruebas de hipétesis

descritas anteriormente.

En la figura 8.1. se observa que existe una fuerte correlacion entre los valores predichos por
el modelo y los valores. observados, por jo que el modelo ayuda a predecir la friabilidad de los
granulos en un 70 % aproximadamente. También se observa en la figura 8.2 que los valores

residuales se distribuyen de manera homogenea, por lo que se supone que se cumplen los supuestos

del analisis.

En las figuras 8.3 y 8.4 se representa en forma grafica el modelo de regresion multiple

ajustado a través de una grafica de contorno y una superficie de respuesta respectivamente.
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Salida 8.4 . Modelo de regresién multiple por procedimiento Stepwise.

The SAS Sysatem
dure for D t Variable FR

Stepwise P

Step 1 Variable TP Entered R-aquare = 0.37145428 C(p) = 38.07024426

DF Sum of Squares Mean Square F " Prok>F
Regrassion 1 3091.52955457 3091.52955457 21.28 0.0001 |
Errox 36 $231.24307701 135.31230769 IR
Total 37 8322,77263158

‘Parameter Standaxd Type IX : B
Vaziable . Estimace . Errzor Sum of Squares F . PEOL>FE
INTERCEP 1.14137108 6.56381653 4.39383012 0.8629
TP 0157, 0.38143906  .0.08269698 3091.52955457 0.0001
Boundn‘on‘eonditioh ﬁumbe::,~ 1, 1 E

PR g i SR - e
Step.2 . :Variable:M Entered R-square = 0.72436498  Cip) = -0.39516588
e : i Sum of Squares Mean Square F - Prob»F
Regression 6028.72504814 3014.36252407 45.99.-0,0001
Erzor: . - .35 2294.04758344 65.54421667 RN
Total - 37 8322.77263158
. : Parameter Standarza Type II R

Variable . Estimate Error S5um of Squares F P:cb>;
INTERCEP © '23.30177864 5.512898240 1170.99506513 17.87" “o.0002
Y] ~-0.07151178 0.01068263  2937.19549357 44.81: . 0.0001
TP 0.37913861 0.05554103 3054.23526521 46.60 . 0.0001
Bounds on condition number: 1.000038, 4.000153 e

Al) variables lefr in the model are significant at the 00,0500 level. ;
No other variable met the 0.0500 significance level for entry into ;ha

mociel .

The SAS System

Summary of Stepwise Pr dure for D dent Variable FR
Variable Number Partial Model ) B N
Stcep Entered Removed In R**2 Re=2 c{p) RIS
Prob>F y
1 TP 1 0.3715 0.3715 38.0702 21.2751 '0.0001
2 M 2 0.3529 0.7244 —-0.39852 44.8124 0.0001
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Salida 8.5.-MODELO AJUSTADO

PARA EL CASO DE ESTUDIO No. 1

| Model: MODELY
; Dependent Variable: FR

Source

Hodel
Error

€ Total

OF

2
35
k)]

Root MSE
Dep Mean

c.v.

Variable DF

INTERCEP 1

k14
H

1
1

The SAS System

Analysis of Variance

Sum of Hean
Squares Square F Value
§026,72505  3014.36252  45.9%0 °
2294.04158 65.54422
8322.77263
8.095%4 R-square 0.7244
30.04211 Adj R-ag 0.7086
26.94854
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Estimate Erzor Parametersd
23.301779 5.51288240 4.227
0.279139  0.05554103 6.826
-0.071512  0.01068263 -6.694

Prob>F

0,0001

Prob > IT)

0.0002
0.000)
0.0001

VIHi. Estudios de caso de Reg. Mul.

80!
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FIG. 8.3.- GRAFICA DE CONTORNO PARA LA FRIABILIDAD DE GRANULOS

?::/ - /
A

152
40.14 SO.EI BI.W 101.51 122.00

INTERACCION Top

VARIABLES INDEPENDIENTES VARIABLE DE RESPUESTA:
M= CANTIDAD DE SOLUCION AGLUTINANTE (g) FR = PORCENTAJE DE PESO PERDIDO
T=TEMPERATURA DEL AIRE DE ENTRADA (°C} POR FRIABILIDAD DE GRANULOS. i

P = PRESION DEL AIRE DE ATOMIZACION (bar)

Se observa que el porcentaje de peso perdido por friabilidad de los granulos disminuye cuando fa cantidad de
aglutinante aumenta o cuando el valor del producto de la interaccion T*p disminuye, por lo que se puede
obtener una friabilidad menor ya sea manteniendo fija la temperatura del aire de entrada y disminuyendo fa
presion del aire de atomizacion o viceversa. También se puede mantener fijo ef valor de T*p y aumentar la
cantidad de solucion alutinante para obtener granulos con el menor porcentaje de peso perdido por
friabilidad, ya que esta es una caracteristica de calidad para proseguir con el proceso de tableteado.
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FIG. 8.4.- SUPERFICIE DE RESPUESTA PARA LA
FRIABILIDAD DE GRANULOS

CANTIDAD AGLUTIN -

122,00

15240.14 " INTERACCION Tep

En cualguier punto de la cantidad de aglutinante se observa que existe un
aumento significativo ¢n la {riabilidad cuando el valor de la interaccion T*p
aumenta, sin embargo, cuando el valor de T*p se mantiene fijo y se incrementa la
cantidad de aglutinante se observa solo una pequeda disminucion en la friabilidad,
por lo que se puede decir que la interaccion T*p es un factor que explica la mayor
variacion en la respuesta.
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8.2.- ESTUDIO DE CASO No. 2.

8.2.1. PROBLEMA

En este caso se realizé un analisis de regresion miiltiple para encontrar un modelo que

describa la vi idad de una susp ion reconstituible de Rifampicina. Este estudio fue realizado por

Scham A. Elkheshem y col. y sus resultados se emplearon para la construccién del modelo. Ellos

estudiaron el efecto del porcentaje de sacarosa, avicel RC-591, aerosil hidrofilico y aerosol-OT sobre

algunas caracteristicas de la suspension de Rifampicina, tales como: volumen de sedimentacion,
viscosidad y redispersabilidad de la suspension. El estudio se realizo siguiendo un disefio factorial 2*

con cinco réplicas al centro del diseflo, obteniéndose asi 21 experiencias.

8.2.2. RESULTADOS EXPERIMENTALES Y AJUSTE DEL MODELQO

Para este estudio de caso solo se tomo la viscosidad como variable de respuesta, asi, para
ajustar el modelo de regresion se tiene en el programa de SAS 8.2 la matriz de experimentacidn, es
decir, las variables y los niveles a los que se trabajaron. También se tienen los resultados
correspondientes a la viscosidad asi como el procedimiento necesario para obtener un modelo de
regresion a través del método Stepwise. Cabe mencionar que se realizo el ajuste del modelo a través
de los tres métodos de regresion analizados en la seccion 7.8, los cuales produjeron los mismos
resultados, por to que unicamente se considerd el método Stepwise. En este programa se crean todas

las variables necesarias que son funciones de las variables basicas.
Con el programa 8.2. primero se obtiene una matriz de correlacion, la cual se observa en la

salida 8.6. en donde se encuentran los coeficientes de correlacion simple y la posible relacion entre la

variable de respuesta y las variables independientes
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Programa 8.2.- Resultados experimentales del estudio de caso No. 2 y ajuste del
modelo de regresién multiple a través del método Stepwise.

QOPTIONS PS=60 NODATE NONUMBER};
DATA SEHAM;

INPUT EXP X1 X2 X3 X4 ¥
Vit NIVELES DE LAS VARIABLES -2 ] +1

EXP = EXPERIENCIA

X1 = CONCENTRACION DE SACAROSA 30.0% 45.0% 60.03

X2 = AVICEL RC 591 1.0% 1.5% 2.0% X
X3 = AEROSIL 200 0.0% 0.53 1.0% o
X4 = AEROSOL-OT 0.0% 0.053 0.1%

Y = VISCOSIDAD DE SUSPENSION 24 hr DESPUES DE RESUSPENDER (cps)

-/

X1Ll=X1*K1l; X22=X2*X2; XI3=mXI*X3; X44=X4+*X4; K12=X1*X2; X13=X1+*X3; X14=X1l*X4;
H23I=mX2*K3; H24=X2*K4; X34=X3*X4; X123=X1*X2*X3; X124m=X1+*X2+*X3; K2I4qwX2+X3*X4;

CARDS

2 -1 -1 [}

2 -1 -1 5

3 ° [ o -
4 -1 +1 5

s +1 -1 5.

6 +1 -1 s i
7 -1 +1 [+ IR

8 o o 5:

9 -1 +1 5

10 o o 5 -

11 +1 +1 0

12 +1 +1 o

13 +1 -1 [- 5

14 -1 +1 0.

15 +1 -2

16 o o

17 -1 -1

18 ~1 -1

19 o o

20 +1 +1 -
21 +1 +1

2:%13 K14 .
2 SELECTION=STEPWISE
SLE=0.05 . SLS=0.057 . . .

{<H
MODEL ¥ = X1 X2 X3.X4: + K225 X3
X23 X24 X34 A123 x124 x234

RUN
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Salida 8.6. Matriz de correlacién entre la viscosidad de la suspensién de Rifampicina

y las variables en estudio.

. .- The SAS System
- Correlatien Analysis

19 'VAR® Variables: EXP X1 x2 x3 . ®a
LYl X11 x22 L OR33 . . X44

%12 %13 X14 %23 x24 Y

X34 . X123 ®124 -, K234 0o e

Pearson Correlation Coefficients / Prob > |R]. under Ho: Rho=0 / N w=.21
%1 ‘x2 T xs xa ¥ X120 x22

10.22051  0.220S1

¥ ©.89803 ©0.15208 ©0.28969 = ©0.07242 1.00000
G- G001 0.5108 0.2028 ©0.7551 0.0000 .. 0.3368 0.3368
%33 xa4 x12 x13 " x1a %23
¥ 0.22051 0.22051  0.0941%  0.13036 0.04345 -0.00724
0.31368 0.3368 0.6848 0.5733 0.8516 0.9751
K24 X34 K123 X124 X234
¥ 0.02173 =-0.02897 -0.02173 -0.02173  0.02173
0.5255 6.5008 0.9255 5.9255 0.9255

Como se observa en la salida 8.6, donde se tienen los coeficientes de correlacion de orden
cero, la variable que tiene mayor correlaciéon con la viscosidad es la que se muestra resaltada, X1
(concentracion de sacarosa), y al parecer es la Unica que se relaciona con la respuesta, ya que el valor
de Prob > R es menor a 0.05, por lo que se considera un coeficiente de correlacién entre estas dos
variables diferente de cero, sin embargo al hacer el ajuste del modelo se observo que no es la Gnica
variable que ayuda a predecir la respuesta ya que conforme se van adicionando las variables al

modelo, su correlacién parcial cambia, como se describe a continuacion.

De acuerdo al programa 8.2, el ajuste del modelo se realiza a través del procedimiento de
seleccion Stepwise, el cual comienza por introducir al modelo la variable que tiene mayor correlacion
con la respuesta (viscosidad de suspension de Rifampicina), como se observd en la matriz de
correlacidn, por lo que en la salida 8.7 aparece en el paso 1 del procedimiento Stepwise la variable
X1 (concentracion de sacarosa). De esta forma se observa que el coeficiente de determinacion del
modelo es mayor de 0.8 y la prueba de hipotesis acerca dei modelo indica que éste es significativo,
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es decir, Bo = 0.

De esta forma se van introduciendo al modelo las variables que son significativamente
importantes para la prediccion de la respuesta como se observa en la salida 8.7, donde se presentan
los resultados estadisticos en cada paso del procedimiento hasta que ¢l mismo no encuentra alguna

otra variable que sea significativa en la prediccion de la respuesza.

En este procedirﬁiento se realizan 7 pasos, por lo que en el modelo se encuentran 7 variables
importantes en vez de 17 como se tenia al principio. Sin embargo, se puede observar que una sola
variable (X1) es la que tiene mayor peso en el modelo, ya que su R? parcial es de 0.8064 a
comparacidn de las otras variables cuyas R? parciales son menor a 0.1, no obstante las siete variables
en conjunto genecran un modelo de regresion con alto porcentaje de prediccion ya que el R? del
modelo es 0.9932, un valor muy cercano a 1.

En la salida 8.8. se comprueba que el modelo de regresion ajustado es bueno, ya que el valor
del R? ajustado es también cercano a 1, y este parametro confirma que no sélo es debido a Ia adicién
de variables independientes. También se observa que todos los coeficientes estimados para el modelo
son significativos ya que el valor de Prob > | T{ para todos los coeficientes es menor de 0.05, por lo

que se puede concluir que el modelo es significativo con un valor de o = 0.05%.

Por otro lado se observa en las figuras 8.5 y 8.6 que si se cumplen los supuestos estadisticos,
ya que en la grafica de valores observados vs valores predichos, los puntos se disponen en linea recta,

y en la grafica de residuales no se observa ninguna tendencia anormal en los puntos graficados.

De esta forma se concluye que la viscosidad de una st

pensidon de Rifampicina se puede
modelar a través de las variables basicas que se estudiaron en este caso, y con algunas interacciones

de estas variables, comio se muestra en la salida 8.8.

159



Viil. Estudios de caso de Rag. Mult.

Salida 8.7. Modelo de regresién miltiple a través de Stepwise para la viscosidad de una

suspension de Rifampicina.

The SAS System

Step 1

Regression
Ezror
Total
Variable

INTERCEP
1 .

Stepwise Procedure for Dependent Varcriable

Variable X1 Entered

DF

1
19
20

Parameter
Estimate

12.07142857
7.75000000 -

Bounds on condition numbesr:

Sum of Squares

8961.00000000
230.64285714
1191.64285714

Standarcd
Errcocr

0.76025749
0.87103020

.

Y
R-square = 0.80644568

Mean Square

861.00000000
12.13%09774

Type IT

Sum of Squares

3060.10714286
961.00000000C
1

Ctp) = 508304065041

T ProbsE’
79:17%.2°0.0001

: F VZchh>E;
252.09%.7 0.0001"

79.17

0.0001"

Step 2

Regression
Error
Total
Variable
INTERCEP
X1

X3
Bounds on

Variable X3 Entered

pF Sum of Squares
2 1061.00000000
18 130.64285714
20 1191.61285714
Parametar Standard
Eacimatce Error
12.07142857 0.58789117
7.75000000 0.673513984
2.50000000 0.673513%84

condition number:

i,

R-square = 0.89036744

Mean Square

530.50000000

7.25793651

Type II
Sum of Squares

3060.10714286
961.00000000
100.00000000

4

C(p) = 282.39837398;
e

L W PEOB>Ey
73.09 0.0001
F " Prob>F
421.62 “o.oooy”
132.41. ..0.0001 .

13.78

0.0016

Sctep 3

Regreasion
Error
Total
Variable
INTERCEP
X1

X3 ..
X111

Bounds en

Variable X11 Entered

by

3
17
20

Parameter
Estimate

9.10000000
7.75000000
2.50000000
3,90000000

condition number:

Sum of Squaces

1118.84285714
72.70000000
1191.64285714

Standard
Error

0.92482113
0.51699073
0.51699073
1.05951571

1.

R-square = 0.93859179

Mean Square

372.98095238
4.27647059

Type ITI
Sum of Squares

414.0%5000000
961.00000000
100.00000000

57.54285714

-]

C{p) = 152.49593496

E | Prob>F
87.22 0.0001
F Prob>F
96.82 0.0001
224.72 . 0.0001
23.38 0.0002
13.55 ©.0019%
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Salida 8.7. Modelo de regresién multiple a través de Stepwise para la viscosidad de la

suspensidn de Rifampicina. (Continuacion)

‘Istcep 4 Variable X2 Entered R-square = 0,96212162 Cip) = 91.75203252
i - DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Ragreasion q 1146.50535714 286.62633929 101.60 0.0001
Errox 16 45.13750000 2.8210937S
Total. 20 1191.64285714

o Parameter Standard Type IT
Variable Estimate Exror Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 9.10000000 0.75114496 414.05000000 146.77 Q.0002
XL 7.75000000 0.41990280 961.00000000 340.65 0.0001
X2 1.31250000 Q0.41990280 27.56250000 9.77 0.0065
X3. - 2.50000000 0.41590280 100.00000000 35.45 0.0001
X11 3.90000000 0.86054466 57.94285714 20.54 0.0003
Bounds on condition number: 1, 16 :
Step 5 Variable X13 Entered R-square = 0.97911497 C(p)} = 47.65447154
T DE Sum ©of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 5 1166.75535714 233.35107143 240.64 0.0001
Error 15 24.88750000 1.65916667
. {Total 20 1191.64285714
Parameter sStandard Type II

Vvariable Estimate Erxzor Sum of Squares B Prob>F

- INTERCEP 9.10000000 0.57604977 414.05000000 249.55 0.0001
X1 7.75000000 0.32202161 $61.00000000 579.21 0.0001
X2 1.31250000 0.322021861 27.56250000 16.61 0.0010
X3 2.50000000 0.32202161 100.00000000 60.27 0.0001
X111 3.90000000 0.65994791 57.94285714 34.92 0.0001
Xi3 1.12500000 0.32202181 20.25000000 12.20 ©0.0033

on ndicion bexs: 1, 25
Step € Variable X12 Entered R-sgquare = 0.58797878 Ci{p) = 25.60975610
) DF Sum of Squares Mean Square F Prob>f
Regression 6 1177.21785714 196.21964286 151.77 0.0001
Exrox 14 14.32500000 1.02321429
Total 20 1191.64285714
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 9.10000000 0.45237469 414.05000000 404.66 0.0001
b5 ST 7.75000000 0.25288514 961.00000000 539.20 0.0002
X2 1.31250000 0.25288514 27.56250000 26.94 0.0001
X3 2.50000000 0.25288514 100.00000000 97.73 ©.0001
x1il 3.50000000 0.51826031 $7.94285714 56.63 ©.0001
X1z 0.81250000 0.25288514 10.56250000 10.32 0.0063
X13 1.12500000 0.25288514 20.25000000 19.79 0.0006

Bounds on conditicn numbecr:

1.,

26

161



VIl Estudios de caso de Rag. Mult.

Salida 8.7. Modelo de regresion multiple a través de Stepwise para la viscosidad de la
suspension de Rifampicina. (Continuacién}

Step 7 Variable X4 Entered R-square = 0.99322364 C(p) = 13.38211382

: DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression ? 1183.56785714 169.08112245 272.20 0.0001 -
Error B 13 8.07500000 0.62115385
Total 20 1191.64285714

' N Parameter Standard Type II

Variable Estimate Exrror Sum of Sgquares F Prob>F
INTERCEP 9.ioo000000 0.35246386 414.05000000 666.58 0.0001 -
X1 . 7.75000000 0.19703328 961.00000000 1547.12 0.0001
X2 1.31250000 0.19703328 27.56250000 ° "44.,37 77 0.0001
X3 . 2.50000000 0.19703328 100.00000000 '"160.99 ° 0.0001
X4 0.62500000 0.19703328 6.25000000 10.06 0.0074
X1l . 3.90000000 0.40379807 $7.94285714 53.28 0.0001
xi2 0.81250000 0.19703328 10.56250000 17.00 0.0012
X13 1.12500000 0.19703328 20.25000000 32.60°°°0.0001
Bounds on condition number: 1, 49 B

All-variables left in the model are significant at the 0.0500 level.
No other variable met the 0.0500 significance level for entry into the
model. RN N PR

su.&wm:y of Stepwise Procecdure for Dependent Variable Y

- Variable . Number Partial Model
Step :Entered Removed T In R**2 Re*2 cip) F Prob>F
LS BONRD & & 1 0.8064 0.8064 508.0407 79.1657 0.0001
2 X3 2 0.083% 0.8904 282.3984 13.7780 0.0016
=3 11 3 0.0486 0.9350 152.49859 13.5492 0.0019
4 o R2T 4 0.0231 0.8621 91.7520 %.7701 0.0065
5 X13 5 0.0170 0.9791 47.6545 12.2049 0.0033
-6 ¢ X122 -3 0.0089 0.5880 25.6098 10.3229 0.0063
7 x4 7 0.0052 0.9932 13.3821 10.0615 0.0074
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Salida 8.8.- MODELO AJUSTADO PARA LA

VISCOSIDAD 2
I g K
L [ H
The SAS System Iz v !
o K g
. .
Model: MODEL) St E‘" '
Dependent Vagiable: Y© . . T P
Con Analysis of Variance ﬂ” o ¢
S . ] b
Sum of Hean Su
Source . DF Squares Squate F Value  ProbdF % M P s P
. . AL BSERVADDS DE Y
Hodel 7 1183.56786  169.08112 212.208  0.0001 VALRES 0BSERYLS
Ergor 13 8.07500 0.62115 Figura §.5.- Diagrama de dispersion de Valores Predichos VS
CTotal 20  1191.64286 Valores Observados
Root MSE 0.78813 R-squate 0.9932
Dep Mean 12.07143  Adj Resq 0.9896
v 6.52631 RESOUAL
1
Parameter Estimates
f +
Parameter  Standard T for HO: e, * .
Variable DF Estimate Erzor Parametec=0 Prob > IT| L
e
INTERCEP 1 9.100000  0.35246386 25.818 0.0001 o e *
X1 1 1.750000  0.19703328 39.33 0.0001 B
X2 1 1.312500  0.19703328 6.661 0.0001
X3 1 2,500000  0.19703328 12,688 0,0001 - T M M M
X 1 0.625000  0.19703328 3an 0.0071 *
! 1 3.500000 04019807 9.658  0.0091 VALORES PREDIGHOS
K12 1 0.812500  0.19703320 402 0.0012 ) . .
A3 1 1125000  0,19703128 5.0 0.0001 FlgﬂﬂXG-RmdmI:spml@mlmA:prcdm}mdch
viscosidad en la suspension de Rifampicina.

Viscosidad = 9.1 + 775X, + 1.3125X; + 25X; + 0.625X, + 39Xy
+0.8125 X, + L125 Xy '
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8.3.- ESTUDIO DE CASO No. 3.

8.3.1. PROBLEMA.

En este caso se tiene un estudio realizado por Chistopher F. Dick et al (1987) quienes
evaluaron los efectos de ciertos componentes de una formulacidén de tabletas elaboradas por
compresién directa y algunas variables de proceso. Estudiaron a través de un disefio factorial
fraccionado el efecto de cinco variables de formulacién y proceso sobre las caracteristicas finales de
las tabletas. Las variables independientes que se estudiaron fueron: (X1) = relacion lactosa / celulosa
microcristalina, (X2) = Cantidad de estearato de magnesio, (X3) = Numero de revoluciones del
mezclador, (X4) = Fuerza de compresién, (X5) = Velocidad de tableteadora. Las variables de
respuesta fueron: Disolucién, Dureza, Espesor, Variacién de Peso, Tiempo de Desintegracion,
Uniformidad de Contenido y Friabilidad. Sin embargo se observé que no todas las respuestas se
pueden ajustar a un buen modelo, por lo que se tomd como ejemplo el ajuste del modelo de

Regresion para la Friabilidad de las tabletas en funcion de los factores en estudio.
8.3.2. RESULTADOS EXPERIMENTALES Y AJUSTE DEL MODELO.

La matriz de experimentacién y los resultados experimentales necesarios para el ajuste del
modelo se muestran en el programa de SAS 8.3, donde también se encuentran los niveles de cada
variable y el procedimiento para obtener el modelo de mejor ajuste a través del método de regresion
multiple Stepwise. Al igual que en el e¢jemplo anterior, se ajusto el modelo a través de los tres

métodos de regresion multiple obteniéndose los mismos resultados.
Con el programa 8.3. se obtiene en primer lugar una matriz de correlacion, la cual se observa

en la salida 8.9 en donde se encuentran los coeficientes de correlacion simple y la posible relacién

entre la variable de respuesta y las variables independientes
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Programa 8.3.- Resultados experimentales del estudio de caso No. 3 y ajuste del
modelo de regresion multiple a través del método Stepwise.
OPTIONS PS5=60 NODATE NONUMBER:

DATA DICK:
INPUT EXP X1 X2 X3 X4 X5 ¥Y;

Vo [} +1

EXP = EXPERIENCIA

X1 = RELACION LACTOSA/CELULOSA 7.5:1 8.5:1
(relacion en mg} (r150:30) (152.21:27.9)

X2 = ESTEARATO DE MAGNESIO (mg) 1.35 1.50 1.65

X3 = NUMERO DE REV. DE MEZCLADO 378.00 450.00 522.00

X4 = FUERZA DE COMPRESION 1800.00 2000.00 2200.00

X5 = VELOCIDAD DE TABLETEADO (rpm} 32.00 36.00 40.00

¥ = FRIABILIDAD (%)

-
X11eX1°X1; X22=X2°X2; X33uX3*X3; X44=X4*X4d; XS5=XS*X5; X12=X1*X2; X23=X2*X3;
K34=X3+X4; XK45=X4*X5; X13=X1+X3; X14=X1+X4; X15=X1+*XS; X24mX2*X4; X25=X2*XS5;
X35=X3*XS; Pt

-1 0.1353

-1  0.1492

+1 ©0.1782

: +1  ©0.2235

+1 - 0.1615

+1, D.1B0O0

-1 0.2084

+1 ©0.2100

-1 0.2248

-1 o©o.z2e88

+1 0.2602

0  0.2521

: -1 0.2244

0 0.2203

2
3
4
E]
6
7
8
]

o 0.2221

MODEL ¥ = X1 X2 X3 X4.XS5 XK1l X22 X33 X449 X55 X12 X23 X34
X45 X213 X14 X15 X24 X2S5 X35 / SELECTION=STEPWISE
SLE~0,0Q05 SLS=0.05;

RUN;
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Salida 8.9. Matriz de correlacién entre la Friabilidad de tabletas por compresion
directa y las variables en estudio.

The SAS System
. Correlation Analysis
22 'VAR' Variables: EXP X1 x2 X3 x4
xs ¥ x11 x22 X33
x4 x55 x12 x23 x3a
xas x13 ®14 %15 %24
x25 X35
Pearson Correlation Coesfficients / Prob > (Rl under Ho: Rho=0 / N = 19
. X1 x2 %3 x4 %5
¥.. . 0.34485 0.10665 -~ 0.12375 -0.68325 -0.07035
.. 0.1482 0.6639 0.6137 ~6.0013 0.7747
¥ . %11 L x22 %33 %44 xSs"
¥ 1.00000 -0.20637 " ' -0.20637 -0.20637 -0.20637_ ;. -0.20637
0.0 . .0.3966" 0.3966 0.3966 0.3966 0.3966
BRI TR X34 x4s 13
¥ 0.04485" ~0.40365" ~0.3127% 0.1581s 0.01695 . .0.00855
0.8553 0.0866 0.1923 0.5182 0.9451 0.9723
%15 %24 %28 x35
1 -0.10155 -0.0118% 0.09645 ~0.08565
0.6791 0.9616 0.6945 0.7274

Como sc observa en la salida 8.9, la variable que tiené mayor correlacion con la friabilidad de

las tabletas es X4 (fuerza de compresidn) y al parecer es la unica que se correlaciona con la
respuesta, debido a que el valor de R (coefici de correl

) es -0.68 y su correspondiente valor
de Prob > | Rl es menor de 0.05, sin embargo al hacer el ajuste del modelo se encuentran otras
variables que también estan relacionadas con la respuesta y por consiguiente ayudan a modelarla. A
continuacién se describe el ajuste del modelo de regresion multiple a través del método Stepwise, que
como es de esperarse, debe iniciar introduciendo 1a variable X4 al modelo.

En base al programa 8.3, el ajuste del modelo se presenta en la salida 8.10., donde se observa
que se emplea el procedimiento Stepwise, el cual incluye a la variable X4 en el primer paso, ya que
esta es la que tiene mayor correlacion con la respuesta (Friabilidad de rabletas). Asi, se obtiene un

primer modelo con una sola variable independiente cuyo ajuste no es muy bueno ya que el valor de R?
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es de 0.46, sin embargo los coeficientes calculados para el modelo son significativos, debido a que

sus respectivos valores de Prob>F son menores de 0.05.

En el segundo paso del procedimiento se introduce la variable X23 (interaccién entre cantidad
de estearato de magnesio y nimero de revoluciones de mezclado), con lo cual aumenta el valor del
coeficiente de determinacion del modelo, es decir, el modelo de regresion mejora, pero no lo

suficiente por lo que es necesario introducir mas variables.

De esta forma se van introduciendo las variables al modelo hasta que al final se encuentran
sélo aquellas variables que ayudan en la prediccion de la respuesta. Asi, se observa que el modelo es
ajustado en cinco pasos, por lo que el modelo que mejor ajusta los resultados contiene cinco

variables y su coeficiente de determinacién es 0.889.

En la salida 8.11 se comprueba que el modelo de regresion ajustado para este caso es bueno,
ya que se observa que todos los coeficientes estimados son significativamente importantes debido a

que el valor de Prob>T es menor de 0.5 en todos los casos.
Por otro lado se observa en las figuras 8.7 y 8.8 que no existe violacidon en los supuestos
debido a que en el grifico de dispersidn existe una alineacion lineal de los puntos y en el grafico de

residuales no existen tendencias o puntos extremos que puedan salirse de Ia normalidad.

Asi, se concluye que la friabilidad de las tabletas se puede modelar en funcion de las variables

en estudios, como se muestra en la salida 8.11.

167



VIII. Estudios de caso de Reg. Mult
Salida 8.10. Modelo de regresién multiple a través de Stepwise para la friabilidad de

tabletas elaboradas por compresidn directa.
The SAS System
Stepwise P dure for Depend Variable Y

Step 1 Variable X4 Entered R-square = 0.46683224 Cip) = 28.5575926S

- oF Sum of Squares Mean Square 4 Prob>F
Regression: . 1 0.01296752 0.01296752 14.88 0.0013
Error 17 0.01481016 0.00087119 o
Total. .. :.0ueT 218 0.02777768

3 : 3 Parameter Scandacd Type II ~ e
Variable . Estimate Error Sum of Squares E Prob>F’
INTERCEP ) 0.21361053 0,.00877140 0.86695968 .. 995.15 - 0.000i

R LT~ 0,02846875 0.00737897

0.01296752 14.89 ° 0.0013

Bounds' on ‘condition numbex: 1. 1

‘|step:2’ WVvariable X23 Enctered R-square = 0.62976615 Cilp) = "17.24656870

DF Sum of Squares Mean Square . £ > prob E
Ragression 2 0.01749344 0.00874672 13.61 0.0004
Error 16 0.01028424 . ... 0.00064276, - . . . ... .-

Total ie 0.02777768 . N ’

Parameter ) Standarzd Type IT :
Variable Estimate Ercor Sum of Squares RS ... Prob>F
INTERCEP 0.21361053 0.00581633 0.86695968 1348.80 0.0001
x4 -0.02846875 0.00633820 0.01296752 20.17 0.0004
x23 -0.01681875 0.00633820 . 0.00452593 7.04 . 0.0173
Bounds on condition numbexr: 1, LY -
Step 3 Variable X1 Entered

R-square = 0.74868810 .C(p) = 9.53113903 .

DF Sum of Squares Mean Squarxe F Prob>F
Regression 3 0.02079682 0.00693227 14.90 ;0.0001
Error 15 0.00698086 0.00046539
Total 18 0.02777768

Parameter Standard Type IT
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 0.21361053 0.00494917 0.86695968 1862.86 0.90001
X1 0.01436875 0.00539323 0.00330338 7.10 0.0177
x4 -0.02846875 0.00539323 0.01296752 27.86 0.0001
x23 -0.01681875 0.00539323 0.00452593 2.73 G.0070
Bounds on condition numbex: 1, 9
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Salida 8.10. Modcto de i alti a través de Stepwise para la friabilidad de tabl,
por compresidn directa. (Continuacién)
Step 4 Variable X34 Entered R-square = 0.B4650101 C{p) = 3.54022998
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regreasion 4 0.02351383 0.00587846 19.30 0.0001%
Errorx . - 14 0.00426385 0.00030456
Total B 18 0.02777768
g Parameter sStandard Type II B
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP . . 0.21361053 0.00400365 0.86695966. .  2846.59 .0 0.0001
X1 ) 0.01436875 0.00436291 0.00330338 10.8S5 :.0.0053 ..
x4 - -0.02846875 0.00436291 0.01296752 .. B 3
X223 .01681875 0.00436291 0.00452593
X34 -0.01303125 0.00436291 0,00271702 :
Bounds on condition number: 2, 16 .
Step S5 Variable X1l Entered R-square = 0.8890392; ;
) DF Sum of Squares Mean Square i
Regression 5 0.02469683 0.00493937
Error 13 0.00308084 0.00023699
Total 18 0.02777768
Parameter Standarzd Type IX S : '
Variable Estimate Error Sum of Squares’ E.. - Preb>F H
INTERCEP 0.23183333 0.00888797 0.16124008 680.37 7 0.0001
X1 0.0143687% 0.003848660 0.00330338 13.94-..0.0025
X4 -0.02846875 0.00384860 0.01296752 54.72 . 1 0.0001
®1l -0.02163958 0.00968544 0.00118300 . 4.99° 0.0437
x23 ~0.01681875 0.00384860 0.00452593 - 19.10- '+ 00,0008
X34 -0.01303125 0.00384860 0.00271702 11.46 & '0.0049
Bounds on condition number: 1, 25 ! :
All variables lef:z in the model are significant at the 0.0500 lavel. :
No other wvariable met the 0.0500 significance level for entry into the {
model. }
Summary of Stepwise Pr dure for D t Variable Y !
Variable Numbe Partial Model
Step Entered Removed In R**2 R**2 <{p) £ Prob>r
1 X4 1 0.4668 0.4668 28.5576 14.8849 0.0013
2 X23 2 0.1629 0.6298 17.24686 7.0413 0.0173
3 X1 3 0.1189 0.7487 2.5311 7.0981 0.0177
4 X34 4 0.0978 0.8465 3.5402 8.9211 0.0098
5 X121 S 0.0426 0.88391 2.0609 4.5918 0.0437
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Salida 8.11.- MODELO AJUSTADO PARA LA FRIABILIDAD DE * w
TABLETAS DE COMPRESION DIRECTA H :
.'gu: T,
; .
The SAS System L ]
Model: HODELL 5 P
Dependent Variable: Y v
HY N
Analysis of Variance S
Zuy !
Sum of Mean T T —r -
Source  DF Squazes Square F Value Brob>F L e o bt o
Volores de Y abservosion
gl “5 0%3%;0 O%ggﬁ‘ w02 0.0 Figura 8.7 Diagrama de dispersidn de Valares redichos V3
CTotal 18 0,02778 Valores Qtrvades
Root MSE 0.01539 R-square 0.8891
Dep Mean 0.21361 Adj R-sq 0.8464 8
cv. 7.20617 Resu
e
Parameter Estimates N
(10 . ' *
Pacameter Standacd T for HO: .
Varfable OF Estimate Error  Parameterad frob > T} am] [] A
* *
INTERCEP 1 0,231833 0.00888797 26.084 0.0001 ot " !
il b 0.014369  0.00384660 1,13 0.0025 oo
X4 1 -0.020469  0.00334860 -1.397 0.0001 am» N
X1l 1 -0.021640 0.0056854% -2.2)4 0.0437 N M LA . o
%23 1 -0.016819  0.00384360 -4.370 0.0008 G oMo 2 63 O en on
M 1 -0.01303L  0.00384860 -3.386 0.0049 Vatres Predichos
Figura 8 8.- Residuales para kos valores predichos & la
friabilidad de tabletas de compresion directa.

Friabilidad = 023183 + 0.014369 X, - 0.028469 X, - 0.02164 Xy,

- 0.016819 X3 - 0.013031 X34
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8.4.- ESTUDIO DE CASO No. 4.

8.4.1. PROBLEMA

En este caso se analizo un estudio realizado por M. R. Harris et al (1985) quienes
desarrollaron y optimizaron una formulacién de tabletas de liberacién controlada, para lo cual se
basaron en un disefio experimental con cinco factores. Las variables en estudio o independientes
fueron algunos compon:'ntes de la formulacién y la fuerza de compresion durante el tableteo, tales
variables fueron: (X1) = Fuerza de compresion, (X2) = Nivel de Montmorillonite (Veegum F®), (X3)
= Nivel de dextrosa-maltosa, (X4) = Nivel de estearato de magnesio y (X5) = cantidad de almidon.
Las respuestas o variables dependientes fueron la uniformidad del peso de las tabletas, dureza,

friabilidad y porcentaje de farmaco en solucién después de 3 horas. [12]
8.4.2. RESULTADOS EXPERIMENTALES Y AJUSTE DEL MODELO

Cada respuesta fue ajustada a un modelo de regresién, sin embargo se observé que no todas
las respuestas se pueden ajustar a un buen modelo, por lo que se tomo como ejemplo el ajuste del

modelo de Regresion para la Dureza de las tabletas en funcion de los factores en estudio.

La matrz de experimentacién y los resultados experimentales necesarios para el ajuste del
modelo se muestran en el programa de SAS 8.4, donde también se encuentran los niveles de cada
variable y el procedimiento para obtener el modelo de mejor ajuste a través del método Stepwise. Al
igual que en el ejemplo anterior, se ajusto el modelo a través de los tres métodos de regresion

multiple obteniéndose los mismos resultados, los cuales se describen a continuacion..
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Programa 8.4.- Resultados experimentales y ajuste del modelo de regresiéon multiple a través del
método Stepwise para el estudio de caso No. 4.

QPTIONS ps-so NODATE NONUMBER;

DATA HARRI

INPUT EXP x1 X2 X3 X4 X5 ¥;

il -1.547 -2 o +1 +1.547
EXP = EXPERIENCIA
X1 = FUERZA DE COMPRESION .25 9.5 1.0 . 1.75
X2 = MONTOMORILLONITE (Veegum) 22.50 25.5 30.0 35.5 37.50
X3 = DEXTROSA 10.50 11.5 14.0 16.5 17.75
X4 = ESTEARATO DE MAGNESIO 0.25 0.5 =] - 1.7%
XS5 = AILMIDON 12.50 . - . 27.50

¥ = DUREZA {Kg)
-/ tooesTnte T T Y e PR S NI S
HK1l=XI*K1; X22#XK2°K2; XI3wXI*KI; X44=X4*%K4; X55aX5-X5; X12=X1*X2; X23=X2~X3;

X34eX3*X4; KAS=X4*XS; X13=mX1*X3; XL4mX1*X4;7 X15=K1*X5;} K24=X2*X4; K25=X2*X5;
X3SwX3*XS; g : ] K

cooocoo0000

3

PROC CORR; ;

PROC REG} :

MODEL ¥ = X1 X2 X3 X4 x5 X11:X22.333.X44 X55 X12 X23 X34
X45 K13 X14 X1S X24 X25 X35 / SELECTION=STEPWISE

SLE=0.05 SLS=0.0S;

RUN;
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Salida 8.12. Matriz de correlacién entre la Dureza de tabletas ¥ las variables'en
estudio del caso No. 4.

The SAS System
Correlation Analysis
22 'VAR' Variables: EXP X1 x2 x4 -
x5 ¥ X11 x33
X44 XSS X12 - X34
X45 %13 X214 x24
x25 X35 -5 T
Pearson Correlation Coefficients / Prob > |R| under Ho: Rho=0 / N = 27
X1 x2 %3 X4 XS5
¥ 0.88818 -0.01261 0.06587 ~0.14540" © /0.24414°;
~o.0001 0.9502 0.7291 | 0.4693 0.2197 .
¥ x11 x22° 3 x44 . XS5
¥ 1.00000 0.05957 0.07010 ~0.04014 -0.01206 0.00129
0.0 0.7675 0.7283 0.8424 0.9524 0.9949
x12 x23 ‘X34 e R4S x13’ ‘x4
¥ -0.12610 0.0625%5 % /1 ~0,05660°~ 0.02631 -0.01936 - -0.08142
0.5308 0.7566 0.7752 0.8963 ©0.9236 0.6864
X1s %24 x2s x3s
s 0.15589 0.10475 0.03128 0.06951
0.4375 0.6031 0.8769 0.7305

En la salida 8.12 se¢ puede observar que la variable independiente que tiene mayor correlacion
con la respuesta es X1 (fuerza de compresidn), ya que el valor de Prob>R es menor de 0.05, por lo
que se puede considerar que el coeficiente de correlacidon correspondiente es significativamente
diferente de cero. Asi, al hacer el ajuste del modelo, la variable que tiene mayor importancia en la
prediccién es X1 por lo tanto debe aparecer en el primer paso del método de ajuste que se selecciond

(Stepwise).

En la salida 8.13 se obtienen los resultados del programa 8.4, donde se indica un
procedimiento Stepwise para encontrar el modelo que mejor describa los resultados experimentales,

teniendo como variable de respuesta la dureza de tabletas de liberacién controlada.
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Como se iond anterior

la variable que debe estar presente en el primer paso es X1
ya que tiene el mayor coeficiente de correlacidn simple, sin embargo se observa que existen otras
variables que mejoran la predicciéon del modelo, las cuales aparecen en etapas posteriores del
procedimiento stepwise. Asi, en el paso 2 se introduce al modelo la variable X5 (cantidad de
almidén), en el paso tres se toma en cuenta la variable X15 (interaccion entre fuerza de compresién y

cantidad de almidon) y en el paso cuatro se introduce la variable X4 (cantidad de estearato de
magnesio).

Como se observa, el modelo final contiene 4 variables que ayudan en la prediccion de la
respuesta, sin embargo se puede considerar que la variable mas impontante es la fuerza de compresion
ya que tiene el coeficiente de correlacion parcial mas grande.

En la salida 8.14 se obtienen los resultados del modelo propuesto con 4.variables y se observa
que el modelo ajustado es bueno ya que tiene un valor de R ajustada de 0.87 lo cual indica que e!
modelo tiene un alto porcentaje de prediccidon. Ademas se observa que todos los parametros del
modelo son significativos debido a que su valor de Prob>|T| es menor de 0.05 por lo que se puede

concluir que el modelo es significativo con un valor de ®=0.05%.

También se puede observar en la figura 8.9 que existe tendencia lineal en los puntos que
conforman la grafica, asi como también no se observa ninguna tendencia de los residuales en la figura
8.10. De esta forma se puede concluir que la dureza de tabletas de liberacion controlada esta mas
influenciada por la fuerza de compresidon, sin embargo existen algunos componentes de la
formulacién que también afectan la dureza, tales como cantidad de almidon y cantidad de estearato

de magnesio. Asi el modelo que se presenta en la salida 8.14 corresponde a este estudio de caso.
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' Salidas.13.’

Stepwise

DF

Ragze'lion ! 1
Error, - 25
Tocal 26
Parameterx
Estimate

Variable

7.44518519

INTERCEP
1 - 1.96197055

Bounds on condition number:

®1 Entered

The SAS System
P dure for D

VIIL. Estudios de caso de Reg. Mult.

Modelo de regresién miltiple a través de Stepmse para la Durcza de .
" tabletas del ejemplo No. 4.

t Variable . ¥..

Sum of Squares

80.01375013
21.41472395
101.42847407

Standard
Errorx

0.17811658
0.20300017

R-square = 0.78886872

cip) = 623891815

Mean Square
80.01375013 .
0.85658896
Type II
Sum of Squares:

1496.63112593
80.0137501

Bounds on condition number:

1,

1/ S
-1Step 2 Variable X5 Entered R-square = 0.84847380 -0.01488770
; =
DF Sum of Squares Mean s§unze Prob>F.
R‘ag:esa:.on 2 ’ 86.05940277 143, 02970139 0.0901'
Error - 24 . 15.36907130 == 0. 64037797 -
Total 26 . 102.42847407 .- DU ot i v
Parameter Scandard Type II
Vaxiable Estimate Error ey Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 7.44518519 0.15400553 "1496.63112593 2337.11 o 0.0001
x1 1.96197055 - 0.17552071 80.01375013 124.95 0.0001
x5 0.53930167 0.17552071 . 6.04565265 9.44 0.0052
Bounds on condition number: 1. 4
Scep 3 Variable X15 Entered ... . R-sguare = 0.B7277565 C{p} = =1.38049141
DF : Suxx{ of Squares Mean Square F Prcb>?‘
Regression” T30 8B.52430277 29.50810092 52.5%9 0.0001
Error 23 12.90417130 0.56105093
Total 26 101.42847407
Parameter Standard Type II
Variable Estcimate Error Sum of Squares r Prob>F
INTERCEP 7.44518519 0.14415153 1496,63112593 2667.55 0.0001
=1 1.96197055 0.16429007 80.01375013 142.61 0.0001
X5 0.53930167 0.164238007 6.04565265 10.78 0.0033
x1s G.39250000 0.18725833 2.46490000 4.39

0.0473
9
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Salida 8.13. Modelo de regresion multiple a través de Stepwise para la friabilidad de
tabletas elaboradas por compresién directa (Continuacion).

Step 4 Variable X4 Entered Re-square = 0.89391761 C{p) = -2.30847550

DE Sum of Squares Mean Square F Prob>§

Regression q 290.66869903 22.66717476 46.35 0.0001
Error 22 10.75977504 0.48908068 i
Total 26 101.42847407 H
Parameter Standard Type II B 'l
Variable Estimate Erzor Sum of Squares F Prob>F i
INTERCEP | 7.44518519 0.13458863 1496.63112593 3060.09 0.0001 ;
X1 1.96197055 0.15339119 80.01375013 163.60 0.0001 é
X4 -0.32119050 0.15339119 2.14439626 4.38 0.0480 L
XS 0.53930167 0.15339119 6.0456526%5 12.36 - 0.0019 i
15 . 0.39250000 0.17483576 2.46490000 5.04 0.0352 i
Bounds on condition number: 1. 16 {
H

All variables left in the model are significant at the 0.0500 level..

No other variable met the 0.0500 significance lavel for entry into the
model.

The SAS System

Summary of Stepwise Procedure for Dependent Variable ¥

. Variable Number Partial Model .
Step Entered Removed In R*=2 R"*2 Cip) F Prob>F
1 X1 kS 0.7889 0.7889 6.2399 93.4097 0.0001
2 RS 2 0.0596 0.8485%5 -0.0149 .- 9.4408 0.0052
3 K15 3 0.0243 0.8728 —~1.380% 4.3934 0.0473
4 . K4 4 0.0211 0.8939 -2.3085 4.3845 0.0480
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‘Dureza =

0.539302 X5 + 0.3925 X5

Safida 8.14.- MODELO AJUSTADO PARA LA DUREZA DE TABLETAS " c e
DEL ESEMPLO No. 4 ‘? o ‘e
H v
The SAS System 3 = e
Model: MODEL1 ] M
Dependant Variable: Y b .' P
2 S
Analysis of Variance ¥ wl
Sum of Mean ‘ ! L "
Source  OF Squares Squace F Value Prob>F Valores de Y obsetvades
Model 4 90.66870  22.66717  46.M6 0.0001 F“"”8"D”g'”“';‘]“"m"'ﬁ“v‘“mpmmvs
Error 22 1075978 0.48908 alores Ohsery
CTofal 26  101.42047
Root MSE 0,69934 R-squaze 0.093% Residodl
Dep Mean 744519 Adj Resq 0.8746
e 9.39323 w
Parameter Estimates 2 . '
B
Parameter Standard T foc HO: (L} ' . '
Variable DF Estimate frror Parameter=0 Prob>ITI . M
-3 ‘
INTERCEP | 144185 0.13438863  S5.318 0.0001 o '
X 1 1961971 0,15339118 12,991 0.0001 i~ . ) .
X 1-0.32191  0.15339119 2,09 0.0480 ———r T
X5 1 0.538302  0,15339119 3,516 0.0019 by v e
X15 I 0.392500  0.17483576 2.245 0.0352 Valores predichos
Figura 8.10.- Residuales para los valores prediches de la
Iriabilidad de tabletas de compresida directa.
7.445105 + L961971 X, - 0.321191 X, +




IX. Discusién

IX. DISCUSION

En la investigacion farmacéutica existen diversas posibilidades para aplicar un analisis de
regresion, algunas de ellas se mencionan en el capitulo 3, seccion 3.3, donde se listan algunas
investigaciones que se han publicado en el drea farmacéutica, sin embargo, en todas estas no se
explican a detalle los criterios estadisticos que se toman en cuenta para la aplicacion del analisis de
regresion que conlleva a la proposicion de modelos para describir y predecir de manera significativa,
en un sentido estadistico, una respuesta en funcion de las variables que la afectan en el dominio de
estudio. Por lo tanto, es importante tomar en cuenta aquelios criterios estadisticos que conducen a la
proposicion de un modelo adecuado, lo cual se consigue cuando se conocen las bases tedricas del

analisis de regresion, asi como también es importante conocer, cuando, dénde, porqué y quién puede
aplicarlo.

Asi, el analisis de regresion es una herramienta estadistica que se emplea cuando se quiere
encontrar la relacién funcional entre una variable dependiente y al menos una variable independiente.
Se aplica cuando se tiene un conjunto de datos que se han recolectado como resuitado ya sea de un
experimento de laboratorio, de un proceso de fabricacion o de una optimizacién de un método
analitico o proceso, entre otros. Este analisis estadistico se puede aplicar en cualquier area de la
investigacién, sin embargo, en este trabajo se muestran estudios de caso enfocados a la investigacién
farmacéutica, en donde se puede mencionar que el analisis de-regresion se ha empleado en la
construccion de curvas de calibracién dentro del anélisis quimico cuantitativo y validacion de técnicas
y métodos analiticos; en la caracterizacion y optimizacidon de procesos de fabricacion de formas

farmacéuticas en funcion de las variables que lo afectan;, en el desarrollo y optimizacién de
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formulaciones farmacéuticas en funcién de tipos, cantidades de excipientes y equipo de fabricacién,
entre otros.

Durante una planeacion experimental, en cualquier &rea, incluyendo la investigacion

farmacéutica, se debe realizar una serie de actividades que conducen a conclusiones objetivas y
confiables y asi encontrar causas asignables de variacién y proponer una mejora o encontrar un punto
Optimo sobre el eswudio que se realiza. Dentro de la planeacion experimental se puede ubicar el
analisis de regresidon como una etapa del analisis de resultados, donde la aplicacion de este analisis
solo es un paso para llegar a las conclusiones de la experimentacion, es decir, no es la Qnica
herramienta que se debe emplear, mas bien es recomendable emplear todas aquellas que estén al
alcance del experimentador para obtener mayor informacidn y tener mas justificacién para rechazar o
no una hipétesis propuesta. Esta ubicacion se muestra en la figura 9.1,
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----------- veene- -| PLANEACION EXPERIMENTAL

DEFINIR:
* Problema
- = Objetivos
e Hipotesis

1

v
DEFINIR. -
. * Factores de estudio (Variabics Independientes)
- R (Variable dependi

T © 7 'DISENOS
- 4 EXPERIMENTALES .
[ PLANEACION ESTADISTICA i —
[ EXPERIMENTACION |

It

[ OBTENCION DE RESULTADOS |

RESULTADOS
|

ANALISIS DE —l

it
GRAFICOS ESTADISTICOS
2 ¥
DESCRIPTIVOS: INFERENCIALES
* Media * ANOVA
e Desviacion estandar e Comparacion multiple de medias
e Varianza . ALISIS DE REGR
 Coeficiente de variacion e Superficic de Respuesta
* Grificos ® Analisis Multivariado
e Otros * Otros

I |

DISCUSION

[ cownciLusiones |

Figura 9.1. Ubicacion del Anaiisis de Regresion en una Planeacidn Experimental 180
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is de regresion, la

Durante el desarrollo de este trabajo se muestra la importancia del anal
cual radica en la caracterizacion y prediccién de alguna variable de interés en funcion de variables que
la afectan y que se pueden controlar por el experimentador. Para aplicar dicha herramienta estadistica
primero se analizaron los fundamentos tedricos del Analisis de Regresién lineal simple, los cuales
sirven de base para entender el anilisis de regresiéon mualtiple. Es importante distinguir cuando se
aplica la regresién lineal simple y cuando regresidn miltiple, lo cual radica en el nimero de variables
independientes, ya que cuando se tiene una sola variable “X™ y una respuesta “¥" es necesario un
analisis de regresion simple, por e¢jemplo en la construccion de una curva de calibracién, donde la
variable independiente es la concentracion de una sustancia “A™ la cual se puede controlar por el

experimentador y la variable dependiente puede ser la respuesta analitica,

Por otro lado, cuando se tienen 2 o mas variables independientes y una respuesta, es necesario
aplicar un analisis de regresién multiple, por ejemplo, en la caracterizacién de las propiedades
farmacotécnicas de comprimidos, donde las variables independientes pueden ser aquellas relacionadas
con el proceso de fabricacion, como abertura de malla del tamizado, tipo y tiempo de mezclado,
tiempo y temperatura de secado, velocidad y fuerza de compresion, o pueden ser en base a la
formulacién, como tipo y cantidad de lubricante, cantidad de excipientes, diluentes, desintegrantes,
etc. y la variable de respuesta puede ser el tamafio de particula del granulado, dureza, tiempo de
desintegracién, friabilidad o tiempo de disolucién de las tabletas. En el caso de regresion multiple, las

variables independientes pueden ser variables basicas o funciones de las variables basicas, un ejemplo

de esta es:

X>=.X;> donde la variable .Y es basica y la variable.Y: es funcién de.Y;.

La representacién matemadtica de ambos modelos se presenta en la figura 9.2.
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REGRESION LINEAL SIMPLE

B()-*-Bl}(l

- Coeficiente de 7 'Un factor d¢ estudio
s regresion o " "o variable independit

' REGRESION POLINOMIAL

{2 cosnomamas ox ksorazion . ﬁ
I

- B, X, +'p, X, o+ ] X, « ..+ B, X

- l’L‘T“ T

Lu‘muuu INDEPENDIENTES -~ -

Figura 9.2, Modelos del analisis de regresion.
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tedricos de la técnica de regresidn lineal simple,

En este trabajo se analizaron los fund. o
ya que es importante conocer la forma en que se ajusta un modelo de regresidn a través de minimos

cuadrados, porque la mayoria de software estadisticos se basan en este método, asi como también es
importante conocer todas las pruebas estadisticas que se realizan para evaluar el modelo de regresién

que se obtiene, ya que cada prueba proporciona un criterio de decisién sobre el mismo.

Por otro lado, fue necesario analizar lo referente a la regresion lineal simple debido a que es la
base para entender o comprender la regresion midltiple, ya que ésta es en muchos aspectos una
extension de la regresidn simple, la cual tiene la ventaja de que se puede representar en forma grafica
solo en dos dimensiones, asi como también es mas facil el calculo e interpretacion de los parametros
relacionados a la regresidon, y una vez que se entiende, se puede extender a regresién maltiple

independientemente de que sean 2 o mas variables independientes.

Asi, una vez que se analizaron los fund os del andlisis de regresién fue posible mostrar
un estudio del drea farmacéutica, con el cual se comprendid con mayor claridad como aplicar e

interpretar la teoria del analisis de regresion lineal simple.

A través del estudio de caso se observaron los posibles problemas que se pueden presentar al
aplicar la técnica de regresion, por ejemplo, se observo que no se cumplian todos los supuestos
estadisticos, sin embargo, el modelo ajustado aparentemente era bueno, ya que la r? era grande y la
pendiente era diferente de cero, pero se observé que el CME era demasiado grande, es decir, existe
una gran variacién en los datos por lo que no se cumplia el supuesto de homogeneidad de varianza,
por lo tanto se realizé una transformacion de las variables obteniéndose asi un modelo que cumplia

con Jos supuestos estadisticos, asi como también con los demas criterios de decision (rf, CME, 3; =0
y residuales). ’

Por lo tanto, es de gran importancia analizar todos los parametros o criterios de la regresién y
no solo confiarse del coeficiente de determinacién y CME, asi, cuando el coeficiente de regresion B,

es diferente de cero es recomendable analizar los supuestos estadisticos, debido a que pueden dar
informacién acerca de la calidad o confiabilidad del modelo ajustado, ya que como se observo en el
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estudio de caso B, era diferente de cero, r* aparentemente cumplié, pero los supuestos no, por lo que

se buscd un modelo que cumpliera con todos los criterios y fuera estadisticamente mas confiable.

De esta forma, para que el andlisis de regresién simple se lleve a cabo de forma exitosa, se

recomienda seguir los siguientes pasos:

1. Observar la posible relacion de las variables en forma grafica, a través de un diagrama de
dispersion.

2. Verificar supuestos estadisticos en forma grafica.

Ajustar el modelo a través de minimos cuadrados

Realizar pruebas estadisticas sobre el modelo ajustado.

3

4

5. Analizar residuales (verificacidon de supuestos).
6. Prueba de falta de ajuste. :
7 :

Proposicién del modelo de regresidn,

Esta estrategia se muestra en 1a figura 9.3,
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Figura 9.3. ANALISIS DE REGRESION LINEAL SIMPLE ]

= 1 FACTOR DE ESTUDIO
e 1 RESPUESTA

3

GRAFICAS DE DISPERSION I

!

VERIFICACION DE SUPUESTOS |

l.

OBTENCION DEL MODELO POR MINIMOS
CUADRADOS, CON AYUDA DE UN SOFTWARE
T ORe ESTADISTICO.
ATJUSTE DE
VARIABLES. l
4 PRUEBAS ESTADISTICAS:
e ACERCA DEL INTERCEPTO.
« RESPECTO AL COEFICIENTE DE REGRESION
e REFERENTE AL COEFICIENTE DE CORRELACION.
¢ ACERCA DEL COEFICIENTE DE DETERMINACION.
¢ PRUEBA DE FALTA DE AJUSTE.
« ANALISIS DE RESIDUALES.
e INTERVALOS DE CONFIANZA.
e INTERVALOS DE PREDICCION.
ATD D L. S A%
I
v
LRESULTADOS NO SATISFACTORIOS I I RESULTADOS SATISFACTORIOS |

+

i PROPOSICION DEL MODELO I

3

I VALIDACION DEL MODELO l

+

|  NUEVA EXPERIMENTACION |
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Por otro lado, se lizaron los fund 1itos tedricos del andlisis de regresion multiple, los

cuales se basan en gran parte sobre la teoria del analisis de regresidon simple, ya que en este caso
también es necesario evaluar el cumplimiento de supuestos y el modelo se ajusta a través de minimos
cuadrados. Sin embargo, no se puede considerar solamente una extensién de regresion simple debido
a que la estrategia de aplicacion cambia, como se comenta a continuacién. También se realizan
pruebas acerca del coeficiente de determinacién y de los diversos coeficientes de regresidon que
permiten evaluar cuales variables son significativamente importantes en el modelo. Para esto existen

diversas técnicas de seleccion de variables tales como:

a) Seleccion backward: Comienza con todas las variables en el modelo y se eliminan aquellas que no

son significativas en la prediccion de la variable de respuesta. Asi el modelo queda solo con las

variables que si ayudan en la prediccion de la resp

b) Seleccion forward: Comienza con un modelo que incluye la wvariable de mayor influencia y
posteriormente se adicionan de una en una en orden de importancia aquellas variables que son

significativas para el modelo.

c) Seleccidn Stepwise: Es una combinacion de las dos técnicas anteriores ya que adiciona al modelo
las variables de mayor importancia y elimina o adiciona otras variables al mismo tiempo, quedando
el modelo con las variables que son mas significativamente importantes para la prediccion de la

respuesta.

En el manejo de dos o mas variables independientes es necesario considerar o0 tomar en cuenta
aquellos criterios de seleccion de variables, ademas de los parametros importantes que se tienen en

regresion lineal simple, tales como ¥, CME y residuales.

Dentro del analisis de regresién multiple, los parametros que se deben evaluar son los valores
de F 1total, que prueba si todas las variables independientes que se consideran al mismo tiempo
explican significativamente la variacion en ¥, asi como también el valor de F parcial, el cual evalaa si
la adicién de alguna variable independiente al modelo contribuye significativamente en la prediccién
de Y, por lo tanto, con este valor se puede evaluar la importancia de cada variable y asi eliminar
aquellas que no ayudan en la prediccién de Y. Esto es de gran importancia, debido a que es la base de
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las diferentes técnicas de scleccion de variables y gracias a cllo es posible encontrar de manera mis

ripida y eficiente un modelo de regresién confiable.

Anteriormente lo que se hacia era seleccionar variables de forma manual, es decir, evaluar
todas las variables y eliminar de una en una hasta quedar con las variables significativamente
importante, pero ahora todo ese proceso se puede evitar si se tienen herramientas computacionales
donde se puede realizar cualquier técnica de seleccidon de variables y asi llegar al mejor modelo de

regresion.

Sin embargo, la decision de qué técnica de seleccidn aplicar depende del investigador y de sus
objetivos y no siempre es necesario adoptar ¢l modelo final propuesto por la técnica porque no
siempre es el mejor, tal vez, al ver el analisis conviene quedarse un paso antes ya que también deben
intervenir criterios de orden practico. Por-¢jemplo, si en el altimo paso de la técnica que se utiliza, el
valor de r* parcial es muy pequelo no tiene caso adicionar la variable en cuestién, ya que siempre lo
que se busca es encontrar un modelo con el menor nimero de variables independientes posible. Por lo
tanto, sec observa que es necesario conocer los fundamentos tedricos de la regresion maltiple para que

se tengan ras elementos de decision y poder proponer un mejor modelo.

Otro aspecto importante en el analisis de regresion multiple es la existencia de correlaciones
maltiples, correlaciones parciales y correlaciones parcial-multiples, la primera es una generalizacion
directa del coeficiente de correlacion simple, va que es una medida de la asociacién lineal total de Y
con todas las variables independientes. El coeficiente de correlacion parcial es una medida de la
mejora que puede tener el modelo al adicionar una variable tomando en cuenta los efectos de otras
variables, por lo tanto para realizar una prueba de significancia de dicha variable se emplea el valor de
F parcial. La correlacidon parcial-multiple describe la relacion total entre una variable dependiente y

dos o mas variables independientes tomando en cuenta los efectos de otras variables.
Una vez que se analizaron las herramientas tedricas de regresion muitiple, fue necesario

aplicarlas en algunos estudios de caso, ya que la estrategia a seguir es en cierta forma diferente a la de

regresion lineal simple.
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Por lo tanto, para comenzar o decidir aplicar un analisis de regresién maltiple se deben tener
dos o mas variables independientes y una variable de respuesta. Una vez que se identifican dichas
variables y se tienen los resultados experimentales, es de interés obtener una matriz de correlacién,
para observar cuales variables estan mas correlacionadas con la respuesta, ya que esta es la pauta
para comenzar a seleccionar variables, para lo cual se debe escoger alguna técnica de regresidén
muiltiple. En base al aspecto tedrico-practico, puede ser recomendable utilizar la técnica Stepwise, ya
que esta es una combinacion de Backward y Forward y por lo tanto puede encontrar la mejor
combinacidon de variables que afecten o ayuden a predecir la respuesta. Sin embargo, si existe alguna
duda en los resultados, se puede corroborar o apoyar en las otras técnicas de seleccion de variables,

pero no es recomendable hacerlo de forma manual, o paso por paso, porque ademas de que se pierde

informacién se emplea mucho tiempo de analisis.

De esta forma, se tiene que al aplicar un analisis de regresién multiple, es importante conocer
los criterios de seleccion de variables (r's parciales, F s-parciales, residuales), ya que en la practica se
debe tener un modelo con el menor nimero posible de variables. Asi, en la figura 9.4 se propone una

secuencia légica para la aplicacidn del analisis de regresién multiple que ayuda a encontrar el mejor

modelo.
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Figura 9.4. ANALISIS DE REGRESION MULTIPLE 7
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Una vez que se obtiene el mejor modelo de regresion miltiple, uno de los analisis mas
importantes es el de residuales (diferencia entre valor predicho por el modelo y valor observado), con
los cuales se construyen graficas para observar si existe algin incumplimiento de los supuestos
estadisticos, esto se detecta por ejempio cuando se presenta un efecto de embudo o una distribucion
no homogénea de los residuales. Si se presenta un efecto de embudo se considera que el supuesto de
homogeneidad de varianza no se cumple por lo que quiza es necesario hacer una transformacion de
las variables; o si se presenta una tendencia curvilinea en los residuales, puede ser necesario incluir en
el modelo un término cuadratico o cubico. Asi, se tiene que a través del andlisis de residuales se
pueden verificar los supuestos de regresion, asi como también pueden detectarse aberraciones de la
técnica como son puntos extremos (outliers), autocorrelacion y multicolinealidad, por lo que se
sugiere que ademas de la verificacion de supuestos se realice este analisis ya que este tipo de

situacién podria conducir a un modelo que no es el mejor.

Otra prueba importante dentro del analisis de regresion es la de Falta de Ajuste o Bondad de
Ajuste, la cual es coman tanto para regresion simple como multiple. Con esta prueba se puede
determinar si ¢l modelo propuesto ajusta de manera correcta los resultados experimentales o se debe
buscar otro modelo mejor, ya sea incluyendo mas términos o transformando variables. Para realizar
esta prueba es necesario contar con observaciones repetidas, porque se debe estimar un error en cada
nivel de las variables independientes.

Finalmente, una vez que se tiene el modelo que mejor ajusta los resultados, si se desea se
puede probar o validar diche modelo, siempre y cuando existan los recursos suficientes, ya que para
esto se debe realizar una nueva experimentacion dentro del dominio de estudio, debido a que el
modelo ajustado no es valido para extrapolar, sino sélo se debe interpolar en el rango estudiado. Una
vez que se experimenta se deben comparar los nuevos resultados con los valores predichos por el
modelo y se debe observar un pequefa diferencia entre ambos, de lo contrario el modelo de regresidon
no es lo suficientemente confiable.

Por lo anterior, la revision de los fundamentos tedricos del andlisis de regresion y su
aplicacion a diversos casos de estudio proporcionan de manera conjunta todas las herramientas
necesarias para la interpretacion de resuitados de un software estadistico. como SAS para Windows,
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y no dejar a un lado algun criterio de decision que pudiera ser determinante y por no conocer como
lo, en la seleccién de

se interpreta no se considere en la toma de una decisién importante. Por ej
una variable, que radica principalmente en la prueba de hipétesis de correlacion parcial y que esta
directamente relacionado con el valor de F-parcial, se debe emplear la suma de cuadrados Tipo II. En
SAS también aparece un valor de R? ajustada, el cual siempre es menor a R? normal, pero es mas
) confiable debido a que se hace un ajuste con respecto al nimero de variables independientes y tiene la
bondad de no aumentar solo por la adicion de una variable independiente al modelo. Todos estos

elementos de decision los proporciona en forma rapida y veraz el software estadistico por lo que no

deben ser omitidos en la interpretacion.

Asi, a través de este trabajo se muestra la gama de pruebas que se pueden y deben realizar
para encontrar un buen modelo de prediccidon que posteriormente ayude a encontrar causas asignables
de wvariacién de algun proceso o en alguna experimentacion del area farmacéutica, y asi servir de

" apoyo para encontrar un punto optimo de la variable de respuesta en funcidn de los factores que la

afectan.

Como se observa, este trabajo no solo esta dirigido al investigador farmacéutico sino al de
cualquier area, sin embargo, los casos de estudio son del ambito farmacéutico debido a que en esta
area no existe un texto que trate resultados de este tipo, por lo que al farmacéutico se le dificulta mas
la comprension de las interpretaciones, pero se espera que con este texto se familiarice con todos los
términos estadisticos. Por otro lado, se han encontrado publicaciones en los que se aplica regresion
lineal, sin mencionarlo como tal, ya que la mayoria comienza con un plan experimental a través de un
disefio estadistico y termina con la proposicion de un modelo de regresion, sin considerar todas las

pruebas estadisticas que se necesitan para proponer &l mejor modelo de regresion lineal.
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X. CONCLUSIONES

La conjunciéon de los aspectos tedricos con la aplicacién de la técnica de regresion
mostrando resultados concretos e interpretacion resulta una buena estrategia para aplicar el
analisis de regresion con mas sentido estadistico y practico, siendo mas reales en los

alcances y limitaciones de ia técnica.

Si se tiene una variable independiente o factor de estudio y una respuesta, se debe aplicar

un analisis de regresion lineal simple.

Si se tienen dos o mas variables independientes y una variable de respuesta se debe aplicar

un analisis de regresion multiple.

El conocimiento de los fundamentos y la visualizacién de manera grafica del

comportamiento de una regresion lineal simple ayuda a explorar la regresién lineal maltiple.

La aplicacién correcta de una secuencia logica o estrategia de analisis con fundamentos

tedricos conduce a un modelo que cumple con todos los criterios del analisis de regresion.

Los parametros importantes del anilisis de regresion lineal simple son: coeficiente de
determinacion (r°), cuadrado medio del error (CME), anilisis de residuales, estimacion por
intervalos de confianza, verificacion de supuestos estadisticos, prueba de falta de ajuste,

prueba de significancia del intercepto y la pendiente del modelo.
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¢ Los parametros importantes del andlisis de regresién miitiple son: matriz de correlacion,
coeficiente de correlacién multiple elevado al cuadrado (FP-miltiple), cuadrado del
coeficiente de correlacién parcial (r*-parcial), cuadrado del coeficiente de correlacién
maltiple-parcial (r*-multiple-parcial), valor de los estadisticos F total y F parcial,
interaccion entre variables, intervalos de confianza, analisis de residuales, prueba de falta de

ajuste, verificacion de supuestos.

¢ Los métodos de seleccidon de variables mas comunes son:
* Seleccion Backward
e Seleccion Forward
- * Selecciéon Stepwise
Se recomienda emplear el método de seleccién Stepwise, por ser una combinacion de los
dos primeros.
En regresion multiple, el método de seleccién de una variable depende de los objetivos del
investigador y la posibilidad de manejarlo en un software le permite analizar las tres
estrategias de manera rapida y utilizar los resultados que le sean mas acordes.

der mas los el os de interpretacion

El analisis de la teoria de regresién ayuda a

que aponrta la paqueteria estadistica.
Se logré mostrar la importancia del analisis de regresién en la investigacion farmacéutica
asi como también la necesidad de comprender los fundamentos tedricos de la técnica para

su aplicacion en un conjunto de datos.
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ANEXOS

Anexo A: Salida de SAS 6.3 del programa 6.3: Programacién de SAS

para obtener estadisticos basicos (Capitulo 6).

Anexo B: Salida de SAS 6.6. del programa 6.6: Programacién de SAS para
obtener modelos de Regresién Lineal Simple y sus

correspondientes intervalos de confianza y residuales (Capitulo 6).
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Salida 6.6. Intervalos de confianza para tres modelos.

ANEXO B

(Resultados del programa 6.6.)

Model:

NOTE:

MODEL1

No intercept in model.

ANALISIS DE REGRESION SIMPLE
‘LoTE 8°

Dependent Variable: DISOLU

o
v,
']

COdRRAUNG

Dep Var
DIsSOLU

1.7900
3.6600

42.4500

Pradict
Valus

2.2322

R-square is redefined.
Std Err Lower95% Uppar95%
Predict Mean Mean

0.036 2.1612 2.3033
0.071 4.3224 4.6065

LowerS5%
Predict

-12.6915
-10.4597
~-8.2283
-1.5362
11.8390
25.2020

ANEXO-B

Uppeross
Predict

17.1559
15.3887
21.6217
28.3230

55.1584

213




ANEXO-B
Dep Var Predict scd Err Lowaer95t Upper95% Lower95%
Upper9ss
Oba DIsSOLY Vvalue Predict Mean Mean predict Predict
51 58.5400 %3.5736 0.854 51.8690 55.2782 39.5531 68.5942

52 73.9600 66.9670 1.067 64.8363 69.0978 51.8922
53 85.7500 80.3604 1.280 277.8035 82.9174 65.2194
54 9Q.7700 93.7538 1.494 90.7708 96.7369 78.5351
55 94.2100 107.1 1.707 103.7 110.6 91.8393
56 1.4800 2.2322 0.036 2.1612 2.3033 -12.63815
57 2.68800 4.4645 0.072 4.3224 3.6065 =-10.4597
58 4.5000 6.6967 0.107 6.3836 6-9098 -8.2283
59 10.5800 13.3934 0.213 12.9673 13.8196 ~1.5362
60 26.0500 26.7868 0.427 25.9345 27.6391 11.8380
6% 41.9000 40.1802 0.840 38. 9018 41.4587 25.2020
€2 58.5500 $3.5736 0.854 51.8690 55.2782 38.5531
63 75.5200 66.9670 1.067 64.68263 69.0978 s1.8922
64 89.6200 80.3604 1.280 77.8035 82.9174 €5.2194
65 100.5 93.7538 1.494 90. 7708 96.7369 78.5351
66 101.3 107.1 1.707 103.7 110.6 91,8393

sStd Err Student Cook'a

Residual -2=-1~01 2 D

.472 ! [} t 0.000

7.472 i i ] ©.000

7.472 1 ] 1 0.000

7.869 ! il i 0.000

7.460 i 1 i 0.G01

7.445 $ [Rd L] 0.008

7.424 1 [Bad 1 0.023

7.396 1 IS¢ t 0.0643

7.362 I [ A [} 0.070

7.322 i 1 ] 0.006

7.278 ' -t ] 0.069

7.472 1 1 I 0.000

7.497% i i ] 0.000

7.47 3 ] I 0.000

7.469 1 1 1 0.000

7.4350 1 -1 i 0.001

7.445 1 t 1 0.001

7.424 ' ) | 0.000

7.396 t i [} 0.005

7.362 1 IR0 i 0.034

7.322 | [ 1 0.016

7.275 ! 1 I Q.000

7.472 1 3 1 0.000

7.472 i I 1 0.000

7.472 ' ! I 0.000

7.469 { -} 1 0.000

7.460 1 ! 1 0.003

7.445 1 1 1 a.010

T.424 1 H 1 0.022

7.386 1 i 1 0.044

7.362 1 t 1 0.091

T.322 ) 1 I 0.258

T.278 = 1 1 C.645

T7.472 ) I ! 0.000

7.472 1 ] i 0.000

7.472 I [} i 0.000

7.969 ! ] E 0.000

7.4960 i ! ] 0.000

7.445% i 1= 1 0.009

7 .424 1 IR ] 0.052

7.398 3 | w=we 1 0.107

42 15.0196 7.362 i [ Bt 1 .126




ANEXO-B

N Sctd Errc Student Cook's
. Obs. Reasidual Residual Residual. -2-1-0 1 2 )
a3 4.5462 7.322 - 0.016
44 -8.3172 7.275 .- 0.072
45, -0.8822 7.472 0.000
46  -1.7145 7.472 0.000
47 -2.1267 7.472 7 0.000
48 - -1.4134 7.469 0.000
49 0.5232 7.460 0.000
50 2.2698 7.44S " 0.001
51 4.9664 7.424 1 0.006
52 6.9930 7.396 1 I 0.019
53 5.3896 7.362 1 - 0.016 R
54 -2.9838 7.322 0.007 i
58 -12.9372 7.275 .- 0.174
56 ~-0.7522 7.472 0.000 H
'57 -1.584% 7.472 0.000 -
58  -2.1967 7.472 0.000
$9  =2.8334 7.469 0.000
60 -0.7363 7.460 0.000
61 1.7198 7.445 0.000
62 4.9764 7.424 - 0.006 ;
63 8.5530 7.39¢ .. 0.028 !
64 9.2596 7.382 - t=e - 0.048 ;
65 6.7462 7.322 | I 1 8.03S ;
66 -5.8572 7.27% 1 -t A 0.036 i
Sum of Residuals 0.48421 !
Sum of sSquared Residuals 3629.4393 H
Predicted Reaid S5 (Press) 3862.3341 ;

ANALISIS DE REGRESION SIMPLE
‘LOTE 8’

Model: MODEL2
NOTE: No intercept in model. R-square is redefined.
Dependent Variable: DISOLU

Dep Var Predict Std Err Lower95% UpperSS3 Lowar9SSh

Ohs Weight DISOLU value Predict Mean Mean Pradice i
1 o 1.7%900 2.2327 2.1539 2.3118 .
2 [+] 3.6600 4.4654 4.3077 4.8231 .
3 1.0000 6.0000 6.6981 6.4616 6.9347 -9.8639 ‘
4 1.0000 12.6000 13.3963 12.9232 13.8693 ~3.1708 :
s 1.0000 30.1400 26.7926 25.8464 27.7387 10.2052 H
6 1.0000 4°7.7900 40.1888 38.7697 41.6080 23.5678
7 1.0000 63.4300 53.5851 51.6929 55.4773 36.9170
8 1.00Q0 79.8900 €6.9814 64.6161 69.3467 50.2530
9 1.0000 91.5300 80.3777 77.5393 83.2160 63.57580

10 1.0000 96.5800 93.7740 90.4626 97.0854 7€.3858

11 1.0000 98.9800 107.2 -4 111.0 90.1830 H
12 1.4000 2.2327 2.153¢9 2.3116 .

13 2.9700 4.4654 4.3077 4.6221

14 1.0000 4.3200 6.6981 6.4616 6.9347 ~9.8639

15 1.0000 9.7000 13.3963 12.9232 13.8693 -3.1708

16 1.0000 22.8300 26.7926 25.8464 27.7387 10.2052

17 1.0000 38.2300 40.1888 318.7697 41.6080 23.5678

18 1.0000 52.9800 53.5851 51.6929 55.4773 36.9170

19 1.0000 70.8100 $6.9814 64.6161 69.3467 50.2530

20 1.0000 88.1200 80.3777 77.5392 83.2160 €3.5758
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ANEXO-B
Dep Var Predict Std Err Lower95% UpperS5% LowerSSs
Weight prsoLu Value Predict Mean Mean Predicet
1.0000 98.2300 93.7740 0.4626 97.0854 76.8858
1.0000 1 107.2 103.4 111.0 90.1830
o 2.2327 2.3116 .
o 4.4654 .4.6231
1.0000 6.6981 6.9347 -9.8639
1.0000 13.3963 13.8693 -3.1708
1.0000 26.7926 27.7387 10.2052
1.0000 40.1888 41.8080 23.5678
1.0000 $3.56851 55.4773 36.9170
1.0000 66.9814 69.3467 50.2530
1.0000 80.3777 a3.2160 €3.5758
1.0000 $3.7740 97.0854 76.8858
1.0000 107.2 111.0 50.1830
2.2327 2.3116 .
4.4654 4.6231 -
1.0000 6.6981 6.9347 «~9.8639
1.0000 13.39e3 13.8693 -3.1708
1.0000 26.7926 27.7387 10.2052
31.0000 40.1883 41.8080 23.5578
1.0000 $3.5851 55.4773 36.9170
1.0000 £6.9814 69.34867 £0.2530
1.0000 80.3777 83.2160 63.5758
1.0000 93.7740 $7.0854 76.8958
1.0000 107.2 11.0 90.1830
2.2327 2.3116 .
4.4859 4.6231
1.0000 6.6981 6.9347 -9.8639 N
1.0Q00 13.3963 13.8653 -3.1708
1.0000 26.7926 27.7387 10.2052
1.0000 40.1888 41.8030 23.5879
1.0000 53.5881 55.4773 36.9170
1.0000 66.9814 €9.3467 $0.2530
1.0000 80.377 82.2160 63.5758
1.0000 9293.7740 97.9e84 76.9858
1.0000 107.2 il $0.1830
2.2327 2.311¢ -
4.4554 3.6231 .
1.0000 $.5%81 5.9347 -9.8€39
1.0000 13.3983 13.84683 -3.1708
1.0000 26.792 27.7387 10.2052
1.0000 40.1828 41.8080 23.5678
1.0000 53.5851 £5.4773 36.9170
1.0000 $6.50814 $9.3467 50.2530
1.0000 80.3777 83.2160 63.5758
1.0000 93.7740 97.0854 7¢6.2858
1.0000 101.3 107.2 111.0 90.18230
Upper953% sStd Err Studentc Cook's
Predict Residual Residual Reszdual -2-1-0 1 2 o
23.2602 1 1 3
29.9634 1 i '
43.3799 | I i
56.8029 I P J
70.2532 ! | R |
83.7098 ' foee '
97.1795 | 1== !
110.7 1 ] t
123.2 ! M| 1
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Upper95% sStd Err Student Cook's

Obsa Predict Residual Residual Resicdual -2-1-0 1 2

13 . -1.4954 -

14 23.2602 -2.3781 -0.288 | 1 1

1s 29.9634 -3.6963 -0.4q48 | 1 t

16 43.31799 -3.9626 -0.481 | i |

17 56.8099 -1.9588 -0.238 | 1 i

16 70.2532 -0.6251 -0.076 ] 1

19 83.7098 3.6286 0.444 | 1 1

20 97.1795 7.7423 0.952 ] [ 1

21 10.7 4.4560 0.551 1 [ ]

22 124.2 0.5898 0.073 H 1 !

23 . =-1.0327 - .

24 . -2.0154 . .

25 23.2602 -2.9981 -0.363 | t 0.000
26 29.9634¢ -5.1763 -0.627 I 1 0.000
27 43.3799  ~7.3526 -0.892 | t 0.003
28 56.8099 -g.6188 -1.048 t 1 0.008
29  70.2532 -9.6651 -1.178 | ' 0.018
ao 83.7098 ~10.6014 -1.322 | 1 0.036
31 $7.1795 =-12.8077 ~1.575 | t 0.07S
32 110.7 -18.1740 -2.247 1 0.210
33 124.2 -24.9302 -3.102 | t 0.530
24 . -0.3627 . .

35 N -0.8054 . .

36 23.2602 -1.0881 -0.132 i ] 0.000
37 29.9634 -0.8163 ~0.099 | I 0.000
38 43.3799% 2.1574 0.262 1 ] 0.000
39 56.8099 8.3812 1.019 | 1 0.008
40 70.2532 14.6449 1.785 1 1 0.042
41 83.709¢ 16.7586 2.051 | ] 0.088
42 97.1795 15.0023 1.844 ! 1 0.103
43 110.7 4.5260 0.559 | i ©.013
44 124.2 -8.3402 -1.038 | 1 0.059
45 . -0.8927 . .

46 . -1.7154 . .

47  23.2602 -2.1281 -~0.258 1 i 1 0.000
48 29.9634 -1.41863 -0.172 ] 1 1 0.000
49 43.3799 0.5174 0.083 | ' 1 0.000
S50 56.8099 .2612 0.275 ) ] ] 9.001
51 70.2532 4.9549 0.604 1 [ ’ ©.005
52 83.7098 6.9786 0.854 | I 1 0.015
s$3 $7.1795 5.3723 0.660 | 1= ! 0.013
54 110.7 -3.0040 -0.371 | 1 1 0.006
55 124.2 -12.9602 -1.612 | ev=] ] 0.143
56 . -Q.7527 . . -

57 - -1.5854 . . .

58 23.2602 -2.1981 a.256 -0.266 1 ] ! 0.000
59  29.9634 -2.8363 8.253 -0.334 | 1 1 0.000
60 43.3799 -0.7428 8.243 -0.09Q 1 1 i 9.000
31 58.3099 1.7112 2.226 0.20e | | t 0.000
52 70.2532 1.9849 8.202 0.805 I (g ] 0.005
63 83.7098 9.5386 8.172 1.045 | 1= t 0.023
&4 $7.1795 $.2423 8.134 1.138 | pew | 0.039
65 110.7 §.7260 g.090 0.831 | [ i 0.029
66 124.2 -5.8802 g.038 -0.732 ! .t | 0.029

Sum of Residuals 12.57488

Swm of Squared Residuals
Predicted Resid SS (Preas)
NOTE: The above statistics u

3612.9642
3846.2059
se obserwvation weights or freguencies,

XO-8
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Model: MODEL3

Dependent Variable:
Dep Var
Uppar95%
Obs .. LDIS
1 0.5822
.2 1.2975
3 1.7918
4 2.5337
s 3.4059
13 3.8¢668
7 4.1499
] 4.3807
s 4.5167
10 4.5704
11 4.5949
12 0.3365
13 1.0886
1 1.4823
15 2.2721
16 3.1281
17 3.8436
18 3.9695
1s 4.2572
20 q9.4787 |
21 4.5873
22 4.6799
23 0.1823
24 0.39861
25 1.30823
26 2.106€
27 2.9873
29 3.4522
29 3.7824
30 4.0286
31 4.2132
32 4.3255
a3 4.4098
34 0.6259
35 1.2975
36 1.7246
37 2.5321
3g 3.36856
39 3.9830
40 4.2229
41 4.5277
42 4.5579
43 4.35330
a4 4.5934
45 0.3001
46 1.0116
47 1.5195%
48 2.4832
49 3.3073
50 3.7483
51 4.06%7
52 4.3035
53 4.4513
53 4.3083
55 4.54S55

ANALISIS DE REGRESION
‘LOTE 8°

LDIS

Predicet Std Exx Lower95s Upper953
Value Predicc Mean Mean Predict
0.3753 0.042 0.2914 0.4593 0.0471
1.15875 0.033 1.0816
1.6151 0.028 1.55a87
2.3973 0.022 2.3536
3.179S 0.020 3.1404
3.6370 0.021 3.5955
3.9617 0.023 3.9164
4.2135 0.025 4.1644
4.4192 ©.026 4.3666
4.5932 0.028 4.5373
4.74239% 0.029% 4.6850
0.3753 0.042 0.2914
1.1575 0.033 1.091¢
1.8151 0.028 1.558
2.3973 0.022 2.35386
3.1795 0.020 3.1404
3.6370 0.021 3.5955
3.9617 0.023 3.9164
4.2135 0.025 4.1844
4.4192 0.026 4.3668
4.5932 0.028 4.5373
4.7433% 0.029 4.6850
0.3753 0.042 0.2914
1.157s 0.933 1.081s
1.€182 0.028 1.5587
2.3973 0.022 2.353=
3.175%8 Q.020 3.1404 3.
3.€370 0.021 3.5353 3.
3.961L7 G.023 3.9184 a4.
4.2135 Q.4925 4.1844 4.
4.4192 2.026 4.3868 4.
4.5332 0.028 4.5373 4.
4.743¢% 0.02% 4.8850 4.
0.3752 0.042 0.2914 0.
1.157s2 0.033 1.091¢ L.
1.6151 0.028 1.58 1.
2.3973 0.022 2.3536 2.
3.1795% ©.0290 3.1404 3.
3.6370Q 0.021 3.5955 3.
3.9617 a.023 3.9184 4.
4.2135 0.02s d.14494 4.
4.4152 2.025 4.38<8 4.
4.5932 0.022 4.5373 4.
4.743¢% 0.02¢9 4.4850 4.
0.3753 Q.042 0.2914 o.
1.157S 0.033 1.0913 1.
1.58152 2.029 1.5587 1.
2.3973 0.022 2.3538 2.
3.179s 9.020 3.1404 3.
3.8370 Q.021 3.5955 3.
3.98617 a.023 3.9184 4.
4.213% 0.0925 4.1344 <.
4.4152 J.3524 4.3668 4.
4.5932 0.02¢ 4.5373 E
1.733% 0.029 4.83850 4.

LowerS5%
Predict

XO-8
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ANEXO-B
Dep Var Predicc std Erg Lowerass Upper95% Lower95% !
Uppergss H
Obs LDIS Value Predict Mean Mean Predicec Predict H
S5€ 0.3920 0.3753 Q.042 0.4593 Q.0471 0.703s
57 1.0578 1.157s 0.033 1.2235 0.833s5 1.4816
58 1.5041 1.61851 0.028 1.6715 1.2928 1.9373
59 2.3571 2.3973 0.022 2.4408 2.0770 2.7178
€0 3.2600 3.179S 0.020 3.2186 2.9598 3.45991
61 3.7353 3.8370 0.021 3.6785 3.3170 3.9570
62 4.0699 3.9617 0.023 4.0069 3.6412 4.2821
63 4.3244 4.2135 0.025 4.2625 3.8924 4.5345
64 4.4956 4.4192 0.026 4.4718 4.0976 4.7408
€S 4.6102 4.5932 0.028 4.6491 4.2710 4.9153
€6 4.6180 4.7439 0.029 4.8027 4.4212 $.0666
Std Errx Student Cook*'s
Obs Residual Residual Resjidual
1 0.2069 0.153 ] [ 0.069
2 0.1399 0.15s t ] 0.018
3 0.1767 0.158 1 I 0.021
4 0.1364 0.157 1 1 9.007
S 0.2264 0.158 ] 1 0.016
3 0.2298 0.157 ] t 0.019
2 ©.1883 0.157 ] 0.015
a 0.1672 0.157 1 0.014
Ed 0.0974 0.157 H 0.00S
10 -0.0228 0.156 ] 0.000
11 ~0.1489 0.156 1 0.016
1 -0.0389 0.153 1 0.002
13 ~0.0620 0.1S5 1 0.004
143 -0.1518 0.156 ] 0.018
15 -0.1251 0.157 1 0.006
16 ~0.0514 0.1s8 1 0.001
17 0.00660 0.1s57 ] ©.000
18 0.00787 0.157 ] 0.000
19 0.0437 0.157 1 ©0.001
20 0.0595 0.157 1 0.002
21 -0.00586 0.15¢8 1 0.000
22 -0.0640 0.156 ] 0.003
23 -0.1930 0.153 1 0.060
24 ~-0.2614 0.155 1 0.064
25 -0.3067 0.156 ] 0.063
26 -0.2%907 0.157 ] 9.033
27 -0.212 0.158 1 0.014
28 -0.1848 0.157 1 0.012
29 -0.1793 0.157 ] ~0.014
30 -0.1849 0.157 } 0.017
31 -0.2061 0.157 ] 0.024
a2 -0.2677 0.156 1 - 0.047
33 -0.3342 0.15¢ 1 0.082
34 0.2506 0.153 i 0.101
as 0.1399 0.155 1 0.018
36 0.109% 0.15¢ ] 0.008 .
37 0.1349 0.157 1 0.007 .
3g 0.1861 0.158 1 0.011
39 0.2460 0.157 1 0.021
4c 0.2612 0.157 { 0.029
41 0.2142 0.157 ] 0.023
a2 0.1386 0.157 1 0.011
43 -0.00515 0.158 i 0.000 -
44 -0.1505 0.15¢ i 0.017
45 -0.0752 0.153 ] 0.009
46 -0.1459 0.255 | 8.020
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ANEXO-B
Std =2rr Student Cook*s
Obs Residual Residual Residual -2-1-0 1 2 o

47 -0.0956 0.156 -0.611 1 “l 1

48 0.0860 0.1587 0.546 1 (4 1

49 0.1278 0.158 0.811 1 (g 4

50 0.3113 0.157 0.707 1 [ 54 [}

51 0.1080 0.157 0.687 1 [ 1

52 0.0900 0.157 0.574 1 te 1

53 0.0322 0.157 0.206 1 [} §

54 -0.0848 0.156 -0.543 ! b 1

55 -0.1983 0.156 -1.271 i 1 1

56 0.0167 0.153 0.109 1 t 1

57 -0.0997 0.155 -0.642 1 M 1

58 -0.1110 0.156 -0.710 1 . 1

59 -0.0402 0.157 -0.256 [} 1 1

60 0.0805 0.158 0.511 1 A [}

61 0.0983 0.157 0.824 [} [t 1

62 0.1082 0.157 0.888 1 1 1

53 0.1109 0.157 0.707 1 [ 1

64 0.0784 0.157 o.488 ] 3 ]

65 0.0170 0.156 0.109 1 [} 1

66 ~0.1259 0.156 -0.807 ] -t !
Sum of Resilduals ]
Sum of Squared Residuals 1.6142 .
Predicted Resid S5 (Press) 1.7182 -

i
H
!
i
H
i
{
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