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Introduccidn.

El presente trabajo recoge distintos resultados de la teorfa de la medida. En &l se
habla sobre varios conjuntos medibles y sobre sus medidas y se presentan diversas
construcciones de conjuntos que no lo son. La intencién de esto es mostrar los ele-
mentos que son relevantes a la teoria de la medida. Se apreciard que la manera en que
la teoria de la medida distingue entre dos conjuntos se diferencia de la de otras ireas
de las matematicas. Los conjuntos exhibidos en el primer capitulo también justifican
la necesidad de otros parametros de medicién.

La exposicion de varias construcciones de conjuntos no medibles permite ver lineas
de pensamiento de diversoe autores, y en ese mismo capitulo se exponen algunos
resultados posteriores que estin relacionados con las construcciones. Uno de estos
resultados utiliza una “descomposicién™ del conjunto que ofrece otro punto de vista

de la a de act de la medida

En el capitulo tres se considera a las medidas de Lebesgue-Stieltjes generadas por
funciones continuas. Su propdsito principal es el de presentar a un subgrupo de R no
medible para todas ellas. ’

Por tiltimo, en el capitulo cuatro se presenta un método para ampliar el espectro
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de los conjuntos medibles dada una medida y siempre que no se suponga la hipétesis
del continuo. La construccidn de esta extensién es vilida para cualquier grupo métrico
compﬁcto infinito con medida izquierda de Haar, y se obtiene un incremento counsid-
erable en la cantidad de conjuntos medibles. En este mismo capitulo se incluyen con-
strucciones de conjuntos que nu son medibles para las extensiones obtenidas. Resalta
por la sencillez de su construccién el conjunto no medible en el productu cartesiano
infinito no numerable de grupos topolégicos.

Para mejor manejo del material se han incluido dos apéndices. Estos cu‘ntienen
tanto resultados conocidos como demostraciones de enunciados tomados como ciertos
a lo largo de la tesis, y que no se demostraron en su momento por ser de cardcter
técnico ¥y considerarse que podian romper el hilo del discurso.

Encuentro que lo que podria considerarse como un estudio de las “patclogias” en
un drea permite en realidad adentrarse en el conocimiento de la materia. y vuelve nat-
ural el comportamiento que antes llamaba la atencién. Claramente, las “patologfas”
aqui expuestas son apenas una pequefia parte de los tipos de comport{xmiento ines-
perado, asi que no se aspira sino a enfatizar unas pocas cnrncteristicn; de la teoria

dela medida, pero espero que su reunién tenga coherencia suficiente.




Notacion.

Se respetaran las siguientes convenciones notacionales a lo largo de la tesis:

¢ cardinal del continuo

w, es el menor ordinal con exactamente ¢ predecesores

# (A) cardinalidad del conjunto A

{{za : @ € =}); conjunto formado por las combinaciones lineales de =, paraax € =
con escalares en G
D (A) = {z — y:x,y € A} es el conjunto diferencia de A.
Al B unién de los conjuntos ajenos Ay B
521 As es 1a unidn de la familia de conjuntos ajenos {A(}{z,.
A% medida (plana) de Lebesgue en R?
A medida (lineal) de Lebesgue
A. medida interior de Lebesgue
A® medida exterior de Lebesgue
A3 o— dlgebra de los conjuntos Lebesgue-medibles
Ay medida de Lebesg’ue—Sti‘eltjes inducida por la funcién f

o, (9W1,,) subconjuntus de R Ay~ medibles (— medibles)
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# medida arbitraria (en R)

p medida exterior

Se utiliza la siguiente notacién para llamar a otras seccicnes de la tesis:

{4) Referencia niimerc 4 dentro de las revistas que aparecen en la bibliografia.
[A.3) Apéndice A, teorema (o lema, propiedad o definicién) 3.

(1.19] Teorema (o lema, o propiedad, o corolario o definicién) 19 del capitulo 1.




Capitulo 1

ALGUNOS CONJUNTOS

MEDIBLES.

En este capitulo se discutirdan algunos conjuntos medibles con propiedades curiosas.
El conjunto de Cantor cldsico aparece como el ejemplo tipico de un conjunto no nu-
merable de medida cero. Dentro de ese grupo se ubicara también a conjuntos
descritos por medio de su expansién decimal. Mas adelante se construirdn conjuntos
“tipo Cantor” con interior vacio que tienen medida positiva (cantorianos “gordos™),
¥ se mostrara gue en general estin conformados exclusivamente por mimeros irra-
cionales. Todavia en la recta real, se expondrd una manera de construir conjuntos
cuya interseccién con cualquier intervalo, as{ como con su complemento, tiene medida
positiva.

Se destacara la importancia del Teorema de Steinhaus. y se examinard un
problema de Halmos sobre la med'xda. de un conjuntu dada cierta relacidon de éste
con sus traslaciones por elementos de un subconjunto denso de R. En cuantou a
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subconjuntos del plano, se construye un conjunto de medida ceru que contiene circulos
de todos los radios.

Esta excursién por el mundo de los conjuntos medibles con propiedades curiosas
tiene la intencién de mostrar el poder de la medida de Lebesgue para asignar me-
didas a una amplia gama de conjuntos. Asimismo, permite una comparacién de
diversas nociones de lo que es grande y lo que es pequefio segiin distintas dreas de las

matemaéticas.

I. DOS CONJUNTOS DE CARDINAL ¢ Y

MEDIDA CERO.

El primer conjunto que se presenta es un conjunto cerrado, denso en ninguna parte
y perfecto. Se obtiene de la interseccién de una sucesién de conjuntos definidos
inductivamente:

~ I es el conjunto resultante de quitar al intervalo {0, 1] el subintervalo (%, %) .

- I,, se obtiene quitando de /,,_, los subintervalos ("m#’ ﬂ’.‘é‘,_—m) para
ke {0,1,..., 52219 107"*}

Asi se obtiene la coleccién {I,} y definimos F = N3, I.. En lo que sigue se
demostrara que F es cerrado, denso en ninguna parte y perfecto.

Otra manera de describir a F es por medio de la expansidn decimal de lus niimeros

entre 0 y 1. El problema que esto presenta surge de que la expansién decimal no

es 1inica, de manera que se presentari esta otra manera de presentar a F. pero se

e b L L e



trabajard con la primera construccién.

Es claro que se obtienen los mismos resultados si en vez de omitirse el sexto décimo
se omite uno distinto -de la misma manera que resulta irrelevante el que la particién
se hiciera en décimos o en pedazos de cualquier otro tamano.

Teorema 1.1. Sea FF = {332, an - 107" : a, es un digito distinto del 5} . Entonces
F es un conjunto perfecto y denso en ninguna parte.

Demostracién.

Es facil ver ;;ue F es cerrado, puesto que cada conjunto I,, es cerradc y F se
obtiene de la interseccién de estos. Para comprobar que es perfecto, basta con checar
que todo punto de F es punto de acumulacién. A este efecto es titil observar que los
niimeros de la forma i%..m ,para ‘
ke {0, SR Sy« B 10"'*} , Pertenecen todos a F.

Sea = € F. Sea £ > 0. Entonces existe ng € N tal que ﬁﬁ < &. Por lo tanto, existe
k €N tal que [, B € (z—e,5+¢€). Sim=5+k- 10, donde
ke {0,1,...,58.29-10""*} , entonces ;35 € (z — e, T+ £) N F.

Si m no es de esa forma, subdividimos al intervalo (T",%;, ','6——’,{—‘}) en diez partes
iguales . Asf, {35 + 15 € (x— €,z +€) N F, lo cual demuestra que = es punto de

acumulacién de F.

A continuacién se verd que para todas z,y7 € F, = < y, existe = € (z,¥)\F y

existe V (z) vecindad abierta de z tal que V (z) N F = ¢ (esto es equivalente, en R, a

demostrar que F es denso en ninguna parte {A.16}).

Sean z,y € F, x < y. Entonces € =y — x > 0. Sea ng € N como antes. Entonces

(——‘6',“0 + e Toe + ‘x%) M F = ¢. Tomamos = € (——“','.‘.0 + 5 o + :—:,) cualquiera, y
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como dad de z al mi bi. valo. BB

Teorema 1.2. El conjunto F tiene medida de Lebesgue cero.

Demostracién.

Podemos obeervar que en I, se ha removido un subintervalo abierto de tamaio

—‘lﬁ,enl,sehan itado 9 subi valos de t i

145, al tercer paso la longitud de

los subintervalos que se quitan suma 5k, ¥ asf sucesi en el

Ppaso se

omiten subintervalos de un tamaiio total de Eu;—,i. Asf, 8i calculamos la medida de D*,

obtenemas que A {D) = 1, lo que implica que A (D) =0. 18

El siguient ) de esta ién es el ido conj
Aqui sélo se r da su t. ién y se d

to ternario de Cantor,

a que tiene medida cero. Mas
adelante se estudiaran variantes de este conjunto con propiedades interesantes.

Sea Cp el intervalo [0,1]. Se divide a Cp en tres subintervalos de igual longitud:
[0, %], (%,g y [%, 1] , sea C; = [0, %] u [g,l] el resultado de omitir el intervalo
central de Cg. Si ahora cada uno de los intervalos que constituyen a C, se divide en

tres subintervalos de la mi longitud

en la mi en que se dividié a Ca,

b al junto C2 como resultado de quitar el subintervalo abierto del centro

tanto de [0, %] camo de [§,1] . Suponiendo que Cn_; ha sido uido, obt

alCy, itiendo este pr i i para cada intervalo de los que conforman a Ca-1.

Asi, C, es8 1la unién de 2" intervalos cerrados, cada uno de longitud 5;‘:,- El conjunto
de Cantor se define como
. ™
C = ,}‘_’.2, Cn = Q‘ Chn.

Se supondri conocido el hecho de que C es un conjunto perfecto, totalmente disconexo
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¥ del cardinal del continuo (los primeros dos resultados se obtienen de manera muy
parecida a la vista en el teorema 1.1). Esto iiltimo es de particular interés puesto que
el conjunto de Cantor es tal vez el ejemplo mas simple de un counjunto no numerable
de medida cero.

Teorema 1.3. Si A denota a la medida de Lebesgue y C al conjunto ternarioc de
Cantor, entonces A (C) = 0.

Demostracién.

Denotamos p‘or C* al conjunto [0, 1]\C. Entonces

y=L1,2,4 _“’2:‘_‘_1”(3)"_
,\(C)—3+9+27+..._’§ 5= —2§ 3) =%

Como A([0,1]) = 1, es clatoque A(C) =08

IT. CONJUNTOS TIPO CANTOR DE MEDIDA

POSITIVA.

Una construccién andloga a la del conjunto ternario de Cantor cldsico arroja conjuntos
simétricos de medida positiva. Con un poco de cuidado, podemos obtener, ademss,
conjuntos del tipo Cantor formados iinicamente por niimeros irracionales:

Para a € (0, 1], desprendemos del intervalo [0, 1] un subintervalo abiertu, centrado
en % de longitud g, dejando dos subintervalos cerrados de igual tamano. De éstos,
quitamos dos subintervalos abiertos centrales de tamafio 55. para dejar 22 subinterva-
los cerrados que tengan una r!;isma longitud. Iterando este procedimiento obtenemos

sucesivus conjuntos K,,, formados, en el enésimo paso. por 2" intervalus cerrados de
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igual tamario. A la interseccién ML, K, de estos conjuntos de intervalos la dencta-
mos por C,. Este conjunto resulta ser perfecto, absolutamente disconexw y de medida
1 — a (positiva para a € (0,1)). Por haberlos construido dejando en cada paso in-
tervalos de un mismo tamarfio, los conjuntos C, resultantes son simétricos respecto
del %, ¥ en la que sigue veremos cuindo C, M (0,1) estd formado exclusivume;’\te por

ndmeros irracionales. De hecho, se demostrara el siguiente

Teorema 1.4. El conjunto {a € (0,1] : Ca\ {0,1} € R\Q} es de segunda cate-
goria.

Para ello, necesitamos esta

Definicién 1.5. Sea |z] = {a € (0,1} : = € C,}.

Si demostramos que Yz € (0,1) el conjunto |z} es cerrado y denso en -ninguna
parte, entonces U.eca | T] serd un conjunto de primera categoria para todo A C (0,1)
numerable. En particular, si A = QM (0, 1) obtendremos un conjunto de primera’
categorfa Q@ = Uzeqno,1) L) tal que si B € (0,1]\ @, entonces Cs\ {0,1} C-R\Q."

Para cada a € (0, 1] se obtendra una funcién biyectiva ¢, : P (N) — C,. La idea
tras la definicién de o, es la siguiente:

Si observamos la construccién de los C,, veremos que cada xr € C, resulta de la
interseccién de una sucesién vinica de intervalos cerrados anidados. Ademads. una vez
que hemos elegido un intervalo en el paso n, hay solamente dos opciones para eiegir
un intervalo en el paso nn + 1 : el intervalo izquierdo o el derecho. Por esta razén t‘as
suficiente decir si  estd en un intervalo izquierdo o en uno derecho en cada momento
de la construccién. La manera en que . hace correponder a subconjuntus S de N

con elementos de C, es enviando a cada S a la  que estd precisamente en el enésimo
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intervalo derecho para cada n € S y nada mads para estos (esto es, si m € S, es
porque x estd en el intervalo izquierdo al emésimo pasc). Por la manera en que se
construyé; a Ca, a cada S corresponde una sola x {pues la S determina una sucesién
1inica de intervalos), asi que (, estid bien definida. Asimismo, se puede comprobar
que la o, resulta ser biyectiva para cada a € (0,1)].

A continuacién veremos una manera de obtener a ., explicitamente.

Definicién 1.6. Dada z € (0,1), denotamos por T, al extremo izquierdo del
enésimo interva.lc; cerrado al que pertenece z. Claramente xy < 5y < -+ — .

Definicién 1.7. Para S C N, sea A(8) =23, 3 ", ysea'(S) = 3,es5 27
Entonces:

1.8. A(p) =T (e)=0

1.9. U{A(S): ST N}=C, yU({I'(S): Sc N} = Co = [0,1]

(Esto es claro si observamos que A permite obtener cualquier niimero entre 0 y
1 cuya expansién ternaria utilice i1inicamente ceros y doses, lo que es exactamente el
conjunto de Cantor, y que " permite escribir cualquier nimero del intervalo [0,1] en
su expresién binaria).

1103 = (Z-H=A{(1H-TH{ID

1.11. a. 1 € S # o= A(S) <T(S)

b.1eS#N = A(S)>T(S)
(a) Por induccidn se tiene que si 1 > 1 entonces 3" > 2™+,
De este modo, 2.-3"" < 27" ¥Yn > 1 y asi,

A(S) =33 " <(S)=>_2"paratoda SCNtalque 1l ¢ 5. B
nes

nes
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()1 € S # N Comole€ SyL=A{1})-T{{1}). ¥y como S\ {1} es un

subconjunto propio de N\ {1}, se tiene que

1
0 < z 2-n z 9.3-n Z o-n Z 2.3—n .
eS\{1} eS\{1} = ", N 6°

n ne enN\{1} ne™N\{1}

por lo que
T(S)—A(S) = Thes (2" —2:3 M) =1 =T, =-2:-3">0m
Observando la construecién de C,, vemos que, en el primer paso restan dos in-
tervalos de longitud [, = 2~} (1 - %) . En el segundo paso, quedan 1 intervalos de

longitud I = 2~} (l, - 5“5) ¥. al enésimo paso, tenemos 2" intervalos. cada uno de

longitud

ln=2" (ln—x - %) =2 [1 - (%) (1 + % + e+ (%)"71)] =27 (1~ a)+3"" (o).

Entonces, para S C Ny © € C, tales que o, (S) = =z, se signe que:

nes=>x.,—z..4=z,.+§=2-"(1—n)+2.3'"(a)

Como * = liMn oo Tn = liMa oo Thag{Te — 1) = 0 (bx —Za1) ¥
nEg€S=r,—Tn.y=0,entonces z =Y s ({1 — @)+ 2" 4+ «-37").
Teorema 1.12. La funcién ¢, : P (N) — C,, dada por
wa(8) =1 — )T (S) + (a) A(S),
es biyectiva para toda @ € (0,1] .
Demostracién.

Sea a € (0,1], entonces 0, estd bien definida porque cada S < N define una
sucesion Unica de intervalos cerrados y anidados {I,.} tal que V= > 0 existe n € N que

hace que A ({,) < . Por lo tanto, M52, In es un nico punto x € C,.
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Si S £ T, entonces existe n € S A T. Sin perder generalidad, supongamos que

n € S. Entonces, en el enésimo paso, ¢, toma el intervalo derecho /,, para S y el

izquierdo J, para 7. Puesto que I, M Jn = &, (M3, /&) N (ML, Jx) = o, por lo que wa
es inyectiva.

Por idltimo, si tomamos £ € Ca, entonces £ = (%, /n, donde cada Ix es un

intervalo izquierdo o derecho -pensado como subintervalo de fx_,. Sea

S, = {k € N : I es el subintervalo derecho tras dividir J._, segiin lo sefialado

en la construccién}.

Entonces ¢, (S:) ==. @
Proposicién 1.13. Sia %8y »# E # N entonces
Pa(S) ~ s (S)=(B—a)[[(S) —A(S)] #0.
Demostracién.
Tenemos que
©alS)—pp(S)=[(1—a)(S)+ax-AS) -1 -AT(S)+B-A(S)] =
= -a)—QA—PIF(S) —(B—a)A(S) = (B— ) [T (S) —A(S)] #0
Puesto que por la observacién 1.11 se sabe que I (E) — A (E) # 0. @

1.14. Dadas a, 8 € (0, 1] se cumple que

_la—n
e — wallg = =52

Esta identidad se verifica como sigue:
e — Polloe = sup {l0a (S) — @a(S)|: S TN} =

=sup{|[8 —a][[(S) - A(S)]l: S N}
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= la — Blsup{|[C(S) -~ A(S))]: S N} = 232

La peniiltima igualdad se comprueba facilmente separando el valor absoluto’
I (S) — A(S)]] en casos. @

Lema 1.15. El conjunto |xz] es cerrado.

Demostracién.

Haremos la demostracion comprobando que [z]° es abierto:

Sea a € (0,1] N |x|€ entonces £ &€ Ca y d(z,C,) == inf {d(x.y) : ¥ € Ca} > 0. De
hecho, como C, es compacto, el infimo se alcanza. De este modo, si tomamos G de
manera que |3 — a] < 6- d(z, Ca), podemos demaostrar que = & C_g Procederemos
por reduccién al absurdo:

Supongamos que x € Cp, entonces 3S5.: C N tal que g (S5:) = x, entonces

228l < d(z, Ca) = min {|pa (5) — z| : $ C N} < |pa (5:2) — @ (S <

< sup {{a (S) — 2 (S)]: S © N} = [lpa — walla, = =52~
lo cual es absurdo.

Entonces £ € Cp y 8 € |x], asi que |x| es cerrado. B

Definicién 1.16. Sea <. una relacién binaria entre elementos de P (N) dada por:

P<, F< 3neNtalque B, = F,_,y E,. C F,, E, # F,,

donde Hy = Hn{1,...,k}, k= 0.

Lema 1.17. La relacién <, definida en 1.16 es un orden total [A.2.]

Se deja la dernostracién al lector.

Lema 1.18. Para toda o € (0,1], B <. F'e> @, (E) < o (F). .

Demostracién.

Tomando n = min {k € N: k € F\E} tenemos que



17
22 b = 52 (U562 + §) = Tiepmes (Y52 + &), donde
H™ =HnN {m,m+1,..}

entonces @, (E) < o (F). Por inyectividad de a4, o (£) # ©. (7)), asi que
Pa (E) < pa (F).
Lema 1.19. La funcidn f : (0,1] — (0,1} dada por f (@) = ¢, (5) es continua.

Sea £ > 0. Sea 6 = 6¢. Si | — 8| < 6 entonces

oo (5) = 0o (S)] = lla = walle = 1252 < &

-

Lema 1.20. Para toda = € (0,1), |z] es denso en ninguna parte.

Demostracién.

Sea z € (0,1), y a,8 € (0,1) tales que W, (E) = = s (F). Como <, es
orden total, podemos suponer sin perder generalidad que £ <. F. Vamos a encontrar
v € (e, 8) para la que exista una vecindad abierta V, talque p e V, = = & C,.

Sean=min{k€eN: ke F\E}.

Sea G=E,U{n+1,n+2 ..}.

Si definimos U, = (@, (G) , v, (Fn)) € R entonces o # U, C [0,1]\C,.

Ademis, ¢ (G) < wa(Fn) € z < va(G) < wa(Fn). Como U, se deforma
continuamente de U, en Uy cuando p va de a a 3%, existe v € («,f3) para la que
xr € U,. Esto es, para la que v ¢ |z]. Como |z] es cerrado. existe nna vecindad
abierta de v, V,, C |z]°. Asi, Vp € V,, it € C,. Por lo tanto. |x] es densu en ninguna

parte. 8

T Por el lema 1.19, 0 ios T de p corresponden cambi fiow de 47, () ¥ de 2 (Fa) -
o lo que e lo mismo, de U,.
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Teorema 1.21. El conjunte @ = U.c,1ng |z] es de primera categoria.

Demostracidén.

Se sigue del lema 1.20. 8

Resumiendo, hemos obtenido el

Teorema 1.22. El conjunto 7 = (0,1]\@, es de segunda categoria. Si a € 7
entonces C,M(0, 1) esta formado exclusivamente por mimeros irracionales, es simétrico
y tiene medida positiva 1 — a.

Teorema 1.23. Sea K = {(z,¥) € Ira (£): £ C N} < [0,1)% donde Ira(E)

es el segmento de recta que une a (I"' (£),0) con (A (£),1). Entonces
C, = Kn{Rx {a}] y la] = KN [{a} x R}.

Demostracién.

Si para cada {pa (£) escribimos la ecuacién correspondiente, obtenernos una ’

expresién como la siguiente:

_ = AE) -
”‘A(E)—NE)*[I‘(E)—A(m“] :

Cuando tomamos la interseccién de K con la recta ¥y = o« y despejamos x, esta

ecuacidén se convierte en:
z=(1—a) T(E)+a-AE)

‘Es decir, al variar £ C N obtenemos |J{@a (£) : £ C N} = C, de esta intersec-

cién. Andlogamente, la interseccién de K con z = a deja:

a=(1—y)-T(E) +y-A(E)
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lo puntos que se quedan son exactamente aquellos a € (0, 1] que hacen que
rz€C, B

Teorema 1.24. K es cerrado.

Demostracién.

Sea (xo,y0) € K.

Supongamos que (xo, ¥o) es punto de acumulacién de K. Entonces existe
{(Zn. %)} € K tal que (Zn, 4n) — (o, o) cuando n — oo.

Para cada E N, sea [, = Ira(E) € K tal que (Tn,¥n) € ln. Se demostrard que
la sucesién dada por (z,,w) = I, N Rx {1} también converge a (zq, yo).

Suponé&mm que existe § > O tal que |z, — z/,}| = d((%0,v0), (*}, ¥0)) = 6§ Yne N.
Como las pendientes de los segmentos de recta Ira ( E) varian entre —1 y 1, los puntos
(xo— B, u0), (o, 40— 6), (ZTo, Yo+ 8) ¥ (xo+8,v0) s50n los vértices de un cuadrado -rotado
% - adentro del cual no hay elementos de K. Pero supusimos que ((:En.y")} era una
sucesién convergente a (To, %), asi que no puede existir dicha &.

Por lo tanto, (To, ) € C|, = C,,, asfl que (xo,y0) € K, contradiciendo nuestra
eleccidn de (zo, v0). B

Proposicién 1.25. A2 (K) =1

-‘Demostracién.

Podemos escribir
2 pa— ' = = N p— = i
()= Ak date) = [ —a)dr(a) = 3,
donde K° denota la a—seccién de K definida por

K*={zxe0,1]: (z,a0) € K} =Cax {a}.B
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III. UN CONJUNTO “FLACO” DE

CIRCUNFERENCIAS.

El conjunto que se expone a continuacién es un subconjunto del plano. formado .por
circunferencias de todos los radios, que tiene medida cero. Se conocen constriicciones
de conjuntos con estas mismas caracteristicas dadas por BESICOVICH Y Rapo [1] ¥
por KINNEY [6]. Sus resultados fueron cbtenidos de manera independiente. y DAVIES
{4] aportd una construccién mds cuatro afios después. El conjunto de Kinney es muy
simple, pero su demostracién de que tiene medida cero es muy complicada. Davies
da una construccién menos simple, y basa su demostracién en las propiedades de los
1-conjuntos (definidos en el 1.32) y en ciertas propiedades de la medida de Hausdorff
que se enuncian a continuacién (sin demostracién):

Definicién 1.26. Dado un subconjunto no vacio U de R™, definimos el didmetro
de U como U] = sup{|lz —y|l,: z,¥ € U}, donde [|||; es la métrica euclidiana en-
R".

Definicién 1.27. Sea £ C R™ tal que £ C {;U; donde U; C R™ y 0 < |U,} S &
para toda i, con § > 0. Entonces decimos que {U;} es una § — cubierta de E:-

Definicién 1.28. Sea £ C R™ y s > 0. Para § > 0 definimos
oo
HS (E) = inf {Z |U:}* : {U.;} es una 6 — cubierta numerable de E}
=1 . -

Se puede comprobar que es una medida exterior-en R™.

Definicién 1.29. Definimos la medida exterior de Hausdorff s — dimensional
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de E haciendo § — 0. Asi,

H* (£) = im M3 (E) =sup M} (£).
50 50
Es interesante observar que este limite existe siempre, si bien puede ser infinito, ya
que 'H} crece cuando 6 decrece.

También H® es medida exterior. La restriccion de H* a la o— algebra de lous

conjuntos H® —medibles recibe el nombre de medida de Hausdor f f s — dimensional.
Esta 0— dlgebra’contiene a la o — &lgebra de Borel.

Pefinicién 1.30. Un conjunto £ € R™, H?— medible y tal que 0 < H* (E) < oo
recibe el nombre de s — conjunto. A los l1-conjuntos también se les llama conjuntos
linealinente medibles.

Nétese que las medidas A y H! coinciden en R. Obsérvese también que para
un conjunto E C R?, la pruyeccién de E sobre una recta cualquiern de pendiente u
{denotada 7, (E)) cumple que X (7, (E)) < H}(E).

Teorema 1.31. Si £ C R? es un l-conjunto entonces se cumple una (y sdlo una)

de las siguientes:

(i) La medida lineal de Lebesgue de la proyeccién de E sobre todas las direcciones?

excepto tal vez una es positiva.

(ii) La medida de la proyeccion de £ es cero para casi todas las direcciones®

Definicién 1.32. Un l-conjunto £ C R? es irregular si la medida de 1a proyec-

2 Esto quiere decir que, si tomamos €l haz de rectas que pasan por el otigen ¥ proycctamos [ -
perpendicularmente- sobre cada una de cllas, la medida (lineal) de L 5 de esta proy 1G5 nerd
positiva para todas las rectas excepto tal vez una,

3 Es decir, que el conjunto formado por lus pendientes de las rectas que hacen que la medida N de
1a proyeccién de E sobre ellas sen positiva tiene lineal de 1

cero, Asi, si denotamos
como A = {u: A7, (E)) > 0}, <donde 7, es In proyeccién sobre ln recta con pendiente u, tenemos
que A (A) = 0. -

did.
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cién de E es cero para casi todas las direcciones.

Claramente, si £ es un l-conjunto cuya proyeccién sobre dos direcciones distintas
tiene medida cera, entonces E es irregular.

Teorema 1.33. Si un l-conjunto £ C R? es irregular y f : R? — R? es una
funcién analitica, entonces A = {f(x) : = € £} es un l-conjunto irregular.

Para una discusién mas amplia de las propiedades de estos conjuntos se recumienda
al lector acudir al libro de K. J. Falconer que aparece en la bibliografia.

La exposicidn siguiente utilizara la construceién de Kinney junto con las propiedades
de las proyecciones de los 1-conjuntos irregulares.

Sea C el conjunto de Cantor. Se sabe que [0,1] C {d — ¢ : (c,d) € C x C}. Puesto
que toda r € (0, 1) se puede escribir de al menos tres maneras distintas como diferencia
de dos niimeros en C, para cada r» € (0,1} elegimos el par (¢,d) € C x C que se
encuentra ubicado mds a la izquierda que los demds y tal que r = d — ¢ (esto es
posible? dado que C x C es compacto).

Sea E el conjunto formado por dichos pares.

Para (c,d) € F construimos la circunferencia centrada en (‘—“2”—'-‘, 0) ¥ de radio %
Claramente, la unidn de estos circulos sobre los puntos de /£ contiene circunferencias
de cualquier radio entre 0 y %

Definicidn 1.34. El conjunto de Kinney es esa union. Si denotamos por

Ciarr = {(1,0) : u? + v2 = 2up + 2vg + r? — p? — g%} al circulo centrado en el punto

4 Sean f : C x C — R tal que f(:,y) y—x y sea S;, = {(2,¥) : 20 £ =,y € R}. Cluramente, para
r € [0,1] fija, el coruunt.o R = 1 f7Y(r) C© Sz, } tiene supremo (pues 0 € K implica que /2 es no
vacio y Sn n/' (r) = @ para todn g > 1, asi que /2 csti acotada superiormente por el 1). Es fécil

la idad de C- que el par ordenado (sup f2.sup /2 + r) s el clemento de
C x C mis a la mqmcrdn del conjinto y con la propiedad de que ¢/ — & = 1.
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{p,q) con radio r, lo podemos escribir como

K= C -
&2 Cllsston i)

Tomando una cantidad numerable de copias similares al conjunto de Kinney

. obtenemos un conjunto de medida cero que contiene circulos de todos los radios.

Teorema 1.35. El conjunto de Kinney tiene medida cero.

Demostracion.

Primero se demostrard que existe un l-conjunto compacto irregular £, C C x C

tal que E C E;.

Construiremos E; a partir de la interseccién de los siguientes conjuntos (definidos

inductivamente):

En el primer paso construyamos tres cuadrados I, I12 e I, 3 de lado % en las dos

esquinas inferiores y en la esquina superior izquierda del cuadrado unitario. En el

segundo paso, construyamos 32 cuadrados Iz, ..., I2.42 de lado 5‘,, localizados en las
2 esquinas inferiores y en la esquina superior izquierda de cada uno de los cuadrados
del paso.uno. Se inida de esta

para obtener una sucesién {/, ; };‘:

Sea G = M, (U1 Iny) -

Sea E, la interseccién de G con el tridngulo de vértices (0,0), (0.1) y (%, 5‘) .

Claramente, E, es compacto.A c¢ontinuacién veremos que E C £.

Si (xo,0) € E es porque 0 < yo— xo < 1, i.e., yp = To, asi que todos los pares
ordenados que estin en E se ubican por encima de la recta y = .

Como para toda r € [0, 1] existen zo,y0 € C tales que yo — g

= r, hay puntos
(zo.w) € C x C tales que plen con la

ion de la recta y = & + r. Puestu que

o e o B A R
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C x C es un conjunto simétrico respecto a la recta y = 1 —x, podemos garantizar que
siempre existe el par (Zo,y0) en C x C y por debajo de la recta y = 1 — x que hace
que yp — Lo = r. También por razones de simetria de C x C se puede ver que para
toda r € [0, 1] hay un punto (zo, 1) € E; tal que yg — xyp = r. Como E,; no omite a
la pareja (z,¥) mas a la izquierda en C % C con la propiedad deseada. £ < E;.

De esta manera, la proyeccién de E, sobre la recta y = —x (dada por la funcién
I(z,y) = YF) es el segmento de longitud 3@ De ahi que la medida lineal de £,
HU(E) = AME) = £

Como E) se puede cubrir con -:!"—2“—' cuadrados de lado 7% para toda nn € N,

OB < timnn Tt Y2 o 2

Por lo tanto, H(E,) = ézé, asi que E; es un l-conjunto.

La demostracién de que E) es irregular se sigue facilmente del hecho de que las
proyecciones de E; sobre el eje = y el eje y son subconjuntos del conjunto de Cantor.
por lo que son de medida cero.

A continuacién daremos una funcién analitica bajo la cual la imagen de IZ, es un
conjunto que contiene al conjunto de Kinney. Se vera que dicha imagen tiene medida
cero, lo que por completez de la medida implica que K es de medida cero.’ -

Sea f : R? — IR? la funcién dada por f(z,¥) = (z + ¥, —zy). Clararﬁenté. f es
real-analitica. Por el teorema 1.33, A= {f(z): z € £;} es un l-conjunt.o irregular
compacto. Utilizando la notacidén establecida en la definicidn 1.34. tenemos que

K = C -
L Cltonn <

C(=5t 0).25)

(ed)e By
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Ahora, para (@,b) € A ,s€a Diap) = {{1,v) : u2 + v? = au + b} y sea I = Uume a Piasy-
Demostraremos que K C D. ’

Sea (c,d) € E C E,; entonces (c +d, —cd) € A, por lo que

C(egnayagey = L ()t (w~ )2 + @ = 0)2 = ()} =

= {(m,v): u?+v2 = (c+d)u—cd} = Dyu,—cay € D.
Por lo tanto,
ol Ceann € ) Peraem = L Do = D

Puesto que A es compacto, {J es cerrado (de hecho, resulta ser compacto) y por
lo tanto es medible. Para demostrar que la medida de 2 es cero, utilizaremos el
teorema de Fubini y el hecho de que D, = {v: (%, v) € D} es un cunjunto de medida
cero para casi toda u. A continuacién se demostrardn varias afirmaciones con el objeto
de obtener esto.

Como A es un l-cunjunto irregular, su proyeccidn sobre la recta de pendiente
o= ;“‘ {que denotaremos con l;“l) tiene medida cero para casi toda #. El conjunto
de intersecciones con el eje y de las rectas con pendiente fija u por puntus (@, b) de A se
puede ver como una transformacién lineal del conjunto .4 proyectado en la recta l_“l.
Puesto que este tenin medida cero para casi toda u, dicho conjunto de intersecciones
tiene medida cero para casi toda u.

Pero tenemos que (u, ) € D siy sélo si existe (a,b) € /1 tal que #?+12 = an+b, es
decir. si y sélo si 224 v# es la interseccidn con el eje y de la recta con pendiente —u por
un punto (e, b) de A. Por lo tn‘nto, para casi toda u el conjunto {u? + +% : (u,v) € D}

es de medida cero. Esto quiere decir que {v: (z.r) € D} = 1), es un conjunto de
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medida cero para casi toda u. Por el Teorema de Fubini, [ tiene medida cero. Puesto
que A? es una medida completa, el conjunto de Kinney es medible y es de medida

cerc. @
IV. UN CONJUNTO “ARQUIMEDIANO”

El siguiente es un teorema en el que se demuestra la existencia de conjuntos medibles
que intersectan a cualquier intervalo en un conjunto de medida positiva. pero menor a
la del intervalo. Es resultado de la pregunta natural de si hay una manera de separar
a los nimeros reales en dos sui)conjmtos Ay B de modo tal que cualquier intervale
intersecta en un conjunto de la mitad de su medida 2 uno y a otru subconjuntos y,
si bien la respuesta es negativa, se obtiene una “separacién” de R con caracteristicas
parecidas:

Teorema 1.36. Existe un conjunto de tipo 3, y denso en ninguna parte
Ac I=([0,1] tal que

0<A(ANV) < A(V)

para todo V' C [/ conjunto abierto no vacio.

Demostracidén.

Se abreviard con CTDP el ser un subconjunto de / “Compacto. Totalmente

Disconexo y de medida Paositiva”® (un ejemplo de éstos son los conjuntos C, que se

& Es intcresante observar que si un conjunto A € R s compacto v totalmente disconexo. entonces
es denso en ninguna parte:

Sea A C R © y total Sean x,y € .4 tales que ¥ < y. Tomamos
z € (x,y) \A. Demostraremos que existe n € Ntal que (z — L,z + 1)Nn A =o.

&upongamos que no es usf Entonces, para cada n € N sea z, € (3 — 3.5+ %) N Pero

la de bolas sbiertas con centro en 2, y radio kg seris parte de una cubierta

abjerta de A sin subcubierta finita. Pero csto contradice la compacidad de A, lo que demucstra que
la = elegida debe tener una vecindad abicrta, ajena con 4. I




27

estudiaron en el inciso anterior).

Sea {I,},.n una enumeracién de los subintervalos de / con extremos racionales.

Cc uimos

iones {An},en ¥ {Bnl,en de conjuntos CTDPs como sigue:
Témense A,, B) conjuntos CTDPs ajenos (se pueden elegir ajenos por ser densos
en ninguna parte) contenidos en I;.
Una vez elegidos A,, By, ..., Ah_1, Ba_1, su unién C,, es un cunjunto totalmente
disconexo y compacto, y por lo tanto es un conjunto densc en ninguna parte, de

manera que l,.\b.. algin subi

valo no vacio J, que a su vez countiene a

otra pareja A,, B, de conjuntos ajenos CTDPs. Con las sucesiones as{ obtenidas,

formamos

A= An.

n=1

Entonces, si V C I es un intervalo abierto y no vacio, existe [,, subintervalo con

extremos racionales contenido propiamente en V para alguna n. Por lo tanto, A,, C V

¥y B. C V, de donde

< A(A) S 2 (ANV) < A(ANV)+ A(B,) < A (V).

La iltima desigualdad es cierta porque Ay B, son ajenos. @8

NOTA: Usando conjuntos similares se puede construir A C R un conjunto de tipo
Je ¥ denso en ninguna parte tal que A(A) < ooy 0 < A(ANV) < A(V)VV C R
abierto.

Una construccidn explicita de un canjunto que cumpla con los requisitos del Teo-
rema 1.30 se encuentra en un articulo de A. SiMOsSON ([10]. Sin embargo, la de-

mostracién anterior es mas directa y basta para exhibir la existencia de cierto conjunto
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en el préximo capitulo.
V. EL TEOREMA DE STEINHAUS

En esta subseccidn se presentan dos versiones del teorema de Steinhaus. La primera
se destaca por mostrar una extensidn interesante y natural del teorema original , en
la que se consideran las cuatro operaciones aritméticas bdsicas que se pueden realizar
con un conjunto y se estudia la existencia de intervalos en lous conjuntos resultantes
(en A+ B,y A- By A/B cuando el cero no forma parte de los conjuntos en los
1ultimos dos casos).

La segunda version tiene el interés de presentar el resultado de Steinhaus en un
marco mds general: la demostracidn utiliza sélo propiedades de un grupo topoldgico
localmente compacto.

Dentro de esta seccidn se enuncia también la formulacién maés frecuente del teo-
rema. No se expone su demostracién por quedar esta cubierta con la del teorema
1.41.

Teorema de Steinhaus.

Sea A subconjunto de IR Lebesgue-medible y tal que A (A) > 0. Entonces el con-
junto diferencia D(A) = {z — ¥ : z,y € A} contiene un intervalo abierto que tiene al
cero como punto. interior.

Para nuestra siguiente definicién recordemos que un conjunto A tiene medida cero
si para cada n € N existe un conjunto abierto U, tal que A < U, y A (I7,.) < %
Entonces A C M3, U, es de tipo Gs y My Un tiene medida cero.

Definicién 1.37. Si ademas es cierto que un conjunto D, denso en R. estda con-
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tenido en /A, entonces decimos que A es un conjunto G4 —denso.

NOTA: Este concepto se puede tomar también en relacién cun un subconjunto de
los ntimeros reales. Esto es, de manera que A sea un conjunto densu en un intervalo
no vacial,

Lema 1.38. Si H es un conjunto tipo Gs-~denso, entonces R\// es un conjunto
de primera cnt‘egorx‘n.

Demostracién.

Escribimos H = N3, f{,, donde los H,, son un conjuntos abiertos tales que un
conjunto D denso en R estd contenido en £/, para toda n € N. Entonces (£1»)° es un
conjunto cerrado y denso en ninguna parte (pues si contuviera intervalos, entounces
D M (H,)° seria no vacio, lo cual es absurdc). @

‘Teorema 1.39. Sean G y I dos conjuntos tipo Gg, “densos” en sendos intervalos
abiertos no vacios / y J. Si = denota a cualquiera de las cuatro operaciones aritméticas
+,—,- 6 /, entonces

G =1I=J

Excepto que en el caso de la maltiplicacién y la divisién el 0 puede encontrarse en
I = J peronoen G = H.

Demostracién.

Primeramente, considérese el caso mds sencillo: £ =
SearceRysea f: R — R dada por f(x) =r — .
Puesto que f es un homeomorfismo, si &/ es un conjunto abierto. f(IJ) también

loes. v SF(UNV) = f(U)N f(V), de donde Sf(#) es un conjunto tipo Gs y sigue
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siendo denso en R. Por eso y por el lema 1.38, R\ f(/) es de primera categuria. Si
aplicamos el Teorema de la Categoria de Baire, obtenemos que f(F) es de segunda
categoria, por lo que no puede quedar contenido en R\G, que también es de primera

categoria.

Esto quiere decir que existe x € H tal que f(z) € . Pero f{x)+xz = r. de manera

quer G+ H, yR=1=»JC G=H. La otra contencidn es obvia.

Para I y J arbitrarias, sea r = ig+ jo € { + J. Como { y J sun abiertos y
io=1%o+Jjo—JoEIN(r—J), entonces X = J N (r — J) es un intervalo abierto no
vacio ¥ tanto G N.X come f{H) N X son conjuntos tipo Gs densos en X, de manera
que GNF(H)NX # oy r = f(zx)+x para alguna r € /{,ie., 7 € G+ F{. Por lo

tanto, I + J C G + H.

Cuandc la operacién es la resta, tomamos f(x) = & + r; para el producto, sea
J(z) = r/z, y para la divisién sea f(x) = rz con r 3 0 en los 1iltimos dos casos. La

demostracion es andloga, puesto que en todos los casos f es un homeomorfismo. &
Lema 1.40. Sea G un grupo topolégice [B.1] con idéntico ¢, £ un subconjunto
compacto de G, y U un subconjunto abicrte de GG tal que & < U. Entonces existe

una vecindad V de ¢ tal que (F+ V)U (V + F) c U.

Demostracién.

Como U es abierto y F C U, para toda = € F existen V4, IV vecindades abiertas
de e tales que = + Vo; € U y W, + x < U. Entonces {x + 2} y {W: +} son

dos cubiertas abiertas para F. Por la compacidad de F existen {z) (') .....za ()} ¥
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{x1 (w) ,...,zm (w)} subconjuntos finitas de F tales que

" "
FCU:!:.-—O—V,‘yPC UW,J-}-:,.
=1

=1

Si definimos V = [, Vo, y W = N, W;,, entonces
X=VOw

es una vecindad de ¢ parala cual (X + F)LU(F+ X)cU. &

Teorema 1.41. Sea G un grupo topolégico [B.1] localmente compacto con idéntico
e y u una medida izquierda de Haar [B.3]. Si A es un subconjunto x— medible de &
tal que
0 < u(A) < oo, entonces el conjunto A—A = {y— £ : £,y € A} tiene a € como punto
interior.

Demostracion.

Como u es regular, u{A) = sup {u(F): E es compacto y £ C A}, de manera
que se supondrid que 4 es compacto. También por regularidad existe un conjunto
abierto U tal que A C U y u(U) < 2- u4(A). Como se vio en el lema 1.34, existe
una vecindad V de ¢ para la cual V + A C U. A continuacién se demostrari que
precisamente para esta vecindad V, V.C A — A. Para ello:

Sea v € V. Entonces v + AN A ¥ o, puesto que si Ay v + A fueran ajenos,
pU)zp(v+A)+u(A) =2-pU).

Por lo tanto, existen r,y € Atalesque v+ =y, asique * =y — . B
Para demostrar la siguiente aplicacién del Teorema de Steinhaus;

Teorema 1.42. Toda [ : R — R funcién aditiva y medible es lineal.
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Necesitaremos del siguiente lema:

Lema 1.43 Toda funcidn f aditiva y acotada en alguna vecindad del 0 es cuntinua.

Demostracién.

Sea M € R tal que | f(z)| < Af para toda = € U. Se demostrard que f es continua
en 0.

Sea e > 0y sean € N tales que & < ¢ .

Sea § > O tal que (—&6',6') C U.

Sea § = f—_’ Sea £ € (—6,6), entonces = £ para z € (—6',5'). Entonces

m

@ —r@l=1fE={2r@| =215 < <

Claramente, por la aditividad de f se tiene la continuidad en todo R. B

Lema 1.44. Toda f : R — R funcién aditiva y continua es lineal.

Demostracién.

Tenemos que Vm,n € Z , [{2x) = 2 f(z). Por continuidad de la funcidn. V1" € R,
f(rz) =7f(z). =@

Demostracién del teorema 1.42.

Sea B, = {zx €R:|f(z)] < m}. Entonces R =37, £m. Por lo tanto. existe
m € N tal que A (En,) > 0. Por el teorema de Steinhaus, existe una I/ vecindad
del cero tal que U C D(Em) . Asi, si £ € U, entonces * = y - z para algunos
v,z € Em. De manera que |f(z)| = |f(y) — f(2)] € 2m. Por lo tanto, f estid ncotada
en U. Por los lemas 1.43 y 1.44, f es lineal. B

La siguiente aplicacién del teorema de Steinhaus sirve para dar un ejemplo de
un subconjunto de R? con medida A? positiva pero que no contiene ningiin rectangulo

de medida positiva:
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Ejemplo 1.45. Sea X = R, § = Aj y A la medida lineal de Lebesgue. Sea
£ < [0,1] un conjunto tipo Cantor de medida positiva.

Definimos S € Ag x Ag por §S = {(z,ce~zx) e R*: x € [0,1}, e € [} . Tomando
la funcidn  : IR?2 — R? dada por @ (z,¥%) = (z, ¥ — x), tenemus que
S = {p(x,y):z € [0,1), y € I7}, por lo que S es compacto y por lu tanto medible.
Por el Teorema de Fubini,

(A xA)(S) = & (Jd xs (7, 1) dy) dz =3 A (E)dz = A(E) > 0.

Supongamas l’que existe un rectdngulo medible A x B C S de A x A medida positiva.
Entonces A (A) > 0y A(83) > 0. Por el teorema de Steinhaus, A+ /3 contiene un
intervalo abierto no vacio. Pero (a,0) € A x B C S. Entonces a + b = ¢ para alguna

e € £. Entonces A+ B C FE, lo cual es absurdo. 8

VI. UN CONJUNTO EN RELACION CON SUS
TRASLACIONES.

A continuacién se obtendri un resultado que relaciona la medida de un conjunto
{o de su complemento) con la medida de las diferencias simétricas del conjunto con
distintos trasladados suyos. Este resultado permite obtener propiedades especificas
no ya de un solo conjuntu medible, sino de toda una clase de estus:

Teorema 1.48. Si D es un subconjunto denso de R y £ es un snubcounjunto de R
Lebesgue-medible tal que

AME A (E+x)) =0 para toda £ € /2,

entonces, o bien A(£) =0, o A(E°) =0.

NOTA: Para esta demostracién se usard un resultado que depende del siguiente



Lema 2.1. Para cualquier £ < R conjunto Lebesgue-medible de medida positiva,
si ax € (0,1), entonces existe un intervalo I C R tal que A(ENJ) > a-A ).

Este lema se demuestra en el préximo capitulo, pero su demostracidn es indepen-
diente del teorema 1.43.

Lema 1.47. Sean I C R un cunjunto Lebesgue medible y de medida positiva.
a € (0,1),e I = (a,b) € R un intervalo abierto no vacio tal que A(ENI) > ax({])

(dicho intervalo existe por el lema 2.1). Sea

n

I=1d L= (a,a+£) u(a+£,a+§]u...u a+("—_1)~":.b),
= n n n

donde £ = b — a y n es un entero positivo cualquiera. Entonces existe m € {1....,n}
tal que
MENLY) zZ a-Adn).
Demostracidén.

Supdngase que A (ENI) < - A(lx) para toda k € {1,....n}. Entunces

n n n
a- A} S A(ENT) =2 (En (E’J 1k)) =3 AMENL) <J_a- Al =w-2(),
k3 k=1 k=1
lo cual es imposible. @
Asf, para & € (0, 1) fija, podemos encontrar m&€ Ntalque L <1 —a vy
ne{l,..,m—1} tal que o < & < 1, y si tenemos
Demostracién del teorema 1.46.

Se demostrara el teorema por contrapuesta:

Supongamos A(E) > 0y A(E°) > 0. Seaa € (%, 1) . Entonces existen /. .J C R
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intervalos abiertos no vacios tales que
A(ENID Z2a-Al) y AM(ESnJ)=a-A(J).
Sin perder generalidad podemos suponer que A(J) < A(J). Sean n,7n € N tales que
- A{Jm) € AUn) < A(Tm),
v x € D tal que I,, + x C J,n. Si para esta x suponemos que
AUE+D)\E)=A({(E+z)NE")=0,
y llamamos F al conjunto (£ + z) N E°, entonces
A () = A(In\F) Z A(E +2) N (Im\F)) + A (E° N (Jn\F)) >
> AUE 4+ )N ((In + ) \F))+A(E N (Jn\F)) = A(E + )N (In + T))F+X(ENJTn) =
> - A(Ln) + A (Jm) > 20 - A(La) = 20 (e A(Tm)) > 2 (3)° - A () =
=2 A(Jm) > Aldm)
lo cual es imposible, por lo que para cualquier conjunto I2 denso en R, existe z € D
talque A((FE+x) A E)>0.8
El siguiente resultado es aplicacién del teorema 1.46.
‘Teorema 1.4B. Sea f : R — IR una funcién Lebesgue medible tal que el conjunto
{teR: f(t) # f (¢t + )} tiene medida (de Lebesgue) cero para toda a en un conjunto

D denso en R. Entonces [ es constante casi dondequiera (relative a A).

Demostracién.
Para I/ € R un intervalo cerrado y acotado. sea E; = {t e R: f(t) € ['}.
Sea I, = {(—1)"n,({(—1)" - n) + 1). Entonces R =%, /. Claramente.

E; = {f'(s8): 3 € I}. Por lo tanto, E;, es un conjunto medible para toda n € N.
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Por otra parte, si A(E),) = 0 para toda n € N, entonces
A(R) = A(URL, £ir) € 2.1 A (E1.) = 0 fuerza a que A (R) = 0. lo cual es absurdo.
Por lo tanto, existe /N € N tal que A (Er,) > 0.

A continuacién se demostrara que para dicha N. A(Er. A (£, — ) = 0 para
toda x en el conjunto D denso en R al que se hace mencidn en las hipotesis.

Sea r € D. Témese t € E;, A (E;, — x). Entonces t € f~! (In) o bien
(t+ z) € f~' (In). Es decir, o bien f(t) € Iy, o bien f(t + z) € In, pero no ambas.

Esto es, f(t) # f(t + z) para toda t € E;, & (Er, — x). De esta manera.
A{teR: () A S(E+2))) = A(Ery & (B —x)) =0

para toda £ € D. Aplicando el teorema 1.46, obtenemos que A (R\ E;,) = 0.
Si ahora bisectamos el intervalo Iy, en dos subintervalos A y B, A (£a) o N (Eg)

serd positiva. Llamamos C; a aquél de los subintervalos que tuvo preimagen de

medida positiva. Entonces

A(Ec, A(Ee, —x)) =0Vz € D, !

por una argumentacién como la que se dio anteriormente. Por lo tanto,
A(IR\Eg,) = 0 (esto muestra, ademds, que el otro subintervalo no tenia preimagen de

medida positiva).

Por repetidas bisecciones, obtenemos una sucesién de intervalos cerradus y anida-

dos {C,} tal que A(R\Eg,) = O para toda n € N. Puesto que A(C,) — O cuando
n — oo, tenemos que su interseccién es un solo punto. Sea {¢} = M., Cn. Entonces

f(t) = c casi dondequiera (relativo a A\). @



Capitulo 2

ALGUNOS CONJUNTOS NO
MEDIBLES.

Durante todo este capitulo se hace uso frecuente del Axioma de Eleccidn y sus
equivalentes {A.1] para la construccién de conjuntos no medibles. Por lo pronto, en
el marco particular de la recta real o del plano euclidiano y en relacidén con la medida
de Lebesgue. Serd hasta los préximos capitulos donde el espacio en el que se trabaje
o las medidas que se utilicen sean mas generales.

Como primer conjunto no medible, se obtiene al conjunto de Vitali. Posterior-
mente se examinan las construcciones de Bernstein, Halmos y Simoson. Dentro de
este contexto se introduce la nocién de completamente no medible dada por Simoson
y se revisan los conjuntos antes construidos para obtener ciertas descomposiciones de

interés. Con estos elementos se obtiene un cdlculo de la medida de un conjunto en

donde su parte no medible “cuenta dos veces”.

La construccién de conjuntos no medibles responde a la pregunta de si es pusible
“medir” cualquier subconjunto de R con una funcién que asigne a los intervalos su
tamano “natural”, esto es, su longitud, y que sea invariante baju movimientos rigidos.
A este problema se le conoce como el problema “dificil” de la medida en R, y equivale
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a encontrar una funcién conjuntista no negativa u tal que:
(%) 1£(E) ests definida para todo £ C R
(i7) u(J) = longitud (I) para todo intervalo / C R
(i#i) 2 es o-aditivo.
(fv) p es invariante bajo isometrias de R i.e., si 7 : R — R es una isometrfa,

entonces:
H(E)) = u(E) VECR
La respuesta negativa se dio via la construccién de conjuntos no medibles. En
todas las construcciones que se hicieron se utilizaba alguna forma del axioma de

eleccién. En el afio de 1962 R. SOLOVAY [12] demuestra la necesidad de este axioma

para la construccién de conjuntos no medibles. En los ejemplos que a continuacién

se discuten, el axioma de eleccién y el principio del buen orden son las suposiciones

mais socorridas.
I. CONJUNTO DE VITALI (1905).

Definimos una relacién ~ en [0, 1] como sigue: x ~y s — y € Q.

~ es relacién de equivalencia, por lo que induce una particién de {0. 1] -
Construimos V' [0, 1] el conjunto de Vitali tomando exactamente un representante
de cada clase. Esto es posible porque se ha supuesto el axioma de eleccidn, y en este
caso V resulta ser no numerable. Ahora veremos que no es posible definir #(V), para

ello demostraremos que:

1. Si p y g son dos racionales distintos, entonces las traslaciones V +p v V 4+ ¢

son ajenas.
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2. [0, 1)C Weeq ' V +7 < [—1,2] donde @ = Qn[-1, 1]

(1) Sean p,g € Q, p# q, x € (V + p) N (V + q) entonces existen v; , vz € V tales
que

) + p=x = vy + ¢q. Por lo tanto, v} ~ v3. Por la construcecién de V, esto quiere
decir que v; = v2. En consecuencia, p = ¢q, lo que contradice la hipétesis.

(2) Como V < [0,1) entonces Vv € V,Vr € Q',v +r € [—1,2}], por lo que
V +r C [—1,2]. Ademass, si = € [0,1] existe v € V , tinica, tal que x ~ v, por lo que
r=.1:—veQ'y.:!:—u+reV+r.

Si u satisface (i), (iii) y (iv), por 1 y 2 tenemos que:

1= p([0,1)) € p(UreaV +7) = z;#(V +7) = ZQ a(V) < pu([—1,2)) = 3.
TE! re

De donde, como

> uv) >0,
reQ
necesariamente u(V) > 0. Pero, a la vez,
= u(V) < +o0 = p(V) =0,
reQ’

por lo qie (V) no puede estar definido. 8
II. CONJUNTO DE BERNSTEIN (1908).

Sea W = {F C R : F es cerrado no numerable } entonces #(¥) = ¢ [A.9]. Si tomamos

<

w. el menor ordinal que tenga exact pred res y “bienord oe” lus F €

¥ de manera que ¥ = {F, : 1 € & < w.} entonces podemos definir una sucesién

transfinita de pares (Pa.ga) tales que p..q9, € Fo 1 < a < w,. Para ello, usando

&
3
1
v
¥
i
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nuevamente el Principio del Buen Orden, “bienordenamos” a R, y consideramos que
los F, € ¥ heredan este orden. Asf,

(i) Sean p;,q, los primeros dos elementos de ) segin el orden heredado de R.

(i) Si para 1< 8 < w. ya han sido elegidos los p,.¢g. con a ordinal. a < 3,
tomamos pg, s € Fs\ Uicacs {Pa,9a} los primeros dus elementos del conjunto segin
el orden heredado.

Esto siempre es posible pues #(Fg) = ¢ y al ser & < w,,

# (U <cacpcw.{Parga}) < ¢, de manera que hay elementos en Fs que no han sido
elegidos.

Sea B = {pa:1 < a < w:} el conjunto de Bernstein entonces:

(@)ga€B sil<a<w

(b) B y B intersectan a cualquier conjunto cerrado no numerable.

(c) B (y por tanto su complemento) es no medible.

La primera afirmacidn es consecuencia directa de la construccién del conjunto de
Bernstein. La segunda se cumple porque en W estaban listados todos los conjuntos
cerrados no numerables, ¥ el inciso {c) se demuestra a continuacién por reduccién al
absurdo:

Si B fuera A-medible, él o su complemento ;endrx'n medida positiva, ﬁor s;ar ciertc;
que A(R) > 0. Supongamos que A(2B) > 0. Por la regularidad de A, existe K < 8
un conjunto compacto tal que A(K) > 0. Lo cual significa que K es no numerable

y por ser compacto, K es cerrado, pero entonces K = F, € ¥ y p, € B. lo cual es

absurdo. B
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III. CONSTRUCCION DE HALMOS.

Para esta construccién son necesarios algunos lemas que facilitan la demostracién de
la no medibilidad del conjunto descrito por Halmos, y que tienen en si interés en esta
discusién. V

Lema 2.1. Si £ C R es Lebesgue-medible, 0 < A(E) < oo y a € (0,1), entonces
existe un intervalo abierto U tal que A(ENU) = aX(U).

Demostracién.

Sea il = {AC R: A es abjerto}. Como A(F) =iénf{A(U) : E C U € u} podemos
encontrar Uy € 4 tal que E C Up y ai(U) < AM£E)

Si {Un} es la sucesidn de intervalos abiertos ajenos cuya unidn es Uy, entonces

a-AUo) = a- f: MU < S AMEAU
n=l n=1

Por lo tanto, 3m € N tal que aA(U,,) < ME NUL)
Sea U =U,,. B

Lema 2.2. Dada £ € R\Q sea A = {n +m&f : n,m € Z}. Entonces A es densoc en
IR y asimismo lo son

B:={n+mf:meZ,n=2%k, keZ}y

Ci={n+mE:meZn=2k+1,ke2}.Y ademss A= BWC.

Noétese que A y B son subgrupos aditivos de R, pero C no lo es.

Demostracién.

Dado U C R, un intervalo abierto, sea k € N tal que A (U) > }

x

Para cado i € Z 3t = n(i) € Z tal que 0 < n, + i€ < 1.
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Sea z; = n,; -+ i€.
Por el principio de las casillas, en {z; : £ € {1,...,k + 1}} debe haber i ¢ 3,

i,7 € {1,....k + 1} tales que {z; — z;] < L. Entonces tomamos m € Z de manera que
m(z; — z;) € U, y como

m(z; — x;) = m(n — n,) + m(i — j)E,

se sigue que
UNA#o.

Para demostrar la densidad de B y C observamos que para cada 7 € Z 3ln; € Z tal
que
0 < 7n; 4 i€ < 2 y usamos un argumento andlogo. Claramente, A = BlJC. &
Teorema 2.3. Existe al menos un conjunto Ly que es no medible.
Demostracidn.
Sea ~ la relacion definida en R como sigue:
X~y <>x—y € A Por la forma que tiene A, ~ es de equivalencia.
Usando el axioma de eleccién construimos £ un conjunto formado por exacta-

mente un elemento de cada clase de equivalencia. A continuacién veremos que Ej no

es medible.
(@) A. (Eo) =0
Sea FF € Bg tal que F < £y. Comoz—y € AND(F) € An D(Fo) = {0}

entonces = = y, y {0} = AN D(F), asi pues, F necesariamente tiene medida cero

(ver el teorema de Steinhaus en la seccién V del capitulo 1).

Por lo tanto, A. (Ep) = 0.



(3i) Si Ep fuera medible, su medida deberia ser positiva.

Tenemos que Vay,az € A, a; # az se cumple que (Eg +~ a1) N (Ep + aa) = @
¥ Waca o +a = R. Asi que, si Fp fuera medible, como A(Es+a) = A(Eo) ¥y
#(A) = Rp tendriamoas A (Ep) > 0, por lo que la medida de Eg no se puede definir. @

Corolario 2.4. Existe un subconjunto M < R tal que, para todo conjunto G

Lebesgue-medible,

A(MNG) =0y A*(MNG) =A(G).

Demostracién.

Sea M = Eg+ B. Si F € Bg y F C M, entonces

Vz,y€ F,z—y = (e —¢e')+ (b — ¥) donde (e — ¢’') ¢ A\{0} ¥y (b — ¥') € B como
Besgrupo,si{e—¢e')=0,z—yeE B,ysino,x—y ¢ A.

Como A = BigC, entonces = — y &€ C. Puestoque C es densoen R, (z —y) &€ C,
implica que -D (F) contiene intervalos, por lo que A(F) =0y A, (M) = 0.

Ademis, M= Eg+C = Fo+ (B+1) = M +1, lo que implica que A. (M) =0.

Si G es cualquier Lebesgue-medible, 1a idad de A, implica que

AdMNG)=2A.(M°NG) =0.
Por lo tanto, A* (M NG) = A(G)

En particular, lo anterior quiere decir que A, (M) = 0y que A* (M) = A(R). ®

IV. CONSTRUCCION DE SIMOSON.

El propésito de los sigui )1 es el de ob algunos ejemplos de conjuntos

(no medibles) A tales que
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A*(ANT) = A(I) = A° (A° N [) VI intervalo de R.

Definicién 2.5. Sea / = (a,5) C R no vacio. Para cualquier subconjunto A de
R, sean

B (A|I) = sup {%1 : J es un subintervalo abierto, no vacio y acotado de '1}

a(A|l) = inf {ﬁ‘—,\%‘% : J es un subintervalo abierto, no vacio y acotado de !}

Una manera intuitiva de entender a a y  es como medidas extremas de la densidad
del conjunto A en J. A continuacién veremos que los Ginicos valores posibles para a y

B son 0 y 1. Para ello, enunciamos y demostramos los siguientes

Lema 2.6. Sean I; C I y Ay C Ajz. Entonces

a (Azllh) 2 a (A7) ¥y B (A1) £ B (A2ll)

Demostracién.

A (A0 d) _ AT (Ax N )

a(Alh) < SNA) < Y®A)

< e (Ag|Ny).

Donde J; es un subintervalo abierto, no vacf.o ¥ acotado de Ii.

La primera desigualdad es cierta por ser a un infimo que toma en cuenta a las
Ji € I porque I} C I, la segunda lo es porque A3 C Az, y la tercera debido a que
tenemos mas posibilidades de eleccién para J2 que para J;. . -

Analogamente,

A (AN Jy)

B(AilNL) < O]

=< B (A2ll2)
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La primera desigualdad es cierta porque A; C Az, la siguiente porque 8 (Aallp)

considera también a 5:-‘)%,?—)"-‘1 para toda Jy C I, y la tercera lo es por ser 8 un

supremo. I

Lema 2.7. Sea A cualquier subconjunto de IR, y sea I cualquier intervalo abierto
no vacio. Si existe J un subintervalo acotado de I tal que 8(A|J) =1 (o a (AlJ) =
0), entonces B(A|l) = 1 (o a (Ald) = 0). Més aiin, si a(A|J) = 1 para todo J
subintervalo abierto no vacio de I, entonces o (A|l) = 1.

Demostracion.

Si J es un subintervalo abierto no vacio de I y S(A}|J) = 1 (0 a(A|J) = 0),

entonces, usando el lema 2.6 con Ay = A3 = Ay I =.J c I = I, se tiene:

1=BAlN) S BAN <1y
0 =a(AlJ) = a(A|l) = 0.

¥y, claramente, si V(a,b) =J C I, J # o, a (AlJ) = 1, entonces a(A|J/) = 1. @
Teorema 2.8. Sea I un intervalo abierto no vacio. Entonces para cusalquier
conjunto A tal que A* (AN I) > 0, tenemos que:

@) BN =1y

(i) a (Al) = 0 6 o (A|]) = 1.

Demostracién.

Sea I un intervalo. Podemos suponerlo acotado por el Lema 2.7. Para demostrar
(i) procederemos por contradiccidn.

Supongamos que existe ¢ € (0,1) tal que A* (ANJ) < cA(J)V{(a', b)) =T C I,
(a',¥) # o.

Sea = € (0. % - 1) A (AN l)) y sea U un subconjunto abierto de / que contenga
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a ANI tal que

AU) < A" (ANT) +&.

Escribimos U = Wfi_.; Jn, donde cada J,, es un subintervalo abiertode I, Jo,NJyp = o
si n # i, Yy p es un nimero natural o es infinito entonces definimos

U = bﬂ;, Ji, donde J; son precisamente aquellos J,, tales que
A{(AN J) >0

Como tales, los intervalos J| siguen siendo ajenos entre s{ y p/ es un mimero
natural o es infinito, luego, tenemos la siguiente serie de desigualdades:
(AN +e> 0, A(Jn) 2 T2, AU =
= Sl 2 (And) 2 S G (an gy =
=@)nar@nr)yz () a@n

Asi obtenemos que:

> (%) AT(ANJT) <X (ANT) = A (ANT) = (%—1) A(ANT),
lo cual contradice nuestra eleccién de €.
Por lo tanto, podemos concluir que no existe ¢ € (0,1) tal que V(a', ) =J C I,
(e, b)) # 8, A (ANJ) = ca(Jd).

Ademids, A* (ANI) >0 => 20D > 0 = B(Al1) > 0=+ [ (A1) =1.

La demostracién de (ii) la haremos separando el caso en que A es medible del

caso en que no lo es.

Caso I : A medible.



Si o (A|) < 1, existe J subintervalo abierto no vacio de [/ tal que
AANT) < A).

Como A es medible,

A() =A(ANT)+A(ANJ)
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asi que A(A°NJ) >0y A(A°NJ) > 0. Por (i) tenemos que 3 (Alf) = 1, asf que,

dada € € (0, 1), existe J’ subintervalo abierto no vacio de 7 tal que

A (AN JY) A(ASNT) +A(ANT)
—,\(J') >1—s=[ AT ]—s
Entoncesa
A (AN ) A(ASNTY) | A(ANT)
YD) >[ EY &0 MY ) ]‘e
de donde
A(ANT)
T TRy

por lo que a (A[I) = 0. De esta manera, es claro qixe sSlo hay dos valores posibles

d a la afi ion

para a (A{l) : 0 y 1, 1o que

Caso Il : A no es medible.

Sia(A|ll) <1y e > 0es tal que a (A|l) + 2 < 1, entonces existe J’ subintervalo

abierto no vacio de I tal que
A (AN T < (@ (ALY + &) - A(S)
Sea V < J’ abierto que coritenga a AN J’ y tal que

A(V) < (ax (Al) +22) - A(S)



48

(Obsérvese que A* (AN J') < A(V) < (@ (A|I) + 2€)-A (J') ). Como V es medible,

usando el caso I, tenemos que

AV O T) (;’(;,)J') - :\‘((“]’; < a (Al) + 2¢

Por lo que

inf{A(VnK)

SYV79) : K es un subintervalo abierto, acotado y no vacio de l} < a(All)+2c <1

Entonces o (V|I) = 0 y, usando el Lema 2.6, con A; = Ay V = A, tenemos que
a (Al < a (VI =0,

asf que a (A|I) = 0.

O bien, tenemos que & (V| J’) = 0, de donde usando el lema 2.6, con (ANJ') = A,
¥ A = Az, tenemos que a (AN J'|J') = 0, y a(A|J') = 0. Usando otra vez el lema
2.6, ahoracon (ANJ')=A, y V = A,, obtenemos que a (A{l) = 0. Lo que muestra,
nuevamente, que los valores posibles para a(A|J) son 0y 1. @ .

Definicién 2.9. Un subconjunto A de R es arquimedianosi D = {r € R: A +r = A}
es un subconjunto denso de RR.

Observamos que si A es arquimediano, entonces A° también lo es.

A continuacién veremos que cualquier conjunto.arquimedianc de medida exterior
positiva debe “ocupar” toda la medida de R.

Teorema 2.10. Sea A un conjunto arquimedianoc de rmedida exterior positiva.

Entonces para todo I C R intervalo,

AT(ANT) = AW).
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Demostracion.
Si I° = o, entonces 3a € Rtal que I C [a,a], y 0SS A (ANT) < A([)=0.
Si I° # o, sea J = (a,b) < I no vacio y acotado. Sea n € N fija.
Como A® (A) > 0, debe existir .J’ abierto acotado no vacio tal que i%'—'l <A (AnNJ).

Si no fuera asf, tendriamos que VJ’ < R abierto no vacio acotado,
,
2 > xana,

esto es, que VJ' C R abierto no vacio acotado 8 (A]J’) < 1, lo que, por el teorema
2.8, quiere decir que 8(A[{J’) = 0, pero 0 < A*(A) = A" (U, (AN M,)), donde
Mya=[-n—1,—njunn+1],y0 < A (A) = TR A (AN M,) = Im € N tal que
A*(A N My,) > 0. Asi que, tomando J' = (—m ~ 1,—m) o J' = (m,m + 1) tenemos
un intervalo acotado abierto no vacio que cumple 8 (A|J’) = 1. Ademis podemos

elegir n’ € Ny J’ de manera que

1 . 1 A(J)
_— _ g 2327
2n’SA(J)<n’_ n

Sea k el miximo niimero de subintervalos adyacentes J; de longitud % contenidos

en J, donde

i—1 i .
Ji = (n+ oy ,a+ ﬁ)z e {1,...,k}
Entonces tenemos que si n — o0, £ — A(J) (esto se comprueba ficilmente si
observamos que |A(J) — %l < ;"—; = ﬂ:—'!, asi que para € > O tomamos n € N de

manera que i‘ﬂi)- < g, de donde

k(m) 1 _ALD
m

mznalz\(.l)—'m)— o ey
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Comeo A es arquimediano, para cada i € {1,...,k} existe »; € D tal que

J' 4+ ri € Ji, donde D es el denso correspondiente a A. Puesto que la medida de
Lebesgue es invariante bajo traslaciones,
1 A5

o ry S%</\'(AﬁJ’)=/\'((Ar‘\J’)+r‘)=

=2 (A+r) N +7)) = A (AN (T + 7)) < A (AN T)

Como los J; son abiertos ajenas, y Ji € J Vi € {1,...,k} , tenemos que

—

n y sin — oo

A (ARNE A (ANT) = "-"iﬁ=ﬁi AlJ)
=1

de manera que X* (ANJ) = iE‘D- para toda J C [ intervalo abierto acotado no
vacio. Por el teorema 2.8, o (AlJ) = 1 y por el lema 2.7, a (A]]) = 1, asi que
A (AN =x(I). -

A continuacién se construirdn algunos conjuntos arquimedianos no medibles. En
su construccién se utilizan equivalentes del axioma de eleccidn o el axioma mismo.
En este caso el equivalente es la suposicién de la existencia de una base de Hamel

para el espacio cociente ‘—';.

Una observacién que recalcamos es que también el complemento de un conjunto

arquimediano es arquimediano.

Ejemplo 2.11. Sea A una base de Hamel para %, v sea k' € H fijo. Definimos
A={T0,qh ¢ €Q, hy € H\{I},nn € N}.

Siz e (A-+ qh')N(A + g?h’) entonces z = 572, gl hl + @' = 03, q2h? + g%, de
donde (¢! — g2} &’ € A, por lo que g' = g2. Asf pues, podemos escribir

R = blgeo A + gk,
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Como la medida exterior de Lebesgue es invariante bajo traslaciones y A (IR) > 0O,

entonces A" (A) > 0.

Dado que A es denso (pues simplemente tomando h € H\{A',0} tenemos

{giht,cn € A densoen R) y que A +x = A Vr € A, entonces A es arquimediano.

Asimismo, A° arqui diano. Observando que A + h' C A°, obtenemos que

A* (A%) > 0. Aplicando el teorema 2.10 a A y a su complemento, tenemos que v/ C R
intervalo,

A (ANI)=A()=Ar (AN )

Claramente el conjunto resultante A es no medible.

Ejemplo 2.12. Definimos ~ en R como sigue:

x~y¢z~—y€{%EQ:(P.Q)=1Y‘1=2"+1}='Q’
Observemnos que R = U{a+$: 5 € Q’} De esta manera, si construimos un

conjunto W con exactamente un elemento de cada clase (Axioma de Eleccién), y

lnego formamos:
B = {a + E : P,q enteros impares y a € W},

entonces B€ estara formado por elementos de la forma o + 3,,2. con p € Z y q impar.
Ademds, Vp,q impares, B + 5 = B. Por un argumento anilogo al del ejemplo

2.11, B y su compl Lo ti dida exterior positiva. Sea D = {2 : p € Z y g impar} ,ent
v P 2

D esdenso, B+d=BVde€ Dy B°+d = B°Vvd € D. Por lo tantu, B y su comple-

mento son arquimedianos de medida exterior positiva, asf que se verifica que

AN (BAD=AU)=A" (B°NI). =&

o A SRR,

:
i
i
i

i
b
i
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V.FORMULA PARA LA SUMA DE LAS PARTES.

Definicién 2.13. Un subconjunto C de un conjunto medible D es cornpletamente
no medible respecto a D si para todos los subconjuntos medibles £ de IJ con medida
positiva, £ M C es no medible.

Teorema 2.14. C es completamente no medible respecto a un conjunto medible
D si y sdlo si C es un conjunto no medible tal que para cualquier conjunto £ < C
que sea medible, £ M D tiene medida cero (es decir, si C es un conjunto no medible
de medida interior cero).

Demostracién.

Supongamos que C es un conjunto completamente no medible respecto a D. Sea
E C C medible. Si A(F) > 0, entonces tendriamos E C DD un conjunto medible, de
medida positiva y tal que £ = EMN C es medible. Por lo tanto, A (F) = 0.

Supongamos ahora que C es un conjunto no medible tal que VE C C que sea
medible se tiene que A (E) = 0. ‘

Sea D una cubierta medible para C. Se demostrard que C es completamente no
medible respecto a D.

Sea E C D un conjunto medible, A(£) > 0. Si £ N C es medible. entonces
(por hipétesis) E no puede tener medida positiva. Pero si A(E M C) = 0, entonces
A(E\C) >0, a:si que ENCF serfa un conjunto medible, de mcdidl; positiva, contenido
en D\C. Pero esto contradice la definicién de cubierta medible. Por lo tanto. ENC

debe ser no medible para todo £ C D medible de medida positiva. I
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De lo anterior se desprende la siguiente observacién:

Corolario 2.15. Si C es completamente no medible respecto a un conjunto

medible D, entonces D es una cubierta medible de C y para dichos C y D se tiene

que

A(C) = A(D) =" (Cn D)

Esto se comprueba como sigue: si suponemos A* (C) < A (D), podemos encontrar

un conjunto meciible Dg tal que C C Dg C Dy que A°(C) < A(Dg) < A(D), de

manera que (D\ Dg)NC = g, lo cual es absurdo. Si suponemos ahora que A* (C N D) <

A (D) encontramos un Do medible tal que

C°ADC Do cDyA(CND) < A(Do) < A(D),
por lo que D\Dg C C , lo que es imposible. B

Definicién 2.16. Decimos que tres conjuntos B, C y D son una descomposicién
de un conjunto A si se cumplen las siguientes propiedades:

(i) B es medible

(ii) C es completamente no medible respecto a D
(iii) A= BuUC,

vy BND=g

donde alguno o varios de los conjuntos B, C y D pueden ser vacios.

Teorema 2.17. Cualquier conjunto A € R puede descomponerse de manera

\inica (excepto por conjuntos de medida cero).

Demostracién.



Sea A un subconjunto de R no medible, y sea
B = {E C A: E es medible}, entonces:

{a) Puesto que ¢ € B, tenemos que B # o.

(b) A\E es no medible (por ser A no medible)
(¢) En (B ,C), C es un orden parcial, y

(d) Sea S C B una cadena. Para demostrar que S tiene una cota superior B,

construiremos
B={JE
Ees
Entonces‘:
-BCA

- B es medible.

- B es cota superior de In cadena (y es un elemento de ).
Aplicando el lema de Zorn, tenemos que B tiene elementos maximales (que
pertenecen a B). Sea B un elemento maximal.
Si tomamos C = A\ B, y D una cubierta medible de C, entonces B, C y D son

los elementos de la descomposicién de A, y son tinicos salve por conjuntos de medida
cero. B

Teorema 2.22. Si A C Ry B, C y D son conjuntos que descomponen a A,

entonces se verifica la siguiente férmula “para la suma de las partes”:

ANAND) + 2 (AN I) = A()+ 2A(DNI).

Separaremos la demostracidn en una serie de lemas:
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Lema 2.23. Sean B' = B NDy C' = C°N D. Entonces los conjuntos B, C’

y D forman una d icién de A°. Ad A

, dichos B, B’ y D son ajenos y
BB WD =R
PDPemostracién.
(i) B' es medible por ser interseccién de conjuntos medibles. Ademis,
A=BUCC BUD = B' = B (D" C A,

(i%) Si E € D, E medible, )\ (E) > 0, entonces ENC' = ENC*ND. ENC® medible
= /\(EhC‘).=0.P¢roentonces E\C*® = ENC es medible y A(ENC) > 0, lo
cual es absurdo. Entonces VE C D, £ medible, A (E) > 0 = E N C’ es no medible.

(i) B'UC! = (B° N D)U(C* N D) = (BU D)W(C U D) = {(BuU D)N(CU D))°

= [(BNDY)UCI = [(BUC) U (D UC)] = AU (DNC) = A°
Claramente, B’ N C’ = g, de manera que B’ U C’ es ajena.

(iv) BND=go.

Por la manera en que se definieron, es claro que B, B' y D son conjuntos ajencs.

Por 1iltimo,

BUB'UD=BU(B NP Y)UD=BUDULV(BUD) =R,

con lo que queda demostrado el Lema. @8

Lema 2.24. Si X, Z C IR son medibles y A (X N Z) = 0, entonces

AXUZYy=2(X)+2(Z).
Demostracién.

Claramente, X\ Z, (X N Z) y Z\X son conjuntos ajenos, asi que X (X) = X (X\Z)+
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AMXNZ)=2AX\2D)y A (2) =22\ X))+ X (X N Z) = XA(Z\X) ,entonces A (X U Z) =
AXNZ) + 2 AM(X A Z) A (X\Z) = A(X) + A(Z).

Lema 2.25. Si W, X, Y y Z son tales que X y Z son medibles, A (X N Z) =0 y
W C X,Y C Z, entonces

AT (W UY) = A" (W) + A (V).
Demostracién.

A (WUY) =inf {2, A(A.) : WUY C U, An, A, € ARVRY} =
=inf {3, A (Ba) + A(C): UL BaC X, U2, Cn € Z, WUY C UL, (BLUGC,) } =
=inf {332

n=1

A(Bn) : W C UL Ba} +inf {32, X (Cn) : Y C UL Cn) =
=AarW)+r(Y)®

NOTA: Lo anterior puede establecerse también usando cubiertas medibles.

Demostracién del teorema 2.22.

Usando los lemas anteriores, comprobaremos finalmente la férmnula para la sutna
de las partes :

AN+ AND=x{(BNnHu(Cn))+x({(BnHuEcnl))=
=A(BAN+ICAD+XB N+ 2 (CNI)=

=A(BNH+2(DNDH+ 2B NH+A(DNI)=

I

A{{(BuDUBYNI)Y+A(DnNI)=

]

A(BuDyu (B NDHNID)+Ax(DNI)=
=A@ +2r(DNH=m

Observaciones : Cuando A es medible, D es vacio y la férmula da

AAND + 2 (AN =A)
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Si A es como en los ejemplos 2.12 y 2.13, entonces tenemos
AN+ A (ATNT)=2-2(1)

Es natural preguntarse si hay conjuntos A que arrojen resultados intermedios
(donde la suma no dé sélo la longitud del intervalo, pero tampoco llegue a ser dos
veces €sta). La respuesta es que es posible construir tales conjuntus. Una construceidén
consiste en tomar un conjunto /1 que tenga una parte medible 3 de medida positiva
y una parte no medible parecida a los conjuntos de 2.12 y 2.11. Esta construccién
nos proporciona conjuntos de cualquier medida deseada entre A(J) ¥ 2 - A (]) para
un intervalo I elegido de anternano. La construccién que veremos en 2.27 da como
resultado conjuntos cuya medida estd entre A (f) y 2- A (J) para cualquier intervalo
I no vacio,

Teorema 2.26. Dados I = (a,b) # o,y vy € (A (), 2-2(I)) C R, 3A C R tal
que

A< AN+ x(ANl)=vy-A(I)<2-A().

Demostracién.

Sean I = (a,b) #o,yvy€ (A (), 2- A(I))CR. Sea ¥ =2-A(I) — .

Formamos J = (a,a + 9) y X = EN[a+Y,b), donde E es el conjunto arquimediano
construido en 2.12.

Sea A = JWJX entonces para esta I, A*{(ANJI) + A (A°NS) = A(J)+ 2
MNMXND=9+2(AU)—9) =2-A{{)—F =8B

Teorema 2.27. Existe A C R tal que V/ C R intervalo no vacio

AU) <A (AN + A (ANT) < 2-A(J)
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ademsds, A M J es no medible.

Demostracién.

Sea GG un conjunto medible tal que VI C Rintervalonovacio0 < A (G NJ) < A (1)
(como en 1.30.). Sea E como en el ejemplo 2120 2.13. Si A=GnNnE:

(a) En la descomposicién de 4, D = G

G A <A (AND+A (A NT) = AL)+A(GCNI) < 2-A(I) VI C R intervalo

no vacio. Claramente, A M J es un conjunto no medible. B

VI. DESCOMPOSICIONES DE CONJUNTOS.

Usando la equivalencia vista en teorema 2.14 daremos las descomposiciones de los
conjuntos no medibles construidos hasta ahora.

2.28. A=V el conjunto de Vitali tiene una descomposicién en:

B =g, C =V y D una cubierta medible para C.

Demostracién.

Sea E € V = C medible, entonces Wcqp £+ 9 € Wyeqr V + g € {—1,2], de donde
Sqeq A(F) < 3. Porlo tanto, A(E)=0.m

2.29. A = B el conjunto de Bernstein: el conjunto medible B de su descompuosicién

es vacio, C se puede tomar como el mismo B y D como una cubjerta medible para

C.

Demostracién.

Tomando £ < B medible, A (E) > 0, por la regularidad de A, 3K < E compacto
de medida positiva.

Sea o < w, tal que K = F_,, y go € K N'B°
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K c EC*®B, porlo que KNP =g, lo cual es absurdo.

De manera que, si £ C 8 es medible, entonces A(E) =08

2.30. £y segin 1a construccién de Halmos. Entonces su descomposicidn es andloga
a las anteriores: su parte medible puede tomarse vacia, y Ep = C su parte completa-
mente no medible respecto a una cubierta medible de £o_

Demostracidon.

Sea F C Ep medible. Por lo visto en la demostracién de no mediblidad de Ey

{2.3.i], F debe tener medida cero. @

VII. CONJUNTOS NO MEDIBLES EN R2.

Existe una iderabl simple de construir conjuntos no medibles en
R?, definiendo una o— &lgebra ¥ una medida adecuadas.

Sea X = {((z,9):0<z<1,0<y<1} y,YVE C [0,1], sea
E={(z,y):x€ BE,y€0,1]} c X.

Sea S = {E :Eclo, 1]} . Entonces S es una o— ilgebra de conjuntos en
X ={0,1]%.
Dado un conjunto E Lebesgue-medible, definimos u(£) = A (£) .Para dicha me-

dida 4, el conjunto “diagonal” M descrito por
1
M= {(:,y):zE {0,1),y = 5} cX

es no medible; de hecho, es un conjunto “extremo”. en el sentido de que u.(M) =0

yu (M)y=1.18
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Capitulo 3

SUBGRUPOS
UNIVERSALMENTE INO
MEDIBLES DE R.

Si en el capitulo anterior se estudié a conjuntos no medibles respecto a la medida
de Lebesgue, en éste se verad cédmo construir conjuntos que resulten no medibles para
una mayor cnntidn‘d de medidas. Lo que aquf se expone es una modificacién de un
argumento dado por F. Bemstein en el cual construye subgrupos de R que resultan
ser no medibles para toda una clase de medidas exteriores regulares de Borel en R que
son continuas. La clase de medidas respecto a la cual se construird un subgrupo no
medible de R en este capitulo es el de las medidas de Lebesgue-Stieltjes Ay inducidas
por funciones continuas no decrecientes f. A la propiedad de no ser medible respecto
a ninguna de estas medidas es a lo que llamaremos ser “universalmente no medible”.

Adicionalmente, obtendremos una manera de partir a cualquier subconjuntou
/\,.— medible de R con medida A, finita y positiva en ¢ conjuntos ajenovs, todos ellos
no medibles respecto a Ay.

Como 1iltimo punto, obtendremos una equivalencia entre los conjuntos “tipo Bern-
stein” y los conjuntos universalmente no medibles.

61



62

Definicién 3.1. Sea A, la medida exterior de Lebesgue-Stieltjes inducida por una
funcién continua, no constante, mondtona no decreciente f : R — R por medic de la

férmula

Ay (E) =inf {i:(f (b;)— f(a;)):a; £ b;, a;,b; eRy EC Lj (agxb,)}
= =3

para E C R.

Se denotard por Wi, a la familia de los subconjuntos Ay — medibles de R (es decir,
la familia de los A C R que cumplen que A} (§) = A} (5 M A) + A} (5\A) para todo
subconjunto S C R), y por A, a la medida resultante de restringir A} ala o— dlgebra
0L;.

Sea J el conjunto formado por las Ay aqui definidas.

Es claro que la medida exterior de Lebesgue se obtiene cuando se toma J(x) = =x.

Proposicién 3.2, Si A}(A4) < oo, entonces es equivalente que A € M, y que

sup {A(K) : K C A, K es compacto} = inf {A;(V): AC V, V es abierto} .

3.3.a. Para toda Ay € J, A, (R) > 0.

b. Si C es un subconjunto numerable de IR, entonces A (C) = 0.
e. Si B C R es de Borel, entonces B € 90,.

(a) Como f es una funcidén no constante y no decreciente, hay a,b € R donde
J(a) % f(b). Si suponemos a < b, entonces 0 < A{[a,b]) < A, (R).

(#) Cada singulete {z} esti contenido en el abierto A, = (x — %.x + %) para toda
n € N, por lo que 0 < A, ({z}) < f(z+ ) — Sz — %) — 0 si n — oc por ser f
continua. Si escribimos € = U, .cc {Tn} obtenemos el resultado por o— aditividad

de la medida.
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(¢) Es claro pues cada abierto de R pertenece a Mt,.

DPefinicién 3.4. Ll a un conjunto S C R universalmentc no medible si

no existe Ay € J para la cual S € 9,.

Definicién 3.5. El indice de un subgrupo /{ de un grupo dado X es el cardinal

del grupo cociente (o del conjunto de clases izquierdas, si // no es normal en X),

#(5)-

Teorema 3.6. Existe un subgrupo H del grupo aditivo IR que tiene indice ¢ y es

universalmente no medible.
Demostracién.

Sea § el conjunto de los subconjuntos cerrados no numerables de R. Como se

puede ver en [A.9], el cardinal de F es el del continuo, y todo F € § tiene a su vez

i
i
:
H
;
i
!
{
b
H
4
4
H
:

cardinal ¢ [A.13].

Sea w, el menor nuimero ordinal con exact: te ¢ pred es. Si asignamos

AT R

a cada FF € §F un elemento del conjunto de predecesores de w,., podemos escribir

F={Fa:a<wl}.

Puesto que el campo de los mimeros racionales Q@ es numerable y que la familia
de los subconjuntos finitos de cualquier conjunto infinito tiene el mismo cardinal que
el conjunto [A.15], se tiene que cualquier subconjunto S de R que tenga menos de
c elementos tendra un generado lineal sobre @ que también contari con menaos de ©
elementos. Por lo tanto, es p‘cis'lble construir, usando induccién transfinita, un con-

junto {Z, : & < w I U {ya : @ < W}, de mimeros reales diferentes que sea linealmente
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independiente sobre Q@ y tal que r,,¥. € F, para toda « : basta con tomar cualquier

Ta € Fu\{({zp,up: B < a}l)q,
¥ luego cualquier
Yo € Fo\ ({Za} U {zp, s : B < a})g-

Una vez hecho esto, sea H = ({Ta:a <wc})g. Entonces H es un subgrupc de R
universalmente no medible: procederemos por reducciv;’:n al absurde. Supongamos
que existe \; € J tal que /7 € M1,. Si Ay, (H) > O, entonces (por regularidad de Ay)
existe un conjunto compacto K C H de A;— medida positiva. Entonces K es no
numerable [3.3.5] y cerrado, asi que el cardinal de K debe ser ¢ [A.13]. Por lo tanto,
existe § < w, tal que K = Fgs. Pero entonces ys € H, lo que contradice la indepen-
dencia de {x,,¥, : @ < w,}, de manera que Ay (H) = 0, por lo tanto A, (H¢) > 0.
Argumentando como antes, esto nos lleva a que exista z., € F,, C ]I";_)arn alguna
¥ < we aunque z, € H para toda a. De esta manera, también A, (}{°) = 0. En conse-
cuencia, Ay (R) = 0, lo que contradice que Ay € J. Por lo tanto, H es universalmente

no medible. @

Nétese que los conjuntos {f{ + ya : a < w} forman una familia de ¢ clases ajenas

de H.

Lema 3.7. Para todo B € R conjunto de Borel no numerable existe Ay € J tal
que 0 < A\,(B) < oco.

Demostracidén.

Sea B C R un conjunto de Borel no numerable. Puesto que existe n € N tal que

B [—n, n) es no numerable, podemos suponer a B acotado. Por la afirmacidn de la
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NOTA en el punto A.13 sabemos que existe un subconjunto K de /3 humeomorfo al
{0,1}™ . Si tomamos f : R — R la funcién “escalera” de Cantor (también conocida
como la funcion singular de Lebesgue) ligeramente modificada:
-definida constante, igual a cero, para < 0,

-igual a uno para x > 1 y tal que

- f(=z)= Zf,—‘;—,' %} + gk para z € (0,1), donde x = 302, §¢ con «; = 0,1 02, V
el primer indice tal que ay = 1 (si no hay tal, entonces N = o) y 4, = 3 .

Entonces f és continua y no constante, de manera que induce una medida de
Lebesgue-Stieltjes en IR. El lector puede comprobar que para dicha medida As (C) =
1. De ahique 0 < Ay, (B) < co. @

Lema 3.8. Sea K un conjunto compacto, Ay € J tal que Ay (K) > 0, £ un
subconjunto de R y Tp € R dado. Definimos v (E) = A; (K M (£ + x0)). Entonces

veJd

Demostracién.

Primeramente se demostrari que v es una medida en IR, a continuacién se daria una
funcién no decreciente, continua y no constante g tal que v = X,.

Puesto que podemos escribir v = )\;‘ © Tz,, donde ,\;‘ es la medida dada por

,\5‘ (E) = A, (K N E) y donde 7z, (E) = £ + To, la v es una medida en R.

Sea g () = v ({—oo, z]) entonces:

(i) g es una funcién bien definida (pues la v es una medida). no decreciente y
acotada.

Sean ¢,y € R, £ < y. Entunces {(—oo,x] € (—o0,y] ¥, puesto qie la v es una

medida, se cumple que g(x) < g(y).
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Puesto que K es compacto y Ay es regular, v (E) < v (R) = A (K) < oc, por lo
que

g(z) = v ({—00,z]) = Ay (K N (—00, T + ma]) < Ay (K) < co para toda = € IR, as{ que

g esti acotada.
(3i) g es continua.

Sea r € R y sea £ > 0. Como f es continua, existe § = § (f, ) > 0 tal que
si (= + Zo) — (¥ + To)| < & entonces |f(x + o) — f(y + Za)| < &.
Sin perder generalidad podemos suponer = < ¥ , asi que, siempre que
Iz —yl=l(z+%o) ~ (y+ To)| < &

tendremos que

lg() — g(=)] = g(¥) — g(z) = v{(—o0,¥]) = v ((—o0,z]) =

v ((z,¥)) € Ay ((z + To, ¥+ x0]) = f(z+x0) — f (¥ + z0) =

|f(z+ o) — f (u + xo)| < &,

de manera que g es continua.

(iii) g es no constante.

Como v {K — zg) = Ay (K N ({K — Ta) + Bo)) = Ay (K) > 0y, al ser K — o un
conjunto compacto, existe n € N tal que K — o < [{—n,n}, tenemos que

0 < ¥ (K — o) < v((—n,n]) = v ((—oc,n]) — v ((—o0, —7]) = g(n) — g(—n),

por lo cual g(n) # g(—n), as{ que g es no constante.

Es facil ver que v es igunl a la medida de Lebesgue-Stieltjes inducida por g. B

4
i
1
i
H
H
i
{
H
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Teorema 3.9. Sea H un subgrupo universalmente no medible de Ry B C R
cualquier boreliano no numerable. Para € R sea B, = BN (x + H). Considérese
cualquier Ay € J que haga que 0 < A;(B) < oo [3.7]. Entonces, para toda = €
R, Ay(Bz) = Ay(B) y B; & M,. Esto es, para dichas Ay, la familia {B.; : z € R}

constituye una particién de B en # (7-,-) conjuntos distintos, ninguno de los cuales es
Ay~ medible.

Demostracién.

Supongamos une existe € R tal que A} (B:) < ), (B). Entonces existe un
conjunto abjierto V C R tal que B, C V y A, (V) < A, (B). Como B\V € M, y
Ay (B\V) > 0, existe K C B\V conjunto compacto tal que Ay (X) > 0. Definimos v/
como

v(BYy =X (KN (z+ E))
para £ € R. Entonces {3.8] v € J. Pero esto es imposible, porque K y = + H son
conjuntos ajenos, lo que hace que v (H) = 0 y que H € IR, contradiciendo la no
mediblidad universal de H. Esto demuestra que A;(B:) = A\/(B) para toda z € R.

Supdngase ahora que B, € "1, para alguna x € IR. Como / es un subgrupo

propio de R existe y € R tal que B, N B: = ¢. Entonces,

22,(B) = A;(B.) + 2}(By) < Ar(B:) + A, (B\Bs) = A, (B),

di hindt
lo que co la hip

de que 0 < A (B) < oo. Por lo tanto, ningiin B; es
Ay— medible. Como ninguin B, es vacio y las clases de H, son ajenas entre si,
{B: : € R} constituye una particién de B en # (%) conjuntos distintos, ninguno

de los cuales es A,— medible. @



Definicién 3.10. Un conjunto § C R es de tipo Bernstein si ni S ni su comple-
mento S° contienen a un conjunto compacto no numerable. R
Teorema 3.11. Un conjunto S < R es tipo Bernstein si y sélo si § es univer-

salmente no medible.

Demostracién.

Supongamos que S C R no es universalmente no medible. Entonces existe Ay € .J
tal que S € M,. Sin perder generalidad, podemos suponer que A;(5) = 0. Por
regularidad de la medida, existe K € S compacto de Aj— medidz‘z. positiva. Por lo
tanto, K es no numerable, asi que S no tiene la propiedad de Bernstein.

Supéngase ahora que K es un subconjunto compacto no numerable de R. Entonces
existe Ay € J tal que Ay (K*°) = 0, por lo tanto, si K estid contenido en S (0‘ en S°)
(esto es, si S no es de tipo Bernstein) entonces Xy (§°) = 0 (A, (8) = 0). asi que

S € Wy, por lo que S no es universalmente no medible. B



Capitulo 4

EXTENSIONES DE LA MEDIDA
EN GRUPOS TOPOLOGICOS
COMPACTOS.

En este capitulo se define el concepto de “cardcter” de un grupo tupolégico, como una
forma de apreciar el incremento en la capacidad de una medida extendida respecto
de la original. El cardcter de un grupo topolégico es el cardinal de un subeonjunto de
la o—algebra formado tomando en cuenta propiedades de la topologia y de la medida
del grupo.

El propdsito central de este capitulo serd extender una medida de tal modo que
abarque una mayor gama de conjuntos. El incremento en las posibilidades de “medi-
cién” se apreciars por medio del cardcter del grupo.

Como 1iltimo punto se exponen conjuntos no medibles respectu a estas extensiones
tanto en grupos topoldgicos compactos como localmente compactos (ver apéndice B
para las definiciones correspondientes). Es notable la sencillez de la construccidn
de estos conjuntos y la similitud de estas construcciones con las expuestas en el
primer capitulo. Para constx;uir dichos conjuntos usaremos, una vez midis, al axioma

de eleccién y sus variantes.
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El resultado pertenece a KAKUTANI y OXTOBY.
NOTA: En todo este capitulo (salvo que se especifique otra cosa). G denota un
grupo métrico compacto infinito [B.1], u es la medida normalizada de Haar [B.3] en -
G, y T es la o—ilgebra de los subconjuntos de G que son u— medibles. Por lo que
el espacio de medida (G, 2, i) resulta completo. r
4.1. #(G)=¢
Demostracién. :
Propiedad 4.2. #(G) = c.
Como G contiene un conjunto DD denso numerable [A.12], todo elemento de G es
el limite de una sucesién de elementos de D. Asf, # (G) < ¢, lo que junto con 4.2
demuestra nuestra afirmacién. @
Definicién 4.3. Sea X un conjunto no vacio, & cualquier o —dlgebra de subcon-
juntos de X y p cualquier redida definida en &. Entonces el cardcter del espacio de
medida (X, €, 1) es el menor niimero cardinal m para el que existe una subfamilia .4
de S tal que # (.4) = m que cumple que para todo § € & y para todo € > 0 existe
un conjunto A € A que satisface que 1 {S A A) < £. A cualquier subfamilia A de &
que cumpla con lo anterior le llarmnaremos base de (X, S, u) .
Propiedad 4.4. El espacio de medida (G, 91, 1) tiene cardcter Ro.
Demostracién.
Es claro que existe una base topoldgica numerable para G.
Sea A el conjunto formado por las uniones finitas de elementos de una de estas
bases. Entonces # (A4) < Ro.

Sean M € Mt y € > 0. Por regularidad de u existen F conjunto compacto y U
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conjunto abierto tales que F C M C U y p(U\F) < =. Por la compacidad de F,
existe A € A tal que £ C A C U. Esto se establece como sigue:

Para z € F sea V; un conjunto abierto contenido en U. La familia {V;} es una
cubierta abierta cuya unidn esti contenida en el abierto U. Si se extrae de ella una
subcubierta finita {V,,,..., Vi, }, entonces A = U}, Vi, es un elemento de A, y es tal
que p(M A A) < e.

Claramente, el cardinal de A no puede ser un niimero finito, asi que # (L4) = Rq
para una base de (G,o,u). @

Definicién 4.5. Dado un conjunto X y dos espacios de medida (X,900,,u1) ¥
(X, 9,3, 42) , decimos que el segundo es una extensidén del primero si 01; C 9M, ¥y
w1 (A) = pa (A) para toda A € WL,

Por medio de una serie de lemas demostraremos el siguiente resultado px‘incipn.l;

Teorema 4.6. Existe una extensién (G, 07", u4°) de (G, M, ) tal que el caricter d.e
{G, 901", u*) es 2° y u*° es invariante bajo traslaciones izquierdas, traslaciones derechas
® inversiones.

E} procedimiento que se seguira para llegar a este resultado involucra una primera

36

a un espacio (G’, ‘J.Tl',p') en el que cualquier conjunto A C & con

# (A) < < pertenece a 1! y tiene medida cero. Este paso es el que permite demostrar

el teorema 4.6 sin utilizar la hipé del i
Definicién 4.7. Sea T el conjunto forrmmado por las siguientes transformaciones de
Gensimismo: T+—zx+a, T+— a4+ T Y Tr— —I.

Para verificar que una medida es invariante bajo traslaciones izquierdas y derechas

y bajo inversiones, basta ver que si M es un conjunto medible, entonces cada 7 (A)
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es medible para T € T y que las medidas de 7 (M) y M son iguales.

Lema 4.8. El espacio de medida (G,™01, 1) se puede extender a un espacio de
medida (G.smt,,ﬂ) tal que, para todo A C G con #(A) < ¢, A € W y tiene
ut'— medida cero. Més aiin, i! es invariante bajo traslaciones e inversiones y ((1. o, p‘)
es ut— completo. Esto es, si V € 0tt y it (V) = 0, para N} C N, entonces N, € Dtt.

Demostracién.

Sea P = {P < G : # () < ¢}. Si se supusiera la hipétesis del continuo. sucederia
que cualquier /7 € P tendria cardinal Rp y P estarin contenjdo en 91, asi que este
lema no aportaria elementos nuevos al dlgebra, por lo que no se supondrd.

(a) Si P € P N MW, entonces u (P) = 0. Supongamos que p(f?) > 0. por la
regularidad de u, tenemos que £ contiene a un conjunto compacto no numerable. De
los teoremas A.5 y A.6 se tiene que £ tiene cardinal ¢, por lo que no puede pertenecer
aP.

Utilizando el Lema de Kdanig [{A.8] obtenemos que si {/%,} es una sucesién de

elementos de P, entonces # (Unw; Fn) < IIn2,; ¢ = ¢, por lo que

Orer.

n=1
(b) Sea o1t = {M?T C G : M A M' € P para alguna M € @t}.

Wt también se puede describir como
M ={M'CG: M =(MNA)YUB, MeMy A BeP}.

Mt! es una o—idlgebra de subconjuntos de G como a continuacidn se muestra:

i) Sea AT € 9'. Entonces existe A/ € M tal que M A A" € P. Como
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(Myra(MY =MmaMiePy M e, (M) e,

i) Si {M}} < M, entonces existe {Mna} C 9N tal que Mn & M} € P. Como?
n

(.:, M't) & (ng Mn) < Q‘ (M.aM)eP-..(1)

y 0 es una g—aslgebra, U2, M,, € M y U, M} € 97,
Para M1 € 1t y alguna M € Dt tal que M A M? € P, se define ut (A«l') = pu(M).
A continuacidén se demostraré que p' estd bien definida y que es una medida sobre

Mt que extiende a u.

Si existen M;, M2 € 9N tales que M; A MY € Py M, A Mt € P, entonces?
My AMc (M AM)U(MAM)eP,

asi que u (My A M) = 0y p(M) = p(Mz). Por lo tanto, u! estd bien definida
en la o—ilgebra 901!, Para demostrar la o— aditividad de u' tomaremos una sucesién
ajena {M,I} de elementos de !, Sea {M,} C 2 tal que AL, A M} € P para toda
nenN.

Sea @ = My y Qn =M, N (n‘;;: ,‘j) paran € {2,3,...}.

Entonces la sucesién {Qn} C 97 esté formada por conjuntos ajenos, y para cada
nenN,

! Se demostrard que

oo e oo o H
[U (Ma AM;',)] c [ ] M,.) aly IW,’,)] .
et} nZt et

Sea = ¢ LUSw, (Ma & M) . Entonces para toda n € N = @ Ma & M}, por lo que Xxar, (2) = Xy (=)
Vr € N. Asf, Xum M (T) = X a2 (2). Por lo tanto, z ¢ (U2, Ma) A(UTZ, M) B

3 Como antes, tomamos = & (M AMY) U (Ma AM'). Entoness, = ¢ (MiAM?Y) y x &

(M2 & M), por 1o que Xar, () = xarr (2) ¥ Xy () = Xare (2) . Asi que xan (2) = xan (2} ¥
zg M AMNM. B
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Qa & MY C Uz, (M & M) eP?

Lo que, junto con (1), da que (U2, Qn) A (U;':"‘, M,’,) < Uns: (Qn A _'\l,") € P,
(U M) = 5 (U Qn) = T2, #(Qn) = =2, 6t (M),

con lo que se demuestra que u' es una medida sobre 917. Es claro que coincide
con g para aquellas M € 01,

{¢) Como siguiente punto se demostrard que (G,!D't', u‘) es completo.

Sea N € ' de put— medida cero y sea N, < NN. Entonces existe Af € 90 tal que
NAOM € Py u(M) =0. Entonces NyAM € M. Como N, A(N1 N M)C NAAM € P,
Ny, € T,

(d) Por iiltimo se verificars que u! es invariante bajo traslaciones e inversiones en
ot

Esclatoque PE P = 7(P) e PVr € T,asi quesi M € M y MTA M € P para
M € M, entonces T (M) A7 (M) = 7 (M & M') € P. Por lo tanto, 7 (A7) & ot
Y

ut (7 (M) = (7 (M) = (M) = " (MY)

paratoda T € T. @

Lema 4.9. (i) G contiene exactamente ¢ distintos conjuntos compactos de cardinal
c

Si ademis denotamos por w,. al menor ordinal con exactamente c predecesores y

SSizeQu=M.,nN (n;‘;: ,f) ¥y T & M}, entonces T € M. Por lo tanto, z € M, & M., asi que
e Ul (M; a M.) .

Siz e M} y € Qa, entonces x ¢ M, implica que * € M] & AM,. Alora. si T € M,.
entonces = ¢ M}, puesto que los M)} son ajencs. Pero = ¢ Qn = Ma 0 (221 M:) quiere decir que
x € Ma N M; para alguna & € {1,...,n~1}. Por lo tanto, * € M] & My. De cualquier manera,
zeUi, (Ml o). m
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tomamos {F, : 1 € @ < w,} un buen orden de todos los subconjuntos compactos de
G con cardinal c, entonces:

(ii)Para cualquier conjunto M € ! y cualquier nimero ordinal § < w, existe otro
nimero ordinal a > 3 tal que F, < M1,

Demostracidn.

(i) Como cualquier conjunto abierto U € G es la unién de conjuntos de una
base abierta numerable, tendremos a lo més R3® = ¢ conjuntos abiertos diferentes.
Por complement'ncidn y debido a que G es compacto, existirdn a lo mds ¢ conjuntos
compactoe distintos con cardinal ¢c.

Sea M c Mt tal que ut (M’) > 0. Sea M € M1 tal que M1 A A € P, entonces
a(M) >0y # (M FaN M’) < ¢ . Claramente, existe K C M compacto y de medida
positiva. Como se vio antes, K debe contener a un conjunto P perfecto de cardinal ¢.
Entonces P tiene un subconjunto C homeomorfo a {0,1}%°. Asi, sea g : C — {0, 1}""‘

‘un homeomorfismo, y sea

£ {0, 1} — {0,1}" x {0,1}"

dada por f(z) = {0,1}"® x {z} . Ent fesunh 'morfismo, y los subconjuntos
E, de M definidos por Ex = (gof)~1({0, 1} x {}) son ¢ conjuntos compactos ajenos
de cardinal c.

(ii) Sea M?' € DU tal que ut (M') > 0. Sea 8 < w,. Por el inciso anterior
obtenernce £, C M? conjuntos compactos de cardinal c. Cada E, tiene asignado un

habria

subindice pr < w,. . Si todo p, fuera que G,

h:{l,..,a}— {E, T € {0.1}“} funcidén inyectiva. lo que es absurdo. &
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Definicién 4.10. Para cualquier subconjunto A de G, definimos la p° — medida

exterior p (/i) de A, como sigue:
p(Ay=inf{u (M) :Mem'y Ac M'}.

Definicién 4.11. Un conjunto A C G se dice absolutamente invariante (respecto
autyT)siparatoda7 € T, 7(A) A Ae DM y ut (T (A) A A)=0.

Teorema 4.12.

La familia de subconjuntos de G definida comoJ = {4 C G : 4 es absolutamente invariante}
es una o—ilgebra.

Demostracién.

Es muy sencilla y se omite.

Lema 4.13. Existe una familia {X,},.n de subconjuntos X, de G con las
siguientes propiedades:

@) #(N)=¢c;

(if) Los conjuntos X, € N son ajenos entre si;

(i) p(X,) =1 paravE N ;

(iv) Para cualquier subconjunto Ng de N, la unién U,en, Xv es absclutamente
invariante.

Demostracién.

Sea {Fa:1 < a < w.} como se definié en 4.9. Sea {7, : 1 < a < w:} un buen or-
denamiento de T con tipo de orden w,.

Para cada T € G y cada ordinal a < w, definimos C, () como el conjunto de

puntos de G que se pueden escribir como 75l o ...0 750 (%), donde 1 < B € ay
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ex € {~1,1} ,k=1,...,ny n € N. Entonces:

‘(@) T € Ca (x) (Pues = = Ty, © 1‘;" (x) ).
(b) Sil1< B8 <a<uw,entonces 75 (Cn (x)) = Ca (x).
Claramente si ¥ € C, (), entonces existen n € N, {8c}5_;, {sx}r., tales que
y =74 o..o7T5 (z).
Como 1< B < a, 7075 0...0757 () € Co (x), asi que Yy € C, (x),

Ta (v) € Cq(x). Con esto queda establecida la primera contencién

(75 (Ca (2)) € Ca () ).

Si tomamos ¥ € C, (), como 'r‘;’(y) € C. (x), escribimos ¥

v € Ca(x).

=t (W) y

(¢) # (Ca (x)) < mdz (#a,Rp) < ¢, por lo que Ca (x) € IT*.
Esto se establece con facilidad estudiando el comportamiento de C, (x) para los
maéaximos posibles.

A continuacién se demostrara que existe una doble sucesién transfinita

{zg:l sﬁsa<w‘}
de elementos de G tal que:
g € Faoparal € < a < w,

-los conjuntos Cq (:x:g) son ajenos siempre que 1 < 8 < a < w,.

Si damos a las parejas de numeros ordinales {(a,8) 1 < S a0 < w} = W un

arden, de manera que {(v,8) < (0,8) & (v < a) 6 (v = a y 3 < 6) (llamado

orden lexicogrifico), entonces 90 es un conjunto bien ordenado. Podemus definir una

3l fgsa< u‘} por induccién transfinita como sigie:

sucesion {
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Sea z} € F; arbitrario.
Supongamos que 1 < 8 < a < w, y que r; ya ha sido definido para todos

las parejas (<v,6) con (7,8) < {(a,8),1 < § < ~. Considérese el conjunto D (a, 8)

formado por la unién de los conjuntos C, (x7) tomada sobre las (v, §) € 90 tales que
{v,96) < (=, 8) . Entonces

# (D (2, 8)) = (#a)” - maz (#a, Ro) = max (#0a, Ro) < e.
Como # (Fa) = ¢, el conjunto ¥, N (D (&, 8))° es no vacio.

Sea 3 un elemento arbitrario de F. N (D (a, 8))°. Entonces C, (:cg) resulta ser

ajeno con los C, (z7) para todo (v,6) < (a,B) con (7,8) € 20, pues de lo contrario

tendriamos

THo. o () = TN oo (X)),

donde Sr < a, 5, £vy<a,éxeslo—1,n;€{1,—-1}, ke {1,...,n} yie{l,..,m}.

Por lo tanto,

zg =15 0,015 el o...0T (x) € Ca(zx]d) € D(a,B),

lo que contradice nuestra eleccién de xj.

Ahora,sea N = {vr:vesordinaly 1 €< v < w.}, y sea

Xy = {Calzl): v <a<w}.veN.

Entonces la propiedad del inciso (i) se verifica automsticamente. la del inciso (if)

se obtiene del hecho de que los conjuntos Cq (::g) ,conl< 8 < a < w.. son ajenos

POr pares:
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Dadas v, v € N, v # vV y o = mdz {v, '} fiia, los conjuntos C, (z¢) y Ca (x2) son

ajenos, asimismo si variamos « en alguno de loe conjuntos (Cov (2:3,')) , cada conjunto

obtenido resulta ajeno a C, (z2), asf que

X.NXe=( ¥ Ca(zz))N( '<u Ca (z2)) = o.

vEa<w:

Para demostrar que p(X,) = 1 para ¥ € N supondremos que p(X,) < 1 para
alguna ¥ € NN, por lo que debe existir X, < AM?! tal que u? (M') < 1. Por lo tanto
podemos aplicar el lema 4.9 al conjunto (M1)°, asi que existe un nimero ordinal
a, ¥ < & < w, tal que F, C (M!)°. Pero esto es imposible porque z2 € F, y
x2 € Ca (z2) € X, € M'. Esto demuestra el tercer inciso.

Para demostrar (iv) basta mostrar que el conjunto 7, (Wuen, Xo) D (Wuen, Xo)

tiene cardinal menor que ¢ para toda v < w, ¥ todo Np C V. Ademas, como
H X,=H{Ca(:c:) :veE N v<a<w:}

veNo

es una unién ajena y 7y (Ca (33)) = Ca (z2) siempre que o = 7,
Ty .,'ﬁ X,,) A vyv X,,) ClU{Ca(z) U (Calzl)): v ENo, v Sa <w:}.
Como # (Ca () U 7 (Ca (22))) £ maz (#a,Ro) para v < o, y como
#{(a,v):vENo, v<a<w 1)< (#7).

el conjunto 7, (l8,c vo Xu) A (o.¢ no Xo) tiene cardinal menor o igual al mdx (#-y, Ra) -
(#7)" = méz (#v, ) <c. @

El siguiente lema es un caso particular de un lema de A. ‘TARsK1 [15]. Si bien

este resultado es necesario para la

idn de a nueva 7— algebra, no
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se reproduce aqui la demostracién por ser estrictamente del campo de la Teoria de
Conjuntos. Al lector interesado se le recomienda acudir al texto de HEwrtTT Y Ross
que se cita en la bibliografia.

Lema 4.14. Sea JV un canjunto arbitrario de cardinal c. Entonces existe una familia
{IVe}oco de subconjuntos distintos de /V tal que:

(i) #6 = 2¢;

(i1) el conjunto M3, V5T es no vacio para cualquier sucesién {#,} de elementos
de © distintos y para toda sucesién {¢,}, donde £, es 1 6 ¢, n € N.

Esto nos permite establecer el siguiente lema, con el cual cbtenemos una familia
{Es}pce de 2° subconjuntos de G que satisfacen ciertas propiedades. Posteriormente
se verid que estos Ep son u®—medibles y tales que u® (Es, A £y,) = % siempre que
#; # 82, lo que automaiticamente implicaréa que el caricter de (G, 901", u") es 2°,

Lema 4.15. Existe una familia {£s}, o de subconjuntos de G distintos tal que

(i) #O© =2°

(ii) N2, £5; es absolutamente invariante para toda sucesién {0,} de elementos

de € (no jamente distintos) y para toda sucesién {en}, donde £, es 1 6 O,

ne€ Nydonde B = Esie, =1y E = E°si £, = 0.;

(#id) p (ﬂ;,“;, E‘;;) = 1 para lquier sucesién {0,} de el tos de © distintos y
pora toda sucesién {€,}, dondec,es1S6 0, n€ N.

Demostracién.

Sea {X.}.,cn la familia de subconjuntos de G obtenida en el lema 1.13. y sea
{No}oce la familia de subconjuntos de VN que se obtuvo en el lema 4.1.4.

Para § € ©, sea Ep = W, n, Xo. Los conjuntos E, resultan ser diferentes por ser
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los X, ajenos. El incisa (i) es exactamente el resultado 4.14.i.

Por 4.13.iv, los conjuntos Ej, son absolutamente invariantes. La propiedad (ii)
se sigue de esto y del hecho de que la familia de subcunjuntos de G absolutamente
invariantes es una o— dlgebra [4.12].

Para demostrar (iii) elegimos cualquier 1o € ML, N (qQue es no vacia por 4.14.43).
Como Ey = lt.en, Xe ¥ los conjuntos X, son ajenos, dada v fija, para toda v/ € NV,
X € X§, asi que

- Vv € Ny, X,. C XSV € N§,
de donde Ef =N{XS:rvr e No} DW{X,: v e N5}.
Esto es, E§ D W{X,:v € N§} si £ es 1 6 °. Por tanto, tenemos las siguientes

relaciones:

N E5r o ez (W{Xe: v e NGz }) Dt {X0 s v e M. Vo2 } D KXo

Como p (X,,) = 1 (por 4.13.iii) , se sigue que p (ﬁ,“‘“sl Ej:) =11

Definicién 4.16. Sea {E;} la familia de subconjuntos de G obtenida en 4.15.

Considérese la familia & de los subconjuntos £ de G de la forma

(@) E= ((f"‘] E;:) al AI},.“.,,) ,

{z1,c0en} k=1
donde n € N, {0y, ...,0,} es un subconjnto finito de @, y para cada sucesion {&,,...,€n},
con e igual a 1 6 °, k = 1,...,72, M}

e €8 un elemento de 9. La unidn Ug,....c.}

estd tomada sobre las 2" sucesiones distintas {&;,...,5n} (la 72 permanece fija).

Es interesante notar que la unién de 4.16.7 es una unién ajena. y esto se comprueba

T Seax € W{X. v € Mhwy Vo7 } . entonces existe tn € (71, Vo7 tal que £ & Xu,. Es decir, existe
vo tul que para toda 2 € N, 1o € Njr y © € Xuo. Por lo tanto, T € {X., : tn € Nj7} para toda
neN. Asi,zeMie, (U{X.:veNg)). =
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% do dos iones di

{e11.sEn} ¥ {£), ..., €L} . En este caso. debe existir
£x # £, por 1o que E, aparece en una de las intersecciones y Ej§, en la otra, de donde

los conjuntos resultantes deberan ser ajenos.

Lema 4.17. La familia € es un algebra de subconjuntos de G y IR7 C €. Sea

- - 1
@ B =5 3 a (ML)
{s11-00En}
siempre que E tenga la forma 4.16.i. Entonces:
(a) p* estd bien definida y es aditiva en &;
(&) p= (MY) = pt (MY) pars toda M' € T
(c)SEE€€yrTecT, entonces 7(E)€ €y p” (1(E)) = p* (E).
Demostracién.
Primero obsérvese que si E tiene la forma

E= W ((Q‘Es) A M.‘,..A,,) e (D)

{&11men)

¥ {fns1,-.-,0m} es un subconjunto finito de B, ajeno a {H1,...,0n}, entonces

B= W ((kf‘:], E;;) n M;,....,..) ,

donde tomamos M} . = 1\'!,'"._.,,“ PArA M1 *+*TJn = £] * * * En. Mas alin, tenemos que

1

1
— 2 ’ pt (M) = 5= Z
2" ety ( e ) 2™ feiirea)

1
27t (M) = 5w > (ML)
( ! ) 2 e, tm} ( ' )
Estas observaciones implican que siempre que durante esta demostracién aparezcan
dos conjuntos E y F en €, podemos suponer que las uniones correspondientes toman

en cuenta los mismos conjuntos de fndices {£;,...,£€n} ¥ que los conjuntos que se con-

sideran en las intersecciones estin determinados por un mismo conjunto de subindices

{6, ...,6.}.
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Si E € &€ es como en 4.16.i, entonces (3

e, () n ) < e

¥ si ademaés tomamos un F € € de la forma

e ....) ((‘n Eq) n A "‘) - (2)

E.uF—(m M}((.r‘] ) (M3, 0 MY =,))€€-

Por lo tanto, & es un dlgebra de subconjuntos de G. Claramente, It C &.

entonces

{a) Supongamos que F tiene dos escrituras posibles, y que los conjuntos {M,’r,“_}
¥ {M};’,n} son loe que aparecen en cada una de ellas (recuérdese que se pueden usar

los mismos {E::} ). Para demostrar que u* esti bien definida, bastard demostrar

que
( €10 '-) =u* (Mn ‘-)
para todas las sucesiones {c,,...,£n} posibles.

Puesto que la unién en £ es una unién de conjuntos ajenos, tenemos la siguiente

igualdad: (MR.; Eg*) N M . = .1 Ee*) N M. . Por lo tanto®,
1 Fo, €1-km 1 Loy 1 -en

.. aMi )< (.6; E;:)c

Como p (ﬂ:.. E::) =1 {4.15.i41] , cuslquier subconjunto 4! — medible de (n:_, E;:)c

tendrid ut— medida cero. Por lo tanto,

a1 (Mo AMILL) =0y 8t (MI0) = o0 (ML) -

EBAC=(B\O)U(C\B) C (B\CRA)U(C\BNA)=
= (B\A) U(C\A) = (B AU (CNA)C A°. B
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A continuacién demostraremos que u* es aditiva en €. Supdngase que 2 v F son

conjuntos ajenos (de las formas (1) y (2)). Entonces

(M ca n ML) (MR ESE) = o de manera que (A, M ML) < (Niay E52)°.

Por un argumento como el del parrafo anterior, tenemos que

ut (M",,,,,n N M,’,’u) = 0. Entonces tenemos que
W (MY UML) =t (M) et (ML) -
Por la manera en que se definié ut, tenemos que p° (EWF) = pu* (E) + u* (F). (b)
Ademas, resulta obvio que pu* (AI’) = ut (M‘) para toda M7 € 9T
(¢) Por iltimo, sea £ como en (1) y T € T . Entonces

"= U (-r (Q Eg;) Ar (IW,*,‘__,")) }

{=1..on

Si tomamos

= U ((Qem)or (o).

tendremos que

EYAB= U (r (ﬁ E;;) a (r"j E;:)) .
(“-~.-.‘"} k=1 k=t
Cada término de esta unién pertenece a 91! y tiene u'— medida cero por lo visto en
4.15.ii. Como 21! es completa, T(E})A Fpe MM Cc Ey 7 (1\1:,,.4‘") € 91" implica que
E;o € €. Por lo tanto, 7 (F) € &. Utilizando que u! es invariante bajo traslaciones, se
obtiene que

WEE) = E) =g T (M) =g T (M) = (B

{ea,..on {£1....en}

A continuacién se demostrari el Teorema 4.3 :
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Sea M* la o— dlgebra de subconjuntos de G generada por €. Para demostrar que

4 se puede extender a una medida (o— aditiva) sobre Wt*, basta ver [HALMOS 6.B}
que si {E,}7, es una sucesién decreciente de elementos de € y u* (£p) = a > 0 para
P =1,2,..., entonces (2, E, # ». Por las observaciones del lema anterior, es claro
que se puede encontrar una sucesién {0,} de distintos elementos de © asf como una
sucesidn creciente (n,,}';';l de mimeros naturales y de conjuntos A, .

en ' para

e

toda {s, LR 5,,,} tales que

i {n?i,} ((fj, ":) n Me’,..,,n') .

Donde cada conjunto Af} se puede sustituir con el conjunto Mj., MJ, ... sin

afectar la igualdad (recuérdese que la sucesidén {E‘,,};":l es decreciente). Por lo tanto,

podemos también suponer que

+
IW},__‘,_’“ < M, ...,
para p = 1,2,... y para toda sucesién {e, '--5,.”,}. Por hipdtesis se tiene que

ne (Bp) = 345 2{;,.“‘,‘,} ut (M,'IA..,,_,) 2 a , por lo que

o (M:i,,"_zs‘,',) >a--- (1)
para alguna sucesién {e‘f’, ..4,5,‘{3} . Existe una sucesién {6,,...,8,,}, con & =160

para la cual

Z = EN:el” =6, parak=1,...,n
q9 k

es un conjunto infinito. Una vez que se ha definido {61 yanes 6,.,_,} ¥y el currespondiente

conjunto (infinito) de enteros positivos Z,_,, se elige {6,.,_,,., , ...,6,,,,} de manera tal
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que

Zp = {q € Zp1:92>PYy 5(:) =6x para k =mn,_, +1, ...,n,,}

sea infinito. Para p = 1,2, ..., existe ¢ > p tal que
ul (Mg,--ﬁ,,) =pt (M:§"-»~¢$:2) 7y (1":(..) 7) za>0,

a
&)

donde la primera desigualdad es cierta por tratarse de una sucesién decreciente, y la
segunda por (1) . Puesto que {M}lm,_' }::‘ es una sucesién decreciente de conjuntos,
se tiene que

=
nt (n M;:~--6n,) Za>0.
P=1

Como p (ﬂ‘;‘;, E::) = 1, la interseccién del conjunto 2, 1\1‘,"‘,,,6“’ con el conjunto

Mam1 Egs es no vacia. Por lo tanto, se tiene que
A P pd t = =
N E>N ((n a:) n A"a.ma..,) = (ﬂ Eu:) AN Ma, ) #e
Pl p=1 \ \k=1 k=1 =1

y se puede demostrar que u” se puede extender a una medida, que también se deno-

tara p*, sobre 1",
A continuacién se demostrari que (G, 201°, 1*) tiene cardcter 2¢.
Sea {Ep}gco como en 4.15. Entonces { Es}, o tiene cardinal 2¢. Por 4.17.i,

#* (Boy N ES,) = 1, por lo que p* (Es, & Ep,) = ) para 01,0, € © con 6; # 6a.

Supdngase que A CI* es una base para (G,91°, ") . Entonces para cada 8 € ©
debe existir un Ay € A tal que u* (Ey A Ap) < %. Para ver que A necesariamente

tiene 2¢ elementos, sean €,,89; € © distintas. Entonces, 5i Ag, = Ag, se vbtendria que
1

3 = " (Es, & Eo,) € p° (Eo, & As,) + p* (Boy & Ag,) < 3, lo cual es imposible, de

manera que {Ay : 8 € O} esti formada por distintos conjuntos y .A tiene cardinal 2¢.
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Falta demostrar que si M* € SN" entonces 7 (M*) € VI y u* (M*) = p* (r(M*))
para toda T € T.

Sea D = {D e mt* :

T(D) e M* y p* (D) = p* (r (D)) para toda 7 € T.}. Como

& C D (por lo visto en 4.17), del Lema de las Clases Mondtonas se sigue gque D = 9N°
siempre y cuando ‘D sea una clase monétona. Esto es, siempre que D sea una familia
cerrada bajo uniones de sucesiones crecientes y bajo intersecciones de sucesiones de-

crecientes. Si {Dn}3>; es una sucesién creciente de conjuntos de © y 7 € T, entonces

TSR Dn) = U, (D) €01 y

#° (7 (URa Dn)) = p* (URL: 7 (Dn)) = limpmoo 427 (7 (D)) = it 47 (D) = 7 (URZ) D),

de manera que URL, D, € ©. La demostracién de que M52, D,, € © para cualquier

{Dn}5., sucesién decreciente de el

de D se hace de manera andloga. B

Conjuntos no medibles.

Teorema 4.18. Todo grupo localmente compacto no discreto G contiene un conjunto

F que no es medible bajo ninguna medida invariante bajo traslaciones izquierdas p

que sea ion de una medid

izquierda de Haar p.

Demostracion.

Sea U una indad de e (el el

neutro del grupo) tal que 1 (7} < oo, ¥ sea
V una vecindad simétrica de e tal que 3V C U. Entonces (V') > 0 (si no, tendriamos
#{G) =0).

Sea D cualquier subconjunto infinito numerable de V, y ¥ el subgrupo de G

generado por D. Claramente, dicho H resulta numerable. Se denota por {H + wa} ca

a las distintas clases d h

de H y se toma Ag = {x € A: (H +x )NV # o} .

I
i
3

et A P
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Dada a € Ap, elegimos exactamente un el 0 Yo € (H + o) NV. Sea

E={ya:a€ Ao}.
Supongamos que £ es medible. Como D C (H + x,)NV, el conjunto (M + )NV

es infinito numerable, de manera que el conjunto
W{z+E:ze HN2V} = (HN2V)+ E

es una unién ajena® de una cantidad numerable de trasladados izquierdos de E.
Por ello, (H M 2V) 4+ E debe tener, o bien u— medida cero (si x(£) = 0), o bien
4~ medida oo (si u(F) > 0). Como u(V) > 0y u(U) < oo, legaremos a una

contradiccién una vez que se establezcan las siguientes contenciones:
Vc(HN2V)+ ECU.

Siv € V, entonces v € H + xo = H + Y, para alguna o € 4lp, por lo que v = A4y,
para alguna h € Hy ya € (H+x2)NV.Como h=v—y, € V — V C 2V, tenemos
que he (HN2V),asf que v = A+ y, € (HN2V) + E, de donde obtenemos nuestra
primera contencidon. Por otra parte, es fdicil verificar que (HN2V) + E C 2V + E C
2V+Vaouu . ‘

_ Teorema 4.19. Sea G un grupo, & un subgrupo de G (no necesariamente normal
) tal que el espacio de las clases (izquierdas) & sea numerable. Si p es una medida
invariante bajo traslaciones izquierdas sobre un dlgebra .4 de subconjuntus de G y
#(G) = 1, entonces H no puede ser u— medible.

Demostracion.

& Supongamos que (z+ E)N(y+ £E) # o, entonces existen z,,y, € £ tales que 3+ 2q = ¥+ Va- Por
la construccidn de F, esto quiere decir que =, — Yo € H,88{ que 2o = Ya, ¥ claramente > = y.
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Podemos escribir G como unién de sus clases izquierdas, G =

1 an + H, donde
los conjuntos a, 4+ H son ajenos.

Supongamos que J{ es u— medible. Si 1 (H) = 0, entonces

(@) = 3o mlan + ) = S n i) — 0.
Si u(H) > 0, entonces
#(@) = utn) = oo
Esto demuestra que es imposible que H € _A. En particular, si G es un grupo
compacto con medida de Haar normalizada u, entonces /4 no es u— medible, y no
existe ninguna extensién de Haar invariante bajo traslaciones izquierdas bajo la cual
H sea p— medible. B

Teorema 4.20. Todo grupo métrico compacto infinito G contiene ¢ conjuntos
ajenos entre si que no son medibles respecto a una medida de Haar.

Demostracién.

Considérese a los ¢ conjuntos X, construidos en 4.13, y sea p la medida exterior
inducida por u' definida en 4.10. Si i es la funcidn conjuntista definida a partir de
lo. integral de Haar {B.2], entonces es claro que u(X,) = p(X,) para toda . Por
lo visto en el lema 4.14, 1 (X,) = 1 para toda v. Si alguna X,, fuera pu— medible,
entonces tendriamos que u1 (X,) < p (X-C«,) = 0 para toda v % 1. H

Se pueden obtener conjuntos no medibles relativamente simples si se trabaja con
espacios producto con gran cantidad de factores:

‘Teorema 4.21. Sea I’ un conjunto no numerable de indices.

Para cada v € T,

sea (G, un grupo compacto infinito, ¥ u, la medida normalizada de Hoar en G,.
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Denotamos por u a la medida normalizada de Haar sobre G = [[,er G-. Entonces u
es la medida producto de las medidas u.,. Para cada v € T, sea 4. un subconjunto
propio de G., que sea u,~— medible y tal que x&, (A,) = 1. Entonces A = [[.¢p A, €5
no medible.

Demostracién.

Supongamos que A es medible. Sea F un subconjunto compactode 4.y paray € I”
sea F,, la proyeccidn de F sobre G,. Entonces F., es un subconjunto compacto de A,.
Como A, es un subconjunto propioc de G, G4\¥F, es un conjunto abierto no vacio,
de manera que 4y (Gy\F5) > 0 y py(F,) < 1. Por tanto [B.14.id], p (Tlyer £5) = 0
¥ puesto que F C [T,er £, tenemos que u () = 0 y, por regularidad de la medida
{B.9], u(A) = 0.

Puesto que [B.13], si A es un conjunto medible, existe un conjunto de Baire [B.10] ’
Btalque BD Ay pu(B) =u(A) =0. Como G es norrn’nl (en el sentido topaolsgico),
la familia de conjuntos de Baire es la menor o— dlgebra de subconjuntos de G que
contiene a todos los conjuntos abijertos que son la unién numerable de cunjuntos
cerrados. Ahora considérese a los subconjuntos 12 de G para los que existe I'p,

subcconjunto numerable de T', tal que
si (zy) € D,(yy) € G y z, = y, para toda v € I'p, entonces (y,) € D.

Esta familia de conjuntos es una o — ilgebra que contiene a cualquier conjunto abierto
que se puede escribir como unién numerable de conjuntos cerrados. ya que dichos con-~

juntos son uniones de abiertos bdsicos. Se sigue que existe un subconjunto numerable
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Lo de T tal que
si (z,) € D,(yy) € Gy =, =y, para tada v € T, entonces (y,) € D.

De esto y del hecho de que B O A se infiere que B O [l,ero Ay % [Iyery Gv- Por lo

tanto {B.14.i}, 4 (B) = 1, lo cual es absurdo. @
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Apéndice A

TEORIA DE CONJUNTOS

A.1. El Axioma de Eleccién y algunos equivalentes.

(a) Axioma de Eleccién. Si {A,},.; es una coleccidn de conjuntos tal que
1 #£oy A #£ o Vi € I, entonces existe f : I — Lc; A “funcion de eleccién™ tal que
f(Z) € A, paratodai € [I.

Definicién 2. Dado X conjunto no vacio, <, es un orden parcial si es una
relacion binaria <, X x X que satisface que:

(i) © <, = (reflexiva)

(ii) Si € <py ¥y ¥ <p = entonces z = y (antisimétrica)

(iti) Si z <, ¥ ¥ y <, 2, entonces x <, z (transitiva).

Si ademas <,, satisface

(iv) Paratodas z,y €« X x <,yobieny <, =

entonces <, es un orden lineal (también llamado simple, comnpleto o total) en X.

- Definicién 3. Sea X un conjunto con un orden parcial < . Un subeonjunto € de

X es una cadena si <|e¢ es un orden total para €.

Definicién 4. Dado X un conjunto con un orden parcial <, se dice que r € X es
un elemento mazimal si y < = para toda y € X.
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{(b) Lema de Zorn. Todo conjunto no vacio parcialmente ordenado en el que
cada cadena tiene una cota superior tiene un elemento maximal.

Definicién 5. Dado X conjunto no vacio y << un orden lineal en X, decimos que
< es un buen orden, o que X estd bien ordenado si todo conjunto N C X no vacio
tiene primer elemento (esto es, si existe n € /V tal que = < n para toda m € N).

(<) Principio del Buen Orden. Todo conjunto puede ser bien ordenado. Esto
es, si & es un conjunto, entonces existe algin orden que sea buen orden para S.

Definicién 6. Sea X es un espacio vectorial sobre un campo F. Un subconjunto
A de X es linealmente independiente (sobre F) si para cualquier subconjunto finito
{Z1,...:Tn} de elementos de A distintos y para cualquier subconjunto {ai,...,a,} de
F, la igualdad 7., axzx = 0 implica que a; = ... = a, = 0.

Definicién 7. - Un conjunto linealmente independiente B tal qute siempre que
Bc EC X y B # E, entonces E no es linealmente independiente recibe el nombre
de base de Hamel para X sobre F. Asi, una base de Hamel es 1in conjunto maximal
linealmente independiente.

(d) Teorema. Un espacio vectorial con al menos dos elementos contiene una
base de Hamel.

A.8. Lema de Koénig. Sea / un conjunto no vacio y sean {A;},., ¥ {B:} dos

s
familias de conjuntos tales que # (A;) < # (B;) para toda i € /. Entonces
# LJA.) <#|{IIB:
try ey
A.9. Sea §F = {F C R: F es un conjunto cerrado no numerable} . Entonces

#(F) =c
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Demostracién.

Claramente, el conjunto de intervalas {[0,z] : £ € R* }tiene el cardinal del contin-
uo. Como es un subconjunto de F,tenemas que # (F) = c.

Asimismo, todo subconjunto abierto A de R se puede ver cumoc una unidn a lo
mas numerable de intervalos abjertos con extremaos racionales. Cumo
# ({{p,q) C R : p,q € Q}) = No, hay a lo mds 2% = ¢ subconjuntos abiertos A de R.
Por complementacién, # (F) < c.

A partir de l;s dos desigualdades obtenemos el resultado buscado. @

A.10. Teorema. Si X es un espacio métrico completo, y A es un subconjunto
perfecto de X no vacio, entonces # (A) > ¢.

Demostracién.

Se construird una funcién inyectiva de {0,1}" en A.

Puesto Qque A no es vacio, tiene un punto limite, por lo que A debe ser infinito.

Sean T ¥ x, elermnentos de A. Sea £, = min {%,:—‘.d (zo,::,)} , si definimose
A0)={z€ A:d(zo,T) < a1}y A(l) = {z € A:d(x),x) < £;}. Entonces A(0Q) y
A (1) son conjuntos cerrados, infinitos, ajenos y de didmetro menor o igual a 1.

Supongamos que nn € N y que para cada eneada (a;,...,an) € {0,1}" tenemos un

subcounjunto cerrado infinito A (a;, ...,a,) de A con didmetro < % ¥ tal que ninguno
de estos conjuntos tienen puntos en comtin. Para (ai,...,an) € {0,1}", elegimos
Z (@111 Gy 0) £ 7 (31, -1 Gn, 1) &n A (a4, -y 3n) , ¥ tomamos

En41 = min{,(—n‘n;, %d(z {(@1,.-,8n,0) ,x (a1, ....Cn, 1))}. Sea
A(as,.,an,J) = {x € Aay,.-..an) :d(x(31....,8n,F) . £) € Sn4i} para j =0.1. En-

tonces {/l (@1, .eciBnir) t (@1, .erBryy) € {O, l}"'”} es una familia de cunjuntos cerra-
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dos ajenos infinitos cuyos didmetros son menores o iguales que ;—% .. Por lo tanto,
para cada a = (an) € {0,1}" tenemos una sucesion decreciente {A (ai,...,an)}35., de
subconjuntos cerrados infinitos de A cuyos didmetros tienden a 0. Por el Teorema de
Cantor, existe un punto z (a) € A tal que M2, A (a1,...,a,) = {z (a)}.

Si definimos f : {0,1}" — A enviando a en z (a), entonces:

Sea a# b,a,be {Cl,l}N - Entonces, para alguna ng, @n, # b,,, de manera que
x(a) € A(a1,.--,8n) ¥ T(b) & A(a1,...,an,), por lo que x(a) # x(b), por lo que
dicha f es inyectiva. Por lo tanto, # (A) = # ({0, 1}”) =c @

Definicién 11. Llamamos a £ € X punto de condensacion de A se U M A4 es no

numerable para toda vecindad U de x.
A.12. Teorema de Cantor-Bendixson. Sea X un espacio topolégico con una
base numerable 98 para su topologia, y sea A cualquier subconjunto cerrado de X,

Entonces X contiene un subconjunto perfecto P y un subconjunto a lo méds numerable

C tales que A= P UC.
Demostracién.
Sea P = {z € X : x es punto de condensacién de A} .
Sea C = AN F<,
Como todo punto de condensacién es punto limite y A es cerrado, P C .A. Clara-
_ mente, A= PC.
{a) Primerarnente se verificard que C es un conjunto a lo mis numerable.
Puesto que ningiin punto de C es punto de condensacién de A, cada £ € C tiene
unarvecindad V2 € B tal que V>N A es a lo mais numerable. Pero la base topuldgica

B es numerabley CcU{ANnV:x € C}, por lo que C es a lo mds numerable... .
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(b) A continuacién se comprobars que P es perfecto (esto es, que todos los puntos
de P son puntos lfmite y que /> es cerrado).

Sea x € P y sea U una vecindad de z. Entonces I/ N A es no numerable y UNC es
numerable. Por lo tanto, UNP = (U N A) \ (U M C) necesariamente es no numerable.
Como U era arbitraria, z es punto limite de P. Por lo tanto, £ no tiene puntos aislados.

Sea x € P°. Entonces x no es punto de condensacién de A, por lo que tiene una
vecindad V tal que V N A es a lo mds numerable. Si hubiera y € V M P, entonces
V seria una veci’ndnd de 7 y, al ser ¥y punto de condensacién de A, V N A seria no
numerable, lo que contradice nuestra eleccién de V. Por lo tanto, V C P¢, asf que P°¢

es abjerto.

Por lo tanto, P es perfecto. @

A.13. Corolario.

Si A C R es un conjunto medible de medida positiva, entonces el cardinal de F
es c.

Demostracion.

Por regularidad de la medida de Lebesgue, tenemos que como A (A) > 0 existe un
conjunto compacto K C A tal que A(K) > 0. Claramente, dicho K es no numerable,
asi, tomando la descompasicion de A.12, K = C U P, vemos que > debe ser no vacio
(pues K es no numerable). Como R es espacio métrico completo y el cardinal de R
es ¢, tenemos que # {£) = ¢, y se sigue que A tiene el cardinal del continuo.

NOTA: También se puede demostrar que si X es un espaciu topoldgico separa-
ble al que se pueda metrizar con una métrica completa (espacio “polaco”), entonces

cualquier B conjunto de Borel de X que sea no numerable contiene un subconjun-
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to K ¢ B homeo;norfo al espacio de Cantor {0,1}". Sin embargo, esto no se de-
mostrara aqui por tratarse de una prueba algo larga y de cardcter técnico. El lector
interesado puede consultar € libro de COHN que aparece en la bibliografia.

A.14. Teorema. Si B € Bgr es un conjunto no numerable de Borel. entonces
existe Ay € J medida de Lebesgue-Stieltjes tal que 0 < A, (83) < oc.

Demostracién.

Puesto que existe n € N tal que B N [—n,n} es no nurmerable, podemos suponer
a B acotado. Por la afirmacién de la NOTA en el punto A.6 sabemos que existe
un subconjunto K de B homeomorfo al {0, 1}N . Si tomamos f : R — R la funcién
“escalera” de Cantor (también conocida como la funcién singular de Lebesgue)
ligeramente modificada:

-constante igual a cero para r < 0,

-igual a unoparaz > 1y

-f(x) =ZN3'8 + 5k paraz € (0,1), donde z = 32, %, conay, = 0,1 02,y
N es el primer indice tal que ay = 1 (si no hay tal, entonces /N = +o00).

Entonces f es continua y no constante, de manera que induce una medida de
Lebesgue-Stieltjes en G. Es ficil comprobar que para dicha medida Ay (C) = 1. Clara-
mente, 0 < Ay (B) < co.®

A.15. Teorema. Si A es un conjunto infinito, la familia de subconjuntos finitos
de A tiene el mismo cardinal que A.

Demostracién.

Sea F =USL, {D < A: # (D) = n para alguna n € N}. Como

#@F <N #(A) <# (A y{rleFTparatodaz € A, #(F) =#(A). B




Apéndice B

Definicién 1. Un conjunto G con propiedades de grupo y de espacio topolégico que

cumple que:

(%) la funcién + : G x G — G dada por + (x,y) = z +¥ es continua y suprayectiva

(ii) la funcién que manda z v —x es continua y sobre
recibe el nombre de grupo topoldgico. Si ademids G tiene propiedades de espacio
métrico, entonces un grupo gue cumpla con las propiedades (i} y (ii) es un grupo
métrico.

PDefinicién 2. Dado un grupo G localmente compacto, llamamos integral izquierda
de Haar a la funcional I : € — R definida sobre €&, que cumple que:

(2) I(f) es real y positiva si f > 0;

(i) I(f +g) = I(S) + I{g) Vf.g9 € €u;

() L(af) = al(f) Vf € Ty Va < 0

() If) =If)VfetpyacG.

Donde €3, (G) = {f:G — C: 3K C G compacto tal que f(x) =0Vx € K% y
of ests dada por of(z) = f(az).

Definicién 3. Dada una funcién conj i P, NO iva, con valores reales

99

i b i

i

DRPRRnY



100

extendidos, definida para todos los subconjuntos de G y asociada a una integral
izquierda de Haar 7, la restriccién de p a la o— dlgebra de los conjuntos p— medibles
0T es una medida llamada medida izquierda de Haar. Y cumple que:

B.4. Teorema. Todos los subconjuntos abiertos de G pertenecen a 91.

B.5. Teorema. Para todo subconjunto abierto no vacio U de (G se cumple que
0<p(U).

B.6. Teorema. p(U) < oo para algiin subconjunto abierto U de G.

B.7. Teorema. Para toda a € G y para todo B € 9 se tiene que
p(a+ B) = p(B) (esto es, p es invariante bajo traslaciones izquierdas).

Definicién 8. Si G es un grupe topoldgico y p es una medida izquierda de Haar
en G tal que p(B +a) = p(B) para toda a € G y para todo B € T (esto es,
que es invariante bajo traslaciones derechas también), entonces recibe el numbre de
medida de f{aar. Cuando ademas se verifica que p (G) = 1 se dice que es una medida
normalizada.

Definicién 9. Una medida p definida sobre una o— dlgebra 1 que contiene a
todos los subconjuntos abiertos de G se dice regular cuando

() para todo conjunto abierto V < G, p (V) = sup {p (F) : F es compacto, F C V'}
(ii) vA € I, p(V) = inf {p(A): V € A y A es abierto}
Definicién 10. Sea Y un espacio topoldgico, y sea

A={{yveY :f(y)>0}:f:Y — R es continua}.

Llamamos conjuntos de Baire a los elementos de la menor o— dlgebra que contiene
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a A,

B.11. Propiedad. Sea G un grupo topoldgico, entonces la o— dlgebra de Baire B,
es la o— dlgebra generada por A’ = {A C G : A es abierto y A = UJ, Cn, Cn cerrado}

Demostracién.

Basta demostrar que A’ = A.

Como (0,00) = U3, [L,00) , entonces £~} ((0,00)) = U, £ ([4,00)) € 4
para todoa f funcién continua, entonces 4 C A’.

Inversamente-, tomamos A € &', A = U2, Cn. Sea Co = G — A. Los conjuntos
Co y C, son cerrados ajenos no vacios. Como (G es normal, existe ¢n : G — [0, 1}
continua tal que ¢, |c,= 1 ¥ @n |co= 0.

Sea f = 32, 5% ¢n. Entonces f es continua y es inmediato verificar que
A= f"'((0,00)).

Por lo tanto, A'C .4 . B

Los siguientes resultados se enuncian sin demostracién:

Definicién 12. G es un grupo generado compactamente si contiene un conjunto
F compacto para el que el subgrupo generado (por F) es G. Esto es,
G = {ec}UulU,(FUFr-Hy,

B.13. Teorema. Sea (7 un grupo generado compactamente, localmente compacto
y U un subconjunto abjerto de G tal que 0 < 2 (U) < oo. Entonces {7 contiene un
conjunto D tal que

(i) D es conjunto de Baire;

(ii) (U N D) = 0.

B.11. Teorema. Sean X, grupos topoldgicos compactos infinitus y 44 la corre-
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spondiente medida izquierda de Haar para cada grupo. Sea u la medida producto de
las medidas u.,. Sea A, € X, para cada v € T'". Entonces:
(i) Si todas excepto una cantidad numerable de A, son iguales a X,. y todas las
A, son p,—medibles, entonces [I,er A, es g—medible y
B(ITyver Ay) = Tyer sy (A7) =
=tnf {py (Ay) .- By (A4) : {71,-..,7n} es subconjunto finito de I'}
(i%) Si 4, (A,) < 1 para una cantidad no numerable de indices v € I", entonces

BT Tyer Ay) =0.

-
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