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Introducción. 

El presente trabajo recoge distintos resultados de la teoría de la medida. En él se 

habla. sobre varios conjuntos med.iblea y sobre sus medidas y se presentan diversas 

construcciones de conjuntos que no lo son. La intención de esto es mostrar los ele­

mentos que son relevantes a la teoría de la medida. Se apreciará que la manera en que 

la teoría de la medida distingue entre dos conjuntos se diferencío. de la de otras áreas 

de las rnatemáticas. Los conjuntos exhibidos en el primer capítulo también justifican 

la necesidad de otros parámetros de medición. 

La exposición de varias construcciones de conjuntos no rnedibles permite ver líneas 

de pensamiento de diversoe autores, y en ese mismo capítulo se exponen algunos 

resulta.dos posteriores que están relacionados con las construcciones. Uno de estos 

resultados utiliza una .. descomposiciónn del conjunto que ofrece otro punto de vista 

de la manera de actuar de la medida. 

En el capítulo tres se considera a las medidas de Lebesgue-Stieltjes generadas por 

funciones continuas. Su propósito principal es el de presentar a un subgrupo de IR no 

.Jnedi ble para todas ellas. 

Por último, en el capítulo cuatro se presenta un método parn ampliar el espc~tro 
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de los conjuntos medibles dada una medida y siempre que nu se suponga In hiµótesis 

del continuo. La construcciún de esta extensión es válida para cualquier gr11µu métrico 

compacto infinito cun medida izquierda de Ha.ar, y se obtiene un incrementu consid­

erable en la cantidad de conjuntos medibles. En este mismo capítulo se incluyen con-

~trucciones de conjuntos que no son medibles para las extensiones obtenidas. Resalta 

por la sencillez de su construcción el conjunto no mediLle en el prud11rtu cartesiano 

infinito no numerable de grupos topológicos. 

Para mejor mnnejo del material se han incluido dos apéndices. Estos contienen 

tanto resultados conocidos como demostraciones de enunciados tomados como ciertos 

a lo largo de la tesis, y que no se demostraron en su momento por ser de cnrácter 

técnico y considerarse que podinn romper el hilo del discurso. 

Encuentro que lo que podrín considernrse como un estudio de las "pntologíns" en 

un área permite en realidad adentrarse en el conocimiento de ln mnterin. y vuelve nnt-

ural el comporta.miento que antes llrunnbn la. atención. Claramente, las "pntologías" 

aquí expuestas son a.penns unn pequeña pnrte de los tipos de comportamiento ines­

perado, así que no se aspira sino a enfatizar unas pocns carncterísticns de la teoría 

dela medida, pero espero que su reunión tenga coherencia suficiente .. 



Notación. 

Se respetarán las siguientes convenciones notaciona.les a. lo largo de la. tesis: 

e cardinal del continuo 

w~ es el menor ordinal con exactamente e predecesores 

#(A) cardinalidad del conjunto A 

{ {xa : et E 3} )a conjunto formado por las combinaciones lineales de Xa para Q E 3 

con escalares en G 

D (A) = {x - y : x, y E A} es el conjunto diferencia de A. 

A~ B unión de los conjuntos ajenos A y B 

w~=l A,; es la unión de la. fiunilia de conjuntos ajenos {.A,.}~1· 

>..:~ medida (plana) de Lebesgue en IR.2 

..\ medida (lineal) de Lebesgue 

..\. medida interioI' de Lebesgue 

..\ .. medida exterior de Lebesgue 

A~ a- álgebra de los conjuntos Lebesgue-med.ibles 

),.f medida. de Lebesgue-Stieltjes inducida por ln funciún f 

rot1 (!D?v) subconjuntus de IR A 1 - medibles (v- medibles) 

5 



6 

µ. medida arbitraria (en IR) 

p medida exterior 

Se utiliza la siguiente notación para llamar a otras secciones de la tesis: 

[4] Referencia número 4 dentro de las revistas que aparecen en la biLliografin. 

[A.3] Apéndice A, teorema (o lemn, propiedad o definición) 3. 

[l.19] Teorema (o lema, o propiedad, o corolario o definición) 19 del capít.ulo l. 



Capítulo 1 

ALGUNOS CON.JUNTOS 

MEDIBLES. 

En este capítulo se discutirán algunos conjuntos rnedibles con propiedades curiosas. 

El conjunto de Cantor clásico aparece como el ejemplo típko de un conjunto no nu­

merable de meWda. cero. Dentro de ese grupo se ubico.ni también a conjuntos 

descritos por medio de su expansión decimal. Más adelante se construirán conjuntos 

"tipo Cantor" con interior vacío que tienen medida positiva (cantorianos "gordosn), 

y se mostrará que en general están conformados exclusivnmente µor números irrn.­

cionales. Todavía en la recta real, se expondrá una manera de cunst.ru.ir conjnntos 

cuya intersección con cualquier intervalo, o.sí como con su complement.u. tiene medida 

positiva. 

Se destacará la importancia del Teorema de Steinhaus. y se exnminnrá un 

problema de Halrnos sobre la. medida de un conjuntu dada cierta i·ela.ción de éste 

con sus traslaciones por elementos de un subconjunto denso de lR.. En c1u1ntu a 
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subconjuntos del plano, se construye un conjunto de medida cero que contiene r.irculos 

de todos los radios. 

Esta excursión por el mundo de los conjuntos mediLles con propiedades curiosas 

tiene la intención de mostrar el poder de ln medida de Lebesgue para asignar me-

didas a una amplia gama de conjuntos. Asimismo, permite una comparación de 

diversas nociones de lo que es grande y lo que es pequeño según distintas áreas de las 

matemáticas. 

l. DOS CONJUNTOS DE CARDINAL e y 

MEDIDA CERO. 

El primer conjunto que se presenta es un conjunto cerrado, denso en ninguna parte 

y perfecto. Se obtiene de la intersección de una sucesión de conjuntos definidos 

inductivrunente: 

- I1 es el conjunto resultante de quitar al intervalo {ü, 1] el subintervalo (-fu,-&). 

- In se obtiene quitando de In-i los subintervalos (~, nwº) pnra 

k e {0 1 11 ••• 1 Ek:;~9· lO"-k} 

Así se obtiene lo. colección {In} y definirnos F = n~=1 In. En lo que sigue se 

demostrará que F es cerra.do, denso en ninguna. parte y perfecto. 

Otro. manera de describir a. Fes por medio de la expansión decimnl de lus números 

entre O y l. El problema que esto presento. surge de que In expansión decimal no 

es t1nicn 1 de manera que se presento.ni esta otra manera. de presentar n F. µero se 
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trabajará. con la primera construcción. 

Es claro que se obtienen los mismos resultados si en vez de omitirse el sexto décimo 

se omite uno distinto -de la misma manera. que resulta irrelevnnte el que la partición 

se hiciera en décimos o en pedazos de cuo.lquier otro tamaño. 

"Ieorema 1.1. Sea F = {:~::'!. 1 a.n · 10-n : O-n es un dígito distinto del 5} . Entonces 

Fes un conjunto perfecto y denso en ninguna parte. 

Demostración .. 

Es fácil ver que F es cerrado, puesto que cada conjunto In es cerrado y F se 

obtiene de la intersección de estos. Para comprobar que es perfecto, basta con checar 

que todo punto de F es punto de acumulación. A este efecto es útil observar que los 

números de la forma &t;!º ,para 

k E {o, ... , Ei: ... 2 9 · 10"-k}, pertenecen todos o. F. 

Sea x e F. Sea e> O. Entonces existe no EN tal que ~ <e. Por lo tanto, existe 

k e N tal que {-fü!o,~) e (x- e,x +e). Si rn = 5 + k · 10, donde 

k e {o.1, .... n=29 · lO"'-k}' entonces~ e (x - E,X +E) n F. 

Si -rn no es de esa. forma, subdividimos al intervalo ( 1;;!o , ~) en diez partes 

iguales. Así,~+ fo E (x-E,x+e) n F, lo cuol demuestra que x es punto de 

o.cuinu.lación de F. 

A continuación se verá que para todo..s x,y E F, x <y, existe:: E (x,y)\F y 

existe V(.::) vecindad abierta. de z tol que V (z) n F = <P (esto es equivalente, en IR, a 

demostrar que Fes denso en ninguna parte [A.16}). 

Sean x,y E F, x <y. Entonces e= y - x >O. Sea no EN. como antes. Entonces 

( 1;;:.0 + -fo, 1¡;.0 + fo) n F = </J. Toma.moa ::: E ( 1¡;:.0 + fü, 1¡;.0 + ..¡t,) cualquiera, y 
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ccxno vecindad de z al mismo subintervalo. • 

-..Orenaa 1.2. El CODjunto F tiene medida de Lebeegue cero. 

Podemos obaervar que en 1 1 ae ha reinovido un subintervalo abierto de tamaño 

f.¡. en I2 se han quitado 9 aubinterval.CIB de t.ainaño -¡f¡¡, al tercer paso la longitud de 

lc:m subint.ervaloe que ae quitan suma 1::.0, y así suceaiVaJDente: en el enésimo paso se 

omiten subintervaloa de un talnaiio t.otal de ~ - Así' si calcul.o..rnos la medida. de ne 1 

obtenemos que >. (D") = 1, lo que iniplica que >. (D) =O. • 

El siguiente conjunto de esta aecci6n es el conocido conjunto ternario de Cantor" 

A<PJ.i e6lo ae recuerda su C(Xl&trucci6n y ae demuestra que tiene medida cero. Más 

adelante ae estudiarán variantes de este conjunto con propiedades interesantes. 

Sea Co el intervalo [O, 1]. Se divide a Co en tres eubintervalos de igual longitud: 

[o.~], (~. ~) y [i. 1], sea C 1 = [o,~} U (j, 1] el result.ndo de omitir el intervalo 

central de Go- Si ahora cada uno de loe intervalos que constituyen a C 1 se divide en 

tres subintervaloe de la misma. longitud, en lo. misnia manero. en que se dividió a C 0 , 

obt.enemCJB ol conjunto G 2 conlO resultado de quitar el subintervalo abierto del centro 

tanto de [o, i] cmno de [l, 1]. Suponiendo que Cn-l hn sido construido, obtenemos 

a Cn repitiendo este procedimiento para cada intervalo de los que conforman. a Cn-1. 

Así, Cn ea la unión de 7" intervalo& cerrados, ca.da uno de longitud~- El conjunto 

de Cantor ae define conio 

C= .E~Cn= ñ ª"· 
n-J 

Se supondrá conocido el hecho de que e es un conjunto perfecto, totohnente disconexo 

-· 

:.,,. 
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Y del cardinal del continuo (los primeros dos resultados se obtienen de manero. muy 

parecida a la vista en el t.eorema. 1.1). Esto último es de particular interés puesto que 

el conjunto de Cantor es tal vez el ejemplo más simple de un cunjunto no numero.ble 

de medida cero. 

'Teorema 1.3. Si ..\. denota a lo. medida de Lebesgue y G a.l conjunto ternario de 

Cantor, entonces.>.. (C) =O. 

Demoa~ración. 

Denotamos por ce. al conjunto [O, l] \C. Entonces 

1 2 4 ~ 2n-l 1 ~ (2)~ 
.>. (G") = 3 + 9 + 27 + ... =E~ = 2 E 3 =l. 

n-1 n=l 

Corno .>.([O, l]} = 1, es claro que .>.(G) =O• 

II. CON.JUNTOS TIPO CANTOR DE MEDIDA 

POSITIVA. 

Una construcción análoga a la del conjunto ternario de Cantor clásico o.rroja conjuntos 

simétricos de medida positiva. Con un poco de cuidado, podemos obtener, a.demás, 

conjuntos del tipo Cantar formados única.mente por números irracionales: 

Para o E (O, 1). desprendemos del intervn.lo [O, l] un subinter-vnlo nbiertu, centro.do 

en ~ de longitud ~. dejando dos subintervalos cerrados de igual tnmnño. De éstos~ 

quitamos dos subintervnlos abiertos centrales de tamaño ffe. para dejar 2 2 subinterva-

los cerrados que tengan una misma longitud. Iterando este procedimiento obtenemos 

sucesivus conjuntos Kn. formados, en el enésimo pnso. por 2" intervnlus cerrados de 
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igual tamaño. A la intersección n::'=l Kn de estos conjuntos de intervalos la denota­

mos por C 0 • Este conjunto resulta ser perfecto, absolutamente disconexu y de medida 

1 - a {positiva para a: E (0, 1)). Por haberlos construido dejando en cadn pnso in­

tervalos de un mismo tamaño, los conjuntos C.,_ resultantes son simétricos respecto 

del~. y en lo que sigue veremos cuándo C 0 n (0, 1) está formado exclusiva.mente por 

números irracionales. De hecho, se demostrará el siguiente 

Teorema 1.4. El conjunto {o: E (0, 1] :° C 0 \ {O, 1} C IR\Q} es de segunda cate­

goría. 

Para ello, necesitamos esta 

Definición 1.5. Sea L"'J = {<>E (0, 1]' "'E C 0 }. 

Si demostramos que 'rfx E {O, 1) el conjunto LxJ es cerrado y denso en ninguna 

porte, entonces U:i:eA. LxJ será un conjunto de primera categoría para todo A C (O, 1) 

numerable. En particular, si A = Qn (0, l) obtendremos un conjunto de pdrnera 

categoría Q = U-.Qn(O,l) L"'J tal que si f3 E (0, l]\ Q 'entonces e~\ {O, l} c.JR\Q!.· 

Para cada o: E (O, 1] se obtendrá una función biyectiva <Pn: 'P (N) - C 0 • La idea 

tras la definición de tp0 es la siguiente: 

Si observamos lo. construcción de los Ceo veremos que cada x E C 0 resulta de la 

intersección de unn sucesión única de intervalos cerrados anidados. Además. una vez 

que hemos elegido un intervalo en el paso n, hay solamente dos opciones paro. elegir 

un intervc.r.lo en el paso n + 1 : el intervalo izquierdo o el derecho. Por est.n i·azón es 

suficiente decir si X está en un intervalo izquierdo o en uno derecho en cada momento 

de la construcción. La manera en que <Po hace correponder a subconjunt.us S de N 

con elementos de C 0 es enviando n cada S a la x que está precisamente en el enésimu 
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intervalo derecho para cada n E S y nado. mó.s para estos {estu es, si 7n ~ S, es 

porque x está. en el intervalo izquierdo al emésimo paso). Por la manera en que se 

construyó a C 0 , a cada S corresponde una sola x (pues la S determina uno. sucesión 

único. de intervalos), así que 'Pn está bien definida. Asimismo, se puede comprobar 

que la .Po. resulta ser biyectiva para cada o E (O, l}. 

A continuación veremos una manera de obtener o. tp0 explícitamente. 

Definición 1.6. Dada x E (O, 1), denotamos por Xn al extremo izquierdo del 

enésimo intervalo cerrado al que pertenece ::z;. Claramente X1 ::; x 2 S · · · - x. 

Definición 1.7. Paras e N, sea A(S) = 2EneS 3-•i, y sea r (S) =Enes 2-n. 

Entonces: 

1..8. A(<>)= r(0) =O 

1..9. u {A (S) : s e N} = e, y u {r (S) : s e N} = Co = [O, l] 

(Esto es claro si observamos que A permite obtener cualquier nllrnero entre O y 

1 cuya expn.nsión ternario. utilice único.mente ceros y doses, lo que es exactamente el 

conjunto de Cantor, y que r permite escribir cualquier número del intervalo [0 1 1] en 

su expresión binaria). 

J..J.O.~ = (~ - ~)=A ({l}) - r ({l}) 

J..1.1. a. 1 <f. S T'" => A(S) < r(S) 

b. 1 E S T' N => A (S) > r (S) 

(a) Por inducción se tiene que si n > 1 entonces 3"' > zn+t, 

De este modo, 2 · 3-n < 2-n 'Vn > 1 y así, 

A (S) = E 3-n < r (S) = E 2-n para toda s e N tnl qne 1 "' s . • 
n<:S ""'s 
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(b)l ES# N. Como 1 ES y~= A({l})-r({l}), y como S\{1} es un 

subconjunto propio de N\ { 1} , se tiene que 

o~¿; 2-n_ ¿; 2.3-n< ¿; rn- ¿; 2·3-"=~. 
nE.S\{1} nES\{l) neN\{1} n'-':-i\{l} 

por lo que 

Observando lo. construcción de Ca, vemos que, en el primer pnso restan dus in-

tervnlos de longitud l1 = 2- 1 (1 - ~). En el segundo paso, quedan ...¡ intervalos de 

longitud l 2 = 2- 1 (l 1 - ~) y, nl enésimo paso, tenemos 2" intervalus. cadn uno de 

longitud 

Entonces, pnra. S C N y x E G".:. tales que ¡p0 (S) = x, se sigue que: 

n ES==> Xn. - Xn-1 =In.+ fo= 2-n (1 - n) + 2 • 3-n (o.) 

Como X= limn-ooXn = limn--.<><> L'í:=i(Xk - Xk-t) = Ek..,,1(.t:k - x,,._ i) Y 

n <t S => Xn. - Xn-1 =O, entonces X= Ene:S ((1 - a)• 2-n +o· 3-n). 

Teorema 1.12. La función 'Pu: P (N) - G,., dndn por 

'Pa (S) = (1 - o)r (S) + (a) A (S), 

es biyectiva para toda o E (O, 1}. 

Demostración. 

Sea a E (O, 1}, entonces tl'n está bien definida porque cada S C N define una 

sucesión única de intervn.los cerrados y anidados {In} tal que\;/:_ > O existe 71 EN que 

hace que A (In) <e. Por lo tanto, ~=1 In es un único punto X E e,.... 
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Si S :#: T, entonces existen E S 6 T. Sin perder generalidad, supongrunos que 

n E S. Entonces., en el enésimo paso, e/Ja toma el intervalo derecho l .. para S y el 

izquierdo J" para T. Puesto que In n Jn = 0, {n~=i h.) n (rk~ 1 Jk) =o, por lo que i.p0 

es inyectiva. 

Por último, si tomamos ;z; E C 0 , entonces x = ("\.~ 1 Ín, donde ca.da Ik 

intervalo izquierdo o derecho -pensado como subintervalo de 1 k- t • Sen 

Sz = {k EN.: 111: es el subintervalo derecho tras dividir l1c- i segt:ín lo seño.lado 

en la construcción}. 

Entonces 'Pa (S.r) = x. • 

Proposición. 1.13. Si a,,¡:. {3 y p ::¡l; E'::¡/= N entonces 

<pQ (S) - 'PtJ (S) = (/3 - a) [r (S) - /\. (S)) 7" O. 

Demostración. 

Tenemos que 

"'Q (S) - "'" (S) = [(1 - <><) r (S) +"'. /\. (S)] - [(1 - /3) r (S) + /3. A (S)) = 

= [(1 - <>) - (1- ¡J))r (S) - (/3 - <><) /\. (S) = (/3 - <>) ¡r (S) - /\. (S)) "' o 

Puesto que por la observación 1.11 se sabe que r (E) - A (E) ;¡/:. O. e 

1.1-1. Dadas a, fJ E (O, l] se cumple que 

l<>-¡'.-1[ 
ll<Pa - 1"1111~ = --6 -

Est.a identidad se verifica como sigue: 

ll.,:>Q - '1'1111~ = sup {l<r>o (S) - 'PI' (S)[ ' S C N} = 

= sup {l[/3 - a) (r (S) - /\. (S)JI ' S e N} 
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= l<>-.61sup{l[r'(S) -A (S)JI' Se N} = ~ 

La penúltima igualdad se comprueba fácilmente separando el valor absoluto' 

l[r (S) - A (S)JI en casos.• 

Lema 1.15. El conjunto LxJ es cerrado. 

Demostraci6n. 

Haremos la demostración comprobando que LxJc es abierto: 

Sea a E (O, 1] n LxJC entonces X ~ Ca y d(x, Ceo) = inf { d(x, y) : y E C.,J > o. De 

hecho, como C 0 es compacto, el ínfimo se alcanza. De este modo, si tomamos /3 de 

manera que l.B - o:! < 6· d(x, Ca). podemos demostrar que X ~ c¡,j. Procederemos 

por reducción al absurdo: 

Supongamos que X E cfJ, entonces 3S.2: e N tal que 1-PtJ (S:r) = x, entonces 

l!!¡¡fil < d(x, Ca) = min {l;oa (S) - xi ' Se N} $ l'Pa (Sz) - """ (Sz)I $ 

$ sup {l'Pa (S) - """ (SJI' S C N} = ll'Pa - """11~ = ~.' 

lo cual es absurdo. 

Entonces x 'l. Cp y /3 '!:. LxJ , así que LxJ es cerra.do.• 

Definición 1.16. Sea<. una relaci6n binaria entre elementos de P (N) dada por: 

E<. F <=> 3n EN tn.l que En-1 = Fn-t y En e Fn, En=¡/; Fn, 

donde H.= Hn {1, ... ,k}, k ~O. 

Lema 1.17. La. relación<. definida. en 1.16 es un orden total [A.2.] 

Se deja la demostración al lector. 

Lema J..18. Para toda a E (0, 1], E<. F'= 9 0 (E)< <,>a (F). 

Demost.ración. 

Tomando n = min {k E N: k E F\E} tenemos que 
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ilF1 + ~ = Ek=n+l (~ + fl-) 2:: EkE;~+a (~ + ffe), dunde 

H"' =/In {tn.,ni+ l, ... } 

entonces 'Pa (E) S 'Po (F). Por inyectividad de ¡p0 , 'i'r. (E)#= 'Pa (/<'), n.sí que 

'Po (E) < 'Po (F). 

Lema 1 .. 19 .. La función / : (0, 1) - (O, l} da.da por f (n:) = tp0 (S) es continua. 

Sea é > O. Sea 6 = 6e. Si la - J31 < ó entonces 

l'Po (S) - <pp (S)I ~ ll'Po - 'Pl'll~ = lo; .81 < e: 

• 
Lema 1 .. 20. Para toda x E (O, l), lxJ es denso en ninguna part.e. 

Demost;ración. 

Sea x E (O, 1), y o, ¡3 E (O, 1) ta.les que .p0 (E) = x = 'PI' (F). Como <. es 

orden total, podemos suponer sin perder generalidad que E<. F. Vamos a encontrar 

"Y E (o, /3) para. la que exista una vecindad abierta V.., tal que p E V.., => x ~ Cp. 

Sean= min {k EN: k E F\E}. 

Sea G = En U {n + 1, n + 2, ... }. 

Si definimos Up = ('Pp (G) , <pp (Fn)) e IR entonces o# Up e (O, l] \Gp. 

Además, <.p13 (G) < tpa (Fn) S X $ 'Pa {G) < f.Po (Fn)· Como CT,, se defo1·ma 

continuamente de Ua en U 13 cuando p va de et n .81 , existe -y E (n, f'l) para la que 

x E U...,. Esto es, para la que -y ~ LxJ . Como LxJ es rerrndo. existe nnn vedndnd 

abierta de -y, V,. C LxJ". Así, Vp E V.,, x </. Cp. Por lo tnntu. LxJ es densu en ninb"ltna 

parte.• 

1 Por el lemn 1.19, ncambiOR pequeños de pcorrr.spondcn cnmbi~ pequcñ°"' de.,:-,,(<:) y de;,.(/-",.). 
o lo que es lo rnismo, dr. U p· 
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Teorema 1.21. El conjunto Q = U:i:qo,l)nQ LxJ es de primera categorfo.. 

Demostración. 

Se sigue del lema. 1.20. • 

Resumiendo, hemos obtenido el 

Teorema 1.22. El conjunto I = (O, l]\Q, es de segunda categoría. Si o E I 

entonces Co-n{O, l) está. formado exclusiva.mente por números irracionales, es simétrica 

y tiene medida. positiva 1 - a. 

Teorema 1.23. Sea K =U {(x,y) E Ir,,. (E)' E e 1'1} e (O, l]", donde lr,h (E) 

es el segniento de recta que une a (r (E), O) con (J\ (E), 1). Entonces 

CQ =Kn[!Rx {<>}]y LaJ = Kn({a} x IR]. 

Demostración. 

Si para. cada l r,A (E) escribllnos la ecuación correspondiente, obtenemos una 

expresión como In siguiente: 

x [ A(E) ] 
y= A (E) - r (E)+ r (E) - A (E)+ 1 

Cuando tomamos In intersección de K con la recta. y= a y despejamos x, esta 

ecuación se convierte en: 

x = (1 - a). r (E)+º. A (E) 

Es decir, o..l vnriar E e N obtenemos U {1.p0 (E).: E e N} = C 0 de esta intersec-

ción. Análogamente, la intersección de K con x = a deja: 

a = (1 - y) . r (E) +y. A (E) 
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lo puntos que se quedan son exactamente aquellos o. E {O, l] que hacen que 

xECa.• 

'reoretna. 1.24. K es cerrado. 

Demoat.raci6n. 

Sea (:ro, Yo) <t K. 

Supongamos que (:c0 , Yo) es punto de acumulación de K. Entonces existe 

{(::rn,Yn)} C K tal que (Xn 1 Yn) - {xo1 Yo) cuando n - CXI. 

Para cada n EN, sea l...= lr,/\ (E) E K tal que (xn,Yn) E Ln.. Se demostro.ró. que 

la sucesión dada por (x'n• Yo) = ln n Rx {Yo} también converge a (x0 , Yo)· 

Supongamos que existe 6 > O tal que lxn - x'nl = d((xo, Yo), (x~, Yo}) ~ 6 'VnE N. 

Como las pendientes de loe segmentos de recta lr,A (E) varían entre -1y1, los puntos 

(.xo-6, Yo), (xo, Yo-6) 1 (x0 ,YQ+6} y {.xo+6,Yo) son los vértices de un cuadrado -rotado 

~ - adentro del cual no hay elementos de K. Pero supusimos que {(xn,Yn)} era una 

sucesión convergente a {xo,Yo), así que no puede existir dicha 6. 

Por lo tanto, {x0 ,!Jo) E C'llD = Cvo, así que {x0 ,y0 ) E K, contradiciendo nuestra 

elección de {:z:o, Ya)· • 

Propoaición 1.25 .. >..2 (K) = l 

-Demoat:ración. 

Podemos escribir 

,. J.' 1 >-2 (K)=1
0 

.>.(Kª)dA(a)= 
0 

(1-o)d.>.(a)=::¡• 

donde Kº denota la a::-sección de K definida por 

Kª = {:r E (0, 1]: (x,a) E K} = Cn x {a}.• 
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III. UN CONJUNTO "FLACO" DE 

CIRCUNFERENCIAS. 

El conjunto que se expone o. continuación es un subconjunto del plano. formado .por 

circunferencias de todos los radios, que tiene medida cero. Se conocen construcciones 

de conjuntos con estas mismas características dadas por BESJCOVICH Y RADo [l] y 

por KINNEV (6]. Sus resultados fueron obtenidos de manera independiente. y DAVIES 

(4] aportó una construcción más cuatro años después, El conjunto de Kinney es rnuy 

silnple, pero su demostración de que tiene medida cero es muy complicada. Davies 

da una construcción menos simple, y basa su demostración en las propiedades de los 

1-conjuntos (cl.efinidos en el 1 .. 32) y en ciertas propiedades de la medida de Hausdorff 

que se enuncian a continuación (sin demostración): 

Definici6n 1 .. 26. Dado un subconjunto no vacío U de IR", definimos el diárn.etro 

de U como JUI = sup { llx - ylJ 2 : x, y E U} , donde JI lb es la. métrica euclidiana en 

IR.~. 

Definición 1.27. Sea E e IR" tal que E e U.: u, donde Ua e lR" y O< IU.:I ::.;: 6 

para toda i, con 6 >O. Entonces decimos que {U.:} es una 6 - cubierta de E•· 

Definición 1.28. Sen E e JR.n y s ~O. Para 6 >O definimos 

"H6 (E) = inf {t, IU.:1ª: {U.} es una li_- cubierta numera~_le de E} 

Se puede compt"obar que es una medida exterior·en IRn. 

Definición 1.29. Definimos ln medida exterior de /Jausdorf f s - dimensional 
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de E haciendo ó - O. Así, 

Es interesante observar que este límite existe siempre~ si bien pt1ede ser infinito, yo. 

que 1-l.~ crece cuando 6 decrece. 

También rt• es medida. exterior. La restricción de 1-i" o. lo. a- álgebra. de los 

conjuntos 7-t•-medibles recibe el nombre de rru:.dida de I-lausd01·f J .<i-dirnension.al. 

Esto. CT- álgebra.contiene a la a- álgebra. de Borel. 

Definición 1.30. Un conjunto E e IRn, 'H8
- medible y tal que O< 1-f.• (E) < oo 

recibe el nombre de s - conjunto. A los 1-conjuntos también se les llamo. conjuntos 

Lint::ahnente Tnedibles. 

Nótese que las medido.a >.. y 1-l.1 coinciden en R. Obsérvese también que po:ra. 

un conjunto E C Ill2 , la. pruyección de E sobre una recta. C'ua.lquiern. de pendiente u 

(denoto.da 11"u (E)) cumple que >. (11"u (E)):$ "H 1 (E). 

Teorema 1.31. Si E C llt.2 es un 1-conjunto entonces se cumple una. (y sólo una.) 

de lns siguientes: 

(i) La. medida lineal de Lebesgue de la. proyección de E sobre todas la.a direcdones2 

excepto tal vez una. es positiva.. 

(ii) La. medida de la proyección de E es cero para ca.si todas lns direccionesª 

Definición 1.32. Un 1.-conjunto E e Ilt2 es irregular si la medida. de la pi:oyec-

2 Est.o quiere decir que, .,.¡ tomo.mOH et haz de rcctus que pw;.un pur el ori¡?;t?n .V proycct.nn1os F. -
perpcndiculnrmente- ~obre cada. una de ellas, la mcdidn {lineal) de Lubt~gue de e:.t.a proyección ~erú 
posit.ivn para todu.<1 las rect.a.."I excepto t.nl vez unn. 
3 E.ti d.-.cir, que el conjunt.o formado por lu.."J pcndicnteo,¡ de \ns rocl~u-o: que huccn que ln mcdidn ,\de 
lu. proyección de E sobre ellas ~ positiva tiene medida linenl de Leh .... ~~1c C"cru. A>ií, si ,1e11ot.u1nos 
como .A= {u;""' (1íu (E))> O}, donde '1íu es ln proyCC'ción !>Obre 11L n-ctu con p1~1u.li~utc tl, t1~11en1~ 
que.X(A)=O. · 
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ción de E es cero paro. casi todas las direcciones. 

Claramente, si E es un !-conjunto cuya proyección sobre dos direcciones distintas 

tiene medido. cero, entonces E es irregular. 

Teorema 1.33. Si un !-conjunto E e IR.2 es irregular y f : IR2 - IR.2 es una 

función analítica, entonces A= {f(x) : x E E} es un 1-conjunto irregular. 

Para una discusión más amplia de las propiedades de estos conjuntos se reruntlenda 

al lector acudir al libro de K. J. F.o.J.coner que apnrece en la Libliografín. 

La exposición siguiente utilizará la construcción de Kinney junto con las propiedades 

de las proyecciones de los !-conjuntos irregulares. 

Sea Gel conjunto de Cantor. Se sabe que {O, IJ e {d - e: (e, d) E C x G}. Puesto 

que toda r E (O, 1) se puede escribir de al menos tres i:nnnern.s distintas como diferencia 

de dos números en e, para cada r E (o. 1} elegimos el pnr (c,d) -E e X e que se 

encuentra ubicado más a la izquierda que los demás y tal que r = d - <~ (esto es 

posible4 dado que G XC es compncto). 

Sea E el conjunto formado por dichos pares. 

Para (c,d) E E construimos In circunferencia centrada en (~,o) y de nidio d;.-. 
Claramente, la unión de estos círculos sobre Jos puntos de Ji: contiene cirC"unferencia.s 

de cualquier radio entre O y ~. 

Definición 1.34. El conjunta de Kinncy es esa unión. Si denotamos por 

G(,.,qJ,r = {(u, v) : u 2 + v 2 = 2up + 2vq + r 2 - p 2 
- q 2

} al círculo centrado en el punto 

4 Sen:/: e X e - R tnl que f(x,y) =y - X y sea S:z.o = {(.:r,y) ; Xo ::s; x,y E 3}. Clurmnt-:ntc, para 
re [0, 1] fija, el conjunto R ={.:ro: ¡- 1 (r) C Sa0 } tiene suprctno (pues O€ Jl irnplictt qm? ll. es no 
vacío y Sao n f- 1 (r) =" }>llrn todo. :ro > 1, usf que R está acot.n.du t1uperiormcntc por el 1 ). E.'i fücil 
comprobar •usando la compncklad de C- que el pn.r ordenado (sup Il. ::oup R + r) e:-. el elcrnf."n.to dr. 
C x C más n In i.-.quierdn del conjunto y con In. propicdnd de que 11 - :r = r . • 



(p,q) con radio r, lo podemos escribir como 

Tornando una cantidad numerable de copins similares al conjunto de Kinney 

. obtenemos un conjunto de medida cero que contiene círculos de todos loe radios. 

Teorema 1.35. El conjunto de Kinney tiene medida. cero. 

Demoat.ración. 
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Primero se demostrará que existe un 1-conjunto compacto irregular E1 e e X e 

tal que E e E 1 • 

Construiremos E 1 a partir de la intersección de los siguientes conjuntos {definidos 

inductivamente): 

En el primer paso construyamos tres cuadrados I i, 1 , I 1,2 e 1 1 ,:1 de lado !- en las dos 

esquinas inferiores y en la esquina superior izquierda del cuadn:t.do unitario. En el 

segundo paso, construyarnoa 3 2 cuadrados 12 , 11 ••• , 12 ,3 2 de Indo ~. localizados en las 

2 esquinas inferiores y en lo. esquina superior izquierda de cada uno de los cuadrados 

del paso.uno. Se continúa de esta rnanera para obtener una sucesiún {ln.;};~:::::~;:. 

Sea G = ~-• (uf-1 1_,). 
Sea E 1 la intersección de G con el triángulo de vértices (O, O), (0.1) y (~. ~). 

Clararnente, E 1 es compacto.A continuación veremos que E C ~1 • 

Si (:ro, Yo) E E es porque O ::;, Yo - Xo :=:;, 1 1 i.e .. Yo ~ Xo, así que todos los pares 

ordenados que están en E se ubican por encima de ln recta y = x. 

Corno para toda r E (O, 1} existen .xo.Yo E C to.les que Yo - J.'n = r, hay ¡.n1ntos 

(.xo, Yo) E C X G tales que cumplen con la. ecuación de la i·ect.a !J = ;r. + .,._ Puest.u que 
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Q XC es un conjunto simétrico respecto O. }o. recta y = 1- X, podemos garantizar que 

siempre existe el par (xo, Yo) en e X e y por debajo de la recta y = 1 - J: que hace 

que Yo - Xo = r. También por razones de simetría de e X e se puede ver que para 

tuda r E [O, 1] hay un punto (xo,y0 ) E E1 tal que Yo - x 0 = r. Curno E 1 nu omite a 

la pareja (x,y) más a la izquierda en e X e con la propiedad deseada. E e E,. 

De esta manera., la. proyecciún de E 1 sobre la. recta y= -x (dada pu1· la función 

Il(x,y) = ~)es el segmento de longitud ~- De ahí que la medidñ. lineal de E 1 , 

'H.1 (E1) 2: .>.(E1) 2: 4. 
Corno E1 se puede cubrir con ~ cuadrados de lado :/.. pa1·a toda. n E N. 

~'(El< lí 3n + 1. ~ = vl2 
,._ l - TTI.n-oo 2 3n 2 • 

Por lo tanto, ?-l 1{E1) =~.así que EJ. es un 1-conjunto. 

La demostración de que E 1 es irregular se sigue fácilmente del hecho de que las 

proyecciones de E 1 sobre el eje x y el eje y son subconjuntos del conjunto de Cantor. 

por lo que son de medida. cero. 

A continuación daremos una. función annlíticn bajo ln cual ln imagen de E1 ·es un 

conjunto que contiene al conjunto de Kinney. Se verti que dicha imagen tiene medida 

cero, lo que por completez de la medida implica que K es de medida cero.· 

Sea f: IR2 - IR2 la. función dado. por f(x,y) = (x +y, -xy). Claramente.fes· 

real-analítica. Por el teorema 1.33., A= {/(x): x E E1} es un !-conjunto irregular 

compacto. Utilizando la notación establecida. en la definición 1.34. tenemos que 

K = U ªcc"t".oJ."T') e U . c(('f'.o).'1.;-'J 
(c,d)EE (r,d)E E1 
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Ahora, para (a,b) E A, sea Dca,b) = {(u,u) : u 2 + 112 = au + b} y sen /J = U(•i.b)t;;A Dcq,b)· 

Demostraremos que K e D. 

Sea (c,d) E E e E 1 entonces (e+ d, -cd) E A, pur lo que 

e = {<u v). (u - ti!!)2 + (v - 0)2 = (~)2 } = ((q>!.o).'9') ' · 2 2 

= {(u,v): u 2 + v 2 =(e+ d)u - cd} = D(r"-.d,~rd) E D. 

Por lo tanto, 

K = ·U ªcc<t<.o)."T') e U DC<+d.-,,,,, = U De•.•> = D. 
(c,d)EE (c.d)eE (a.,b)EA 

Puesto que A es compacto, D es cerrado (de hecho, resulta ser compacto) y por 

lo tanto es medible. Para demostrar que la medida de D es cero, utilizaremos el 

teorema de F\.ibini y el hecho de que Du. = {v: (u, v) E D} es un cunjunto de medida 

cero para casi toda u. A continuación se demostrarán varias afirmaciones C':On el objeto 

de obtener esto. 

Corno ./l es un !-conjunto irregular, su proyección sobre la recto. de pendiente 

ni= =,!- (que denotaremos con l7) tiene medida. cero pnra cnsi todn u. El conjunto 

de intersecciones con el eje y de lns rectas con pendiente fija. u por puntos (a, b) de A se 

puede ver como una transformación lineal del conjunto A proyectndo en In recta l-;f. 

Puesto que este tenía medida cero para casi toda. u, dicho conjunt,o de interserciones 

tiene medida cero para casi toda u. 

Pero tenemos que (u,'1J) E D si y sólo si existe (a,b) E A t,nl que u.2 +1·2 = att+b, es 

decir. si y sólo si u 2 +v2 es la intersección con el eje y de In rectn. run pendiente -u 1-JOr 

un punto (a,b) de A. Por lo tanto, para cnsi toda u el conjunto {u."L + 1•
2

: (u,t') E D} 

es de medida cero. Esto quiere decir que {u: (u. 1·) E D} = /)" es 11n conjunto de 
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medida cero para casi toda u. Por el Teorema de F\.ibini, D tiene medida cero. Puesto 

que ..\2 es una medida completa, el conjunto de Kinney es medible y es de medida 

cero.• 

IV. UN CONJUNTO "ARQUIMEDIANO" 

El sigu.iente es un teurema en el que se demuestra la existencia de conjuntos medibles 

que intersectv.n a cualquier intervalo en un conjunto de medida positiva. pero menor a 

la del intervalo. Es resultado de la pregunta natural de si hay una manera de separar 

a los nÚlneros reales en dos subconjuntos A y B de modo tal que cualquier intervalo 

intersecta en un conjunto de la n1itad de su medida a uno y n otro subconjuntos y, 

si bien la respuesta es negativa, se obtiene una "separación"' de lR. con características 

parecidas: 

Teorema 1.36. Existe un conjunto de tipo lj17 y denso en ninguna parte 

A e I = [O, l] tal que 

O < ..\(A n V) < ..\ (V) 

para todo V C I conjunto abierto no vacío. 

Demostración. 

Se abreviará con CTDP el ser un subconjunto de I "Compacto. Totalmente 

Disconexo y de medida Positivn" 5 (un ejemplo de éstos son los conjuntos C 0 que se 

5 Es interesante observar que si un conjunto A C lR es compacto y totalmente di~oncxo. entonCCM 
es denso en ninguno. parte: 

Sen A C R compacto y totnlmcntc disconexo. Sean x,y E A tales que x < 11· Tomllltlos 
.e E (x,y) \A. Dcmost.rarem°" que existen EN t..a.J que(.::: - '* ,.:: + ~) n A= o. 

Supongamos que no es usf. Entonces, pura cadu n E N sen z.. E (.:: - -!; , ;;: + ~) n A. Pero 
entonces la colección de bol.ns nbiertn.s con centro en .::: .. y radio ~ seríu pnrtc d~ unn cubierta 
nbicrtH. de A sin subcubicrtn finitu. Pero esto contradice la conipacitlnd de A. Jo (JIU! dc1nu1..~tro qur. 
la .:: elegida debe tener una vecindad nbicrt.n, ajena. con A. • 
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estudiaron en el inciso anterior}. 

Sea {lnlneN una enumeración de los subintervalos de 1 con extrernus racionales. 

Construírnos sucesiones {An}neN y {Bn}nEN de conjuntos CTDPs como sigue: 

Túrnense A 1 , B 1 conjuntos CTDPs ajenos (se pueden elegir ajenos por ser densos 

en ninguna parte) contenidos en I1. 

Una vez elegidos A 1 , B 1 , •.• ,A..,_ 11 Bn-1• su unión Cn es un conjunto totalmente 

disconexo y compacto, y por lo tanto es un conjunto denso en ninguna parte, de 

manera que In \Cn contiene algún subintervalo no vacío J, que a su vez contiene a 

otra pareja A.n, Bn de conjuntos ajenos CTDPs. Con las sucesiones nsí obtenidas, 

formarnos 

Entonces, si V C 1 es un intervalo abierto y no va.cío, existe l"' subintervalo con 

extremos racionales contenido propiamente en V para alguna n. Por lo tanto, A.,.. e V 

y Bn e V, de donde 

O < J. (A..) :5 J. (A n V) < J. (A n V) + J. (Bn) S J. (V). 

La última desigualdad. es cierta porque A y Bn son ajenos. • 

XOTA: Usando conjuntos similares se puede construir A C 1R un conjunto de tipo 

>r~ y denso en ninguna parte tal que J. (A) < oo y O < J. (A n V) < J. (V) VV e IR 

abierto. 

Una construcción explícita de un conjunto que cumpla con los requisitos del Teo-

rema 1.30 se encuentra en un artículo de A. StMOSON {10]. Sin embargo~ la de-

rnostraciún anterior es más directa y basta. para exhibir la existencia de cierto cunjunto 
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en el próximo capítulo. 

V. EL TEOREMA DE STEINHAUS 

En esta subsección se presentan dos versiones del teorema de Steinhaus. La primera 

se destaca por mostrar una extensión interesante y natural del teorema uriginal , en 

la que se consideran las cuatro operaciones aritméticas básicas que se pueden realizar 

con un conjunto y se estudia la existencia de intervalos en los conjuntos resultantes 

(en A + B, y A · B y A/ B cuando el cero no forma parte de los conjuntos en los 

últimos dos casos). 

La segunda versión tiene el interés de presentar el resultado de Steinhnus en un 

marco más general: la demostración utiliza sólo propiedades de un grupo topológico 

localmente compacto. 

Dentro de esta sección se enuncia también la. formulación más frecuente del teo­

No se expone su demostración por quedar esta cubierta. con la. del teorema 

1.41. 

Teorenia de Steinhaus. 

Sea A subconjunto de lR. Lebesgue-medible y tal que ..\ (..4) > O. Entonces el con­

junto diferencia D(A) = {x - :; : x, y E A} contiene un intervalo abierto que tiene al 

cero como punto. interior. 

Para nuestra. siguiente definición recordemos que un conjunto A tiene medida cero 

si pnra cada n E N existe un conjunto a.bierto Un tal que A e U" y ..\(U,.) ·< ~· 

Entonces A e n~- 1 U"' es de tipo G 6 y n~=t Un tiene medida cero. 

Definición 1.37. Si además es cierto que un conjunto D. denso en IR. estñ con-
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tenido en .1'1, entonces decimos que A es un conjunto G,. -denso. 

NOTA: Este concepto se puede tomar también en relociún cun un suUconjunto de 

loe números rea.les. Esto es, de manera que A sen un conjunto densu l"n un jntervalo 

no vacíoI. 

Lema 1.38. Si Hes un conjunto tipo G 6 -denso, entonces IR\// es un conjunto 

de primera categoría. 

Demost.raci6n. 

Escribimos H = ~=t fin, donde los Hn son un conjuntos abiertos tales que un 

conjunto D denso en IR. está contenido en I-In para toda. n. E N. Entonces (IIn.)" es un 

conjunto cerrado y denso en ninguna parte (pues si contuviera intervalos, entonces 

D n (Hnr sería no vacío, lo cual es absurdo). • 

Teorema 1.39. Sean G y JI dos conjuntos tipo G 6 , "densos" en sendos intervalos 

abiertos no vacíos I y J. Si • denota a cualquiera de lns cuatro operaciones aritméticas 

+, -, · ú /,entonces 

G• JI= I• J. 

Excepto que en el caso de In multiplicación y In división el O puede encontrarse en 

I • J pero no en G * 11. 

Demostración~ 

Primeramente, considérese el caso mñs sencillo: I = ./ = IR y * = +. 

Sea r E~ y sen f: R - IR dada por f (.x) = r - x. 

Puesto qtte f es un homeomorfisrno, si U es un cunjunto abierto. /(U) también 

lo es. y f(U n V) = f(U) n f(V), de donde f(IJ) es un conj11ntu tipo G6 y sigue 
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siendo denso en IR. Por eso y por el lema 1.38,IR\ f(H) es de primera categuria. Si 

aplicarrios el Teorema de la Categoría de Baire, obtenemos que f(H) es de segunda 

categoría, por lo que no puede quedar contenido en IR\G~, que también es de µrirnera. 

categoría. 

Esto quiere decir que existe x E H tal que f(x) E G. Pero f(x) +x = r. de manera 

que r E G +JI, y IR= I * J C G *H. La otra contención es uLvia. 

Para I y J arbitrarias, sea r = i 0 + j 0 E 1 + J. Como / y J sun abiertos y 

io = io +jo - jo E In (r - J), entonces X = In (r - J) es un inte1·valo aLierto no 

vacío y tanto G n X como f(H) n X son conjuntos tipo G 11 densos en X, de manera 

que Gnf(H)nX =F- "y r = f(x) +x para alguna x E//, i.e., r E G + F/. Por lo 

tanto, I .+Je G +El. 

Cunndo la. operación es la restn, tomamos f(x) = x + 7·; para el producto,. sea 

f(x) = r/x, y para In división seo. f(x) = rx con r #-O en los ültimos dos casos. La 

demostración es análoga, puesto que en todos los casos f es un horneomorfismo. • 

Lema 1.40. Sea G un grupo topológico [B.1) con idéntico e, F un suLC'onjunto 

compacto de G, y U un subconjunto abierto de G tal que F C U. Entonces existe 

una vecindad V de e tal que (F + V) U (V+ F) C U. 

Demostración. 

Como U es abierto y F CU, para toda x E F existen '\!;, llr'".r vecindades abiertas 

de e tales que X+ Vz e u y Wz + :r e u. Entonces {x + i-;.} y {U·~+ .e} son 

dos cubiertas abiertas para F. Por la compacidad de F existen {x1 (z:) . .... .e,. (1.,)} y 
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{.:r1 {w) ~ •.. ,Xrn (w)} subconjuntos finitos de F tales que 

F e Ü x. + Vs.i y F e Ü w~, + x,. 
i=l jscl 

Si definllnos V= í"'r- 1 Yz, y W = ni- 1 Wz" entonces 

X=VnW 

es una vecindad de e para la cual (X + F) U (F +X) e U. • 

Teorel'DB 1.~1. Sea G un grupo topológico [B.l] localmente cumpo.cto con idéntico 

e y µ una medida izquierda de Haar [B.3] . Si A es un subconjunto µ- medible de G 

tal que 

O< µ.(A)< oo,entonceselconjuntoA-A ={y- x: x,yE A} tieneaccomopunto 

interior. 

Dernost.raci6n .. 

Como µ. es regular, µ(A) = sup {µ.(E) : E es compacto y E C A}, de manera 

que se supondrá que A es compacto. También por regularidad existe un C'Onjunto 

abierto U tal que A e U y µ(U) < 2 ·µ(A). Corno se vio en el lema 1.34, existe 

una vecindad V de e para la cual V + A C U. A continuación se demostro.rñ que 

precisamente para esta vecindad V, V e A - A. Para ello: 

Sea V E v. Entonces V + A n A ~ "· puesto que si A y 11 + A fuernn ajenos, 

,'~ .. µ.(U) ~ µ. (v +A)+µ. (A) = 2 • µ. (Cl). 

Por lo tnnto, existen x, y E A ta.les que u+ x = y, así que f' = y - ~r.. • 

Para demostrar la siguiente a.plicaci6n del Teorema. de Steinhn.ns: 

Teorema 1.42. Toda f: 1R - IR función aditiva. y medible es linenl. 
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Necesitaremos del siguiente lema: 

Lema 1.43 Toda función f aditiva. y acota.da. en alguna ver-indad del O es runtinua.. 

Demostración. 

Sea ME IR tal que lf(x)! :5 Af para toda. x E U. Se demostrará que fes continua. 

en O. 

Sea e > O y sea. n E N tales que ~ < e . 

Sea 6' >o tal que (-6',6') e U. 

Sea 6 = f.. Sea x E ( -6, 6) , entonces x = ~ para E (-6', 6'). Entonces 

Jf (x) - f(O)J = J/(x)J = j!;f (z)j = !; lf (.z)J :5 ';!-<e. 

Claramente, por lo. aditividad de f se tiene la continuidad en todo IR. • 

Lema. 1.44. Toda f : :IR - IR función aditiva y continua es lineal. 

Demostración. 

Tenemos que 'v'm,n E Z, f{~x) = ~f(x). Por continuidad de la función. V1· E IR, 

f(rx) = r f(x). • 

Dernostraci6n del teorema 1.42. 

Sea Ern. = {x E IR: lf(x)J :$; m}. Entonces IR= L.'1:':': ... 1 E.,..... Por lo tant'.o. existe 

Tn E N tal que .>. (Ern) > O. Por el teorema de Steinhaus, existe una U '·ecindad 

del cero tnl que U C D(E-a) . Así, si :r E U, entonces x = y - .:; para algunos 

y, z E Ern. De manera que lf(:r)I = lf(y) - f(z)I :5' 2m. Por lo tanto, f está acotada 

en U. Por los lemas 1.43 y 1.44, f es lineal. • 

La siguien~e aplicación del teorema de Steinhaus sirve parn dar un ejemplo de 

un subconjunto de lR.2 con medida ..\2 positiva pero que no contiene ningUn rectángulo 

de medida positiva: 
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Ejemplo 1.45. Sea X = IR., S = AR y ..\ la medida lineal d" LeLesgue. Sea 

E C (O, 1) un conjunto tipu Cantor de medida posith·a. 

Definimos SE AR x .AR por S = {(x, e - x) E JR4!: X E (0, lJ, e E J.;}. Tomando 

ln función ip: IR.2 -+ IR.2 dada pur 1¡7 (.x, y) = (x, y - .:1:), tenemus que 

S = {ip(x,y): x E (O, l), y E E}, por lo que Ses cumpncto y pot· lu t.anto medible. 

Por el Teorema de Fubini, 

(..\ x ..\)(S) =f.J (f,Jxs(x,y)d11)dx =f.]..\(E)dx= ..\(E)> O. 

Supongrunos que existe un rectángulo medible Ax B C S de..\ X..\ 1nedida. positiva.. 

Entonces A (A) > O y ..\ (B) > O. Por el t.eorema de Steinhaus, A+ 11 contiene un 

intervnlo abierto no vacío. Peru (a,b) E A X B C.~~- Entonces a+ b =e parn alguna 

e E E. Entonces A+ De E, lo cual es absurdo.• 

VI. UN CONJUNTO EN RELACIÓN CON SUS 
TRASLACIONES. 

A continuación se obtendrá. un resulta.do que relaciona la medidn de un conjunto 

(o de su complemento) cun la medida de las diferencias simétricas del conjunto con 

distintos trasladados suyos. Este resultado permite obtener propiedades específicas 

no ya de un solo conjuntu medible, sino de toda una clase de est.us: 

Teorema 1.46. Si Des n.n subconjunto denso de IR y E es un suLcunjnnto de IR 

Lebesgne-medible tal que 

..\(E 6. (E+x)) =O parn todn.r E /J. 

entonces, o bien ..\(E) =O, o ...\(E<") =O. 

XOTA: Para esta demustrnción se usará un resultado que depende del siguiente 
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Lema 2.1. Para cualquier E C IR conjunto Lebesgue-medible de medido. positiva., 

si o: E (O, 1), entonces existe un intervalo 1 e IR tal que ...\(En/) 2:: o.· ..\ (1). 

Este lema se demuestra. en el próximo capítulo, pero su demustradón es indepen-

diente del teorema 1.43. 

Lema L47. Sean E' e IR un cunju.nto Lebesgue mediLle y de medida µositivn. 

a: E (O, 1), e I = (a, b) C IR un intervalo nbierto no vncío tnl que ..\ ( l-f: n 1) ~ nA (/) 

(dicho intervalo existe poi· el lema 2.1). Sea 

I = ¡;¡ h = (a, a+ f) U (a+ f ,a+ Z(] u ... u (a+ (n - l) ( ¡,) , 
k=l n n. n n 

donde ( = b - a y n es un entero positivo cualquiera. Entonces existe r11 E {l .... ,n} 

tal que 

.>.(En I.n) ;<: a·.>.(/,.). 

Demostración. 

Supóngase que ..\(EnI1c) < n·...\(/1c) pa.rntodnk E {l, ... ,n}. Entunres 

<>· .X(I),:; >.(En/)=>. (En(~. I·)) = t,>-(Enh) <to· .X(h) = '" >-(I)' 

lo cual es imposible. • 

Así, para a: E (O, 1) fija, podemos encontrar Tn EN tnl que ~ < 1 - n y 

n E {l, ... , rn - 1} tal que o< ;;¡ < 1, y si tenemos 

Demostración del teorema 1.46. 

Se demostrará el teorema por contrnpuesta: 

Supongamos ..:\ (E) > O y ..\. ( Ec) > O. Se.n 0: e ( ~, 1) . Entonces e!<isten 1 • .J C IR 
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intervalos abiet'tos no vacíos tales que 

.>.(En I) 2: <>·.>.U> y .>.(Eº n J) 2: n · .>. (J). 

Sin perder generalidad podemos suponer que A(J) ~ .\(J). Sean n.,71'. EN tales que 

y X E D tal que In +X e Jm· Si para esta X suponemos qt.le 

.>.((E+ :z:) \E) =>.((E+ :z:) n Eº) =O, 

y llamamos F al conjunto (E+ x) n Ec, entonces 

.l.(Jm) = .l.(Jm\F) 2: .>.((E +:z:) n (Jm\F)) +.>.(E" n CJm\F)) > 

> A ((E+ :z:) n ((In+ :z:) \F))+.>. (Eº n (Jm \F)) = .>.((E+ :z:) n Un+ :z:))+.>. (Eº n Jm) 2: 

2: o· .i. Un)+ a.>. (Jm) > 20 · .i. Un) 2: 2a (a· .>. CJm)) > 2 en•·.>.(.!'") = 

= ~ • .l.(Jm) > .l.(Jm) 

lo cual es impoeible, por lo que para cualquier conjunto D denso en IR~ existe :e E D 

tal que .>.((E+:z:) 6 E)> O.• 

El siguiente resultado es aplicación del ~eorema 1.46. 

Teorenaa 1 .. 4.8 .. Sea f : 1R. - R. una función Lebesgue medible t.al que el conjunto 

{t E lR: f (t) ~ f (t + x)} tiene medida (de Lebesgue) cero parn tvdn x en un conjunto 

D denso en IR. Entonces fes constante casi dondequiera (relativo a A). 

Demoat.ración. 

Para / C R un intervalo cerrado y acotado. sea E1 = {t E lR.: f(I) E /}. 

Sea In = ((-l}n · n, {(-l)n · n) + l}. Entonces IR =U~ 1 Ir.- Clnrnmente. 

E 1 = {f- 1 (s): s E J}. Por lo tanto, E 1 .. es un eonjuntu medible ¡.uirn. toda TI. EN. 
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Por otra parte, si ..\ (E 1"') = O para toda n E N, entonces 

...\(IR) =A (LJ:°=i E1,,.) :5 E:"=t >.. (E1 ... ) =O fuerzan que>.. (IR) =O. lo cual es absurdo. 

Por lo tanto, existe N E N tal que >. (Errv) >O. 

A continuación se demostrará. que para dicha 1V . ..\(E1 _,. 6. (E 1 ,... - J:)) =O para 

toda. :z; en el conjunto D denso en IR al que se hace mención en lns hipótesis. 

Sea x E D. Túrnese t E E,N 6. (E1rv - x). Entonces t E f- 1 (IN) u bien 

(t + x) E f- 1 (IN). Es decir, o bien f(t) E IN, o bien f(t + x) E IN, pero nu nmbns. 

Esto es, /(t) '#- f(t + x) pa.ra toda. t E EI,., 6. (E1"" - x). De esta manera. 

A ( {t E IR: f (t) ;" f (t + x)}) = A (Er,., b. (ErN - x)) = O 

para toda x E D. Aplicando el teorema. 1.46, obtenemos que A (IR\Er,v) =O. 

Si ahora bisectamos el intervalo IN. en dos subintervalos A y B, )\(EA) o .. \ (Eo) 

será positiva. Llamamos C1 a aquél de los subintervalos que tuvo preimngen de 

medida positiva. Entonces 

). (Ec, b. (Ec, - x)) =O Vx E D, 

por una argumentación como la. que se dio nnteriormente. Por lo tanto, 

..\ (IR\Ec1 ) =O (esto muestra., además, que el otro subintervalo no tenía preimagen de 

medida positiva). 

Por repetidas bisecciones, obtenemos una sucesión de inten·alos cerradus y ~nidn­

dos {Cn} tal que ..\.(IR\Ec .. ) =O para toda n EN. Puesto que ..\.(Cn) - O cua.ndo 

11 - oo, tenemos que su intersección es un solo punto. Sea {e} = n~=t (),.. Entonces 

f(t) =e casi dondequiera (relativo a ..\.). • 



Capítulo 2 

ALGUNOS CONJUNTOS NO 
MEDIBLES. 

Durante todo este capítulo se ha.ce uso frecuente del Axioma. de Elección y sus 

equivalentes [A.1} para. la construcción de conjuntos no rnedibles. Por lo pronto, en 

el marco particular de la recta real o del plano euclidiano y en relación con la medida 

de Lebesgue. Será hasta los próximos capítulos donde el espacio en el que se trabaje 

o las medidas que se utilicen sean más generales. 

Como primer conjunto no medible, se obtiene nl conjunto de Vitali. Posterior-

mente se examinan las construcciones de Bernstein, Halmos y Simoson. Dentro de 

este contexto se introduce la noción de completamente no medible dada por Simoson 

y se revisan los conjuntos antes construidos para obtener ciertas descomposiciones de 

interés. Con estus elementos se obtiene un cálculo de la medida de un conjunto en 

donde su parte no medible .. cuenta dos veces". 

La construcción de ronjuntos no medibles responde n ln pregunta de si es posible 

.. medir" cualquier subconjunto de IR con una función que o.signe n los intervalos su 

ta.nlaño .. nnturnl", esto es, su longitud, y que sea invariante Un.ju movimientos rígidos. 

A este problema se le conoce como el problema "difícil'' de la medida en IR, y eqniva.le 

37 
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a encontrar una función conjuntista no negativa µ tal que: 

(i) µ(E) está definida para todo E e IR 

(ii) µ(I) = longitud (I) para todo intervalo I e IR 

(iii) µ es u-aditiva. 

(iv) µ es invariante bajo isometrins de IR Le., si .i .IR. - .IR es una isometría, 

entonces: 

µ(j(E)) =µ(E) VE e IR 

La respuesta negativa se dio vía Ja construcción de conjuntos no medibles. En 

todas las construcciones que se hicieron se utilizaba alguna forma dE"l nxioma de 

elección. En el año de 1962 R. SOLOVAY {12] demuestra la necesidad de este axioma 

para Ja construcción de conjuntos no medibles. En los ejemplos que a continuación 

se discuten, el axioma de elección y el principio del buen orden son Ja.s suposiciones 

más socorridas. 

I. CONJUNTO DE VITALI (1905). 

Definimos una relación ,..,,,,. eñ fo, 1] como sigue: x - y<=> :x - y E Q . 

..._ es relación de equivalencia, por lo que induce una partición de [O. lJ -

Construimos V c[O, 1] el conjunto de Vita.Ji tomando exactamente un representante 

de cadn clase. Esto es posible porque se ha supuesto el axioma de elección, y en este 

caso V resulto. ser no numerable. Ahora veremos que no es posible definir ¡.t(V), para 

ello demostraremos que; 

l. Si p y q son dos rncionnles distintos, entonces lns trnslaciones V+ p y V+ q 

son ajenas. 
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2. [O, l]C l!:J..eQ, V+ r C [-1, 2] donde Q' = Qn[-1, 1] 

(1) Sean p, q E Q, p '#:- q, x E (V+ p) n (V + q) entonces existen V1 , v2 E V tales 

que 

v 1 + p = :e = 'l'2 + q. Por lo tanto, V1 - "2· PoI" la construcción de V, esto quiere 

decir que V¡ = 112- En consecuencia, p = q, lo que contradice la hipótesis. 

(2) Como V C [O, l] entonces Vv E V, Vr E Q', v + r E [-1, 2], por lo que 

V+ r e [-1, 2]. Además, si X E (0, 1] existe V E V • única, tal que X - 11, por lo que 

r=x-vEQ'yx-u+rev+~ 

Si µ. satisface (ii), (iii) y (iv), por 1 y 2 tenemos que: 

1 =µ([O, 1]) :S µ(UreQ'V + r) = E µ(V+ r) = E µ(V) :S µ([-1, 2)) = 3. 
reQ' reQ' 

De donde, como 

E µ(V)> o, 
reQ' 

necesariamente µ(V) > O. Pero, a la vez, 

E µ(V) < +oc => µ(V) = O, 
reQ' 

por lo qúe µ.(V} no puede estar definido. a 

II. CON.JUNTO DE BERNSTEIN (1908). 

Sea 11' = {F C R.: Fes cerrado no numerable} entonces #('11) = e {A.9]. Si tomamos 

Wc el menor ordinal que tenga exactamente e predecesores y "bienordenamoan lus F e 

lit' de manera que 'i' = {F0 : l ~ a < wc} entonces podemos definir una sucesión 

t.ransfinita de Ji"ares (p0 ,q0 ) tales que p 0 ,q0 E Fo. 1 ~ o. < Wr:- Pnra ello, n.sa.ndo 
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nuevamente el Principio del Buen Orden, "bienordena.mos" a IR, y co~sideramos que 

los FQ e '11 heredan este orden. Así, 

{i) Sean PI, q1 los primeros dos elementos de F 1 según el orden heredado de IR. 

(ii) Si para 1:$; /3 < Wc ya hnn sido elegidos los p 0,, q0 con n ordinal. a :5 {3, 

tomarnos pp 1 qfJ E FfJ\ U1sn</J {Pu,q0 } los primeros dos elementos del C"onjunto según 

el orden heredado. 

Esto siempre es posible pues #(Fp) = t y ni ser o:< Wc, 

#(Uis0r<J3<w.,{p0 ,q0 }) < e, de manera que hay elementos en F13 que no han sido 

elegidos. 

Sea !B = {p0 : 1 :So < Wc} el conjunto de Bernstein ento:nces: 

(a) q°' E !Be si 1 :5 et < Wc 

(b) !B y !Be intersectan a cualquier conjunto cerrado no nUJ'llernble. 

(e) !B (y por tanto su complemento) es no medible. 

La primera afirmación es consecuencia. directa de la. construcción del conjunto de 

Bernstein. La segunda se cumple porque en '11 estaban listados todos los conjuntos 

cerrados no numerables, y el inciso (e) se demuestra a continuación por reducción a~ 

absurdo: 

Si !B fuera A-medible, él o su complemento tendría medida positiv.o., por ser cierto 

que >.(IR.) > O. Supongamos que ..\{!B) > O. Por la regularidad de A,_ existe K C !13 

un conjunto compacto tal que A(K) > O. Lo cual significa que K es no numerable 

y por ser compacto, K es cerrado, pero entonces K = Fo E llJ y Pn E ":a. lu cual es 

absurdo.• 
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III. CONSTRUCCIÓN DE HALMOS. 

Para esta construcción son necesarios algunos lemas que facilitan la. demostración de 

la no medibilida.d del conjunto descrito por Halmos, y que tienen en sí interés en esta 

discusión. 

Lema 2.1. Si E e IR es Lebesgue-medible, O < A(E) < ex> y a E (O, l), entonces 

existe un intervo.lo abierto U tal que A(E n U);::_ uA{U). 

Demost;ración. 

Sea U= {A e JR: A es abierto}. Como >.(E)= ínf{>.(U): E e U E U} podemos 

encontrar Uo E il tal que E C U0 y a:A(U)::; ..\(E) 

Si {Un} es la su.cesión de intervalos abiertos ajenos cuya unión es U0 1 entonces 

a· .>.(Uo) = °' · f:; >.(Un) ::;::: f: >.(En Un) 
n=l n=l 

Por lo tanto, 3rn E N tnl que a A{ Una) :.:5 A(E n U"') 

Sea U =Urn. • 

Lema 2.2. Dada.~ E IR\CQ sea A= {n +Tn{: n,711. E Z}. Entonces A es denso en 

llt y asimismo lo son 

B := {n + m./;: m E Z, n = 2k, k E Z} y 

C := {n+m./;: .-n E Z,n = 2k+ 1,k E Z}. Y además A= B~C. 

Nótese que A y B son subgrupos aditivos de lR., pero G no lo es. 

Demostración. 

Dado U e IR, un intervalo abierto, sea k E N tal que .X (U) > f. 

Para. cado. i E Z 3!~ = n(i) E Z tal que O~ n, + il; < l. 
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Sea x. = n.: + ie. 
Por el principio de las casillas, en {xc : i e {l, ... ,k + l}} debe haber i :¡6. j, 

i,j E {l, ... ,k + l} tales que Jx¡ - x;I < ~- Entonces tomarnos 771 e Z de manera que 

711.(X,; - x;) E U~ y como 

Tn(x, - x;) = Tn(n; - n,) + >n(i - j)t;, 

se sigue que 

UnA#0. 

Para. deDlostrar la densidad de B y C observam.os que para cada i E Z 3!~ E Z tal 

que 

O ~ ns + i{ < 2 y usamos un argumento análogo. Claramente, A = B bf C. • 

'Ieoretna 2.3. Existe al menos un conjunto Ea que es no medible. 

Demostraci6n. 

Sea -.. la relación definida en 1R. como sigue: 

x,..,.. y<=> x - y E A. Por la forma que tiene A,....,, es de equivalencia. 

Usando el nxiomo. de elección construimos E 0 un conjunto formado por exncta­

niente un elemento de cada clase de equivnlencia. A continuación veremos que Eo no 

es medible. 

(i) A. (Eo) = O 

Sea F E !BR tal que F e Ea. Como x - y E A n D (F) C A n D (Eo) = {O} 

entonces :r: = y, y {O} = A n D (F) , a.sí pues, F necesariamente tiene medida cero 

(ver el teorema de St;einhaus en la sección V del capítulo 1). 

Por lo tanto, A. (E0 ) =O. 

., 
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(ii) Si Eo fuera medible, su medida debería ser positiva. 

Tenemos que Va1,02; E A. a 1 #- a2 se cumple que (Eo + a 1) n (E0 + a2) = ta 

y l!Ja.e.4 Eo + a = DL Así que, si Eo fuera medible, como A (Eo + a) = -"' (Eo) y 

#(A) = No tendríamos A (Eo) > O, por lo que la medida de Eo no se puede definir. • 

Corolario 2.4. Existe un subconjunto M e IR tal que, para todo conjunto G 

Lebeague-rnedible, 

A. (M n G) = o y ),.º (M n G) = ),. (G). 

Demostración. 

Sea M = Eo +B. Si FE !Da y F CM, entonces 

Vx, y E F, x - y = (e - e') + (b - 11) donde (e - e') <!- A\ {O} y (b - 11) E B como 

B es grupo, ai (e - e') =O, x - y E B, y si no, x -11 ~ A. 

Como A = B 1;!f c. entonces X - y tt c. Puesto que e es denso en IR., (x - y) ~ e, 

implica que ~D (F) contiene intervalos, por lo que A (F) =O y >.. (M) =O. 

Ademá.o, Af< = Eo + C = E.O+ (B + 1) = M + 1, lo que impUca que >.. (M<) = O. 

Si G es cualquier Lebesgue-med.ible, la monotoneidad. de A. implica que 

>..(MnG) = >..(M<nG) =o. 

Por lo tanto, >."(M n G) = >. (G) 

En particular, lo anterior quiere decir que >. 0 (M) =O y que )..º (M) =).. (JR). • 

IV. CONSTRUCCIÓN DE SIMOSON. 

El propósito de los siguientes lesnas es el de obtener algunos ejemplos de conjuntos 

(no medibles) A tales que 
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A• (An I) =A (I) =A• (Ac n I) VI intervalo de IR. 

Definición 2.5. Sea I = (a, b) C IR no vacío. Para cualquier subconjunto A de 

lit, sean 

/3 (AJI) = sup { "*itJ~Jl : J es un subintervalo abierto, no vacío y acotado de ·I} 

o (AII) = inf { ,..1í,~J> : J es un subintervalo abierto, no vacío y acotado de I} 

Una manera intuitiva de entender a a y /3 es como medidas extremas de la densidad 

del conjunto A en I. A continuación veremos que los únicos valores posibles para et y 

/3 son O y l. Para ello, enunciamos y demostramos los siguientes 

Lesna 2.6. Sean 1 1 e I 2 y A 1 e A 2 • Entonces 

Dernosi:raci6n. 

"'(A1II2) <_ A. (A, n Ji) < A. (A2 n Ji) < (A II) 
A (J1) - A (J1) -

0 2 1 . 

Donde Jk es un subintervalo abierto, no vacío y acotado de lk. 

La primera desiguo.ldad es cierta por ser a un ínfimo que toma en cuenta a las 

Ji e I 1 porque I 1 e 12 , la segundo. lo es porque A1 e A2. y la tercera debido a que 

tenemos más posibilidades de elección pa.ra J 2 que para J1. 

Análoga.mente, 
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La primera. desigualdad es cierta porque A 1 C A 2 , la siguiente po1·que f3 (A2 IJ2) 

considero. también a ,. .. \~37)J,) para toda Ji C 11, y la tercera lo es por ser f3 un 

supremo.• 

Lema 2 .. 7. Sea A cualquier subconjunto de IR, y sea 1 cualquier intervalo abierto 

no vacío. Si existe J un subintervalo acotado de 1 tal que f3 (AIJ) = 1 (o a:: (A\J) = 

O), entonces f:J (A\I) = 1 (o a (A\I) = O). Más aún, si n (A\J) = 1 para todo J 

subintervalo abierto no vacío de 1, entonces a (A\l) = 1. 

Demost.ración .. 

Si J es un subintervalo abierto no vacío de 1 y /3 (A\J) = l (o a (A\J) O), 

entonces, usnndo el lema 2.6 con A 1 = A:l =A y / 1 = .1 e J = 1 2 , se tiene: 

1 = /3(A\J) $ {:J(A\I) $ 1 y 

O= a (A\J) ~a (A\I) ~ O. 

y, claramente, si V (a, b) = J C I, J # •» a (A\J) = 1, entonces a (A\I) = l. • 

Teorema 2.8. Sen 1 un intervalo abierto no vacío. Entonces para cuo.lqu.ier 

conjunto A tal que )+.• (A n J) > O, tenemos que: 

(i) /3 (A\I) = 1 y 

(ii) a (A\I) = O ó a (A\I) = L 

Demostración .. 

Sea. l un intervalo. Podemos suponerlo ncota.do por el Lema. 2.7. Para. demostrar 

(i) procederemos por contradicción. 

Supongamos que existe " E (O, 1) tal que >.•(A n J) $ <;.). (J) V (n', b') = .1 C I, 

(a',b') #o. 

Sen.=: E (o,(~ - 1) >..• (An 1)) y sen. U un subconjunto abierto de 1 que contenga. 
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a. AnI ta.1 que 

>.(U) < >." (A ni) +e. 

Escribimos U= l:!:J:=t Jn, donde cada Jn es un subintervalo abierto de 1, .lnnJ"' = ca 

sin;!:- m, y pes Wl número na.tura.lo es infinito entonces definimos 

U'= ~-= 1 J¡, donde Jf.: son precisamente aquellos Jn tales que 

Corno tales, los intervalos Jf.: siguen siendo ajenos entre sí y p' es un número 

natural o es infinito, luego, tenemos ln siguiente serie de desigualdades: 

>."(A ni)+-~ > E!:~1 >. (Jn) ~ E~'..,>. (J~) = 

= :r:t:..1 .).•(~3~)>.· (A n Jf.:) ~ Et:..1 (¡)>.·(A n Jf.:) = 

= en E!:-1 A" (A n Jn) ~ en>." (A ni) 

Así obtenemos que: 

e>(~) .>."(AnJ),::; ,,,.. (Ani)-.>." (Ani) °== (~ -1) >." (AnJ), 

lo cunl contradice nuestra elección de é. 

Por lo tanto, podemos concluir que no existe ( E (O, 1) tal que V (a'. b') = J C I. 

(a',b') 7' '" >.• (An J),::; <;>.(J). 

Ademñs, >.• (A ni) > O - "f1r~ll > O =>- {3 (Ali) > O - {3 (Ali) = l. 

La demostración de (ii) In haremos separando el caso en que A es medible del 

cnso en que no lo es. 

Caso I : A medible. 
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Si or {AII) < 1, existe J subintervalo abierto no vacío de I tal que 

.l. (A n J) < .l. (J). 

Como A es medible, 

Á(J) = .l.(An J) + .l.(Aºn J) 

así que .l. (A• n J) >O y .l. (Aº n I) >O. Por (i) tenemos que /3 (AII) = 1, así que, 

dada e E (O. 1) , existe J' subintervalo abierto no vacío de I tal que 

En ton cea 

de donde 

~(A• n J') _ _ [.!.(A" n J') + .l.(An J')] _ 
.l.(J') >1 ,,_ Á(J') " 

Á (A• n J') [A (Aº n J') A (A n J')] 
.l.(J') > Á(J') + .!.(./') _,, 

.l.(AnJ') 
"> Á(J') 

por lo que a (AII) = O. De esta manera, ea claro que sólo hay dos valores posibles 

para a {AII) : O y 1, lo que demuestra la afinnación. 

Caso I I : A no es medible. 

Si o: (AII) < l y e >O es tal que o (AJI) + ~ < 1, entonces existe J' subintervalo 

ab~erto no vacío de I tal que 

,¡.•(A n J') < (a. (AJI) +e)· .l. (J') 

Sea V e J' abierto que contenga a A n J' y tal que 

Á (V) < (a (AJI) + 2e) • .l. (J') 
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(Obsérvese que>.• (A n J') :5 >.(V) < (o (AJI) + 2c:)->. (J') ). Como Ves medible, 

usando el caso I, tenemos que 

>.(VnJ') >.(V) 
>. (J') = >. (J') <o (AJI) + 2e 

Por lo que 

inf {.:\(:/;;.:e) : K es un subinterva.lo abierto, acot~do y no vacío de I} < o., (:'4~~)+2e < 1 

Entonces a (VII) = O y, usando el Lema 2.6, con A 1 = A y V = A 2 tenemos que 

o (AII) :5 o (Vil) = o, 

así que a (AJI) = O. 

O bien, tenemos que Q (VIJ') =O, de donde usando el lema 2.6, con (AnJ') = A 1 

y A= A 2 , tenemos que a: (A n J'IJ') = o, y a (AIJ') = o. Usando otra vez el lema 

2.6, ahora con (A n J') = A 1 y V= A 2 , ~btenemos que a {Ajl) =O. Lo que muestra, 

nuevamente, que los vnlores posibles para o (AjI) son O y l. • 

Definición 2.9. Un subconjunto A de IR.es arquim.edianosi D = {r E IR.: A+ r ~A} 

es un subconjunto denso de IR. 

Observamos que si A es arquirnecli~o, entonces Ae también lo es. 

A continuación veremos que cualquier conjunto.arquimediano de medida exterior 

positiva debe .. ocupar" toda la medida de IR. 

Teorema 2.10. Sea A un conjunto arquimediano de medida exterior positiva. 

Entonces para todo I e IR intervaloJ 

>. • (A n I) = >. (I). 
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Den:aost.ración. 

Si Iº = 12t, entonces 3a E IR tal que I e [a, a], y 0::5 ...\ • (A n I) ::5 ..\ (I) = O. 

Si Iª :/:- 0, sea J = (a, b) C I no vacío y acotado. Sea n E N fija. 

Como>.• (A) >O, debe existir J' abierto acotado no vacío to.l que Mfl < A• (A n J'). 

Si no fuera así, tendríamos que 'rtJ' C IR abierto no vacío acotado, 

).(J') >)."(AnJ') 
2 - ' 

esto es, que VJ' e IR abierto no vacío acotado f3 (AIJ') < 1, lo que, por el t.eorerna 

2.8, quiere decir que /3 (A/J') = O, pero O < ).º(A) = ).º(U::"~o (A n Mn)), donde 

Mn = [-n-1,-n] U [n,n+ l], y O< A"(A) = L;~Áº(An Mn) = 3m EN tal que 

A•(A n M~) >O. Así que, tomando J' = (-m- 1, -m) o J' = (rn, 7n + 1) tenemos 

un intervalo acotado abierto no vacío que cumple /3 (AIJ') = l. Además podemos 

elegir n' E N y J' de manero. que 

....!.... < Á(J') < 2- < Á(J') 
2n'- n'- n 

Sen k el máximo número de subinterva.los adyacentes J¡ de longitud t. contenidos 

en J, donde 

( 
i-1 i). J¡= a+~,a+;;:; ~E{l, ... ,k} 

Entonces tenemos que si n - oo, ~ - ..\ {J) {esto se comprueba fácilmente si 

observamos que IA(J) - ~J < ~ =::; ~.así que para e >O tomamos n E N de 

manera. que ~ < e, de donde 

1 
k(m) 1 1 ).(J) 

m ~ n = Á(J)- n'(m) < n'(m) <-;;¡-<o:). 
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Como A es arquirnedio.no, para cada i E {l, ... ,k} existe r,. E D to.l que 

J' + r¡: C J.,, donde D es el denso correspondiente a A. Puesto que lo. medida de 

Lebesgue es invariante bajo traslaciones, 

2~' = A':'' :.:; A<:;') < .x· (A n J') = .x· ((A n J') + r,) = 

= ,x• ((A+ r;) n (J' + r,)) = ,x• (A n (J' + r,)):.:; ,x• (A n J,) 

Como los J¡: son abiertos ajenos, y Ji e J 'Vi E {1~ ... , k}, tenemos que 

.x• (AnJ) > :f=.x· (AnJ) > k.>..(J,) = :1f... - >.(J) sin - oo 
- •=l • - 4 4 4 

de manera que>.,.• {An J) ;:::, ~para. todo. J C 1 intervalo abierto a.cotado no 

vacío. Por el 'teorern.a 2.8, et (A\J) = 1 y por el lema 2.7, a (A.\l) = 1, o.si que 

>.• (An I) = >.(I). • 

A continuación se construirán o.1.gunos conjuntos nrquimedianos no medibles. En 

su construcción se utilizan equivalentes del axioma de elección o el axioma mismo. 

En este caso el equivn.lente es la. suposición de la existencia de uno. base de Harnel 

para el espo.cio cociente ~. 

Una observación que recalcarnos es que también el complemento de un conjunto 

arquitnedia.no es arquimediano. 

Ejemplo 2.11. Sea Huna base de Hamel para.~· y sea h' EH fijo. Definimos 

A= U:::i_, q,h,: q, E Q, h. E II\{h'},n EN}. 

Si x E (A+ q 1 h')n(A + q 2 h') entonces x = E.~..!. 1 qflt! +q1 h' = E~! 1 q~lt? +q2 h', de 

donde (ql - q2) h' E A. por lo que q 1 = q2. Así pues, podemos escribir 

1R. = \:!:JqeQA+qh'. 
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Como la medida exterior de Lebesgue es invariante bajo traslaciones y A (IR) > O, 

entonces J..• (A)> O. 

Dado que A ea denso (pues simplemente tomando h E H\ { h', O} tenemos 

{qih}ieN C A denso en R.) y que A+ :z: = A 'rlx E A, entonces A es arquimediano. 

Asimismo, Ac es arquimediano. Observando que A + h' e Ae, obtenemos que 

.>..• (Ae) > O. Aplicando el teoresna 2.10 a Ay a su complemento, tenemos que VI C 1R 

intervalo, 

>.• (A n 1) = >. (1) = >.• (A• n 1) 

Clararnente el conjunto resultante A es no medible. 

Ejemplo 2.12. Definimos .- en 1lt corno sigue: 

X - y - X - y E { ~ E Q : (p, q) = 1 y q = 2k + 1} =: Q' 

Observemos que R. = l,:!J { Q + ! : ~ E Q'} . De esta manera, si construimos 

conjunto W con exactamente un elemento de cada clase (Axioma de Elección), y 

luego fonnamoa: 

B ={o:+~: p,q enteros impares y a: E W}, 

entonces Be estará formado por elementos de la forma o+~· con p E Z y q impar. 

Además, 'i:fp,q impares, Be+~= B. Por un argurnent.o análogo al del ejemplo 

2.11, B y su complemento tienen medida exterior positiva. Sea D = { 7 : p E Z y q impar} ,ent 

Des denso, B + d = B Vd E D y Be+ d = EJC Vd E D. Por lo tanto, B y su cornple-

mento son arquimedianos de medida exterior positiva, así que se verifica que 

>.• (B n 1) = >. (1) = >.· (B" n 1) . • 
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V. FÓRMULA PARA LA SUMA DE LAS PARTES. 

De~nición 2.13. Un subconjunto G de un conjunto medible D es cornpletam.ente 

no ?ned-ible respecto a D si para todos los subconjuntos med.ibles E de D con medida 

positiva, En C es no medible. 

Teorema. 2.14. Ces completamente no medible respecto a un conjunto medible 

D si y sólo si C es un conjunto no medible tal que paro. cualquier conjunto E e C 

que sea medible, En D tiene medida cero (es decir, si Ges un conjunto no medible 

de medida interior cero). 

Demost;raci6n. 

Supongamos que C es un conjunto completamente no medible respecto a D. Sea 

E e C medible. Si A (E) > O, entonces tendríamos E e D un conjunto medible, de 

medida positiva y tal que E= En Ges medible. Por lo tanto, >.(E) = o. 

Supongamos ahora que C es un conjunto no medible tal que V E e C que sea 

medible se tiene que .>..(E) = O. 

Sea Duna cubierta medible para C. Se demostrará. que Ces completamente no 

medible respecto a D. 

Sen E C D un conjunto medible, A (E) > O. Si E n C es medible. entonces 

(por hip6tesis) E no puede tener medjdn positiva. Pero si A (En C) = O, entonces 

,..\ (E\C) > O, así que En cr: sería un conjunto medible, de medida positiva. contenido 

en D\C. Pero esto contradice la definición de cubierta medible. Por lo tanto. En C 

debe ser no medible para todo E CD medible de medida pOsitiva. • 
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De lo anterior se desprende la siguiente observación: 

Corolario 2.15. Si G es completanlente no medible respecto a un conjunto 

medible D, entonces Des una cubierta medible de C y para dichos G y D se tiene 

que 

>.." (C) = >.. (D) = >.." (G n D) 

Esto se comprueba como sigue: si suponemos),..• (C) <A (D) 1 podemos encontrar 

un conjunto medible Do tal que G e Do e D y que >.." (C) :S >.(Do) < >.. (D), de 

manera que (D\D0 )nG = ~. lo cual es absurdo. Si suponemos a.hora que >..• (C n D) < 

A (D) encontrarnos un Do medible tal que 

e• n De Do e D y;..· (C" n D) :S >.(Do)<>.. (D), 

por l~ que D\D0 e C , lo que es imposible. • 

Deflnlci6n 2 .. 16. Decimos que tres conjuntos B, C y D son una descornposici6n. 

de un conjunto A si se cumplen las siguientes propiedades: 

(i) B es medible 

(ii) C es completa.mente no medible respecto a D 

(iii) A= BUC, 

(iv) B n D =,. 
donde alguno o varios de los conjuntos B, C y D pueden ser vacíos. 

Teorema 2.17 .. Cualquier conjunto A e IR puede descomponerse de Tnanera 

única. (excepto por conjuntos de medida cero). 

Detnostración. 
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Sea A un subconjunto de lR. no medible, y sea 

B ={E CA: E es medible}, entonces: 

(a) Puesto que Q E B, tenemos que B =F Q. 

(b) A\E es no medible (por ser A no medible) 

(e) En (B • e), e es un orden parcial, y 

(d) Sea S C B una. cadena.. Para demostrar que S tiene una cota superior B, 

construiremos 

B= UE 
BES 

Entonces: 

-Be A 

- B es medible. 

- JB es cota superior de lo. cadena (y es un elemento de B). 

Aplicb.ndo el lema de Zorn,. tenemos que B tiene elementos maximnles (que 

pertenecen a B). Sea B un elemento ma:Jcimnl. 

Si tomo.mas C = A\B, y D uno. cubierta. medible de C, entonces B.,. C y D son 

los elementos de la. descomposición de A, y son únicos salvo por conjuntos de medida 

cero.• 

Teorema 2.22. Si A e R. y B, C y D son conjuntos que descomponen a A, 

entonces se verifica. la siguiente f'órmula '~ara la su.nia de las partes": 

>.• (A n J) + >." (N n J) = >. (I) + >. (D n J). 

Separaremos la. detnostro.ción en una serie de lemas: 
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Lema 2.23. Sean B' = Be n üC y C' = ce n D. Entonces los conjuntos B', G' 

y D forman una descomposición de Ac. Además, dichos B, B' y D son ajenos y 

Bl:!:IB'l:!lD=R.. 

Demostración. 

(i) B' es medible por &er intersección de conjuntos medibles. Además, 

A = Bu e e Bu D - B' = Ben ve e A<. 

(ii) Si E e D, E medible, A (E) >O, entonces EnC' = Enccnn. Encc medible 

- .>.(En CC) = O. Pero entonces E\CC = En C - medible y .>.(En C) > O, lo 

cual es absurdo. Entonces VE e D, E medible, A (E)> O =:i.- En C' es no :medible. 

(iii) B'UC' = (B< n D<)U(C' n D) =(Bu D)<u(C u D<)< = [(Bu D) n (Cu D<>J< 

= [(B n D<) U e]< = [(BU C)° u (V< u C)c) = A' u (D n C') = A< 

Claraniente, B' n C = ea, de .manera que B' u C es ajena. 

(iv) B' n D = "'· 

Por la m¡a.nera en que se definieron, es cloro que B, B' y D son conjuntos ajenOll. 

Por último, 

BUB'UD= B U(B<nD<)uD =BUDU {BUD)° =IR, 

con lo que queda demoetrado el Lema. • 

Lema 2.24. Si X, Z C Dl son medibles y ~(X n Z) = O, entonces 

.>.(XU Z) =.>.(X)+ .>.(Z). 

Dernomt.raci6n. 

Claramente, X\Z, (X n Z) y Z\X son conjuntos ajenos, nsí que.>. (X) = .>. (X\Z)+ 
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.>.(X n Z) = .>. (X\Z) y.>. (Z) = .>. (Z\X)+.>. (X n Z) = .>. (Z\X) , entonces.>. (X u Z) = 

.>.(X\Z) +2 ·.>.(X n Z) +.>.(X\Z) =.>.(X)+ .>.(Z). 

Lerna 2.25. Si W, X, Y y Z son tales que X y Z son medibles, A (X n Z) =O y 

W e X, Y e Z, entonces 

.>.• (W UY) = .>." (W) +.>.•(Y). 

Demostración . 

.>."(WUY) =infU:::"-1.>.(A..): WUY CU::"-1A...A.. E .A¡.Vn} = 

= inf n:;:o_1 [.>. (Bn) + .>.(Cn)J: U::"-1 Bn e X, U;:"_, Cn e Z, W U Y e U;:"_, (B., U Cn) } = 

= inf U:::"-1 .>. (Bn) : W e lI'n°-1 En} + inf U:;:o_, .>. (Cn) : Y e U::"-1 Cn} = 

- .>.• (W) +.>.•(Y)• 

NOTA: Lo anterior puede establecerse también usando cubiertas medibles. 

Deniost.raci6n ~el teorema 2.22. 

Usando los leinas anteriores, comprobaremos finalmente la. J 6rmula para la su TO.a 

de Las pa.rtes : 

,,.. (AnJ) +,,.. (N nJ) = ,,.. ((BnJ)U (CnJ)) + ,,.. ((B' n J) u (C' n J)) = 

= .>.(B n I) + ,,.. (C n I) + .>.(B' n I) + .>.· (C' n J) = 

= A (B n J) + A (D n J) + A (B' n 1) + A (D n J) = 

= A ((B u D u B') n J) + A (D n /) = 
= A ([(B u D) u (B• n D•)J n J) + >. (D n I) = 

= .>. (J) + .>. (D n J) • 

Observaciones : Cuando A es medible, D es vacío y la fórmula. da 

.>.(AnJ) + .>.(N n I) =A (I) 
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Si A es como en loa ejemplos 2.12 y 2.13, entonces tenemos 

;..• (A n I) + ;..· (A° n I) = 2. >. {I) 

Es natural preguntarse si hay conjuntos A que arrojen i·esultndos intermedios 

(donde la suma no dé sólo la longitud del intervnlu, pero tnmt>ocu llegue a ser dos 

veces ésta). La respuesta. es que es posible construir tales conjuntos. Una. construcción 

consiste en tomar un conjunto A que tenga una parte medible D de medida positivo. 

y una parte no medible parecida a los conjuntos de 2.12 y 2.11. Esta construcción 

nos proporciona conjuntos de cualquier medida deseada entre ..\ (I) y 2 · ..\. (J) paro. 

un intervalo I elegido de ante1nano. La construcción que veremos en 2.27 da como 

resultado conjuntos cuya medida está. entre ..\ (I) y 2 · .>. (1) para cualquier intervalo 

1 no vacío. 

Teorema 2.26. Dados I = (a, b) "" '°• y -y E (>. (I), 2 · >. (I)) e lR, 3A e 1R tal 

que 

>. (I) < >.· (A n I) + ;..· (N n I) = -y . A (I) < 2. >. (I) . 

Demostración. 

Sean I = (a, b) # <0, y -y E (>. (I), 2 · >. (I)) e 1R. Sea t9 = 2 · >. (J) - -y. 

Formamos J = (a,a + t9) y X= En[a+-6,b), donde E es el conjuntoarquimediano 

construido en 2.12. 

Sea A= Jb;JX entonces para esta/, ..x•(AnJ) + A•(Ac:ní) 

>.•(X n I) = t9 + 2 (>. {I) - t9) = 2 · >. (I) - t9 =-y.• 

Teorema 2.27. Existe A e IR tal que VJ e IR interva.lu no vacío 

>. (I) < >.. (A n I) + ;..· (A" n I) < 2. >. (I) 

.X(J) + 2. 
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adeinás, A n I es no medible. 

Demoetración. 

Sea G un conjunto medible tal que VI e 1R intervalo no vacío O< .X (G n I) < .>. (I) 

(corno en 1.30.). Sea E corno en el ejemplo 2.12 o 2.13. Si A= G n E : 

(a) En la descomposición de A. D = G 

(b) >.(I) <>.•(A nI)+>.· (Aº nI) = >.(I) +>.(G n I) < 2· >.(I) 'r!I e IR. intervalo 

no vacío. Claramente, A n I es un conjunto no medible. • 

VI. DESCOMPOSICIONES DE CONJUNTOS. 

Usando la. equivalencia vista en teorema 2.14 da.remos las descomposiciones de los 

conjuntos no med.ibles construidos hasta ahora. 

2.28. A= V el conjunto ,de Vitali tiene unn descomposición en: 

B = ""· G = V y D una cubierta medible para C. 

Demostración. 

Sen. E C V = G rnedible, entonces l:!:J9 c=Q' E + q C ~.¡eQ' V+ q C [-1, 2] , de donde 

E 9 eQ' >.(E) :S 3. Por lo tanto, >.(E) = O. • 

2.29. A= iB el conjunto de Bernstein: el conjunto medible B de su descomposición 

es vacío, C se puede tornar cozno el mismo !B y D como una cubierta medible parn. 

c. 

Demost.raci6n. 

Tomando E e ~ medible, A (E) > O, por ln regularidad de A, 3K C E compacto 

de rnedida positiva. 

Sea Q < Wc tal que K = Fao y q"' E K n !JJC 



K e E e !B , por lo que K n !Be = " 1 lo cual es absurdo. 

De manera que, si E C !B es medible, entonces A (E) = O• 
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2.30 . .Eo según la construcción de Hahnoe. Entonces su descompusición es análoga 

a las anteriores: su parte medible puede tornarse vacía, y E 0 = C su parte completa-

mente no medible respecto a una cubierta medible de Eo-

Dema.&ración. 

Sea F e E0 medible. Por lo visto en la demoetración de no mecliblidad de Eo 

[2.3.i), F debe tener medida cero. • 

VII. CONJUNTOS NO MEDIBLES EN lR2 • 

Existe una manera considerablemente simple de construir conjuntos no medibles en 

llt2 , definiendo una u- álgebra y una medida adecuadas. 

Sea X= {(x,31) :0$ X$ 1,0 $ 31$ l} y, VE e [0,1), sea 

E= {(x,31): :e e E,31 E (O, l]} e X. 

Sea S = {E: E C [O, 1J}. Entonces Ses una u- álgebra de conjuntos en 

X= (0,1)2
• 

Dado un conjunto E Lebesgue-medible, definirnos µ(E) = ..\(E) .Para dicha me-

dida µ, el conjunto "diagonal" M descrito por 

M = { (.:r:,31): .:r: E (O, l) ,31 = ~} C X 

es no medible; de hecho, es un conjunto "extremo~•. en el sentido de que µ.(l'v/) =O 

y µ,•(M) =l.• 
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Capítulo 3 

SUBGRUPOS 
UNIVERSALMENTE NO 
MEDIBLES DE :R. 

Si en el capítulo anterior se estudió a conjuntos no med.ibles respecto n la medida 

de Lebesgue, en éste se verá cómo construir conjuntos que resulten no medí bles para 

una. mayor cantidad de medidas. Lo que aquí se expone es una modificación de un 

argumento dado por F. Bernstein en el cual construye subgrupos de IR que resultan 

ser no medibles para toda una clase de medidas exteriores regulares de Borel en IR que 

son continuas. La clase de medidas respecto n la cual se construirá nn subgrupo no 

medible de IR. en este capítulo es el de las medidas de Lebesgue-Stieltjes >..f inducidas 

por funciones continuas no decrecientes f. A la propiedad de no ser medible respecto 

a ninguna de estas medidas es a lo que llamaremos ser .. ttniversnlmente no mediLlen. 

Adicionnlmente, obtendremos una manera de pnrtir n cunlqtticr s11bconjuntu 

>..1 - medible de IR con medido. ),.1 finitn y positivn en e conjuntos njenus, todos ellos 

no me di bles respecto a A,. 

Como último punto, obtendremos una equivalencia ent.re los conjuntos "tipo Bern-

stein" y los conjuntos universnlmente no rnedibles. 
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Definición 3.1. Sea .>t.1 la medida. exterior de Lebesgue-Stieltjes inducida por una 

función continua, no constante, monótona no decreciente f : IR - IR por medio de la 

fórmula 

-"r (E) = inf {%'.; (f (b3) - f (a3)) ' a, :5 b3 , a,, b3 E IR y E e ,Q (a,, b,)} 

paraEclR.. 

Se denotará. por !Dt1 a la familia de los subconjuntos >..1 - mediLles de IR (es decir, 

la familia de los A e IR que cumplen que .>.¡ (S) = .>.¡ (S n A)+.>.¡ (S\A) para todo 

subconjunto S C IR.), y por >..1 a la. medida resultante de restringir ..\f a )n u- álgebra 

!!1l¡. 

Sea J el conjunto formado por lns >.¡ aquí definidas. 

Ee claro que la medida exterior de Lebesgue se obtiene cuando se toma f(.x) = x. 

Proposición 3.2. Si )..j(A) < oo, entonces es equivalente que A E !JR.1 y que 

sup {Á¡(K): K CA, K es compacto} = inf {.>.1 (V) 'A e V, V es abierte>}. 

3.3.a. Para toda .>.¡ E J, Á¡ (IR) > O. 

b. Si Ces un subconjunto numerable de IR, entonces >..1 (C) =O. 

c. Si Be IR es de Borel, entonces BE ro?1 . 

(a) Como f es una función no constante y no decreciente, hay a, b E IR donde 

f(a) ""f(b). Si suponemos a< b, entonces O < Á,([a, b]) :5 .>.¡(IR). 

(h) Cada singulete {x} está contenido en el abierto An = (x- !;,x+ -!;) pnrn toda 

e N. por lo que O :5 ..\.r({x}) :5 f(x+ ~) - f(x - -!¡) - O sin - =>e por ser f 

continua. Si escribimoe e= Lh ... EC {xn} obtenemos el resultado po1· cr- nditividnd 

de la medida. 

...= 
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(e) Es claro pues cada abierto de IR pertenece a mt1 . 

C>etlniclón 3.4. Llamamos a un conjunto S e IR. univcrsal,,nentc n.o Tned'ibl.e si 

no existe )1.1 E J para la cual SE !Dtr. 

Definición 3.5. El indice de un subgrupo JI de un grupo dado X es el cardinal 

del grupo cociente (o del conjunto de clases izquierdas, si 1-I no es normal en X), 

#(~). 

Teoresna 3.6. Existe un subgrupo H del grupo aditivo R. que tiene índice e y es 

universalmente no medible. 

Desnoe~ración.. 

Sea iJ el conjunto de los subconjuntos cerrados no numerables de Jll. Como se 

puede ver en [A.9) 1 el cardinal de ~ es el del continuo, y todo F e ;J t.iene a su vez 

cardinal e (A.13). 

Sea w., el menor nÚJ'nero ordinal con exactamente e predecesores. Si asignamos 

a cada F E 1f un elemento del conjunto de predecesores de Wc, podemos escribir 

;J={Fa:<><w.}. 

Puesto que el campo de los números racionales Q es nunierable y que la familia 

de los subconjuntos finitos de cualquier conjunto infinito tiene el mismu cardinal que 

el conjunto [A.15], se tiene que cualquier subconjunto S de 1R que tenga menos de 

e elementos tendrá un generado lineal sobre Q que también contará. cun menos de e 

elementos. Por lo tanto, es posible construir, usando inducción transfinita, nn con­

junto { :r0 : o: < Wc} U {Yo : o: < Wc} , de núineros reales diferentes que seo. linealmente 
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independiente sobre Q y tal que x 0 ,y0 E Fa para toda a: basta con tomar cualquier 

y luego cualquier 

Una vez hecho esto, sea. H = ({x0 : a< wc})Q. Entonces Hes un subgrupo de 1R 

universalmente no medible: procederemos por reducción al absurdo. Supongamos 

que existe A1 E J tal que /-[ E !Dt¡. Si >..1 (H) > O, entonces (por regularidad de A1) 

existe un conjunto compacto K C H de A1- medida positiva.. Entonces K es no 

nl.llllerable [3.3.b} y cerrado, así que el cardinal de K debe ser e [A.13}. Por lo tanto, 

existe /3 < Wr tal que K = Fp. Pero entonces YtJ E El, lo que contradice la indepen­

dencia de {XcuYa: o:< Wc}, de manera que A1 (1-l) = O, por lo tanto >..1 (lle) > O. 

Argumentando como antes, esto nos lleva a que exista. x"J' E F.., C ¡¡e i:-arn alguna 

"Y:< Wc aunque x 0 E H para toda o:. De esta mn.nera, también >..¡(lle) =O. En conse­

cuencia, >..1 (IR) = O, lo que contradice que >..1 E J. Por lo tanto, 1-/ es universalmente 

no medible.• 

Nótese que los conjuntos { J/ + Ya : a: < w,} forman unn familia de e clases njenas 

de H. 

Lema 3.7. Para todo B C IR. conjunto de Borel no numerable existe >..f E J tnl 

que O<: ;t..r(B) < oo. 

Demostración. 

Sen. B e IR un conjunto de Borel no numerable. Puesto que existen E N tnl que 

B n (-n, n} es no numernble, podemos suponer a B acotado. Por la afirmnciún de la 
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NOTA en el punto A.13 snbemoe que existe un subconjunto K de J.J humeomorfo al 

{O, l}s. Si tomamos f : IR - IR la. función "escnlera·• de Ca.nt.01· (t.umUién cunucida 

como la. función. singular de Lcbesguc) ligeramente modificndn: 

-definida constante, iguo.l a cero, para x =:::; O, 

-igual a uno para x ~ 1 y tn.l que 

- f (x) = Ef=-1 1 ~ + ~ para x E {O, 1), donde x = E~1 ~ cun HJ = 0, l o 2, N 

el primer índice tal que UN = 1 (si no hay tal, entonces N = +oo) y {-1, = ~ . 

Entonces f es continua y no constante, de manera que induce una medida de 

Lebesgue-Stieltjes en lR. El lector puede comprobar que para dicha. medido. >.¡ (G) = 

l. De ahí que O < >.¡ (B) < ex>. • 

Lema 3.8. Sea K un conjunto compacto, >..1 E J tal que >..1 (J() > O, E un 

subconjtllltO de IR y Xo E IR dado. Definimos V {E) = >..1 (K n (E+ .Tu)). Entonces 

V E J. 

Demostración. 

Primera.mente se demostrará que ves una medida en IR, a continuación se dará. una 

funciún no decreciente, continua y no constante g tal que v = ;\11 • 

Puesto que podemos escribir v = A}'" o r.,.. 0 • donde ~\f es la medida dada por 

Af (E) = A1 (K n E) y donde r.,..0 (E) = 6 + Xo, la ves una medida en IR. 

Sea g (x) = V ((-oo, x)) entonces: 

(i) g es una función Lien definida (pues la v es uno. medida.), no decreciente y 

acotada. 

Sean x,y E IR., X< y. Entonces (-oo,x] e (-oo,y] y, puesto q'le la V es 11na. 

medida, se cumple que g(:z:) =:; g(y). 
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Puesto que K es cornpacto y A¡ es regu.la.t·, v(E) =::;_ v(IR) = >i.1 (K) < :x::, por lo 

que 

g(x) = V ((-oo, x]) = >., (K n (-oo, X+ Xo]} $ >., (K) < 00 para toda X E IR. así que 

g está acotada_ 

(ii) g es continua. 

Sea X E R y sea e >O. Comu fes continua, existe ó = 6 (f, x) >O tal que 

si l(x + xo) - (y+ Xo)I < li entonces lf(x + xo) - f(y + Xo)I < e. 

Sin perder generalidad podemos suponer x < y , así que, siempre que 

lx - YI = l(x + Xo) - (y+ xo)I < é 

tendrmnos que 

lg(y) - g(x)I = g(y) - g(x) = v((-oo,y]) - v ((-oo,x]) = 

= v ((x,y]) $ >.r ((x + xo,Y + xo]) = f(x + xo) - f (y+ xo) = 

= lf(x + Xo) - f (y+ xo)I <e, 

de manera que g es continua. 

(iii) g es no constante. 

Como v (K - x 0 ) = >.r (K n ((K - x 0 ) + x 0 )) = >.1 (K) > O y, al ser K - x 0 un 

conjunto compacto, existe n E N tal que K - :r0 C [-n, n} , tenemos que 

O< v(K - x 0 ) $ v((-n,n]) = v((-oc,n]) - v ((-oo, -n]) = g(n) - g(-n), 

por lo cual g(n) =f g(-n), así que ges no constante. 

Es fácil ver que v es iguol a la medida de Lebesgue-Stieltjes inducida. por y. • 
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'I'eoretna 3.9. Sea H un subgrupo universalmente no medible de IR y B e IR 

cualquier boreliano no numerable. Para x E 1ll sea Bz = B n (x + H). Considérese 

cualquier A1 E J que haga que O < ..\1(B) < oo {3.7}. Entonces, para toda x E 

R., >..¡(Bs) = ..\.1(B) y Bs ~ rolr· Esto es, para dichas A¡, la. familia {Bz : x E R} 

constituye una partición de Ben'#(~) conjuntos distintos, ninguno de los cuales es 

>..1 - medible. 

I>emoat.ración. 

Supongamos que existe x E R tal que Af (Bs) < >i.1 (B). Entonces existe un 

conjunto abierto V e lit tal que B. e V y >..1 (V) < A1 (B}. Como B\ V e rot1 y 

>..r (B\V) >O, existe K C B\V conjunto compacto tal que A1 (K) >O. Definimos v 

como 

v (E) = ~, (K n (x + E)) 

para E C R.. Entonces (3.8] v E J. Pero esto es imposible, porque K y x + 1-1 son 

conjuntos ajenoe, lo que hace que v (H) = O y que H E !Dt.,, contradiciendo la no 

mediblidad universal de H. Esto demueetra que Aj(Bs) = A1(B) para toda x E nt. 

Supóngase ahora que Bz e !D11 para alguna x E 1lt.. Como /{ es un subgrupo 

propio de lR. existe y e Jt. tal que 8 11 n Bz = "'· Entonces, 

lo que contradice la hipótesis de que O< ..X1 (B) < oe>. Por lo tanto. ningún B7. es 

..X1 - medible. Corno ningún Bz es vacío y las clases de H. son ajenas entre sí, 

{Bz : x E IR} constituye unn partición de B en # {~) conjuntos distintos, ninguno 

de los cuales es ..X1 - medible.• 
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Definición 3.10. Un conjunto S C lR. es de tipo Bernstein si ni S ni su comple­

mento se contienen a un conjunto cornpncto no numernble. 

Teorema 3.11. Un conjunto S C IR es tipo Bernstein si y sólo si S es nniver­

sa.lmente no medible. 

Demos~ración. 

Supongamos que S C lR no es universalmente no medible. Entunces existe >.1 E .J 

tal que S E ro?1. Sin perder generalidad, podemos suponer que A¡(.'-,") > O. Por 

regularidad de la medida, existe K C S compacto de >..1 - medida positiva. Por lo 

tanto, K es no numerable, así que S no tiene la propiedad de Bernstein. 

Supóngase ahora que K es un subconjunto compacto no numera.Lle de IR. Entonces 

existe >.¡ E J tal que A1 (Kc) = O, por lo tonto, si K está contenido en S (o en se) 

(esto es, si S no es de tipo Bernstein) entonces >..1 (Se) = O (>.. 1 (S) = O), así que 

SE !Dt¡, por lo que S no es universalmente no medible.• 



Capítulo 4 

EXTENSIONES DE LA MEDIDA 
EN GRUPOS TOPOLÓGICOS 
COMPACTOS. 

En este capítulo se define el concepto de "carácter" de un grupo topológico, como una 

forma de apreciar el incremento en la capacidad de una medida extendida respecto 

de la original. El carácter de un grupo topológico es el cardinal de un subconjunto de 

la a-álgebra formado tomando en cuenta propiedades de la topología y de la medido. 

del grupo. 

El propósito central de este capítulo será extender una medida de tal modo que 

abarque una mayor gama de conjuntos. El incremento en las posibilidades de "rnedi-

ción" se apreciará por medio del carácter del grupo. 

Como 1íltimo punto se exponen conjuntos no medibles respecto a estas extensiones 

tanto en grupos topológicos compactos como localmente compactos (ver apéndice B 

para las definiciones correspondientes). Es notable la sencillez de In construcción 

de estos conjuntos y In similitud de estas construcciones con ln.s expuestas en el 

primer capítulo. Para construir dichos conjuntos usaremos, una vez mñs, al nxiomo. 

de elección y sus variantes. 
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El resultad.o pertenece a KAKUTANI y 0XTOBV. 

NOTA: En todo este capítulo (salvo que se especifique otra cosa). G denota un 

grupo rn.étrico compacto infinito [B.l], µes la medida normalizada de Haar (B.3] en 

G, y mt es la a-álgebra de los subconjuntos de G que son µ- medibles. Por lo que 

el espacio de rn.edida (G, !V?,µ) resulta completo. 

4.1. #(G) ~e 

Demostración. 

Propiedad 4.2. # (G) 2: e . 

Como G contiene un conjunto D denso numerable [A.12], todo elemento de Ges 

el lhn.ite de una sucesión de elementos de D. Así1 # (G) ::; e, lo que junto con 4.2 

demuestra nuestra afirmación. • 

De.&nición 4.3. Sea X un conjunto no vacío, 6 cualquier u-álgeLra de subcon­

juntos de X y µ cualquier medida definida en 6. Entonces el carácter del espacio de 

medida (X, S, µ.) es el menor número cardinal m. para el que existe unn subfamilia A 

de 6 tal que # (A) = m que cumple que para todo S E 6 y para todo e > O existe 

un conjunto A E .A que satisface queµ (S ~A) <E:. A cualquier subfamilia A de 6 

que cumpla con lo anterior le llrunaremos base de (X, 6, µ). 

Propiedad 4.4. El espacio de medida (G, ?Dt, µ.) tiene carácter No. 

Demostración. 

Es claro que existe una base topológica numerable para G. 

Sea .A el conjunto formado por las uniones finitas de elementos de unn de estas 

bases. Entonces #(A) ::;; No. 

Sean M E !Dt y é > O. Por regularidad de µ. existen F conjunto compacto y U 
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conjunto abierto tales que F C M e U y µ (U\F) < ~. Por la compacidad de F. 

existe A E ..A tal que F C A e U. Esto se establece como sigue: 

Para x E F sea Vz un conjunto abierto contenido en U. La familia. {'Vz} es una 

cubierta abierta cuya unión está contenida en el abierto U. Si se extrae de ella una 

subcubierta finita {Yz1 , ••• , Vz .. }, entonces A = LJ:_ 1 Vz. es un elemento de A, y es tal 

queµ(Mó.A)<e. 

Clarainente1 el cardinal de A no puede ser un nWnero finito, así que #(A) = No 

para una baae de (G, !UI, µ). • 

Definición 4.5. Dad.o un conjunto X y dos espacios de medida. (X,!Dl1,µ1) y 

(X, !Dl2 , JJ.2) , decirnos que el segundo es una extensión del primero si rot1 e rot2 y 

µ1 {A) = µ2 {A) para toda A E !UI,. 

Por medio de una serie de lemas demostraremos el siguiente resultado principal: 

"Deorenla 4.6. Existe \llla extensión (G, !Dt9 ,µ•)de (G, !Dt,µ.) tal que el carácter de 

(G,!17r,µ.•) es 2c yµ.• es invariante bajo traslaciones izquierdas, traslaciones derechas 

e inversiones. 

El procedimiento que se seguirá. para llegar a este resultado involucra una primera 

extensión a un espacio ( G, !lJtf, µt) en el que cualquier conjunto A e G con 

#(A) < e pertenece a !D'tf y tiene medida cero. Este paso es el que permite demostrar 

el teorema 4.6 sin utilizar la hipótesis del continuo. 

Definición 4. 7. Sea 'X el conjunto formado por las siguientes transformaciones de 

G en sí rnisrno: x .- x + a, x ........ a. + .:z: y x .- -x. 

Para verificar que una rnedida es invariante bajo traslaciones izquierdas y derechas 

y bajo inversiones, basta ver que si M es un conjunto medible, entonces cada T (J\f) 
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es medible para -r e 'r y que las medidas de r {M) y A>/ son iguales. 

Lema 4.8. El espacio de medida (G,!D?,µ) se puede extender a un espacio de 

medida ( G, !1Jt1, µt) tal que, para todo A e G con #(A) < e, A e UJl'!' y tiene 

µ.1- medida cero. Más aún, µ.tes invariante bajo traslaciones e inversiones y ( C,'. !.lJlT, µ-) 

es µ1- completo. Esto es, si NE !Utt y µt (N) =O, para N 1 C J\l, entunres 1V1 E rott. 

Demostración. 

Sea P = {P C G: # (P) <e:}. Si se supusiera la hipótesis del continuo. sucedería 

que cualquier P E "P tendría cardinal No y P estaría contenido en !Dt, nsí que este 

lema no aporta.ría elementos nuevos al álgebra, por lo que no se supondrá.. 

(a) Si P E P n !Dl, entonces µ (P) = O. Supongamos que JL (P) > O. por la 

regularidad de µ, tenernos que P contiene a un conjunto compacto no numerable. De 

los teoremas A.5 y A.6 se tiene que P tiene ca.rdino.l e, por lo que no 1-JUede pertenecer 

a 'P. 

Utilizando el Lema de Künig [A.8} obtenemos que si {P0 } sucesión de 

elementos de P, entonces # (U;:'= 1 Pn) < n~=t e= e, por lo que 

LJ Pn E 'P. 
n=l 

(b) Sea !mt = {Mt e G :M L>. Mt E 'P para alguna fl,/ E !m}. 

rot1" también se puede describir como 

!In' = { Mt e G : Mt = (M n A<) u B' fl,f E = y A. B E 'P} . 

rot,. es uno. o-álgebra. de subconjuntos de G como a. continuación se muest:ro.: 

i) Sea J\.fT e !D'tt. Entonces existe M E !Dl to.l que f'vl ,6,. i\r E "P. Comü 
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(M)c b. (M'Y = M b. M 1 E 'P Y Af< E !Dt, (M'Y E !Dt1 . 

ii) Si {M~} e !Dtt, entonces existe {Mn} e !Dt tnl que A-/,,.. 6 M:i e P. Como1 

y !Dl es una u-álgebra, ~=l. At!n E !D1 y LX:"=i M~ E !IJtT. 

Para Af1 E rott y alguna ME !.Dttal que M 6.M1 E "P, se define µt (Artt) = µ. (M). 

A continuación ée demostrará que µ.t está bien definida y que es una. medida sobre 

!Utt que extiende a µ.. 

Si existen Mi, M2 E !I1t tales que M 1 6. Mt E "P y M 2 .ó,. Mt E "P, entonces2 

así que µ.(Mi. 6 M2) = O y µ. (M1) = µ. (.Atf2 ) _ Por lo tanto, µ.t está. bien definida 

en la u-álgebra !Dt1 • Para demostrar la u- aditivido.d de µ 1 torna.remos una sucesión 

ajena { M.1} de elementos de mtt. Sea {Mn} e rot tal que .1'vf,,.. í:::.. M~ E "P po.ra toda 

neN. 

Sea Q 1 = M 1 y Qn = Mn n (n:;;;¡ M~) para n E {2, 3, ... } . 

Entonces la sucesión {Qn} C !Dt está formada por conjuntos ajenos, y para. cada 

neN, 

• Se demost.ra.rá que 

(ü (Mn .ó. M,\)]c C ((ü M.) D. (ü M-')]º 
n-1 n-1 ,._¡ 

Sea% -i ~-• {M .. ó. M,i}. Enton~ para tod.u n EN :e~ .\-1.,,, 6. M,i, por Jo que XM .. (x) = X!H!, (x) 
"dn EN. Así, Xu:""_,.u .. (.:r) = Xu:"' M! (:z:). Por lo ta.nt.<>, x ft. (LJ:°_1 Mn) .ó. (U:"'- 1 J\-f,i) • 
2 Como nntCB, tomamos :r 'F: °t'M1 6. M 1) U (M:;i: 6 M 1). Entonces, x '1, (.\...11 6. M1) y x $ 
(Af-;1.C.. ,¡\ft). por Jo que XM, (:r) = XMt (:r) y XM:i (x) = .\'.M• (.:r). Así c¡uc XM, (:r) = XM.,, (:r) y 
X ~ .\f1 6. Af2 .• 
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Qn L>. M;l C Lr.'-1 ( M• L>. Ml) E 'P3 

Lo que, junto con (1), da que (lf.:"_1 Qn) L>. (U::"-1 M.i) e U~1 (Qn L>. 1\.10:) E -P, 

µt (u::"-1 M,1) = µ (u::"-1 Qn) = E::"-1 µ (Qn) = ¿;;"_, µt ( M.i) • 

con lo que se demuestra que µtes una medida sobre rozr. Es claro que coincide 

con µ para aquellas M E !lJ?. 

(e) Como siguiente punto se demostrará que (G,!Dtt,µt) es completo. 

Sea N E !lJtf de µt - medid.a cero y sea N 1 C N. Entonces existe Al E !U? tal que 

N ~ME -P yµ (M) =O. Entonces N 1 nM E !D?. Como N 1 L>.(N1 n M) e N L>.1\.1 E -P, 

Ni E !Dt1. 

(d) Por último se verificará que µ 1 es invariante bajo traslaciones e inversiones en 

Es claro que Pe P ~ T (P) E P V-r E "X, así que si Mt E !Dl~ y Ar: L:::.. J\f E "P para 

ME !In, entonces r(M) L::::..r (Mt) = r (1\-t 6 Mt) E P. Por lo tanto, r (1\1~) E !lJ?.1 

y 

µt (• (M')) = µ(r (M)) = ¡i(M) = µ 1 (M') 

para toda T E 'X. • 

Lema 4.9. (i) G contiene exactamente e distintos conjuntos compactos de cardinal 

Si además denotamos por Wr: ol menor ordinal con exnctamente e predecesores y 

3 Si ::z: E Q" = Mn n (n;;_f Mk') y :r <F. Mi.,, ent.onces x E Mn. Por Jo t.anto, z E .'1.1;. ~ .'1.1.,., a.."il que 

:;e E LJ:;:_ 1 (Af~ L:..M1c). 
Si :;e E M.¡ y x E Qn, entonces z ~ t.-r ... implica que :r E M.i ó. Al .... Ahoru. si x E A-In, 

entonce& :r ti. M~, puest.o que los Ml,. son ajenos. Pero :r ~ Qn =A-In n (~:: J\f~) quier-e decir que 

z e Af.,.nl\.11c po.ra alguna k E {l, ... ,n-1}. Por lo tanto, ::r E,.\,[; .ó.Af1.:. De cualquier nmncra, 

:re V,:_ 1 (M~ L:..M1c) .• 
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toma.moa {F0 : 1:::;: a< wc} un buen orden de todos los subconjuntos compactos de 

G con cardinal c 1 entonces: 

(ii)Para cualquier conjunto Mf E !Dtt y cualquier número ordinal ¡j < Wc existe otro 

número ordinal a > /3 tal que F 0 e Mt. 

DenMMtración .. 

(i) Como cualquier conjunto abierto U C G es la unión de conjuntos de una 

base abierta numerable, tendremos a lo más ~o = e conjuntos abiertos diferentes. 

Por complern.entación y debido a que G es compacto, existirán a lo más e conjuntos 

compactos d.i11tintoe con cardinal c. 

Sea Mf E !DJf tal que µf ( Mt) > O. Sea M E !Dl tal que Mf L:;. M E "P, entonces 

µ. (M) > O y # ( M ~ Mt) < e: • Clara.mente, existe K C M compacto y de rriedida 

positiva. Como ae vio antes, K debe contener a un conjunto P perfecto de cardinal c. 

Entonces P tiene un subconjunto C homeomorfo a {O, l}"º. Así, sen g : C -·{O, l}Mo 

·un homeomorfiamo, y sea 

f: {O, l}"º - {O, l}"° X {O, l }"° 

dada por f(x) = {0, 1}"0 X {z}. Entonces fes un homeolnorfisrno, y los subconjuntos 

Ez de M definidos por Em = (gof)- 1 ({0, l}"° X {x}) son e conjuntos compactos ajenos 

de cardinal c. 

(ii) Sea Mf E !!Jtf tal que µ1 (Mt) > O. Sea /3 < wc. Por el inciso anterior 

obtenemos E:Jt: e M1 conjuntos compactos de cardinal C. Cada E~ tiene naignndo un 

subíndice Pz: < Wc • Si todo Pt11: fuera menor que /3, entonces habrin 

h: {l, ..• ,cr} - {Et:11:: x E {0,1}"°} funci6n inyectiva. lo que es a.Lsurdo. • 
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Definición 4.10. Para cualquier subconjunto A de G, definimos laµ- - medida 

exterior p (A) de A, como sigue: 

p(A} = inf {µ' (M'): M' E !Dl' y A e M'}. 

Definición 4.11. Un conjunto A e G se dice absolutamente invariante (respecto 

a µ1 y ~) si para toda T E ~. T (A) .6 A E !Dt' y µ 1 (r (A) .6 A) =O. 

Teorema 4.12. 

La familia de subconjuntos de G definida. como '.J = {A C G : A es absoluta.mente invariante} 

ea una u-álgebra. 

Demoat.ración. 

Es .muy sencilla y se omite. • 

Lema 4.13. Existe una fa:nilia {X..,}.,EN de subconjuntos Xu de G con las 

siguientes propiedades: 

(i) # (N) =e; 

(ii) Los conjuntos X..,, v E N son ajenos entre sí; 

(iii) p (X,) = l para v E N ; 

(iv) Para cualquier subconjunto No de N, la unión UueNo Xv es absoluta.mente 

invariante. 

Demostración. 

Sea {FQ: 1 =:::;a< w,} como se definió en 4.9. Sea {•a: 1 =::;a:< w,} un buen or­

denamiento de 'X con tipo de orden Wc-

Para cada x E G y cada ordinal ar: < w, definirnos C 0 (x) corno el conjunto de 

puntos d~ e que se pueden escribir c:omo "T,Ó: o ... o 'Ó: (.r) 1 donde 1 ~ ·ª" ::;: et y 
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(a) x E C 0 (x) (pues x = T¡t1 o Tii1
1 (x) ). 

(b) Si 1 $ /3 $o:< Wc, entonces 7)J {Cn (x)) = C 0 (x). 

Cla.raznente si y E C 0 (x), entonces existen n EN, {.Ok}:=I 1 {e1.JZ=i tales que 

y = -r;: o ... o -rf,: (x) . 

Como 1 $ /3 $ a:, Tp o~; o ... o -Ftt: (x) E C 0 (x), así que Vy E G" .. (x}, 

Ttt (y) E C 0 (x). Con esto queda. establecida la primera contenciún 

(r,. (CQ (x)) e Ca (x) ). 

Si tomainos y E Ca (x), como Ti 1(y) E Cn. (x), escribimos y 

yECQ(x). 

(e) #(Ca (x)) S máx (#a, No)< e, por lo que Ca (x) E !Dl'. 
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Esto se establece con facilidad estudinndo el comporta.miento de G 0 (x) para los 

máximos posibles. 

A continuación se demostrará que existe una. doble sucesión trnnsfinita 

de elementos de G tnl que: 

-xd E F 0 para l $ /3 $o:< w,; 

-los conjuntos C 0 ( x~) son ajenos siempre que 1 ::; /3 ::5 o < Wc. 

Si darnos a lns parejos de numeras ordinales {(o, .B) : 1 ~ /3 :::5: o < w,} = 2D un 

orden, de manera. que (--y,6) < (a,,B) <=> ("Y < o) 6 ('")· = o y /1 < 6) (llo.mndo 

orden lexicográfico), entonces !2IJ es un conjunto bien ordeno.do. Podemus definir una 

sucesiún { x~ : 1 $ fJ $ o < w,} por inducción trn.nsfinitn como sigue: 
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Sea xl E F 1 arbitrario. 

Suponga.mo& que 1 S. /3 ::; a:: < w, y que x2 ya ha sido definidu para todos 

las parejas ("Y, é) con ('"Y, 6) < (et, /3), 1 :$ 6 ::::;: "Y· Considérese el conjunto D (o, /3) 

formado por la unión de los conjuntos Ca (x]) tomada sobre las (--y, 6) E mJ tales que 

("Y,6) < (o,fi). Entonces 

#(D(a,¡3)),,; (#o.) 2 ·máx(#a,No)=17uU!(#o,No) <c. 

Corno #(Fa.) = e, el conjunto 1-""'a n {D (o:, ,O))c es no vacío. 

Sea xp un elemento arbitrario de Fa. n {D (a:, /J)Y. Entonces C 0 (xa) resulta ser 

ajeno con los Ca. (x¡) para todo (""'l',6) < (a, /3) con ("Y, 6) E 2D. pues de lo contrario 

tendríamos 

'T.Ó: o ... o-r~(:r) =f;}
1

1 o ... oT:: (x), 

donde /31c $.a, é, ::; -r ::5 a, E11; es 1 o -1, Tli E {l, -1}, k E {l, ... ,n} y j E {l, ... ,tn}. 

Por lo tanto, 

lo que contra.dice nuestra elección de xt;". 

Ahora, sea N = {v: ves ordinal y 1 $. v < Wc}, y sea 

Xv = {Ca (x:!) ' V ,,; a < w,} , V E N. 

Entonces la propiedad del inciso (i) se verifica automáticamente. la del inciso (ii) 

se obtiene del hecho de que los conjuntos Ca (xP:), con 1 !5. 13 ~o < Wc- son ajenos 

por pares: 
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Dadas v, v' EN, v -:¡;6- V y a 2: nui::c {v. v'} fija, los conjuntos G'"n (x~) y C 0 (x!!',) son 

ajenos, asimismo si variamos o en alguno de loe conjuntos ( Co.• ( xe:)) , cada conjunto 

obtenido resulta ajeno a Ca (:re), así que 

X.nX.•=( l:!:J Ca(x::))n( l!:J C 0 (x::.))= ... 
vSa<w• v'Sar<..,, 

Para demostrar que p (Xv) = 1 para v E N supondremos que p (X...,) < l para 

alguna V EN, por lo que debe existir XV e Af't tal que µ.1 (Mt) < l. Por lo tanto 

podemos aplicar· el lema 4.9 al conjunto (Mf)c, así que existe un número ordinal 

a, v < Q < Wc tal que Fa C (A-f1)e. Pero esto es imposible porque x: E FQ y 

.:z:: E C 0 (x:) C X ... C AfT. Esto demuestra el tercer inciso. 

Para demostrar {iv) basta mostrar que el conjunto r..., (~ .. e No X") Ó. (l:!:J....eNo X..,) 

tiene cardinal menor que e para toda "Y< Wc y todo N 0 e N. Además, corno 

l:!:J X.= l:!:J {C0 (z::) : v E N 0 , v :5 "' < w. } 
"""º 

es una uni6n ajena y r.,. (C0 (%!!'))=Ca (:z::) siempre que a~ -y, 

# ({(0<, v): v E N 0 , v :5 <> < w, }) :5 (#-y)2
, 

el conjunto r.., (l::!:l..eNo X.,} 6 (b:fvENo X.,) tiene cardinal menor o igual al nuiz (#""(,No)• 

(#-y)
2 

=""""'(#-y, No) < c. -

El 'siguiente lema es un caso particular de un lema de A. TARSKI [15). Si bien 

este resultado es necesario para la cc:>nstrucción de nuestra nueva. l'T- álgebra, no 
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se reproduce aquí la demostración por ser estrictamente del campo de la Teoría de 

Conjuntos. Al lector interesado se le recomienda acudir al texto de HE\VJ'TT Y Ross 

que se cita en la bibliografía. 

Lern.a. 4.14. Sea N un conjunto arbitrario de cardinal c. Entonces existe una familia 

{Ns}see de subconjuntos distintos de N tal que: 

(i) #9 = 2'; 

(ii) el conjunto fln~1 N;; es no va.cío para cualquier sucesión {On} de elementos 

de e distintos y para toda sucesión {En}' donde é"n es 1 ó ", n EN. 

Esto nos pertnite establecer el siguiente lema, con el cual obtenemos una. familia 

{Ea}9 ee de 2~ subconjuntos de G que satisfacen ciertas propiedades. Postet"iorrnente 

ee verá que estos E 8 son µ.•-rnedibles y tales queµ• (E81 b.. E 82 ) = ~ siempre que 

9 1 '# 8 2 , lo que automáticamente implicará que el carácter de (G, !)J?•, µ•) es 2"'. 

Lema 4.15. Existe una familia {Ea}eee de subconjuntos de G distintos tnl que 

(i) #9 = 2'; 

(ii} ~1 E;;: es absoluta.mente invariante po.ra todn sucesión {On} de elementos 

de e (no necesariamente distintos} y para toda sucesión {en} 1 donde en es 1 6 o, 

n E N y donde E•" =E si én = 1 y E• ... = Ee si en =O.; 

(iii) p (n:='=i E;;:) = 1 para cualquier sucesión {Bn} de elementos de e distintos y 

po.rn toda sucesión {en}, donde én es 1 ó O, n EN. 

Demostración. 

Sen {Xt..}"EN lo. familia de subconjuntos de G obtenida en el lema 4.13. y sea 

{Ne}9 ee 18. familia de subconjuntos de N que se obtuvo en el lema 4.1..i. 

Para O E e, sea. E 9 = l:!:lveN. X,,. Los conjuntos E 8 result:an ser diferentes por sei-

·, 

.. 
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los X., ajenos. El inciso (i) es exactamente el resultado 4.14.i. 

Por 4.13.iv, los conjuntos E 9 son absolutamente invariantes. La propiedad (ii) 

se sigue de esto y del hecho de que la familia de subcunjuntos de G absolutamente 

invariantes es una u- álgebra [4.12}. 

Para demostrar (iii) elegimos cualquier v0 E n:"=i N;;: (que es no vacía por 4.14.ii). 

Como E6 = W.,eN• X,,, y lus conjuntos X,,, son ajenos, dada v fija, pnra toda v' E N, 

x .... e x:;. a.sí que 

de donde E~ = n {X.'; : V E No} => w {X., : V E N~} . 

Esto es, ES => l:!:J {X., : v E NS} si E es 1 ó e. Por tanto, tenemos las siguientes 

relaciones: 

n~~• E;,: :::> ~~• (W {Xv: v EN;,:}) :::> 4 W {Xv: v E (I,.";,, N~.7} :::> Xvo· 

Como p (X"°)= l (por 4.13.iii) 1 se sigue que p (~..,. 1 E:;:) =l.• 

Definici6n 4.16. Sen {E0 } la fa.milla de subconjuntos de G obtenida en 4.15. 

Considérese la fo.milia e!:: de los subconjuntos E de G de la forma 

(i) E= l:tJ ((ñ E;:) n M}, ...•• ), 
{c1 1 ... ,c"} k=l 

donde n E N, { 0 1 , ••• , On} es un subconjnto finito de 9, y parn en.da sucesión {e i, ••• , en} , 

cori ek igual a 1 ó e, k = l, ... ,n, Mii--c .. es un elemento de rott. La unión U{e 1 •••• ,I!: .. } 

está. tornada sobre las 2n sucesiones distintas {e 1 , ..• , ~n} (la. n permanece fija). 

Es interesante notar que la. unión de 4.16.i es una unión ajena. y esto se comprueba 

"' Sea :r E l!J {X.,: v E n';'_ 1 Nó;}, entonces existe "'DE n:=-_ 1 .v;; tal que x E X,.,.. Es decir, existe 
Vu tul que parn toda n EN, l"O E N[j;: y X E X.,0 • Por lo tunto, x E {~Y,,,.: l-\l E ,'Vó;:} pnru toda 

n E X. A"ií, X E n':'-1 (U {x ... : V E 4v;;}) .• 
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tomando dos suceaiones distintas {E. 1 , ••• ,E.n} y {E'1 , ••• , E'n}. En este caso. debe existir 

E"k =F ek, por lo que E,,. aparece en una de las interseccione$ y ES. en la otra, de donde 

loa conjuntos resultantes deberán ser ajenos. 

Lema 4.17. La familia ce. es un álgebra de subconjuntos de G y !tJt"r e Q:.. Sea 

(i) µº(E)= ~ 'E µ 1 (M:, ...•• ) 
{c1 0 ••• ,c .. } 

siempre que E tenga la forma 4.16.i. Entonces: 

(a) µ• está bien definida y es aditiva en <!; 

(b) µ.• (Mt) = µt (M') para toda. M' E !Dt'; 

(e) Si E E <!!y -r E':!:, entonces r (E) E <!!y µ• (-r (E)) = µ.•(E). 

Demostración.. 

Primero obsérvese que -si E tiene la forma. 

y {On+11 ..• ,O.n} ea un subconjunto finito de 0, ajeno a {01., ... , On}, entonces 

E = l:!;J ((iñ E:!) n MJ, ...• _) , 
{ot¡. ••• _c .... ) -1 

donde tornamos Mi1 ··e- = !vfJ1 ..• T>n- para T11 · • · TJn = E.1 • • • E.n. Más. aún, tenernos que 

~ 'E µ 1 (MJ, ...•• ) = ~ 'E 2~-n · µ.' (MJ, ..•• ) = ~ 'E µ.t (M;, ...• _). 
{in, •.• ,.&--.} {c1, .•• ,c .. ) {c1, .•. ,&'.-.} 

Estas observaciones Unplican que siempre que durante esta demostración a.parezcan 

dos conjuntos E y F en ~. podenlos suponer que las uniones correspondient.es t.oman 

en cuenta los nüsmos conjunt.os de índices {e1 , ••• ,en} y que los conjunt.os que se con-

sideran en las intersec::ciones están determinados por un mismo conjunto de subíndices 
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Si E E IE es como en 4.16.i, entonces <3 > 

E'= l:!} (f ñ E:!) n (Mi, ...• s) E I!!, 
<······.c ... > U-1 

y si ad.ernáe toma.moa un F e ~ de la forma 

entonces 

Por lo tanto, e ea un álgebra de subconjuntos de G. Claramente, !Dtt e IE. 

(a) Supongamos que E tiene dos escrituras posibles, y que los conjuntos { A1°]
1 
....... } 

y { M]t. .... } son loe que aparecen en cada una de ellas (recuérdese que se pueden usar 

loe mismos {E;!} }. Para demostrar que µ.• está bien definida, bastará demostrar 

que 

para todas las sucesiones {e1 , ••• ~en} poeibles. 

Puesto que la unión eD. E e8 una un.i6n de conjuntos ajenos, tenemos la siguiente 

igualdad: (~-1 S:!) n MJ! ...... = (rt;_1 E::) n MJ1 ....... Por lo tanto6
, 

Como p (rl: .. 1 ~!) ~ 1 [4.15.iii], cualquiersubconjuntoµ.t- medible de (n:-_1 ~!)e 

tendrá µ.1- medida cero. Por lo tanto, 

µ.1 (M], ...... A Mj¡ ...... ) =O yµ.• (MJ, ...... ) = µ• (M]¡ ...• "). 
a B6C- (B\C)U(C\B) e (B\CnA)U(C\BnA) = 

= (B\A)U{C\A) = (BnA•)u(CnA•) e A·.• 
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A continuación demostraremos que µ.• es aditiva en (E. Supóngase que E ~- F son 

conjuntos ajenos (de las formas (1) y (2)). Entonces 

(A-111 ... .,.,. n MJ; ... , .. )n(~=l S::) =~de manera que (Ar;, ··e: .. n 1\t;; ··c .. ) C {nJ.'.= 1 E;:)c. 

Por un argumento como el del pó.rrnfo anterior, tenemos que 

µ.t (MJ, ....... n MJ{. .. c..) =O. Entonces tenemos que 

µt ( M1,. •·U M¡; ...•• ) = µt ( Afl, ...•• ) + µ' ( M;; ...•• ) . 

Por la manera en que se definió µ.t, tenemos queµ• (E~F) =µ•(E)+µ• (F). (b) 

Además, resulta obvio queµ.• ( J\11) = µ.t ( M1) para toda Jlv/T E !lJt'! _ 

(e) Por último, sea E como en (1) y T E 'l:' . Entonces 

T (E)= LJ (-r (n E;:) n T (MJ, ..•• )). 
{•1.- .• C' .. ) k=l 

Si tomarnos 

tendremos que 

r(E)L::.Eo= LJ (r(ns;:)¡:,.(fis;:))· 
{e1, ... ,c .. } k=l k=I 

Cada término de esta unión pertenece a !tJtf y tiene µ1- medida cero por lo visto en 

4.15.ii. Como !l)?t es completa, r (E)~ Eo E !D?1 C e;?: y T' ( J\1;1 ••• c .. ) E ror implica que 

~ e 4i!. Por lo tanto, r (E) E e!. Utilizando que µt es invariante bajo traslaciones, se 

obtiene que 

µº(-r(E))=µº(Eo)=~ :E µ'(-r(M1,, ..•• ))=~ L:; µ-(M;, .. ,")=µº(E). 
{c1, .•.• • .. } {c1 ....• c .. } 

A continuación se demostrará el ~orema 4.3 : 
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Sea !lJt• la. CT- álgebra de subconjuntos de G generada por <!:. Para demostrar que 

µ• se puede extender a una medida (n- ad.itivn) sobre !l)l•, basta ver [HALMOS 6.B] 

que si {Ep};:1 es lllln. sucesión decreciente de elementos de(!! yµ• (Ep) ~o> O para 

p = 1, 2, ... ,entonces ~1 Ep-:¡!: sa. Por las observaciones del lema anterior, es claro 

que se puede encontrar una sucesión { On} de distintos elementos de 9 nsí como una 

sucesión creciente {7lp};: 1 de números naturales y de conjuntos M}
1 

·-e .. r en !lJ?t pura 

toda { e1 ··•En,,;} tales que 

Donde cada conjunto M]
1 

••• 4 .,.,,,. se puede sustituir con el conjunto n~...., 1 Af"l1 ..• r: ... sin 

afectar la igualdad (recuérdese que la sucesión {Ep};:1 es decreciente). Por lo tanto, 

podemos también suponer que 

para p = 1,2, ... y para toda sucesión {e1 ···en,...,_ 1 }. Por hipótesis se tiene que 

para alguna sucesión { eV», ... , e$[',!} . Existe una sucesión { 6 1 , ••• , Ón 1 } , con 6,. = 1 ó O 

para la cual 

Z 1 = {q EN: e~q) = 6,. para. k = l, ... ,n1 } 

es un conjunto infinito. Uno. vez que se ha definido { 61, ... , 6np- i} y el currespondiente 

conjunto (infinito) de enteros positivos z,,_ 1 , se elige {6np-i+l, ... ,6n,.} de mo.nern tal 
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que 

Zp = {q E Zp-1: q 2: p y ei,111 =61i;. para k = np-1 + l, ... ,n,.} 

sea in.finito. Para p = 1, 2, ... , existe q 2: p tal que 

donde la primera desigualdad. es cierta por tratarse de una sucesión decreciente, y la 

segunda por (1). Puesto que { Ml1 .•. .s • .,} :
1 

es una sucesión decrecient;,e de conjuntos, 

se tiene que 

µ.1 (ñ MJ, ....... ) ;;::: a> O. ·-· 
Como p (ílr ... 1 E::) = 1, la. intersección del conjunto ~1 A1], .. ,s..., con el conjunto 

n:!-1 ~: ea no vacía. Por lo tanto, se tiene que 

ñ E,::> ñ ((ñ s::) n MJ, ...••• ) = (ñ E!:) n ( ñ M], ..••• ) "" ... 
p-1 p-1 11:=1 k=t \J.=1 

y se puede demostrar que µ.• se puede extender a una medida, que to.mbién se deno-

tará µ.•.,. sobre rot•. 

A continuaci6n se demostrará que (G, ror ,µ•) tiene carácter 2c. 

Sea {Es} 9 Ee como en 4.15. Entonces {Efl}see tiene cardinal 2c. Por 4.17.i, 

µ.• {Ee1 n E~2) = -;\.por lo queµ.• (E9 1 6-Et>,) = ~ para O,, 82 E 9 con 01 =F 02. 

Supóngase que A crot• es uno. base pnra (G,rot• ,µ.•). Entonces pnra cndn 9 e e 

debe existir un A.o E A tal queµ.• (Ea~ Ao) < i- Parn ver que A necesariamente 

tiene 2c elementos, sean 9 1 , 82 E 0 distintas. Entonces, si As
1 

= Aa, se ubtendrín que 

manera que {Att: 8 E 0} está. formada por-distintos conjuntos y A tiene cardinal 2c. 
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Falta demostrar que si M• E !Dl• entonces T (M") E=· y µ• (lH") = µ• (T (M•)) 

para toda TE 'l'.'. 

Sea~= {DE ror: T (D) E !Dl• yµ.• (D) = µ.• (T (D)) paro. toda TE 'r.}. Como 

112. e 'D (por lo visto en 4.17), del Lema de las Clases 1\.lonótonn.s se sigue que 1' = !Dt• 

siempre y cuando X) sea una da.se monótona. Esto es, siempre que X> sea una familia 

cerrada bajo uniones de sucesiones crecientes y bajo intersecciones de sucesiones de­

crecientes. Si { Dn} :='=1 es una sucesión creciente de conjuntos de X> y r E ':t', entonces 

T (U::°-1 Dn) = u=.1 T (Dn) E !Dt• y 

µ• (T(U::"-1 Dn)) = µ• (~-1 T (Dn)) = limn-~ µ.• (T (Dn)) = limn-~ µ.• (Dn) = µ• (u::':.1 Dn), 

de manera que u::'-i D'"' E 'D. La demostración de que n:"=l Dn E ".['I para cualquier 

{Dn}:'=l sucesión decreciente de elementos de X> se hace de manera análoga.• 

Conjun~oa no n1.ediblea. 

'reorema 4.18. Todo grupo locahnente compacto no discreto G contiene un conjunto 

E que no es medible bajo ninguna medida invariante bajo traslaciones izquierdas p 

que sea extensión de una medida izquierda de Haar µ.. 

Deme>11t;raci6n. 

Sea U una vecindad de e (el elemento neutro del grupo) tal que /L (CT) < oo, y sea 

V una vecindad simétrica de e tal que 3V C U. Entonces µ.(V) > O (si nu. tendría.mas 

µ(G) =O). 

Sea D cualquier subconjunto infinito numerable de V. y fl el subgrupo de G 

generado por D. Claramente, dicho H resulta numera.ble. Se denota. pur {H + x •• } ... '"·"' 

a las distintas clases derechas de H y se toma Ao = {o E A: (/1 + Xr.) n v· #o}. 
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Dada et E Ao, elegimos exactamente un elemento Ya E (H + x.,..) n V. Sea 

E = {yQ : <> E Ao}. 

Supongamos que E es medible. Como De (.E-I + x.,..)nV, el conjunto (JI+ x 0 )nV 

es infinito nu:rnernble, de manera que el conjunto 

l:tf{x+E:xe Hn2V} = (Hn2V)+E 

es una unión ajenaº de una cantidad nwnerable de trasladados izquierdos de E. 

Por ello, (H n 2V) +E debe tener, o bienµ- medida cero (si µ(E) = O), o bien 

µ- medida oo (si µ(E) > O). Como µ(V) > O y µ(U) < oo, llegaremos 

contradicción una vez que se establezcan Jn.s siguientes contenciones: 

V e (H n 2V) + E e u. 

Si V E V, entonces v EH +x..,, = H +Yo para alguna a E _...lo, por lo que 1-1 = h+y0 

para alguna h EH y Ya E (H +x0 ) n V. Como h = v- y 0 E V - V e 2v·, tenemos 

que h E (H n 2V). así que V=/¡,+ Yo E (El n 2V) +E, de donde obtenemos nuestra 

primera contención. Por otra parte, es fácil verificar que (H n 2V) +E e 2V +E e 

2V+VcU.• 

'I"eorema 4.19. Sea G un grupo, H un subgrupo de G (no necesariamente normal 

) tal que el espacio de las el.ases (izquierdas) ~ sen numerable. Si p es una medida 

invariante bajo traslaciones izquierdns sobre un álgebra A de subconjuntos de G y 

µ (G) = 1, entonces .J-I no puede serµ- medible. 

Demos~raci6n. 

B Supongamos que (z +E) n (y+ E) -:¡!-. "• entoncee existen z..,,, Yo E E ta.Jes que z +Za. = y+ Yo· Por 
la construcción de E, esto quiere decir que .:0 - Ya E H,así que Za= Ya• Y claramente.:= y.• 

··----
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Podemos escribir G como unión de sus clases izquierdas, G = t::J~ 1 Un+ U, donde 

los conjuntos an + I-1 aun ajenos. 

Supongamos que 11 esµ.- medible. Siµ.(/-/)= O, entonces 

µ(G) = f:µ(a.. + f/) = f:µ(H) =o. 
n=l n=l 

Si µ (fl) >O, entonces 

µ(G) = f:µ(H) = oo. 
n-1 

Esto demuestra que es imposible que I-/ E A. En particular, si G es un grupo 

compacto con :medida de Ha.ar normalizada µ., entonces /-/ no es µ.- medible, y no 

existe ninguna. extensión de Ha.ar invariante bajo traslaciones izquierdas bojo la cual 

JI sea µ- medible. a 

Teorema. 4.20. Todo grupo métrico compacto infinito G contiene e conjuntos 

ajenos entre sí que no son medibles respecto n una medido. de Hno.r. 

Demostración .. 

Considérese a los e conjuntos X., construídos en 4.13, y sen p la. medida exterior 

inducido. por l"t definida en 4.10. Si µ. es la función conjuntista definida a partir de 

la. integral de Ha.ar [B.2}, entonces es claro que µ (Xv) ~ p (Xv) pnro. todn v. Por 

lo visto en el lema 4.14, µ. (Xv) = 1 parn toda v. Si alguna Xvo fuern µ- medible, 

entonces tendrio.mos que µ (Xv) ~ µ. (XZo) = O para. todn v '#- Vo- • 

Se pueden obtener conjuntos no medibles relativamente simples si se trabnjn con 

espacios producto con gran cnntidnd de factores: 

Teorema 4.21. Sen r un conjunto no numerable de índices. Pnrn cndn -y E r, 

sen G-,. nn b>LUpo compacto infinito, y µ..., ln medida normnlizndn de Hanr en G..,. 
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Denotamos porµ a la medida normalizada de Haar sobre G = Il-,.erG~. Entoncesµ 

es la medida producto de las medidasµ....,. Para cada "Y E r, sea A..., un subconjunto 

propio de G.., que sea µ-.,- medible y tnl queµ...., (A..,) = l. Entonces A = IT-.er A.., es 

n~ medible. 

Demostración. 

Supongamos que A es medible. Sea F un subconjunto compacto de A. y para "Y E r 

sea F.., la proyección de F sobre G..,. Entonces F.., es un subconjunto compacto de A..,.. 

Como A., es un subconjunto propio de G..,, G..,\F"Y es un conjunto abierto no vado, 

de manera que µ.,,(G...,\F...,) > O y µ...,(F..,) < l. Por tanto [B.14.ii]. µ (TI..,er F..,) = O 

y puesto que F e Il-rer F..,, tenemos que µ (F) = O y, por regularidad de la medida 

(B.9), µ(A)= O. 

Puesto que [B.13}, si A es un conjunto medible, existe un conjunto de Baire [B.10] 

B tal que B :::>A yµ (B) =µ.(A) =O. Como Ges normal (en el sentido tupológico), 

la familia de conjuntos de Ba.ire es la menor a- álgebra de subconjuntos de G que 

contiene a todos los conjuntos abiertos que son la unión numero.ble de ronjuntos 

cerrados. Ahora considérese a los subconjuntos D de G para. los que existe r 0 , 

subcconjunto numerable de r, tal que 

si (x,.) E D, (y.,.) E G y X..,= y.,. para. toda -y E ro, entonces (y,.) E D. 

Esta faniilio. de conjuntos es una a- álgebra que contiene a cualquier conjunto abierto 

que se puede escribir como unión numero.ble de conjuntos cerrados. ya que dichos con­

juntos son uniones de abiertos básicos. Se sigue que existe un subconjunto nl.11nerable 
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ro de r tal que 

si {x..,} e D, (y..,) E G y x"r =y..., para toda 7 E ro. entonres (y..,,) E D. 

De esto y del hecho de que B => A se infiere que B => Il..,.ero A.,. X rr.,.Ero G-,. Por lo 

tanto {B.14.i} 1 µ(B} = 1, lo cual es absurdo.• 
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Apéndice A 

TEORÍA DE CONJUNTOS 

A.L El Axioma de Elección y algunos equivalentes. 

(a} Axioma de Elección. Si {A.:},e, es una colecciún de cunjuntos tal que 

1 :-¡!:. p y A..: =¡!:.O Vi E I, entonces existe f: I - UaE/ A, "función de e).'?cciónn tal que 

f(i) E A. para toda i E I. 

Definición 2. Da.do X conjunto no vacío, :5p es un orden parcial si es una 

relación binaria $pC X X X que satisface que: 

(i) x $ 1, x (reflexiva) 

(ii) Si x $p y y y $p x entonces x =y (nntisimétrica) 

(iii) Si x $p y y y $;p z, entonces x $p z (transitiva). 

Si además ::5P satisfo.ce 

(iv) Para todas x,y E X x ::;P y o bien y S,. x 

entonces $.p es un orden lineal (también llama.do simple, completo u total) en X. 

Definición 3. Sea X un conjunto con un orden parcial $ . Un snUC"onjunto <!: de 

X es una cadena si ::SI~ es un orden total para<!:. 

Definición 4. Dado X un conjunto con un orden parcial:::;, se dic:e que ;1: E X es 

1m elemento Tnaxfrna.l si y :5 :r; pnrn toda y E X. 
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(b) Lema de Zorn. Todo conjunto no vacío parciahnente ordenado en el que 

cada cadena tiene una cota superior tiene un elemento maximal. 

Definición 5. Da.do X conjunto no vacío y :S un orden lineal en X. decimos que 

:S es un buen orden, o que X está bien ordena.do si todo conjunto N C X no va.do 

tiene primer elemento (esto es, si existen EN tal que n $ rn para toda rrt EN). 

(e) Principio del Buen Orden. Todo conjunto puede ser bien ordenado. Esto 

es, si S es un conjunto, entonces existe algún orden que sea. buen orden pnrn S. 

Definición 6. Sea X es un espacio vectorial sobre un campo F. lJn subconjunto 

A de X es linealmente independiente (sobre F) si para cualquier subconjunto finito 

{xi. ... ,x.n} de ele:rnentos de A distintos y para cualquier subconjunto {01, ... ,o ... } de 

F, la igualdad Ek=t a:kxk =O implica que 01 = ... =a: ... = O. 

Definición 7. Un conjunto linealmente independiente B tal que siempre que 

Be E e X y B =¡tf E, entonces E no es linealmente independiente recibe el nombre 

de base de Harnel para X sobre F. Así, una base de Hn.mel es tlll conjunto maximal 

linealmente independiente. 

(d) Teorema. Un espacio vectorial con al menos dos elementos contiene un.o. 

base de Hamel. 

A.8. Lema de KOnig. Sea I un conjunto no vacío y sean {A¡} iE= 1 y { B,} ii<: r dus 

familias de conjuntos ta.les que #(A,;) < # (B¡) para toda i E I. Entonces 

# (UA) < # (IIB,). 
1€/ ·~' 

A.9. Sen tf = {F C IR: Fes un conjunto cerrado no numerable}. Entonces 

#(3') =c. 
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Demoa~ración .. 

Claramente, el conjunto de intervaloa {10,x] : x E nt+ }tiene el cardinal del contin­

uo. Como es un subconjunto de j',tenemos que# (\f) 2: c. 

Asirnisrno, todo subconjunto abierto A de IR se puede ver cumo una uniún a lo 

más numerable de intervalOB abiertos con extremos racionales. Cumo 

# ( {(p, q) e IR: p,q E Q}) =No, hay a lo más 2"º = <subconjuntos abiertos A de lll. 

Por complementación, # (if) s; c. 

A partir de las dos desigualdades obtenemos el resultado buscado. • 

A.10. 'l'eorema.. Si X es un espacio métrico completo, y A es un subconjunto 

perfecto de X no vacío, entone .. # (A) ~ c. 

Dem-.tración .. 

Se construirá una funci6n inyectiva de {O, l}N en A. 

Pueato que A no es vacío, t;ene un punto ümite, por lo que A debe ser infinito. 

Sean Xo :¡!:. x 1 elementos de A. Sea e 1 = min {~,id (xo, xi)} , si definimos 

A(O) = {x E A: d(x0 ,x) :5 Ei} y A(l) = {x E A: d(:z:1 ,x) :5 E 1}- Entonce& A(O) y 

A (1) son conjuntos cerrados, infinitos, ajenos y de diámetro menor o igual a l. 

Supongamce que n e N y que para cada eneacla (a 1 , ••• , a.n) E {O, 1}" tenemos un 

subconjunto cerrado infinito A (a1 , ••• , 0n) de A con diámetro S ~ y t.al que ninguno 

de estos conjuntos tienen puntos en común. Para (a1 •... ,Un) E {0, l}", elegimos 

.x(a11 ••• ,an,O) '#- x(a1 , .•• ,an, 1) en A(a1 , ••• ,an), y tornamos 

~n+l = min { 2(n'+•)• id(x (a.1 1 ••• ,a.,..,O) 1.z (a1~ ... ,a.., l))}. Sea 

A(a,. ... ,a,,,j) = {x E A(a,, ... ,a,,): d(x(a,, ... ,a,,,j) ,x) :5 "n+1} para j =O. l. En-

tonr-es {A (a1 , ••• , 0..,..+ 1 ) : (a1 , ···•°'n+t) E {O, 1 }n+l} es tina familia de c-unjuntos cerra-



96 

dos ajenos infinitos cu)'Os diámetros son menores o iguales que ~ . Poi· lo tanto, 

para cada a =(a,.) E {O, l}N tenemos una sucesión decreciente {A (a 1 , ••• , an)}:'" ... J de 

subconjuntos cerrados infinitos de A cuyos diámetros tienden a O. Por el Teorema de 

Cantor, existe un punto x(a) E A tal que n~=iA (a 1 , ••• ,a,.) = {x(a)}. 

Si definimos f: {O, l}N - A enviando a en x (a), entonces; 

Sea a'=/: b, a, b E {O, l}N. Entonces, para alguna no. ª"º =¡le b,, 0 , de manera que 

:r (a) E A (a1, •.. , a.,0) y :r (b) ~ A (a1 , ... , an0), por lo que .x (a) 7" :r (b), por lo que 

dicha fes inyectiva. Por lo tanto,# (A) 2=: #({o, l}N) = c. • 

Definición 11. Llamamos a x E X punto de condensación de A .se U n A es no 

numerable para toda vecindad U de x. 

A.12. Teorema de Cantor-Bendixson. Sea X un espaciu topológico con una 

base numerable 2.l para su topología, y sea A cualquier subconjunto cen·n.do de X. 

Entonces .J:C contiene un subconjunto perfecto P y 1:1n subconjunto n lo m.ó.s n1unerable 

C tales que.A= Pu C. 

Demostración. 

Sea P = {x E X: x es punto de condensnción de A}. 

Sea C = An P. 

Como todo punto de condensación es punto limite y A es cerrado, P e A. Clara-

mente, A= Pl!;JG. 

(a) Primeramente se verificará que Ce~ un conjunto a lo más numerable. 

Puesto que ningún punto de e es punto de condensación de A. cada X E e tiene 

una vecindad l~ E !B to.l que Vz n A es n lo más numerable. Pero lo. bnse tc.opulúgica 

!B e~ nwnerable y e e u {A n V: : X E C}. por lo que e es a lo más nume~o.ble ... 
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(b) A continuación se comprobará que Pes perfecto (esto es, que todos los puntos 

de P son puntos límite y que Pes cerrado). 

Sea :e E P y sea. U una. vecindad de x. Entonces Un A es no numera.ble y Un C es 

numera.ble. Por lo tanto, UnP = (Un A)\ (Un C) necesariamente es no numero.ble. 

Como U era arbitraria., x es punto límite de P. Por lo tanto, P no tiene puntos aislados. 

Sen :e E P. Entonces :e no es punto de condensación de A, pur lu que tiene una 

vecindad V tal que V n A es a lo más numerable. Si hubiera y E V n P, entonces 

V sería una vecindad de y y, nl ser y punto de condensación de A, V n A sería no 

numerable, lo que contradice nuestra elección de V. Por lo tanto, V C P, ns{ que pe 

es abierto. 

Por lo tanto, P es perfecto. • 

A.13. Corolario. 

Si A C IR. es un conjunto medible de medida positiva, entonces el cardinal de F 

Demostración. 

Por regularidad de lo. medida de Lebesgue, tenemos que como A (A) > O existe un 

conjunto compacto K CA tal que A(K) >O. Claramente, dicho K es no numerable, 

así, tomando la descomposición de A.12, K = CU P, vemos que P debe ser no vado 

(pues K es no numerable). Como IR es espacio métrico completo y el cardinal de R 

es e, tenemos que # (P) = e, y se sigue que A tiene el cardinal del continuo.• 

~OTA: También se puede demostrar que si X es un espnciu topológico separo.­

ble al que se pueda metrizar con una métrica completa (espacio "polaco"). entonces 

cualquier B conjunto de Borel de X que sea no numerable contiene un subcunjun-
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to K C B homeomorfo al espacio de Cantor {O, l}N. Sin embargo, esto no se de­

mostrará aquí por tratarse de ui;a prueba algo larga y de carácter técnico. El lector 

interesado puede consultar e1 libro de COHN que aparece en la bibliografía.. 

A.14. 'I'eore1na. Si B E !:Da es un conjunto no ntunerable de Borel. entonces 

existe ).'f E J medida de Lebesgue-Stieltjes tal que O < )\f (B) < oc. 

Demostración. 

Puesto que existen EN tal que B n [-n,n) es no numerable, podemos su.poner 

a B acotado. Por la nfirmo.ción de la NOTA en el punto A.6 sabernos que existe 

un subconjunto K de B homeomorfo al {O, l}N. Si tomrunos f : IR. - IR la función 

"escaleran de Cantor (trunbién conocida como la función singular de Le.besgue) 

ligeramente modificada: 

-constante igual a cero para x $ O, 

-igual a uno para x ~ 1 y 

-f(x) = Ef=11 ~+~para x E (0,1), donde x = E~1 ~.con 0:2=O,1 o 2, y 

N es el primer índice tal que ON = 1 (si no hay tnl, entonces J\T = +oo). 

Entonces f es continua y no constante, de mo.nern que induce unn medida de 

Lebesgue-Stieltjes en G. Es fácil comprobar que para die.ha medida A1 (G) = l. Clara­

mente, O < >..1 (B) < oo. • 

A.15. Teorema. Si A es un conjunto infinito, la familin de subconjuntos finitos 

de A tiene el mismo cardino.l que A. 

Dernost;raci6n. 

Sea. .\f =U:=".,.. 1 {De A:# (D) = n pnrn alguna ne N}. Como 

# (;f) $ 1<o ·#(A)$# (A) y {x} E ;f pnra toda x E A,# (;f) =#(A).• 



Apéndice B 

l>eftnición l. Un conjunto G con propiedades de grupo y de espacio topológico que 

cuniple que: 

(i) la función + : G X G - G dada por + (x, y) = x +y es continua y suprayectiva 

y 

(ii) la función que manda :z; _. -x es continua y sobre 

reCl'be el nombre de gruf'O topológico. Si además G tiene propiedades de espacio 

métrico, entonces un grupo que cumpla con las propiedades (i) y (ii) es un grupo 

niétrico. 

Definición 2. Dado un grupo G locahnente compacto, llamamos integral izquierda 

de. Haar a la funcional/:~ - R definida sobre~ que curnple que: 

(i) I(f) es real y positiva si f 2: O; 

(ii) I(f + g) = I(f) + I(g) '<lf,g E C!1li,; 

(iii) I(o.f) = cxI(f) '<lf E C!1li, y Va :5 O; 

(iv) I(Gf) = I(f) '<lf E C!1li, y a E G. 

Donde <!:¡l¡, (G) = {f , G - C , 3K e G compacto tal que f(x) = O '<lx E Kº} y 

Gf está dada por Gf(x) = f(ax). 

Deflnici6n 3. Dada una función conjuntista p, no negativn, con valores reales 
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extendidos, definido. para todos los subconjuntos de e y asociada o. uno. integral 

izqujerda de Hnar I, la restricción de p n Ja u- álgebra de los conjuntos p- medibles 

!In es una medida llamada TnCdida izquierda de J / aar. ·y cumple que: 

B.4. Teorema. Todos los subconjuntos abiertos de G pertener.en n m?. 

B.5. Teorema.. Para todo subconjunto abierto no vacío U de (~ se cumple que 

O<p(U). 

B.6. Teorema .. p (U) < oo paro. aJgün subconjunto abierto U de G. 

B. 7. Teorema.. Para. toda a E G y para todo B E ro? se tiene que 

p (a+ B) = p (B) (esto es, pes invariante bajo traslaciones izquierdas). 

Definición 8. Si G es un grupo topológico y p es una medida izquierda de Haar 

G tal que p (B +a) = p (B) para todo. a E G y para. todo B E !D? (esto es, 

que es invariante bajo traslaciones derechas también), entonces recibe el nombre de 

Tnedida de II aar. Cuando además se verifica que p ( G) = 1 se dice que es una medida 

normalizada. 

Deflnici6n 9. Una medidn p definida sobre una u- álgebra !Dt que contiene a 

todos los subconjuntos abiertos de G se dice regular cuando 

y 

(i) para todo conjunto abierto V C G, p (V) = sup {p (F) : Fes compacto, F C V} 

UiJ "liA E !Ul, p (V) = ;nf {p (A) ' V e A y A es nb;erto} 

Deflnici6n 10. Sea Y un espado topológico, y sea 

A= {{y E Y 'f (y) >O} 'f 'Y - IR es cont;nun}. 

Llamrunos conjuntos de Eairc a los elementos de la menor u- álgebra que contiene 
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a A. 

B.11. Propiedad. Sea G un grupo topológico, entonces la. u- ó.lgebt·a de Baire Ba. 

es la a- álgebra generada por .A'= {A e G: A es abierto y A= U:--~ 1 Cn, Cn cerrado} 

Deniost.ración. 

Bnsta demostrar que .A'= .A. 

Como (O, oo) = U;:';, 1 [~. oo) , entonces ¡-1 ((O, oo)) 

para todoa f función continun., entonces .A C .A'. 

Inversa.mente, toma.mas A E .A', A = U~=l Cn· Sea Co = G - A. Los conjuntos 

Co y Cn son cerrados ajenos no vacíos. Como G es normal, existe </Jn : G - (O, 1} 

cont.inua tal que <Pn le ... = 1 Y <Pn lc0 = O. 

Sea.1 = ~=l :};-. <Pn- Entonces f es continua y es inmediato verificar que 

A= ¡-i ((O, oo)). 

Por lo tanto, .A'c .A . • 

Los siguientes resultados se enuncian sin demostración: 

Definición 12. Ges un grupo generado ccnnpactamente si contiene un conjunto 

F compacto para el que el subgrupo generado (por F) es G. Esto es, 

G = {e} U U:'~i (FU p-•¡". 

B.13. Teorema. Sea G un grupo generado compacta.mente, localmente compo.cto 

y U tm subconjunto abierto de G tal que O < µ(U) < ::x>. Entonces U contiene un 

conjunto D tal que 

(i) D es conjunto de Baire; 

(ii) µ(Un D•) =O. 

B.1..J.. Teorema. Sean X-, g1.-upos topológicos compactos infinitus yµ.., lo. corre-
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spondiente medida izquierda de Haar para. cada grupo. Sea µ la. medida producto de 

las medidasµ..,. Sea A.., e X.., para cada -y e r. Entonces: 

(i) Si todas excepto una cantidad nlllilerable de A.,. son iguales a X..,.. y todas las 

A-y son µ..,.-med.ibles, entonces n.,.er A., es µ-medible y 

µ(CT,€r A,J = rr,...,µ, (A,)= 

= ínf {µ,,(A,,) ..... ,.,_ (A,.): {·y,, ... ,7.} es subconjunto finito de r} 

(ii'.) Si µ.., (A.,) < 1 para una cantidad no numerable de índices -y e r. entonces 

µ(IT,er A,) = O. 
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