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Introduccién

En los ultimos afios las técnicas que comprende el Anadlisis Multivariado han cobrado un
auge muy importante, ya que gracias al desarrollo de las computadoras ha sido posible
promover su uso en casi todas las ramas de la ciencia. El Andlisis Multivariado se puede
definir como un conjunto de Técnicas que describen o modelan el comportamiento de dos
o mds caracteristicas hechas sobre cada individuo proveniente de una o varias poblaciones.
Dado que la teoria de cada una de las técnicas multivariadas es amplia, el presente trabajo
hace una recopilacién de los resultados mds interesantes de componentes principales y

analisis discriminante.

El Anilisis de Componentes Principales estd considerado como una técnica descriptiva,
para reducir la dimensién del espacio en el que originalmente se encuentra la muestra y en
la que ningiin supuesto distribucional se hace inicialmente. E]l objetivo primario en ésta es
construir commbinaciones lincales con base en las variables originales, tal que acumulen la
mayor variabilidad de la mmmestra inicial.

El Andlisis Discriminante el cual clasifica individuos con base en su vector de mediciones
o atributos, donde dicha asignacion se hace mediante las funciones de clasificacién las
cuales producen una particién del espacio dimensional que en particular contiene a las

observaciones de la muestra.

Debido a que en la Estadistica Multivariada, las generalizaciones de las densidades de
probabilidad juegan un papel muy importante, en el Capitulo 1 se presenta una sintesis
de algunas densidades multivariadas que son utilizadas para hacer inferencias y contrastar

juegos de hipdtesis para el caso multivariado.

El Capitulo 2, presenta los resultados tipicos del Andlisis de Componentes Principales,



donde bajo el supuesto de normalidad de la muestra inicial se construyen intervalos de
confianza y pruebas de hipétesis relacionadas con la proporcién de variacién explicada por
un cierto mimero de componentes principales. Se presenta en esta parte el andlisis de la
muestra de los Irises de Fisher (1936) y ¢l andlisis para una muestra simulada en S-Plus,
utilizando el modulo FACTOR ANALYSIS del paquete STATISTICA obteniendo en cada
caso los resultados v las graficas relevantes.

En el Capitulo 3, se presenta una introduccién a la teorfa del Andlisis Discriminante.
Este capitulo estid dividido bidsicamente en dos partes: La discriminacién paramétrica,
cuando se supone qgue la muestra tiene asociada una distribucién que depende de nn con-
junto de pardmetros posiblemente desconocidos ¥ la diseriminacidn no paramétrica cuando
se supone que la distribucion de la muestra no sigue ninguna forma paramétrica conocida

pero puede ser estimada mediante ¢l método de los estimadores de micleo (Kernel).

El Capitulo 4 hace una comparaciéon de los métodos descritos en el Capitulo 3, donde se
simularon 3 muestras con ayuda del S-Plus las cuales fueron analizadas en el paquete SAS.
Algunos de las grificas se elaboraron con ayuda del paquete STATISTICA. Adicionalmente
se incluye el andlisis de los Irises de Fisher (1936).

El Apéndice A. recopila los resultados de Algebra, Cdleulo, Estadistica y Probabilidad
que fueron utilizados a lo largo de esta tesis. En el Apéndice B, se presentan las muestras
correspondientes a los ejemplos dados en el Capitulo 2, v finalmente el Apéndice C, recopila
las muestras y los programas de que fueron utilizados para la elaboracién de los ejemplos
presentados en el Capitulo 4.
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Capitulo 1

ALGUNAS DENSIDADES
MULTIVARIADAS

En este primer Capitulo se hace una recopilacién de las funciones de densidad multivariadas
que tienen un gran uso dentro de la Teoria de la Estadistica Multivariada; para estas

densidades se Irace nna pequena discusidn de sus principales caracteristicas y propiedades.

1.1 Resultados Preliminares

Por conveniencia se utilizardn las letras mayiisculas X, Y, Z, W para denotar a las matrices
y a los vectores aleatorios, donde estos iiltimos son vectores columna. Las primeras letras
mayuisculas del abecedario denotardn generalmente a las matrices y vectores de constantes,
Las letras mimisculas denotan solamente a los elementos de los vectores y las matrices de
constantes.

Siempre que se tenga un conjunto de variables aleatorias (v.as) seré utilizada la notacién

vectorial o matricial.

Definicién 1.1 X, es un vector aleatorio si al menos una de sus componentes es una

v.a.



Definicién 1.2 X, ., es una matriz aleatoria si al menos una de sus de sus componentes

Xy es une v.a.

1.1.1 Operadores de Esperanza y Covarianza para Distribuciones

Multivariadas

Las siguientes definiciones extienden al caso multivariado las medidas descriptivas corres-

pondientes tanto a un vector aleatorio como a una matriz aleatoria.

Definicion 1.3 Sea X' un vector aleatorio de dirmnension p. La esperanza del vector X estd

definida como:
E(X3)
E(X) =
E(X;)

Definicién 1.4 Si X« = {X};} es una matriz aleatoria, la esperanza de esta matriz estd

dada por:

E(Xy) - E(Xy)
E(X)= - :
E(Xuw) -+ E(Xap)

Al igual que en el caso univariado deben mencionarse las propiedades que cumple el
operador esperanza para el caso muiltiple. y que simplemente es generalizar el caso para

vectores y matrices aleatorias.

Teorema 1.1 Sean X, Y y Z vectores aleatorios de dimension (p X 1} y Arxp, Bpxr, Cpxa

matrices de constantes. Bajo estas condiciones las siguientes propiedades se cumplen:

1. E(A) = 4.

2. E(AX)=AE(X).



5. E(X+Y)=E(X)+E(Y).

4. E{AX+BY +C)=AE(X)+BE(Y)+C.
Demostracion.

1. Tomese a;; el ij — ésimo elemento de la malriz de constantes 4, con i = 1,..,7 ¥y

j=1,..,p. Dado que
E (ai;) = aj,

de la Definicién 1.4 se sigue el resultado.O

2. Eli—~ ésimo elemento de E (AX) estd dado por :
P
E [Z a,-,,\',J .
J=1
Utilizando la linealidad del operador esperanza en R, se sigue

P P
E [Z a,,xJ] ="y E(X;),
j=1 i=1

en donde el lado derecho de esta igualdad corresponde al i-ésimo elemento de AE (X) .00

3. El i — ésimo elemento del vector (X +Y) estd dado por (X;+Y;) € R, por la

linealidad del operador Esperanza en | se sigue que:
E(Xi+Y)=E(Xy)+EXY), i=1,..,p

Obsérvese que E (X;) + E (Y:) corresponde al i — ésimo elemento de E(X) + E (Y)

y por lo tanto se sigue el resultado.Od

4. Se sigue de aplicar los incisos 1 , 2y 3 de este Teorema.

Teorema 1.2 Sean Xnxp, Yoxp matrices aleatorias y Arxn, Bpxs) Crxny Dpxay Faxpr Grxs

matrices de constantes, entonces se cumplen las siguientes propiedades:



1

. (E(XY) = BE(X).

2 EX+Y+F)=EX)+EX)+F

3.

4

. E(AX) = AE(X}.

. E(AXB) = AE (X) B.

5. E(AXB+CYD +G) = AE(X)B+CE(Y)D+G.

Demostracidn.

1. El elemento ji de la matriz aleatoria X* es X;, apliquese el operador esperanza para

obtener el elemento ji de E (X*),dado por E{X,;). Al trasponer E (X*), se obtiene

que el elemento ij corresponde al elemento ji de E(X'),dado por E (zy),lo que
dermuestra el resultado. O
Sea (Xi; + Yi; + fi;) el elemento ij de la matriz (X + Y + F), utilizando la linealidad

del operador esperanza en R se sigue

E(Xi; + Y+ fiy) = E(Xy) + E(Yy) + fiy-
Ndtese de esta ecuacion que E(Xy;) + E (Yy;) + fi; corresponde al elemento ij de la
matriz E(X) + E(Y)+ F, y por lo tanto

EX+Y+F)=EX)+EX)+FO

n
.. El elemento ij de la matriz AX es Y, auXs; y aplicando el operador esperanza a este
k=1

elemento se tiene
E (

n n
zauxk,-) = ST auE (X,
k=1 k=1
el elemento del lado derecho de la ecuacidn anterior corresponde al ij—ésimo elemento

de AE (X)), siguiéndose el resultado. O



4. Por aplicacidn de los incisos 1 y 4 se sigue
) E(AXB) = AE(XB)
= A[E(XB)Y]
= A[E(B')XY)]
= A[B'E(XY)}
= AE(X)B.D

L

5. Se sigue de los incisos 2 y { de este Teorema.O

La definicién del operador covarianza entre dos variables reales puede extenderse al caso
multivariado cuando se desea obtener la matriz de covarianzas entre dos vectores aleato-
rios que no necesariamente son de la misma dimensién. Esta misma generalizacién puede
hacerse con las propiedades vistas para la covarianzas en los cursos bdsicos de Estadistica,

estos resultados se enuncian a continuacién:

Definicién 1.5 La matriz de covarianzas entre dos vectores aleatorios Npxt ¥ Ygx1 estd

definida como:
cEyY) =E{IX-EX)]y-EW)]}
C{Xu1) - C(XLY)

C(Xp Y1) -0 C(Xp, 1)

Teorema 1.3 La matriz de covarianzas de un vector aleatorio X denotada por V (X),
estd definida por:
V(X) =C(X,X)
=E[(X - E(X))(X - E(X))']
V(X1) C(Xy,X2) - C(X1,Xp)
C(Xz, X1) V(Xa) - C(X2X;)

C (X, X1) C(Xp X2) -+ V(Xp)

Note que V (X) es unae matriz simétrica.



Teorema 1.4 Sean Xpx1, Ygx1, Z4x1 vectores aleatorios y matrices de constantes Apxp,
Bixgy Dgx1 ¥ Fpx1 entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1. C(X\)Y)=E(XY)-E(X)E(Y").

2 C(X.Y)=C(V,X).

3 C(X,F)=0.

4. C(AX,BY) = AC(X,Y) B".

5 C(X,)Y+D)=C(X,Y).

6 C(X,) Y +2)=C(X,YV)+C(X,2).
Demaostracion.

1. Utilizando el Teorema 1.2 y la Definicion 1.5 se cumple
C(X,Y) =E[(X-EX)(Y - E®Y))]
=E[XY' - XE(Y) - E(X)Y' + E(X) E‘(Y)‘]
=E(XY)-E(X)EQ') - E(X)E(Y)+ E(X)E(Y)
=EXYY)-E(X)E(YY).O

2. El elemento ij de la matriz de covarianzas C (X,Y) es C(X;,Y;) y el elemento ji
de C(Y,X) es C(Y;,.X;) = C(X.,Y;), pero C (X, Y;) = C(Y;,X:) satisfaciéndose

el resultado. O
8. Por la Definicion 1.5 se cumple

C(X,F) =E(XF')—E(X)E(F)
=E(X)F'— E(X)F*
=0.0




4. Siguiendo el inciso 4 del Teorema 1.2 se tiene
C(AX,BY) =E[(AX ~ E(AX))(BY — E(BY)}Y]
=E[A(X - E(X)) (Y ~ E(Y))' B
=AE [(X - E(X)(Y - E(Y))] B*
=AC(X,Y)B'.0O

5. Utilizando la Definicidn 1.5, se sigue

E(X (Y +D)) - E(X)E(Y + D)}

= E(XY)+E(X)D'-EX)E({¥")~EB(X)D
= E(XY') -E(X)E(Y)

= C(X,Y).O

C(X,Y + D)

6. Por el resultado 1 de este Teorema se satisface

C(X, Y+ 2)

I

E[X(Y+2)]~-EX)E[(Y+2)]

= E[(X)(¥*+2))-E(X)E(Y') - E(X)E (2
= E(XY')+E(XZ')-E(X)E(Y') - E(X)E(2Y)
= E(XY')-EX)E(Y')+E(XZ") - E(X)E (2"
= C(X.Y)+C(X,2)

= C(X,v).0

Teorema 1.5 Si los vectores X y Y son independientes entonces:
CX,Y)=E[(X-EX)(Y-E®))]=0.

Demostracidn

Por el Teorerna 1.4 inciso 1 se sigue

C(X,Y)=E(XY') —E(X)E(YY),



por la hipdtesis de independencia entre los vectores X y Y se satisface

C(X,Y)=0.0
Teorema 1.6 Sean X y Y dos vectores aleatorios de la misma dimensidn. Entonces:
VX+Y)=V(X)+V(Y)+2C(X,Y).
Demostracidn
por la Definicion 1.3 y los incisos 2 y 6 del Teorema 1.4 se tiene
VX+Y) = C(X+Y,X+Y)
= CX,X)+C(V\Y)+C(X,Y)+C (¥, X)
= V(X)+V(¥)+2C(X,Y).O
Teorema 1.7 Si X y Y son dos vectores aleatorios independientes entonces

VX +Y)=V(X)+ V().

Demostracion.

Se sigue de aplicar los Teoremas 1.5y 1.6.0

Teorema 1.8 Sea X un vector aleatorio de dimensién p ¥y Arxp, Bpx1 ¥ Cpx1 matrices de

constantes. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. V(C)=o0.
2.V (AX) = AV (X) At

8 V(X +B)=V(X).

Demostracién.



1. Sea c; € R el 1 — ésimo elemento del vector C, entonces se sabe
V(a)=0 y Clcc)=0,
Por lo tanto se sigue el resultado. O

2. Siguiendo la Definicidn 1.8 se tiene
V(AX) =C(AX,AX)
= AC (X, X) At
, = AV (X)ALQ
8. Por el Teorema 1.6 se sigue
V(X+B)=V(X)+V(B)+2C(X,B).

Utilizando el inciso I de este Teorema, la Definicion 1.3 y el inciso3 del Teorema 1.4,

se obtiene finalmente el resultado. O

1.2 Densidad Normal Multivariada

La distribueién Normal en la Estadistica univariada juega un papel muy importante ya
que muchos de los métodos estadisticos estin basados en el supuesto de normalidad en la
poblacién, ¥ gracias a éste ha sido posible desarrollar resultados con base en algimas Teorias
como las de Estimacion y Prueba de Hipdtesis que son de gran importancia en el analisis
de una muestra. Conociendo la importancia de esta distribucidn no es de asombrarse que
la Normal multivariada posea un papel fundamental dentro de la Estadistica Multivariada

para el desarrollo de las aplicaciones como la generalizacidn de los procedimientos de es-

timacién v prucbas de hipdtesis: v es por esta razén que en este Capitulo se enuncian las

propiedades basicas de la distribucion Normal Multivariada asi como de sus pruebas.

1.2.1 Funcién de Densidad

A continuacién se enuncian las Definiciones y Teoremas que caracterizan a la funcién de

densidad de una normal tanto para el caso univariado como para el multivariado:
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Caso Univariado

Definicién 1.6 Una v.a. X se distribuye como una normal estdndar univariada con media
0 y varianza 1, si su funcién de densidad estd dada por:

1 —§e?
e”3%,
V2

Sx{z;0,1) =
con r € R. Esto se denota como X ~ N {0,1).

A partir de esta definicién construyamos una v.a. ¥ con cualquier media ¢ y cualquier
varianza o2 definida como:
Y =0cX+yp,
en la que la v.a. X ~ N (0,1) y la esperanza y varianza de }~ se obtienen utilizando las
propiedades de los Teoremas 1.1 y 1.8 respectivamente y estdn dados por:
E(Y) =E(cX +u)
=E{(cX)+un
=R (X)+u
=n

V(Y) =V (oX+u)
=V (oX)
=’V (X)

= o2

Donde g y & representan los pardmetros de la distribucion de Y, y que satisfacen

—00 < 4 < coy o2 > 0. Con esto se puede enunciar la siguiente definicién:

Teorema 1.9 Sea Y = oX + u una v.a. con media u y varianza o?,donde X ~ N (0,1).

Se dice que Y se distribuye normal con media p y varianza o? si su funcidn de densidad

estd dada por:

1 1
fr(vy= ,,_mzexp(—g,;(y—uf) —oo<u<oo o3>0,
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denotdndose como Y ~ N (p,a?).

Demostracidn.

Utilizando el Teorema del Cambio de Variable y se sigue

N AN

()1

i 1 2
T oo} e

Sy (y)

[

Caso Multivariado

Para generalizar el caso univariado, témese ahora un vector aleatorio X € R?, donde cada
una de las entradas X, ..., X, de X son v.as. independientes e idénticamente distribuidas
(v.a.i.id.)) como N (0,1); con base en ello se establece la signiente definicién:

Definicidén 1.7 Se dice X tiene densidad normal multivariade de media 0 y matriz de

covarianzas I, si X = (X,..., X} donde X, ..., Xy son v.aiid. como N(0,1). Esto se

denota por X ~ N, (0,1,).

Teorema 1.10 Sea X = (Xy,...,X,) un vector aleatorio de dimensién p, X se distribuye
como una normal multivariada estdndar con media9 y varianza I, si su funcion de densidad
estd dada por:
Fxinxe (@,3p) = fx (21,.,2p)
=2rI"fexp ~iztz}.

Demostracién.
p
IxinXp (T1h e 2p) = n) Fx (@)
=2

. =TT gy exp {~32%},
|
i " utilizando la independencia sobre X, ..., X, se sigue

Fx1peXn (@1y s mp) = (27) R exp {4 TE, 27}

= |21\'I,,|"'i exp {-31X'X}.0
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Ahora si se toma cualquier vector de medias 4 € NP y cualquier matriz L, , = {0y} > 0
con 7 = 1,...,p, para definir ¥ = TEX + p un vector aleatorio de dimensidn p, con base
en un vector X ~ N, (0,7,). Como se verd mis adelante (ver Teorema 1.18 inciso 1) cada
Y; €Y i=1,..,pes una v.a. con distribucién ¥, ~ N (u;,0;,) . Luego para el vector Y se
obtiene el vector de medias y la matriz de covarianzas, utilizando los Teoremas 1.1 y 1.8,
asi pues

E®X) = Eg}:%,\’+,u)

=F Eix)—*—u
=2%E(_-\')+;L
=g

V() =vgz%x+u)
=v{zix
=siv(x)st
=3

Definicién 1.8 Se dice que Y ~ Np (4,8) si Y = X 4+ 4 con Xp~ Np(0,1).

Teorema 1.11 Se dice que Y = six + p tiene una distribucidon normal multivariada con

media el vector pp y matriz de escala ¥ > 0, st la funcidn de densidad de Y estd dada por:
v @neavp) = fr (W, ¥)
Y _
=2rZ Texp {-3 (¥ —1)' Ty - W) }.
donde Y, p € P y X,xp; es una matriz definida positiva. En notacién se escribe Y ~
N (m, Z).

Demostracion.

De acuerdo al Teorema del Cambio de Variable se sigue
@) =ix (5 -w)|e
= |2n L, % exp { -1 [):-é vy - u)]' [):—% (v - ,1)]} |>3—%|
=fergi |zt e (-1 (v - oiz-d (v — )}
=lerZfHexp (-} (Y - ' (¥ -} .0
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Teorema 1.12 Los vectores aleatorios X; € RP, i = 1,...,p son independientes si y sdlo

st su densidad conjunta puede escribirse como:
»
fxvnxe (£, ,2p) = H H;(z:) V (z1,-..,2%) € RF,
i=1
donde cada H; (z;) son funciones arbitrarias de X; parai=1,...,p.
Dermostracion.
=] Por hipdtesis X, ..., X, son v.a.i.i.d. entonces

Sxipxp (F1y e Zp) = fx (1) - fx, (Tp)
luego si se toma H; (x;) = fx, (z.) se obtiene

fxvpp (@1 @p) =100 Ix, ()
=i Hi(=:) .0
<]
fx (z:) = 3; e f:c Ix1yx, (T, -0 Tp) dy.dzy

= [ o [ TTE, Hi(xi) dzy ... dxp

= ( foi [ oo Hi (25) de) H; (z:)

= (H§¢s h,») Hi (2},

donde h; = [°7 H;(z;)dz;, entonces

T fx (@) = TEuy (Hi @) T hs)

= Hf:x H; (Iu) (hl,..h,,)p_l y
como
1 o= [ [T Fxvnnx, (T1y ooy Tp) d2y.dp

= ff‘; e f_“; Py Hi(zi) dzy...dxp

= [T, S22 Hi (=) da

= H?=1 h; (-Ti) s
por lo tanto

Ty fxi (=) = [Tie, Hi (=)

= fXx....,a\',, (Il: "'1‘rP) .0
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1.2.2 Funcién Generadora de Momentos

La funcién generadora de momentos juega un papel muy importante en la Teorfa de Proba-
bilidad y Estacdistica, ya que. ésta caracteriza de manera iinica a cada funcién de densidad
de probabilidad. En otras palabras, si se conoce la expresién de la funcién generadora
de momentos de algnna m.a.. se conoce también la distribucién a la que pertenece. Los

siguientes reswltados establecen su definicién:

Definicién 1.9 Seu X una v.a. con densided fx {(x). La Funcidn Generadora de Momentos
(F.G.M.) es el valor esperado de €', si este valor existe parat en un intervalo —h < t < h,
h > 0. La F.G.A que se denota por My (t) o M (t), se define por:
Mx (t) = E (e¥)
= % e fx (z) dz,
st lav.a. X es continua, y como
Mx (t) = E (')
= Zz e‘zfx (I) )

st la v.a. X es de tipo discreto.

Teorema 1.13 Sea X € R unav.a., si X ~ N (u,0?) la F.G.M. de X estd dada por:

o2t?
My (t) = exp (ut+T) ,eonte R,

Demostracidn.
Por definicién se sabe que
My (t) = E (eX)
= E[exp (tz + tp — tp)]
= exp (tu) £ [exp (¢ (z — p))] »
=exp (tp) [ exp{t(z — )} gpmpexp {—ghr (z — u)?}dz
=exp (tn) [ 72’7 exp {—52z ((= - L) —20% (z ~ )} dz,

e Ak Bt i e e
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Completando el cuadrado en el erponente de X, se tiene
(z—p)? ~20%(x—p) =(z—p)?—20%(x — p) + o' — o2
= ((z =~ u) ~ %)’ — 22,

v de aqui puede obtenerse

a3t? > 1 1 2,412
My (t) = exp (tp) exp (T) f_m\/ﬁexp{—-é-a—é (z — (u+0%)) } dz,
Donde el integrando es una f.d. de X ~ N (u+ a3t,02), la cual integrada sobre todo su

recorrido es igual a 1. y por lo tanto

242
My (2) = exp (ty + 12—) i}
Definicion 1.10 Sea X € RP un vector aleatorio, si X se distribuye como fx (x1,...,Zp),
entonces la F.G.M. que se denota como My (t) = E (exp (t'X)), donde t € RP, se define
por:

oc oc B
My (t) = / / oxp (t z) fx (1., 2p) dxy, oy dTp.
-2 -0

8i X tiene una funcion de densidad continua y por:
Mx () =D exp (t'z) fx (21,0 Zp) -
=

Si X es discreta, donde la suma corre sobre todos los valores de {(x),...,zp), ¥ en ambos

casos la funcidn eriste en un intervalo abierto que contiene al cero.

Teorema 1.14 Sea .X' un vector aleatorio de dimensién p, donde cada uno de sus compo-
nentes X, son v.a.i.i.d. como una normal estdndar univariada y sea t € ®°. La F.G.M.

parae X estd dada por:
Mx (t) = exp (%t't) cont € RP.

Demostracion.

Mx (t) = E(exp(£'X))
= [ exp(tz) j2n L, exp {~{atz} dz.
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Completando la forma cuadrdtica en el exponente del vector X se cumple

My (t) = [2 [2rl | dexp{-L(z—t)' (z—t) + Lttt} dx

-0

exp (3t't) [72, |27 1,74 exp {4 ~t)(x~t)}dz,

[

donde el integrando es una funcion de X que se distribuye como una normal con media el

vector t y malriz de escala I,, la cual integrada sobre todo su recorrido es igual a 1; por lo

tanto
My (8) = exp (éz‘z) vieRO

Teorema 1.15 Sea Y« un vector aleatorio con densidad N (u,X), esto es, donde Y =

CEX 4+ py X~ Ny (0,1,). La F.G.M. de Y estd dada como:

Ay (6) = exp (m + éﬁ':é) v 6e B,

Demostracidn.
Ay (8) = E{exp(§'Y))

= & (exp (5 (51X + 1))
= exp (§'u) £ (exp (6‘E§X))
= exp (6'u) E (exp (£ X)),
donde t = £38. Ahora utilizando el resultado del Teorema 1.14 se sigue que:
My (8) = exp (8tu)exp (3't)
= exp (6';1 + %5‘2%256)
= exp (6 + $6'Z6) .

El resultado se cumple para toda § € RP.0J

1.2.3 Propiedades de la Normal Multivariada

Los siguientes Teoremas establecen las propiedades que cumple una m.a. X, ..., Xp que se
distribuye normal multivariada o cualquier subconjunto de esta muestra.
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Teorema 1.16 Un vector aleatorio X de dimensidn p tiene distribucidn normal multiva-
riada, si y sélo s: cualquier combinacidn de los componentes de X en donde no todos sus
elementos son cero, se distribuye como una normal univariada.
Demostracidn.
=] P. D. que st A % 0 un vector de constantes en R, y X un vector con distribucion
normal, entonces ¥ = A'X =3 | a,X, € R se distribuye como una normal univeriada.
Utilizando la expresidn de lo F.G. M. se tiene
My () = E (exp{t' (4*X)})
= E(exp {#'A'X}),
donde
My (8) = Mx (6), (1.1)
con § = (At),,, yt € R. Siguiendo el resultado del Teorema 1.15 se tiene
My (t) =exp{6'u+ L6'E8}
=exp {tA) + 1PA'TA},
y se concluye del Teorema 1.13 que la v.a. Y se distribuye como una normal univariada
con media (Au),,, y vartanza (A'SA),,, .
<=} Sea X un vector aleatorio y Y™ = A'X que sc distribuye normal, entonces se mostrard
que X tiene distribucidn normal multivariada.
Como Y = A\ tiene densidad normal, dendtese por 8 y p? la media y la varianza de

Y. Entonces la F.G .\ de Y estd dada por:
l1s2
Afh(t) = expitd + 5! Pty
Denotando por yu y & la media y la matriz de covarianzas de X se tiene

My (t) = exp {tA'u + %FA'EA} s
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y por la ecuacidn (1.1) se obtiene
Mx (8) = My (t) coné = At
= exp {t'A'u + LHIA'D ALY
=exp {&'p + 1626},
lo cual implica que X ~ N, (p, %) .0

Teorema 1.17 Si X),..., X, es una muestra aleatoria (m.a.) de la poblacidn. N, (i1, E)
- - - - - n
entonces la distribucién de X es Ny (1, 1T) ,donde X'= (X,, ...,X,,) con X;=13 Xy.
i=1
Demostracion.
Utilicese la F.G.M. para obtener la distribucion de X definiendo un vector t & RP
Mz@t) =E (exp {t' \})
=E (esp {3 Zsit' Xi}),
con la hipdtesis de independencia sobre las X[s se obtiene
Mz () =TI, E (exp {it'X})
= I—I:‘=l Mx, (%t) .
Como cada componente X; ~ Np{(u, L), y el Teorema 1.15 se tiene
Mz () =Tl exp {3 p+ gat'St}
=exp{t'n+ 3t (AT t}.

Por lo tanto, se concluye que X~ N, (12, 1%).0

Teorema 1.18 Para Y™ un vector aleatorio normalmente distribuido con media p y matriz
de covarianzas ¥ > 0, se cumplen las siguientes propiedades:
1. Las distribuciones marginales de normales son normales con pardmetros respectivos.

2. Sea Agup una matriz de constantes yb€ RI si Z =AY +b y r{(A)=4q<p,
entonces Z ~ Ny (Ap + b, ATAY) .
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Demostracidn.

1. Sin perder generalidad (S.P.G.) puede tomarse un vector aleatorio Y definido como

v o [ Yiem
Ylple
en donde p, + p, = p y particidnese u y L. como:
7] p hOPPY
o= M1 y == 1 1 ,
H2 By Zan

observe que Yi, y; tienen dimension py x 1 y Ya, u» son de dimensién pa x 1 y la

Tpx
M= mxl s
Mpyxt

y obténgase la F.G. M. para Y| de la siguiente manera

matriz & es definida positiva.

Definase un vector M, como:

My () = My (M) o
= E[exp (M'Y)] lm=o0

“ Zn iz t

1 t ¢
+ = {t,m
2 ( ) 2 Loz m o

= exp{ (¢, m')
Ha

y de lo anterior se obtiene
t 1 t
My, (t) = exp | t'u) + Ei Znt).
Esta dltima expresion es la caracterizacion de la F.G.M. para una normal, en donde
la media es el vector u; € RP! y L1, es la matriz de covarianzas, lo dnico que resta

por demostrar es que L)) sea definida positiva, esto es

ot >0 Vi#0.
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Por hipétesis se tiene que rSr > 0 V r # 0, considérese un vector r dado como:
t
o)’
Tn T t
( '3 0) 11 12
321 Xoa 4]

HEt > 0.

donde t 7 0 entonces

rEr

por lo tanto, Ty, > 0 y Y7 ~ Ny (11, £11). O La demostracidn es andloga para Ya.
. La F.G.M. para Z estd definida como:
Mz (t) = E(exp(t'Z))
= Elexp {t' (AY + b)}]
= exp (t'b) E [exp (t' AY")]
= exp (t'b) My (A't),
como My (t) es la F.G.M. paraY, utilizdindose el resultado del Teorema 1.15 se obtiene
Mz () =exp(ttbyexp (t'Au + 1t' (ATA) )
=exp {{t' (Au + b) + L' (AT A4 ]} .
Esta tiltima expresidn tiene la forma de la F.G.M. para una normal, en donde la

media es el vector (Ap+b) € R y la matriz de escala estd dada por la expresidn

AT AL, ,. Por iltimo tiene que demostrarse que ATA" > 0.
Seat € Ricon t # O debe probarse que t* AL At > 0. Para esto se tiene
HATA = (1'A) T (A4') (1.2)

5'2s,

donde s = A't es un vector no nulo se puede premultiplicar éste por la matriz A y se
obtiene

As = AA',
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va que AA* es una matriz cuadrada de dimensidn g x q y recordando que el r (AA*) =
r{A) = q (Ver Definicion A.21), entonces se garantiza la ezistencia de la matriz

(AAY)"! lo cual permite encontrar una ezpresion para t que estd dada por
t = (4497 As.

Si s = 0 entonces t = 0 lo cual es una contradiccidn ya que por hipdtesis t % 0

entonces s % 0 y de la ecuacidn (1.2} se concluye que ALA* > 0, por lo tanto

Z ~ Ny (Ap+b,A434") . O

Teorema 1.19 §i X ~ N, (1, %) entonces Y = T4 (X — ) ~ N, (0, L) .

Demostracion.
Por el Teorema 1.18 parte 2 se sabe que Y se distribuye como una normal de dimension

p, entonces

B(W) =B(zi(x- y))
=B (X)-S-1E(u)
=0, !

y matriz de covarianzas
v(y) ==-tv(x)s-t

=s-ixy-d
=I,0

Ejemplo 1.1 Sea X un vector aleatorio de dimensidn 9, que se distribuye normalmente

-1 5 -1 2
con media p = 4 ymatrizde escala Z=1 —1 4 0
-3 2 03

Determinar la densidad de:

1. Xo.
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X

2 z= ).
4Y1

sy=| 3%
Xa+ X3

4. E(X2X3).

Solucidn.

1. Por el resultado 1 del Teorema 1.18, se sigue que X2 se distribuye normalmente con

pardmetros

FEn notacion : Xz ~ Ni(4,4).

2. Por el inciso 2 del Teorema 1.18, Z se distribuye como una normal bivariada con

#z=(:j) . zz=(z z)
= ((3)(27)

3. Se sabe que Y es una transformacion lineal de las entradas del vector X ; y utilizdndose

pardmetros:

Por lo tanto

el inciso 2 del Teorema 1.18, se cumple que

Y ~ Ny (A,u,AEA') .

En particular se puede descomponer la transformacidn lineal

2X, — 3X,
Y = '
Xo+ X3



como

y = 2 -3 0
0 11

= AX.
En donde la media puede obtenerse como:

E(Y) E(AX)

= A

[

i
TN
L
~
N——

y la matriz de dispersidn :

V) V (AX)

ATA
2 =3 0\ [ .
011
_ 68 —10
-0 7))

Finalmente

5 —

1 2

1 40

2

23
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1

X
. Sea W = un vector aleatorio de dimensién 2, el cual por el resultado 1 del

Xa
Teorema 1.18 se distribuye como una normal con pardmetros

~1 5 2
My = y Zw= .
-3 2 3

Utilizando la expresidn de la F.G.M. de una normal (ver Teorema 1.15), se obtiene:

A (£)

exp t Hn+ —t Ewt) VEF#O0.

= exp ((fl,ta)( )'*-%(fhta)(: z) (z‘ ))

¢
— 3ty = (5t1 + 2t5, 2t + 3t3) ( ! ))
t3

= exp

/_\

= exp —z1 —3t3+ = (5zf + 4ty t3 + 3z§))
= exp (—tl — 3t3 + gtf + 2t1t3 + gt?) .

Ahora calculando la primera y sequnda derivada parcial con respecto de t; y la primera

derivada con respecto de t3, se tiene

ANy (¢
OMw () _ pf (8) (=1 + 5ty +2t5) .
Oty
derivando nucvarnente con respecto de ty :

591;;?;,'—(‘—) = My (t) (5+ (=1 + 5t; + 2t3)7) ,
y por dltimo derivando con respecto de t3
%%‘5722 = M (1) [4(=1 + 5, + 2t3) + (54 (=1 + 5¢; + 2t3)°) (~3 + 2¢; + 3ta)],
evaluando esta ultima expresion en t; =tz = 0, se obtiene:
T | o =1 1)+ G+ (1) @)
= 14.
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Por lo tanto

B (X2X3) = 14.

1.2.4 Independencia

El concepto de Independencia se analizard bajo el supuesto de normalidad.

Teorema 1.20 Sea X ~ N, (1, L) y considérese las siguientes particiones

X Xy =
A= 1 o= H1 5= 1 12 ,
Xa Ha Za Ex
donde Xy, pu; € NP, i = 1,2 y 5;; tiene dimensidn p; x p;. Las variables X, y X2 son
independientes si y sdlo si C{X1,X;) =L12=0
Demaostracidn.

=>] Esto es fdcil demostrarlo ya que la covarianza puede ser escrita como

C(X1,Xs) =E(X1X3) — E(X) B (X))
=E(X1) E(X2) - E(X1) E(X2)
=0.

<=] 8i 12 = 0 entonces la forma cuadrdtica del ezponente en la fd. de X puede ser

vista como

La)
I

(X - N (X—-p)

. =30 Xi—u
(i~ m) s Ce—p)) | 0 o
[ > X2 —p2

(X1 — m)' = (X — ) + (X — p2)' T3} (X2 — pa) -

I

Definiendo Q1 = (X1 —m)* T3t (X1 — 1) y Q2 = (X2 — p2)' £ (X2 — p22), entonces Q
puede erpresarse como:

Q=Q:1+ Q2
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Dado que la f.d.p. de X estd dada por
- 1
@i D) = l2rsFexp { -301}.

st se particiona la matriz T y la forma cuadrdtica Q, se puede entonces reescribir la f.d.p.

como
I @i ) = 2Bl Fexp { —30 } - prmalF e {30}

donde por el resultado del Teorema 1.12 si

Hy () = znm S exp {31

Ha (22) = 20551~ exp {—%Q:} ,

la funcién de densidad conjunta de X puede escribirse como
Fx (z3 4, E) = Hy (z1) Ha (72) .

por lo tanto los vectores X, y Xa son independientes. O3

Cabe mencionar que no basta que la covarianza entre X; y X, sea cero para que éstos
se distribuyan independientemente, es necesario ademsés que la distribucién conjunta de X,

y X2 sea una normal multivariada.

Las condiciones bajo las cuales se obtiene la independencia entre dos transformaciones
lineales Y y Z que provienen de una muestra X7, .....X,, con distribucién normal quedan

establecidos en el siguiente Teorema.

Teorema 1.21 Sea X,‘,X,, = (X1,..., Xn) donde Xy,..., X, es una ma. de Np(u,Z) y
ademds

Your = AqunXaxpBpxr Y Zsxe = Cs‘annxprxh
donde qr + st < np. Las matrices Y y Z son independientes si y sélo si B'TD = 0 o

AC* =0.

Demostracion. Ver Mendoza (1987).
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1.2.5 Distribuciones Condicionales

La distribucién condicional entre un conjunto de variables que se distribuye normal dado

otro conjunto de variables con la misma distribucién se obtiene en el siguiente Teorema:

Teorema 1.22 Sea X un v.a. que se distribuye coma Ny (11, X), definase X* = (X¢, X}),

Zn Ze
pt= () y T = ( 1 ! en donde X, p; € R y Iy; tiene dimension p; x p;

21 22
coni=1,2yp +p=p. Ladensidad condicional de X, | X, es normal con media y

matriz de covarianzas dadas por:

E(Xz | Xy = 1)

M2+ Zn T (21~ )

= H21-

V(XelXi=z1) = Zp—ZZ0'Sn
Zaza

= I

Demostracidn.

Por el Teorema 1.18 se cumple que X3 ~ N (p1,£11) y dando la matriz M como

I 0
M= a ,
: —Zaly e

puede verificarse facilmente que

M= Ix’l 0 i
ZaZh I
La funcidn de densidad conjunte de X y X2 tiene la expresidn

fx (@) = 2l exp {—é (X~ 57 (X~ #)} . (1.3)



v de ésta obsérvese que la forma cuadrdtica del exponente puede expresarse como:
(X =)' N (X —p) = (X —p)' M (M)'STIMM(X - p)
= (X —u)' M (MEM) ™ M(X — ),

Desarrollando (MZM') ™" se obtiene

t
X, - S0 X1 -
(X - #): SN(X —p) = .1 H1 ALt 1n . Af ’1 Hy , (1.4)
Xo = p2 0 X, 2 — H2

Resolviendo los productvs de matrices se llega a dos formas cuadrdticas, sean éstas @1 y

Q2.1 definidas como:
Q= (X1 — ) T (X1 — ) .

Qa1 = [(X2 — po) ~ S5 (X1 — )] 3 [(X2 — p2) — T T3 (30 — )],
entonces la (1.4) puede escribirse como
(X —@)'T7N(X ~ ) = Qi + Qau, (1.5)
y ast la funcion de densidad conjunta (1.3) de X puede ser reescrita como:
fre(2) = 2rmi Y esp {3 @i+ Qan) -
Por definicidn, la funcion de densidad condicional X, | X, estd dada por

2nE| exp {3 (X = p)' ST (X - )}
[27Z0 (4 exp {~} (X — p)' S} (X — 1)}

Fxaix, (z2 | 1) =

Utilizando (1.5) se puede expresar este cociente como
275~ exp {~} (@1 + Q21)}
{27551  exp {~1 (@1)}

Y utilizando las propiedades de los determinantes se sabe que

Sxaix, (2| 1) = ,

2] =S |E2 - 1T o)
= [Zn][|B22.4l,
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entonces
@)% Tyl Y exp (-1} - (2m) % a0yl exp {-1Qa4)}
(2m)"% |20l exp {~1Q1}

(2m)"% [Bana| " exo { ~ 301 |

(2m)" % [T22a] % exp {—% (x2 = 1124) T3 (2 ~ /12.1)} .

Fxaxi (21, 22)

de donde se sigue que Xz | X liene densidad normal de pardmetros

E(X2 | Xy =x) = p2.1,

V(X | Xy=2)=5%,,0

Ejemplo 1.2 Sea X wun vector aleatorio de dimensidn 3, que se distribuye como

5.5 5 -3 1
N3 3 -1 -3 14 0
3.5 1 0 3

Encuentre la distribucion condicional de X2 | X; = x;, X3 = z3, cuando
Ty 6
T3 4 .
Definase el vector Yt = (Y{,Y4) donde la entrada Y} = (X1,X;) y Y§ = Xo; la espe-

EM)
E(¥2)
5.5

3.5
3

Solucidn.

ranza del vector Y estd dada por:

I

Hy
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La matriz de escala para el vector Y segin el Teorema 1.22 tiene la siguiente expresion:

= b))
Ty = n L2
Do T2

En donde las entradas de las matrices £11, 12, a1 y L2p son tomadas de la matriz de

escala de X como:

21_1] = (

De tal suerte que la matriz Zy estd definida como.

5 1 -3
Ty = 13 0
-3 0 4

De acuerdo al Teorema 1.22 la funcidn de densidad condicional de Y2 | Y1 es normal

#((2)-(2))
oecan (3 H) (022)

(3) + (—%,1—:})

con pardmetros

E(Y2|n)

I
I

it

0.5
0.5

- -
N - El~



Yy varianza

Por lo tanto la distribucidn condicional de Y2 | Y3

V¥z 1)

vivl )\E‘)=
<22
)

1.2.6 Estimacién de Parametros

&

for o

=|
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Con frecuencia los parametros de una muestra que se distribuye normal son desconocidos,

pero pueden ser estimnados mediante el método de maxima verosimilitud utilizando la in-

formacién de la muestra. El signiente Teorema proporciona las expresiones matemdticas

que caracterizan al estimador para la media g y la matriz de covarianzas a la cual se ha

identificado como ¥.

Teorema 1.23 Sea X ~ N, (u,X) y sea X;,..

estimadores mdrimo verosimiles de u y £ son

A -
H=X .

., X, una m.a.

de esta densidad. Los

i
{
!
{
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B 23 (- %) (%= %)
Demostracién.

Sea Xi,..., X, una m.a. de la densidad N (u,X), cuya funcién de verosimilitud estd
dada por

L(u,Z) = fx' ()

:j: o B

[

[mzl bexp {3 (6= ' =7 (i~ }]

275 ‘exp{ IZ(X—;;)E‘(X.- }

i=1

1[

Esta expresién puede simplificarse segiin el Teorema A.17 como
L(u,T) = [27Z]"% exp {—%h' [.}:‘; (X.— X’)l ==t (X.— :Z‘) +n (}'( _,4)‘2:‘1 (5{ —,u)] }
12757 % exp {—% ’:i‘;" (4\',—- X’)[ (2" (X,—-A-’)) +n ()-( —‘u)t =1 ()E' —u)] } .

Aplicando las propiedades de la traza en esta iiltima ecuacidén se tiene

12725 % exp {-é [Z tr {z-' (x- %) (¥~ X)‘} +n (%) 2 (% —u)] }
T Li=1

127573 exp {—-;- [trE" {Z (,\',— ,\?) (X,— j()‘} +n (,\" —y)l =-! (,? —u)] } .

i=1
(Xi_‘ X)t,

I

L(p,Z)

Dado que la matriz de covarianzas muestral estd dada por nS = L},

la funcién de verosimilitud puede escribirse como
L (1, L) = 275" % exp{—é [tr!‘_. InS+n (\ —;t) hoints (X —u ]}

Aplicando la funcién logaritmo a la ecuacién anterior, se tiene

InL{u L) = ——-—In(2 )= 2z~ 3 [n; ns+ (% —u) = (% —u)] (1.6)
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El problema de maximizacién es equivalente a encontrar un minimo de —1InZ (g, Z)con
_ [ ~
respecto a ¢ y . Entonces basta con minimizar la forma cuadrédtica (\’ —/1) -t (X —y)

. A < sz
con respecto de , alcanzando un minimo cuando #=YX |, por lo que la fumcién
- N i/ - A
(X =) = (&~i)=o,

lo cual ocurre si ¥ sdlo si #=X. De esta manera se concluye que el estimador maximo
verosimil para la media es H=X.
. A
Para obtener ol estimador maximo verosimil de T, basta maximizar L (/t. S) qne de
L. A A R
acuerdo al Teorema A.18 el maximo es L { #t, Y }, donde = § y segiin este resultado se

debe probar que voisy-i > 0, pero =1 > 0 de lo que se deduce que Ui >0 y sélo

debe mostrarse que la matriz S es definida positiva. La matriz Sy > 0si (n — 1) > p (ver

Teoremas 1.25 y 1.27) lo cual ocurre si y sélo st n 2 p + 1, y se cumple que

N a A
L (x:,z) >L (#,E

Se puede entonces concluir que los estimadores maximo verosimiles para y y ¥ estdn dados

por

= X
= Sx

= %g (x- %) (x-%)' 0

> >

1.3 Densidad Wishart

En esta Seccién se enuncia la generalizacion de la distribucién x? y que estd dada por la
forma cuadrética del tipo X'CX, dounde C es una matriz simétrica y los renglones de la
matriz X corresponden a una m.a. de la distribucién normal. En especial se analiza el caso

de la estadistica nS, la cual tiene asociada esta distribucién.
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Definicién 1.11 Se dice que una matriz Mpyxp tiene densidad Wishart de dimensién p
con matriz de escala ¥ y de n grados si M puede ser escrita como
n
M =3 XX}
=1

donde X, ..., X, es una m.a. de la densidad N, (0, L) y se denota por M ~ W, (X, n).

Nota. Sise define X' = (Xy,...,X,), M puede escribirse como AL = X*X.

Teorema 1.24 Si n > p la variable M tiene densidad Wishart con matriz de escala T y
n grados de libertad si su densidad estd dada por

Im|™ o exp {—1tr (Z-'m)}

¥R P T [ (n+1—3))

fag(m) =

sim>0, I>0;
() =/ 2t le~*dzr ¢t > 0.
(

Demostracion. Ver Anderson (1994).

Teorema 1.25 Si M ~ W, (Z,n), entoncesr (M) =p & n>p.
Demostracion

Por definicion M = X'X , pero M es una matriz invertible si y sélo si r (X'X) = p,
pero dado quer (Xt X) = r(X), ésto ocurre si y sdélo sir (X) = p. Dado que las p columnas
de la matriz X tienen densidad normal en n dimensiones, la condicién n > p garantiza
r(XtX) = p. Por otro lado, sin < p, r(X)} < min{n,p} = n < p, lo cual demuestra el

resultado.

Teorema 1.26 Si X}, = (X1,..,Xs) donde X),..., X, es una m.a. de la densidad
Np (1, L) y Anxn es simétrica, entonces X'AX ~ W, (Z,7) donde r = r(A) = tr(A)

si y solo si
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1. A es una matriz idempotente.

2 g =0 0 Alnx = O,donde 14, = (1,1,..,,1).

Demostracion. Ver Mendoza (1987).
Teorema 1.27 Sea X,,.., X, una m.a. de Np(p, %), si S=137 (X.-— X) (X,-— )_()‘
entonces nS ~ W, (Z,n —1). )

Dermostracidén

Por el Teorema A.14, la matriz nS se puede escribir como

nS = X'HX,

con H = I, — 21,1, une matriz simétrica e idempotente (ver Teorema A.14) y X' =

{(X1,..., Xy} . Los grados de libertad estdn dados por
r(H)y=n-1,

donde la iltima igualdad se sigue por el Teorema A.14. O

Teorema 1.28 Si M ~ WV, (3,n) y Byxp €s constante y r (B) = q < p entonces BMB* ~
W, (BT B, n).

Demostracion

Por la Definicidn 1.11, Xy, ..., X,, es unam.a. de la densidad N, (0,T) y M = 37 XX},

entonces

BMB*

B (ij x.-x,f) Bt

i=1

[

> (BX:X!B)

i=1

N
St z.z:.

i=1
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en donde cada Z; = BX; coni=1,..,n.

Como X,,..., Xn €3 una m.a., eso implica que los Z\, ..., Z, son independientes y por el

Teorema 1.18 se sigue Z; ~ N, (0, BLB'). Lo cual implica de acuerdo a la Definicién 1.11
que
BMB' ~ W, (BZEB',n).0

Corolario 1.1 Submatrices diagonales de M taembién tienen una distribucidn Wishart.

Corolario 1.2 S~3A72~% ~ W), (Z,,n)
Demostracién
Por definicién M = X'X entonces

st = o-ixtxs-t.

Sea Y = X% de lo cual se sigue gue
simett = vy,

ademds se sabe que X ~ N, (0,%) y siguiendo el Teorema 1.18, Y ~ Ny (0, Ip) y se concluye
que . :
Mt ~ W, (4, n) .0
Corolario 1.3 8i M ~ W, (I,n) y Byxq satisface que B*B = I,, entonces B*MB ~
W, (I,,n). co

Demostracidn.

Por el Teorema 1.28 se sigue que

B'MB ~W (B'I,B,n),

observando que B'I,B = B'B = [,, se sigue el resultado. O
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Corolario 1.4 Si M ~W,(Z,n), a € RP y T > 0 entonces:

a'Ma 2
atTa Xn:

Demostracidn.

M puede escribirse como M = 3.1, X;X} donde X,, ..., X, es una m.a. de la densidad
N, (0,%), entonces

atMa 1 [,
v = ova [Za‘/\ixfa:l

i=1
1 LN

T a'Za ['Z:; Z‘] ’
con Z; = Xta =a'X; ~ Ny (0,¢'%a) parai=1,..,n.

FEstandarizando cada Z;, se obtiene que

Z; .
Tasm ~ MO Vi
2 . .
@rza T~ Xu v

sumando estas nuevas variables y considerando la independencia de X, ..., X,
n

zZ2
D e~ X
— o'Ta
i=1
y por lo tanto se concluye que
atMa
at¥a

~ x50

Teorema 1.28 Si M; ~ W,(£,n;) j = 1,...,r son independientes, entonces Z;=1 M ~

‘Vv (=, Z::l "J‘)- ’
Demostracidn.

Por hipdtesis My, ..., M, son independientes y cado una de las Mj ~ W, (Z, n;), entonces
se puede escribir

nj
M;=>"XpXh j=1,.,1
k=1
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donde X13,...y Xiny ooy Xr1, -0y Xon €5 una ma. de N,(0,Z) y la sume de las M; queda

erpresada como:

r r nj
S =33 K,
i=1 i=1 k=1
entonces 3°0_ M; ~ W, [ £, 30 n_,,-) .0
i=1
Teorema 1.30 Sea Xi,..., X, una m.a. de una normal N, (¢, Z),

_ 1

X = n =1 *
1.

= ;J\, L,y

Sx = %; (xi- %) (x- 5()'

= %X‘ HX,
Xt
donde X = : yH=1I,—- ,1‘1..151. Las estadisticas X y Sx son independientes.
X
Demostracidn

Sx = ZX'HX,
y por el Teorema A.1{ se sabe que la matriz H es idempotente y simétrica entonces se
cumple
Sy = % (NV'H) (HX),
donde HX es una transformacion lineal, entonces siguiendo el Teorema 1.21 basta demostrar

que X y HX son independientes, as?
(lu,) H = 1 (1 - 11,.1;)
n n n

. 1 t 1., t
= = (1" S1La1,

= 0.

y por lo tanto X y Sx son independientes.l
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1.4 Densidad T? de Hotelling

En esta parte se examinan las funciones que son de la forma X*1¥~1X , donde X tiene
distribucién normal , 11" tiene distribucién Wishart y X y IV son independientes.
.

Definicién 1.12 Si la variable Z puede escribirse como Z = mX*AM~'X donde X y M
son independientes tales que X ~ Np(0,1) y M ~ W, ({,m) m > p, se dice que Z tiene

densidad T? de Hotelling de pardmetros p y m y se denota por Z ~ T? (p,m).

Teorema 1.31 Si X ~ N,(u,Z) y M ~ W,(Z,m) con m > p son independientes, en-

tonces
m(X — ) M~Y(X — p) ~ T (p,m),

Demostracidn
Sea Y = -3} (X —p) ~Np (0, 1) y definase la variable Z = -4 a5t entonces por
el Teorema 1.28, Z ~ W, (I,m) y de la Definicion 1.12 se cumple '

w=mY'Z'Y ~ T2 (p,m).

Observando que

g
1

m{X —p) s ():-iM-lz-%) S 3H(X - )
m(X — izt (x - p)
m (X — p) LM, (X — ),

i

se sigue que
w=m(X —p) M~ (X ~pu) ~T*{(p,m).0

Teorema 1.32 Sean Xi,..., X, una m.a. de Ny (u,Z)

(n—1) (x -u)'s-1 (x —,‘) ~T?(p,n ~1.
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Demostracidn.

Por los resultados de los Teoremas 1.17 y 1.28 se cumple que X~ Np (n, ;E) y ns ~

W, (Z,n — 1) respectivamente, entonces

(30" ) - 120,
S~ W, ( =In— 1)

por el Teorema 1.30 se sabe que X y Sx son independientes y por el Teorema 1.51 se obtiene

(n-1) ( u) Kb ()? —;1) ~T*(p,n—-1).0

entonces

En este punto es conveniente aclarar que existe una relacién entre la distribucién 72 de

Hotelling y la distribucion F, esta relacién queda establecida en el siguiente Teorema:

Teorema 1.33 Si Z ~ T° (p,m) entonces la distribucion de Z es igual a la distribucion
de ;B4 Y donde Y ~ F(p,m —p -+ 1). Esto se denata como:

mp

2 __—
T (p,m) = 1

F(pm-p+1).
Demostracidn. Ver Mendoza (1987).

Corolario 1.5 5i X ~ N, (¢, Z) y M ~ W, (3, m) tienen distribucidn independiente en-

tonces:
M2t (X - )t M X = 1)~ Figmepry
Demostracidn.
Utilizando el resultado de la Definicidn 1.12 se sigue
m (X = ) MY (X = ) ~ Ty
y por el Teorema 1.38 se cumple

—_ 1
(l-;l—*——) (X — 1) M~V (X — ) ~ Fipmopsny-0
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Teorema 1.34 Si Xi,...,X, es una m.a. de la densidad N, (1, L), entonces :

n

=2 (% ~n) 57 (% =) ~ F(o,n = 1)

Demostracién

Por el Teorema 1.92 se sabe que

(n~1) (% —n) 571 (X =) ~ T2 (pn - 1),

luego utilizando el Teorema 1.3 se sigue

©2 (5 ) s (5 4) ~ P2

: 1.5 Densidad A de Wilks

La distribucién A de Wilks tiene un uso importante en las técnicas de Andlisis Multivariado,
ya que por ejemplo, el cociente de verosimilitudes en la prueba de igualdad de medias sigue

esta distribucion.

Definicién 1.13 Sean Wy W, matrices aleatorias independientes donde Wy ~ 1V, (I,,m)

y Wa ~ Wo(lp,n) conm = p. Si X puede escribirse como:

x = ] l:,]ﬁuf';ln’g["‘

37 -+ W
se dice que X tiene densidad A de Wilks de pardmetros p,m y n. Se denota por X ~

A (p,m,n).

La relacién que existe entre la distribucién A de Wilks y la distribucién F se establece

en el siguiente Teorema.

Teorema 1.35 1. ’—_\%,%"1‘1712 ~ et F(p,m-p+1).
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o SR~ BF ().
ST rnam

Demostracion. Ver Anderson.

1.6 Pruebas de Hipétesis Multivariadas

En esta Seccién se presentan los contrastes de hipétesis relacionados con los parametros
de una poblacién Normal Multivariada. Dichas priebas consideran en algunos casos g
poblaciones o grupos que se denotaran por [],, i = 1,..., g, distibuidos como N, (u, ),
en donde asociada a cada poblacién [, se tiene una matriz X; de dimensién n; x p y cuyos
elementos X, € R con r = 1,...,9 y s = 1,...,n;. Estas g poblaciones pueden agruparse
en una muestra total X como:

xl(m *p}

Kopup = X'—’(r‘u xp)

Kgngxp)

g
donde ) n; =n.
=1

Los contrastes que se consideran en csta Seccidén son los siguientes:

1. Igualdad de medias y matrices de covarianzas. La hipdtesis nula supone que los
g grupos [1,.....[], provienen de nna misma poblacién Normal contra la hipétesis
alternativa la cual postula que existe por lo menos un grupo I, que no proviene de
dicha poblacién Normal.

2. Igualdad de Matrices de Covarianzas. La hipdtesis nula supone que los g grupos
comparten la misma matriz de dispersion T mientras que la hipdtesis alternativa

postula que por lo menos un grupo posee una matriz de escala diferente.
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3. Igualdad de medias condicionada a igualdad de matrices de covarianzas. La hipétesis
nula postula que los g grupos estdn centrados alrededor de la misma media dado que
tienen la misma matriz de dispersién y la hipétesis alternativa supone que existe por

lo menos un grupo cuya media es diferente.

1.6.1 Igualdad de Medias y Matrices de Covarianzas

El primer juego de hipétesis a probar es el siguiente:
Hy @ =y, L, =5
ts
My oo i 7 pe, L # 5k para al menos una 4.
Bajo la hipétesis /) las n observaciones tienen la misma distribucién NV, (x, ), y de acuerdo
al Teorema 1.23 pueden obtenerse los estimadores médximo verosimiles como:

A - 1 <& .
b= ¥==3"%"1x,

1>

!

I
31
~~

><|
~—
—~~

ko]

!

=3
~

Bajo la hipdtesis A, U A, el maximo de la funcién de verosimilitud se obtiene maxi-
mizando las fitnciones de verosimilitud de los pardmetros correspondientes a cada poblacién,
¥y que de acuerdo al Teorema 1.23 estos estimadores méaximo verosimiles estdn dados como:

1,

- 1 . A
B o= X==3"Xy i=1,..,g
=1

n <
n,

£ o= §= ni 5_‘; (x4 %) (%~ ,\",-)' .

i 5=

I

Asi el maximo de la funcién de verosimilitud bajo A, estd dada por la expresién:
L (ﬁ,?:;x,,...,xg) = (2m)"F |72 exp{—"é—-p}. (1.7)

Mientras que la funcién verosimilitud bajo H; U H;,; resulta ser:

9
L (ﬁ‘,.....ﬁg,yf:,,...,ﬁ;xl,...,xg) = (2n)" % (1‘_[ |s,»|-3‘) exp{—--r—;g . (1.8)
=1
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De la expresiones (1.7) y (1.8), se obtiene el cociente de verosimilitudes generalizado y que
toma la siguiente expresién:
supy, L (1, T)
SUPUHy s L (15 o gy 21, 5g)
@m)~F [117% exp {22}

)" F T, IS F exp {-22})

AN o=

(2n
ITi~#
e s
La estadistica:

—2In Ay, (1.9)
sigue asintdticamente una distribucién x2 (ver Teorema A.19) donde los grados de libertad
son obtenidos del mimero de restricciones impuestas en los pardmetros bajo Hy, y que se
derivan del vector de medias y de la matriz de covarianzas. Ya que cada vector u; estd en
RP se obtienen p pardmetros para cada una de las g poblaciones, mientras que la igualdad
M = p impone (g — 1) restricciones obteniéndose finalinente p (g — 1) restricciones en
los vectores de medias. Ahora como la matriz de covarianzas es simétrica basta contar el
mimero de restricciones que existen debajo o por encima de la diagonal de dicha matriz, con
lo cual se obticne %1) (p + 1) y la igualdad £, = &, impone (g — 1) restricciones, haciendo
un total de %p (p+1) (g — 1) restricciones sobre la matriz de covarianzas. Finalmente el
nimero de grados de libertad en la ecuacién (1.9) se reduce a

r

Pla— D+l -Dpk+1)

1
= 5le—-1prlp+3).
Entonces asintéticamente se tiene que
9
—2InAy =nhn|T{ = > nn|S| ~ x3

i=1
definiendo R
A =nln{T| -3 min|Si,
. i=1
la regién de rechazo es el conjunto de muestras dado por:
Ci={MhiM27},

con 7 el cuantil (1 — o) de una x? con r =} (g — 1) p (p + 3) grados de libertad.
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1.6.2 Igualdad de Matrices de Covarianzas

El segundo juego corresponde a la hipdtesis sobre la igualdad de matrices de covarianzas.

Este juego puede escribirse como:

Hy 21=S2=.‘.=):g.
s
Hyy @ E;# X%, i%# k para al menos una 1.

Bajo la hipdtesis Ha cada grupo X; proviene de una poblacién N, (u;, ), entonces los
ra) "N

estimadores X1, ..., Hgque maximizan la funcién de verosimilitud en términos de py, ..., 1y

de acuerdo al Teorema 1.23 estdn dados por:

fi= Xu,
y la funcién de verosimilitud maximizando respecto a los vectores de medias es
A A g n 1 -\t . -
L (P B 5 Xy X)) = Epmm % exp {"EJ,Z_; (Xy— %) =71 (xy- %)

|27 % exp {—g’tr (E_IIV)} ,

y siguiendo el Teorema 1.23 se tiene

A

= W

= %gg (Xij— )-{:) (X,-j— )_{,‘)L
= %Zg:n,-s,.

i=1

Mientras tanto bajo la hipStesis Hq U Ho; los estimadores de la funcién de verosimilitud

segiin el Teorema 1.23 tienen las siguientes expresiones:

o= X
A
X = S

El cociente de verosimilitudes generalizado para este contraste estd dado por:

supy, L (p1, ..y ig, T)
SUPH,UHa, L (/‘ll veers Hg,y Sy e Eg)

Az
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Ie., {lznwr% exp {—g S (= &) W (x- ) }}

e, {ms.-r%‘ exp {—g S (Y- _\".)’ ST (xu- %) }}

(W]~ % exp {—% LT, (.\',J— .\",)' -t (,\1,— .\*',.) }
915,17 F exp {—g S (X %) s (X \)}

Wi 3 exp{-2£}

1L, IS F exp { ~ 22}
ik

T
ST

Utilizando la distribucién asintdtica —2InA ~ \? se sabe

g
—2InAs = nln |7} — Zmlu |S:] ~ x2.

=1
El mimero de grados de libertad se obtiene del mimero de restricciones impuestas a los
pardmetros bajo la hipétesis nula. El cual corresponde a (g — 1) restricciones impuestas en
la matriz de covarianzas por el mimero de pardmetros libres en cada una de las matrices,
es decir, 1p (p + 1)siendo éstos:
1
s=z(g—pp+1),
grados de libertad, por lo tanto

g
—2InA; = nln{I¥| - 3" niln|S,

=1

tiene una distribucién asintética x?. Si
Az = nin|W| - Zg:n.- In|Si,
=1
la regidn de rechazo para esta hipétesis toma la expresién
Co={X: 221},

donde v es el cuantil (1 — o) de la distribucién x* con s = 1 (g — 1)p(p+1) grados de
libertad.
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1.6.3 Igualdad de Medias Condicionada a Matrices de Covarian-
zas.

El siguiente juego de hipdtesis a contrastar es:
Hy : p,=pi, dadoque &;, =5, Vi, bk =1,...,9.
[AR
H3y @ p; 5 e, dado que X; = X para al menos una :.
En donde la funcién de verosimilitud de los pardmetros estd dada como:

_n 1 g i B '
L {(ttiy s g, T X, ooy X) = (27 xexp{~§ZjZ<.x,, ~ i)'z ‘(Xu-—m)}-

i=1 j=1
La muestra bajo la hipdtesis H; proviene de la poblacién normal N, (x, ), y segin el
Teorema 1.23 se deduce que los estimadores correspondientes a la media y a la matriz de

covarianzas estdn dados por:

p= x=1ly%x
A== Ay

i=1 j=1

A 13 & - . S\ ¢
B - 71330 (%) (vum £

i=1 j=
Mientras tanto la muestra bajo H3l Hj |, proviene de una poblacién N (g, £) y de acuerdo

al Teorema 1.23 el estimador méximo verosimil para la media estd dado por:
A o
=X

]

Por lo que la funcién de verosimilitud estd dada por:

I”I]Z#«Sr%‘ exp {—% i (4\’.',"‘ /\_’) S_I (Xij— X)‘}
j=1

i=]1

2781~ % exp {——;trE"H"} s

[}

LRy, By, B X, Xy )

y por el Teorema 1.23 se sigue que

B = 13055 (w0 %) (K- )’
1 =1 j=1
= W

1E
= ; ;nis,'.
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Siguiendo las expresiones de los estimadores méximo verosimiles bajo cada una de las

hipétesis, el cociente de verosimilitud es
ny A\t _
v, [lznﬂ‘ * exp {—% 7, (X,J— \) -1 (X,,— X)}]

122~ ¥ exp {—z2}
27117 F exp { -2}
[Eatd
1%

As

_wE
= |5 -
En donde la regién de rechazo es el conjunto definido como:

c {A3] As < 6}

{A3= v 55}.

La distribucién de A3 puede encontrarse haciendo el desarrollo siguiente sobre la matriz T :

if

n,

g

= };; (x5 %) (- %)

1 }; ; (K- Tot = %) (X Ko = %)’

13055 (o 1) (% £)' 4 £ 30 (- %) (- R)
=1 j=1 pry

T

I

It

Recordando que la matriz 1’ tiene la expresién
1 Ed n, - _ N
w==3"3(xy- &) (Xu= %)
i=1 j=1

y si se define la matriz B como:

B

fl

LS n (- %) (- %)

i=1
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se obtiene entonces la igualdad
T=W+B.
De esta manera el cociente de verosimilitudes tiene la siguiente expresién:

[V]

A=y Er

(1.10)

Se probard que las matrices 1V y B tienen asociada una distribucién Wishart con sus
parametros respectivos, y para cllo definase nna matriz X! = (x4, ...,X;) que contenga
la informacién sobre cada muestra y en la que cada componente X; de X es una matriz
de dimensién (n, x p) que estd asociada a la i — ésirna poblacién. Construyamos ademds
un vector 1; de dimensién {n x 1) formado por unos en la i — ésima poblacién y ceros en
otro lado y una matriz I« n) = diag (1,) obteniéndose con estas definiciones los siguientes
resultados:

g
L = > L.

r:l
I = > L

i=1

Ya que la matriz n1V es una forma cuadrética, puede expresarse como nW = X*M X,
en donde la matriz Af; puede obtenerse con base en la relacién nW = 377, n;S;, donde la

componente S; es la matriz de covarianzas del ¢ — ésimno grupo de poblaciones.
Entonces si se considera el resultado del Teorema A.14 puede definirse una matriz H;
con la siguiente expresién:
1
H, =1 - —11,
n,
cumpliéndose V ¢ = 1, ..., g, lo cual conduce a expresar n;S; como:
n S = X'H: X
y consecuentemente la matriz AM; queda expresada como:
g
My = 2 H;.
i=1

De acuerdo al Teorema 1.26 se debe probar que M; es idempotente y que Myl =0.



1. A, es idempotente.

Demostracién.

para el primer sumando

i H,H,
i=1

I

para el segundo sumando

S

i)
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MMy = i H.H, + i H.Hy,
i=1 i#7

9
1 1
> (I. - -—1,1:) (1. - —1.»1:)
= n; n;
g
3 (1. R TR ST igm:m:)
pray n; n, n?
9
1 1 1
; (A - ?.-1‘1: — L+ il (141,) 1:)
g
3 (1. - il.lf - -1—1,1: + im:)
purt n; n; n;
g
1
> (1.. - _1..1:)
n;

I
IR w
N
~
[
=
S
Ve
o
!
S|
~
&
s
e
g

= 0.

Finalmente puede concluirse que la matriz Af; es idempotente.O

2. Milaaq =0,

Demostracién.

9
M, = (ZH*) Inxa
i=1

i

v 7
DIDP /5 Bl N P31 FIO
i=1 =1 ™

= 1l,—-1,

0.
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Ya que M, es idempotente su rango coincide con la traza, entonces se obtienen los
grados de libertad como:

(M)

i

tr (M)
g

= ZtrH,»

i=1

= g" (1. - ;71:1,15)
- E(-8)

i=1
= n-1

Por lo tanto nW ~ W, (Z,n—1).0

Obsérvese que la matriz nB toma la siguiente expresién:

nB = in, (4\-’( - ,‘-(') (’2: - i’)‘
i=1
= Sm K& - XX
i=1

Tomando C; = ;‘_-l,vlf - "lqll', asociada a la i — ésima poblacién parai = 1, ..., g, se puede
definir

Xex = Lxarx - Lxarx.
n ng

Andlogamente la forma cuadratica de nB es ignal a la suma de 39, X'C, X y la matriz
Afy coincide con 3%, Cy, basindose en estas expresiones se puede escribir a nB como:
Considerando el resultado del Teorema 1.26, debe probarse que A5 es idemnpotente y A1 =
0; las cuales son semejantes al caso de la matriz n1¥ por lo cual se omite su demostracién,
¥y como conchisién se obtiene que nB ~ 11, (X, g — 1) en cuyo caso sélo debe obtenerse el
nimero de grados de libertad asociados a esta distribucion, lo que no es mas que demostrar
r(M2) =g — 1, es decir

(M) = tr{Afy)
9

trZCi

i=1
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I

11‘)

Ztr

i=1

(—-1 18—

Por lo tanto nB ~ 1,(Z,9 - 1).

Por 1iltimo se debe demostrar que n1V y nB tienen una distribucién independiente, por

lo cual de acuerdo al Teorema 1.21 debe cumplirse que A1 AL = 0.

M Mo

(%) ()

[—ii—ll'
7 ™ e

)

g
1 t L t
) (Z ;1,1, —-=u

7=1

g
1 1
= 3 -t - s —ZZ-—] 141,15 +Z—-1 11
=1 n =1 j=1 =1
1 1 1
= —1,1¢ ——11‘—2—1, —11‘
j=1 T 7om perlle]
= 00

De la Definicién 1.13 ¥ suponiendo que n. > p+g bajo la hipétesis Hj se puede expresar

la ecuacién (1.10) como:

Az =T+ 1Wigf"

~Alp,n—g,9~-1).

Por lo tanto, la regién de rechazo toma la expresion:

Cs

Donde A es el cuantil (1 — a)
grados de libertad.

{1\3 1Az < /\}
{Aa=1+w1B <0}

asociado a la distribucién A de Wilks con (p,n ~g,9 —~ 1)



Capitulo 2

ANALISIS DE COMPONENTES
PRINCIPALES

En ocasiones si se observa un conjunto de p variables que estdn correlacionadas es necesario
transformarias en un conjunto con menor mimero de variables no correlacionadas llamadas
Componentes Principales, que guardan la informacion relevante de la muestra. El Anilisis
de Componentes Principales (A4.C.P.), transforma las variables originales en un conjunto
de combinaciones lineales tal que estas acuumulen la mayor proporcion de varianza del
conjunto original. Esta transformacién es de hecho una rotacién ortogonal en un espacio
de p dimensiones.

El objetivo principal de este Andlisis es tomar sélo algnnos componentes, de tal manera
que estos acumulen una proporcién significativa de la varianza del conjunto original. Si
esto puede hacerse entonces se concluye que la dimensién puede reducirse.

El A.C.P. es una técnica matemadtica que no requicre de ningiin modelo estadistico. En
particular, ningiin supuesto se hace inicialmente acerca de la distribucién de probabilidad
de las variables originales,

Sin embargo si se supone que la poblacién tiene una distribucién normal, la muestra
observada podrd ser utilizada para realizar inferencias estadisticas a partir de pruebas de

hipétesis que contribuyan a conocer la estructura de la poblacién original.

53
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2.1 Definicion y Propiedades de los Componentes Prin-

cipales en la Poblacién

En esta Seccion se da la expresion matemadtica que define a los componentes principales
asi como las propiedades que dichos componentes satisfacen. Estos resultados consideran
una muestra de n individuos a los cuales se les denota por XX, donde cada uno de estos
individuos tiene asociadas p caracteristicas sobre las cuales estd basado el A.C.P., esta

muestra puede agruparse en una matriz X de dimensién n x p con la forma

Xy X2 - Xy, o X

Xog Nop o0 Xy o0 Xy

X = _ _ : n individuos. (2.11)
Xo Ne oo Xy oo X
Nup Naz 0 Xy o0 Xy

Adicionalmente se puede suponer que cada individuo X, tiene vector de medias y matriz

de covarianzas totalmente definidos y que estdn dados por

Hi1 Ty T2 Oy
H2 021 O32 -+ T

=1 v L= . . . (2.12)
Hp Tpt Tp2 cc Tpp

2.1.1 Componentes Principales Basados en la Matriz de Cova-
rianzas Poblacional
Si la matriz de covarianzas asociada a un vector aleatorio X es conocida, la transformacién

que lleva a esta variable a su correspondiente vector ¥ de componentes principales estd

dada en la siguiente definicién:
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Definicién 2.1 Si X es un vector aleatorio con media u y matriz de covarianzas T, en-

tonces la transformacidn de los componentes principales es la transformacidn
XY =T(X~-yu), (2.13)

donde I es una matriz ortagonal, T'ST" = A es una matriz diagonal de los valores propios

de la matriz £, los cuales cumplen que Ay > ... > A, > 0; estos valores son estrictamente
positivos si la matriz ¥ > 0.

El j — ésimo componente principal de X estd definido como el j — ésimo elemento del
vector Y, cuya expresion es la siguiente:

Y; = FEJ)(X — ).

donde I'y;) es la j — ésima columna de T, y es lamado el j — ésimo vector correspondiente

al j — ésimo componente principal.

Teorema 2.1 S7 X es un vector de pardmetros u y £, donde la matriz £ puede descompo-

nerse como X =TAl con I’ =1, y Y = I' (X — p) entonces se satisfacen las siguientes
P

propiedades:

1 E(¥;))=0 V¥

Al

2 V)
L VMY .2V (Y20
4TI, V(¥) =t

5. By V(%) = 151

Demostracion



E(Y;) =BTty (X - p)
= B(r}x) - B (Thym)
=T B (X) = Tiyu
=0.0
Teorema 2.2
V) =V(H(X ~4)
=V (I'X)
=DV (X)T
=['TAD'T
=AO

1. Se sigue de la Definicidn 2.1 y del inciso anterior. I

2.

or(CATY)
= tr (['TA)
= tr(A)

=>"N
i=1

= >vw.o

=1

tr () .

=l jrATY|
ITHIAL T
[Tr] 1A

1A}
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»
= II»

J=1

[Ivy. o

i=1

[

Definicién 2.2 Una combinacidn lineal estdndarizada (CLE) de X € RP se define como:
Y =a‘X.
donde ata = 1.

Teorema 2.3 SeaY = a'X una CLE de X, donde E(X) = p y V(X) =X 20, entonces
V(Y) < A donde la descomposicion espectral de la matriz £ se define por & = A",
A = diag (A1,..., Ap), T'T = I, y se satisface que Ay = Az = +-+ 2 A,. Adicionalmente
v (TiX) =

Demostracién.

Como las colurnnas de T son linealmente independientes, se puede escribir
a ="Tb,

con bt = (by,...,bp)

a = (CayD)d
P

= Y uly.
i=1
Por la Definicidn 2.2 se sabe que
1 =ata
= (['b)* (T'b)
= b*b.
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Por lo que la V (Y') toma la expresion:

V (e'X)
= a'V(X)a
= b'Ab

= zp:b_?/\j.

=t

V()

Entonces la V (Y) se mazimiza si

y con esto
a =Tb

=TLq-

Finalmente la V' (¥) se calcula como:
V(Y) =TH)Alq)

= A,.0
Teorema 2.4 S5i Y = a'X es una CLE, la cual estd no correlacionada con los primeros
k componentes principales de X, definidos por:

Y = I‘fj) (X ~u)j=1,.,k
Entonces V (Y') se marimiza si a = Dy,
Demostracidn.

Dado que las columnas de I" son linealmente independientes, se puede escribir

a="T},
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donde b'b = 1, utilizando este resultado se tiene
0 = CY\Tj (X —n) (2.14)
= C(@'X,T,X)
= G‘C(X,X)P(J-)
= a'TAT'T;
= BADT.
Dado que
Ta
Tea
. Ty = e,
)
se puede escribir la ecuacidn (2.14) como:
BAeg =0
biA; = 0.
Aqut se puede suponer que \; > 0V j = 1,..,k, ya que en el momento en que alguna
A; = 0, esto implicaria que las A\, =0V r# j, r=j,..,p
Esto implica que
b;=0 j=1,.,k

Por el desarrallo de la demostracién del Teorema 2.3 se cumple que

r
V) = Z 623,
J=1

= z,: B,

F=k+1

Por lo tanto, V (Y') se maximniza si b; = ex41), entonces
a = I'b

= lew4

[

Lk



60

Entonces

V)

V (TeanyX)
= kau)zr(kﬂ)
= efinfegsn

= Ay1.00

2.1.2 Analisis de Componentes Principales con Base en la Matriz

de Correlacién Poblacional

Si las variables bajo estudio estdn medidas en unidades diferentes es recomendable aplicarles
una estandarizacién para que los efectos de la escala no influyan en la determinacién de
los componentes principales. Dicha estandarizacién supone que la matriz X, ., dada por
(2.11), tiene asociado un vector de medias y una matriz de covarianzas como en (2.12) de
modo que la estandarizacidn para la j — ésima variable del elemento X, toma la expresién
5o Koo v
T3

Sea A = diag¥, entonces la ecuacién anterior puede escribirse en forma matricial como
~ Ny
zZ=(a) x-w,

y se sigue claramente que £ (2) =0,y

v (2)

v [(A%)_l x - y)]
(a1) "5 (o1)

= p

En donde p denota la matriz de correlacién poblacional que puede descomponerse como
P <AL y las columnas de la matriz " son los vectores propios de p, los cuales son
ortogonales. Por lo tanto, la transformacién que define a los componentes principales estd

dada por:
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V(YY)

I
<
v~
P
N?
~

22

> 3

2.2 Componentes Principales Generados a partir de

una Muestra

Generalmente la matriz de covarianzas £ es desconocida pero puede ser estimada mediante
la muestra observada. En esta Seccién se analizardn los componentes principales que son
generados de la matriz de covarianzas y de la matriz de correlacién. En ambos casos
se supone que los valores de las p variables X,..., X, que son obtenidos de una muestra
observada de n individuos, se concentran en una matriz X de dimensién n x p con la misma

forma que la dada en la ecuacién (2.11).

2.2.1 Analisis de Componentes Principales Basado en la Matriz

de Covarianzas

Dado que en este punto la matriz de covarianzas es desconocida, el A.C.P. se basa en una

matriz de covarianzas muestral Sy donde:
_ 1 <&
X,= ;’-ZX., con j=1,..,p,
i=1
es la media de los valores observados para la j — ésima variable sobre los n individuos, y
1 <& - — A\t
S = > g (X.'j— Xj) (Xik" ch) .

es la covarianza muestral entre las variables X; y X;. De modo que Sx = {Sj:} es la

matriz de covarianzas de las p variables.
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Definicidn 2.8 Sea U una matriz ortogonal cuyos elementos en la diagonal son positivos
y tales que
UtSxU =A .

y UU = I, donde Ay, ..., A, son los valores propios ordenados y que estdn asociados a la
matriz Sx. La transformacién de los componentes principales de un vector X € RP estd
definida como:

Vot = Ut (X= %),

en donde la i — ésima nueva observacion estd dada por:
Vo= Ut (- £)i=1m
La media muestral de estas nuevas observaciones estd dada como:
1
¥ = =3V
n i=1
1 -
—_ t X:i— X\
n ; v (\' '\)
Ly (x- %)
n “hy Fa

=1
= 0,

Il

y la matriz de covarianzas muestral Sy- puede definirse por:

—.l" —_V ’._"
Sy = 1(Y, v) (v-¥)',

n 4
i=

= 13v (- %) (- X)'w,
UtSxU,
= L.
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En forma matricial las nuevas observaciones pueden escribirse de la forma siguiente:
Y¢
Yl
Yoaxp = .2
Yi
-\t
(X 1— X )
-\t
(- 2)

(X..—: %)’

En donde el j — ésimo elemento de Y;, dado por Yj; representa el puntaje del j — ésimo

U.

componente sobre el i — ésimo individuo. De tal forma que en términos de este individuo

se puede escribir la transformacién del componente principal como

Y, =U¢, (X.— ,\-’) con i=1,..,n ¥

2.2.2 Componentes Principales Generados Mediante Variables

Estandarizadas

En esta Seccion se considera un andlisis similar al de la Seccidn (2.1.2), donde se supone que
las variables bajo estudio estdn medidas en unidades sumamente diferentes y que los efectos
de la escala puedan influir en la composicién o derivacién de los Componentes Principales.
La estandarizacién se aplica a una matriz X, ., dada en (2.11), y que tiene asociado un

vector de medias X« y una matriz de covarianzas dados por

N1 S11 8512 Sip
- X2 S21 S22 S2p
X= . y Sx= . .

Xp Spt Sp2 't Spp

La estandarizacién de la matriz X queda establecida en la siguiente relacién

Z = (D%)_l (X— 5:) , donde X € ®*
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donde la matriz D = diagSx y Z tiene media cero y varianza
1 ~
v [(D%) (x- \’)]

ORTION
= R.

v(2)

En donde R denota a la matriz de correlacién muestral, cuya descomposicion espectral se
define como R =l/LU*. Finalmente la transformacién por la que se obtienen los compo-

nentes principales estd dada por
Y =U*' Z,

vl(;'z)

‘RU

y varianza
VvV (Y)

=U
=

2.2.3 Estructura de Correlacidn.

Examinese ahora la correlacién entre el punto X y el vector de componentes principales
¥, definido como en la ecuacién (2.13). La covarianza entre el punto X y la variable ¥V se

calcula como:
C(X,Y) =C(X,T"(X —p))

=C (X, I'"'X)
=C{(X, XT)
=vX)r

= [AT
=TA.

Entonces la covarianza entre X y Y; estd dada como:

C (X, Y5) = [iA;.
Ahora si se define a la V (X) = £ = {04}, k,j = 1,...,p y A la matriz diagonal de las
varianzas de Y, la correlacién entre las variables X y Y; se obtiene como:

VY

T o
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Trj /A5
Nz

Entonces se dice que la proporcién de variabilidad explicada de X por la componente
Y; es rZ;, donde

2 N
2 Fk} ’\J
T = ———.

Okk
Ya que los elementos de Y son no correlacionados, cualquier subconjunto 7 de componentes

principales explica una proporcién

I

2
Ky

jel

1 2
= .__2 A L3
Tk o 7T kj

"4
Tkr

de la variacién de X. El denominador de esta iiltima expresién representa la variacién
de Xi que va a ser explicada, y el numerador proporciona la variacién acumulada por el
conjunto /. Cuando I incluye todos los componentes principales, la proporcién acumulada
es légicamente uno.

La proporcién de X; explicada por Y; con j € I puede concentrarse en la siguiente
Tabla 1

2 -
vl %
2
X, N N
T}, o

Agli2 Ap(xflq

Xy 22 ... 22
22 o

X, |20 )] el
P | “omp Sop

Tabla 1 . Estructura de correlacién

2.2.4 Algunas Propiedades sobre los Componentes Principales

Las propiedades méds importantes de los Componentes Principales estan dadas en el Teo-
rema 2.1 y en la Definicidn 2.1. En esta Seccién se analizardn algunas propiedades que son
de gran ayuda para interpretar los resultados obtenidos.
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Componentes principales bajo cambios de escala de las variables. Los com-

ponentes principales de un vector aleatorio no son invariantes respecto a la escala.

La media de las nuevas observaciones. Si se define a .Y’ como 1a media muestral
de las observaciones originales y se utiliza la matriz de covarianzas muestral Sy,

entonces la transformacion general es:
v =u'(X-X),

donde esta transformacién consta de una translacién seguida de nna rotacién; para
la cnal la media de los componentes principales es igual a cero.

Si U denota la matriz de los vectores propios asociada a la matriz de correlacién
R, entonces dicha transformacién sélo puede ser usada después de estandarizar las

variables (X— (() de tal suerte que cada variable tenga varianza unnitaria.

Proporcidén de variabilidad explicada. El cociente
Iy
2ot
Z;’:I ’\j
representa la proporcién de variabilidad explicada por los primeros k& componentes

principales.

Valores propios iguales a cero. Esto ocurre cuando algunas de las variables
originales son linealmente dependientes, entonces algunos de los valores propios de
¥ son iguales a cero. Por el corolario A.3 se sabe que la dimensidn del espacio que
conticne a las observaciones es igual al rango de la matriz Z, v éste estd dado por

(» — q) donde g representa el miimero de valores propios iguales a cero.

. El rango de la matriz X. Si la matriz de covarianzas de la muestra X, ., es de

rango &k < p, entonces la variabilidad de X puede ser explicada totalmente por los

primeros X componentes principales.

Valores propios repetidos. En algunas ocasiones los valores propios de % son

iguales y si ocurre que
Agrr = = A = A,
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entonces se dice que la raiz A es de multiplicidad k4. Los vectores propios corres-
pondientes a las raices miiltiples no son iinicos y sus correspondientes componentes

tendrén la misma varianza.

2.3 Interpretacién Geométrica de los Componentes

Principales bajo Normalidad de las Observaciones

En la Seccién 1.2.1 del Capitulo 1, se mencioné que la funcién de densidad de un vector

X € R puede escribirse como:
. - 1 . 1y
fx (X) = foxg| %exp{_;(,\ - w X —u)},

siempre que X ~ N, (4, £), > 0.
Nétese que ]2#.‘3[_% es una constante que no depende del vector X y ademsds que la
forma cuadritica
(X - T (X —p) =g (2.15)
define un elipsoide en un espacio de dimensién p. Se genera una familia de estos elipsoides
haciendo variar la constante c.

Obsérvese que la matriz & es definida positiva entonces por el Corolario A.6 se sigue '
que £7! también lo es y se puede utilizar el Teorema A.10 para descomponer esta matriz

como:
Bl = UATIUL.

La ecuacién (2.15) puede reescribirse como:
(X ~ ) UL (X —p) =c, {2.16)

¥ los ejes principales de este elipsoide son simplemente los vectores propios de la matriz X.
Tomando Y = U* (X — u), la ecuacidn (2.16) puede escribirse de la siguiente manera:

Y!A“'Y =g,
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£
PViake

j=1

La magnitud del j — ésimo eje principal estd dado por:

Y; = e

Ejemplo 2.1 Encontrar la elipse del 95% de concentracidn para un vector aleatorio Xt =

(X4, X2), con distribucidn Normal bivariada, de pardmetros

(2) » =00
o= y L= . (2.17)
12 5 9

La forma distribucional del vector X estd dada como:

- 1
Froa or) = 2a5dexp { 3 (X = P 57 (X =} (2.18)
donde la descomposicidn espectral de la matriz de covarianzas es:

T = UAUY,

U 0.525731  0.850651 A 12.0902 0
= y = .
0.850651 —0.525731 0 0.90983

Entonces la forma cuadrdtica del exponente en (2.17) es

t
X, +4 Xy +4
5 = ! UATW! ! (2.19)
X, —12 Xo - 12
t
X, +4 0.525731 0.850651 A 0.525731 0.850651
Xe — 12 0.850651 —0.525731 0.8506561 —0.525731

t -1
~ [ 0.525731 (X; -+ 4) + 0.850651 (X; — 12) } ( 12.0902 0 )

con

0.850651 (X + 4) — 0.525731 (X, — 12) 0 0.90983

. | 0525731 (X, + 4) + 0.850651 (X, — 12)
0.850651 (X; + 4) — 0.525731 (X; — 12) |’
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y las curvas de nivel definen elipses de concentracidn en un espacio de dos dimensiones.
Si se define un vector Y* = (Y1, Y2) = (X — u)' U la forma cuadrdtica (2.19) se simplifica
como

§=Y!ATY.
Entonces para encontrar la elipse de concentracién del 95% se debe calcular

PYA-'Y < 6]

2
Y
P[er6] = 0.95,

j=1 "

0.95

donde § = 5.99 es el cuantil 0.95 de una x* con dos grados de libertad.

Finalmente las intersecciones con los nuevos ejes coordenados estdn dados haciendo

Yi = 0 lo cual implica que Y2 = ' /A8 = © \/{0.00083) 5.09 = 2.3345

Y2 = 0 lo cual implica que Y1 = 1'\//\,6 = 1- (12.09021) 5.99 = 8.5100,

por lo tanto la magnitud del primer eje principal es Y7 = 8.5100, mientras que la mag-
nitud correspondiente al sequndo eje principal es Yo = 2.3345. Grdficamente la elipse de

concentracién en dos dimensiones se observa como:

]
L e i I R s ]

Figura 1. Elipse de concentracion del 95% para la normal bivariada de pardmetros
definidos en (2.17).
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2.4 Inferencia sobre los Componentes Principales

2.4.1 Estimacién Maximo Verosimil para Datos Normales

La distribucién de una muestra pequeiia de valores v vectores propios de una matriz de
covarianzas S, es extremadamente complicada atin cuando no exista correlacién. Una de
las razones, es por que los valores propios son Munciones no racionales de los elementos de

S.

Sin embargo para una muestra grande los resultados son conocidos, y algunas de las
propiedades usuales de la muestra de componentes principales para datos normales estdn

contenidos en los resultados de méaxima verosimilitud que a continuacién se citan.

Teorema 2.5 Para datos normales cuando los valores propios de £ son distintos, los com-
ponentes principales y valores propios muestrales, son los estimadores mdzrimo verosimiles

de los pardmetros poblacionales correspondientes.

Demostracidn. Se sigue de la propiedad de invarianza de los estimadores mdzrimo

verosimiles.

Teorema 2.6 Para datos normales, cuando k > 1, los valores propios de I son igudles y

toman un valor comin X, se cumple que

. ~ . T Y 3 . 24 .
1. El estimador mdzrimo verosimil de \ es I, la media aritmética tral correspondiente

a los vectores propios con X\ comiin.

2. Los vectores propios muestrales correspondientes a X, son estimadores mdzimo verosimiles,

sin embargo no son inicos.

Demaostracion. Ver Anderson (1984).

Teorema 2.7 Sea ¥ una matriz definida positiva con valores propios distintos y sean M~

W (2, m) y W =m™IM . Considérese la descomposicidn espectral & = ATt y W = GLG*
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y sean Y = diag (A) y ® = diag(L). Entonces las siguientes dzstnbuczones asintdtica se

satisfacen siempre que m ~— co.

1. ®~N, (T, % , esto es, los valores propios de W son asintéticamente normales,
insesgados e independientes.

2. 95y~ Np (F(g), &) , donde

=N JZ#‘ (A W )F(I)F(J)’

Con Iy el vector correspondiente a la i — ésima columna de la matriz T. Los vectores

propios de W son asintdticamente normales e insesgados, con matriz de covarianza
: . Vi
asintdtica 3.
. La covarianza entre el r-ésimo elemento de g (i) y el t-ésimo elemento de g (j) es

AN Y
m (/\. i )\j)2 ’

4. Los elementos de L son asintdticamente independientes de los elementos de G.

Demostracidn. Ver Mardia (1984)

Teorema 2.8 Sea ): el estimador mdzimo veroszmzl para E basado en una muestra de
tamario n, de una poblacién N (u,T}. Sean ,\—- ()\1, ,\p) ¥y A= (),.. ,,) , en donde

)\,' Yy N son los valores propios de 5_‘. y S respectivamente. Sea A = diag (A1, ..., Ap}, entonces
N

s$i L > 0 y todos los valores propios son distintos, i.e., Ay > -+ > Ap >0, vVn—1 (A —A)

se distribuye asintdticamente como una N (0,2A%).

Demostracidn. Ver Girshick (1939).

Teorema 2.9 Sean las mismas definiciones y condiciones que en el Teorema 2.8, sean

A A
ademds ¥ y v los vectores propios normalizados de T y £ respectivamente.

i
;
i
t
)
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Entonces /n — 1 (”y\. —'y,—) i =1,..., p se distribuye asintdticamente como una N (0, L,),

donde
Li =X Z 2'7(1)'7(1)

J= lJ#l

Demostracion. Girshick (1939).

2.4.2 Intervalo de Confianza para un Valor Propio

Como consecuencia de la Teorfa anterior puede construirse un intervalo de confianza para

algiin \;, que hable de la dispersién de este valor; dicho intervalo puede obtenerse haciendo

el siguiente desarrollo:

A
Por el Teorema 2.8 la expresion vVn — 1 (,\, —-)\J) sigue asintSticamente (=) una dis-

tribucién N (0,2A?) j = 1, ..., p. Estandarizando se obtiene:
3) J 12

A
vn -1 (/\] —/\J)

N(0,1),
vere O,1)

esta expresién es una cantidad pivotal con la que puede obtenerse el intervalo deseado,

mediante la siguiente probabilidad
I
vin—1 (A, —/\J)
V2);

VATT ff,—a,!

Plz < <z =01-a),

<z| =(1-a),

A
21\/§<\/n—1%—\/n—1<z-z\/§ =(1—-a),
j

A
z,\/§+\/n—1<\/n—1?\l<zz\/.2.+\/n—1 =(1—a),. .
v

S A T S T
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had A
Zlv/§ /\]' 2z 2
—_——=t 1l <2< +1| =(1—
vn-1 Aj n—1 ( )
<
Aj 1
1,2<7l< — | =(l-a),
1+ ke /\j 1+vn—.l
-~
A A

=(l1-a),

Por lo tanto, el intervalo de confianza para A; al (1 — a) x 100% estd definido por:
A A

. AN 2.20)
3G T ‘

La longitud de este intervalo se minimiza, tomando z; = —z, donde z; es el cuantil
(1 — %) de una poblacién normal estdndar. Finalmente el intervalo resultante estd dado

por:

Para muestras grandes Anderson sugiere la siguiente relacién:
t Ay < ta

) A — Il» /\ - ) AT
S A 2N T s

(Ver Anderson, 1982 p.314).

2.4.3 Pruebas de Hipdtesis sobre los Componentes Principales

Con frecuencia se debe contar con un procedimiento para decidir cuando & componentes
principales incluyen la variacién que se considera importante de la matriz de observaciones
X. Claramente uno esperaria ignorar (p — k) componentes si sus correspondientes valores
propios son iguales a cero, pero esto ocurre sélo si la matriz £ asociada a la muestra es de
rango (p — k) ; i.c., (p — k) valores propios son iguales a cero; caso que generalmente en la

prdctica no ocurre.
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Una segunda alternativa seria hacer una prueba de hipétesis, en la que la proporcién
de variabilidad explicada por las & componentes sea menor que un cierto valor =. Otra
hipédtesis que puede probarse es cuando los iltimos (p — k) valores propios son iguales.
Esto implica que la variacién os ignal en todas las direcciones del espacio generado por
los \iltimos (p — k) vectores propios, esta situacion es denominada variacién isotrépica e
implica que si alguna componente es eliminada. entonces deben ser eliminadas todas las

restantes. Estas pruebas pueden realizarse suponiendo normalidad en la nmuestra original.

Proporcidén de Variacién Explicada por los Primeros k Componentes Principales

A A
Sean Ay, ..., Ap los valores propios de £ y Ay, ..., A, los valores propios muestrales de S. El

juego de hipdtesis a probar es el siguiente:

o Thab .
0 ! =,——=mwconk<p.
Zf:] ’\j
ns
H, : noH,.

A
Sea 7 el estimador muestral de 7, y por el teorema 2.8 se sabe que los elementos A; tienen
una distribucién normal asintética, y 7 tiene una distribucién normal (ver Mardia p.234)
con media 7 y varianza
2tr (22 2
v(7)= 2D (2 ger o), (2.21)
(n—1) (tr (2))
donde el mimero ¢ en {2.21) estd definido como:
k

=
2ha A

(2.22)

A
La estimacidén de la V () puede hacerse utilizando la matriz Sx y los p valores propios de
ésta, i.e.

\Ahe

A
=
A
ir (}3) =

[
[0
-
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Como consecuencia

v (7r)— 2:; E;sj ()S)) (w*-28x+3).
Entonces
AN (7r, v (9)) ) (2.23)

Alternativamente puede utilizarse un intervalo estandarizando la expresién (2.23), niismo

que tiene un nivel de confianza del (1 — a) x 100% y que se obtiene mediante el siguiente

desarrollo: N
(=)
et ~ N (0,1),
v (%)
calculando
N
(=)
Plz < <z|=01-a),
P A
\ V (ﬂ‘)
-~
P ( @) < Gom)<onfe () = a-a,
L
P (zl‘”" (;‘ — A< —w < 2/ V (7’!")— %) =(l-a),
<>
P (n\' —z9 V" (7’; <7 <n —z”/V(ﬁ\')) =1-a),
Si se define z; = —z, para minimizar la longitud del intervalo, esta definicién conduce a la

expresion final la cual estd dada por:

(% _mﬂm) : (2.21)

En donde z; es el cuantil (1 — %) de una normal estandar.

Prueba de Esfericidad

Esta prueba es usada para determinar el mimero de componentes principales que serdn
utilizados para describir el comportamiento de los datos. En ésta se desea probar que los
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tiltimos (p — k) valores propios son iguales, i.e., las1iltimas (p — k) componentes principales
tienen la misma varianza; esto significa que si se incluye una de ellas deben incluirse todas
las demés.

El juego de hipdtesis a probar estd dado por:

Ho @ Mg =--= A\,
vs
H, : noHy.

La estadistica de prueba se obtiene por el Método de la razén de verosimilitud, el cual tiene
asociada la siguiente expresion:
—-2InA =npla—In(g)—1],

donde la constante a se define como en (2.22). De acuerdo al Teorema A.5, a y g corres-
A
ponden a la media aritmética 3 geométrica de los valores propios de £~! S, donde 3] es el

estimador mdximo verosimil de £ bajo la hipdtesis nula. Sea

p N
Zj=k+1 /\J
ag = =——1+,
(p—F)
. ™. n A R A
que denota la media aritmética de los valores propios Ag.1,..., Ap asociados a T y
P
P A\ R
Y0 = H A ’
=k+1

la media geométrica. Por lo tanto, la estadistica de prueba es
~2InA = nplap —In(go) - 1] . (2.25)
En donde n es el tamafio de muestra y p es la dimensién, asf ~2InA en la ecuacién

(2.25) se distribuye como una x?Z, donde 7 es el mimero de grados de libertad . Siguiendo
la aproximacién de Bartlett, citada por Mardia (1982, p.236) la ecuacién (2.25) puede

2
(n - :‘1+—1-1-) (p - &)In (ﬂ) ~ 32, (2.26)
6 9o

donder =1(p—k+2)(p—k=-1).

escribirse como:
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2.4.4 Reglas de Corte

Ademds de las pruebas de hipétesis mencionadas anteriormente, existen “reglas” que a pesar
de ser subjetivas pueden ser de gran ayuda para determinar el mimero de componentes

principales ¢ue deben ser retenidos. Dichas “reglas de corte” son las siguientes:

1. Una forma practica de observar empiricamente la contribucién de varios componentes
principales (Cattell. 1966) es observar la grifica conocida en la literatura como “Scree
plot”, la cual consiste en graticar el valor propio A, contra j. Dicho diagrama puede in-
dicar claramente dénde terminan los valores propios grandes y en que punto empiezan
los valores pequeiios.

2. Incluir los componentes principales que en conjunto acumulen un 90% de la variacién
total.

3. (Kaisser) Excluir aquellos componentes cuyos valores propios sean menores que la

media, i.e., menores que la unidad si es que se ha utilizado 1a matriz de correlacién.

2.5 Ejemplos

Con el objetivo de ilustrar la Técnica de Componentes Principales, en esta Seccidn se
analizardn 2 Ejemplos: El primero de ellos con datos reales basado en los Irises de Fisher,
y el segundo con datos simulados mediante el paquete estadistico S-PLUS. En ambos casos

se utiliza el paquete STATISTICA version 4.5 para la obtencidén de los resultados.

Ejemplo 2.2 La muestra observada consta de tres tipos de flor de Iris, las cuales son: Iris
Setosa, Iris Virginica e Iris Versicolor. Para cada uno de estos tipos de flor se hicieron 50

observaciones y para cada observacidon se registrd 4 caracteristicas que son:

Largo del Sépalo  (Sepallen,SL)
Ancho del Sépalo  (Sepalund,S1V)
Largo del Pétalo  (Petallen,PL)
Ancho del Pétalo (Petalwid, P1V)
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¥ a cada una de ellas se les asignd una variable:

SL — X
SW — X,
PL — X3
PW — X4

Finalmente, la muestra se concentra en una matriz X de dimensidn 150 x 4, la cual se

aneza en el Apéndice B.
La matriz de correlacidn a la que se le denotard como R estd dada en la siguiente Tabla

AT
ela da a B Y

Casewise deletion of HMD
=150

Variable
[ SEPALLEN

.PETALUID:

Tabla 2. Matriz de correlacidn de los Irises.

Obsérvese de esta matriz que las variables que presentan una alta correlacién, son las
parejas (X, X3), (X1, X4) y (X3, X4). Esto significa que las flores con las proporciones
mds altas (mds pequerius) en la longitud de los pétalos también manifiesten las mayores

(menores) dimensiones en las variables ancho de pétalo y largo de sépalo.
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Correlations (IRISDAT.STA §v*150¢)

SEPALLEN

SEPALAND
_E]am__
P PETALLEN
-~ .,_.,ziaﬂu
e S8
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Figura 2. Grdfica de lus | variables de los Irises de Fisher.

Del Apéndice B se tiene que los vectores y valores propios asociados a la matriz de

correlacidn muestral estdn dados en la siguiente Tabla:

U, Us Us Us A
0.5211 | —0.3774 | —.7196 | 0.2613 | 2.9184
—.2693 | —0.9233 | 0.2.444 | —.1235 { 0.9140
« 0.5804 | —0.0245 | 0.1421 | —.8014 | 0.1467
0.5648 | —-0.0669 | 0.6343 | 0.5236 | 0.0207

Tabla 3. Vectores y valores propios para la muestra de Iris

donde los componentes principales con base en estos vectores estdn dados por:

Y1 = 0.5211X,; — 0.2693.X> + 0.5804 X3 + 0.5648X},
; Yy = —.3774X; — 0.9233.X2 — 0.0245X3 — 0.0669.X4,
) Yy = —.7196X; + 0.2444 X2 + 0.1421.X3 4 0.6343.X,,
v Y: = 0.2613X; — 0.1235X; — 0.8014.X3 + 0.5236 X 4.

La asimilacidn de la varianza para cada componente principal , asi como la varianza

acumulada queda comprendida en la Tabla 4.
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K

gc a - aa a o B
Extraction: Principal components

72.96245
..914030_  _22.85076

146757 . 3.66892 | 3.979285 i 99.4821
020715 . .51787 : 4.000000 ' 100.0000

2.918498 _ 72.9624
2528 95.8132

Tabla 4. Acumulacidon de la varianza de cada componente principal.

De la Tabla anterior se puede observar que es suficiente considerar sdlo 2 componentes

principales para explicar alrededor del 96% de la variacion total de los datos.

La grdfica de los 2 primeros componentes principales se muestra en la siguiente Figura

From: Factor Scores (risdat.sta)
Rotation: Unrotated

= ion: Principal p ..

]

Factor

Factor 1

Figura 3. Grdfica de la componente 2 vs 1 para los Irises.

En ésta, se aprecia que alrededor del primer componente principal (Factor 1) las obser-

vaciones tienen una mayor variabilidad y disminuye para la componente principal 2 (Factor

2).
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En la grdfica “Scree plot” , se aprecia que la pendiente que definen los segmentos de

recta se empieza a estabilizar a partir del valor propio e, lo cual nos hace pensar que es

suficiente retener dnicamente a los 2 primeros componentes principales.

35

Flot of Eigenvalues

Numbet of Eigenvalues

Figura 4. Gridfica de los valores propios para los Irises de Fisher.

Este hecho puede corroborarse si se analiza la estructura de correlacién (valores de v2)

que eziste entre cada uno de los componentes con cada una de las variables X;. Para ello

se observd la proporcion de variabilidad que es acumulada para cada X con respecto a

un subconjunto de componentes Y;. Dichos valores estdn concentrados en la Tabla 5 que a

continuacion se presenta:

Extraction:

Rotat

1on

Principal components
Unrotated

K7y

; 1tiplBE
| Variable !I AerHeat [ Fantores [AFAe piteied
g 792400 | 922599 598586 1.000000 ___B58512
{SEBATWID:[ 211731  .990919 _ .999684 1.000000  .524007 _
APETALLENT| .983182 - 983730 986694 ~ 1.000000 __.968012
EPETATVID:| 931164 935260 994321 _1,000000 37850

Tabla 5. Estructura de correlacion para los Irises.
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Ast se confirma que es suficiente tomar 2 componentes principales, ya que en conjunto
acumulan una proporcion de variacion aprorimadamente mayor al 90% sobre cada una de

las variables X;.

Hasta aqu. se tiene un andlisis descriptivo, adicionalmente se puede construir un inter-
valo de confianza para la proporeidn de varianze acumulada por los £ primeros componentes
principales y que indicarian entre qué valores fluctia esta proporcidn. Este intervalo se

construye utilizando el desarrollo presentado en la Seccidn 2.4.3 de este Capitulo.

El intervalo del 95% de confianza para la proporcién = acumulada por las dos primeras

componentes, estd dado por la siguiente exrpresion:

(% =~ JV (), 7 4097, [V (4)) :

en donde t es el cuantil de orden 0.975 de una normal estindar y

A\ _ 2tr (S?) 2 _
v (w) = oD G (7 — 2w +¢),

donde la constante c se define como en (2.22).

En este caso

7= 95.8132,
¢ = 0.9976,
n = 150,

$(097%) = 19599,
tr (5%) = 9.3750,

(tr8)? = 16,
v (A) = 70.7060,

Finalmente el intervalo de confianza para = = 95.8132 queda definido como:

(79.3324,100) .
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En otras palabras, aunque el punto estimado para los 2 primeros componentes principales
muestra que la variacion erplicada es aprorimadaimnente del 96%, el intervalo de confianza
indica que el verdadero valor de esta estimacion fluctia entre el 79% y el 100%. Aunque
el limite derecho resulta ser 112.2939 este valor se trunce en 100 ya gue es la proporcidn

mdzrima de varianza que puede ser explicada.

De los resultados anteriores se concluye que es suficiente considerar la aportacién de

los 2 primeros componentes principales.

Cabe mencionar que estos cdlculos fueron hechos tomando la cola completa de decimales
sin hacer ningun tipo de redondeo, pero para efectos prdcticos sélo se han considerado los

cuatro primeros decimales, estos cdlculos se encuentran recopilados en el Apéndice B.

Ejemplo 2.3 La simulacidn de los datos consiste de una muestra a la que se denotard por
X= (Xq), X)) de dimensidn (100 x 2), que fue generada de tal modo que su distribucién

sea normal bivariada de pardmetros

5 10 2
= , 5=
3 2 2

A esta muestra se le agregd una tercera componente X; de la forma
X3 =3X, -5Xa+¢,

donde el error fue generado en forma independiente como una normal estdndar de di-
mensién (100 x 1). Dendtese por X = (X’,X(a)) la matriz de la muestra total, cuya di-
mensidn asociada es (100 x 3).

El objetivo de este andlisis, es encontrar una transformacion tal que se pueda reducir la
dimension en la que la nube de datos de la matriz X se encuentra, con base en los criterios

citados en la Seccidn 2.4.

La matriz de correlacidn de X, dada en la Tabla 6 que a continuacidn se presenta:
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3 a a ke B
T AR Casevise deletion of MD
‘Continue:s; N=100 i

T T
Variable *?éﬁr@
1.00
45
75 ~.24 100

Tabla 6. Matriz de correlacidn para la muestra de la tabla B2.

Obsérvese que la correlacidn mds alta se encuentra c¢n la pareja (X, X3) con 0.75, lo
cual indica que erxiste una relacién lineal entre estas dos variables: este hecho no debe
parecer extrario ya que la variable X3 es una combinacién lineal de las componentes de X.

Grdficamente la relacion que guardan estas tres variables por parejas puede apreciarse en

la Figura 5

Data:CPEJ2STA 3v " 100¢

X1

X2
-uglaﬁﬂ--

x3
~-!ag-..

Figura 5. Matriz de Correlacién para las variables X de la muestra B2.

La dispersidn de los datos se puede apreciar conjuntamente en una grdfica en tres di-

mensiones que estd dada en la Figura 6

A Y i o 0 £

S AN
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Data: CPEJ2.STA 3v° 100c

Figura 6. Grdfica en tres dimensidnes de las variables X de la muestra B2.

En esta grdfica se aprecia la elongacidn de la nube de datos y se puede observar que
muy pocas observaciones estin dispersas. Lo anterior puede ser visto en una grdfica de dos

dimensiones

Data: CPEJ2STA 3v * 100c

N e s e N

X

Figura 7. Grdfica de las variables X, vs X para la muestra B2.
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La siguiente Tabla contiene a los vectores propios asociados a la matriz de correlacidn
muestral

Uy Uz Us Aj
-0.7374 | 0.1410} -.6605 | 1.7909
-0.2313 | 0.8660 ] 0.4432 | 1.2042
-0.6346 ) -.4796 | 0.6060 | 0.0048

Tabla 7. Vectores y valores propios para la muestra B2.

Con base en la Tabla anterior se obtienen las combinaciones lineales que definen a los tres

componentes principales, los cuales estdn dados por

Y1 = —.7374X; — 0.2313X; — 0.6346.X,,
Y2 = 0.1410X, + 0.8660.X7 — 0.4796.X73,
Ya = -—-.6605X, + 0.4432.X; + 0.6060X3,

Los valores propios de la matriz de correlacidn, asi como la varianza asociada a cada

uno de los componentes principales Y; con j = 1,2, 3, pueden observarse en la Tabla 8.

Extraction: Principal components

T T3 e TR
sEigenv @Yari % jé e R
1.790947 I 59.69825 1.790947 59.6982

1.204206 | 40.14021 2.995154 ' 99.8385
004846 . .16155 3.000000 100.0000

Tabla 8. Varianza por cada componente para la simulacidn B2.

En esta Tabla se aprecia que es suficiente retener los dos primeros componentes princi-
pales, ya que en conjunto acumulan el 99.8% de la varianza total, siendo posible entonces
eliminar la componente Y3, argumentando ademds que X3 es una variable que no aporta
informacidn nueva y que el ultimo valor propio es aproximadamente nulo. En otras pa-

labras, la presencia de la combinacidn lineal X3 provoca que la varianza asimilada por la
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componente Y; sea pobre. Esto también puede observarse en la grdfica denominada “Scree

plot” que a continuacidn se presenta:

Plot of Eigenvalues

0 1 2 3 4
Number of Eigenvalues

Figura 8: Grdfica de los valores propios de la matriz de correlacidn para la muestra de la
Tabla B2.

Se observa de la grdfica que la caida mds pronunciada se da en el segmento de recta
formado por el sequndo y tercer valor propio; lo cual nos induce a pensar que se puede
despreciar la tercera componente principal.

La estructura de correlacidn existente entre alguna variable X; (con j = 1,2,3) con

algin subconjunto de componentes principales, estd concentrade en la Tubla 9

.997886 .988931

.973920 1.000000
-095625 999048 1.000000 976720
721203998220 1000000~ 986876

Tabla 9. Estrusctura de correlacién para la muestra B2.




88

Ndtese de la Tabla anterior que la proporcidn de variabilided erplicada para cada una
de las X; por las dos primeras componentes Y),Y2 es aprozimadamente mayor al 99%, eso
significa que la informacién que guarda cada componente principal sobre cada variable X

es considerable.

Es suficiente retener sdlo dos componentes y con ellos conservar el 99.8% de la variabi-
lidad total en X. Esta reduccidn nos lleva a modelar la matriz X en sdlo dos dimensiones,

lo cual puede visualizarse de la siguiente maneru con base en los primeros dos componentes

From:Factor Scores (cpej2.sta}
Rotation: Uniotated
Extraction: Principal components
3
H
1 4
.
v 0 .
> :
4 .
2 H
*
-3
3 2 -t o 1 2 3
Al

Figura 9. Grdfica de los componentes Yz vs Y7 para la muestra B2.

Es bueno hacer notar que esta grdfica se parece mucho a la presentada en la Figura 7,
dado que la variable X3 ya no proporciona informacidn relevante en la muestra y puede ser

eliminada sin mayor problema.

Finalmente, se construye un intervalo del 95% confianza para A3, siguiendo el desarrollo
citado con anterioridad en la seccion 2.4.2. Este intervalo puede ser itil para conocer en
que rango estd el verdadero valor de Ay y asi poder decidir si la varianza de Y3 puede
despreciarse en el andlisis. Este intervalo se define por:

A .
A A
1+ 2 -

Vn=-1
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en donde g es el cuantil de orden 0.95 de una normal estdndar con base en la muestra se
obtiene

A

Aj= 0.0048,

q = 1.6448,
V39 = 9.9498.

Por lo tanto, el intervalo resultante para A3 estd dado como:
(0.0039, 0.0063) .

Concluyendo entonces que dicho valor propio aunque es diferenie de cero, es muy pequerio

para considerario en el andlisis y por lo tanto la varianza de Y; puede despreciarse.



Capitulo 3

Analisis Discriminante

El Anélisis Discriminante, es una técnica gque tiene por objetivo clasificar individuos en uno
v solo uno de los g grupos o poblaciones que se tiene como alternativas. La asignacién se
basa en los supnestos distribucionales que se hacen sobre la muestra observada como: Dis-
criminacién Normal, la cual supone que las poblaciones tiene distribucidn normal multiva-
riada; Discriminante Logistico. en donde se supone que la forma especitica de las densidades
es desconocida pero el logaritmo del cociente de las densidades es lineal en los pardmetros
asociados, Discriminante no Paramétrico, el cnal supone que la distribucién de la muestra

no es conocida y que debe ser estimada.

Es conveniente hacer notar que en este trabajo se unaliza por separado dos téenicas del
andlisis discriminante que son: Discriminacion Normal y Discriminacién no Paramétrica.
Para ambos casos se debe considerar g poblaciones o grupos que se denotarian por IT;
con i = 1,2,....g. Supdéngase que asociada a cada poblacidn IT, existe una funcién de
densidad f, (xr} en NP tal que el vector de observaciones .X de un individuo proveniente
de la poblacién IT, tiene f.d.p. f,(x). Entonces la finalidad del andlisis discriminante es

asignar un individuo con vector de atributos A" a uno » sélo une de esos g grupos con base

en sus p caracteristicas, por lo que de ahora en adelante se hard referencia indistintamente
al vector de caracteristicas .\ que al individuo, ya que sus atributos estdn contenidos en
este vector.

Claramente. es deseable considerar regias de asignacién que cometan los menos errores,

90
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en el sentido de ser mds precisos en la clasificacién. Desde el punto de vista matematico

una regla de asignacién puede establecerse como sigue

Definicién 3.1 Una regla discriminante corresponde a una divisidn del espacio P en re-
giones disjuntas (o mutuamente ercluyentes), Ry...., R, (U_|R; = R"), donde la regla
estd dada como:

asignar X' aIl, i X e R, coni=1,...,g.

La discriminacién es mds exacta en la medida en que II, tenga la mayor parte de su

probabilidad concentrada en R, para cada i.

Aunque en la prdactica es dificil encontrar casos en los que la f.d.p fi () es totalmente
conocida, una variante de uso comin de esta situacién ocurre cuando la forma funcional de
la f.d.p para cada publacion es conocida, pero existen parametros que deben ser estimados.
La estimacién estd basada en una matriz muestral X, ., cuyvos renglones estdn particionados
en g grupos.

X4

X2

X = R (3.27)
Xg

donde la matriz X; de n; X p representa una muestra de n, individuos de la poblacién ¥I;,
definida por:
X4

X = ! .
X!

n,

con i = 1,...,g. Nétese que los individuos estdn asignados en los renglones de la matriz X,

los cuales a su vez estdn agrupados en categorias.

3.1 Discriminacién Normal

La discriminacidn norma!. como se menciond anteriormente, se basa en el supuesto de

normalidad de la matriz X, es decir, se supone que cada una de las g poblaciones tienen



asociada una densidad normal multivariada. Si ademds se sabe que los pardmetros de la
f.d.p. fi(z) son conocidos para cada 7, entonces la discriminacién se centra en encontrar
una regla que maximice la funcién de verosimilitud. Cuando la f.d.p. es conocida pero sus
parametros deben ser estimados, estos se reemplazan por los estimadores maximo verosimil

y la técnica de nuevo maximiza la funcién de verosimilitud.

Bajo el supuesto de normalidad de las observaciones existen dos técnicas generales
conocidas como Discriminacién Lineal y Discriminacion Cuadritica. Dichas técnicas se
discuten a continuacién por separado para el caso de densidades totalmente conocidas y el

caso en que existen parametros que deben ser estimados.

3.1.1 Discriminacién Cuando las Poblaciones son Conocidas
Regla de Asignacién por Maxima Verosimilitud

Supéngase que cada una de las poblaciones I; se distribuyen como normales multivariadas,
es decir, si X proviene de IT;, entonces X ~ N (u;,3;). Seala f.d.p. del i — ésimo grupo
fi(z)y Li (z) = fi(z) la verosimilitud del vector de observaciones .X. La siguiente definicién
establece la forma de construir las regiones de clasificacién bajo el método de méaxima
verosimilitud.

Definicién 3.2 La regla discriminante de mdzima verosimilitud (r.d.m.v) que asigna una
observacidn X, en una de las poblaciones I1,, ..., I, consiste en asignar X a la poblacién
que tiene la verosimilitud mds grande.

Es decir, la r.d.m.v dice que se debe asignar X a IT; si:

L;(z) = max Ly (x).

En otras palabras se debe encontrar 1a poblacién IL; que maximice la verosimilitud del

vector X, por lo que las regiones de clasificacién pueden escribirse en este caso como -
Ri={XeRP|Li(z) = Le(z) k=1,..,9},

parai=1,..,9.
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Discriminacidn Lineal. En este apartado se considera que las matrices de covarianzas
T es comun para las g poblaciones, es decir, cada muestra X; se distribuye normal de

pardmetros yu; y X para todo indice i =1, ..., 9.
Teorema 3.1 En el caso en el que I1; tiene asociada una densidad N (p;, T) , de pardmetros
conocidos la regla de asignacidn mdzimo verosimil asigna X a 1l; si
1 .
PL () =d} (X - E[.L,) coni=1,..,g, (3.28)
donde PL; (X) =max PL; (X). PL denotard al puntaje lineal.
i

Demostracidn.
Mazimizar la funcidn de verosimilitud L; (x), es igual a mazimizar la expresidn
2| exp {3 (X — )t 57 (X =}
y es equivalente a maximizar la expresion
~3 (X = ) 57 (X — ), (3.29)
Desarrollando la forma cuadrdtica (3.29), se obtiene la equivalencia a mazimizar
uiEmIxX — %/152"/.;;,

donde -—%X‘E"‘X no depende de i. Si se define a; = £y, la ecuacidn anterior se puede

. 1
at (,\ - 5;1,-) .

Entonces la regla de asignacidn mdrimo verosimil asigna X a la poblacidn IT; si

PL;(x) =max {a; (X - é”*)} .0

De esta manera las regiones R; mutuamente excluyentes (o disjuntas con probabilidad

escribir como:

1), en las que se divide el espacio R? estan definidas por:

asignar X a IT; si X € Ry,
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donde
R.={X eRP|PL;(z) = PLc(z) VEk},
i=1,..,9y PL;(z) se define como en (3.28).
Si varias verosimilitudes tomardn el mismo valor médximo, entonces cualquiera de esas
verosimilitudes puede ser tomada. Este caso no es importante ya que desde el punto de

vista préctico la probabilidad de que dos verosimilitudes tomen el mismo valor mdximo es

cero.

Teorema 3.2 (1) Si X proviene de una poblacion 1, con densidad asociada Ny (1ti, ),
i=1,...,9, y T > 0, donde los pardmetros asociados son conocidos entonces la
rd.m.u. que asigna X a Iy, donde k € {1,...,9}, es aquel valor de i que minimiza la
distancia de Mahalanobis

(X =)' S7HN — ).
(2) Para g = 2 grupos, la regla

II), sial (X — u) >0,

II, en otro caso,

asigna X a=

donde o = =7 (uy — p2) y pt = 5 (i1 + p2).

130

Demostracidn.

(1) Lai— ésima verosimilitud estd dada por:
L@) = o exp { 5 (X = ) 57 (X =}
Mazximizar esta funcion es equivalente a minimizar la forma cuadrdtica del exponente
(X — ) 27X - ) -

lo cual demuestra la primera parte de este Teorema. O
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(2) Parae asignar X a II, debe cumplirse que
Ly (z) > L2 (x).
Esta desigualdad se satisface por la parte 3.2 si y sélo si
(X=u)' SHX — ) < (X =)' T7HX — )
Desarrollando esta iltima desigualdad se llega fdcilmente a la siguiente expresidn:
(py — p2) &1 (\ - -—12 (11 + [12)) >0, (3.30)

haciendo a = S (uy — ) ypu = % (11 + 12), la ecuacion (8.30) puede escribirse

como:
a (X —pu)>0,

lo que demuestra el resultado. O
Discriminacién Cuadrdtica En esta Seccién se considera el caso en el que g poblaciones
IT; tienen asociadas una densidad normal de pardmetros u; y X, i = 1,...,g. La r.d.m.v.

queda establecida en el siguiente Teorema.

Teorema 3.3 La r.d.m.v. asigna X aXI; st L, (x) = L, (x) vk # 1, lo que ocurre si y sdlo

st
R, = {NeW: (X —u)' 57X — ) (X — ) TP (X — ) (3.31)
k = 1,...gteconi=1,..,9.
Demostracion.

La desigualdad de las verosimilitudes L; (x) y Ly (z) se puede escribir como:

1 - 1
oY exp { =5 (X = ot 570 (X = ) } 2 f2nmul b exp { =3 (X — )" 27 (X = )},
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lo cual ocurre si y sdlo si . .
- {_g (X — ) 57 (X — m)} > exp {-'-3 (X = ) Bt (X — m} >
si y sélo si .
(X = ) SX = ) < (X - ) D (X — ) - (3.32)

Por lo que las regiones de clasificacion se definen como en (3.81) y se demuestra el resul-
tado. O

3.1.2 Discriminacién Bajo Estimacién
Regla de Asignacién Muestral por Madxima Verosimilitud

La regla discriminante muestral de mdxima verosimilitud (r.d.m.m.v.}, es utilizada cuando
la forma de las distribuciones de los grupos I, ..., I, son conocidas, pero sus pardmetros
deben ser estimados con base en la matriz de datos X,.«,. Supéngase que los renglones de
X estan particionados como en (3.27) v que la densidad asociada a IT, es fi(z ] 8;) donde

6, es un vector de pardmetros desconocidos. Entonces la r.d.rn.m.v queda establecida como

Definicidn 3.3 La regla discriminante muestra de mdrima verosirnilitud (r.d.m.m.v) que
asigna una observacidn X, en una de las poblaciones Iy, ..., TI,, consiste en asignar X a

la poblacidn que tiene la verosimilitud muestral mds grande.
La r.d.m.m.v dice que se debe asignar X a IT; si:
Li (@) = max L (@),
Entonces las regiones de clasificacién pueden escribirse en este caso chI'A"lO

Ri={Xe® L () 2L (@) k=1,9}

parai=1,..,9.
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En esta seccién se discutirdn por separado dos tipos de discriminacién: Discriminante
Lineal, el cual considera que los g grupos tienen medias distintas pero que comparten la
misma matriz de covarianzas; y Discriminante Cuadritico, en donde se considera que a

cada grupo le corresponde una media j; y una matriz de covarianzas

pITH

Considérese en primer lugar que los g grupos son muestras tomadas de una poblacién
normal multivariada con vector de medias distinto vy Ia misma matriz de covarianzas. Sean
1y £ lamedia y la matriz de covarianzas asociadas al i—~é€simo grupo y sean los estimadores

maximo verosimiles de estos pardmetros dados como (en el Teorema 1.23)

A

i, = X, i=1,...9. (3.33)
1o
= —Z_\,,. i=1...,4g.
ng
j=1

v
WL (- &) (- )
i=1 j=1

En el caso en que los g grupos tienen asociadas poblaciones normales cada una con distinto
vector de medias y distinta matriz de covarianzas, y si para la i — ésima poblacién estos
pardametros estin dados por j, y X;, entonces los estimadores mdximo verosimiles estédn
definidos como:

A

o= S, (3.34)
1 . -, . - \*

Py ; (4\",— X-') (4\1,1'—‘ X i) .

La relacién que existe entre las matrices IV y S; estd dada por la siguiente igualdad:

1 g
W= =3 s
i=1

i

Discriminacién Lineal

En este caso se considera que la matriz de covarianzas £ es comiin para las g poblaciones
aunque desconocida y que ha sido estimada mediante la matriz W. Los signientes Teore-

mas establecen formalmente las expresiones que definen la r.d.m.m.v. y que se obtienen
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reemplazando los pardmetros de la f.d.p por los estimadores m#dximo verosimiles.

Teorema 3.4 En el caso en el que I, tiene asociada una densidad Ny (s, £), i =1,...,9
de pardmetros desconocidos, la regla muestral por mdzima verosimilitud asigna X a TI;
si PL;(z) = max PL, (z), donde PL, = {a‘ (X— i \)} i= 1,9 a= WXy
}?v= nl Z '\’i:/ .

i

j=
Demostracion

El resultado se sigue del Teorema 3.1. O

Esto cs las regiones de clasificacién con base en el Teorema anterior estdn dadas por

R ={X €% :PL;(x) 2 PL,(z) Vi#k}.

Teorema 3.5 (1) Si X; proviene de una poblacidn N, (u,Z), i = 1,...,9, entonces la
r.d.m.m.v. que asigna X a Ilx, donde k € {1, ..., g}, es aquel valor de i que minimiza

la distancia de Mahalanobis estimada
- t -
(X- X.-) = (X— X,-) )
2) Para g = 2 grupos, la r.d.m.m.v.
g g

II, siy sdlo siat (X-— )_() >0, (3.35)

asigna X a=
{ TTI; en otro caso,

donde a = W1 (X’\ - )-(2) yX= % (X’x + X’z) .
Demostracidn. Se sigue de aplicar el Teorema 3.2, sustituyendo los pardmetros por los

estimadores mdrimo verosimiles. O
Por lo tanto las regiones de clasificacién pueden ser escritas como:
1 -
RrR; {XG’R”la‘(X—ax)>O,i9ék},

{Xe%)t”|a‘(X—-;-()?i+Xk))>0,i#k}.
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Discriminacién Cuadrdtica

Ahora se considera el caso en que medias y las matrices de covarianza son distintas para cada
grupo, y que los estimadores maximo verosimiles estdn dados como en (3.33) y (3.34) Estos

estimadores pueden sustituirse simplemente en el Teorema 3.3 para obtener el siguiente
resultado

Teorema 3.6 En el caso en el que I1; tiene densidad asociada Np{pi,X) i = 1,...,g de

pardmelros desconocidos, la rd.m.m.v asigna X aIl; si Ly {(z) = Li(z} ¥V k # i, lo que
ocurre st y sdlo si

R = {Xew|(x- X)) s (x- %) < (x- Xk)' ¢t (- &),
k = 1,..,g}, parai=1,..g.
Demostracién.

Se sique del Teorema 3.3 reemplazando los pardmetros por los esti-
madores mdrimo verosimiles.

3.1.3 Regla Discriminante de la Razén de Verosimilitudes

Una alternativa a la regla de asignacidn maximo verosimil es utilizar el criterio de la razén
de verosimilitud. dado por Anderson {1958), p.141. Considerando el caso en que si X es
un individuo que pertenece a I, entonces X se distribuye como Np (-, 8). El criterio

consiste en calcular las verosimilitudes de las signientes hipotesis:

H, : X ylosrenglones de X, pertenecen a IT,,

v las filas de X pertenecen al grupo Iy, k# 1.

La regla consiste en asignar .\ a la poblacién cuya hipdtesis H, tiene la mayor verosimilitud;
esta verosimilitud bajo H. estd dada por:
g

Lo (1o ety  5) = Hnnnsricxp{—é(x..,-y.-)‘z—‘ (xi,—,;.-)} (3.36)

=1 =1

< P {—é (X = po)! S (X — u,)} )
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Si los parametros son conocidos, la regién de clasificacién en II,, es simplemente:
R, ={XeR|L (z) 2 Le(z) Vr 2k}, partar=1,...,9

donde L, (&) es la funcién de verosimilitud de la r — ésima poblacién definida en (3.36).

Si los pardmetros son desconocidos, estos se reemplazan por sus correspondientes esti-
P Alr) - alr i N
madores madximo verosimiles. Sean #, y %  los estimadores parala media y de la matriz de

covarianzas asociados al k — ésimo grupo segiin la hipétesis H,., y que tomau las siguientes

expresiones:
Al X si k#r,
R e e
y
‘i\:(r) - I’V(r), .
-t Zyj (e + Iy () SO |
I ol N et *
- donde
‘ ng ! - LNt i
Si = t 2 (X/,j— Xk) (XI:]'_" Xk) sik#r
s = = :

) _ 1 |5 ™ gyt _ g et
= 2 [8 (= %) (= 1) (- 2) (- 2] s r =
Por lo que las regiones de clasificacién estdn dadas por:

Ri = {XEER” (Ze (X) 2Lk (X) Vr;élc}, r=1,.ug
y donde

2o (X) = f‘[ ﬁ 2754 exp { —% (X~ X)W (- %) } (3.37)

i=1j=1

x |25~ exp {_% (x— ;‘{"’)' win-1 (x- )?"’)} ,r=1,..,0

|
i
|
!
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De la ecuacién anterior puede observarse que las regiones de clasificacién estdn en términos

de la matriz W) que puede simplificarse desarrollando la siguiente ignaldad

(ny + 1) SO

- 'Entonces

Il

win)

30 (%= &) (3= &)+ (0= 1) (x- 20)
i=1

S5 (K= o + %o = &) (X5 %o+ %o - X'
=

(X.. )-{gr)) (X— }-{Sr))z’
gl: (Xr - )-(r) (er'— )-{r)t + g ()‘(r _ 4’—('£r)) ()-(r _ }_{£,))L
(- %) (x- %7’

neS; 41, (% = X0) (% = X0)" + (%~ 20 (x- 22)',

: s X +XY (o mXe+X
’n-rSr+7lr( '-—n,——éT) (X' -—-—-HTT-)

+ (X - n'n):(;.tx> (X - nrrflﬁx)t,
n,.Sy +(—:Ti)—(x;- X) (Xr -X) +m(x Xr) (X—" Xr) »

7.8, + "('n("+41')? (% -x) (xr —x)

neSe + —1T (".— 5 (% -x) (xr —X)

o [Z (e + Ty (8)) s,‘:’] .
k=1
= 571»_1 [Z 7Sk + s(')]
'n-:-l ansk+nrsr +1 (X— Xr) (X" )-{r)l]v

- “’ﬂ?:ﬁ%—rﬁ(x %) (x- %)’
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y la funcién de verosimilitud de la muestra X,...,X, bajo la hipdtesis H, dada en
(3.37) puede simplificarse como sigue:

. Lot |~ (w0 [y @)
20T exp {—5"“,( ) [;; ()u;" X.*r) ()‘ij"' X;r)

. (X— X,ir))t W1 (X— )-(f.r))] } )

_n+l
= |27 e exp {—%tr (We(n 4+ 1) H"")} ,

= |erw®)|” =5 exp {_"_'Hp} .

e (X)

2

Por lo que ahora se debe encontrar

in (WO = min |2 4P (O (x— gD
min jw| 1nrm|"+1ﬂ’ +(n+1)(n,+1) (X X, )(A X, ) ‘-
- . ) ny _ o ¢ v (v M
min |n1¥ |[1+"r+1(x ) (awen) (x- 20)],
. T (¢ Y~ - o(r)
= min P (.‘(—- X, ) (n“’( )) ! (J\-— X- ) y

desarrollando la forma cuadritica en la ecuacién anterior se obtiene que la regla asigna X
aIl. en

[ ) .
max 1af. (X -3 Xr)‘

donde se define a, = W~ X, .

En particular, si se considera el caso de dos poblaciones normales con matriz de co-
varianzas comuin, para las cuales un nuevo individuo X debe discriminarse, el juego de
hipétesis estd dado como sigue:

H; : X ylos renglones de X, pertenecen a IT, y las filas de X, provienen de Ils.
.8
H; : Los renglones de X, provienen de Iy y X y las filas de X7 pertenecen a IT,.

Si los pardmetros de Xy y X2 son desconocidos se deben reemplazar por sus estimadores

maximo verosimiles. Los estimadores para yu,, g2 y £ bajo la hipétesis H, estdn dadas por:

m+l

=1 e . .
A XV mBax o
X2 sit=2,
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)
g —n1+22+1{ n+1(X-X1)(X—X,)}

donde nW = n; 8| + n2S;.
Bajo la hipStesis H; los estimadores maximo verosimiles para py, ua y % estdn definidos

por:

A X1 sii=1,
Hi= =(2) ngXg+X ..
Xy =B35S sii=2,
y

&) 1
£2=n1+7m+1 {W+ T (X= X2) (x- %2) }

Entonces el cociente de la verosimilitud es la proporcién:

T e S {u + 325 (X= %) (x- Xz)t}

K e {W + 52 (x- %) (x- )'(1)‘}

27 142 (x- %) W (X- &)

£ e (xe &) W (x- %)

na+1

>

‘M

£33

La prueba acepta lu hipdtesis Hp, es decir, se asigna X a IT, si y sélo si

n + 1 (X— ’2) e (X_ /{'2)[ > 1+ n'_-n-:- 1 (X— i’l) wt (X- kl)l

Si los tamaiios de rmuestra son iguales, en otras palabras, si n; = n, este criterio es equiva-

lente a la regla de mdxima verosimilitud definida en la seccién anterior. Pero si los tamaiios
de muestra son diferentes este método tiende a clasificar a .X a la poblacién que tiene el

tamafio de muestra mas grande.

3.1.4 Regla Discriminante de Bayes

En algunas ocasiones es conveniente snponer que varias poblaciones tengan asignadas pro-
babilidades a priori. por ejemplo, en los diagndsticos médicos se puede pensar que un
paciente que padece de presién arterial alta es mds propenso a ciertas enfermedades car-

diacas que con respecto a algtin otro paciente cuya presién arterial es normal.
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La regla discriminante de Bayes, utiliza precisamente estas probabilidades a priori para
efectuar la asignacién de un individuo X a la poblacién con mayor probabilidad posterior,

esto es,a la cual el producto = L; (x) sea méaxima.

Definicién 3.4 Silas poblaciones Iy, ..., IT, tienen probabilidades a priori w* = (my, ..., m,) ,
entonces la regla discriminante de Bayes (con respecto a w) asigna una observacion X a la
poblacion para la cual

mLi(x),

sea mazrimizada.

Nétese que la regla de médxima verosimilitud es un caso especial del criterio de Bayes

cuando todas las probabilidades iniciales son iguales.

En el caso de discriminacién entre g = 2 poblaciones, el efecto que causa introducir
probabilidades a priori es simplemente aumentar el valor critico de la funcién de discri-
minacién por la cantidad In (%T) . En este caso la regla de asignacién segiin el criterio de
Bayes estd dada por:

I, sikh(z)>mn (M)

IT, en otro caso,

asignar X a

donde
h(z)=In ( 2 Ez; . (3.38)

Desarrollando la ecuacién (3.38) bajo el supuesto adicional de que las dos poblaciones
tienen una matriz de covarianzas commin conocida se obtiene

[l%zr%exp{—%(X—ul)tz—x(X—m)}] . (,_rg)
[T e (<X~ S (X —m}] ) \MS

™
si y sélo si

1 1
SR ) B O = ) § = ) S (X = ) > (2)),
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lo cual es equivalente a i
METX = JuE = iETX 4 S > 1n (2)
1

(11 — ) 5 {X— St} > (2). (3.39)

Haciendo § = £7! (u1 ~ p2) y ¢ = (11 + p2) la ecuacién (3.39) se puede escribir como:
h(z) =6 (X - %,u) >1In (?) .
2 7

Propiedades Optimas

Las reglas discriminantes de Bayes previamente descritas (incluyendo la r.d.7n.2.} cumplen
con ciertas propiedades que son Sptimas. Notese en primer lugar que estas reglas son
deterministicas en el sentido de que si ,i’,::)}'g entonces X1 y X siempre se asignardn a
la misma poblacién. Sin embarge para propdsitos matematicos es conveniente considerar
una clase mds general de reglas discriminantes, mismas que describiremos sin profundizar
los desarrollos matemadticos.

Una regla discriminante aleatoria d, asigna una observacién X' a una poblacién ¢ con
probabilidad &; (.r). en donde ¢4, ..., ¢,, son funciones no negativas definidas cada una en
P, mismas que satisfacen .

S #i(z) =1, Vzer

i=1
Es claro que una regla de asignacién deterministica es un caso particular de una regla de
asignacién aleatoria, tomando ¢, (z) = 1 para X € R; y ¢; (z) = 0 en cualquier otro caso.

Por ejemplo, la regla de Bayes con respecto a probabilidades a priori my, ..., m, estd

definida por:
1 si m;L; {z) = ma . )
& (z) = { si (z) = maxy {7 Lk (x)} (3.40)
0 en otro caso.

Definicién 3.5 La probabilidad de asignar un individuo a la poblacion Il;, cuando proviene

de la poblacidn Iy, estd dada por:

= / & (z) Li () dz. (3.41)
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En particular, si este individuo en RP gue proviene de II; la probabilidad de asignarlo

correctamente estd dada por le siguiente exrpresidn:
pu= [ 9:(2) L) da.

La siguiente definicién permite ordenar precisamente las reglas discriminantes

Definicién 3.6 Una regla discriminante d con probabilidad de asignacidn correcta {p.} es

tan buena como cualquier otra regla d* con probabilidades {p};} si
PuZ P Vi
Se dice que d es mejor que d* si al menos una de las desigualdades es estricta.

Definicién 3.7 Sid es una regla para la cual no eriste otra regla mejor, se dice entonces

que d es una regla admisible.

Teorema 3.7 Todas las reglas discriminantes de Bayes (incluyendo la r.d.m.v.) son ad-

nisibles.
Demostracion.

Sea d* una regla de Bayes con probabilidades a priori m,,..., my. Supdngase que existe
otra regla d que es mejor que la regla anterior. Sean {p;} y {pu} las probabilidades de

clasificacidn correcta para la regla d* y d respectivamente.

Como d es mejor que d* y w; > 0 para toda i, se sigue que

g g
Do mpa > D mph (3.42)
i=1 i=1

Utilizando las Definiciones 3.40 y 3.5 se obtiene

) ]
Z TiPii = Z / ¢ (x) wiLi (z) dz,
i=1 i=1
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IA

g
5T / ¢ (z) max m,L () myde,

=1

/ [z: ¢ (z)] max m,L; () da

i=1

/ m;flx m; L (z)dz,

/ Zg: ¢ (z) mLi (x) dz,
i=1

> m,

i=1

lo cual contradice la ecuacidn (3.42). O

i

Teorema 3.8 Si las poblaciones I1y, ..., II, tienen asociadas las probabilidades a priori
T, ..., g, entonces ninguna otra regla discriminante tiene mejores probabilidades de asignacion

correcta que la regla de Bayes con respecto a esas probabilidades a priori.

Demostracion.

Sea d* la regla de Bayes con probabilidades de clasificacidon correcta {p};} y sea d
cualquiera otra regla discriminante con probabilidades de clasificacidon correcta {p;i}. Ambas
reglas con probabilidades a priori my,...,7,.

g g
Se sigue del Teorema 3.7, que }, #:pj; = Y mipii, €s decir, la regla d tiene probabilidades
=1 =1

posteriores de asignacion correcta a lo mds tan grandes que la regla de Bayes. O

3.1.5 Funcidén Lineal Discriminante de Fisher

Otra aproximacion al problema de discriminacién basado en la matriz de datos X puede
hacerse sin suponer alguna forma particular de distribucién paramétrica en las poblaciones
II4, ..., II,. Fisher sugirié una funcién lineal a' X" la cual deba maximizar la proporcién entre
la suma de cuadrados entre grupos (B) v la suma de cuadrados dentro de los grupos (1V),

definiendo a dicha combinacién lineal como:

Yaxt = Xa,
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Xia

]

con a un vector en RP.

La matriz de covarianza total para Y esta definida como:

Ty = %i; (vu—7¥) (va-¥)',

donde

7,

- 1
Y = 233w, (3.43)

i=1 j=1
1 g T,
= 22Xy
i=1 j=1
g XX
- en A,
= at X .
Utilizando la ecuacién (3.43), Ty toma la siguiente expresién:

%ii (a‘X,j —at X) (a‘Xij —at )_{)t

Ci=1 j=1

- LSS (e ) (e 2

i=1 j=1

Ty

[

= a'Tya.

De forma similar la matriz de covarianzas dentro (W) de grupos para Y estd dada por:
1< - ot
u = = _2- - s — . —
Wy = ey m (Y'] Y) (Y” Y) ’

= o2 i”-‘ (Xu= &) (%= %)
i=

= a‘VV,\va.
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Anglogamente la matriz de covarianzas entre grupos (B) para Y toma la expresién:
1& = s\ o o\t
By = ;';n.-(vi—y) (F.-v),
g
- @IS (% %) (5= 9)'a

= a'Bya.

El criterio de Fisher es intuitivamente atractivo porque es facil de separar los grupos

si la matriz By es relativamente mds grande a la matriz 1Wy. La proporcién que sugiere
Fisher estd dada por:
t
a'Bxa
- - 3.44
attVya ( )

Si a es el vector que maximiza la ecuacién (3.44) se puede llamar a la combinacién lineal

a’X , la funcidn lineal discriminante de Fisher o primer variable candnica.

. s t . .
Teorema 3.9 El vector a que mazimiza la proporcion f,—‘%-i% es el primer vector propio de

Wi'Bx (asociado al mayor valor propio).
Demostracidn

; - . ¢
Obsérvese que maximizar el cociente ‘—;,—%‘f(%, es resolver

m‘&(\xa‘Bxa s.a. atWxa =1,

dado que el cociente en la ecuacidn (3.44) es invariante a cambios de escala en el vector a.
El problema puede plantearse equivalentemente como:
maxa‘Bxa = m}qu‘lV;%Bx('V;%Y
sa. Y'Y =1
donde Y = PV‘\ia. Como la matriz Wx es definida semi positiva se sigue que las matrices

W;‘, Y H/,é lo son también, andlogamente la matriz Bx, es definida positiva y por lo tanto

B_é es definida semipositiva, entonces

witBywzt = wiislpiwgl,
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= R'R,
> 0,
donde la matriz R se define como R = B,%(IV‘\T%.

_1 -1
Ya que la matriz Wy BxWy? es una matriz simétrica y definida positiva se puede

descomponer en sus vectores y valores propios como sigue:
-1 Y
WiiByWi? = UAU,
-1 Y

entonces la expresion YW 2 Bx WY puede escribirse como:

—% ~iy- t

YW BxIW Y = YUAU'Y,
y el problema de maximizacidn puede plantearse de la siguiente rmanera:
maxz'Az  sa. z'z=1

con z = U'Y. Observando que

P »
2 2
E Ajz SN E zj
j=1 =1
= A,
en donde el mdrimo se alcanza st z* = (1,0,...,0) con z € RP.O
Una vez que la funcién lineal discriminante ha sido obtenida, una observacién X puede

ser asignada a una de las g poblaciones (6 grupos), con base en este puntaje discriminante

a' X . La media muestral X, tiene un puntaje
ot X;=Y; .
Entonces X es asignado a la poblacién II; si:

aX —a .X-'kI < la‘X—a‘ Xivi=1,..g
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La funcién lineal discriminante de Fisher es mds utilizada cuando existen ¢ = 2 grupos,
entonces si B tiene rango uno, puede ser escrita comno:
mn
B = (;ﬁ) dd'.
n

donded = (X, — )(_'2). Entonces, 1V5! B tiene sélo un valor propio distinto de cero el cual

puede ser obtenido explicitamente como:

tr(W'B) = (W (FE2)aa),
= M2y (woldet),

= Hl2gypg, o

n B

El vector propio correspondiente estd daco por: ;
a=1V-ld

Entonces la regla discriminante estd dada como:

m, d'w! (\ -4 )2) > 0.

I1.  en otro caso.

asignar X a (3.45)
Obsérvese que la expresion (3.45) es exactamente la misma que la obtenida mediante la
rd.m.v. para 2 grupos que provienen de una poblacién norinal con la misma matriz de
covarianza. Sin embargo cn la regla de asignacion (3.35) existe explicitamente el supuesto
de normalidad, mientras que en la regla de asignacién (3.45) se tiene simplemente una regla
sensible basada en nna funcidn lineal de X, Entonces se espera que ésta regla sea apropiada

para poblaciones cn las que la hipdtesis de normalidac no se satisface exactamente.

En general, 11"7!B tiene un min{p, g — 1} valores propios distintos de cero. Sus co-
rrespondientes valores propios definen la segunda, tercera, ete. variables candnicas. Las
primeras k variables son utilizadas cuando se espera que la diferencia entre los grupos esté

cancentrada cn & dimeusiones.
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3.1.6 Probabilidades de Mala Clasificacién

Probabilidades cuando los parametros son estimados
Formalmente, las probabilidades de mala clasificacion p,. estdn dadas en la ecuacién (3.41).
Si los parametros de las distribuciones en cuestidén son estimados de los datos, entonces se
A

obtienen las probabilidades estimadas Py .

Considérese el caso de dos poblaciones normales N, (11, ) y NV, (12, £). 81 X es un
individuo que proviene de IT;, debe cumplirse que la funcion lineal discriminante

- ef v 1 N
hX)=a' (X — SH} >0,

donde a@ = LY (X —u) y £ = (u; + u2), tiene densidad normal con media y varianza

dados por:
E(h(X)) = E (a‘ (X— %,u)) s
= o'F (X - %,u) )
1.
= 5“ (p1 — p2).
y varianza

V(X)) = V (a‘ (X - %#)) .
= a'V(X)a,
= o'Za.

Entonces puede verse que si X proviene de IT)
R(X)~ N, (—%AZ,A"’) ,
donde
A% = (p — p2)' T (o1 — 12)
la cual es conocida como la distancia de Mahalanobis entre ambas poblaciones. Andlogamente

puede demostrarse que st X proviene de Il;

R(X)~ Ny (—é&,ﬁ) :
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Entonces las probabilidades de mala clasificacién estdn dadas por:
Pz=P(h(X)>0]| ). (3.46)
Aclarando que el simbolo 1 denota la poblacién (I1;) a la cual fue asignada la observacién X
condicionado a que proviene de la poblacién 2 (Ilz) . Conociendo la distribucién de h (JX),

la ecuacién (3.46) puede reescribirse de la signiente manera:

_ P(h(,\’)—E(h(X)) o __E®X) IH2>,

P Naaes) SV RIX)
_ h(X)~ E(h(X)) _ —3a*
= P ( NZZE3) > A | He) )

= ¢ (_éA) .

Donde & denota a la funcién de distribucién normal estdndar, De forma similar si X
proviene de 2 y fue asignada a 1, la probabilidad de mala clasificacién estda definida por:

1
pu=9® (~§A> .

Si los pardmetros son estimados de los datos, entonces un estimador de A? es natural-
mente
D = (‘\_‘1 - .i’g)l s! (“;’1 - .‘;’2) .
v las probabilidades de mala clasificacidn segiin el desarrollo anterior toman la expresién:

A A

Pz = Pau,

o(-ip
3 .

Desafortunadamente esta aproximacion tiende a ser bondadosa, i.e., la aproximacién
tiende a subestimar las verdaderas probabilidades de mala clasificacién cnando el tamafio

de muestra n es pequefio. Aitchison et al. (1977) argumentan que las probabilidades

I

basadas en la regla discriminante de Bayes son mds realistas.

Método de Resustitucidén

Supdngase que la discriminacién se basa en una matriz de datos X, «p que esti definida

como en (3.27), donde »; individuos provienen de la poblacién &. Si la regla discriminante
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define las regiones de clasificacién R, sean n;;, el niimeros de individuos de IT; que cayeron
en la regién R, es decir, ny individuos estdn mal clasificados si ¢ # k (3°; nux = ng). La
proporcién:

A Nk

Piy= n—'k’
es un estimador de py, desafortunadamente este método también tiende a ser optimista en

las probabilidades de mala clasificacién.

Método U de Jack-Knifing

Sea X,, r = 1,...,n los primeros n, renglones de la matriz Xn.x, que representan a los
individuos de IT,. Para cada r, sean R‘,", s R!(,r) las regiones de asignacion de la regla
discriminante basada en una matriz de datos con dimensién (n — 1) x p que se obtiene
eliminando el r — ésimo renglén de X. Entonces el punto X, puede ser utilizado para
juzgar la calidad de esta regla, ya que fue derivada sin utilizar X,. Si n, denota el niimero
de los primeros n; individuos para los cuales X, € Rfr), entonces las proporciones:
LT

Pry = P

son un estimador de las tasas de error. Repitiendo el procedimiento para cada una de las

otras poblaciones s = 2, ..., g se obtiene el resto de los estimadores Pi-

3.1.7 Seleccién de Variables

Uno de los problemas que cou frecuencia ocurren dentro del Andlisis Discriminante, es elegir
inicamente aquellas variables que tienen poder de discriminacién y eliminar las variables
que simplemente no contribuyan a mejorar las probabilidades de clasificacién correcta. En
esta Seccidn, se analizard una prueba para aquella o aquel conjunto de variables para las

cuales se deseé probar su poder discriminatorio.

Para fijar ideas dendtese con el simbolo 2 la (las) variable(s) para la{s) que se desea
probar su capacidad discriminatoria (variables fuera del modelo discriminante); y con el
simbolo 1 la(s) variable(s) en la(s) que estd condicionada la prueba (variables dentro del

modelo discriminante).
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Prueba de igualdad de medias condicional para poblaciones normales
Considérese el problema de discriminacién entre g poblaciones normales multivariadas con

matriz de covarianzas comin. Sea una muestra X;; ~ Np(u, L), i=1,...,9 ,j=1,..,n

y 9., = n; en donde se cumple que los vectores X, son independientes, los cuales estdn

X jl(gx1)
Kispx1) = ( X”Q; )
S2Ap~gn1

donde X,;; denota el conjunto de variables que estdn incluidasdas en la discriminacion y

particionados como:

X,jz2 es el conjunto de variables cuya utilidad en la discriminacién sera probada. La matriz

de covarianzas X y el vector de medias u; se particionan de la siguiente manera:

. ( Zhi(gxa) Zi12(gxp=q) ) P ( Hit(gx1) ) )
Doip-gxa)  T22(p-gxp-o) Hia((p—-g)x1)
Si X es un nuevo individuo el cual proviene de IT,, esto implica que X ~ N, (14, 5) y

la f.d. condicional de X» | X, estd dada como una N, (12,1, £2.1) , donde

M2 B2+ En S0 (X1~ ),

L2 = I — Iy

El juego de hipStesis a probar estd definido como:
Ho ¢ po+ Il (X5 —pa) = mjp + Sa S (X — pyn) Vi (3.47)
Vs
H, : noHy.
Obsérvese que si Hg es cierta, la discriminacién incluyendo las variables fuera del modelo

no tiene sentido ya que se concluye que las medias son iguales dado que las matrices de

escala son iguales.

La hipdtesis (3.47) es equivalente a probar:

Hy ¢ o — EnZntpa = mjz ~ SnZilus Vi j.
uvs

H, : no Hg.
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La verosimilitud bajo Hg U H, estd dada como:

TIII #~. = (3.48)

i=1 j=1

|°w2|'?e\p{ 133 (X = i) B (X )}

2 =1 j=1

L(l"‘l"“l.ugyz)

cuyos estimadores maximo verosimiles pueden obtenerse maximizando la expresidn:

”y

_é L, Z (Xy — #’)t £ (X5 — ),

=1 j=1

con respecto de y; y £. Dichos estimadores estdn dados como:

A -
Moo= X
- 23 Xyi=lig
n;
J=1
A
z =W

18
= ;Zn,si.
=1

Entonces el supremo de la funcién de verosimilitud 3.48 se alcanza en

A "N A
sup L (py, .y pg,8) = L Hy, . Mg, L),
HoUl,

[27W|"% exp {— e

La verosimilitud bajo la hipétesis Ho toma la expresién:

,

L(u1, o b1y, 5) —HH [Fxo21x,, (@1, @y2) fin (@i1)]

=1 j=1

Recordando que las Xj; son variables independientes tales que, Xi; ~ Np (13, L), ademds
Xin se distribuye como una N, (11, Z11) ¥ que la f.d. condicional de fx,,x,,, toma la

expresidn:

U | -1
Sxiaixgr (Tizr, Ty2) = [2782.4] 3 exp {—; (Xijz — p21)" (Z20)™ (Xija — #2.1)} , (3.49)
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= |2aX%,,]7 ie‘(p{—— [ 2 — (#12‘*‘221-—‘11 (X1 — #-1))] (}::2.1)_1 (3.50)
[X.‘jz — (12 +2212u (X1 —#-1))] I3

utilizando (3.50) se puede expresar la funcién de densidad conjunta para obtener

n,

Fxarxg (@unaye) = @0 F(Shl Fexp {—— ST (N = ) S (X — #n)} x

=1 y=1
"

Zaal 2G\P‘[——ZZ: N2 — M Xy — 6)f (S24)7}

=1 j=1

X (Xijz — M X1 ~ 6,)}

donde 8; = piz ~ Tty ¥ Moy = T2 X1}, Maximizando primero respecto a los vectores
de medias y considerando la hipdtesis Hg : ¢, = --- = 6, = 0, los estimadores estidn dados
por:

~ o .

Hpy=Xu,i=1,...9

Z (Xij2 — M2y X.51) (3.51)

X —A‘['zl X1

@>
I
i
[ M'e

en donde, X; estd particionado como:

= Xa X
Xi= - d=1,.,9.
( N2 )

Con las expresiones anteriores y aplicando propiedades de la traza la funcién de verosimi-

litud se reduce a

L(ﬁ,,...,ﬁ_,,,z) = (@) Fioy? exp{-ﬂtr(z;,‘w”)} (3.52)
x |Zany |72 exp{——tr () ZZ (X,J_ - My Xij— 3)
=1 j=1

A t
x (an'.' — MaXi— 9) }
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"La f.d. condicional (3.50) de acuerdo a (3.51) se escribe de la siguiente manera:

g Ny
frgalxin = [Sa2a| "2 eXP{"%tT (=3h) ZZ [Xijz— X2 =M (X-J1— .‘i’\)]

=1 j=1
S [anz— Xa —Ma (-’ i )‘f:)]t-

Para simplificar la expresién anterior debe desarrollarse la doble surna que aparece dentro
del exponente como:

S 5 S(CASES IRTAHSES) | CHRFS R ASES)
= ii[(&,r %) (X~ %2)' = Moy (Xou= 50) (K= Xa)'
jl(j::z— £2) (K= %0) Moy + My (K- %0) (Kin= %) M),
de donde
Xg: Z (Xisz— &) (Xio— )‘(;)' - i ‘;: My (X %) (Xiom ;‘cg)‘ (3.53)
- ZUZI (K= &z) (Xen= Xi) Mty + Z,Z Mo (X %0) (Xin— 30) My
Sea

ni

Tpa= ZZ (Xw— X:) (X-Jd" Ad) ) (3.54)

i=1 j=
obsérvese que ladimensién de Tizes{(g x p—q), Ti1esde(gx q) yque Tpesde (p—gxp—gq).
La ecuacién (3.53) puede simplificarse de acuerdo a la definicién (3.54) como:

85 = nTyy — nMnThg — nTay MS) + nMa Ty M3,
Por lo que la expresion de la ecuacién (3.52) toma la forma:
L (u,, - ,2) = 27) F Syl Fexp {—%tr (z,—,‘Wn)} (3.55)

%1212 exp(~Gtr (S31) [Tz — ManTia
— T My + Moy Th M1}
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Para obtener el estimador maximo verosimil de M, = £, T5; se debe maximizar la ex-
presién:
n
EXP{—E" (Z31) (Toe — MaTig — TuMly + Ma T ML},

lo cual es equivalente a minimizar
trE5 1 (Toe — My Tha — Toi ME + Moy Ty M),

pero esta iltima expresién se puede escribir como

E = trZ;} (ng - Tzﬂ\[;l ~ My T2 + Mg]Tn]\f;l) N
trugt [T22 + (May = T TiiY) Tur (Moy — T TY) ~ Tleﬁ’sz] R

reacomodando se obtiene
E = trE5iTy, + tr (}:;} (May — TnTT!) T (M — T T5Y) 2;,*) , (3.56)
donde Tpy = Ty — TexT'Thz. Si se define D = T3 (Myn — T ;') T34, entonces la
ecuacién (3.56) puede reescribirse como:
E = tr251Th, + trD'D, (3.57)

donde se sabe que D'D es una forma cuadrética definida semipositiva, ya que si se toma
Z un vector no nulo en RF se tiene
Z'D'DZ = r'r,r=D2Z
2> 0

Nétese que £}, > 0 y que la matriz Ty, es constante dado que no depende de My,
entonces el minimo con respecto a la matriz M, se alcanza igualando a cero la matriz
(M2 — T?lTﬁl)lTll (M — T T,

la cual se satisface si y sélo si My = Tg,Tﬁ'. Por lo tanto, el estimador méximo verosimil
para My es

A

Ma=TnT3.
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De esta forma la verosimilitud dada en la ecuacién (3.55) bajo Hy, de acuerdo al desa-
rrollo anterior queda expresada como:

A A - A o _n n _ R
L(#u.~~».l‘g17}411|Ezz.uﬂl[zx) = (2n) ki 1Z1] 79@{—;“‘ (2“1“,“)} .
s n, __
[Za21]7% exp {—3‘r2221.1T22.1} -

Utilizando el Teorema de Estimacién de pardmetros dado en el Capitulo 1 (ver Teorema

1.23), los estimadores para £;; y Taa estan dados por:

fa 3
Tino= Wigxg:

wEd

Toz Hp—gq=p—yg)*

221

Entonces el cociente de las verosimilitudes se escribe como:

Supg, L (p11, - 191, E)

supyoum, L (111, 11g. )’

@m) " F Wl T Fexp (% - 3 (p—q)}
@m) F W[ T exp {- %}

W) [T\ 72
W '

- <ma,|mgla)-%
1170} W2, ’

A =

)

Finalmente la regién de rechazo estd dada por:

17, :
R= {.\',, i=1l,..,9vi=1,.,n |A = Lie-31) < k}.
T2}

Puede demostrarse (ver por ejemplo Mendoza 1987), que las matrices Waa 1 y Dagy =
Too.1 — Wioy son independientes y que se distribuyen Wishart, es decir

Wan ~ Wpg(Z221,n—g—4q).
Dagy ~ Wyg (Za21,9~1).

Entonces el cociente

W;
Wl f o gn—g-g.g-1). (3.58)
|T22.4}
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Cabe senalar, que la variable para la cual el cociente sea mds grande tiende a salir del

modelo, concluyendo que ésta variable tiene un poder discriminante pobre o nulo.

Si se prueba el poder discriminante para una variable a la vez, es decir, si (p - q) = 1, se
puede relacionar la densidad A con una distribucién F, siguiendo las propiedades dadas en

la Seccidén (1.5) del Capitulo 1. La transformacion que lleva a asociar estas dos densidades

es la siguiente:
1—L g—1

~

L n—g—gq

(l-L)(n—g—gq)

I -1 Flg-1n-g-q)- (3-59)

F(v-l,n—y—q)’

Un caso particular de esta prueba, es cuando se considera el caso de discriminacién
entre dos normales multivariadas, N, (111, L) y Np (112, Z) . La m.d.m.v. asigna un individuo

X all, si:
a' (X - %u) > 0.

donde a = £7} (i1 — p2) y £ = (jty + p2) .

Si los pardmetros fueron estimados de los datos, los estimadores maximo verosimiles
estén dados por:

A -

= Xy, .
Ay -

Hy = Xo,

A 1

o= —(mS ).

Entonces la r.d.m.v. estd dada como:

o sia(X-}X)>0,

X se asigna a
II, en otro caso,

donde a ==X, - X2) v X= (X1 + Xa).
Si se tiene la finalidad de encontrar aquellas variables cuyo poder discriminatorio sea

significativo, se deben particionar los coeficientes de la funcién de verosimilitud, este vector

se denotard por a v los coeficiente del vector de medias que estard denotado con la letra é.



Dichas particiones estdn dadas como:

ez [ ®@xn 5= S1gx1)
Ax(p—q)x1 Sa(p-g)=1

Supéngase que a2 = 0, lo cual significa que las iltimas (p — ¢) componentes no tienen
poder discriminatorio, dado que no contribuyen en la evaluacién del puntaje discriminante.
Para probar la significancia de las variables se consideran tres hipétesis equivalentes (la
demostracion puede encontrarse por ejemplo en Alvarez 1997), que estdn dadas como:

Hop :ua = 0.

es decir, los coeficientes de X4, ..., X, son cero.

La hipdtesis de ignaldad de medias condicional

Hop: 621 =0
con bg; = 62 — T 1761, ¥ la hipdtesis:
L A2 A2
Hy : A2 = A2,
donde
2 gyl
Al = §EUl,
A2 = &z,

es decir, la distancia de MNahalanobis entre ambas poblaciones es la misma, si el andlisis se
hace con las primeras p variables o solamente con las ¢ primeras.

El estadistico de prueba, para la hipdtesis Hop, : a2 = 0 utilizando las distancias de
Mahalanobis

D
D,

md' VW,
mdi\Vild,,

g

vty

endondem =n,+ny—2yd= ()-{, - _{’2), ha sido propuesta por Rao (1973, p.568), y
estd definido como:

_(m-p+1)c* (D} - D7)

T p-q) (m+c2DY)’

con ¢? = 252, bajo la hipétesis Hy, la estadistica de prueba tiene asociada una distribucién
F con (p— g, m — p + 1) grados de libertad, rechazdndose Hp, para valores grandes de esta
estadistica.

l
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3.2 Discriminante no Paramétrico

Esta técnica tiene un uso mds amplio ya que ningiin supuesto distribucional se hace sobre
la muestra. La técnica consisten en estimar la funcién de densidad de la muestra, con
base en los estimadores Kernel y una vez que la funcién de densidad de la muestra ha
sido estimada, la clasificacién de un cierto individuo se hace maximizando las funciones de

verosimilitud como en el caso de discriminacion normal.

3.2.1 Criterio de Estimacién No Parameétrico

El objetivo de la estimacién no paramétrica es diferente al de la estimacidn paramétrica.
En la estimacién paramétrica, dada una familia de la densidad f (- | 8), como por ejemplo
la familia de la densidad normal con pardmetros 8 = (u,0?), la finalidad es obtener el
mejor estimador (/9 de 6. Para el caso no paramétrico, el objetivo primordial es obtener el
mejor estimador _? (-) de la funcién de densidad f (-) sin suponer ninguna forma funcional
o forma paramétrica para f {.).

Estimacidn de la Funcién de Densidad Acumulativa

Una funcién simple para estimar no paramétricamente, es la funcién de densidad acumu-

lativa (F.d.a) correspondiente a alguna v.a. X, que est4d definida como:
F(z) = P[X < x].

El estimador obvio que proporciona la teoria de la probabilidad elemental, ¢s la funcién de
distribucién acumulativa empirica (F.d.a.e), que se define por:

#{X:i <z}

F, (z) (3.60)

n
#Xi € (—o0,
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donde {X1,..,Xn} esuna m.a.de F y

Lim={ ! #XeA
T Y0 six g A

La funcién F, (z) definida en {3.60) tiene la forma de una escalera

Figura 1: Grédfica de la funcién de distribucién acurnulativa.

Es fdcil observar que nF {z) tiene excelentes propiedades mateméticas para estimar la
funcién F (z) para todo valor fijo de z,

E[Fy(x)] E [Jooz) (X)]
P[X € (—oo, 7]},

= F(2),

por lo que F}, (z) es un estimador insesgado de F (). De hecho, nF, (x) es una variable
Binomial de pardmetros n y p = F (z) para cada z fijo, por lo que la V [F, (z)] = EQ";EZ
n
Observando que Y_ [(- 2} (Xi) es una estadistica suficiente y completa se dice que no existe
i=1
otro estimador insesgado con varianza minima.
La definicién de la F.d.a.e para el caso multivariado es simplemente:

#{X, < =}
n

Fux) = para X € %7,
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donde la desigualdad {.X; < x} se aplica a cada una de las entradas del vector z.

3.2.2 Criterio del Error para Densidades Estimadas

Con el deseo de comparar diferentes estimadores e identificar el mejor de ellos se debe
elegir un método que proporcione el estimador éptimo. En la estadistica paramétrica,
un estimador éptimo es aquel que es éptimo para cualquier propdsito. Mientras que en el
mundo no paramétrico, un estimador puede ser dptimmo para algunos propdsitos e ineficiente

para otros, pero este es lo (e ocurre por trabajar con una clase mds general de estimadores.

Cuando los pardmetros se aproximan mediante estimadores sesgados, el criterio de la
varianza cominmente se reemplaza por el Error Cnadritico Medio (mean squared error
MSE), el cual esta formado por la suma de la varianza y del sesgo al cuadrado. Sea
X1, ..., X, una muestra aleatoria de dimensién p de la f.d.p desconocida f (z) y } (z) su

estimador con base en la muestra. Entonces e] M SE se define como:

[(fn 2= /() 2}
-5 [{ (fw-zeliv@])+ ([l w]-r@) }J ,
- p[(l@-slh@])] +& [(E % @] - f(z))zJ
v 2m{ (?n @ -2} @)]) < (8 [f. @] - r@) z
- (e[f@)-zh @)+ (e[he]-r@)

v+ 2(efhe]-2(f@))([f.@]-r@)

- Var [}n (z)] + B [?,. (x>,f(z)] ,

i

MSE [ Fa (:r)]

A A
donde B | f, (z), f (z)]| denota el sesgo del estimador f, (z) de f(z). Esta ecuacién trata
el problema de la estimacién no paramétrica de la densidad como un problema de estimacién
puntual estdndar con el pardmetro desconocido 6 = f (z). Pero es conveniente considerar
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A
una medida global que proporcione la diferencia entre f (x} y f (z). Dicha medida esta
dada por el Error Cuadrético Integrado (integrated squared error ISE) y estd definida

ISE = /ﬁ (? (z) —f(.r))zdz.

Ya que, el /SE es una v.a. complicada que depende de la verdadera funcién de densidad,

como:

del estimador y del tamano de la muestra, se pueden mantener estas 3 cantidades fijas y el
IS E es una funcién particular de la observacién de esos n puntos. Para algunos propésitos
serd suficiente examinar el promedio del /SE, es decir, la media de la v.a ISE conocido
como el Error Cuadradtico Integrado Promedio (mean integrated squared error, MISE)

MISE [} (.2:)] ~ EUSE],
= E[Lp(f(z)—f(z))zdz},
- /WE(}(@_“@)ZI,

= /w MSE [} (x)] dz
= [MSE [} (z:)].

El intercambio de la integral y el operador esperanza se justifica por la aplicacién del
Teorema de Fubini para funciones positivas. La tltima cantidad es el Error Cuadratico
Medio Integrado (integrated mean. squared error, IMSE). Por lo tanto, el criterio del
error MISE tiene dos interpretaciones equivalentes: es nna medida del promedio global

del error y es una medida también del error puntual acumulado.

3.2.3 Histogramas

La metodologia cldsica de los histogramas es utilizada comiinmente para definir la teoria
no paramétrica. Dado que un histograma transmite de {forma visual la informacién tanto
de las observaciones, esta técnica ha sido utilizada para captar la esencia de la funcién de

densidad.
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Los histogramas cldsicos de frecuencia estdn formados por un conjunto de intervalos que
no se translapan, donde estos pueden o no tener el mismo ancho. El caso que se analiza
en este trabajo es el de los intervalos de la misma longitud. Entonces los histogramas
estin completamente determinados por dos pardmetros: el ancho de banda h y el origen
to del primer intervalo, el cual puede elegirse de manera arbitraria en cualquier pnnto del
intervalo. Algunas veces el origen del intervalo se selecciona en tg = 0.

Criterio de Error para Estimadores no Paramétricos

En esta seccién se presentan las propiedades del A/ SE de la densidad de un histograma. La
diferencia entre nn histograma de frecuencias y el histograma de una densidad es que este
1iltimo estd normnalizado para que integre a 1. Como se dijo anteriormente, un histograma
estd completamente determinado por la muestra {Xj, ..., .X,} de f{(z) y la eleccién de
los intervalos {tx.—oc < k < oo} . Sea By = (ti, tr+1] que denota el k& — ésimo intervalo.
Supéngase que la diferencia ti+y — t, = h para toda eleccién de &k, entonces se dice que los
intervalos tienen ancho fijo. El histograma de wna densidad se construye haciendo cubos de
altura #, tal que todo bloque posea una drea igual a 2. Definase 1% el mimero de puntos
que caen en el intervalo By, entonces el histograma se puede definir como:

I e
flzy = nh’
1 & )
= 3 I X x € Be.
1

La variable v tiene una distribucién binomial es decir
v ~ B(n,pi),
donde
= [ reya
B

Considérese el MSE de _’f\ (z) para z € Bi. Obsérvese que E (vx) = np, y Var (uk) =

npi (1 — pi), entonces:
Var (} (:r:)) = _-__VS:"I()Z“) ,
Pr (1 — pi)
nh2 ’
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y el sesgo

]

e[f@-r@], (361)
= Bl - S @),
= Bof.

57 @)

Entonces el A/SE se puede obtener utilizando las expresiones de sesgo y varianza dadas

anteriormente

i

v [? )]+ sn [? (m)] :

B - @]

y esta Ultima expresién no puede simplificarse ya qne depende de f(z). Como MSE

MSE [} (:1:)]

proporciona una medida puntual de como es la dispersion entre el estimador f (z) y f(z)

debe considerarse una medida de cardcter general, la cual estd dada como:
A A A
IMSE [f (1')] = IV [f (x)] + 1B [f (.7:)] ,
una expansién en series de Taylor de primer orden alrededor de f se obtiene:
P = f (t)dt,

/B [f(r)+(t—m)f () + & ’ Eoz) p @)] dtée € By,

[

b () + 5 e S == p e e,

hf($)+f—:§f')‘[~(ik—-x) +(tk+h-—z)2]+o(h3)A

A
Entonces el sesgo de f (z) puede escribirse utilizando (3.61) como:

B [} (z)] = f’2£lz) [2h (tx — z) + K% + 0 (B?), (3.62)

i

]

S (=) [(tk —z)+ -2’3] +o(h%).

La varianza integrada puede ser aproximada observando gue




v [} (z)]

w [? (z)]

i

i

[

/_ : Ver [} (x)] dz,

el A
Z / Var [f (z)] dz,
ksm—oo ¥ Bk
e
b / Pel=pe),,
k=—oo ¥ Bk nh?

i P (1 ~ pi)
Pt nh ’

B B
‘. nh P nh’

1 e

1 :
TR

]

Utilizando el Teorema del valor medio para integrales se deduce que:

Sl o

STIRFEF & € B,

k
SR,

k
h [/f2 (z)dzx +o(l)] ,
R[R(f)+0(1)],

donde R (f) = [°2 f*(x) dx, entonces IV [? (:c)] se obtiene como:

11 2
R

— - =R(f) +o(n").

nh n
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(3.63)

Conociendo la expresién del sesgo se puede obtener una medida global de esta cantidad
conocida como Sesgo Cuadrédtico Integrado (integrated squared bias ISB) que es obtenida
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elevando al cuadrado la ecuacién (3.62), es decir

ISB [} (1-)}

Como R (f')

x e fpe]e
Z{/B @) [; M -z]zdﬂfm 20 (h%) f' () (tk —z:+g-)

+Lk i’(l’;ﬁdz},
i[f‘('h-) 2-/& (I—lk—;—l>2(1x+o(h2)'
(:

> [ o]

i[f’(m)]"’ =) e o),
Sl [ (2] o
i [7 0] 2 w0 ),

-~
=

)

3

[ ] e+ o (%),

~ac

/s (I)d1+0(1)]2+0(h2),

> =
[ER

|

—
[N

=[r (z)]2 dz la ecuacidn anterior se puede escribir como:

1SB [} <x>] = gR (£) +o (. (3.64)

Entonces de (3.63) y (3.64) se obtiene el JA/SE como:

IMSE [} (:c)]

il

v [A (z)] +1SB [? (z)] :

= %——R(f)+o(n“)+ R(f‘)+o(h2),
= %——R(f)+——12(f)+o(h2)+o(n“)
- 71%+ER(f)+o(h2)+o[(nh) 1.
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Asintéticamente se puede decir que el IMSE [f (x)] estd dado por:
[ 1 h? ,
AMISE [f (z)] =+ R (f ) . (3.65)

Teorema 3.10 Supdngase que f tiene derivada continua y (}"')2 es integrable. El valor h
A
que minimiza el AMISE [f (.7:)] es

1
3

]
)
T
ni

y el correspondiente AMISE estd dado por:

AMISE* [} (:c)] AMISE [ff,- (z)] ,

(%)gR(f')%n‘i.

if

Demostracién

El valor del pardmetro h* se obtiene calculando

JAMISE _

ai2Z = e o (1),

igualando o cero se tiene

Por lo tanto el AMISE" éptimo se obtiene sustituyendo h* en (3.65) obteniéndose

1
nh*

- [ ls ]%+$[nR6(f'>]§R(f')'
n |ty

AMISE* [} (z)] + %”'ZR ()
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ol ;[H%F“R(f'»
nﬁ(‘—‘ﬂ n-

R (f')—% n} [Gi% + 11—26§] ,

I

[
N
NS
SN’
W
=
Vommn
\{
p—
.
=
1
s

La generalizacién de la teorfa presentada anteriormente puede consultarse en Scott
(1992) pp (80-82).

3.2.4 Histogramas Promediados Corridos

Debido a que cualquier histograma tiene la inflnencia del punto inicial ¢y, esta seleccidn
subjetiva puede ser corregidos promediando los histogramas que son obtenidos al hacer
variar el punto de origen sobre algin intervalo de longitud h. Esta técnica es conocida en
la literatura como Histogramas Promediados Corridos (Average Shifted Histograms ASH,

Scott (1992)) y son derivados con el desarrollo que se presenta a continuacién.

Construccién

Particidnese la recta real en intervalos By = [kh, (k + 1) h) cada uno de ellos de longitud
h, como se ilustra en la signiente Figura:



tg = 2h
I N

l
-

By

Figura 2. Particién de la recta real en intervalos de longitud A.

Dividase cada intervalo By en m intervalos By de longitud 6 =

h
la siguiente propiedad:

By =UJL, By .
Si se toma, un intervalo cuyo origen esta en tq = 0 los intervalos Bjestdn definidos como:

Bo = [0,4),
B = [6.28),

~

A
Considérese una coleccion de rn histogramas f,. ...,

f o cada uno con intervalo de ancho A,
¥ cuyos ori'genes estan dados por:

ho =0, L 2 (m- DA
m m m

(3.66)
respectivamente. Esto se puede apreciar en la grafica siguiente:

£, los cnales cumplen

133
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>

o
I=
H
B
L
4
&

Figura 3. Puntos iniciales en los histogramas promediados corridos.

La funcién empirica f de los histogramas promediados corridos esta dada como:

n A
f(x) = fasu (@), (3.67)
PRI
= ; folx),
Se puede observar que el ASH sobre cada intervalo de ancho 6, = % es constante y

que cada origen del intervalo definido como en la ecuacién (3.66) difiere precisamente por
esta cantidad. Para el caso multivariado la téenica ASH se construye promediando los

cada uno con intervalo de dimensién h; x hy x --- x h,. Ya que la

histogramas corridos.
técnica ASH es constante sobre todos los intervalos [k8, (& + 1) §), es conveniente referirnos
a este intervalo reducido como el intervalo B;, donde

v, = la frecuencia en el bin By .

Bx = [k6,(k+1)6).
Considere el ASH estimado en ¢l bin By; el peso estimado para este intervalo reducido
es el promedio de los pesos de los m histogramas corridos, cada uno con ancho h = mé.
definidos por:

Vk—ma1 F Vkoma2 + 0 -+ Uk Vkema2 + Vkom3 + 0+ Unyg Ukt kg o Uk
nh ’ nh Y nh

Gréficamente este promedio se puede apreciar en la siguiente Figura:
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ler. hist.

20. hist.

3er. hist.

m-és hist

~ ~
Bi-m+1  Bkem+2

Vk—m+1 Vi—m+2

Bi Biwr Brsz

|Vk Vi+1 V42

Bi+m-1

Vi4+m—1

Figura 4. Frecuencias correspondientes al ASH en el intervalo E’K .

Entonces la expresién empirica para el ASH sumando los m pesos de los histogramas

es .

Vkermnal + Vkemea + -

+ v Vi 4+ hgy + o0 -
k+.“+ k k+1

+ Vkem—-1

,IGBk

Fam =

1
= i (Vkamil + 2Wiamaa + -

nh

nh

sk mug 4+ (M= 1) gy + e

+ 2Vkim—2 + Vktm-1) T € By

n
Por lo tanto la funcién empirica de f, (x;m) para el ASH en la ecuacién {3.67) estd dada

por la expresién:

F (z.m)

[

I

=1

=1 —

- [n 2 (m = i) v

L
R

3

—1
[1 - —] Vr+i T €EBk -
i=l-m

|

(3.68)
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Los pesos en la frecuencia del intervalo en la ecuacién (3.68) forman un tridngulo isosceles

con base en el intervalo (—1,1).
La frecuencia sobre todos los intervalos estd dada por:

A 1 & . [," ~
f(z,m)= Y 2;1(1-”"._1) (i) [1 - ;] Vieti, T €8k

LA 1S _ il
Jim f () = h |=Zoo Jm Laomne1y (2) [1 = | VA
Cuando los pardmetros A y n estin fijos y m incrementa, es ficil observar que un punto X
A
contribuye en la funcién f () estimada por el ASH, cnando x € B; y X, € Bj,., siy sélo
si
(ii-16<iz - Xl (i) +1)8 Vi

= Xl _6‘\1' < (i +1) Vi

(lil-1) <
Desarrollando la desigualdad anterior se obtiene:

e = X, z~ X,
I

~1< i< +1, (3.69)

recordando que § = £ y utilizando las propiedades del valor absoluto se tiene (3.69) ocurre

si y sdlo si

. z—X;
-5
lo cual es equivalente a X
. mizr — 2
il - —‘—h——ll <1,
equivalentemente se tiene ) X L
i - X;
[RESp

La igualdad anterior, implica que

1 2=
m—eo M h

por lo que

lim '————-’"" "'l =‘I1 - -————'“"”f'l.
m—co m h
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Entonces

f@ = lim ? (@, m),

I

=l

T - X
Finalmente, la estimacién puede escribirse como:
YN 1 .z — T
f(l)—nh piney A( h )

Kp(8) = %I\’ (%) R (3.70)

la ecuacién (3.70) se conoce en la Literatura como el Kernel Triangular. La generalizacién

donde

de la estimacién anterior al caso multivariado esta dada por:

Foo- s [ (2]

donde X' = (X),.... X)) € R cada h, j = 1,....p es el pardmetro de snavizamiento en la
j — ésima direccidon y X! = (.\';1, ..., Xj;,) define la muestra aleatoria. Este desarrollo puede
encontrarse en Scott (1992) p. 123.

Un analisis similar al presentado en la Seccién 3.2.3 puede hacerse para estimar el
AMISE en la técnica ASH . Scott (1992) presenta el siguiente resultado

Teorema 3.11 Para un ASH con kernel tridngular el AMISE esta dado por:

2 1 h2 ) R 2
A“{ISE=3_"—H(1+2_m_2)+_12m2R(f)+1_44(1_m 5m4> (f )

Demostracién. Ver Scott (1992) p.119.

El ancho de intervalo éptimo para un ASH estd dado por la expresién:

b = (%(4”)1 , (3.71)
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ciando el mimero de histogramas que se promedian tiende a infinito, i.e., siempre que
m — oo, En particular cuando se utiliza la densidad N (u, 0?) para aproximar el valor h*
en (3.71) el éptimo estd dado por:

h* = 2.5760n"%. (3.72)

Si se desea hacer un andlisis mas profundo de esta técnica se sugiere ver Scott (1992).

Ejemplo 3.1 Para ilustrar la téenice ASH (Histogramas promediados corridos) se utilizd
la muestra de los Irises de Fisher (ver Tabla Bl del Apéndice) y se considerd dnicamente
la vartable Sepallen de la especie Setosa, lu cual consta de 50 vbservaciones. El andlisis
fue realizado en el paquete S-Plus para obtener las ygrdficas del promedio de los histogramas
y se utilizd (3.72) para aproximar el ancho de banda dptimo. En este caso, & = s = 0.3525

y n = 50, obteniéndose de este modo
h* = (2.576) (0.3525) [(50)] % = 0.41.

El origen para todos los intervalos se dio en to = 3.8432, y el intervalo final en t,, = 6.2568

Los histogramas para m = 1,5,10,50 se presentan en las grdficas 1 a la 4.
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Figura 1. Histograma ASH con m =1 de la variable Sepallen de la especie Setosa de los

Irises de Fisher.

1]

04

0

40 as so 55 L]

Figura 2. Histograma ASH con m = 5 de la variable Sepallen de la especie Setosa para

los Irises de Fisher.
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Figura 8. Histograma ASH con m = 10 de la variable Sepallen de la especie Setosa de los

Irises de Fisher.
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Figura 4. Histograma ASH con m = 50 de la variable Sepallen de la especie Setosa de los

Irises de Fisher.
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Como puede observarse de estas grdficas, el incremento en el suavizamiento de la esti-
macidén es notorio conforme m crece, donde la estimacién con m = 50 produce una curva

bastante suave.

3.2.5 Densidad Estimada del Kernel

Es conveniente destacar que la investigacién relacionada con la estimacién no paramétrica,
fue desarrollada hasta 1950, cuando la teoria paramétrica de estimacién de densidades
ya era amplia. Fix y Hodges (1951) introdujeron el algoritmo bdsico para estimar no
paramétricamente una densidad y ellos fueron quienes encaminaron el problema de la dis-
criminacién estadistica cuando la forma de la densidad de la muestra no era conocida.
Durante la siguiente década, aparecieron varios algoritmos generales y teorfas alternativas,
las cnales fueron introducidas por Rosenblatt (1956), Parzen (1962) y Cencov (1962). Las
investigaciones posteriores fueron realizadas por Watson y Leadbetter (1963), Loftsgaar-
den y Queseberry (1965). Schwartz (1967), Epaneclinikov (1969), Tarter » Kronmal (1970)
¥ Wahaba (1971). La generalizacidon multivariada fue introducida por Cacoullos (1966).
Finalmente en 1970. llegaron los primeros escritos sobre aplicaciones pricticas de estos

métodos ¥ que fueron realizados por Scott et al. (1978) y Silverman (1978).

La estimacidén por medio del Kernel promediado es flexible en cuanto a la forma y al
desarrollo matemdtico. Como analogia al caso de los histogramas, se tiene un pardmetro de
suavizamiento el cnal regula el grado de ajuste en estos suavizadores del Kernel, llamados

anchos de banda h. El Kernel bédsico estimado puede ser escrito en forma compacta como

Ky (z) = }—111( (%) ,

con K () la funcién de densidad. Promediando con respecto a estas funciones de Kernel,

se obtiene

1l

'—11 Z": Kn(z — X3, (3.73)

i=1

1 u I—X,'
E:_Z:;K("—h )

F @)
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Como la funcién K () es una densidad se cumple:

o A 1 n 0o . — X
/_wf(z)dz=n—h§/_w1\ (I - )d:c,

haciendo y = ’—',:l’- se sigue que:

[[lere = & gj/ K (3) hay,

Il

Criterio del Error en las Densidades Estimadas

El andlisis estadistico de los estimadores Kernel es mucho mas sencillo que el de los his-
togramas, ya que el estimador Kernel en la ecuacién (3.73) es la media aritmética de las

n v.a.i.i.d, Xi,..., N, con densidad comin f (z). Definiendo

. 1 (T X,
K (2, X)) = 3K (f—r-) )

Entonces

E [? (z)} = E[Ku(z, X)),

Var [? (z)] = %Var [ (2, X)),

donde X ~ f (z). El valor esperado estd dado por:

sf@] = [~ @0 s @,

tomando w = ’,—‘l‘ se tiene que ¢t = z — hw y se sigue
n
£[f @]

Expandiendo en series de Taylor f (z — hw) alrededor de z se obtiene

]

/ £K (W) f (@ — hu)hdw, (3.74)

/ K (w) f (z — hw) dw.

fz—hw)= f(z)+ f (z) (~wh) + fT("') (—wh)? + f—-s(—”)- (—wh)® +... (3.75)
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Entonces la ecuacidn {3.74) se puede simplificar como:

i@ = [ xwli@+r@cm+ LB cur @

f ()( u'h)3+--~]dw

Si fK(w)=1, fwuK(w)=0, f[v®K(w) =0} >0y |fwK (w)dw| < oo Yk € N,
entonces la expresién (3.76) se simplifica como

A h® . ”
E [f (r)] = f(z)+ ?f (z)ok+o %), 3.77)
y por lo tanto, el sesgo se puede expresar como:

5[f m] b (z)] -/ @),

Por otro lado el sesgo cuadritico integrado puede calcularse como:
[ 5[ @) e

° Fh? ., 2 2 2
[m ?f (z)oi +o(R?)| dx,

i L 2 4 2y p2 ¢ 2 212
/ [T[f (i)] ot + o0 (R2) K2 (z) o + 0 (h)]dz,

4 .4 o0 " 2 -3 "
=k ”*/ [+ @) dz+h2a,3/ o (h?) f" (z)dz
-0 -0

W o 2 2
= ?f (z) o} +o(h?).

ISB [} (z)]

4
==
+/ o2 (h?) dzx,
—o0
de donde finalmente
A A, v 4 .
ISB | (2)| = SoiR (f ) +o(ht). (3.78)

Para esta muestra aleatoria la varianza se calcula como:

Var [} (.7:)] ~Tl—lVar [Kn (2, X)) X ~ F(x), '

- Hele (- = e ()

- Haxe () soa-r@-omr},

i
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donde esta igualdad se satisface utilizando (3.77). Haciendo el cambio de variable w = &4
se tiene t = z — hw la ecuacién anterior se puede escribir como:

Var [} (:1:)] -2 {%/_:K? (W) f (z — hw) hdw — [f (z) +o(h)]2} ,

y expandiendo f (z — hw) como en (3.75) se tiene

Var [? (z)]

:l»—* Bl

GLrw]i@-mwre 2+ 2 g 2] dw - 17 @ - o}
{ (I)R(K)+f (z)/ wK? (w) dw + o(1) — [f(z)—o(h)]'}
= S @RE) +2f @) [ witw)dw+ zo(1) - 1 1f (=) - oW,

= —=F@R(K)+o (k™).

N
Entonces se puede calcular el TV [ I (z)] con base en la expresién anterior como:

I

% [? (z)] /_ : {ll Fl@)R(K) +o ([nhr‘)} dz, (3.79)

R (K)

W

+o(fnh) ™).

A
De las ecuaciones (3.78) y (3.79) se puede obtener el IMSE [f,, (z)] de la siguiente manera:

1

IMSE [},, (z)] ISB [?,, (z)] IV [?,, (x)] ;

—akR (f) +o(hf) + 2L R(K)

+o([nh]™).

A A
Asintéticamente se puede decir que el IMSE [f n (z)] = MISE [ In (I)] estd dado
por:

AMISE {?; (Z)] = E% + %”:R ()

el resultado que se establece en el siguiente Teorema.



145

Teorema 3.12 Para un estimador de Kernel

AMISE [?,, (m)] =B Botr (s,

y el pardmetro de suavizamiento dptimo

. R(K) 1t _
= [aiiR(f“)} nt

»
proporciona

AMISE)- [f (z)] = g e RN R (f”)i n-t,

Los resultados sobre estimacién de densidades para el caso multivariado de los esti-
madores de Kernel pueden consultarse en Scott (1992).

3.3 Mapas Territoriales.

Como una opcidn a las téenicas multivariadas en donde lo que se desea es asignar un nuevo
individuo a alguna de las g poblaciones que se tienen como alternativa, se presenta en esta
seccién un procedimiento grafico conocido en la literatura como Mapas Territoriales. Estos
mapas tienen como finalidad facilitar la asignacién de nuevas observaciones evitando los
cdleulos laboriosos basados en la evaluacidn de las funciones de clasificacién, particular-

mente cuando el mimero de variables es elevado.

Dado que la asignacion basada en las g funciones de clasificacién (lineales o cuadradticas)

es similar a la obtenida utilizando las funciones de clas

cacion candnica significativas,
resulta conveniente elaborar los mapas territoriales con base en estas iiltimas dado que
los célculos resultan mas simples debido a la reduceidon de dimensidn de las variables de
clasificacién.

La idea consiste en que dado un muevo individuo con vector de atributos X, se obticne
el vector de puntajes candnicos asociados y el individuo se asigna a la poblacién para
la cual este vector estd mds cerca del correspondiente vector de medias candnicas. La
utilidad de los mapas es que dado el vector de puntajes candnicos sélo debe localizarse en

el mapa el simbolo e la poblacidon en 1a que debe clasificarse el individuo. Estos mapas
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se construyen haciendo una reticula en dos o tres dimensiones ( que generalmente es el
ntimero de funciones candnicas significativas en la préctica) v clasificando cada punto de

la reticula en la poblacién correspondiente y graficando el simbolo en el mapa territorial.

Ejemplo 3.2 Utilizando la muestra de los Irises de Fisher (ver Tabla Bl del Apéndice B)
se hizo el andlisis discriminante para obtener las funciones de clasificacidn candnicas no

estandarizadas para ejemplificar el uso de los mapas territoriales.

La muestra consiste en tres especies de flor de Iris: Itis Setosa, Iris Versicolor e Iris

Virginica las cuales se denotardn en el mapa como:

Setosa - 1

o

Versicolor —
Virginica — 3

Y se observd 4 caracteristicas (variables) en la muestra:

Petallen,
Petalwid,
Sepallen,
Petalwid.

Las funciones de clasificacion candnicas no estandarizada asociadas a la muestra estdn

dadas en la siguiente Tabla:

Varible | Funcidn 1 Funcidn 2
Petallen 2.2012 -.9319
Petalwid 2.8104 2.8591
Sepallen -.8294 0.0241
Sepalwid -1.5844 2.1645
Constante -2.1051 -6.6614
Tabla 1. Funciones de clasificacidn candnicas no estandarizadas
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Las combinaciones lineales mediante las que se obtienen las nuevas variables estdin dadas

por:
Y, = 2.2012X) + 2.8104X; — 0.8294X3 — 1.6344.X,; — 2.1051,
Y, = —0.9319X; -+ 2.8391.X; + 0.0241.X; + 2.1645X; — 6.6614.
Entonces para un individuo con vector de atributos X = (6.4,2.8,5.6,2.2), las funciones

candnicas no estandarizadas transforman este individuo en el punto
Y = (11.8326,0.2209) .

Este punto se localiza en el Mapa Territorial y se observa gyue ha sido clasificado en la
poblacion 3, la cual corresponde a la Especie Virginica. Es claro, que el orden en el que
se introducen las variables debe coincidir con el orden que establece el paquete sobre las

variables.
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Figura 8. Mapas Territoriales para la muestra de las Irises.

Es fdcil observar que las posibles malas clasificaciones estdn dadas en las fronteras de

cada regidn.



Capitulo 4

DISCRIMINANTE
PARAMETRICO vs NO
PARAMETRICO

Este capitulo tiene la finalidad de hacer una comparacién entre los métodos de discrimi-
nacién normal y no paramétrico. La comparacién se lleva a cabo con el fin de mostrar que
los métodos no paramétricos producen resultados similares a los obtenidos en el caso de
discriminar poblaciones normales, mientras que la estimacién no paramétrica puede pro-
ducir resultados muy superiores a los que se obtienen con base cn la clasificacién normal
cuando se supone que los datos no siguen una distribucién normal. El andlisis utiliza cuatro
muestras en donde tres de ellas fueron simuladas mediante el paquere estadistico S-Plus y
fueron analizacas en el paquere SAS. En lailtiina comparacion se ntiliza la muestra de
los Irises de Fisher y de manera adicional se presentan las graficas de las probabilidades a

posteriori para esta muestra, las cuales servirdn para la clasificacion de un nuevo individuo.

En esta parte se reproducen algunos de las resultados que son obtenidos en el paquete
SAS como son: las tablas de mala clasificacion y grdaficas de las densidades correspondientes

a cada una de las muestras.
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4.1 Simulaciones

En este apartado se analizan las muestra que fueron simuladas mediante el paquete $-Plus
¥y que corresponden a los archivos Datosnl.txt, Datosn2.txt, Datosn3.ixt y adicionalmente
se contempla la muestra de los Irises de Fisher, Para los cuatro casos se hace un andlisis de
discriminacidn normal, con base en las funciones de discriminacién lineal y las funciones de
discriminacién cuadridticas, ademis se obtiene el andlisis wtilizando los estimadores Kernel,
con base en la distribucién Normal. Se debe hacer notar que en la discriminacién de las

observaciones se supone que inicialmente son igualinente probables.

En la muestra de los Irises de Fisher se presentan las grdficas de las probabilidades

posteriores que determinan las regiones de clasificacién de las especies de Iris.

4.1.1 Simulacién 1

En este ejemplo se consideran dos poblaciones bimodales univariadas con 200 observaciones
cada una, teniendo una muestra total de dimensidn 400 x 1 observaciones. La funcién de

densidad de cada j.oblacién se obtuvo utilizando las signientes combinaciones:
Para la poblacién correspondiente al Grupo 1 su densidad es
fx (@) = 04N (250,1) + 06N (x,;8, 1),

donde N (z; 1, 0%) representa la densidad de una variable N (i, 0%) evaluada en z. La den-
sidad de las muestras se presenta en la grifica siguiente:
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Densided de Y

Figura 1. Gréfica de las densidades para la muestra simulada 1.

En la siguiente grifica puede observarse también el comportamiento de la muestra,
mediante un histograma de frecuencias:



Histogram (DATOSNLSTA Jv"400c}

No of cbs
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Y

Figura 2. Histograma de frecuencias de los grupos de la Simulacién 1.
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Bajo el supuesto de normalidad en la poblacién y considerando las funciones de discri-

minacién lineal, se obtiene el siguiente cnadro de clasificacién

Tabla 1. Porcentajes de clasificacién por Grupo para la simulacién 1

Grupo 1 2 Total |
1 69 131 200
34.50 | 65.50 | 100.00
146 54 200
73.00 | 27.00 | 100.00
Total | 215 185 400
53.75 | 46.25 | 100.00

(]

De la Tabla anterior puede observarse que de los 400 individuos en muestra 277 de ellos

se encuentran mal clasificados, por lo que es de suponerse que la tasa de clasificacién

incorrecta para este andlisis tenderd a ser muy alta. Estas tasas de error pueden observarse

en el cuadro siguiente:

1 2 Total

Proporcién 0.6550 { 0.7300 | 0.6925

Prob. apriori { 0.5000 | 0.5000

Tabla 2. Error Estimado por Grupo
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Obsérvese de la Tabla 2, que la proporcién total del error total es de 0.6925, lo cual
significa que casi el 70% de las observaciones estan mal clasificadas. Por lo tanto, dadas
las caracterfsticas de la muestra, la discriminacién bajo el supuesto de normalidad en las
poblaciones y considerando una matriz de covarianzas comin no proporciona resultados
satisfactorios, ya que el niimero de traslapes es considerable.

La discriminacién cuadraitica es obtenida al suponer normalidad en la muestra y con-
siderando que los grupos tienen matriz de covarianzas distinta. Con base en el método
anterior se obtiene el siguiente cuadro de clasificacién:

Grupo 1 2 ] Total
1 69 131 200
34.50 } 65.50 | 100.00
2 57 143 200

28.50 | 71.50 | 100.00
Total 126 274 400
31.50 { 68.50 | 100.00

Tabla 3. Porcentajes de clasificacién por Grupo para la simulacién 1

La cual manifiesta que 131 individuos del grupo 1 se traslaparon en el grupo 2 y 57 in-
dividuos pertenecientes al grupo 2 fueron clasificados en el grupo 1, obteniendo asi 188
observaciones mal clasificadas de un total de 400 individuos, lo cual implica que el por-
centaje de error nuevamente es alto. En la Tabla que se presenta a continuacién se puede
observar la proporcién de error global y por grupo:

1 2 Total
Proporcién 0.6550 | 0.2850 0.4700
Prob. apriori | 0.5000 | 0.5000
Tabla 4. Error Estimado por Grupo y Error Total

En la Tabla 4 se observa que el error total es del 47%, lo cual quiere decir que casi la mitad
de las observaciones se encuentran mal clasificados.

Adicionalmente sc obtiene el analisis de acuerdo a la teoria de los estimadores Kernel,
el cual utiliza la densidad Normal para aproximar la densidad de la muestra simulada.
Dado que las dos poblaciones son bimodales y se encuentran traslapadas se espera que el
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método Kernel estime adecuadamente la densidad de las poblaciones y se obtengan mejores
resultados en la clasificacién, en el sentido de que las tasas de error sean minimas.

En la siguiente Tabla se pueden apreciar los resultados de la clasificacién obtenida
mediante el Kernel Normal,

Grupo 1 2 Total
1 189 11 200
94.50 | 5.50 | 100.00
5 195 200
2.50 | 97.50 | 100.00
Total 194 206 400
48.50 | 51.50 § 100.00

(]

Tabla 5. Porcentajes de clasificacién por grupos en la simulacién 1

Nétese que muy pocas observaciones en ambos grupos fueron clasificados incorrectamente,
teniendo 16 individuos mal clasificados de un total de 400, lo ¢nal no induce a pensar que
los porcentajes de error en este caso deben ser pequefios. Los resultados de las tasas de

error para este método estdn contenidas en la siguiente Tabla:

1 2 Total
Proporcién 0.0550 | 0.0250 0.0400
Prob. apriori | 0.5000 | 0.5000
Tabla 6. Error Estimado por Grupo y Error Total

Como puede verse de la Tabla 6, con el Kernel Normal se tiene un error total del 4%, lo cual

significa que sélo una proporcién pequena de individuos se encuentran mal clasificados.

Finalmente con base en el andlisis anterior se puede concliuir que cuando la muestra
observada no cumple con los supuestos de normalidad, la discriminacidn lineal o cuadrética
proporciona tasas de error altas mientras que cuando se estima la densidad de la muestra
mediante métodos no paramétricos los resultados obtenidos son superiores en el sentido de

que son mas precisos en la clasificacidn.
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4.1.2 Simulacién 2

Para esta parte se simularon dos muestras Normales bivariadas, independientes con matriz
de covarianzas comiin a ambas muestras, en donde cada muestra estd asociada con una
matriz de dimensién 150 x 2. El objetivo en este punto es que dadas las caracteristicas de
la muestra, se obtengan los mejores resultados utilizando la discritninacidn lineal, y poderla

; comparar con la discriminacién cuadrédtica v los estimadores Kernel.
: La poblacién correspondiente al grupo 1 tiene distribucién Normal de parametros:

0 2 -1
o= y ==
0 ~1 3

y la poblacién asociada al grupo 2 es Normal de pardmetros:

L7 2 -1
L= . S =
4 1.7 y -1 3

La siguiente grifica proporciona la dispersién que siguen las dos poblaciones:

Scatterplot (DATOSN2.STA 4¥°300c)
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Figura 3. Dipersién de los dos grupos correspondientes a la Simulacién 2.

Bajo normalidad en la muestra y nsando el puntaje lineal se obtiene la siguiente Tabla:
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Grupo 1 Total
1 130 150
86.67 | 13.33 | 100.00
29 121 150
19.33 | 80.67 | 100.00
Total 159 141 300
53.00 | 47.00 | 100.00

(]

[~
[=}
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Tabla 7. Porcentaje de clasificacion por grupos para la simulacién 2

Puede observarse de la Tabla 7 que 49 individuos se encuentran mal clasificados de un total
de 300, aunque los traslapes no son numerosos. se csperaba obtener mejores resultados
dadas las condiciones en las que la muestra fue obtenida. Los errores de clasificacién se

pueden visualizar de la siguiente Tabla:

1 2 Total
Proporcion 0.1333 } 0.1933 0.1633
Prob. apriori | 0.5000 | 0.5000

Tahla 8. Error Estimado por Grupo y Error Total

De esta tabla se puede observar (ue el porcentaje de clasificacion incorrecta bajo el método
de discriminacién lineal es del 16.33%. Debido a que las poblaciones comparten la misma
matriz de covarianzas se puede pensar que la tasa de error no es la satisfactoria.

Si las poblaciones no comparten la misma matriz de covarianzas, se utiliza la discrimi-

nacién cuadratica. Los resultados se dan a continuacién:

Grupo 1 2 Total
1 132 18 150
88.00 | 12.00 | 100.00
2 25 125 150

16.67 | 83.33 | 100.00
Total 157 143 300
52.33 | 47.67 | 100.00

Tabla 9. Porcentaje de clasificacion por grupos para la simulacién 2
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Obsérvese de la Tabla 9 que el 18 observaciones pertenecientes al grupo 1 fueron asignadas
a la poblacién 2 y 25 elementos del grupo 2 se traslaparon en el grupo 1, resultando 43
individuos mal clasificados de un total de 300. Nétese que esta estimacidn es similar a la

obtenida con base en la discriminacidn lineal. Las tasas de error estdn dadas a continuacién

1 2 Total
Proporcién 0.1200 | 0.1667 0.1433
Prob. apriori | 0.5000 | 0.5000
Tabla 10. Error Estimado por Grupo v Error Total

La Tabla 10 muestra un crror total del 11.33%, el cual es nmy parecido al obtenido en la
discriminacién lineal, sin embargo las diferencias en las tasas de error en la clasificacién a
simple vista parecen no ser significativas.

En suma a los métodos nutilizados anteriormente se analiza esta muestra por medio de
los estimadores Kernel ajustande la densidad de la muestra mediante la densidad Normal,
suponiéndose un ancho de intervalo igual en las dos direcciones del plano (ya que la mues-
tra contempla dos variables), y considerando también el caso en el que los anchos de los

intervalos son diferentes en las dos direcciones.
De acuerdo al método de Kernel Normal cuando el ancho del intervalo es el mismo

en ambas direcciones se producen los siguientes resultados en la clasificacién que estan

concentrados en la Tabla que a continuacién se cita:

Grupo 1 2 Total
1 133 17 150

88.67 | 11.33 | 100.00
29 121 150
19.33 | 80.67 | 100.00

Total 162 138 300
54.00 | 46.00 | 100.00

[V

Tabla 11. Porcentajes de clasificacién por Grupos para la simulacién 2

Como se observa de la Tabla 11, 47 individuos se encuentran mal clasificados, de los cuales
17 pertenecen al grupo 1 y 29 al grupo 2. Nétese también que estos resultados son muy

parecidos a los obtenidos por los métodos anteriores.
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Las porcentajes de error en la clasificacién que fueron obtenidos mediante el método de

Kernel Normal estan dados en la Tabla que a continuacién se presenta:

1 2 Total
Proporcién 0.1133 | 0.1933 0.1533
Prob. apriori | 0.5000 | 0.5000
Tabla 12, Error Estimado por Grupo v Error Total

De esta Tabla se observa que la proporcion del error total es del 0.15633, lo cual significa

que el 15.33% de los individuos de la muestra fueron clasificados incorrectamente.

Se debe aclarar que el andlisis de la muestra simulada con base en el Método de Ker-
nel Normal utilizando distintos anchos de intervalo queda omitido, ya que los resultados
obtenidos en la clasificacion ¥ en los porcentajes de error son los mismos a los obtenidos
por ¢l método del Kernel Nortnal con el mismo ancho de intervalo.

Con base en los métodos ntilizados anteriormente se puede concluir que los resultados
en la clasificacién son muy parccidos y que las tasas de error en cada uno de ellos no
manifiestan grandes diferencias. Dado que el Kernel Normal hace una buena aproximacién
de la densidad asociada a las muestras sus resultacdos pueden ser comparables con los

obtenidos al utilizar los métodos paramétricos.

4.1.3 Simulacién 3

Para este caso se simularon dos muestras normales bivariadas cada una de dimensién 150x2,
formando una muestra total de dimensién 300 x 2,
La poblacién correspondiente al grupo 1 es Normal de pardmetros:
0 3 -3.7
Ho= y =
0 -37 5
y la poblacién asociada al grupo 2 es normal con pardmetros:

0.25 3 37
= y L=
0.25 37 5

La dispersién de la muestra simulada puede apreciarse en la siguiente figura:
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Fignra 4. Dispersion de la muestra de la Simulacién 3.

El objetivo en esta seccidn dado que las poblaciones son normales y tienen distinta ma-
triz de covarianzas es comparar los resultados que proporciona la discriminacién cuadrética
con los obtenidos mediante los otros métodos.

Considerando las funciones de discriminacién lineal, los resultados obtenidos en la clasi-
ficacién de la muestra sirnulada son los siguientes:

Grupo 1 2 Total
1 82 68 150
54.67 | 45.33 | 100.00
2 74 76 150

49.33 | 50.67 | 100.00
Total 156 144 300
52.00 | 48.00 | 100.00

Tabla 13. Porcentajes de clasificacién por Griipo en la simulacién 3

De la Tabla anterior, se puede observar que existen 142 individuos de un total de 300 que se
encuentran mal clasificados, por lo que se puede inferir que este método no produce resul-
tados satisfactorios en la clasificacién de los individuos y se pucde pensar que la estimacién

de la tasa de error tendra un valor alto. La proporcién del error estimado para este método
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se puede observar de la siguiente Tabla:

1 2 Total
Proporcién 0.4533 | 0.4933 0.4733
Prob. apriori | 0.5000 | 0.5000
Tabla 14. Error Estimadoe por Grupo y Error Total

Claramente de la Tabla anterior se observa que el porcentaje de error total es muy alto, y
se obtiene que el 47.33% de lo individuos se encuentran mal clasificados.

Con base en las funciones de discriminacién cuadraticas, se espera que este andlisis
proporcione mejores resultados en la clasificacién, porque las poblaciones simmladas son
normales con matriz de covarianzas distinta. Los porcentajes de la clasificacién obtenidos
mediante la discriminacién cuadrdtica estdn dados en la siguiente Tabla:

Grupo 1 2 Total
1 128 22 150
85.33 | 14.67 | 100.00
2 6 144 150

4.00 | 96.00 | 100.00
Total 134 166 300
44.67 | 55.33 | 100.00

Tabla 15. Porcentajes de clasificacién para la simulacién 3

De la Tabla anterior, se puede observar que el mimero de individuos mal clasificados es muy
pequeiio, ya que solamente 28 observaciones se encuentran traslapadas. Los porcentajes de
el error estimado global y por grupos estd dado en la siguiente Tabla:

1 2 Total
Proporcién 0.1467 | 0.0400 0.0933
Prob. apriori | 0.5000 | 0.5000
Tabla 16. Error Estimado por Grupo y Error Total

En la Tabla anterior se aprecia que la proporcidn del error estimado es considerablemente
més pequefio al obtenido por el método de discriminacién lineal, ya que se tiene que el 9%
de los individuos estdn mal clasificados.
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Comparativamente a lo que se obtuvo con las funciones de discriminacién lineal, la

discriminacién cuadrdtica dadas las caracteristicas de la muestra proporciondé mejores re-

sultados, en el sentido de que es mds precisa en la clasificacién de los individuos,

Adicionalmente se utilizan los estimadores Kernel con base en la diseriminacién Normal

para estimar la densidad de la muestra simulada y se considera que el ancho de los intervalos

en las dos direcciones es la misma. Los porcentajes de clasificacion de los individuos en

cada grupo se puede apreciar de la siguiente Tabla:

Grupo 1 2 Total

1 136 11 150
90.67 | 9.33 } 100.00

2 20 130 150
13.33 | 86.67 | 100.00

Total | 156 144 300
52.00 | 48.00 | 100.00

Tabla 17. Porcentajes de clasificacion por grupos en la simulacion 3

Como se aprecia de la Tabla 17, se tienen 34 individuos mal asignados, en donde 14 de

ellos pertenecen al grupo 1 y fueron clasificados en el grupo 2, y 20 observaciones que son

elementos del grupo 2 y se traslaparon en el 3. Sin embargo ¢l mimero de individuos mal

clasificado mediante la estimacidén Kernel es pequetio.

Las tasas de error con base en la estimacidon no paramétrica se puede consultar de la

siguiente Tabla:

2 Total
Proporcion 0.0933 | 0.1333 0.1133
Prob. apriori | 0.5000 { 0.5000

Tabla 18. Error Estimado por Grupo y Error Total

De la tabla anterior se pucde apreciar que el error global es del 11.33% el cual no difiere en

mucho al obtenido mediante las funciones de discriminacién cuadréticas. Por lo tanto los

resultados en la clasificacién de los individuos mediante la estimacién no paramétrica son

similares a los obtenidos por medio de la discriminacién cuadrdtica.
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Por ultimo se hace el andlisis de la muestra con base en el Kernel Normal considerando
que los anchos de los intervalos son diferentes en las dos direcciones. Los resultados que se

obtienen utilizando el método mencionado anteriormente estin concentrados en la Tabla
que se cita a continuacién:

Grupo 1 2 Total
1 129 21 150
86.00 | 14.00 | 100.00
2 7 143 150

4.67 | 95.33 {1 100.00
Total 136 164 300
\‘4583 54.67 { 100.00

Tabla 19. Porcentajes de clasificacidn por grupos para la simulacién 3

Se observa de esta Tabla que el mimero de individuos que se encuentran mal asignados es
muy pequeno, lo cual implica que las tasas de error no serén altas. Estas tasas de error se
pueden apreciar de la siguiente Tabla:

1 T 2 Total
Pioporcién 0.1400 | 0.0467 0.0933
Prob. apriori | 0.5000 | 0.5000
Tabla 20. Error Estiinado por Grupo y Error Total

La Tabla 20, produce cn error total estimado del 9.33%, la cual coincide con la tasa obtenida
mediante las funciones de discriminacién cuadraticas (ver Tabla 16 de este Capitulo) y se

puede concluir gue las clasificaciones con base en estos cos métodos son equivalente.

Por lo tanto, se concluye que cuando la muestra tiene asociada una distribucién Nor-
mal y los grupos poseen matrices de covarianzas distinta, los métodos de discriminacién

cuadraticos proporcionan resultados muy parecidos a los obtenidos mediante los métodos
discriminantes no paramétricos.

4.1.4 Irises de Fisher (1936)

La muestra de los Irises de Fisher es uno de los ejemplos que se consideran cldsicos dentro

del Analisis Multivariacdo y que sirve de apoyo para ilustrar algunas de sus téenicas. La
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mmestra consiste de 50 observaciones para cada una de las tres especies de Iris: Setosa(1),
Versicolor(2) y Virginica(3). Tomando como variables de interds para analizar la muestra
€l largo del pétalo (PETALLEN), el ancho del pétalo (PETALWID), el largo del sépalo
(SEPALLEN) y el ancho del sépalo (SEPALWID), en donde cstas variables estan escaladas

en milimetros (mm). En la siguiente gréfica se aprecia la dispersion de la muestra:
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Figura 5. Grilica de la dispersién de los Irises de Fisher,

El ejemplo se encuentra dividido bdsicamente en dos partes: En la primera se hace el
supuesto de normalidad en la muestra y se obtienen las funciones de clasificacién lineal
y cuadritica. En la segunda parte no se hace ningiin supuesto distribucional y se utiliza
el Kernel Normal para estimar la densidad de la muestra. Cualquiera que sea el método

utilizado se supone inicialmente que las poblaciones (especies) son igualmente probables,

Bajo el supuesto de normalidad en la muestra y considerando que las matrices de cova-
rianza para los tres grupos son ignales se considera la clasificacién de los individuos con base

en las funciones de discriminacién lineal. El siguiente cuadro proporciona los porcentajes
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de la clasificacién por grupo:

Especie | Setosa { Versicolor | Virginica | Total

Setosa 50 0 0 150
100.00 0.00 0.00 100.00

Versicolor 0 48 2 150
0.00 96.00 1.00 100.00

Virginica a 4 46 150
0.00 8.00 92.60 100.00

Total 50 52 48 150
33.33 34.67 J 32.00 100.00

Tabla 21. Porcentajes de clasificacién por especie para los Irises de Fisher
Obsérvese de la Tabla 21 que existen muy pocas observaciones mal clasificadas y que el
grupo que no presenta ningiin traslape es la especie Setosa, lo cual nos hace pensar que
esta especie presenta diferencias relevantes en comparacién con las otras dos especies. Los
resultados del error estimado por grupos y el error total se encuentra dados en la Tabla

que a continuacién se presenta:

Setosa | Versicolor | Virginica | Total

Proporcidn 1.0000 ).0400 0.0800 0.0400
Prob. apriori | 0.3333 0.3333 0.3333
Tabla 22. Error Estimado por Grupo y Error Total J

Como puede observarse ¢l crror total que se presenta al utilizar las funciones de discrimi-
nacién lineal es muy pequeiio, ya que su estimacion es del 4%, lo cual significa que sélo

G observaciones se encitentran mal clasificadas. Los resultados de la validacién cruzada

proporciona el total de casos que se encuentran mal clasificados asi como el grupo del cual

proviene la observacidn en cuestion y el grupo al que fue asignado, estos casos se pueden



observar de la siguiente Tabla:

Obs | Especie | Asignada en | Setosa | Versicolor | Virginica
8 Virginica | Versicolor* 0.0000 0.8453 0.1547
9 Versicolor | Virginica* 0.0000 (12130 0.7870

25 | Virginica | Versicolor™ 0.0000 0.8322 0.1678
87 | Virginica | Versicolor* 0.0000 0.8057 0.1943
91 | Virginica | Versicolor* 0.0000 0.8903 0.1097
148 | Versicolor | Virginica* .0000 0.3118 0.6882

Tabla 23. Resultados de la validacion cruzada para los Irises.
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Esta clasificacion se hace estimando la probabilidad posterior de cada individuo de la

muestra y se asigna la observacién, en el grupo gue tiene la probabilidad méds alta. De la

Tabla 23 se puede observar gue los grupos gue se traslapan son los correspondientes a Iris

Versicolor ¢ Iris Virginica.

Las regiones de clasificacién en las que esta dividido el plano pueden apreciarse de la

siguiente grifica:
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Donde la regién asociada a la muestra de la especie Setosa esta representada por una
S, la regién correspondiente a la especies Versicolor con la letra O y mapea la letra V para
identificar la muestra correspondiente a los Irises de la especic Virginica.. Como puede verse
de la gréfica, la especie Sctosa tiene dimensiones pequefias en las variables PETALLEN y
PETALWID ya que su poblacién esta situada en la parte inferior izquierda de la gréfica.
Las mediciones de las individuos pertenecientes a las especies Versicolor y Virginica tienen
un comportamiento parecido, lo enal influye en los resultados de la clasificacion, puesto
que es en estas especics en donde se encuentran los traslapes. De la grifica también puede
apreciarse que los individuos que pueden ser mal clasificados se encuentran en las fronteras

de cada regién.
Si se considera ahora que las matrices de covarianzas asociada a cada especie de Iris son
distintas, la discriminacion se hace con base en las funciones de discriminaciéon cuadrédticas.

Utilizando este supuesto los porcentajes de clasificacién en cada grupo son los siguientes:

Especie | Setosa | Versicolor | Virginica | Total

Setosa 50 Q 0 150
100.00 0.00 0.00 100.00

Versicolor 0 48 2 150
0.00 96.00 4.00 100.00

Virginica 0 3 47 150
0.00 6.00 94.00 100.00

Total 50 51 49 150
33.33 34.00 32.67 100.00

Tabla 24. Porcentaje de clasificacién por especie para los Irises

De la tabla 24, se puede observar que los resultados obtenidos en la clasificacién son pare-
cidos a los que se obtuvieron por medio de las funciones de discriminacién lineal, ya que
la especie Setosa sigue clasificdindose correctamente y las otras dos especies manifiestan
traslapes de una poblacidn a otra. El error estimado por especie y total se encuentra en la
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siguiente Tabla:

Setosa | Versicolor | Virginica | Total
Proporcién 0.0000 0.0400 0.0600 | 0.0333
Prob. apriori | 0.3333 0.3333 0.3333

Tabla 25. Error Estimado por Grupo y Error Total

La tasa del error total con base en las fimciones de discriminacién enadraticas es del 3.33%,

la cual no difiere mucho a la obtenida con las funciones de discriminacién lineal.

Andlogamente al caso de discriminacién lineal, el paguete SAS elabora con base en
las probabilidades posteriores las regiones de clasificacién con las que puede separarse la
muestra de los Irises. Como puede apreciarse de la grafica que a continuacién se presenta,
la especie Setosa se sigue acumulando en la parte inferior izquierda de la grafica, mientras
que la especie Versicolor ocupa la region central y la especie Virginica se localiza por debajo

y por encima de la especie Versicolor originando que las especies se traslapen.
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Si se supone gite la muestra no proviene de ninguna distribucién paramétrica conocida,
se pueden utilizar los estimadores Kernel para aproximar la densidad de la muestra. En

este caso se utiliza el Kernel Normal para estimar la densidad de los Irises de Fisher.

Con base en el Kernel Normal y suponiendo que las anchos de los intervalos son iguales

se obtienen los signientes resultados en la clasificacién:

Especie | Setosa | Versicolor | Virginica | Total

Setosa 50 0 n 150
100.00 0.00 0.00 100.00

Versicolor 0 48 2 150
0.00 96.00 1.00 100.00

Virginica 0 3 A7 150
0.00 6.00 94.00 100.00

Total 50 51 49 1530
33.33 | 34.00 32.67 100.00

Tabla 26. Porcentaje de clasificacién por especie para los Irises

De esta Tabla se aprecia que 5 individuos fueron traslapados de una especie a otra, lo cual
significa que existen individuos cuvas caracteristicas son muy parecidas a las que tiene la
otra especie. También obsérvese que el Kernel Normal con igual ancho de banda propor-
ciona los mismos porcentajes de clasificacién que lo obtenidos utilizando la discriminacién

cuadratica (ver Tabla 24). Las regiones de clasificacién utilizando las probabilidades pos-

teriores pueden apreciarse en la grafica siguiente:
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Plot of Classification Results

Plot of PETALWID*PETALLEN. Symbol is value of _INTO..

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVY
SSSSVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVY
SS5S8588S0VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVY
S55SSS8S55S000000VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVY
SSSSS55555500000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
SSS8S885S55555000000000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVY
S$8SSS55555555500000000000000000000000000000VVVVVVVVVVVVVVIVVY
S$58558555555555000000000000000000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVYVV
555585S88585555500000000000000000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVVVY
S555588555555555585000000000000000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVVVY
SSSSSSS8S5855555555500000000000000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVVVY
SSSSS8S5555558555555588S00000000000000Q0000VVVVVVVVVVVVVVIVVVY
SSSSSS5SS5SS855555558855SS0000000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVVVY
S35S5585855SS58555858558585S5000000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVIVY
S58555553555585555555855555580000000000000VVVVVVVVVVVVVVVVVVY
SSSSSSSSSSSS5SSS5S555858555SSSS00000000000VVVVVVVVVVVVVVVIVVY
SSSSS5SSSSSS55555555585558SSSSSS5S00000000000VVVVVVVVVVVVVVVVVY

171

74

et ——t et

o] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

PETALLEN



172

En esta grifica se puede observar que las tres especies siguen el comportamiento que
habfan manifestado anteriormente, es decir, la especie Setosa se agrupa en la parte inferior
izquierda, en la parte central se dispersa la especie Versicolor y por encima de ésta queda

agrupada la especie Virginica, siendo estas dos 1iltimas especies las que se traslapan.

Siguiendo el métado del Kernel Normal, cuando se elige nun determinado ancho para

cada direccién del espacio, se obtienen los signientes resultados en los porcentajes de la

clasificacién:

Especie | Setosa | Versicolor | Virginica | Total

Setosa 50 0 0 150
100.00 0.00 0.00 100.00

Versicolor 0 48 2 150
0.00 96.00 4.00 100.00

Virginica 0 2 48 150
0.00 4.00 96.00 100.00

Total 50 50 30 150
33.33 33.33 33.33 100.00

Tabla 27. Porcentaje de clasificacion por especie para los Irises
Ohbsérvese de la Tabla 27 que sélo se registraron 4 observaciones mal clasificadas, cuyos
. 5 . — . .
traslapes ocurren en las especies Versicolor y Virginica como anteriormente se habfa notado.

El error global estimacdo estd dado en la siguiente Tabla:

T Setosa | Versicolor | Virginica | Total
Proporcion 0.0000 0.0400 0.0-100 0.0267
Prob. apriori | 0.3333 0.3333 0.3333

Tabla 28. Error Estimado por Grupo y Error Total

Este método proporciona la tasa de error mds pequena, sin embargo los métodos anteriores
proporcionaron tasas no mayores a la anterior.

Las regiones en la que queda dividido el plano cnando se utiliza el Kernel Normal con
un ancho de intervalo para cada direccién, se pueden apreciar de la grifica en la siguiente

griafica:
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En esta grdfica se observa que el comportamiento de las tres especies es estable, lo
cual significa que la especies Setosa se agrupa en la parte inferior izquierda mientras que
Versicolor ocupa la parte central de la griafica y la especie '\’irgfnica esta dispersa alrededor
de ésta.

Por lo tanto se puede concluir que los resultados obtenidos utilizando el supuesto de
normalidad y cuando se supone que la densidad de la muestra no sigue ninguna forma

paramétrica conocida son similares.




Capitulo 5

Conclusiones

Debido a que las técnicas multivariadas permiten analizar un mimero considerable de va-
riables que son observadas sobre individuos que provienen de una o mas poblaciones, estas
técnicas han sido utilizadas en diversas dreas de la Ciencia como lo son: La Nedicina para
clasificar a los pacientes que padecen de una cierta enfermedad y aquellos que no la pade-
cen, en La Biologia se hacen estudios para analizar la relacién entre el crecimiento del tallo
de una planta con el tipo y la cantidad de fertilizante que es mezclado en la tierra, en la
Arqueologia para hacer la clasificacion de los crineos gue son encontrados en una cierta
regién y ubicarlos en el periéde histdrico al que pertenecen, ete. Dado que existe interés
por conocer cuales son las bases matemaiticas en las que descansan estos métodos, el pre-
sente trabajo cunplié con el objetivo inicial de hacer una recopilacion de los resultados que
son necesarios para la comprensién de dos de las técnicas multivariadas mds utilizadas: La
Técnica de Componentes Principales y El Anilisis Discrimminante.

Dado la importancia que tiene dentro del andlisis multivariado el concepto de la funcién
de densidad de probabilidad multivariada, el Capitulo 1 de esta Tesis extiende este concepto
al caso multivariado y hace una recopilacién general de las propiedades que caracterizan a
las densidades multivariadas donde en algunos casos se presentan ejemplos para ilustrar su
uso.

En el Capitulo de Componentes Principales, se presentan los resultados tipicos que cita

la Literatura especializada en este tépico y se presentan ejemplos ilustrativos de esta técnica
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utilizando el paquete STATISTICA debido a su facil manejo, a la calidad de los resultados
que pueden obtenerse y la resolucién de sus grificas.

En la parte correspondiente al Andlisis Discriminante, se obtuvieron resultados mncho
mads ricos, se introdujo la teorfa de los estimadores Kernel para estimar la densidad de la
muestra cuando no se hace el supuesto de alguna densidad paramétrica, como el medelo
normal y se discute la construccién de los mapas territoriales que aparecen en los paquetes
estadisticos pero que sin embargo no se encuentra su discusién en libros correspondientes
a este tépico.

En el Capitulo 4, se hace una comparacién de los resultados que son obtenidos con
base en la discriminacién normal y aquellos que se derivan de los estimadores Kernel. En
esta parte se pudo comprobar {aungue no se elaboraron un mimero considerable de simu-
laciones), que cuando una muestra cumple con el supuesto de normalidad, los resultados
que se obtienen mediante la discriminacién normal son muy parecidos a los obtenidos por
medio de los estimadores Kernel, pero cuando la muestra no cumple con este supuesto, los
resultados de la clasificacion si se utilizan las funciones de discriminacién bajo el supuesto
de normalidad son paobres, mientras que los estimadores Kernel proporcionan resultados
muy superiores, en el sentido de la precisién en la clasificacién. Esto conduce a considerar
la discriminacién no paramétrica basada en la estimacién por medio del Kernel, ya que los
resultados que de ella se obticnen son tan eficientes como los que se desprenden de la dis-
criminacién normal, cuando el supuesto de normalidad se cumple ¥ son superiores ciiando

la densidad de la muestra no proporciona alguna forma paramétrica conocida.

Finalmente, en el Apéndice A se recopilan los resultados de apoyo en las dreas de
Algebra, Cilculo, Estadistica y Probabitidad que se utilizaron a lo largo de la presente. E}
Apéndice B, contiene los resultados de los ejemplos y las muestras asociadas a la técnica
de Componentes Principales. En el Apéndice C, se concentran los programas elaborados

en el paquete SAS para las simulaciones correspondientes al Capitulo 4.
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Apéndice A
Resultados Preliminares

El objetivo de este Apéndice es hacer una recopilacién de algunos de los resultados bdsicos
que pueden ser importantes para la comprensién de la teoria matemética que utilizan
los métodos estadisticos multivariados. Por esta razén se enuncian algunas definiciones

correspondientes a las drcas de Algebra, Cidleulo, Estadistica y Probabilidad.

A.1 Algebra

A.1.1 Matrices

Definicion A.1 Una matriz A de tamano m x n, es un conjunto de niumeros con m

renglones y n. columnas con la siguiente forma

Cmni Qm2 *** Qmn
y se escribe Amxn = {ai;} para denotar una matriz A de dimensidn m x n, en donde ay;

es el elemento que estd en el i-ésimo rengldén y en la j-ésima columna. En particular, si
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m =n se dice que A es una matriz cuadrada.

Definicién A.2 Sin = 1, entonces se dice que A es un vector columna y dicho vector se

escribe:
a
A=
am
Definicién A.3 §i m = 1 entonces se dice que A es un vector renglén el cual tiene la

siguiente forma:

A=(a ooan ).

Definicion A.4 A es una matriz nula si todos sus elementos son cero.

Definicidn A.5 Sea A es una matriz cuadrada en donde todos sus elementos arriba de la

diagonal son cero,entonces A es llamada una matriz triangular inferior . La matriz tiene

la forma:
a 0 o
ax  asn 0
A=
aQn Q2n Ann

Definicidn A.6 Sea A es una matriz cuadrada, en donde todos sus elementos debajo de la

diagonal son cero entonces se dice que es una matriz triangular superior misma que tiene

la forma
a;r a2 ... amn
0 ax -+ aomm
A=
0 o - Qnn



Definicién A.7 Sea A,x., una matriz cuadrada en donde todos sus elernentos fuera de la

diagonal son cero, es llamada una matriz diagonal, esta matriz se denota por diag{ayy, ..., @nn)-

Definicién A.8 Una matriz cuadrada de dimensidn n x n, gue se denota por 1,, y se define

por

Definicion A.9 Si los renglones y las columnas de una matriz A de m x n son intercam-
biados se obtiene como resultado la matriz transpuesta de A, y que se denota por A o A'.

De este modo si A = {a;;} entonces A* = {a;;} de dimensién n x m. Si en particularcular

A= A%, se dice que A es una matriz simétrica.

Operaciones con Matrices Sean -, B, C matrices de rn x n, con elementos arbitrarios

ayj,bi5,ci; con i = 1,...,,m j = 1,...,n respectivamente.

Suma La swuma de las matrices A y B es una matriz C y que puede ser escrita como:

C=44+5,

tal que un elemento arbitrario de C, digamos ¢;; esta dado por

¢y = a,; + by;.

Multiplicacidon El producto AB entre 1ina matriz A de m x n y una matriz B de n x &,

es una matriz C' de m x & cuyo elemento ¢;; estd dado por

n
cj = E Qirbrs,
r=1

coni=1,.,myj=1,..,k Nobtese que el producto AB esta definido tinicamente si la

dimensién de las columnas de A es igual a la dimensidn de los renglones de 8.
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Definicién A.10 Sean A una matriz de dimensidn m x n. y a un escalar. El producto aA
del escalar @ y de la matriz A es una matriz B de m x n, tal que un elemento arbitrario

de B, por decir b;; estd dado por la expresion:
bij = aayj,

endondei=1,..myj=1,..,n.

Propiedades de las Operaciones con Matrices

1. A+ B = B + A Conmnutatividad de la suma.

™

. (A+ B)+ C = A + (B + C) Asociatividad de la suma.
3. A+0=0+ 4= A Identidad de la suma.
4. a(A+ B) = ad + aB Ley distributiva izquierda.
5. (a+8) A= ad+ BA Ley distributiva derecha.
6. (aB) A = a(BA) Asociatividad de la multiplicacion de escalares.
7. A(BC) = (AB)C Asociatividad de la multiplicacién de matrices.
8. IA = Ay Bl Identidad para la multiplicacién.
9. A(B+ C) = AB + AC Ley distributiva izquierda.
10. (A + B) C = AC + BC Ley distributiva derecha.
11. (A!)* = A Transpuesta de la transpuesta.
12. (A+ B)' = A* + B* Transpuesta de la suma.

13. (AB)" = B'A! Transpuesta de un producto.
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A.1.2 Propiedades de la Traza, el Determinante y la Matriz In-

versa

La funcién traza que se denota y se define por tr (Apxp) = 3.0, a,, satisface las siguientes

propiedades.

Sean las matrices Apxp, Bpxps Cpxny Daxp ¥ un escalar a

1. tr(e) = a.
2. tr(A+ B) =trA+trB.
3. tr(aA) =atr (A).
4. tr (CD) =tr (DC).
5. 30 xiAzrs =tr (A3 Y, zizt) donde z; i = 1, ..., p son las componentes de un vector
X.
Definicién A.11 Determinante de primer y segundo orden.

E! determinante de primer orden asociado a una matriz A = (a;1) de 1 x 1 que se denota
por |A| se define como |A| = ay;.

El determinante de sequndo orden de una matriz Apxe definida como:

az a2
= (anaz — a2a2).

Definicién A.12 Cofactores y determinante.
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Sea Apxn = {ai;} una matriz y supdngase que los determinantes de menor orden que n
estdn determinados. El cofactor de a;; en A es

ay = (=) 441,

donde A,; es la malriz menor de A, que resulta de eliminar el i — ésimo renglén y la
j — ésima columna de la matriz A. El determinante de A es

apy @2 --- Qin
az  an A2y
Al = | ; ;
nl An2 *** Qup
r ’ t
= apnapy + apeay, o+ aaty,.

El determinante de una matriz cumple con las siguientes propiedades:

1. Si A es una matriz cuadrada, se cumple que

(4] = |AY.

2. Sea B la matriz que resulta de intercambiar dos renglones o columnas diferentes
de una matriz cuadrada £, entonces la relacién gue guardan dichas matrices es la
siguiente:

|B] = —A].
3

. Si dos renglones de una matriz A son iguales, entonces |A| = 0.
4. Si A tiene un renglén cero entonces |4] = 0.

. Si A es una matriz triangular de n x n, entonces

n
(Al =TT au
i=1
en particularcular si la matriz A tiene unos en la diagonal
4= 1.
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. Sea Bpnxn la matriz que resulta de multiplicar un sélo renglén de la matriz A, x, por

un escalar o, la relacidn entre estds dos matrices es 1a siguiente:

|B} = a" |A].

. La operacién de sustraer de un renglém el muiltiplo de otro no altera el determinante.

. 8i A y B son matrices de n x n se satisface

[AB| = |A{1B].

Definicién A.13 Sea Anxn una matriz cuadrada. Si se puede encontrar una matriz A~*

tal que

AA™ = I, y A™'A =1,

entonces A~! es llamada la matriz inversa de A.

Definicion A.14 La inverse de una matriz A,«, en donde r (A) = n. es una matriz inica

que se denota por A~} y que satisface que AA™' = A"' A = [ y que cumple con las siguientes

propiedades:
LA™ =k (Ai;)', donde Aj; es una matriz menor de A.
2. (cA) ™t =crA-L
3. (AB)™' = B 14"
4. La tinica solucién de Az = b es x = A~'h.
5. Si existen las matrices de Apxp, Bpxny) Cnxn ¥ Dnxp entonces
(A+BCD)™ = 4™ ~ A"'B(C™' + DA™'B) ) DA
6

Ay Ap

A A
. Si existen las matrices inversas de la matriz particionada 4 = ( 1 121 entonces

los clementos de A1 estdn definidos como:
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(8) AT = (An - A12A2_2‘A21)-1-
(b) AR = —ATM A AL
(©) Az = (Am - AzxAl—“An)—l .
(d) A'ﬁ‘ = — AR AnAG.

Definicién A.15 Una matriz cuadrada A se dice que es no singular si |4} % 0, y cumple

con las siguientes propiedades.

1. Para submatrices cuadradas Apxp ¥ Byxq

A 0
= |A||B].
0 B
An A
. R jAn] | A2 — An AT Alg] = | Al | Al — A12AZ An .
A2y Az

3. Para matrices Bpxn, Cnxp ¥ una matriz no singular Ap,, se satisface

{A+ BC| = |A||L, — A'BC| = |Al|I, — CA™'B|.

Definicidn A.16 Una matriz cuadrada que tiene inversa se llama invertible. Una matriz

cuadrada que no tiene inversa se llama singular.
Definicién A.17 Una matriz A de n X n es ortogonal si es invertible y A~ = At.

Definicién A.18 Una matriz Anxn cuadrada, es ortogonal si AA* = I con las siguientes

propiedades:
1. A~l= Al
2. AtA=1.
3. |Al = %1,

184



0
4. ALA, = { 1 T#s , donde A, es un vector columna de la matriz A.
rT=3

5. C = AB es ortogonal si A y B son ortogonales.

Definicidn A.19 Una base {Ay, Ay, ..., A} para un subespacio W de R" es ortonormal

si los vectores A; son unitarios (es decir, de norma uno) y mutuamente perpendiculares
Al- A; = 0 para todo i # j.

Teorema A.1 Sea A una matriz de n. x n. Lus siguientes condiciones son equivalentes:

1. Los renglones de A forman una base ortonormal para R*.
2. Las columnas de A forman una base ortonormal para R™.

3. La matriz A es ortogonal, i.e., invertible con A~ = At
Demostracién. Ver Fraleigh (1959).
Definicién A.20 Una matriz A cuadrada se dice que es idempotente si A = A2,

Definicién A.21 Elrango de una matriz A,‘xp, estd definido comno el nimero de renglones
(columnas) linealmente independientes en A. Si ademds el rango de la matriz A coincide
con n o p se dice que es de rango completo. El rango de la matriz A se denota por r (A) o
rango (A) y satisface las siguientes propiedades

1. 0 € r(A) £ min(n,p).

2. 7(A)y =r(AY.

3 r(A+B)rA)Y+r(B).

4. r(AB) < min {r(4),r(B)}.
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5. r(AtA) =7 (AAY) =1 (A).

6. Si las matrices Bxn ¥ Cpxp s0n no singulares, entonces r (BAC) = r (A).

7. Si n = p entonces r (A} = p si y s6lo si A es una matriz no singular.

Definicién A.22 El nimero X\ se dice que es un valor propio de la matriz A, si y sdlo si
[A=—-AIl=0,

es llamada la ecuacidn caracteristica para la matriz A.

Definicién A.23 Sea A de n x n. El polinomio P(\) = |A — M| tiene n raices Ay, ..., An

..» X, asociados a
estas ratces salisfacen AXy = N X parai = 1,...,n y que se denominan vectores propios de
la matriz A.

y que son llamadas valores propios de la mairiz A y cuyos vectores Xy,

Teorema A.2 Cadae una de las siguientes condiciones es necesaria y suficiente para que
el iimero X sea una valor propio de A :

1. Eziste un vector X # 0O tal que
AX =)X.
2. La matriz (A — Al) es singular.

8. |A—AIl = 0.
Demostracion. Ver Fraleigh (1989).

Teorema A.3 La suma de los n valores propios de una matriz A es igual a la suma de las
n entradas de su diagonal, es decir

i/\i = ia“.

i=1 i=1

Demostracidn. Ver Strang (1976).
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Teorema A.4 Si la matriz A es triangular (superior, inferior o en particularcular diag-
onal), entonces los valores propiocs Ay, ..., A\, son exactamente los mismos gue las entradas

de la diagonal de A, es decir, ajy, ..., @Gnp-

Demastracidn. Ver Strang (1976).

Teorema A.5 Si los vectores propios X\, ..., Xi corresponden a diferentes valores propios

ALy ..y Ak, entonces son ortogonales.

Demaostracidn. Ver Fraleigh (1989).

Teorema A.6 Supdngase que A de n X n tiene asociados n vectores propios linealmente
independientes que estdn dados por G,,...,Gn, entonces si se eligen estos vectores como las

columnas de una matriz G, se sigue que G~1AG es una matriz diagonal definida como:

G lAG = A
M - 0

0 - A

en donde A, ..., A\, son los valores propios de A.
Demostracion. Ver Strang (1976).

Definicién A.24 La matriz A es definida positiva si X'AX > 0 V X # 0 dicha propiedad

se denota por 4 > 0.

Teorema A.T Cada uno de los siguientes criterios es una condicidn necesaria y suficiente
para que la matriz simétrica Anx, Sea definida positiva:
1. X*AX > 0 para todos los vectores X # 0.

2. Todos los valores propios de A satisfacen A; > 0 Vi.
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3. Todas las submatrices Axxx k = 1,...,n tienen determinantes positivos.
Demostracién. Ver Strang (1976).

Corolario A.1 A es definida positiva si y sdlo si eziste una matriz W no singular tal que
A=WV,
Demostracidn. Ver Strang (1976).

Definicidn A.25 La A,.xn es definida semipositiva si X'AX >0V X 5 0 y se denota por
A=0.

Teorema A.8 Cada uno de los siguientes criterios es una condicion necesaria y suficiente
para que la matriz A sea definida semipositiva:

1. X'AX >0 para todos los vectores X.

2. Todos los valores propios de A satisfacen \; > 0 Vi.

3. Todas las submatrices de A tienen determinantes no negativos.
Demostracién. Ver Strang (1976).

Teorema A.9 Supdngase que A > 0 y que sus vectores propios unitarios son las columnas
de U donde la matriz A = UAU®. Entonces la rotacién Y = UtX produce la suma de
cuadrados

XUUAU'X

Y'AY

AMYE + -+ A Y2

XtAX

La ecuacion X' AX = r > 0 describe una elipsoidede cuyos ejes estdn en direccidn de los

vectores propios.
Demostracién. Ver Mardia (1984).
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Teorema A.10 (Descomposicién Espec'tral) Cualquier matriz simétrica Apxp puede es-

cribirse como
A =TAl* = S AT

donde A es una matriz diagonal de los valores propios de A, y T es unae matriz ortogonal

cuyas columnas son los vectores propios estandarizados.

Demostracion. Ver Mardia (1984).
Corolario A.2 Seu A, es una matriz no singular simétrica cuyos vectores propios estdn
dados por I = (I, ..., ') y con valores propios Ay, ..., Ap, para cualquier entero n

A" = diag (V)

A" =A™

si todos los valores propios de A son positivos entonces se puede definir las fracciones
A% = DA

donde A% = diag (,\?) , para enteros s >0 y r.

Demostracion. Ver Mardia (1984).
Corolario A.3 7 (A) es el nimero de valores propios distintos de cero en la matriz A.

Corolario A.4 Si A > 0 entonces la matriz A es definida positiva, si y sélo sir(A) =p.
Demostracion
=] si A > 0 entonces r (A) = p.

Por el Teorema A.10 se puede descomponer la matriz A en sus vectores y valores propios,

como
A =TATY,
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con I' la matriz de vectores propios y A es la matriz diagonal de los valores propios de A.

Supdngase que r{(A) < p, entonces esto implica que al menos un A\; = 0. S.P.G.
considere que el valor propio nulo es A, = 0, y que I'(p) # 0 es el vector propio asociado a
éste valor, entonces

0 = I{,yAly
¢
I"f,,, *TADDT )

[

o ¢
= TI(MACT,,
con I'T(yy # 0, ya que si ocurriera lo contrario, i.e., si [T, = O entonces también lo es

*CTpy = 0 lo cual implica que U,y = 0 y esto es una contradiccidn, por lo tanto se sigue

que si A > 0 entonces r (A) = p.
=] Sir (A) = p entonces A> 0
Sea a un vector no nulo en RP, entonces
a'da = a'TAla
b'Ab con b =T"a

i BN, > 0,
i=1

por hipdtesis se sabe que r (A) = p. lo cual significa que todos los valores propios de A son

I

distintos de cero, entonces se concluye que A es una matriz definida positiva. 3

Corolario A.5 Si M,«, es una matriz simétrica, entonces M = UAU* en donde UU* = I,
Y Apxp €5 la matriz de los valores propios se cumple que

Lotr(M)=tr{A) =37, A

20 M =TT, A

Si en particularcular 3, > 0 se satisface que 3_0_, A\; > 0y [1%.; \i > O y ademds

i=1
1 » P %
=S3Taz (H,\,-) .
pi=l i=1
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Demostracién. Ver Mardia (1984).

Definicién A.26 Una forma cuadrdtica en el vector X' = (Xi,..., X,) es una funcién de

la forma

PP
QIN)=X'AX =3 ayXiX;,
=1 j=1
donde A es una rnalriz simétrica, esto implica que

QXY =anXi+ - - +2aX1 X2+ + 20, 1, Xp 1 X

Definicidén A.27 1. Q(X) = X'AX es llamada una forma cuadrdtica definida positiva

51 Q(X) > 0 para toda X # 0.

2. Q(X) = X'AX es llamada una forma cuadrdtica semidefinida positiva si Q(X) = 0
para toda X # 0.

Corolario A.6 Si A > 0, entonces A~! > 0.
Corolario A.7 Descomposicidn Simétrica. Cualquier matriz A > 0 puede escribirse como
A= B2

donde B es una matriz simétrica.

Demostracion. Ver Mardia (1984).

Corolario A.8 5i 4 > 0 y B > 0 matrices de p X p, entonces todos los valores propios

diferentes de cero de B~ A son positivos.

Demostracidn. Ver Mardia (1984).
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Teorema A.11l Sean A y B matrices simétricas. El valor mdzrimo (minimo) de X*AX
s.a X*BX =1, se alcanza cuando X es el vector propio correspondiente al mds grande

(mds pequerio) valor propio de B~'A. De esta forma
max X‘AX = X s.a X'BX =1
(BT'A)X = AX.

Demostracion. Ver Mardia (1984).

Teorema A.12 (Descomposicion en valores singulares). Si A es una matriz de (n. x p) y
de rango r, entonces A puede ser escrita como

A=UAVY,

donde Unxry ¥ Vipxr) s0n las columnas ortonormales de las matrices UtU=VV =1I,yL

es una matriz diagonal con elementos positivos.

Demostracién. Ver Mardia (1984).

A.2 CAlculo.

Teorema A.13 (Valor Medio para Integrales). Para una funcidn continuanua f (z) en el

intervalo {a,b], existe un valor € € [a,b)] tal que
b
[r@ea=r@@e-q.
a
Demostracién. Ver Hasser (1979).

En otras palabras, el Teorema asegura solamente la existencia de por lo menos un § en el
intervalo, para el cual f (£) es igual al valor promedio de f, pero no da ninguna informacién

adicional de la ubicacién de &.
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A.3 Estadistica.

A.3.1 Distribuciones Discretas y Continuas

A continuacion se enlistan las familias paramétricas de las densidades discretas y continuas
que fueron utilizadas o lo largo del presente trabajo.

Distribucién Bernoulli y Binomial

Definicidon A.28 Sc dice que X ¢s uno v.a. que tiene una distribucidn Bernoulli si su
funcidn de densidad estd doda par la expresién:

FlE) = p*¢" I (x),

en donde el pardmetro p saltisface 0 < p<lyg={1-p).

La media, varianza y F.G.M. para una v.e. X que se distribuye como una Bernoulli
toman las siguientes expresiones

E(X) = b,
Var{X) = pg,
Mx (t) = (g+pe) conteR.

Definicién A.20 Una v.a. X se distribuye Binomialmente si su funcidn de densidad estd
dada por:

1@ = () tosm @),

donde los dos pardmetros n. y p satisfacen 0 $p<1l,neNyqg={1~p).

Cuando una variable X que se distribuye como una binomial ésto se denota frecuente-
mente como

X ~ Bin{(n,p).
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La media, varianza y F.G.M. para X estdn dadas por

E(X) = np,
Var(X) = npg,
Mx(@t) = (g+pe')” conteR.

Distribucién Normal

Definicidn A.30 Se dice que .X es una v.a. que se distribuye normalmente si su funcidn

de densidad estd dada por

1@= e -]

en donde los pardmetros it y o satisfacen —oc < pp < oo yo > 0.

Generalmente si la v.a .\ se distribuye normalmente con pardametros ¢ y ¢ entonces lo
anterior puede denotarse como
X ~N(g,0%),

en donde la media, varianza y F.G.M para la variable X estdn dadas por
E(X) = p,
Var (X) o?,
Mx (t) exp (tu + %a’t’) cont e R.

I

[

Distribucién F
Definicién A.31 Sila v.a. X tiene una funcion de densidad definida por

m—!
== m\ % 5
f(z)= [ ] e flo,0) (2),
1"( )I‘ ( ) [1+ (=) ]1-;—2
donde los pardmetros m,n € Z, entonces se dice que X tiene una distribucidn F y se puede

escribit como
X ~ F(m,n).
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Si la variable X ~ F (m, n) entonces la esperanza y varianza de X toman las expresiones

E(X)

n
— conn > 2,
2n2 (m+n—2)

Var (X) —————-m . 2)2 =4

1

conn > 4.

La F.G.M. asociada a esta densidad no existe.

Distribucién x?

Definicidn A.32 Se dice que la v.a. X se distribuye como una x? de pardmetro k, si su

Jfuncién de densidad estd dada por

1@ =55 (3) e am @),

en donde el pardmetro k > 0.

Si X se distribitye como una x? entonces la media, varianza y la F.G.M estédn definidas

como
E(X) = k
Var(X) = 2k,
My(t) = (1~ 2t)'% cont < %
Teorema A.14 Una matriz central H de dimensidn n x n definida por H = I — :11¢

cumple con

1. H! = H es simétrica.
2. H? = H es idempotente
3. Hi, =0y H1,1% = 1,144 = 0.

4, HX = X— X1, donde X=n"13 X..
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5. X'HX = T, (X X) (Xi— 5()' = nSyx.

Demostracién

T
B

t

(1,. - llnl;)
n

1

I~ (11,,15,)
n

1
L= >1.1,.0

donde 151, = n, entonces
n

1
H?=H-—1.(14 - 1})
=HO

y del inciso anterior se obtiene

H1, (In = 15)

= 0.0
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HX = (I - ll,.lﬁ_) X
n
1 t
= X —-=1,14X
n
1. o
= X - 1—11,,§X,‘
n
2 X
= Xx-=1,
n
X-X1,0

Desarréllese nSx

nSx

3o (% X) (% x)'

> (xxt - x: X' - %' Xk XX

=l

y distribuyendo la suma se obtiene

n
TLSX = ZX.X: bl 13 l?X')
=1
pero
n
XX =3 XXt
i=1
y si se define 1,, como un vector columna de dimensién n x 1 entonces la media de la
poblacién queda definida como

- 1
Xna= (X'1.),
entonces
t 1 t 1 t ¢
nSxy = X'X-n|-=-X'1, X1,
n n
X‘HX.O

Teorema A.15 Sea £ > 0 la matriz de dispersidn de alguna variable aleatoria X, la
raiz de T puede construirserse utilizando la descomposicidn espectral & = UAU* como
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£t = UAUY, la matriz £} es simétrica y definida positiva y A} es la matriz diagonal de

los valores propios de =t

Demostracion.

sigd (UMU') (UA%U‘)
UARAID
UAU!

= .

5} es simétrica.

]

(1) = (varwr)’
) (ad) v
Ut

= s

Por lo tanto =} es sirﬁe’tn‘ca.D v
4 es definida positiva. Sea z € R?, con z# 0, P.d. z'Shz > 0.
#odz = #(UAdrY):
= yAby
donde y = Uz,

VAL e 0 %
2oz : H

(yll---vyp)

0 \/,\_,; Up

P
Soaby

i=1
Sabemos que cada X; > O y que no todos los valores y; i = 1,...,p son cero, por lo tanto,

% es definida positive.0



Teorema A.16 Sea & > 0 la raiz de £~ puede construirse utilizando la descomposicidn
espectral £-1 = UA~'U! como £~ = UA~3U' y ademds la matriz £~} es simétrica ¥
definida positiva.

Demostracidn.

v
o

t
-
I

3 (UA-%U') (UA—%U')
= UA-iA-1pt

= UAU

= ¥7t0o

=% es simétrica.

(1) - (oo
W) (a) v

ua-iyt

= oo
$-} es definida positiva. Sea s € RP, con z #£ 0, P.d. stT-1s > 0.

sto-is

st (ua-tut)s
t'A¥t con t = Utz

P
ST,

=1

—1
por hipétesis A; > 0 entonces también lo es )] ?, luego se sabe que no todas las t? son cero

entonces
-t
stT73g > 0,

por lo tanto la matriz =% es definida positiva.O

Teorema A.17 Sea X un vector cleatorio y sea p el vector de medias en donde X, p € R"

los cuales satisfacen la siguiente igualdad.
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30— ) (X ) = Z (%= %) (xi= %)+ (X ) (R —11) -

Demostracién

i (X = p) (Xi — ) z": (X.-— X+ X —u)l (X,— X+ X —ﬂ)
=] i=1

3105 ) (1)) [0 )+ (5 =)

Desarrollando el producto y distribuyendo la suma se obtiene los productos cruzados se

anulan, por lo que
n

n N ) ~ ¢,
S i—wXi— =3 (x=X) (X= %) +n (X -p) (X -k) O
i=1 i=1
Teorema A.18 Sean A, & matrices definidas positivas y sea H (L) = [Z["—ﬁ‘ exp {—%trE'IA}
entonces sup H (T) = H (A) = A% exp {-2trA~14}.
>0
Demostracion.
Basta demostrar gque
C=InH(A)-InH(Z)=>0,

para toda £ > 0.Desarrollando la diferencia se tiene

c

~ZInjA] - Ztr (4714) + S In|S|+ Ser (T714)
-g' {In|A| - In ||} - gtrl,, + gtr (=-14)

n - np n -
—Elnlz ’Al - 7 + Etr (2 1A) ,

ya que

|=7t4] = |sisig
4|
‘z-%|1A| bout
|2‘9A2‘%I‘
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Desarrollando también la traza en la matriz ' A, se obtiene

tr (2-%2-%/1)
tr(zhast),

If

tr (£ 4)

y se deduce que

C= ’_’,'22 I:Ilztr (z-%Az-&) —-1- 1n[2-%Az~%

*] . (A1)

Dado que las matrices &~ y A son definidas positivas, también lo es la matriz s-i4n-tla
cual tiene asociados My, ..., A, valores propios distintos con la propiedad de que cada A; > 0,

y segin el Corolario A.5 se cumple
»
o (zmiamti) = 37a,
i=1
7
1T
=]

|>:-%A>:—%|

y ademds se satisface por el mismo Corolario que

1 p NG
,\,=;Z,\, > (g,\) = Ay,

=1

entonces la ecuacidn A.1 puede expresarse como

C

np
—2— [/\a -1 lﬂ)\g]

\%

% [Aa = 1 —1InA,].
Obsérvese que C tiene la forma del polinomio siguiente
F(r)=z—-1-Inz.

Calculando la primera derivada de F (z) se obtiene

dF (z) 1 1
dz - z
> 0siz>0,
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igualdndola a cero se obtiene el punto x = 1. Si se calcula la segunda derivada y se evalia
en &t = 1 puede verse que ésta es mayor que cero y se concluye que eriste un minimo local
enx =1y que la funcidn a partir de ese punto crece y de lo cual se deduce que

=%[,\, —1—1InA]=0,
y por lo tanto

InH(A)>InH(Z).D

Teorema A.19 Sea X,..., X, una muestra aleatoria de la poblacion Np (p, ). Si Ho y
A -
Hy son hipdtesis las cuales conducen a estimar £ como T y S; y X es el estimador mdzimo

verosimil de pu bajo ambas hipdtesis, entonces el cociente de verosimilitud para probar Hy
vs H, estd dado por:

—2InA=np{a—In(g) -1},

donde a y g denotan la media aritmética y geométrica respectivamente de los valores propios
A~

dey S.

Demostracion. Ver Mardia (1982, p.1584).

A.4 Probabilidad

A.4.1 Convergencia en Probabilidad.

Definicién A.33 (Convergencia a cero en probabilidad). Decimos que X, converge a cero

en probabilidad, escribiéndose como Xn = 0,(1) 0 X 2.0, st para cada € > 0,

P (X, > ) — 0, cuando n — oo.

Definicién A.34 (Acotamiento en probabilidad). Se dice que la sucesidon {X.} estd aco-

tada en probabilidad, denotdndose como X, = 0,(1), si para cada € > 0 eriste una
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6(e) € (0,00) tal que
P(|Xa] > 6(e)) <&, Vn.

Teorema A.20 Serie de Taylor. La serie de Taylor para f(z) en x = a estd definida

como
F@)=F@+ (@) (@ = a) + 57 (@) (2~ & + o+ 3157 (@) (2 = )" + R
donde

r@=e,

_ M@=

S conasc<s T

R,

Demostracion. Ver Brockwell & Davis (1991).
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Apéndice B

Estadisticas de los Ejemplos de

Componentes Principales

Ya que los ejemplos presentados en el Capitulo 2 no contienen las muestras ni los cdlculos
en las que estd basado el andlisis, este Apéndice tiene como finalidad hacer una recopilacién
de las muestras asi como también de los resultados numéricos que pueden proporcionar un
panorama mds amplio de la constitucién estadistica de las muestras y facilitarle al Lector
el seguimiento (si es que lo desea) de los cdlculos obtenidos y que pueden ser reproducidos
sin la mayor dificultad.

B.1 Ejemplo 1. (Irises de Fisher)

La muestra de los Irises de Fisher es una matriz de datos de dimensién 150 x 4, que esta
formada por 3 especies de flor de Iris: Iris Setosa, Iris Virginica e Iris Versicolor; para cada
una de estas especies se tomaron 50 observaciones y se registré para cada una de estas 50
flores 4 caracteristicas: Longitud de Sépalo (sepallen), Ancho del Sépalo (sepalwid), Largo
de Pétalo (petallen) y Ancho de Pétalo (petalwid).
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Variable | Media | Desviacién estandar
SP 5.8433 0.8280
SW 3.0573 (0.4358
PL 3.7580 1.7652
PW 1.1993 0.7622

Table B.1: Estadisticas bdsicas para los Irises de Fisher.

. SP ST PL P )
: SP 1 ~0.0117 | 0.8717 | 0.8179

‘ SW | —0.0117 1 —0.428% | —0.0366

?; PL | 0.8717 | —0.4284 1 0.9628

: PV | 0.8179 | —0.0366 | 0.9628 1

1 Table B.2: Matriz de correlacién para los Irises de Fisher.

g SL PL P
SP | 0.6856 | —0.0122 | 1.9743 | 05162
STV | —0.0122 | 0.1800 | —0.3206 | —0.1216
PL | 1.2743 | —0.3206 | 3.1162 | 1.2956
P | 05162 | —0.1216] 1.2056 ] 0.5810

Table B.3: Matriz de covarianza para los Irises de Fisher.

Uy Us Us Uy A
0.3050 | -0.3947 | —1.8783 1.8151 | 2,0184
—0.1576 | —0.9657 0.6379 { —0.8581 | 0.9140
0.3397 | —0.0256 0.3710 [ —5.5684 | 0.1467
0.3306 | -0.0700 1.6556 3.6379 | 0.0207

Table B.4: Tabla de vectores y valores para los Irises.
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_Sepal Lenght | Sepal Width | Petal Lenght | Putal Width
6. 5.6 2.2
6. 3. 5.6 2.4
6. ) 51 is
6.9 3 51 2.3
6.5 30 ¥ 2.0
6.5 3.0 55 18
5.8 2.7 ) 19
6.8 33 59 PE)
62 30 54 3
7.7 38 6.7 ]
6.7 3.3 5.7 X
76 3.0 6.6 )
4.9 2.5 1.7
[ a0 23
&9 3.0 T8
63 25 7.9
6.4 33 73
7.9 38 2.0
6.7 33 21
7T I8 20
6.3 2.7 1§
72 32 18
Gl 3.0 18
61 2.6 T1
6.4 28 2.1
5.2 28 18
T 30 23
[} 34 24
58 27 10
72 3.0 15
71 3.0 31
6.4 31 18
6.0 30 X
6.3 29 118
77 36 {23
6.0 2.2 185
6.9 32 33
7a K) 19
56 8 2.0
73 X T8
6.7 35 18
6.5 3.0 ]
6.9 31 7
72 36 25
6.5 32 70
[X) 27 19
G.8 30 21
5.7 2.5 320
5.8 28 P
6.3 33 35

Table B.5: Datos Iris de Fisher, Especie Virginica
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[ Sopol Lenght | Sepal Width | Petal Lenght | Petal Width |
5. 3 14 0.2
4. ) 14 0.3
4. K 1.0 0.2
5.1 3 1.7 0.5
55 35 1.3 6.2
a8 3.1 16 0.2
ER 34 [ 0.2
4. .6 14 0.1
4.3 3.2 [ 0.2
5 a5 i6 0.6
a. 3.0 13 02
3T 332 16 02
48 3.0 14 03
5.1 38 6 03
a8 34 [ 02
5.0 3.0 1.6 0.2
5.0 32 12 02
43 3.0 11 01
5.8 10 1.3 02
51 RE) 1.0 03
4.9 30 0.2
51 35 0.2
50 33 0.4
36 332 B [
57 XA 5 X}
5.0 356 ) 6.2
5.1 34 5 04
5.2 41 5 6.1
55 17 K 032
19 3l 5 0.2
5.4 39 i (E)
5.0 3.4 5 02
44 2.9 A 0.2
a7 32 3 0.2
LX) 30 5 0.2
5. 3.4 ) 0.2
5 35 i3 0.3
4 3.1 15 01
5. 37 15 02
5.4 39 13 0.4
5.1 3% 4 0.3

8 334 1.6 0.2
38 30 14 0.1
5 33 13 03
Xi 3.8 1.7 0.3
3 38 15 0.3
3 34 17 0.2
3.7 15 63

K 3.5 1.5 0.2
S. 3.7 1.5 0.2

Table B.5: Datos Iris de Fisher, Especie Setosa (continuacién)
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i
{
i

Sepal Lenght | Supal Width Petal Lenght Petal Width

X 28 K 15 §
2 22 4. 15 .
X 2 18 i
1 0 . 1 va i
(XU 15 716 !
5.6 [ IEY [N !
5.7 14. 113 '
€3 a7 116 H
7.0 A {14 H
6.4 3 1438 115

6.1 p) ) 13

55 7 138 T1

5. 30 145 15

5. 76 130 T2

5. 76 1 aa 13

6. 3.1 1 ad id 1

X 3.0 145 15

5. Pl [ i0 i

X 25 a5 15

5. 76 35 10

5. 39 a2 i3

a 2A 33 10 1

5. 77 12 13 B

57 3.0 T2

6.6 20 i3

5.2 2.7 Ta

6.0 33 1.6

5.0 20 10

5.5 7.4 0

5.8 37 iz

%] 20 13

59 30 15

6.0 232 10

6.7 31 15

©.3 24 13

€5 30 13 1

G.3 26 15

6.1 28 [

6.4 pES) 13

5.1 5 i1

57 2.8 13

6.1 29 13

56 39 13

6.9 31 115

55 125 13

B 123 13

6 130 14

6 | 28 14

6 130 17

Table B.5: Datos Irir de Fisher, EspecieVersicolor (continuacién)
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B.2 Ejemplo 2 (Datos Simulados)

La muestra consiste de una matriz \” de dimensién 100 x 3 la cual contiene tres variables
a las que denotaremos por X, X2 y X3; v que fueron simuladas haciendo uso del paquete
S — PLUS para WINDOWS versién 3.3 (1995). Es conveniente sefialar que las dos
primeras variables X, X, fueron simuladas con una distribucién normal bivariada y que la
variable X3 fue generada como una combinacién lineal de X} y X» mds un error aleatorio ¢

que fue generado independientemente de X; y X y cuya distribucién es normal con media

0 y varianza 1.

Variable | Media | Desviacién estandar
Xi 5.3490 3.2504
Xo 3.1337 1.3481
X3 0.3485 8.8620

Table B.6: Estadisticas descriptivas para la tabla B2,

Xy Xo A3
Xy 1 0.4512 0.7546
X ] 0.4512 11 —0.2360
X3 | 0.7546 | —0.2360 1

Table B.7: Matriz de correlacién para la muestra simulada.

X Xo X

X, | 10.6234 1.9825 | 21.7983
X, ] 1.9825 1.8172 | —-2.8196
X3 | 21.7983 | —2.8196 | 78.56357

Table B.8: Matriz de covarianza para la muestra simulada.
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-0.5510 | 0.1285 | -9.4881 | 1.7909
-0.1728 | 0.7892 | 6.3665 | 1.2042
-0.4741 | -0.4370 | B.7052 | 0.0048

Table B.9: Vectores y valores propios.

210




X1 X2 X3
3.89433309| 4.599960891-10.19609414
2.48170761| 1.68741685] -1.63563163
3.43892501] 2.67324816) -3.87058889
5.63577236) 4.26865087] -548387145
3.987327552| 1.58407351 553148336
3.25484783| 085062188 586633236
8.42274391] 2.11966199{ 13.22071613
9.30728714) 3.03255923; 13.40887586
3.28716312) 1.834668632] -1.78027472
10 409239414] 4.63986041(-11.69785726
11 10.37742194| 2.63910658] 18.81480135
12 3.87703344] 4.33038355|-10.57208539%
13 554184767] 2.36312637| 5.31582774
14 2.90430370] 3.24861201) -7.58396728
15 585039613| 540027647]-10.01526648
16 073508751| 062693588 -0.68841827
17 | 12.07055018] 2.41021902f 24.31033324
18 7.69108887| 2.370536798] 8.62087245
18 8.61990033) 3.97598537] 6598043372
20 | 1011287217 3.82784622| 11.00374302
21 9.41062693] 2.72947920| 14.79830056
22 3.61979867] 2.60335312) -2.26060069
23 5.17009421] 0.13327605] 15.43834687
24 -0.50843922) 0.80013635| -6.66352193
25 6.42870408| 2.07504503) 10.09650381
26 6.06241113] 1.64676341| 578794432
27 5.01442194] 2.77229214)| 1.33826430
28 559426021 5.00964973] -7.74274145
29 6.56282229) 4.78174631] -4.85225317
30 B8.59128748| 3.96862272] 688060512
31 5.03421021 4.04482956| -4.05041245
32 9.17732983] 396676228 7.37555489
33 0.63193616; 1.72213835] -6.46428962
34 7.35304982] 3.22292573) 7.38845939
35 1.63722180] 2.96073005) -3.04100471
36 | 1265755155] 4.11814264| 1635080031
37 5.28596881 3.90602406] -3.84622956
38 2421575491 3.25904502} -7 85085016
. 39 3.98936727} 3.13276365| -4.57653581
: 40 4.41452487| 3.60031878| -4.71542564

olo|~|o|a]|slwin)-

Tabla B10. Muestra simulada en S-PLUS
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X1 K2 X3
41 7.03482417) 5.127293876| -3.99361671
42 11.10538631 6.89206855) 2.90126373
43 5.20032838] 3.35267740] 0.57606074
44 10.50517841 2.76806864] 1541024243
45 8.62193910| 6.48394737! -585258132
46 6.21874103| 3.05907642 3.22853846
47 5.12499355) 1.36789530] 6.68148428
48 3.04946914) 3.88470562|-11.32186365
49 -0.85387840] 3.48081429|-18.96755220
50 6.78758802; 1.68818935] 11.02466589
51 3.11529867( 2.01834473] -0.33446846
52 4.36079110) 1.93007126 2.47200344
53 8.22871960] 454502774 3.23741733
54 9.04802258| 5.151985530| 047946678
55 1.85957564) 1.75283126] -2.19380016
56 0.47541087) 0.49430482] -2.64868591
57 2.02881514] 2.54398870] -6.70132443
58 4.24467044{ 3.77053281; -511885734
59 ] 11.03310623| 1.42478827{ 25.30540321
80 0.14738975] 1.75622576{ -8.06774288
61 6.53593431) 2.44284000] 8.33330182
62 6.80086041 4.48233808] 0.03058037
63 5.48635314) 4.13161545) -1.34189054
64 -3.00119801 2.80683342/-21.17069948
65 0.47958033| 2.25236339]-10.80032165
66 4.22096384| 2.38416104] 0.22521510
67 -1.90672821 0.85832233( -9.39252212
68 6.88070732] 5.85354557] -7.54568455
69 5.78455111 3.99594069] -2.08099345
70 6.02982784] 2.09689324) 7.38160359
71 6.68906854] 2.81121062; 5.05482474
72 | 10.546882571 3 86787675] 13.63522346
73 8.70682877 5.35832822] 0.82443203
74 6.07071816 3.50325321 0.78651065
75 0.04396223] 4.00595409}-19.61583854
76 7.40081457 1.55438586| 12.84758283
77 5.92832256. 2.92451774 5.26592156
78 8.35721777 4.16976213] -0.36330033
79 2.04636708 3.50669059({-11.10425138
80 484017125 338675977 -2.36955340
Tabla B10

: Muestra simulada en S-Plus {continuacién).

212

{
i



X1 X2 X3

81 3.30414795| 4.377672041-10.890097279
82 4.62602793] 2.64549463! 1.13080535
83 1.57989036] 1.34182774] -5.47380165
84 7.38837016] 3.35963790| 5.22736213
85 | 10.72479019] 4.70387049| 8.22373332
86 5.27853285| 2.96457467) 0.03402487
87 0.72717712] 1.77089162| -7.06591724
88 4.31772182| 3.74347575| -6.52520326
89 710365401 4.213058650] 0.16277413
90 3.95114980| 4.12314108| -8.62172670
91 4.96122510| 2.77431361) 1.84588427
92 4.06387215| 2.44218141) 1.13072171
93 2.68173291] 1.85780157| -3.07242871
94 6.02479648) 3.12009812; 2.98900232
95 | 10.15358183) 4.77906370] 433209648
96 5.31285924! 3.63312673] -1.89423032
97 4.12547143] 428232924 -9.83716597
98 215648981} 1.32186846) 1.704395716
99 | 12.60429259] £.17839108] 7.47908756
100 5.33383785) 1.91538188] 6.73316586

Tabla B10. Muestra simulada en S-Plus (continuacién).
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Apéndice C

Salidas del Paquete SAS

Este Apéndice concentra las simulaciones obtenidas mediante el paquete estadistico S-Plus
con las que se hace la comparacién entre los métodos discriminantes paramétrico y no
paramétricos analizados en el Capitulo 4 de la presente. En este apartado se encuentra
el programa que es tipico en las tres primeras muestras simuladas y en la 1iltima seccién
se hace referencia a la muestra de los Irises de Fisher, la cual fue analizada mediante el
paquete SAS.

C.1 Programa Elaborado en el Paquete SAS para la

Simulaciones 1, 2 y 3

El programa que se presenta a continuacién es comun para las tres conjuntos de datos

simulados en el Capitulo 4, por los cual se considerd pertinente incluirlo sélo una vez.

data datos;

title ’Discrimipnant Analysis’;
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infile 'c:\datos.txt’;

input IND Y GRUPO;
drop IND;

run;

proc discrim data=datos
class GRUPO;
var Y;
title2 'Using Normal

run;

proc discrim data=datos
class GRUPO;
var Y;
title2 'Using Normal

run;

proc discrim data=datos
short;
class GRUPO;
var Y;
title2 ’Using Kernel

run;

proc discrim data=datos
short;

class GRUPO;

method=normal pool=yes short;

Density Estimates with Equal Variance’;

method=normal pool=no short;

Density Estimates with Unequal Variance’;

method=npar kernel=normal r=.4 pool=yes

Density Estimates with Equal Bandwidth’;

method=npar kernel=normal r=.4 pool=mo




var Y;

title2 'Using Kernel Density Estimates with Unequal Bandwidth’;

i run;
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C.1.1 Muestra Correspondiente a la Simulacién 1

wo | v lerupS{ mo [ ¥ TTGRrUPO
1] 76830 11 a1] 81050 1
2| 80300 1] 42| 85620 1
3] 12080 1] 43| 75200 4
4| 65630 1] a4l 0.5200 1
5| 05150 1] _ 45| 80100 4
5| 01490 1] 46| 82060 1
7] 7.9640 1| 47087220 1
8] 20680 1| 8| 6.8170 1
sl 107970 1| 49 7.9500 1
10| 13720 1| 50| 2830 1
1] 81130 1] 51) 86980 1
12] 7.7720 1| s2{78770 1
13 62620 1] s3l.07100 1
14] 76200 1] s4] 53850 1
15| 12240 1l 55| 84210 1
16| 71910 1| 58| 88340 1
17] 87710 1| 57 26250 1
18{_ 81160 1] 58] 7.4260 1
19] 78260 1] _ 59| 80580 1
20| 01880 1] 60].09850 4
21| 07750 1] 51] 65640 4
22| 8.9000 1] 6218620 1
23] 77560 1| 63178210 1
24] 88160 1| 64| 75460 4
25{ 89580 1] 65/.02120 1
26| .0.7740 1]__ 66| 81200 1
27| 02830 1] 67] 73300 1
28] 09350 1] e8] 7.4940 3
23] 0.9350 1] 69] 71430 1
30{ @3s00 7| 70| 70880 1
311 06760 1 71| 22530 1
32| 64830 1] 72| 78200 1
33| 77480 1| 73| 7.4690 1
34] 01430 1] 74| 61980 1
35| 78960 11 75] 7.4970 1
36| 82010 1| 76l.0.4070 1
37| 88070 1] 77] 6.4610 1
38]_1.2330 1{__ 78| 8 6400 k)
39| 01260 11 79).0.2400 1
20| 60450 1| 80 8.9940 4

Tabla Cl. Muestra asociada a la Simmulacién 1
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{iNp hd GRUPO| IND hd GRUPO
. 81]1.8420 1 121| 88950 1
82| 7.4930 1 122| 7.6400 1
83| 00170 1 123] 88250 1
84) 8.2150 1 124| B4380 1
85) 71370 1 125| 0.7280 1
86} 7.2270 1 1268] 84920 1
871-01620 1 127) 69380 i
88] 1.3950 1 128} 69150 1
83]8.0170 1 129 69980 1
90) 1.6840 1 130)_7.1600 1
91195720 1 131} 87020 1
92] 68100 1 132} 71520 1
93] 0.0570 1 133} -1.2730 1
94| 9.2590 1 134 -0.5380 1
95| 7.8290 1 135} -2.0050 1
96| B.2850 1 136! 00840 1
97| 68580 1 137} 7.0610 1
$8| 8.1900 1 138| 7.5730 1
89| 8.6180 1 139{ 5.9830 1
100} 7.7780 1 140] 1.0360 1
101} 7.7010 1 141 02320 1
102{-1.9160 1 142( 1.7250 1
103} 79170 1 143| 59770 1
104| 02410 1 144| 78640 1
105| 8.2050 1 145 59370 1
106) 6.7630 1 146] 84400 1
107}-0.4000 1 147| -2.3570 1
108]| 72280 1 148] 73960 1
109}-1.8530 1 149) -0.5000 1
110| 8.9230 1 150} 8.3880 1
111] 02270 1 1511 05810 1
112} 7.5610 1 152) 74300 k)
113]-0.4820 1 153]_8.2700 1
114] 7.0540 1 154] 73190 1
1151-0.3280 1 155] 66310 1
116] 8.2600 1 156| -0.8740 1
117} 7.9020 1 157| -0.7050 1
1181 8.9140 1 158{ 8.4570 1
118) 7.1020 1 153| 65850 1
120} 0.3870 1 160] -0.1560 1

Tabla C1. Muestra correspondiente a la
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"o Y__[oruPO] IND v__[GRuUPG
L__161] 02070 1 1] 43260 2
__162] 07330 1 2| 37400 2
i 4e3] 83810 q 3{12.3840 2
i 164] 7.9370 1 4| 34200 2
165] 7.6070 1 5(_4.4900 2
T___166] B.5640 1 5[11.1590 2
{__167| -0.3860 1 7] 3.8470 2
._168| 80700 1 8| 50730 2
169} .0.5050 1 9l12.7270 2
170]_6.6500 1 10| 51380 2
i 171] 12560 1 1] 24510 2
i 172] B.5830 1 12| 2.4080 2
" 173] 7.9860 1 13] 48910 2
174] .0.5730 1 14| 24950 2
175! 0.0410 1 15| 36700 2
178] 81270 1 18] 49300 2
177] 82640 1 17| 1 6150 2
178] 9.0530 1 18] 55340 2
79| 79130 1 19| 35120 2
__180] 8.4040 1 20]13.5450 2
I 181] 87110 1 21| 35200 2
182] 87100 1 22] 35520 2
183 04870 1 23] 60330 2
___184] 66500 1 24| 41750 2
. 185] 83580 1 25]_a2510 2
186] 00060 1 26| 38050 2
187] 83130 1 27| 4.0730 2
188| 7 8760 1 28] 46370 2
189 95040 1 29| 35080 2
190] -0.5120 1 30{ 61480 2
___191[10.2300 1 31]11.6750 2
__192] 01490 1 32| 55830 2
193] 07930 1 33| 38210 2
__194| -06340 1 34| 35170 2
195! 77260 1 35[10.9130 2
195| 80930 1 36| 2.5450 2
197| 66740 1 37| a.9080 2
193] -0.3480 1 38| 3.9580 2
199| 08650 1 39| 3.5940 2
200] 79350 1 40| 37030 2

Tabla C1. Muestra correspondiente a la Simulacién (continuacién).
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IND Y GRUPOQ | IND hd GRUPO
411128580 2 81] 14680 2
42| 45820 2 821 12345 2
43| 3.3640 2 83| 12430 2
44] 34400 2 B84 3521 2
45| 51900 2 85) 12.524 2
46| 25170 2 88 3588 2
471121060 2 87 3.358 2
48| 11.8220 2 88 3.101 2
49| 12.8230 2 83 5.51 2
50} 12,5810 2 g0 5.405 2
51] 41370 2 91 3881 2
52| 39550 2 92 3877 2
53| 40780 2 a3 5395 2
54| 20700 2 94 4777 2
55| 6.8400 2 95 3873 2
561 3.11s80 2 96 3352 2
57] 4.3560 2 87 4477 2
58| 47140 2 98 5.565 2
58] 45280 2 a9 4 570 2
60{ 3.2890 2 100 4.150 2
61| 32900 2 101 2407 2
62| 36700 2 102 4.243 2
63] 47150 2 103 3.530 2
64| 39790 2 104 2731 2
65]|12.8650 2 105| 12667 2
66| 3.0460 2 106 4190 2
671 29120 2 107] 12203 2
68| 29570 2 108 5.233 2
69) 11 9700 2 108 2.983 2
70| 64180 2 110 5.346 2
7] 59360 2 111 3464 2
72| 51090 2 112| 12004 2
73] 10.9200 2 113 37N 2
74} 56980 2 114 3729 2
75| 3.3140 2 115 5050 2
76| 2.9530 2 116 4 .306 2
77] 42750 2 117] 13071 2
78| 3.7690 2 118] 11585 2
79 51970 2 119 3.896 2
80]11.4420 2 120 3391 2

Tabla C1. Muestra asociada a la Simulacién 1 (continuacién).
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IND hd GRUPO| IND hd GRUPO
121] 3.4190 2 161] 58850 2
1221 3.3550 2 162 3.2440 2
123] 3.2000 2 163) 2.2070 2
124| 45650 2 164| 58170 2
125112.2670 2 185] 4.2770 2
126[11.0520 2 166| 5.4640 2
127]11.8270 2 167] 3.6030 2
128} 3.7090 2 168| 4.3690 2
1289| 4.4820 2 169| 31370 2
130}11.5810 2 170] 28150 2
131] 44230 2 171] 35630 2
132| 2.9380 2 172{ 31980 2
133] 53390 2 173| 38240 2
134| 25770 2 174] 37350 2
135] 4.3870 2 175] 3.1520 2
136) 41170 2 176) 11 0880 2
137]14.0340 2 177| 36840 2
138] 4.1860 2 178 3.5880 2
139] 1.6330 2 179] 3.5120 2
140111 9060 2 180| 3.7620 2
141 3.2540 2 181| 36670 2
142| 4.0030 2 182| 38440 2
143] 7.2700 2 183] 25560 2
144; 31540 2 164| 45800 2
145) 3.3840 2 185] 24420 2
146} 4.4780 2 186]| 2.8920 2
1471 4.5850 2 187] 3.3430 2
148] 3.5440 2 188| 34440 2
149] 18130 2 189) 126540 2
150] 3.5690 2 190] 11.8510 2
151] 5.3650 2 191 21249 2
152{11.2450 2 192] 4.0470 2
153| 4.4910 2 193] 12,5560 2
154| 41810 2 194| 35210 2
155] 3.2770 2 195| 5.0500 2
156| 5.0250 2 188| 22700 2
157113.0850 2 197)11.1310 2
158)11.8500 2 198| 3.0850 2
159| 40830 2 198]| 3.1450 2
160] 4.7080 2 200] 3.9580 2

Tabla C1. Muestra asociada a la Simulacién 1 (continuacién).




C.1.2 Muestra Correspondiente a la Simulacién 2

IND Y1 ¥2 |GRUPO| IND vi ¥2 _ |GRUPO
1] -20810f 20540 1 41| 05950) 01160 1
2| 16890) 0.8550 i 42{ -00370f 00230 1
3| -07070{ 0.0620 1 43| -26700| 03920 1
4] 07980{ 0.4850 1 44] 1.7230| -2.587Q 1
S| 15800} -1.2080 1 45{ -0.5570| 06630 1
6] -140604 1.1100 1 46| 1.0050| 0.1600 1
71 12980t -0 4550 1 47] -09780| 13870 1
8] 1.1510| 0O.7400 1 48| 03120| 11030 1
9| 08340| 1.2850 1 48| 1.3420| -27840 1

10] 25050{ 03130 1 50| 06120| 3.1460 1
11] 24240) -26640 1 511 1.2490| -2.5450 1
12] -34660} 1 6560 1 52 -04330! 06000 1
13] -30900[ 3.2800 1 53] -1.3930| -0.0490 1
14| -07180}f 01710 1 54| 06760| -6.8290 1
15| 017304 01810 1 55] -0.4840| -06500 1
16| 24580 -4.0260 1 56| 1.0030| -0.4850 1
17| -2.2270] 29650 1 57) -24160] 25680 1
18| 14800} -2.5520 1 58| -1.8970| -1 2580 1
19] -12080] 1 8830 1 58| 08130| 03250 1
20| -1.2570] 20250 1 B0 1.5540| 2.1440 1
21| 07740; 28620 1 61 -1 4720| -1 0260 1
22| 08840} -3.57390 1 62] 0.2190| 10960 1
23| 02930] -0.7500 1 63] 27380 -39140 1
24| 01860 -0.8850 1 64| 1.7070| -2.8860 1
25| -21980] 1.7580 1 65| -1.3330| -0.2880 1
26| 02920 0.7860 1 66| 1.3360| -0.5660 1
27| 11340} -3.2140 1 67| 08570| 35670 1
28| -03550] 1.9630 1 68| 2.3540| -1.4340 1
29| 09s870) -0.8320 1 69| -0.5920| 38650 1
30| -0.2970] -2.0180 1 701 -0.3800; -1.9530 1
31| -0.2300] -0.8610 1 71| -0.7240] 26920 1
32| -18790] 10990 1 72| 3.8590{ -4 3950 1
33| -1.1440| 1 9930 1 73] 0.1020] -0.3430 1
34} -1.4610| 1.0740 1 74} 1.6030{ -0.9660 1
35} 04300] 0.5830 1 75| 06970} -0.9250 1
36) -05200| -0.2780 1 76| 13710} -1 5150 1
371 1.3430| -1 6100 1 77| -069%0} 0.2220 1
381 01200] -1.4580 1 78] 1.7760| 03160 1
33) -1.1850] -0.8950 1 79] -0.7330| 1.3240 1
40| 0.1080] -1 7890 1 80} -06350| 27980 1

Tabla C2. Muestra correspondiente a la

9
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Simulacién 2.




IND Y1 Y2 GRUPO IND Y1 Y2 GRUPO
81| -2.4130| -0.1660 1 121} -0.6320| 0.3800 1
B82( -16320f 0.2930 1 122} -0.2640] 16100 1
83| -0.6150} -1.8480 1 123} -0.3300| 1.0300 1
84| 0.6040] -06130 1 124} 16910] 0.2690 1
85| -1.2150) 2.2590 1 125| ©0.5700) 0.8080 1
86| 1.7060] -1.2890 1 126] -2.4860| 0.8500 1
87| 06850} -1.5740 1 1271 2.7500( -2.0570 1
88] 1.8810] 0.2440 1 1281 1.0990] -0.4630 1
89| -0.3670] 25460 1 129] 0.5770] 18460 1
90| 0.4960| 08960 1 130} 0.5580) -2.8870 1
91] -2.1240f 00130 1 131} -0.5440] -0.3710 1
92| 0.4540| -25650 1 132] -1.2720) 11660 1
93] 0.4650{ -6.1330 1 133) -08770) 3.5000 1
94} -1.2140| -1.4600 1 134 23380] -0.4430 1
95| -1.8200] .2.3290 1 135( 093501 1.5840 1
961 1.3980] -1.2330 1 136] 0.0740] -1.8730 1
97| 07220 10830 1 1371 0.7380] -1.3400 1
98| -1.5070| 01670 1 1384 0.6830] 0.5300 1
99| 06830| 01620 1 133 0.7540| 02550 1

100{ -1.0630| -1 6210 1 140] 0.3830§ 0.2290 1
101 0.1070{ -1.2530 1 141] 2.3400) 15240 1
102| 0.7930] 01910 1 1421 -1.8350] -0.7560 1
103| -22110| 081270 1 143} -0.0060 -0.8370 1
104 -0.6430) -0.1920 1 144] 1.3020{ -1.5580 1
105| 0.2620] 00510 1 145| 0.8700| 0.2830 1
106 -0.4850{ 06130 1 146] -38280( 1.5700 1
107] 20130) -13880 1 147] 21380} -0.1930 1
108 -0.2890] -04360 1 148] -1.7310} 1.4550 1
109| -1.4890] -0.2750 1 1491 -3.5560] 4.8400 1
110) -04270] 02579 1 150| 0.4890] -3.1340 1
111] -0.4850] 014910 1 1] 1.9720] 3.4490 2
112( -00770{ 0.7760 1 2] 1.1610] 2.2190 2
113] 27160] -1.5630 1 3| 2.0240] -0.9010 2
114]| -1.6880} 1.7160 1 4] 1.3420] 4.1980 2
115{ 0.2380; 1.2750 1 5! 04880 4.1820 2
116 02680} 11280 1 6| 1.3860] 1.60S0 2
117| 00060| -02320 1 7| 0.7970; 06320 2
118} 23970} -3.2870 1 8] 1.8530| 2.2880 2
119| 086440| -04770 1 9] 0.6500] 3.8460 2
120| 08520] 14710 1 10] 3.2840] 3.2220 2

Tabla C2. Muestra asociada a la Simulacién 2 {continuacién).
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i

'GRUPO

"D

oy

i IND ¥1 ¥2__ | GRUPO
: 11] 3.2280| 08780 2 51| 34250 2.8410 2
12| 3.3140| -01110 2 s2| 20s30] 28260 2
13| 1.0860| 1.5520 2 53| 1.3220] 37970 2
14| 1.2030] 0.6840 2 54{ 0.0920] 2.6030 2
15| 0.280 38420 2 55| 3.3870( -0.7050 2
18] 2.1000{ 4.2230 2 56| 1.3980] 05230 2
17| -1.3920{ 45190 2 57| 16350] 24200 2
18| 29800| 1.1960 2 s8] 36990| 1.0530 2
19] 1.7170] -1.2a40 2 53] 1.1350] 1.0020 2
20| -0.3880| 1.9950 2 60| 3.5010| -0.1370 2
21| 2.8250| 08830 2 61| 1.5690| 1.1380 2
22| 04180 1.9330 2 62| 337a0] 07290 2
23| 14570] 55020 2 63| 3.0270| 08520 2
24| 1.4370] 25190 2 64| 1.9980| -0.4880 2
25| 22440] 256880 2 65] 26390] -1.9400 2
26| 29840| 25230 2 66] 18940] 2.0880 2
27| 21640] 03460 2 67| 1.4760| 3.2880 2
28! 2.3600] 1.8630 2 68| 02870 25540 2
29| -0.0270] 2.3310 2 63| 38s540{ -0.1650 2
30| -1.0560] 23170 2 70| 18740| 3.2940 2
31] 09560} -0.5740 2 71! 15360] .0.9910 2
32| o0s8s0] 31900 2 72| 16760| 0.3510 2
33| 1.7780] -1 6460 2 73| 19550 05790 2
34| 1.2950] 1.7250 2 74| -02490| 0.4900 2
35] 3.4230| 11110 2 75] -06870| 2.3620 2
36| 22470] 3.1320 2 76| 2.7830| 1.4750 2
37{ 19750{ 11410 2 77| 04510] 20160 2
38| 1.8950| -2.1240 2 78| -0 4190 62300 2
39] 1.1110] -03030 2 78] 1.327¢] 19330 2
40} 2.4210| 08910 2 80| 23370] 24190 2
41| 1.5210] 24770 2 81| 15310 37820 2
42| 2.4130] 02820 2 82| o.74as0] 21220 2
43| 1.9800{ 06790 2 83| -00830{ 4 0040 2
44| 1.6760] 2.1900 2 84| 3.3620| 2.4200 2
45] 25410 3.7750 2 85| 23100| -0.0130 2
45| 05150] 0.2890 2 86| 3404p| 3.5420 2
47| 0s470] 11170 2 87{ 16770] 22430 2
a8} 1.1220] 24830 2 88| 1.1310| 1.5100 2
as| 1.5080) 27520 2 89| 08570 065620 2
50| 04730 2.2220 2 90| -09120| 4.3360 2

Tabla C2. Muecstra correspondiente a la Simulacién 2 (continuacién).
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IND Y1 Y2 GRUPO IND 1 Y2 GRUPO
91] 37810] 10880 2 121} 3.7680) -1.2320 2
92| 07740 18070 2 122] 24610] 36240 2
93] 03940] 1.7070 2 123{ 21260| 04340 2
94) 22040] 3.03%0 2 124] 04760 3.4320 2
95] 28170] -2.5650 2 125] 2.2040] -0.3450 2
96| 1.2450| 27320 2 126} 161801 18190 2
971 -1.3460] 15570 2 127] 3.4600) 0.3930 2
98] 20510) 1.0920 2 128) 1.3190| .2.0260 2
99] 1.4420) 3.2500 2 129] 3.4330] 15820 2

100 06260{ 26220 2 130§ 2.0400) 30110 2
101{ 1.1180) 03390 2 131] -06150] 15890 2
102] 03420) 11540 2 132] 1.2080] 3.8470 2
103] 3.2840) -0.2900 2 133] 3.2020| -0.1190 2
104{ 0.0300] 4.3060 2 134) 14760 0.7400 2
105/ 45750 -1.1910 2 135] 0.9490{ 28650 2
106) 2.2890] 203520 2 136 26130 08180 2
107] 24630] 1.2590 2 137)  2.7280] -2.2030 2
108] 22610] 28370 2 138) 34920] 25700 2
109| 06100] 4.6910 2 139 0.3220] 1.4680 2
110 -0.5590{ 4.3800 2 140] 15880] 36320 2
111] -042680f 1.13%0 2 141 3.4050] 09580 2
112) 0.9200] 4.5370 2 142{ 25800) 68670 2
113 05320{ 27340 2 143} 17570) 23100 2
114] 07930} 37340 2 144] 15100] 4.1080 2
115 3.2690{ 18780 2 145] 1.3420] 2.8960 2
116)  1.7910] 28230 2 146] -09750] 1.2610 2
1171 14030{ 05750 2 147] 08880 38240 2
118 -1.0650; 2.9460 2 1481 35160) 07640 2
119] 1.3230] -0.0100 2 149] 1.7650] 1.2980 2
120 23410] -03310 2 180] 3.0520] 1.1920 2

Tabla C2. Muestra correspondiente a la Simulacién 2 (continuacidn).
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C.1.3 Muestra Asociada a la Simulacién 3

o] v v2_Jorupo] D] w4 v2__[GRUPQ
1|-c6770| 1080 1 411 11830{-05320 1
2| 3.9850.57510 1 42} 07050(-0.6100 1
3.4 7680} 16860 1 43].07910] 04330 1
4]-09640] 2.4580 1 44| 02880].2.7670 1
5| 02000{-06430 1 45(-1.9380[ 17310 1
6] 01640].06780 1 46| 1.3180[-1.0410 1
71-3.3910| 34100 1 47|.0.3770] 08880 1

i 8| 31730|-52100 1 48] 1 2580|.2 8350 1
9§ 66700[-7.4770 1 49/-0 2400 1.3760 1
10| 54830 52120 1 50| 23020{-2.3470 1
11].1.8460] 38390 1 51]-1.4360[.0 1240 1
12[-1 5770 25210 1 52| 20630{-2.9930 1
13] -1 6720] 19700 1 53] 38110]-54390 1
14]-0.4560| 07950 1 s54[ 15190{.0 7450 1
15[ 1.4850] -1 8680 1 55|-1.9600] 25180 1
18] 27800[.3 9360 1 56]-1.9000] 2.4540 1
17] 2.4830}.1 6190 1 57| 22140|-3.4030 1
18{-0.9830| 0.4420 1 58[-0.1330[-0.7110 1
19]-1.7090] 27390 1 59]-04350| 1.7100 1
20[.1.2390} 15570 1 60|.0.9530{ 20050 1
21| 08920|-09540 1 61| 0.9100[-1 8640 1
221-1.0560] 03340 1 62] 1.2300}.0.9710 1
23] 1.4900|-2.5590 1 63]-2.3360] 35050 1
24]-05770| 07830 1 64|-2.5650] 4.1000 1
25] 02280}-0.3520 1 65| 0.7390[-1 0860 1
2611 4740] 1 9030 1 6] 0.5660]-0.0490 1
27]-08580} 30050 1 67| 06180].0.3250 1
28] 1.4520].1 9480 1 68| 1.7740]-21010 1
28]-2.0580{ 21410 1 69/-2.9150] 3.3260 1
30]-1.4610] 16600 1 70|.0.2010|-1,0400 1
31(-1.3980( 04820 1 71] 11130].0.2780 1
32| 0.2030}-1.6360 1 72|.3.4150] 2.4320 1
33[-1.9680| 28280 1 73|.0 6710] 0.8560 1
34| 0.7300}-01420 1 74].3.4110[ 3.7200 1
35] 1.4150].0.8650 1 75| 21420]-1.1340 1
36| 01000]-1.450 1 76.1.6850{ 1.4330 1
37[-1.6600] 1.5680 1 77| 0.4350]-11210 1
38]-05180].07870 1 78]-2.2770} 37030 1
39 06510]-0.3200 1 79] 3.0310|.4.9440 1
40]-1.7160} 17340 1 80[-1.9710[ 1.9460 1
Tabla C3. Muestra asociada a la Simulacién 3.
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IND

ha)

Y2_|GRUPO|[ IND hal Y2 GRUPO

81} 0.2970] 01470 ] 121]-2.2560] 27960 1
82|-2.3820| 3.8160 1 122]-0.4450| 0.4300 1
83(-0.7880( 1.7260 1 123} 0.1390}-0.1600 1
B841-1.9260| 2.8940 ) 124] 0.4180]-01710 1
85| 3.5480]-3.4410 1 125) 0.2690]-0.1230 ]
86| 0.5450|-0.1760 1 126}-2.7440] 3.4180 1
87] 1.2730}-1.1230 1 127] 3.5330;-4.4030 1
88(-1.3620) 3.7020 1 128]-0.26680) 02250 1
89( 1.0170; 0.7670 1 129]-1.7780} 1 6670 1
S0} 0.4140] 0.4630 1 130} 01080} 0.6320 1
911 1.0900!-1.3700 1 131] 0.6680-1.2540 1
92] 39730/-4.2840 1 132] 06120} D.3600 1
831-0.7780| 0.5210 1 1331{-1.2660(-0.5390 1
94| 34550(-4.7190 1 134{-06680; 1.2940 1
95/-1 6040] 1.6850 1 135{-0.0740|-0.1650 1
96| 00499| 0.0690 1 1361 1.8130{-2.5070 1
97(-0.9340( 1. 6680 1 137]-1.0610} 59230 1
98(-0.6750]| 06910 1 1381-1.3160) 0.4960 1
93(-1.1150| 0.7920 1 139|-0.8170} 1.2680 1
100{ 1.8400(-2.8880 1 140] 0.7190)-2.5110 1
101 | 1.2960]-1.8140 1 141] 0.2180)-1.3660 1
102| 0.0530| 0.0310 1 142|-2.8490| 2.4320 1
103| 2.7270({-3.5260 1 143) 0.7840)-0.9950 1
104]-0.24801 1.0650 1 144| 2.8510]-3.3100 1
105|-7.2230] 9.3020 1 145(-21830( 2.7120 1
106{-0.6120} 2.2180 1 146| 0.3960| 0.5350 1
107| 2.0660)-2.4360 1 1471-0.4780|-0.0670 )
108([-1.6530] 21670 1 148(-0.9030{-0.3620 1
109! 0.0370}-0.5810 1 149|-0.2900}-0.2900 )
110} 1.1660)-1.2990 1 150| 0.4260)-1.5580 1
111§ 04600[-0.7770 1 1] 1.055{ 1864 2
112 1.3920]-1.7760 1 2| -2617) -3.222 2
113}-0.5500| 1.1560 1 3| -0864] 1412 2
1141-54580| 5.0560 1 4] 1.539] 1132 2
115)-08790| 0.7830 1 5|__5408| 6.256 2
116]-0.8750| 11710 1 6| 1014 0695 2
1171 1.3460(-1.8110 1 7 -1.12] -0985 2
118]-1.4330|-0.4140 1 8] 0.094| -0.014 2
119§ 1.2930|-0.9230 1 9] 01081 0724 2
1204-1.8100} 3.0970 1 10] -0831] 0671 2

Tabla C3. Muestra

correspondiente a la Simulacién 3 (continuacidn).




IND Y1 Y2 |GRUPO| IND Y1 Y2 |[GRUPO
2038| 2433 51| 0791] -0178
12] 0212]| -0474 82} -1.527] -1863
13§ -1.705| -2.317 53 -091 -1.418
¢ : 14{ -1.805| -0643 54| -1.826{ -2216
| . 15] -1.532| .2086 55| 2146{ 4274
18] 0853] 1.127 56| 0069| 0.436
17| -0.7251 -0.717 57| 2068} 2914
18| -2.253] -3.305 58| -1665] -1.412
19| 1008} 2532 59| -3476] -3606
20] 0241] 0878 60| 0.119] 0.796
21| 0652{ 0488 61| -0434] -2098
22| 1051] 1818 62{ -1.734} -1.505
23] 1.264| 2074 63 253| 4382
24| -0.369| -1.449 64| 2468 3164
25| 0.267| 0.538 65{ -0.322] -0.308
26 -0.797| -0.983 66] 2284| 3439
27| -2357| -329 67 153| 1.593
i 28| 0205 -1.01 68| -0.319] -1.073
28| 1.372 1.85 69| 1871 1.22
30| -0.258| 0605 70| -1.504]| -1.404
' 31] 0272] -015 71} 0608] 1015
32f 2804] 2336 727 -2.389 -3.03
H 33} -0.829) -1.151 73] 2883| 2753
1 34] 1.086] 0.206 74| -1.197| -1.743
35| 0519 1683 75| 0532 0328
36| -2.274| -2.581 76| 1066] 2188
37| 1776 179 77| -1.584] -2395
38| -3.668| -3.682 78] 157] 1241
38§ -0.977| -2.521 79| -2.443| -2.498
40| -0.591| -0.945 80 021] 1131
41| 4.408| 5635 81] -1.375| 17686
42) -1.351]| -1.099 82| -0922| -1.148
437 3.6823| 40386 B3] 1.243] 1184
44) -3.331| -3639 84| 2681| 2315
45| -1.0521 -1.964 85] -3.401 -4.18
46 06| 0.658 86| -1.279} -2.419
47| 1.454| 1698 87| -075]| -0657
48 1.26] 1.003 88| 0.293] 0.144
48| 1.167| 0422 89{ -1.832| -3.632
50| -3.085| -437 S0 12 197
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. Tabla C3. Muestra asociada a ta Simulacién 3 (continuacién).
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Q
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c
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IND v1 v2_ |orupo| iND vt v2

91| 1s92] 2857 121]  o0289] 0162

92| 1567| 1373 122] .0581] .0.365

93] -0363] -0934 123] pgos] 1778

94] -1667] -1.465 124] 1038| .1648

95| 2636] 3597 125] 2593] 3678

95] 2458] 2733 126] .0262] -01s8

97] _201]| 2639 127] 1234|1756

98] -0.334] 0677 128] 2208] 2481

93] 0702] -0056 129] .0896[ -1.125
100] -1609] 1402 130]  141] 1987
101] 2705] 2278 131]  3009] 3736
102]  ©032] 0321 132] -1073] -0.472
103] _0.875] -0906 133]  3438] 518
104] 0025] 0082 134]  .138] 762
105] 001] 0313 135] 1673] 3029
106] .0978] 2213 136] -2925] -3.013
107 _104] 1302 137]_-1059] -2.264
108] -1584] 1305 138] -1608] _1.ase
109] 1097 1431 139] oso3] osgs
110 -2.415 -2.431 140 -0.023 0.712
111] 0.399] 1216 141 236] 3015
112] -2516] 341 142| -2285] -4.209
113]_1088] 121 143] .0843] 169
114]  0325] 0027 144 -0225] 0283
115] 0574] 0364 145] 09150 1235
116] _0673] 1857 16| _271] 2873
117]_-0512] -06585 147] 0452 01
116] _0051| -0078 148 0573 1.501
119] 4457] 553 149] -0.004] o0as4
120] 1103] 1484 150] -2514] 29395

IV v NN I oo e oo o oo o oo o oo o o (o Do o o o
Nivivivsinvis i nnivioinoipio oo oio]u i i v in o s

Tabla C3. Muestra correspondiente a la Simulacién 3 (continuacién).
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C.2 DMuestra de los Irises de Fisher

C.2.1 Programa en el Paquete SAS para los Irises de Fisher

S AS SAMPLE LIBRARY

NAME: DISCEX2
TITLE: DISCRIM DOCUMENTATION EXAMPLE 2
PRODUCT: SAS/STAT
SYSTEM: ALL
KEYS: DISCRIM
PROCS: DISCRIM FORMAT PLOT
DATA: FISHER (1936) IRIS DATA

SUPPORT: WFK
REF: PROC DISCRIM, EXAMPLE 2
MISC:

proc format;
value specname
1="SETOSA ’
2=’VERSICOLOR’
3=’VIRGCINICA ’;
value specchar
1=28°
=20
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3=y

data iris;
title ’Discriminant Analysis of Fisher (1936) Iris Data’;
input sepallen sepalwid petallen petalwid species QQ;
format species specname. ;
label sepallen=’Sepal Length in mm.’
sepalwid='Sepal Width in mm.’
petallen=’Petal Length in mm.’

petalwid=’'Petal Width in mm.’;

cards;
50 33 14 02 1 64 28 56 22 3 65 28 46 15 2 67 31 56 24 3
63 28 51 15 3 46 34 14 03 1 69 31 51 23 3 62 22 45 15 2
59 32 48 18 2 46 36 10 02 1 61 30 46 14 2 60 27 51 16 2
65 30 52 20 3 56 25 39 11 2 65 30 65 18 3 58 27 51 19 3
68 32 59 23 3 51 33 17 05 1 67 28 45 13 2 62 34 54 23 3
77 38 67 22 3 63 33 47 16 2 67 33 57 25 3 76 30 66 21 3
49 25 45 17 3 55 35 13 02 1 67 30 52 23 3 70 32 47 14 2
64 32 45 15 2 61 28 40 13 2 48 31 16 02 1 §9 30 51 18 3
55 24 38 11 2 63 25 50 19 3 64 32 63 23 3 52 34 14 02 1
49 36 14 01 1 54 30 45 15 2 79 38 64 20 3 44 32 13 02 1
67 33 57 21 3 50 35 16 06 1 58 26 40 12 2 44 30 13 02 1
77 28 67 20 3 63 27 49 18 3 47 32 16 02 1 55 26 44 12 2
50 23 33 10 2 72 32 60 18 3 48 30 14 03 1 51 38 16 02 1
61 30 49 18 3 48 34 19 02 1 50 30 16 02 1 50 32 12 02 1
61 26 56 14 3 64 28 56 21 3 43 30 11 01 1 68 40 12 02 1
51 38 19 04 1 67 31 44 14 2 62 28 48 18 3 49 30 14 02 1

231



51
46
50
57
71
49
49
66
44
a7
74
56
49
56
51
54
61
68
45
556
51
63

proc plot data=iris;

35
32
36
29
30
24
31
29
29
32
28
28
31
30
25
39
29
30
23
23
37
33

14
14
42
59
33

46
14

61
49

41
30
13
47
55
13
40
15
60

02
02
02
13
21
10
02
13
02
02
19
20
01
13
11
04
14
21
03
13
04
25

NW N = =

N = W N =2 NN P W e s N

3

56
60
77
72
64
56
77
52
50
46
59
60
67
63
57
51
56
55
57
66
52
53

30
29
30
30
31
27
26
27
20
31
30
22
31
25
28
35
29
25
25
30
35
37

45
45
61
58
55
42
69
39
35
15
42
40
47
49
41
14
36
40
50
44
15
15

15
15
23
16
18
13
23
14
10
02
15
10
15
15
13
03
13
13
20
14
02
02

N W NN = N BN NN = NN N NN

58
57
63
54
60
57
60
60
55
69
61
73
63
61
65
72
69
48
57
68
58

27
26
34
34
30
30
22
34
24
32
34
29
23
28
30
36
31
34
38
28
28

plot petalwid+petallen=species

format species specchar.;

41
35
56
15
48
42
50
45
37
87
18
63
44
47
58
61
49
16
17
48
51

10
10
24
04
18
12
15
16
10
23
02
18
13
12
22
25
15
02
03
14
24

232

oW NN WN B R, W NN

N W W NN W

w N

50
87
68
62
63
55
54
50
58
62
50
67
54
64
69
65
64
48
51
54
67

34
44
27
41
29
42
39
34
27
29
35
25
37
29
31
32
27
30
38
34
30

i6
15
51
15
56
14
17
15
39
43
13
58
15
43
54
51
53
14
15
17
50

04
04
19
o1
i8
02
04
02
12
13
03
i8
02
13
21
20
19
01
03
02
17
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/ vpos=17 vaxis=-4 to 28 by 2 haxis=0 to 75 by 5;




data plotdata;
do petalwid=-4 to 28 by 2;
do petallen=0 to 75;
output;
end;
end;

run;

macro contour;
proc plot data=plotd;
plot petalwid+petallen=setosa
petalwid*petallen=versicol
petalwid*petallen=virginic
/ contour=6 vpos=17 hpos=76 haxis=0 to 75 by 5;
title3 ’Plot of Estimated Densities’;
run;
proc plot data=plotp;
plot petalwid*petallen=setosa
petalvwid*petallen=versicol
petalwid#petallen=virginic
/ contour=6 vpos=17 hpos=76 haxis=0 to 75 by 5;
title3 ’Plot of Posterior Probabilities’;
run;
proc plot data=plotp;
plot petalwid*petallen=_into_

/ vpos=17 hpos=76 haxis=0 to 75 by 5;
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3

format _into_ specchar.;
title3 'Plot ot Classification Results’;
run;

mend ;

proc discrim data=iris testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd
method=normal pool=yes short noclassify crosslisterr;
class species;
var petal:;
title2 ’'Using Normal Density Estimates with Equal Variance’;

run;

contour

proc discrim data=iris testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd
method=normal pool=no short noclassify crosslisterr;
class species;
var petal:;
title2 ’'Using Normal Density Estimates with Unequal Variance’;

run;

contour

proc discrim data=iris testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd
method=npar kernel=normal r=.5 pool=yes
short noclassify crosslisterr;
class species;

var petal:;
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title2 ’Using Kernel Density Estimates with Equal Bandwidth’;

run;

contour

proc discrim data=iris testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd
method=npar kernel=normal r=.5 pool=no
short noclassify crosslisterr;
class species;
var petal:;
title2 ’Using Kernel Density Estimates with Unequal Bandwidth’;

run;

contour
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