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Introducción 

En los últiinos años las técnicas que cotnprende el Análisis l\Iultivariado han cobrado uu 

auge muy in1port.ant.c•, ya que gracias al desarrollo de las con1pntadoras ha sido posible 

prornovcr su uso en casi todas las rarnas de la ciencia. El Análisis Jlvlnltivariado se puede 

definir con10 un conjunto de Técnicas que describen o 1nodelau el comportan1ient.o de dos 

o nul.s características hechas sobre cada individuo provenie11te de 1UH\ o varias poblaciones. 

Dado que la teoría de cada una <le las técnica .. <; multiva.riada::; es amplia, el presente trnbajo 

haee una recopilación de los resultados nuls interesantes de C'on1ponentes principales y 

análisis discriminante. 

El Análisis de Comporwnt.es PriI1dpal0s cst<í. consideraUo con10 una técnica descriptiva, 

para rC'dudr la diuwusióu dl'l l'spado en el que origiuahnentc se encuentra la muestra y en 

la q11e ningún s11p11t.~sto distrib1H·ional se hace inicialrnente. El objetivo prirnario en ésta es 

construir con1binadone;:; lirwalc•s con ha!:>(! ('Jl las variable..-; originales, tal que acu1nulen la 

1nayor variabilidad de la 1nncst.ra inidal. 

El Arnilisis Discriminante el cual clasifica individuos con base en su vector de mediciones 

o a.tributos, donde dicha asignación se hace 1nediante lns funciones de clasificación las 

cuales producen una partición <le! espacio dimensional que en particular contiene a las 

observaciones de la umcstra. 

Debido a que en la Estadística l\lnltivariada, las generalizaciones de las densidades de 

probabilidad juegan un papel muy importante, en el Capítulo 1 se presenta una síntesis 

de algunas densidades n1nltivaríadas que son utilizadas parn hacer inferencias y contrastar 

juegos de lúpótesis para el caso n1ltltivariado. 

El Capítulo 2, presenta los resultados típicos del Análisis de Componentes Principales, 
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donde bnjo el supnest.o ele normalidad de la muestra inicial se construyen intervalos de 

confianza y pruebas de hipótesis relacionadas con la proporción de va.rindón explicada por 

un cierto nürncro de con1ponentes principales. Se presenta en esta parte el análisis de la 

rnucstra de los lri:-;es de Fisher (1936) y c..•l análisis para. una tnnestra sirnulada en S-Phts, 

utilizando el modulo FACTOR ANALYSIS <lPl paquete STATISTICA obteniendo en cada 

e-aso los rpsult.ados y las grrí.tkas rdC'vantPs. 

En el Capítulo :3. s<:• p1·Psenta nna introducción a la t.f>oría. del Arnílisis Discriminante. 

Est.f' capít11lo cst:i diYhlid(J b¡_\..-.;ü·an1entc l~11 dos parte:-;: La discriminación paramétrica, 

cuando se snponP qtw la nmestra tiene asociada nna distribución que> ÜPpewle de nn con­

j11nto de paránwtros posiblenwntc.• ck·scnnocidos y la (liscrirninació11 no panun6tri('a c1mnclo 

se snpone qllP la distribnción <lf' la muestra no signC' ni11~1uut forn1a paran1étrka conodda 

pero puede sPr C'Stin1ada 11wdiante Pl tnétrnlo de los psti1nadores de mícl00 (lü•rnel). 

El Capítnlo -1 ha1·e nna con1parndón de los mcltodos dPscritos en el Capít.nlo 3, donde se 

.si1n11laron 3 tnuestra.s con ayuda dPl S-Plns ln.s cuales fueron analizadas en el paquete SAS. 

Algunos de las gráficas SP 1.:'laboraron con aynda del paquetf> STATISTIC:\. Adicioualnwntc 

se incluye el anrilisis lh' lo::; lrises de Fisher ( l!J3G). 

El Apt•ndice A. r(•copila los resnlt ados dP :\lgebra, Cákulo. Estadística y Probabili<lad 

que fueron utilizados a lo largo de esta tesis. Eu el ApéndicC' O, se presentan las n1nestras 

correspondientes a lo.s PjP111plos dados en el Cnpítulo 2, y fi11aln1ente el Apéndice C, recopila 

las rnuestra." y los progrmna."> de que fueron utilizados para la elaboración de los ejemplos 

presentados en <:'! Capítulo .t.. 
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Capítulo 1 

ALGUNAS DENSIDADES 

MULTIVARIADAS 

En este prin1er Capít.1110 se hace una recopilación de las fm1ciones de densidad multivariadas 

que tienen un gran nso dentro de la Teoría de la Estadística l\lultivariada; para estas 

densida<les se hace mia peq1wüa discusión de sus principales características y propiedades. 

1.1 Resultados Prefüninares 

Por convcuil'nda .se ut.iJizaní.n las letras rnay1ísc11Jas .\'",Y, Z, IV para denotar a las matrices 

y a Jos Yectores aleat.orio.si donde estos 1íltirnos son \·ectores columna. Las primeras letras 

tnayúsculas del abec('clario denotarán generahnente a las n1atrices y vectores <le constantes. 

Las letras nliuúscula.s clcnot an .solanicnte a los elementos de los vectores y las rnatrices de 

constantes. 

Siernpre que se tenga un conjunto de variables aleatorias (u.as) será utilizada la notación 

vectorial o matricial. 

Definición 1.1 )(1 ,x 1 es un vector aleatorio si al menos una de sus componentes es una 

11.a. 
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Definición 1.2 ..-\'°0 >cp es una matriz aleatoria si al m.enos una de sus de sus componentes 

¿'C,, es una J•.a. 

1.1.1 Operadores de Esperanza y Covarianza para Distribuciones 

l\'lultivariadas 

Las siguient<~s dC'finidonC's PXt it->nden al ca.so tnultivaria<lo las medidas descriptivas corres­

pondientes tanto a 1111 vector aleatorio como a lUHl matriz aleatoria. 

Definición 1.3 Sea X un 1•cctor aleatorio de dimensión p. La espemnza del vector X está 

definida corno: 

( 

E(.,.:\',) ) . 
E(X)= 

E(Xp) 

Definición 1.4 Si X.,,P ={X,,} es una matriz aleatoria, la espemnza de esta matriz está 

dada por: 

E(X)= 
( 

E(Xu) 

E(-~,,¡) 
Al igual que en el ca.so nni\'ariado deben n1encionarsc las propiedades que cumple el 

operador esperanza para el ca.so n11íltiple. y que simplemente es generalizar el caso para 

,·ectores y nlatrices aleatoria...;;. 

Teoren1a 1.1 Sean.\, }" y Z t'l'cfores aleatonos de dimensión (p X 1) y Arxp 1 Bpxr, Cpxl 

matricrs de constantes. Bajo esta.s condicione$ las siguientes propiedades se cumplen: 

J. E(A) =A. 

2. E(AX) = AE(X). 
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9. E (X + Y) = E (X) +E (Y). 

4. E(AX+BY +C) = AE(X)+BE(Y) +C. 

Demostraci6n. 

J. Tómese a;; el ij - ésimo elemento de la matriz de constantes A, con i = 1, .. , r y 

j = 1, ... ,p. Dado que 

E (a,J) =a,;, 

de la Definici6n 1.4 se sigue el resultado.O 

2. El i - ésimo elemento de E (AX) está dado por : 

Utilizando la linealidad del opemdor esperanza en '.R, se sigue 

en donde el lado derecho de esta igualdad corresponde al i-ésimo elemento de AE (X) .O 

9. El i - ésimo elemento del vector (X +Y) está dado por (X; +Y,) E 1R , por la 

linealidad del operador Esperanza en lR se sigue que: 

E(X, +Y;)= E(X,) + E(Y;), i = I, .. .,p. 

Obsérvese que E (X¡) + E (Y,) corresponde al i - ésimo elemento de E (X) + E (l') 

y por lo tanto se sigue el resultado.O 

4. Se sigue de aplicar los incisos 1 , 2 y 3 de este Teorema. 

Teorema 1.2 Sean Xnxp1 Ynxp matrices aleatorias y A,.xn, Bpx:11 Crxn1 Dpx.s1 Fnxp1 Grxa 

matrices de constantes, entonces se cumplen las siguientes propiedades: 
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1. (E(X'))'=E(X). 

2. E(X+ Y+F) =E(X) +E(Y)+F. 

3. E(AX) = AE(X). 

4. E(AXB) = AE(X)B. 

5. E(AXB+CYD+G) = AE(X)B+CE(Y)D+G. 

Demostración. 

l. El elemento ji de la matriz aleatoria X' es X;1 , aplíquese el operador esperanza para 

obtener el elemento ji de E (X') ,dado por E (X;;). Al trasponer E (X'), se obtiene 

que el elemento ij corresponde al elemento ji de E (X') ,dado por E (x,1) ,lo que 

demuestra el resultado. O 

2. Sea (X,1 + r;1 + J,1 ) el elemento ij de la matriz (X+ Y+ F), utilizando la linealidad 

del operador esperanza en !R se sigue 

E (Xií + Yi1 + f.J) =E (X;1) +E (Y.1) + Í•1· 

Nótese de esta ecuación que E (X;;) + E (Y,1) + f;1 corresponde al elemento ij de la 

matriz E (X)+ E (Y)+ F, y por lo tanto 

E(X +Y+F) = E(X)+E(Y)+F.D 

3. El elemento ij de la matriz AX es f; a,,x,1 y aplicando el operador esperanza a este 
k=l 

elemento se tiene 

E (t a,,x.j) = t ll;kE (Xk;)' 
ki=l k=l 

el elemento del lado dere~ho de la ecuación anterior correSPonde al ij-ésimo elemento 

de AE (X), siguiéndose el resultado. D 



4. Por aplicaci6n de los incisos 1 y 4 se sigue 

E(AXB) =AE(XB) 

=A [E(XB)']' 

= A{E(B'X')]' 

=A[B'E(X'))' 

=AE(X)B.D 

5. Se sigue de los incisos 2 y 4 de este Teor·ema.D 
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La definición del operador covarianza entre dos variables reales puecle extenderse al caso 

n1ultivariado cuando se de.sea obt.ener la 111atriz de covarianza.s entre dos vectorPs a1eat0-

rios que no necesariamente son de la 1nis1na ditnensión. Esta misrna generalización puede 

hacerse con las propiL.>clades ,·istas para Ja covarianzas en los cursos básicos de Estadística, 

estos resultados se Pmmdan a continuación: 

Definición 1.5 La matriz de covarzanzas entre dos vectores aleatorios .... \pxI y }'~x. 1 está 

definida como: 

C(X, Y) = E{[X-E(X)](Y-E(Y)J'} 

( 

C(~1,Y1) ::: C(,~1,Yq)) 

e (Xp, Y¡) e (Xp, Y,,) 

Teorema 1.3 La matriz de covarianzas de un vector aleatorio X denotada por V (X), 

está definida por: 

V(X) =C(X,X) 

=E ((X - E (X)) (X - E (X))'] 

( 

V(X¡) C(X¡,X,) 

C(X2,X1) V(X2) 

= C(X:,X¡) C(X:,X2) 

Note que V (X) es una matriz simétrica. 

C(X1,Xp) J 
C(X2,Xp) 

V(Xp) 
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Teorema 1.4 Sean .,Y. px 1 1 Y9 x 1 1 Zqx 1 vectores aleatorias y matrices de constantes Arxpi 

B.xqi Dqx 1 y Fpx 1 entonces se sati.r;facen las siguientes propiedades: 

l. C(X, Y)= E(XY')-E(X)E(Y'). 

2. C(X,Y) = C(l',X)'. 

3. C(X,F) =o. 

4. e (AX, BY) = AC (X, n B'. 

5. C(X,Y+D) = C(X,Y). 

6. C(X,Y + Z) = C(X,Y) +C(X,Z). 

Demostración. 

l. Utilizando el Teorema 1.2 y la Definición 1.5 se cumple 

C (X, Y) =E [(X - E (X)) (Y - E (Y))'] 

=E [XY' - XE(Y)' -E(X)Y' + E(X)E(Y)') 

= E(Xl'')-E(X)E(Y') - E(X)E(Y') +E(X)E(Y') 

= E(XY') -E(X) E(Y') .o 

2. El elemento ij de la matriz de covarianzas C (X, Y) es C (X;, Y;) y el elemento ji 

de C(Y,X) es C(}~,X,) = C(X;, Y;), pero C(X;, Y;)= C(Yj,X;) satisfaciéndose 

el resultado. O 

3. Por la Definición 1.5 se cumple 

C(X,F) =E(XF')-E(X)E(F') 

= E(X)F' -E(X)F' 

=0.D 



4. Siguiendo el inciso 4 del Teorema 1.2 se tiene 

C (AX, BY) =E [(AX - E (AX)) (BY - E (BY))'] 

= E[A(X-E(X)) (Y-E(Y))' B'] 

= AE [(X - E (X)) (Y - E (Y))'] B' 

=AC(X,Y)B'.D 

5. Utilizando la Definición 1. 5, se sigue 

C(X,Y+D) E(X(Y+D)')-E(X)E(Y +D)' 

E(XY') +E(X) D' - E(X)E(Y') -E(X)D' 

E (Xl'') - E (X) E (Y') 

C(X,Y).D 

6. Por el resultado 1 de este Teorema se satisface 

C(X,Y+Z) E [X(Y + Z)'] - E(X)E [(Y+ Z)'] 

E [(X) (Y'+ Z')] - E (X) E (Y') - E (X) E (Z') 

E (XY') +E (XZ') - E (X) E (Y') - E(X) E (Z') 

E (XY') - E(X)E (Y') +E(XZ') -E(X)E(Z') 

C(X,Y)+ C(X,Z) 

C(X,Y).D 

Teorema 1.5 Si los vectores X y Y son independientes entonces: 

C(X,Y) = E[(X-E(X))(Y-E(Y))'] =0. 

Demostración 

Por el Teorema 1.4 inciso 1 se sigue 

C(X,Y) = E(XY') -E(X)E(Y'), 
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por la hipótesis de independencia entre los vectores X y Y se satisface 

C(X,Y)=O.D 

Teorema 1.6 Sean X y Y dos vectores aleatorios de la misma dimensión. Entonces: 

V(X +Y)= V(X) + V(Y) +2C(X, Y). 

Demostración 

por la Definición 1. 3 y los incisos 2 y 6 del Teorema 1.4 se tiene 

V(X+Y) C(X+Y,X+Y) 

e (X, X)+ e (Y, Y)+ e (X, Y) +e (Y, X)' 

V (X)+ V (Y)+ 2C (X, Y) .o 

Teorema l. 7 Si X y Y son dos vectores aleatorios independientes entonces 

V(X +Y)= V(X) + V(Y). 

Demostración. 

Se sigue de aplicar los Teoremas 1.5 y 1.6.D 
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Teorema 1.8 Sea X un vector aleatorio de dimensión p y Arxp, Bpxl y Cpxl matrices de 

constantes. Entonces se cumplen las siguientes propiedades: 

1. V(C)=O. 

2. V (AX)= AV (X) A'. 

3. V (X+ B) = V (X). 

Demostración. 



1. Sea e; E lR el i - ésimo elemento del vector C, entonces se sabe 

V(e;)=O y C(e;,c;)=O, 

Por lo tanto se sigue el resultado. O 

e. Siguiendo la Definición 1. S se tiene 

S. Por el Teorema 1. 6 se sigue 

V(AX) = C(AX,AX) 

=AC(X,X)A' 

=AV(X)A'.D 

V(X+ B) = V(X) + V(B) +2C(X,B). 

9 

Utilizando el inciso 1 de este Teorema, la Definición 1.3 y el incisos del Teorema 1.4, 

se obtiene finalmente el resultado. O 

1.2 Densidad Normal Multivariada 

La distribución Nonnal en la Estadístira nninniada juega 1111 papel muy hnportante ya 

que muchos de los 111etodos t>stadístkos est.ín basados én d supuesto de norn1alidad en la 

población. y gracia$ a Pst P ha sido posible dC"Sarrollar n'sult ndos con base en algunas Teorías 

co1110 las dP Estirnnción ~· Prndm dl' Hipótesis que son dP gran in1portancia en el análisis 

<lf• una rnucstra. Conociendo la itnport.ancia dl' Psta Uistribudón no es Je aso1ubrarse que 

la Nonnal tnnlth·ariaJa posea un papel fundamental dentro de la Estadística l\Iult.iYariada 

para el desarrollo de las aplicacione:; co1no la generalización de los procc·dinllentos de es­

ti111ación y pruebas dP hipótesis: y e::; por esta razón qne en t~ste Capítulo se enuncian las 

propiedadps básicas dt_" la dbtribndón Nonnnl ).lultivariada así co1no de sus pruebas. 

1.2.1 Función de Densidad 

A continuación se enuncian las Definiciones y Teoremas que caracterizan a la función de 

densidad de una norn1al tanto para el caso univariado como para el multivariado: 
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Caso Univariado 

Definición 1.6 Una v. a . .. Y se distribuye como una normal estándar univariada con media 

O y varianza 1, si su función de densidad está dada por: 

I - ' ' fx (x; O, I) = !?=e •' , 
V-"11" 

con x E !R. Esto se denota como X~ N (O, 1). 

A partir de est.a definición construyamos una 11.a. Y con cualquier media µ y cualquier 

,·arianza a 2 definida cotno: 

Y=aX+µ, 

en la qllP la 1•.a. X ~ N (O,!) y la esperanza y varianza de Y se obtienen utilizando las 

propiedades de los Teoremas l. I y 1.8 respectivamente y están dados por: 

y 

E(Y) = E(crX + µ) 

=E(aX)+¡i 

= crE(X) + µ 

=µ 

V(l'} = V(crX +µ) 

= V(crX) 

= cr 2V(X) 

= u2. 

Donde µ y <T2 representan los parámetros de la distribución de Y, y que satisfacen 

-oc < µ < oc y a 2 > O. Con esto se puede enunciar la siguiente definición: 

Teorema 1.9 Sea}"= crX + µ una "·ª· con media ¡i y mrian=a <72,donde X ~ N (O, I). 

Se dice que '},... se distribuye normal con media JI y varianza n 2 si su función de densidad 

está dada por: 

I ( I •) f1· (¡¡) = --exp -- {Y - µ) .. V2rra:.? 2u2 
- oo < µ < oo cr > O, 
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denotándose como Y - N (µ, cr2) . 

Demostración. 

Utilizando el Teorema del Cambio de \Fariable y se sigue 

fy(y) fx (Y:µ) 1;;1 
¡ { 1 º} V2rrrrº exp - 2rr2 (y - µ)- .O 

Caso Multivariado 

Para generalizar el caso univariac.lo, tótnese a.hora un '\'Cctor aleatorio X E IT(P, donde cada 

una de las entradas ~X- 11 ... , Xp de)( son ti.as. indeµendicnt.es e idént.kamente distribuidas 

(v.a.i.i.cl.) <.'orno N (O, 1); C'Oll base en ello se Pst.ablece la siguiente defirúción: 

Definición l. 7 Se dice X tiene densidad norwal mult.ivariada de media O y matriz de 

covarianzas I,, si X = (X1, ... ,X,.) donde X 1 ••.. , Xp son v.a.i.i.d. como N (O, l}. Esto se 

denota por X - N" (O, I,,). 

Teorema 1.10 Sea X= (X 1 , .•. , X 1,) un vector aleatorio de dimensión p. X se distribuye 

como una nonnal rnultivar-iatla estándar con media~ y varianza Ip si su función de densidad 

está dada por: 

fx,,. ... x, (x1 ..... xp) = fx (x1, .. .,xp) 

= 1211'11-! exp {-~x'x}. 

Demost.ración. 
p 

fx,, .. .,Xp (x1, .. ., Xp) =TI fx,(x,) 
h•l 

= m=l -f.;; exp {-~x2}, 

utilizando la independencia sobre X 1 , .. ., Xp se sigue 

fx., .. .,x, (X¡, ... ,xp) = (211')-~ exp {-~ Lr=I xn 
= l21l'lpl-~ exp {-!X'X} .o 
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Ahora si se toma cnnlqnier vector de inedias µ E ITTP y cualquier n1at.riz Epxp = { a 1¡} > O 

con i = 1, ... ,p, para de>finir ),.. = 1:L .. y +µun Yect.or aleatorio de ditnen.sión p, con base 

en un \'ector ~Y ,..._, 1\iP (O, lp). Co1110 se Yerá rm.ís adelante (w~r Teorema 1.18 indso 1) cada 

l~ E Y i = 1, ... , 1J es una v.a. con distribllción }~ ,..._, 1Y (µ¡, a 11 ). Luego para el vector Y se 

obtiene el \'ector de inedias y la tnat.riz de covarianza._<;, utilizando los Teoremas 1.1 y 1.8, 

así pues 
E(Y) 

V(Y) 

=E(:t:!X+µ) 

=E(:t:LY) +µ 

=E!E(X) +¡i 

=µ. 

=V(:t:LY+µ) 

=V (:r:!x) 
= E!V(X)E! 

=E. 

Definición 1.8 Se dice que Y~ Np (µ,E) si Y= El X+µ con Xp ~ Np (O, Ip). 

Teorema 1.11 Se dice que Y= :t:!X + µ tiene una distribución normal multivariada con 

media el vector µ y matriz de escala E > O, si la función de densidad de Y está dada por: 

fn, ... .>'v (y¡,···, Yp) = fy (y¡,···, Yp) 

= \27rE¡-! exp {-!(y - µ)' :r;-1 (y_µ)}. 

donde Y, µ E !RP y Epxp es una matriz definida positiva. En notación se escribe Y ~ 

Np (µ,E). 

Demostración. 

De acuerdo al Teorema del Cambio de Variable se sigue 

fv (y) = fx (E-! (Y-µ)) \:t:-! 1 

= \27rlp¡-! exp {-! [:t:-! (Y - µ)]'[E-! (Y-µ)]} IE-!I 

= \27rlp¡-! \:t:-! \ exp {-~(Y - µ)' :t;-!:t;-! (Y - µ)} 
= \27rE\-! exp {-!(Y-µ)' :t;-l (Y-µ)} .O 
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Teorema 1.12 Los vectores aleatorios X, E !R•, i = 1, ... ,p son independientes si y sólo 

si su densidad conjunta puede escribirse como: 
p 

fx,, ... ,Xp (x¡, ... 'Xp) = rr H, (x;) V (.r¡, ... 'x.) E in•, 
i=l 

donde cada H, (x,) son funciones m·bitrarias de X, para i = l, ... ,p. 

Demostración. 

=>]Por hipótesis ..-Y1 , ... , ).;P son ll.a.Li.d. entonces 

luego si se toma JI, (x,) = fx, (x,) se obtiene 

<=] 

fx1, ... ,Xp (x¡, .. .,Xp) = Df=l fx, (x;) 

= Df=1 H, (x,) .O 

fx, (x;) = J:'
00 

• .. J"::, fx,, ... ,Xp (x¡, ... ,x.) dx¡ .... dxp 

= J"::, · ·· f"::, flf= 1 JI; (x;) dx¡ ... dxp 

= (rr~ .. , f":"oo H; (x;) dx;) H, (x,) 

= (TI~ .. , h;) H;( x;) , 

donde h; = J:'
00 

H1 (x1) dx;, entonces 

como 

por lo tanto 

rrr=l fx. (x;) = Il~=l (JI, (x,) n~ ... h1) 
= Ilf=1 H, (x;) (h, ... h.)•-1

, 

= J.:X, · · · f::'00 fx 1, ... ,Xp (x1, ... , Xp) dx1 .... dxp 

= J:'
00 

···J.:".,, Ilf=1 H; (x;) dx¡ ... dxp 

= Ilf=t J_:".,, H, (x;) dx; 

= Ilf=1 h, (x,) ' 

fll'=t fx, (x,) = Ilf=1 JI; (x,) 

= fx., ... ,Xp (xi. .. .,x.). O 
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1.2.2 Función Generadora de Mo1nentos 

La función generadora de mon1entos juega nn papel nn1y importante en la Teoría de Proba­

bilidad y Estadística, ·"ª quC>. ésta caracteriza de 1nanera 1ínica a cada f1u1ción de densidad 

de probabilidad. En otrns palabras. si se conoce la expresión de la función generadora 

de tnonwntos <le alguna m .a .. .Sl' conoce t.mnbién la distribución a la que pertenece. Los 

siguientes res1tltado~ Pstable(·pn ~11 dcfi1úción: 

Definición 1.9 Sco 4\'." una 11.a. con densidad fs. (x). La Función Generadora de A1omentos 

(F.G.AI.) es el valo1· esperado de e•X, si este valor existe para ten un intervalo -h < t < h, 

h >O. La F.G.AI que se denota por .Mx (t) o M (t), se define por: 

flfx (t) =E (e'X) 
= J:-'

00 
e'z fx (x) dx, 

si la v.a. )( es continua, y como 

Mx(t) =E (e'-") 
= Lz e•z fx (x), 

si la v.a. X es de tipo discreto. 

Teorema 1.13 Sea X E in una 11.a., si X - N (µ, CT2 ) la F. G.M. de X está dada por: 

( 
CT

2
t

2
) Mx (t) = exp µt + 2 , con t E !R. 

Demostración. 

Por definición se sabe que 

Mx (t) =E (e'X) 
=E (exp (tx + tµ - tµ)] 

= exp (tµ) E (exp (t (x - µ))] 

= exp (tµ) ¡.:,, exp {t (x - µ)} ;¡
2
';;. exp {-~ (x - µ) 2

} dx 

= exp (tµ) J:"= <Jb exp {-~ ((x - µ)2 
- 2a2t (x - µ))} dx, 



Completando el cuadrado en el exponente de X, se tiene 

(x - µ)2 - 2cr2 t (x - µ) = (x - µ) 2 
- 2a2t (x - µ) + a 4 t2 - a 4t 2 

= ((x - µ) - a 2t) 2 
- a 4t2 , 

y de aquí puede obtenerse 

Mx (t) = exp (tµ)exp (ª2

2

12
) ¡= ~exp {--2., (x - (µ + cr2 t)) 2

} dx, 
-oo v2;ro-2 2a 
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Donde el integrando es ima f d. de X ~ N (µ + a 2 t, cr2) , la cual integrada sobre todo su 

recorrido es igual a 1. y por lo tanto 

( 
a

2
t

2
) Alx (t) = exp tµ + -

2
- .o 

Definición 1.10 Sea X E !RP un vector aleatorio, si X se distribuye como fx (x1 , ••• ,xp), 

entonces la F.G.i\l. que se derwta como ,\Ix (t) = E(exp(t'X)), donde t E lRP, se define 

por: 

Mx (t) = ¡_: · · · ¡_: cxp (t'x) fx (x 1 , .. .,xp) dx,, .. .,dxp. 

Si X tiene una junczón de densidad continua y por: 

-'Ix (t) = Lexp(t'x) fx (x 1 , .. .,xp)· 

Si .,.y es discreta, donde la suma con·e sobre todos los valores de (xi, ... ,xp), y en ambos 

casos la función existe en 1111 intervalo abierto que contiene al cero. 

Teorema 1.14 Sea X un vector aleatorio de dimensión p, donde cada uno de sus compo­

nentes ,...\1 son 11.a.i.i.d. como una normal estándar univariada y sea t E fRP. La F.G.Af. 

para X está dada por: 

Mx (t) = exp (~t't) con t E lRP. 

Demostración. 

Mx(t) =E(exp(t'X)) 

= J.:0 e:-;p (t'x) l2rrlp¡-~ exp {-~x'x} dx. 
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Completando la forma cuadrática en el exponente del vector X se cumple 

Alx (t) = J::"= /2rrlv/-~ exp {-~ (x - t)' (x - t) + 4t't} d:r 

= exp (41't) f_:O /2rr/p¡-l exp {-~ (x - 1)1 (x - t)} dx, 

donde el integrando es una función de _\ que .'>e distribuye como una nonnal con media el 

vector t y matriz de escala 11n la cual integrnda .<>obre todo su recorrido es igual a 1; por lo 

tanto 

Afx(t)=exp(~1'1) VtE!JIP,O 

Teorema 1.15 Sea };,x 1 un vector aleato1·io con densidad N (p, E) , esto es, donde Y = 

ELY +µy X - Np(D,11,). La F.C.,\/. de Y está dada mmo: 

Demostracián. 

i\ly (6) = exp (t5'µ + ~t5'L:6) V t5 E !RP. 

M1·(t5) =E(exp(ó'Y)) 

= E ( exp ( ó' (El X + µ))) 
= exp (81µ) E (exp (ó'L:lX)) 

= exp(t51p)E(cxp (t'X)), 

donde t = E!ó. Ahora utilizando d resultado del Teonema 1.14 se sigue que: 

My(ii) =exp(8'11)exp(~t't) 

= exp (8'¡1 + ~61 '.l:~E!ó) 
= exp (61

¡1 + 3ó'L:ó). 

El resultado se cumple para !.oda 6 E '.flP .O 

1.2.3 Propiedades de la Normal Multivariada 

Los siguientes Teoremas establecen las propiedades qne cun1ple 1u1a m.a . ..-\""1, ... , .'°'<n que se 

distribuye nornwl nmltivariada o cttalqniC'r subconjunto de esta n111estra. 
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Teorema 1.16 Un vector aleatorio >... de dimensión p tiene distribución normal multiva­

riada, si y sólo si cualquier· cornbinaczón de los componentes de }{ en donde no todos sus 

ele1nentos son cero, se distribuye como una normal unu•ariada. 

Denzostraciáu. 

:::;;.) P. D. que s/ A -;i O un occtor de. constantes en ~P, y.\- un vector con distribución 

normal, entonces Y = .·tt _y = 2:!~ 1 a,.Y, E ;n se dzstrzbuyc como una nonnal univariada. 

Utilizando la exprt.'SÚÍ11 de la F. c.,\!. $C tiene 

donde 

.\f¡·(t) =E(exp{t'(..-l'X)}) 

=E(exp{t'A'X}), 

JI" (t) = Jlx (ó), 

con ó = (At)pxt y t E ~1. Siguiendo el resultado del Teorema 1.15 se tiene 

M,,(t) =exp{ó1µ+~b1Eb} 

= exp { tA' ¡1 + ~12 .·l'EA} . 

(1.1) 

y se concluye del Teorema J.13 que la 11.a. Y se distribuye como una normal univariada 

con media (Aµ) 1 , 1 y l'arianza (.·l.'EA) 1, 1 . 

<=) Sea.\; un l'ecfor aleatorio y}~ = At .X que se dzstri.buye normal, entonces se mostrará 

que_\" tiene d1strzbuc1Jn nor7nul multirariada. 

Como}"= A'X t1e11e dc11sidad 11ormal, denótese por(} y p2 la media y la varianza de 

Y. Entonces la F.G.J! de V está dada por: 

"11• (t) = exp { t8 + ~t2p2 }. 

Denotando por /L y E la media y la matriz de couarianzas de )( se tiene 

Jí¡.- (t) = exp { tA'µ + 412 A'EA}, 



y por la ecuaci6n (1.1} se obtiene 

Mx (ó) = My (t) con ó = At 

= exp {t'A'µ + !t'A1EAt} 

= exp {ó'µ + ~ó'Eó}, 

lo cual implica que X ~ Np (µ,E) .D 
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Teorema 1.17 Si X 1 , .. ., Xn es una muestra aleatoria (m.a.) de la poblaci6n. Np (µ,E) 

entonces la distribución de ,\( es Np (µ,~E) ,donde .Y'= (X" .. ., Xp) con X3= ; t X;j· 
•=l 

Demostración. 

Utilícese la F. G.M. vara obtener la distribución de X definiendo un vector t E !RP 

M.x(t) =E(exp{t'.Y}) 

= E ( exp { ~ L:7=1 t' X;}) , 

con la hipótesis de independencia sobr~ las x:s se obtiene 

M .'< (t) = D7=1 E(exp{~t'X}) 
= n;:_, Mx, (~t) . 

Como cada componente X; ~ Np (µ,E) , y el Teorema 1.15 se tiene 

!M .'< {t) = n~=l exp Ut' µ + ~t'Et} 

=exp{t'µ+ ~t' (~E)t}. 

Por lo tanto, se concluye que."<.~ NP (µ,~E) .O 

Teorema 1.18 Para Y un vector aleatorio normalmente distribuido con mediaµ y matriz 

de covarianzas E > O, se cumplen las siguientes propiedades: 

1. Las distribuciones marginales de normales son normales con parámetros respectivos. 

2. Sea Aqxp una matriz de constantes y b E !R" si Z = AY + b 

entonces Z ~ Nq (Aµ+ b, AEA'). 

y r(A) = q < p, 
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Demostraci6n. 

J. Sin perder generalidad (S.P. G.) puede tomm·se un vector aleatorio Y definido como 

en donde p 1 + p2 = p y partici6nese µ y E como: 

( 
/1¡) 

¡1= 
µ, 

observe que Y1 , ¡1. 1 tienen dimensión p 1 x 1 y Y;, µ 2 son de dimensión p 2 x 1 y la 

matriz E es definida positiva. 

Deft'nase un vector 1lfpx 1 como: 

y obté7lgase la F.G.M. pum }í de la siguiente manera 

Mi-,(t) ¡\Jy (M) '"=º 
E [exp (M'Y)) l~=o 

exp{(t',m') ( µ¡) +!(t',m') ( I:'.u 
112 

2 
E2i 

y de lo anterior se obtiene 

1\Jy, (t) = exp (t'µ, + 4t'Eut). 

Esta última expresi6n es la caracterizaci6n de la F. G.11!. paro una normal, en donde 

la media es el vector µ 1 E mP1 y E 11 es la matriz de covarianzas, lo único que resta 

por demostrar es que Eu sea definida positiva, esto es 

t'E11t > O V t ,f. O. 
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Por hipótesis se tiene que r'Er > O '<! r f O, considérese un vector r dado como: 

r=(~)· 
donde t f O entonces 

r'Er (t',O) ( Eu E12) ( t) 
E21 E22 O 

t'E11t >O. 

por lo tanto, Eu >O y Y¡~ N,1 (µ., Eu). D La demostración es análoga paro Y2 • 

2. La F. G.i\f. paro Z está definida como: 

i\fz(t) =E(exp(t'Z)) 

= E[exp{t' (AY+ b)}] 

= exp (t'b) E [exp (t 1 AY)] 

= exp (t'b) .lf,, (A't), 

como llf¡, (t) es la F.G.J\I. para Y, 1tlilizándose el resultado del Teor-ema 1.15 se obtiene 

Mz (t) = exp (t'b) exp (t' A¡i + ~t' (AE.4.1
) t) 

= exp { (t' (Aµ+ b) + ~t 1 (AEA') t]}. 

Esta última expresión tiene la forma de la F. G.lll. para una normal, en donde la 

media es el t•ector (Ap + b) E !R" y la matriz de escala está dada por la expresión 

AEA~xq· Por líltirno tiene que demostrm·se que AEA.t > O. 

Sea t E !R• con t ¡é O debe pro liarse que t' AEA' t > O. Para esto se tiene 

t'AEA't (t'A) E(A't) (1.2) 

s'Es, 

do1tde s = A't es un vector no nulo se puede premultiplicar éste por la matriz A y se 

obtiene 

As= AA't, 
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ya que AA' es una matriz cuadrada de dimensión q x q y T"ecordando que el r (AA') = 

r (A) = q {Ver Definición A.21), entonces se garantiza la existencia de la matriz 

(AA')-1 lo cual permite encontrar una expresión para t que está dada por 

t = (AA')- 1 As. 

Si s = O entonces t = O lo cual es una contradicción ya que por hipótesis t # O 

entonces s #O y de la ecuación {1.2) se concluye que AEA' >O, por lo tanto 

Z - N9 (Aµ+b,AEA'). o 

Teorema I.19 Si X - NP (µ,E) entonces Y= E-! (X - µ) - Np (O, lp). 

Demostración. 

Por el Teorema 1.18 parte 2 se sabe que Y se distribuye como una normal de dimensión 

p, entonces 

y matriz de covarianzas 

E(Y) =E(¡:-! (X-µJ) 
=E-! E (X} - E-iE (µ} 

=0, 

V (Y) = ¡:-!V (X)¡:-! 

= r;-!EE-! 

=lp.D 

Ejemplo 1.1 S(ea -~ )un vector aleatorio de dime(nsi~n ~t; )se distribuye normalmente 

con media µ = 4 y matriz de escala E = -1 4 O . 

-3 2 o 3 

Determinar la densidad de: 

1. X2. 
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2. Z= ( ;: ) . 

s. y ~ ( 2X1 - 3X2 ) . 
X2+X3 

Soluci6n. 

l. Por el resultado 1 del Teorema 1.18, se sigue que X2 se distribuye normalmente con 

pará1netros 

µ = 4 y a 2 = 4. 

En notación : X2 ~ N 1 ( 4, 4) . 

2. Por el inciso 2 del Teorema 1.18, Z se distribuye como una normal bivariada con 

parámetros: 

Por lo tanto 

µz = ( =: ) y Ez = ( : : ) 

Z ~ N2 ( ( =: ) , ( : : ) ) . 
S. Se sabe que Y es una transformación lineal de las entradas del vector X; y utilizándose 

el inciso 2 del Teorema 1.18, se cumple que 

Y~ N2 (Aµ,AEA'). 

En particular se puede descomponer la transformación lineal 

_ ( 2X1 -3X2) Y- ' 
X2+X3 



como 

= AX. 

En donde la media puede obtenerse como: 

E(Y) E(AX) 

Aµ 

(: -: :) C:J 
( -1:)' 

y la matriz de dispersi6n : 

V(Y) V(AX) 

AI:A' 

( : -3 : ) ( -: -: : ) ( -: : ) 

( 
68 -10). 

-10 7 
Finalmente 

23 
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4. Sea lV = ( ;: ) un vector aleatorio de dimensión 2, el cual por el resultado 1 del 

Teorema 1.18 se distribuye como una normal con parámetros 

y En-= ( ~ ~). 
Utilizando la expresión de la F. G.M. de una normal (ver Teorema J.15}, se obtiene: 

Mw(t) = exp (t'µ + 4t'Ewt) V' t ,,O O. 

exp (u,, t3) ( =~ ) + 4 (t,, ta) ( ~ ~) (::)) 
)) exp -t, - 3ta + - (5t1 +2t3,211 + 3ta) 

( 
1 ( t, 
2 ~ 

exp (-11 - 3t3 + 4 (5ti + 4t1t 3 + 3t~)) 

( 
5 2 3 2) exp -11 - 3t3 + 211 + 2t1ta + 2t3 • 

Ahora calculando la primem y segunda de1'ivada parcial con respecto de ti y la primera 

derivada con respecto de t 3 , se tiene 

8Mw(t) 
~ = 1\fw(t)(-l +5t1 +2t3). 

derivando nuevamente con respecto de t1 : 

8 2Mw (t) ( 2) ~=Mw(t) 5+(-1+5t1 +2t3 ) , 

y por último derivando con respecto de t3 

B3 M11· (1) ( ( 2) )) 
828 

=Mw(t) 4(-1+5t,+2ta)+ 5+(-1+5t1 +2t3} (-3+2t1 +3t3 , 
t¡ l3 

evaluando esta última expresión en t 1 = ta = O, se obtiene: 

8 3 Ilfw (t) 
at¡at, ··=••=º = 1. (4 (-1) + (5 + (-1)

2
) (3)) 

14. 
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Por lo tanto 

E(X~X3) = 14. 

1.2.4 Independencia 

El concepto de Independencia se analizaní bajo el supuesto de normalidad. 

Teorema 1.20 Sea X~ NP (Jl, E) y considérese las siguientes particiones 

X= ( ~: ) µ = ( ::) E= ( ~:: ~:: ) 

donde X.,,µ¡ E ~?P', i = 1 1 2 y E;í tiene dilnensión p1 x Pi· Las variables X 1 y X2 son 

independientes si y sólo si C (Xi. X 2) = E 12 =O 

Demostración. 

=>] Esto es fácil demostrarlo ya que la covarianza puede ser escrita como 

C (Xi. X,) =E (X1X4) - E (Xi) E (X~) 

= E(Xi)E(X2)-E(Xi)E(X2) 

=Ü. 

<=] Si E 12 = O entonces la forma cuadrática del exponente en la fd. de X puede ser 

vista como 

Q (X-µ)'r:- 1 (X-µ) 

((X1 - µ¡)' , (X2 - µ,)'] 

Definiendo Q 1 = (X1 - µ¡)' E¡-¡' (X1 - µ¡) y Q2 = (X2 - µ 2 )' E0,1 (X2 - µ,), entonces Q 

puede expresarse como: 

Q= Q, +Q,. 
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Dado que laf.d.p. de X está dada por 

fx (x; µ,E) = l211"EI-! exp {-~Q} , 
si se particiona la matriz E y la forma cuadrática Q, se puede entonces reescribir la f.d.p. 

como 

lx (x; µ,E) = l211"Ed-~ exp {-~Q,} · l211"E2I-! exp { -~Q2} , 
donde por el resultado del Teorema 1.1 !! si 

H, (x1) = l211"Ed-! exp {-~Q,} , 
y 

H2 (x2) = l211"E2I-! exp {-~Q2}. 
la funci6n de densidad conjunta de X puede escribirse como 

fx (x; µ,E)= H, (x,) H2 (x.), 

por lo tanto los vectores X, y X2 son independientes. O 

Cabe mencionar qne no basta que la covarianza ent.re ... \."'1 y .-Y.2 sen cero para que éstos 

se distribuyan independientemente, es necesario adeinás que la distribución conjunta de X 1 

y ..-Y2 sea lUUl. norn1al n1nltivariada. 

Las condiciones bajo lns cuales se obtiene ln independencia entre dos transformaciones 

lineales }'y Z qne provienen de una 1nuestra ... \""1, ... , ... Yn ron distribueión normal quedan 

establecidos en el siguiente Teore1na. 

Teorema 1.21 Sea .-Y;xn = (X1, ... , ... Yn) donde X1 1 ••• ,..-"'\n es una m.a. de 1Vp(µ,E) y 

ade1nás 

donde qr + st :S np. Las matrices Y y Z son independientes si y sólo si B'ED O o 

AC'=O. 

Demostraci6n. Ver Mendoza {1987}. 
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1.2.5 Distribuciones Condicionales 

La distribución con<licional entre un conjunto de variables que se distribuye nonnal dado 

ot.ro conjunto de \"ariables con la tnisma distribución se obtiene en el siguiente Teorema: 

Teorema 1.22 Sea X un v.a. que se distribuye como N1, (¡1, E), de/Ínase X' = (Xf, X~), 

µ' = (µL Jl;) y 2: = ( Eu E
12 

) en donde ¿'\.; , Jl1 E 9~111 y E¡J tiene dimensión Pi x P; 
E21 l:22 

con i = 1, 2 y p 1 + P2 = p . La densidad condicional de X2 1 X 1 es normal con media y 

matriz de covarianzas dadas por·: 

E (X2 1 X1 = x¡) 

V (X2 1 X 1 = x¡) 

E,2.1 

Demostraci6n. 

Por el Teorema J.18 se cumple que X 1 ~ Np (µ¡, Eu) y dando la matriz M como 

l'vl= ' 
( 

lp1 o ) 
-E21Eii' Jp2 

puede verificarse fácilmente que 

M-'= 
( E2~~!i' J:, ) . 

La funci6n de densidad conjunta de X 1 y X2 tiene la erpresi6n 

fx (x) = l211'E¡-! exp {-~(X - µ)' :¡:;-1 (X - µ)}. (1.3) 

" 
1 

1 

1 

ti, 

1i 
¡I 
:1 
11 



y de ésta obsérvese que la forma cuadrática del exponente puede expresarse como: 

(X-µ)'E- 1 (X-µ) 

Desa1T01lando (l\IEiH')- 1 se obtiene 

(X - µ)' E- 1 (X - µ) = 

(X -µ)1 M' (M')- 1 E- 1M-1M(X-µ) 

(X - µ)' M' (MEM')- 1 lvl (X - µ), 
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(1.4) 

Resolviendo los productos de matrices se llega a dos formM cuadráticas, sean éstas Q 1 y 

Q>.1 definidas como: 

Q1 = (X1 - µ¡)' E¡i (X1 - µ¡). 

y 

entonces la (1.4) puede escribirse como 

(X - µ) 1 E- 1 (X - µ) = Q1 + Q2.l• 

y así la función de densidad conjunta {1.3) de X puede ser reescrita como: 

fx (x) = l2rrEI-! e.xp {-~ (Q1 + Q2.1)}. 

Por definición, la función de densidad condicional X 2 1 X1 está dada por 

(
x lx)- ¡2,.E¡-!exp{-~(X-µ)'E- 1 (X-µ)} 

fx,¡x, 2 1 - 1 { 1 r 1 } · !27TE11!-, exp -;¡(X - µ) E¡-1 (X - µ) 

Utilizando (1.5} se puede e:zpresar este cociente como 

( 1 ) 
!27TE!-! exp { -~ (Q1 + Q2 1)} 

fx,¡x, x2 x, = -! 1 
!2rrE11I exp{-;¡(Q¡)} 

Y utilizando las propiedades de los determinantes se sabe que 

IEI = IE11! JE22 - E21EilE12J 

= IE11 l IE22.il ' 

(1.5) 



entonces 

fx21x1 (xi.x2) 
(211r't JE11J-! exp {-~Q¡} . (211r'!f IE22.i1-! exp {-~Q2.1} 

(211")_,,,_ JE1 i1-! exp { -~Qi} 

(211")-'f IE22.i1-! exp {-4Q2.1} 

(2,,.¡-'if JE22 d-~ exp { -4 (x2 - 1'2 ,)' E:;-,1 1 (x2 - µ2.1)} . 

de donde se sigue que X2 J X 1 tiene densidad normal de parámetros 

y 

V(X2 J X 1 =x1) = E2 1.D 

Ejemplo 1.2 Sea X un vector aleatorio de dimensión 3, que se distribuye como 

Encuentre la distribución condicional de X 2 1 X 1 = x 1 , X3 = x,, cuando 

( =~ ) ( ~) 
Solución. 
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Definase el vector Y' = (Y,', Yi) donde la entrada lí' = (X1, X3) y Y:f = X2; la espe­

ranza del vector Y está dada por: 

µy 
(

E(Y¡)) 
E(Y2) 

( 
5.5) 3.5 
3 
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La matriz de escala para el vector Y según el Teorema 1.22 tiene la siguiente expresión: 

En donde las entradas de las matrices En, E 12, E,1 y E22 son tomadas de la matriz de 

escala de X como: 

En (; ~) 
E12 (-~) 
E,1 ( -3 o) 
E,, (4) 

E-1 = ( f¡ -f.i) 11 1 5 
-¡:¡ I4 

De tal suerte que la matriz E1- está definida como: 

De acuerdo al Teorema 1.22 la función de densidad condicional de Yo 1 Yi es normal 

con parámetros 

E(Y2!Yi) 

(3)+{-3,0) (-~ -~) 
14 14 

( 9 3) ( 0.5) 
(3) + - 14' 14 0.5 



y varianza 

(3) + (-:s+ ~) 
(3) +(-ta) 
39 
14' 

V ( Y2 1 ( ~: ) ( : ) ) 

(4) - ( -3 o ) ( ~\ ~~~ ) ( -~ ) 
(4) - ( -f. f.) ( -~ ) 
(4>-(H) 
29 
14· 

Por lo tanto la distribución condicional de Y2 1 Y1 = ( : ) es N 1 (~,~).O 

1.2.6 Estimación de Parámetros 

31 

Con frecuencia los pan.ímetros de una 11111estra que se distribuye norn1al son desconocidos, 

pero pueden ser cstiinados n1ediante el Inétodo de m1i .. x.in1a verosimilitud utilizando la in­

formación de la rnnest.ra. El sigilicnt.e Teorema proporciona las expresiones n1ntemáticas 

que caracterizan al cstirnador para la media µ y lu. n1at.riz de co\·arianzas a la cual se ha 

identificado con10 E. 

Teorema 1.23 Sea X ~ NP (µ,E) y sea X 1 , .•. , X" una m.a. de esta densidad. Los 

estimadores máxinzo verosímiles de. µ y .E son 
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E=~ f, (x;- x) (x;- x)'. 
1=1 

Demostraci6n. 

Sea X1, .. ., Xn una m.a. de la densidad N (µ,E), cnya función de verosimilitud está 
dada por 

L(µ,E) 
n 

TI!x. (x.> 
i=l 

D. (12rrEI-! exp {-~(X; - µ)' E-1 (X; - µ)}] 

¡2,,.r;¡-'l exp {-~ t, (X; - µ)' E-1 (X; - µ)}. 

Esta expresión pnede simplificarse según el Teorema A.17 como 

L (µ,E) = l2rrE¡-'l exp {-411· [t (x, .\-)' r:- 1 (x.-.Y) + n (.\'-µ )' E-1 (x-µ)]} 

J2rrEl-'l exp {-4 [t,tr (x,-.\-)' (E- 1 (x.-x)) + n (x-µ)' r:- 1 (x-µ)]}. 

Aplicando las propiedades de la t.raza en esta 1íltitna ecuación se tiene 

L(µ,E) /2rrEI-¡¡ exp {-4 [t,tr { E- 1 (x,-.Y) (x.-x)'} + n (x-µ )' r:-1 (.Y-µ)]} 

¡2rrr:¡-'l exp {-~ [1rE- 1 
{ t, (x.-x) (x.-x)'} + n (.Y-µ)' r:- 1 (.\--µ)]}. 

Dado que la matriz de cornrianzas muestra] está dada por nS = r:r=l (x;- x) (X;- X)', 
la función de Yerosimilitud puede escribirse como 

Aplicando Ja función logaritrno a la ecuación anterior, se tiene 

(1.6) 
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El problezna de maxhnizacióu es eqnh·alente a encont.rnr un núnirno de - ln L (µ, E)con 

respecto aµ y~- Ent.oncc~s basta con nlinin1izar la forn1a cuadrática (Y-µ)' l:'-1 (...-~ -µ) 
A -

con respecto de ¡1, akanzando un núnüno cuando J-l=.\ , por lo que la f1u1cióu 

(.\' - Íl) 1 

L:- 1 
(-\' - i~) =o, 

lo cual ocurre si y sólo ~i /l=;\;.. De est.a manera sP c·rn1d11ye que el estiznaJor 1náxhno 

,·crosín1il para la niedia <'S ¡.l=5;. 

Para obtener d e.stilnador rná..xiruu Vl'ro~Í1nil de L, ba..;t.a 1nax.intizar L (í}. E) que de 

acuerdo al Tt~orC'Jlla A .1 S Pl ruúxiino es L (íl, E), donde f;= S y seg1ín est.e resttltado se 

debe probar que ~-!sL:-i 2: 0 1 pero ¿- 1 >O de lo que se deduce que E-~ >O y sólo 

debe most.rarse que la matriz Ses definida positiva. La matriz Sx 2 O si (n - l) 2 p (\·er 

Teorernas 1.25 y 1.27) lo cual ocurre si y sólo si 11 2 p + 1, y se cumple qne 

L 1•,L; 2 L µ,E . (,, ') ('' ) 

Se puede entonces concluir que los estirnadores máxin10 verosímiles para µ y E están dados 

por 

µ X 
" E Sx 

~ f, (x,- x) ( x,- -~Y .o 
i=l 

1.3 Densidad Wishart 

En esta Sección se enuncia la generalización de la distribución x2 y que está dada por la 

forma cuadrática del t.ipo X'CX. donde Ces 11nn matriz simétrica y los renglones de la 

matriz X corresponden a una 1n.a. de la distribución normal. En especial se analiza el caso 

de la estadística nS. la cual tiene asociada esta distribución. 
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Definición 1.11 Se dice que una matriz A1PxP tiene densidad IVishart de dimensión p 

con matriz de escala E y de n grados si A1 puede ser escrita como 

n 
M=¿x,x:. 

•-1 
donde X1, ... , Xn es una m.a. de la densidad NP (O, E) y se denota por,,¡~ IVP (E, n). 

Nota. Si se define X'= (X1, ... , Xn), Al puede escribirse como ,\f = X'X. 

Teorema 1.24 Si n ~ p la variable ,\! tiene densidad IVishart con matriz de escala E y 

n grados de libertad si su densidad está dada por 

~ 

f ( ) _ /m/- ' exp {-!tr (~- 1 m)} 
Mffi - ~ . 

2Tr. .-• /E/i D!'=i f' (! (n + 1 - i)] 

si m > O, .E > O; 

Demostración. Ver Anderson (1994). 

Teorema 1.25 Si Al ~ IVp (E, n), entonces r (Al) = p *'> n;::: p. 

Demostración 

Por definición A!= X'X , pero Al es una matriz invertible si y sólo sir (X'X) = p, 

pero dado que r (X' X) = r (X), ésto ocurre si y sólo sir (X) =p. Dado que las p columnas 

de la matriz X tienen densidad normal en n dimensiones, la condición n ~ p garantiza 

r(X'X) =p. Por otro lado, sin< p, r(X) :5 min{n,p} = n < p, lo cual demuestra el 

resultado. 

Teorema 1.26 Si X!xn = (X¡, ... ,Xn) donde X¡, ... ,Xn es una m.a. de la densidad 

Np (µ,E) y Anxn es simétrica, entonces X' AX ~ IVP (E, r) donde r = 1· (A) = tr (A) 

si y sólo si 
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1. A es una matriz idempotente. 

e. µ=O o .4lnx1 =O, donde l\xn = (1, 1, .. ., 1). 

Demostración. Ver Mendoza {1987). 

Teorema 1.27 Sea X 1 •.. ., X,, una m.a. de Np (µ,E), si S = ~ :L7=1 (X,- ,y) (X,- X)' 
entonces nS ~ ll'v (I:, 11 - 1). 

Dernostración 

Por el Teorema A .14, la matriz nS se puede escribir como 

n.S=X'HX, 

con H = In - ~lnl~ una matriz simétrica e idempotente (ver Teorema A.14) y X' 

(X,, .. ., Xn). Los grados de libertad están dados por 

r(H) = n- 1, 

donde la última igualdad se sigue por el Teorema A.14. D 

Teorema 1.28 Si M ~ ll'p (E, n.) y Bqxp es constante y r (B) = q :S p entonces BMB' ~ 

Wp(BEB',n). 

Demostración 

Por la Definición 1.11, X,, .. ., Xn es unam.a. de la densidadNp (O, E) y Al= l:;;'..1 X;Xf, 

entonces 

BMB' 

n 

L:;(BX;XfB') 
i=l 

n 

¿z,zf. 
i=l 
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en donde cada Z¡ = B.,."'(¡ con i = 1, ... , n. 

Como X 11 ••• , )(n et1 una m.a., eso implica que los Z 1 , ... , Zn son independientes y por el 

Teorema 1.18 se sigue Z1 ~ N 9 (O, BEB'). Lo cual implica de acuerdo a la Definición 1.11 

que 

BMB' - W9 (B!::B',n) .o 

Corolario 1.1 Submatrices diagonales de 111 también tienen una distribución IVishart. 

Demostración 

Por definición lvf = X' X entonces 

Sea Y= xr::-! de lo cual se sigue que 

además se sabe que X - NP (O, E) ¡¡siguiendo el Teorema 1.18, Y - Np (O, Ip) ¡¡se concluye 

que 

Corolario 1.3 Si M - Wp (Ip, n) ¡¡ Bpxq satisface que B' B 

w.u.,n). 

Demostración. 

Por el Teorema 1.28 se sigue que 

B'MB -W (B'lpB, n), 

observando que B' lpB = B' B = 19 , se sigue el resultado. O 

19 , entonces B' M B -



Corolario 1.4 Si]\{~ l-Vp(E,n), a E !RP y E> O entonces: 

Demostración. 

(
a'!vla) ~ 2 
a'Ea Xn• 
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M puede escribirse como !vi = 2:;'..1 X,Xf donde X" ... , Xn es una m. a. de la densidad 

Np (O, E) , entonces 

a'l\!a 
atEa 

atEa 

[t. a' X;Xfa] 

[tz;], 
con Z; = Xfa = a'X, ~Ni (O, a'Ea) para i = 1, .. ., n. 

Estandarizando cada z,, se obtiene que 

z, 
./a•Ea 

Z1 
a'Ea 

N(O,l) 

x~. 'Vi, 

'Vi 

sumando estas nuevas variables y considerando la independencia de Xi. ... , Xn 

y por lo tanto se concluye que 

~ Z'f 2 
~atEa rvxn, 
i=l 

Teorema 1.29 Si i'vlí ~ ll'p (E, n;) j = 1, ... , r son independientes, entonces Í::j=1 !vli ~ 

WP (E, 2:~= 1 n;). 

De1nostración. 

Por hipótesis 1\11 , •• ., !vi, son independientes y cada una de las !vli ~ Wp (E, ni), entonces 

se puede escribir 
nj 

Mi= ¿xi•xJ. j = l, .. .,r 
k=l 
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donde ... Y111···, ... Y-1n1···,Xr1, ... 1 Xrn es una m.a. de Np(O,E) y la suma de las M3 queda 

expresada coma: 

t M; = t t X;kXJk, 
j::::l j=I k=l 

entonces L:)~i M, ~ Wp (:i::, f, n,) .o 
1=1 

Teorema 1.30 Sea .,,\Ji ... , X 11 una m.a. de 1ina nonnal NP (µ,E), 

donde X= 

Demostración 

}( ;:tx. 
•=1 

.!.x
1
tlu y 

n 

Sx ; :t (x,- x) (x,- x)' 
•=l 

}:_X'HX, 
n 

y H =In - ~ lnl~. Las estadísticas X y Sx son independientes. 

Sx = }:_X'HX, 
7l 

y por el Teorema A.14 se sabe que la matriz H es idempotente y simétrica entonces se 

cumple 

Sx = }:_ (X'H) (HX), 
n 

donde H X es una trans/011nación lineal, entonces siguiendo el Teorema 1.21 basta demostrar 

que X y H.,.Y son independientes, así 

( }:_·1')H 11 n 
1 t (1 1 ') -1

11 
- -1,.ln 

n n 

}:_ (1' - .!.¡< lnl') n n n.n n 

o. 

y por lo tanto X y Sx son independientes.O 



39 

1.4 Densidad T 2 de Hotelling 

En esta parte se examinan las funciones que son de la forrna .. Y'lV- 1 X , donde X tiene 

distribución nonnaI , n · tiene distribución \\7ishart. y .X y JV son independientes . 
• 

Definición 1.12 S1 la 1'ariab/e Z puede escribirse como Z = mX'1'1- 1X donde X y AJ 

son independientes lales que .,."\ ,...._, 1VP (O,/) y 11'1 '"V H~ (/, rn) m ;?: p. se dice que Z tiene 

densidad T 2 de Hotelli11g de parámetros p y m y se denota por Z ~ T 2 (p, m). 

Teorema 1.31 Si X ~ NP (µ,E) y AJ - Wp (E, m) con m ~ p son independientes, en­

tonces 

m(X -µ)' Ar1 (X- µ)-T2 (p,m), 

Demostración 

Sea Y= E-i (X - µ) - NP (O,Ip) y def(nase la variable Z = E-iAIE-! entonces por 

el Teorema J.28, z-TVp(I,m) y de la Definición 1.12se cumple 

Observando que 

se sigue que 

w =mY'z-1Y-T2 (p,m). 

w m (X - µ)'E-! (E-!11r1E-í) E-~ (X - µ) 

m (X - µ)' E-h;-!M-1 ~-!E-! (X - µ) 

m (X - µ)' IpM- 1 lp (X - µ) , 

w = m (X - µ)' Ar 1 (X - µ) - T 2 (p, m) .o 

Teorema 1.32 Sean X 1 , ••• ,Xn una m.a. de Np(µ,~) 

(n - I) (.X -µ )' s- 1 (X -µ) ~ T 2 (p, n - I). 
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Demostración. 

Por los resultados de los Teoremas 1.17 y 1.28 se cumple que X- Np (µ,~E) y nS -

TVp (E, n - 1) respectivamente, entonces 

entonces 

s- Wp GE,n-1), 
por el Teorema 1.30 se sabe que j( y Sx son independientes y por el Teorema 1.31 se obtiene 

(n - 1) (,Y-µ)' s- 1 (,Y -11) - r 2 (p,n -1) .o 

En este p1mto es con\·eniente aclarar que existe una relación entre la distribución T 2 de 

Hotelling y la distribución F, esta relación queda establecida en el siguiente Teorema: 

Teorema 1.33 Si Z ~ T 2 (p, 111) entonces la distribución de Z es igual a la distribución 

de m.'.'~P+l Y donde Y - F (p, m - p + 1). Esto se denota como: 

T 2 (p,m)= mp 
1
F(p,m-p+l). 

m-p+ 

Demostración. Fer 1Hendoza {1g87). 

Corolario 1.5 Si X - Np (µ,E) y M - lV, (E, m) tienen distribución independiente en-

tonces: 
(m - P + 1) (X )' M-1 (X ) F. p - µ - µ - .CP.m-p+l)o 

Demostración. 

Utilizando el resultado de la Definición 1.1 f! se sigue 

m (X - µ)' M-1 (X - µ) - TGo,=J• 

y por el Teorema 1.39 se cumple 

(m - p + 1) ( , i ( ) P X - µ) Ar X - µ - FCP.m-p+1¡.D 
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Teorema 1.34 Si X,, ... ,X. es una m.a. de la densidad Np (µ, I::), entonces 

n - p (- )' (- ) -P- X-µ s-• X-µ ~F(p,n-p). 

Demostración 

Por el Teorema 1.32 se sabe que 

(n -1) (x -µ)' s-1 (x -µ) ~T2 (p,n- l), 

luego utilizando el Teo1-ema 1.33 se sigue 

(n - p) ( - )' 1 ( - ) --P- X -µ s- X -µ ~ F (p, n - p) .o 

1.5 Densidad i\ de Wilks 

La distribución A de \Yilks tiene un uso in1portante en las técnicas de Análisis !\Iultivariado, 

ya que por ejf'mplo, el coci('ute de ·•erosiutllitu<les en la prueba <le igualdad de n1edias sigue 

esta distribución. 

Definición 1.13 Sean 11 ·1 y 11", matnces aleatorias independientes donde ll'1 ~ ll'~ (lp, m) 

y 11'2 ~ ll~{lp,11) con m 2 p. Si X puede escribirse como: 

V - ¡w,¡ - /f 11•-)1\' ,-l ,, - ¡¡¡·, + 11'21 - p + l 2 . 

se dice que X tiene densidad A de Wilks de parámetros p, m y n. Se denota por X ~ 

A(p,m,n). 

La relación que existe entre la dist.ribución A de 1Vilks y la distribución F se establece 

en el siguiente Teorcn1a. 

Teorema 1.35 1. l~(~.'ffl~·ll) ...., m-~+l F (p, m - P + 1). 
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2. ~~;¡¡F(n,m). 

3. 

4. 

Demostración. Ver Ander·son. 

1.6 Pruebas de Hipótesis Multivariadas 

En esta Sección sp presentan los contrastes de lúpótcsis relacionados con los parárnetros 

de 1u1a población Nonnul f\lnltivariada. Diehns pruebas consideran en algunos casos g 

poblaciones o g-rupos qnP se dt.•notarán por 11,. i = l, ... ,Y~ distibníclos con10 1VP (µ 1 , E¡) 1 

en donde asociada a ('ntla población TI. se tiene una matriz X 1 de di1nensión n¡ x p y cuyos 

elen1entos ..,\.,.$ E ~l~1 ' con r = 1, ... , g y s = 1, ... , n" Estas g poblaciones pueden agruparse 

en una muestra total X f'On10: 

g 

donde Ln1=11. 
i=l 

( 
x,,,.,,p¡) 

X _ X2(n2 xp) 
nxp - • ' 

Xg(ngxp) 

Los contrastes que se consideran en esta Sección son los siguientes: 

l. Igualdad de medias y matrices de covarianzns. La hipótesis nula supone que los 

g grupos f1 1, .... 119 proYil'ncn ele una mistna población Norn1al contra la hipótesis 

alternatiYa la cual postula que existe por lo menos nn grupo Il1 qne no proviene de 

dicha población i':onnal. 

2. Igualdad de l\Iatrices de Covarianzas. La hipótesis nnla supone que los g grupos 

comparten la 1nis1na 1natriz de dispersión L núl.>tltras que la hipótesis alternativa 

postula que por lo 1ncnos un grupo posee tUH\ matriz de escala diferente. 



43 

3. Igualdad de medias condicionada a igualdad de matrices de covarianzas. La hipótesis 

nula postula que los g grupos están centrados alrededor de la n1isma nicdia dado que 

tienen la rnisma matriz <le dispersión y la hipótesis alternath:a supone que existe por 

Jo menos un grupo cuya me<lia es difen-mte. 

1.6.1 Igualdad de Medias y l'vlatrices de Covarianzas 

El primer juego de hipótesis a probar e.s el siguiente: 

"t!S 

Bajo la hipótesis /-/1 las n observaciones tienen Ja m.isn1a distribución NP (¡.t, E), y de acuerdo 

al Teorema 1.23 pueden obtenerse los estimadores Inébdmo verosímiles cotno: 

1\ - 1 y 11, 

1-' _\'"=;; 2::: L .x:,J 
1=1 J=l 

f: r=f;'t't(x.1-x)(x.,-x)'. 
1=1 ;=I 

Bajo la hipótesis H 1 u Hi. 1 el máximo de la función de verosimilitud se obt.iene maxi­

mizando las f1u1cioues de verosimilitud de los panimet.ros correspondientes a cada población, 

y que de acuerdo ni Teorema 1.23 estos estimadores máximo \'erosúniles están dados como: 

t\ - 1 n, 
µ, .. \1= - ¿xi1, i = 1, ... ,9. 

n., j=l 

1 n, - - t f:. s, = ~ ¿ (x,,- x.) (x,1- x,) . 
t j=l 

Así el máximo de la fundón de verosimilitud bajo H 1 est.á dada por la expresión: 

L (íl. f;; X,,. .. , X 9 ) = (211T'>" ITI-~ exp { - n:} . (1.7) 

Mientras que la función verosimilitud bajo H 1 U H1.1 resulta ser: 

(1.8) 
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De Ja expresiones {1.7) y {1.8), se obtiene el cociente de verosimilitudes generalizado y que 

toma la siguiente expresión: 

La estadística: 

SllPH, L (µ,E) 
SUPH1UH1.1 L (µ¡, ... , µg, E1, .... Eg) 

1 

(27r)-'l.I' ¡r¡-!i exp {-T} 
(27r)-"11' rn=, 1s;1-7 exp {-7}' 

1r1-;¡ 

-2lnt\ 1 , (1.9) 

sigue asintóticamente nna distribnción x;' (ver Teorema A.19) donde los grados de libertad 

son obtenidos del nlÍmero de restricciones impuestas en los parán1etros bajo H 1, y que se 

derivan del ,•ector de n1edias y de la matriz de covtnianzas. Ya que cada yector µ, está en 

~p se Obtienen p paniznettOS para cada una ele la..'i rJ poblaciones, Inientras CJllC la igualdad 

µ 1 = µk in1pone (g - 1) restricciones obteniéndose finahnt·11te p (g - 1) restricciones en 

los \"ectorc.s d.c inedias. Ahora corno la nrntriz de {'O\·arianzas es !-'in1PtriC'n hasta C"ontar el 

nümero de restrkciones quP existen debajo o por enciina rlP la diagonal de dicha rnatriz, con 

lo cual se obtiene ~/J (p + 1) y la igualdad L, = ~k itnpone (.q - 1) rC'stricciones, haciendo 

nn total de ~JJ (p + 1) (g - 1) restricciones sobre la 1natriz de co\·arianzas. Finalmente el 

nltmero de grados de libertad en la ecuación (1.9) se reduce a 

1 
p (!/ - 1) + 2 (g - 1) p (p + 1) ,. 
1 
2(g-l)p(p+3). 

Entonces asintót.icatnent.e se tiene que 
g 

-2lnt\¡ =nin ITI- ¿n.in 1s.1 ~ x;, 
i=l 

definiendo • 
Á1 =n!nlTl-L::n;lnlS;I, 

i=l 

la región de rechazo es el conjnnto de muestras dado por: 

e, = p, 1 "' ;::: -r l , 
con ·r el cnantil (1 - <>) de una x2 con r = ~ (g - 1) p (p + 3) grados de libertad. 
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1.6.2 Igualdad de Matrices de Covarianzas 

El segundo juego corresponde a la hipótesis sobre la igualdad de matrices de covarianzas. 

Este juego puede escribirse con10: 

H2 E, = E2 = · · · = E9 • 

l'S 

H2 1 E; i' E• i i' k para al menos una i. 

Bajo la hipótesis H2 cada grupo X, proviene de tma población NP (µ;, :!::) , entonces los 

" " estimadores µ 1 , ... , µ9 qne 1naxin1izan la función de verosirnilitud en términos de µ 1 , ... 1 µ 9 

de acuerdo al Teorema 1.23 están dados por: 

y la función de verosimilitud maximizando respecto a los vectores de medias es 

g l2trEl-7 exp {-~ t, ( X;1- x,)' E-1 
( X,1- x,)} 

l2trE/-;¡ exp {-~tr (E-'W)}, 

y siguiendo el Teorema 1.23 se t.iene 

" E W 
1 g "• ( _ ) ( _ ) t ;-: L L x,,- X; x,,- X; 

l í=l j=l 

1 9 

= ;;:Ln¡s .. 
i=l 

Mientras tanto bajo la hipótesis H 2 uH2.1 los estimadores de la función de verosimilitud 

según el Teorema 1.23 tienen las siguientes expresiones: 

µ¡ X¡. 
" E, S,. 

El cociente de verosimilitudes generalizado para este contraste está dado por: 

A, = SllPn,L(µ¡, ... ,µ.,E) 
SUPH2UH>.1 L (µ,, .. .,µ., E1, .•• , r:.) 



m=I {12rrlVl-y exp {-~ ¿;',;,1 (x,,- .'.\'";)' JF-I (X;j- .Y,)}} 
m=I {12rr8.¡-';' exp {-~ ¿;,;,1 (x,,- .q' 8,-l (x,,- .Y,)}} 
IHT~ exp {-~ 2:~=1 ¿;·:..1 (x,1 - .\-,)' ll'-1 (x,1 - _"\',)} 

IU=1 IS,¡-!;f ""P {-~ ¿:;;,1 (x,,- .q' s,- 1 (x,,- .Y,)} 
¡w¡-1 exp {-'!§} 

m=l ¡s,¡-"t exp {-".!'} 
¡w¡-> 

ll~=11s.¡-!;f · 

Utilizando la dist.rib11ción asintótica -2 ln .\ ,....,, \; se sabe 

g 

-2111A2 = nlnlll"I- L"•1111s.1-x;. 
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El n1ímero de grados de libertad se obtiene del ntin1ero de restricciones impuestas a los 

parámetros bajo la hipótt:-.sis nula. El cual corresponde a (g - 1) restricciones impuestas en 

la n1at.riz de covarianzas por el 11ú1nero de parámetros libres en cada una de las matrices, 

es decir, 3P (p + l)siendo 6stos: 

1 
s = 2 (g - 1) p (p + 1) ' 

grados de libertad. por Jo tanto 

-2lnA2 = nlnlWl-tn;lnlSd, 
i=l 

tiene una distribución asintótico. x;. Si 
g 

>-2 = nlnllVI - L n, ln IS;!, 
i=l 

la región de rechazo para esta hipótesis toma Ja expresión 

donde ¡ es el cnantil (1 - o) de la distribución x2 con s = ! (g - 1) p (p + 1) grados de 

libertad. 
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1.6.3 Igualdad de 1\1edias Condicionada a Matrices de Cavarían-

zas. 

El siguiente juego de hipót.esis a contrastar es: 

l'S 

Ha.1 Jla # J..lk, dado que!;,= Ek para al 1nenos una i. 

En donde la ftmción de \"erosimilit.nd de los parámetros est.,\ dada como: 

L(µ;,. .. ,µ9 ,E;X¡, ... ,X9 ) = ¡2rrr:¡->exp {-~ tt(X,, -µ,)'¿;-i (X,;-µ;)}· 

La muestra bajo Ja hipótesis H 3 proviene de la población normal Np (µ,E) , y según el 

Teorema 1.23 se deduce que los estimadores correspondientes a la media y a Ja matriz de 

covarianzas están dados por: 

/\ - l g n, 

µ X=;:;LLX,, 
i=l J=l 

i: T= ~ tf: (x.,- x) (x.,- .\')'. 
•=1 j=l 

l\Iientras tanto la mnest.ra bajo H 3 uH3. 1 , proviene de una población N (µ,,E) y de acuerdo 

al Teorema 1.23 el estimador máximo verosímil para la media está dado por: 
A -
µ1=Xi. 

Por lo que Ja función de verosimilitud está dada por: 

L (í11 ,. .. )l9 , E;X1 ,. . .,X9 ) ~}2rr:q-"t exp {-~ 'f; (x,,- x) r:- 1 (x•r X)'} 
l2rrE¡-'l' exp {-~trr:- 1 1r}, 

y por el Teorema 1.23 se sigue que 

~ t f: ( x.;- .x.) (x.,- x.)' 
i=l J=l 

ll' 
l g -¿:n,S,. 
n i=I 



48 

Siguiendo las expresiones <le Jos est.imadores má.ximo verosínúles bajo cada. una de las 

hipótesis, el cociente de verosirnilitnd es 

n;=, [12rrr¡-'!- exp {-~ ¿;;=, (x.,- ,\-)' r- 1 (x,j- x)}] 

n;=, [12rrllT7 exp {-~ ¿;;=, (x.,- 5i-.)' w- 1 (x,j- ,Y.)}] 
j2rrTj-T exp { -'?} 
j2rrllTT exp {-'?} 
¡r¡-> 
illT~ 

l~T 
En donde la región de rechazo es el conj1mto definido como: 

C {J\3jJ\3Só} 
{A3=l*isó} 

La distribución de ,\3 puede encontrarse haciendo el desarrollo siguiente sobre la matriz T: 

T = !; t f (x,,- .\" )(x.j- ,X-)' 
r=l j=l 

1 ..¿.... ~ ( - - -) ( - - -)' ;L--¿_, x,,-x,+x,-x x.,-x.+x.-x 
1=1 ;=l 

Recordando que la matriz lF tiene la expresión 

y si se de.fine la matriz B como: 

1 g (- -)(- -)' B=;;:Ln; X;-X Xi-X , 
i=l 



se obtiene entonces Ja igualdad 

T=W+B. 

De esta manera el cociente de verosimilitudes tiene la siguiente expresión: 

llVI 
A 3 = llV+BI. 
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{1.10) 

Se probará que las inatrices 1 V y B t.ienen asociada una distribución \Vishart con sus 

parámetros respectivos, y para ello dcf{nase 1uut matriz Xt = (Xi, ... , X~) que contenga 

la información sobre cada nmestra y en la que cada coinponeute X 1 de X es una matriz 

de dhnensión (n 1 x p) que está asociada a la i - ésirnn población. Coustruyarnos ade1nás 

un Yector 11 de dimensión (11 x 1) fonnado por unos en la i - ésirna población y ceros en 

otro lado y una tuatriz J1( 11 xnJ = diag (1 1 ) obteniéndose t'On estas definiciones los siguientes 

restiltados: 

g 

l .. ¿1,. 
1=1 

g 

In ¿1 .. 
1=1 

Ya que la rnat.riz nll' es una forma cuadrática, puede expresarse como nYV = XtM1X, 

en donde la matriz A!1 puede obtenerse con base en la relación n iv = L:7=1 n¡S¡, donde la 

cmuponente S 1 es la rnatriz <le covarianzn.s del i - ésimo grupo de poblaciones. 

Entonces si se considera el resultado del Teorc1nn A.14 puede definirse una matriz H¡ 

con la siguiente expresión: 

cumpliéndose 't;/ i = 1, ... ,g, lo cual conduce a expresar n.¡S¡ como: 

n,S,=X'H,X 

y consecuentemente la matriz A11 queda expresada como: 

g 

M1=2=H,. 
i=l 

De acuerdo al Teorema 1.26 se debe probar que kJ1 es idempotente y que M1lnxl =O. 



l. /1/1 es idernpotente. 

Den10stración. 
g 9 

M 1llf1 = L H,H, + L H,H,. 
i=I 1#i 

para el prin1er s111nando 

tH,H; 
i=l 

t (1. - ~1.1:) (1. - ~1.1:) 
1=1 n, n, 

t (1. - ~1.1: - ~1.1: + ~1.1:) 
i=I n.¡ n¡ n, 

t (1. - ~1,1:) 
9 

LH;, 
•~I 

para el segundo sumando 

9 

LH•Hí 
i:;r6j 

t (1. - ~1,1:) (1j - ~l;l~) 
1=1 1 ] 

o. 

Finalmente puede conchtirse que la matriz J\[1 es idernpotente.D 

2, J'f¡ lnxl = Ü, 

Demostración. 

o. 

50 
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Ya que /\11 es ide1npoteute su rango coincide con la traza, entonces se obtienen los 

grados de libertad como: 

r(Mi) tr (AJ¡} 
g 

'L,trH; 
i=l ttr (1. - ~1;1:) 

t (n, - ~) 
i=l 

11
' 

n - l. 

Por lo tanto nW ~ IVP (E, n - 1) .O 

Obsérvese que la matriz nB toma la siguiente expresión: 

i=l 

Tomando C; = ~ lil~ - ;!y 11 t, asociada a la ·i - ésirna población para i = 1, ... , g, se puede 

definir 

x•c.x = _!_x•1,1:x - ~x'u'x. 
n 1 ng 

Análogamente la forma cuadrática de nB es igual a la s111na de L~=I )(tC,)( y la 1natriz 

A/2 coillcide con Lf=1 C'1 ~ basándose en estns expresiones se puede escribir a n.B cmno: 

Considerando el resultado dd Teorema 1.26, debe probarse qne ,\[2 es idempotente y Al2 l = 

O; las cuales son se1nejantes al caso de la niatriz n H'" por lo cual se omite sn demostración, 

y como conclusión se obtiene que n B ,....., H ·,,(E, g - 1) en cuyo c'.aso sólo debe obtenerse el 

número de grados de Iibcrt.ad asociados a estn <listribndón, lo que no es más que demostrar 

1· (M2) = g - 1, es decir 

tr(M2) 
g 

tr'L,C; 
i=l 
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9 

( 1 t 1 ') ¿tr -1;1; - -11 
1=1 n.¡ n.g 
g - l. 

Por lo tant.o nB - WP (E, g - 1). 

Por último se debe demostrar que nlV y nB tienen una distribución independiente, por 

lo cua.I de ac11erdo al Teorema 1.21 debe cumplirse q11e ,,[¡111, =O. 

(tH.) (te.) 
( -.!--- 1 ') (-.!--- 1 t 1 ·) I - L., ;¡-1,1, L., ;¡-:-I,J, - ;;:11 

z=l 1 J=l J 

g 1 t l t ~~ l t t ~ l t t 
L:-lil; - -11 - L.. L., --1;1;1;1; +L.. -1;1;11 
;=l nj n i=I ;=l n1n; i=l n;n. 

t ..!..1 11 
- 2-111 

- t _!_l 11 + 2-11 1 

1=1 71 i J 
1 n i=l n; 

1 
J 11 

o.o 

De la Definición 1.13 y suponiendo que n. ;?: p + g bajo la hipótesis H 3 se puede expresar 

la ecuación ( 1.10) como: 

i\3 = ¡1+ w- 1s¡- 1 -J\(p,n -g,g-1). 

Por lo tanto, la región de rechazo toma In expresión: 

C, {AJ : A3 $ -\} 

{AJ= ¡1 + w- 1s¡- 1
:::; ,,} • 

Donde ,\ es el c11antil (1 - a) asociado a la distrib11ción ¡\ de \Vilks con (p, n - g, g - 1) 

grados de libertad. 



Capítulo 2 

ANALISIS DE COMPONENTES 

PRINCIPALES 

En ocasiones si se observa 1u1 conjunt.o de p variables que están correlacionadas es necesario 

t.ransforznarlas en 1111 coujunt o con inenor nún1ero de variables no correlacionadas llamadas 

Componentes Principalt'.':i, í]lle guardan la información relevant.e de la inuestra. El Atuilisis 

de Coznponentes Principales (A.C.P.), transforma lus variables originales en un conjunto 

de combinaciones liueales tal que estas actunnlen la mayor proporci1 in de varianza del 

conjunto origiuaL Esta t ransforn1ación es de hecho una rotación ortogonal eu un espacio 

de p din1ensiones. 

El objeti\'o principal de este Análisis es tomar sólo algunos componentes, de tal manera 

que estos acumulen una proporción significativa de Ja varianza del conjunto original. Si 

est.o puede hacerse entonces se concluye que la dimensión puede reducirse. 

El A.C.P. es 11ua técnica maternática que no requiere de ningi'm modelo estadístico. En 

particular, ningi'm supuesto so hace inicialmente acerca de la distribución de probabilidad 

de las variables originales. 

Sin embargo si se supone que la población tiene una distribución normal, la muestra 

observada podrá ser nt.ilizada para realizar inferencias est.adísticas a partir de pruebas de 

hipótesis que contribuyan a conocer la estructura de la población original. 

53 
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2.1 Definición y Propiedades de los Componentes Prin­

cipales en la Población 

En est.a Seceión sp da la cxprc>sión rnate1nática que define a los cmnponentes principales 

así con10 las propiedades que dichos con1ponentes satisfacen. Estos resul taclos consideran 

una n1nest.ra de n incliYicluos a los euales se les denota por ..-\'"11 donde cada uno de estos 

individuos tiene a.soC'iadas p caraderístiea.s sobre las cuales está basado el A.C.P., esta 

muestra puede ng,ruparsc f'll una nrntriz X <lP din1ensión 11 x p ron la fonna 

X11 X12 X11 .Y1p 

X21 x,, .\21 X2,, 

X= n individuos. (2.11) 
X,1 ,,.\,2 x,1 ){1p 

X .. 1 x,,, .\rlJ x,,,, 

Adicionalmente se puede suponer que cada individuo .Y, tiene vector ele medias y matriz 

de covarianzas tot ahnent e definidos y que están dados por 

2.1.1 

c·J ("" 
ª12 "" J µ2 

~= 
ª21 ª22 <T2p 

(2.12) µ = . y 

~1' a:.1 rr,,2 "rr 

Componentes Principales Basados en la Matriz de Cova­

rianzas Poblacional 

Si la matriz de co\'arianzas asociada a un vector aleatorio X es conocida, la transformación 

que lle'\·a a esta variable a su C'orrespondiente \'ector Y <le componentes principales est.á 

dada en la siguiente definición: 
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Definición 2.1 Si X es un vector aleatorio con mediaµ y matriz de covarianzas :E, en­

tonces la transformación de los componentes principales es la transformación 

X~ Y= r'(X-µ), (2.13) 

donde r es una rnatriz ortogonal, r'EI' = J\ es ·una matriz diagonal de los valores propios 

de la matriz E. los cuales cumplen que .-\ 1 2: ... .2:: >.1, ~ O; estos valores son estrictarnente 

positivos si la matriz E > O. 

El j - éshno componente principal de ,...\ está definido como el j - ésimo elemento del 

vector Y, cuya e::cpresión es la siguiente: 

donde rui es la j - ésima columna de I', y es llamado el j - ésimo vector correspondiente 

al j - ésimo componente principal. 

Teorema 2.1 Si X es urz vector de parámetrosµ y E, donde la matriz E puede descampo· 

nerse como .E = r,\r' con r 1r = Ip y Y = r 1 (X - µ) entonces se satisfacen las siguientes 

propiedades: 

J. E (Yj) =O V' j 

2. V(Y) =A. 

S. V (Yi} 2! ... 2! V (Yp} 2! O. 

,/. L:~=I V (Yj) = trE. 

5. rn=i V (Y;} = /E/. 

Demostración 



1. 

Teorema 2.2 

E (Y;) =E [r¡_1l (X - µ)] 

=E(q;¡X)-E(rlJ¡µ) 

= rlJ¡E (X) - ru¡µ 

=0. o 

V(Y) = V(r' (X-µ)) 

=V(r'X) 

=r'V(X)r 

= r•rAr'r 
=A. o 

1. Se sigue de la Definición 2.1 y del inciso anterior. O 

2. 

3. 

tr (E) tr (rAr') 

tr (r'rA) 

tr (A) 
p 

E.>.; 
j=l 

p 

LV(Y;). o 
j•l 

JEI ¡rAr'I 

JrJ IAJ lr'I 
¡r•r¡ JAI 

IAI 
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p 

11..\; 
i=l 

p 

rrv(}j). o 
j=l 
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Definición 2.2 Una combinación lineal estándarizada (CLE) de X E !RP se define como: 

donde a'a = l. 

Teorema 2.3 Sea Y= a'X una CLE de X, donde E (X)=µ y V(X) =E;::: O, entonces 

V(Y) :5 ..\ 1 donde la descomposición espectral de la matriz E se define por E= rAr', 
A = diag (..\ 1 , ... , >.,.), r•r = IP y se satisface que ..\1 ;::: ..\2 ?: · · · ;::: ,\P. Adicionalmente 

V (r¡, 1x) = ..\1. 

Demostración. 

Como las columnas de r son linealmente independientes, se puede escribir 

con b' = (b1 , ••• , bp) 

Por la Definición 2. 2 se sabe que 

a= rb, 

a (r(l¡, .. ., r(pJ) b 
p 

¿b;rw. 
J=l 

=ata 

= (rb)' (rb) 

=b'b. 



Por lo que la V (Y) toma la expresión: 

Entonces la V (Y) se maximiza si 

y con esto 

V(Y) V(a'X) 

a'V(X)a 

b'J\b 
p 

LbJA;. 
i=l 

b e(I) 

(f) 
a = rb 

=r(l)· 

Finalmente la V (Y) se calcula como: 

V (Y) = fh¡Afc1> 

=>-1.o 
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Teorema 2.4 Si Y= a'X es una CLE, la cual está no correlacionada con los primeros 

k componentes principales de X, definidos por: 

}·j = f11¡ (X-µ) j = l, ... ,k. 

Entonces V (Y) se maximiza si a= fc•+iJ· 

Demostración. 

Dado que las columnas de r son linealmente independientes, se puede escribir 

a=rb, 



donde b'b = 1, utilizando este resultado se tiene 

o 

Dado que 

C (Y,I'(;¡ (X-µ)) 

C (a' X, r¡1¡X) 

a'C(X,X)I'u¡ 

a'I'AI''I'(i) 

b'Ar'r{j). 

( 

~;:: ) I'ui = eu¡. 

rcpJ 

se puede escribir la ecuación (2.14) como: 

b'Aeu¡ =O 

b,>., =o. 
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(2.14) 

Aquí se puede suponer que >.1 > O V j = 1, .. ., k, ya que en el momento en que alguna 

>.1 =O, esto implicaría que las Ar= O V r 7" j, r = j, .. .,p. 

Esto implica que 

b, =o j = l, .. .,k. 

Por el desarrollo de la demostración del Teorema 2.3 se cumple que 
p 

V(Y) = Lb]>., 
j=l 

p 

2: bJ>.3. 
j=k+l 

Por lo tanto, V (Y) se maximiza si b; = ec•+1J, entonces 

a I'b 



Entonces 

V(Y) V(I'lk+ 1¡X) 

qk+lJEr(k+lJ 

e¡k+i¡Ae(k+l) 

"•+1.D 
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2.1.2 Análisis de Componentes Principales con Base en la Matriz 

de Correlación Poblacional 

Si las variables bajo estudio están nwdidas en tmidades diferentes es recotnendabJe aplicarles 

una estandarización para que los c>fectos de la escala no influyan en la c.let.erminación de 

los con1ponentes principales. Dicha estandarización supone que la rnatriz Xnxp dada por 

(2.11), tiene asociado nn vector de medias y una matriz de coYariauza.s corno en (2.12) de 

modo que la cst andarización para la j - ésima variable del elen1ento 4Y1 torna la expresión 

Z= x,, _,,, V j 
.p;; 

Sea A = diagE, entonces la ecuación anterior puede escribirse en forma matricial como 

y se sigue claramente que E ( z) = O, y 

v(z) V [(A!)-' (X-µ)] 

(A!f'r:(Air' 
p. 

En donde p denota la matriz de correlación poblacional que puede descomponerse como 

p =r;\r• y las columnas de la matriz r son los vectores propios de p, los cuales son 

ortogonales. Por lo tanto, la transformación que de.fine a Jos componentes principales está 

dada por: 

Y=f'Z, 



y 

2.2 

V(Y) V (i•z) 
rpr' 
A. 
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Componentes Principales Generados a partir de 

una Muestra 

Generalmente la znatriz de t'Ovariauzas .E es desconocida pero puede ser estimada 1nediante 

la n1nestra observnda. En esta Sección se analizarán los co111ponentcs principales que son 

generados de la matriz de covarianzas y de la matriz de correlación. En arnbos casos 

se supone que los ntlorcs de las p variHbles ... \"1 , ... , .. \P que 8011 obtenidos de una muestra 

observada den in<lividnos, se concentran en una rnatriz X de clin1ensión n x p con la misnrn. 

forma que la dada en la ecuación (2.11). 

2.2.1 Análisis de Componentes Principales Basado en la Matriz 

de Covarianzas 

Dado qne en este punto la 1nat.riz de covarianzas es desconocida, el A.C.P. se basa en una 

matriz de co\·arianzas muestra! Sx donde: 

- 1 ti 

... Y.1 = ;; ~ X11 con j = 11 ••• ,p, 
•=l 

es la media de los valores observados para la j - ésima variable sobre los n individuos, y 

es la covarianza mucstral entre las variables X; y x.. De modo que Sx 
rnatriz de covarianzas de las p variables. 

{S;k} es Ja 
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Definición 2.3 Sea U una matriz ortogonal cuyos elementos en la diagonal son positivos 

y tales que 

U'SxU =A. 
y UtU = lp donde ¡-¡, ... , >.P son los valores propios ordenados y que están asociados a la 

matriz Sx. La transformación de los componentes principales de un vector }( E m:P está 

definida como: 

en donde la i - ésima nueva observación está darla por: 

}·~=u' (x.- ,·q ; = 1, ... , "· 

La media muestra! de estas nue\·as obsen-aciones está dada como: 

);; = ;;tY¡ 
1=1 

1 t..¡¡-... ( ' -) ;:¡U~ ,\,-X 
t=l 

o, 

y la matriz de covarianzas rnuest.ral Si· puede defirúrse por: 

$y ~ t (Y.- y)(}•- y)', 
1=1 

1 n t ;:; ¿u• (x.-x) (x.- x) u, 
t=l 

U'SxU, 

L. 
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En forma matricial las nuevas observaciones pueden escribirse de la forma siguiente: 

En donde el j - ésimo elemento de Y,, dado por Yi; representa el puntaje del j - ésimo 

componente sobre el i - ésimo indivjduo. De tal forma que en términos de este individuo 

se puede escribir la transfonnación del componente principal como 

}~;=U{,¡ (x,- ,~) con i = 1, ... ,n y j = l, .. ,p. 

2.2.2 Componentes Principales Generados Mediante Variables 

Estandarizadas 

En esta Sección se considera 1111 análisis si1nilar al de la Sección (2.1.2) 1 donde se supone que 

las variables bajo estudio están nwdidus en unidades siu1utmente diferentes y que los efectos 

de la escala puedan influir en la cmnposición o dcrh·ación de los Co1nponentes Principales. 

La estandarización se aplica a una niat.riz Xnxp dada en (2.11), y que tiene asociado un 

vector de medias ,.,\'." px 1 y una rnatriz de covarianzas dados por 

( ,t,) ( "'' 5¡2 ... ) 
-~= 1: Sx = 

S2¡ s22 S2p 
y 

Sp¡ Sp2 Spp 

La estandarización de la matriz X queda establecida en la siguiente relación 

z = ( v! r 1 (X - X) ' donde X E ¡nP 
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donde la matriz D = diagSx y Z t.iene media cero y varianza 

V(Z) v[(n~r'(x--Y)] 
(n!f' vcxi (v!r' 
R. 

En donde R denota a In rnatriz de correlación rnnestral. cuya descomposición espectral se 

define co1no R =iJLiJt. Finalmente la t.ransfonuadón por la que se obtienen los comp~ 
nent.es principales está dada por 

y varianza 

Y=U'Z, 

V (Y) = ~ (U' z) 
=U'RU 

=L. 

2.2.3 Estructura de Correlación. 

ExamÍnese ahora la correlación entre el punto _,y y el vector de componentes principales 

Y, delirudo como en la ecuación (2.13). La covarianza entre el punto X y la variable Y se 

calcula corno: 
C(X,Y) =C(X,r'(X-µ)) 

=C(X,r'X) 

= C(X,Xr) 

=V(X)r 

= rAr'r 

=rA. 

Entonces la covarianza entre x. y Y, está dada como: 

e ex •. Y;l = r.,";· 
Ahora si se define a Ja V (X) = ~ = {<7>1}, k,j = 1, ... ,p y A la matriz diagonal de las 

varianzas de Y, la correlación entre las variables Xk y }j se obtiene como: 

r•1"1 
,¡;;;:;:>:j 
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Entonces se dice qne la proporción de variabilidad explicada de Xk por la componente 

l'j es rfi, donde 

2 ri1"'í 
rkJ = O'kk . 

Ya que los elementos de Y son no correlacionados, cualquier subconjunto l de componentes 

principales explica una proporción 

de la \'ariación de ~Y.i.:. El denotninador de esta ültüna expresión representa la Yariación 

de X k que va a ser explicada, y el nmnerador proporciona la \'ariadón ac111nulacla por el 

conjunto I. Cuando I incluye t.o<los los componentes principales, la proporción acumulada 

es lógicamente uno. 

La proporción de X 1 explicada por lj con j E 1 puede concentrarse en la siguiente 

Tabla 1 

ri y¡ y p 

x, ~ ~ 
e 

X2 ~ ~ 
u°' ª'" 

X ~ ~ p 

Tabla 1 . Estructura de correlación 

2.2.4 Algunas Propiedades sobre los Componentes Principales 

Las propiedades más importantes de los Componentes Principales están dadas en el Teo­

rema 2.1 y en la Definición 2.1. En esta Sección se analizarán algunas propiedades que son 

de gran ayuda para interpretar Jos resultados obtenidos. 
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l. Componentes principales bajo cambios de escala de las variables. Los com­

ponentes principales de un vector aleatorio no son invariantes respecto a la escala. 

2. La media de las nuevas observaciones. Si se define a ~Y corno la inedia muestra} 

de las observaciones originales y se 11t.iliza la matriz de covarianzas muestral Sx, 

entonces la trnnsfortnación general es: 

V=U'(X-,Y). 

donde est.a t.ransforn1ación consta de una translación seguida de una rotación; para 

la cual la inedia de los componentes principales es igual a eero. 

Si iJ denota la matriz de los vectores propios asociada a la matriz de correlación 

R, entonces dicha transformación sólo puede ser 11sa<la después de estandarizar las 

Yariables ( )( - ... t) de tal suerte que cada variable tenga varianza unitaria. 

3. Proporción ele variabilidad explicada. El cociente 

¿:;=, -'1 
2::~='"j' 

representa la proporción de variabilidad explicada por los primeros k componentes 

principales. 

4. Valores propios iguales a cero. Esto ocurre c·nando algunas de las variables 

originales son Jineahnent.e dependientes, entonces algunos de los valores propios de 

E son iguales a cero. Por el corolario A.3 se sabe que la din1cnsión del espacio qne 

contiene a las observacionPs es igual al rango de la matriz E. y éste C>stá dado por 

(p - q) donde q representa el ntítnero de valores propios igualC's a cero. 

5. El rango de la n1atriz X. Si la matriz de <'O\"arianzas de la nn1cstra Xnxp es de 

rango k < p, entonces la variabilidad de X puede ser explicada totalmente por los 

primeros k componentes principaJes. 

6. Valores propios repetidos. En algunas ocasiones los valores propios de E son 

iguales y si ocurre que 

Aq+t = · · · = Aq+k = ,\, 



67 

entonces se dice que la raíz .\ es de multiplicidad k. Los vectores propios .oorres­

pondientes a las raíces múltiples no son ünicos y sus correspondientes componentes 

tendr{UI Ja 1nisn1a varianza. 

2.3 Interpretación Geon1étrica de los Componentes 

Principales bajo Normalidad de las Observaciones 

En la Sección 1.2.l del Capítulo l, se 1neucionó que Ja f1u1dón de densidad de nn vector 

X E V1P puede escribirse como: 

fx (X) = l2rrE¡-! exp {-~(X - ¡i)' ¿;-1 (X - µ)}, 
siempre que X ~ N 1, (µ,.E), E > O. 

Nótese que J2rrE¡-l es una constante que no depende del vector X y además que Ja 

forma c11adrática 

(X - µ)' ¿;- 1 (X - µ)=e, (2.15) 

define un elipsoide en un espacio de dimensión p. Se genera una familia de estos elipsoides 

haciendo variar la constante c. 

Obsér\'ese que la matriz E es definida positiva entonces por el Corolario A.6 se sigue 

que E- 1 tarnbién lo es y se puede utilizar el Teorema A.10 para descomponer esta matriz 

como: 

¿;-1 = u1.-1u•. 

La ecuación (2.15) puede reescribirse como: 

(X -µ)'uA-1U'(X-µ) =e, (2.16) 

y los ejes principales de este elipsoide son simplemente los vectores propios de la matriz .E. 

Tomando Y= U' (X - µ), la ecuación (2.16) puede escribirse de la siguiente manera: 

Y'A- 1Y=c, 



p y2 
L:--1...=c. 
i=l >.í 

La magnitud del j - ésimo eje principal está dado por: 

Yi = ±V:V. 
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Ejemplo 2.1 Encontrar la elipse del 95% de concentmción para un vector aleatorio X' = 

(.Xi, .X2), con distribución Normal biuariada, de parárnetros 

(-·1) 11= 
12 

11 E=(·l 5) 
5 g 

La fo1711a distribttcional del vector ..,'\. está dada corno: 

fx,,.x, (x1,x2) = \2rrE\-~ exp {-~(X - µ) 1 E-1 (X - µ)}, 
donde la descomposición espectral de la rnatriz de covarianzas es: 

con 

E= VII.U', 

( 
0.525731 0.850651 ) 

U= 
0.850651 -0.525731 

y A= 
( 

12.0902 o ) 
o 0.90983 . 

Entonces la forma cuadrática del exponente en {2.17) es 

(2.17) 

(2.18) 

< -- ( x, + 4 ) ' 1 ' ( x, + 4 ) º u11.- u (2.19) 
X2 -12 X2 -12 

( 
x, + 4 ) ' ( 0.525731 0.850651 ) 11.-1 ( 0.525731 0.850651 ) 

X 2 - 12 0.850651 -0.525731 0.850651 -0.525731 

[ 
0.525731 (X1 + 4) + 0.850651 (X2 - 12) ] 

1 

( 12.0902 O )-
1 

0.850651 (X1 + 4) - 0.525731 (X2 - 12) O 0.90983 

X [ 0.525731 (X1 + 4) + 0.850651 (X2 - 12) ] ' 

0.850651 (X1 + 4) - 0.525731 (X2 - 12) 
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y las curvas de nivel definen elipses de concentración en un espacio de dos dimensiones. 

Si se define un vector Y' = (Y,, Y:i) = (X - µ)'U la forma cuadrática (2.19} se simplifica 

como 

Entonces paro encontrar la elipse de concentración del 95% se debe calcular 

P [Y'A- 1Y :S ó] 0.95 

p [t ~ 5 ó] 0.95, 

donde ó = 5.99 es el cuantil O. 95 de una x2 con dos grados de libertad. 

Finalmente las intersecciones con los nuevos ejes coordenados están dados haciendo 

Y1 =O lo cual implica que Y2 = = .J):;6 = = yl(0.90983) 5.99 = 2.3345 

y 

Y:i =O lo cual implica que lí = = ~ = = V(l2.09021) 5.99 = 8.5100, 

por lo tanto la magnitud del primer eje principal es Y1 = 8.5100, mientras que la mag­

nitud correspondiente al segundo eje principal es Y:i = 2.3345. Gráficamente la elipse de 

concentración en dos dimensiones se observa como: 

·7 
/ 

-2 

Figuro l. Elipse de concentración del 95% para la normal bivariada de parámetros 

definidos en (2.17). 
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2.4 Inferencia sobre los Componentes Principales 

2.4.1 Estilnación Máximo Verosímil para Datos Normales 

La distribución de una rnnestra pequeña de valores y vectores propios de una matriz de 

covarianzas S, es extrema<lmnente cmnplicada míu cuando no exista correlación. Una de 

las razones, os por que los valores propios son fnncionC's 110 radonalcs de los clc111entos de 

s. 

Sin en1bargo para nna nn1estra grande los resnltnclos son conocidos, y alg1u1as de las 

propiedades usuales de la 1n11cstra de c01nponentes principales para. datos normales están 

contenidos en los resultados de 1náxima verosirnilitn<l que a continuación se citan. 

Teore1na 2.5 Para datos nonnales cuando los valores propios de E son distintos, los com· 

ponentes principales y valores propios muestrales, son los estimadores máximo verosímiles 

de los parámetros poblacionales correspondientes. 

Demostración. Se sigue de la propiedad de invarianza de los estimadores máximo 

veros{miles. 

Teorema 2.6 Para datos nonnales, cuando k > 1, los valores propios de E son iguales y 

toman un valor común >., se cumple que 

J. El estimador máximo ve,;;,símil de..\ es 1, la media aritmética muestra! correspondiente 

a los vectores propios con ,\ común. 

2. Los vectores propios muestrales correspondientes a,\, son estimadores máximo verosímiles, 

sin embargo no son únicos. 

Demostración. Ver Anderson {1984}. 

Teorema 2. 7 Sea E una matriz definida positiva con valores propios distintos y sean iw ~ 
IV (E, m) y IV= rn- 1 M . Considérese la descomposición espectral E= rAr' y IV= GLG' 
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y sean ')'.' = diag (/\) y <l> = diag (L). Entonces las siguientes distribuciones asintótica se 

satisfacen siempre que m _, oo. 

1. <l> ~ Np (r, 2;!;'), esto es, los valores propios de W son asintóticamente normales, 

insesgados e independientes. 

2. Y<•l ~ Np (r<•l> ~) , donde 

Con rc;¡ el vector correspondiente a la i - ésima columna de la matriz r. Los vectores 

propios de W son asintóticamente normales e insesgados, con matriz de covarianza 

asintótica ~. 

9. La covarianza entre el r-ésimo elemento de g ( i) y el t-ésimo elemento de g (j) es 

..\1A1"Yrjfti 

m (.\, - ..\;),. 

4. Los elementos de L son asintóticamente independientes de los elementos de G. 

Demostración. Ver Mardia {1984) 

Teorema 2.8 Sea ~ el estimador máximo verostÍnil para E, basado en una muestra de 

" (" ")' tamaño n, de una población N (µ,E) . Sean .\= ..\1 , .. ., .\p y .\ = (..\1 , .. ., .\•)', en donde 

" " .\; y.>., son los valo1·es propios ele E y E respectivamente. Sea J\ = diag (.\ 1 , ... , ..\p), entonces 

si E > O y todos los valores propios son distintos, i.e., .\1 > · · · > ..\• > O, .../n - 1 e~-..\) 
se distribuye asintóticamente como una N (O, 2/\2 ) • 

Demostración. Ver Girshick (1999). 

Teorema 2.9 Sean las mismas definiciones y condiciones que en el Teorema 2.8, sean 

" " además "'( y ¡ los vectores propios normalizados de E y E respectivamente. 
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Entonces v'ñ-=-1 (,Y, --y,), i = 1, ... ,p se distribuye asintóticamente como una N (0,L;), 

donde 
~ )..j t 

L; = >., ~ (,\ _ ,\)2'YCJ>l'(i)· 
J=l,J:;:éi J 1 

Demostración. Girshick (1939). 

2.4.2 Intervalo de Confianza para un Valor Propio 

Como consecuencia de la Teoría anterior puede constrnin;e un intervalo de confianza para 

algún ,\i, que hable de> la dispersión de este valor; dicho interYalo puede obtenerse haciendo 

el siguiente desarrollo: 

Por el Teore1na 2.8 la expresión vn-=-f (.\1 -,,\1 ) signe asintóticamente (:=::::) \Ula dis­

tribución 1\' (0, 2,\;) j = 1, .... p. Est.andarizando se obtiene: 

vn-=-r ( >.~ -,\,) . 
"" "" Iv (O, 1) , 

y;;,\, 

esta expresión es una cantidad pivot.al con la que puede obtenerse el intervalo deseado, 

1nediru1te la sig1tie11t e probabilidad 

[ 
vn-=-r(\,-,\,) l 

p Z¡ < fii < Z2 
v2,\i 

= (1-a), 

[ 

,¡;¡=-¡ ( ;, ->,) l 
p Z¡ < ~ < Z2 = (1 - <>), 

P [z1v'2 < v'ñ"=l~ - .;n.=l < z2v'2] = (1 - a), 

P [z1v'2+ v'ñ"=l < v'ñ"=l~ < z2v'2 + ../n-1] = (1- a), 
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[ 

Z¡ J2 ;;j z2V2 ] 
p e:--;+ 1 <' < ;::----, + 1 = (1 - <>)' 

vn - 1 "i v 11 - 1 

p [--l- < ~ < __ 1_] = (1-a) 
l+-"'-"1 /\ l+~ • V'ñ=i ),.j vn-1 

[ /\ /\ ] AJ A, 
p --- <..\· <--- =(1-a) 

1 + _.,,a_ } 1 + ;ul1 • 
~ vtt-1 

Por lo tanto, el intervalo de confianza para A; al (1 - a) x 1003 está definido por: 

( /\ /\ ) AJ A; 
1+~'1+..<.i.fl . 0l=T :¡n-¡ 

(2.20) 

La longitud de este intervalo se minimiza, tomando z1 = -z,, donde z 1 es el cuantil 

(1 - ~) de una población norrnaJ estándar. Finalmente el intervalo resultante está dado 

por: 

Para muestras grandes Anderson sugiere Ja siguiente relación: 

~-t-'~- < ~-..\-'~- < ~-t_2~-
" '' >.' - ¿:~=l A, - "'' ;: . 
¿j=l J L...;=1 J 

(Ver Anderson, 1982 p.314). 

2.4.3 Pruebas de Hipótesis sobre los Componentes Principales 

Con frecuencia se debe contru· con un procediinicnto para decidfr cuando k coinponentes 

principales incluyen la \"ariación que se considera importante de Ja matriz de obser\'adones 

X. Clararuente uno C'speraría ibr-r10rar (p - J,) co1nponentes si sus correspondientes \"alares 

propios son iguales a cero, pero esto ocurre sólo si la n1atriz E asociada a la n111estra es de 

rango (p - k) ; i.c., (p - k) ,·alores propios son iguales a cero; caso que generalmente en Ja 

práctica no ocurre. 
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Una segunda altcrnati\'a sC'rÍa hacer una prueba dC' hipótesis, en la que la proporción 

de variabilidad explicada por la..".> k c·on1ponentPs SPa menor que 1111 cierto \'alor ;r. Otrn 

hipótesis que puedf' probarse> es cuando los tilt.irno:;; (p - k) ,·alores propios son iguales. 

Esto itnplica qne la Yariación C'S igual en todas las direcciones del Pspacio generado por 

los \iltin1os (p - k) \·ertnrf's propios. Psta situación PS dPuominada variación isotrópica e 

itnplica q11e si alguna componPnte es eliminada. entonces deben ser elirninadas toda.e;; las 

restantes:. Estas pruebas p1wdP11 realizarse s11poniPndo normalidad en la nmestra original. 

Proporción de ''ariación Explicada por los Prin1eros k Co1nponentes Principales 

,, 
Sean A¡.,,,, Ap los mlores propios de ~ y A¡,,,,, Ar los valores propios rnuestrales de S, El 

juego de hipótesis a probar es cI siguiente: 

Ho : 
¿:;;=! ,\, "P A, = rr con k < p, 
L...;=l } 
l'S 

H0 : noHo. 

A A 
Sea rr el estimador muestra! de rr, y por el teorema 2,8 se sabe que los elementos A; tienen 

una distribución normal asintótica, y i tiene una distribución normal (ver lllardia p.234) 

con media íT y Yarianza 

V (i) = 2tr (E2) (rr2 - 2= +e) 
(n - 1) (tr (E)) 2 

' 

donde el ntímero e en (2.21) está definido como: 

A 

¿;;=1 AJ 
e= ¿;~=1 AJ. 

(2.21) 

(2.22) 

La estimación de la V (rr) puede hacerse utilizando la matriz Sx y los p valores propios de 

ésta, i.e. 

s 
p A 

LA;. 
i=I 
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Como consec11encia 
V C1r)= 2tr (S2) (11"• _ 2 ~ 11"+ ~) . 

(n - 1) (tr (S))2 
Entonces 

(2.23) 

Alternat.ivan1ent.c p11ecle utilizarse un inten·alo estandarizando la expresión (2.23), uiismo 

que t.iene 1111 ni\'el de confianza del (1 - a) x 100% y que se obt.iene mediante el siguiente 

desarrollo: 

calculando 

(i.-rr) • 
r;;¡;;\ ~ 1v (O, 1) , 

vv(1t) 

+< Sv(~ <») =<·-·, 
P (z1Jv (i.) < (i.-rr) < z2Jv (i.)) = (1 - a), 

P ( z, Jv (1t)- i-< _,, < z2Jv (1t)- 1f) = (1 - <>), 

p(;;-z2 Jv(;) <rrd-z1 Jv(i.)) =(1-<>), 

Si se define z 1 = -z2 para nii1únllzar la longitud del intervalo, esta definición conduce a la 

expresión final la cual c>st ó. dada por: 

(2.24) 

En donde z 2 es el cuantil (1 - ~)de tu1a normal estándar. 

Prueba de Esfericidad 

Est.a prueba es usada para det.erininar el UlÍn1ero de componentes principales que serán 

ut.ilizados para describir el comportamiento ele los dat.os. En ést.a se desea probar que los 
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últimos (p - k) valores propios son iguales, i.e., las ültimas (p - k) componentes principales 

tienen la ntis1na varianza; esto significa que si se incluye una de ellas deben incluirse todas 

las demás. 

El juego de hipótesis a probar está dado por: 

l'S 

Ha no/lo. 

La estadística de prueba se obtiene por el l\lét.odo de la razón de verosimilitud, el cual tiene 

asociada la siguiente expresión: 

-2lnA = np[a -In (g) - l], 

donde la constante a se define como en (2.22). De acuerdo al Teorema A.5, a y g corres-

" " panden a la inedia aritmética y geo1nétrica de los Yalores propios de E-1 S, donde E es el 

estiinndor n1á.x.imo Yerosíntll de E bajo la hipótesis nula. Sea 

A A A 

que denota Ja. mC'dia aritmética de los "-alares propios Ak-1- 1 , ... , AP asociados a E y 

Yo = (f.t ,\,) ,pe., 

]n media geométrica. Por lo tanto, la estadística de prueba es 

-2 ln 1\ = np [a0 - In (g0 ) - l]. (2.25) 

En donde 11 f'S el tamaño de muestra y pes In dimensión, así -2ln/\. en la ecuación 

(2.25) se distribuye como una x;, donde ,. es el n\Ímero de grados de libertad . Sig1tiendo 

la aproximación de Bartlctt., citada por l\!ardia (1982, p.236) [a ecuación (2.25) puede 

escribirse como: 

(n - 2
P; 

11
) (p- k)ln (~) (2.26) 

donde r = ~ (p - k + 2) (p - k - 1). 
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2.4.4 Reglas de Corte 

Además de las prueba.."> de hipótesis mencionadas anterionnente, existen "reglas" que a pesar 

de ser subjetivas pueden .ser de gran a~·uda para determinar el nürnero de component.es 

prindpnles que dPben ser retenidos. Dichas "reglas ch~ corten son las siguientes: 

1. Una fonna práct.iC'a ele observar e1npíricanwnte la contrihndón de varios con1ponentes 

principales (Cat.tell. 1966) es obsen-.u la gráfica conod<la en la litl•ratura cozno "Scree 

plot", la cual <'Onsiste en gratiear el Yalor propio ,\J contra J. Dicho diagranut puede in­

dicar claramente dón<l0 tenninan los \·alores propios grandes y en que punto empiezan 

los valores peqneüos. 

2. Incluir los con1pnncnt.es principales qlll"' en ronjnnto a<'umulen 1111 90% de la variación 

total. 

3. (Kaisser) Excluir aquellos compouent.es cuyos valores propios sean nwnores que la 

n1edia, i.e. 1 menon~.s qne la unidad si es que se ha utilizado In 111atriz de correlación. 

2.5 Ejemplos 

Con el objeti\·o de ilustrar la Técnica de Cotnponentcs Principales, en esta Sección se 

analizarán 2 Ejemplos: El primero de ellos con <latos reales basado en los Irises de Fisher, 

y el segundo con datos simulados mediante el paquete estadístico S-PLUS. En aiubos casos 

se utiliza el paquete STATISTICA versión -1.5 para la obtención de los resultados. 

Ejemplo 2.2 La muestra observada consta de tres tipos de flor de Iris, las cuales son: Iris 

Setosa, Iris Firgínica e bis Versicolor. Pura cada uno de estos tipos de fio1· se hicieron 50 

observaciones y para cada observación se registró 4 caracteristica.s que son: 

Largo del Sépalo (Sepallen,SL) 

Ancho del Sépalo (Sepalund,SlV) 

Largo del Pétalo (Petallen,PL) 

Ancho del Pétalo (Petalwid,PIV) 
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y a cada una de ellas se les asignó una variable: 

SL X1 

SW X2 

PL Xs 

PW X 4 

Finalmente, la muestra se concentra en una matriz X de dimensión 150 x 4, la cual se 

anexa en el Apéndice B. 

La matriz de correlación a la que se le denotará como R está dada en la siguiente Tabla 

Casewise deletion of MD 
11=150 

Tabla 2. /\fatri::: de con·claczán de lo.i; lrt.<;es. 

Obsérvese de esta matriz que las variables que presentan una alta correlación, son las 

parejas (X1,X3 ), (X1 ,X.1) y (X3 ,X4 ). Esto significa que las flores con las proporciones 

más altas (más pequerias) en la longitud de los pétalos también manifiestan las mayores 

(menores} dimensiones en las variables ancho de pétalo y largo de sépalo. 



EST,, 
SAUR 

TES!S 
úE L.,\ 

H~ OEBE 
blBUOTECA 

Correl.i1!1ons (IRISDAT.STA 5v"150c) 

li~~~ ll0h~~: 1 

l~~·¡ _mIDi~: __ ¡~Jl~:I 
1 

. _., ~·1 ~,i:'u···· mALLEN 1 .,;·:;:(;·¡ f ··:·:··~~ ~=-=Elmill§= ~~""' 

l?" I ~~ 1.#/ 1 ~~~=~:~mm 1 

Figura 2. G1·ájica de las 4 var·iables de los Irises de Fisher. 
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Del Apéndice B se tiene que los vectores y valores propios asociados a la matriz de 

correlaci6n muestra/ están dados en la siguiente Tabla: 

U¡ U2 U3 U4 A 

0.5211 -0.3774 -.7196 0.2613 2.9184 

-.2693 -0.9233 0.2444 -.1235 0.9140 

0.5804 -0.0245 0.1421 -.8014 0.1467 

0.5648 -0.0669 0.6343 0.5236 0.0207 

Tabla 3. Vectores y valores propios para la muestra de Iris 

donde los componentes principales con base en estos vectores están dados por: 

Y1 0.5211X1 - 0.2693X2 + 0.5804X3 + 0.5648X4, 

Y,, -.3774X1 - 0.9233X2 - 0.0245Xa - 0.0669X4, 

Ya -.7196X1 + 0.2444X2 + 0.1421Xa + 0.6343X4, 

Y.i 0.2613X1 - 0.1235X2 - 0.8014X3 + 0.5236X4. 

La asimilaci6n de la varianza para cada componente principal , así como la varianza 

acumulada queda comprendida en la Tabla 4. 
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Extraction: Principal components 

2 918498 72. 96245 2. 918498 72. 9624 
. 914030 2~5076-:-~832528 95. 8132 

- -¡-4¡;757-·- :L66892-T 979285 ,---99~4921-
020?15_. ~=51Z_87 _4 cCJCJO_OOQ. __ 1~_[)0_~~ 

Tabla 4. Acumulación de la varianza de cae/a componente principal. 

De la Tabla anterior se puede observar que es 8uficiente considerar sólo 2 componentes 

principales para explicar alrededor del 96% de la variación total de los datos. 

La gráfica de los 2 primeros componentes principale,c; se 1nuestra en la siguiente Figura 

! 

3.5 

2.5 

1.5 

0.5 

·0.5 

·1.5 

-2.5 

From: Factor Seores (irisdat.sta) 

Rotatlon: Untotated 
Extraction: Principal components 

: . 
---.-.-.---·--~-;:,:-·--·;--~----~--
-·---· .-:.~-------.,, .. -~-.. ~------·-

........ ! ····~ • .:-••• - .: • r----~L- r·---~:...-.~_.. ___ __, .-. . .... ·~ ------····---·----·------- - --·-- _____ :,.__.__._. ___ _ . . . ' 

-3,5 '---¡ _. ______________ ..._ ____ _, 
-2 -1.5 -1 .o.5 0.5 1.5 2.5 

Factor 

Figura 3. Gráfica de la componente 2 vs 1 para los Irises. 

En ésta, se aprecia que alrededor del primer componente principal (Factor J) las obser­

vaciones tienen una mayor variabilidad y disminuye para la componente principal 2 (Factor 

2). 
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En la gráfica "Scree plot" , se aprecia que la pendiente que definen los segmentos de 

recta se empieza a estabilizar a partir del valor propio >-2. lo cual nos hace pensar que es 

suficiente retener únicamente a los 2 primeros cornponentes principales. 

Plot of Eigt>nvalues 

Numbe1 of Eigerwalues: 

Figura 4. Gráfica de los valo1·es propios pam los Ir-iscs de Fisher. 

Este hecho puede corroborarse si se analiza la estructura de correlación (valores de r 2 ) 

que existe entre cada u110 de los componentes con cada una de las variables ~'!(i· Para ello 

se observó la proporción de van.abzlidad que es ac111nulada para cada Xi con respecto a 

un subconjunto de compoucntcs 1 ~. Dichos valores están conccntraclos en la Tabla 5 que a 

continuación se prese11 ta: 

Extraction: Principal components 
Rotation: Unrotated 

Tabla 5. Estructura ele correlación para los Irises. 
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As< se confirma que es suficiente tomar 2 componentes principales, ya que en conjunto 

acumulan una proporción de varia.ción aproximadamente mayor al 90% sobre cada una de 

las variables X,. 

Hasta aqu~ se tiene un análu;is descriptivo, adicionalmente se puede construir un inter­

valo de confianza paru la proporción de varianza acumulada por los 2 prinzeros componentes 

principales y que inclzcaríun entre qué valores fluct1ía e.sta proporción. Este znfeT"'lmlo se 

construye utilizando el desarrollo presentado en la Sección 2.4. 3 de e.t;fe Cap{t11lo. 

El inten 1alo del 95% ele confianza para la pr·oporczón 11 acum.ulada por laB dos pnmeras 

componentes, está dado ]Jor la siguiente expresión: 

en donde t es el cuantil de orden 0.975 de una normal estándar y 

(
") 2tr ($2

) 2 
V 7r = (n - 1) (tr ($)}2 (7r - 2

C7r + c) ' 

donde la constante e se define como en (2.22). 

En este caso 

¡}= 95.8132, 

c = 0.9976, 

n = 150, 

t<0·975l = 1.9599, 

tr (S2
) = 9.3750, 

(trS) 2 = 16, 

F (~) = 70.7060, 

Finalmente el intervalo de confian=a para"= 95.8132 queda definido como: 

(79.3324, 100) . 
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En otros palabras, aunque el p1tnto estimado para los 2 primeros componentes principales 

muestra que la variación e.rplicada es aproximadarnen.te del 96%, el intervalo de confianza 

indica que el verdade1·0 valor de esta estimación fluctúa entre el 79% y el 100%. Aunque 

el límite derecho resulta º"' 112.29:39 csl< ualur se lnmcu en 100 ya que es la proporción 

máxima de varianza que puede ser e:I7Jlicaria. 

De los resultados anteriores se concluye que es suficiente considerar la aportación de 

los 2 primeros componentes principales. 

Cabe 1nencionar que estos cálculos fueron hechos to1nando la cola completa de decimales 

sin hacer ningún tipo de redondeo, pero para efectos prácticos sólo se han considerado los 

cuatro primeros decimales, estos cálculos se encuentran recopilados en el Apéndice B. 

Ejemplo 2.3 La simulación de los datos consiste de una muestra a la que se denotará por 

X= (X¡1¡, XC2l) de dimensión (100 x 2), que fue generada de tal modo que su distribución 

sea normal bivariada de parámetros 

µ = (:) 

A esta muestra se le agregó una tercera componente X3 de la forma 

X3 = 3X1 - 5X2 + ::, 

donde el eTTor fue generado en forma independiente como una normal estándar de di­

mensión (IDO x 1). Denótese por X (x,Xc3i) la matriz de la muestro. total, cuya di­

mensión asociada es (100 x 3). 

El objetivo de este análisis, es encontrar una transformación tal que se pueda reducir la 

dimensión en la que la nube de datos de la 1natriz X se encuentra, con base en los criterios 

citados en la Sección 2.4. 

La matriz de correlación de X, dada en la Tabla 6 que a continuación se presenta: 



Casevise delet1on of MD 
N•lOO 

Tabla 6 .• l!atnz de coTTelación para la muesfra de la tabla B2. 
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Obséroese que la correlación más alta se e11c1Lentra en la pareja (.\""1, .\""3) con 0.75, lo 

cual indica que exzste una relaczón lineal nitr-e f'Sfas dos i·ariables: e.t:;fe hecho no debe 

parecer ext1·ario ya que la 1•anab/P. .XJ es una comb1nac1ó11 lmeal de la~<> componentes de .. Y. 
Gráficamente la relación que guardan estas tres z.•arwbles por parejas puede apreciarse en 

la Figura 5 

O.a.ta CPEJ2STA3\l"IOOe 

Figuro 5. Afatriz de Correlación paro las variables X de la muestro B!2. 

La dispersión de los datos se puede apreciar conjuntamente en una gráfica en tres di­

mensiones que está dada en la Figura 6 



,; 
e¡; ,, 

¡j .~ ..• 

Cu~ CPEJZ.STA 3v º IOOc 

Figura 6. Gráfica en tres dime11siónes de las variables X de la muestra B2. 
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En esta gráfica se aprecia la elongación de la nube de datos y se puede observar que 

muy pocas observaciones están dispersas. Lo anterior puede ser visto en una gráfica de dos 

dimensiones 

Dota: CPEJ2.STA 311' IOOc 

· . . ;. . : ·. 
·.: \. :: ·~ 1 

• •• •• •••• '!• ... 

:.·· .......... . . .. 
··~--------------------~ ·6 ·2 10 14 

XI 

Figura 7. Gráfica de las variables X 2 vs X1 para la muestra B2. 
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La siguiente Tabla contiene a los vectores propios asociados a la matriz de correlaci6n 

muestra! 
u, U2 u, >-.; 

-O. 7374 0.1410 -.6605 1. 7909 

-0.2313 0.8660 0.4432 1.2042 

-0.6346 -.4796 0.6060 0.0048 

Tabla 7. Vectores y valores propios para la muestra B2. 

Con base en la Tabla anterior se obtienen la8 combinaciones lineales que definen a los tres 

componentes principales, los cuales están dados por 

Yi -.7374X1 - D.2313X2 - 0.6346Xa, 

Y2 0.141DX1 + 0.86GOX2 - 0.479GX3 , 

Ya -.6605X1 + D.4432X2 + 0.6060X3 , 

Los valores propios de la matriz de correlación, así como la varianza asociada a cada 

uno de los componentes principalc.<t }j con j = 1, 2, 3, ¡rueden observarse en la Tabla 8. 

i!m Elgenvalues (cpej2 stal §1!!:1 
Extraction: Principal components 

Value 
;v...,mt,.i'.t,;~'.•,l!H'!.:,·; 79094 7 l 59 .69825 1 .790947 59 6982 
;.)~·-sy:.:2r:rr;·· .204206 40 .14021 2. 995154 99 . 8385 

·-
J-¿._:;:;r.~.~~3:'J.;1_, cici.1046 .i6ú5 3. oóoooo 100 . 6000 

Tabla 8. Farianza por cada componente para la simulación B2. 

En esta Tabla .9e aprecia que eB suficiente retener los dos prirneros componentes princi· 

pales, ya que en conjunto acumulan el 99.8% de la varianza total, siendo posible entonces 

eliminar la cornponente Y3 , argurnentando además que ...-Y3 es una variable que no aporta 

información nueva y que el último valor· propio es aproximadamente nulo. En otras pa· 

labras, la presencia de la combinación lineal X3 provoca que la varianza asimilada por la 
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componente Y3 sea pobre. Esto también puede observarse en la gráfica denominada "Scree 

plot" que a continuación se presenta: 

1.8 

1.6 

l4 

1.2 

~ 1 
0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

o 
o 

Number of EigenYaluu 

Figuro 8: Gráfica de los valores propios de la matriz de correlación paro la muestro de la 

Tabla 82. 

Se observa de la gráfica <¡ue la caída niás pronunciada se da en el segmento de recta 

fonnado por el segundo y tercer valor propio; lo cual nos induce a pensar que se puede 

despreciar la tercera componente principal. 

La estructur-a de correlación e:ristente ent1·e alguna l'ariable ..-\1 (con j = 1, 2, 3) con 

algún suliconjunto de componentes principales, está concentrada en la Tabla 9 

1) Communahtics (qu:¡7 5tzil ~a 

·:;-,;FrOI?l'·~::.·1:'(,,.F±om._f.2~.~IP'.)Fr~-:3~~-1~4-)iU:ltl:~lé-~ 
Variable t.~Fa·ct8r!.!t.l'..f°Fact:OfS°1:!rf:Fáét~S1:1~.;:::-s1tüaiéj 

·•·xn-;c·•::.:; .. •t; . 973920 . 997886 1. 000000 . 909931 
/X2~1;,..,;;:, -.Q.95B.?~-.. ---'-~JQ!ª. l. 000000 cJ,7_~}?.Q_. 
'.'iCJ:~F1f,',.'<,: . 72120'.J. . 9913220 -i-~006060-- ._9_8687~ 

Tabla 9. Estrusctura de correlación para la muestra B2. 
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N6tese de la Tabla anterior que la proporci6n de variabilidad explicada para cada una 

de las X; por las dos primera..¡¡; componentes l'i, Y2 es aproximadamente mayor al 99%, eso 

significa que la informaci6n que guarda cada componente principal sobre cada variable X 

es considerable. 

Es suficiente retener sólo dos componentes y con ellos consermr· el 99.8% de la variabi­

lidad total en X. Esta reducci6n nos lleva a modelar la matriz X en sólo dos dimensiones, 

lo cual puede visualizarse de la siguiente manero con base en los primeros dos componentes 

·1 

·2 

F1om. Factor Sco1es (cpe-12.sla) 

Rot.iilion Umout•d 
E1trac1ion. Pr111c1pal compone-nis 

: . . •·.· .. f· .. . . , ,. . . ... . .. . . ... - : ... · . . . ·.:-. ::: : -: ... 
. . . . 

V1 

Figura 9. Gráfica de los componentes Y2 vs Yj para la muestra B2. 

Es bueno hacer notar que esta gráfica se parece mucho a la presentada en la Figura 7, 

dado que la variable .\3 ya no proporciona información relevante en la muestra y puede ser 

eliminada sin mayor problema. 

Finalniente, se construye un intervalo del 95% confianza para .-\ 3 , siguiendo el desarrollo 

citado con anterioridad en la sección 2.4. 2. Este intervalo puede ser útil para conocer en 

que rango está el verdadero t•alor· de ..\3 y a.5Í poder deculrr si la varianza de }~1 puede 

despreciarse en el análiBis. Este mtervalo se define por·: 



89 

en donde q es el cuantil de orden 0.95 de una normal estándar con base en la muestra se 

obtiene 

A;= 0.0048, 

q = 1.6448, 

V!i9 = 9.9498. 

Por lo tanto, el intervalo resultante para .\3 está dado como: 

(0.0039, 0.0063) . 

Concluyendo entonces que dicho valor ¡n·opio aunque es diferente de cero, es muy pequeño 

para considerarlo en el análisis y por lo tanto la varianza de }'j puede despreciarse. 



Capítulo 3 

Análisis Discriminante 

El Análisis DisC'riminante, es una técnica que tiene por objetivo clasificar indh·idnos en uno 

y sólo uno ele los g grupos o poblaciones que se tiene con10 alternativas. La asignación se 

basa en los supuestos <listribucionalcs que se hacen sobre la rnuest ra observada coi no: Dis­

criniinadón I\ornwl, la cnal suponP que las poblacionPs tiern.• dist rih11dc"iu nornial 1nulth·a­

riada; Discrintiuante Logístico. l'Il dondt• :-;0 supone que la fonua e::;pec.:ífica de las densidades 

es desconocida pPro el logaritrno del cociente de las dL'nsidades es lint"al en los parán1etros 

asociados, Discrirninante uo ParamCtrico, el cual .supone qne la distribución dE' Ja 1nuestra 

no es conocida y que debe ser cstitnada. 

Es conyczüente hacer notar que Pll estp trahajo se aualiza por SL'parado dos técnicas del 

análisis discri1nium1tc que .son: Discrirninación .:'formal y DiscrirniHacióu uo Para1nétrica. 

Para arnbos ca.sos se debe ('Ollsi<lerar g poblaciones o grupos que se denotar:-in por Il¡ 

con i. = 1,2, .... 9. Supó11gase q1ie asociada a cacJa poblal'ióu II1 existe UJ1a función de 

densidad /, (.r) en R1' tal que el VPl'tor de obsen·aciones .Y de un indh·id110 JJfO\·e1úentc 

de la población Il, t iPne j.d.p. J, (.e). Entonces la finaliJad del análisis <lbcrirninantc es 

asignar nn indi\·iduo con \.l'ctor Je atributos .Y a uno y sólo uno de P.sos g grupos con base 

en sus p caractcríst.icas. por lo que de ahora en adelante se har<i referL•nda indist iutarnt·nte 

Al ,·ector de características .Y que al in<lidcluo, ya que sns atributos cst<.in conte1údos cn 

este vector. 

Claran1ente. es deseable considerar reglas de asignación que cotnet an los menos errores, 

90 
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en el sentido de ser más precisos en la clasificación. Desde el punto de vist.a matemático 

1ma regla de asignación puede establecerse con10 signe 

Definición 3.1 Una regla discr1minante corre.~pondc a una división del espacio a?P en re­

giones disjuntas (o mutuamente c.r:cluyenles), R 1 •... , R 9 (u;= 1 R1 ::::: ITT1'), donde la regla 

está dada como: 

a~<;ignarx· all, s1.YER, coni= l, ... ,g. 

La discrirninadón es más exacta en la 1nedi<la en quP Il 1 tenga la mayor parte de su 

probabilidad concPntrada en R 1 para cada i. 

Aunque C'Il la práctica es difícil encontrar casos eu los que la f.d.p f, (x) es totahnente 

conocida, una Yariante de uso común de esta situación ocurre cuando la fonna funcional de 

la f.d.p para cada publad6n es conocida, pero existen panímetros que deben ser estimados. 

La esthnación está basada en una 1natriz muest.ral Xn.-..p cuyos renglones están particionados 

en g grupos. 

(3.2i} 

donde la matriz X, de n 1 x p representa una nu1estra de 11 1 inc.li'd<lnos de la población IT¡, 

defütida por: 

con i = l. ... , g. Nótese que los indh·iduos están asignados en los renglones de la matriz X, 

los cuales a su vez están agrupados en categorías. 

3.1 Discriminación Normal 

La discriminación normn.J. co1no se mencionó anteriormente, se basa en el supuesto de 

normalidad de la matriz X, es decir, se supone que cada una de las g poblaciones tienen 
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asociada una densidad normal nniltivariada. Si adetnás se sabe que los panimctros de la 

f.d.p. / 1 (x) son conocidos para cada i, entonces la discrintlnación se centra en encontrar 

una regla que maximice la función de verosirnilitud. Cuando la f.d.p. es conocida pero sus 

parámetros deben ser es1.ilnados 1 estos se reemplazan por los e:..;tiinadores 1núxitno verosíntil 

y la técnica de nnevo 1naxintiza la función <le veroshnilit.nd. 

Bajo el supuesto de normalidad de las obst~rn1doncs existen dos té>cnicas generales 

conocidas cmno Discriininación Lineal y Discriminación Cuadrática. Dichas técnicas se 

discuten a continuación por separado para el caso de densidades totahncnte conocidas y el 

caso en que existen parán1etros que deben ser estimados. 

3.1.1 Discriminación Cuando las Poblaciones son Conocidas 

Regla de Asignación por l\!Iáxima Verosimilitud 

Supóngase que cada. una de las poblaciones 11.¡ se distribuyen como normales multivariadas, 

es decir, si.,"'( proviene de II.¡, entonces.,,.~,,...,_, 1V (µ.¡ 1 E,). Sea la f.d.p. del i - ésimo grupo 

f, (x) y L; (x) = f; (x) la verosimilitud del vector de observaciones X. La siguiente definición 

establece la forma de construir las regiones de clasificación bajo el rnétodo de 1ná..xima 

verositnilitlul. 

Definición 3.2 La regla discriminante de máxima verosimilztud (r.d.m.v) que asigna una 

observación X, en una de las poblaciones Il1 , ... 1 Il9 , consiste en asignar X a la población 

que tiene la verosimilitud más gmnde. 

Es decir, la r.d.m.v dice que se debe asignar X a II, si: 

En otras palabras se debe encontrar la población Il; que maximice la verosimilitud del 

vector X, por lo que las regiones de clasificación pueden escribirse en este caso como 

R., = {X E ~P J L; (x) 2: Lk (x) k = 1, ... ,g.}, 

. parai = 1, ... ,g. 
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Discriminación Lineal. En este apartado se considera que las matrices de covarianzas 

E e.s co1nún para las g poblaciones, es decir, cada muestra X¡ se distribuye normal de 

parámetros ti, y ~ para torlo índice i = l. ... , 9. 

Teorema 3.1 En el caso en el que Il¡ tiene asociada una densidad N (µ 1, E), de parámetros 

conocidos la regla de asignación máximo verosínul asigna _,."( a Ili si 

PL, (x) = n: (x - 4µ,) con i = !, ... ,g, 

donde PL, (X) =rn;i-x PL; (X). PL denotará al puntaje lineal. 

Demostración. 

Maximizar la función de verosimilitud L; (x), es igual a maximizar la expresión 

l2"E¡-! exp {-4 (X - µ,)' E- 1 (X - µ,)}, 
y es equivalente a maxirnizar la expresión 

-4 (X - µ,)' E-1 (X - µ;), 

Desarrollando la forma cuadrática (3.29}, se obtiene la equivalencia a maximizar 

(3.28) 

(3.29) 

donde -~X'E- 1X no depende de i. Si se define a,= "E-1µ,, la ecuación anterior se puede 

escribir como: 

a: (x- ~µ,). 
Entonces la regla de asignación máximo verosímil asigna X a la población II; si 

PL, (x) =m;x {a} (x - ~µ,)}.O 

De esta manera las regiones R.; mutuamente excluyentes (o disjuntas con probabilidad 

1), en las que se divide el espacio !RP están definidas por: 

asignar X a II, si X E R.;, 
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donde 

R., = {X E~~· 1 PL, (x) 2: PL• (x) \f k}' 

i = 1, ... ,g y PL, (x) se define como en (3.28). 

Si varias verosimilit.ncles t.omanin el 1nisrno valor rrni.-...:in10 1 entonces cualquiera de 0.sas 

verosimilit.ndes puede ser tomada. Este ca.so no es i1nportante ya. que desde el punto de 

vista práctico la probabilidad de que dos verosimilitudes ton1en el n1ismo Yalor n1áximo es 

cero. 

Teorema 3.2 (1) Si~\'" proviene de una población ITi con densidad asociada 1VP (¡t¡, E) 1 

i = 1, ... , g, y E > O, donde los parárnetros asociado8 son conocidos entonces la 

r.d.ni.v. que asigna 4\:" a ITk, donde k E { 1, .. 1 g}, es w¡ud valor de i que minirniza la 

distancia de i\Iahalanobis 

(X - p,)' r;-t (X - p,). 

(2) Para g = 2 grupos, la regla 

. . { Il 1 si a' (X - p) >O, 
asigna X a= 

II2 en otro caso, 

donde a= r:- 1 (µ1 - ¡12) yµ= ~ (111 + µ2)· 

Demostración. 

(1) La i - ésima verosimilitud está dada por: 

L; (x) = l2nr:¡-~ exp {-~(X - p,)' E- 1 (X - µ 1)}. 

lv!aximizar esta función es equivalente a minúnizar la Jonna cuadrática del exponente 

(X - µ,)' r;- 1 (X - p;). 

lo cual demuestm la primera parte de este Teorema. D 
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(2) Pam ª"ignar X a II1 debe cumplirse que 

L1 (x) > L2 (x) . 

Esta desigualdad se satisface por la parte 3. 2 si y sólo si 

(X - µ¡)' :¡:;-i (X - µ¡) < (X - µ2)' :¡:;-i (X - µ2). 

Desarrollando esta última desigualdad se llega fácilmente a la siguiente expresión: 

(111 - µ.,)' i:-1 (x - 4 (111 + µ2)) > o, (3.30) 

haciendo a: :i:-1 (111 - µ2) y ¡1 = ~ (µ1 + 112). la ec11ación (3.30) p11ede escribirse 

como: 

a' (X -11) >O, 

lo q11e demuestra el resultado. O 

Discriminación Cuadrática En est.a Sección se considera el caso en el que g poblaciones 

Il¡ tienen asociada!-' nna densidad normal de parámetros µ 1 y E, i = 1, ... ,g. La r.d.m.v. 

queda establecida eu el siguiente Teorema. 

Teorenrn 3.3 La r.d.m.1'. aszgna X a IT; si L, (x) 2: Lk (x) 'lk ,¡, i, lo que ocurre si y sólo 

si 

{X E !R": (X - µ;)' Ej 1 (X - µ,) :5 (X - µ.)' E¡;- 1 (X - ¡1k) (3.31) 

k 1, .... g} con i = 1, ... , g . 

Demostración. 

La desigualdad de la.• verosimilitudes L; (x) y Lk (x) se puede escribir como: 
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lo cual ocurre si y s6lo si 

exp {-~(X-:---µ;)' E¡- 1 (X - µ 1)} ?; exp {-~(X - µk)' E¡;-1 (X - µk)} , 

si y s6lo si 

(3.32) 

Por lo que las regiones de clasificaci6n se definen como en (3.31} y se demuestra el resul­

tado. O 

3.1.2 Discriminación Bajo Estimación 

Regla de Asignación l\!Iuestral por Máxin1a Verosin1ilitud 

La regla discriminante mucst.ral de 1náxirna verosirnilitnd (r.d.nLm.11.), es utilizada cuando 

la forn1a de las distribuciones de los grupos Il1, ... , rr.9 son conocidas, pero sus parámetros 

deben ser estimados con base en la n1atriz de elatos X 11 ,..,,. Supóngase que los renglones de 

X están partidonados con1u l-'11 (:J.27) y que la. densidad <:1-"iociada a IIi es f 1 (x l 8 1 ) <lande 

8, es un vector de parámetros desconocidos. EntoncC'_s la r.d.1n.rn.11 queda establecida co1no 

Definición 3.3 La T"Cgla discri1ninante m.1-leBtra de 1náxirna verosimilitud (1'.d.m.m.v) que 

asigna una obsen1ación )\., en ·una de las poblaciones II1 i ••. 1 II9 , consiste en asignar X a 

la población. que tiene la verosnnilitud niuestral m.ás grande. 

La r.d.m.m.v dice que se debe asignar X a II, si: 

l., (x) = max Lk (x). 
k 

Entonces las regiones de clasificación pueden escribirse en este caso como 

R.= {X E !RP ¡l,. (x) ;::::Lk (x) k = l, ... ,g.}, 

para i = 1, ... , 9 . 
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En esta sección se disentirán por separado dos tipos de discriminación: Discriminante 

Lineal, el cual c-onsidera que los g grupos tienen medias distintas pero que comparten la 

rnis111a 1natriz dt> covarianzns; y Discriniinante Cuadrático, en donde se considera que a 

cndn grupo le correl"pnIHle 11na inedia Ji, y nnu. matriz de covarianzas E 1 • 

Considérese Pn prin1C'r lngar que los g grupos son tnuestras tomadas de una población 

n.ornml rnnltiYariada ron yector lle 1ncdia..." distinto y ln mis1nn n1ntriz <le covn.rianzas. Sean 

J-L, y~ la inedia y la.1uatriz de rovarin.nza.s asociadas al i-ési1110 grupo y sean los estimadores 

tná..xiino Yerosí111ilPs <IC' Psto8 parámetros dados c·on10 (en el Teorema 1.23) 

y 

,'\', i = 1, .... 9. 
1 n, - 2= x.,. i = 1 . ...• g. 
n, J=l 

1 9 '1, ( - ) ( - ) ' 11' = ;;- LL X;,- x. X;1- X; . 
1=1 J=\ 

(3.33) 

En el cuso en que los 9 grupos tienen asociadas poblaciones nonnales cada nna con distinto 

vect.or de n1cdias y distinta tnatriz de l'O\'arianzas1 y sí para la i - ésirna población estos 

pan\1netros están dados por ¡1 1 y !:, 1 entonc-Ps los estirnadores nuix.ilno verosímiles están 

definidos como: ,, -
µ,=X, i = l,. .. ,g, 

y 

s .. {3.34) 

1 "· - - t ;- L (x,,- X;) (x.,- x.) . 
1 i=l 

La relación qne c.xiste entre las matrices IV y S, está dada por la siguiente igualdad: 

l g 

H'= -¿n,S,. 
n i=l 

Discriminación Lineal 

En este caso se considera qne la matriz de covarianzas :!::: es com1ín para las g poblaciones 

annque desconocida y que ha sido estimada mediante la matriz \<V. Los siguientes Teore­

mas establecen formalmente las expresiones que definen la r,d.m.m.u. y que se obtienen 
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reemplazando los parámetros de la f.d.p por los estimadores máximo verosímiles. 

Teoren1a 3.4 En el caso en el que TI; tiene asociada una densidad NP (µ,,E) 1 i = 1, ... , g 

de parámetros desconocidos, la regla m-uestral por m áxirna verosimilit·ud asigna )(. a TI¡ 

si PL, (x) = max PL, (x), donde PL, = {a' (x - ~ .X-.)} i = 1, ... , g. a = iv-1 .Y, y 
- 1 n, ,.. 

X,=;¡;-,~)(, 

Demostración 

El resultado se sigue del Teorema 3. J. O 

Esto es las regiones de clasificación con base en el Teorema anterior están dadas por 

R; ={X E !RP: PL, (x) 2:: PL, (x) Vif'k}. 

Teorenm 3.5 (1) Si X, proviene de una población NP (µ;,E), i = 1, .. ., g, entonces la 

r.d.m.m.,,. que asigna X a II., donde k E {l, .. ., g}, es aquel valor de i que minimiza 

la distancia de .Mahalanobis estimada 

(2) Para g = 2 grupos, la r.d.m.m.v. 

{ 
rr, si y sólo si a' (x- x) >o, 

asigna X a= 
Il2 en otro caso, 

donde a = w-1 (.X 1 - x 2) y .X = ~ (.X 1 + .X 2) . 

(3.35) 

Demostración. Se sigue de aplicar el Teorema 3.2, sustituyendo los parámetros por los 

estimadores máxi1no verosímiles. O 

Por lo tanto las regiones de clasificación pueden ser escritas como: 

R.; = {X E !RP 1 a' (X - ~ X) > O, i # k} , 
{xE!RPla'(x-Hx,+x.)) >D,i#k}. 
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Discrin1inación Cuadrática 

i-\hora sP considPra P1 <·aso en que 1nedins y las matrices de covarianza son distintas para cada 

grupo, y que los estinutdon-s nuíxitno Yerosíntlles están dados corno en (3.33) y (3.3-l) Estos 

estituadores pueden !:mstitnirse si1uplen1ente en el Teoreina 3.3 para obtener el siguiente 

res1i\tndo 

Teorema 3.6 En el caso en el que Il, tiene densidad asociada NP (¡t¡, ~) i = 1, .. ., g de 

parámetros desconocidos, la r.d.m.m." asigna X a Il; si L, (x) 2: L• (x) 'J k ;k i, lo que 

ocurre si y sólv si 

R; {x e~· 1 (x- .x.)' s;1 
( x- ,q < (x- x.)' s;;- 1 (x- x.), 

k l, .. .,g}, pami=l,. .. ,g. 

Demostrac?Cín. Se sigue del Teorema 3.3 reemplazando los parámetros por los esti-

n1adorcs mcí.:rimo t 1r1·vsímiles. 

3.1.3 Regla Discriminante de la Razón de Verosiinilitudes 

Una alternativa a la n•gla de asignación 1náxin10 Yerosínül es utilizar el criterio de la razón 

dC" verosinülit11d. dado por Andt_•rson ( 1958), p.141. Considerando el caso en que si ¿y es 

nu individno qHP pcrtC'nt:_-i.ce t\ n ... entonce~ ~"'\.. se distribuye co1no ,;Yr (Jlr, ~). El criterio 

consiste en cnlcnlnr las '\·e-rosirn..ilitndL'>S de las siguiente~ hipótPSis: 

H.. ."\y los rcnglonp.s de Xr pertenecen a Ilr, 

y las filas de X.1.: pPrtPllf'CC'll al grupo nk, k =r= r. 

La regla consiste en a.signar~\. a la población cuya hipótesis Hr tiene la mayor verosimilitud¡ 

esta verosimilitud bnjo Hr está dada por: 

L. (¡1 1 ..... µ 9 , ~) 
!I n, { } g D l'.!:r~¡-l C'Xp -~(X,, - µ,)' ~-I (X;¡ - ¡t;) (3.36) 

X ¡2,.~;¡-~ cxp {-~(X - µ.)' ~- 1 (X - µ.)}. 
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Si los parámetros son conocidos, la región de clasificación en Ilr, es s.in1plen1ente: 

R,. ={X E !RP / L, (x) ;::: Lk (x) 'V r ,¡, k}, parar= 1, .. ., g, 

donde L, (x) es la función de verosimilitud de lar - ésima población definida en (3.36). 

Si Jos parátnetros son desconocidos 1 estos se reemplazan por sus correspondientes est.i-
"{r) i\(r) 

madores n1úximo verosí1nilcs. Sean /.Lk y E los estimadores para la n1edia y de la rnat.dz de 

covarianzas asociados al k - ésimo grupo segi.~111 la hipótesis Hr • . Y que t.01nm1 la .. .;; siguient.e>s 

expresiones: 

y 

donde 

si k ,¡, r, 

Si k =T. 

ivc•> 

n! ~ [t, (ndl{r} (k)) st>]. 

Por lo que las regiones de clasificación están dadas por: 

y donde 

Lr (X) 

si k # r 

sir= k 
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De la ecuación anterior puede observarse que lns regiones de clasifica.dón están en términos 

de la matriz ll'Cr) que puede simplificarse desarrollando la siguiente ignaldad 

(nr + 1) s~r) = f: (x.,- ,y;•>) ( x.,- .x;•>) t + (x- .x;·>) (x- ,y;')) t. 

· ·Entonces 

j=l 

~ ( . - - - (r)) ( . -, -, - (r))' L.. Xrj- Xr + Xr - Xr Xrj- )i.r + ,'(r - Xr 
J=l 

+ (x- .x;•>) (x- x~>)'. 

f: (x.j- x.) (x.j- ,\".)' + f: (,\". - ,x-;·>) (x. - x-;·>)' 
j=l j=l 

+ (x- .x;•>)(x- .x;•>)', 
( 

- - (r)) ( - - (r)) t ( - (r)) ( - (r)) t 11-rSr+nr Xr - Xr Xr - .1Yr + X- Xr X- X,. , 

8 (- n.x.+x) (- n.x.+x)' nr r+nr Xr- nr+l Xr- nr+l 

+ (x- nr Xr +X) (x- nr Xr +x)', 
. nr+l nr+l 

n. (- ) ( _ )' n2 ( _ ) ( _ )' nrSr+-(--)-2 Xr-X Xr-X +-( rl)2· X-Xr X-Xr . nr+l . nr+ ' 
11.r (nr + 1) ( - ) (.: ' )' nrSr + (nr + l)2 Xr -X Xr -X , 

nrSr + (nrn: l) (xr ~x) (i;-x)', 

w<r) n ~ 1 [~ h +l(r) (k)) srr>] . 

-
1

- [L nkSk + S$r>] , n+ 1 k,<r 

n~ 1 [f;nkSk + nrSr + 71.rn: l. (x- Xr) (x- Xr)'], 

_n_w+ "' (x-xr)(x-xr)' 
n + 1 (n + 1) (nr + 1) 
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y la función de verosimilitud de la muestra X 1, ... , X 9 bajo Ja hipótesis H, dada en 

(3.37) puede simplificarse corno signe: 

Lr (X) = l2rr1F(T~ exp {-4tr1v(•) [t, t, ( x,,- .x~r)) (X;;- .xn' 
+ (x- _x;•>) 1 

W(rl- 1 (X- _x;•>)]}, 
l2rrw(•)¡-~ exp {-~tr (ll'(r)-l (n. + 1) ¡¡r(rl)}, 

~ { n+l} ¡2rr11*>¡- exp --·-
2
-p . 

Por lo que ahora se debe encontrar 

m,!n ¡w(•>¡ = mJn 1n: 1 W(•> + (n + l)nCn, + l) (x- .X~'>) (X- ,y~'>) 'I · 
mjn lnll'(r)I [ 1 + n,n~ 

1 
(X- .X~'>) 1 

(n.WVi)-1 (x- .X~'))], 

min ~ (x - .x;•>)' (n.ii*>)- 1 (x- ,y;'>), 
r n,. + 1 

desarrollando la fonna cna<ln'itica en la ecuación anterior se obtiene que la regla asigna X 

a II,. en 

11, ' ( 1 -. ) ma.x ---a,. )(. - -
2 

X, , 
r n,. + 1 

donde se d<:'fine a,= 11·- 1 .\",. 

En particular. si Sl-' considera el caso de dos poblaciones normales con matriz de co­

varianzas co1nún, para las cuales tu1 nue\'O individuo )( debe discriminarse, el juego de 

hipótesis está dado co1no signe: 

H 1 X y los rl'l1gloues de X 1 pertenecen a II1, y las filas de X2 provienen de II2. 

1' . .S 

H 2 Los renglones de X 1 provienen de II1 y X y las filas de X2 pertenecen a II2. 

Si los paránIPt ros Je .\· 1 y .. ':. 2 son desconocidos se deben reemplazar por sus estimadores 

1náxin10 verosí1niles. Los estiinadorcs para ¡1 1, µ 2 y E bajo la hipótesis H 1 están dadas por: 

si i = 1, 

si i = 2, 
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y 

A(I) n { n 1 ( - ) ( - )'} 
E =n.,+n.2+1 lV+n,+1 X-Xi X-Xi ' 

donde nrf? = n 1 S 1 + n 2S,. 

Bajo la hipótesis H2 los est.imadores máximo verosímiles paraµ¡, µ 2 y E están definidos 

por: 

y 

A {X¡ Si Í = 1, 
µi= X- (2) = n2 .. X:a+X si i = 2 

2 n2+l ' 

f:<•> = n., + ~>+ 1 { w + n2n~ 1 (x- x.)(x- .x.)'}. 
Entonces el cociente de la verosimilitud es la proporción: 

l
f;<•>¡ I+;;;'i¡(x-.Y2)'w-1 (x-x2) 

AN = ( - )' ( - ) . E 1 + ;;;':!:¡ X- Xi ¡.v-t X- Xi 

La prueba Rcepta lt1 hipótesis H 0 , es decir, se asigna .. Y a Il1 si y sólo si 

I + n,n~ 1 (x- .\-2) w-1 (x- x-.)' > I + n 2n~ 1 (x- .Y-1) w-1 (x- x,)'. 
Si los tnmaiios de rnuestra son iguales, en otras palabras, si n 1 = n2 este criterio es equiva­

lent.e a la regla de máx.itna verosimilitud definida en la sección anterior. Pero si los tamaños 

de muestra son diferentes este rnét.odo tiende a clasificar a .. Y a la población que tiene el 

tan1año de muestra mas grande. 

3.1.4 Regla Discriminante de Bayes 

En algunas ocasiones e~ ('011\"Plliente suponer que varias poblaciones tengan asignadas pro­

babilidades a priori. por ejen1plo, en los diagnósticos médicos se puede pensar que 1111 

paciente que padece de presión arterial alta es rnás propenso a dert.as enfermedades car­

diacas que con respecto a algün otro paciente cuya presión arterial es norn1al. 
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La regla cliscrinünante ele Dayes, utiliza precisamente estas probabilidades a priori para 

efectuar la asignación de 1u1 individuo X a la población con 111ayor probabilidad posterior, 

esto es,a la cual el producto rr¡L¡ (x) sea máxhna. 

Definición 3.4 Si las poblacwncs Il 1 , ... , Il9 tienen probabzlidades a priori ;rt = (1T1 , ••• , 7r9 ), 

entonces la regla discriminante de Bayes (con respecto a rr) asigna una observación X a la 

población para la cual 

rr,L, (x), 

sea maximizada. 

Nótese que la regla de nuixixna verosin1ilitnd es un caso especial del criterio de Bayes 

cuando todas las probabilidades iniciales son iguales. 

En el caso de cliscrim.inación entre g = 2 poblaciones, el efecto que cansa introducir 

probabilidades a priori es simplen1cnte aumentar el valor crítico de la f1u1ción de discri­

minación por la cantidad ln (.!!l.) . En este caso la regla de asignación segtín el cri tcrio de rr, 
Bayes está dada por: 

. . { II 1 si h (x) >In(~), asignar ~\'. a i 

II2 en otro caso, 

donde 

(
L 1 (x)) 

h(x) =In L
2 

(x) . (3.38) 

Desarrollando Ja ecuación (3.38) bajo el supuesto adicional de que las dos poblaciones 

tienen nna 1natriz de covarianzas com1in conocida se obtiene 

( 
[12rr1::¡-~ exp { -! (X - µ1)' E-1 (X - µ¡)}]) (rr2) 

In [ , ] >In - , l2rrEI-' exp {-!(X - µ 2)' E-1 (X - µ 2 )} rr1 

si y sólo si 
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lo cual es eqtúvnlente a 

'"'-IX 1 t<"'-1 '"'-IX 1 <"'-1 1 (11"2) µ¡.., - 2µ¡.., µ¡ - µ2"-' + 21•2"-' µ2 > n ;¡:;-

(µ 1 - µ 2)' r;- 1 {X - ~ (µ 1 + µ2)} > In (;;) . (3.39) 

Haciendo ó = r:- 1 (µ 1 - µ 2 ) yµ= (µ 1 + µ 2 ) Ja ecuación (3.39) se puede escribir como: 

h (x) = 61 (x - 4,,) > In (;;) . 

Propiedades Optimas 

Las reglas discrjminantes de Bayes previamente descritas (incluyendo la r.d.1n.11.) cumplen 

con ciertas propiedades que son óptima..<;. Nótese en primer lugar que estas reglas son 

det.erminíst.icas en el sentido de que si .... ~ 1 =S·2 entonces .. Y1 y ... Y-2 siempre se asignarán a 

la rnisma población. Sin cn1bargo para propósitos 1naternát.icos es conveniente considerar 

una clase nHis general de reglas discriminantes, mismas que describirernos sin profundizar 

los desarrollos matc111át.icos. 

Una regla di.scriiniuant.e alPatoria d, asigna una observación ~\ a una población i con 

probabilidad Ói (.r). en donde ,:i1, ... , rp9 , son fu11cioncs no negativas definidas cada nna en 

fRP, rnistnas que satisü1cen 
g 

L<fJ,(x)=I, 'lxERP. 
1=1 

Es claro que una regla de asignación det.erminística es un caso particular de una regla de 

asignación aleatoria, tomando 0 1 (x) = 1 para ... Y E R; y 6 1 (x) =O en cualquier otro caso. 

Por ejemplo, la regla de Bayes con respecto a probabilidades a priori 7Ti, ••. 1 7r9 está 

definida por: 
. { 1 si rr;L; (x) = ma.·q { 7rkLk (x)} , 

q¡,(x) = 
O en otro caso. 

{3.40) 

Definición 3.5 La probabilidad de asignar un individuo a la población Il;, cuando proviene 

de la población n., está dada por: 

P•k = J </>; (x) Lk (x) dx. (3.41) 
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En particular, si este individuo en !RP que proviene de IT, la probabilidad de asignarlo 

correctamente está dada por la siguiente expresión: 

p.,= j <I>• (x) L, (x) dx. 

La siguiente definición perntlt.e ordenar precismncnte las reglas discriminantes 

Definición 3.6 Una regla discriminante d con probabilidad de asignación correcta {Pii} es 

tan buena como cualquier otra regla d• con probabilidades {p;,} si 

Se dice que d es mejor que d• si al menos una de las desigualdades es estricta. 

Definición 3. 7 Si d es una regla para la cual no existe otra regla mejor, se dice entonces 

que d es una regla admisible. 

Teorema 3. 7 Todas las reglas discriminantes de Bayes (incluyendo la r.d.m.v.} son ad-

1nisibles. 

Demostración. 

Sea d• una regla de Bayes con probabilidades a priori 7T1 , ••• , tr 9 . Supóngase que existe 

otra regla d que es mejor que la regla anterior. Sean {p¡,} y {p;;} las probabilidades de 

clasificación correcta para la regla d• y d respectivamente. 

Como d es mejor que d• y íi"; > O para toda i, se sig·ue que 

9 9 

2: 'iTiPu > E 7r¡p;i. 
i=l i=l 

Utilizando las Definiciones 3.40 y 3.5 se obtiene 

g 

Lrr¡p¡¡ 
i=l 

= t j <J>, (x) r.,L, (x) dx, 
i=l 

(3.42) 



:5 tf <ti1(x) max rr;L(x)rr;dx, 
i=l J 

j [~,P;(x)] m;axrr;L;(x)dx 

j m,ax rr;L (x) dx, 

J"f;<t>: (x)rr;L;(x)dx, 

g 

2:7T1P;¡, 
i=l 

lo cual contradice la ecuación (3.42). O 
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Teorema 3.8 Si las poblaciones II1, •. ., II9 tienen asociadas las probabilidades a phori 

rr1 , ... , rr9 , entonces ninguna otra regla discriminante tiene mejores probabilidades de asignación 

correcta que la regla de Baye.<> con respecto a esas probabilidades a priori. 

Demostración. 

Sea d" la regla de Bayes con probabilidades de clasificación correcta {p;,} y sea d 

cualqu1em otra regla discriminante con probabilidades de clasificación correcta {p;;}. Ambas 

reglas con probabilidades a priori ;r11 ••• , 7í9 . 

g g 

Se sigue del Teo1-ema 3. 7, que L:; r.,p;, 2. L:; rr,p;;, es decir, la r-eg/a d tiene probabilidades 
i=I r=l 

posteriores de asignación correcta a lo más tan grandes que la regla de Bayes. O 

3.1.5 Función Lineal Discriminante de Fisher 

Otra aproximación al proble1na de discritninacióu basado en la matriz de datos X puede 

hacerse sin suponer alguna forma part.icular de distribución paramét.rica en las poblaciones 

II1, ... , IT9 . Fislier s11girió una f11nción lineal at ..-\la c1iaI deba max.itnizar la proporción entre 

la surna de cuadrados entre grupos (B) y la snrna de cuadrados dentro de los grupos (JV), 

definiendo a dicha combinación lineal corno: 



con a \lll vector en ¡np. 

La matriz de covarianza total para Y esta definida como: 

1 g "• ( -) ( -) ' Ty=;;:LL Y.,-Y Y;,-Y' 
i=l J=l 

donde 
1 g n, 

-LLYiJ, 
n 1=1 j=l 

l 9 n, 

;;:LLª'x,j, 
t=l i=l 

g "· "~ a•¿:¿:·:•i, 
t=l J=l 

a' x. 
Utilizando la ecuación (3.43), T,, toma la sigtúente eiq>resión: 

Ty ~ t,f, (a'X,i - a' x) (a'X,, - a' x)' 
i=l J=l 

a'~ 't,f, (x,i- .Y) (x•i- ,y)' a, 
t=l j=l 

atTxa. 
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(3.43) 

De forma similar la matriz de covarianzas dentro (iV) de grupos para Y está dada por: 

Wv = ~ t_,,, (Yii- Y) (Y.,- Y)', 
t=l 

a'~ t,n, (x.,- x.) (x.,- x.)' a, 
i=l 

a'Wxa. 
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Análogamente la matriz de covarianzas entre grupos (B) para Y toma Ja expresión: 

,1~ (- -)(- -)' a ;;: ¿_,ni Xi - X ,,.Yi - )( a, 
1=1 

atBxa. 

El criterio de Fisher es int.nit.iYament.e atracth•o porque es fácil de separar los grupos 

si la matriz By es relntivmnente n1ás grande a la n1atriz \Fy. La proporción que sugiere 

Fisher está dada por: 

(3.44) 

Si a es el vector que max.inüza la ecuación (3.4-l) se puede llarnar a la combinación lineal 

at .tY , la función lineal dit:1crilninante de Fisher o primer Ya.ria ble canórúcn. 

Teoren1a 3.9 El vector a que rnaximiza la proporción ;,':t,..x: e8 el pri1ner vector propio de 

11~;(' 1 Bx (asociado al mayor valor propio). 

Demostrnción 

Obsérvese que maxirnizar el cociente ;;~;x:, es resolver 

dado que el cociente en la ecuación (3.44) es invariante a cambios de escala en el vector a. 

El problema puede plantearse equivalentemente como: 

m:xatBxa 

s.a. Y'Y 

maxY'lV~~BxW,~~y y . 

donde Y = ivJa. Como la matriz >Vx es definida semi positiva se sigue que las matrices 

W)(', y \·VJ lo son también, análogamente la matriz Bx, es definida positiva y por lo tanto 

BJ es definida semipositiva, entonces 



R'R, 

~ o, 

donde la matriz R se define como R = B} 1 V,~!. 
_! _1 
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Ya que la matriz l l'x' Bx lVx' es una matriz simétrica y definida positiva se puede 

descomponer en sus vectores y valores propios como sigue: 

' ' entonces la expresión ytn·.~'i Bx iv_~ 2 Y puede escribirse corno: 

y el problema de rnaximización puede plantear$e de la siguiente manera: 

con z = uiy, Observando que 

maxztAz s.a. ztz = 1 

p 

:::; "'iLzl 
i=l 

..\¡, 

en donde el máximo se alcanza si z' = (1, O, ... , O) con z E !)(P.O 

Una vez que la función lineal discrirninante ha sido obtenida, una observación )( puede 

ser asignada a nna de las !J poblaciones (ó grupos), con base en este p1mtaje discriminante 

at X . La inedia muestra! ..-Y, tiene un pm1taje 

Entonces X es a.signado a la población II1 si: 

ja' X - a' x.¡::; Ja' X - a' .. \\j Vi= 1, ... ,g. 
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La función lineal discriminante de Fisher es más utilizada cuando existen g = 2 grupos, 

entonces si B tiene rango uno, puede ser escrita como: 

donde d = (,\'1 - ,\'2). Entonces, 11'x 1 B tiene sólo un valor propio distinto de cero el cual 

puede ser obtenido explícitamente corno: 

tr (lv- 1 B) tr (w- 1 c:~2 ) dd'), 
n 1n 2 tr (IV- 1dd'), 

n 
~d1 1-v- 1 d. 

n 

El vector propio correspondiente está dado por: 

Entonces la regla discriminant.e está dada corno: 

asignar )( a 1 ~ 2 _, 
{ 

n ,¡•1v-1 (x - 1 :X-) 
- 112 en otro ca.so. 

>o. 
(3.45) 

Obsérvese que la expresión (3....15) es exactamente la misrna que la obtenida mediante la 

r.d.m.v. para 2 grupos qne provierwn de una población nonnal con la mis1na n1atriz de 

rovarinnza. Sin ernbargo en In regla de asignadón (3.35) existe explícitamente el supuesto 

de normalidad. 111iPntra.s q11e en la rf'gla <le a...;;iguadón (3.'15) se tie1w simpleruente una regla 

sensible bac;ada en 11na f1mdón lineal de .. \. Entonces se espera que ésta r<"gla sea apropiada 

para poblacioJJC's en l<L'-' que la hipótC'si~ de> normalidad no se satisface exactan1entc. 

En general. 11·-1 B ti~ne 1111 min{p, g - l} miares propios distintos de cero. Sus co­

rrespondient0s valorf"s propios df>fincn la segunda. tercera, etc. variabks c:nnónicas. Las 

prin1eras k variables son ntiliznda..o; cuando se espera que la diferencia entre los grupos est.é 

concentrada e11 k dinlC'nsiones. 
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3.1.6 Probabilidades de Mala Clasificación 

Probabilidades cuando los pará1uetros son esti111ados 

Formalmeut.e 1 las probabilidades de rna.Ja da .. .;;ificadón Pik est.1in dadas en la ec.uación (3.41). 

Si los paniniet.ros de las dist ribncion(•s eu cue.stióu son cst.i111ado!=i de Jos datos, entonces se 
A 

obtienen las probabilidades estilnadas P11.: 

Considérese el caso de Uo.s poblaciones nonna)es ;,V1, (Jl 1, ~) y ~v,, (µ'2, .E). Si ,,.,\'" es un 

individuo que proviene de Il 1 ~ debe rumplirse que la fun<'ión lineal <liscriininant.e 

donde a = r:- 1 (X - µ) y ¡1 

dados por: 

lz (.\)=o' (x - ~11) > IJ, 

(µ 1 + p 2) , tiene densidad norn1al con media y varianza 

E(h(X)) E (a' (X - ~µ)) , 
a'E( X-~µ), 

y varianza 

V(h(X)) 

4a' (µ1 - µ.). 

V (a' (X - 4µ)) , 
a'V(X}a, 

a'Ea. 

Entonces puede verse que si X proviene de II1 

h (X)~ Np (-~ó.2,ó.2), 
donde 

ó.2 = (µ1 - µ2}' E(µ, - µ2), 

la cual es conocida como la distancia de Mahalanobis entre ambas poblaciones. Análogamente 

puede demostrarse que si X proviene de II2 

h (X)~ Np (-~A2,A2). 
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Entonces las probabilidades de mala clasificación están dadas por: 

P12 = P (h (X) > O / CT2). (3.46) 

Aclarando que el símbolo 1 denota la población (II1) a la cual fue asignada la observación X 

condicionado a r¡ue proviene de la población 2 (Ili). Conociendo Ja distribución de h (X), 

la ecuación (3.-16) puede ree.scribirse de la siguiente nutncra: 

P12 = p(h(X)-E(h(X)) >- E(h(X)) /Ilo) 
vV (11 (X)) vF (h (X)) - ' 

p(h(X)-E(h(X)) >-,ju" /IJ,) 
vV(h (X)) L':. - ' 

,¡,(-~u). 
Donde <I> denota a Ja función de distribución normal estándar. De forma similar si X 

proviene de 2 y fue asignada a 1, la probabilidad <le nuila dasificadón está definida por: 

Sí los pani.rnetros son estimados de los dat.os, entonces 1m estimador de ~2 es natural­

mente 

y las probabilidadf':; de 1nala clasificación seglin d desarrollo anterior toman la expresión: 
A A 

P12 P21, 

•P(-4D). 
Dcsafort.nnadament.e esta aproxirnación tiende a ser bondadosa, Le., la aproxin1ación 

tiende a subestinrnr las \·erdaderas probabilidades de mala clasificación cuando el tamaño 

de rnuest.ra n C'S peq11efio. Aitchison et. al. (1977) argumentan que las probabilidades 

basadas en la regla discriininante de Bayes son rnás realistas. 

l'VIétodo de Resustitución 

Supóngase que la discrizninación se basa en nna nuttriz de datos Xn xp que está definida 

como en (3.27), donde 11k individuos provienen de la población k. Si la regla discriminante 
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define las regiones de clasificación R; sean n;k el m'uneros de individuos de rr. que cayeron 

en la región R;, es decir, n;• individuos están mal clasificados si i ,¡. k ([;; n;• = nk). La 

proporción: 
/\ nik 
P;k=-, 

nk 

es un estitnador de P1A·, c.lesaforhmadamente este método también tiende a ser optimista en 

las probabilidades de mala clasificación. 

Método U de Jack-Knifing 

Sea ..-Yr, r = 1, ... , n1 los primeros n 1 renglones de la niatriz Xnxp q11e representan a los 

indh·iduos de II 1• Para cada r, sean R~r), .. ., Rir) las regiones de asignación de la regla 

discritninante basada en una rnatriz de datos con dimensión (n. - 1) x p que se obtiene 

elim..inando el r - ésimo renglón de X. Entonces el punto ~'Yr puede ser utilizado para 

juzgar la calidad de esta regla, ya que fue derivada sin utilizar _,\.r. Si n.k 1 denota el número 

de los primeros n1 individuos para los cuales Xr E R~r), entonces las proporciones: 

Pk1 = nk1, k = l, ... ,g. 
n1 

son un estin1ador de las tasas de error. Repitiendo el proce<lintiento para cada una de las 

otras poblaciones s = 2 1 •• ., g se obtiene el resto de los estimadores pj
3

• 

3.1. 7 Selección de Variables 

Uno de los problemas qnc con frecuencia ocurren dentro del Análisis Discriminante, es elegir 

1ínicamente aquellas variables qne tienen poder de discrinúnación y eliminar las variables 

que sin1plc1neute no contribuyan a 111ejorar las probabilidades de clasificación correcta. En 

esta Sección, se analizaní. una prueba para aquella o aquel conjunto de variables para las 

cuales se deseé probar su poder discriminatorio. 

Para fijar ideas dcnótcsc ~ou el símbolo 2 la {las) variable(s) para la(s) que se desea 

probar su capaddacl discriininat.oria (variables fuera del modelo discriminante); y con el 

símbolo 1 la(s) \'ariable(s) en la(s) que est.á condicionada la prueba (variables dentro del 

tnodelo discriminante). 
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Prueba de igualdad de medias condicional para poblaciones normales 

Considérese el problema de discriminación entre g pobJaciones normales mnlth·ariadas con 

111atriz de covarianzas comtin. Sea una nmestra X.1 ,....., JVp (µf, E), i = 1, .... g , j = 1 1 ••• , n, 

y ~~= 1 n¡ = n; en donde se cumple que los yectores ){,1 son independientes, los cuales est.án 

particionados como: 

X ( X,;1¡qx11 ) 
i;(px 1) = X112(p-q"- 1) . 

donde X 1; 1 denota el conj1mto de \'ariables que están inchtida.s<las en la discrimjnación y 

X;;2 es el conjunto de variables cuya utilidad en la discriminación será probada. La n1atriz 

<le covarianzas E y el vector de medias µ¡ se particionan de la siguiente rnnnera: 

,. _ ( Eucqxq) 

o....J - E21 (p-qxq) y µ, = ( :::::~~)<!) ) . 
Si X es un nuevo individuo el cual pro,·iene de II,, esto implica que X ~ NP (µ;,E) y 

la f.d. condicional de X 2 / X 1 está dada como una NP (µ2.i. E 2.i), donde 

1'2.1 µ2 + E21E!1
1 (X, -11,), 

E2.1 E22 - E21 E¡1
1 E12-

El juego de hipótesis a probar está definido como: 

Ho : µ., + E21E!1
1 (X, - ¡t;i) = µi2 + E21E!1

1 (X, - ¡iii) 1-/ i ,¡. j. {3.47) 

1•S 

Ha no Ho. 

Obsérvese que si Ho es cierta, la discriminación incluyendo las yariables fuera del modelo 

no tiene sentido ya que se concluye que las n1edias son iguales dado que las matrices de 

escala son iguales. 

La h.ipót.esis (3.47) es equivalente a probar: 

Ha no Ha. 
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La verosimilitud bajo Ha U H 0 está dada como: 

L(µ¡, ... ,µ 9 ,E) = ÍJITfx,,(x,1 ) (3.48) 
i=l J=l 

l27TEl-fr exp {-~ t t (X,; - ¡1,)' r,-1 {X,; - µ,)} 
i=l J=l 

cuyos esthnadores 1náxüno \'erosízn.iles pueden obtenerse maximizando la expresión: 

1 g n, 

-;:; L I:: (X;, - µ,)' r,-1 {X,, - /1,)' 
.... t=l J=l 

con respecto de µ¡ y E. Dichos est.imadores cst.án dados como: 

µ, ,.,\:",, 
1 n, - I:: x,,; = i, ... , 9 . 
n, J=l 

Entonces el supremo de la función de verosin1ili tud 3.48 se alcanza en 

sup L(µ 1, ... ,µ9 ,E) 
HoUJla 

La verosimi!it.ud bajo la hipótesis Ho toma la expresión: 

9 r1, 

L (µ1, ... , ¡19, E) = IT IT [fx,,21x,,, (1-,,1, x.;2) f;;1 (x;j1)] , 
1=1 j=l 

Recordando qne las "'\1i son \"ariables independientes tales que, X1; ,...,_, Np (µ,,E), además 

X;;1 se distribuye como una NP (Jl;i, E 11 ) y que la f.d. condicional de f x,,,¡x,,. toma la 

expresión: 



l27TE2.iJ-! exp{-~ (X,,2 - (µ12 + E21E!i' (X,,1 - µ,¡))]' (E2_¡)- 1 

X (X;;2 - (1112 + E21E1,1 (X,,1 - µ,,))] }, 

utilizando (3.50) se puede expresar la fum:ión de densidad coujunt a para obt.ener 
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(3.50) 

donde 8i = µ¡2-1:21Et/µ, 1 y J/21 = l:21 E¡/. !\Iaxhniznn<lo pri1nero respecto a los vectores 

de medias y considerando la hipótesis Ho : 11 1 = · · · = 09 =O, los estimadores están dados 

por: 
A -
1111= .. \""11,i= 1, ... ,g 

y 

A 
(} 

1 g n, 

;; LL (X,,2- M21X.;1) (3.51) 
•=l j=l 

,Y2 -M21 x1 . 

en donde, ... Y. está particionado como: 

-. ( ,Y;¡ ) . )(,= -. .1=1,..,g . 
... \ 12 

Con las expresiones anteriores y aplicando propiOOades de la traza Ja función de verosimi­

litud se reduce a 

(2;-r)-"f IE11¡-'I exp {-~tr (E¡-1
11V11)} (3.52) 

X IEnd-¡¡ exp{-4tr (E22'il t t (x.j2 - M21X,;1- o) 
x ( x.;2 - M21X•11- ó) '}, 
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La f.d. condicional (3.50) de acuerdo a (3.51) se escribe de la siguient.e manera: 

fxwi\X,,1 
1 g n, 

IE22 i1-lf exp{-;;¡tr (E22'i) L L [x,;2- X2 -M21 ( X,,1- .J( 1)] 
i=l j=l 

X [x.;2- X2 -M21 (x.;1- X 1) r 
Para simplificar la expresión anterior debe desarrollarse la doble surna que aparece dentro 

del exponente como: 

ss = t_t_ [(x.,,- .\"2)- M21 (x,,1- ,\",)] [(x.,,- ,\':2)- M21 (x.;1- ,\:1)]', 
i=l J=l 

g n, t 1 

L ¿:¡(x.;.- .\'.>) (X,;,- .X2) - M21 (x,,1- .X1) ( X.;2- .X2) 
i=l J=l 

- (x.;2- .\'.2) (x.;1- ,\:1)' MJ1 + M21 (x.,1- ,\:.) (x•;1- X-1)' M~1L 

de donde 

g 11, t g n, t 

SS = LL (x.;,- x2) (x.;.- ,\'.2) - LLM21 (x.r X-1) (x.;2- X-2) 
t=l j=l 1=1 i=l 

{3.53) 

g 11, t 9 n, t 

- LL (x•;•- x-.) (x•;1- X-1) J\I~1 + I:I:M21 (x.;1- .X1) (x•;1- .X1) M~1· 
t=l j=l i=l j=l 

Sea 
l g n, - - t 

T¡d = r;:LL (x,jf- x 1) (x,,d- xd) , 
i=l i=l 

(3.54) 

obsérvese que la dimensión de T12 es (q x p - q), T 11 es de (q x q) y que T22 es de (p - q x p - q). 

Lu ecuación (3.53} puede simplificarse de acuerdo a la definición (3.54) como: 

Por lo que la expresión de la ecuación (3.52) toma. la forma: 

L (n,, ... ).,E) (2r.T"1' JE11i-'> exp {-itr (E11
1 W11)} 

x IE2.d-1l exp{-~tr (E2.l) {T22 - M21T12 

-T21M~1 + M21T11J\1~1 !}. 

(3.55) 
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Para obtener el estimador máximo verosímil de 11121 = E 21 E},1 se debe maximizar la ex­

presión: 

exp{-~tr (E;;:l) [T22 - M21T12 - T21MJ1 + M21T11MJ1]}, 

lo cual es equivalente a minimizar 

pero esta tíltima expresión se puede escribir como 

E trr:;;:: (T22 -T2111f~1 - M21T12 + M21T11M~1 ), 
trr:;;:: [r22 + (M21 -T21Tii1) Tu (M21 -T21T111)' -T.1T1}

1T12], 

reacomodando se obtiene 

(3.56) 

donde T2.1 = T22 - T21T1}
1T12· Si se define D = rA (M21 - T21T1-¡ 1) r:;:l, entonces la 

ecuación (3.56) puede reescribirse corno: 

E= trE,¡:[T2.1 + trD' D, (3.57) 

donde se sabe que D' D es una forma cuadrática definida semipositiva, ya que si se toma 

Z un vector no nulo en mP se tiene 

Z'D'DZ 

;::: o. 

Nótese que E;zi.1 ;:::. O y que la matriz T22.1 es constante dado que no depende de 11121 , 

entonces el mínimo con respecto a la matriz M21 se alcanza igualando a cero la matriz 

la cual se satisface si y sólo si 11121 = T21T¡¡1. Por Jo tanto, el estimador máximo verosímil 

para 1\121 es 
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De esta forma Ja ,·crosinlilit.ud dada en la ecuación (3.55) bajo H 0 , de acuerdo al desa­

rrollo anterior que<la exprc~ada co1no: 

(2rr)-'? !En!-~ exp {-~tr (E;:-/IVn)} · 

IE22d-;¡ exp {-~trE;-2\T221}. 

Utilizando el T('Qrema de Estimación de parámetros dado en el Capítulo 1 (ver Teorema 

1.23), los estiinadores para E 11 y E 22 1 están dados por: 

A 

Eu H'11(qAqJ~ 
A 

E:!2 1 T2~ 1<v-q ... 1i- 11 1. 

Entonces el cociente de las ,·erosinülit.udcs se escribe como: 

,\ = 
snp110 L (µ11, ... , µ 9 ¡, E) 

StlPHoull. L (µ1, .. ,µg. :!:) , 

(2rr)-"f llVn/-;¡ /T22 i1-> exp {-T - ~ (p - q)} 

(2;1T7 /HTº e..xp {-T} 

(
IWnllTnil)-lJ 

11111 

( 
IWnl J.T22 il )-;¡ 
IW"l 111'22 il 

Finalmente In región de rechazo est.á dada por: 

R { 
,. . 1 . 1 1 ,\ 111'22.d < k} 

= ·'•J'= ,. ... gyJ= , .. ,n, 1 = IT22.1! - • · 

Puede demostrarse (ver por ejemplo l\Iendoza 1987), qne las matrices fV22.1 y D 22. 1 = 

T22.1 - 11'22. 1 son independientes y qne se distribuyen \Vishart., es decir 

Entonces el cadente 

IVp-9 (2:22.1, n - g - q) · 

IVp- 9 (E22.1,g- 1). 

l 11'221 I 
L = IT22.d ~A (p - q, n - g - q,g - 1). (3.58) 
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Cabe señalar, qne la \•n.riable para la cual el cociente sea 1nás grande tiende a salir del 

modelo, concluyendo qne ésta variable tiene nn poder disr:ritninante pobre o nulo. 

Si se prueba el poder UiscrinUnante para una varialJle a la vez, es dedr, si (p - q) = 1, se 

puede relacionar la densidad ¡\ con una distribnrión F, siguiendo las propiedades dadas en 

la Sección (1.5) del Capítulo l. La transformación que lleva a asodar estas dos densidades 

es la siguiente: 
1-L g-1 
-L-......, 

71 
_ g _ qF(g-l,n-9-q}1 

(1 - L) (n - g - q) 
L (g - 1) ~ F(g-1,n-9-q)- (3.59) 

Un caso particular de esta prueba, es cuando se considera el caso <le discriminación 

entre dos normales mult.ivariadas, NP (µ 1 , E) y NP (¡12, E). La r.d.m.1J. asigna un individuo 

X a II 1 si: 

a' (x - ~µ) >o. 
donde n = E-1 (µ, - µ2) yµ= (111 + µ,). 

Sí los parámetros fueron estimados de los datos, los estimadores máximo verosímiles 

están dados por: 

Í11 ..-\' ¡, 
Í-l2 ..-Y2, 
f: .!. (n1S1 + n2S2). 

n 

Entonces la r.d.m.v. est.á dada como: 

X se asigna a { 
si a.' (x - ~ ,x) > o, 

en otro caso, 

donde a= w-1 (x1 - ,X-,) y ,X-= (x1 + .X-2). 
Si se tiene la finalidad de encontrar aquellas variables cuyo poder discriminatorio sea 

significativo, se deben particiouar los coeficientes de la función de verosimilitud, este vector 

se denotará por a y los coeficiente del vector de nu~<lias que estará denotado con la letra ó. 
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Dichas particiones están dadas como: 

a_ ( a¡(qxl) ) 

U2(p-q)Xl 

Ó _ ( Ót(qxl) ) 

- Ó2(p-q) X l • 

Supóngase que a 2 = O, lo cual significa que las ült.imas (p - q) componentes no tienen 

poder discriminatorio, dado que no contribuyen en la e\'alnación del pnntaje discriminante. 

Para probar la significancia de las variables se consideran tres hipótesis eqnh·alentes (la 

demostración pncdc encontrarse por ejcn1pln en Ah-arez 1997), que est1:in dadas c01no: 

Ho1: a~= O. 

es decir, los coeficientes de _\'",1+ 1 , ... • \"1, son cero. 

La hipótesis <le igualdad de medias condicional 

Ho2: 62.1 =O 

con 62.1 = 82 - E21El°i1c51 1 y la hipótesis: 

H 03 : il; = il~. 

donde 

il~ ó'L:- 16, 

~~ 6~E}11 b1, 

es decir, la distancia de l\Iahalanobis entre mnbas poblaciones es la misma, si el análisis se 

hace con las primeras p variables o solamente con las q priineras. 

El estadístico de prueba, para. la hipótesis H 01 : a 2 = O ntilizando las distancias de 

Mahalanobis 

n; = mdttv- 1t1, 

n; = rndi lFij 1d1, 

en donde m = n 1 + n 2 - 2 y d = (X 1 - -~ 2), ha sido propuesta por Rao (1973, p.568), y 

está definido como: 
l _ (m - p + 1) c2 (D~ - D~) 

- (p-q) (m+c2D~)' 

con c2 =~'bajo la lúpóte.sis H 01 la estadística de prueba t.iene asociada una distribución 

F con (p- q, m - p + 1) grados de libertad, rechazándose H01 para valores grandes de esta 

estadística. 
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3.2 Discriminante no Paramétrico 

Esta técnic.a tiene 1111 nso n1ás amplio ya que ningt'111 supuesto dist.ribncional se hace sobre 

la n1nest.ra. La técnica consisten en estimar la función de densidad de la maestra, con 

base en los estitnadores Kernel y una vez que la función de densidad de la muestra ha 

sido estimada, la dasitlcadón de un derto iu<livi<lno se ha.ce 1nax.irnizando las funciones de 

Yerosirnilitnd crnno en el caso de discriminación normal. 

3.2.1 Criterio de Estimación No Paramétrico 

El objetivo <le la estimación no parnmétrira es diferente al de la estimación paramétrica. 

En la estitnación paratnétrica, dada nna familia de la densidad f ( · 1 O) 1 como por ejemplo 

la familia de la densidad normal con parámetros e = (¡1, a 2), la finalidad es obtener el 
/, 

mejor esti1nador ~de 8. Para el caso no pa.ramétrico, ol objetivo primordial es obtener el 

1nejor estimador f (·)de la f1111cióu de densidad f (·)sin s11poncr ningi1na forma Íl1ncionnl 

o forma paramétrica para f (.). 

Estimación de la Función de Densidad Acumulativa 

Una función siinple para estin1ar no paramét.ricamente, e.s la función de densidad ac1unu­

lativa (F.d.a) correspondiente a alguna v.a. ),:, qne estii definida con10: 

F(x) = P[X:::; x]. 

El estimador obvio que proporciona la teoría de la probabilidad elemental, es la función de 

distribución acumulativa empírica (F.d.a.e), que se define por: 

Fn (x) 
#{X,:::;x} 

"' #X; E {-oo,x] 
11 

1 " 
-L:I(X,), 
n i=l 

(3.60) 



donde {Xi. ... , Xn} es una m.a. de F y 

I,. (x) = { ~ si X E A, 

si X <l. A. 

La función Fn (x) definida en (3.60) tiene la forma de una escalera 

Figura 1: Gráfica de la función ele distribución acurnulath·a. 
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Es fácil observar que nF (x) t.iene excelentes propiedades matemáticas para estimar la 

nmción F (X) para t.odo valor fijo de X' 

E(F,,(x)J E [I<-=.rl (X)], 

P[XE(-oo,x]J, 

F(x), 

por lo que F,, (x) es un estimador insesgado de F (x). De hecho, nF,, (x) es ima variable 

Binomial de parámet.ros n y p = F (x) para cada x fijo, por lo que la V [Fn (x)) = ~­
Observando que 2: 1(-:::ic,:r) (X'1) es una estadística suficiente y completa se dice que no existe 

i=l 
otro estimador inscsgado con varianza mínirna. 

La definición de la F.d.a.e para el caso 1m1ltivariado es sitnplemente: 

F,, (x) = #{X, :S x} para X E !RP, 
n 
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donde la desigualdad { X 1 ::;; :r} se aplica a cada una de las entradas del vector x. 

3.2.2 Criterio del Error para Densidades Estimadas 

Con el deseo de comparar Jiferent.es estimadores e identificar el 1nejor de ellos se debe 

elegir un n1ét.odo q11f' propordon<.~ el (..>stimador óptimo. En la Pf>tadíst.ica paramétrica, 

un est.in1ador ópti1no es aquel que es óptimo para cnak¡uier propósito. !\[ientras que en el 

numdo no parmnétrico, un estitnador pnPde sf'r óptimo para algunos propósitos e ineficiente 

para otros, p0ro P.StP es lo qnP ocurre por t raliajar c·nu 1111<t dast• más geuPral de Pstimadores. 

Cuando los panimetros s0 aproximan 1nediantf' estimadorc~s sesgados, el criterio de la 

,·arianza t·orntírnneute sp reetnplaza por PI Error C11adr<itico i\IPdio (mean squared error 

!\!SE), el c:ual está forrnado por la suma de la \'arianza y del sesgo al cnadrado. Sea 

" ~Y1, ... , .. \.11 una innestra aleatoria de dirnensión p de la f.d.p desconocida f (x) y f (x) su 

est.in1ador con base en Ja rnuestra. Entonees eJ .'lí SE se define co1no: 

+ 

+ 

E [ (l" (.r)- J(xJrJ. 
E [ { (i. (x) - E [J" (x)]) + (E [J" (x)] -J (x)) rJ 
E [(J" (x)-E [J" (x)])r +E [ (E [J .. (x)]-f(x))'] 
2e{(J"(x)-E[f .. (x)]) x (e[J"(x)]-f(x))} 
( e[J: (x)]-& [J .. (x)J) +(e [J. (x)]-f(x))' 
2 (E [J .. (x)] -E (!n (x))) (e [J .. (x)]-f(x)) 
Var [J .. (x)] + B 2 [J .. (x) ,f (x)], 

donde B [ f,. (x) , f (x)] denot.a el sesgo del estimador f,. (x) de f ( x) . Esta ecuación trata 

el problema de la estimación no paramétrica de la densidad como un problema de estimación 

puntual est.ándar con el parámetro desconocido B = f (x). Pero es conveniente considerar 
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" una medida global que proporcione la diferencia entre f (x) y f (x). Didia medida está 

dada por el En·or Cuadrático Integrado (integrated squared error !SE) y está defirúda 

como: 

!SE= L (J (x) - /(;r) r dx. 

Ya que, el !SE es uua 11.a. con1plicada que depende de la verdadera función de densidad, 

del est.imador y del tamaño de la muestra, se pueden mantener estas 3 cant.idadcs fijas y el 

/SE es una función particular de la obsern1cióu de e.so.s n puntos. Para algm1os propósitos 

será suficiente examinar el prornedio del !SE, e.s clcdr, la rncdia de la 11.rl 1 SE conocido 

como el Error Cuadrático Integrado Promedio (mean integrated squared error, ¡\/!SE) 

MISE [J (x)] E(ISE), 

E [J.:p (J cxJ-J(x))° dx] 

/,,PE (J (:e) - f (x)) 
2 

dx, 

/,,p MSE [J (x)] dx 

- IAfSE [J (x)]. 

El intercambio de la integral y el operador eaperanza se justifica por la aplicación del 

Teorema de Fubiui para funciones positivas. La última cantidad es el Error Cuadrático 

Medio Integrado (integrated mean squared error, I./IISE). Por lo tanto, el criterio del 

error NI !SE tiene dos interpretaciones equivalentes: es una medida del promeclio global 

del error y es una medida también del error puntual acumulado. 

3.2.3 Histogramas 

La metodología chisica de los histogramas es utilizada comúnmente para definir la teoría 

no paramétrica. Dado que un histograma transmite de forma visual ]a información tanto 

de las obseryaciones, esta técnica ha sido utilizada para captar la esencia de la función de 

densidad. 
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Los histogratnas dásicos de frecuencia están formados por un conjunto de intervalos q11e 

no se t.ranslapan, donde estos pueden o no tener el tnismo ancho. El caso que se analiza 

en este trabajo es d de los intervalos de la rnisrna longitud. Entonces los histogramas 

están co1nplet.anH~nte dctenninados por dos parámet.ros: el a11d10 de banda h y Pl origen 

to del primer intervalo, el cual pne<le elegirse de tnancra arbitraria en cnalqnier punto del 

intervalo. Algnna..s veC'es el origen del intervalo se seleecioua en t0 =O. 

Criterio de Error para Estintadores no Paran1étricos 

En esta sección sP pH-!Sf'1ltau las propiedades del J'l SE ele la densidad de un hist.ogran1a. La 

diferencia ('Iltn• 1111 hiHtogran1a de frccncnda.s y el histogratna <le una densidad C-'S que este 

1íltitno est.á nonnalizado para que integre a l. Corno S<' dijo antcrionnentf', un histograma 

está cmnplctamente clet.Pnnina<lo por la m1wst ra { 4\1, ... , 4\"n} <le f (:1:) y la elección de 

los intervalos {tk. -X< k < oo}. Sea nk = (tk. tk+d qne denota el k - ésimo intervalo. 

Supóngase que la <lifcrenda tk+t - ti... = h para t.oda ekcción de k, entonces se dice que los 

intervalos tienen ancho fijo. El histogran1a de una dPnRidad se construye haciendo cubos de 

alt.nra ~, tal qnc todo bloque posea nna án•a. igual n. ~· Dcfínase 11k el nf'uuero de puntos 

qne caen en el inten·alo Bk, entonces el hist.ogratna trn puede definir como: 

J (x) = 

La variable vk tiene una distribución binomial es decir 

donde 

Pk = { f (t) dt. la, 
Considérese el AJSE de f (x) para x E B •. Obsérvese que E(vk) = npk y Var(vk) 

npk (1 - Pk), entonces: 

Var (J (x)) 
Var(v•) 

~· 
P• (1- P•) 

nh2 



y el sesgo 

s[J(x)-f(x)J. 
1 

nhElv•J-f(x), 

~ -J(x). 
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(3.61) 

Entonces el AJSE se pnede obtener utilizando las <>xpresiones de sesgo y varianza dadas 

anteriormente 

MSE [J (x)] V [J (x)] +SB [J (x)], 

pk(~;;/•) + [!f,-f(x)J2, 

y esta 1íltima expresión no pne<le simplificarse ya qne depende de f (x). Como MSE 

" proporciona una medida pnnt.nal de como es la dispersión entre el estimador f (x) y J (x) 

debe considerarse una rnedida de carácter general, la cual está dada como: 

JMSE [J (x)] =IV [J (x)J + !B [J (x)], 

nna expansión en series de Taylor de primer orden alrededor de f se obtiene: 

P• = ( f (t)dt, la, 

h. [1 (x) + (t - x) ¡' (x) + (t-; x)2 ¡" ({k)] dte. E B., 

hf (x) + (t -
2 

x)
2 

/ (x) 1::+> + (t --; x)3 J" ({k) 1:z+•, 

hf(x) + J'~x) (-(t.-x)2 + ft• +h-x)2
] +o(h3

). 

" Entonces el sesgo de J (x) puede escribirse ntilízando (3.61) como: 

/~~) (2h(tk - x) + h2
] +o (h2

), 

/(x) [(t.-x)+~] +o(h2
). 

La varianza integrada puede ser aproximada observando que 

(3.62) 



IV [t (x)] 1: Var [J (x)] dx, 

•'t;.=.l' Var [J (x)] dx, 

t f P• (1 - p.) d 
k=-oo J Bi. 11h'2 X. 

~ Pk (1-pk) 
L., nh ' 

k=-oo 

~ Pk ~ Pl 
L- nh - L- nh' 

k=-oc k=-x 

1 1 = ' 
n.h - nh I: Pk· 

k=-= 

Utilizando el Teorema del \'alar medio para int.egrales se <lednce que: 

~ [.l, J (x) dx] 

2 

L [hf (.;.¡]2 .;. E B,, 

¿h2¡2(.;.), 

h [! f 2 (x)dx+o(l)], 

h [R (!)+o (1)], 

donde R(f) = J::',,,,J2 (x)dx, entonces IV [J (x)] se obt.iene como: 

..!._ - ..!._ ~ Pl. 
nh nh L., 

k 

..!._ - !_R (!)+o (n.-1). 
nh n 
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(3.63) 

Conociendo la expresión del sesgo se puede obtener una medida global de eljt.a cantidad 

conocida como Sesgo Cuadrático Integrado (integrated sqnared bias ISB) que es obtenida 



130 

elevando al cuadrado la ecuación (3.62), es decir 

ISB [J (x)] = ~ J,,, SB [J (x)] d:r, 

~{.l. [l (xJf [~ + 1. -{ dx +fa. 20 (h
2

) ¡' (x) (t• - x + ~) 
r º2 (hºJ } 

+ j B, --¡;:;:-clx , 

~ [l (r¡k)r.l. (." -tk - ~Y dx+o(h2). 

00 " (· t ")' 
~ [/ (1/k) i- X - ~ - } 1::H +o (h2), 

~ [/ (r¡.>f ~ [Gr- e-;')"] +o(h.). 

oo ,, I J 

~ [/ (11d]" Í2 +a(h2
), 

} 2 00 ') 

Í2 ~ [/ (11.J]- h + o(h2
), 

~ [/ ¡'(x)dx+o(lf +o(h2
), 

Como R (¡') = J [¡' (x)]
2 dx la ecuación anterior se puede escribir como: 

ISB [J (x)] = ~R (/)+o (h2
). (3.64) 

Entonces de (3.63) y (3.64) se obtiene el f;\fSE como: 

IMSE [J (x)] IV [J (x)] + ISB [J (x)] , 

nlh - ~R (f) +o (n- 1
) + ~R (/) +o (h2

), 

1 1 h2 
) nh -:;;,R(f)+ 12 R(/ +o(h2 )+o(n-1

), 

:h + ~R (/)+o (h2
) +o ((nh)-

1
) . 
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Asintóticament.e se puede decir que el 1 Af SE [J (x)] está dado por: 

[
A ] 1 /¡2 ( ') AMISE f (x) = nh + UR f . (3.65) 

Teorema 3.10 Supóngase que f tiene derivada continua y (¡') 2 

que minimiza el AMI SE [J (:r)] es 

es integrable. El valor h 

. [nmr 
h = l • 

713 

y el correspondiente AAf ISE está dado por: 

AMISE" [J (x)] AMI SE [k (x)], 

(Ü~ R(/)ln-l. 

Demostración 

El valor del parámetro hº se obtiene calculando 

8AMISE = _ -t1i-• ~hR (!') 
éJh n + 6 ' 

igualando a cero se tiene 

hº = [nR~f')] ! 
Por lo tanto el AMI SEº óptimo se obtiene snstit.nyendo hº en (3.65) obteniéndose 

AMISE" [í (x)] 1 1 ·2 ( ') 
nh• + 12" R f ' 

1 1 [ 6 ] ~ ( ') 

[ 
6 

] Í + 12 nR (f') R f ' 
n nR(I') 
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La generalización de la teoría presentada anteriormente puede consultarse en Scott 

(1992) pp (80-82). 

3.2.4 Histogramas Promediados Corridos 

Debido a que cualquier histograma tiene la influencia del 1>nnto inicial t 0 , esta selección 

subjet.h·a puede ser corregidos proxnediando los histogra1nas que son obtenidos al hacer 

variar el punto de origen sobre algún intervalo de longitud h. Esta técnica es conocida en 

la literatura l'Omo Histogrnnrns PrornPdiados Corridos (AYerage Sliift.ed Histograms ASH, 

Scott. (1992)) y son derh·aclos con el desarrollo que se presenta. a continuación. 

Construcción 

Particiónese la recta real en intervalos B, = [kh, (k + 1) h) cada nno de ellos de longitud 

h, como se ilustra en la siguiente Figura: 
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to= O t¡ = h to= 2h 

1 1 1 1 
o m 

Bo 

Figura 2. Partición de la recta real en int.erYalos de longHud h. 

Divídase cada intermlo Bk en m intervalos Bk de longitud 8 = !;¡, los cuales cumplen 

la siguiente propiedad: 

B1t: = u;'!: 1 Bk . 
Si se toma, un inh'r\'alo cuyo origen esta en t0 = O los intervalos .BJestán definidos como: 

Bo [ü,8), 

B1 fc',28). 

A '' Considérese una colección de rn histograma."' f 1 ••.• , J rn cnda uno eon intervalo de ancho h, 

y cuyos orÍgenes están dados por: 

ho =O,!!_.~, 
m m 

(3.66) 

respectivamente. Esto se puede apreciar en la gráfica siguiente: 



/\ 

/1 

o 

" fm 

h 

Figura 3. Puntos iniciales en los histogran1as pron1ediados corridos. 

La función empírica f <le los histograznas pron1ediados corridos esta dada como: 

~ 

f (i·) Í..isH (:r) • 
l m 1\ 

-2.::f,(x), 
Tn •=l 
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(3.67) 

Se puede obsernt.r que el AS H sobre cada interndo de ancho 61 = -!;¡ es constante y 

que cada origen del intcrYalo definido como en la ecuación (3.6G) difiere precisamente por 

esta caut.idad. Para el ('a.so n111ltiniriado la t(·cuica ASJI se co11srr11ye pron1ediando los 

histogramas corridos. cada uno con interYalo de dimensión h 1 x h'2 x - . · x h
1
,. Ya que la 

técnica ASH t'-5 constante sobre todos los inten-rtlos [kc5, (k + 1) 6) 1 es conveniente referirnos 

a este intervalo reducido con10 el intf'rvalo B;, donde 

u¡,, la Íft>Cllenda en el bin Bk . 

fü [kli, (/.: + !) ó). 

Considere el AS H estin1ado en el bin B k; f'l peso est.imado para este interYalo reducido 

es el pron1e<lio de los pesos de los ni histogramas corridos, cada imo con ancho h = mó. 

definidos por: 

Vk-m+l + l'k-m.,..2 + • • · + 1'k Vk-m+2 + Vk-m+3 + • • • + Vk+l 

nh nh 
Vk + tlk+l + · · · + Vk+111-l 

nh 

Gráficarnente est.e promedio se puede apreciar en la siguiente Figura: 
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Bk-m+2 

2o. hist. 

3er. hist. 

n1-és hlst. 

Figura 4. Frecuendas correspondientes al ASH en el intervalo BK . 

Entonces la expresión empírica para el AS H smnando los m pesos de los histogramas 

es. 

f (x,m) l/k-m-t-1 + 1-'k-m+2 + · • · + 11k + ... + l-'k + l'k+l + •' • + 11k+m-l' X E Bk 
nh nh 

1 
nh (Vi.·-m+l + 2vk-m+2 + · · · + mvk + (1n - 1) l'k+I + · · · + 2Vk+m-2 + Vk+m-1) X E Bk 

A 

Por lo tanto la función empírica de f h (x; m) para el ASH en la ecuación (3.67) está dada 

por la expresión: 

f (x,m) 
1 [ 1 m-I ] - - L (m-lil)vk+; , 

m nhi=l-m 

i m-i [ ¡·¡] h L 1 - ~ llk+i X EBk . 
n. i=l-m m 

{3.68) 
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Los pesos en la frecuencia del intervalo en la ecuación (3.68) forman 1m triángulo isosceles 

con base en el intervalo ( -1, 1) . 

La frecuencia sobre todos los intervalos est.á dada por: 

A 1 = . [ /il] f (x, m) = -h "'Ip-m m-1) (t) 1 - - '-'k+" X EBk 
TI ~ 711. 

y 

J~'!, f (x) = ,:h L ,l~¿, f¡1-m,m-I) (i) [ 1 - ~] <'k+i· 

Cuando los parámetros h y n estciu fijos y rn incre1nent.a, ('S f<icil obsen·ar que un punto .. \.í 
A 

contribuye en la función f (x) estimada por f!l ASH, cuando :r E B, y X, E B,+., si y sólo 

si 

(/i/-l)ó S /x-X,/ S (/i/ + 1)15 'ti 

(/i/ - 1) S /x -/.',/ S (/i/ + 1) 'ti. 

Desarrollando la desigualdad anterior se obtiene: 

fx - X,/_ 1 < fi/ < /.r - X,f + 1 15 - - /j ' 
(3.69) 

recordando que /5 = f;; y utilizando las propiedades del valor absoluto se tiene (3.69) ocurre 

si y sólo si 

lo cual es equh·alente a 

equivalentemente se tiene 

1
8 - /x - X;/ 1 S ..!... 
m h m 

La igualdad anterior, implica que 

lim 8 = /x-X;/, 
m-oo m h 

por lo que 

lim ¡m- /i/I =·11- /x-x;/¡. 
m-~ m h 
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Entonces 

f (x) lirn f (x,m), 

~~11 _1x-X1I\¡ (x-X,) 
nh ~ /¡ 1-1,11 h · 

•=1 
Finalmente, la estimación puede escribirse como: 

f (x) = nlh t.[\ ( x ~' Xj) . 

donde 
1 , (i;) 

[(¡, (0 = -¡/' h ' (3.70) 

la ecuación (3.70) se conoce en la Literatura como el /\ ernel Trian.guiar. La generalización 

de la estimación anterior al caso mnltivariatlo esta dada por: 

f (X)= _1_ t f f¡ [( (·Tj - X;j)]' 
nh1 ... hp 1=1 ~=t h; 

donde "yr = ( .... Y1 , ...•. Y,,) E RP cada h1 j = 1, .... p es el parámetro de suavizan1iento en la 

j - ésima direccióu y _\1

1 = (.\11, .. ., _,\"¡¡¡) define la 1nues1 ra aleatoria. Este desarrollo puede 

encontrarse en Scot.t (1992) p. 123. 

Un análisis similar al presentado en la SecC'ión 3.2.3 puede hacerse para estimar el 

AAJISE en Ja téc1tica ASH. Scot.t. (1992) presenta el signiente resnlt.ado 

Teorema 3.11 Para un ASH con kernel triángular el AMI SE esta dado por: 

2 ( 1 ) h
2 

( ') h' ( 2 3 ) ( ") AMISE=3nh l+2m2 +12m2 R f +144 l-m2 +5m4 R f . 

Demostración. Ver Scott (1992} p.119. 

El ancho de intervalo óptimo para un ASH está dado por la expresión: 

,,. = 
( 

24 ) i 
nR(f") 

(3.71) 
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cuando el n\Ímero de histogrrunas que se promedian t.iende a infinito, i.e., sien1pre que 

m ---+ oo. En particular cuando se utiliza la densidad 1V (¡L, a 2) para. aproximar el valor h* 

en (3.71) el óptimo está dado por: 

(3.72) 

Si se desea hacer nn análisis Ill<.\S profundo de esta técnica se sugiere ver Scott. (1992). 

Eje1nplo 3.1 Para ilustrar la técnica A.Sil (HistogranLas promediados corrulos) se utilizó 

la muestra de los Irises de Fisher {ver Tabla Bl del Apéndice) y se consideró únicamente 

la variable Sepallcn de la c.'ipecie Setnsa, lu cual consta de 50 observaciones. El análisis 

fue realizado en el paquete S-Plus para obtener la.s grúft'cas del promedio de los histogramas 

y se utilizó (:3. 72) para aproxirrwr el ancho de b{Lncla óptimo. En este caso, iT = s = 0.3525 

y n = 50, obteniéndose de este modo 

1i· = (2.576) (0.3525) [(50)]-~ = 0.41. 

El origen para todos los intervalos se dio en to= 3.8432, y el intervalo final en tm = 6.2568 

Los histogramas para m = 1,5, 10,50 se presentan en las gráficas 1 a la 4. 



139 

-

40 4.S S.O SS 60 

Figura 1. Histograma ASH con m = 1 de la variable Sepallen de la especie Setosa de los 

Irises de Fisher. 

Figura 2. Histograma ASH con m = 5 de la variable Sepallen de la especie Setosa para 

los Irises de Fisher. 
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4.0 45 50 55 6.0 

Figura 8. Histograma ASH con m = 10 de la variable Sepallen de la especie Setosa de los 

frises de Fisher. 

4.0 4.5 5.0 5.5 B.O 

Figura 4. Histograma ASH con m = 50 de la variable Sepallen de la especie Setosa de los 

Irises de Fisher. 



141 

Como puede observarse de estas gráficas, el incremento en el suavizamiento de la esti­

mación es notorio conforme m crece, donde la estimación con m = 50 produce una curva 

bastante suave. 

3.2.5 Densidad Estimada del Kernel 

Es conveniente destacar q11e la investigación relacionada con la estinrnción no paramétrica, 

fue desarrollada ha .. c;;ta 1950, cuando la teoría pararnétrica de estimación de densidades 

ya era axnplia. Fix y Hodgc>s (1951) introdujeron el algoritn10 bkísico para estimar no 

paramétrkamentP una dcnsidnd y ellos fueron quien(•<; encan1inaron el problPula de la di5-

crinlinación estadística cuando la forma de la densidad de la nuiestra no era conocida. 

Durante la siguientP dé('ada, aparecieron varios algoritmos gP11eraJes y t(~orías alternati\'as, 

las cuales fneron introducidas por Rosenblatt. (19.5G), Parzen (196::!) ,. CenC"o\' (1962). Las 

investigaciones posteriores f11C'ro11 realizadas por \\'atson y LPadbetter (196:3), Loftsgaar­

den y QuesebPn')' (1965). Schwartz (1%7). Epanedmikm· (1069), TartN y Kronmal (1970) 

y \\'ahaba (1971). La generalización multirnriada fue introducida por Cacoullos (1966). 

Finalmente en 1970. llPgaron los primeros escritos sobre> aplicnciones prácti<'n."' de estos 

n1étodos y qu<:> Íllf'fPll realizados por Scott et ni. (UJi"S) y SilYerman (19i8). 

La estirnarión por n1cdio dC'} Kernel prmne<liac.lo es flexible en cuanto a la forma y al 

desarrollo 1natemático. Como analogía al caso de los histogramas. se tiene nn parámetro de 

sua\•iznmiento el cnal regula el grado de ajuste en estos sna\"izadores del J(ernel, llnmados 

anchos de banda h. El !(cruel básico estimado puede ser escrito en forma cotnpacta como 

con I< (-) la función de densidad. Promediando con respecto a estas funciones de Kernel, 

se obtiene 

J (x) 
1 " -;;- L I<• (x - X;) , (3.73) 

i=l 
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Corno la fimción K ( ·) es una densidad se cumple: 

r= " 1 n r= (x - X·) 
}_= J (x)dx = nh ~ }_= K --h-' dx, 

haciendo y = ~ se sigue que: 

r=" 
}_

00 

f (x) dx 
1 .. r= 

nh L }_ K (y) hdy, 
1=1 -oo 

l. 

Criterio del Error en las Densidades Estimadas 

El análisis estadístico de Jos estimadores /( ernel es mucho mas sencillo que el de los his­

togramas, ya que el estimador K crnel en la ecuación ( 3. 73) es la media aritmética de las 

n 11.a.i.i.cl, ..-'\""11 •••• , ~\."0 con densidad cmntín J (x). Definiendo 

l . ( ·¡ l¡·('"-X•) \Ja x,~\'.1 = h \ --,,- . 

Entonces 

s[Jcx)] =E[Ki.(x,X)], 

y 

Var [J (x)] = ~Var [Ki. (x, X)], 

donde X~ f (x). El valor esperado está dado por: 

tomando w = ::r¡;t se tiene que t = x - hw y se sigue 

["" 1 
Í-oo ¡;_K (w) f (x - hw) hdw, 

1: K(w)f(x-hw)dw. 

Expandiendo en series de Taylor f (x - hw) alrededor d~ x se obtiene 

• J" (x) 2 J"' (x) 3 
f (x - hw) = f (x) + f (x) (-wh) + -

2
- (-wh) + -

3
- (-wh) + · · · 

(3.74) 

(3.75) 
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Entonces la ecuación (3.74) se puede simplificar como: 

E [J (x)] = J.: J<(w) [f(x) + ¡' (x) (-wh) + ¡"~x) (-wh) 2 (3.76) 

¡"'(:e) 3 ] +-
3
- (-wh) + · · · dw 

Si J K(w) = 1, fwK(w) =O, fw2 K(w) = a'l >O y IJw•J<(w)dwl < oo 'itk EN, 

entonces la expresión (3.76) se simplifica como 

[ 

1' ] ¡,2 " 2 ( º) E f (x) = f (x) + 2 f (x) ª•+o h· , 

y por lo tant.o, el sesgo se p11Pd0 PxprPsar como: 

E[f(x)]-f(x), 

1t
2 

" o ( 2) 2f(x)a;+oh. 

Por otro lado el sesgo cuadrático integrado puede calcnlarse como: 

ISB [t (x)] 

de donde finalmente 

J.: B 2 [J (x)] dx, 

J.:[~/' (xJa'l +o(h
2Jf dx, 

J.: [ !f [/' (x) r at +o (h2) h 2 
/' (x) a~+ o2 (h2)] dx, 

h-;t J.:[/' (x)r dx+h2a2 J.: o(h2
) ¡" (x)dx 

+ 1: a~ (h2
) dx, 

ISB [J (x)] = !fatR (/') +o (h4
). 

Para esta muestra aleatoria Ja varianza se calcula como: 

.!.var[K.(x,X)JX ~ f(x), 
n 

~ {E[~!< ( x ~ t) r _ E2 [~!( (X~ t)]}, 
~ {f;,1<2 (x ~ t) f (t) dt - [f (x) - o(h)f}, 

(3.77) 

(3.78) 



144 

donde esta igualdad se satisface ut.ilizando {3.77). Haciendo el cambio de variable w = "¡;' 
se tiene t = x - hw la ecuación anterior se puede escribir como: 

Var [J (x)] = ~ {~ 1: K 2 (w)f(x-hw)lulw- [f{x) +o{h)]2}, 

y expandiendo J (x - hw) como en {3.75) se tiene 

Var [J (x)] 1 { 1 1-"" [ h
2

w
2 

] } n h -oo K 2 (tu) f (x) - hwf (x) + -2-f" {x) dw - [! (x) - o {h)j2 ' 

~n r~x) R(K) + / (x) 1: wK2 (w)dw + o(l) - [! (x) - o(h)]°}, 

1 1 ' 1"" 1 1 nhf(x)R(K)+:;;,f (x) _
00 

wK2 (w)dw+no(l)-n(J(x)-o(h)]2
, 

nlh f (x) R (K) +o ([nh]-1
) . 

Entonces se puede calcular el IV [J 1, (x)] con base en la expresión anterior como: 

IV [J (x)] 1: {n1
hf(x)R(K)+o([nh]-

1
)}dx, 

R ;:> +o ([nW') . 

(3.79) 

De las ecuaciones (3.78) y (3.79) se puede obtener el I 111 SE [J h (x)] de la siguiente manera: 

IMSE [J,. (x)] ISB [Jh (x)] +IV [J" (x)], 

~· a:R (!") +o (h4
) + R ~~<) +o ([nW'). 

Asintóticamente se puede decir que el I111SE [Jh (x)] = MISE [Jh (x)] está dado 

por: 

el resultado que se establece en el siguiente Teorema. 



Teorema 3.12 Paro un estimador de Kernel 

AMI SE [Jh (x)] = R;~) + !f atR (!''), 
y el parámetro de suavizamiento óptimo 

proporciona 

I • _ [ R (K) ] i -i 
t - atR<J") n ' 
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Los result.ados sobre estimación de densidades para el caso multivariado de los esti­

madores de Kernel p11ctlen mnsnltarse en Scott. ( 1992). 

3.3 Mapas Territoriales. 

Con10 una opción a la~ técnica..<; mult.h·ariadas en donde lo que se desea es asignar un nnevo 

individuo a alguna dP las g poblaciones que se tienen como alternat.iva 1 se presenta en esta 

sección nn procPdi1niento gráfico conocido en la literat.nra como !\lapas Territoriales. Estos 

n1apas tienen con10 finalidacl facilitar la asignación de nneYns obserYacioncs evitando los 

cálculos laboriosos basados en la eval11adón de las fnndone.s de dasifica<:ión, particular­

mente cuando el n1í1nero df' Yariahles es P\eYado. 

Dado que la asignación lJa • ..,ada l'll las g funciones dr> da.sificación (lineales o cnadrát.icas) 

es similar a la oht enida ntilizan<lo las funciones (lL• clasificación canóniC'a significativa..q1 

resulta conveniente elaborar los 1napa.s territorialt:.s (·on ha.se en estas t'lltima .. .:; dado qne 

los cálculos resultan nuí.s .sirnples debido a la rC>rlncción dr> dimensión de las variables de 

clasificación. 

La idea consiste en que dado nn nnevo in<liYiduo con vector de atributos ,,,,"\., se obtiC'nc 

el Yector de pnntnjes (·anónicos asedados y el individuo se a.signa a la población para 

la cual este vector estri in;ís cerca del correspondiente Yector de inedias canónicas. La 

utilidad de los inapas c>s que dado el vector de puntajes canónicos sólo debe localizarse en 

el mapa el sín1bolo ele la población en la que debe clasificarse el indiYi<luo. Estos mapas 
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se construyen haciendo una retícula en dos o tres dimensiones ( que generalmente es el 

nlin1ero de funciones canónicas significativas C'n la práct.ica) y clasificando cada punto de 

la retícula en la población correspondiente y graficando el símbolo en el tnapa territorial. 

Ejemplo 3.2 Utilwmdn la TT!!wstra de los frises de Fisher (ver Tabla !31 del Apéndice B) 

se hizo el análtszs ch<>c1·irnina11f.e para obtener las Juncwues de clasificación canónicas no 

estandahzadas par-a cjemplzficar el uso de los mapas ten'itoriales. 

La m:uesfra consi.i;fe ¡;n tres especies ele flor de Iris: Iris Setosa, !ns Versicolor e Iris 

Virgínica las cuales se denotarán en el mapa como: 

Setosa 

Versicolor 2 

V irgínica 3 

Y se observ6 4 características (variables) en la muestra: 

Petallen, 

Petalwid, 

Sepallen, 

Petalwid. 

Las funciones de clasificaci6n can6nicas no estandarizada asociadas a la muestra están 

dadas en la siguiente Tabla: 

Varible F'unci6n 1 Funci6n 2 

Petallcn 2.2012 -.9319 

Petalwid 2.8104 2.8391 

Sepallen -.8294 0.0241 

Sepalwid -1.5344 2.1645 

Constante -2.1051 -6.6614 

Tabla 1. Funciones de clasificaci6n can6nicas no estandarizadas 
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Las combinaciones lineales mediante las que se obtienen las nuevas variables están dadas 

por: 

Y, 2.2012x, + 2.8104X2 - 0.82!J4Xa - l.5344X., - 2.1051, 

Y2 -0.93!9X1 + 2.8391X2 + 0.0241X3 + 2.1645X.1 - 6.6614. 

Entonces para un indit•iduo con i•ccto1· de atributos X = (G.4, 2.8, 5.6, 2.2), las funciones 

canónicas no estandarizadas tnmsfonnan este 1ndivufoo en el punto 

y = ( 11.8326, 0.2209) . 

Este punto se localiza en el ,\lapa Ten~lorrnl y se observa que ha sido clasificado en la 

población 3, la cual corresponde a la Especie Firgínzca. Es claro, que el orden en el que 

se intrvducen las variables debe cozncidir con el orden que establece el paquete sobre las 

variables. 
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Figura 8. Mapas Territoriales para la muestra de las Irises. 
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Es fácil obseruar que las posibles malas clasificaciones están dadas en las fronteras de 

cada región. 



Capítulo 4 

DISCRIMINANTE 

PARAMETRICO vs NO 

PARAMETRICO 

Este capítulo tiene la finalidad de hacer una cOinparación entre los 1nét.odos de discrimi­

nación norrnal y no parmnétrico. La con1paración se lleva a cabo con el fin de n1ostrar qne 

los 1nétodos no pa.rarnét.ricos prod11cl~u re.sult.aUos sin1ilares a los obtenidos en el caso de 

discrintlnar poblaciones normales, tnicutras que Ja e.st.imacióu no paramét rica puede pro­

ducir resultados muy superiores a los que se obtienen con base l'Jl la clasificación nonnal 

cuando se supone que los datos no sigiwn 1111a distribución uonnal. El aJiéÍ.lbis utiliza cuatro 

muestras en doude t n~s de ellas fueron simulada.':i zncdiaut.e d paquete L'stadístico S-Plus y 

fueron analizadas en el paquete SAS. En la lÍll iina corupara{'ióu se utiliza Ja muestra de 

los Irises de Fisher y de nrn11C'ra adicional se presentan J:.L., gráficas de las probabilidades a 

posteriori para esta rnnest.ra. la .. .;; cuales ser\'irún para la clasificación de un nue,·o individuo. 

En esta parte se reproduceu algunos de Ja ... "i resultados que son obtenidos en el paquete 

SAS con10 son: las tablas de mala clasificación y gráficas de las densidades correspondientes 

a cada una Ue las rnnestras. 

149 
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4.1 Simulaciones 

En este apartado se analizan las nmest.ra que fueron sitnnladas mediante el paquete S-Plus 

y que corresponden n. los archivos Datosnl.txt. 1 Datosn2.txt., Datosn3.txt y adi.cionalment.e 

se contempla la innestrn de los Irises de Fishcr. Para los cnatro casus se hace un análisis de 

discriminación nonnal, con ha::;c C'n las funciones de discriminación lineal y las funciones de 

discrhninación cnadrátieas, adetmis se obtiene el análisis nt ilizando los estin1adores Kernel, 

con base cu la distribución Normal. Se dchC' haf'er not.ar que en la <liscrinünadón de las 

obscrYacionPH se !:-il\pone que inidnhncntc son igualnlC'nte probab1es. 

En la mnest ra de los Irises de Fisher ::;e presentan ln...5 gráficas de las probabilidades 

posteriores que detenuinan la..." regiones de dasifkadón ck· las C?spedC's ele Iris. 

4.1.1 Simulación 1 

En este ejemplo se ronsideran dos poblnciones bimodales nni\'n:riadas con 200 observaciones 

cada una, teniendo una rnuesl ra t.ot.al de cfüncnsión 400 x 1 observaciones. La función de 

densidnd de ca(h\ 1 •obladón se obtuvo ntilizm1do las siguientes combinaciones: 

Para la población correspondiente al Grupo l sn densidad es 

fx (x) = 0.41\' (x,;O, 1) + 0.GN (.r,; 8, 1), 

donde N (x; ¡1,a2) representa la densidad de nna variable N (µ, a 2) evaluada en x. La den­

sidad de las muestras se presenta en la gráfica sig1úente: 
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Figura l. Gráfica de las densidades para la muestra simulada l. 

En la siguiente gráfica puede observarse también el comportamiento de la rnuestra, 

mediante un histograma de frecuencias: 
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Figura 2. Histograrna de frecuencias de los grupos de la Simulación l. 
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Bajo el supuesto de normalidad en la población y considerando las funciones de discri­

ntinación lineal, se obtiene el siguiente cuadro de clasificación 

Grupo 1 2 Tot.al 

1 6D 131 200 

34.50 G5.50 100.00 

2 146 54 200 

73.00 27.00 100.00 

Total 215 185 400 

53.75 4G.25 100.00 

Tabla l. Porcentajes de clasificación por Grupo para la sin1ulación 1 

De la Tabla anterior puede obserrnrse que de Jos 400 individuos en muestra 277 de ellos 

se encuentran 1nal clasificados, por lo que es de suponerse que la tasa de clasificación 

incorrecta para este arnUisis tenderá a ser muy alt.a. Estas tasas de error pueden observarse 

en el cuadro siguiente: 

1 2 Total 

Proporción 0.6550 0.73()0 0.6025 

Prob. apriori 0.5000 0.5000 

Tabla 2. Error Estimado por Grupo 
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Obsérvese de la Tabla 2, que la proporción t.ot.al del error total es de 0.6925, lo cual 

significa que casi el 703 de las observaciones están mal clasificadas. Por lo tanto, dadas 

las características de la muestra, la discrinllnación bajo eJ supuesto de nonnalidad en las 

poblaciones y considerando una matriz de covmianza.s connln no proporciona resultados 

satisfactorios, ya qne el tnítnero de traslapes es com;iderable. 

La discriminación cuadrática es obtenida al suponer nonnalidad en la muestra. y con­

siderando que los grupos tienen mntriz de covarianzas distinta. Con base en el n1étodo 

anterior se obtiene el siguiente cuadro de clasificación: 

Grupo l 2 Total 

l 69 131 ::?00 

34.50 65.50 100.00 

2 57 143 200 

28.50 7l.50 100.00 

Total 126 274 400 

31.50 GS.50 100.00 

Tabla 3. Porcentajes de clnsifkación por Grupo para la simulación 1 

La cual manifiesta que 131 individuos del grnpo 1 se t.ri.lSlaparon en el grupo 2 y 57 in­

dividuos pertenecientes al grupo 2 fueron clasificados en el grupo 1, obteniendo así 188 

observaciones mal clasificadas de un total de 400 imlividuos, lo cual implica que el por­

centaje de error nuevamente es alto. En la Tabla que se pretienta a continuación se puede 

observar la proporción de error global y por grupo: 

l 2 To t. al 

Proporción 0.6550 0.2850 0..\700 

Prob. apriori 0.5000 0.5000 

Tabla 4. Error Estimado por Grupo y Error Total 

En la Tabla 4 se observa. que el error total es del 47%, lo cual quiere decir que casi la mitad 

de las observaciones se encuentran mal clasificados. 

Adicionalmente se obtiene el análisis <le acuerdo a la teoría de los estimadores Kernel, 

el cual utiliza la densidad Normal para aproximar la densidad de la muestra simulada. 

Dado que las dos poblaciones son bimodnles y se encuentran traslapadas se espera que el 
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método Kernel estime adecnadament.e la densidad de las poblaciones y se obtengan mejores 

resultados en la clasificación, en el sentido de que las tasas de error sean mínimas. 

En la sigtúente Tabla se pueden apreciar los resultados de la clasificación obtenida 

mediante el Kernel Norn1al, 

Grupo 1 2 Tot.al 

1 18!) 11 200 

9·1.50 5.GO 100.00 

2 5 195 200 

2.GO 97.50 100.00 

Total 194 206 400 

48.50 51.50 100.00 

Tabla 5. Porcentajes de cln.sificadón por grupos en la simulación 1 

N6tese que muy pocas obscn·adones en ambos grupos fueron clasificados incorrectamente, 

teniendo 16 indh·idnos n1al clasificados de tm total de 400, lo ('Ual no indure a pensar que 

los porcentajes dP error en este caso deben ser pcqneil.os. Los resultados de las tasas de 

error para este tnét odo eshin contenidas en la signient e Tabla: 

1 2 Total 

Proporción 0.0550 0.0250 0.0400 

Prob. apriori 0.5000 0.5000 

Tabla G. Error Estimado por Grupo y Error Total 

Como puede verse de la Tabla G, con el Kernel Normal set ienc un error total del 4%, lo cual 

significa que sólo una proporción peqnetla de indivi<lno!-:> se encuentran 1nal clasificados. 

Finalmente con base en el análisis anterior se puede concluir que cuando la muestra 

observada no cmnple con los supuestos de normalidad, la disf'.riminación lineal o cuadrática 

proporciona tosas de error altas 1nicntras que cua11do se estima la densidad de la muestra 

n1cdiantc 1nét.odos no parmnétricos los resultados obtenidos son superiores en el sentido de 

que son nuls precisos en la clasificación. 
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4.1.2 Simulación 2 

Para esta parte se si1nularon <los muestras Normales bivariadas 1 independientes con matriz 

de covarianzas con11Íl1 a ambas nmestrus, en donde cada muestra est.<:Í asociada con una 

matriz de din1cnsión 150 x 2. El objetivo en este punto es que dadas las características de 

la muestra, se obtengan los 1ncjores resultados utilizando la discritninación lineal, y poderla 

cornparar con la discriminación euadnít.il'a y los Pstimadores Kernel. 

La población correspondiente al grupo 1 tiene dist.ribnción Norn11.1l de panímctros: 

µ= ( n y E= ( 2 
-1 

-1 ) 
3 

y la población asociada al grupo 2 es Norrnal de parárnetros: 

fl = ( 1.7) 
1.7 

y E= ( 2 
-1 

-1) 
3 . 

La siguiente gnífica proporciona la dispersión que siguen las dos poblaciones: 

ScaUE'rplot (OATOSN2.STA 4..,·3ooc) 

~ o 
·2 

·• 
·• .. ~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

.5 .3 

VI 

GAUPO:I 
GRUP0:2 

Figura 3. Dipersión de los dos grupos correspondientes a la Simulación 2. 

Bajo normalidad en la rnuest.ra y usando el puntaje lineal se obtiene la siguiente Tabla: 
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Grupo 1 2 Total 

1 130 20 150 

86.67 13.33 100.00 

2 29 121 150 

19.33 80.67 100.00 

Total 15!l 1-11 300 

53.00 ·li.00 100.00 

Tabla 7. Porcentaje de clasificación por grupos para la simulación 2 

Puede observarse ele la Tabla 7 que 49 individuos se enc·11pntran rnal clasificados de un total 

de 300, aunque los tra..."lapPs no snn rnnn<>rosos. se 0spPrahn ohtener nwjores resultados 

dadas las eondidon('s f'll las quf' la lllllPStra Íllf' ohtf'tlida. Los C>rrores de clasificación se 

pueden \'isnalizar de la sig:nientc Tabla: 

Total 

Proporciün 0. J:l33 0.1933 0.1G33 

Prob. aprinri 0.é>OOíl íl.GOOO 
f----..C..---~----'---~--------1 

~hla 8. Error Estin1ado por Grupo y Error Total 

De esta tabla se pnPclP ohsPrvar qne el porccntajP <le dasiticación incorrecta bajo el método 

de discrintlnndón lineal es dC'l 16.33%. Debido a q11P la ... i;; poblaciones cmnparten la misma 

matriz de covarianzas se pnPde pensar que la t a..c.;a <lP error 110 es la satisfactoria. 

Si las poblaeionl:'s 110 c01npa.rten la ntis1na matriz de covarianzas. se utiliza la discrimi­

nación cuadrática. Los resultados se clan a C'ontinnación: 

Grnpo 1 2 Total 

1 132 18 150 

88.00 12.00 100.00 

2 25 125 150 

16.67 83.33 100.00 

Tot.al 157 143 300 

52.33 47.67 100.00 

Tabla 9. Porcentaje de clasificación por grupos para la simulación 2 
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Obsérvese de la Tabla 9 que el 18 observaciones pertenecientes al grupo 1 fueron asignadas 

a la población 2 y 25 elementos <lel grupo 2 se tntslapm·on en el grupo 1, resultando 43 

individuos 1nal clasificados de nn total de 300. Nótese que esta estin1ación PS sitnilar a la 

obtenida con base en la discriininación lineal. Las tasas de error cst;-iu dadas a c·ont.inuadóII 

2 Tot.al 

Proporl'ión 0.1200 0. IGG7 0.1~3:l 

Prob. apriori 0.5000 0.5000 

Tabla 10. Error Estin1ado por Grupn y Error Total 

La Tabla 10 n11wstra un error total del 1-1.:331/{., el ('\lal l'S muy parecido al obt.cnido en la 

discriminación lineal. sin crnbargo la .. '> difercudas Pll las tasas dC' error C'll la da.sificación a 

sitnple vista parecen no spr siguifieath·a.s. 

En sunrn a los rnt"todos utilizados anteriormente .se a11alizn PSI.a 1111wstra por znerlio de 

los estin1adore.s Kernel ajust.ando la densidad dt• la 1nm .. "stra mc>diant.e la <lcnsidad Norn1al, 

suponiéndose un anC'ho de iutc•rndo igual en las dos dircccio1w:-; ck•l plano (ya que la mues­

t.ra conten1pla úos \·aria.bles), y considerando tambié>n d caso en el qne los anchos de los 

intervalos son difcrPntPs en las do:; dirccdoncs. 

De acuerdo al método de Kernel Norinal cuando el ancho del intervalo es el nüsmo 

en ambas direccioups .::>e producen los siguientes resultados en la clasificación que están 

c.:oncentrados en la Tabla que a continuacióu se cita: 

Gmpo 1 2 Total 

1 133 17 150 

88.67 11.33 100.00 

2 29 121 150 

19.33 80.67 100.00 

Total 162 138 300 

54.00 46.00 100.00 

Tabla ll. Porcentajes de clasificación por Grupos pam la simulación 2 

Como se observa de la Tabla ll, 47 indi\'iduos se encuentran mal clasificados, de los cuales 

17 pertenecen al grupo 1 y 29 al grupo 2. Nótese también qne estos resultados son muy 

parecidos a los obtenidos por los métodos ant.eriores. 
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Las porcentajes de error en la clasificación que fueron obtenidos 1nediante el método de 

Kernel Normal están dados en la Tabla que a cont.inuadón se presenta: 

1 2 To t. al 

Proporción 0.1133 0.1933 0.1533 

Prob. a.priori 0.5000 0.5000 

Tabla 12. Error Estiinado por Grnpo y Error Total 

De esta Tabla se obsen·a que la proporción del error tot.al es <lel 0.1533, lo C'Ual significa 

que el 15.33% de los individ11os de la rnuest.ra fueron clasificados incorreetan1ente. 

Se debe aclarar qne el análisis de la inucst.ra si11111lnda con ha .. "w en el I\Iét.odo de Ker­

nel Normal utilizando distintos auí'hos de int.cn-rdo l}llPda on1itido, ya que los resultados 

obtenidos en la dasifiradún y en los porcentajes de 0rror son los 1nismos a los obtenidos 

por el n1étodo del Kernel Normal con el 1nismo ancho el(' intervalo. 

Con base en los 1nétodos utilizados anterionncnt.e se puede condair que los resultados 

en la clasificación so11 nmy parecidos y que ln.s t a .. 'ié"l.s de error en cada uno de ellos no 

manifiestan grandes diferencias. Dado qne el I.\:ernel Normal hace una buena aproximación 

de la densidad asociada a las mnestnLc; sus resultados pueden ser comparables con los 

obtenidos al tltilizar los 1nétodos paramét ricos. 

4.1.3 Simulación 3 

Para este caso se simttlaron dos n11wstras norn1ales bivarindas cada tina de dimensión 150x2, 

formando una muestra t.ot.al de di1nensión 300 x 2. 

La población correspondiente al grupo 1 es Nonnal de parámetros: 

µ= ( ~) y - ( 3 -3.7) E- . 
-3.7 5 

y la población asociada al grupo 2 es normal con parámet.ros: 

'= ( 0.25) 
J 0.25 

y E= ( 3 3.7). 
3.7 5 

La dispersión de la muestra simulada puede apreciarse en la siguiente figura: 
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El objetivo en esta sección dado que las poblaciones son norn1ales y tienen distinta ma­

triz de covarianzas es co111parar los resultados que proporciona la discrintinación cuadrática 

con los obtenidos 1nediantc los otros métodos. 

Considerando las funciones de discriminación lineal, los resultados obtenidos en la clasi­

ficación de la n11iestra. sirnnlada son los sibrilientcs: 

Grnpo 1 2 Total 

1 82 68 150 

54.67 45.33 100.00 

2 74 76 150 

49.33 50.67 100.00 

Total 156 144 300 

02.00 -18.00 100.00 

Tabla 13. Porcentajes de clasificación por Grupo en la simulación 3 

De la Tabla anterior, se puede obsen·ar que existen 142 individuos de un total de 300 que se 

encuentran mal clasificados, por lo que Re puede inferir que este rnétoclo no produce resul­

tados satisfactorios en la. dasifü:nción ele los individuos y se puede pensar qne In estimación 

de la tasa de error t.endrá un Yalor alto. La proporción del error est.in1a.do para este método 
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se puede observar de Ja siguient.e Tabla: 

1 2 Total 

Proporción 0.4533 0.4933 0.4733 

Prob. apriori 0.5000 0.5000 

Tabla 14. Error Estimado por Grupo y Error Tot.al 

Claramente de la Tabla anterior se observa que el porcentaje de error total es muy alto, y 

se obtiene que el 47.33% de lo indi\'iduos se encuentran n1al clasificados. 

Con base en las funciones de discriminación cuadráticas, se espera que este análisis 

proporcione 1nejores result.ados en la cla.sifü:ación, porque las poblaciones sinniladns son 

nonnales con 111utriz de eO\'arianza.s distint.a.. Los porcentajes de la dasificación obtenidos 

mediante ln discritninadón cuadrática están dados ('Il In siguiente Tabla: 

Grupo 1 2 Total 

1 128 22 150 

85.33 14.67 100.00 

2 6 1'14 150 

4.00 96.00 100.00 

Tot.al 134 166 300 

44.67 55.33 100.00 

Tabla 15. Porcentajes de clasificación para la simulación 3 

De la Tabla anterior, se puede observar que el nlÍmero de individuos mal clasificados es muy 

pequeño, ya que solamente 28 obsen·aciones se encuentran traslapadas. Los porcentajes de 

el error estimado global y por grnpos cst á dado en la siguiente Tabla: 

1 2 Total 

Proporción 0.1467 0.0400 0.0933 

Prob. a.priori 0.5000 0.5000 

Tabla 16. Error Estimado por Grupo y Error Tot.al 

En la Tabla anterior se aprecia que la proporción del error estimado es considerablemente 

más pequeño al obtenido por el método de discriminación lineal, ya que se tiene que el 9% 

de los individuos están n1nl clasificados. 



161 

Comparativamente a lo que se obtuvo con las funciones de discrirninadón linenl 1 la 

discriminación cuadrática dada.e; las earacterístkas de la n1uestra proporcionó mejores re­

sultados, en el sentido de que es 111.i.s precisa en la clasificación de los individuos. 

Adicionalmente se utiliza.u los ~timadores Kernel cun base en la disl'riiniuu.ción Nonnal 

para estin1ar la densidad de la tnnestra sitnulacla y se considera que el a11eho de los intervalos 

en las dos direcciones es la 111is1na. Lm; porccnt ajC's de clasificación de los individuos en 

cada grupo se puede apreciar de la siguiente Tabla: 

Grupo l 2 Total 

l 136 l·I 150 

90.67 fJ.3:3 100.00 

2 20 130 150 

13.33 86.67 100.00 

Total 156 144 300 

52.00 -IS.00 100.00 

Tabla 17. Porcentajes de clasificación por grupos en la simulación 3 

Como se aprecia. de la Tabla 171 se tienen 3~1 individuos mal asignados, en donde 14 de 

ellos pertenecen al grupo 1 y fueron clasificados en el grupo 2, y 20 obsen·adones que son 

eletnentos del grupo ~ y se traslaparon en el 3. Sin ctubargo el nümcro de individuos mal 

clasificado n1eJiante la e .. '-it.i1uadó11 Kcn1el es ¡wq11eño. 

Las tasas de error con ba ... -.;e en la estiniadón no parainétrica se puede consultar de la 

siguiente Tabla: 

Total 

Proporción 0.0933 0.1333 0.1133 

Prob. apriori 0.5000 0.5000 

Tabla 18. Error Estirnndo por Grupo y Error Total 

De la tabla anterior se puede apreciar que el error global es del 11.33% el cual no difiere en 

mucho al obtenido mediante las funciones de cliscritninación cuadráticas. Por lo tanto los 

resultados en la clasificación e.le los individuos tnediante la e!itimación no paramétrica son 

sirnilares a los obtenidos por medio ele la discriminación cuadrática. 
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Por ultimo se hac<' el análisis de la muestra con base en el Kernel Normal considerando 

que los anchos de los intervalos son diferentes en las dos direcciones. Los resultados que se 

obtienen utilizando el rnétodo mencionado ant.erionnente están concentrados en la Tabla 

que se cita a continuación: 

Grupo 1 2 Total 

1 129 21 150 

86.00 14.00 100.00 

2 7 143 lGO 

4.67 95.33 100.00 

Total 136 164 300 

45.3~ 54.67 100.00 

Tabla 19. Porcentajes de dasificadón por grupos para la simulación 3 

Se observa de esta 'l'abla que el ntÍrnero de individuos qne se encuentran 1nal asignados es 

muy pequeño, lo cual itnplica que las tasa..c; dC' error no serán alt ns. Estas tasas de error se 

pueden apreciar di? la siguiente Tabla: 

2 Total 

~porción 0.1·100 0.0.tG7 0.093:l 

!'rob. apriori 0.5000 0.5000 

Tabla 20. Error Estitnado por Grupo y Error Tot.nl 

La Tabla 20, produce en error total est.iniado <lel 9.3.'l':b, la cual <·oinci<le con la. tasa obtenida. 

mediant.e la.s funciones de <liscrinlinadón cnadní.ticns (ver Tabla 16 de Pste Capítulo) y se 

puede concluir que las dasifkado11es con ba...c:;c en PStos dos iné>t.odos son equivalente. 

Por lo tanto, se concluye que cuando la 1nnestra tiene asociada una distribución Nor-

1nal y los grupos poseen 1nntrices de covarianzas distinta, los rnéto<los de discriminación 

cuadráticos proporcionan resultados m.ny parecidos a los obtenidos rncdiante los n1étodos 

cliscrintlnantes no parainétrh·os. 

4.1.4 Irises de Fisher (1936) 

La muestra de los Irises de Fisher es uno de los cje1nplos que se consideran clásicos dentro 

del Análisis !\lnltivariaclo y qne sin·e de apoyo para ilustrar algunas de sus técnicas. La 
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muestra consiste de 50 observaciones para cnda una de las tres especies de Iris: Set.osa(l), 

Versicolor(2) y Virgínica(3). Tomando como variables de interés para analizar Ja muestra 

el largo del pétalo (PETALLEN), el ancho del pétalo (PETAL\VID), el largo del sépalo 

(SEPALLEN) y el ancho del sépalo (SEPAL\VID}, en donde estas variablc>s c>stán escaladas 

en rnilímetros (nun). En la siguiente b'Táfica. se aprecia la dispersión dt~ la n111estra: 

Scanerplot (IRISOAT.STA5v•1soc) 
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tRlSTYPE: 'v1RGINIC 

Figura 5. Gr álica de la dispersión de los Irises de Fisher. 

El ejetnplo se encuentra dividido básicamente en dos partc!-3: En la pritncra se hace el 

supuesto de nonualidacl en la rnucst.ra y se obticneu las fuudones de clasificación lineal 

y cuadrática. En la segunda parte no se hace ningún H11p11esto tlistribudonal y se utiliza 

el Kernel Normal para estilnar la densidad de la muestra. Cualquiera que sea el método 

utilizado se supone inicialmente r¡uc las poblaC'iones (especies) son igualmente probables. 

Bajo el supuesto de uonnalidad en la nmestra y con.sidenm<lo que las 1natrices de cova­

rianza para los tres grupos son iguales se considera la clasificación de los individuos con base 

en las funciones de discrintiuación lineal. El siguiente cuadro proporciona los porcentajes 
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de la clasificación por grupo: 

Especie Setosa Versicolor Vfrginica Total 

Setosa 50 o o 150 

100.00 0.00 0.00 100.00 

Versicolor o 48 2 150 

O.DO DG.00 4.00 100.00 

Virginica o 4 46 150 

O.DO 8.00 92.00 100.0D 

Total 50 52 48 150 

33.33 34.67 32.00 100.00 

Tabla 21. Porcentajes de clasificación por espedc para los Irises de Fisher 

Obsérvese de la Trtbla 21 que existen muy pocas obsernwiones mal clasificadas y que el 

grupo que no presenta ningtÍu traslape es Ja especie Sctosa, lo cual nos hare pensar que 

est.a especie presenta diferencia.<; rele\'aut.es c•u cmnparacióu con las otras dos especies. Los 

resultados del error estirnado por grupos y el error total St> euc11e11tra dados en la Tabla 

que a continuación se presenta: 

Set.osa \'ersicolor Virgiuica Total 

Proporc·ión 0.0000 0.0400 0.0800 0.0400 

Prob. apriori 0.3333 0.3333 0.3333 

Tabla 22. Error Estimado por Grnpo y Error Total 

Como puede obsen·arse el ('rror total que se pre.,ent.a al utilizar las funciones de discrinti­

uación lineal es u1uy pcqueii.o, ya que su esti111adón es <lel ..,17{:,, lo cual significa que sólo 

6 observaciones se encuentran 1nal rlasificadas. Los resultados de la \·alidación cruzada 

proporciona el totril de ('USOS que se encuentran 1nal clasificados así c01no el grupo del cual 

proviene la obsen·adón en cuestión y el grupo al qne fue asignado, estos casos se pueden 



165 

observar de Ja siguiente Tabla: 

Obs Especie Asignada en Set.osa Versicolor Virgínica 

8 Virghlica \'c>rsicolor* 0.0000 IJ.8·15:l 0.1547 

9 Versicolor Virginica* 0.0000 0.2130 0./870 

25 Virginiea Versit·olor* 0.0000 0.8322 0.1678 

57 \'irginica \'ersicolor* 0.0000 0.8057 ll.19~3 

91 Virginica \'er::;icolor* 0.0000 ll.SmJ:J IJ.1097 

148 Vcrsicolor Virginica.* 0.0000 0.3118 0.6882 

Tabla 23. Resultados de la valida.dón cruzada para los Irises. 

Esta clasificación se hace c•stitnando la probabilidad posterior de cada individuo de la 

inuestra y se asigna la observación, en el grupo que tiene la probabilidad más alta. De la 

Tabla 23 se puede observar que los grupos que se traslapan son los correspouclieutes a Iris 

Versicolor e Iris Virgínica. 

Las regiones de clasifkación en las que esta dividido el plano pueden apreciarse de la 

siguiente gráfica: 
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Discriminant Analysis of Fisher (1936) Iris Data 
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Plot of PETALWID•PETALLEN. Symbol is value of _INTO_. 
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Donde la región asociada a la muestra de la especie Set.osa esta representada por una 

S, la región correspondiente a la espedes \'ersieolor con la letra O y mapea la letra V para 

identificar la rnuestra correspondiente a los Irises de la e.spedc Virgfnica .. Cotno puede verse 

de la gráfica, la especie Set.osa tiene dimensiones pequeñas en las variables PET.ALLEN y 

PETAL\VID ya que sil población esta sil uada en la parte inferior izquierda de la gráfica. 

Las mediciones de las indi\'iduos p('rtPnccientes u las es¡)(>dcs Versicolor y Virginica tienen 

un comporta1nient o pan~cido, lo cnal influye en los n'slllt.a<los de la dc.l..':iificadón, p11e8t.o 

qne es en estas especies l'll dondP se encuentran los traslapes. De la gnifica t.arnbién puede 

apreciarse que los inclh·iduos qne pueden ser tnal clasificados se ('JH'uent ran en las fronteras 

de cada región. 

Si se considera ahora que las matrices de covarianzas asociada a cada e.spcde de Iris son 

distintas, la discritninación se hace con base en las funciones de discriininac:ión cuadráticas. 

Utilizando este supuesto los porcentajes de clasificación e11 cada grupo son los siguientes: 

Especie Set osa Versicolor Virginica Total 

Set osa 50 o o 150 

100.00 O.DO 0.00 100.00 

Versicolor o 48 2 150 

O.DO 96.00 4.00 100.00 

Virginica o 3 47 150 

0.00 6.00 94.00 100.00 

Tot.al 50 51 49 150 

33.33 34.00 32.67 100.00 

Tabla 24. Porcentaje de clasificación por especie para los Irises 

De la tabla 24, se puede observar que los resultados obtenidos en la clasificación son pare­

cidos a los que se obtuvieron por rnedio de las funciones de discriminación lineal1 ya que 

la especie Set.osa sigue clasificándose correctamente y las otras dos especies manifiestan 

traslapes de una población a otra. El error est.imado por especie y total se encuentra en la 
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siguiente Tabla: 

Setosa Versicolor Virginica Total 

Proporción 0.0000 0.0400 0.0600 0.0333 

Prob. apriori 0.3333 0.3333 0.3333 

Tabla 25. Error Estimado por Grupo y Error Total 

La tasa del error total con base en las fnnciones de discritninación cnadrát.icas c•s del 3.33% 1 

la cual no difiere n111cho a la obtenida con las funciones de disc:rirninación lineal. 

Análogamente al caso de discrirninadón lineal 1 el paquete SAS elabora con base en 

las probabilidades posteriores las regiones de cla...;;ificación con las que pnc<lc separarse la 

muestra de los Irises. Como puede apreciarse de la gráHc:a qnP a continuadón se presenta, 

la especie Setosa se sig,1w ac11n111lando en la parte inferior izq11ier<la de la gráfica, nlient.ras 

qne la especie Versicolor orupa la n:gión central y la especie Virgfnica se localiza por debajo 

y por encima tle la especie Versicolor originando que las especies se t.raslapen. 
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Si se supone qne la 1nuestra no proviene de ningm1a distribución para1nétrica conocida, 

se pueden utilizar los esti1nadores Kernel para aproxin1ar la densidad de la muestra. En 

este ca..c;o se utiliza 01 Kernel Nonnal para esti1uar la densidad de los Irises de Fisher. 

Con base en el I-(ernel Nornu\l y suponiendo qnP las anchos de los intervalos son iguales 

se obtienen los signicnte·s resultados en la clasificación: 

Especie St>tosa Vt·rsicolnr \'irginicn Total 

Set osa 50 o n 1.50 

100.00 O.DO 0.00 100.00 

Versicolor o -18 ~ 150 

0.00 DG.DD -1.00 100.00 

Virginica o :J -lí 150 

O.DO 6.00 94.00 100.00 

Total 50 51 49 150 

33.33 3-1.0ll 3~.61 100.00 

Tabla 26. Porcentaj1.:' de da.sifkaci6n por cspl'eiC' para los Irises 

De esta Tabla se aprPcia que 5 indiYiduos fnnon tra:3lapados dP una especie a otra, lo cual 

significa que existen indiYiduos cnya..o;; características son 1nuy parecidas a las que tiene la 

otra espedt~. Tunibifin obsérvese qt1P el K('rnel Nonnn.1 con igual ancho de banda propor­

ciona los 1nis.111os porcentajes de dasificadón que lo obtenidos utilizando la discriminación 

cuadrática (n?r Tabla 2-1). Las re¡?;iones de c\nsificación utilizando \ns probabilidades pos­

teriores pueden apreciarse en la gráfica siguiente: 
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Discriminant Analysis of Fisher (1936) Iris Data 

Using Kernel Density Estimates with Equal Bandwidth 

Plot of Classification Results 

Plot of PETALWID•PETALLEN. Symbol is value of _INTO_. 
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8 + sssssssssssssssssssooooooooooooooooooooooovvvvvvvvvvvvvvvvvvv 
6 + sssssssssssssssssssssssooooooooooooooooooovvvvvvvvvvvvvvvvvvv 
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En esta gráfica se puede obsen·ar que las tres especies siguen el comportamiento que 

habían manifestado a11tPriormcint.C>, es dt3dr, la especie Set.osa se agrupa en la parte inferior 

izquierda, en In parte central se dispersa. la especie \'Prsicolor y por encima de ésta queda 

agn1pada la especie Virg;nka, siendo estas dos últimas especies las que se traslapan. 

Siguiendo rl rnét.ndo del Kerrwl Nonnal, cuando se elige 1111 det.erm..inado ancho para 

cada dirección c!PI Pspadn, se obtienen los sig11iPiltPS rt-.snltados en los porcentajes de In 

clasifi.C"adón: 
Especie Set osa \·ersicolor Virginica Total 

SPtosa 50 () o 150 

100.00 IJ.00 IJ.00 ltl0.00 

\'"ersicolor o -18 2 150 

o.no 96.00 -1.00 100.00 

\'irginka o 2 ~8 150 

0.00 -1.00 96.00 100.00 

Tola! 50 éiO 5[) 150 

:l3.33 :J3.33 :l3.33 100.00 

Tabla 27. PorcentajP de dasificadón por 0spPde para los Irises 

Obsérvese ck Ja Tabla ~7 qlll' sólo se r0gistraron ..t obse1Taciones rnal clasificadas, cuyos 

t.raslape.s ocnrrf'n f'II las t•spC'des \ 'C'rsicolor y \ "irg(nica C'omo ant eriorment.e se había notado. 

El error global estilnado Pstri dado t.~n la sig11iP11te Tabla: 

fü_>tosa / \ "ersiC'olor \"irginka Tola! 

Pro1)offión ü.llüOIJ 1 º-º~ºº ll.0-IOO 0.0267 

Prob. npriori D.3333 i 0.3333 0.3333 

Tabla 28. Error Estirnado por Grupo y Error Total 

Este n1étodo proporciona la tasa df' error 1nás pequeña, sin cn1bargo Jos métodos anteriores 

propordonaron t.asas no mayores a la anterior. 

Las regiones en la que queda diddido el plano cuando se utiliza el Kernel Normal con 

tUl ancho de int.ervalo para c:nda direC"ción, se puC'dc-n apreciar de la gráfica en la siguiente 

gráfic-a: 
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Discriminant Analysis of Fisher (1936) Iris Data 

Using Kernel Density Estimates with Unequal Bandwidth 

Plot of Classification Results 

Plot of PETALWID•PETALLEN. Symbol is value of _INTO_. 
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En esta gráfica se observa que el comport.amiento de las tres especies es estable, lo 

cual significa qne la especies Setosa se agrupa en la parte inferior izquierda mientras que 

Versicolor ocupa la partP central de la gráfica y la cspe>cic \'irgrnica esta dispersa alrededor 

de ésta. 

Por lo tanto se puede ('Oncluir qne los resultados obtenidos utilizando el supuesto de 

normalidad y cuando se supone que la densidad de la muestra no signe ninguna forma 

paramét.rica conocida son sirnilares. 



Capítulo 5 

Conclusiones 

Debido a que las t éenkas 1m1ltiYariadas permiten analizar un nlímero considerable de va­

riables que son observadas sobre indh·idnos que provienen de una o más poblacioncs 1 estas 

técllicas han sido utilizadas en divPrsas áreas ele la Ciencia cmno lo son: La !\lcdicina para 

clasificar a los pacientes que pn<leccu de una cierta enfennedad y aquellos que no la pade­

cen, en La Biología se hacen estudios para analizar la relación entre el crcci1niento del tallo 

de una planta con d tipo y la canticlad de fertilizante que es Il1("zdado en la tierra~ en la 

Arqueología para hacer la clasificación de los cráneos que son encontrados en una cierta 

región y ubicarlos en el periódo histórico al que pertenecen, C'tc. Dado que existe interés 

por conocer cuales son la .. .:; basf•s inat enultica."1 en las que desl'ansau estos métodos, el pre­

sente trabajo c111nplió con el objeth·o inicial de hacer nua recopilación de los resultados que 

sou necesarios para la cmnprensión <le dos de las técnica.s 111ulti\'ariadas más utilizadas: La 

Técnica de Cmnponentcs Principales y El ArHilisis Discrinlinante. 

Dado la irnportaneia que tiene dentro del análisis nmltivariado el concept.o de la función 

de densidad de probabilidad innltivaríada, Pl Capítulo 1 <le esta Tesis extiende e5te concepto 

al caso n111lt.ivaria<lo y hace nna recopilación general de la.."i propicda<lps que caracterizan a 

las densidades n111ltiva.riadas donde en algunos casos se presentan ejemplos para ilustrar su 

uso. 

En el Capítulo de Cotnponentes Principales, se prcsent an los resultados típicos que cita 

la Literatura especializada en este tópico y se presentan ejemplos ih1stratiYos de esta técnica 
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nt.ilizando el paquete STATISTICA debido a su fácil manejo, a Ja calidad de Jos resultados 

que pueden obtenerse y la resolución de sus gráficas. 

En la parte correspondiente al Análisis Disc:rinünante, se obtuvieron resultados mucho 

más ricos, se introdujo la teoría de los estimadores l\:erncl para esti1nar la densidad de la 

muestra cuando no se hace el snpnrsto de alguna densidad paran1étrica, c01110 el n1odelo 

normal y se discute la c.onst.rncción de los mapas territoriales que aparecen en los paquetes 

estadísticos pero que sin e1nbargo no se encuentra su disensión en libros correspondientes 

a este tópico. 

En el Capítulo 4 1 se hace una con1paración de los resultados que son obtenidos C'On 

base en la discrin1inadón nonnal y nquellos que se deri'van de los est.in1ndores Kernel. En 

esta parte se pudo co1nprobar (aunque uo se elaboraron un 111í1nero considerable de sin111-

laciones), que cuando una muestra cumple con el supuesto de nonnalidad. los resultados 

que se obtienen 1nediante la discriminación nonnal son n111y parecidos a los obt.enidos por 

medio de los esti1naclores Kernel, ¡wro cuando la muestra no e1unple ron este supuesto, los 

resultados de la clasificación si se utilizan las funciones de discrinlinación bajo el supuesto 

de nonnalidad son pnbrPs, 1nientrn . ., que los estinrndores l\:f.•rnPI proporcionan n'stllt.ados 

muy superiorl'S, <•n f•I sl'utido de la precisión en la cla.sificadón. Esto conduce a considerar 

la discriminadón no pararnétrica basada en la estimación por ml'dio Jcl Kernel. ya que los 

resultados que dl' Plla se obt.iPllL'll son tan efident(~s como los que se dcsprPnden de la dis­

critninación nonnal, ('ttando el s11p11est o de norn1aliJad se et un ple y son s11periores c11antlo 

la densidad de la 1n11estra no propordona alguna forrna para.métrica conocida. 

Finalmente, en el Apéndice A se recopilan los resultados de apoyo en las iirens de 

Algebra, C<ilculo, Estadística y Probabilidad qne se utilizaron a lo largo de la prC'sente. El 

Apéndice B, contiene los resultados de los ejPmplos y la.s 1n11estras asociadas a la técnica 

de Componentes Prindpales. En c~I Apéndice C, se <'Oncent.ran los progrn.ma.s elaborados 

en el paquete SAS para las si11111laciones correspondientes al Capítulo 4. 
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Apéndice A 

Resultados Preliminares 

El objetivo de este Apéndice es hacer una recopilación de algunos de los resultados básicos 

que pueden ser importantes para la comprensión de la teoría 1natemátka que utilizan 

los métodos estadísticos multivariados. Por esta razón se enuncian alg1u1as definiciones 

correspondientes a las ú.reas de .Algebra, Cúlculo, Estadística y Probabilidad. 

A.1 Algebra 

A.1.1 Matrices 

Definición A.1 Uria matriz A de tamario 11i x n, es un conjunto de números con m 

renglones y n columnas con la siguiente fonna 

( ::: ::: ::: ) A= 

am.l Um2 amn 

y se escribe A=xn = {a;;} para denotar una matriz A de dimensión m X n, en donde a;; 

es el elemento que está en el i-ésimo renglón y en la j-ésima columna. En particular, sí 
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m = n se dice que A es una matriz cuadrada. 

Definición A.2 Si n = 1, entonces se dice que A es un vector columna y dicho vector se 

escribe: 

Definición A.3 Si m 

siguiente forma: 

A~(J 
entonces se dice que A es un vector rengl6n el cual tiene la 

A= ( CL1 a,. ) . 

Definición A.4 A es una matriz nula si todos sus ele1nentos son cero. 

Definición A .5 Sea A es una matriz cuadrada en donde todos sus elementos arriba de la 

diagonal son ce1n,entonces A es llamada una matri:; triangular inferior . La matriz tiene 

la forma: 

( 
::: a:, : J A= 

ª1" a2n ª"" 

Definición A.6 Sea A es una matriz cuadrada, en donde todos sus elementos debajo de la 

diagonal son cero entonces se dice que es una matriz triangular superior misma que tiene 

la forma 

( 

ª0

11 

ª
12 

ª
1

" J A= a22 a211 

~ O a~n 
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Definición A. 7 Sea Anxn una matriz cuadrada en donde todos sus elementos fuera de la 

diagonal son cero, es llamada una matriz diagonal, esta 11iatriz se denota pordia9 (a11 , ... , a,m)· 

Definición A.8 Una matriz cuadrada de dimensión n x n, que se denota por·!,. y se define 

por 

Definición A.9 Si los renglones y las columnas de u.na matriz A de m x n son intercam­

biados se obtiene como resultado la rnatrzz transpuesta de A, y que se denota por A' o A'. 

De este modo si A= {a,i} entonces A' = {a1 ;} de dimensión n x m. Sí en part-icularcular 

A= At, se dice que A es una mat1-iz simétrica. 

Operaciones con IVIatrices Sean A, B 1 e 111atrkes de rn X 71. con elementos arbitrarios 

a,1 1 b,1,c,1 con i = 1, ... ,1n j = 1, . . ,n respectivamente. 

Suma La Siuna de las matrices A y B es una rnatriz C y que puede ser escrita como: 

C = A+B, 

ta} que IUl elemento arbitrario de C, digamos Cij está dado por 

Multiplicación El producto AB entre 1ma matriz A de m x n y tma matriz B de n X k, 

es una matriz C de m X k cuyo elemento C;j está dado por 

n 

Cij = ¿a,rb,.1 , 

r=l 

con i = l, ... , m y j = 1, ... , k. Nótese que el producto AB esta definido únicamente si la 

dimensión de las columnas de A es igual a la dimensión de Jos renglones de B. 
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Definición A.10 Sean A una matriz de dimensión m x n y o un escalar. El producto oA 

del escalar a y de la matriz A es una matriz B de m x 11, tal que un elemento arbitrario 

de B, por decir b,í está dado por la expresión: 

en donde i = 1, ... 1 1n y j = L ... , n. 

Propiedades de las Operaciones con Matrices 

l. A + B = B + A Conmutat.ividad de la smna. 

2. (A+ B) + C =A+ (B + C) Asociatividad de la suma. 

3. A +O = O+ A = A Identidad de la suma. 

4. o (A+ B) = aA + aB Ley dist.ribnt.h·a izquierda. 

5. (<> + /3) A= aA + f3A Ley distributiva derecha. 

6. (a/3) A =o (f3A) Asociat.ividad de la mult.iplicadón de escalares. 

7. A (BC) = (AB) C Asociat.ividad de la m11.It.iplicación de matrices. 

S. IA =A y BI Identidad para la multiplicación. 

9. A (B + C) = AB + AC Ley dist.ributirn izquierda. 

10. (A+ B) C = AC + BC Ley ilistribut.iva derecha. 

11. (A')'= A Transpuesta de la transpuesta. 

12. (A+ B)' =A'+ B' 'Iranspuest.a de la smna. 

13. (AB)' = B'A' Transpuesta de •m producto. 
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A.1.2 Propiedades de la Traza, el Determinante y la Matriz In-

versa 

La función traza que se denota y se define por tr (Apxp) = 2::f= 1 ªr-P satisface las siguientes 

propiedades. 

Sean las matrices Apxpi Bpxp• C 1,x,., D,.xp y un escalar a: 

l. tr(a) =a. 

2. tr(A±B)=trA±trB. 

3. tr (aA) = atr (A). 

4. tr (CD)= tr (DC). 

5. ¿f=1 x~Ax; = tr (AL:f=1 x¡xD donde X¡ i = 11 ... ,p son las componentes de nn vector 

X. 

Definición A.11 Deterwinante de primer y segundo orden. 

El determinante de primer orden asociado a una matriz A = ( au) de 1 x 1 que se denota 

por /A/ se define como /A/= a 11 . 

El determinante de segundo orden de una matriz .42 x 2 definida como: 

( 

ªn 
A= 

ª•• 
que se denota por /A/ está dado por 

/A/ 1 ::: ::: 1 

(aua22 - a21a12). 

Definición A.12 Cofactores y determinante. 
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Sea Anxn = {a;;} una matriz y supóngase que los determinantes de menor orden que n 

están determinados. El cofactor de a,j en A es 

donde A .. 1 e.<t la matriz m.P-1wr de .A, que resulta de eliminar el i - ésimo renglón y la 

j - ésinia columna de la. matriz A. El detenninante de A es 

IAI 

anl an2 Ünn 

ª11ª;1 + ª12a;2 + · · · + a1na;n. 

El determinante de una mntriz c1unple con las siguientes propiedades: 

l. Si A es una n1atriz cuadrada, se c11n1ple que 

l.41 = IA'I · 

2. Sea B la matriz que resulta Je intercarnbiar dos renglones o cohunnas diferentes 

de una n1atriz ('Ua<lrada A, entonces la relación qne guardan dichas matrices es la 

siguiente: 

IBI = - l.41. 

3. Si dos renglones de nna matriz A son iguales, entonces IAI =O. 

4. Si A tiene un renglón cero entonces 1.41 = O. 

5. Si A es 1111n tnatriz triangular de n x n. entonces 

IAI =TI a,,, 
1=1 

en particnlarcnlar si la matriz A tiene nnos en la diagonal 

IAI =l. 
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6. Sea Bnxn la matriz que resnlt.a de multiplicar un sólo renglón de la matriz Anxn por 

un escalar a, la relación entre estás dos matrices es la siguiente: 

IBI = <>" IAI. 

7. La operación de sustraer de nn renglón el n1últiplo de otro no altera el determinante. 

8. Si A y B son matrices de n x n se sat.isface 

IABI = JA! IBI. 

Definición A.13 Sea Anxn una matriz cuadrada. Si se puede encontrar una matriz A- 1 

tal que 

y 

entonces A-1 es llamada la matriz inversa de A. 

Definición A.14 La inversa de una matriz Anxn en donde r (A) = n es una matriz única 

que se denota por A- 1 y 1¡1ie satisface que AA- 1 = A- 1 A= I y que cumple con las siguientes 

propiedades: 

l. A- 1 =~(A,,)', donde A,i es una matriz menor de A. 

2. (cA)-1 = c- 1A- 1 . 

3. (AB)- 1 = B- 1A- 1 . 

4. La íinica solución de Ax= b es x = A-'b. 

5. Si existen las matrices de Apxp 1 Bpxn 1 Cnxn y Dnxp entonces 

6. Si existen las matrices inversas de la matriz particionada A = 

los elementos de A-1 están definidos como: 
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(a) Aí1
1 = (An -A12A221A21)-1 . 

(b) A¡2
1 = -A¡1

1A 12A2.'· 

(e) A221 = (A22 -A21A!1
1A12)-1 . 

(d) A 01
1 = -A:;:,'A21 A¡1

1 . 

Definición A.15 Una matr"iz cuadrada .4 se dice que es no singular si \Al ,,¡. O, y cumple 

con las siguientes propiedades. 

1. Pnra snbtnatrkcs cuadradas Apxp y Bqxq 

1 ~ ; 1 = IAI IBI. 

3. Para matrices Bpxni Cn'Xp y una matriz no singular Apxpi se satisface 

Definición A.16 Una matriz cuadrada que tiene inversa se llama invertible. Una matriz 

cuadrada que no tiene inversa se llama singular. 

Definición A.17 Una matriz A den x n es ortogonal si es invertible y A-1 =A'. 

Definición A.18 Una matriz Anxn cuadrada, es ortogonal si AA' = j con las siguientes 

pmpiedades: 

l. A- 1 =A'. 

2. A' .A= l. 

3. IAI =±l. 
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{ 
O r # s 

4. A~A,, = , donde Ar es tlll vector columna de la 1natriz A. 
1,. = s 

5. C = AB es ortogonal si A y B son ortogonales. 

Definición A.19 Una base {A1,A2 , ..• ,An} para un subespacio IV de !R" es ortonormal 

si los vectores A¡ son unitarios (es decir, de norma uno) y rn-utuarnente perpendiculares 

A: · A 1 = O para todo i of j. 

Teorema A.1 Sea A una matriz de n x n. Las siguientes condiciones son equivalentes: 

1. Los renglones de A forman una base ortonorrnal para ai". 

2. Las colu·mnas de ... \ fonnan una base ortononnal para !R". 

3. La matriz A es ortogonal, i.e., invertible con A- 1 = A.t. 

Demostración. Ver Fraleigh {1989}. 

Definición A.20 Una matriz A cuadrada se dice que es idempotente si A = A 2 • 

Definición A.21 El rango de una matriz Anxp, está definido corno el número de renglones 

{columnas) linealmente independientes en A. Si además el rango de la matriz A coincide 

con n o p se dice que es de rango completo. El rango de la matriz A se denota por r (A) o 

rango (A) y satisface las siguientes propiedades 

l. O S r (A) S min (n, p). 

2. r (A) = r (A'). 

3. r (A+ B) S r (A)+ r (B). 

4. r (AB) S min {r (A), r (B)}. 
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5. r(A'A)=r(AA')=r(A). 

6. Si las matrices Bnxn y Cpxp son no singulares, entonces r (BAC) = r (A). 

7. Sin= p entonces r (A)= psi y sólo si A es una matriz no singular. 

Definición A.22 El número .A se dice que es un valor propio de la matriz A, si y sólo si 

IA- .Al\= O, 

es llaniada la ecuación característica para la matnz A. 

Definición A.23 Sea A den x n. El polinomw P (.A)= \A - .XI\ tienen raíces .X¡, ... , An 

y que son llamadas valores propio.s de la matriz A y cuyos vectores ..-\'1 , ... , ~Xn asociados a 

estas raíces satisfacen A~X1 = ,,\."\, para i = 1, ... , n y que se denonunan vectores propios de 

la matriz A. 

Teorema A.2 Cada una de las siguientes condiciones es necesaria y suficiente para que 

el número ).. 8ea una val01· propzo de A : 

1. Existe un vector X# O tal que 

AX=.XX. 

2. La matriz (A - .>.!) es singular. 

s. IA- .>.!\ =o. 

Demostración. Ver Fraleigh ( 1989}. 

Teorema A.3 La suma de los n valores propios de una matriz A es igual a la suma de las 

n entradas de su diagonal, es decir 
n n 

2: .x, = L: ª••· 
1=1 i=l 

Demostración. \fer Strang (1976). 
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Teorema A.4 Si la matriz A es triangular (superior, inferior o en particu/arcular diag­

onal}, entonces los valores propios..\¡, ... ,An son exactamente los m.ismos que las entradas 

de la diagonal de A, es decir, au, ... , ann· 

Demostración. l'er Strang (1976}. 

Teorema A.5 Si los vectores propios Xi, ... , Xk corresponden a diferentes valores propios 

..\ 1, ••• , Ak, entonces son ortogonales. 

Demostración. Ver Praleigh (1989). 

Teorema A.6 Supóllgase que A de n. x n. tiene a.saciados n vectores propios linealmente 

independientes que están dados por G 11 ••• , Gni entonces si se eligen estos vectores como las 

columnas de una matriz G, se sigue que c- 1 AG es una matriz diagonal definida como: 

en donde A1, ... , An son los valores propios de A. 

Demostración. Ver Strang (1976). 

Definición A.24 La matriz A es definida positiva si X' AX > O 'o' X <F O dicha propiedad 

se denota por A > O. 

Teorema A. 7 Cada uno de los siguientes criterios es una condición necesaria y suficiente 

para que la matriz simétrica Anxn sea definida positiva: 

l. X'AX >O para todos los vectores X <FO. 

2. Todos los valores propios de A satisfacen A, > O Vi. 
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3. Todas las submatrices Akxk k = 1, ... , n tienen determinantes positivos. 

Demostración. Ver Strang (1976). 

Corolario A.l A es definida positiva si y sólo si existe una matriz IV no singular tal que 

A=IV'IV. 

Demostración. Ver Strang {1976}. 

Definición A.25 La Anxn es definida semipositiva si X' AX 2:: O V X~ O y se denota por 

A 2: O. 

Teorema A.8 Cada uno de los siguientes criterios es una condición necesaria y suficiente 

para que la matriz A sea definida semipositiva: 

1. X' AX 2: O para todos los vectores X. 

2. Todos los valores propios de A satisfacen .X; 2:: O Vi. 

3. Todas las submafrices de A tienen determinantes no negativos. 

Demostración. Ver Strang (1976). 

Teorema A.9 Supóngase que A> O y que sus vectores propios unitarios son las columnas 

de U donde la matriz A = UAU'. Entonces la rotación Y = U'X produce la suma de 

cuadrados 

X 1AX X'UAU'X 

Y'AY 

.X1Y,2 + · · · + .XnY;. 

La ecuación X' AX = r > O describe una elipsoidede cuyos ejes están en dirección de los 

vectores propios. 

Demostración. Ver Mardia (198.j}. 
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Teorema A.10 (Descomposici6n Espeétral) Cualquier matriz simétrica Apxp puede es­

cribirse como 

donde A es una matriz diagonal de los valores propios ele A, y r e.s una matriz ortogonal 

cuyas colu1nnas son los vectores propios estandarizados. 

Demostración. Ver Afardia (1984). 

Corolario A.2 Sea Apxp es una matriz no singular sirnétrica cuyos vectores propios están 

dados por r = (r1 , .•• , r p) y con valores propios .X1 , ••• , -Xp, para cualquier entero n 

A"= diag (.X~), 

y 

A"= rA"r'. 

si todos los valores propios de A son positivos entonces se puede definir las fracciones 

donde A¡ = diag (.x/), para enteros s >O y r. 

Demostraci6n. Ver Mardia (1981,). 

Corolario A.3 r (A) es el número de valores propios distintos de cero en la matriz A. 

Corolario A.4 Si A ~ O entonces la matriz A es definida positiva, si y s6lo sir (A) =p. 

Demostración 

=*] si A > O entonces r (A) = p. 

Por el Teorema A.1 O se puede descomponer la matriz A en sus vectores y valores propios, 

como 

A= rAr', 
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con r la matriz de vectores propios y A es la matriz diagonal de los valores propios de A. 

Supóngase que r (A) < p, entonces esto implica que al menos un ..\, = O. S.P. G. 

considere que el valor propio nulo es Av =O, y que r(p) '#O es el vector propio asociado a 

éste valor, entonces 

o r¡P>ArcP> 
qp,r'rAr'rr(p> 
r¡P>r' Arr(p» 

con rr(p) ,¡, O, ya que Sl ocurriera lo contrario, i.e., si rr(p) = o entonces también lo es 

r'rr(p) =o lo cual implica que r(p) =o y esto es una contradicción, por lo tanto se sigue 

que si A > O entonces r (A) =p . 

.;=] Sir (A) = p entonces A > O 

Sea a un vector no nulo en fRP, entonces 

a'Aa a'rAr'a 
b'Ab con b = I''a 

p 

¿b;..\, >o, 
i=l 

por hipótesis se sabe que r (A) =p. lo cual significa que todos los valores propios de A son 

distintos de cero, entonce$ se concluye que A es una matriz definida positiva. O 

Corolario A.5 Si J'Í[';.:.p C$ una matriz simétrica, entonces J¡f = Ui\Ut en donde uut = lp 

y Apxp es la matriz de los valores propios se cumple que 

l. tr (M) = tr (1\) = ¿;~ 1 ,\. 

2. IMI = n;=1 ..\,. 

Si en part.icularcnlar 1\fpxp > O se satisface que :L;f=1 ..\, > O y Tif=1 ,\, > O y además 

1 p ( p )~ -¿..\,;;:: IJA, 
p i=1 i=l 
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Demost.ración. Ver lvlardia ( 1984). 

Definición A.26 Una forma cuadrática en el vector X' = {X1 , ••• , Xp) es una función de 

la forma 
p ,, 

Q (X) = X' .4X = 2::: 2::: a,iX•Xi, 
1=1 J=l 

donde A es una rnatnz simétrica; esto implica que 

Definición A.27 1. Q (X) = X' AX es llamada una forma cuadrática definida positiva 

si Q (X) > O para toda X # O. 

2. Q (X) = X' AX es llamada una forma cuadrática semidefinida positiva si Q (X) 2: O 

para toda X #O. 

Corolario A.6 Si A> O, entonces A-1 >O. 

Corolario A. 7 Descomposición Simétrica. Cualquier matriz A 2: O puede escribirse como 

A=B2
• 

donde B es una matriz simétrica. 

Demostración. Ver Mardia {1984). 

Corolario A.8 Si A 2: O y B > O matrices de p x p, entonces todos los valores propios 

diferentes de cero de s- 1 A son positivos. 

Demostración. Ver Mardia {1984). 

191 



Teorema A.11 Sean A y B matrices simétricas. El valor máximo (mínimo) de X' AX 

s. a .. Yt BX = 1 , se alcanza cuando .)( es el vector propio correspondiente al má,s grande 

(más pequeño) valor propio de B-1 A. De esta forma 

maxX'AX s.a X'BX=I 

Demostración. Ver Afardia {1984). 

Teorema A.12 (Descomposición en valores singulares). Si A es una matriz de (n. x p) y 

de mngo r, entonces A puede ser escrita como 

A= UAV', 

donde Ucnxr) y \l(pxr) son las columnas ortonormales de las matrices U'U = V'V =Ir y L 

es una matriz diagonal con elementos positivo.i;. 

Demostración. Ver Mardia (1984). 

A.2 Cálculo. 

Teorema A.13 (Valor Medio para Integrales). Para una función continuanua f (x) en el 

intervalo [a, bj, existe un valor ( E (a, b] tal que 

[ J (x)dx = f (e) (b-a). 

Demostración. Ver Hasser (1979). 

En ot.ras palabras, el Teorema asegura solamente la existencia de por lo menos un e en el 

intervalo, para el cual f (e) es igual al valor promedio de/, pero no da ninguna información 

adicional de la ubicación de e. 
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A.3 Estadística. 

A.3.1 Distribuciones Discretas y Continuas 

A continuación se enlistan las fa.nüli.as pararnétricas de las densidades discretas y continuas 

que fueron utilizadas a. lo largo del pres011te trabajo. 

Distribución Bernoulli y Binoxnial 

Definición A.28 Se diCl~ <¡He J\._ e!J' una v.a. que tiene una distribución Bernoulli si su 

función de densidad está dada por la expresión: 

f (x) = pxql-x I¡o,1} (x) , 

en donde el parámetro p satisface O :S p :S 1 y q = (1 - p). 

La media, varianza y F.G.M. para una v.a. X qne se distribuye como una Bernoulli 

toman las siguientes expresiones 

E(X) 

Var(X) 

Mx (t) 

p, 

pq, 

(q +pe') con t E iR. 

Definición A.29 Una"·ª· X se distribuye Binomialmente si su función de densidad está 

dada por: 

f (x) = (~)p"q"-"I¡o,l, .. .,n) (x), 

donde los dos parámetros n y p satisfacen O :S p :S 1, n E N y q = (1 - p). 

Cuando nna variable X que se distribuye como una binomial ésto se denota frecuente­

mente como 

X - Bin(n,p). 
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La media, varianza y F.G.M. para X están dadas por 

E(X) 

Var(X) 

Alx (t) 

np, 

npq, 

(q +pe')" con t E IR. 

Distribución Normal 

Definición A.30 Se dice que X es una v.a. que se distribuye normalmente si su función 

de densidad está dada por 

en donde los parámetros Jl y a satisfacen -oc < µ < oo y a > O. 

Generaln1ente si la v.a ~\ se distribuye normalmente con parámetros µy u entonces lo 

anterior puede denotarse como 

X - N (µ,cr 2
), 

en donde la media, varianza y F.G.llI para la variable X están dadas por 

Distribución F 

E(X) µ, 

Var(X) 

Mx (t) 

a.2, 

exp (tµ + ~a2t2) con t E IR. 

Definición A.31 Si la v.a. X tiene una función de densidad definida por 

r[mt"] m T X~ 
f(x) = f'(!!!)f'(!.1) (~) · ~Ico,ooJ(x), 

2 2 [l+(.;;')x] 
donde los parámetros m,n E Z, entonces se dice que X tiene una distribución F y se puede 

escribir como 

X -F(m,n). 
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Si la variable X ~ F (m, n) entonces la esperanza y varianza de X toman las expresiones 

E(X) 

Var(X) 

_n_ con n > 2, 
n-2 
2n2 (m+n-2) 

m (n - 2)2 (n - 4) 

La F .G .l\ l. asociada a esta densidad no e.xiste. 

Distribución x2 

con n > 4. 

Definición A.32 Se dice que la V.a. X se distribuye como una x2 de parámetro k, si su 

función de densidad está dada por 

en donde el parámetro k > O. 

Si X se distribuye como una x2 entonces la merua, varianza y la F.G.M están definidas 

como 

E(X) 

Var(X) 

Mx(t) 

k, 

2k, 

(1 - 2t)-! con t < ~· 

Teorema A.14 Una matriz central H de dimensión n x n definida por H 

cumple con 

l. H' = H es simétrica. 

2. H 2 =Hes idempotente 

4. HX =X- X In, donde}(= n.-l LX;. 
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Demostración 

l. 

H' (Jn-;lnl~)' 

ln-Glnl~)' 
In - ~lnl~.D 

n 

donde l~ln = n., entonces 

H 2 = H - ~1" (1~ - 1~) 
n 

=H.D 

Hln (In - ~lnl~) ln 

( ln - ~lnl~ln) , 

y del inciso anterior se obtiene 

Hln (ln - ln) 

o.o 
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l. 

Desarróllese nSx 

HX (1 - ~lnl~) X 

x-.!.lnl~X 
n 
1 n 

X- -in¿x, 
n ;=1 

f:x, 
X - !=.!-1n 

11. 

X- X ln.D 

nSx Ln (x,- x) (x,- x)' 
i=l 

..,;;... ( ' - ' - ' - -') L.. X 1X, - X; X - X X,+ XX , 
i=l 

y distribuyendo la smna se obtiene 
n '""'' __ , nSx = L..X,X, -nXX, 

i=l 

pero 
n 

x•x=¿x,x:. 
i=l 

y si se define ln como un vector colmnna de dimensión n x 1 entonces la media de la 

población queda definida como 

entonces 

nSx x•x-n(;x•in) Gx'1n)' 
X'HX.D 

Teorema A.15 Sea E > O la matriz de dispersión de alguna variable aleatoria X, la 

raíz de E puede construirserse utilizando la descomposición espectral E = U AU' como 
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E!= U Al u•, la matriz E! es simétrica y definida positiva y Ai es la matriz diagonal de 

los valores propios de El. 

Demostración. 

El es simétrica. 

Por lo tanto I::i es simétrica.O 

(uAiu•) (uAiu•) 

UA!Aiu• 

UAU1 

E. 

(u Al u•)' 
(U1

)
1 

( Ai )'U' 
U Al u• 
El. 

I::! es definida positiva. Sea z E !RP, con z f. O, P.d. z1Eiz;:: O. 

donde y= U'z, 

Sabemos que cada .X; > O y que no todos los valores y; i = 1, ••. ,p son cero, por lo tanto, 

:!::~ es definida positiva.O 
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Teorema A.16 Sea E> O la raíz de E-1 puede construirse utilizando la descomposición 

espectral E- 1 = UA- 1 U' como E-~ = ur.-l;u< y además la matriz E-! es simétrica y 
definida positiv<L. 

Dem.ostración. 

E-t es simétrica. 

(uA-!u') (ur.-!u') 
ur.-!A-!u1 

UA-'U' 

E-1 .0 

(uA-!u')' 

(U')' ( A-i )'U' 
ur.-!u< 

E-! es definida positiva. Seas E !RP, con z ><f O, P.d. s'E-! s;:::. O. 

s' ( UA-~u') s 

t'Ah con t = U'z 
p 

¿A,t¡, 
i=l 

por hipótesis .\; > O entonces también lo es .x;-~, luego se sabe que no todas las t~ son cero 

entonces 

por lo tanto la matriz E-! es definida positiva.O 

Teorema A.17 Sea X un vector aleatorio y seaµ el vector de medias en donde X,µ E !Rn 

los cuales satisfacen la siguiente igualdad. 
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"tcx, -µ)'(x, -µ) = t (x.-x)' (x.- .t) +n (.t -µ)' (x -µ). 
•=l i=l 

Demostración 

n 

L:cx,-µJ(X, -µ)' t (x,- S: + x -11)' (x.- x + .\"" -µ) 
i=l 1=l 

t [(x.- .t) + (.t -µ)]' [(x.- x) + (,t -11)]. 
i=l 

Desarrollando el producto y distribuyendo la s1nna se obt.iene los productos C'rnzados se 

anulan, por lo que 

t (X, -1•) (X, - µ)' = t (x,- .t)' (x,- .Y)+ n (.t -µ)' (x -µ) .D 
1=1 1=! 

Teorema A.18 Sean A, E matrices definidas pos,tivas y sea H (E) = JE¡-;; exp { -~trE-1 A} 

entonces snp H (E) = H (A) = /A¡-> exp {-~tr ,.¡- 1 A}. 
~>O 

Demostración. 

Basta demostrar que 

C = lnH (A)- lnH(E);:: O, 

paro toda E > O.Desarrollando la diferencia se tiene 

ya que 

C -i ln JA/ - ~tr (A- 1 A)+ ~In JE/+ itr (r:-1 A) 

n.{ 1 n n ( 1 ) - 2 ln /A/ - In E/} - 2 trlp + 2tr r:- A 
n 1 1 1 np n ( 1 ) -2 ln r:- A - °"2 + 2tr E- A , 

JE-!r:-!AJ 
¡r:-! J JE-!AJ 
¡r:-!J JAI Jr:-!J 
JE-!AE-!J. 
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Desarrollando también la traza en la matriz E-1 A, se obtiene 

y se deduce que 

tr (:r:-h::-!A) 

tr (E-!AE-!), 

{A.l) 

Dado que las matrices :r:-1 y A son definidas positivas, también lo es la matriz E-! AE-! la 

cual tiene asociados ..\ 1 , .•. 1 ..\1' valores propios distintos con la propiedad de que cada,,\¡> O, 

y según el Corolario A. 5 se cumple 

,. 
tr(E-iAE-l) 

1E-!AE-ll 

:~::.>.. 
i=l 

fI>.., 
•=l 

y además se satisface por el mis11w Corolario que 

1 p ( p ) ~ 
Aa = - L.\, > II .\, = Ay, 

p i=l i=l 

entonces la ecuación A .1 puede expresarse como 

c 

Obsérvese que C tiene la forma del polinomio siguiente 

F(x)=x-1-lnx. 

Calculando la primera derivada de F (x) se obtiene 

dF(x) 
-;¡;:---

1 
1-­

x 
?_ 0 si X ?_ 0, 
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igualándola a cero se obtiene el punto x = l. Si se calcula la segunda derivada y se evalúa 

en :r = 1 puede verse que ésta es mayor que cero y se concluye que existe un mínimo local 

en x = 1 y que la función a partir de ese punto crece y de lo cual se deduce que 

np 
C = 2 [.\. - 1 - ln .\.] 2: O, 

y por lo tanto 

JnH(A) 2: JnH(E).D 

Teorema A.19 Sea X 1 , .. ., X,. una muestm aleatoria ele la población Np (µ,E). Si H0 y 

" -H1 son hipótesis las cuales conducen a estiniar E como ~ y S; y}( es el estimador máxim.o 

verosírnil ele µ bajo ambas hipótesis, entonces el cociente de verosimilitud para probar H 0 

vs Ha está dado por: 

-2Jn,\ = np{a-ln(g)- l}, 

donde a y g denotan la media aritmética y geométrica respectivamente de los valores propios 
,.._-! 

de E S. 

Demostración. Ver Mardia (1982, p.134). 

A.4 Probabilidad 

A.4.1 Convergencia en Probabilidad. 

Definición A.33 (Convergencia a cero en probabilidad). Decimos que Xn converge a cero 

en probabilidad, escribiéndose corno )(n = Dp (1) o Xn .!.. O, si para cada é > O, 

P (IXn\ > t::) - O, cuando 11 ~OO. 

Definición A.34 (Acotamiento en probabilidad). Se dice que la sucesión {Xn} está aco· 

tada en probabilidad, denotándose como Xn = Üp (1), si pam cada e > O existe una 
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6 (e) E (O, oo) tal que 

P(IXnl > ó(e)) <e, 'Vn. 

Teorema A.20 Serie de Taylor. La serie de Taylor para f (x) en x = a está definida 

como 

1 2 1 f (x) = f (a)+ f 1 (a) (x - a)+ '2if2 (a) (:x- a) + ... + ñjf" (a) (:x - a)n + R,,. 

donde 

y 
¡n+1 (e) (x - a)"+' 

R,, = (n+ l)! con a$ e$ x. 

Demostración. Ver Broc/,,-well & Davis (1991). 
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Apéndice B 

Estadísticas de los Ejemplos de 

Componentes Principales 

Ya que los eje1nplos presentados en el Capítulo 2 no contienen las rnuestras ni los cálculos 

en las qne está basado el análisis, este Apéndice tiene co1110 finalidad hacer una recopilación 

de las n1nest.ras así con10 tmnl>ién de los resultados munérkos que pueden proporcionar nn 

panoraina n1tis mnplio de la constitución estadística de las muestras y facilitarle al Lector 

el seguimiento (~i l!S que lo <lesea) de los cálculos obtenidos y que pueden ser reproducidos 

sin la 1nayor diticnlt ad. 

B.1 Ejemplo l. (Irises de Fisher) 

La 1nnestra de los Irises de Fishcr es una. n1atriz dé datos de dimensión 150 x 4, que esta 

fonnada por 3 especies de flor de Iris: Iris Set.osa, Iris Virgínica e Iris Versicolor; para cada 

una de estas especies se ton1aron 50 obser\'acioucs y se registró para ca.da una de estas 50 

flores 4 características: Longitud de Sépalo (scpallen). Ancho del Sépalo (scpahvid), Largo 

de Pét.alo (pet.allen) y Ancho de Pétalo (petalwid). 
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Variable Media Desviación cstandar 
SP 5.8433 0.8280 
SIV 3.0573 0.4358 
PL 3.7580 1.7652 
PW 1. l!l93 0.7622 

Table B.l: Estadísticas básicas para los Irises de Fisher. 

SP S'W PL Pll' 
SP 1 -0.0117 0.8717 0.8179 
SI\' -0.0ll7 1 -0.4284 -0.0366 
PL 0.8717 -0.4284 1 0.9628 
PW 0.817!) -0.0366 0.9628 1 

Table B.2: J\lat.riz de correlación para los Irises de Fisher. 

SP SL PL P\\f 
SP 0.6856 -0.0-122 1.2743 0.5162 
Sil' -0.0422 0.189!) -0.32!l6 -0.1216 
PL 1.2743 -0.3296 3.1162 1.2956 
PH' 0.5162 -0.1216 1.'.W56 0.5810 

Table B.3: !\lat.riz de cova.rianzn. para los Irises de Fisher. 

u, U2 1/3 u. ,\ 
0.3050 -0.3947 -1.8783 1.8151 2.9184 

-0.1576 -0.9657 0.6379 -0.8581 0.9140 
0.3397 -0.0256 0.3710 -5.5684 0.1467 
0.3306 -0.0700 1.6556 3.637!) 0.0207 

Table B.4: Tabla de vectores y \"alares para los Irises. 
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~epal Lenght Seoa.l \Vidth Petal Leni;ht Puta! \Vklth 
6.4 2.8 5.6 2.2 
6.7 3.1 5.6 2.4 
6.3 2.s 5.1 1.5 
6.9 3.1 5.1 2.3 
6.5 3.0 5.:? 2.0 
G.5 3.0 5.5 1.8 
5.8 2.1 5.l 1.9 
6.8 3.2 5 9 2, 
6.2 3.4 5.'\ :J.3 
7.7 3.8 ti.7 2.2 
6.7 :1.3 fi.7 2.5 
7.6 3.0 6.6 ·.u 
4.9 2.5 l.5 1.7 
G1 :1.0 5.2 2.3 
5.9 3.0 :.1 18 
6.3 2.5 .'i.O l.!J 
6.4 .1.2 5 :J '.!.:J 
7.9 .1.8 6A 2.0 
6.7 3.3 ;,7 2 1 
7.7 2.8 fl.7 20 
6.3 2.7 ·1.~ l.B 
7.2 3.2 fi o 18 
6.1 3.0 •1.9 18 
6.1 2.6 5.6 l..l 
b.4 2.8 ."J.G :.n 
G.2 28 •1.8 1 8 
7.7 3.U G.I 2.:1 
6.3 :J..t .J(j 1 2..1 
5.8 2.7 5.l 1 9 
7.2 3.0 ~-. 8 1 6 
7.1 3.0 5.\) '.!.l 
6A 3.1 5.5 1.8 
6.0 30 1\.8 l.S 
6.3 2.9 5 G l.8 
7.7 2.6 6.tl 2.3 
6.0 2.2 5.0 1.5 
6.9 ~ 2 f.>.7 2.3 
7.4 2.8 fi.l l.Y 
5.6 2.8 4.9 2.0 
7.3 '.2 ~J G.3 l.8 
6.7 2.5 5.8 1.8 
6.5 :~.O 5.b 2.2 
6.9 3.1 5 4 :u 
7.2 36 G.l 2.5 
6.5 3.2 5.1 2.0 
6.4 2.i 5.3 19 
G.8 :~.O 5.5 2.1 
5.7 2.5 5.0 2.0 
5.8 2.8 5.1 2A 
6.3 3.3 6.0 2.5 

Table !3.5: Datos Iris de Fisher, Especie Virgínica 
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Sopo.1 Lenght Sepal \Vidth Pctal Lcnght Peto.l \Vidth 
6.0 3.3 1.4 0.2 
4.6 3.4 1.4 0.3 
4.6 3.6 l.O 0.2 
5.1 3.3 1.7 0.5 
5.5 3.5 13 0.2 
4.8 3.1 1 u 0.2 
5.2 3_,, l.'\ O.::? 
4.9 3.6 l.4 0.1 
4.4 a.2 l.3 0.2 
5.0 a.s I.G 0.6 
4.4 3.0 1.3 02 
4.7 32 lti 0.2 
4.8 3.0 l·I 0.3 
5.1 3.8 1 u 0.2 
4.8 3.4 \.'.} ll.2 
5.0 3.0 J.tj 0.2 
5.0 3.2 l.::? 0.2 
4.3 :l.U 1.1 o 1 
5.8 -1.0 1.2 0.2 
5.1 J.8 l.!1 Q.¡ 

4.9 3.0 l.•l 0.2 
5.1 3.5 1.-1 0.2 
5.0 3.4 l.6 0.4 
4.u 3.2 1.-1 0.2 
5.7 ''"t l . ."i O..\ 
5.0 3.6 1.-1 0.2 
5..1 3 . .\ 1.5 0.4 
5.2 ·\.l l 5 0.1 
5.5 ·l.';! l..t ()2 
·l.!1 3.l 1.5 0.2 
5.4 3.!) 1.7 tJ.4 

5.0 3.4 1.5 0.2 
4.4 2.9 1.4 0.2 
4.7 3.2 1.3 0.2 
4.6 3.1 1.5 º·-
5.1 3.4 1.5 0.2 
5.0 3.5 1.3 0.3 
4.9 3.1 1.5 O.l 
5.4 3.7 1.5 0.2 
5.4 3.9 1.:~ 0.4 
5.1 3.5 l.4 03 
4.8 3.4 1.6 0.2 
4.8 3.0 1.4 0.1 
4.5 2.3 1.3 0.3 
5,; 3.8 1.7 0.3 
5.1 3.8 1.5 0.3 
5.4 3"1 1.7 0.2 
5.1 :u 1.5 0.4 
5.2 3.5 1.5 0.2 
5.3 3.7 1.5 0.2 

Table B.5: Datos Iris de Fisher, Especie Setosa (continuación) 
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Senp.\ Lenght Su la\ \\'idth Peta\ Lcn¡;ht Pctal Width 
6.5 2.8 4.6 1.5 
6.2 2.2 4.5 1.5 
5.9 3.'.! 4.8 1.8 
6.1 3.0 4.ti 1"1 
6.0 2.7 5.1 l.O 
ó.6 25 3.9 1.1 
5.7 '.!.8 4.5 1.3 
6.3 l3 4.7 lti 
7.0 32 47 1.4 
6.<1 3.'.Z ·\.-"' l5 
6.1 2.8 4.0 1 3 
5.5 :?A :\.8 1.1 
5 .. 1 30 45 1.5 
5.8 2.G •l.ü L:.! 
5.5 2ti 4.4 1.2 
6.7 :u 4.4 IA 
5.6 3.0 45 l 5 
5.8 2.7 4.l lo 
o.o 2.9 4.5 l 5 
5.7 2.6 .15 1.0 
5.7 2.U 'l.2 l.3 
4.9 '..!A 3.3 1.0 
5.6 2.7 ·1.2 t.:J 
5.7 3.0 ·l.~ l.'2 
6.6 2.9 46 1 .1 
5.2 2.7 :El l-1 
5.0 3 . ..\ 4.5 1.G 
5.0 2.0 :1.5 1.0 
5.5 24 :u· l.0 
5.B '2.7 39 1.2 
6.'.! '.J.'J ·U i.:i 
5.9 :J.(J •1.2 l.5 
6.0 '..!.2 40 l.O 
6.7 3.1 4.7 1.5 
6.3 2 :-1 " 1.3 
5.6 3.0 .¡¡ l.3 
ü.3 '..?.r, '19 1.5 
6.1 2.B <l.7 l.:! 
6.4 2.9 .i.3 l.3 
5.1 2.5 au 1.1 
5.7 2.8 • l l.3 
6.1 2.9 .\.7 1.4 
5.6 '2.9 :t6 l.3 
6.0 3.1 4.0 1.5 
5.5 2.5 4.0 l.3 
5.5 2.3 4.0 l.J 
6.6 3.0 4A l.4 
6.8 2.8 48 1.4 
6.7 3.0 5.0 1.7 

Table B.5: Dat.os lrir de Fisher, EspecieVersicolor (continuación) 
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B.2 Ejemplo 2 (Datos Simulados) 

La muestra consiste de uua rnatriz )\ de dhnensión 100 x 3 la C'ual contiene tres variables 

a las que denotare1nos por ... \ 1 , ..-Y.2 y .. Y3; y que fueron simuladas haciendo uso del paquete 

S - PLUS para lVINDOlVS versión 3.3 (1995). Es conveniente señalar que las dos 

primeras variables .. \'1 , .Y2 fueron simuladas con una distribución nonnal bivariada y que la 

variable .. Y3 fue generada como una combinación lineal de .Y1 y ..-\2 rnás un error aleatorio¿ 

que fue generado indepentlientenwnt.e de ... \'" 1 y .. \ 2 y cuya dist ribnción es normal con media 

O y varianza l. 

Variable !lledia Desviación estandar 
X1 5.3490 3.2594 
x, 3.1337 !.3481 
Xa 0.3485 8.8620 

Table B.6: Estadísticas descriptivas para la tabla B2. 

X1 X2 Xa 
X1 1 0.4512 0.7546 
X2 0.4512 1 -0.2360 

Xa 0.7546 -0.2360 1 

Table B.7: Matriz de correlación para la muestra simulada. 

X1 X2 Xa 
X1 10.6234 1.9825 21.7983 
x, 1.9825 1.8172 -2.8196 
Xa 21.7983 -2.8196 78.5357 

Table B.8: Matriz de covarianza para la muestra simulada. 
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-0.5510 0.1285 -9.4881 1.7909 
-0.1728 o. 7892 6.3665 1.2042 
-0.4741 -0.4370 8.7052 0.0048 

Table B.9: Vectores y valores propios. 
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X1 X2 X3 
1 3.89433309 4.59996089 -10.19609414 
2 2.48170761 1.687 41685 -1.63563163 
3 3.43892501 2.67324816 -3.87058899 
4 5.63577236 4.26865087 -5.49307145 
5 3.97327552 1 .58407351 5 53148336 
6 3.25494 783 0.85062199 5 86633236 
7 8.4227 4391 2.11966199 13.22071619 
8 9.3072871 4 3.03255923 1 3.40887586 
9 3.2871631 2 1 .83466632 -1.78027472 

10 4 09239414 4.63986041 -11 .69785726 
11 10.377 42194 2.5391 0658 18 81480135 
12 3 87703344 4.33038355 -10.57208539 
13 5.54184767 2.3631 2637 5.31582774 
14 2.90430370 3 24861201 -7 58996728 
15 5 85039613 5 40027647 -10.01526648 
16 o 73508751 o 62693588 -0.68841827 
17 12.07055018 2.41021902 24.31033321 
18 7.69108887 2.37053679 8.62087245 
19 8.61990033 3.97598537 5.99043972 
20 10.11287217 3.92794622 11 .00374302 
21 9 41062699 2.72947920 14.79830056 
22 3.61979867 2.5033531 2 -2.26060069 
23 5.17009421 o. 13327605 15.43834687 
24 -0.50843922 0.80013635 -6.66952193 
25 6.42870408 2.07504503 1 0.09650381 
26 5.06241113 1 .64676341 5.78794432 
27 5.01442194 2.77229214 1.33826430 
28 5.59426021 5.00964979 -7.74274145 
29 6.56282229 4.78174531 -4.85225317 
30 8.59128748 3.96662272 6.88060512 
31 5.03421021 4 04482956 -4.05041 245 
32 9.17732993 3.96676228 7.37555489 
33 0.63193616 1.72213835 -6.46428962 
34 7.35304982 3 22292573 7.38945939 
35 1.63722180 2.96073005 -9 04100471 
36 12.65755155 4.11814264 1 6.35090031 
37 5.28596881 3.90602406 -3.84622956 
38 2.42157549 3.25904502 -7 85065016 
39 3.99936727 3. 1 3276365 -4.57653581 
40 4.41452497 3.60031878 -4.71542564 

Tabla BlO. l\lnestra 8im11.Jada en S-PLUS 
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X1 X2 X3 
41 7.03482417 5.12729976 -3.99361671 
42 11.1 0530631 5.99206055 2.90126373 
43 5.20032039 3.35267740 0.57606074 
44 10.50517041 2.76806064 15.41024243 
45 0.6219391 o 6.48394737 -5.05258132 
46 6.21974103 3.05907642 3.22053046 
47 5.12499355 1.36799530 6.60148420 
48 3.04946914 3 88470562 -11.32106365 
49 -O 85387840 3 48081429 -18.96755220 
50 6.78758902 1 68818935 11.02466589 
51 3 11529867 2.01834473 -0.33446046 
52 4 3607911 o 1.93007126 2.47200344 
53 8.22871960 4.54502774 3.23741733 
54 9 04802258 5.15195530 o 47946678 
55 1 85957564 1.75283126 -2.19380016 
56 0.4 7541087 0.49430492 -2.64868591 
57 2.02981514 2 54399870 -6 70132443 
58 4 24467044 3 77053281 -5 11885734 
59 11.03310623 1.42478027 25.30540321 
60 014738975 1.75622576 -0.06774288 
61 6.53593431 2 44284000 8.33330182 
62 6.90086041 4.48233808 0.03059037 
63 6.48635314 4.1 3161545 -1 34189054 
64 -3.00119801 2.80583342 -21 17069948 
65 0.47958033 2.25236339 -10.80032165 
66 4.22096384 2.38416104 0.2252151 o 
67 -1.90672821 o 85832233 -9 39252212 
68 6.88070732 5.85354557 -7 .54568455 
69 5.78455111 3.99594069 ·2.08099345 
70 6.02982784 2.09689324 7.38160359 
71 6.68906854 2 81121062 5.05492474 
72 1 0.54688257 3 86787675 13 63522346 
73 0.70682877 5 35832822 o 92443203 
74 6.07071916 3.50325321 0.78651065 
75 0.04396223 4.00595409 -1 9.61 583854 
76 7.40081457 1.55438586 12 84758283 
77 6.92832256 2.92451774 5.26592156 
78 6.35721777 4.16976213 -0.36390039 
79 2.04636708 3 5066905 g -11 10425138 
80 4.04017125 3 38675977 ·2.36955340 

Tabla BlO: :Muestra simulada en S-Plus (continuación). 
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X1 X2 X3 
81 3.30414795 4.37767204 -10.90097279 
82 4.62602793 2.64549463 1.13080595 
83 1.57989036 1.34182774 -5.47360165 
84 7.36837016 3.35963790 5.22736213 
85 10.724 79019 4.70387049 8.22373332 
86 5 27953285 2.96457467 0.03402487 
87 0.72717712 1.77089162 -7 .06591724 
88 4.31772182 3.74347575 -6.52520326 
89 7.1 0365401 4.21305650 0.16277413 
90 3.95114980 4.12314108 -8.62172670 
91 4.9612251 o 2.77431361 1 .84588427 
92 4.06397215 2.44218141 1.13072171 
93 2.68173291 1.85780157 -3.07242871 
94 6.02479649 3.12009812 2.98900232 
95 10.15358183 4.77906370 4.93209648 
96 5.31285924 3.63312673 -1.99423032 
97 4.12547143 4.28232924 -9.83716597 
98 2.15648981 1.32186846 1.70495716 
99 12.60429259 6.17839108 7 .4 7909756 

100 5.33383785 1.91538188 6.73316586 

Tabla BlO. Muestra simulada en S-Plns (cont.inuación). 
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Apéndice C 

Salidas del Paquete SAS 

Este Apéndice C'Oncent.ra las simulaciones obtetúdas n1ediante el paquete estadístico S-Plus 

con las que se hace la comparación entre los n1étodos discrhninantes paramét.rico y no 

paran1étricos analizados en el Capítulo ~1 de la prcsf'nte. En este apartado se encuentra 

el programa que es típico en las tres pri1ncras 1nuestra.s simuladas y en la últin1a sección 

se hace referencia a la 1111iestra de los Irises de Fisher 1 la e11al fue analizada n1ediante el 

paquete SAS. 

C.1 Programa Elaborado en el Paquete SAS para la 

Simulaciones 1, 2 y 3 

El prograrna que se presenta a continuación es común para las tres conjuntos de datos 

simulados en el Capitulo ..t, por los cual se C'Onsideró pertinente incluirlo sólo una vez. 

data datos; 

title 'Discriminant AnalysisJ; 
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infile 'c:\datos.txt'¡ 

input IND Y GRUPO; 

drop IND; 

run; 

proc discrim data=datos method=normal pool=yes short; 

class GRUPO; 

var Y; 

title2 1 Using Normal Density Estimates with Equal Variance' ¡ 

run; 

proc discrim data=datos method=normal pool=no short; 

class GRUPO; 

var Y; 

title2 'Using Normal Density Estimates with Unequal Variance'; 

run; 

proc discrim data=datos method=npar kernel=normal r=.4 pool=yes 

short; 

class GRUPO; 

var Y; 

title2 'Using Kernel Density Estimates with Equal Bandwidth'; 

run; 

proc discrim data=datos method=npar kernel=normal r=.4 pool=no 

short; 

class GRUPO; 
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var Y; 

title2 'Using Kernel Density Estimates with Unequal Bandwidth'; 

run; 
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C.1.1 Muestra Correspondiente a la Simulación 1 

-- ---- --- --
IND y GRUPO IND y GRUPO 

1 7.6830 1 41 6.1050 1 
2 8.0300 1 42 B.5620 1 
3 1.2080 1 43 7 .5240 1 
4 65630 1 44 0.5200 1 
5 0.5150 1 45 B.0100 1 
6 o 1490 1 46 8 2060 1 

7 7 .9640 1 47 8.7220 1 

8 2.0680 1 48 68170 1 
9 10.7970 1 49 7.9500 1 

10 -1 3720 1 50 8 2890 1 

11 81130 1 51 86980 1 

12 7.7720 1 52 7 .5770 1 
13 6.2620 1 53 -0.7100 1 
14 7 6290 1 54 5 3550 1 
15 1.2240 1 55 8 4210 1 
16 71910 1 56 8.8340 1 
17 B.7710 1 57 2.6250 1 
18 8.1160 1 58 7.4260 1 
19 7.8260 1 59 8.0580 1 
20 01860 1 60 -O 9850 1 
21 -O 7750 1 61 6.5640 1 

22 8.9000 1 62 1 8620 1 

23 7 .7580 1 63 7 9210 1 
24 68160 1 64 7.5460 1 

25 8.9560 1 65 -0.2120 1 
26 -0.7740 1 66 8.1260 1 
27 0.2830 1 67 7 .3300 1 
28 -0.9350 1 68 7.4940 1 

29 0.9390 1 69 7 .1430 1 

30 83900 1 70 7 0880 1 
31 0.8760 1 71 2.2530 1 

32 6.4830 1 72 7 .8200 1 
33 7.7480 1 73 7.4690 1 

34 0.1430 1 74 6.1980 1 

35 7 .8960 1 75 7.4970 1 

36 8.2010 1 76 -0.4070 1 

37 8.8070 1 77 6.4610 1 
38 1.2330 1 78 8.6400 1 
39 0.1280 1 79 -0.2400 1 
40 6 0450 1 80 8.9940 1 

Tabla Cl. J\lnest.ra asociada a la Simulación 1 
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¡¡¡;¡o y GRUPO \NO y GRUPO 

81 1.8420 1 121 6.8950 1 
82 7.4930 1 122 7.6400 1 
83 0.0170 1 123 8.8250 1 
84 B.2150 1 124 B.4380 1 
es 7.1370 1 125 0.7280 1 
86 7.2270 1 126 8 4920 1 
67 -0.1620 1 127 8 9990 1 
88 1.3950 1 128 69150 1 
89 8.0170 1 129 6.9980 1 
90 1.6940 1 130 7.1600 1 
91 9.5720 1 131 8 7020 1 
92 6.9100 1 132 7.1520 1 
93 0.0570 1 133 -1.2730 1 
94 9.2590 1 134 -O 5380 1 
95 7 .8290 1 135 -2 0050 1 
96 82650 1 136 o 0840 1 
97 68580 1 137 7 0610 1 
98 8.1900 1 138 7 .5730 1 
99 6.6180 1 139 5.9830 1 

100 7.7780 1 140 1.0360 1 
101 7.7010 1 141 o 2320 1 
102 -1.9160 1 142 1.7250 1 
103 7.9170 1 143 6 9770 1 
104 o 2410 1 144 7 8640 1 
105 B.2050 1 145 5 9370 1 
106 6.7630 1 146 9 4400 1 
107 -0.4000 1 147 -2 3570 1 
108 7 .2280 1 148 7 3960 1 
109 -1.8530 1 149 -O 5000 1 
110 8.9230 1 150 8 3980 1 
111 0.2270 1 151 05810 1 
112 7.5610 1 152 7 4300 1 
113 -0.1820 1 153 B.2700 1 
114 7.0540 1 154 7 3190 1 
115 -0.3280 1 155 66310 1 
116 8.2600 1 156 -0.8740 1 

117 7.9020 1 157 -0.7050 1 
118 8.9140 1 158 8.4570 1 
119 7.1020 1 159 6 5850 1 
120 0.3870 1 160 -01560 1 

Tabla CL Muestra corresponuiente a la Simulación 1 (continuación). 
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1 IND V GRUPO IND y GRUPO 

i 181 0.2070 1 1 4.3260 2 
1 162 0.7330 1 2 3.7400 2 
1 163 8.3810 1 3 12.3840 2 

164 7.9370 1 4 3.4200 2 
165 7 .6070 1 5 4 4900 2 
166 6.5640 1 6 11.1590 2 

1 167 -0.3860 1 7 3.8470 2 
168 80700 1 8 5.0790 2 

1 169 -0.5050 1 9 12.7270 2 
170 6.6500 1 10 5.1360 2 

¡ 171 1.2560 1 11 2.4510 2 
1 172 6.5830 1 12 2.4060 2 

173 7 .9660 1 13 4.8910 2 
174 -0.5730 1 14 2.4950 2 
175 0.0410 1 15 3 6700 2 
176 8.1270 1 16 4 9300 2 

177 B.2640 1 17 1.6150 2 

178 9 0590 1 18 5.5340 2 

179 7.9130 1 19 3.5120 2 
180 8.4040 1 20 13.5490 2 

1 181 8.7110 1 21 3.5200 2 

182 8.7100 1 22 3.5520 2 

183 o 4870 1 23 6.0390 2 

184 6.6500 1 24 4.1750 2 
185 8.3580 1 25 4.2510 2 
186 o 0060 1 26 3.8060 2 

187 9 3130 1 27 4.0730 2 
188 7 8760 1 28 4 6370 2 
189 9.5040 1 29 3.5060 2 

190 -0.5120 1 30 6.1460 2 
191 10 2300 1 31 11.6750 2 

1 192 0.1490 1 32 S.5830 2 

' 
193 0.7930 1 33 3.8210 2 

194 -0.6340 1 34 3.5170 2 

195 7 .7260 1 35 10.9130 2 
196 8 0930 1 36 2.5450 2 

197 6.8740 1 37 4.9060 2 

198 -0.3480 1 38 3.9580 2 
199 o 8650 1 39 3.5940 2 

200 7 .9350 1 40 3.7030 2 

Tabla Cl. l\lncstra correspondiente a la Simulación (continuación). 
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-------~--

IND y GRUPO IND y GRUPO 

41 12.9580 2 81 14.680 2 
42 4.6820 2 82 12.345 2 
43 3.3640 2 83 12 430 2 
44 3.4400 2 84 3 521 2 
45 5.1900 2 85 12.524 2 
46 2.5170 2 86 3 598 2 
47 12.1060 2 87 3.358 2 
48 11.8220 2 88 3.101 2 
49 12.8230 2 89 5.511 2 
50 12.5910 2 90 5.405 2 
51 4.1370 2 91 3 861 2 

52 3.9550 2 92 3.877 2 
53 4 0760 2 93 5 395 2 
54 2.0700 2 94 4 777 2 
55 6.8400 2 95 3.873 2 
56 3.1150 2 96 3 352 2 
57 43560 2 97 4 477 2 

58 4.7140 2 98 5.565 2 
59 4.5280 2 99 4 570 2 

60 3.2890 2 100 4.150 2 

61 3.2900 2 101 2.407 2 
62 3.6700 2 102 4.243 2 
63 4.7150 2 103 3.530 2 

64 3.9790 2 104 2.731 2 
65 12.8650 2 105 12.667 2 
66 3.0460 2 106 4 190 2 
67 2.9120 2 107 12 203 2 
68 2.9670 2 108 5.233 2 
69 11.9700 2 109 2.983 2 
70 6 4180 2 110 5.346 2 
71 5.9360 2 111 3.464 2 
72 5.1090 2 112 12.004 2 
73 10.9200 2 113 3 771 2 
74 5.6980 2 114 3 729 2 

75 3.3140 2 115 5.050 2 

76 2.9530 2 116 4.306 2 
77 4.2750 2 117 13.071 2 

78 3.7690 2 118 11.595 2 
79 5.1970 2 119 3.996 2 
80 11.4420 2 120 3.391 2 

Tabla Cl. l\luestra asociada a la Simulación 1 (continuación). 
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IND V GRUPO IND V GRUPO 

121 3.4190 2 161 5.8850 2 
122 3.3550 2 162 3.2440 2 
123 3.2000 2 163 2.2070 2 
124 4.5650 2 164 5.8170 2 
125 12.2670 2 165 4.2770 2 
126 11.0520 2 166 5.4640 2 
127 11.8270 2 167 3.6030 2 
128 3.7090 2 168 4.3690 2 

129 4.4820 2 169 3.1370 2 
130 11.5810 2 170 2.8150 2 
131 4.4230 2 171 3.5630 2 

132 2.9380 2 172 3.1980 2 
133 5 3390 2 173 3.8240 2 
134 2.5770 2 174 3 7350 2 

135 4.3970 2 175 3.1520 2 
136 4.1170 2 176 11 0890 2 
137 14.0340 2 177 3 6940 2 
138 4.1960 2 178 3.5880 2 
139 1.6330 2 179 3.5120 2 
140 11.9060 2 180 3.7620 2 
141 3.2540 2 181 3 6670 2 
142 4.0030 2 182 3 6440 2 

143 7.2700 2 183 2.5560 2 

144 3.1540 2 184 4 5800 2 

145 3.3540 2 185 2 4420 2 

146 4.4780 2 186 2.8920 2 

147 4.5850 2 187 3.3430 2 
148 3.5440 2 188 3 4440 2 

149 1.6130 2 189 12 6540 2 

150 3.5690 2 190 11.8510 2 

151 5.3650 2 191 2.1240 2 

152 11.2450 2 192 4.0470 2 
153 4.4910 2 193 12.5560 2 
154 4.1810 2 194 3.5210 2 

155 3.2770 2 195 5.0500 2 

156 5.0250 2 196 2.2700 2 

157 13.0850 2 197 11.1310 2 

158 11.8600 2 198 3.0850 2 

159 4.0990 2 199 3.1450 2 
160 4.7090 2 200 3.9580 2 

Tabla Cl. l\lnest.rn asociada a la Simulación 1 (cont.inuación). 

221 



C.1.2 Muestra Correspondiente a la Simulación 2 

IND Y1 Y2 GRUPO -IÑD~--- --v20RuP0 
1 -2.0810 2.0540 1 41 o 5950 o 1160 1 
2 1 6890 0.8550 1 42 -O 0370 o 0230 1 
3 -0.7070 0.0620 1 43 -2 6700 o 3920 1 
4 0.7980 0.4850 1 44 1 7230 -2 5670 1 
5 1.5800 -1 2080 1 45 -O 5570 o 6630 1 
6 -1 4060 1 .1100 1 46 1 0050 0.1600 1 
7 1 2980 -O 4550 1 47 -O 9780 1 3870 1 
8 1.1510 0.7400 1 48 o 3120 11030 1 
9 o 8940 1 .2850 1 49 1 3420 -2 7840 1 

10 25050 o 3130 1 50 o 6120 31460 1 
11 2.4240 -2.6640 1 51 1 2490 -2 5450 1 
12 -3 4660 1 6560 1 52 -O 4390 06000 1 
13 -3 0900 3 2800 1 53 -1 3990 -O 0490 1 
14 -O 7190 o 1710 1 54 o 6760 -O 8290 1 
15 0.1730 o 1910 1 55 -O 4840 -O 6500 1 
16 2.4580 -4.0260 1 56 1.0030 -0.4850 1 
17 -2.2270 2 9650 1 57 -2 4160 25680 1 
18 1 4800 -2.5520 1 58 -1 8970 -1 2590 1 
19 -1 2090 1 8830 1 59 o 8130 o 3250 1 
20 -1.2570 2.0250 1 60 1.5540 2.1440 1 
21 0.7740 2 8620 1 61 -1 4720 -1 0260 1 

22 08840 -3.5790 1 62 0.2190 1 0960 1 
23 02930 -0.7500 1 63 2 7380 -3 9140 1 
24 01860 -0.8850 1 64 1.7070 -2 8860 1 
25 -2.1990 1 7580 1 65 -1.3330 -0.2880 1 
26 o 2920 0.7860 1 66 1.3360 -O 5660 1 

27 1.1340 -3.2140 1 67 o 8570 35670 1 

28 -O 3550 1 .9630 1 68 2.3540 -1 4340 1 
29 0.9870 -O 8320 1 69 -0.5920 3 8650 1 
30 -0.2970 -2.0180 1 70 -0.3800 -1 9590 1 

31 -0.2300 -O 8610 1 71 -O 7240 2.6920 1 
32 -1.8790 1 0990 1 72 3.8590 -4 3950 1 

33 -1.1440 1 9930 1 73 0.1020 -0.3430 1 

34 -1.4610 1 .0740 1 74 1.6030 -0.9660 1 

35 0.4300 o 5830 1 75 o 6970 -0.9250 1 
36 -0.5200 -O 2780 1 76 1 3710 -1 5150 1 
37 1.3430 -1 6100 1 77 -O 6990 0.2220 1 
38 0.1200 -1 .4590 1 78 -1.7760 03160 1 

39 -1.1850 -O 8950 1 79 -0.7390 1 3240 1 

40 0.1080 -1 7890 1 80 -O 6350 27980 1 

Tabla C2. !\Incstra correspondiente a. la Sinntlación 2. 
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---------
IND Y1 Y2 GRUPO IND Y1 Y2 GRUPO 

81 -2.4130 -0.1660 1 121 -0.6320 0.3800 1 
82 -1.6320 0.2930 1 122 -0.2640 1 6100 1 
83 -0.5150 -1.8480 1 123 -0.3300 1.0300 1 
84 0.6040 -0.6130 1 124 1.6910 0.2690 1 
85 -1.2150 2.2590 1 125 0.5700 0.8080 1 

86 1.7060 -1.2890 1 126 -2.4960 09500 1 
67 0.6850 -1.5740 1 127 2.7500 -2 0570 1 
88 1.9810 0.2440 1 128 1.0990 -0.4630 1 

89 -0.3670 2.5460 1 129 0.5770 1 8460 1 
90 0.4960 o 8960 1 130 0.5580 -2.8870 1 

91 -2.1240 o 0130 1 131 -0.5440 -0.3710 1 

92 0.4540 -2.5650 1 132 -1.2720 1.1660 1 
93 0.4650 -6.1330 1 133 -0.8770 3.5000 1 
94 -1.2140 -1 4600 1 134 2 3380 -0.4430 1 

95 -1.6200 -2.3290 1 135 0.9350 1.5840 1 
96 1 3980 -1 2390 1 136 0.0740 -1.8730 1 
97 0.7220 1 0930 1 137 o 7360 -1.3400 1 
98 -1.5070 o 1670 1 138 0.6830 0.5300 1 

99 0.6830 o 1620 1 139 0.7540 0.2550 1 
100 -1.0630 -1 6210 1 140 0.3830 0.2290 1 
101 0.1070 -1 2530 1 141 2 3400 1 5240 1 

102 0.7930 0.1910 1 142 -1.8350 -O 7560 1 
103 -2 2110 o 81:'0 1 143 -O 0060 -0.8370 1 

104 -0.6430 -0.1920 1 144 1 3020 -1.5580 1 
105 0.2820 o 0510 1 145 0.8700 0.2830 1 
106 -0.4850 o 6130 1 146 -3 8280 1.5700 1 

107 20130 -1.3880 1 147 2.1380 -O 1990 1 

108 -0.2890 -O 4360 1 148 -1 7310 1.4550 1 

109 -1 4890 -0.2750 1 149 -3 5560 4.8400 1 

110 -O 4270 o 2570 1 150 o 4890 -3.1340 1 

111 -0.4850 0.1910 1 1 1.9720 3.4490 2 

112 -O 0770 0.7760 1 2 1.1610 2.2190 2 

113 2.7160 -1 5630 1 3 2.0240 -0.9010 2 

114 -1 8880 1.7160 1 4 1.3420 4.1980 2 

115 0.2980 1.2750 1 5 o 4880 4.1820 2 

116 0.2680 1.1280 1 6 1 3660 1.6050 2 

117 o 0060 -0.2320 1 7 o 7970 0.6320 2 

118 2.3970 -3.2670 1 8 1.8530 2.2660 2 

119 06440 -0.4770 1 9 0.6500 3.9460 2 

120 0.8520 -1.4710 1 10 3 2840 3.2220 2 

Tabla C2. l\luest.ra asociada a Ja Simulación 2 (continuación). 
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--~----·· --· - . ·-
INO V1 V2 GRUPO IND V1 V2 GRUPO 

11 3.2280 08780 2 51 3.1250 2.8410 2 
12 3.3140 -0.1110 2 52 2 0530 2.9260 2 
13 1.0860 1.5520 2 53 1.3220 37970 2 
14 1.2030 o 6840 2 54 0.0920 2.6030 2 
15 0.8280 3 9420 2 55 3.3870 -0.7050 2 
16 2.1000 4.2230 2 56 1.3980 0.5230 2 
17 -1 3920 4.5190 2 57 1 6350 2 4200 2 
18 2.9800 1.1960 2 58 3 6990 1 0590 2 
19 1.7170 -1 2440 2 59 1 1350 1.0020 2 
20 -0.3880 1 9950 2 60 3 5010 -O 1370 2 
21 2.8250 o 8890 2 61 1.5690 1.1380 2 
22 0.9180 1 9390 2 62 3 3740 0.7290 2 
23 1.1570 5 5020 2 63 3.0270 0.9520 2 
24 1.4370 25190 2 64 1 9980 -O 4680 2 
25 2.2440 2.6880 2 65 2 6390 -1.9400 2 
26 2.9840 2.5230 2 66 1 8940 2 0880 2 
27 2.1640 o 3460 2 67 1 4760 3 2880 2 
28 2.3600 1 9630 2 68 o 2870 2.5540 2 
29 -0.0270 2 3310 2 69 3 8540 -O 1650 2 
30 -1.0560 2 3170 2 70 1 8740 3.2940 2 
31 0.9560 -0.5740 2 71 1 5360 .o 9910 2 
32 0.5850 3.1900 2 72 1 6760 o 3510 2 
33 1.7780 -1 6460 2 73 1.9550 o 5790 2 
34 1.2950 1 7250 2 74 -0.2490 0.4900 2 
35 3.4230 1.1110 2 75 -O 6870 2.3620 2 
36 2.2470 3 1320 2 76 2.7830 1.4750 2 
37 1.9750 1.1410 2 77 0.4510 2.0160 2 
38 1.8950 -2.1240 2 78 -O 4190 o 2900 2 
39 1.1110 -O 3030 2 79 1.3270 1 9390 2 
40 2.4210 0.8910 2 80 2 3370 2.4190 2 
41 1.5210 2.1770 2 81 1 5310 3 7820 2 
42 2.4130 0.2820 2 82 0.7480 2.1220 2 
43 1.9800 o 6790 2 83 -O 0830 4 0040 2 
44 1.8760 2.1900 2 84 3.3620 2.4200 2 
45 2.5410 3.7750 2 85 2.3100 -0.0130 2 
46 0.5150 0.2890 2 86 3 4040 3.5420 2 
47 o 5470 1.1170 2 87 1 6770 2.2430 2 
48 1.1220 2.4830 2 88 1.1310 1.5100 2 
49 1.5060 27520 2 89 o 8570 0.6620 2 
50 0.4730 2.2220 2 90 -0.9120 4 3360 2 

Tabla C2. !\·lucst.ra correspondiente a la SinmJación 2 (continuación). 
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IND Y1 Y2 GRUPO IND Y1 Y2 GRUPO 
91 3.7810 1.0880 2 121 3.7680 -1.2320 2 
92 0.7740 1.8070 2 122 2.4610 3.6240 2 
93 0.3940 1.7070 2 123 2.1260 0.4340 2 

94 2.2040 3.0390 2 124 0.4760 3.4320 2 
95 2.6170 -2.5650 2 125 2.2040 -0.3450 2 
96 1.2450 2.7320 2 126 1.6180 1.8190 2 
97 -1.3460 1.5570 2 127 3.4600 0.3930 2 
98 2.0510 1.0920 2 128 1.3190 -2.0260 2 

99 1.4420 3.2500 2 129 3.4330 1.5820 2 

100 0.6260 2.6220 2 130 2.0400 3.0110 2 
101 1.1180 0.3390 2 131 -0.6150 1.5890 2 

102 0.3420 1.1540 2 132 1.2980 3.8470 2 

103 3.2840 -0.2900 2 133 3.2020 -0.1190 2 

104 0.0300 4.3060 2 134 1.4760 0.7400 2 
105 4.5750 -1.1910 2 135 0.9490 2.8650 2 

106 2.2890 2.0520 2 136 2.6130 0.8180 2 

107 2.4630 1.2590 2 137 2.7280 -2.2030 2 

108 2.2610 2.8370 2 138 3.4920 2.5700 2 

109 0.6100 4.6910 2 139 0.3220 1.4680 2 

110 -0.5590 4.3800 2 140 1.5880 3.6320 2 

111 -0.1260 1.1390 2 141 3.4050 0.9580 2 

112 0.9200 4.5370 2 142 2.5800 6.8670 2 

113 0.5320 2.7340 2 143 1.7570 2.3100 2 

114 0.7930 3.7340 2 144 15100 4.1080 2 

115 3.2690 1.8780 2 145 1.3420 2.8960 2 

116 1.7910 2.9230 2 146 -0.9750 1.2610 2 

117 1.4030 0.5750 2 147 0.8880 3.9240 2 

118 -1.0650 2.9460 2 148 3.5160 0.7640 2 

119 1.3230 -0.0100 2 149 1.7650 1.2980 2 

120 2.3410 -0.3310 2 150 3.0520 1.1920 2 

Tabla C2. !\lnest.ra correspondiente a la Simulación 2 (continuación). 
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C.1.3 Muestra Asociada a la Simulación 3 
--·--- -~------

IND Y1 Y2 GRUPO IND Y1 Y2 GRUPO 

1 -0.6770 1 0980 1 41 1.1830 -0.5320 1 

2 3.9850 -5.7510 1 42 o 7050 -O 6100 1 
3 -1.7680 1.6860 1 43 -O 7910 o 4330 1 

4 -O 9640 2.4580 1 44 o 2880 -2.7670 1 

5 0.2000 -O 6430 1 45 -1 9380 1.7310 1 

6 0.1640 -0.6780 1 46 1 3180 -1.0410 1 

7 -3.3910 3.4100 1 47 -O 3770 O.BBBO 1 

' 8 3.1730 -5.2100 1 48 1 2580 -2.8950 1 

9 6 6700 -7.4770 1 49 -O 2400 1.3760 1 

10 5.4830 -5.2120 1 50 2 3020 -2.3470 1 

11 -1.8460 3 8390 1 51 -1 4360 -0.1240 1 

12 -1 5770 2.5210 1 52 2 0630 -2.9930 1 

13 -1.6720 1 9700 1 53 3 8110 -5 4390 1 
14 -0.4560 0.7950 1 54 1 5190 -0.7450 1 

15 1.4850 -1 8680 1 55 -1 9600 2 5180 1 

16 2.7800 -3.9360 1 56 -1.9000 2.4640 1 

17 2.4630 -1 6190 1 57 2 2140 -3.4030 1 

18 -0.9830 0.4420 1 58 -0.1330 -0.7110 1 
19 -1.7090 2.7390 1 59 -0.4350 1.7100 1 

20 -1.2390 1 5570 1 60 -0.9530 2.0050 1 

21 o 8920 -O 9540 1 61 0.9100 -1.8640 1 

22 -1 0560 0.3940 1 62 1.2300 -09710 1 

23 1.4900 -2.5590 1 63 -2.3360 3 5050 1 

24 -0.5770 -0.7830 1 64 -2.5650 4.1000 1 

25 0.2280 -0.3520 1 65 07390 -1 0680 1 

26 -1 .4740 1 9090 1 66 o 5660 -0.0490 1 

27 -0.8580 3.0050 1 67 o 6180 -O 3250 1 

28 1.4520 -1.9480 1 68 1.7740 -2.1010 1 

29 -2.0580 2.1410 1 69 -2.9150 3.3260 1 

30 -1.4610 1.6600 1 70 -0.2010 -1.0400 1 

31 -1.3980 o 4820 1 71 1.1130 -0.2780 1 

32 0.2030 -1.6360 1 72 -3.4150 2.4320 1 

33 -1.9680 2.8280 1 73 -O 6710 o 8560 1 

34 0.7300 -0.1420 1 74 -3 4110 3.7200 1 

35 1.4150 -0.8690 1 75 2.1420 -1.1340 1 

36 0.1000 -1.9450 1 76 -1.6850 1.4390 1 

37 -1.8600 1.5680 1 77 0.4350 -1.1210 1 
38 -0.5180 -0.7870 1 78 -2.2770 3.7090 1 

39 0.6510 -0.3200 1 79 3.0310 -4.9440 1 

40 -1.7160 1.7340 1 80 -1 9710 1.9460 1 

Tabla C3. l\lnest.ra asociada a la Simulación 3. 
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IND V1 V2 GRUPO IND V1 V2 GRUPO 

81 0.2970 0.1470 1 121 -2.2560 2.7960 1 
82 -2.3820 3.8160 1 122 -0.4450 0.4300 1 
83 -0.7880 1.7260 1 123 0.1390 -0.1600 1 
84 -1.9260 2.6940 1 124 0.4180 -0.1710 1 

85 3.5480 -3.4410 1 125 0.2690 -0.1230 1 
86 0.5450 -0.1760 1 126 -2.7440 3.4180 1 
87 1.2730 -1.1230 1 127 3.5330 -4 4030 1 
88 -1.3620 3.7020 1 128 -0.2680 0.2250 1 
89 1.0170 0.7670 1 129 -1 .7780 1.6670 1 
90 0.4140 0.4630 1 130 0.1060 0.6920 1 
91 1.0900 -1.3700 1 131 0.6680 -1.2540 1 

92 3.9730 -4.2840 1 132 o 6120 0.3600 1 
93 -0.7780 0.5210 1 133 -1 2660 -0.5390 1 
94 3.4550 -4.7190 1 134 -0.6680 1.2940 1 

95 -1.6040 1.6850 1 135 -0.0740 -0.1650 1 
96 o 0490 0.0690 1 136 1 9130 -2.5070 1 

97 -0.9340 1.6680 1 137 -1.0ñ10 09230 1 

98 -0.6750 0.6910 1 138 -1.3160 0.4960 1 
99 -1.1150 0.7920 1 139 -0.9170 1.2690 1 

100 1.8400 -2.8860 1 140 0.7190 -2.5110 1 

101 1.2960 -1.8140 1 141 0.2180 -1.3660 1 

102 0.0530 0.0310 1 142 -2.8490 2.4320 1 

103 2.7270 -3.5260 1 143 0.7840 -0.9950 1 

104 -0.2400 1.0650 1 144 2.8510 -3.3100 1 

105 -7 .2230 9.3090 1 145 -21830 2.7120 1 

106 -0.6120 2.2180 1 146 0.3960 0.5950 1 

107 2.0660 -2.4360 1 147 -0.4780 -0.0670 1 

108 -1.6530 2.1670 1 148 -0.9030 -0.3620 1 

109 0.0370 -0.5910 1 149 -0.2900 -0.2900 1 

110 1.1660 -1.2990 1 150 0.4260 -1.5580 1 

111 0.1600 -0.7770 1 1 1.055 1.864 2 
112 1.3920 -1 .7760 1 2 -2.617 -3222 2 

113 -0.5500 1.1560 1 3 -0.861 -1 412 2 

114 -5.4580 5.0560 1 4 1.539 1.132 2 

115 -0.8790 0.7830 1 5 5 408 6.256 2 

116 -0.8750 1.1710 1 6 1.014 0.695 2 

117 1.3460 -1.8110 1 7 -1.12 -0.985 2 

118 -1.4330 -0.4140 1 8 0.094 -0.014 2 

119 1.2930 -0.9230 1 9 0.108 0.724 2 

120 -1.8100 3.0970 1 10 -0.831 -0.671 2 

Tabla C3. l\lnestra eorrcspondi<mte a la Simulación 3 (continuación). 
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1 IND Y1 Y2 GRUPO IND Y1 Y2 GRUPO 

! 11 2.038 2.433 2 51 0.791 -0.178 2 
1 12 0.212 -0.474 2 52 -1 527 -1.863 2 
. 13 -1.705 -2.317 2 53 -0.9 -1.416 2 

14 -1.805 -O 643 2 54 -1.826 -2.216 2 
15 -1.532 -2.096 2 55 2.146 4.274 2 
16 0.853 1.127 2 56 o 069 0.436 2 
17 -0.725 -O 717 2 57 2 066 2 914 2 
18 -2.253 -3.305 2 58 -1.665 -1 412 2 
19 1.006 2.532 2 59 -3 476 -3.606 2 

20 0.241 0.878 2 60 o 119 0.796 2 
21 0.652 0.488 2 61 -O 434 -2 099 2 
22 1.051 1.818 2 62 -1 734 -1.505 2 
23 1.264 2.074 2 63 2 53 4.382 2 
24 -0.369 -1.449 2 64 2 468 3.164 2 
25 0.267 0.538 2 65 -0.322 -0.308 2 
26 -0.797 -0.983 2 66 2.264 3.439 2 
27 -2.357 -3.29 2 67 1.59 1.593 2 
28 0.205 -1.01 2 68 -0.319 -1.073 2 
29 1.372 1.85 2 69 1.671 1.22 2 
30 -0.258 0.605 2 70 -1.504 -1.404 2 
31 0.272 -0.15 2 71 O.b08 1.015 2 

32 2.604 2.336 2 72 -2.389 -3.03 2 
33 -0.829 -1.151 2 73 2.889 2.753 2 

34 1.086 0.206 2 74 -1.197 -1.743 2 

35 0.519 1.683 2 75 0.532 0.328 2 
36 -2.274 -2.561 2 76 1 066 2.168 2 

37 1.776 1.79 2 77 -1 594 -2.395 2 

38 -3.868 -3.682 2 78 -1 57 -1 241 2 
39 -0.977 -2.521 2 79 -2.443 -2.498 2 
40 -0.591 -0.945 2 80 o 21 1.131 2 
41 4.408 5.635 2 81 -1.375 -1 766 2 
42 -1.351 -1 099 2 82 -O 922 -1.148 2 

43 3.623 4.096 2 83 1.243 1.184 2 
44 -3.331 -3639 2 84 2.691 2.315 2 

45 -1.052 -1.964 2 85 -3.401 -4.18 2 

46 0.6 0.658 2 86 -1.279 -2.419 2 

47 1.454 1.698 2 87 -0.75 -0.657 2 

48 1.26 1.003 2 88 0.293 0.144 2 
49 1.167 0.422 2 89 -1.632 -3.632 2 

50 -3.085 -4.37 2 90 1 2 1.97 2 

Tabla C3. l\luest.ra asociada a la Sin111ladó11 3 (continuación). 
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----
/NO Y1 V2 GRUPO !NO V1 Y2 GRUPO 

91 1.592 2.657 2 121 0.289 -0.162 2 

92 -1.567 -1.373 2 122 -0.581 -0.365 2 

93 -0363 -0.934 2 123 o 908 1.778 2 
94 -1 667 -1.465 2 124 -1 038 -1 648 2 

95 2.636 3.597 2 125 2.599 3.676 2 

96 2.458 2.733 2 126 -0262 -0.158 2 
97 2 01 2.639 2 127 -1 234 -1.756 2 

98 -0.334 0.677 2 128 2.206 2.461 2 
99 -0.702 -0056 2 129 -0.996 -1.125 2 

100 -1.609 -1 402 2 130 1 41 1 987 2 

101 2.705 2.276 2 131 3009 3.756 2 

102 0.32 -0.321 2 132 -1 073 -0.472 2 

103 -0.875 -O 906 2 133 3 438 5.18 2 

104 -0.025 -O 062 2 134 -1 38 -1.762 2 

105 -0.01 -O 313 2 135 1 673 3.029 2 

106 -0.978 -2.213 2 136 -2925 -3 013 2 

107 1.04 1 302 2 137 -1.059 -2.264 2 

108 -1.584 -1.305 2 138 -1 608 -1 456 2 

109 1.097 1.431 2 139 0809 o 895 2 

110 -2.415 -2.431 2 140 -0023 o 712 2 

111 0.399 1.216 2 141 2 36 3015 2 

112 -2.516 -3 41 2 142 -2 285 -4 209 2 

113 1.069 1 21 2 143 -O 843 -1 .69 2 

114 0.325 -0027 2 144 -0.225 -O 263 2 

115 0.574 o 364 2 145 -O 915 -1.236 2 

116 0.673 1 557 2 146 2 71 2.873 2 

117 -0.512 -O 656 2 147 -O 452 o 1 2 

118 0.051 -0.079 2 148 0.573 1.501 2 

119 4.157 5.53 2 149 -0.004 0.464 2 

120 1.103 1.164 2 150 -2.514 -2 995 2 

Tabla C3. l\Iuest.rn correspondiente a la Simulación 3 (continuación). 
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C.2 Muestra de los Irises de Fisher 

C.2.1 Progrmna en el Paquete SAS para los Irises de Fisher 

S A S S A M P L E L l B R A R Y 

NAME: DlSCEX2 

TITLE: DISCRIM DOCUMENTATION EXAMPLE 2 

PRODUCT: SAS/STAT 

SYSTEM: ALL 

KEYS: DISCRIM 

PROCS: DISCRIM FORMAT PLOT 

DATA: FISHER (1936) IRIS DATA 

SuPPDRT: WFK 

REF: PRDC DISCRIM, EXAMPLE 2 

MISC: 

proc format; 

value specname 

1='SETOSA 

2='VERSICDLOR' 

3= 'VIRGINICA ' · 

value specchar 

1=='S, 

2='0' 
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3='V'; 

run; 

data iris; 

title 'Discriminant Analysis of Fisher (1936) Iris Data'; 

input sepallen sepalwid petallen petalwid species ©©; 

format species specname.; 

label sepallen='Sepal Length in mm.' 

sepalwid='Sepal Width in mm.' 

petallen='Petal Length in mm.' 

petalwid= 1 Petal Width in mm'· 

cards; 

50 33 14 02 64 28 56 22 3 65 28 46 15 2 67 31 56 24 3 

63 28 51 15 3 46 34 14 03 69 31 51 23 3 62 22 45 15 2 

59 32 48 18 2 46 36 10 02 61 30 46 14 2 60 27 51 16 2 

65 30 52 20 3 56 25 39 11 2 65 30 55 18 3 58 27 51 19 3 

68 32 59 23 3 51 33 17 05 57 28 45 13 2 62 34 54 23 3 

77 38 67 22 3 63 33 47 16 2 67 33 57 25 3 76 30 66 21 3 

49 25 45 17 3 55 35 13 02 67 30 52 23 3 70 32 47 14 2 

64 32 45 15 2 61 28 40 13 2 48 31 16 02 59 30 51 18 3 

55 24 38 11 2 63 25 50 19 3 64 32 53 23 3 52 34 14 02 

49 36 14 01 54 30 45 15 2 79 38 64 20 3 44 32 13 02 

67 33 57 21 3 50 35 16 06 58 26 40 12 2 44 30 13 02 

77 28 67 20 3 63 27 49 18 3 47 32 16 02 

50 23 33 10 2 72 32 60 18 3 48 30 14 03 

61 30 49 18 3 48 34 19 02 50 30 16 02 

61 26 56 14 3 64 28 56 21 3 43 30 11 01 

55 26 44 12 2 

51 38 16 02 

50 32 12 02 

58 40 12 02 

51 38 19 04 1 67 31 44 14 2 62 28 48 18 3 49 30 14 02 
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51 35 14 02 

46 32 14 02 

50 36 14 02 

56 30 45 15 2 58 27 41 10 2 50 34 16 04 

60 29 45 15 2 57 26 35 10 2 57 44 15 04 

77 30 61 23 3 63 34 56 24 3 58 27 51 19 3 

57 29 42 13 2 72 30 58 16 3 54 34 15 04 52 41 15 01 

71 30 59 21 3 64 31 55 18 3 60 30 48 18 3 63 29 56 18 3 

49 24 33 10 2 56 27 42 13 2 57 30 42 12 2 55 42 14 02 

49 31 15 02 77 26 69 23 3 60 22 50 15 3 54 39 17 04 

66 29 46 13 2 52 27 39 14 2 60 34 45 16 2 50 34 15 02 

44 29 14 02 

47 32 13 02 

50 20 35 10 2 55 24 37 10 2 58 27 39 12 2 

46 31 15 02 69 32 57 23 3 62 29 43 13 2 

74 28 61 19 3 59 30 42 15 2 51 34 15 02 50 35 13 03 

56 28 49 20 3 60 22 40 10 2 73 29 63 18 3 67 25 58 18 3 

49 31 15 01 67 31 47 15 2 63 23 44 13 2 54 37 15 02 

56 30 41 13 2 63 25 49 15 2 61 28 47 12 2 64 29 43 13 2 

51 25 30 11 2 57 28 41 13 2 65 30 58 22 3 69 31 54 21 3 

54 39 13 04 51 35 14 03 72 36 61 25 3 65 32 51 20 3 

61 29 47 14 2 56 29 36 13 2 69 31 49 15 2 64 27 53 19 3 

68 30 55 21 3 55 25 40 13 2 48 34 16 02 48 30 14 01 

45 23 13 03 57 25 50 20 3 57 38 17 03 51 38 15 03 

55 23 40 13 2 66 30 44 14 2 68 28 48 14 2 54 34 17 02 

51 37 15 04 52 35 15 02 58 28 51 24 3 67 30 50 17 2 

63 33 60 25 3 53 37 15 02 

proc plot data= iris; 

plot petalwid•petallen=species 

/ vpos=17 vaxis=-4 to 28 by 2 haxis=O to 75 by 5; 

f ormat species specchar. ; 
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run; 

data plotdata; 

do petalwid=-4 to 28 by 2· 

do petallen=O to 75; 

output; 

end; 

end¡ 

run¡ 

macro contour¡ 

proc plot data=plotd; 

plot petalwid•petallen=setosa 

petalwid*petallen=versicol 

petalwid•petallen=virginic 

/ contour=6 vpos=17 hpos=76 haxis=O to 75 by 5; 

title3 'Plot of Estimated Densities'; 

run; 

proc plot data=plotp; 

plot petalwid*petallen=setosa 

petalwid*petallen=versicol 

petalwid*petallen=virginic 

/ contour=6 vpos=17 hpos=76 haxis=O to 75 by 5; 

title3 'Plot of Posterior Probabilities'; 

run; 

proc plot data=plotp; 

plot petalwid*petallen=_into_ 

/ vpos=17 hpos=76 haxis=O to 75 by 5; 
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format _into_ specchar.; 

title3 'Plot or Classification Resulta'¡ 

run; 

mend; 

proc discrim data=iris testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd 

method=normal pool=yes short noclassify crosslisterr; 

class species¡ 

var petal:; 

title2 'Using Normal Density Estimates with Equal Variance'; 

run; 

con tour 

proc discrim data=iris testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd 

method=normal pool=no short noclassify crosslisterr; 

class species; 

var petal:; 

title2 'Using Normal Density Estimates with Unequal Variance'; 

run; 

contour 

proc discrim data=iris testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd 

method=npar kernel=normal r=.5 pool=yes 

short noclassify crosslisterr; 

class spec ies; 

var petal:; 
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title2 'Using Kernel Density Estimates with Equal Bandwidth'; 

run; 

contour 

proc discrim data=iris testdata=plotdata testout=plotp testoutd=plotd 

rnethod=npar kernel=normal r=.5 pool=no 

short noclassify crosslisterr; 

class species¡ 

var petal: ¡ 

title2 'Using Kernel Density Estimates with Unequal Bandwidth'; 

run; 

con tour 
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