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Introducción 

El dominio que cubre la fisica actual es sorprendentexnente a.ntplio1 abarca desde escalas 
cOSJ:Dológicas hasta esca.Ias a nivel subatómico; pero todavía más sorprendente es el hecho 
de que todos los fenórnenos que puedan producirse, en este vasto dominio, sólo tengan como 
origen a cuatro fu~as físicas fundainentales: la fuerza gravitacional,. la electrom.agnética. la 
débil y la fuerte. La primera de estas fuerzas, la gravitacional, gobierna el comportamiento 
de objetos astrofísicos, es de gran alcance y atractiva, es la fuerza dominante, la que "manda .. 
a escalas astronómicas y cosmológicas. La fuerza electromagnética es la predominante en el 
:mundo cotidiano y, tain.bién, la que rige todas las reacciones químicas, su acción es entonces 
preponderante tanto en fenómenos que se llevan a cabo a nuestra escala como en aquellos 
que ocUrren a distancias moleculares o atómicas. Finalmente las otras dos fuerzas, lla.ntadas 
simplemente interacción fuerte e interacción débil, son las que gobiernan e] mundo a nivel 
de núcleos atónücos y de partículas elementales; su corto alcance no les permite actuar más 
que a distancias infinitesimales. La interacción débil es responsable de Ja desintegración de 
ciertas partículas como los neutrones y los muones, por otra parte, la interacción fuerte se 
'"encarga" de enlazar a los protones y neutrones en el núcleo atómico y a los quarks en el 
interior de los mismos. 

Uno de los problemas esenciales que se presenta en la fisica teórica actuaJ, es el de la 
unificación de estas cuatro fuerzas fundamentales. A la fecha, los esfuerzos por conseguirlo 
están enmarcados en lo que se conoce como Teorías de Norma; la estructura geométrica de 
estas teorías describen de manera exacta las teorías de interacción entre las fuerzas elec­
tromagnética, débil y fuerte. En el contexto de estas teorías, el "acople" entre electricidad 
y magnetismo que logró Maxwell está geométricamente descrito por el grupo U(1), Ja des­
cripción de la unión entre electromagnetismo y las interacciones débiles está dada por el 
producto de Jos grupos SU(2) y U(l} (Electro-Débil) y, finalmente, Ja conexión geométrica 
con la interacción fuerte es el producto SU(3) x SU(2) x U(l) (Teorías de Gran Unifi­
cación). Sln embargo, Ja gravitación no es, en el sentido estricto, una Teoría de Norma, 
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consecuentemente no se ha logrado todavía cerrar el "círculo" que unifique a las cuatro 
íuerzas funda.mentales. Es en este ámbito en el que surgen los modelos a no lineales, que en 
cierto experiinentos, donde intervienen la fuerza electromagnética y las interacciones fuertes 
y débUes, han resultado de gran utilidad, pues su estrnctura geométrica es muy similar a 
la estructura geométrica de las Teorías de Norma; adicionalmente, la importancia de estos 
modelos radie& también en el hecho de que hay ca.sos donde ciertos ca.ro.pos gravitacionales 
se pueden modelar como un modelo a no lineal [IJ. 

La simiHtud en estructura geométrica entre los modelos u no lineales y la propia de las 
Teorías de Norma, además de su apHcación a ciertos crunpos gravitacionales, dan a estos 
rn.odelos una particular relevancia en los intentos de unificación y motivan el estudio de los 
rnismos. El presente trabajo de tesis i:;e concretará exclusivamente a presentar de manera 
autocontenida e introductoria a dichos modelos q no lineales y a exhibir el caso a.xisimétrico 
estacionario en vacío, como caso particular en Teoría General de la Relatividad. Con ello se 
pretende dar un primer paso que a la postre pennita trazar objetivos mucho más ambiciosos. 

La idea de este trabajo es que para cualquier Jector, con un mínimo de conocimientos 
en matemáticas superiores, quede claro qué es un modelo u no lineal. En consecuencia, 
para comprender la base geométrica. de Jos modelos u no lineales, que son Jos haces fibrados 
principales, habremos de estudiar con cierto detenimiento conceptos básicos de topología, 
geometría diferencial, conexiones, grupos y álgebras de Lie para, finalmente, definir y aplicar 
el :modelo. 

En el primer capítulo expondremos elementos básicos de topología, como lo son el de un 
espacio topol6gico, una topología, el de equivalentes topológiCDs, conexidad y espacios Tnétricos 
11 pseudométricos entre otros. Ello nos permitirá definir el concepto de van.edad diferenciable 
(capítulo 2) y desarrollar sobre ella un cálculo que comprende temas tan importantes como 
las funcione8 1 las curvas, los ten.sores y las forTnas diferenciales pero, sobre todo, a este nivel 
ya será posible introducir a Jos haces fibrados. El tercer capítulo consiste fundamentalmente 
en Ja definición de un grupo de Líe de dimensión finita; éste, al ser una variedad, cuenta con 
Ia estructura geométrica sobre la cual pueden definirse Jos diveTSOS conceptos presentados 
en el segundo capítulo, con Jo cual vamos ganando en estructura, pues contaremos con un 
gnipo y una vasta estructura geométrica. Este capítulo es de gran importancia puesto que el 
grnpo de simetría global en un modelo cr no lineal es, de facto, un grupo de Lie. Para notar 
la relevancia que los grupos de Lie tienen en física se introducen diversos ejemplos, tales 
como el grupo SU(2) y el grupo de Poincaré. En el cuarto y penúltimo capítulo se expone, 
de manera somera, el tema de las conexiones; se manejan con familiaridad a los grupos de 
Lie y a Jos haces fibrados para derivar conceptos, como el potencial de nonna y Ja 2-forma 
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de curvo.tura, que en Ja construcción de la dens..idad lagrangiana para el inodelo u no lineal 
aparecen. En el quinto capítulo cinco se deduce con argumentos de plausibilidad el elemento 
de linea axiainM§trico eat.aclonario y se preaemta a la deoa.idad Jagrangia.na de Einstein-Hilbert 
COrre8pondiente. a partir de la cual ae obtienen las ecuacioPes de campo para este caso {con 
Jo cual se prepaca eJ teneno para Ja aplicación). En este mismo capítulo, contando ya con 
todos Jos conocimientos matem'-ticos necesarias, se def:i..oe al modelo cr no lineal, se construye 
Ja densidad Jagrangiaoa para el mismo y se exhibe una aplicación. 

Flnabnente, en el apartado de conclusiones se proponen futuros temas de invest.igaci6n 
que, entre otros puntos de partida, requieren deJ material expuesto en este trabajo. 
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Capítulo 1 

Topología 

La descripción de un evento, en fisica, es inherente a un espacio donde se lleva a cabo el 
mismo. El espacio de descripción es un espacio topológico ( §1.l )¡ es decir, un conjunto 
dotado con una estructura que, en el ámbito de la física, no es arbitraria puesto que esta 
íntimamente ligada a cantidades con contenido ilSico¡ la topolog(a, a grandes rasgos, consiste 
en el análisis formal de la estructura del espacio. La topología nos dice, por ejemplo, que 
propiedades del espacio no caJUbia.n a1 variar de manera continua la masa de un objeto en 
reposo, respondiendo de tal forma a preguntas como si el espacio era conexo ( §1.8 ) y 
metrizable ( §1.9 ), ¿seguirá si'5ndolo durante el proceso de variación de Ja masa del objeto? 

Lo anterior ilustra vagamente la importancia de la topología en el contexto de la física; sin 
embargo, deja entrever que el estudic:r-de la topología, si nos interesa en un momento dado la 
estructura del espacio donde se llevan a cabo eventos> es inevitable. De hecho, como hemos 
mencionado, el espacio donde describimos a un determinado sistema físico es un espacio 
topológico, de tal suerte que resulta lógico pensar que la ffsica siempre va acompañada de 
la topología.. En el presente capítulo nos avocaremos a exponer, de manera relativamente 
formal, algunos de los conceptos más importantes de la topología. 

§1.1 Topologías y Vecindades 

Comencemos por definir qué es una topología [2]: 

Una topología es una familiar de conjuntos que satisfacen las siguientes condiciones: 
(i).- La intersección de cualesquiera dos miembros de res un miembro der. 

5 
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(ii) .- La. unión de miem.bros de cada subfamilia de T es un miembro de -r. 

Sea. X el conjunto dado por X = U{U : U E r}, entonces cada miembro de T es un 
subconjunto de X y X mismo es un miembro de T, pues-res una subfamilia de sí mismo. 
El conjunto X es llama.do el espacio de la. topología T, en tanto que r es una topolog-ía para 
X. A la pareja. (X, -r) se le conoce como espacio topoldgico (en ca.sos en que no se preste a 
confusión denote.remos al espacio topológico simplemente por X). 

Los miembros de la. topología T SC>n llamados abiertos relativos a .,- ó r-abiertos (en caso 
de que solamente esté involucrada. una topología en determinado análisis, entonces poden1os 
eliminar la referencia a la. topología y, sencillamente, 11&.nlar con.juntos abiertos a los miembros 
de la. topología). En consecuencia., el espacio X y el conjunto vacío son abiertos (como el 
complemento de abiertos son cerrados ( §1.2 ) entonces X y 0 son tanto abiertos como 
cerrados). Si el espacio X y el conjunto vacío son los únicos conjuntos abiertos (r ={X, 0}), 
entonces diremos que la topología. es trivial (indiscreta) para X; el espacio topológico ( .. X, r) 
es, por lo tanto, un espacio topológico trivial (indiscreto). La contra.parte de ésta topología 
es aquella en la cual T es la familia de todos los subconjuntos de X (ce.da. subconjunto del 
espacio es abierto), tal topologfa es denomina.da topologíu. discreta para. X. 

Las topologías discreta. e indiscreta. para un conjunto X son, respectivrunente, la topología. 
más grande y más pequeña para X. Uno. topología v es más pequeño. que una u sil cada v­
a.bierto es u-abierto, en tal caso es usual decir que v es una topología más grue.3a que u y 
que u es una topología. más fina que v. Decimos que dos topologías arbitrarias pa.ra. X, v y 
u, no son comparables si ocurre que v no es ni mayor ni menor que u. 

Un conjunto U, en un espacio topológico (X, r), es una. vecindad (r-vecindad) de un 
punto x sii U contiene un conjunto abierto que contenga a x. La vecindad de un punto no 
necesariamente es un abierto¡ sin embargo, cada conjunto abierto es una vecindad para cada 
uno de sus puntos. Por lo tanto, toda vecindad de un punto contiene una vecindad abierta 
del punto. 

Teorema 1.1 Sea A un conjunto, entonces A es abierto <=::;> A contiene una vecindad {al 
menos) para cada punto en A. 

Demostración: ==>)Puesto que A es abierto, A es una vecindad para. ca.da. punto en A. Dado 
que AcA, entonces A contiene una vecindad (A) para cada. punto en A. 

<==) Sea U el abierto que consiste en la unión de todos los subconjuntos abiertos de A. 
Si A contiene una vecindad para cada uno de sus puntos, entonces cada x en A pertenece a 
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algún subconjunto abierto de A y por lo tanto xEU. En consecuencia A=U y 1 entonces, A 
es abierto. D 

§1.2 Conjuntos cerrados, puntos de acumulación y ce­
rradura 

Definimos al complemento de ACX relativo a X como el siguiente conjunto: A-X = {x J 
xEX y x~A}. Un subconjunto A del espacio topológico (X, r) es cerTI1do sii su complemento 
relativo a X (X-A) es abierto. Por lo tanto, un conjunto es abierto sii su complemento es 
cerrado. La unión de un número finito de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado y la 
intersección de miembros de una fatnilia arbitraria de conjuntos cerrados es, taxnbién, un 
conjunto cerrado. 

Puesto que A es cerrado sil x ....... A es abierto, entonces A es cerrado sii X-A contiene 
una vecindad (al menos) para cada punto en X-A (A y X-A son disjuntos). Tenemos que, 
entonces, A es cerrado sii para cada x, tal que toda vecindad de x intersecta a A, ocurre 
que xeA. La última afirmación es relativamente sutil: es suficiente la existencia de un punto 
ajeno a.1 conjunto A, tal que todas sus vecindades intersecten a A, para que A no sea cerrado. 
Precisemos esta idea con la definición de un punto de acumulación: Un punto x es un punto 
de acumulaci6n de un subconjunto A de un espacio topológico (X, T) sii cada vecindad de x 
contiene puntos de A diferentes a x. De tal manera, resulta evidente que cada vecindad de 
x intersecta a A sii xeA ó x es un punto de acumulación de A. El siguiente teorema resume 
nuestro resultado: 

'reorema 1.2 Sea A un subconjunto de un espacio topol6gico, entonces A es ccrT'ado ~ A 
contiene a el conjunto de todos sus puntos de acumulaci6n. 

Observemos que si x no es un punto de acumulación de A, entonces existe una vecindad 
abierta U de x la cual cumple que A n U = 0. Puesto que U es una vecindad para cada uno 
de esos puntos, es claro que no existe punto en U que sea un punto de acumulación de A 
y, por ende, la unión de A y el conjunto de sus puntos de acumulación es el complemento 
de un conjunto abierto. Este razonamiento es, esencialmente, la demostración al siguiente 
teorema: 

':l"'eorema 1.3 La uni6n de un conjunto y el conjunto de sus puntos de acumulación es un 
conjunto cerrado. 
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Definamos a A (subconjunto del espacio topológico ( .. Y, T)) como la intersección de los 
miembros de Ja familia de todos Jos conjuntos cerrados que contienen a un subconjunto A del 
espacio topológico. El conjunto Á es conocido como cc11adura (r-cerradura) de A y es, en 
efecto, un conjunto cerrado puesto que es producto de la intersección de conjuntos cerrados 
que siempre es un cerrado. Evidentemente A es el cerrado más pequeño que contiene a A, 
por lo tanto A es cerrado sii A=Á. El teorema que a continuación enuncia.remos, describe a 
la cerradura de un conjunto en términos de Jos puntos de acumulación del mismo: 

Teorerna 1.4 La cerradura de cualquier conjunto es la tn&ión del conjunto y el conjunto de 
sus puntos de acumulación. 

Demostración: Sea x un punto de acutnulación de A. Como ACÁ, entonces x es un punto 
de acumulación de Á; puesto que A es un conjunto cerrado, entonces xEÁ. Por lo tanto, A 
contiene a A y a todos Jos puntos de acumulación de A. 

Por otro lado, la unión de A y sus puntos de acumulación es un conjunto cerra.do; como 
Á es el más pequeño de Jos cerrados que contienen a A. entonces A está contenido en A 
unión sus puntos de acumulación. 

Por lo tanto: A = A U{puntos de acumulación de A} D 

§1.3 Interior y frontera 

Un punto x, contenido en un subconjunto A de un espacio topológico, es un punto interior de 
A sii A es una vecindad de x. Al conjunto de todos los puntos interiores de A se le llamará 
interior de A y se Je denotará por A. Las propiedades n1ás importantes de ,;\ se pueden 
resumir en un teorema: 

Teorema l .S Sea A un subconjunto de un espacio topo/6gico (X, r ). Entonces: 
(i).- A es abierto y es el subconjunto abierto más grande de A. 
(ii).- A es abierto sii A=Á. 
(iii).- El conjunto de todos los puntos de A qtJe no son puntos de acumulación de X ...... A 

es, precisamente, A. 
(iv).- La ccn-adura de x ...... A es x ...... .A. 
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Dem.ostraclón: (i): Sea. x en A. entonces existe un U abierto contenido en A tal que xEU. V 
xeU =:::-. xeA y entonces A contiene una vecindad para cada uno de sue puntos. Por lo tanto, 
Á es abierto. Sea. V un subconjunto abierto de A y tomemos z en V. De ta1 manera A es 
una vecindad de z y en consecuencia zeA.. Entonces V zeV * ze.A. Es decir, A contiene a 
todos Jos subconjuntos abiertos de A y es, por Jo tanto, eJ subconjunto a.bierto más grande 
de A. 

(ii): Si A es abierto => A es el subconjunto abierto más grande de A =;> A=Á. Por otro 
lado, si A=Á entonces como Á es abierto q A es abierto. 

(iü): Sea B={x l xeA y x no es punto de acwnulacldn de x_,A}. Sea xeB ==;.- existe una 
vecindad U de x tal que (X......,A)nU=0. Entonces UcA ==> A es vecindad de x :::? xEÁ. Por 
Jo taDto Be.A. Por otro lado, tenernos que si xe.A ===:.- A es una vecindad de x; puesto que 
Án(X-A)=0 - xeB. Por lo tanto ÁcB. Dado que BcÁ y ÁcB - B=Á. Es decir, Á es 
el conjunto de todos Jos puntos de A que no son puntos de acumulación de X.-A. 

(iv): Por (iii) tenemos que x-A=fx l xEX ...... A ó X es punto de acumulación de x ....... A}. 
Es decir, x-A.=x-;::;-:;f. Cl 

Es lrnporta.nte notar que Ja. topología. detennina por completo las características de cada 
subconjunto del espacio topol6g:ico¡ por ejemplo: Si (X 1r) es un espacio indiscreto, el interjor 
de cada conjunto (excepto X mismo) es vacío. Si (X,r) es un espacio discreto, entonces cada 
conjunto es abierto y cerrado, por lo tanto cada conjunto es idéntico con su interior y con 
su cerradura. 

Sea b(A) el subconjunto del espacio topoJógico (X,r) que consiste en todos Jos puntos 
tales que no son puntos interiores ni de A ni de x ...... A. El conjunto b(A) es conocido como 
frontera del subconjunto A del espacio topológico (X,r). De la definición se sigue que, 
entonces, un punto xeb(A) sii cada vecindad de x intersecta. tanto a A como a X-A; es decir, 
b(A)=(X-Á)nÁ=Á-Á. Nótese que AUb(A)={x J xeA 6 xe(Á~Á)}=Á y que A-b(A)={x 
1 xEA y x~(Á.-.Á)}=Á, en consecuencia, un conjunto es cerrado sii contiene a su frontera. y 
es a.bierto sií es disjunto a su frontera. 

§1.4 Espacio topológico de Hausdorff 

Pa.ra poder establecer con exactitud cuando un espacio topológico es un espacio de Hausdorff, 
es necesario introducir primero e] concepto de conjunto dirigido y, posteriormente, el de red. 

Un conjunto dirigido es un par (07~} tal que ~ (una relación binaría) dirige a D: 
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Una relación binaria 2: dirige a un conjunto O si D es no vado y: 

(a).- si m,n y p son ID.iembroa de O tales que m2;n y n2:p, entonces ril2;p. 

(b).- si mED, entonces m2:m. 
(e).- si m y n son miembros de D, entonces existe peD tal que p2:rn y p?!;n. 

Entonces diremos que n precede a m y m sigue en el orden 2: a n sii m?!;n. 

Una red es una pareja (S,2:), donde S es una. función y 2: dirige al dominio de S. Si S 
es una función cuyo dominio contiene a D y D es dirigido por 2:, entonces {Sn. n e D, 2:} 
es la red (SID,2;), donde SJD denota S restringida a D. Una red (SJD,2:) está dentro de un 
conjunto A sii Sn E A para toda n; la red estará eventualmente en A sii existe rnED tal que, 
si neD y n?!;m, entonces Sn E A. La red está frecuentemente en A sii para cada mED existe 
nED tal que n;?::m y Sn E A. 

En UD espacio topológico (X,r), la red (S,2:) converge a s relativo a r sii (S,;::) está 
eventualmente en cada T-vecindad de s. Observemos que una red no necesa.rhunente converge 
a un solo punto: si X es el espacio indiscreto, entonces cada red en X converge a cada uno 
de los puntos en X. 

AJgunOl!i resultados importantes, relativos a la convergencia, san los siguientes [2]: 
(a).- Un puntos es un punta de acumulación de un subconjunto A de X sii existe una 

red en A- {s} que converge a s. 
(b).- Un punto se.A. sii existe una red en A (AcX) que converge a s. 

(c).- Un subconjunto A de X es cerrado sii no existe red en A que converja a un punto 
de X-A. 

Anteriormente notarnos que una red en un espacio topológico puede converger a puntos 
distintos. Es natural pensar, entonces, en la existencia de una topología para la cual, en 
el espacio topológico, la convergencia sen única.: si una red S converge a un punto s y 
tmnbién a uno t, entonces s=t. La idea de convergencia. única esta estrechamente ligada~ 
como se muestra en el siguiente teorema, con el espacio topológico de Hausdorff: Un espacio 
topológico es un espacio de Jiausdorffsii para cua1esquiera puntos distintos x y z del espacio 
existen vecindades disjuntas de x y z. 

Teorema 1.6 Un espacio topol6gico es un espacio topológico de Hau.sdorff sii cada red en 
el espacio converye a lo más a un punto. 

Demostración: =>] Si X es un espacio topológico de Hausdorff y s y t son puntos diferentes 
de X. entonces existen vecindades disjuntas de s y t. Dado que una red no puede estar 
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eventualmente en cada uno de los conjuntos disjuntos, es claro que entonces no existe una 
red en X que converja as y t. La red converge a e ó a t (sólo a un punto), nunca a ambos. 

<=] Supongam.os que cada red en el espacio topológico X converge a Jo más a un punto y 
que ello implica que X no es un espacio topológico de Hausdorff. 

Como X no es un espacio de Hausdorlf, podeinos decir que entonces existen puntos 
s y t distintos tales que cada vecindad de s intersecta a ca.da una de las vecindades de 
t. Sean u. y U, las faniilias de vecindades de s y t, respectiva.mente; ambas familias son 
dirigidas por Ja relación binaria c. Ordenemos el producto cartesiano u. x Ut. acordando 
que (T,U)2::(V,W) sil TcV y UcW (el producto cat"tesiano es dirigido por?!,). Para cada 
(T,U)EU. x Ue la intersección Tr.U es no vacía, entonces podemos seleccionar un punto 
Ser.u> de TnU. Si (V',W')~(T,U), entonces Scvi.W"') eV'nW'cTnU y consecuentemente la 
red {S(T,Uh (T, U) E u. x U,,:=:} converge a s y a t. Esto último contradice la hjpótesis de 
que cada red converge a Jo más a un punto, la contradicción proviene de suponer que X no 
es Hausdorff'. Por lo tanto, s.i cada red en el espacio converge a lo más a un punto, entonces 
el espacio es un espacio es Hausdorlf. O 

§1..5 Bases y sub-bases 

Djremos que una íanillia B de conjuntos es una base para la topología r sii Bes una subfa.rnilia 
de r y para cada punto x del espacio, y cada vecindad U de x, existe un miembro V de B tal 
que xeVcU. De manera equivalente, la subfamilia B de una topología r es una base parar 
sii cada miembro de r es la unión de miembros de B. 

'Ieorema 1.7 Una familia B de con_iuntos es una base para alguna topología del cor-Uunto 
X=U{b'bE B} - "' u. VEB 11"' xE un V 3 WEB tal que xE w y Wc un v. 

Demostración: =>] Si B es una base para alguna topo1ogía, U y V son miembros de B y 
xEUnV => dado que UnV es abierto 3 WEB tal que xEW y WcUnV. 

<=] Sea r la faznilia de todas las uniones de miembros de B. La unión de miembros de r 
es, entonces, la unión de mie?llbros de By, en consecuencia, es un miembro der. Sean U y V 
en r, si xeUnV podemos elegir A y C en B tales que xEACU y xeCcV y, entonces, WEB 
es tal que xEWcAnCcUnV. Entonces UnV es Ja unión de miembros de B => UnVe r. Por 
lo tanto r es una topología. O 
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Una fa.nülia S de conjuntos es una sub-ha.se para una topología r sii la familia de inter­
secciones finitas de miembros de S es una base parar (i.e: sii ca.da miembro de r es Ja unión 
de intersecciones finitas de :miembros de S). 

§1.6 Cubiertas y conjunto compacto 

Sea C una faniilia, entonces C es una cubierta de un conjunto B sii B es un subconjunto 
de Ja unión U{A f AeC}¡ si cada miembro de C es un con.junto abierto, entonces C es una 
cubierta abierta de B. Una subcubierta de C es una subfamilia que también es cubierta. 

Teorema 1.8 (LindelOC) Para cada cubierta abierta de un subconjunto de un espacio to­
pol6gico, cuya topología tiene una base numerable, hay una subcubierta nuYnerable. 

Demostración: Sea Cuna cubierta abierta de un conjunto A. Sea D una. base numerable para 
Ja topología.. Puesto que cada. n1iembro de Ces la unión de rnien1bros de D, entonces hay una 
subfa.xnilia K de B (que también cubre a A) tal que cada miembro de K es un subconjunto 
de algún miembro de C. Para cada miembro de K podernos seJeccionar un miembro de C 
que lo contenga y así obtener una subfamilia numerable D de C. Entonces Des también una 
cubierta de A puesto que K cubre a A. Por lo tanto C tiene una subcubierta numerable. D 

Un espacio topológico es un espacio LindeJOf sii cada cubierta abierta del espacio tiene 
una subcubicrta numerable. 

Una cubierta C es localmente finita si para cada punto x existe una vecindad U tal que 
la intersección de U con miembros de Ces no vacía para un número finito de miembro.e; de 
C. Una cubierta es finita si es cubierta y esta constituida por un número finito de elementos. 

Oiremos que un AcX es compacto si es Hausdorff y si cada cubierta de A tiene una 
subcubierta finita [3J. 

Teorema 1.9 Un subespacio1 compacto de un espacio topológico de Hausdorff es necesaria­
mente cerrado. Cualquier subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto. 

1Un aubespado topológico de (X,-rx) es el par (A,-rA), donde A es un subconjunto arbitrario de X y 
'TA= {AnV, V e -rx}-
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§1.7 Equivalentes e invariantes topológicos 

La equivalencia e invariancia topológica son conceptos derivados a partir de las funciones, 
una función f de X a Y (f:X-+ Y) es un operador que asocia a cada xeX un único elen:iento 
y=f(x)EY (f(x) es Ja imagen de X bajo f). El dominio de r. denota.do con frecuencia por 
D(f), es X. El rango de Ja función (R(f)) es tal que R(f)f;Y: si R(f)cY entonces se dice que 
f "va dentro" de Y, si R(f)=Y entonces f "va sobre" Y (fes suryectiva o sobreyectlva). Una 
función es un caso particular de lo que se conoce como mapeos: un mapeo es simplemente 
una relación entre espacios topoJógicos, m:X-Jo Y, y que se distingue de una. función por el 
hecho de que a un elemento de X puede asociarle varios elementos de Y :i. 

Si Bes un subconjunto de Y, entonces Ja inversa de D bajo f (f-'(B)) es {x:f(x)E B}. 
La inversa de Ja unión (intersección) de mienibros de una familia de subconjuntos de Y bajo 
fes la unión (intersección) de ln.s inversas de loe miembros bajo f. La iinagen de la unión de 
una familia de subjonjuntos de X es la unión de las imágenes; sin ernba.rgo, en general, la 
imagen de la intersección no es la intersección c:fe las imágenes. 

La función fes una funci6n inyectiva o uno a uno (1-1) sii para cualesquiera dos puntos 
distintos sus imágenes correspondientes son distintas (i.e: x #- 1J ~ f(x) '#- f(y)). En este 
caso f- 1 es la /unci6n inversa para f. La función fes biyectiva si es inyectiva y sobrcycctiva. 

El mapeo f que va del espacio topológico (X,T) al espacio topológico (Y,u) es continuo 
sii la inversa. de cada conjunto abierto es abierto. De manera más formal: f es continua 
respecto a -r y u (6 T-U continua) sii ¡-1(V) E T para cada Veu. Una función f:X-tY es 
continua en un punto x sii la inversa bajo f de cada vecindad de f(x) es una vecindad de x. 
Evidentemente fes continua sii fes continua en cada punto de su dominio. 

A una función f:X~ Y continua, biycctiva y con inversa continua (bicontinua) la 1Ja­
mare1nos homeomorfemo (transformación topológica). Si existe un homeornorfismo entre 
los espacios X y Y, entonces se dice que a.rubos espacios son homeorn6rficos y que uno es 
homeomor/o al otro. Es claro que la inversa de uñ homeomorfismo y la composición de home­
omorfismos es un bomeomorfismo. Por lo tanto, la. colección de espacios topológicos puede 
dividirse dentro de clases de equivalencia tales que cada espacio topol6gico es homeom6rfico 
a cada miembro de esta clase de equivalencia. y sólo a cada. uno de estos espacios. Es de­
cir, la clase de equivalencia de un espacio topológico X es el conjunto de todos los espacios 
topológicos homeomórfieos a. X; si Y es homeomórfico a. X, entonces la clase de equivalencia 

2 Puesto que las funciones son CWK)6 particulares de :napeos, entonces la palabra función puede sustituirse 
por la de mapeo, pero no aJ revés. 
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para Y es la mistna que para X. Dos espacios topológicos son topológica-mente equivalentes 
sii los espacioe son bomeoroórficos; es por ello que, en términos topológicos, suele decirse que 
un triángulo, un circulo y un cuadra.do, por ejexnplo, son lo mismo. 

Un invariante topol6gico es aquella. propiedad que p06ee un espacio topológico y cada. 
uno de los espacios homeomorfos a éste. En consecuencia., un invariante topológico es una. 
propiedad común para los :miembros que componen la clase de equivalencia. de un determi­
nado espacio topológico. Una. propiedad definida en términos de los miembros del espacio y 
de la topología es, automáticamente, un invariante topológico. 

§1.8 Conexidad 

Si un espe.cio topológico X es la. unión de dos subconjuntos {AUB=X) disjuntos, no vacíos 
y abiertos, entonces se dice que X debe ser disconexo. Puesto que B es el complemento de 
A, entonces D es abierto y cerrado (y viceversa). Lo anterior sugiere la validez del siguiente 
teorema.: 

Teorema 1.10 Un espacio topológico X es conexo sii los únicos subconjuntos que son tanto 
abiertos corno cerrados son el coniunto vacfo y el espacio X. 

Un espacio topológico es localmente conexo si toda. vecindad, para. cualquier punto x, 
contiene una vecindad conexa. La conexidad de un espacio topológico implica le. conexidad 
local del mismo; sin embargo, la conexidad local no implica la conexidad global. 

El espacio topológico X es arco-conexo si dados cualesquiera dos puntos a y b en X, existe 
un camino continuo entre ellos: C:{0,1]-t-X t.al que C(O) =a y C(l) = b, con C continuo. El 
espacio topológico X es localmente arco-conexo si para cada xEX, y en.da vecindad V de x, 
existe una vecindad U de X.. contenida en V, que es arco-conexa. Si un espacio topológico es 
arccrconexo entonces es conexo (el inverso no siempre es válido). 

Se dice que dos caminos C 1 y C 2 son l&.omot6picos si existe un me.peo continuo F : 
[O, l] x [O, l] -t X tal que F(t,O)=C1 (t) y F(t,l)=C2 (t). Si X es arco-conexo y localmente 
arco--conexo, entonces diremos que X es simplemente conexo si cada ca.mino cerrado C en X 
es homotópico a un mapeo consto.nte. 
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§1.9 Espacios métricos y pseudométricos 

La niétrica para un conjunto X es una función d, que actúa sobre el producto cartesiano XxX 
y tiene como imagen al conjunto (o a un subconjunto} de los números reales no negativos3 , 

tal que para cualesquiera x, y y z de X cumple las siguientes condiciones: 

(i).- d(z,y) = d(y,z) simetría 
(ii).- d(x, y)+ d(y, z) =:! d(x, z) desigualdad del triángulo 
(iii).- d(x, y) = O si ::e =y 
(iv).- si d(x, y) =O entonces x =y 

Una función d que satisface sólo (i)-(ili) es denominada pseudométrica. En lo que sigue 
usaremos s61o el término métrica. pero hacemos notar que es igualmente válido al sustituir 
por pseudométrica: 

Un espacio métrico es la pareja (X,d), donde d es la métrica para X. Si x y z pertenecen 
a X, el número d(x,z) es la distancia de x a z. Si r es un número real positivo, el conjunto 
{yfd(x, y) < r} es la esfera abierta de d-radia r alrededor de x (o r-esfera abierta alrededor 
de x). La intersección de das esferas abiertas no necesariamente es una esfera¡ no obstante, 
podemos construir una esfera (contenida en la intersección) para cada uno de los puntas de 
Ja intersección: sean E 1 = {xld(y,x) < r} y & = {xJd(z,x) < s}, tomemos uE E 1 n E;¡; 
entonces E 3 = {xjd(u, x) < min(r - d(y, u), s - d(z, u))} es una esfera alrededor de u 
contenida en la intersección de E 1 y &. Por lo tanto, Ja familia de todas las esferas abiertas 
es Ja base para una topología de X. A tal topología para X se le conoce como topología 
tnétrica. 

Dada una topologia 'T para el espacio X, se dice que el espacio topológico formado por X 
y -r es -rnetri.zable sii existe una métrica tal que la topología r es Ja topología métrica. Esto 
implica, en particular, la existencia de espacios topológicos cuya topología puede derivarse 
a partir de la noción de distancia. Nótese que las propiedades topológicas no dependen de 
la forma explicita usada para definir la distancia. 

3Esta restricción puede generalluuse a todos loe números reales. 
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Capítulo 2 

Geometría diferencial. 

En este capítulo tan solo veremos algunos aspectos básicos que corresponden al a.tnplio espec­
tro de la geometría diferencJal. EJ concepto fund8.lllental del cual se parte es el de variedad: 
Como vimos en el capítulo anterior, la topología esencialmente estudia Ja "estructura" del 
espacio¡ sin embargo, en este espacio pueden tener lugar eventos dinánJ.icos que, a la postre, 
requieren una descripción en términos del concepto de diferenciabilidad. Es entonces cuando 
surge la necesidad de definir a una variedad diferencial la cual, matemática.mente, es el 
"sustituto más preciso de la palabra espacio" [4]. Una variedad diferencia.ble, como Ja 
topología en el estudio de la continuidad, es la estructura matemática natural para estudiar 
Ja diferenciabilidad. 

La geometría diferencial juega un papel relevante, por ejemplo, en Ja descripción de 
Ja 'I'eoría General de la Relatividad, el hecho de que sobre una variedad que representa 
el mundo fisico (espacicrtiempo) sea. posible definir de manera directa múltiples conce:¡r 
tos matemáticos (llámense vectores, campos vectoriales, tensores y formas diferenciales por 
mencionar algunos) da pie a un detallado modelaje del evento, nos permite c'visualizarlo" 
proporcionándonos una estrecha relación entre el rigor matemático, Ja idea geométrica y el 
concepto físico. 

§2.1 Variedades dif'erenciables. 

Denotaremos por M a una variedad y diremos que esta es una variedad difercnciable si [5}: 
(i).- M es un espacio topológico 
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(ii).- M cuenta con una familia de parejas {(M.,,, cI-.,,)}. Donde {M0 } son una fam.ilia de 
conjuntos abiertos que cubren a M (l\..f = U 0 M 0 ) y {cl>a} son homeomorfismos que van de 
M.,, a un subconjunto abierto O,,. de .JR:l (<l>c::o: : Mo. ~ 0 0 ). 

(iil).- Dados Mo. y Mp tales que MQ: n Mp =F- 0, el mapeo cl>p o <I>;t. que va del abierto 
cl>a.(M0: n Mp) e IR" a.l abierto cI>p(Ma. n MJJ) e Dl", cl>p o <1>~ 1 : JR!' -> JR", es infini­
tamente diferenciable (C00

) en el sentido usua.l de cálculo vectorial elemental. Es decir, 
cl>p o 4>;1(:1!) = (/1(%), ...• /n(Xl) es C 00 si cada./¡ es C 00 para toda i = 1, .•. ,n; entonces, si el 
determinante de la matriz jacobiana es no nulo en X 0 , existe una vecindad V de X0 y una. V' 
de (fi(:f'0 ), ••• , fn(X0 )) donde el mapeo tl>.o o ~; 1 es invertible de manera única. 

La fam.ilia. {(lvf.,,, c1>0 )} que satisface (ii) y (iii) es denominada un atlas para M, mientras 
que los miembros individuales de la familia. son llamados cartas. 

De (i) y (ii) se sigue que M es un espacio localmente euclidiano, para cada. Ma e .A1 
existe un homeomorfismo clJa que le asigna coordenadas en ~. Es evidente que, globalmente, 
M no tiene porqué ser como ~. La condición (iii) a.firrna que si dos abiertos en M tienen 
intersección no nula, entonces existen dos posibles conjuntos de coordenadas en IR"': cl>a(Af0 n 
M 11) y 4>p(ManM11); además, si deseamos cambiar de un conjunto a otro, ello debe realizarse 
de una manera. muy suave (cc:ci). 

§2.2 Funciones y curvas. 

Una. funci6n f en M es un mapeo que le asigna un número real a cada punto p en M: 
f : M -Jo JR. Es claro que cuando una región de M es rnapea.da diferenciablemente sobre 
una región de IR!' (g: Uf; M-+ JR"), la composición (f og-1 ) es una función de IR!' a O?.; si 
esta función f og-1 es diferencia.ble en JR!l', entonces se dice que fes una función diferencia.ble 
sobre M. Es decir, como el mapeo compuesto fo g- 1 es, justamente, la expresión de f(p) 
en términos de las coordenadas en p, f = /(x 1 , x 2 , ••• , x"') = f(x'), entonces si esta última 
expresión es diferenciabJc en sus argumentos, f es diferencia.ble. 

Definimos a una curva en una variedad M como el mapeo de la forma. "Y : A e IR -Jo M, 
donde A es un intervalo cerrado en IR. Es importante señalar que dos curvas son iguales si 
"Yi(a e .lR) = b(/J E .lR} y a= /J (i.e: no basta que la imagen de las curvas sea Ja misma 
para que las curvas sean iguales, es necesaria también Ja igualdad entre parámetros). 

Sean g : U e M -+ IR" un difeomorfismo y t : A e IR -+ U e M, entonces diremos 
que r es una curva suave si Ja función g o 7 : A e .lR -Jo ~ es C 00

• Definimos a una curva 



19 

ai:rnple como una. curva suave a trozos y que es 1-1 en el intervalo A (i.e: una curva siniple 
es aquella que no se intersecta a sí misma). Por una cun1a cerrada y simple entenderemos 
una curva suave por pedazos ; : [a, b] e B -+ M. 1-1 en [a, b) y que satisface "'Y(a) = -y{b). 
Si "'Y satisface que "Y(a) = -y{b) pero no necesariamente es 1-1 en [a, b), entonces llamaremos 
a su inlagen curva cerrada. 

§2.3 Vectores y campos vectoriales. 

§2.3.1 Derivada direccional y vectores. 

Sea U e M un abierto que es mapeado diferenciablemente por g en una. región de JRn. 
Consideremos una función f diferencia.ble en U y a una curva "Y contenida en U¡ la variación 
de f a lo largo de""(, en un sist.em.a coordenado {x'}, es la siguiente: 

Dado que la compo&ición de g con "Y es la ilnagen de Ja curva en ~, entonces / o 
g-1 1.("'I'(.).}) = /(:e•(..\)); por lo tanto, el cambio de f sobre / en {x1} es, simplemente, la 
derivada direccional de f a lo largo de los vectores tangentes a la imagen de la curva. en ./R": 
!;: = 11;!; ~ para toda f diferenciable (se l"limina el súnbolo de surna y se sobreentiende la 
suma sobre índices repetid0&). La última expresión es válida para toda f diferenciable y, 
por ende, se obtiene la siguiente igualdad entre operadores: 

(2.1) 

Los coeficientes ~ de ( 2.1 ) son las componentes del vector tangente en el sistema 
coordenado {"''} de la. curva X(.>.) = g('Y(.>.)) en E". 

Si considerarnos ahora una segunda curva /3(µ) 1 contenida en U e M, que se intersecta 
con "Y(>.} en pe U, la derivada. direccional de f es f¡: = ~.g!. y en p tenemos que: 

Por lo tanto, obtenemos la derivada de / en la dirección del vector con componentes 
a~+b~ en .El!' el cual, a su vez, es el vector tangenteaunaciertacurvaX(r} e g(U) e~ 
que es la imagen de a{r) C U bajo g. Entonces, de ( 2.2 ) se sigue que: ~f\11tp) = 
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{a~+ b~}l!rlsrCJ>) para toda f diferenciable; en otras palabras, en g(p) la combinación 
lineal de derivadas direccionales es, de nueva cuenta, una derivada direccional. 

Observemos entonces que las derivadas direcciona.les a lo largo de curvas, de una. función 
diferencia.ble, forman un campo vectorial cuya base está dada por el conjunto {-U!r¡i = 
l, .. ,n}. Puesto que fes cualquier función difereuciable, entonces los operadores~ heredan 
la propiedad de ca.rnpo vectorial y tienen como base del mismo al conjunto {~; i = 1, .. , n}. 
El "espacio de los operadores" y de las derivadas direccionales está en correspondencia 1-1, 
como además esta misma correspondencia ocurre entre el espacio de los vectores tangentes 
en JR.n y las derivadas direccionales, entonces el "espacio de los operadores" y de los vectores 
tangentes están relacionados 1-1; es por esta. razón que al operador !;:. se le denominará, en 
adelante, vector tangente {4}. 

El vector/;. en el sistema. coordenado ~x•} tiene, en la base {k.}, componentes~· En 
una base arbitraria {ef.} el vector es ~ = v'Ci, con v' la i-ésirua componente del vector. Estos 
vectores pertenecen al espacio tangente a p E ~f, denotado por TpM, de tal manera. que el 
espacio vectorial formado por los vectores -J;:, en el punto p es, efectivamente, TpAf. Para 
todo punto p en M, Tp/o.f es un espacio vectorial con la n1isma dimensión (n) que la variedad 
y, por ende, toda colección de n vectores linealmente independientes en Tp/o.f será una base 
pe.raTpM-

Dado cualquier vector ii en p E .Af, existe una única curva. para la. cual V es un vector 
tangente, en al menos una vecindad de p ( §2.3.3); en otras palabras, hablar· de vectores es 
equivalente a hablar de vectores tangentes. 

§2.3.2 Campos vectoriales. 

En general, una transformación V es un cauipo vectorial tangente en un conjunto abierto 
U e S de una superficie regular S si V asigna a cada p en U un vector Vp E TpS. 

Si para todo p en M contamos con una base para TpM. digamos {é¡}, entonces tendremos 
una bese para campos vectoriales sobre J\f. Dado que los campos vectoriales sobre una 
variedad son, por definición, transformaciones del tipo V : M -t T,.M, entonces la imagen 
del campo esta dada por ii = v•C,¡, donde v• es una función sobre la variedad. Diremos 
que un campo vectorial es diferenciable si cada una de las funciones del conjunto { v•} 
diferenciable. 
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§2.3.3 Curvas integrales. 

Supongamos que todo punto p, de un subconjunto abierto U de M, pertenece a una y sólo 
una curva. suave contenida en U. Es evidente, en este caso, que el conjunto de los vectores 
tangentes a las curvas forman un C&.nlpO vectorial. Resulta natural preguntarnos entonces si 
será cierto que, dado un campo vectorial, es posible partir de un p E JI,/ y hallar una curva 
cuyo vector t&Dgente es siempre el caxn.po vectorial en cualquier punto a través del cual pasa 
la curva. La respuesta a este requerimiento es afirmativa, siempre y cuando el campo tenga 
al menos primera derivada continua. (V E e•; k ?. 1). A las curvas que tengan por vector 
tangente a elementos del campo se les llamará curvas integrales. 

Notemos que en un sistema coordenado {xi} las componentes v~ del campo son vi(x"), la 
condición para que el campo sea. un vector tangente a una curva con pará.znetro ..\ se expresa, 
por consiguiente, como sigue: ~ = v'(x11 (..\))¡ si el cwnpo es al menos C 1 entonces, 
por el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias de primer 
orden, cada ecuación del sistema para x• (>.), siempre tiene solución y esta es única en alguna 
vecindad del punto inicial p. El conjunto de todas las curvas integra.les que cubren una región 
de M es conocido como una congruencia. (i.e: las curvas integrales que provienen <le campos 
c11;;::i forman una. congruencia). 

Es posible encontrar una. relación entre dos puntos que pertenecen a una. rnistno. curva 
integral, para. ello supongamos que Mes analítica. (C .... ) y que los valores coordenados x'(A), 
de los puntos que pertenecen a. la curva integral del Ca.IDpO Y = ;&, son funciones analíticas 
de >.. Entonces, los puntos con parátnetrb A0 y .>.0 + t; tienen la siguiente relación: 

Al operador e"i", que da un "movimiento" finito, se le conoce como exponenciación del 
opera.dar e:Y, el cual es un '"movimiento" infinitesimal a lo largo de la curva integral. 

§2.3.4 Paréntesis de Líe. 

Definimos al paréntesis de Lie de dos ca.in pos vectoriales -JA y ~ como el con mu t.ador 
[cf¡-, ~} = !,;~ - ~f;;:. La expresión para estos campos en el sistema de coordenadas {x'} 
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es: ~ = v'i!;r y ~ = tui a!r. el paréntesis de Lie en este sistema coordenado es, entonces, el 
siguiente: 

[ ddl{'Bwi ,avi}a 
d)..'dµ = V 8xi -W 8xi 83:' (2.4) 

Nótese que el paréntesis de Lie en cada punto es un vector que pertenece a TpM, en 
consecuencia [.¡'¡, t;J es un campo vectorial con componentes vª':;;;: - w':;;! en el sistema 
coordenado {x•}. 

Diremos que una base es coordenada si al desplazarnos sucesivamente un parámetro t: 

a lo largo de cada una de las curvas integrales de sus elementos (a partir de un punto p), 
sin importar el orden, llegarnos al mismo punto. El paréntesis de Lie nos ayuda. a discernir, 
justamente, cuándo una base es una base coordenada: 

Si n campos B = {Ar = e¡}-; i = 1, ... , n} son linealmente independientes en todo punto 
de un abierto U n-dimension;J de M, entonces cualquier campo sobre U puede escribirse 
como il = fiÁ¡, donde f' : U e Af-+ .6l (i.e: B es una base para campos vectoriales sobre 
U). La. condición que garantiza que B sea una base coordenada en U (i.e: fA. 1 ; i = 1, ... , n} 
son coordenadas para U) es la nulidad del paréntesis de Lie; es decir: (.4., A,] = O en U 
'rli,j = l, ... ,n. 

§2.4 Haces fibrados. 

Los conocimientos que hemos adquirido hasta el momento nos permiten ya definir a una de 
las estructuras matemáticas más importantes en geometría diferencial: los haces fibrados. 
Antes de ello, cabe advertir la necesidad de procurar un poco de mayor atención a este 
terna, pues, como constatará más adelante el lector ( §5.4), estas estructuras son, en toda la 
extensión de la palabr~ fundamentales en el estudio de Jos modelos a no lineales. 

Definimos a un hazfibrado (E,B,fl,F,G) como Ja colección de Jos siguientes requerimientos 
[5]' 

(i).- Un espacio topológico E llamado espacio total. 
(ü).- Un espacio topológico B denominado espacio base, y una proyccdón n de E sobre 

B (O' E-> B). 
(iii).- Un espacio topológico F llamado fibra t(pica o simplemente fibra. 
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(iv).- Un grupo G, denominado grupo de estructura del haz fibrado, de bomeomorfismos 
de la fibra F. 

(v).- Trivialidad local del haz: Existe un conjunto de vecindades coordenadas abiertas 
uQ que cubren a B, tales que para cada u 0 esta dado el homeomorfismo 4»a: 

4>a : n- 1 (u0t) -+ Ua X F 

donde <ill; 1 satisface Oclio,; 1 (x,f) = x, con x E ua y f E F. 
El grupo G surge de considerar la. transición de un conjunto de coordenadas locales, 

determinadas por la pareja (uc111 4>0 ) 1 hasta otro conjunto de coordenadas, determinadas por 
(up, ~p). Es decir, supongamos que u 0 n up :¡!::. 0, entonces 4>0 o c1t;; 1 es un homeomorfismo 
de (ua: n up) X F a (ua n up) X F. Sea X E Ua n Up fija y f E F variable, entonces 4'a o 4>"jj1 J,., 
es un mapeo de F en F: 

4'>a O cla.8 1 1,., = Oap(x) : F-+ F 

9a.B(x) es conocida como /unción de transición y es un bomeomorfismo de la fibra F, es 
una transición porque su dominio está definido por Ja pareja (up, c¡i.p) y su i:magen por 
(u,., ~0). Las funciones de transición tienen las siguientes propiedades (llamadas relaciones 
de compatibilidad): 

(a).- g00(x) =identidad, Vx E u.,,. 
(b}.- g..,,(x) = {98a(x)}-•, Vx e Ua n UfJ-

(c).- 9a1J(x)g,,,(x) = 9..-,("'), ""' E U 0 n UfJ n u.y. 
El conjunto de todos estos homeomorfismos g.,,p para todas las elecciones de ( ua, <I>.,,) 

forman un grupo y este es, justamente, el grupo de estructura G del haz fibrado E. 
Es importante señalar que un haz fibrado puede reproducirse si son dados B, las funciones 

de transición g.,,p(x), la fibra F y el grupo G. Todo E puede construirse por la aplicación de 
una relación de equivalencia para el conjunto E, donde E consiste en todos los productos de 
la fonna u 0 X F: É=UQ: Ua X F. 

Un elemento de E es (x,f). La relación de equivalencia( ...... ) la definimos como sigue: 
sean(.,,/) E u 0 X F y (y,h) E up x F = (x,f)- (y,h) si"'= y y g..,,(x)h =f. El haz E es 
el conjunto de todas las clases de equivalencia bajo esta relación de equiva.Jencia: E=E/ ........ 

Si denotamos por [(x, f)] a todas las clases de equivalencia que están o son de Ja forma 
(x, f) E u.,, x F podem.os entonces definir la proyección n por [(x, f)] ~ x y ballar c1t; 1 como 
sigue: 
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(:r,f) ,_.. [(:r,f)] 

en consecuencia: 
n>i>;;'(:r,f) = n[(:r,f)] ="' 

Con lo cual concluimos la COD5trucción del haz E, cuyas funciones de transición son 
g..,,(:r). 

Los haces fibrados pueden dividirse en dos categorías, a. saber: haces librados triviales, 
donde E= B x F, y no triviales, donde E#- B x F. La trivialidad de un haz (E,B,Il,F,G) 
puede derivarse al examinar el haz principal asociado a E: Siempre es posible construir a 
partir de E un haz principal, se mantiene el mismo espacio base B y las mismas funciones de 
transición 9o11(x), cambiando únicamente F por el grupo G. A un haz principal usun.lmente 
ee le denota por P(E). 

Antes de enunciar el teorema. que habrá de determinar cuándo un haz es trivial, definire­
mos el concepto de sección: Una sección de un haz E es un roa.peo continuo s : B -+ E tal 
que Ils(x) = x, 'lx e B. 

Teorelll.8 2.1 P(E) y E son triviales <==> P{E) tiene una sección. 

Demostración: ==>].- Que P(E) sea trivial=> 3 un bomeomorlismo <t>: P(E)--+ D x G, 
donde ~- 1 satisface ncz,-1 (x,g) = x, 'Vx E By g E G. 

Sea h el mapeo continuo li.(x) = (x,g) para alguna g E G y 'Vx E B (h: B--+ D x G). 
Entonces (c1>-1 o h)(x) = <1>- 1 (.x,g) para alguna g E G, cti- 1(x,g) E P(E) y además <1>- 1 o li 
es continua. 

Sea s(x) = (ci>- 1 o h)(x) =>ses continua y s : B-+ P(E). 
ns(:r) = n(>i>- 1 o h)(:r) = n(>i>- 1 (:r,g)) = :r, V:r E By para alguna. g E G =>ns(:.)= :r 

'Vx E B por lo tanto s : B -+ P(E) es un mapeo continuo que satisface que Tis(x) = x 
'Vx E B => s es una sección del haz P(E). Por lo tanto, P(E) tiene una sección. 

<=].- Comencemos por mostrar que P(E) es trivial. Puesto que P(E) es un haz principal 
=> s(x) E G, también si g es cualquier elemento de G => gs(x) pertenece a la fibra sobre el 
punto x E B. De hecho, nótese que todos los elementos de la fibra sobre x son de la forma 
gs(x) para alguna g E G. Si ::e varfa, dado que el haz es la unión de todas sus fibras, entonces 
todos los elementos k E P(E) pueden expresarse como gs(x), donde g E G y x E B. En 
consecuenci&i halla.ro.os la siguiente relación 1-1, continua y con inversa continua: 

4-(k = gs(:r)) = (:., g) 

¡ ______ . _____ _ 



25 

cI> es un homeomorfismo de P(E) a B x G, por lo tanto P(E) es trivial. 
Para mostrar Ja trivialidad de E, que se sigue de Jade P(E), observemos lo siguiente: Sean 

E y E' dos haces con el mismo espacio base, fibra y grupo, pero con coordenadas y cubiertas 
dadas por {4-cuuQ} y {~0,u0} respectivaniente. El mapeo l1'0 o cf>Q -• : u 0 X F-+ Ua X F 
restringido a x E Uq: es un homeomorfismo A.:.(x) sobre la fibra F. Dado que Aa.(x) 
'1'ai o cI>a - 1 (x) y g:_p(x) =~ .. o 'ltp- 1 (.x) Vx E Uo n Uff. entonces: 

A.. -•cz)u;.,,Cz)..\p(z) = (Wa o <I>a -•czn-• o (>Va o 'l'p- 1 (z)) o (>Vp o <f>p- 1 (:r)) 

=> .).0 -t(x)g:.p(x)>.p(x) = fl».,. o c%i>p- 1 (x) = g0 p(x) Vx E U 0 n U¡J 

Entonces, la relación entre las correspondientes funciones de transición es: 

Diremos que E y E' son equivalentes si sus funciones de transición están relacionadas de 
acuerdo a la última expresión. 

Puesto que P(E) es trivial tenemos el homeomorfismo global 4>: P(E) -to B x F. Si las 
coordenadas y cubierta de P(E) están dadas por {u0 , u ... }, podemos construir, para. x fija, el 
homeomorfismo AQ(x) sobre F que pertenece a.J grupo de estructura G: A"'(x) =ti> oua - 1 (x). 
Entonces: 

A.,,(x)9caP(x)Ap- 1(x) =(el> oª"' - 1 (x)) o (ero o CTtJ-I (x)) o e~ o O'"tJ- 1 (x))- 1 =identidad= e 

=> Uap(z) = Áo -• (z)..\p(z) 

Como las funciones de transición de E y P(E) son la.s mismas, entonces para E se satisface 
Ja relación anterior, puesto que gQp(x) =>.a -1 (x)g~(.:r)A,a(x) obtenemos que ifap(x) =e para 
un haz equivalente a E. Pero si las funciones de transición de un haz son la identidad sobre 
F, entonces es in.mediato que el haz es un producto y por Jo tanto es trivial: las fibras son 
"pegadas" ain torsiÓT'- Corno el haz trivial es equivalente a E, entonces E es trivial. O 

Un ejemplo sencillo de un haz trivial es el cilindro C el cual es, por supuesto, un producto 
global. Globalmente C = S 1 x F, con F (fibra típica) un segmento de línea y base B = S 1 

un círculo. La banda de Méibius es, por otro lado, un ejemplo de haz fibrado no trivial¡ 
B = S 1 y Fes también un segmento de línea, sin embargo no es globalmente un producto, a 
diferencia del cilindro para el cual G puede reducirse siempre a la identidad puesto que C es 
trivial, el grupo de estructura para la banda de MObius es G={e=identidad,g=reBexión de 
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F alrededor del punto medio} con dos abiertos como cubierta de S 1 (la identidad actúa en 
una intersección y la reflexión en Ja otra). Otro ejemplo de haz fibrado es el espacio-tiempo 
Newtoniano: puesto que la liga entre observadores radica en que los eventos son simultáneos, 
la base habrá de ser entonces el tiempo t y las fibras el espacio 1R3. 

Existen múltiples ejemplos de haces librados, por señalar uno más citemos el que consta 
de una variedad diferenciable M como ha.se y sus espacios tangentes como fibras, este haz 
fibrado es conocido como l&az tangente y es denotado por TM (el haz fibrado TM es una de 
las variedades abstractas más importantes en física); si la variedad base es n-dimensional, 
entonces TM es 2n-dimensional, dado que el espacio tangente tiene la. misma di:rnensión que 
M=B. 

§2.5 Uno-formas. 

Una uno-fonna es definida como una función lineal que actúa sobre vectores y cuya imagen 
es un real: Si v y w son vectores, entonces la uno-forma tü : V -+ 1R es tal que (para a y b 
en .IR) w(av + bw) = aw(v) + bw(w) E .IR. 

Podemos definir tanto Ja adición de uno-formas como su multiplicación por números 
i:eales: 

(i).- (aw)(v) = a(w(v)) Vv E V. 

{ii).- (w + q)(v) = w(v) + q(v) Vv E V. 
Adicionalmente, cabe señalar que las uncrformas en p E Af satisfacen los axiomas de un 

espacio vectorial. El espacio vectorial que conforman es llamado el espacio dual del espacio 
vectorial T,.M y es denotado por T; /vi. A la aplicación de una uno-forma W sobre un vector 
v (W(v)) con frecuencia se Je llama contracci6n de tü con v; otras notaciones para la citada 
contracción son Jos siguientes:· W(v) = v(tii) =< tü, v >= Wjv. 

Cualesquiera n uno-formas linealmente independientes constituyen una base para el es­
pacio vectorial n dimensional de uno-formas (T;M). Sin embargo, dada una base {é¡, i = 
1, ... , n} para Jos vectores en T,.M, se induce una base preferente para T;M llamada base 
dual { w•, i = 1 1 ••• , n}. La base dual se define como sigue: 

Si V es un vector cualquiera en T,.M entonces w• produce la i-ésima componente de 
ii: W'(ií) = v•. Entonces, por la linelidad tenemos que w•cv = viej) = vitñ"(e'j) = v' 
(con la. convención de suma sobre índices repetidos), en consecuencia W'(e'i) = óJ. Sea ij 
cualquier uno-forma (1-fonna), la contracción de ésta con un vector arbitrario V es entonces 
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la. siguiente: q(il) = q(vlej) = vlq(eJ) = ,;;i(il)q(e,). Puesto que i! es a.rbitra.rlo obtenemos 
que: ¡¡ = tl(éi)W'; ij(ej} = 'lJ es laj-ésima COIDponente de Ja 1-fonna ij en la base dual a{~}. 
por lo tanto la 1-forma ¡¡ queda escrita de IDanera natural en la base inducida: ij = llJWi. 

Por analogía con un C&ID.po vectorial, un campo de 1-fonnas es una regla que da una 
1-forma para cada p E U ~ M. Las reglas (i) y {ii), mencionadas con anterioridad, se 
extienden a carnpos con la única 'salvedad de que en este caso a es una función sobre U ~ M, 
no necesariamente constante. En cuanto a la diferenciabilidad de un campo de 1-formas. 
direxnos que el campo ñ es COO si la función ñ(V), construida con un campo vectorial V, es 
C 00 para cualquier V E 0 00

• 

Una 1-fonna que con frecuencia es utilizada es- el gradiente de una función /, éste es 
denotado por el¡ y actúa sobre un vector tangente arbitrario /,.. corno sigue: iif(--k) = ~ 
{i.e: el gradiente de f en cualquier punto p es el elemento de T; M cuyo valor sobre un 
elemento iJ E T 9 M es la. derivada direccional de f a lo largo de una curva cuya tangente en 
P es il). 

Nótese que si el conjunto de ca.Illpos vectoriales {ej} es una. base en cada p E U ~ M, 
entonces los CB.IIlpOS {W'} son tB.IIlbién una. base Vp E U. Sea {x•} un sistema. coordenado 
sobre U, {x•} define una base natural {~} para cwnpos vectoriales; en consecuencia., se 
induce una base coordenada natural para. CaJDpos de 1-formas: 

=> {w'} = {dz'} 

Por lo tanto, en el sistema coordenado {x'} un campo de 1-formas puede ser expresado 
de manera natural como ñ = O.dx'. Análogamente a. un campo vectorial, el caxnpo ñ es COJO 
sü las componentes {O.} del ca.IDpo asociadas con una base ~ para campos vectoriales son 
funciones C 00

• 

Le. introducción de 1-formas nos permite construir un haz fibrado, conocido como haz 
cotangente, que es el equiva.lente a TM para vectores: el haz cotangente T- M tiene como 
base una variedad M y como fibra sobre p E Mal espacio vectorial T;M. Una. sección en 
T-M, evidentemente, es un campo de 1-formas. 
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§2.6 Tensores y campos tensoriales. 

Comencemos por definir a un tensor, en un punto p en M, diciendo que un tensor de~ tip~ (~) 
es una función lineal con imagen en JR que toma como argumentos n l-forn1as y m vectores; 
es decir, un tensor es una aplicación multilineal sobre 1-formas y vectores cuya imagen es un 
real. 

Como caso particular, tenC111os que Jos vectores son tensores Cb), en tanto que las 1-formas 
son tensores (~). Por convención, una función escalar sobre una variedad es el tensor (8). 

Obsérvese que un tensor T CD puede pensarse como una función lineal T( ; i1) de vectores 
y, 18.Jtlbién, como una función lineal T(üi; ) de 1-formas. 

Un campo tensorial(~) en U ~ Af es una regla. que asigna un tensor (::.,) a cada p E U. La 
linealidad puntual se extiende al campo tensorial; en el cwnpo las constantes multiplicativas 
en los argumentos del tensor son ahora funciones sobre M. 

Se dice que un campo tensorial F (~)es C 00 si la función F(W 1 ,W:,i, ... ,Wn.;ii'1 ,ii2 , ••• ,ii'rn) 
es coc para cualesquiera campos vectoriales { iii. ... , iirn} y de !-formas { W1 , ••• , Wn} que sean 
e~. 

§2.7 Producto y componentes tensoriales. 

Consideremos los tensores A (~)y D (~). Definimos al producto teusorial (también conocido 
como directo) de A y D como la operación que devuelve un tensor del tipo (~++".) mediante 
la siguiente regla: 

A® B(a1, ... , 01;:,b1, ... , bn; ii1, ... , ii"., Wi, ... , W.) =: A(a1, ... , ak; ii1, ... , iirn)B(ii1, ... , bni t.ü1, ... , Wa) 

Las componentes de un tensor son ]os valores de] mismo cuando se toman como argu­
mentos a los elementos de las bases de 1-formas y de vectores. Si T es un tensor (~) y tos 
conjuntos {tüi} y {C'¡} son la base para 1-formns y vectores respectivamente, entonces las 
componentes de T están dadas por la siguiente expresión: 

donde {i,j, .. , k} son n índices y {l,p, ... , q} son m índices. 
Dadas las definiciones de. producto y componente tensorial es posible dar una expresión 

explícita de un tensor en términos de estos conceptos. Sea. T un tensor (~), entonces Ja 
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multilinealidad iJnplica que: 

dado que vtN) = Wª(iicN» y W(N)ii = tü(N)(ei) = e;(WcN» obtenemos lo siguiente: 

T(tüc1>r .•. , Wcn>i V'c1>o ..•• i1c"'» = 7'··-A:i ... 9~(Wc1»···e"..i:(üicn»tii(Vc1>) ... üi9(iicrn» 

de la definición de producto tensorial se obtiene que: 

T(üict>• .•• , tücnJ: iic•>• •.. , Vcrn» = T'···1:1 ... 9~ ® ... ® e°.t: ® üi1 ® ... ® üi9(üic1J1 .•. , Wcn>i iic•h ••. , i1cm>) 

por lo tanto: 
T = TL . .1:1 ..• 9~ ® ... ®e.,® tü1 ® .•. ®tü9 

§2.8 'I'ransf'ormaciones de base. 

Supong&.Jnos que tenemos en TpM una base vectorial {ej,i = 1, ... , n} y que deseamos susti­
tuirla por otra base {c?1:, k = 1, ... , n}. En TpM existe una transformación linenl A que nos 
permite realizar el ca.m.bio de base: éi1: = A'ki!i· 

Para. hallar la expresión explícita de A'11: notenios que A.i.1:W'(ej) = A.i11:ó'; = A'11:- Debido 
a Ja linealidad de las 1-formas Ai11-tü'(e";) = w•(e7A:) y, por lo tanto, Ai1i: = W'(Ci1i;). 

La matriz de transformación mapea vectores base en vectores base de manera unívoca, 
en consecuencia es no singular y, de acuerdo a Ja regla de transformación, es posible deducir 
que la inversa de Ai1c es Ak1• En efecto: 

i!1 = A"'1 ~1i: = A"'1A:'..,~ 

=> e¡= AJc1A'1i:C. => A•1A¡1i: = 6'1 

La transformación en Ja. base de vectores induce una transformación en la base de 1-
forrnas, bailemos tal transformación: 
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Ahora es sencillo encontrar la transformación de las componentes: 

v" = tÜ''(ii) = A'iwi(ii) =A';~ 

q .. = q(e11c) = ij(A;1cé;) = Ai1cij(C'j) = A'1cq; 

Como se puede observar, las componentes de 1-formas se transforman como la base 
vectorial, es por esta razón que a las 1-formas se les suele llamar vectores covariantes¡ por 
otro lado, la transformación de la.s componentes vectoriales obedece la ley opuesta. a la que 
gobierna en la base vectorial y, por ende, a los vectores se les conoce también como vectores 
controvariantcs. 

La generalización a un tensor T (:._) es directa: 

T"-··ik ... l = A'r···Ai.A' •... Au,Tr ...• , ... u 

donde son n índices superiores y m índices inferiores. 

Las componentes de un tensor evidentemente dependen de la elección de la base, sin 
embargo nótese que la. cantidad A' B.¡ es independiente de la elección de la base. En efecto: 

A'B, = A(tü')B(~) = A(A"kut,.)D(Aiat?;) = A'kAi,A'""Bj = Ji1r;;A'"Bj = A''n; 
A la cantidad A 1 Base le conoce como contracci6nde un tensor(~) con uno(~). el resultado 

es independiente de la base y el tensor que se obtiene es del tipo (g). Si ahora"A es un tensor 
(:.) y B uno (t), la contracción de q índices repetidos (donde q < {n, m., k, l}) es un tensor 
(~~=:). 

Definimos a un escalar como un tensor (g); es decir, un escalar puede pensarse como una 
función sobre M cuya definición no depende de la elección de la base. Por ejemplo, si A y B 
son Ca.IIlpos definidos en M, la contracción A 1 B 1 es un escalar; sin embargo, A" y B¡, que son 
funciones sobre M, no son escalares puesto que su valor no es independiente de la elección 
de Ja base. 

La contracción sobre pares de índices, la multiplicación de componentes de dos tensores, 
la multiplicación de todas las componentes por un número y la adición (resta) de compo­
nentes de tensores del mismo tipo, forman parte de las llamadas operaciones tensoriales: 
una operoci6n tensorial es una operación sobre componentes que produce componentes del 
mismo tensor independientemente de la base. 

Una. ecuación que contenga componentes combinadas que usen sólo estas operaciones es 
llaJDada una ecuaci6n tensorial La ecuación tensorial ea la misma en todas las bases. 
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§2.9 El tensor métrico sobre u.n. espacio vectorial. 

El tensor métrico ges un tensor(~) simétrico y esta definido como sigue: g(V, ü) = g(ü, V) = 
u•v. 

Por definición tenemos entonces que, en la base {i;;}, las componentes del tensor rnétrico 
son: g¡; = g(é¡, ej) = e.· e1 • Si 9iJ = Ó;.Jo entonces al tensor métrico se le denomina A-fétrica 
Euclidiana y al espacio vectorial se le Ua.ma Espacio Eucl(deo. 

La forma sencilla en las componentes métricas no siempre se presenta de n1anera natural, 
sin embargo el siguiente teorema garantiza que siempre tenemos la libertad de elegir una 
nueva base en la cual las componentes métricas son, de nueva cuenta, simples: 

Teorema 2.2 (Teorema de diagonalizaci6n}. Sea V un espado vectorial de dimensi6n finita 
sobre el cuerpo de los números reales, y sea f una /oTTna bilineal simétrica {la métrica es una 
de ellas) sobre V. Entonces e..xiate una base de V en la que f está representada por una matriz 
diagonal. 

Demostración: La demostración consiste en exhibir la existencia de una base D = {a11 ••• , an} 
tal que f(c:x1 , et;)= O para i # ;'. 

Evidentemente el teorema se cumple si f = O o n = 1; en consecuencia, habremos 
de suponer f # O y n > l. Notemos que si /(a, a) = O para todo a en V, la forma 
cuadrática. asociada. q (q(a) =/(et, a:)) es idénticBlllente nula y la identidad de polarización 
(/(a, /3) = ~q(a: + /3) - lq(a - /J)} muestra que f = O. Puesto que f #= O, entonces existe 
al menos un vector a: E V tal que f(a:, a:) = q(a:) # O. Sea W el subespacio unidimensional 
de V que es generado por a y sea W.L el conjunto de todos los vectores fJ E V tales que 
f(a,{3) = O. Afirmamos que V = lV EB J.V.l.. En efecto: los subespacios W y w.i. son 
independientes. Un vector típico de lV es ca, donde e es un escalar. Si ca E W.L ta.rnbién, 
entonces f(ca,ca) = c?f(a,a) =O. Pero f(o,o) -::¡6 O, luego e= O. De tal manera., cada 
vector en V es suma de un vector en l-V y un vector en W.l... En efecto, sea¡ cualquier vector 
en V, consideremos la siguiente cantidad: 

Entonces 

/3 =-Y - /(-y,a) <> 
/(a,o) 

) 
/(-y,o) 

/(a, /3) = /(a, -y - /(<>,<>)/(a, a) 
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y como f es simétric~ f(cx,/3) = O. Por consiguiente, /3 está en el subespado w...1... La 
expresión 7= /3+ ~o muestra que V= WEBW..L. 

La restricción de f a w...1.. es, obviamente, una forma bilinea.l simétrica. Como ¡.y...L tiene 
dimensión (n-1), por inducción suponemos que W.Ltiene una base { a 2 , ••• , an} tal que 

f(a;, o¡)= O, ; # j (;,j;:: 2) 

Haciendo a= ai. se obtiene una base D = {o1 , ••• ,an} de V tal que f(a,,a,) =O para i =¡tf j. 
o 

Denotemos por 9d a la matriz diagonal que representa al tensor métrico. A esta matriz, 
cuya existencia bentos probado, la podemos escribir explícitamente como 9d = diag(y1, ••• , on.)i 
si a esta última la multiplicaJDos por Ja izquierda y por la derecha por una matriz diagonal 
D = diag(d1 ,"2, ... ,dn), el resultado es una matriz diagonal g' = diag(g 1 d 1

2
, ••• ,onc4. 2

). Sea 
d1c = 101=1-t/:i, entonces cada elemento en Ja diagonal de g' es +l o -1. Es decir, siempre 
existe una base en la cual el tensor métrico está representado por una matriz diagonal cuyos 
elementos son +l o -1, a esta representación se le denomina canónica y a Ja base para lo 
cual ello ocurre se le llama base can6nica. La traza de la forma canónica es la signatura de 
la métrica: 'Ir(g') =signatura de la métrica.. 

Si la métrica es positiva (negativa) definida entonces todos los elementos de la forrna 
canónica son +l (-1) y el espacio es Euclídeo. Si la métrica no es de signo definido, entonces 
se le suele llamar indefinida; un caso importante es la forma canónica (1,-·1,-1, ... ,-1), que 
corresponde a una métrica usualmente conocida como métrica de Minkowski (la relatividad 
especial tiene tal métrica para n=4). 

Antes de proseguir es importante observar cual es Ja ecuación matricial correspondiente 
a un cambio de base: Nosotros sabemos que al llevar a cabo el cambio de base {ej}-+ {Ci¡} 
las componentes de la métrica se transforman de acuerdo a Ja regla 9~; = A/" A/ 91t:.r; la última 
expresión puede reescribirse como o;;= A/cg1t:.rA/. En términos de matrices, el primer índice 
en g denota filas y el segundo índice columnas, entonces en A, l denota filas y k columnas. 
De lo anterior se sigue entonces que la matriz con componentes A;lt:. es la transpuesta de la 
matriz con componentes AJr· Por lo tanto, la ecuación matricial es simplemente g' = ATgA. 

En el espacio Euclídeo las bases canónicas son las cartesianas. En estas bases el tensor 
métrico tiene componentes g;; = Ó¡J o bien g = I =matriz identidad. Sea Ac la matriz de 
transformación de una base canónica a otra, entonces: 

I = A'[IAc => A'[= A; 1 
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Lo anterior implica que las matrices ortogonales son las matrices de transformación entre 
bases canónicas en el espacio euclfdeo. El conjunto de las matrices ortogonales conforman 
un grupo, éste es conocido como el grupo de simetría euclidia.oo O(n). 

En relatividad especial el tensor métrico en una base canónica es el de Minkowski (11 = 
diag(l, -1, -1, ... , -1)), si A.c. es Ja matriz de transformación de una base canónica a otra 
entonces tenemos que: 

La matriz de transformación Ac. es, justamente, Ja transformación de Lorentz. El conjunto 
de las transformaciones de Lorentz constituyen un grnpo llamado grupo de Lorentz L(n) = 
S0(3,1). 

El tensor métrico nos permite mapear vectores en !-formas, es decir g: TpM ~ T;M. 
En efecto: 

Si existe el inverso de g, entonces podemos decir que en ténninos de componentes el 
inverso de g¡; es g'i; Ja relación que habrá de cumplirse es, evidentemente, la siguiente: 
g•:ig¡1c = ÓÍ· De lo anterior se deduce entonces que g/cjv¡ = fl='g¡¡VÍ = t:S1vi = vk. 

La existencia de el inverso garantiza que la relación entre vectores y 1-fbrmas es 1-1. 
Puesto que g es un tensor (g), entonces g(ii, ) es una !-forma ii, si existe el inverso entonces 
la 1-forma g(V, ) es única y, por lo tanto, el mapeo entre vectores y 1-forrnas es 1-1. Una vez 
establecjda la transformación de vectores a !-formas (y viceversa), es posjbJe operar sobre 
diferentes tensores; por ejemplo, llevemos a. cabo el mapeo que va de (D ~ CB) : Sea A el 
tensor (~) que es el resultado del producto directo entre V y W, y sea B el tensor (f) dado 
por el producto directo de ii y W, entonces tenemos que 

y 

Entonces: 
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§2.10 El campo tensorial métrico sobre u.na variedad 

Un campo tensorial métrico sobre una variedad, es un campo de tensores n1étricos cuya 
inversa existe \;/ p E M (con lo cual garantizamos un mapeo biyectivo entre vectores y 
!-formas). Observemos que si el ca.Inpo es al menos C° en U e;;_ M, entonces la forma 
canónica es constante en U ~ .Al puesto que tal forma está compuesta sólo por enteros 
y, evidentemente, estos no cambian de manera continua; lo anterior in1plica que si, por 
ejemplo, alrededor (localmente) <le p E Al la variedad es Minkowskia..na., entonces también 
será ~Unkowskiana alrededor (localmente) de p' E Af, donde p' '#- p. Para el caso de un 
campo tensorial métrico continuo, tenen1os entonces que es posible hablar de la signatura 
del mismo. 

Uno. propiedad importante de un campo tensorial métrico radica en el hecho de que 
nos permite definir una longitud sobre una variedad. Sea {xi} un sisterna cuordeuado para 
U C M y consideremos una curva 'Y(..\) en U; la tangente a")'(..\) es entonces V= ~- Un 
desplaza.miento dA tiene longitud cuadrada ds2 = dX · dX, puesto que dX = Vd..\ entonces 
ds2 =V· ild>..2 = g(V,V)d>i.2 • 

Si la métrica es positiva definida, entonces g(V, if) > O V V # O, lo cual implica que 
ds2 >O y por lo tanto ds = g(iJ, if) 112d..\, que no es otra cosa que la longitud de un elemento 
de la curva. Sin embargo, si la métrica es indefinida, ds2 no tiene necesariamente definido el 
signo. Las curvas se distinguen entonces por tener ds'l positivo (tipo tiempo)~ negativo (tipo 
espacio) o igual a cero (curvas nulas). 

Podemos definir la cantidad ds = ¡g(V,V)J'f2 d..\ E IR para ser la distancia propia o el 
tiempo propio en caso de que Ja curva sea tipo espacio o tipo tiempo. 

Es importante hacer notar que cuando Ja métrica es indefinida, un vector puede tener 
norma cero y ser distinto al vector cero. Un ejemplo ilustrativo podría ser Ja métrica de 
Minkowski (17): 

V· il= tJnovªvº = (vº)2 -f:(v1
)

2 

i=l 

Donde puede ocurrir que iJ • V= O sin que necesariamente v° = O, "'I a = 1, 2, ... , n. 
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§2.11 Tensores antisimétricos. 

Considerenios un tensor T (3), diremos que T es antisimétrico sii T(ü, V) = -T(ii, i1) para 
cualesquiera iI y il. Un tensor (~), con p 2:= 3, es completamente antisirnétrico si ca.nibia de 
signo bajo el intercambio de cualesquiera dos de sus argumentos. 

Para hallar la componente totalmente antisimét.rica de un tensor (~) se llevan a cabo 
todas las permutaciones en los índices, de tales permutaciones las pares son acompañadas 
por un signo positivo, en tanto que las impares por uno negativo: 

(TA)iJ .. _. = ~ (-~)• P.(TiJ ... .t:) = Ti•; ... A:J 
0'=0 p. 

donde P.,. denota permutación par si sigm.a es un número par o impar si sigma es impar (Po 
indica no permutar); evidentemente, cada P. es una permutación distinta en los índices. 

De tal manera tenemos que si T es un tensor (g), entonces: 

31-1 (-1)0' 1 
T¡¡;1:] = ~ ~P0'(7'J1:) = Pf(P0 (T¡JA:}-P1 (7';.1:)+P2 (7',1;)-P3 (T,;1:)+P4 (T¡;A:)-P6 (TiJ"")) 

1 
1(¡J•l = pr(T.;a. - 7j .. + 7ja.¡ - T""i'" + Tkii - T .. J) 

Notemos que sobre un espacio vectorial o-dimensional, un tensor completamente anti­
simétrico (~), con n ~ p, tiene a lo más e; = ,.1(;_::11 componentes independientes. Efecti­
vamente: Cualquier componente queda definida 8.1 egir p diferentes números del conjunto 
{l, ... , n}; los p números deben ser distintos dado que tas componentes de un tensor com­
pletarnente anti.simétrico son nulas si al menos dos de sus índices son iguales. El orden de 
los p números no es relevante ya que cambian exclusivwnente el signo de ta componente, en 
consecuencia el número de componentes independientes es igual a et número de conjuntos 
diferentes de p números (sin importar el orden) elegidos den posibles, es decir, et coeficiente 
binomial. 

§2.12 Formas dif'erenciales. 

Definhnoe a una p-fonna (p ~ 2) como un tensor completamente antisimétrico del tipo 
e:>. Los casos degenerados de tensores completamente antisimétricos son las 1-formas y las 
funciones escalares {O-formas). Diremos que eJ núrnero pes el grado de la forma. 
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Dados dos tensores(~), mediante la operación® construimos un tensor(~) que, en general, 
no tiene porque ser antisiJ:nétrico. Definiremos entonces Ja operación /\ (producto cuña) entre 
los tensores(~) de manera tal que de por resultado un tensor(~) completamente antisimétrico: 

PAii=P@ii-iJ®P 

donde ¡; y ;¡ son 1-formas. 

Nótese que efectivamente es un tensor(~) completamente antisim~trico: ji/\ij(il, V) = jj® 
ij(ü,V)-ij®p(ü,V) = p/\ij(ü,V) = p(ü)ij(V)-ij(ü)p(V) = p/\ij(ü,V) = -{p(V)ij(ü)-ij(V)p(ü)} = ¡;" ;;(ü, ;;¡ = -¡; "¡¡(v, ü). 

El producto cuña es asociativo y anticonmutativo. Es posible extenderlo de manera 
natural para obtener una n-forma a partir de n 1-fonnas: 

nl-l 

Pi /\ ¡'>-, /\ ••• /\ Pn = ¿: (-1)ª P.(p, ® ¡'>-, ® ... ® Pnl 
o-=0 

Por ejemplo, el producto cuña de tres 1-formas es: 

fi/\i¡AT=fi®ij®T+i¡®T®fi+T®P®ii-P®f®ij-i¡®fi®T-f®ij®p 

Observemos que el conjunto de tensores completamente antisimétricos { Wi /\ ~le; j, k = 
1, ... , n = dirnTpM} es una base para el espacio vectorial de todas las 2-formas. En efecto: 
sea a una 2-forma cualquiera, entonces 

á(ii, iI) = v'u'a(e, 1 ej) = a¡iv'u; 

puesto que v'ui = W•(V)t.Üi(il) y ii es por definición totalmente antisimétrica, obtenemos lo 
siguiente: 

&(ii, ü) = fil<ª•í - a¡1)t.Ü'(i1)Wi(i7) 

&(V, ü) = fil<ouW'(V)Wi(ü) - o;i'W•(V)Wi(il)) 

dado que los índices i y j son mudos, podemos intercambiarlos en el segundo sumando (j ~ i 
y i-+ j): 

<>(ü,üJ = fila,1 (w'(il)wi(iIJ - wi(V)w'<iIJ 

ii(ii, ü) = ~a.;W• A t.Üi(V, iI) 
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lo cual es válido para cualesquiera i1 y ü; en consecuencia: 

a = filas;W1 
" Wi 

En general, tendremos que la expresión para una h-forma es: 

h = -t'J11;J ... .,.úi" /\ .,¡;¡ /\ ••• /\ ,¡;.. 

donde el conjunto {i,j, ... ,r} es un conjunto de h índices. 
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Sean ij una q-fonna y ¡; una p-fonna (q + p ~ dirn(M)), entonces el producto cuña de 
ambas es una (p+q)-foñna dada por: · 

(fi /\ ij) = (p ~ q)! (ji/\ q)1 •••• r;1: .•• rnW1 /\ ••• /\ Wr /\ ~J /\ ••• /\ u)rn 

por otro lado, tenemos que: 

(ji/\ Q) = ( _!,pz. ... .,..;;1 /\ ••• /\ újr)( ~Qpc ... TflWJ /\ •.. /\ uitn) 
p. q. 

puesto que el producto cuña es asociativo tenemos entonces que: 

(P /\ ij) = +rp1 •... rt/Jl: .•. rnÚÍ1 /\ ··· /\ újr /\ WJ /\ • •• /\ tÚ"' 
p.q. 

del hecho de que (jjAij) sea un tensor completamente antisimétrlco se sigue que p 1 •••• .,.q,;1: ... rn. = 
pt1 •••. r'lJ1: ... rnJ; como ambas expresiones de Ja. (p+q)-f'onna tienen Ja misma base, entonces sus 
componentes habrán de ser id~nticas: 

1 1 '~ "' p!q!P[l• ••. rqjk .•. rnJ = (p + q}! V'/\ qJt. ... rjk .• :rn. 

=:::-- (ji/\ ii)1 ••.. rjk .•. m = (p ~ ~)!P(l• .. -rq¡1c ... naJ 
p.q. 

~ (Ji/\ if)1 ••.. rjk .•. rn = C:+9PJ.1• .•. rqjk .•. mJ 

Un álgebra sencilla nos proporciona Ja regla de conmutación entre una p.-forrna y una 
q-forma: jj /\ ;¡ = (-1)"';¡ /\p. 
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Sea rp una p-forma, el_?.tonces cp(e> = rp(f: , , ... , ) ~una (p-1)-forma que se obtiene al 
contraer q., con el vector e. Puesto que cp(e) = {~'PiJ ... kw' /\ .•. /\. wk}(Ó y la contracción de 

las p 1-fonnas W• con el vector (es el tensor completamente antisimétrico p(tiW; /\ ... /\ ~kJ, 
se sigue entonces que: 

de lo cual se sigue que: 

Si & es cualquier forma y fl· es una p-forma, es sencillo mostrar (mediante un álgebra 
elemental pero tediosa) que la. contra..cción del producto cuña de las formas con el vector ( 
está dada por: 

<i3 /\ &)(() = i3<ó /\ & + (-t)•i3 /\ &(() 

§2.13 Integración sobre variedades. 

Definiremos el concepto de integral exclusivamente sobre variedades orientadas ( §A.l). 
Sea Muna variedad n-dimensional orientada., {(Ur,ar)} un atlas orientado tal que {Ur} 

es una cubierta abierta localmente finita de M, y {hr} una partición de unidad ( §A.2) 
subordinada a esta cubierta. 

En prinlera. instancia consideremos al dominio de integración de manera tal que K e Ur; 
además, pediremos que K sea suficientemente regular (por suficientemente regular habremos 
de entender que las integrales ordinarias están bien definidas). En términos de coordenadas 
orientadas {xl} sobre Ur un campo de n-formas puede escribirse como: if, = JJ.xl /\ ... /\ éi:.r:", 
donde f es una función suave sobre Ur. 

Notemos que j,(dx 1 b· ... , d:z:"t;-) = f (X)dx 1 
••• d:z:", entonces la integral de la forma sobre 

una región Q e .El"- no es mas que la integral usual de cálculo vectorial: 

Puesto que {x'} puede ser interpretado como un sistema. coordenado cartesiano, entonces 
consideraremos a éste como el sistema orientado de coordenadas sobre el conjunto crr(K). 
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Dado que o .. (K) es orientado, entonces es posible llevar a cabo la integración sobre tal 
conjunto. 

Consideremos el mapeo lineal (a;-1 )• que va del espacio vectorial de las n-Connas en 
K e M al espacio vectorial de las n-formas en ctr(K) e .IR!'; entonces la forma (c.r;-')•cfo 
puede describirse en un sisteJn& coordenado orientado y en consecuencia Ia..(K}(o;- 1 )•q, = 
J ... fa .. (K) f(X)d.% 1 ••• dxn. Por otro lado, la transformación Or(K) nos proporciona la siguiente 

igualdad: ÍK i> = Ía .. (K)(a;- 1)•4> 1. Por lo tanto: 

r ;¡, = J ... r f(X)d:&' ••. d:z:n JK Ía,.(K) 

Si Ja región de integración K no esta contenida en un solo u .. , entonces habrá que recurrir 
a la partición de unidad para expresar a J K 4' en términos de integrales ya definidas: 

r ;¡,=E r 1i.;¡, 
lK .. ÍKnu ... 

La partición de unidad se debe introducir puesto que en general (K n U .. ) n (K n U.) :¡!;. 0 
(con r -:¡!; s), si no emplea.JDos la partición de unidad la integración da como resultado un 
uexceso" en las intersecciones. 

§2.14 n-vectores y duales. 

Por analogía con las n-fonnas, diremoe que un tensor (r:) completamente antisimétrko será 
un n-vector., Obvia.IDente, la dimensión del espacio vectorial de los p-vectores en cualquier 
punto de una variedad n·-<:Umensional es e;:. 

Notemos entonces que en un p E Af hay cuatro espacios cuya dimensión es la misma, 
a saber: el espacio vectorial de las p-íormas, el de las (n-p)-formas, el de p-vectores y el 
constituido por los (n-p)-vectores. 

Sea W una n-forma nunca nula definida en una región orientada de una variedad. La 
n-forma W proporciona un mapeo (rnapeo dual) entre p-formas y (n-p)-vectores como sigue: 

Dado un q-vector T, con componentes 7"···1: = Tfi ... 1:1, definimos un tensor A mediante la 
expresión: 

A 1 ... i = 2¡.w, ..... ; .. .17"·· .... 
q. 

1 Para un análisis máB det.a.llado puede consulta.rae [6] por ejemplo. 
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simbólicamente escribimos A= W(T) o sllnplemente A= •T. 
Diremos que A es el dual de T respecto a W. Puesto que AJ .. .l son las cornponmites de 

un tensor completamente antisim.étrico de grado (n-q), entonces A es una (n-q)-forma. El 
mapeo dual define una única (n-q)-Corma para cada q-vector. 

El mapeo T -Jo •T es biyectivo dado que es 1-1 y sobre, en consecuencia es invertible 
(i.e' 3 ºT-+ T}. 

Sean wf ••• 11: las componentes (de un n-vector) inversas a las de la n-forma tü: wf .. -Aw, ... 1: = n!. 
Oiremos que H es el dual de G con respecto a tü (H = •G) si (con G una p-forma): 

Definamos al (n-p)-vector H como antes. Hallemos el dual de H: 

( ºH) -
1 

w H'-··• j •• .l - (n _ p)! i ... kj ••• I 

_ 1 W r •.. d ... A; 
- (n _ p)!p! L.1e; .•• 1W Gr ...• 

- (-l)PC~-p) W Wi ... k,. ... • 
- (n _ p)!p! i ••. lcj ••• 1 Gr ... • 

Fijemos loe índices (j ... l) en, digamos, (1. .. p). La suma. para (r ... s) fijos es entonces: 
w1_.J:l. • .pw'···,...···•, lo cual implica que los índices (i ... k) deben elegirse del conjunto {p+l, ... , n}. 
De tal manera, a lo mas, hay (n - p)I términos no nulos en la suma. Entonces: 

UJ¡.,,.t;l. •• pw"-·..4r .•.• = (n - p)!wp+1 ... n1 ... ,.~1 ... nr ...• 

Observemos que la última expresión es cero a menos que (r ... s) sean una permutación de 
(1 ••. p). En la suma sobre (r ... s), w'*1···"r···•Gr ...• , hay a lo IIlaB p! términos no nulos. Por lo 
tanto: 

u¡P"+l ••. nr ...• Gr ... • = p!iuP+l ... nl, .. pGi ... p 

en consecuencia: 
(º Hh ... , = (-1).Cn-PlG1 ... , 

dado que Wp+1 ... n1 ••. ,,w'*1 ... n1 ••• p = l. 



41 

Como H = •G => c••G)1 ••• ,. = (-1)P<n.-P>G1 •• .,.. Puesto que las etiquetas (L .. p) pueden 
ser para cualquier índice, entonces: 

f. 

(""G) = (-l)P!R-PJG 

De manera similar se prueba para un q-vector T que: 

""T = (-1)9ln-9 JT 

En particular, tenernos que para una función f (0.-forma) habrá de cumplirse que: •• f = 

Puesto que el tensor. métrico nos proporciona un mapeo 1-1 entre tensores (~) y tensores 
e:>. al componer este mapeo con el dual obtendremos un mapeo que va del espacio vectorial 
(EV) de las p-formas (p-vectores) al EV de las (n-p}-formas ((n-p}-vectores) (4): 

§2.l.5 

EV p-formas d~ EV (n-p)-vectorea ....!+ EV (n-p)-formas 

• =: g o dual : EV p-fonnas -+ EV (n-p)-formas 

Derivada exterior. 

Con anterioridad mencionarnos que la derivada direccional de una función f a lo largo de 
una curva con vector tangente -!J:. es: df(~). Del hecho de que la derivada Wreccional es un 
elemento en ~ se sigue que df es una 1-forma. 

Extendiendo el resultado, tendríamos que si ¿¡. es una p-forma, entonces éi& habrá de 
ser una (p+l)-forma. La extensión citada se lleva a cabo de manera adecuada en tanto el 
operador ii cumpla con los siguientes requerimientos para las formas arbitrarias & (p....forrna), 
í3 y 'Y (q.formas): 

(i).- Jcí3 +'Y) = Jfl + J'Y. 
(ii).- Jco." í3> = Jco.> "fl + c-1)'&" cJ/J). 
(iii).- d(d&) = o. 
A la aplicación d.& se le conoce como derivada exterior de la p-forma á. 

En un sisteDJa coordenado {x'} tendrlamoe que: 

Jiit = ~dai . ..j /\ éi.::c' A ••• /\ dxi 
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de lo cual se sigue que: 

(J&J ••... ; = (p + l)~<><. .. j] 
Con objeto de ilustrar el uso que tienen las formas diferenciales, en el ánlbito de las ecua­

ciones diferenciales, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales: 

en donde se introdujo la notación U = ¡,, 2 • 

El sistema anterior puede escribirse de manera más compacta: 

f,, = a. donde a1 = g y a 2 = h 

Puesto que en el sistema coordenado {x'} df = f,, él:r:' y las funciones g y h bien pueden 
ser las componentes de una 1-forma a en dicho sisteina, dado que f,, =a¡ entonces habrá de 
cumplirse que df = ii (notese que esta última expresión es independiente de las coordenadas). 

Como éif = a ==> d.cl/ = da, pero éiéi¡ = O => Ja = O. De la igualdad (Ja)s; ~ 2afi,il se 
sigue que a(i,i) = O o bien que ªl'.il = O. Esta es una sola ecuación puesto. que déi es una 
2-fonn.a en una variedad 2-dimensional y en consecuencia la componente ªl•JJ es la. única: 

es decir: 

ªl•..il = a1,2-a2.1 =O ~ f,12 -/,21 =O 

8f 8f 
8¡¡8:z; = axay 

que es justamente la. condición de integrabilidad del sistema inicial. 

§2.16 Formas cerradas y exactas. 

Diremos que una forma & es cerrada si satisface que d& = O; si además ii es tal que ó = él¡J 
entonces diremos que la forma es también exacta. Obsérvese que toda forma exacta es 

2 &ta notación ae extiende a derivadas y tensores de mayor orden, por rúem.plo: ~ .,/!;rT,'• = T,"' •J'. 
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cerrada¡ sin embargo, el recíproco no es cierto en general, se requieren mayores "restricciones" 
para su validez: 

Consideremos una vecindad D de un punto p en la cual & esta definida y es cerrada­
Entonces existe una vecindad "suficientemente pequeña" alrededor de p en la cual una fonna 
fJ esta siempre definida y cu.u:iple con la relación & = ii¡j. Ea claro que fl no es única, tan:Lbién 
podría.m.os tener i3 + d.:y para cualquier i' de grado correcto. De tal manera, la afirmación 
consiste en decir que al menos localmente una forma cerrada es exacta: dada una D e M 
arbitraria en la cual & esta definida y es cerrada, puede no existir una sola i3 definida en 
D tal que a = d{3. Precisemos Ja afirmación en cuan.to a la exactitud local de las formas 
cerradas se refiere: . 

Lema 2.1 (Peine.aré) Sea & una p-forma cerrada definida en U C M di/eomorfo a la bola 
unitaria abierta en IR:' 3 • Entonces t!3:iste al menos una {p-1)-/orma íJ definida en U tal que 
Q = Ciii. 

Dernostración: La demostración consiste en exhibir a la íonna P. 
Puesto que existe un difeomorfismo entre U y la bola abierta. unitaria en D?!', entonces 

U esta cubierto por un solo sistema. coordenado cartesiano. Sean {x'} las coordenadas para. 
U. En tal sistema. Ja p-form.a Q puede escribirse como sigue: 

Q = O'.i •• A(Xt, ••-. x")d:z:i /\ ••· /\ d:z:lc 

Seaµ.= ó(r), donde r = (:r: 1 ••••• x"). La forma. jl es una {p-1)-íorma cuya expresión en 
el sistema coordenado es simplemente: 

µ. = º•J ... .t(x 1
, ••• , x")x'd:z:; /\. ... /\ élx"' 

Definamos las siguientes funciones: 

PJ .. .k(.x 1
, ••• , x") = fo1 

t'"-1 o-a; ... Ao(t.x 1
, ••• , tx")::c'dt 

Entonces: 

/JJ .•. lc,i = J.1 
tp-lD•J • ..Ao(t.z1 

<> ••• , t.x")dt + J.1 
tPx'D"lJ .. .Joi (t:z:1 

t •••1 t:z:")dt 
o . o 

--:c,La,..--exiat.en---,cl-a°"'d,-e-<al--,..<11'=eo-mo-rfism::--o-no-es o>ra cooa que Imponer dert.... coodiclones topologicas BObre U. 
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Puesto que .Pa1u ... 1:.q -ar,; ... .t:J 1l = O dado que Ci es una p-forma cerrad&y entonces: 

-- (
1 

-1 r [ 1 d 1 n (d/3)1; .. .4 =Jo (pt" o:¡; ... A: +x t?o:1; .. .k,1)dt =Jo dt{tPO:ij ... .t:(tx , ... ,tx )}dt 

=> (dii)iJ .. .4 = t"a•; ... .t:(tx1
, ••• ,txn)IA = O"iJ ..• .1::(x 1

, ••• ,x") O 

§2.17 Teoría de cohomologías. 

Consideremos ahora el conjunto de todas las p-formas cerradas y exactas sobre una variedad 
M: C'P(M) = {&/él&= O} y E"(M) = {& / & = élfl}. Evidentemente tanto CP(M) como 
EP(M) son espacios vectoriales sobre el campo de Jos nún1eros reales, adicionalmente notemos 
que si ii E .EP(M) entonces jj E CP(.A:l) (i.e: toda forma exacta es cerrada) y, en consecuencia, 
E"(M} es un subespacio de GP(M). Definamos aJ Espacio Vectorial Cohomol6gico p-ésimo 
de de Raham de M como el espacio cociente .JHP(.1\1) := CP(M)/E"(M), con la relación de 
equivalencia siguiente: 

a, fl E C"(M) son equivalentes sii ii: - iJ =.:Y, donde")- E E"(Af} 

Sea A e A~ unn. región difeomorfa a la bola unitaria abierta en mn entonces, por el 
Lema de Poinca.ré, toda p-forma & (p ;::::. 1) cerrada definida en A es también exacta. Por lo 
tanto, todas las P-formas cerradas en A son equivalentes y, en consecuencia, obtenemos que: 
.D'P'(A) = O (p ~ 1), pues todas las p-formas cerradas son equh'lllentes a la p-forma nula. 
Para el caso p = O nótese que llI°(A) = .IR; en efecto: 

Una O-forma es una función, entonces C"(A) = {f / df =O} = U/ f,, =O, Vi= 1, ... , n}; 
puesto que A es conexo tenemos que C° es simplemente el conjunto de las funciones con­
stante;: Co = {f: .Al -+ 1R J fes constante} = {K 1 K E JR} = lR... Ahora bien, f - g sii 
f - g E .E°(A), donde E°(A) es la cero-función; por consiguiente f - g sii f = g. Es decir, 
ll°(A) = C°(A) = Dl.. Claramente este resultado se extiende a cualquier variedad M que 
-. conexa: .Jlffl(l\f') = .Dl si M es conexa. Por otra parte, si M no es conexa pero consta de 
le cOJDponentes conexas entonces .JHO(M) = Co(.AI) = JR.k _ 

Obe6rvese como caso particular que .lEIº(sr') = .Dl, pues sn es una variedad conexa. 
Nota:noe que H 1 (S1 ) = JR y que H 1 (S2) =O¡ en efecto: 



45 

Sea la 1-forma úi = zd11 - yéi:z: = éitJ sobre S 1 • donde O es el ángulo polar. Cualquier 
1-fonna. 6 sobre S 1 puede escribirse entonces como O = h(B)ils. Si ..\tü E [&] => ii- .>..üi = ilf. 
donde f es continua., lo cual inlplica que: 

f o=...\ f w = 211"..\ p.a...\ 
Jsi ls• 

lo cual siempre ocurre pues h(B) es continua; en consecuencia: 

Entonces [a]=.>., pua alguna.>. E .IR.. Por lo tanto H 1 (S1 ) = {[&]} ={A¡.>. E .IR} = 1ll. 
La generalización al caso o-dimensional puede llevarse a cabo no tan do que: 

/,s-.&=..\J,s..w, p.a..\ e IR 

donde W = ~,, .. .1cx•d:z:i 1\ ••• /\ ii:c" es una n-forma definida sobre ~+1 • Por Jo tanto, [ii] = ..\ 
=O- JH"(S") = /R.. 

Por otra parte, si & es una 1-fonna cerrada definida sobre S2, entonces integrando Ja 
en cualquier región de S2 acotada por una curva cerrada y simple C obtenemos, según Ja 
versión para formas diferenciales del Teorema de Stokes«t, que: 

fc ii = o para cualquier e 

Pero esto sólo ocurre si O: = clg pa.ra alguna g, pues de no ser así podría hallarse una curva C 
para la cual la última integral es no nula. De tal manera, tenemos que toda 1-forma cerrada 
sobre S2 es exacta y, por lo tanto, B 1 (S2) = O. La generalización al caso n-dirnensional 
es directa y tiene como consecuencia que s-n-1 (5") = O. De facto, esta generalización es 
todavía un caso especial del siguiente resultado: BP(sn) = O, O < p < n. Este resultado 
puede probarse notando que toda p-fonna cerrada sobre ,sn es cerrada y exacta sobre sP+ 1

1 

que, a su vez, es una subvariedad de SJ'+2 ¡ entonces intuitivamente es claro que las p-formas 
también serán exactas en 8'*2 y así sucesiva.mente hasta S". 

4 El ~rema de Stokea para formas dlferenclalee eirtlpula. a grandes rmigoe, que la integral de la derivada 
erterlor de cualquier (n-1)-fonna sobre un conjunto U n-dlmensional con frontera 8U es Igual a la Integral 
de la (n-1)-forma aobre dicha frontera. En br"e"Ve: fu ilF = fou P [4}. 
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En resumen, los Espacios Cohomológicos de de Raharn para E? son: ~(.57') = JR, 
JlV{S") = O (O < p < n) y ..r>(sn) = JR. Estos espacios nos dan la relación que existe 
entre las formas cerradas y exactas sobre ,sn para distintos ordenes. Pero incluso nos dicen 
más, por ejemplo Bº(B"') = .R implica que cualquier función f : S" -+ JR tal que df = O 
es constante en todo S", pero ello implica. que entonces sn habrá de ser conexo¡ es decir, 
obtenemos información topológica de la. variedad. Para. ilustrar la importancia. topológica que 
pueden tener los espacios cohoID.ológicos, baste con mencionar el hecho de que una variedad 
Mes simplemente conexa sii H 1 (M) =O (4]. 

El ejemplo anterior exhibe una dependencia del espacio cohomológico H 1 (M) de la estruc­
tura topológica de la. variedad M, este hecho es de facto consecuencia. del siguiente resultado 
general en teoría de cohomologías (Teorema. cie de Raharn): Los espacios cobomológicos 
dependen solamente (aunque nuestra definición de .JHP(M) está. basada en la estructura 
diferencial de la variedad) de la estructura. topológica de M y no de su diferenciabilidad [4]. 
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Capítulo 3 

Derivada, grupos y álgebras de Lie. 

Inicia.remos el presente capítulo definiendo con precisión el concepto de derivada de Lie para 
ca.ropas escalares y vectoriales sobre una variedad sin métrica y ~n cutvatura no nula; para 
tal efecto, aprovecha.remos algunos conocimientos adquiridos previamente. Adicionalmente, 
notaremos que la derivada de Líe nos ayuda a definir conceptos tales como la invariancia de 
un c.a.m.po tensorial respecto a uno vectorial y, en caso de que la variedad este dotada con 
una métrica, los vectores de Killing. 

Una. vez expuesto lo anterior la discusión se centrará. en torno a los grupos de Lie. Es 
importante que el lector no familia.rizado con estos grupos procure especial atención a la 
definición de los mismos, a sus álgebras y a. sus representaciones ya que los grupos de Lie, 
como veremos más adelante, tienen un importante papel en la constnicción de un modelo 
a-no lineal. 

La presentación no soslaya lo funda.:rnental y contempla lo necesario para. nuestros pro­
pósitos ulteriores aunque, cabe advertir, los grupos de Lie conforman una extensa materia 
de estudio y el trabajo, consecuentemente, no esta excento de ciertas omisiones. 

§3.1 Arrastre de Lie. 

Sea V E 000 un campo vectorial definido en U ~ M y ). el parámetro de la congruencia. 
Considermnos la transformación que consiste en mapear cada punto de una cunoa. integral en 
otro una distancia para.métrica. A>. sobre la niisma curva de la congruencia. Si el roa.peo existe 
para toda .O..>.., entonces existe una íaniilia unidimensional diferencia.ble de tales ro.apeos, a 
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sa.ber: un grupo de Lie unipa.ramétrico con ley de composición ~.)-. 1 + .ór..A2 • Un lllapeo con 
estas ca.r&.cterfaticas es denomine.do arrastre a lo largo de la. congruencia 0 1 simplemente, 
af'Tl1Btre de Lie. 

Consideriemoa una función f sobre. una. variedad M y o un a.rraate. El arrastre de f 
a lo la.rgo de 1>,. define una. nueva función ¡;,,.,,. tal que f(q E curva.) = /.0."'(n(q) E curva.). 
Si J(s) = /L(s) Vs en la l:egión adecuada.. entonces de.do que s = Q(q) tenemos que! 
f(a(q)) = f4(<>(q)) = f(q) =>- f(q) = f(D<(q)). Es decir f = f " <> y, por tanto, f es 
invariante bajo el arrastre a (/es una función periódica sobre cada curva. de la congruencia). 
Si a.demás f es invariante para toda AA, entonces f es invariante bajo todos los arrastres a: 
y, en consecuencia.. f es invariante bajo el grupo uniparamétrico de Lie: f es Lie arru.stn:ida. 

Del hecho de que / sea. invariante ba.jo el grupo 1-parwnétrico de Lie, se sigue que f es 
constante sobre ca.da. una de las curvas de la congruencia.: ~ = O. 

De tal manera, arrastrar una función consiste en construir una nueva. fA.,. tal que /(p) = 
JA.A(a(p)). El arrastre de Lie de una.función ocurre cuando esta. es invariante bajo el grupo 1-
param.étrico de. Lie: /(o.{p)) = JA,,.(o:(p)) V .6.:\, n{p). Por lo ta.nto, si /es Lie arrastra.da. por 
el campo 1s,.. f es constante a. lo largo de cada una. de lBB curvas integrales de la. congruencia.. 

El ornutre de Lie de un campo vectorial ~ por el campo ~ es el análogo vectorial del 
arrastre de Lie de una función: 

Sea CtJ. una curva integral del c.a.rnpo ~ elegida. arbitra.ritunente. Arrastremos a. ta.1 
cutVa. una distancia paramétrlca. A>.' con a y en cada. punto compo.rémosla con la curva. 
integTal del ca:mpo. Si sucede que para. A>.' el arrastre de la. curva. coincide con la curva. 
integral del cmnpo, entonces et arrastre de la curva. y tas curvas integra.les son iguales en 
"saltos" de cr; sin embargo, ello no implica. aún que el campo sea Lie arrastrado. El ca:mpo 
Í: es Lic arrastrado si para. toda. a: (VA>.) coinciden el campo y el a.rrustrado; es deeir, si el 
a.rrast~ de (~). coincide con la curva. integral del campo "Va. 1 

§3.2 Derivada de Lie. 

Supongam.os que sobre una variedad M hay un ca.tnpo vectorial suave. Notemos que sí la 
variedad no esta. dotada con una métrica y además cuenta. con curva.tura no nula., entonces 
no es posible recurrir s. la definición de deriva.da de un campo que se da en cá.lculo vectorial 
elemental, ello se debe a la pérdida. de la unicidad en los conceptos de distancia. y paralelismo. 

•N~ ~que J.1. = cte eobre Is,. 



49 

En consecuencia, habremos de buscar sustitutos a tales conceptos que nos permitan definir 
a la derivada; dichos sustituto& serán, a grandes rasgos, los siguientes: Ja distancia entre 
dos puntos será simplemente la distancia paramétrica que existe entre 106 mismos dada una 
curva "Y de una congruencia que los conecte y, por otro lado, el arrastre de Lie de un vector 
definido sobre p E 7 a lo largo de la curva-, h&Bt& el punto q e 'Y sustituirá al paralelismo. 

Derivemos entonces la expresión analítica: 
Comencemos considerando una función escalar f y una congruencia definida en alguna 

región de M dada por el campo V = 1'- E C._. El arrastre de Lie de f(J..0 +A..\) define un 
nuevo ca.nipa escalar¡• tal que ~=O. Definhnoe entonces a la derivada de f (derivada de 
Líe de f a Jo largo del campo vectorial de arrastre V = ;&J como la siguiente operación: 

.Cv f = li'!:. f"(Áo~~ f(Áo) = 2J.'!:o f(A. + ~"1- f(Áo) = ~ l.\o 

Sea el campo vectorial U = ;J!; y f una función arbitraria. El arrastre de U(J..0 + AJ..) 
define un nuevo campo u• = b tal que [U•, V] = O: á et!· f = .,;!- f/x.f donde sea. Por lo 
tanto tenenios. para campos vectoriales analíticos, lo siguiente: 

...!!_f 1-'o = ..!!_f 1> +.o.> - ...!!.__..!!_f l>oAÁ + O(AA2 ) dµ• dµ 0 dµ•dA 

= ..!!_f 1-'o + ..!!_..!!_f 1-'oAA - ...!!_..!!_f 1-'<>AA + O{AA2
) 

dµ d>. dµ dµº d>. 

- ...!!_flJ.o-..!!_fl>o = {..!!_..!!_fl,._-...!!_..!!_f l>.o}AA+O(AÁ2 ) 
dµ- dµ dA dµ dµ• dA 

Definímos la derivada de Lie .l:vU como el campo vectorial que opera. sobre f para. dar: 

[.CvU](f) = li'!!.rUº{A.~: U{Ao)]{f) 

. d d d d 
= lJ.'!:o{dAdµf l>o - dµ• -¡¡xf I,,.} 

- .CvU= lim{..!!_..!!__...!!.._..!!_} 
.o.A-o dA dµ dµ• el>.. 

sustituyendo la identidad ,,;!. = ~ + a>.(á;t¡ - ~¡ft) + 0(6A2 ) y llevando a cabo Ja 
operación de Jfznite se obtiene, finalmente, que: 

.CvU= [V,U] 
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Este resultado no es sorprendente, pues de acuerdo a la definición de la derivada de Lie. 
un ca.JDpo vectorial tiene derivada de Lle igual a cero si este es Líe arrastrado (i.e~ si conmuta 
con el C&IDpo de arrastre). 

De la antisimetría del paréntesis de Lie se sigue que: 

.CvU =-.Cu V 

La derivada de Lie de un ca.nipa de 1-formas se halla análoga.rnente a Ja de un campo 
vectorial: se arrastra la !-forma en .>..0 +.O.A hasta Ao y se lleva a cabo la operación de limite 
correspondiente. El resultado es que la derivada de Lie de Ja !-forma k a lo largo de V está 
dada por: 

.Cv[k(W)] = (.Cvk)(W) + k(.CvW) 

donde W es cualquier ca.m.po vectorial 2
• 

La extensión de Ja derivada de Lie para tensores de mayor orden se sigue de manera 
natural: 

.Cv(T(w, ... ; il, ... )) = (.CvT)(w, ... ; ii, ... ) + T(.Cvw • ... ; il, ... ) + ... + T(w, ... ; .Cvii, ... ) + ... 

y 
.Cv(A ® B) = (.CvA) ® ll +A® (.Cvll) 

donde los tensores, 1-formas y vectores son arbitrarios. 
En un sistmna coordenado {x11 } tendríamos por ejemplo que: 

.Cv(T(dz'; a~;))= (.CvT)(dz'; a~;)+ T(.Cvdz'; 8~,> + T(w; .Cv a~.1) 
E.s fácil verificar que: 

.Cvélx' = v' •"'Y 

.Cv a:i = -v"' •i a~ 
donde ~ son las componentes del campo V; por lo tanto: 

:aw Juega el mlsmo papel que / en la deducdón de la expresión para la derivada de Lie de un campo 
vectorial 
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.Ev'Tj = (.EvT)~ + T(v',• d:."; 8':,,) + T(J:.'; -v• •i a'::.) 
es decir: 

§3.3 Invariancia. 

Diremos que un campo tensorial Tes invariante bajo un caznpo vectorial V si .L:vT =O. 
Suponga.IDOS que contamos con el conjunto de campos tensoriales F = {T., T 2 , ••• } y 

desearnos estudiar sus propiedades de invariancia. Entonces, para tal efecto, es necesario 
recurrir al concepto de álgebra de Lie de CB.1Dpos vectoriales: 

Definimos a un dlgebra de Lie de campos vectoriales sobre una región U de M, como el 
conjunto .A de carnpos vectoriales sobre U que conforman un espacio vectorial bajo la adición 
y que es cerrado bajo la operación del paréntesis de Lie. 

Teorema 3.1 El conjunto de todos los campos vectoriales V, bajo los cuales todos los campos 
en F aon invariantes, forman un álgebra de Lie.. 

Demostración: Sean V y W cualesquiera dos caIDpos que satisfacen que .Cv71 = .EwT¡; = O 
V'l"', E F. Sea X= a V+ bW (con a y b constantes), entonces: 

~ .C.v+111w71 =O V7' e F 

por lo tanto, los V tales que .Cv7i = O para todo 71 E F forman un espacio vectorial bajo la 
adición. 

Dado que ..Cv7' = .Cw11 = O => [.Cv, .Cw)71=0. Por otra parte, sobre tensores es válida 
la siguiente expresión: (.Cv, .Cw] = .Crv.WJ· En consecuencia: 

..Crv.WJT. = O \f ~ E F 

entonces (V, W] esta en el conjunto y por lo tanto éste es cerrado bajo los paréntesis de Lie. 
o 
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§3.4 Can:ipos vectoriales de Killing. 

Sea M una variedad. riemanniana3 con métrica g. 

Diremos que un campo vectorial V sobre M es un canipo vectorial de Küling si V es 
tal que .Cvg = O. De acuerdo a esta definición, es posible probar (7) que en una variedad 
n-diniensional hay, a lo mas, nCn.:,+ 11 caJDpos vectoriales de Killing independientes. 

Sabemos que en un sistema coordenado {x1 } tenemos la siguiente igualdad: 

en consecuencia,, si V es un canipo vectorial de Killing, las componentes de la derivada de 
Líe del tensor métrico habrán de ser nulas: 

(.Cvg)s; = vkg¡;,.\: +v"',,¡ 9A:i + v"' ,; 9ik =O 

Si elegimos el sistema coordenado de tal manera que las curvas integrales de V sean una 
fa.niilia de líneas coordenadas; digamos que V = '1r, entonces v' = óf y en consecuencia: 

(.Cvg)¡; = 9iJ•l =O 

Es decir, las componentes de la métrica son independientes de la coordenada; x 1
• 

El recíproco es también cierto: si existe un sistema coordenado en el cual las componentes 
de Ja métrica son independientes de cierta coordenada, entonces el vector base para tal 
coordcnada:es un vector de Killing. 

§3.5 Definición de grupo de Lie. 

Definimos a un g~po de Lie de dimensi6n finita como una variedad G, de dimensión n y 
C 00 

1 que cuenta con Jos siguientes difeomorfismos: 
Cualquier g E G mapea a h E G como sigue: 

h ..... gh traslación izquierda por g 

6 

•una variedad dotada con una. métrica ee llamada una variedad riemann.Jana (6). 
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h>-+ hg traslación derecha por g 

Cabe destacar que, en general. el grupo no es abeliano hg =F gh. 

Cualquier vecindad de la identidad (e) es entonces mapead.a por una traslación izquierda, 
dada por una g particular, en una vecindad de g. Puesto que el mapeo lleva curvas en curvas, 
entonces éste induce un mapeo de vectores tangentes en e (T.G) a vectores tangentes en g 
(T ... G). Este mapeo suele denotarse como L• : T.G ~ T.G. 

Se dice que un C&ID.po vectorial V definido en G es invariante-izquierdo si el campo V en 
g coincide con el mapeo·L. de V en e para toda g (Le: V es un campo invariante-izquierdo si 
L.V(e) = V(g) Vg E G). Por la ley de composición en grupos se sigue que L 11V(h) = V(gh) 
para cualquier h E G. 

Cada W E T.G define un único campo invariante-izquierdo. En consecuencia, los campos 
vectoriales invariantes-izquierdos forman un espacio vectorial o-dimensional. Si V y W son 
cualesquiera dos campos vectoriales invariantes-izquierdos, entonces L 11 mapea [V, 1'V] en e 
a [V, W] en 9 (i.e: [V, W] es también un invariante-izquierdo). Por consiguiente, tenemos 
que los campos vectoriales invariantes-izquierdos /onna.n un álgebra de Lie que habremos 
sirnplemente de llamar álgebra de Lie de G y denotar por Q. Es importante señalar que 
el álgebra de Lie es completamente caracterizada por las llama.das constantes de estructuro 
(ci1c1) definidas como sigue: 

Sea {Vj; i = 1, ..• , n} una base para el álgebra de Lie; esto es, un conjunto linealmente 
independiente de ca.ro.pos vectoriales invariantes-izquierdos. Entonces, siempre es posible 
escribir [V1;, V,}= cl1c1V;- Si se da. el caso en que todas Jas constantes de estructura. son nulas, 
entonces diremos que el '1gebra de Lie es a.beliana. 

Es obvio que la base {V.} no es única, bajo un cambio de base las componentes d "' se 
transforman como las componentes de un tensor CU- Sin embargo, cada grupo y álgebra de 
Lie tiene un único tenaor de eatn.ctura. C. 

Notemos que cualquier base {V((e); i = 1, ..• , n} para TeG define un con.junto linealmente 
independiente de carnpos vectoriales invariantes-izquierdos. En efecto: 

Como 9 es un difeomorfismo => Lg : T.G --+ T•G es 1-1 e invertible => L 9 ""(e) es 
linealmente independiente de L 11 l'J(e) para toda 9 e i 7'= j. En consecuencia., el conjunto 
{Vi.(g), •.. , Vn(g)} es un conjunto de vectores linealmente independientes. en T.,G para toda 
g. 



§3.6 Subgrupos uniparamétricos. 

Inherente a la definición de CAnlpo vectorial invariante izquierdo, esta bien definido, en al 
menos una vecindad de la identidad e de G, el concepto de curvas integrales suaves y simples. 
Por ende, es posible considerar, en particular, a la curva integral de un ca.inpo V invariante­
izquierdo que pasa a través de e. Puesto que hay un único vector tangente en e y un único 
parámetro t para el cual e corresponde a t = O, por analogía. con el análisis JJevado a cabo en 
Ja sección §2.3.3 podemos denotar entonces a los puntos de G sobre la. citada curva como: 

9V(e)(t) = e'v¡.,, 
Puesto que por definición tenemos que: 

e'ªVetzV/e = e<11+c2)VI .. 

entonces los puntos sobre la curva forman un grupo: 

9V(e)(t1 + t;,) = eCti+ta)Vle =eta V etzVI., = 9V(e)(t1)9v(e) (t;l) 

Este grupo es denominado subgrupo uniparamétrico de G y es, obvia.JTlente, abeliano puesto 
que 9V(e)(t1 + t2) = 9V(eJ(t2 + f¡). 

Para cada V E T.G hay un único subgrupo. Inclusive, dado que cada subgrupo 1-
paraniétrico debe ser una curva CQJQ en G, que pasa a través de e, entonces hay una corres­
pondencia 1-1 entre Jos subgrupos 1-paramétricos de G y los elementos del álgebra de Lie de 
G. 

Antes de pasar a Ja siguiente sección, haga.nios un breve paréntesis para definir a un 
cmnpo vectorial invariante-derecho: 

Por ana1ogía. con los campos invariantes-izquierdos, diremos que un ca.inpo V es invariante­
derecho si el campo vcctoria1 V coincide con el mapeo vectoria] inducido en Ja acción por 
la derecha Vg E G. Los campos invariantes-derechos también forman un álgebra de Lie, las 
curvas integrales correspondientes a estos campos que pasan por e coinciden con las cur­
vas integrales de los campos vectoriales invariantes-izquierdos; sin embargo, las curvas de 1a 
congruencia que no contienen a e no coinciden, en genernl, a :menos que e1 grupo sea abeliano. 

§3.7 Ejemplos de grupos de Líe. 

i).- E1 primer ejemplo, y el mas senci11o de todos, es el espacio vectorial JR.n. Este espacio 
vectorial es una variedad y un grupo abe1iano bajo Ja adición de vectores. Los subgrupos 
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1-pararnétricos son las lineas rectas que pasan por el origen (rayos). Los campos vectoriales 
invariantes-izquierdos son paralelos a los rayos, de tal manera que conmutan entre si. El 
álgebra de Líe es entonces el espacio vectorial T.lR" con el paréntesis trivial abeliano {V, W] = 
O VV, W E T.lll". 

ii).- El siguiente ejemplo consiste en presentar a uno de los grupos más importantes en 
fisica: el grupo de las matrices reales den x n, con determinante no nulo, llamado gnJpo lineal 
general en n dimensiones rea/ea y denotado por GL(n, JR). Ob6ervenios que, efectiva.mente, 
es un grupo de Lie: 

1).- Notemos que este es un grupo bajo la operación de multiplicación de matrices y que 
la JDatriz unitaria es el elemento identidad del grupo ... 

2).- El grupo es una variedad. Cualquier A E GL(n, .Dl) con entradas {ai¡; i,j = 1 1 ••• , n} 
tiene una vecindad de radio E definida por aquellas matrices B para las cuales sucede que 
jb'¡ - ai;I < E Vi,j, donde E puede ser tan pequeño como sea necesario para asegurar que 
cada B tenga detenninante no nulo. 

Los números x•; = IJJ - a'J son las coordenadas para esta vecindad; puesto que hay n 2 

coordenadas, todas independientes, la dimensión de GL(n, JR.) es entonces n 2 • De hecho, 
ésta es UD& subvariedad de .El"

2
• Dado que 1R!'2 es idéntico al espacio tangente de culquiera 

de sus puntos, entonces el espacio tangente a la identidad e de GL(n, .IR) es Dl."
2

, y cualquier 
vector tangente puede ser representado como una matriz. 

Por ejemplo, la curva en GL(n,JR) que corresponde a las matrices diag(l +e-\, 1, 1, ... , 1), 
cuyo parámetro es ..\, tiene vector tangente diag(l, O, O, ... , O) en ;\ = O. Este último tiene 
determinante nulo, ilustrando el hecho de que cualquier matriz esta en TcM y, por lo tanto, 
cualquier matriz genera un subgrupo 1-pararnétrico y un campo vectorial invariante-izquierdo 
[4). 

El subgrupo 1-paramétrico generado por cualquier matriz A, es la curva integral de un 
C&Jllpo vectorial invariante-izquierdo que pasa por e y cuya tangente en e es A. Si denotantos 
a las componentes del subgrupo como las matrices g,....(t), con ~lc=o = A (lo cual s61o 

significa que cdfl...:;))t, lt=o = a'; Vi,j) entonces, dado que los puntos de la curva integral 
forman un grupo, tenemos que: 

4 La restricción de determinante no nulo es neceaaria para garantizar Ja existencia del elem.ento inverso 
para cualquier matriz 
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=o- ~ g,.(t+~~ -g,.(t) = lj~g,.(t)g,.(Ll.t~--;g,.(O) 

=> dg~t(t) = 9.<(t){dg~(t)¡..o} = g,.(t)A 

=o- g,.(t) =e"' =e+ tA + fil(tA) 2 + ;j¡CtA)3 + ... 
De tal manera., los subgrupos 1-paramétricos de GL(n, .JR) son la exponenclación de ma­

trices arbitrarias de n X n. La matriz A es, con frecuencia, llamada el generador infinitesimal 
del subgrupo g,.(t). 

Es iniportante notar que no todo elemento de GL(n, JR) es un :miembro de un subgrupo 
1-paramétrico. Un argumento de plausibilidad es el siguiente: 

El subgrupo 1-par&.IDétrico es una curva continua en GL(n, Dl.) y sobre tal curva el de­
tenninante debe cambiar continuamente. Dado que el determinante es 1 en e, y no puede 
ser nulo, entonces no hay una curva continua que enlace a e con una rnatriz de determinante 
negativo. 

Los elementos que pueden 6Cr unidos a e de manera continua (sin que necesariamente 
pertenezcan a un subgrupo unipararnétrico) son denominados componentes de la idenUdad 
del grupo. Por ejeruplo, la siguiente matriz 

( -~ - ~ ) 
es un elemento de Ja componente de Ja identidad de GL(2, 1R) y, no obstante, no pertenece 
a ningún subgrupo 1-paramétrico (4]. 

Ahora bien, dado un vector tangente A(e) en e y su subgrupo 1-paramétrico 9A{f!)(t), la 
acción por Ja. izquierda f9A.(•)(t) sobre esta curva por Ja matriz f E GL(n, R) produce una 
curva de Ja congruencia del campo vectorial invariante-izquierdo correspondiente a A(e). Si 
/ está en Ja curva 9B(•)(t), que pasa por e, generada por B(e) E T.,GL(n, .Dl), entonces el 
paréntesis de Lie de los dos campos vectoriales en e es: 

9-<(•¡(t)gsee¡(t) - 9DC•>(t)g-<C•>(t) = t'(A, BJI. + 0(2: t') 

=o- [A, B]!. = j!i'.¡ ¡.,(9-<C•l(t)gsc.¡(t) - 9BC•>(t)gAC•>(t)) 

por el desarrollo exponencial tenemos entonces que: 

[A,BJJ. = j!i'.¡ /.{t2 (A(e)B(e) - B(e)A(e)) + 0(2: t 3
)} 

.: 
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=> [A, BJI. = A(e)B(e) - B(e)A(e) 

Es decir, el paréntesis de Lie de cualesquiera dos campos vectoriales invariantes-izquierdos 
en e es simplemente eJ conm.utador de las matrices que generan Jos ca.nipas. En consecuencia, 
el campo vectorial invariante-izquierdo generado por este conmutador es el elemento del 
álgebra de Lie de GL(n, B), que no es mas que el paréntesis de los campos originales. 

ili}.- El siguiente ajemplo consiste en un grupo que surgió en una discusión previa ( §2.9): 
el grupo de slm.etrla Euclidiano O(n) (donde O(n) significa grupo ortogonal en n dimen­
aionea). 

Comencem0& notando una. característica. representativa pa.ra este grupo: 
Puesto que det(A) = (det(A- 1))- 1 y det(A) = det(AT), entonces si A E O(n) tenemos 

entonces que: (det(A)) 2 = 1 => det(A) = ±1. En consecuencia, se sigue entonces que O(n) 
es disconexo. 

El conjunto de matrices A e O(n) tales que det(A) = 1 1 fonnan un subgrupo (grupo 
de rotaciones) llamado grupo especial ortogonal y denotado por SO(n). Obsérvese que el 
conjunto de las matrices A E O(n) ta.les que det(A) = -1 no son un subgrupo dado que no 
contienen al elemento identidad e. 

El álgebra de Líe de O(n) consta de todas las matrices antisimétricas y Ja dimensión del 
grupo es ~n{n - 1). En eJ"ecto: 

Sea A E TeO(n), el subgrupo 1-paramétrico correspondiente esta dado entonces por: 

g .. (t) =e'"' 

Puesto que YA(t) E O(n) 1 entonces (gA(t))- 1 = (YA(t))T Vt, en consecuencia: 

(e+ tA + filctA) 2 + ... ,-• =(e+ tA + ~(tA)2 + ... )T 

pero como sucede que: 

(e+ tA + filctA)' + ... ¡-•=(e - tA + filc-tA)' + ... ) 

y 

(e+ tA + filctA) 2 + ... )T =(e+ tAT + ~(tAT¡• + ... ) 
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entonces 
t(AT +A)+ filt2((AT) 2 - A') + -J¡t3 ((AT)3 + A 3

) + ... =o • Vt 

=> Ar+ A= O ==> A = -AT 

por lo tanto. A es una matriz antishnétrica y se sigue entonces que e] álgebra de O(n) esta 
compuesta por el conjunto de las matrices antisimétricas. 

La dim.ens.i6n de O(n) es, en consecuencia, ~n(n - 1) dado que la dimensión esta dada 
por el námero máximo de matrices antisimétricas linealmente independientes. 

Noteznos que una base para el álgebra de Lie en el caso particular 0(3) (n = 3) podría 
ser el siguiente conjunto de matrices L¡ antisimétricas y linealmente independientes: 

( 
o o 

,L-,= 00 
-1 o 

que satisfacen las siguientes reglas de conmutación: 

[L., L:.J = L3 , [L,,, L3] = L, , [L,, L.] = L:. 

iv) .- Ejemplos importantes de grupos de Lie son el grupo hom.ogéneo de Lorentz y el g-ropo 
inhomogéneo de Lorentz o grupo de Poincaré. 

Grupo homogéneo de Lorentz: 
Sean S y S' dos sistemas inerciales con ejes espaciaJes paralelos y supongamos que S' se 

mueve respecto a S en Ja dirección positiva del eje x, con ve1ocidad v < c. Adicionalmente 
pedimos que al tiempo t = O en S, los orígenes espaciales O' de S' y O de S coincidan 
(y viceversa desde S'). Si algún evento en el espacio tiempo tiene coordenadas (x, 111 z, t) 
cm S y (x', r/, z', t') en S', entonces los sistemas se conectan a través de Jas ecuaciones de 
transformación de Lorentz (8]: 

x' = -y(x - vt), y'= y, z' = z, t' = ;(t - ::) 

donde -y= (1 - v 2 /c")-•I•. 

(3.1) 

Ahora bien, si un objeto se desplaza a velocidad constante u a lo largo del eje x en S, 
entonces su velocidad u' en S' a lo largo de :e' es: 

u'=~ 
1- uv/é' 
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Nótese que si el "objeto" fuese una onda de luz, entonces u = e y u' = c. 
Si Sª se tnueve respecto a S' a velocidad v', como S' lo hace respecto a S a velocidad v, 

entonces la velocidad de S" relativa a S es v": 

,, v+v' 
" = 1 +vú/& (3.2) 

Las variables x! 1 t' están relacionadas con :r:, t como en ( 3.1 ) y x'' 1 t" con :z:', t' de JUanera. 
análoga pero con v' en lugar de v; entonces, las variables :r!' 1 t" están relacionadas con x, t 
tam.bién de la misma manera pero con v". Por lo tanto, la composici6n de transformaciones de 
Lorentz en una dimensión da de nueva cuenta una transfonnaci6n de Lorentz del mismo tipo 
y, juntas, constituyen un grupo abeliano 1-par&IDétrico. La simetría del mietnbro derecho de 
( 3.2 ) respecto a v y v' garantiza la naturaleza abeliana de éste grupo de transformaciones. 
Si la velocidad v es el pará.Inetro que etiqueta a las transformaciones, nótese que entonces 
la composición de dos transformaciones no corresponde a la adición de parámetros¡ para 
conseguir que la adición de parálnetros corresponda a la. composición de transformaciones es 
necesario definir un nuevo paránietro: 

Sea. V= ctanh(e), -oo <e< oo, donde e es el parámetro de '"rapidezn. Evidentemente 
lvl < !el, pues -1 < tanh(e) < l. Entonces, cosh(e) = "Y y senh(e) = ""'fv/c. Si contarnos 
con la. cadena. anterior, i.e: 

S-.!tS'~S" 
tenemos, por ( 3.2 ), en términos del nuevo parámetro que: 

e• =e+e' 

La. transformación ( 3.1 ) es ahora: 

:z:' = "' cosh(e) - et senh(e) , et' = et cosh(e) - "' senh(1') , 1/ = y , z' = z 

En general: si los sistemas inerciales S' y S tienen ejes espaciales paralelos, S' se mueve 
respecto a S uniformemente en la dirección {'con rapidez \i\ = e y, conio antes, los orígenes 
O y O' coinciden al tiempo t = O en S así como al tiempo t' = O en S', entonces la. 
transformación de Lorentz entre los sistemas es [8): 

xi = (5;• + e;e. C1Hh.¿l)-l)z11; - et(; l'll!ft;{() 

d! = et cosh(1') - :z:;/;; •--;-m (3.3) 
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donde (J son las coordenadas de (y se sobreentiende sutna sobre índices repetidos. 
La fa.milia de transformaciones de Lorentz en la misma dirección e. con parámetros de 

rapidez e, e, ... forma.n un grupo 1-para.rnétrico abeliano, donde la adición de los pa.ránietr06 
corresponde a la composición de las transformaciones. 

Consideremos ahora no paralelos a los ejes de los sistemas inerciales S y S', pero con 
la misma orientación y manteniendo las demás condiciones. Entonces la transform.ación de 
Lorentz homogénea consiste en aplicar una rotación en S para obtener un nuevo sisten1a. S 1 
con ejes paralelos a S': 

S1 = eª'L' S , eº•L' E S0(3) 

Aplicam.os una transformación "pura" de Lorentz a S 1 , correspondiente al vector de rapidez(, 
para obtener finalmente la relación entre S' y S. Denotemos a esta secuencia de operaciones 
como el par (e-:a), entonces S' es la aplicación del par sobre S: S' = ((,Ci)S. Es decir, en 
notación 4-vectorial, tendría.nios que {8]: 

S--+ S': rµ =A~((, Oi)r', (µ, v =O, 1, 2, 3) 
donde: 

A{({~éi) = A;•(éi) +{;(mA,,..(éi)~·•¿p-• 

A~(f,o) = -e,· .. ~!e> 
A~((,éi) = -{•A•;(éi)"~C<l 

A8(~ éi) = cosh({) 

(3.4) 

donde el eleIDento de U:nea ds2 = TJ,-dx~~, con TJ,- = O si µ =F v, T/00 = -1, '7u = TJ22 = 
'733 = 1, es invariante bajo estas transformaciones. 

Si S y S' son cualesquiera sistemas inerciales cuyos orígenes espacio-temporales coinciden 
y para los cuales el sentido de incremento temporal y orientación del sistema coordenado 
espacial coincide, entonces las variables espacicrternporales x" y x'P están relacionadas por 
( 3.4 ). El conjunto de todas las transformaciones S -+ S' = (i: á)S V{: a, constituyen el 
grupo homogéneo de Lorentz (GHL), este grupo es 6-paramétrico (i.e: es de seis dimensiones) 
y puesto que la forma cuadrática invariante contiene tres términos del mismo signo y uno 
del signo opuesto, el grupo de transformaciones A puede ser pensado como un grupo de 
rotaciones "pseudo-ortogonal" en el espacio real 4-dimensional y denotado por S0(3, 1). 



i.e: 

Si tenemos tres sistem.as inerciales S, ~, S", entonces: 

s4S'~ S" 
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(3.5) 

Los vectores base del subgrupo {O,&) son Jos vectores {L¡} (como en el anterior ejemplo), 
en tanto que {K,¡ i = 1, 2, 3} corresponden al subgrupo 1-paramétrico de transformaciones 
"puras" de Lorentz. Como antes, 

(L._ L1J = ~•Jna.Lrn 

donde ~ljrn son las componentes del tensor completamente antisitnétrico de Levi-Civita.. 

Usando ( 3.4 ) y ( 3.5 ) se obtiene que: 

(3.6) 

Comparando el primer orden del desarrollo de las exponenciales para el vector K en 
ambos miembros de ( 3.6 ), y desarrollando basta primer orden en las componentes de &, 
tornando en cuenta la igualdad [8]: 

A¡¡,(á) = 611:cos(a) + °'iº" 1 - ::,s(a) + E¡1:1a1 aer;;o) 

obtenernos que: 

Para hallar {KJ, Km] basta con considerar el producto e•Ka e"K2 entre subgrupos 1-para­
métricos de transformaciones "puras" de Lorentz y considerar sólo Jos términos lineales en 
a y b, y de segundo orden sola.m.ente con ab, en el desarrollo del la exponencial. Entonces, 
es fácil probar que: 

Introduciendo la siguiente "cadena" de sistemas inerciales: 

Si= e6Ka5 • S2 = e•K•S1 ' S' = e-•Ki-6K"S2 

usando ( 3.3 ) en cada caso y combinando los resultados para Ja relación entre S' y S: 

S' = ~Ki.K,,)12+ ..• S 
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se verifica directamente que S' se obtiene de S sólo por una rotación espacial [8). En 
consecuencia el co!llDutador [K11 K 2 ] debe ser una combinación de los vectores L,; de hecho, si 
escribimos [K11 K 2 ] = fJJ.Li se prueba, desarrollando A 11c(iJab/2} como antes, que /J,¡ = -E1211 • 

Por consiguiente, la pennutación cíclica de los índices nos proporciona la siguiente regla de 
conmutación: 

El grupo de Poincaré (F) o grupo inhomogéneo de Lorentz es un caso más general, 
que surge al combinar al GHL con el grupo de traslaciones espacio-te01porales. Es decir, los 
elementos de P corresponden a todas las posibles transformaciones que conectan dos sistenias 
de referencia inerciales S y S' en el espacio-tiempo cuyos orígenes espacio-temporales y ejes 
pueden diferir. Los elementos de .F pueden construirse como sigue: Relaciona.JDos a S con 
S 1 vía una transformación homogénea de Lorentz (S1 = AS. Después va.moa de S1 a S' con 
la aplicación de una traslación espacial dada por una cantidad a y, por último, una traslación 
en el tiempo por una cantidad b: 

S' = eMea..r AS , :;c;'i = A!:z:P + a; , x'º = A~x" - b 

Introduciendo notación tetra vectorial: a", con a; = a; y a 0 = -ao = -b¡ d,..., con -do = 
rfJ = h. Entonces: 

S' = e•,.~ AS : :z:'"' = A!:!x"' + aP 

En consecuencia. un elemento de P puede ser denota.do por la pareja {A, aP); A E S0(3, 1) 
y a" alguna traslación espacio-temporal. Entonces: 

S" = (A',a'"')S' = (A',a'")(A,a")S: 

(A', a.'"}(A, a") = (A' A, a'" + A'~a ... ) 

Para especificar a un elemento de P son necesarios diez parámetros (JP es un grupo 
lQ...param.étrico): seis de S0(3, 1) y cuatro de las traslaciones espacio-temporales. Por lo 
tanto, diFn P = 10. 

Las reglas de conmutación para el grupo de Poinca.ré son [8]: 
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[d;. d...) = [d;. h) =O , (L¡, el,,,) = •;-d", fL,, h) = O 

[K;, d...J = ó,...h, [K1 , h) = cP 

v).- Por último, concluiremos Jos ejemplos presentando al grupo especial unitario en n 
dimensiones SU(n). 

El grupo SU(n) es un subgrupo de U(n) (grupo unitario} que, a su vez, es un subgrupo 
de GL(n,C); es decir, el grupo compuesto por todas las matrices complejas den x n con 
determinante no nulo (grupo lineal general en n dimensiones compleja.s)-

Dado que cada entrada puede ser un número complejo, entonces GL(n, C) tiene 2n2 

dimensiones reales. Hallemos Ja dbnensión del subgrupo U(n): 

El grupo unitario esta compuesto por las matrices u tales que u-• = ut (donde uf es 
Ja matriz transpuesta conjugada de u). Por analogía con O(n), el álgebra de U(n) esta 
compuesta por todas las n x n .tn.atrices antibermitianas 5 • La dimensión real del álgebra es 
n 2 puesto que hay n(n - 1) reales en las partes triangulares y n en Ja diagonal. Como la 
dimensión del álgebra es igual a Ja dimensión del grupo, entonces dim U(n) = n 2 • 

EJ subgrupo SU(n) de U(n) esta compuesto por .matrices cuyo determinante es igual a 
l, esta condjción extra im.pUca que SU(n) habrá de tener dimensión n 2 - l. EJ álgebra de 
Lle de SU(n) es el conjunto de todas las n x n matrices antibermitianas con traza nula. 

Para el caso específico dos-dimensional, una base para el álgebra de Lie de SU(2) podrla 
ser Ja siguiente: 

1 ( o i) 1 ( o -1 ) 
Ji = 2 i o ' J 2 = 2 1 o 1 ( i o) 

1 J 3 = 2 o -i 

Nótese que las reglas de con:m.utación son idénticas a las de {L11 .L:l1 L 3 }: 

ªA es una matriz antiherm.idana si At =-A. 
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Algunoa GnJpoa de Lie. 
GnJpo. Dimenaión. dlgebra de Lie. 
JR.ft n T.JR!' 
Gl(n,E) n• C,1;A'=, A'= E Mnxn .. 
51(2,JR) • 3 aT+b1cS1r. 
O(n) ~n(n - 1) {A E Mnxnl A= -AT} 
5U(2) 3 C1r.J1c 
50(3) 3 C1cL" 
50(3, 1) 6 C,L'+DJKi 
JP 10 C,L' + D;Ki + Eid!- + Fh 

(•) ver §5.f>. (••) Mn.,.n denota a el CODJunto de las matnces de n x n. 

§3.8 Álgebras de Lie y sus grupos. 

Empeza.:renios este. sección dando una definición, un tanto más general, para. el álgebra de 
Lie: 

DefinireJDos a un álgebra de Lie como un espacio vectorial real V sobre el cual esta 
definida. una regla de multiplicación bilineal, denotada por [ , ], que produce e. partir de 
cualesquiera dos ca?Dpos vectoriales A y B un nuevo campo vectorial [A, D} E V que satisface 
lo siguiente: 

1).- [A,B] = -[B,A] 
2).- [A, [B, C]] + [B, [C, A]]+ [C, [A, B]J =O 
La diferencia. entre esta definición y la previa consiste en el hecho de que el conmutador 

de campos vectoriales efectivaIDente satisface las citadas reglas, pero no es el único. Por 
ejemplo, podríamos considerar igualmente al espacio vectorial D1fJ con el producto cruz usual: 
(a,bj =a X b. 

A continuación haremos un breve paréntesis sólo para definir dos conceptos y con ello 
preparar adecuadaniente el terreno para presentar un importante teorema en cuanto a las 
4lgebras de Líe se refiere: 

En prinier término, sobre las variedades, diremos que una variedad conexa M cubre a otra 
N si hay un mapeo TI de M sobre N (todo elemento de N proviene de al menos uno de M) 
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tal que la imagen inversa de alguna vecindad v de cualquier punto p E N es la unión disjunta 
de vecindades abiertas que contienen a n- 1 (p) e M. Por ejemplo, Sl (círculo unitario) es 
cubierto por la línea real R una infinidad de veces a través del mapeo n : ll. -.. S 1

, donde 
n = (cos(z), sen(z)). 

La segunda definición que nos atañe concierne al estudio de grupos: Dos grupos, G 1 

y G 2 , con operaciones binarias ( ·) y ( •) respectivamente, son isomorfos (idénticos en sus 
propiedades de grupo) si existe un m.apeof, 1-1 de G 1 sobre G 2 , tal que: f(x·y) = f(x)•f(y). 
Un homomorfisTno entre grupos es semejante a un isomorfisnio con Ja salvedad de que el 
ID&peo puede ser "nluchos a uno" y puede solo ser dentro y no 11obre (Le: el rnapeo esta 
definido para todos los elementos del dominio). 

Teorema. 3.2 Cada álgebra de Lie ea el 4lgebra de Lie de uno y s6lo un grupo de Lie 
simplemente conexo 6 • Maa aún. cualquier otro grupo de Lie con la misma álgebra, pero sin 
ser ai.mplemente conexo, es cubierto por el simplemente conexo correspondiente. La cubierta 
debe aer un homomorfismo entre los doa grupos {.,¡}. 

Como un ejemplo ilustrativo de este teorema consideremos a los grupos 80(3) y SU(2): 

Observemos que existe un difeomorfismo <.p entre la esfera 8 3 • que es una variedad sim­
plemente conexa. y SU(2): tp(0"1, 0'2, o 3,o4) = 2(o1J 1 +02J2 +o3J 3) +o4e. En consecuencia.. 
SU(2) es una variedad simplei:nente conexa. 

Notemos ahora lo siguiente: 

._,, _ ( cos(i) i:ren(l) ) 
e - isen(U cos(!) 

y 

e•L• = ( 0~ cos~s) -s!(s) ) 
sen(s) cos(s) 

entonces podemos decir que Il : SU(2) -+ 50(3) es tal que: 

n: ( "."ª(~(~) isen((l)) ) ,___. ( ~ cos~t) -s!(t) ) 
asen 2 cos 2 O sen(t) cos(t) 

9 Recordeinoe que una variedad. es •hnplemente conexa 111 cada curva cerrada cont.enlda en ella puede 
contraerae suavemente haata un punto. 
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donde clar&IDente Il es un homomorfistno entre los d06 subgrupos 1-pa.ra.métricos. 
Notemos que los elementos de SU(2) correspondientes a los valores paramétricos t y t+2?r 

tienen la :misma imagen en S0(3). Los valores para.métricos {t+4n11": ne Z} corresponden 
al mismo elemento de SU(2), por lo tanto podemos a.firmar que eu• es una cubierta doble 
de ~La. 

Lo anterior naturalmente se extiende a todo el grupo: El mapeo 

es una doble cubierta de S0(3) por SU(2). 
El subgrupo unipararnétrico eu• de SU(2) comienza en e con t = O y vuelve a e en 

t = 41r. Los puntos que corresponden a t y t + 211" son diametralmente opuestos uno del 
otro7 • Estos puntos, bajo n, son el mismo punto en S0{3), de tal manera. que habremos de 
identificar a S0(3) como una mitad de S 3 , notando que los puntos ubicados en los extremos 
del diá.nietro que atraviesa al ecuador son, en rr..alidad, el mismo punto. Esta mitad de S 3 , 

con la identificación de puntos citada., no es simplemente conexa; por ejemplo, la curva etl.1 

no puede ser contraída a un punto. 
En consecuencia, los grupos S0(3) y SU(2) son idénticos solamente en alguna vecindad 

de e y esta última es, justamente, la razón por la cual sus álgebras de Líe coinciden. 
Una vez ilustrado el Teorenia 3.2, notemos ahora que este nos permite a.segurar que un 

álgebra de Lie abeliana es el álgebra de Lie de un grupo abelin.no. Veamos por qué: 
Recordemos que ( §3. 7 ) el álgebra de Lie de IR" es el espacio vectorial Te.ffl.n dotado con 

el paréntesis trivial abeliano {V, W) =O VV, W E Te.~· Es decir, un álgebra de Lie abeliana 
o-dimensional es el álgebra de Lie de 1R!'. 

Ahora bien, como ~ es simplemente conexo se sigue entonces por el Teorema 3.2 que 
cualquier otro grupo de Lie con álgebra abeliana, que no sea simplemente conexo, es cubierto 
por ~; adicionalmente, sabemos que este grupo de Lie debe ser idéntico a .Dl!' en alguna 
vecindad de e. Puesto que ~ es abcliano, entonces lo es cualquier otro grupo de Lie con 
álgebra de Lie abeliana: 

Sea G un grupo que tiene álgebra de Líe abeliana => G es cubierto por .IR:" via un 
homomorfismo: 

Il(:r +y) = II(x) • II(y) 

TNunca habbunos de métrica sobre SU(2). ea por esta razón que podemos decir que los valores correspon­
dient.es a t y t + 271" están cfuu:netralmente opuestos. Sólo n011 interesa la topología global. 
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y como IR!' es abeliano: 

Il(:r: + 11) = Il(11 + :r:) - Il(:r:) • Il(11) = Il(11) • Il(z) - G es abelia.no 

En consecuencia, el álgebra de Lie abeliana es el álgebra de Lie de un grupo e.beliano. 

§3.9 Representaciones de un grupo de Lie. 

Considérese a un grupo de Líe G y a una variedad M. Una representaci6n de G sobre M 
(6) es un mapeo diferencia.ble G x M -+ M, donde (g, x) t-+ r 9 x, tal que para. cada elemento 
g del grupo r. : M -+ M es UD difeomorfismo de M que satisface lo siguiente: r CI = idM y 
r 9 o r,. = r .. ,. Es decir, una representación res un me.peo de G a Di//(M)8 • 

Cabe señalar que a una representación suele llarnársele tanibién realización, acción o 
acción por la izquierda. Una acción por la derecha se construye de igual manera que la 
izquierda, salvo que r • o r., = I' .,"; en consecuencia, una acción derecha r 11 no es una 
representación en el contexto de nuestra definición inicial. 

Para cualquier x E M definamos el me.peo b;%: G-+ .A-1, mediante la regla g t--+ bzg = 
I'9 -1:z. La órbita O de x E Mesta dada por el conjunto O(x) = {r11x = x' E M 1 g E G}. 
Notemos entonces que bs(G) = {bsg = I" .-1x J g E G} = O(x). 

Diremos que una representación es transitiva si M consiste de sólo una órbita (ie: para 
cualesquiera X y 'Y en M 3 g E G tal que 'Y= r.x). 

Una representación es fiel si el mapeo g t-+ r • es inyectivo. 

Afirmación 3.1 Si b:r: es inyectivo para alguna (p.a.) :z: E M => la reprcsentaci6n es fiel. 

Dem06tración: Supongamos que existen h y gen G tales que r,.-1 = r 9-t :::::> r,.-1x0 = 
r 9 -tXo· 

Sea Xo donde el rnapeo b:r: es inyectivo. Entonces, que rh-•Xo = r.-•Xo ::::::> h-1 = g-1. 
Por lo tanto, r,_,_, = r 9 -1 => h- 1 = g- 1 ::::::> g .....+ r 9 es inyectivo y, en consecuencia, la 
representación es fiel. O 

Se dice que una representación es libre si r .. es e] único que fija a un punto: si para algún 
:z: E M resulta que r.::c = :z: ::::::> g =e E G. 

•por Dtfl'(M) denotamoe al grupo de difeomorftsm.oa de M en a\ rnlama. 
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Afirmación 3.2 Una representa.ci6n es libre sii bz es inyectiva 'T/x E M. 

Demostración: =>1 Supongamos que existe :r! E M y h,g E G tales que b~h = b~g y 
h -=F g (ie: b. no es inyectiva en .:r'). 

Como brh = "-69 => rh-1:z:' = r.-.x' => (r,.orh-1):z:' = (rhor.-1)x' => x' = rhg-•x'. 
Puesto que la representación es libre, tenemos que hg- 1 = e => h = g ! 

La contra.dicción proviene de suponer que b.., no es inyectiva. en :z;'. Por lo tanto, b:11: es 
inyectiva V:z: E M. 

<=l Que b. sea inyectiva Vx E M => si r,._,:r; = r 9 -•x => h = g. Si p.a. x E M ocurre 
que x = r.x, teneinos entonces que r 9 x = rex => b.g- 1 = b,,.e-l => g-1 = e- 1 ==> g =e E G. 
En consecuencia. :e = r 9 :z: => g = e E G, por lo tanto la representación es libre. O 

Es posible derivar un tercer resulta.do observando lo siguiente: Como la representación 
libreixnplicaque el xnapeo b:r: es inyectivo 'V:c E /\tf, en particular lo es entonces parax• E M y, 
en consecuencia, la representa.ción es fiel. Por lo tanto, si la representación es libre, entonces 
también es fiel. 

Dado :e e M definimos al grupo de isotropía. como sigue: 

I(z) = {g E G\r,z = z} 

Aflrm.ación 3.S Una representación es libre sii todos los grupos de isotrop(a son triviales 
(I(z) = {e}). · 

Demostración: =>1 Si la representación es libre entonces, dada cualquier x, tenemos que 
si z = r,z - g =e - {g E G\r,z = z} ={e} - I(z) ={e}. 

<=]Si todos los grupos de isotropíason triviales=> {g\r 9 x =:e} ={e}, 'dx E M. Entonces 
r ,,X = ::e => g = e E G y, por lo tanto, la representación es libre. D 

Consideremos dos representaciones de S0(3) como ejemplos que ilustren lo expuesto 
basta el momento: 

- La representación de este grupo de Lie sobre .JR:'S no es transitiva, sus órbitas son el 
origen y e&feras de diferente radio; es fiel y no libre. Sus grupos de isotropía son SO (2) 
Vz #-O y 50(3) para :z: = O [6]. 

- La representación de S0{3) sobre S'J es, por otro lado, transitiva, fiel y no libre. Todos 
sus grupoe de isotropfa son 50(2) [6]. 

Procedamos ahora a presentar algunas de las representaciones mas importantes de G en 
si nWlmo (i.e: G = M): · 
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Dentro de el contexto formal de las representaciones, una traslación izquierda es un rnapeo 
G x G-+ G, donde (g, h) i--+ l•h = gh (g actúa por Ja izquierda sobre h). Esta representación 
es transitiva y libre, en efecto: 

Para probar la transitividad consideremos dos elementos de G arbitrarios, a saber g 1 y 
92. Puesto que G es un grupo, entonces existe g E G tal que g 1 = Y!h => 91 = 1.02 y, por Jo 
tanto, Ja representación es transitiva.. 

La representación es libre ya que si suponemos que h = z.h = gh => h = gh => g = e. 
Adiclonahnente tenemos que por ser libre es, automáticamente, .fiel. 
Otra representación de G en si mismo es Ja conocida bajo el nombre de autotnorfisrno 

inteni.o. Esta representación es un mapeo G x G-+ G, donde (g,h)...,... Aut•h = ghg- 1 • 

Notemos que en esta representación el grupo de isotropía de la identidad e es el mismo G y 
que la representación, por tanto, no es libre. 

Diremos que una representación r es lineal si la variedad ~f sobre la cual actúa es un 
espacio vectorial V y si todos los difeomorfismos r 9 son lineales. Observemos que ninguna 
representación lineal es transitiva: 

En efecto. Si la representación es lineal entonces 

r,(:r) = r,(:r +o) = r,(:r) + r,(o) => r,(o) =o 

Por Jo ~anto, la órbita del O es el O y, entonces, no es transitiva la representación. 
Se dice que una representación lineal es irTeducible si V no contiene a algún subespacio 

invariante W, donde W es no trivial: W-:¡!:. V y W =F {O}. De manera tal que tendríamos, 
adicionahnente, que la representación de S0(3) sobre 1R3 es también lineal e irreducible. 

Una representación más surge a partir del automorfismo interno Aut9 • Dado que Autg 
mapea a e en e, entonces la Íl:n.agen bajo Aut9 de una curva que pasa a través de e es también 
una curva que pasa por la identidad e; la imagen de la curva es idéntica a la misma si el 
grupo G es abeliano, pero como ello no tiene porque ser así, entonces las curvas, por lo 
general, son distintas. De tal manera, el mapeo Auts- induce un mapeo de cualquier vector 
tangente en TeG en otro también en T.G. Este mapeo inducido es llamado mapeo adjunto 
de T.G y es denotado como Adg. 

Notemos que si la curva inicial es un subgrupo 1-paramétrico, digamos e'" (con X E T.,G), 
entonces Aut6 etX es tam.bién un subgrupo 1-paraniétrico: 

Sea h = e'•x y f = ehX. Como g(fh)g- 1 = (gfg- 1)(ghg-1), entonces tenemos que: 

Aut,(fh) = Aut,f Aut9 h 
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entonces: 

por Jo tanto: 
Ad,X =gXg-1 

Nótese que la representación Ad• es una representación lineal en el álgebra de Lie de G. 



Capítulo 4 

Conexiones. 

¿Por qué estudiar conexiones? Al menos como será abordada en este trabajo, existe una. 
razón obvia: La conexión, como obeerva.rernos en este capítulo, está estrecharnente vinculada. 
al concepto de curvatura, éste, a su vez, es un "ingrediente" fundamental e insoslayable 
en la Teoría General de la Relatividad; eD consecuencia, el estudio de estas estructuras 
matemáticas justifica y proporciona el desarrollo formal, desde una perspectiva mera.mente 
geométrica, de resultados ligados a la curvatura en el ámbito de ésta teoría. 

Ahora bien, ¿por qué estudiarlas en este trabajo? En este capítulo notaremos, a grandes 
rasgos, Ja íntima relación entre el h'unaporte paralelo y la conexión. Veremos que ésta relación 
conlleva a la asociación de la conexión con ciertas formas diferenciales, definidas en un haz 
principal, cuyas transformaciones de norm.a están caracterizadas como cambios de sección 
en el haz. Puesto que rná.s adelante (siguiente cap(tulo) dichas formas tomarán un papel 
central en la constrncción de densidades lagrangianas para modelos a no lineales, 
podrá percatarse el lector, es entonces clara la necesidad de una discusión previa... 

§4.1 Sobre la conexión y la curva.tura. 

Consideremos una variedad M con curvatura no nula, intuitivaniente queda claro que en­
tonces lOB espacios tangentes TpM y TpiM sobre M cambian conforme nos movemoa de p ap'. 
Una cone:ti6n Riemanniana es, eeenciahaente, aquel1a ee:tructura que nos permite comparar 
loa espacios tangentes en un par de puntos infinitesim.almente separados [5); i.e: la estructura 
que cuantifica el cam.bio, debido a la curvatura, entre la& espacios tangentes. La conexión, 

71 
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en este contexto y de manera. formal, es la regla que usualmente se conoce como transporte 
paralelo o tro.slaci6n en M (5}; en cm1secuencia.1 para. puntualizar matemática.mente la. idea 
intuitiva de conexión es necesario definir primero al transporte paralelo: 

Sea. "Y cualquier curva suave y simple que conecte a los puntos p y p'. Sea X E TpM tal 
que 5! es tangente a ""( en p. Diremos que 5! es transportado paralelamente a lo largo de -y si 
fl es llevado de p ar/ de manera tal que siempre permanece paralelo a si mismo l5}. Si >.. es 
el pa.rá.nietro de la. curva. "'(, entonces la derivada covariante de fes la razón de cambio de 
X respecto a. .>.. La derivada covariante, en general, difiere de la derivada parcial ordinaria.; 
la cantidad que mide tal discrepancia. es, justamente y de nueva cuenta, la conexión. Ca.be 
señalar que la. cita.da discrepancia. tiene como consecuencia., en general, la no conmutatividad 
de la diferenciación covariante l51; puesto que la discrepancia es inducida por la curvatura, 
es coherente afirmar entonces que la. c.urvatura es la medida. de la. no conmutat.hri.dad de la 
diferenciación covaria.ntc. 

El transporte paralelo nos pern1ite, además de cornpa.rar vectores en distintos puntos, 
definir el concepto de curvas geodésicas: Diremos que uno. cun.-a -r E Af es una geodésica si 
sus vectores tangentes son paralelos a lo largo de I · 

Formalicemos el escenario matemático de nuestra. discusión. Sea el haz fibrado principal 
P con fibra G (donde G es un grupo de Lie) sobre la variedad Aí; i.e: el baz (E = P, F = 
G,B = M, TI). Del hecho de que G y Af sean estructuras diferencia.bles se sigue que Pes 
una variedad diferencia.ble y, CC>mo consecuencia de ello, es posible considerar al haz tangente 
T P y al haz cotangente T• P de P. 

Concentremos nuestra atención en T P y cualquier q E P. Evidentemente en q hay un 
espacio tangente TiaP, los vectores tangentes a la fibra. G que pasa a través de q constituyen 
un subespo.cio del espacio tangente TiaP que habremos de llamar, en lo que sigue, subespacio 
t.1ertical en q y denotar por V,,,P. Defina.moa al subespacio horizontal'- H,,,P de tal manera 
que: 

T..,P = VqP EB H,,,P 

y bajo la. transformación q _,. q' = qg, con g E G, suceda que H'l' = H 99 = R 9 H,,,, donde 
a_H,. denota. la acción sobre H9 del me.peo lineal inducido sobre el espacio tangente Tia P por 
el mapeo q .......+ qg, traslación derecha, de los elementos de la fibra l5). Es decir, podemos 
obtener un espacio horizontal a partir de otro a través de la acción por la. derecha del grupo 

1~ notar deade este moment.o que para. construir al subespacio horlzont.al es necesaria. una conexiórt, 
CICllllO ~ mú adelante 



73 

G. 
Definamos ahora una noción general de transporte paralelo y notemos la existencia de 

una conexión asociada con éste: 
Sea "Y cualquier curva en M que pasa por p y p'. Con el transporte paralelo definimos 

transportes o ID&peos de la fibra n-1(p) sobre la fibra n-1(p'). La regla para el transporte 
para.lelo de fibras a lo largo de la curva-, es la siguiente (5): 

Sea .:y una curva en P tal que D('=Y) = "Y y que sus vectores tangentes en cualquier punto 
pertenezcan al subespacio horizontal. Nótese que dada "Y y un punto q0 E P hay solmnente 
una de tales .Y con punto inicial q0 ( §4.3 )¡ las curvas 7 son llamadas levantamiento horizontal 
de7. 

Para llevar a cabo el transporte paralelo de fibras a lo largo de "Y de un punto p E M a 
un punto p' E M tomaremos cada q E n-1(p), construiremos el levantainiento único .Y de 
"Y con punto inicial q y mapearnos q a q E n-• (p'), donde q' es el punto de i' que "'vive" 
sobre p'. Asociada a este transporte hay una conexión, esta surge a partir de Ja necesidad de 
especificar primero al subespacio horizontal en la construcción previa.mente descrita. Veamos 
pues, cuál es la conexión que nos permite llevar a cabo el transporte paralelo. 

Sean (x,g), x E M y g E G, las coordenadas locales del haz P. Sea w E T•P la siguiente 
1-fo:nna2 : 

donde 

A= A:(:r)(i;)dx" 

y {~;a= 1, H•• dim. G = [G]} son la base del álgebra de Líe de G que satisface la siguiente 
regla de conIDutación: 

1;;.~1 = /!.~ 
con f!b las constantes de estructura del álgebra de Lie de G. 

Puesto que T 9 P = VqP m H 9 P y diFn TqP = [G] + n, entonces diFn VqP = [G] y 
ditnH9 P = n. El vector base del subespacio horizontal no necesariamente tiene componentes 
nulas en la dirección vertical, por consiguiente podemos expresar al misnio como sigue: 

2En numtra notación laa 1-formaa mie diatingueu de loe vecton!:ll por llevar coD91go una ttlde. por no 
premtane a confu.alón en esta ocasión las suprimiremos para aimpll8car notación. 
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{):P. + Cp.¡J lJ:ii ; µ = 1_. .. ,n 11 i,j = 1, ... , [G] 

en consecuencia, eJ subespacio horizontal queda especificado una vez que sean determi­
nadas las componentes 0 11#. Especifiquexnos a las citadas componentes exigiendo que para 
cualquier X E T.,P suceda que < w, X>= O si X E H 9 P. 

Sea :E E T 9 P, entonces en las coordenadas locales para P tenemos que: 

:i! = a¡¡lJ:ii + b,..(a:,.. + C,.,..¡;a:•i) 
Como w en términos de este sistema coordenado para el haz principal P es simplei:nente3 : 

entonces 

< w,X >= g¡;-1 (a¡; + bµC#i;) + g¡;- 1 A:,(x)~;" 91i:Jbµ 

Si X e H 9 P => °'ü = O y < w, X>= O¡ entonces: 

por lo tanto: 

C,._¡i = -A:(x) ..\;;-"' 9ti:J 

con lo cual quedan determinadas las componentes CldJ y, por ende, el subespacio horizontal 
H 9 P. Puede verificarse que el requerimiento Hqg = RgHq se satisface; por Jo tanto, el 
subespacio horizontal esta bien especificado . .Es decir, el subespaclo que anula a la 1-rorma 
w cumple con los requerimientos de ser un subespacio horizontal. 

ªEn eete c.-> ~abusa en la not.aclón de índices, no obstan.te el lector debe tener claro que índices repet.Jdos 
9igut!b significando auma aobre loe mlsmoe. 
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Usualmente la cantidad A:_{:r) se le denomina conezión asociada con el subeapacio hori­
zontal, en tanto que a la form.a A se le llam.a con frecuencia fonna de conexión [5]. Ahora 
podemos fijar la idea. general de mejor manera: El transporte paralelo de fibras, que nos 
permite comparar fibras en diferentes puntos, esta definido en términos del levantamiento 
horizontal que, a su vez, sólo puede llevarse a cabo especificando al subespaclo horizontal. 
La introducción de la 1-form.a w hace posible tal especificación a través de determinadas 
cantidades que habremos de llamar, de manera genérica. conexiones. De tal manera es claro 
qu" para llevar a cabo un transporte paralelo de fibras es necesario contar con una conexión 
que permita especificar al subespacio horizontal. 

§4.2 La forma de conexión y el potencial de :norma. 

Supongamos que llevarnos e. cabo un cambio de coordenadas en el haz P, puesto que la forma 
A es una componente de la forma w su ley de transfonnación es inducida por esta última. 
Hagamos un cambio de coordenadas exclusiva.Inente en la fibra (i.e::r: = x'): g' = hg, con 
hEG. 

La iuvari.ancia de w bajo tal transformación significa simplemente que: 

g-1dg + g-iAg = (g')-idg' + (g')-1A'g' 

como dg' = (dh)g + h(dg), entonces: 

=> A= h-'(dh) + h-' A'h 

dado que (dh)h- 1 + hdh- 1 = d(hh- 1) =O, ten~os que: 

(4.1) 

La expresión ( 4 .1 ) es la ley de transformación de la forma de conexión A. A esta ley 
de transformación se le denomina, en el ámbito de las teorías electromagnética y de Yang­
Mills, ley de transformación de norma [5): Una transformación de norma es un cambio en 
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las coordenadas de la fibra de un haz principal. Debido a este sún1) 9 cabe señalar que a la 
conexión A:_(%) también se le conoce como potencial de nonna.. 

§4.3 'Transporte paralelo, derivada covariante y cur­
vatura. 

Como vimos con antelación nuestra definición de transporte paralelo de fibras esta formulada 
a través del levantanllento horizontal i'(t) E P que existe para c\lalquier curva "'Y(t) E J'vl. 
Recalquem.os que para realizar dicho transporte es necesario especificar al subespacio hori­
zontal. La especificación consiste en notar que el subespacio anulador de la 1-forma w cumple 
con las exigencias para ser horizontal. La especificación del citado subespacio horizontal nos 
permite definir también el transporte paralelo de un vector a lo largo de i'(t): diremos que 
un vector X E T 4 P es transportado paralelamente a lo largo de .Y(t) si este permanece siem­
pre en el eubespacio horizontal conforme es transportado a lo largo de i'(t). Anteriormente 
menciona.ro.os que el levantamiento horizontal es único dada una curva. "Y(t) E M y un punto 
en una fibra sobre tal curva.. Observemos que esto es efectiva.mente así: 

Sea (x",g) un sistema local de coordenadas para el haz P. Entonces 7(t) = xP(t) y 
.Y{t) = (x"(t),g(t)), por lo tanto la tangente a .:Y(t) es el vector 1t_ = :t" 0 : .. +Ya~· 

Como 9i E H P. entonces: · 

p.abµ 

En consecuencia: 

entonces: 

g(t) + :ó"(t)A;:~g =o (4.2) 

.. __ ,, - --------- ------
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A Ja ecuación ( 4.2 ) se le conoce como ecuaci6n de transporte paralelo, nótese que esta 
es una ecuación diferencial de prirner orden para g(t) y, en al menos una vecindad del punto 
inicial. siempre tiene una solución y esta es única.. La solución de ( 4.2 ) nos da el transporte 
paralelo para loa vectores tangentes a 7(t). 

Denotemos al operador de derivad& covariante por D,., recordando la definición dada 
para esta derivada en la sección §4.1 nota.JDos entonces que :i;P D,. es Ja razón de cambio 
respecto a t a lo largo del levantamiento horizontal i'(t). Es decir: 

D =~-A.&g~ 
p /JxP "2i 8g 

Obsérvese que si la conexión A:,(x) es nula, entonces la derivada covariante D,. es sim­
plemente Ja derivada parcial ordinaria ~ = a,.. 

Una vez definido el operador D,,. es posible ballar la expresión para Ja operación [D,., D.,]: 

[ J [ A">.. 8 • >.,. lJ J D,.,D .. = 8,.- "°2iºBu'ª"'-A ... 2igag 

lJ •>.• lJ 8 .>.. lJ ºA'(>.. lJ )(>.,. lJ) •Aº(>.• lJ )(>.º lJ = - ,,.A.,2ig Bg + .,A,.2i'g {}g +A,,. ., 2z9 Og 2¡9 lJg - A" "' 2ig lJg 2¡9 89 ) 

Sea. .R,, = ~glg = ~9Jlo:n-• puede entonces verificarse que [.llv, ~] = -f!blle· En 
consecuencia: 

=> (D,., D.,J = (-8,.A~ + 8,,.A:)R.: - A:A!f:&Rc 
se& F~ = 8,_A: - 8,,.A; + f:,,A:_A!, entonces: 

[D,., D.] = -F¡'..,R. 

Al tensor F~ se le conoce como tensor de curvatura [5), esto se debe a que la curvatura 
es la medida de la no comnutatividad. de la di.f'erenciación covariante ( §4.1 ). 

Sean F;:.,_t¡ las componentes de la 2-forma F de curvatura: 

F = ~i;:..~dx" /\ d:r: .. 
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Por lo tanto: 

F = dA +A 1\ A = DA 

donde DA denota a Ja derivada exterior covariante de A. 
Nótese que la 2-fonna de curva.tura puede escribirse trunbién en términos de g y w: 

F = g(dw + w /\ w)g- 1 = gQg- 1 donde íl = dw + w /\ w 

& claro que entonces, bajo una transformación de norn1a g t-+ g' = hg, la 2-forma de 
curvatura cumple Ja siguiente ley de transformación: 

F'=hFh- 1 

Notemos que el par (01 w) se relaciona de igun.1 manera que el par (F, A)- y aunque F y 
A son formas en Ja variedad base M mientras que n y w son formas en el haz P, es posible 
pasar de unas a otras. En efecto: 

Sea K : U -.. V suave, donde U y V son abiertos de .lR" y .mm respectiva.mente. Sea 
P: [a, b] -1- U una curva en U, K o j3 es entonces una curva en V, evidentemente: 

y 

como 

*'(KoP)' = K',i(P(t))d:: 



si T.#(&)K es tal que: 

entonces tenemos que: 

para v = v'b E TzU. 
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El mapeo TzK es lla.ID.ado niapeo tangente y generalmente es denotado por K. [6]. Sea 
K• el l'Dapeo que va de las p-fonnas en V a las p-formas en U, K• : APV-+ APU, a ésta 
operación se le conoce bajo el nombre de pullback de formas diferencia.les (6). 

Para -IJ E APV, K•{J esta da.da por 

(K.'9).(v1, •.. , v,) = '9KC-l ((K.vi), ... , (K.v,)) 

con v 1, ... , '11p E TzU-
El pullback de formas diferenciales tiene las siguientes propiedades: 
(i).- K• es lineal. 

(ii).- K•(a /\ /3) = (K•a) /\ (K•f3). 
(fil).- (S o K)" = K• o s•. 
Ahora bien, debido a la. trivialidad local de P podemos dar una sección local en esa 

región, sea s(:z:) tal sección: 

s(x) : UQ -+ P con U 0 E M 

Dada s(:z:) construimos s•(:r) como el pullback de formas sobre P a formas sobre U 0 • El 
mapeo s•O = gOg- 1 cumple con las propiedades del pullback A 2 P-+ A 2 U 0 ; por lo tanto 
s•n = F y s•w = A. i.e: vía una sección es posible pasar de formas en P a formas en M. 

Sea U/J tal que Ua n Up-:#:- 0 y ti una sección local en este abierto. Entonces s' = hs en 
la intersección y tanto las conexiones como las curvaturas estarán sometidas a una. transfor­
:maclón de norma bajo la acción de h. Es por esta razón que se dice que las transformaciones 
de norma están tBDlbién caracterizadas como cambios locales de secciones en un haz principal 
P; notemos entonces que fijar una norm~ en este contexto, es fijar una sección. 

Para fina.tizar este apartado derivemos las llamadas identidades de Bianchi. Consideremos 
la siguiente identidad nula: 
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dA/\ A -A/\dA- dAAA+AAdA+A/\ A/\ A-A/\ A/\A =O 

- dAAA-A /\ dA+AA (dA+A /\A)- (dA+ A/\ A) /\A= O 

Como dF = d(A /\A) = dA A A - A/\. dA, entonces: 

DF s dF+A/\F- FAA =O (4.3) 

La identidad ( 4.3 ) es, justamente, la. identidad de Bianchi, esta identidad es muy 
conocida. en el contexto de la Teoría General de la Relatividad en donde la curvatura toma 
un rol central. 

§4.4 Conexión e:n el haz tangente. 

Para dar la conexión en el haz tangente es necesario definir primero al /&az de referencia:.. 
Sea F M el haz que tiene por base a una variedad diferencia.ble M y como fibra sobre cada 

p e M a la colección de todas las bases ordenadas del espacio tangente TpM. A este haz se 
le denomina haz de referencia [5]. Puesto que la representación de Gl(n, .lR) es transitiva en 
las bases, entonces F !::::::: Gl(n, E). Como el grupo de estructura es Gl(n, JR), entonces el haz 
FM es un haz principal. Dado que el grupo de estructu:ia del haz TJ\.1 es también Gl(n, .Hl), 
entonces F M es el haz principal asociado a TM. 

Sea :i! E TzM fijo y RE Gl(n, ln). Entonces .RX es, de nueva cuenta, un vector en T~Af. 

Sea 'Y(t) un levantamiento horizontal en eJ haz F 1'1. Dicho levantamiento horizontal 
induce uno propio en el haz TM según la. siguiente relación (5]: 

'!'zw(t) = i(t)z 

De tal manera obtenemos que conforme uno circula en .:Y(t) E FM también lo hace en 
"!'TM(t). 

Hall~os el vector tangente a .,.,.u(t): 
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=> ;l¡-rrw(t) = :r"(t)D,.(7(t)%) 

d0nde X"(t) son las componentes del vector tangente a la curva. '"Y(t) E M. Sea Y dicho 
vector tangente: Y= r6b. 

Evidentemente "')'TM(t) = ~(t)X es para cada t un cierto vector tangente Z E T.,.{t)M. En 
el haz TM, la derivada covariante de Zen la dirección de Y (o respecto a 9) es denotada 
por v 9 Z y definida como: 

Entonces, de acuerdo con nuestra definición de transporte paralelo de fibras, la cantidad 
VyZ es la razón de cambio de Z en la dirección Y bajo un transporte paralelo. 

De la definición se siguen las siguientes propiedades para la derivada covariante: 

(i).- VJt+?(Z) = VJt(Z) +V.¡>(2). 

(ü).- V Jt(Y + Z) =V Jt(l"') +V Jt(Z). 
(iii).- v,,(fY) = fVg(Y) + (Xf)Y. 
(iv).- V¡Jt(Y) = fVx(Y). donde f E c~(M) y X, Y,2 son campos vectoriales sobre 

M. 
Los puntos g(t) sobre el levantamiento horizontal .::Y(t) pertenecen a Gl(n, JR), de modo 

que es posible representarlos por :matrices d~ n x n. cuyas coordenadas locales son Xf:; µ, v = 
1, ... ,n. Dado que la combinación A~~ E Gl(n,JR), entonces el operador D,,. en términos de 
las coordenadas locales es simplemente el siguiente: 

Dµ = {J:P - A~X~D~~ 
donde A;., son funciones que expresan la combinación A:~ en coordenadas locales. 

En consecuencia: 
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donde b" = X!a. .. son las componentes de Zen la. base coordenada{~}­
Podemoe escribir a. la derivada covariante de manera. mas compacta: 

con 
fJI&¡,. = tr ,,. -A~b"" 

La cantidad -A~ es usualmente llamada símbolo de Chri.stoffel y denotada por r~. El 
sbnbolo de Christotrel es entonces una conexión dada su intima relación con la conexión 
asociada al subespacio horizontal H(F M). 

Dentro de este formalismo podernos a.hora presentar con precisión el concepto de geodésicas. 
De acuerdo a la definición dada en la sección §4.1 una geodésica. es una. curva. 'Y E M tal que 
sus vectores tangentes son paralelos a lo largo de "Y· dado que V a X es la razón de cambio 
de X en la dirección X bajo un transporte paralelo, entonces si X es el vector tangente a 
una. geodésica. habrá. de cumplirse entonces la siguiente ecuación: 

V;:X=O 

es decir: 

entonces: 
d2:z;P dx"d:i;"" 
dt2"- + r~dtdt =o (4.4) 

De tal manera. que tas curvas :r#(t) que satisfagan { 4.4. ) son geodésicas. 



Capítulo 5 

Modelo a no lineal. 

En este capítulo tnostraremos que las ecuaciones que del modelo o no lineal G = Sl{2, .1R), 
H = 50(2) se derivan, son las ecuaciones "principales" de Einstein a.xisimétricas estacio­
narias en el vac:ío. Para tal efecto hemos dividido-el presente capítulo en dos bloques, uno 
donde se expone somera.tnente la axisimetrla. estacionaria ( §5.1 y §5.2 ) y otro donde se 
define a un modelo a no lineal ( §5.3 ), se construye la densidad la.gra.ngia.na para el mismo 
( §5.4 ) y finalmente se m.uestra., como aplicación, que uno de ta.les modelos reproduce las 
ecuaciones "principales" de Einstein a.xi.simétricas estacionarias en vacío ( §5.5 ). 

Es importante que el lector, antes de abordar éste capítulo, tenga una. idea. global de los 
anteriores, pues en las secciones §5.3, §5.4 y §5.5 se me.neja.o sin mayor hincapié diversos 
conceptos expuestOIS en aquellos. 

§5.1 Métricas axisimétricas estacionarias. 

Como vimos en la. sección §2.10, la ~resión para el cuadra.do de la distancia entre dos 
eventos infinitesimalmente próximos en el espacio-tiempo esta dada, en el sistema coordenado 
{x'}, por ds2 = 9•idx'd:r:i, con i,j =O, 1, 2, 3. Puesto que g es un tensor simétrico entonces 
ha.y diez componentes métricas independientes y por lo tanto ds2 = g._ctx'dxi + 2g,Jdx'ctxi, 
donde en el segundo sumando i < j; sin embargo, generalmente las simetrías que caracterizan 
al espacio-tiempo reducen el número de coeficientes métricos independientes y determinan 
ta dependencia de los mismos en las coordenadas. 

En consec.uenci~ la forma de la. métrica y la dependencia. específica en las coordenadas 

83 



84 

de los coeficientes métricos son un reflejo de las simetrías del espacio-tiempo; para hallar tal 
reflejo en el caso axisimétrico estacionario consideraremos el caso de una estrella con rotación 
fija (i.e: independiente del tiempo) (13]. Intuitivamente es claro que tanto la estrella como 
el campo en torno a ella p06Ce.D simetría axial respecto al eje de rotación, eje z, que pasa por 
el centro de la estrella (origen de nuestro sistema coordenado). La independencia temporal 
y la simetría axial del sistero.a en consideración sugieren la existencia de una coordenada 
angular x 3 = t.P y una tipo temporal x 0 = t para las cuales .C IJYi; = O y .L: 6& g¡; = O. Por 
lo tanto, g¡; = g¡;(x1 ,x2). Nótese que (t,x1 ,:x?,q,) = (t,x 1 ,x2 ,t/>+ 27r) puesto que q, es la 
coordenada angular alrededor del eje de rotación. 

Las componentes de la 4-velocidad de la estrella rotando en la dirección del vector f. 
son, en el sistema coordenado {(t,x1 ,x2 ,x3

)}, las siguientes: 

Uº= f: = Uo{x1 ,x2 ) , U 1 =~=O , U2 =~=O y 
(5.1) 

U3 = ~ = ~f = O(x1.x2)U°(x•,x2) 

donde n(x1, :z:2) es la velocidad angular medida en unidades de la coordenada temporal t de 
nuestro sistema coordenado. Evidentemente ( 5.1 ) muestra que una partícula material en 
la estrella corresponde a valores fijos de .x1 y x 2 (i.e: una partícula material solam.ente gira 
alrededor del eje de simetría). Para rotaciones rígidas n es una constante, en tanto que para 
una rotación diferencial n es en general una función de las coordenadas x 1 y :t:2 • 

Obsérvese que el campo no es invariante bajo la transformación t .....,. -t 6 <fl t---J> -r/J. 
En efecto, cada una de estas transformaciones invierte el sentido de rotación de la estrella y, 
por ende, se obtiene una distinta geometría espacio-temporal. No obstante, el campo de la 
estrella es invariante si las anteriores transformaciones son aplicadas simultáneamente. Con 
este resultado y dada la invariancia de ds2, se infiere que: 

901 = 9rn = 913 = g73 =O. 

Entonces ds2 = 9 00dt 2 + 2g03dtdrP + g33d<P2 + 9AsdxAdx8 , donde A,B = 1, 2. Notemos 
que de facto el sistema. coordenado introducido desde un principio es el que corresponde a 
las coordenadas cilíndricas, de tal manera que al elemento ds2 lo podemos escribir como: 

ds2 = fdt2 - 2kdtd<P - ld<P2 
- Ad,? - 2Bdpdz - Cdz2 

donde /, k, l, A, B y C son funciones de p y z. 

(5.2) 
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Sea la. transformaciÓJ> (p, .z) >-+ (p', z!) dada. por F(p, .z) = ¡I y G(p, .z) = .z'. Entonces: 

dp = J- 1 (G.dp' - F.d.z') y d.z = J-'(F,dz! - G,dp') 

donde J = FpG• - F.Gp y 86Umimos que es no nulo 1 • 

Sustituyendo en ( 5.2 ) se obtiene que: 

ds2 = /dt2 - 2kdtd4> - ld4>2 
- J-2{(A~ - 2BG,G. + CG!)d¡/2 + 

2(BG.F, - AG.F. + BF.G, - CF,G,)d¡ldz! +(A~ - 2BF.F, + CF¡;')dz.'2 } 

Si exigimos ahora que F y G satisfagan el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales 
acopladas: 

AG! - 2BGpG. +e~= AF: - 2DF.Fp + cF: 
(5.3) 

BG.Fp - AG.F. + BF .. G, - CFPGP =O 

donde asumimos que para A, B y C dadas el sistema ( 5.3 ) tiene solución no trivial con 
J :p O. Entonces: 

ds"J = fdt2 
- 2kdtcüP - lclt:J>";I, - J-2(AG~ - 2BGpG• + CG:)(dp'2 + dz':i} 

donde J-2(A~ - 2BGPG• + CG!) >O y 1 por lo tanto, podernos escribir (eliminando a las 
primas) lo siguiente: 

ds2 = Jdt' - 2kdtd4> - ld4>2 
- e"(dp2 + dz") 

donde /, k, l y µ son funciones de las nuevas variables p y z. 
Las componentes contravariantes no nulas del tensor métrico son: 

9 00 = p-2z , 9 03 = -P-2k , 9 11 = 9 -n = -e-µ , 9 33 = _p-2 f 

con P 2 = /l+k2
• 

1 En adelante el sublndlce en funciones denotará.derivada parcial TeSpecto a la coordenada correspoodlent.e, 
en tanto ello oo se prest.e a coofualones. 
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Con objeto de simplificar aún más la expresión para ds2 centraremos tnomentánearnente 
nuestra discusión en torno a tres de las ecuaciones de Einstein en el vacfo dadas genérica.mente 
por R,.., = O (ver §B.2): 

2e" p-1 Roo = (P-1 f,). + (P-' f,). + p-• f(f,l, + f,l, + k~ + k:) = O (5.4) 

-2~P- 1 R.a3 = (P- 1lp)p + (P- 11.)z + p-3 z(fplp + f.l. + k! + k~) =O (5.6) 

De 5.4, 5.5 y 5.6 se sigue que: 

ePP-1(11?.x, -2kiio. - f~) = P•• + P,, =O (5.7) 

De acuerdo a ( 5. 7 ) P satisface la ecuación de Laplace en las variables p y z. Por 
consiguiente P es una función annónica y puede ser considerada como Ja parte real de una 
función analítica F = F(p + iz) [16]. Sea I la función armónica conjugada de P 1 entonces 
F(p + iz) = P(p, z) + iI(p, z) y debe satisfacerse que: 

y P.= -IP (Ecuaciones de Cauchy.Riemann). 

Sea la transformación (p, z) ......... (p, .i) dada por P e I. Entonces; 

dp2 + dE2 = Pidp2 + P¡dz2 + 2PpP.dpdz + I!dp2 + I:dz2 + 2IpI.dpdz 

por ( 5.8 ) obtenemos que: 

y por lo tanto: 

ds2 = fdt!' - 2kd!d,P-ld,P2 - e"(P~ + I~)-1 (d¡i' + dz') 

sea eJl = eP(P; + J!)-1
7 entonces: 

ds2 = fdi' - 2kd!d,P - ld,P2 
- e"(d¡f' + dZ') 

(5.8) 

(5.9) 
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donde f,k,l yµ son funciones de las nuevas variables p y z. s~ w = f- 11:, puesto que 
fl + k 2 = P' ==> l = f- 1 c~ - Pw2 )¡ sustituyendo en ( 5.9) tenemos que: 

ds2 = f(dt - wd</>)2 
- f- 1 P'd</>2 

- el'(d¡i' + dZ2
) (5.10) 

A Ja forma ( 5.10 ) se Je conoce como la f"orma de Weyl-Lewis-Papapetrou (13). Fi­
nalmente hagamos f = e2'11 yµ = 2(7 - ,P); entonces (eliminando las tildes) obtenemos 
que: 

(5.11) 

donde ..P. w y 'Y son funciones solazn.ente de p y z. 

Las componentes covariantes y contravariantes no nulas del tensor métrico son entonces: 

(5.12) 

(5.13) 

En tanto que Ja raíz cuadrada del valor absoluto de(determinante de la métrica es: 

(5.14) 

§5.2 Densidad lagrangiana a:xisimétrica estacionaria. 

Las ecuaciones de Einstein en el vacío, cuya solución determina a los coeficientes métricos y 
en consecuencia describe a un determinado espacio-tiempo exterior, se obtienen a partir del 
principio de mínima acción para Ja acción [11): 

S = f R..r-:¡jdll (5.15) 
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Observem.os que la densidad }e.gTangiana2 de ( 5.15) puede descomponerse en dos suman­
dos, uno de los cuales contiene solamente al tensor 9ü: y sus primeras derivadas, en tanto 
que el otro es la. divergencia de una cierta cantidad: 

Los dos primeros sumandos de ( 5.16) pueden escribirse como: 

~g*''T1ü:11 = (~g"T~11J,, -r~1:(..J=Yg".t)" 

v'=Ou'krt11.t= (v'=iuu.r!J),k -r'a(v=9u'11:),1: 
y sustituyendo ( 5.17) en ( 5.16) obtenemos lo que anunciábamos en un inicio: 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

donde ..../"=DG = r!i(...,r.:::gg"1c),.,-r!.t:Cv=!ioik),1 +gik.v=Y(r!"r~ - r~rb). Esta. expresión 
para G puede llevarse a una forma más coro.pacta [11}: 

a = 9 ... (r' .,..r:f - r..rr,:.) 

La ecuación ( 5.18 ) implica que Ja acción dada en ( 5.15 ) puede escribirse como: 

(5.19) 

Aplicando el teorema de Gauss en la segunda integral de ( 5.19 ) y variando la acci6n 
obtenernos que: 

6S = J 6(Gr-9}dn+ J 6(v=ü(9"rt- 9"r\,))& (5.20) 

donde la segunda integral es la integral de superficie de la hipcrsuperlicie que rodea al 
cuadrivolumen en el cual se llevan a cabo las otras integrales. 

Puesto que son nulas las variaciones del campo en los lhnites de la región de integración, 
de acuerdo con el principio de mínima acción [11] 7 entonces la segunda integral en ( 5.20) 

2 A est.a densidad ee Je conooe en la literatura como densidad lagrangiana de Einsteln-Hllben. y la deno-­
tarmno. por .Csn. 
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es cero3 • En consecuencia, J 6(R....t=9)díl = J 6(GFjj'Jc:tn; es decir, las ecuaciones que 
se derivan por el principio de tn.Ínima. acción para la densidad C.Eu son las mismas que se 
derivan a partir de G,.¡=g. Por esta razón, aunque G no sea un escalar, es posible dar a 
G.,.¡=g el carácter de densidad lagrangiana. y denotarla por L.'. 

La densidad lagrangiana .C.811 para la métrica. ( 5.11 ), que reproduce las ecuaciones de 
Einstein para el caso axisimétrico estacionario\ es: 

C.Bu = -~{4e2C"1-..,>p2(1/J~ + 1/J~) - e 6'1-2-t(w: + w~)} 

-2v:=ge2t1'>--Yl{"Ypp + "Y:u - t/Jpp -1/Jpp - ,Ppp-1} 

sutnando el cero de la fonna 2...¡=-gp- 1 e2<11>--r>1P - 2V=¡jp- 1 e2 C"1--,)"YP obtenemos que: 

(5.21) 

sea X= (1/Jp-¡p,1/J.-1 •• O), entonces el segundo término de ( 5.21) es igual a 2...¡=ye2 C•-..,1v.x 
(donde V· X es la divergencia usual del campo x) sustituyendo v=Y por el valor da.do en 
( 5.14 ) tenenios que 2~e2<•--r>v ·X= 2pV ·X y por lo tanto: 

J:..su = - ~ {4e2CY.-'Tlp2(tP~ + "1!) - e8 "1-?t-t(w! +w!) - 4pe2(,:.-..,>...,.P} + 2pV ·X 

Entonces, la. densidad lagrangiana J:.' está dada por: 

C.'= v-=9G = ~ {e°"'-2'f(w; + w!) + 4pe2 (1'1'--T)...,.P - 4e'2CV>-'T)p2 (1/.J! +..ji~)} 

y sustituyendo el valor de v=-9: 

C.'= ~{e4*(w! + w!) + 4P'YP - 4p2 ('f/J! + -rP!)} (5.22) 

3 En t.érrninoa estrictos esto no es cierto, pues aunque laa variaciones del C&Enpo en la frontera son núlas, 
ello no neceaariam.ente debe cmnpllrse para laa derivadas del campo. Ea neceearlo agregar a la acdón un 
término extra que cancele en la frontera 1aa varladones en la derivada del campo. el Urmlno es 2 fou K. 
donde 8U es la frontera de la región de integración y K es la traza de la curvatura extr{naeca de dicha 

-· (12]. •En este caso coninuta el Imponer la almetria en la densidad lagrangiana y luego variar, que variar y 
luego Imponer la .tmetrla.. 
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Introduciendo el operador D = (8p,lt.), { 5.22) queda como: 

e,.' 
.C.'= 2DpD-y + 

2
P (Dw) 2 

- 2p(D,P)2 (5.23) 

donde '1' y w son ahora coordenadas clclicas (17] de la densidad lagrangiana ( 5.23 ). La 
densidad Routhiana (ver §B.l ) es entonces Ja siguiente: 

(5.24) 

donde IL es e1 momento canónico conjugado asociado a la "coordenada" generalizada w 
(17]. 

Las ecuaciones de campo que de ( 5.24) se deriva.u (ver §B.l ) son: 

D(~'-)-~=0 

Dw= ~, DII..,=-~=0 
(5.25) 

Si ahora definimos a !2 = O(p,z) como~= bn, donde b = (-8.,8p) {17J, entonces la 
densidad Routhiana queda como: 

'R.En = 2p(D.P)2 + ~·-•"cvn)2 

y las ecuaciones de campo ( 5.25 ) como: 

D(~)-~=O 

Dw=~. D(bn)=O 

(5.26) 

(5.27) 

El sistema de ecuaciones diferenciales acopladas ( 5.27 ) es equivalente a ]as ecuaciones 
"principales" de Einstein axisimétrlcas estacionarias para el vacío (ver §B.2 ). 

§5.3 Definición de un modelo u no lineal. 

Por un modelo u no lineal (o simplemente modelo no lineal) habremos de entender, a grandes 
rugos, una teoría de campo con las siguientes dos propiedades (14]: 
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• Los C&.Illpos se encuentran sujetos a constricciones no lineales. 

• El lagrangiano L (o equivalentemente la densidad lagrangiana .C) y las constricciones 
son invariantes bajo la acción de un grupo de simetría global G. 

Puntualicemos el concepto de no linealidad citado en nuestra definición. La descripción 
no lineal se refiere, de manera JDás precisa., a aquellos JDodelos donde los campos flsicos, para 
todos los puntos 5! del espacio-tiempo X, toman valores en una variedad M que no es un 
espacio vectorial. 

Cabe señalar que en la gran mayoría de estos modelos el grupo G actúa transitivamente 
sobre la citada variedad M. Si He Ges el grupo de isotropía (o grupo de estabilidad) de 
un p E M: H(p) = {h E G 1 hp = p}5 , entonces la transitividad de G sobre M garantiza 
que el estabilizador es el mismo para todos los puntos, si adeniás H es un divisor normal" 
(o subgrupo invariante) de G entonces es posible identificar a M con el espacio G/H¡ las 
clases de equivalencia en G / H tendrán entonces una correspondencia 1-1 con los puntos en 
M: 4': G/H--> M, [g] >-+p. 

Pa.ra esta teoría de campo particular existen JDétodos generales enfocados a la constru­
cción de lagrangianos. A continuación presentaremos uno de estos métodos que, a la postre, 
nos permitirá. IDas adelante mostrar que las ecuaciones "principales" de Einstein axisimétricas 
estacionarias para el vacío están relacionadas con las correspondientes al modelo cr no lineal 
G = 81(2,.lR), H = 80(2) ( §5.5 ). 

§5.4 Construcción de la densidad lagrangian.a para un 
modelo u no lineal. 

Cornenzaremos laconstrucción pidiendo que los canipos {g} en nuestra densidad lagrangiana 
,C. tengan valores en el grupo de Lie G; i.e: g(X) e G [14]. Adicionalmente, Ja densidad 
lagrangiana ,C habrá de ser invariante bajo las transformaciones de norma7 : 

ªEl lector debe tomar en cuenta que ahora G Ell una representación del grupo y, por ende, h corresponde 
ar111.-

•para que un aubgrupo H de un grupo G - un dlvlaor normal de &te es necesario y suficiente que para 
todo elemento 11 E G se cumpla Ja Igualdad g-• H g = H. 

"Ea pertinente aclarar que la en.cu.Ión previa 80bre transfonnaclonea de norma, donde la acción se tomaba 
por la 1zqulerda. ea Igualmente vllWda al la acción ee por la derecha. 
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g(f) ,____. g(f)h(f) , h(f) E H C G 

donde H es un divisor normal de G. 
En consecuencia, los cam.pos invariantes de norma 6 canipoe físicos tienen valores en 

G/H. 
Llevarem.os a cabo la consirucción de la densidad Jagrangiana a partir de una forma 

diferencial sbnple, a saber Ja forma de Maurer-Cartan, definida sobre G [14]. Para tal 
erecto, identificarnos al grupo de Líe G con cualquiera de sus representaciones fieles y de 
nueva cuenta etiquetanios a Ja representación por G: 

Sea {Lp} la base para e1 álgebra de Lie Q de G en aJguna representación fiel de G, con 
Ja siguiente propiedad: 

ITr{LpL~}I = ó-; con p, cr = {1,2, ... ,[G] = diTnG} (5.28) 

Para a :5' (H] los generadores La dan como resultado el álgebra de Lie H. de H y serán 
denotados por Ta: 

A los generadores coZDplementarios los ]]amaremos S,: 

L¡ = S¡; [H] + 1 Si :S (G]. 

Hallemos las relaciones de conmutación: 
a).- [Tc.,Tp] = i~T..,, dado que el conjunto {T..,,; a$ [H]} es un generador del álgebra 

de Lle H. de H. 
b).- (T0 , S 1J = iA:riTcr + i7:J1ms1• Pero nótese que esta expresión en realidad es más 

compacta¡ en efecto: 

Como Tr{T7 [T0 , S,]} = Tr{T7 TaS,} - Tr{T-,S,T0 } 

= Tr{S,T7 T0 } - Tr{S¡T0 T.,} 

= Tr{S,[T.,., Ta)} = Tr{S,iC~aT,tt = O en virtud de ( 5.28 ). 

=> (T0 , S,] = i<:J!..SJ 



e).- [S., S;J = i{D¡jTa + D:js.}. con D¡j = ~- En efecto: 

Por otro lado: 

Tr{Ta[S,,S,)} = Tr{S,TaS;} -Tr{TaS,S¡} 

= Tr{fS,,Ta]S¡} = -Tr{[Ta,S,]S;} 

= -Tr{;~s.s,} = -i~.r., = -;<:?.., 

Tr{Ta[S,, S¡]} = iTr{~T,,Ta} + iTr{'D:',s.Ta} 

= i~óP0t = iD:j 

En consecuencia tenemos que D;j = ~-
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Sea tü una 1-fonna definida en G con compon~tes wµ(g) = u-•o"º' g = g(~. Bajo Ja 
transforrnacióo de norma g ,_,. gh tenemos que: 

w,.(gh) = h-1 g-1gO,.h + h-•g-18,.gh 

=> w,.(gh) = h-'a,.h + h-•w,.(g)h 

Sean las 1-formas Ay D con componentes A,.(g) = TaTr{TDw,.(g)} y B,.(g) = S,Tr{S'w,.(g)} 
respectivamente. Notemos entonces que: 

Tr{T6 A,.(g)} = Tr{Tpw,.(g)} 

=> w,.(g) = A,.(g) + e,.(g) con e,.(g) tal que Tr{T6e,.(g)} =o 

y 

Tr{S¡B,.(g)} ~ Tr{S¡w,.(g)} 

=> w,.(g) = B,.(g) + q,.(g) con q,.(g) tal que Tr{S;q,.(g)} =O 

En conaecuencia A,.(g) + e,.(g) = B,.(g) + q,.(g) y por lo tanto: 
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Tr{T,,A,.(g)} = Tr{T,,11,.(g)} , Tr{S,(",.(g)} = Tr{s,B,.(g)} 

De lo cual se deriva que una solución al sistema es A,,.(g) = .,,,,.(g) y B,,.(g} = e,,.(g). Por 
lo tanto obtenernos que W =A+ ñ con w,.(g) = A,,,(g) + B,,.(g). 

Bajo Ja transformación de norma g .......+ gh las componentes de A y ñ se transforman corno 
sigue [14]o 

B,.(gh) = h-' B,.(g)h 

Debe notarse que la estructura con la cual contamos es la de un haz librado con E = G, 
B = G/H, F ~ H, grupo de estructura. H y proyector TI: G _.. G/H, donde g(x) .....+ [g(x)] 
y [g(x)) denota la clase de equivalencia del elemento g(x) E G. Dentro de esta estructura 
tenemos que por construcción todos los campos están en G en tanto que los campos físicos 
se hallan en Ja base G / H del haz. Debido a esta estructura tenemos entonces que la 1-forrna 
A se transforma como un potencial de norma para el grupo de norma H y, por ende, actúa 
como una 1-forma de conexión ( §4.2 ). Por lo tanto, a partir de A podemos construir la 
2-forma de curvatura F'"" = O""A" - BvAµ + [A,.., Av] que, bajo una transformación de norma, 
tiene la siguiente ley ( §4.3 ): F = h .. - 1Fh. 

Observemos que entonces las cantidades Tr{BµBv} y Tr{FµvF-rp} son invariantes bajo 
una transformación de norma. En virtud de que la densidad lagrangiana habrá de ser 
invariante bajo transformaciones de norma, resulta natural asociar entonces una densidad a 
cada una de las cantidades anteriormente citadas: 

t:.. = v=9g""Tr{B,.B"} 

y 

(5.29) 

(5.30) 

Todas las densidades lagrangianas para modelos no lineales son constrnidas a partir de 
Ap y Bp. En principio no hay ninguna prohibición para mezcla.rlos; por ejemplo, la densidad 

t:., = v=9Yª"g"'g"•Tr{F,...F,,}Tr{B0 Bp} 
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es igual de válida que las anteriores. 
Puesto que tü es una sección en el haz cotangente T-G entonces es claro que la densidad 

C., es función de una sección en T-G y, además, es invariante bajo aquellos cambios de 
sección en T•G inclucidoa por el grupo de nonna H. Estos cambios de sección en T•G son la 
consecuencia de una transformación del tipo g t-+ gh en G, por consiguiente Ja densidad Ca 
es invariante también bajo caznbios de sección en G. En consecuencia basta fijar una sección 
en G, una norma ( §4.3 ), para hallar a la densidad lagrangiana C..,. 

Sea T un campo invariante de norma, entonces T E G / H y puede expresarse como sigue: 

T(:i!) = g(.;;) q;::Ta) g-'(.;;) (5.31) 

y dado que el lado derecho de ( :~ .31 ) pertenece a G.., entonces: 

g(.;;) (LTa)g-'(f) = ¿v.(.;;)Lp 
a p 

donde los campos {vp(X}} evidentemente ta.IIlbién son campos físicos. Notemos que la cons­
tricción para estos campos es, en efecto, no linea.1: 

=> Tr{LTaT,.} = Tr{¿v.(f}Lpva(:i!)La} 
oJJ PP 

por la propiedad ( 5.28 ) tenemos entonces que: 

¿Tr{TaTa} = ¿v;Tr{LpLp} (5.32) 
a P 

que obviamente es una constricción no lineal para los CB.nlpos Vp· 

La constricción ( 5.32 ) es justam.ente la que define a la variedad M que, dado el carácter 
no lineal de la constricción, no es un espacio vectorial. Notemos también que de acuerdo a 
( 5.32 } hay solamente [G] - l campos flsicos independientes. 

Es importante notar que la construcción presentada en este apartado efectivamente co­
rresponde a un modelo a no lineal. Para tal efecto obsérvese, en primera instancia., un hecho 
obvio: el espacio G/H es invariante bajo G. Es decir, la aplicación de cualquier g E G sobre 
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todos los elementos de G/H es de nueva cuenta el espacio G/H: G/H ~ G/H. Como por 
construcclón G/H =::: M y Mes la variedad definida por la constricción ( 5.32 ), entonces la 
constricclón para los caIDpos fisicos también es invariante bajo G. 

Por otra parte, la densidad lagrangia.na .C. depende de (vh ..• , V[G)) = M dado que basta 
fijar una sección en G para ballar a dicha densidad L.17 • De la invariancia de M bajo G se 
sigue que .C..., es invariante bajo G. 

§5.5 El J.Dodelo a no lineal G = Sl(2, R.), H = S0(2). 

En la presente sección nos a.bocarmDos a construir Ja densidad correspondiente a ( 5.29 ) con 
gP" dada como en ( 5.12 ) para el grupo de sllnetría G = SZ(2, JR) con divisor H = S0(2). 
Comencemos hallando los generadores de G. = SZ(2, 1R): 

Consideremos la representación matricial de G sobre si mismo. Sea M E G => M es una 
matriz de 2 x 2 con det M = l. Entonces det M = det(etA) puesto que AJ pertenece a un 
subgrupo 1-paramétrico generado por alguna A E Sl(2, JR). Como 

det(e'A.) = ecTr(A) = 1 V t ==:;.- Tr(A) = O. 

Sea A = (:,:), como A tiene traza nula entonces a= -d. En consecuencia. a la. matriz se 
le puede expresar como sigue: 

A= ( 1 º) b+c(O ª O -1 + 2 1 
1) b-c(º o + 2 -1 ~) 

Puesto que: 

a U _ ~ ) + P ( ~ ~ ) + 6 ( ~l ~ ) = O =<> a = P = 6 = O 

los generadores de Sl(2, .IR) son: 

1(01) 1(1º) 1(0 L, = .,j2 -1 O ; Lo= .,/2 o -1 ; L.= .,/2 1 ~) 
y aatillfacen que ITr{L,.L,}I = 6"' con p,a = {1,2,3 = [G]}. 

N6teoe que L 1 es el generador de 50(2). En efecto: 
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Sea a = tt8 e 80(2), como sT = s-1 entonces B = -Br y por lo tanto tenemos que: 

B = ~ ( ~l ~ ) = aL, 

De acuerdo a Ja notación dada en §5.3 tenemos que: L1 = T 1 y L,+1 = s, con i = 1, 2. 
Observemos que solamente dos ca.mpos invariantes de norma son independientes. En 

efecto, según ( 5.32 ) tenemos que: 

V~ - (v: +V~) = J. 

En consecuencia es natural fijar una norma en G en términos de dos campos indepen­
dientes. Con tal finalidad, consideremos a Jos campos .,, y e y fijeinos la norma como sigue 
[15¡, 

( 
.,.<P .. l 

g(p,z) = O 
{(p, z)e-•CP .. l ) 

E S1(2,.lR) 
e-r,(p.a) 

(5.33) 

donde hnponemos que la dependencia de los canipos .,, y { sea exclusivamente en p y z para 
garantizar una condición indispensable de a.xisimetria estacionaria. 

Por construcción g(p, z) es una sección en Sl(2, E) a partir de la cual es posible especificar 
a Ja densidad. lagrangiana .C., del modelo a no lineal. Hallemos entonces a las componentes 
de la 1-forma w: 

-ee-•) ( •• ., .. 
e• O 

.,-•ce .. - e,,,.¡ ) 
-e-"'r¡,.,. 

- ( 
.,,. 

w,.(g) = O 

Puesto que B"'(g} = S,Tr{S'w(g)}, un cálculo sencillo muestra que B,.,.(g) esta dada por: 
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Entonces: 

En consecuencia: 

~e-""('1.e. - T).e.) ) 

'rlµ.TJ,, + ie-""eJ&e ... 

.e.a-= v=g9 ,,..,,(2TJ"'1"' + ~e-•'1eµ.e .... ) 
Puesto que 'fJ = 71(p, z) y e = e(p, z) (i.e: Bt = B• = O), los únicos coeficientes métricos 

contrava.riantes cuyo factor multipllcativo es no nulo en la última expresión son 9PP 7 gP•, g•P 
y gn¡ sustituyendo a. estos coeficientes por su expresión dada en ( 5.13 ) y recurriendo al 
valor explicito para. .,/=9 según ( 5.14 ) se obtiene: 

c."' = 2p(11~ + 11~) + ~e-•l'Jce~ +e:> 
que en términos del operador D queda conio: 

.C. = 2p(D'1)2 + ~C'°(De)2 (5.34) 

Cabe advertir que cuando se habla de una. densidad lagrangia.na, en principio, ello no 
excluye a priori la posibilidad de que alguna de sus varia.bles sea ba.rniltoniana.. Por consi­
guiente, habrá que contemplar esto para el caso de la densidad ( 5.34 ); comencemos entonces 
considerando a todas las varia.bles como lagrangiane.s: 

Si las variables son lagrangianas 1 entonces las ecuaciones de campo estarán dadas por la 
eeuaci6n de Euler-Lagrange [9J D((.Ca),ox•) - (.C.),x• =O, donde X'= {'1,e}: 

(5.35) 
epp +e ... - 4(11pep + 11 .. e"') + p- 1ep = o 

En caso de que alguna de las varia.bles sea. hBlTliltonia.na., obtendremos entonces uno de 
los siguientes sistemas: 
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Suponga.JDoe prim.eroque Co = 2p(Dq}2 +~e-4"(Il.s)2 , dondeª" es el momento asociado 
a Ja "coordenada" /J (con /1 distinto a T/ y a E)- Entonces obtenemos el siguiente sistema de 
ecuaciones: 

D((.C,),o.,) - (.C,).., = O 

D/3 = (.C.),n, , Da,.= -(.c.),,.= o 
es decir: 

.,.,p + P(T/pp +.,., .. }+~e-.. " ce:+ e:> 
D{J = pe-"..,n.s • DU11 = o => O.a = .De 

(5.36) 

Ahora supongamos que C" = 2p(00 ) 2 + ~e-'.,(De)2, donde Oa es el momento asociado a 
Ja "coordenada" Q (con Q distinto a T/ y a e). Las ecuaciones para esta densidad son entonces 
las siguientes: 

D((.C,),D<) - (.C.),.= O 

De>= (.C,),n. , Dll0 = -(.C,),0 =O 

y por Jo tanto: 

Da = 4pil0 , DU0 = O => 0 0 = DTJ 
(5.37) 

Para llevar a cabo la comparación entre nuestro modelo y el caso axisimétrico estacionario, 
basta confrontar las ecuaciones de campo. Comencemos pues con el sistema ( 5.35 ): 

Hagamos 17 = T/1 y e = O, donde tP y O están dadas como en ( §5.2 ). Entonces ( 5.35 ) 
da: 

t/>p + P(T/Jpp + ""··> + 2e~ ... en:+ n!> = o 
n,,,. + n •• - 4(1,bpnp + w.n.) + p-1np =o 

Sustituyendo a las derivadas de Sl por Jas de w obtenenios que Ja primera ecuación es una 
de las ecuaciones "principales" de Einstein (ver §B.2 ): 



100 

e,.' 
,Pp +p(t/Jpp + 1/J,..) + 

2
p (w! +w!) =O 

Por otro lado, con Ja citada sustitución, la segunda de las ecuaciones es sllnplemente una 
identidad (O = 0). Colllo e E 02, entonces Op• = íl.sp que es, justamente, la segunda de 
las ecuaciones "principales'" de Einstein. De tal manera, eJ sistenia ( 5.35 ), con T/ = 1/J y 
~ = O:, tomando eu cuenta que é E C 2 , es equivalente al sistema de ecuaciones '~rincipales" 
a.xisimétricas estacionarias. 

El sistema ( 5.36 ) también es equivalente al hacer TJ = t/J y e = n; de facto es el más 
evidente y, en un lenguaje coloquial, el más puro. Según ( 5.36 ) , la densldad del modelo 
proviene de la transformación (/J, 71, D{J, DTJ) ...-+ (/3, TJ, n,,, DTJ); entonces la sustitución de Jos 
campos TJ y e implica que {J = w. El sisten:ia ( 5.36 ) queda entonces como: 

Dw = pe:-4 '°Il.., , n .... = .Dn 
donde I1.., = .bn se sigue del hecho de que O E C2; entonces: 

Tenemos entonces que las ecuaciones "prindpa1es" de Einstein axisimétricas estacionarias 
son las del sistema e 5.36 ). 

Al sistema ( 5.37) lo descartamos por la siguiente razón. La densidad de la cual provienen 
las ecuaciones de cam.po e 5.37 ). a grosso modo, está en términos de un impulso+ campo+ 
derivada de un campo, estructura que no se presenta en ninguna de Jas densidades asociadas 
al caso axisimétrico estacionario. 

En resu..--nen, los sistemas ( 5.35) y ( 5.36 ) son equivalentes a las ecuaciones "principales" 
axisimétricas estacionarias de Einstein. El sistema ( 5.36 ) 1 que nos proporciona Ja relación 
entre O y w (hay que pedir tnenos para comparar), es de facto el que proviene de la densidad 
Routhiana axisimétrica estacionaria; por lo tanto, elegimos a este liltimo para modelar el 
caso axisimétrlco estacionarlo. En otras palabras, laa ecuaciones de campo del modelo u no 
lineal G = Sl(2, JR), H = 80(2) son la.t1 ecuaciones "principalean de Einstein arisimétricas 
estacionarias en el vac<o , cuando f1 = t/J, e = O JI (D0)2 ea el cuadro.do de un impu/ao. 
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Nótese que una solución de las ecuaciones "principales" de Einstein en el vacío se puede 
entonces representar geométricamente como una sección g(p, z) E Sl{2, E). En consecuen­
cia, un cambio de ésta aección bajo el grupo de norma H = 50(2) (transformación de norma} 
nos proporciona una nueva eección t? que tainbiéo representa una solución para las ecua­
ciones "principales" de Einstein axiaimétricaa estacionarias. Una familia de tales secciones es 
entonces una fainilia de soluciones a las ecuaciones "principalesu axisimétricas estacionarias. 
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Conclusiones. 

En el presente trabajo de tesis hemos estudiado con cierto detalle algunos de Jos aspectos 
fundaxnentales en topología, geometría diferencial, conexiones, grupos y álgebras de Lie, 
con el objetivo de adquirir Jos conocinúentoe necesarios para comprender la definición de 
un modelo u no lineal, ser capaces de construir, con estas nociones básicas, Ja densidad 
Jagrangiana para un modelo de este estilo y dar una aplicación enmarcada en el ámbito de 
Ja Teoría General de la Relatividad. 

El punto de partida fue el estudio de la topología, pues dentro de ésta rama de las 
matemáticas es que se define, dotando a un conjunto con determinadas propiedades, a un 
espacio de la manera m4s primitiva. (espacio topológico) y se investiga Ja estructura del 
mismo. La topología nos proporciona entonces el escenario básico de representación y el 
estudio de su estructura; es a este nivel que el concepto de continuidad adquiere sentido y 
queda determinado de manera general. Imponiendo todavía más estructura a este espacio 
primitivo es que surgen las variedades diterenciables, sobre éstas se e:x:tjenden de manera 
generalizada Jos conceptos de cálculo vectorial y tensorial; y, en consecuencia, es en este 
punto donde radica su importancia en el contexto de Ja fisica, ya que es posible representar y 
analizar eventos dinánúcos desde una perspectiva estrictamente geométrica, pues las fuerzas 
que Jos generan son "traducidas" a deformaciones en nuestra variedad. A partir de estas 
estructuras geométricas es que construimos a los haces librados, que son la base geométrica 
de un modelo a no lineal. 

Notarnos que como casos particulares de variedades se encuentran Jos grupos de Líe. Al es­
tudiarlos, observa.mos el lloportante pape] que desempeñan sus álgebras en la construcción y 
propiedades de estos grupos; se expuso el concepto de una representación para grupos de Lie, 
definiéndose que significa que éstas sean libres, transitivas, fieles y /6 lineales. Aprovechando 
Ja enorme herr&J:Oienta matemática con Ja que hasta ese momento contábamos, desarroUarnos 
el tema de conexiones. Éstas nos permitieron formalizar la idea intuitiva de cu:"\-atura y de 
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transporte paralelo, en este desarrollo surgió la forma de conexión (ingrediente fundamental 
en la construcción de la densidad lagrangiana para nuestro modelo a no lineal) y dimos sen­
tido geoIDétrico a las transformaciones de norma. Finalmente, construimos el elemento de 
línea general para el caso a.xisimétrico estacionario, presentamos la densidad lagrangiana. a 
partir de la. cual se derivan las ecuaciones de campo para éste caso y expusimos a. la densidad 
R.outhiana que nos proporciona las ecuaciones ''principales" de Einstein axisimétricas esta­
cionarias en vacío; todo ello con el objetivo de preparar el terreno para nuestra aplicación. 
Enseguida definimos al modelo a no lineal y construimos la densidad lagrangiana para el 
mismo; en la construcción se hace patente la necesidad del estudio matemático previo, pues 
la misma. requiere de prácticaniente todo el material expuesto, como podemos observar en 
síntesis: 

La base geométrica es un haz fibrado principal, que tiene como espacio total un grupo 
de Lle G (cuya representación se dio en sí mismo para garantizar la. transitividad) que es 
el grupo de simetría global de la densidad lagrangiana del modelo, y como base el espacio 
cociente G/H, con H un divisor normal de G, donde toman valores los campos invariantes 
de nonna. Este espacio base es equivalente a una variedad que no es un espacio vectorial, y 
que queda definida. por las constricciones de los campos fisicos derivadas de la. representación 
adjunta de G en el álgebra de Lie H. La descomposición de la 1-forma de Maurer-Cartan 
en una 1-forma que toma valores en el álgebra de Lie del divisor normal, A, y en otra. 
que toma valores en el complemento a esta álgebra, ñ, nos permitió constr;uir cantidades 
invariantes de norma, simplemente tomando la traza del producto de las componentes para. 
la 1-forma B y la 2-forma de curva.tura F, ésta última se construye a partir de la. 1-forma. 
A, que se transforma como el potencial de norma, para el grupo de norma H, de nuestro 
haz fibrado principal. La densidad lagrangiana. del modelo a no lineal debe ser un escalar, 
en consecuencia la definimos como la contracción de la citada traza con el tensor métrico 
del problema. particular sujeto a investigación, módulo la raíz del determinante del tensor 
métrico. Se probó que esta construcción efectivamente corresponde a un modelo a no lineal 
y que, por lo tanto, cualquier densidad ·derivada de esta manera. queda enrna.rcada dentro 
de estos modelos; i.e: los campos que la componen están sujetos a constricciones :no lineales 
y tanto las constricciones como la densidad lagrangiana 6on invariantes bajo un grupo de 
simetría global. 

Posteriormente se aplicó el modelo en Teoría General de la Relatividad, para ello elegimos 
como grupo de shnetrfa global al grupo de Lie Sl(2, Dl), con divisor normal S0(2), intro­
duciendo canipos con dependencia ex:clusivamente en p y z para garantizar una condición 
indispensable de axisimetrla y se fijó una norma en el haz librado principa.l con espacio to-
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tal Sl(2. B). Llevamos a cabo Ja construcción de Ja densidad a través de la 1-f'onna .B y 
como TeSultado de un estudio comparativo de las ecuaciones de campo obtuvimos que las 
ecuaciones del modelo u no lineal son las ecuaciones "principales" de Einstein axiaimétrica.s 
estacionarias en vado. 

Con esta breve recapitulación hem.os resunúdo Ja estrategia general empleada para abor­
dar y cumplir nuestro principal propósito: el estudio de la estructura geométrica de Jos 
modelos a no lineales. Cabe señalar que este estudio es sólo un prim.er paso, pues las compo­
nentes del modelo, que en sí mismas represent&Jl una enorme materia de estudio, y el modelo 
mismo, pueden ser extendidos. Sin embargo, esta introducción a Jos mcdelos cr no lineales 
ya nos pennite trazar futuras llneas de investigación; por ejemplo, podemos pensar en una 
cuantizaci6n basada en álgebras no conmutativas 6 en ciertas deformaciones del modelo que 
podrían conducirnos a una posible "cuantización geoJnétrica". Podemos estudiar también 
de manera independiente sistemas integrables y aplicarlas a los modelos u no lineales, con 
la idea de conseguir una poeible cuantizac::ión de loa :m.odela& cr no lineales como sistemas 
integrables [15]. En sí, prácticamente todas las futuras líneas de investigación, en cuanto a 
modelos u no lineales se refiere, están enfocadas a Ja cuantización; con ello, queda claro que 
este es apenas el comienzo de un largo, y tal vez fructí.fero, ca.mino por recorrer en Ja tísica 
teórica actual. 
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Apéndice A 

Variedades orientables y partición de 
unidad. 

§A.1 Variedades orientables. 

Consideremos un espacio vectorial V de dimensión n. Las bases ordenadas B 1 = {vi, ... , Vn} 

y 8 2 = {v{, ... ,v;.} para V determinan un isomorfismo f: V-+ V con f(v,) = tl.'i la matriz 
A de f con componentes a;¡ nos proporciona la siguiente ecuación matricial: vrl = G.ijvi. 

Direinos que las bases B 1 y B 2 están 'igualmente orientadas si det(A) > O y opuestamente 
orientadas si det(A) < O. La relación de ser igualmente orientadas es una relación de equi­
valencia, dividiendo Ja colección de todas las bases orientadas en dos clases de equivalencia. 

De lo anterior se infiere que una clase de equivalencia es entonces una orientación para 
V. La clase de equivalencia para la base {u1 , ••• ,vn} la podemos denotar como [v1 , ••• ,vn], 
de manera tal que si e es una orientación de V, entonces {vi, ... ,vn} E e sii (vi, ... ,un]= e. 
La orientación opuesta a e Ja denotaremos simplemente como -{. La orientación [ei. ... ,en] 
para 11?"' será llamada orientación estándar [18]. 

Si (V, e) y (W, T'/) son dos espacios vectoriales n-diemensionales con orientaciones e y T/ 
respectivatnente, un isomorfismo r entre estos dos espacios (f : V _.. W) se dice que preserva 
orientación (respecto a {y T/) si [/(v1 ), ••• , /(Vn)l = T'/ siempre que (vi, ... , vn] = {. 

Sea el haz trivial E= X x ~ (p E E=> p = (x E X, v E .JRR)). En cada fibra podemos 
poner la orientación estándar: [(x1 e 1 ), ••• , (x, e,...)]. Si f : E _.. E es una equivalencia y X es 
conexo, entonces f preserva la orientación o la revierte sobre cada fibra al tomar funciones 
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º'i : X -+ ./R. como sigue: 

f(:r, e,}= f:. "<1(:r}(:r, e1) ,_, 

lo cual implica que det(A) : X -+ .lR. es continua y nunca nula. 

Si el haz no es trivial. una orientación e de E es una colección de orientaciones e,_. para 
n-1(p), que satisface la siguiente condición de compatibilidad para cualquier conjunto abierto 
y conexo U e B (18]: 

Si t : n- 1 (U) -+ U x 11!' es una equivalencia (det(t) > O o det(t) < O) y las fibras de 
U x JR!' tienen la orientación estándar, entonces t preserva o revierte la orientación sobre 
todas las fibras. 

Notemos entonces que las orientaciones (,. definen una orientación de E si la condición 
de COIDpatibilldad se cumple para una colección de conjuntos U que cubren a la base B: 

Sea. C = {U.,i = 1 1 ••• ,n} una cubierta de B, donde para cada elemento de C se cumple 
la condición de compatibilidad. Sobre U11. tendremos entonces a t10 y sobre U1c+i a t¡,+ii 
dado que U1s n U1s+i #- 0, entonces t,. y t1c+t satisfacen la misma condicióh en cuanto a 
orientabilidad.. En efecto: 

Como las fibras en (U,. n U•+t) x .IR!" tienen la orientación estándar => det(t,. o t;.!1 ) > O 
=> t1c y t•+t satisfacen la misma condición. 

En consecuencia, t• y t•+i. preservan o revierten la orientación en u,. U U1c+i. como estos 
elementos de C son cualesquiera, entonces se sigue la validez para todo B. Por lo tanto, 
hemos dado una orientación sobre todas las fibras de B (i.e: hemos orientado a E con en 
orientaciones). 

Si el haz E tiene una orientación { = {ep}, entonces tiene también una orientación 
-e= {-{,,}¡ sin embargo, no todo haz tiene orientación. 

Diremos que un haz es orientable si este tiene una orientación, en contraparte, un haz sin 
orientación será llamado haz no orientable. Un haz orientado es la pareja dada por {E, e). 
La definición anterior ee aplicable al haz tangente TM de una variedad ME C 00

• Se dice que 
M ea orientoble {no orientable) ai TM ea orientable (no orientable): una orientación de TM 
m tambib. llamada una orientación de M, una variedad orientada es la pareja (M, {). 



109 

§A.2 Partición de unidad. 

Lema A.1 Sea C e U e M. con C compacto JI U abierto. Entonces existe una fenci6n 
f : M -> [O, 1] (C-) tal que f = 1 sobn: C 11 la cerradu,,. de sop(f} = {plf(p} #- O} (soporte 
de /) está contenida en U. 

Demostración: La demostración consiste en exhibir a t.a1 función f. 

Para cadap E C elegimos un sistema coordenado alrededor de p: {X, V)¡ adicionalmente 
pediremos que V este contenida en U y que X(p) =O. Entonces (-E, E) x ... x (-E, E) e X(V) 
para alguna E > 0. Sea j : ll. -+. JR U E C 00 ) definida por: 

• - { e-h•-1)-:1 e-<z+1)-:1 :z: E (-1, l) 
J(:z:} - o "'t (-1, 1} 

Definamos ahora a g: JR!l-+. IR como sigue: g(x) = j(x1 /E)j(x2/E) .•. j(:c"'/c), esta función 
e& 0 00 

1 positiva sobre (-E, E) X ... X (-E, E) y nula fuera de tal región. 

La función g o X es entonces C 00 sobre V. Podemos extender a. la función fuera de V, 
preservando e! carácter C 00

, diciendo simplemente que su valor es nulo. Sea f,, la función 
extendida. Para todo p en C es posible llevar a cabo el mismo procedimiento y construir 
la fp correspondiente, esta función es positiva en una vecindad de p cuya cerradura esta 
contenida en U. Dado que C es compacto podemos cubrirlo con una cantidad finita de 
dichas vecindades, a saber las que corresponden a lC16 n puntos {p(l), ... ,p(n)}¡ el soporte de 
la stUDa fp(t) + ··- + f P<.n) esta contenido en U ya que el soporte de cada una de las funciones 
esta contenido en U. Dado que Ces cubierto con vecindades tales que en su cerradura fp > O, 
entonces sobre C la surna /p(t) + -·- + /p(n) es positiva... Digamos que esta suma es IDayor o 
igual que rS para alguna rS > O. 

Sea l : IR -+ JR definida como: 

l(:z:} = ¡; k/ J.' k 

con k : 1R -t R positiva sobre (O, 6) y nula fuera de tal intervalo. 

Sea f = l o (/p(l) + ... + /p(n,); es decir: 

f = l/,,{l)+·-·+f,,, .. , k/ r. k 
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Conlo en e resulta que fp(l) + ... + fp(n) ~ 6, entonces para todo p en e tenemos que: 

f = fo""?.' k/ foil k = 1 

La función f decae suavemente en la región compuesta por puntos fuera de C pero tal que 
se cuniple que O < fp(l) + ... + fp(nl· Por otro lado, si fp(l) + ... + fp(n) = O, entonces f = O. 

De tal manera tenemos que f: M-+ [O, lJ, es C 00 dado que es la composición de funciones 
e- 1 f = 1 sobre e y el soporte de r esta. contenido en u ya que sop(f) es la unión de los 
soportes de f'P{lh ••• , fp(n) que están contenidos en U. D 

Teorema A.1 Sea O una cubierta localmente finita de una variedad M. Entonces hay una 
colección de funciones hu : M -+ {O, 1] {C00 

), una para cada U en O, tales que: 

{1).· sop(hu) e U para cada U. 

(!!).· Eu h,.(p) = 1 V p E Af. 

Demostración: 
Caso 1: Cada U en O tiene cerradura compacta. 
Para mostrar este primer caso hareinos uso del siguiente resultado: Sea O una cubierta 

localmente finita de una variedad M. Entonces es posible elegir, para cada U en O, un 
conjunto abierto U' con Ü' contenida en U, de tal forma que Ja colección de todos los U' es 
también una cubierta abierta de M [18}. Elijamos U' corno en el teorema. Apliquemos el 
lenia anterior con Ü'c U e M para obtener una función Au : M-+ {O, 1] (C00

) que es igual 
a la unidad sobre U' y tiene soporte contenido en U. 

Dado que U' cubre a M, entonces es evidente que Eueo Au > O para todo p en M. 
Definrunos la siguiente cantidad: 

hu=~ 
EueoAu 

sop(hu) C U ya que sop(hu)=sop(Au), hu E e~ da.do que Au 
Notemos que: 

L hu = L ~ = Eueo Au = 1 
ueo ueo Eueo Au Eueo Au 

E coo Y EueoAu ~ O. 

lo cual muestra que Eu hu = 1 para todo p en M. Adicionalmente es claro que hu : M -+ 
[O, l]. 

Caso 2: Caso general. 
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Estamos de acuerdo en que la cerradura de U no tiene porque ser un compacto, ello 
implica que la cerradura de U' no necesariauiente es un compacto (01 es cerrado) . En 
consecuencia., para demostrar de manera general el teorem.a., habrá de probarse que el lenia 
anterior es cierto t&IDbién cuando C (Ü') no es compacto. Al demostrar tal afirmación, 
entonces podremos dar las funciones hu como en el caso 1 sin mayores obstáculos: 

Lema A.2 Sea C e K e M con C cerrado (pero no neceaariamente compacto) y K abierto. 
Entone.ea e:riste una función f : M -+ (O, 1) (000

) tal que f = 1 sobre C y la cerradura de 
sop(f) eatá contenida en K. 

Demostración: Exhibanios a tal f. 
Para todo p en C demos un u,. e K abierto tal que O,, e· K sea compacto. Cubra.nlos 

al complemento de C con v. abiertos contenidos en el complemento de C tales que V a sean 
compactos. 

Recurramos al siguiente teorema que dice: Si C es una cubierta. abierta de M, entonces 
existe una cubierta C' de ?\.{ tal que C' es localmente finita y refina a. C [18]. 

Entonces, la. cubierta. abierta. {Up. V0 } tiene una. cubierta abierta O que la refina y es 
loca.lm.ente finita. El refinaniiento implica que para todo U,, existe el conjunto O' = {U E 
OIU e Up para alguna p}. Como OP es coro.pacto entonces O es compacto. Del caso 1 se 
sigue la construcción de hu para cada U E O'. 

Sea f = :EueO' hu- Esta expresión es C 00 puesto que es la suma finita {O es localmente 
finita) de funciones coc. 

Dado que Eu hu (p) = 1 para todo p E U e O' y hu(p) = O cuando p E U e Va, entonces 
f(p) = 1 V p E C. Como O es localmente finita, la suma es finita en una vecindad de cada 
punto¡ por construcción la cerradura. del soporte no aba.rea mas a.llá de U ü,, e K => la 
cerradura de sop/ e K. o 

Corolario A.1 Si O es cualquier cubierta abierta de una variedad M, entonces hay una 
colecci6n de funciones coc '4 : M -t [O, 1] tales que: 

(1).- La colecci6n de conjuntos {plh..,(p) '#- O} es localmente finito. 
(2).- E, h,(p) = 1 V p E M. 
(9).- Para cada i hay una U E O tal que sop(h.,) e U. 

Una colección {h.¡ : M -+ [O, 1]} que cumpla (1) y {2) es llamada una partición de unidad¡ 
si además se satisface (3) entonces se dice que la partición esta subordinada a O [18]. 
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Apéndice B 

Densidad de Routh y ecuaciones 
"principales" de Einstein. 
axisi:rnétricas estacionarias. 

§B.1 Densidad de R.outh. 

Com.encem.os considerando una densidad lagrangiana C que depende de las coordenadas 
generalizadas q y a y de sus primeras derivadas q y B (10]. Al llevar a cabo la transformación 
(q, s, q, á) i-+ (q. s,p, 8), donde pes el momento generalizado correspondjente a q, obseTVaJ:Dos 
que la diferencial de la densidad lagrangiana está dada por: 

d.C = .CHI dq + .C,9 dq + ,C,. da + .C,, dil 

=Pdl/ + pdl¡ + .C,. da+ C..,, dS 
como pd4 = dpq - qdp, entonces: 

d(.C - pq) = PcJq - qdp +.e,. ds +.e,, da 

Definimos a Ja densidad de Routh como "R(q,p,s,S) =: ptj - C, donde p 
consecuencia: 

d'R. = -Pdq + qdp - .e,. ds - .e,. dB 
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y por lo tanto tenemos que: 

(B.l} 
c.,.= -"R.,. 1 c.,.= -x,. 

Puesto que 1;,(J:.,•) = C.,., entonces las ecuaciones que se derivan de la densidad Routhiana. 
quedan finalmente como sigue: 

(B.2) 
~(~)= ~ 

La densidad Routhiana es útil cuando existen coordenadas cíclicas, pues el momento 
asociado será una cantidad conservada.. De tal manera, si la. transformación es (s, q, S) -+ 
(s, Il9 , 8), sabemos que Ilq (momento generalizado correspondiente a la coordenada. cíclica q) 
es una cantidad conservada y las ecuaciones resultantes de la densidad Routhia.na. son las de 
Euler-Lagra.nge para la(s) coordenada(s) no cíclica(s) y las de Hamilton para. la(s) cíclica(s). 

Ahora bien, si la densidad Jagrangiana es como en ( 5.23 ): 

e•., 
.e' = 2DpD"t + 2 p (Dw)2 

- 2p(D,P)2 

entonces ..C' = t:.'(1/J, D-y, Dw, DTJJ)¡ puesto que -y y w son cíclicas: 

'R.= TI-yD"Y + fl..,Dw - J:.' 

donde Il.c. = (.C'),0 "' son los momentos asociados a las "coordenadasn ,.., = {7,w}. Entonces: 

'R.= 2p(D,P}2 + ~e-4"'11! 
donde evidentemente "R.= "R..(1/1,Ilw, D.,P). Por ( B.1 )se sigue que las ecuaciones son: 

D"'(= ~, DU.,.=-~=0 

Dw = ::f., 1 Dilw = -~ =O 



puesto que la ecuación de Lagrange es D({.C),ax) = (.C),x [9], entonces: 

D-y= ~, DU.,.=-~ =O 

Dw=~, D0..=-~=0 

D((X),,,..) - (X).,.= O 
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Introduciendo la función íl(p, z) como IIw = Do., con b = (-a., 8p). Ja densidad Routhi­
ana y las ecuaciones correspondientes son las siguientes: 

§B.2 

X= 2p(Dr/J)ª + ~e-<"(b0)2 

y 

D((X),,,..)- (X),,.= O 

Dw = (X),00 , D(DO) = O 

(B.3) 

(B.4) 

Ecuaciones "principales" de Einstein axisimétricas 
estacionarias. 

Las ecuaciones de Einstein en el vacío están dadas por el siguiente conjunto de ecuaciones 
diferenciales de segundo orden para la métrica g [11): 

Ru.- ~gu.R =O (B.5) 

donde ~le y g¡1c son las componentes covariantes del tensor de Rlcci y de Ja métrica g 
respectiV&Dlente, en tanto que R es el escalar de curvatura. 

Notemos que estas ecuaciones se reducen simplemente a ~1c =O. En efecto: 

R,,. - ~g;.oR =O => o"' Ru. - ~g"'gu.R = O 

=> R-2R=O => R=O 
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puesto que g'"' R.a = R y g'~9Uc = 4; en consecuencia. las ecuaciones de Einstein están dadas 
por: 

ll<k =o (B.6) 

Las ecuaciones de campo que de ( B.6) se derivan para el elemento de línea ( 5.11 ) son 
las siguientes: 

e••-2-y 
Ro3 + w- 1 ll3:) = --

2
--{4(t/JpWp+ 1/J.w.) + (wpp+ w •• ) - p- 1wp} 

pe-2'-r e4.P 
--;;;-{p(,P,, + ,¡, •• ) + ,¡,, + 2,J(w! + w~)} =O 

1 e"°" 
R12 = p{2pt/Jpt/I• - 2 P w,,w. - ¡.,} = O 

Ru - &.l2 = ~{p('t/I! - tP~) -1P + e
4
""' (w! - w!)} =O 

p p 

y por lo tanto las ecuaciones de Einstein ax:isimétricas estacionarias en el vacío son: 

y 

'f/Jp+p(1/Jpp +1/J,...) + ~Cw; +w!) =o 

4(1/JpWp + 't/J.w.) + (wpp + w_.) - p- 1wp =O 

'"fp = p(t/J"¡ - T/?.) + ':{¡-(w! -w¡) 

(B.7) 

(B.8) 

Nótese que al resolver el sistema ( B. 7 ) de ecuaciones diferenciales de segundo orden 
acopladas, la solución al sistema ( B.8 ) se reduce simplemente a un problema de integración. 
Es por esta razón que á lBs ecuaciones ( B. 7 ) habremos de 118.l'.Darlas ecuaciones principales 
de Einatein axüirnétricas estacionaria.a. 



Observese que el sistenia ( B.7) es equivalente al sistema ( B.4 ). En efecto: 

por Jo tanto: 

Dw=..!!!!:-
8DO 

Dw = .!!!!:- = pe_,,.,. f:>n 
8DO 

Op = p-1 e''"'w• 

Por construcción sabem06 que: 

D(DO) =O => n,.. - O,p = O 

=> p-•e••c 4(tP,.wP + W.w .. ) + (wpp + w ... ) - p-1wp) = o 
y por lo tanto: 

4('f/.1,,,Wp + ,P.w.) + (wH + w •• ) - p-
1
wp =O 
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Por otra parte~ Ja primera de las ecuaciones de ( B.7 ) es justamente la ecuación lar 
grang;iana correspondiente a la densidad Routhiana ( B.3 ): 

D(~)- 8'R. =o 
8D,P 8,¡, 

- 4DpDt/> + 4pD2 t/> + 2pe-'"(DO)' = O 

donde se ha tomado en cuenta que (D0)2 = (.b0)2. Aplicando el operador D y escribiendo 
las derivadas de n en funci6n de las correspo~dientes en w obtenemos que: 

2e<41'1' 
41/lp+4p(f/J,p +1/J •• ) + p<w! +w!) =O 

) e""' 2 2 ~ W, + p(.,Ppp + "1.. + 2P (wP + w..,) =O 

Con Jo cual queda probado que las ecuaciones principales de Einstein a:x:isimétric.as esta­
cionarias para el vacío son Jas que de la densidad Routbiana axisimétrica estacjonaria se 
derivan. 
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