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Introducciéon

El dominio que cubre la fisica actual es sorpr d lio, abarca desde escalas
cosmolégicas hasta escilas a nivel subatdmxco. pero todavia més sorprendente es el hecho
de que todos los fend o8 que pued. 3 en este vasto domlnlo, sélo tengan como
origen a cuatro fi fisicas fund les: la fuerza g i 1, la electr la
débil y la fuerte. La primera de estas fuerzas, la gravitacional, gobierna el comportamiento
de abjetos astrofisicos, es de gran alcance y atractiva, es la fuerza dominante, la que “manda”
a escalas astrondémi Yy 16gi La fuerza electromagnética es la predominante en el
mundo cotidiane y, también, la que rige todas las reacciones quimicas, su accién es entonces
preponderante tanto en fenémenos que se llevan a cabo a nuestra escala como en aquellos

que ocurren a di lares o atdémi Final te las otras dos fuerzas, llamadas

interaccién fuerte e interaccién débil, son 1as que gobiernan el mundo a nivel
de nucleos atémicos y de particulas el ales; su corto al no les permite actuar mids
que a di ias infini les. La inter i6n débil es resp ble de la desi racién de

ciertas partfculas como los neutrones y los muones, por otra parte, la interaccién fuerte se
“encarga” de enlazar a los protones y neutrones en el niicleo atdmico y a los quarks en el
interior de los mismos.

Uno de los problemas esenciales que se presenta en la fisica tedrica actual, es el de la
unificacién de estas cuatro fuerzas fundamentales. A la fecha, los esfuerzos por conseguirlo
estin enmarcados en lo que se conoce como Teorias de Norma; la estructura geométrica de
estas teorfas describen de manera exacta las teorfas de interaccién entre las fuerzas elec-
tromagnética, débil y fuerte. En el contexto de estas teorias, el “acople” entre electricidad
¥y magnetismo que logré Maxwell estd geométricamente descrito por el grupo U(1), la des-
cripcién de Ia unién entre electromagnetismo y las interacciones débiles est4i dada por el
producto de los grupos SU(2) y U(1) (Electro-Débil) y, finalmente, la conexién geométrica
con la interaccién fuerte es el producto SU(3) x SU(2) x U(1) (Teorias de Gran Unifi-
cacién). Sin embargo, la gravitacién no es, en el sentido estricto, una Teorfa de Norma,
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consecuentemente no se ha logrado todavia cerrar el “circulo” que unifique a las cuatro
fuerzas fundamentales. Es en este d&mbito en el que surgen los modelos ¢ no lineales, que en
cierto experimentos, donde intervienen la fuerza electromagnsética y las interacciones fuertes
¥ débiles, han resultado de gran utilidad, pues su estructura geométrica es muy similar a
la estructura geométrica de las Teorfas de Norma; adicionalmente, la importancia de estos
modelos radica también en el hecho de que hay casos donde ciertos campos gravitacionales
se pueden modelar como un modelo ¢ no lineal (1].

La similitud en estructura geométrica entre los modelos o no lineales y la propia de las
Teorfas de Norma, ademiés de su aplicacién a ciertos campos gravitacionales, dan a estos
modelos una particular relevancia en los intentos de unificacién y motivan el estudio de los
mismos. El presente trabajo de tesis se concretard lusi te a pri ar de manera
autocontenida e introductoria a dichos modelos o no lineales y a exhibir el caso axisimétrico
estacionario en vacio, como caso particular en Teorfa General de la Relatividad. Con ello se
pretende dar un primer paso que a la postre permita trazar objetivos mucho més ambiciosos.

La idea de este trabajo es que para cualquier lector, con un mfnimo de conocimientos
en matemdéticas superiores, quede claro qué es un modelo o no lineal. En consecuencia,
para coruprender la base geométrica de los modelos o no lineales, que son los haces fibrados
principales, habremos de estudiar con cierto detenimiento conceptos bdsicos de topologia,
geometria diferencial, conexiones, grupoes y dlgebras de Lie para, finalmente, definir y aplicar

el modelo,
En el primer capftulo expondremos elementos bdsicos de topologia, como lo son el de un
, una topol , el de equivalentes t 15, idad y espacios métricos
v ps:udome’tncas entre otros. Ello nos permitird defnlr el concepf.o de variedad diferenciable
{capftulo 2) y desarrollar sobre ella un cdlculo que comprende temas tan importantes como
las funciones, las curvas, los tensores y las formas diferenciales pero, sobre todo, a este nivel
ya serd posible introducir a los haces fibrados. El tercer capftulo consiste fundamentalmente
en la definicién de un grupo de Lie de dimensidn finita; éste, al ser una variedad, cuenta con
la estructura geométrica sobre la cual pueden definirse los diversos conceptos presentados
en el segundo capftulo, con lo cual vamos ganando en estructura, pues contaremos con un
grupo y una vasta estructura geométrica. Este capftulo es de gran importancia puesto que el
grupo de simetria global en un modelo o no lineal es, de facto, un grupo de Lie. Para notar
la relevancia que los grupos de Lie tienen en fisica se introducen diversos ejemplos, tales
como el grupo SU(2) y el grupo de Poincaré. En el cuarto y pentltimo capitulo se expone,
de manera somera, el tema de las coneziones; se manejan con familiaridad a los grupos de
Lie y a los haces fibrados para derivar conceptos, como el potencial de norma y la 2-forma




de curvatura, que en la constr i6n de la densidad lagr: i para el delo o no lineal
En el pitulo cinco se ded con ar de pl. ibilidad el el

de linea axisimétrico ionario y se p a la densidad 1 1 de Ei in-Hilbert
correspondiente, a partir de la cual se obhanen las ecuu:umu de campo para este caso (con
lo cual se prep el paula i i6n). En este ca do ya con
todos los i t i se define al modelo o no lineal, se construye
la d idad 1 o] para el mi y se exhibe una

hasi se pr futuros de in ién

Finnlmente en el apartado de
que, entre otros puntos de partida, requieren del material expuesto en este trabajo.






Capitulo 1
Topologia

La descripcién de un evento, en fisica, es inherente a un espacio donde se lleva a cabo el
mismo. El espacio de descripcién es un espacio topoldgico ( §1.1 ); es decir, un conjunto
dotado eon una estructura que, en el Ambito de la fisica, no es arbitraria puesto que esta
intimamente ligada a cantidades con contenido fisico; la topologta, a grandes rasgos, consiste
en el andlisis formal de la estructura del espacio. La topologia nos dice, por ejemplo, que
propiedades del espacio no cambian al variar de manera continua la masa de un objeto en
reposo, respondiendo de tal forma a preguntas como si el espacio era conexo ( §1.8 ) y
metrizable ( §1.9 ), ;seguir4 siéndolo durante el proceso de variacién de la masa del objeto?

Lo anterior ilustra vagamente la importancia de la topologia en el contexto de Ia fsica; sin
embargo, deja entrever que el estudicd de la topologia, si nos interesa en un momento dado la
estructura del espacio donde se llevan a cabo eventos, es inevitable. De hecho, como hemos
mencionado, el espacio donde describimos & un determinado sistema fisico es un espacio
topolégico, de tal suerte que resulta légico pensar que la fisica siempre va acompafiada de
la topologia. En el presente capitulo nos avocaremos a exponer, de manera relativamente
formal, algunos de los conceptos mas importantes de la topologia.

§1.1 'Topologias y Vecindades

Comencemos por definir qué es una topologia [2]:
Una topologia es una familia v de conjuntos que satisf: las sigui condiciones:
(i).- La interseccién de cualesquiera dos miembros de r es un miembro de .
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(ii).- La unién de miembros de cada subfamilia de v es un miembro de 7.
Sea X el conjunto dado por X =

U{U : U € 1}, entonces cada miembro de 7 es un
subconjunto de X y X mismo es un miembro de 7, pues 7 es una subfamilia de si mismo

El conjunto X es llamado el espacio de la topologia 7, en tanto que 7 es una topologia para
X. A la pareja (X, T) se le conoce como espacio topoldgico (en casos en que no se preste a
confusién denotaremos al espacio topolégico simplemente por X)

Los miembros de la topologfa 7 son lamados abiertos relativos a v & T-abiertos (en caso
de que solamente esté involucrada una topologia en determinado andlisis, entonces podemos
eliminar la referencia a la topoloya ¥ sencxl]mente, Nlamar conjuntos abiertos a los miembros
de la topologia). En €l espacio X y el conjunto vacfo son abiertos (como el
complemento de abiertos son cerrados ( §1.2 ) entonces X y @ son tanto abiertos como
cerrados). Si el espacio X y el conjunto vacio son los Ginicos conjuntos abiertos (r = { X, 0}),
entonces diremos que la topologia es trivial (indiscreta) para X; el espacio topolégico (X, 7)
es, por lo tanto, un espacio topolégico trivial (indiscreto). La contraparte de ésta topologia
es aquella en la cual 7 es la familia de todos los subconjuntos de X (cada subconjunto del
espacio es abierto), tal topologia es denominada topologia discreta para X

Las topologias discreta e indiscreta para un conjunto X son, respectivamente, la topologia
més grande y méis pequena para X. Una topologia v es mis pequefa que una u sii cada v-
abierto es u-abierto, en tal caso es usual decir que v es una topologia més gruesa que u y
que u es una topologfa més fina que v. Decimos que dos topologias arbitrarias para X, v y
u, no son comparables si ocurre que v no es ni mayor ni menor que u

Un conjunto U, en un espacio topolégico (X, 7), es una vecindad (7-vecindad) de un
punto x sii U contiene un conjunto abjerto que contenga a x. La vecindad de un punto no
necesariamente es un abierto; sin embargo, cada conjunto abierto es una vecindad para cada
uno de sus puntos. Por lo tanto, toda vecindad de un punto contiene una vecindad abierta
del punto.

Teorema 1.1 Sea A un conjunto, entonces A es abierto <% A contiene una vecindad (al
menos) pars cada punto en A.

Demostracién: =] Puesto que A es abierto, A es una vecindad para cada punto en A. Dado
que ACA, entonces A contiene una vecindad (A) para cada punto en A.

<=] Sea U el abierto que consiste en la unién de todos los subconjuntos abiertos de A.
Si A contiene una vecindad para cada uno de sus puntos, entonces cada x en A pertenece a



. i ién de miemt

algiin subconjunto abierto de A y por lo tanto x€U. En ia A=U y, A
es abierto. O

§1.2 Conjuntos cerrados, puntos de acumulacién y ce-
rradura

Defini al cc 1!

o de ACX relativo a X como el siguiente conjunto: A~X = {x |
x€X y x¢A}. Un subconjunto A del espacio topolégico (X, 7) es cerrado sii su complemento
relativo a X {X~A) es abierto. Por lo tanto, un conjunto es abierto sii su complemento es
cerrado. La unién de un mumero finito de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado y la
i de una familia arbitraria de conjuntos cerrados es, también, un

conjunto cerrado.

Puesto que A es cerrado sii X~A es abierto, entonces A es cerrado sii X~A contiene
una vecindad (al menos) para cada punto en X~A (A y X~A son disjuntos). Tenemos que,
entonces, A es cerrado sii para cada x, tal que toda vecindad de x intersecta a A, ocurre
que xX€A. La iltima afi i6n es relati sutil: es sufici e la existencia de un punto
ajeno al conjunto A, tal que todas sus vecindades intersecten a A, para que A no sea cerrado.
Precisemnos esta idea con la definicién de un punto de acumulacién: Un punto x es un punto
de acumulacién de un subconjunto A de un espacio topolégico (X, T) sii cada vecindad de x
contiene puntos de A diferentes a x. De tal manera, resulta evidente que cada vecindad de

x intersecta a A sii X€EA 6 x es un punto de acumulacién de A. El siguiente teorema resume
nuestro resultado:

Teorema 1.2 Sea A un beonjunto de un espacio t l5gi, entonces A es cerrado <> A
contiene a el conjunto de todos sus puntos de acumulac:dn.

Observemos que si x no es un punto de acumulacién de A, entonces existe una vecindad
abjerta U de x la cual cumple que ANU = @. Puesto que U es una vecindad para cada uno
de esos puntos, es claro que no existe punto en U que sea un punto de acumulacién de A

¥, por ende, la unién de A y el conjunto de sus puntos de acumulacién es el complemento
de un conjunto abierto. Este r i

es, la demostracién al siguiente
teorema:

Teorema 1.3 La unidn de un junto y el conjunto de sus p de lacidn es un
conjunto cerrado.




Definamos a A (subconjunto del espacio topoldgico (X,7)) como la interseccién de los
miembros de la familia de todos los conjuntos cerrados que contienen a un subconjunta A del
espacio topoldgico. El conjunto A es conocido como cerradura (r-cerradura) de A y es, en
efecto, un conjunto cerrado puesto gue es producto de la interseccién de conjuntos cerrados
que siempre es un cerrado. Evidentemente A es el cerrado md&s pequefio que contiene a A,
por lo tanto A es cerrado sii A=A. El teorema que a continuacién enunciaremos, describe a
la cerradura de un conjunto en términos de los puntos de acumulacién del mismo:

Teorema 1.4 La cerradure de cualguier conjunto es la unidn del conjunto y el conjunto de
sus puntos de acumulacidn.

Demostracién: Sea x un punto de acumulacién de A. Como ACA, entances x es un punto
de acumulacién de A; puesto que A es un conjunto cerrado, cntonces x€A. Por lo tanto, A
contiene a A y a todos los puntos de acumulacién de A.

Por otre lado, la unién de A y sus puntos de acumulacién es un conjunto cerrado; comao
A es el mds pequefio de los cerrados que contienen a A, entonices A estd contenido en A
unidén sus puntos de acumulacién.

Por lo tanto: A = A U{puntos de acumulacién de A} 0

§1.3 Interior y frontera

Un punto x, contenido en un subconjunto A de un espacio topolégico, es un punto interiorde
A sii A es una vecindad de x. Al conjunto de todos los puntos interiores de A se le llamard
interior de A y se le denotard por A. Las propiedades mds importantes de A se pueden

resumir en un teorema:
Teorema 1.5 Sea A un subconjunto de un zia topoldgico (X,T). Ent :

(i).- A es abierto y es ¢l subconjunto abierto mds grande de A.

(ii).- A es abierto sii A=A.

(#ii).- El conjunto de todos los puntos de A que no son puntos de acumulacién de X~A
es, precisamente,

(iv).- La cerradura de X~A es X~A.




9

Demostracién: (i): Sea x en A, entonces existe un U abierto contenido en A tal que x€U. V
x€U = x€A y entonces A contiene una vecindad para cada uno de sus puntos. Por lo tanto,
A abierto. Sea V un subconjunto abierto de A y tomemos z en V. De tal manera A es
uns vecindad de z ¥ en ia zeX. E V 26V = z€A. Es decir, A contiene a
todos los subconjuntos abiertos de A y es, por lo tanto, ] subconjunto abjerto més grande

de A,

{ii): Si A es abierto =+ A es el subconjunto abierto mdés grande de A => A=A. Por otra
lado, si A=A entonces como A es abierto => A es abierto.

(iii): Sea B={x | x€A y x no es punto de acumulacién de X~A}. Sea x€B == existe una
vecindad U de x tal que (X~A)NU=@. Entonces UCA = A es vecindad de x => xeA. Por
1o tanto BCA. Por otro lado, tenemos que 5i x€A =+ es una vecindad de x; puesto que
AN(X~A)=0 => x&B. Por lo tanto ACB. Dado que BCA y ACB =+ B=A. Es decir, A es
el conjunto de todos los puntos de A que no son puntos de acumulacién de X~A.

(iv): Por (iii) tenemos que X~A={x | x6X~A 6 x es punto de acumulacién de X~A}.
Es decir, X~A=X~ A.

Es importante notar que la topologia determina por completo las caracterfsticas de cada
subconjunto del espacio topolégico; por ejemplo: Si {X,7) es un espacio indiscreto, el interior
de cada conjunto (excepto X mismo) es vacio. Si (X,7) es un espacic discreto, entonces cada
conjunto es abierto y cerrado, por lo tanto cada conjunto es idéntico con su interior y con

su cerradura.

Sea b(A) el subconjunio del espacio topolégico {X,7) que consiste en todas los puntos
tales que no son puntos interiores ni de A ni de X~A. E] conjunto b{A) es conocido como
Jfrontera del subconjunto A del espacio topolégico (X,7). De la definicién se sigue que,
entonces, un punto x&b(A) sii cada vecindad de x intersecta tanto a A como a X~A; es decir,
b(A)=(X~A)NA=A~A. Nétese que AUb(A)={x | x€A 6 xe(A~A)}=A y que A~b(A)={x
| x€A y xg(A~A)}=A, en consecuencia, un conjunto es cerrado sii contiene a su frontera y

es abierto sii es digjunto a su frontera.

§1.4 Espacio topoldgico de Hausdorff

es un esp de Hausdorff,
, posteriormente, el de red.

Peara poder establecer con exactitud do un tap i
es necesario introducir primero el concepto de conjunto dirigido y,
Un conjunta dirigido es un par (D,2) tal que > (una relacién binaria) dirige a D:
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Una relacién binaria > dirige a un conjunto D si D es no vacio y:

(a).- si m,n y p s0n miembros de D tales que m>n y n>p, entonces m=p.

{b).- si meD, entonces m>m.

(c).- si m y n son miembros de D, entonces existe peD tal que p>m y p=n.

Entonces diremos que n precede a m y m sigue en el orden > a n sii m>n.

Una red es una pareja (S,>), donde S es una funcién y = dirige al dominio de S. Si S
es una funcién cuyo dominio contiene a D y D es dirigido por =, entonces {S,,n € D,>}
es la red (S|D,>), donde S|D denota S restringida a D. Una red (S|D,>) estd dentro de un
conjunto A sii 5, € A para toda n; la red estard eventualmente en A sii existe meD tal que,
si n€D y n>m, entonces S, € A. La red estd frecuentemernte en A sii para cada meD existe
neD tal que nZm y S, € A.

En un espacio topolégico (X,7), la red (S,>) converge a s relativo a 7 sii (S,>) estd
eventualmente en cada 7-vecindad de s. Observemos que una red no necesariamente converge
a un solo punto: si X es el espacio indiscreto, entonces cada red en X converge a cada uno
de los puntos en X.

Algunos resultados importantes, relativos a la convergencia, son los siguientes {2]:

(a).- Un punto s es un punto de acumulacién de un subconjunto A de X sii existe una
red en A~ {3} que converge a s.

(b).- Un punto s€A sii existe una red en A (ACX) que converge a s.

(c).- Un subconjunto A de X es cerrado sii no existe red en A que converja a un punto
de X~A.

Anteriormente notamos que una red en un espacio topolégico puede converger a puntos
distintos. Es natural pensar, entonces, en la existencia de una topologfa para la cual, en
el espacio topolégico, la convergencia sea unica: si una red S converge a un punto s y
también a uno t, entonces s=t. La idea de convergencia tinica esta estrechamente ligada,
como se muestra en el siguiente teorema, con el espacio topolégico de Hausdorff: Un espacio
topolégico es un espacio de Hausdorff sii para cualesquiera puntos distintos x y z del espacio
existen vecindades disjuntas de x y z.

Teorema 1.6 Un 1 polégi es un io topoldgi de Hausdorfl sii cada red en
el espacio converge a lo mds a un punto.

Demostracién: =] Si X es un espacio topolSgico de Hausdorff y 8 y t son puntos diferentes
de X, entonces existen vecindades disjuntas de s y t. Dado que una red no puede estar
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eventualmente en cada uno de los conjuntos disjuntos, es claro que entonces no existe una
red en X que converja as y t. La red converge a 8 6 a t (s6lo a un punto), nunca a ambos.

<=] Supongamos que cada red en el espacio topolégico X converge a lo més a un punto y
que ello implica que X no es un espacio topolégico de Hausdorfi.

Como X no es un io de H: dorff, pod decir que entonces existen puntos
s y t distintos tales que cada vecindad de s i ta a cada una de las vecindades de
t. Sean U, y U; las familias de vecindades de s y t, respectivamente; ambas familias son
dirigidas por la relacién binaria <. QOrdenemos el producto cartesiano U, x U: acordando
que (T,U)>(V,W) sii TCV y UCW (el producto cartesiano es dirigido por =). Para cada
(T, U)eU, x U, la interseccién TMU es no vacia, entonces podemos seleccionar un punto
Sy de TNU. Si (V,W')>(T,U), entonces Siv.,wr) €V'NW CTNU y consecuentemente la
red {S(rwv), (T, U) € U, x U, =} converge a s y a t. Esto ultimo contradice la hipétesis de
que cada red converge a lo més a un punto, la contradiccién proviene de suponer que X no
es Hausdorff. Por lo tanto, si cada red en el espacio converge a lo mds a un punto, entonces
el espacio es un espacio es Hausdorff. O

§1.5 Bases y sub-bases

Diremos que una familia B de conjuntos es una dase para la topologia r sii B es una subfamilia
de 7 y para cada punto x del espacio, y cada vecindad U de x, existe un miembro V de B tal
que xeVCU. De manera equivalente, la subfamilia B de una topologfa v es una base para 7
sii cada miembro de 7 es la unién de miembros de B.

Teorema 1.7 Una familia B de conjuntos es una base para alguna topologia del conjunto
X=U{b:bc B} < ¥ U,VEB yV z€ UNV 3 WeB tal que ze W y WC UNV.

Demostracién: =>] Si B es una base para alguna topologia, U y V son miembros de B y
x€UNV => dado que UNV es abierto 3 WeDB tal que x€éW y WcCUNV.

<=] Sea 7 la familia de todas las uniones de miembros de B. La unién de miembros de 7
es, entonces, la unién de miembros de B y, en consecuencia, es un miembrode 7. Sean Uy V
en 7, 5i x€eUMNV podemos elegir A y C en B tales que x€ACU y xeCCV y, entonces, WeB
es tal que xe WCANCCUNV. Entonces UNV es la unién de miembros de B = UnNVe . Por

lo tanto T es una topologia. OO
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Una familia S de conjuntos es una sub-base para una topologia r sii la familia de inter-
secciones finitas de miembros de S es una base para 7 {i.e: sii cada miembro de 7 es la unién
de intersecciones finitas de miembros de S).

§1.6 Cubiertas y conjunto compacto

Sea C una familia, entonces C es una cubierta de un conjunto B sii B es un subconjunto
de la unién U{A | A€C}; si cada miembro de C es un conjunto abierto, entonces C es una
cubierta abierta de B. Una subcubierta de C es una subfamilia que también es cubierta.

Teorema 1.8 (Lindeldf) Para cads cubierta abierta de un subconjunto de un espacio to-
polégico, cuya topologfa tiene una base numerable, hay una subcubierta nurnerable.

Demostracién: Sea C una cubierta abierta de un conjunto A. Sea B una base numerable para
la topolagia. Puesto que cada miembro de C es la unién de miembros de B, entonces hay una
subfamilia K de B (que también cubre a A) tal que cada miembro de K es un subconjunto
de alghin miembro de C. Para cada miembro de K podemos seleccionar un miembro de C
que Jo contenga y as{ obtener una subfamilia numerable D de C. Entonces D es también una
cubierta de A puesto que K cubre a A. Por lo tanto C tiene una subcubierta numerable. O

Un espacio topolégico es un espacio Lindelsf sii cada cubierta abierta del espacio tiene
una subcubierta numerable.

Una cubierta C es localmente finita si para cada punto x existe una vecindad U tal que
la interseccién de U con miembros de C es no vacfa para un niimero finito de miembros de
C. Una cubierta es finita si es cubierta y esta constituida por un nimero finito de elementos.

Diremos que un ACX es compacto si es Hausdorff y si cada cubierta de A tiene una

subcubierta finita [3].

“Teorema 1.9 Un subespacic! p de un io topolbgico de H dorff es ia-
mente cerrado. Cualguier subespacio cerrado de un espaci pacto es ipact

TUn subespacic topolégico de (X, 7x) es ¢l par (4,74), donde A es un subconjunto arbitrario de X y
Ta={ANV, V€ 7x}.
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§1.7 Equivalentes e invariantes topolégicos

La equivalencia e invariancia topolégica son conceptas derivados a partir de las funciones,
una funcidn fde X a Y (f:X-3+Y) es un operador que asocia a cada x€X un inico elemento
y=f({x)EY (f(x) es la imagen de x bajo f). EIl dominio de f, denotado con frecuencia por
D(f), es X. El rango de la funcién (R{f)) es tal que R(f)CY: si R(f)CY entonces se dice que
f “va dentro” de Y, si R(f)=Y entonces { “va sobre” Y (f es suryectiva o sobreyectiva}. Una
funcién es un caso particular de lo que se conoce como mapeos: un mapeo es simplemente
una relacién entre espacios topalégicos, m:X— Y, y que se distingue de una funcién por el
hecho de que a un elemento de X puede asociarle varios elementos de Y 2.

Si B es un subconjunto de Y, entonces la inversa de B bajo f (f~!(B)) es {x:f(x)e B}.
La inversa de la unidn (interseccién) de miembros de una familia de subconjuntos de Y bajo
fes la unién (interseccién) de las inversas de los miembros bajo f. La imagen de la unién de
una familia de subjonjuntos de X es la unién de las imdigenes; sin embargo, en general, la
imagen de la inter ién no es la int i6n de las im4

La funcién f es una funcidn inyectiva o uno a uno (1-1) sii para cualesquiera dos puntos
distintos sus imégenes correspondientes son distintas (i.e: 3 y < f{(z) # f(v)). En este
caso f~! es la funcidn inversa para f. La funcién f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

El mapeo f que va del espacio topolégico (X,7) al espacio topolégico (Y,u) es continuo
sii la inversa de cada conjunto abierto es abierto. De manera mids formal: f es continua
respecto a 7 y u (4 7-u continua) sii f~!(V) € 7 para cada V€u. Una funcién f:X—Y es
continua en un punto x sii la inversa bajo f de cada vecindad de f(x) es una vecindad de x.
Evidentemente f es continua sii f es continua en cada punto de su dominio.

A una funcién £:X—Y continua, biyectiva y con inversa continua (bicontinua) la Ila-
maremos 5 fismmo (tr fe ién topolégica). Si existe un homeomorfismo entre
los espacios X y Y, entonces se dice que arnbos espacios son Aomeomdrficos y que uno es
homeornorfo al otro. Es claro que la inversa de uid homeomorfismo y la composicién de home-
omorfismos es un homeomorfismo. Por lo tanto, la coleccién de espacios topolégicos puede
dividirse dentro de clases de equivalencia tales que cada espacio topolSgico es homeomdrfico
a cada miembro de esta clase de equivalencia y s6lo a cada uno de estos espacios. Es de-
cir, la clase de equivalencia de un espacio topolégico X es el conjunto de todos los espacios
topolégicos homeomérficos a X; si Y es homeomérfico a X, entonces la clase de equivalencia

1a palabra funcién puede

2Puesto que las funciones son casos particulares de
por la de mapeo, pero no al revés.
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para Y es la mxsma que para X. Dos espacios topolégicos son ¢ 1égi 17
sii los ios son h 6rfi

ivalent
es por ello que, en términos topolég;cos, suele decu'se que
un tridongulo, un circulo y un cuadrado, por ejemplo, son 1o mismo.

Un invariante topoldgico es aquella propiedad que posee un espacio topolégico y cada
uno de los espacios homeomorfos a éste. En consecuencia, un invariante topolégico es una
propiecdad comtin para los miembros que componen la clase de equivalencia de un determi-
nado espacio topolégico. Una propiedad definida en términos de los miembros del espacio y
de la topologia es, autométicamente, un invariante topolégico.

ficos;

§1.8 Conexidad

Si un espacio topolégico X es la unién de dos subconjuntos (AUB=X) disjuntos, no vacios
y abiertos, entonces se dice que X debe ser disconezo. Puesto que B es el complemento de

A, entonces B es abierto y cerrado (y viceversa). Lo anterior sugiere la validez del siguiente
teorema:

Teorema 1.10 Un espacio topoldgico X €s conezo sii los dnicos subconjuntos que son tanto
abiertos corno cerrados son el conjunto vacio y el espacio X.

Un espacio topolégico es localmente conexzo si toda vecindad, para cualquier punto x,
indad

una Vi La conexidad de un espacio topolégico implica la conexidad
local del mismo; sin embargo, la conexidad local no implica la conexidad global.

El espacio topolégico X es arco-conezo si dados cualesquiera dos puntos a y b en X, existe
un camino continuo entre ellos: C:{0,1]2X tal que C(0) = a y C(1) = b, con C continuo. El
espacio topolégico X es localmente arco-conezo si para cada x€X, y cada vecindad V de x,
existe una vecindad U de x, contenida en V, que cs arco-conexa. Si un espacio topolégico es
arco-conexo entonces es conexo (el inverso no siempre es vilido)

Se dice que dos caminos C; y C3 son hormotdpicos si existe un mapeo continuo F :
{0,1] % [0,1] — X tal que F(1,0)=Ci1{#) vy F(1,1)=C2(t)- Si X es arco-conexo y localmente

arco-conexo, entonces diremos que X es simplemente conero si cada camino cerrado C en X
es homotépico a un mapeo constante.
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§1.9 Espacios métricos y pseudomsétricos

La métrica para un conjunto X es una funcién d, que actiia sobre el producto cartesiano XxX
y tiene como imagen al conjunto (0 a un subconjunto) de los nimeros reales no negativos®,
tal que para cualesquiera z,y y z de X cumple las siguientes condiciones:

(i).- d(z,v) = d(y, ) simetrfa

(ii).- d(=, y) + d(y, z) = d(z, z) desigualdad del tridngulo

(iii).- d(z,y) =0si z =y

(iv).- si d(z,y) = O entonces = = ¢

Una funcién d que satisface sélo (i)-(iii) es denominada pseudométrica. En lo que sigue
usaremos sélo el término métrica, pero hacemos notar que es ignalmente vélido al sustituir
por pseundométrica:

Un espacio métrico es la pareja (X,d), donde d es la métrica para X. Si x y z pertenecen
a X, el nimero d(x,z) es la distancia de x & z. Si r es un ntimero real positivo, el conjunto
{yld(z,y) < 7} es la esfera abierta de d-radio r alrededor de z (o r-esfera abierta alrededor
de x). La interseccién de dos esferas abiertas no necesariamente es una esfera; no obstante,
podemos construir una esfera (contenida en la interseccién) para cada uno de los puntos de
la interseccién: sean E, = {z|d(y,z)} < r} y E2 = {z]d{(z,x) < s}, tomemos ue E, N Ey;
entonces E3 = {z|d(u,z) < min(r — d(y,u),s — d(z,u))} es una esfera alrededor de u

ida en la int ién de E; y E;. Por lo tanto, la familia de todas las esferas abiertas
es la base para una topologia de X. A tal topologfa para X se le conoce como topologfa
métrica.

Dada una topologia = para el espacio X, se dice que el espacio topolégico formado por X
¥y T es metrizable sii existe una métrica tal que la topologfa T es la topologia métrica. Esto
iraplica, en particular, la existencia de espacios topolégicos cuya topologia puede derivarse
a partir de la nocién de distancia. Nétese que las propiedades topoldgicas no dependen de
la forma explicita usada para definir la distancia.

3Esta res puede a todos 1o niimeroe reales. .
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Capitulo 2
Geometria diferencial.

En este capitulo tan solo veremos algunos aspectos bd que corr den al amplio espec-
fundamental del cual se parte es el de variedad:

tro de la tria diferencial. El pt
Como vimos en el capftulo anterior, la topologia esencialmente estudia la “estructura” del

espacio; sin embargo, en este espacio pueden tener lugar eventos dindmicos que, a la postre,
cuando

requieren una descripcién en términos del » de difer iabilidad. Es

surge la necesidad de definir a una variedad diferencial la cual, mateméticamente, es el
“sustituto mds preciso de la palabra espacio” [4]. Una variedad diferenciable, como 1a
topologfa en el estudio de la continuidad, es la estructura matemética natural para estudiar

la diferenciabilidad.
La geometrfa diferencial juega un papel relevante, por ejemplo, en la descripcién de

la Teorfa General de la Relatividad, el hecho de que sobre una variedad que representa
el mundo fisico (espacio-tiempa) sea posible definir de manera directa multiples concep-
tos mateméticos (ll4mense vectores, campos vectoriales, tensores y formas diferenciales por
mencionar algunos) da pie a un detallado modelaje del evento, nos permite “visualizarlo™
proporcionindonos una estrecha relacién entre el rigor Atico, la idea ica y el

concepto fisico.

§2.1 Variedades diferenciables.
Denotaremos por M a una variedad y diremos que esta es una variedad diferenciabdle si [5):
(i).- M es un espacio topolégico
17
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(ii).- M cuenta con una familia de parejas {(Ma, ,)}. Donde {M,} son una familia de
copjuntos abiertos que cubren a M (M = U,M,) y {®,} son homeomorfismaos que van de
M, a un subconjunto abierto Oa de IR" (P : Ma — Og).

(iii).- Dados M, y Mp tales que M. N Mz # 0, el mapeo ®s o $;' que va del abierto
Co (M. N Mp) < IR™ al abierto $g(Ma N M) C IR", P50 P! : IR — IR™, es infini-
tamente diferenciable (C°) en el sentido usual de cdlculo vectorial elemental. Es decir,
D50 P;HUE) = ([1(Z), --., fa(E)) es C si cada f; es C™ para toda i = 1,...,n; entonces, si el
determinante de la matriz jacobiana es no nulo en ¥, existe una vecindad V de £ y una V'
de (f1(%o), ---» fa(To)) donde el mapeo P45 o P! es invertible de manera tnica.

La familia {(M,, ®a)} que satisface (ii} y (iii) es denominada un atlas para M, mientras
que los miembros individuales de la familia son llamados cartas.

De (i) y (ii) se sigue que M es un espacio localmente euclidiano, para cada M, C M
existe un homeomorfismo ®, que le asigna coordenadas en IR". Es evidente que, globalmente,
M no tiene porqué ser como JR*. La condicién (iii) afirma que si dos abiertos en M tienen
interseccién no nula, entonces existen dos posibles conjuntos de coordenadas en JR™: $q(AMaN
Mp) y Ps(MoNMp); ademds, si deseamnos cambiar de un conjunto a otro, ello debe realizarse
de una manera muy suave {(C).

§2.2 Funciones y curvas.

Una funcién f en M es un mapeo que le asigna un nimero real a cada punto p en M:
f : M -» IR. Es claro que cuando una regién de M es mapeada diferenciablemente sobre
una regién de IR (g: U € M — IR"), la composicién {f o g~!') es una funcién de IR® a IR; si

esta funcién fog™?! es difer iable en JR™, ent se dice que f es una funcién diferenciable
sobre M. Es decir, como el mapeo compuesto f o g~! es, justamente, la expresién de f(p)
en términos de las coordenadas en p, f = f(z!,x3,...,z") = f(z*), entonces si esta wltima

expresién es diferenciable en sus argumentos, f es diferenciable.

Definimos a una curva en una variedad M como el mapeo de la forma v: A C IR — M,
donde A es un intervalo cerrado en JR. Es importante sefialar que dos curvas son iguales si
7(ax € IR) = 7a(B8 € IR) y a =  (i.e: no basta que la imagen de las curvas sea la misma
para que las curvas sean iguales, es necesaria también la igualdad entre pardmetros).

Sean g : U € M — IR™ un difeomorfismo y v : A € IR — U < M, entonces diremos
que -y es una curve suave si la funcién goy: A C IR — JR™ es C*, Definimos a una curva
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simple como una curva suave a trozos y que es 1-1 en el intervalo A (i.e: una curva simple
es aquella que no se intersecta a s misma). Por una curva cerrada y simple entenderemos
una curva suave por pedazos v : [a,b] € R — M, 1-1 en [a,bd) y que satisface ¥(a) = ~y(b)

Si -y satisface que v{a) = v(b) pero no necesariamente es 1-1 en [a, b), entonces llamaremos
a su imagen curva cerrada.

§2.3 Vectores y campos vectoriales.

§2.3.1 Derivada direccional y vectores.

Sea U <€ M un abierto que es pead

difer iabl e por g en una regién de IR".
Caonsideremos una funcién f diferenciable en UV y a una curva -y contenida en U; la variacién

de f alo largo de v, en un sistema coordenado {z'}, es 1a siguiente:

Dado que la composicién de g con v es la imagen de la curva en JR®, entonces f o
-1
g =

lsrian = S(z*(X)); por lo tanto, el cambio de f sobre 7 en {z'} es, simplemente, la
erivada direccional de f a lo largo de los vectores tangentes a la imagen de la curva en IR™
* = %gfr para toda f dife iable (se eli

el simbolo de suma y se sobreentiende la
suma sobre fndices repetidos). La iltima expresién es vdlida para toda f diferenciable y,
por ende, se obtiene la siguiente igualdad entre operadores:

d dxz* 8
dx T dx 8=l 1)
Los coeficientes % de ( 2.1 ) son las componentes del vector tangente en el sistema
coordenado {z'} de la curva X(2) = g(v(\)) en R,

Si consideramos ahora una segunda curva S(u), contemda en U C M, que se intersecta
con v()\) en p € U, 1o derivada direccional de f es &£ =

.u. ¥ en p tenemos que:

i i
{a:——“ + b:_A}‘”'(’) = {a.%:—“ “+ b%}—%l,(ﬂ para toda f diferenciable. (2.2)

Por lo tanto, obtenemos la derivada de f en la direccién del vector con componentes
n%+b% en JR" el cual, a su vez, es el vector tangente a una cierta curva X(r) ¢ g(U) c IR»
que es la imagen de a(r) < U bajo g. Entonces, de ( 2.2 ) se sigue que: "g;.”n(p) =
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{ng— “+ bﬁ}iﬁlﬂ,) para toda f diferenciable; en otras palabras, en g(p) la combinacién
hneal de derivadas direccionales es, de nueva cuenta, una derivada direccional.

Observemos entonces que las derivadas direccionales a lo largo de curvas, de una funcién
diferenciable, forman un campo vectorial cuya base estdé dada por el conjun'.o (—4.1 =
1,..,n}. Puesto que f es cualquier funcién diferenciable, entonces los operadores & 4 heredan
la propiedad de campo vectorial y tienen como base del mismo al conjunto {‘—,%, i=1,..,n}.
El “espacio de los operadores” y de las derivadas direccionales estd en correspondem:ia 1-1
como ademés esta misma correspondencia ocurre entre el espacio de los vectores tangentes
en [R™ y las derivadas direccionales, entonces el “espacio de los operadores” y de los vectores
tangentes estdn relacionados 1-1; es por esta razén que al operador di‘; se le denominarg, en
adelante, uectar tangente [4].

El vector F en el sistema coordenado {:x:‘} hene. en la base {z2}, componentes . En

una base arbitraria {€;} el vector es & = v‘é, con tf la i-ésima componente del vector. Estos

vectores pertenecen al espacio tangente a p € M, denotado por TM, de tal manera que el

pacio vectorial fi do por los vectores i‘,\‘ en el punto p es, efecti\’&mentc, TpAf. Para

todo punto p en M, T, Af es un espacio vectorial con la misma dimensién (n) que la variedad
¥, por ende, toda coleccién de n vectores linealmente independientes en T, M serd una base
para T,M.

Dado cualquier vector ¥ en p € M, existe una \inica curva para la cual ¥ es un vector

tangente, en al menos una vecindad de p ( §2.3.3); en otras palabras, hablar de vectores es
eqguivalente a hablar de vectores tangentes.

§2.3.2 Campos vectoriales.

En general, una transformacién V es un campo vectorial tangente en un conjunto abjerto
U < S de una superficie regular S si V asigna a cada p en U un vector v, € Ty,S.

Si para todo p en M contamos con una base para T, M, digamos {&;}, entonces tendremos
una base para campos vectoriales sobre A/. Dadeo que los campos vectoriales sobre una
variedad son, por definicién, transformaciones del tipo V : M — T,M, entonces la imagen
del campo esta dada por ¥ = v'&;, donde v* es una funcién sobre la variedad. Diremos

que un campo vectorial es diferenciable si cada una de las funciones del conjunto {v*} es
diferenciable,
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§2.3.3 Curvas integrales.

Supongamos que todo punto p, de un subconjunto abierto I de M, pertenece a una y s6lo
una curva suave contenida en U. Es evidente, en este caso, que el conjunto de los vectores
tangentes a las curvas forman un campo vectorial. Resulta natural preguntarnos entonces si
seré cierto que, dado un campo vectorial, es posible partir de un p € A y hallar una curva
cuyo vector tangente es siempre el campo vectorial en cualquier punto a través del cual pasa
la curva. La respuesta a este requerimiento es afirmativa, siempre y cuando el campo tenga
al menos primera derivada continua (V € C¥* k > 1). A las curvas que tengan por vector
tangente a elementos del campo se les llamari curvas integrales.

Notemos que en un sistema coordenado {z'} las componentes v} del campo son v¥(z'), 1a
condicién para que el campo sea un vector tangente a una curva con pardmetro ) se expresa,
por consiguiente, como sigue: L = v*(z'(A)); si el campo es al menos C! entonces,
por el teorema de existencia y unicidad para iones difer iales ordinarias de primer
orden, cada ecuacién del sistema para z*()), siempre tiene solucién y esta es \inica en alguna
vecindad del punto inicial p. El conjunto de todas las curvas integrales que cubren una regién

de M es conocido como una congruencia (i.e: las curvas integrales que provienen de campos
C*Z1 forman una congruencia).

Es posible encontrar una relacién entre dos puntos que pertenecen a una misma curva
integral, para ello supongamos que M es analftica (C*) y que los valores coordenados z*()),
de los puntos que pertenecen a la curva integral del campo ¥ = £+ son funciones analfticas
de A. Entonces, los puntos con pardmetro Ao y Ap + € tienen la siguiente relacién:

dz? 1 d 1 ,d*
=z = —_ —e2 8 i —_ i
= Ao+ e) = 2 (M) + e b+ ;€ |M+.-—{1+e¢u 5€ a1 he = (e &1zl
entonces: ‘
(Ao + €) = {eT}xi]y, (2.3)
Al operador e*7, que da un “movimiento” finito, se le como expo iacién del

operador €V, el cual es un “movimiento” infinitesimal a lo largo de la curva integral.

§2.3.4 Paréntesis de Lie.

Definimos al paréntesis de Lie de dos campos vectoriales & y 4 como el conmutador
d d d

#4 &  La expresién para estos campos en el sistema de coordenadas {z'}
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es: f‘dx =vi y ﬁ = w?z2;, el paréntesis de Lie en este sistema coordenado es, entonces, el
siguiente:

0 OV 8
]
Erd EEdyr Ered (29

[d,\ dp] =g — v

Nétese que el paréntesis de Lie en cada punto es un vector que pertenece a T,M, en
consecuencia [, ‘“] es un campo vectorial con componentes vi 42 — w!% en el sistema
coordenado {z'}.

Diremos que una base es coord da si al d 1 rnos sucesi e un parametro ¢
a lo largo de cada una de las curvas integrales de sus elementos (a partir de un punto p),
sin importar el orden, llegamos al mismo punto. El paréntesis de Lie nos ayuda a discernir,
justamente, cudndo una base es una base coordenada:

Si n campos B = {E- = ‘—i—;i = 1,...,,n} son linealmente independientes en todo punto
de un abierto U n-dimensional de Af, entonces cualquier campo sobre U puede escribirse
como ¥ = fiA;, donde f: U C Af — IR (i.e: B es una base para campos vectoriales sobre
U). La condicién que garantiza que B sea una base coordenada en U (i.e: {A;7 = 1,...,n}
son coordenadas para U) es la nulidad del paréntesis de Lie; es decir: [4;, A;] = 0 en U
Vi, ji=1,..,n.

§2.4 Haces fibrados.

Los conocimientos que hemos adquirido hasta el momento nos permiten ya definir a una de
las estructuras mateméticas més importantes en geometria diferencial: los haces fibrados.
Antes de ello, cabe advertir la necesidad de procurar un poco de mayor atencién a este
tema, pues, como constatard mds adelante el lector ( §5.4), estas estructuras son, en toda la
extensién de la palabra, fundamentales en el estudio de los modelos o no lineales.

Definimos a un haz fibrado (E,B,IT,F,G) como la coleccién de los siguientes requerimientos
s}

(i).- Un espacio topolégico E llamado espacio total.

(ii).~ Un espacio topolégico B denominado espacio base, y una proyeccién I1 de E sobre
B (I1: E — B).

{iii).- Un espacio topolégico F llamado fibra tipica o simplemente fibra.
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(iv).- Un grupo G, denominado grupo de estructura del haz fibrado, de homeomorfismos
de la fibra F.

(v).- Trivialidad local del haz: Existe un conjunto de vecindades coordenadas abiertas
u, que cubren a B, tales que para cada u, esta dado el homeomorfismo ®4:

Dq : I N ug) = u, x F

donde ®;! satisface P! (x, f) =z, conz € ua y f € F.

El grupo G surge de considerar la transicién de un conjunto de coordenadas locales,
determinadas por la pareja (4a, ®a), hasta otro conjunto de coordenadas, determinadas por
(up, ©s). Es decir, supongamos que uqg Mug # @, entonces ¥, o P5' es un homeomorfismo
de (uaMug) x £ a (ua Mug) X F. Sea = € uaMug fijay f € F variable, entonces ®q © &5'|=
es un mapeo de F en F:

Pao B3l =gas(z) : F o F

i s

gan(x) es ida como fi de transicién y es un homeomorfismo de la fibra F, es
una transicién porque su dominio estd definido por la pareja (ug, ®g) y su imagen por
(ta, ®a). Las funciones de transicién tienen las siguientes propiedades (llamadas relaciones
de compatibilidad):

(a).- gaa(x) = identidad, Vr € u,.

(b)-- gas(x) = {9sa(%)} ™", ¥z € ua Nua.

(€}~ 9ap(x)98+(Z) = gar()s VT € Ua Nug M u,.

El conjunto de todos estos homeomorfismos gag para todas las elecciones de (ua, Pa)
forman un grupo y este es, justamente, el grupo de estructura G del haz fibrado E.

Es importante sefialar que un haz fibrado puede reproducirse si son dados B, las funciones
de transicién gas(z), la fibra F y el grupo G. Todo E puede construirse por la aplicacién de
una relacién de equivalencia para el conjunto E, donde E consiste en todos los productos de
1a forma ue x F: _=U,ua x F.

Un elemento de E (z, f). La relacién de equivalencia (~) la definimos como sigue:
sean (T, f) € ua X Fy (1, h) € ug x F = (z,f) ~ (y,h) 8i T =y ¥ gap(z)h = f. Elhaz E es
el conjunto de todas las clases de equivalencia bajo esta relacién de equivalencia: E=E/~.

Si denotamos por [(z, f)] a todas las clases de equivalencia que estdn o son de la forma
(. f) € us % F podemos entonces definir la proyeccién 1 por {(z, £)] B = y hallar 3! como
sigue:

D7 ua X F— T (ua)
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@ f) — (= N)]
en consecuencia:
ne:'(z, f) = iz, NH ==

Con lo cual concluimos la construccién del haz E, cuyas funciones de transicién son
gas(z).

Los haces fibrados pueden dividirse en dos categorfas, a saber: haces fibrados triviales,
donde E = B x F, y no triviales, donde E # B x F. La trivialidad de un haz (E,B,I,F,G)
puede derivarse al examinar el haz principal asociado a E: Siempre es posible construir a
partir de E un haz principal, se i el mismo io base B y las mismas funciones de

t icién gas(z), biando dni F por el grupo G. A un haz principal usualmente
se le denota por P(E).

Antes de enunciar el teorema que habrd de deterrninar cuéndo un haz es trivial, definire-
mos el concepto de seccién: Una seccidn de un haz E es un mapeo continuo s : B - E tal
que Ils(x) = z, Vx € B.

Teorema 2.1 P(E) y E son triviales <= P(E) tiene una seccidn.

Demostracién: =>].- Que P(E) sea trivial = 3 un homeomorfismo ¢ : P(E}) - B x G,
donde ®~! satisface NI®~!(z,g) =z, Vz€e By g€G.

Sea h el mapeo continuo h{z) = (x,g) para alguna g € Gy Vz € B (h: B — B x G).
Entonces (! o h}(z) = ®~'(x,9) para alguna g € G, ®-(z,g) € P(E) y ademés ® o h
es continua.

Sea s(z) = (®~! o h)(z) => s es continva y s : B — P(E).

MNs(z) = (P~ o h)(z) = N(®~'(x,g)) =z,Vz € Byparaalgunag € G = MNs(x) = =
Vx € B por lo tanto s : B — P(E) es un mapeo continuo que satisface que Ms(z) = =
¥z € B => s es una seccién del haz P(E). Por lo tanto, P(E) tiene una seccién.

<=].- Comencemos por mostrar que P(E) es trivial. Puesto que P(E) es un haz principal
= s(z) € G, también si g es cualquier elemento de G => gs(z) pertenece a la fibra sobre el
punto x € B. De hecho, nétese que todos los elementos de la fibra sobre z son de la forma
gs(x) para alguna g € G. Si x varfa, dado que el haz es la unién de todas sus fibras, entonces
todos los elementos k& € P(E) pueden expresarse como gs(z), donde g € Gy xz € B. En
consecuencia, hallamos la siguiente relacién 1-1, continua y con inversa continua:

@k = ga(z)) = (=, 9)
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@ es un homeomorfismo de P(E) a B x G, por lo tanto P(E) es trivial.

Para mostrar la trivialidad de E, que se sigue de la de P(E), observemos lo siguiente: Sean
E y E' dos haces con el mismo espacio baae ﬁbra ¥ grupo, pero con coordenada.s ¥ cubiertas
dadas por {®a,ua} ¥ {¥a,sta} T El P Vo o®a™" t ug X F ~ 4a x F
restringido a * € u, es un homeomorfismo A.(z) sobre la fibra F. Dado que Aa(x) =
Voo Ba~t(z) ¥ ghp(z) = Wa o Ws~'(z) VI € ua N up, entonces:

THZ)9es (2)Aa(F) = (Va0 Pa™!(@)) 7! 0 (Va0 W (z)) o (¥g 0 B~ (z))

= AaT!(2)9Lp(2)As(2) = Pa © Vs (x) = Jas(T) VX € ua N up
Entonces, la relacién entre las correspondientes funciones de transicién es:
Gas(x) = A" (Z)hs (Z)As(x) VT € ua N up

Diremos que £ y E' son equivalentes si sus funciones de transicién estdn relacionadas de
acuerdo a la tdltima expresién.

Puesto que P(E) es trivial tenemos el homeomorfismo global & : P(E) — B x F. Si las
coordenadas y cubierta de P(E) estdn dadas por {¢a, #a}, podemos construir, para x fija, el
homeomorfismo A,(z) sobre F que pertenece al grupo de estructura G: Ao(z) = ®Pooa"'(z).
Entonces:

Aa(@)9aa(@)As™! (@) = (@ 0 0a" () © (G © o5~ (2)) o (P 0 05~ (z))~! = identidad = ¢

= gas(z) = Ao~ (z)As(2)

Como las funciones de transicién de E y P(E) son las mismas, entonces para E se satisface
la relacién anterior, puesto que gas(T) = Ao~ (x)ghs(z)As(z) obtenemos que g 4(x) = e para
un haz equivalente & E. Pero si las funciones de transicién de un haz son la identidad sobre
F, entonces es inmediato que el haz es un producto y por lo tanto es trivial: las fibras son
“pegadas” sin torsidn. Como el haz trivial es equivalente a E, entonces E es trivial. OJ

Un ejemplo sencillo de un haz trivial es el cilindro C el cual es, por supuesto, un producto
global. Globalmente C = S* x F, con F (fibra tipica) un segmento de linea y base B = S!
un circulo. La banda de Mdbius es, por otro lado, un ejemplo de haz fibrado no trivial;
B = S! y F es también un segmento de lfnea, sin embargo no es globalmente un producto, a
diferencia del cilindro pars el cual G puede reducirse siempre a la identidad puesto que C es
trivial, el grupo de estructura para la banda de Mbbius es G={e=identidad,g=reflexién de
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F alrededor del punto medio} con dos abiertos como cubierta de S' (la identidad actiia en
una interseccién y la reflexién en la otra). Otro ejemplo de haz fibrado es el espacio-tiempo
Newtoniano: puesto que la liga entre observadores radica en que los eventos son simulténeos,
la base habrd de ser entonces el tiempo t y las fibras el espacio 3. .

Existen miiltiples ejernplos de haces fibrados, por sefialar uno més citemos el que consta
de una variedad diferenciable M como base y sus espacios tangentes como fibras, este haz
fibrado es conocido como haz tangente y es denotado por TM (el haz fibrado TM es una de
las variedades abstractas m#is importantes en fisica); si la variedad base es n-dimensional,
entonces TM es 2n-dimensional, dado que el espacio tangente tiene la misma dimensién que
M=B.

§2.5 TUno-formas.

Una uno-forma es definida como una funcién lineal que actia sobre vectores y cuya imagen
es un real: Si v y w son vectores, entonces la uno-forma @ : V — F es tal que (pare a y b
en IR) w(av + bw) = aw(v) + bd(w) € IR.

Podemos definir tanto la adicién de uno-formas como su maultiplicacién por niimeros
reales:

(i).-~ (aD)(v) = a(w(v)) Vv e V.

(i) (@ + §)(v) = B(v) +§(v) Yv e V.

Adicionalmente, cabe sefialar que las uno-formas en p € M satisfacen los axiomas de un
espacio vectorial. El espacio vectorial que conforman es llamado el espacio dual del espacio
vectorial T,M y es denotado por T7M. A la aplicacién de una uno-forma 1o sobre un vector
v ((v)) con frecuencia se le llama contraccidn de 1 con v; otras naotaciones para la citada
contraccién son las siguientes: w(v) = v(1) =< W, v >= @_jv.

Cualesquiera n uno-formas linealmente independientes constituyen una base para el es-
pacio vectorial n dimensional de uno-formas (Z;M). Sin embargo, dada una base {&,i =
1,...,n} para los vectores en T,A, se induce una base preferente para T, M 1lamada base
dual {1',i = 1, ...,n}. La base dual se define como sigue:

Si ¥ es un vector cualquiera en T,M entonces ' produce la i-ésima componente de
¥: w'(¥) = v'. Entonces, por la linelidad tenemos que W' (7 = v7&;) = vV@i(g) = o*
(con la convencién de suma sobre indices repetidos), en consecuencia W (€;) = 6§. Sea §
cualquier uno-forma (1-forma), la contraccién de ésta con un vector arbitrario ¥ es entonces
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la siguiente: §(¥) = (V&) = v?3(&;) = W (?)3(&;). Puesto que ¥ es arbitrario obtenemos
que: § = G(&5)w?; §(&;) = q; es la j-ésima componente de la 1-forma  en la base dual a {eg},
por lo tanto la 1-forma § queda escrita de manera natural en la base inducida: § = ;7.
Por analogia con un campo vectorial, un campo de I-formas es una regla que da una
1-forma para cada p € U © M. Las reglas (i) y (ii), mencionadas con anterioridad, se
extienden & campos con la vinica salvedad de que en este caso a es una funcién sobre U € M,
no En cuanto a la diferenciabilidad de un campo de 1-formas

diremos que el campo 2 es C si la funcién Q(V), construida con un campo vectorial ¥, es
C™ para cualquier V € C.

Una 1l-forma que con frecuencia es utilizada es el gradiente de una funcién f, éste es
denotado por df y actda sobre un vector tangente arbitrario g como sigue: df(%) = %
(i.e: el gradiente de f en cualquier punto p es el elemento de TgAM cuyo valor sobre un
elemento ¥ € T, M es la derivada direccional de f a lo largo de una. curva cuya tangente en
p es 7).

Nétese que si el conjunto de campos vectoriales {&;} es una base en cada p € U € M,
entonces los campos {1’} son también una base Vp € U. Sea {r'} un sistema coordenado
sobre U, {z'} define una base natural {35;(} para camnpos vectoriales; en consecuencia, se
induce una base coordenada natural para campos de 1-formas:

252 ) = &t = 9% _ gz 2.
P gzm) =55 = gz = &' (5z7)

= {10'} = {dz'}

Por lo tanto, en el sistema coordenado {z'} un campo de 1-formas puede ser expresado
de manera natural como {2 = dz*. Anslogamente a un campo vectorial, el campo €2 es C>
sii las componentes {{2;} del campo asociadas con una base C™ para campos vectoriales son
funciones C*°.

La introduccién de 1-forrnas nos permite construir un haz fibrado, conocido como haz
cotangente, que es el equivalente a TM para el haz cot te T M tiene como
base una variedad M y como fibra sobre p € M al espacio vectorial Ty M. Una seccién en
T M, evidentermnente, es un campo de 1-formas.
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§2.6 Tensores y campos tensoriales.

Comencemos por definir a un tensor, en un punto p en M, diciendo que un tensor del tipo (3,)
es una funcién lineal con imagen en /R que toma como argumentos n 1-formas y m vectores;
es decir, un tensor es una aplicacién multilineal sobre 1-formas y vectores cuya imagen es un
real.

Como caso particular, tenemos que los vectores son tensores (}), en tanto que las 1-formas
son tensores (7). Por convencién, una funcién escalar sobre una variedad es el tensor (§).

Obsérvese que un tensor T (}) puede pensarse como una funcidn lineal T'( ; ¥) de vectores
¥, también, como una funcién lineal T'(w; ) de 1-formas.

Un campo tensorial (7,) en U € M es una regla Que asigna un tensor (3,) acadap € U. La
linealidad puntual se extiende al campo tensorial; en el campo las constantes multiplicativas
en los argumentos del tensor son ahora funciones sobre M.

Se dice que un campo tensorial F () es C si la funcidn F (1, Wy, ..., Wn}; U1, U2s -=e3 Trn)
es C° para cualesquiera campos vectoriales {7, ..., Um} y de 1-formas {0, ..., W} Que sean
c™.

§2.7 Producto y componentes tensoriales.

Consideremos los tensores A (%) y B (?). Definimos al producto tensorial (también conocido
como directo) de A y B como la operacién que devuelve un tensor del tipo (5,) mediante
la siguiente regla:

A® B(@1y -0y 8k, 015 eves Bas Tiy ooey Ty Wiy ooy Wa) = A(81y eony @i Ty oees Ten) BBy vovy b Wy oony 1)

Las componentes de un tensor son los valores del mismo cuando se toman como argu-
mentos a los elementos de las bases de 1-formas y de vectores. Si T es un tensor (3,) y los
conjuntos {1*} y {&} son la base para l-formas y vectores respectivamente, entonces las
componentes de T estdn dadas por la siguiente expresién:

T (B, 0, ooy D5 81, 8y ooy ) = T % g
donde {4, 3, .., £} son n indices y {i,p,...,q} son m indices.

Dadas las definiciones de producto y componente tensorial es posible dar una expresién
explicita de un tensor en términos de estos conceptos. Sea T un tensor (J3,), entonces la
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multilinealidad implica que:
T(wirys D, ..., winnd*; vy i, -y viyEe) = T“'"*,_N‘,W(,)‘...w(n)kv:,)...u(‘m)
dado que v{y) = & (T(vy) ¥ wivy = W) (&) = & (D(w;) obtenemos lo siguiente:
T(B(1ys orr Winyi Ty oo Temy) = T g8 (B 0))or i (B )2 (1)) -5 (Frmy)
de la definicién de producto tensorial se obtiene que:
T(B(1ys -oes Winyi Teays oor Tem)) = TH5) 08 @ ... @ Ex @ W' ® ... @ W15 -+ » Winy: Ti1)s «--» Tim))

por lo tanto:
T=T"*% (6®. @GP D...0 0

§2.8 ‘Transformaciones de base.

Supongamos que tenemos en T, Af una base vectorial {&,7 =1, ...,n} y que deseamos susti-
tuirla por otra base {e’g, k=1, ,n} En T M existe una transformacién lineal A que nos
permite realizar el cambio de ba.se. ey = Afy &

Para hallar la expresién explicita de A’ notemos que A7,15'(;) = A7xé%; = A'.. Debido
a la linealidad de las 1-formas A/ xD%(&5) = @*(€'x) ¥, por lo tanto, A%y = wi(e%).

La matriz de transformacién mapea vectores base en vectores base de manera univoca,
en ia es no si lar y, de acuerdo a la regla de transformacién, es posible deducir
que la inversa de A% es A¥,.. En efecto:

& = A% = AMA'LE
= & = AMALE = ANANL =6

La transformacién en la base de vectores induce una transformacion en la base de 1-
formas, hallemos tal transformacién:

AP (E8) = APiN'y = 67y = w7 (&)

= w?’ = AP,
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Ahora es sencillo encontrar la transformacién de las componentes:
v = ' (7) = Atjrd (§) = Aljo?
@ = 3(€2) = JNu8) = Mri(&) = Mgy
Como se puede observar, las componentes de l-formas se transforman como la base
vectorial, es por esta razdén que a las 1-formas se les suele llamar vectores covariantes; por
otro lado, la transformacién de las componentes vectoriales obedece la ley opuesta a la que
gobierna en la base vectorial y, por ende, a los vectores se les conoce también como vectores
contravariantes.

La generalizacién a un tensor T (7,) es directa:

Tdy = A N A AT

donde son n {ndices superiores y m {ndices inferiores.

Las componentes de un tensor evidentemente dependen de la eleccién de la base, sin
embargo nétese que la cantidad A'B; es independiente de la eleccién de la base. En efecto:
ASBy = A(B) B(&) = AN D) B(A%E;) = AWM A*B) = 89, A% B = A% B

A la cantidad A‘B; se le conoce como contraccidnde un tensor (§) con uno (9), el resultado
es independiente de la base y el tensor que se obtiene es del tipo (§). Si ahora’A es un tensor
(%) ¥ B uno (}), 1a contraccién de q {ndices repetidos (donde ¢ < {n,m,k,I}) es un tensor

mri—g)-

Definimos a un escalar como un tensor ($); es decir, un escalar puede pensarse como una
funcién sobre M cuya definicién no depende de la eleccién de 1a base. Por ejemplo,si Ay B
son campos definidos en M, 1a contraccién A'B; es un escalar; sin embargo, A* y B;, que son
funciones sobre M, no son escalares puesto que su valor no es independiente de la eleccién
de la base.

La contraccién sobre pares de indices, la multiplicacién de componentes de dos tensores,
la multiplicacién de todas las componentes por un ntimero y la adicién (resta) de compo-
nentes de tensores del mismo tipo, forman parte de las llamadas operaciones tensoriales:
una gperacidén tensorial es una operacién sobre componentes que produce componentes del
mismo tensor independientemente de la base.

Una ecuacién que contenga componentes combinadas que usen sélo estas operaciones es
Ilamada una ecuacién tensorial. La ecuacién tensorial es la misma en todas las bases.
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§2.9 EIl tensor métrico sobre un espacio vectorial.

El tensor métrico g es un tensor (3) simétrico y esta definido como sigue: g(¥, ) = g(#%, 9) =
ia-7.

Par definicién tenemos entonces que, en la base {&;}, lus componentes del tensor métrico
son: g;; = g(€;, &) = & - €. Si g;; = 6,5, entonces al tensor métrico se le denomina AMétrica
Euclidiana y al espacio vectorial se le llama Espacio Fuclfdeo.

La forma sencilla en las componentes métricas no siempre se presenta de manera natural,
sin embargo el siguiente teorema garantiza que siempre tenemos la libertad de elegir una
nueva base en la cual las componentes métricas son, de nueva cuenta, simples:

Teorema 2.2 (Teorema de diagonalizacién). Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita
sobre el cuerpo de los nimeros reales, y sea f una forma bilineal simétrica (la métrica €8 una
de ellas} sobre V. Entonces existe una base de V en la que f estd representada por una matriz
diagonal.

Demostracién: La demostracién consiste en exhibir la existencia de una base B = {ay, ..., @tn}
tal que f(a;, ;) = 0 para i # ;.

Evidentemente el teorema se cumple si f = 0 o n = 1; en consecuencia, habremos
de suponer f ¥ Oy n > 1. Notemos que si f(a,a) = 0 para todo « en V, la forma

cuadritica asociada q (g(a) = f(a, a)) es idénticamente nula y la identidad de polarizacién
(f(a, B) = lq(e+ B) — Lq{a@ — B)) muestra que f = 0. Puesto que f 3£ 0, entonces existe
al menos un vector @ € V tal que f(a, a) = ¢(a) # 0. Sea W el subespacio unidimensional
de V que es generado por  y sea W+ el conjunto de todos los vectores # € V tales que
f(e,8) = 0. Afirmamos que V = W @ W<. En efecto: los subespacios W y W son
independientes. Un vector tipico de W es ca, donde c es un escalar. Si ca € W también,
entonces f(ca,ca) = Af(a,a) = 0. Pero f(a,a) # 0, luego ¢ = 0. De tal manera, cada
vector en V es suma de un vector en W y un vector en W+. En efecto, sea v cualquier vector
en V, consideremos la siguiente cantidad:
flrna)
P=7" Fae
Entonces

£ B) = flen) — %:—gna, )



a2

y como f es simétrica, f(o,8) = 0. Por consiguiente, 8 esté en el subespacio W+. La
expresién v = 8+ ﬁ;‘ﬁ%a muestra que V = W e WL,

La restriccién de f a W+ es, obviamente, una forma bilineal simétrica. Como W+ tiene
dimensién (n-1), por induccién suponemos que W ttiene una base {ag, ...,an} tal que

flai,a;) =0, i# 5 (i,5 =2)

Haciendo a = ay, se obtiene una base B = {a,, an} de V' tal que f(o;, «;) = O para i 3£ 5.

o

Denotemos por g4 a la matriz diagonal que representa al tensor métrico. A esta matriz,
cuya existencia hemos probado, la podemos escribir explicitamente como gg = diag(g,, .-, gn);
si a esta iltima la multiplicamos por la izquierda y por la derecha por una matriz diagonal
D = diag(d,,da, ...,dy), el resultado es una matriz diagonal g’ = diag{g,d:?, ..., gad,?). Sea
dx = [gx}~'/?, entonces cada elemento en la diagonal de g’ es +1 o —1. Es decir, siempre
existe una base en la cual el tensor métrico estd representado por una matriz diagonal cuyos
elementos son +1 o —1, a esta representacién se le denomina candnica y a la base para lo
cual ello ocurre se le llama base candnica. La traza de la forma candnica es la signatura de
la métrica: Tr(g’') =signatura de la métrica.

Si la métrica es positiva (negativa) definida entonces todos los elementos de la forrna
canénica son +1 (—1) y el espacio es Euclideo. Si la métrica no es de signo definido, entonces
se le suele llamear indefinide; un caso importante es la forma canénica (1,-1,-1,...,-1), que
corresponde & una métrica usualmente conocida como métrica de Minkowski (la relatividad
especial tiene tal métrica para n=4).

Antes de proseguir es importante observar cual es la ecuacién matricial correspondiente
a un cambio de base: Nosotros sabemnos que al llevar a cabo el cambio de base {&} — {&,}
las componentes de la métrica se transforman de acuerdo a la regla g}; = A; *Ajtgan la Gltima
expresién puede reescribirse como g{; = A*guA;’. En términos de matrices, el primer indice
en g denota filas y el segundo fndice columnas, entonces en A, ! denota filas y k columnas.
De lo anterior se sigue entonces que la matriz con componentes A/* es la transpuesta de la
matriz con componentes A,'. Por lo tanto, la ecuacién matricial es simplemente g°' = ATgA.

En el espacio Euclideo las bases canénicas son las cartesianas. En estas bases el tensar
métrico tiene componentes g;; = J;; o bien g = J =matriz identidad. Sea A. la matriz de
transformacién de una base canénica a otra, entonces:

I'=ATIA, = AT =A?
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Lo anterior implica que las matrices ortogonales son las matrices de transformacién entre
bases canénicas en el espacio euclfdeo. El conjunto de las matrices ortogonales conforman
un grupo, éste es conocido como el grupo de simetria euclidiano O(n).

En relatividad especial el tensor métrico en una base candnica es el de Minkowski (7 =
diag(l, ~1, ~1,...,,~1)), 6i Az es la matriz de transformacién de una base candnica a otra

entonces tenemos que:
n=AlnAL

La matriz de transformacién A, es, justamente, la transformacién de Lorentz. El conjunto
de las transformaciones de Lorentz constituyen un grupo llamado grupo de Lorentz L(n) =

50(3,1).
El tensor métrico nos permite mapear vectores en 1l-formas, es decir g : T,M — T7M.

En efecto:
v = 5(&) = 9(F, &) = 9('&;, &) = vigj = gi;v’

Si existe el inverso de g, entonces podemos decir que en términos de componentes el

jnverso de g;; es g'/; la relacién que habrd de cumplirse es, evid ente, la sigui
"Ig;x = 85. De lo anterior se deduce entonces que g¥v; = g¥g;; v = Sfv? = v*.

La existencia de el inverso garantiza que la relacién entre vectores y 1-formas es 1-1.
Puesto que g es un tensor (), entonces g(¥, ) es una I-forma ¥, si existe el inverso entonces
la 1-forma g(¥, ) es tdinica y, por lo tanto, el mapea entre vectores y 1-formas es 1-1. Una vez
establecida la transformacién de vectores a l-formas (y viceversa), es posible operar sobre
diferentes tensores; por ejemplo, llevemos a cabo el mapeo que va de {}) — (2) : Sea 4 el
tensor (3) que es el resultado del producto directo entre ¥ y w, y sea 2 el tensor (}) dado

por el producto directo de ¥ y W, entonces tenemos que

A=T@Ww=Cyi'®d’ = vw,d' @F = Cy = vuy,

whiD @ & = CF = vuw*

B=3@0=Clfo'®é& =

Entaonces:
Ciy = viw; = wgpw* = guviw* = Ciy = g;nCH*
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§2.10 El campo tensorial métrico sobre una variedad

Un campo tensorial métrico sobre una variedad, es un campo de tensores métricos cuya
inversa existe V p € M (con lo cual garantizamos un mapeo biyectivo entre vectores y
1-formas). Observemos que si el campo es al menos C” en U € M, entonces la forma
candnica es constante en U € Af puesto que tal forma estd compuesta sélo por enteros
¥, evidentemente, estos no cambian de manera continua; lo anterior implica que si, por
ejemplo, alrededor (localmente) de p € Af la variedad es Minkowskiana, entonces también
serd Minkowskiana alrededor (localmente) de ¢’ € Af, donde p’ # p. Para el caso de un
campo tensorial métrico continuo, tenemos entonces que es posible hablar de la signatura
del mismo.

Una propiedad importante de un campo tensorial métrico radica en e¢! hecho de que
nos permite definir una longitud sobre una variedad. Sea {z'} un sistema coordenado para
U C M y consideremos una curva y{A) en U; la tangente a 7(A) es entonces ¥ = :——: Un
desplazamiento d tiene longitud cuadrada ds? = d¥ - dZ, puesto que df = ¥dA entonces
ds? = ¥ - TdA? = g(¥, U)dA3.

Si la métrica es positiva definida, entonces g(7,%) > 0 V ¥ # 0, lo cual implica que
ds? > 0 y por lo tanto ds = g(#, 7)/?d), que no es otra cosa que la longitud de un elemento
de la curva. Sin embargo, si la métrica es indefinida, ds? no tiene necesariamente definido el
signo. Las curvas se distinguen entonces por tener ds? positivo (tipo tiempo), negativo (tipo
espacio) o igual a cero (curvas nulas).

Podemos definir la cantidad ds = |g(#, ¥)|'/?d)\ € IR para ser la distancia propia o el
tiempo propio en caso de que la curva sea tipo espacio o tipo tiempo.

Es importante hacer notar que cuando la métrica es indefinida, un vector puede tener
norma cero y ser distinto al vector cero. Un ejemplo ilustrativo podria ser la métrica de
Minkowski (77):

n
- T+ T = apv™v? = (v°) — 3 _(v)?
i=1

Donde puede ocurrir que ¥ - ¥ = 0 sin que necesariamente v* =0,V o = 1,2, ..., 1.
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§2.11 Tensores antisimétricos.
Consideremos un tensor T (3), diremos que T es a.nnslmétnco sii T(u,17) = —T(7, 17) para
cualesquiera 4 y 7. Un tensor (°), con p > > 3, es let trico si de
signo bajo el int bio de a dos de sus a.rgumentos.

Para hallar la ponente total te antisimétrica de un tensor (g) se llevan a cabo

todas las permutaciones en los indices, de tales permutaciones las pares son acompaiiadas
por un signo positivo, en tanto que las impares por uno negativo:

(Tasiox = §, E P, (Ty) = Tigom

donde P, denota permutacién par si sigma es un niimero par o impar si sigma es impar (Pp
indica no permutar); evidentemente, cada F, es una permutacién distinta en los fndices.
De tal manera tenemos que si T es un tensor (§), entonces:

31—1
—1)° 1
Tigm = 3. S PoTin) = 5 (Ro(Tisa) = PiTisn) + Pa(Tin) ~ Pa(Ti) + PulTizn) = FolTisn))
o=0 ! P
Tissu) = —(T-:k — Tyie + Tyai — Tieji + Thiz — Tiay)
Notemos que sobre un espacio vectorial n-di i 1, un tensor 1 te anti-
simétrico (Z), con n = p, tiene a lo més C} L componentes independientes. Efecti-
C co: te queda definid egir p diferentes nimeros del conjunto
(1,..‘,11}, los p nimeros deben ser distintos dado que las componentes de un tensor com-
te antisimétrico son nulas si al menos dos de sus indices son iguales. El orden de
los p nimeros no es relevante ya que bi: el signo de la componente, en

el ni o de ¢ ind dientes es igual a el ndimero de conjuntos
diferentes de p niimeros (sin xmponu el orden) elegidos de n posibles, es decir, el coeficiente
binomial.

§2.12 Formas diferenciales.
Definimos a una p-forma (p = 2) como un tensor ! antisimétrico del tipo
9). Los casos degenerados de tensores 1 i étricos son las 1-formnas y las

funciones escalares (0-formas). Diremos que e} niimero p es el grado de 1a forma.
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Dados dos ", di 1a i6n ® construimos un tensor (3) que, en general,
no tiene porque ser antisimétrico. Deﬁmre.mos entonces la operacién A (producto curia) entre
los tensores (]) de manera tal que de por resultado un tensor (§) completamente antisimétrico:

PAI=P®I—G®P

donde $ y § son 1-formas.

Nétese que efectivamente es un tensor (§) completamente antisimétrico: A §(#,7) = 5
§(i, 5) — 3®P(G, ) = pAJ(#, ¥) = p(D)§(7) ~F(@DH(T) => pAG(T, ) = —{B(T)§(T) —§(D)H(a)}
= FAFE, ) = —H A G(T, 9)-

El producto cuiia es asociativo y anticonmutativo. Es posible extenderlo de manera
natural para obtener una n-forma a partir de n 1-formas:

nl=1
AN ADa=23 (1) Po(51 ®P2 ® ... ®Pn)
o=0

Por ejemplo, el producto cufia de tres 1-formas es:
PAINTFE=PpRIRF+IDTRPH+TFRPRI—PRTRI—GRIRF—FTRFRP
Observemos que el conjunto de tensores completamente antisimétricos {v.;i A u;";j, k =
1,...,n = dim7Z,M} es una base para el espacio vectorial de todas las 2-formas. En efecto:
sea & una 2-forma cualquiera, entonces
&(7, i) = v'uw &(&, &) = oyv'e’
puesto que viud = wi(#)wi(d) y & es por definicién totalmente antisimétrica, obtenemos lo
siguiente: '
&(7,T) = 5i(e; — aji)w!(F)wi(d)
JRp, 1
&(0,id) = z—(ﬂuw‘(ﬁ')w’(ﬁ') — ayaw (F)wi(i))

d pod inter biarlos en el segundo sumando (j — i

dado que los fndi iyjson
yi-—g):

&7, ) = a‘,(w*(a)wf(-n )

a(v,4) = m,w‘ A w’(v i)
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1o cual es vidlido para cualesquiera ¥ y &; en consecuencia:

1]

i 08 A wd

“ar
En general, tendremos que la expresién para una h-forma es:

R= %/;‘,_,,,J;‘ AW A ... AT

donde el conjunto {i,J,...,r} es un conjunto de h fndices.
Sean ¢ una q-forma y $ una p-forma (¢ + p < dim(M)), entonces el producto cuiia de

ambas es una (p-+q)-forma dada por:

" 1 . - -~ - -
BAG) = m(p AQurikm@ A AU A WA AW

por otro lado, tenemos que:

P 1 - - 1 ~ .
FAg = (;m.u st AL A w")(‘?q,-gm,..w’ A oo A wm)
puesto que el producto cufia es asociativo tenemos entonces que:
L = 1 - - - —
GAd = p—,q'pla...rqjh..mw‘ A AW AW A LAY
del hecho de que (5A{) sea un tensor completamente antisimétrico se sigue que pi,... Qik...m =
Pie...rjk...m); COMO ambas expresiones de la (p+q)-forma tienen la misma base, entonces sus
componentes habrdn de ser idénticas:
1 1

= Plts...eQik...m] = F“’:q_)'(ﬁ A Die.rik.m

rlg!
P + g)!
= (BADseribm = ‘(”?é?_)p[l'...rq,ik...m]

= (BA Dtsribeen = CEPa...+Gsk...m]
Un 4lgebra sencilla nos proporciona la regla de conmutacién entre una p-forma y una
g-forma: pA G = (—1)"FAPD.
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Sea & una p-forma, entonces SE) = B(E, ) 5eeen ) es una (p-1)-forma que se obtiene al
contraer @ con el vector £. Puesto que @(£) = {;‘[‘P-‘j...kw‘ A .. Aw*}(€) v 1a contraccién de
las p 1-formas %* con el vector £ es el tensor completamente antisimétrico p€¥ws A ... A wl,
se sigue entonces que:

1 - -
‘P(é) = ;W{j...kﬂf—['w’ A o Awh
de lo cual se sigue que:
- 1 = - -
P = mf“ﬁ-‘jﬂ.kw’ A AwE

Si & es cualquier forma y J es una p-forma, es sencillo mostrar (mediante un 4lgebra,
elemental pero tediosa) que la contraccién del producto cuiia de las formas con el vector £
estd dada por:

(Bra)b) =BE)ra+ (—1)PE A &é)

§2.13 Integracién sobre variedades.

Definiremos el concepto de integral exclusivamente sobre variedades orientadas { §A.1).

Sea M una variedad n-dimensional orientada, {{Ur, &)} un atlas orientado tal que {U,}
es una cubierta abierta localmente finita de M, y {k,} una particién de unidad ( §A.2)
subordinada a esta cubierta.

En primera instancia consideremos al dominio de integracién de manera tal que K C U,;
ademds, pediremos que K sea suficientemente regular (por suficientemente regular habremos
de entender que las integrales ordinarias estén bien definidas). En términos de coordenadas
orientadas {z'} sobre U, un campo de n-formas puede escribirse como: ¢ = fdz! A ... A dz™,
donde f es una funcién suave sobre U,.

Notemos que $(dz" a_gf' . dz"'a%) = f(Z)dz'...dz", entonces la integral de la forma sobre
una regién @ C IR™ no es mas que la integral usual de célculo vectorial:

L&z[g&(@l%,...,dﬂ% = [ [ @z .z

Puesto que {z*} puede ser interpretado como un sistema coordenado cartesiano, entonces
consideraremos a éste como el sistema orientado de coordenadas sobre el conjunto a,(K).
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Dado que a,(K) es orientado, entonces es posible llevar a cabo la integracién sobre tal
conjunto.

Consideremos el mapeo lineal (a;!)* que va del espacio vectorial de las n-formas en
K < M al espacio vectorial de las n-formas ea a,(K) C IR"; entonces la forma (a7!)* &
puede describirse en un si Jenado ori do y en i fn.(K)(ar )e =
I oee Jarixy f(Ddz...dz". Por otro lado, la transformacién a,(K) nos proporciona la siguiente
igualdad: fy & = [ (x,(a7!)"d '. Por lo tanto:

/K.;= /.../m(x)f(z)d:'...dz"

Si la regidén de integracién K no esta contenida en un solo Uy, entonces habré que recurrir
a la particién de unidad para expresar a fx ¢ en términos de integrales ya definidas:

fe3= T S, ™?

La particién de unidad se debe introducir puesto que en general (KNU YN (KNU,) # 0
(con r # 3), si no empleamos la particién de unidad la integracién da como resultado un
" en las i

§2.14 n-vectores y duales.

Por analogia con las n-formas, diremos que un tensor (§) completamente antisimétrico serd

un .. Obvi la di i6n del io vectorial de los p-vectores en cualquier
punto de una variedad n-dimensional es CJ.

Notemaos entonca que en un p € M hay cuatro ios cuya di ién es la mi
a saber: el v ial de las p-f¢ el de las (n-p)-formas, el de p-vectores y el

constituide por los (n-p)-vectores.
Sea 1@ una n-forma nunca nula definida en una regién orientada de una variedad. La
n-forma w proporciona un mapeo (mnapeo dual) entre p-formas y (n-p)-vectores como sigue:
Dado un g-vector T, con componentes T%* — Tli--*] definimos un tensor .4 mediante la
expresién:
Aja= -siw‘...kj"ﬂ"‘"*

TPara un isis mas lado puede {6] por
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imbéli ibi A = @(T) o simplemente A = *7".
Diremos que A es el dual de T respecto a w. Puesto que Ay, .4 80n las componentes de
un tensor pl étrico de grado (n-q), entonces A es una (n—q)-forma. El

mapeo dual deﬁne una inica (n-q)-forma para cada g-vector.

El mapeo T" — *T es biyectivo dado que es 1-1 y sobre, en consecuencia es invertible
Gie: 3T > T).

Sean w* las componentes | (de un n-vector) inversas a las de la n-forma 1o: w'*w, , = nl.
Diremos que H es el dua! de & con respecto a w (H = *G) si (con G una p-forma):

: 1 ;
ik = Fw""""“"G:_“m

Definamos al (n-p)-vector H como antes. Hallemos el dual de H:

CH)ja= oS LN - St
il o 1 _p)’p.un ag Wt R G,
(— 1)pin—p)

- mwi...uu.xwi“""'"'Gr...-

Fijemos los fndices (§...I) en, digamos, (1...p). La suma para (r...s) fijos entonces:
Wi, a1..pwb %, lo cual implica que los fndices (i...k) deben elegirse del conjunto {p+1, ..., n}.
De tal manera, a lo mas, hay (n — p)! términos no nulos en la suma. Entonces:

. k... P
W k1. pW * = (1 — P)wpy . g pwP LT

Observemos que la iltima expresién es cero a menos que (7...8) sean una permutacién de
{1...p). En la suma sobre (r...s), wPtl-n"-sG_ , hay a lo mas p! términos no nulos. Por lo

tanto:
P e A Ve p!wP"‘"""""’Gl...p

en consecuencia:
CH)ip= (17" PGy,

dado que wpiy. a1, pwPHionieP =1,
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Como H = *G = (**G)1..p = (—1)P"~PG,_,. Puesto que las eti s (1...p) pued
ser para cualquier indice, entonces:
°6) = (-1)2PG

De manera similar se prueba para un g-vector T que:
T = (—1)%"—97

En particular, tenemos que para una funcién f (O-forma) habré de cumplirse que: ** f =
F 8

Puesto que el tensor métrico nos proporciona un mapeo 1-1 entre tensores (§) y tensores
(%), al componer este mapeo con el dual obtendremos un mapeo que va del espacio vectorial
(EV) de las p-formas {p-vectores) al EV de las (n-p)-formas ((n-p)-vectores) [4]:

EV p-formas ¥ EV (n-p)-vectores % EV (u-p)-formas
= = g o dual : EV p-formas —+ EV (n-p)-formas

§2.15 Derivada exterior.

Con anterioridad mencionamos que la derivada direccional de una funcién f a lo largo de
una curva con vector tangente a‘ es: d[(,u) Del hecho de que la derivada direccional es un
elemento en B, se sigue que df es una l-forma.

Extendiendo el resultado, tendrfamos que si & es una p-forma, entonces d& habrd de
ser una (p+1)-forma. La extensién citada se lleva a cabo de manera adecuada en tanto el
operador d cumpla con los siguientes requerimientos para las formas arbitrarias & (p-forma),
By ¥ (a-formas):

(). d(B + %) = dB + d7.

(i)~ d(& A ﬁ) =d@nB+ (— y>a A (dB).

(iii) .- d(da) =

Ala aphcac:én da se le conoce como derivada exterior de la p-forma &.

En un sistema coordenado {z'} tendrfamos que:

da =

5 iy A dz A . A da?
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dai‘..j = d 1 D0y s

_— _ 1
dz’ ==>da—p! Gk

dz* Adz' A ... Adzd

de 1o cual se sigue que: 5
(d&)xs..; = (P + 1)8—2:[;0!1..4}
Con objeto de ilustrar el uso que tienen las formas diferenciales, en el 4&mbito de las ecua~
ciones diferenciales, consideremos el siguiente sisterna de ecuaciones diferenciales parciales:

fu=g(z',2%)  fa=h='2?)

en donde se introdujo la notacién -g{: = f 3.
El sistema anterior puede escribirse de manera més compacta:

fu=ga; donde a, =g yaz=~h

Puesto que en el sistema coordenado {z‘} df = f,; dz* y las funciones g y h bien pueden
ser las componentes de una 1-forma & en dicho sistema, dado que f,; = g; entonces habrd de
cumplirse que df = @ (notese que esta ultima expresién es independiente de las coordenadas).

Como df = & => ddf = da, pero ddf = 0 = da = 0. De la igualdad (J&),-,- = 2ayy se
sigue que ap,y) = 0 o bLien que gy;; = 0. Esta es una sola ecuacién puesto que da es una

2-forma en una variedad 2-di jional y en ia la componente ay,; es la Gnica:
Giy) = @12 —G2n =0 = foaz~f,z1=0
es decir:
af _ _8f
3ydx ~ 8z8y

que es justamente la condicién de integrabilidad del sistema inicial.

§2.16 Formas cerradas y exactas.

Diremos que una forma & es cerrada si satisface que d& = 0; si ademds & es tal que & = dF
entonces diremos que la forma es también eracta. Obsérvese que toda forma exacta es

2Esta se a derivadas y de mayor orden, por ejemplo: % 32, T* = T*, ;4.
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cerrada; sin embargo, el reciproco no es cierto en general, se requieren mayores “restricciones”
para su validez:

Consideremos una vecindad D de un punto p en la cual & esta definida y es cerrada.
Entonces existe una vecindad “sufici aa” dedor de p en la cual una forma
3 esta siempre definid: 34 le con la relacié a—dﬁ.Escla.roqueﬁnoesv.mxca,tambxén
podrfamos tene_r B+ d'y para cualquier ¥ de grado correcto. De tal manera, la afirmacién
consiste en decir que al menos localmente una forma cerrada es exacta: dada una D C M
arbitraria en la cual & esta definida y es cerrada, puede no existir una sola 3 definida en
D tal que & = d3. Precisemos la afirmacién en cuanto a la exactitud local de las formas
cerradas se refiere:

al

Lema 2.1 (Poincaré) Sea & una p-forma cerrada definida en U C M difeomorfo a la bola
unitaria abierta en IR" 3. Entonces existe al menos una (p-1)-forma § definida en U tal que
& =dgf.

Demostracién: La demostracién consiste en exhibir a la forma 3.

Puesto que existe un difeomorfismo entre U y la bola abierta unitaria en IR™, entonces
U esta cubierto por un solo sistema coordenado cartesiano. Sean {z‘} las coordenadas para
U. En tal sistema, la p-forma & puede escribirse como sigue:

& = ay_x(z!, ..., z™)dz* A ... A dx*

Sea i = &(¥), donde 7 = (z,...,z"). La forma i es una (p-1)-forma cuya expresién en
el sistema coordenado es simplemente:

B = ey (z?, .., z™)de? A ... A dz*
Definamos las siguientes funciones:
1 " et s ny. ¥
B..x(xty ™) = _/o "y x(txt, ..., tz") idL
Entonces:

? T
Biokeri = /n t""ur»q_,g(t:c‘, s tT™)dE + /.. Py ki (BT, .., t2™)dE

3La de tal d 1o es otra cosa que ciertas di logi sobre U.
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Puesto que payyy...a,ij —@is...xlt = 0 dado que & es una p-forma cerrada, entonces:
13 ' 1 t
(dB)sj..x = PBY..k2i) = P_/o (P ayy.. k) + P aupy k) Ydt

1
ke + TPk )dE = /; %(!"0 L k(tT, ..., 1)} dt
a

@Bis.x = [ Gt*ax

= (dB)is.x = tPouz. a(tz', .., tx™)]} = aijal(zt, ..., z™)

§2.17 Teoria de cohomologias.

Consideremos ahora el conjunto de todas las p-formas cerradas y exactas sobre una variedad
M: CP(M) = {&|da = 0} y EP(M) = {& | & = dF}. Evidentemente tanto CP(M) como
EP(M) son espacios vectoriales sobre el campo de los nimeros reales, adicionalmente notemos
que si § € EP(M) entonces § € CP(M) (i.e: toda forma exacta es cerrada) y, en cousecuencia,
EP(M) es un subespacio de CP(Af). Definamos al Espacio Vectorial Cohomoldgico p-ésimo
de de Raham de A como el espacio cociente IHP(M) = CP(M)/EP(M), con la relacién de

equivalencia siguiente:
&, B € CP(M) son equivalentes sii & — 3 = 7, donde ¥ € EP(A)

Sea A C M una regién difeomorfa a la bola unitaria abierta en /2" entonces, por el
Lema de Poincaré, toda p-forma & (p = 1) cerrada definida en 4 es también exacta. Por lo
tanto, todas las p-formas cerradas en A son equivalentes y, en consecuencia, obtenemos que:
FIP(A) = O (p = 1), pues todas las p-formas cerradas son equivalentes a la p-forma nula.
Para el caso p = 0 nétese que FI°(A) = IR; en efecto:

Una 0-forma es una funcién, entonces C°(A) = {f |df =0} = (/| fu=0,Vi
puesto que A es conexo tenemos que C° es simplemente el conjunto de las funciones con-
stantes: C° = {f : M — IR| fes constante} = {K | X € IR} = IR. Ahora bien, f ~ g sii
J — g € E%A), donde E?(A) es la cero-funcién; por consiguiente f ~ g sii f = g. Es decir,
H°(A) = C°(A) = IR. Claramente este resultado se extiende a cualquier variedad M que
sea conexa: JH%(Af) = IR si M es conexa. Por otra parte, si A no es conexa pero consta de
&k componentes conexas entonces IH%(M) = C%(A) = R*.

Obeérvese como caso particular que IH?%(S™) = IR, pues S™ es una variedad conexa.
Noatemos que H'(S5!) = IR y que H'(S2?) = 0; en efecto:

=1,..,n}
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Sea la 1-forma W = zdy — ydz = df sobre S!, donde @ es el &ngulo polar. Cualquier
1-forma & sobre S* puede escribirse entonces como & = h(6)df. Si A\w € [@) => &— Aw = dar,
donde f es continua, lo cual implica que:

/_;‘&=,\js-lu'z=21rA pal
h(6) es i s en

lo cual siempre ocurre pu

/\'71~5:CDHA=/;,5/L.W

Entonces [&] = A, para alguna A € JR. Por lo tanto H(S') = {[aG]} = {A | A € R} = R.
La generalizacién al caso n-di i} 1 puede 11 a cabo notando que:

fs‘&=4\/s”u'1, paie R

donde 0 = ey x2'dz? A ... A dz* es una n-forma definida sobre I®**+!. Por lo tanto, [&l=2Ax
= H™(S™) = R.

Por otra parte, si & es una l-forma cerrada definida sobre 52, entonces integrando da
en cualquier regién de S$? acotada por una curva cerrada y simple C obtenemos, segin la
versién para formas diferenciales del Teorema de Stokes?, que:

f;& = 0 para cualquier C

Pero esto s6lo ocurre si & = Jy para alguna g, pues de no ser asf podria hallarse una curva C
para la cual la iltima integral es no nula. De tal manera, tenemos que toda 1-forma cerrada
sobre S? es exacta y, por lo tanto, HH'{S?) = 0. La generalizacién al caso n-dimensional
es directa y tiene como consecuencia que H™~!(S™) = 0. De facto, esta generalizacién es
todavia un caso especial del siguiente resultado: HH?(S™) = 0,0 < p < n. Este resultado
puede probarse notando que toda p-forma cerrada sobre S™ es cerrada y exacta sobre SP+!,
que, a su vez, es una subvariedad de SP+3; intuiti es claro que las p-formas
también serdn exactas en SP*? y as{ sucesivamente hasta S™.

‘E1 'mram- de Stokes para formas a des rasgoa, que la integral de la derivada
(n-1)-fc sobre i ! con 8U es igual a la integral
dela (n—l)—form- sobre dicha frontera. En breve: f,, Ji" Jou F 14}
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En r los E 3 Coh l6gicos de de Raham para S™ son: H™(S") = IR,

HP(S") =00 <p< 11.) y H®(5™) = IR. Estos espacios nos dan la relacién que existe

entre las formas cerradas y exactas sobre S™ para distintos ordenes. Pero incluso nos dicen

més, por ejemplo H%(S™) = R implica que cualguier funcién f : S* — IR tal que df =0

es constante en todo S™, pero ello implica que entonces S™ habrd de ser conexo; es decir,

obtenemos informacién topolégica de la variedad. Para ilustrar la importancia topolégica que
d

tener los ios cohomolégicos, baste con mencionar el hecho de que una variedad
M es simplemente conexa sii H'(M) =0 [4].

El ejemplo anterior exhibe una dependencia del espacio cohomolégico H! (M) de la estruc-
tura topoldgica de la variedad M, este hecho es de facto consecuencia del sxguxente rmultado
general en teoria de cohomologfas {Teorema de de Raham): Los ios coh ico:
dependen sol nuestra definicién de HP(M) estd basada en la estructura
diferencial de la variedad) de la estructura topoldgica de M y no de su diferenciabilidad [4].




Capitulo 3

Derivada, grupos y dlgebras de Lie.

Ini % el p capftulo definiendo con precisién el cc pto de derivada de Lie para
campos escalares y vectoriales sobre una variedad sin métrica y con curvatura no nula; para
tal efecto, aprovech algunos imi

adquiridos previamente. Adicionalmente,
notaremos que la derivada de Lie nos ayuda a definir conceptos tales como la invariancia de

un campo tensorial respecto & uno vectorial y, en caso de que la variedad este dotada con
una métrica, los vectorves de Killing.

Una vez expuesto lo anterior la discusién se centrars en torno a los grupos de Lie. Es
importante que el lector no familiarizado con estos grupos procure especial atencién a la
definicién de los mismos, a sus algebras y 4 sus representaciones ya que los grupos de Lie,
como veremos mas adelante, tienen un importante papel en la construccién de un modelo
o-no lineal.

La presentacién no soslays lo fund 1y t la 1o

io para 08 Pro-
Ppésitos ulteriores aunque, cabe advertir, los grupos de Lie conforman una extensa materia
de estudio y el trabajo, cc te, no esta

o de ciertas omisiones.
§3.1 Arrastre de Lie.

Sea V € C° un campo vectorial definidoen U € M y A el

«

P o de la congr i
Consideremos la transformacién que consiste en mapear cada punto de una curva integral en

otro una distancia paramétrica A sobre la misma curva de la congruencia. Si el mapeo existe
para toda A, entonces existe una familia idi 1 dife

ble de tales mapeos, &
47
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saber: un grupo de Lie umpuamétnco con ley de compasicién A + AXz. Un mapeo con
estas es d <

arrastre de Lie.
Consid

arrastre a {o largo de la congruencia o, simplemente,
os una I 16

J sobre una variedad M y e un arraste.

El arrastre de f
a la largo de ; define una nueva funcién 3, tal que f{g € curva) = f3,(a(q) € curva)
Si f(8) = fA.(8) Vs en la regién adecnada, entonces dado que s = «{g) tenemos que:
) — fe —

(a(@)) = fAule(q)) = Flg) = flq) = f(a(q)). Es decir f = foa y, por tanto, [ es

invariante bajo el arrastre o {f es una funcién periédica sobre cada curva de la congruencia)
Si ademés [ es invariante para toda A\, entonces f es invariante bajo todos los arrastres a

¥, en consecuencia, f es invariante bajo el grupo uniparamétrico de Lie: f es Lie arrastrada.

Del hecho de que f sea invariante bajo el grupo 1-paramétrico de Lie, se sigue que f es
constante sobre cada una de las curvas de la congruencia:

i & = 0.
* o da
De tal manere, arrastrar una funcién consiste en construir una nueva JS3, tal gque f(p)
JT2x(a(p)). El arrastire de Lie de una fi idn ocurre do esta es invari
paramétrico de Lie;
el po gx. S es tant

=
e bajo el grupo 1-
{ax(p)) = far(x(P)) ¥V AN, a(p). Por lo tanto, si f es Lie arrastrada por
a la largo de cada una de las corvas integrales de la congruencia.
El arrastre de Lie de un campo vectorial -4~ por el campo % £ es el andlogo vectorial del
srrastre de Lie de una funcién:

curva una distancia paramétrica AN con a y en cada punto comparémosia con la curva
1 del po. Si 3

Sea (&), una curva integral del campo §; elegida arbitrariamente. Arrastremos a tal

que para AX' el arrastre de la curva coincide con la curva
integral del campo, entonces el arrastre de la curva y las curvas integrales son iguales en
“sa.\tos” de or; sin embargo, ello no implica atin que el campo sea Lie arrastrado. El campo

‘u es Lie arrastrado si para toda o (VA)) coinciden el campo y el arrastrado; es decir, si el
arrastre de ( d‘.), coincide con )a curva integral del campo Va.

§3.2 Derivada de Lie.

Supongamos que sobre una variedad M hay un campo vectorial suave. Notemos gque si la
variedad no esta dotada con una métrica y ademé4s cuenta con curvatura no nula, entonces
no es posible recurrir & la definicién de derivada de un campo que se da en célculo vectorial
elemental, ello se debe a la pérdida de la unicidad en Jos conceptos de distancia y paralelismo

TNétese entonces que p = cie sobre g
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En ia, hab de b 3 a tales qQue nos permxta.u definir
a la derivada; dichos sustitutos seré.n a grandes los sigui la d ia entre
dos serd simpl te la d étrica que existe entre los mismos dada una
curva 7 de una congr que los ¥, por otro lado, el arrastre de Lie de un vector

definido sobre p € <y a lo largo de la curva -y hasta el punto ¢ € <y sustituird al paralelismao.

Derivemos entonces la expresién analitica:

Comencemos considerando una funcién escalar f y una congruencia definida en alguna
regién de M dada por el campo V = & € C®. El arrastre de Lie de f{Ao + A) define un
nuevo campo escalar f*° tal que L = 0. Definimos entonces a la derivada de f (derivada de
Lie de f a lo largo del campo vectorml de arrastre V = I\‘) como la siguiente operacién:

o (Ao) f('\n) Lo+ AN — f(Xo) _ —I
==, AX Tt

£vfsdlj\m

£ vy f una funcién arbicra.ria. El a.rx-a.stre de U(Xg + AX)

Sea el campo vectorial U =
£ f donde sea. Por lo

define un nuevo campo U* = 37' tal que [U*, V] = 0: K% = = ‘“_
tanto tenemos, para c&mpos vectoriales B.n&lftlcos, lo siguiente:

d _d 2
d—”.f I = Ef lao+ar — du' dAf [0 DA + O(AN?)

_d 4 d 4 d 2
rrad I + Daal B d“. d,\f QX + O(AN)

f laeJAX + O(AAN?)

d d
= ——flrn— “f|-\a = {d_z\mf Iro — d“. ax

du'

Definfmos la derivada de Lie £vU como el campo vectorial que opera sobre f para dar:
*(Ao) — U{A

Yi0a) = U0,

[LvUJ(f) = tim [

A,\-.o
. d d
Jim {ﬁ;‘;f I — d—”.;\f 12}
d d
= LU= “'_“.o{d,\ dp e
sustituyendo la identidad ‘% = 3%. + A/\(ﬁ—;‘:‘- — ;ﬁ:;’f\-) + O(A)?) y llevando a cabo la
operacién de limite se obtiene, finalmente, que:

LyU = [V, U]
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Este resultado no es sorprendente, pues de acuerdo a la definicién de la derivada de Lie,
un campo vectorial tiene derivada de Lie igual a cero si este es Lie arrastrado (i.e: si conmuta
con el campo de arrastre).

De la antisimetria del paréntesis de Lie se sigue que:

LyU = —~LyV

La derivada de Lie de un campo de l-formas se halla andlogamente a la de un campa
vectorial: se arrastra la 1-forma en Ao -+ A hasta Ao y se lleva a cabo la operacién de limite
correspondiente. El resultado es que la derivada de Lie de la 1-forma & & lo largo de V est4
dada por: _ _ _

Ly[k(W)] = (L£vkH W) + k(£LvW)
donde W es cualquier campo vectorial 2.

La extensién de la derivada de Lie para tensores de mayor orden se sigue de manera

natural:

Ly (T(D, i,y ) = (LvTYB, oeri G, on) + T( LDy eei Ty o) e + TD, ooy LT, ) H e
y
Ly(A®B)=(£vA)® B+ A® (£vB)

donde los tensores, 1-formas y vectores son arbitrarios.
En un sistema coordenado {z‘} tendriamos por ejemplo que:

o

.2
azi

It
Lv(T(d='; 57
Es fécil verificar que:

)) = (LvT)(d=*;

= 5. O _ a9
)+ T(£vdz'; 575) + T(w; i'v"g)

Lvdz® = vt dz*

B -
8z 7 ox*

donde v¥ son las componentes del campo V; por lo tanto:

£2

W juega el mismo papel que f en la deduccién de la expresién para la derivada de Lie de un campo
vectarial
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EVT] = (0T} + T (v s 5o0) + T(dahs —v.5 205)
es decir:
£EvT] = (£vT) + V' Tf — v*y T}

§3.3 Imvariancia.

Diremos que un campo tensorial T" es invariante bajo un campo vectorial V si £y7° = 0.
Supongamos que contamos con el comunto de campos tensoriales F = {T),T3,...} ¥
deseamos estudiar sus p iedades de invari E; , para tal efecto, es necesario
recurrir al concepto de Algebra de Lie de campos vectoriales:
Definimos a un dlgebro de Lie de campos vectoriales sobre una regién U de M, como el
conjunto A de campos vectoriales sobre U que conforman un espacio vectorial bajo la adicién
¥ que es cerrado bajo la operacién del paréntesis de Lie.

Teorema 3.1 El conjunto de todos los campos vectoriales V, bajo los cuales todos los camnpos
en F son invariantes, forman un dlgebra de Lie.

Demostracién: Sean V y W cualesquiera dos campos que satisfacen que £y T} = LT =0
VT; € F. Sea X = aV -+ bW (con a y b constantes), entonces:

LxTi; = LavTi+ LowTi = alvT; +bLwT; =0

= LavsawIl; =0 VT, € F

por lo tanto, los V tales que £yT; = 0 para todo T; € F forman un espacio vectorial bajo la
adicién.

Dado que £vT; = £wTi = 0 = [£v, £w]Ti=0. Por otra parte, sobre tensores es vélida
la siguiente expresién: [£v, £w] = £{v;w). En consecuencia:
LymTi =0 Vi€ F

entonces [V, W] esta en el conjunto y por lo tanto éste es cerrado bajo los paréntesis de Lie.
a
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§3.4 Campos vectoriales de Killing.

Sea M una variedad riemanniana® con métrica g.

Diremos que un campo vectorial V sobre Af es un campo vectorial de Killing si V es
tal que £Lvg = 0. De do a esta definicién, es posible probar [7] que en una variedad
n-dimensional hay, a lo mas, 2%+ campos vectoriales de Killing independientes.

Sabemos que en un sistema coordenado {z'} tenemos la siguiente igualdad:

vhgi,a = (Lvgd; — vhigk — v g
en consecuencia, si V es un campo vectorial de Killing, las componentes de la derivada de
Lie del tensor métrico habrdn de ser nulas:
(£vadi; = v5giin +v%i g + v5,5 00 = 0
Si elegimos el sistema coordenado de tal manera que las curvas integrales de V sean una
familia de l{neas coordenadas; digamos que V = 2, entonces v* = &{ y en consecuencia:
(£vgli; = gizn =10

Es decir, las componentes de la métrica son independientes de la coordenada x!.

El reciproco es también cierto: si existe un sistema coordenado en el cual las componentes
de la métrica son independientes de cierta coordenada, entonces el vector base para tal
coordenada es un vector de Killing.

§3.5 Definicién de grupo de Lie.

Definimos a un grupo de Lie de dimensidn finita como una variedad G, de dimensién n ¥y
C, que cuenta con los siguientes difeornorfismos:
Cuslquier g € G mapea & A € G como sigue:

hvw— gh traslacién izquierda por g

6

3Una d dotada con una es da una d (e).




h > hg traslacién derecha por g

Cabe destacar que, en general, el grupo no es abeliano hg % gh.

Cualquier vecindad de la id idad (e) es ent mapeada por una traslacién izquierda,
dada por una g particular, en una vecindad de g. Puesto que el mapeo lleva curvas en curvas,

éste ind un de vectores tangentes en e (7.G) a vectores tangentes en g
(T,G). Este mapeo suele denotarse como Ly, : T.G — T,G.

Se dice que un campo vectorial V definido en G es snvariante-izquierdo si el campo V en
g coincide con el mapeo L, de V' en e para toda g (i.e: V es un campo invariante-izquierdo si
LgyV(e) = V(g) Vg € G). Por 1a ley de composicién en grupos se sigue que L,V (h) = V(gh)
para cualquier & € G.

Cada W € 7.G define un tnico campo invariante-i jerdo. En co ia, los campos
vectoriales invariantes-izquierdos forman un espacio vectorial n-dimensional. Si V y W son
cualesquiera dos campos vectoriales invariantes-izquierdos, entonces L, mapea [V, W] en e
a [V, W] en g (i.e: [V,W] es también un invariante-izquierdo). Por consiguiente, tenemos
que los campos vectoriales invariantes-izquierdos forman un dlgebra de Lie que habremos
simplemente de llamar dlgebm de Lie de G y denotar por ¢. Es importante sefialar que

el dlgebra de Lie es C izada por las llamadas constantes de estructura
(¢?s1) definidas como sigue:

Sea {w,s = 1,...,n} una base para el dlgebra de Lie; esto es, un conjunto linealmente
ind. de vectoriales invariantes-izquierdos. Entonces, siempre es posible
escnblr Vi, Vil = c'.ﬂ’,. Si se da el caso en que todas las constantes de estructura son nulas,
entonces diremos que el dlgebra de Lie es abeliana.

Es obvio que la base {Vi} no es tnica, bajo un cambio de base las componentes ¥y se
transforman como las componentes de un tensor (). Sin embargo, cada grupo y dlgebra de
Lie tiene un vnico tensor de estructura C.

Notemos que cualquier base {V((e); i = 1, ..., n} para T.G define un conjunto linealmente
independiente de campos vectoriales invariantes-izquierdos. En efecto:

Como g es un difeomorfismo = Ly : T,G — T,G es 1-1 e invertible = L,Vi(e) es
linealmente independiente de L V;(e) para toda g e § 7 J En consecuencia, el conjunto
{Vi(g), ..., Va(g9)} es un conjunto de vectores lineal pendientes en T,G para toda
g-
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§3.6 Subgrupos uniparamsétricos.

Inherente a la definicién de campo vectorial invariante izquierdo, esta bien definido, en al
menos una vecindad de la identidad e de G, el concepto de curvas integrales suaves y simples.
Por ende, es posible considerar, en particular, a la curva integral de un campo V invariante-
izquierdo que pasa a través de e. Puesto que hay un iinico vector tangente en € y un iinico
pardmetro ¢ para el cual e corresponde a £ = 0, por analogia con el andlisis llevado a cabo en
la seccién §2.3.3 podemos denotar entonces a los puntos de G sobre la citada curva como:
v (t) = V.

Puesto que por definicién tenemos que:

e“ve"vl‘ i e(h+h)V'¢

entonces los puntaos sobre la curva forman un grupo:

vty (ts + ta) = el1+IV|, = VeV, = gu(o)(21)gvier (2)
Este grupo es d inado subgrupo iparamétrico de G y es, obviamente, abeliano puesto
que guve)(t1 + L2) = gy (t2 + t1)-

Para cada V € 7,G hay un tnico subgrupo. Inclusive, dado que cada subgrupo 1-
paramétrico debe ser una curva C™ en G, que pasa a través de e, entonces hay una corres-
pondencia 1-1 entre los subgrupos 1-paramétricos de GG y los elementos del élgebra de Lie de
G.

Antes de pasar a la siguiente seccién, hagamos un breve paréntesis para definir a un
campo vectorial invariante-derecho:

Por analogia con los campos invariantes-izquierdos, diremos que un campo V es invariante-
derecho si el campo vectorial V coincide con el mapeo vectorial inducido en 1a accién por
la derecha Vg € . Los campos invariantes-derechos también forman un 4lgebra de Lie, las
curvas integrales correspondientes a estos campos que pasan por e coinciden con las cur-
vas integrales de los campos vectoriales invariantes-izquierdos; sin embargo, las curvas de la
congruencia que no a e no coincidi en general, a menos que el grupo sea abeliano.

§3.7 Ejemplos de grupos de Lie.

i).- El primer ejemplo, y el mas sencillo de todos, es el espacio vectorial JR*. Este espacio
vectorial es una variedad y un grupo abeliano bajo la adicién de vectores. Los subgrupos
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1-paramétricos son las lineas rectas que pasan por el origen (rayos). Los campos vectoriales
invariantes-izquierdos son paralelos a los rayos, de tal manera que conmutan entre si. El
Algebra de Lie es entonces el espacio vectorial T, ™ con el paréntesis trivial abeliano [V, W] =
OVV,W € T, R,

ii).- El sigui i 1 i en p a uno de los grupos més importantes en
fisica: el grupo de las matrices reales de n x n, con determinante no nulo, lamado grupo lineal
general en n dimensiones reales y denotado por GL(n, IR). Observemos que, efectivamente,
es un grupo de Lie:

1).- Notemos que este es un grupo bajo la operacién de multiplicacién de matrices y que
la matriz unitaria es el elemento identidad del grupo 4.

2).- El grupo es una variedad. Cualquier 4 € GL(n, IR) con entradas {a‘;;i,j = 1,...,n}
tiene una vecindad de radio ¢ definida por aquellas matrices B para las cuales sucede que
{6'y — a’s] < € Vi, j, donde € puede ser tan pequefio como sea necesario para asegurar que
cada B tenga determinante no nulo.

Los niimeros z*; = b'; — a‘j son las coordenadas para esta vecindad; puesto que hay n?
coordenadas, todas ind, la di i6n de GL(n,IR) es entonces n?. De hecho,
ésta es una subvariedad de JR". Dado que IR™ es idéntico al espacio tangente de culquiera
de sus puntos, entonces el espacio tangente a la identidad e de GL(n, IR) es IR"?, y cualquier
vector tangente puede ser representado como una matriz.

Por ejemplo, la curva en GL(n, JR) que corresponde a las matrices diag(l +¢*,1,1,...,1),
cuyo pardmetro es A, tiene vector tangente diag(1,0,0,...,0) en A = 0. Este iiltimo tiene
determinante nulo, ilustrando el hecho de que cualquier matriz esta en T.M y, por lo tanto,
cualquier matriz genera un subgrupo 1-paramétrico y un campo vectorial invariante-izquierdo
[4]-

El subgrupo 1l-paramétrico generado por cualquier matriz A, es la curva integral de un
campo vectorial invariante-izquierdo que pasa por e y cuya tangente en e es A. Si denotamos
a las componentes del subgrupo como las matrices ga(t), con %L"-l@o = A (lo cual sélo
significa que E’%&lho = a‘; Vi, j) entonces, dado que los puntos de la curva integral
forman un grupo, tenemos que:

ga(t + At) = ga(t)ga(AL)

“La de no nulo es para la del
para cualquier matriz
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- Ali‘i-iogA(t+AAtz_gA(t) =‘Bl_l‘log.4(t)g"(At)A: 94(0)

2028 _ 5, (224D 0} = 9a4
= galt) =e —c+tAd -+ %(m)2 + %(m)s + o

De tal manera, los subgrupos 1-paramétricos de GL(n, IR) son la exponenciacién de ma-
trices arbitrarias de nx nn. La matriz A es, con frecuencia, llamnada el generador infinitesimal
del subgrupo g.(t).

Es importante notar que no todo elemento de GL(n, ) es un miembro de un subgrupo

1-p étri Un ar, o de plausibilidad es el siguiente:
El subgrupo l-pumétnco es una curva continua en GL{n,IR) y sobre tal curva el de-
termi te debe biar cc Dado que el determinante es 1 en e, y no puede

ser nulo, entonces no hay una curva continita que enlace a ¢ con una matriz de determinante
negativo.

Los elementos que pueden ser unidos a € de manera continua (sin que necesariamente
pertenezcan a un subgrupo uniparamétrico) son d inados comp de la identidad
del grupo. Por ejeruplo, la siguiente matriz

-1 1
o] -1
es un elemento de la componente de la identidad de GL(2, IR) y, no obstante, no pertenece
& ninghin subgrupo l-paramétrico [4].

Ahora bien, dado un vector tangente A(e) en e y su subgrupo 1-paramétrico gace)(t), la
accién por la izquierda fga(e)(f) sobre esta curva por la matriz f € GL(n, IR) produce una
curva de la congruencia del! campo vectorial invariante-izquierdo correspondiente a Afe). Si
f esté en la curva ggs()(t), que pasa por e, generada por B(e) € T.GL(n, ), entonces el
paréntesis de Lie de los dos campos vectoriales en e es:

24t () g0 (£) — gu(e) (¥)ga(e)(2) = 3[4, Blle + O(= 1)

= [A, B]|. =lim 5 @ (94(:) () gB(e) (t) — 9B(e) (1) ga(e) (1))

0

por el desarrollo exp ial que:

[, Bll. = lim 5 {£*(A(e) B(e) — B(e) A(e)) + O(= )}
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= [A, B]le = A(e)B(e) — B(e)A(e)

Es deczr, el par is de Lie de J iera dos campos vectoriales invariantes-izquierdos
en e es si el e dor de las i que generan los campos. En consecuencia,
el campo vectorial invariante-izquierdo generado por este ador es el el o del

is de los originales.

dlgebra de Lie de GL(n, R). que Do es mas que el p
iii).- El i en un grupo que surgié en una discusién previa ( §2.9):

el grupo de simetrfa Euclidiano O(n) (donde O(nr) significa grupo ortogonal en n dimen~
aiones).

Comencemos notando una caracteristica representativa para este grupo:

Puesto que det(A) = (det(A™'))"! y det(A) = det(AT), entonces si A € O(n) tenemos
entonces que: (det(A))? = 1 = det(A) = =4:1. En consecuencia, se sigue entonces que O(n)
es disconexo.

El conjunto de matrices 4 € O(n) tales que det(A) = 1, forman un subgrupo (grupo
de rotaciones) llamado grupo especial ortogonal y denotado por SO(n). Obsérvese que el
conjunto de las matrices A € O(n) tales que def{A) = —1 no son un subgrupo dado que no
contienen al elemento identidad e.

El dlgebra de Lie de O(n) consta de todas las matrices antisimétricas y la dimensién del
grupo es in(n — 1). En efecto:

Sea A € T.0(n), el subgrupo 1-paramétrico correspondiente esta dado entonces por:

ga(t) =™

Puesto que g4(t) € O(n), entonces (ga(t))~! = (ga(t))T Vi, en consecuencia:
(e+tA+ 5 (b4 + .7 = (e + 14 + 5 F A+ )T
pero como sucede que:
(e +tA -+ zi!(tA)2 +.)T = (e —tA + %(—tA)’ +...)
y

(e + A + Zi(2A) + )T = (e + AT + L (£AT)? + ..)
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entonces
AT + A) + %F((A")’ —AY 4+ -;—.t"’((AT)a + A% +..=0 , WVt
= AT +A4=0 = A=-AT
por lo tanto, A es una matriz antisimétrica y se sigue entonces que el dlgebra de O(n) esta
compuesta por el conjunto de las matrices antisimétricas.
La dimensién de O(n) es, en consecuencia, in(n — 1) dado que la dimensién esta dada

por el niimero médximo de matrices antisimétri lineal independi
Notemos que una base para el dlgebra de Lie en el casc particular O(3) (n = 3) podria
ser el siguiente conjunto de matrices L; antisimétricas y linealmente independientes:

0 0 0 0o 0 1 0-1 0
Ly = 0O 0 -1 y Lz= 0o 0 o , La= 1 ¢ 0

o1 0 -1 0 ] o 0 ¢
que satisfacen las siguientes reglas de conmutacién:

[Ly,La) = L3 , [Lg,L3] =Li , {La,L1]) = La

iv).- Ejemplos importantes de grupos de Lie son el grupo homogéneo de Lorentz y el grupo
inhomogéneo de Lorentz o grupo de Poincaré. .

Grupo homogéneo de Lorentz:

Sean S y .S’ dos sistemas inerciales con ejes espaciales paralelos y supongamos que S’ se
mueve respecto a S en la direccidn positiva del eje z, con velocidad v < c. Adi al
pedimos que al tiempo ¢ = 0 en S, los origenes espaciales O’ de S’ y O de S coincidan
(y viceversa desde S’). Si algiin evento en el espacio tiempo tiene coordenadas (=z,y, z,t)
en Sy (=, ¢, 2, t’) en §', entonces los sistemas se conectan a través de las ecuaciones de

transformacién de Lorentz [8]:

=z —vt), Y=y, =2z, z'=7(t—3§) (3.1)
donde ¥ = (1 — v3/c%)~ /2,
Ahora bien, si un objeto se d 1 a velocidad cc % a lo largo del eje z en S,
entonces su velocidad u’ en S’ a lo largo de =’ es:
’ u—v

b =1—'uu/¢:2
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Nétese que si el “objeto” fuese una onda de luz, entonces u =cy u’' =c.

Si S” se mueve respecto a S’ a velocidad v/, como S’ lo hace respecto a S a velocidad v,
entonces la velocidad de S” relativa a S es v":
o vV

V= TreE @2

Las variables z’, t’ estdn relacionadas con z, t como en ( 3.1 ) y z”, t” con z’, ¢/ de manera

’
andloga pero con v’ en lugar de u; entonces, las variables z*, t” estdn relacionadas con T, ¢
t bién de la mi

pero con v”. Por lo tanto, la. compasicién de tr £ ciones de
Lorentz en una dimensién da de nueva una i6n de L del mismo tipo
¥, juntas, constituyen un grupo abeli 1- étri La simetria del miembro derecho de
(3.2)r cavyvg iza la naturaleza abeliana de éste grupo de transformaciones.
Si la velocidad v es el A ro que etiqueta a las transformaciones, nétese que entonces
la posicién de dos t £ no corresponde a la adicién de pa.r&tnet.ros, para
conseguir que la adicién de pard ros corresponda a la composicién de £

es
necesario definir un nuevo pardmetro:

Sea v = ctanh{f), —oo < £ < oo, donde £ es el pardmetro de “rapidez”’. Evidentemente
lvl < |c}, pues —1 < tanh(£) < 1. Entonces, cosh(€) = v y senh(f) = yv/c. Si contamaos
con la cadena anterior, i.e:
555 % 5"
tenemos, por ( 3.2 ), en términos del nuevo pardmetro que:
r=£+¢

La transformacién ( 3.1 ) es ahora:

z’ = z cosh(€) — ct senh(£), ct' = ct cosh(f) — z senh(€), vV =y, &' ==z

En general: si los sistemas inerciales S’ y S tienen ejes espaciales paralelos, S’ se mueve

respecto a S unifor te en la dir i6n £ con rapid |E\ = £ y, como antes, los origenes
O y O coinciden al tiempo t = 0 en S as{ como al tiempo ¢ = 0 en S’, entonces la
transformacién de Lorentz entre los sistemas es [8]:

= (85x + G620tz — g 2mp@d

cf = ct cash(£) — z,€; 2P

(3.3)
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donde £; son las coordenadas de E y se sobreentiende suma sobre indices repetidos.

La familia de transformaciones de Lorentz en la misma direccién £, con pardmetros de
rapidez £, £, ... forman un grupo l-paramétrico abeliano, donde la adicién de los paridmetros
corresponde a la composicién de las transformaciones.

Consideremos ahora no paralelos a los ejes de los sistemas inerciales S y S’, pero con

la misma onem.a.cxén v ma.nt.emendo las demis condiciones. Entonces la tmnsfonnamon de
Lorentz h en apli

con ejes pa.ra.!elos a S’

una rotacién en S para obtener un nuevo sistema S,
5 =enl's, e e S50(3)

Aplicamos una transformacién “pura” de Lorentz a S,, correspondiente al vector de rapidez E,
para obtener finalmente la relacién entre S’ y S. Denotemos a esta secuencia de operaciones

como el par (£, &), entonces S’ es la aplicacién del par sobre S: §' = (£, &)S. Es decir, en
notacién 4-vectorial, tendrfamos que [8]:

S8 = AR, &)z, (p,v=0,1,2,3)
donde:

AL &) = Aju(@) + &5Em Ama(E) 2P

ME @) = —¢; =m0

(3.4)
ANE &) = —ErAry (&) 220
AJ(£, @) = cosh(£)

donde el elemento de linea ds? = n,dz*dz”, con n,, = 0si g2 # v, e = —1, 7 = 123 =
13 = 1, es invariante bajo estas transformacicones. .

Si S y S’ son cualesquiera sistemas inerciales cuyos orfgenes espacio-temporales coinciden

y para los cuales el sentido de i al y ori i6n del sistema coordenado

espacial coincide, entonces las variables espacio-temporales # y__z"‘ estén relacionadas por

( 3.4 ). El conjunto de todas las transformaciones § — §' = (£, &)S VE, &, constituyen el

grupo homogéneo de Lorentz (GHL), este grupo es 6-paramétrico (i.e: es de seis dimensiones)
¥ puesto que la forma cuadritica invariante contiene tres términos del mismo signo y uno
del signo opuesto, el grupo de transformaciones A puede ser pensado como un grupo de
rotaciones “pseudo-ortogonal” en el jo real 4-di ional y denotade por SO(3,1).
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Sit tres si i jiales S, S’, S”, entonces:
SH 54 5

ie:
8" = A'AS : " = AUz = A'LA 27 (3.5)

Los vectores base del subgrupo (0, &) son los vectores {Z;} (como en el anterior ejemplo),
en tanto que {&;;§ = 1,2,3} corresponden al subgrupo l-paramétrice de transformaciones
“puras” de Lorentz. Como antes,

[Lis L] = €5m L™

donde €, s0n las componentes del tensor 1 isimétrico de Levi-Civita.
Usando { 3.4 ) y ( 3.5 ) se obtiene que:
ML UK g—amL™ . GGK & = Au(&)6n (3.6)

Comparando el primer orden del desarrollo de las exponenciales para el vector K en
ambos miembros de ( 3.6 ), y desarrollando hasta primer orden en las componentes de &,
tomando en cuenta la igualdad {8]:

1 — cos(a) sen(a)

a3 o

A (&) = jxcos(ox) + ajan + oy

obtenemos que:
[L4) K] = €5mn K™

Para hallar [K;, K] basta con considerar el producto e*X1e?X2 entre subgrupos 1-para-
métricos de transformaciones “puras” de Lorentz y considerar sSlo los términos lineales en
aybd, yde do orden sol con ab, en el desarrollo del la exponencial. Entonces,

es facil probar que:

e—ak1—bKs oK1 0K — e K1,Kal/2+ ...

PR

Introduciendo la sigui “cad " de si

51 =etS5, 53 =e*%1 8, , § = ofr-biag,

usando ( 3.3 ) en cada caso y bi do los resultados para la relacién entre S’ y S:
S == e K1 K3)/2 4 g
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se verifica dxrec'.amenl.e que S’ se obtiene de S sélo por una rotacién espacial [8]. En
el dor [K, K2] debe ser una combinacién de los vectores L;; de hecho, si

escribimos [K, K32] = B;L7 se prueba., desarrollando A,.(ﬁab/2) como antes, que G; = —€1a2i.
Por consiguiente, la p iclica de los fndi nos proporciona la siguiente regla de
conmutacién:

[Ki, Km] = —€imn L™

El grupo de Poincaré (FP) o grupo inhomogéneo de Lorentz es un caso més general,

que surge al combinar al GHL con el grupo de traslaciones spac:o—t.empora.lm. Es decir, los
de PP corresponden a todas las posxble_s t fo que cc dos si

de referencia inerciales Sy S’ en el ti cuyos orf] io-temporales y ejes
pueden diferir. Los el de P den construirse como sigue: Relacionamos a S con
S} via una tra.nsformwén homogénea de Lorentz (S; = AS. Después vamos de 5, a S’ con
la apli i6én de una én ial dada por una cantidad & y, por idltimo, una traslacién
en el tiempo por una cantidad b:

5 = ethenT'AS, ¥ = Alz* +a;, 2% = Alz# — b

Introduciendo notacién tetra vectorial: a*, con o’ = a; y a® = —ap = —b; d,, con —dg =
d°® = h. Entonces:

8 = e AS :  z'* = Alz" 4 a* .
En ia un to de &P puede ser denotudo por la pareja (A, a*); A € SO(3,1)
y a* alguna traslacién io-temporal. Ent

" = (A, a’*)S" = (A, a™)(A,a")S :

1,

T = NEZ 4 o™ = AB(ALTT + a¥) + o'
(A%, @ )(A, a¥) = (A'A, 0™ + A’a®)

Para a un de P son necesarios diez pardmetros ([P es un grupo
lo-paramét.nco) seis de SO(3,1) y cuatro de las traslaciones espacio-temporales. Por lo
tanto, dirn P = 10.

Las reglas de conmutacién para el grupo de Poincaré son [8]:

[Ljs L] = —[K;, Km]l = €imal™, [Lj; Km] = €imn K™



Idl:drn] [dy, 8] = 0, [Lj,dm] = €mnd™, [Ly,h] =0
(K, dm] = S3mh , [Ky h) =

los pr tando al grupo

I unitario en n

v).- Por 1iitimo, concluiremos los
dimensiones SU(n).

El grupo SU{n) es un subgrupo de U(n) (grupo unitaric) que, a su vez, es un subgrupo
de GL(n,C); es decir, el grupo compuesto por todas las matrices complejas de n x n con
determinante no nulo (grupo lineal general en n dimensiones complejas).

Dado que cada entrada puede ser un nitimero complejo, entonces GL(n,C) tiene 2n?
dimensiones reales. Hallemos la dimensién del subgrupo U(n)

El grupo unitario esta compuesta por las matrices u tales que u~! = ut (donde ul es
Ia matriz transpuesta conjugada de u). Por ana.log{a. con O(n), el ﬂgebra. de U(n) esta
compuesta por todas las n % n matrices ib as 5. La di i6n real del Algebra es
n? puesto que hay n(n — 1) reales en las partes triangulares y n en la diagonal. Como la
dimensién del digebra es igual a la dimensién del grupo, entonces dim U(n) = n?.

El subgrupo SU(n) de U(n) esta compuesto por matrices cuyo determinante es igual a
1, esta condicién extra implica que SU(n) habrd de tener dimensién n? — 1. El 4lgebra de
Lie de SU(n) es el conjunto de todas las i x n matrices antihermitianas con traza nula.

Para el caso especifico dos-dimensional, una base para el dlgebra de Lie de SU(2) podria

ser la siguiente:
1 0 i 1 o -1 1 i o
"‘=§(i o) ""”E(l o) "”=§(o —i)

cién son idé: a las de {L1, La, L3}:

Nétese que las reglas de
(N, Tl =da, [Sa, Bl=A , [Ja, i) =2

3.4 es una matriz anthermitiana ai AT = —~ 4.
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Algunos Grupos de Lie.

Grupo. Dimensidn. dlgebra de Lie.

Friid n T R"

Gl(n, R) n? CpA*, A* € M **

Si(2, R) * 3 aT + by S*

o) In(r—1) | {A€ Muyul A= —AT}

SU(2) 3 CJ*

50(3) 3 ChL*

S0(3,1) 6 C.\L¥ + DK}

r 10 C;Li + D; K3 + Eyd' + Fh
{*) ver §5.5.

{**) Maxn denota a el conjunto de lns matrices de n x n.

§3.8 Algebras de Lie y sus grupos.

Empezaremos esta i6n dando una definicién, un tanto més general, para el dlgebra de
Lie:

Definiremos a un digebra de Lie como un espacio vectorial real V sobré el cual esta
definida una regia de maltiplicacién bilineal, denotada por [ , ], que produce a partir de
cual iera dos vectoriales A y B un nuevo campo vectorial [A, B] € V que satisface
lo siguiente:

1).- {4, B] = —(B, 4]

2).- [4,[B,Cl} + (B, [C, Al + (G, (A, B]l =0

La diferencia entre esta definicién y la previa consiste en el hecho de que el conmutador
de campos vectoriales efectivamente satisface las citadas reglas, pero no es el tnico. Por

ejemplo, podriamos considerar ignalmente al espacio vectorial IR con el producto cruz usual:
[a, b} =a xb.

A continuacién haremos un breve paréntesis s6lo para definir dos conceptos y con ello
ad.

prep d te el terreno para presentar un importante teorema en cuanto a las
Algebras de Lie se refiere:

En primer término, sobre las variedades, diremos que una variedad conexa M cubrea otra
N si hay un mapeo IT de M sobre IV (todo elemento de N proviene de al menos uno de M)
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tal que la imagen inversa de alguna vecindad v de cualquier punto p € NV es la unién disjunta
de vecindades abiertas que contienen a I1-}(p) € M. Por ejemplo, S! (circulo unitario) es
cubierto por la lfnea real JR una infinidad de veces a través del mapeo Il : /2 — S!, donde
= (cos(z), sen(z)).

La segunda definicién que nos atafie concierne al estudio de grupos: Dos grupos, G
y Ga, con operaciones binarias (-) y (*) respectivamente, son isomaorfos (idénticos en sus
propiedades de grupo) si existe un mapeo f, 1-1 de G, sobre Ga, tal que: f(z-y) = f(z)=Sf(¥).
Un homomorfismo entre grupos es semejante a un isomorfistno con la salvedad de que el
mapeo puede ser “muchos a uno” y puede solo ser dentro y no sobre (i.e: el mapeo esta
definido para todos los elementos del dominio).
Teorema 3.2 Cada dlgebra de Lie es el dlgebra de Lie de uno y sdlo un grupo de Lie
simplemente conexo . Mas atin, cualguier oiro gmpo de Lie con la misma dlgebra, pero sin
aer simnplemente conezo, es cubierto por el simpl cory diente. La cubierta
debe ser un homomorfismo entre los dos grupos [4].

Como un ejemplo ilustrativo de este teorema consideremos a los grupos SO(3) y SU(2):

Observemos que existe un difeomorfismo ¢ entre la esfera S?, que es una variedad sim-
plemente conexa, y SU(2): ¢(a, az, asz, o) = 2(ay Jy +aada+ azJ3) +ase. En consecuencia,
SU(2) es una variedad simplemente conexa.

Notemos ahora lo siguiente:

et = cos(4) isen(})
isen(3) cos(%)
Yy

1 0 (4]
et = ( 0 cos(s) —sen(s) )

0 sen(s) cos(s)
entonces podemos decir que IT : SU(2) — SO(3) es tal que:
nm: cos($) 'sm(?) ) — (1) coa?t) —segi(t)
’ isen(§) cos(z) 0 sen(t) cos(t)

®Recordemos que una variedad es sinplemente conexa si cada curva cerrada contenide en ella puede
contraerse suavemente hasta un punto.
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donde claramente Il es un homomorfistno entre los dos subgrupos 1-paramétricos.

Notemos que los elementos de SU(2) correspondientes a los valores paramétricos £ y t-+27
tienen la misma imagen en SO(3). Los valores paramétricos {t+4nm : n € Z} corresponden
al mismo elemento de SU(2), por lo tanto podemos afirmmar que e** es una cubierta doble
de e*f:,

Lo anterior naturalmente se extiende a todo el grupo: El mapeo

X : eltrSiFtatattsds) 3 eft1Li+talattsla)

es una doble cubierta de SO(3) por SU(2)-

El subgrupo uniparamétrico e*’* de SU(2) comienza en e con t = O y vuelve a e en
t = 4w. Los puntos que corresponden a t y t + 27 son diametralmente opuestos uno del
otro?. Estos puntos, bajo IT, son el mismo punto en SO(3), de tal manera que habremos de
identificar s SO(3) como una mitad de 53, notando que los puntos ubicados en los extremos
del didmetro que atraviesa al ecuador son, en realidad, el mismo punto. Esta mitad de S3,
con la identificacién de puntos citada, no es simplemente conexa; por ejemplo, la curva etf:
no puede ser contraida a un punto.

En consecuencia, los grupos SO{3) y SU(2) son idénticos solamente en alguna vecindad
de e y esta Gltima es, justamente, la razén por la cual sus dlgebras de Lie coinciden.

Una vez ilustrado el Teorema 3.2, notemos ahora que este nos permite asegurar que un
#4lgebra de Lie abeliana es el 4lgebra de Lie de un grupo abeliano. Veamos por qué:

Recordemos que ( §3.7 ) el dlgebra de Lie de JR™ es el espacio vectorial T./R™ dotado con
el paréntesis trivial abeliano [V, W] = 0 VV, W € T.IR™. Es decir, un dlgebra de Lie abeliana
n-dimensional es el dlgebra de Lie de IR™.

Ahora bien, como IR" es simplemente conexo se sigue entonces por el Teorema 3.2 que
cualquier otro grupo de Lie con dlgebra abeliana, que no sea simplemente conexo, es cubierto
por IR™; adicionalmente, sabemos que este grupo de Lie debe ser idéntico a IR™ en alguna
vecindad de e. Puesto que IR™ es abeliano, entonces lo es cualquier otro grupo de Lie con
£lgebra de Lie abeliana:

Sea G un grupo que tiene dlgebra de Lie abeliana => G es cubierto por IR™ via un
homomorfismo:

(z + y) = N(z) = (y)

TNunca hablamos de métrica sobre SU/(2), es por esta razén que podemos decir que los valores correspon-
dientes a t y ¢ + 27 estdn diametralmente opuestos. Sélo nos interesa In topologia global.
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y como IR™ es abeliano:
N{z +v) = My + ) = I(z) «I(y) = II(y) « [I(z) => G es abeliano

En consecuencia, el dlgebra de Lie abeliana es el 4lgebra de Lie de un grupo abeliano.

§3.9 Representaciones de un grupo de Lie.

Considérese a un grupo de Lie G y a una variedad M. Una representacidn de G sobre M
[6) es un mapeo diferenciable G x M — M, donde (g, z) —» [z, tal que para cada elemento
g del grupo I', : M — M es un difeomorfismo de M que satisface lo siguiente: Iy = idar ¥
[y o Oy = Lgyr. Es decir, una rep i6n I" es un peo de G a Dif f(M)B.

Cabe seiialar que a una representacién suele llamérsele también realizacién, accién o
accién por la izquierda. Una accién por la derecha se construye de igual manera que la
izquierda, salvo que I'; o Ty = Iyy; en consecuencia, una accién derecha Iy no es una

D ién en el > de nuestra definicién inicial.

Para cualquier z € M definamos el mapeo b: : G — M, mediante la regla g v— b9 =
Tg-1x. La érbita O de = € M esta dada por el conjunto O(z) = {Tyz = 2’ € M | g € G}.
Notemaos entonces que b;(G) = {bzg =Ty-1x | g € G} = O(=).

Diremos que una representacién es fransitiva si M consiste de sélo una érbita (ie: para
cualesquiera z y y en M 3 g € G tal que y = [yx).

Una representacién es fiel si el mapeo g v [y es inyectivo.

Afirmacién 3.1 Si b: es inyectivo para glguna (p.a.) x € M => la representacidn es fiel.

Demostracién: Supongamos que existen A y g en & tales que )1 = [y-r = Th-1zp =
Cg-1zo.

Sea o donde el mapeo b. es inyectivo. Entonces, que [p-1zo = [g1zg = A~! = gt
Por lo tanto, Ip-1 = [g-1 = A~! = g~' => g v+ [, es inyectivo y, en consecuencia, la

representacién es fiel. O

Se dice que una representacién es libre si ', es el iinico que fija a un punto:

si para algin
z€ Mresultaque [yx =z =>g=e €G.

*Por DiIf(M) denctamos al grupo de difeomorfismos de M en si misma.
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Afirmacién 3.2 Una representacidn es libre sii bz es inyectiva Vz € M.

Demostracién: =] Supongamos que existe ' € M y h,g € G tales que bk
h # g (ie: by no es inyectiva en z').

=brgy
Como beh = bpg => Tp-12" = Tg1z’ = (CpoTh-1 )z = (ThoTy)x’ = 2’ = Thgz'.
Puesto que la representacién es libre, tenemos que hg™! = e => h =g !
La contradiccién proviene de suponer que b, no es inyectiva en z’. Por lo tanto, by
inyectiva Vz € M.

<=] Que b; sea inyectivaVz € M = si [p-1z = Loz = h = g. Si p.a. £ € M ocurre
que x = I',z, tenemos entonces que Tyz =Tz > beg P =bhe ' > g ' =e ' = g=c € G.
En consecuencia £ = [yz = g = ¢ € G, por lo tanto la representacién es libre. O

Es posible derivar un tercer resultado observando lo siguiente: Como la representacién
libre implica que el mapeo b es myecuvo ¥z € M, en particular lo es entonces paraz®* € M y,
en

1a rep én es fiel. Por lo tanto, si la representacién es libre, entonces
también es fiel.

Dado z € M definimos al grupo de isotropia como sigue:
I(z) = {g € GIT'yz = x}

Afirmacién 3.8 Una representacidn es libre sii todos los grupos de isotropia son triviales
(=) = {e})-

Demostracién: =>] Si la representacién es libre entonces, dada cualquier z, tenemos que
siz=Tyz =>g=¢e = {g€ Gz =z} = {e} = I(x) = {e}.

<=] Si todos los grupoe de isotropfa son triviales = {g|Tgx = x} = {¢}, ¥z € M. Entonces
Tgr =z =% g = e € G y, por lo tanto, la representacién es libre. O

Consideremos dos representaciones de SO(3) como ejemplos que ilustren lo expuesto
hasta el momento:

- La representacién de este grupo de Lie sobre IR® no es transitiva, sus ¢rbitas son el
origen y esferas de diferente radio; es fiel y no libre. Sus grupos de isotropia son SO(2)
Yz #0y SO(3) paraz =0 [6].

- La representacién de SO(3) sobre S? es, por otro lado, transitiva, fiel y no libre. Todos
sus grupose de isotropfa son SO(2) [6].

Proced ahora a pr al de las representaciones mas importantes de G en
si mismo (i.e: G = M): ’
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Dentro de el contexta formal de las representaciones, una traslacién izquierda es un mapeo
G x G — G, donde (g, h) — lh = gh (g actiia por la izquierda sobre /). Esta representacién
es transitiva y libre, en efecto:

Para probar la t itividad ideremos dos el tos de G arbitrarios, a saber g, ¥
2. Puesto que G es un grupo, entonces existe ¢ € G tal que g, = gga => g1 = lyg2 ¥, por lo
tanto, la rep cién es tr i

La representacién es libre ya que si suponemos que A =l h=gh = Ah=gh => g=-=e¢.

Adicionalmente tenemos que por ser libre es, autométicamente, fiel.

Otra representacién de G en si mismo es la conocida bajo el nombre de automorfismo
interno. Esta representacién es un mapeo G x G —+ G, donde (g,4) — Autgh = ghg~!.
Notemos que en esta representacién el grupo de isotropfa de la identidad e es el mismo G ¥y
que la representacién, por tanto, no es libre.

Diremos que una representacién I’ es lineal si la variedad Af sobre la cual actiia es un
espacio vectorial V y si todos los difeomorfismos I'g son lineales. Observemos que ninguna
representacién lineal es transitiva:

En efecto. Si la representacién es lineal entonces

Co(z) = Ty(z +0) = Tp(z) +Tp(0) = T,(0) =

Por lo tanto, la 6rbita del O es el 0 y, entonces, no es transitiva la representacién.

Se dice que una repr ién lineal es frreducible si V no contiene a algiin subespacio
mvx.nnnte W, donde W es no trivial: W # V y W # {0}. De manera tal que tendrfamos,

dici que la repr tacién de SO(3) sobre IR3 es también lineal e irreducible.

Una representacién més surge a partir del automorfismo interno Autf,. Dado que Aut,
mapea a e en e, entonces la imagen bajo Aut; de una curva que pasa a través de e es también
una curva que pasa por la identidad e; la imagen de la curva es idéntica a la misma si el
grupo G es abeliano, pero como ello no tiene porque ser asf, entonces las curvas, por lo
general, son distintas. De tal manera, el mapeo Aut, induce un mapeo de cualquier vector
tangente en 7.G en otro también en 7,G. Este mapeo inducido es llamado mapeo adjunto
de T.G y es denotado como Ad,.

Notemos que si la curva inicial es un subgrupo 1-paramétrico, digamos e** (con X € 7.G),
entonces Autg et es también un subgrupo 1-paramétrico:

Sea h=en"X y f = X, Como g(fh)g~"! = (¢f9~')(9hg~'), entonces tenemos que:

Auty(fh) = Auty, f Autyh
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= Aut,ela+X = Aut e*X Aut et X
entonces:

AutgetX = etAdeX
= L Aut,e™) o = L (M9 X) o = L(96¥97) Jea = A, X
dt b dt o= dt o= -
por lo tanto:
AdyX =gXg!

Nétese que la representacién Ad, es una representacién lineal en el dlgebra de Lie de G.



Capitulo 4

Conexiones.

iPor qué estudiar conexiones? Al menos como serd abordada en este trabajo, existe una
razén obvia: La conexién, como observaremos en esze ftulo, esti est h vi Iad.
al concepto de curvatura, éste, a su vez, es un "ingrediente” fundamental e insoslayable
en la Teoria General de la Relat.wxdad en consecuencia, €l estudio de estas estructuras
Ati justifi d. llo formal, desde una perspectiva meramente

icas j ¥y prop
étri de 1tados ligados a la cur en el 4mbito de ésta teorfa.
Ahora bxen, ¢,por qué estudiarlas en este trabajo? En este capftulo notaremos, a grandes

rasgos, la { ién entre el tr sporte panzlzlo yla conexlén. Veremos que ésta relacién
conlleva a la jacién de la i6n con ciertas fc iales, definidas en un haz

incipal, cuyas T i de norma estén caractenza.das como cambios de seccién
en el haz. Puesto que mds adel (si 10) dichas f« 4n un papel
central en la constr i6n de densidades 1 i para del o no li \{ como
podré percatarse el lector, es clara la idad de una di ién previa.

§4.1 Sobre la conexién y la curvatura.

Consideremos una variedad M con curvatura no nula, intuitivamente queda claro que en-

los i T,My T,M sobre M cambian conforme nos movemou depa p’
Una ion Ri i es, aquelln estr que nos p
los espacios tangentes en un par de p infi 1 sepiu'ados [5], ji.e: la esl.ruct.ura
que ifica el bio, debido a la cur entre los La 16
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en este contexto y de manera formal, es la regla que usualmente se conoce como transporte
paralelo o traslacidn en M {5]; en consecuencia, para puntualizar matematicarnente la idea
intuitiva de conexiSn es necesario definir primmero al transporte paralelo:

Sea. v cualquier curva suave y simple que conecte a 10s puntos p y p’. Sea ¥ € Tp,M tal
que I es tangente a -y en p. Diremos que I es transportado paralelamente a lo largo de v si
% es llevado de p a ¢ de manera tal que siempre permanece paralelo a si mismo {5). Si X es
el pardémetro de la curva -y, entonces la derivada covariante de ¥ es la razén de cambio de
Z respecto a A. La derivada covariante, en general, difiere de la derivada parcial ordinaria;

la cantidad que mide tal discrepancia es, justamente y de nueva cuenta, la conexién. Cabe
sefialsr que la citada discrepancia tiene como c«

ia, en 1, 1a no cc atividad
de la diferenciacién covariante [5]; puesto que la discrepancia es inducida por la curvatura,

es coherente afirrnar entonces que la curvatura es la medida de la no conmutatividad de la
diferenciacién covariante.

El transporte paralelo nos permite, ademds de comparar vectores en distintos puntos,
definir el concepto de curvas geodésicas: Diremos que una curva -y € M es una geodésica si
sus vectores tangentes son paralelos a lo largo de .

Formalicemos el escenario matemadtico de nuestra discusién. Sea el haz fibrado principal
P com fibra G (donde G es un grupo de Lie) sobre la variedad M; i.e: el haz (E = P, F =
G,B = M,T1). Del hecho de que G y M sean estructuras diferenciables se sigue que 7 es
una variedad diferenciable y, como consecuencia de ello, es posible considerar al haz tangente
TP y al haz cotangente T° P de P.

Concentremos nuestra atencién en TP y cualquier ¢ € P. Evidentemente en g hay un
espacio tangente Ty P, los vectores tangentes a la fibra G que pasa a través de g constituyen
un subespacio del espacio tangente Tol” que habremos de llamar, en 1o que sigue, subespacio
vertical en ¢ y denotar por V,P. Definamos al subespacio horizontal’ HyP de tal manera
que:

T,P = V,P ® H,P

¥ bajo la transformacién g — ¢ = gg, con g € G, suceda que Hy = H,, = RgH,, donde
Ry H, denota 1a accién sobre Hy del mapeo lineal inducido sobre el espacio tangente Ty P por
el P q v qg, traslacién derecha, de los elementos de la fibra {5]. Es decir, podemos
obtener un espacio horizontal a partir de otro a través de la accién por la derecha del grupo

1Hacemon notar desde este momento que para construir al subespacio horizontal es necesaria una conexién,
como vercmos mis adelante
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Definamos ahora una nocién general de transporte paralelo y notemos la existencia de
una conexién asociada con éste:

Sea 7y cualquier curva en M que pasa por p y p’. Con el transporte paralelo definimos
transportes 0 mapeos de la fibra IT~!(p) sobre la fibra II-'(p’). La regla para el transporte
paralelo de fibras a lo largo de la curva “y es la siguiente [5]:

Sea 7 una curva en P tal que II(§) = 7 ¥ que sus vectores tangentes en cualquier punto
per horizontal. Nétese que dada < y un punto go E P hay sola.rnente
una de tales ¥ con punto inicial go ( §4.3 ); las curvas ¥ son llamadas le iento hori.
de 7y. .

Para llevar a cabo el transporte paralelo de fibras a lo largo de v de un punto p € M a
un punto p’ € M tomaremos cada ¢ € II-!(p), construiremos el levantamiento \nico 7 de
<« con punto inicial ¢ y mapeamos ¢ a ¢ € [I~!(p’), donde ¢’ es el punto de ¥ que “vive”
sobre p'. Asociada a este transporte hay una conexién, esta surge a partir de la necesidad de
especificar primero al subeapacio horizontal en la construccién previamente descrita. Veamos
pues, cudl es la conexién que nos permite llevar a cabo el transporte paralelo.

Sean (z,9), T € M y g € G, las coordenadas locales del haz P. Sea w € T*F la siguiente
1-forma?:

w =g 'dg+ g~ tAg
donde

A= A“(::)(—)d.z:“

y {2 Bia=1,..,dim G = [G]} son la base del dlgebra de Lie de G que satisface la siguiente
regla de conmutacién:

s
[23 2:1 fa 2:
con f5, las constantes de estructura del dlgebra de Lie de G.
Puesto que TP = V,P @ H,P y dim TP = [G] + =, entonces dim VP = [G] ¥
dim Hg P = n. El vector bnse del subesp hc ino te tiene comp
nulas en la direccién vertical, por consiguiente podemos expresar al mismo como sigue:

2En lan 1-fc »e di de loe por llevar consigo una tilde, por no

a en esta 160 las para
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a a c
a.-:_u"'c“"a_¢7 s u=1,.,nyiji=1,..[(G}
en consecuencia, el subespacio horizontal queda especificado una vez que sean determi-
nadas las componentes C,,;;. Especifiquemos a las citadas componentes exigiendo que para
cualquier £ € ToP suceda que < w,T¥>=0si £ € H,P.
Sea £ € TP, entonces en las coordenadas locales para P tenemos que:

3

- a a
F= uggy + bulgzm + Cuig
Como w en términos de este sisterna coordenado para el haz principal P es simplemente®:

w = gi; 'dgi; + gi;7 AL (z)ﬂdft“gk;

entonces

'\a gkjb

< w, & >= gi (aij + buCluiz) + gi;~ ' AL(Z)
SiZe HgP = ay; =0y < w,T >= 0; entonces:
gub =0 Vg,

i " 0uClriy + 95~ AL (:c)

gk,—o

= Giy"'Chuys +gu_l-‘1°($)

por lo tanto:

Aa
Cuij = —AL(z) 2;* Gy
Cuis ¥, por ende, el subespacio horizontal

con lo cual quedan determinadas las comg
HoP. Puede verificarse que el requerimiento Hg, = R,H, se satisface; por lo tanto, el
subespacio horizontal esta bien especificado. Es dear, el subespamo que anula a la 1-forma
w le con los de ser un sub > hori

3En cote caso se abusa en la notacién de indices, no obstante el lector debe tener claro que fndices repetidos

siguen significando xuma sobre los mismos.
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la tidad A%(z) se le d i i61 iada con el sub io hori-
zontal, en tanto que a la forma A se le llama con frecuencia forma de conezién [5]. Abora
podemos fijar la idea general de mejor manera: El transporte paralelo de fibras, que nos

permite comparar fibras en diferentes puntos, esta definido en términos del levantamiento
horizontal que, a su vez, sélo puede 1l

Usual

a cabo especifi do al sub cio h al
La introduccién de la 1-forma w hace posible tal especificacién a través de determinadas
cantidades que habremos de llamar, de manera genérica, conexiones. De tal manera es claro
que para llevar a cabo un transporte paralelo de fibras es necesario contar con una conexién
que permita especificar al subespacio horizontal.

§4.2 La forma de conexién y el potencial de norma.

Sup os que 11 a cabo un cambio de coordenadas en el haz P, puesto que la forma
A es una componente de la forma w su ley de tr: fc acién es inducida por esta iltima.
Hagamos un cambio de coordenad te en la fibra (i.e:x = z'): g’ = hg, con
heG.
La invariancia de w bajo tal transformacién significa simplemente que:

97 dg + 97 Ag = (g)"'dg’ + (a') 1A'y’

como dg’ = (dh)g + h{dg), entonces:
g7 'dg+ g7 Ag = 9g~'h~'(dh)g + g~ dg + g~'h™  A'hg
= g lAg =g *h~}dh)g+ g 'h~'A’hg
= A=h"'(dh)+h"A'h
dado que (dh)h~* + hdh™! = d(hh~!) = 0, tenernos que:
A’ = hdh™! - hAR™! (4.1)

La acpreslén (41 )esla ley de transformacién de la forrna de conexién A. A esta ley

de se led en el 4mbito de las teorfas electromagnética y de Yang-
Mills, ley de transformacién de norma {5): Una transformacién de norma es un cambio en




v
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las coordenadas de la fibra de un haz principal. Debido a este simil, cabe sefialar que a la
conexién A%(x) también se le conoce como potencial de norma.

§4.3 ‘Transporte paralelo, derivada covariante y cur-
vatura.

Comeo vimos con antelacién nuestra definicién de transporte paralelo de fibras esta formulada
a través del levantamiento horizontal ¥(2) € P que existe para cualquier curva y(t) € M.
Recalquemnos que para realizar dicbo transporte es necesario especificar al subespacio hori-
zontal. La especificacién consiste en notar que el subespacio anulador de la 1-forma w cumple
con las exigencias para ser horizontal. La especificacién del citado subespacio horizontal nos
permite definir también el transporte paralelo de un vector a lo largo de %(t): diremos que
un vector £ € TP es transportado paralelamente a lo largo de 7{t) si este permanece siem-
pre en el subespacio horizontal conforme es transportado a lo largo de ¥(t). Anteriormente
que el levantamiento hori al es Winico dada una curva 7(t) € M y un punto

en una fibra sobre tal curva. Observemos que esto es efectivamente asf:

Sea (z#,g) un sistema local de coordenadas para el haz P. Entonces ~(f) = z*(t) y
F(t) = (=* (t),g(t)), por lo tanto la tangente a ¥(t) es el vector & = &#52; + g 8

Como & € HP, entonces:

a a Aa
a §(2) 0 = aZla
()5 8.1:“ + g(t) Js b“(az“ AL 21‘q8g) p.abu
En consecuencia:
B(t) = b,

™ .
N - ada
g(t) = —bu ’En

entonces:

4(8) + 24 (2) A2 539 = © a2)
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Ala el:uacxén ( 4.2 ) se le conoce como ecuacidn de transporte paralelo, nétese que esta
es una ial de pri orden para g(t) v, en al menos una vecindad del punto
inicial, siempre l.iene una solucién y esta es tinica. La solucién de ( 4.2 ) nos da el transporte
paralelo para los vectores tangentes a F(t).

D al op dor de derivada covariante por D,,, recordando la definicién dada
para esta derivada en la seccién §4.1 notamos entonces que £*D, es la razén de cambio
respecto a t a lo largo del levantamiento horizontal 5(¢). Es decir:

8 ata_ 8
Dy = Bz —A“2xg89

Obsérvese que si la conexién Ag(zx) es nula, entonces la derivada covariante D, es sim-
plemente la derivada parcial ordinaria g— = ..

Una vez definido el operador D, es posible hallar la expresién para la operacién [D,,, D,]:

= —azde, 8 o e B
Dy D] = 8. A‘,z_gay,a,, ,2, 5%
s e B ada @ ,,,\.a _atasdg 252
=0 AR AL+ ALAL(RRI ) (SR ) — ALAL (S0 ) (R29an)

Sea Ry = ,ﬁgoﬁ; = ‘\—;lg,,rgn, puede entonces verificarse que [R,, R) = —f5R.. En
consecuencia:

[Dy, Du] = (—Ou AL + BuAL) R + ALAL[Ro Ry, RoRa)

= [Dy, D,] = (—8uAL + 8, AL)R. — AZALSE R,
sea FS, = 8,AL — 8, A5 + f5,A3.A8, entonces:
sz (7 a5 50

[Dy, D] = —FLR,
Al tensor Fj, se le conoce como tensor de curvatura [5}, esto se debe a que la curvatura
es la medida de la no ividad de la dif iacién covariante ( §4.1 ).
Sean F;,%i las componentes de la 2-forma F de curvatura:

I-"=—F‘ ey A dzv

o
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1 Ae v Yose qaqbRe -
= F= E(B“Af, - B,A:)E;d.t“ Adz” + 5(-’“‘4‘-‘4"5)“’" A dzx

Ae 1 4 ada 0%
—_ e e . 1r40la bl n
= F= 8,A,2‘.d.1.-" Adzv + 2[44“2',,‘4,,2',]:1: Adz*

Por lo tanto:

F=dA+AANA=DA

donde DA denota a la derivada exterior covariante de A.

Nétese que la 2-forma de curvatura puede escribirse también en términos de g y w:

F =g(dw+wAw)g~' =gig~! donde Q =dw +wAw

Es claro que entonces, bajo una transformacién de norma g ~+ g’ = hg, la 2-forma de

curvatura cumple la siguiente ley de transformacién:
F! = hFh~!

Notemos que el par (2, w) se relaciona de igual manera que el par (F, A) y aunque F' y
A son formas en la variedad base M mientras que 2 y w son formas en el haz P, es posible

pasar de unas a otras. En efecto:
Sea K : U — V suave, donde U y V son abiertos de IR™ y IR™ respectivamente. Sea

B :[a,b] = U una curva en U, A o B es entonces una curva en V, evidentemente:

g’ 8

ar Bz loy € TapV 5 i=1,..,n
¥
d - .
2K BY 55lxtan € TrwunV i F=1,...,m
como

2 (xopy =10, 80
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8i T K es tal que:
Tay K
TaU 3" TrpenV
entonces tenemos que:
a
T K)(v) = v'K7 ; —— (K
(T: K)(v) i W( (€9)]
para v = v' 2 € T,U.
El mapeo T, K es I | ¢ te y 1 es denotado por K. [6]. Sea

K* el mapeo que va de las p-formas en V a las p-formas en U, K* : APV — APU, a ésta
operacién se le conoce bajo el nombre de pullback de formas diferenciales [6].
Para ¥ € APV, K*V esta dada por

(K*9)2(v1, ey Up) = Ipczy ((Katn), ooy (Kovyp))
con vy, ..., v € TXU.

El pullback de formas difi
(i).- K" es lineal.
13)~ K*(a A B) = (K a) A (K*B).
(iii).- (So K)* = K" o S".

Ahora bien, debido a la trivialidad local de P podemos dar una seccién local en esa
regién, sea s(z) tal seccidn:

iales tiene las sigui propiedades:

8(z) :Ua—> P con U € M

Dada s(z) construimos s°(z) como el pullback de formas sobre P a formas sobre U,. El
mapeo s*St = gQg~! cumple con las propiedades del pullback A2P — A2?U,: por lo tanto
8" = F y 8w = A. i.e: via una seccién es posible pasar de forrnas en P a formas en M.

Sea Up tal que U, NUpg # @ y & una seccién local en este abierto. Entonces s’ = hs en
la interseccién y tanto las conexiones como las curv estardn tidas a una for-
macién de norma bajo la accién de A. Es por esta razén que se dice que 1as transformaciones
de norma estdn también caracterizadas como bios I les de i en un haz principal
P; notemos entonces que fijar una norma, en este contexto, es fijar una seccién.

Para finalizar este apartado derivemos las 11 das identidad.
la siguiente identidad nula:

de Bianchi

Consideremos
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dANA—-ANdA—dANA+ANdA+ANANA—-ANAANA=O

= dANA—ANdA+AN[HA+ANA)—(dA+ANA)AA=O
Como dF =d(AANA) =dANA— AANdA, entonces:

DF=dF+AAF—-FAA=0 (4.3)

La identidad ( 4.3 ) es, j la identidad de Bi hi, esta identidad es muy
conocida en el contexto de la Teoria General de la Relatividad en donde la curvatura toma
un rol central.

§4.4 Conexién en el haz tangente.

Para dar la conexién en el haz tangente es necesario definir primero al haz de referencia:

Sea F'M el haz que tiene por base a una variedad diferenciable M y como fibra sobre cada
p € M a la coleccién de todas las bases ordenadas del espacio tangente T,M. A este haz se
le denomina haz de referencia (5]. Puesto que la representacién de Gli(n, IR) es transitiva en
las bases, entonces F' =~ Gi(n, IR). Como el grupo de estructura es GI(n, IR), entonces el haz
FM es un haz principal. Dado que el grupo de estructura del haz TAf es también Gl(n, IR),
entonces F MM es el haz principal asociado a T'AL.

Sea £ € T:M fijo y R € Gl(n, R). Entonces RT es, de nueva cuenta, un vector en T:Af.

Sea #(t) un le iento hori 1 en el haz FAf. Dicho levantamiento horizontal
induce uno propio en el haz T'Af segiin la siguiente relacién [5]:

rrae(t) = F@)F

De tal manera obtenemos que conforme uno circula en 5(t) € FM también lo hace en
arac(t).
Hallemos el vector tangente a yrars(t):

L)) = ZEOD
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d . =
= & ra(®) = #(8) Du(()F)
donde &#(t) son las componentes del vector tangente & la curva (t) € M. Sea ¥ dicho
vector tangente: ¥ = a2,
Evidentemente “yrar(f) = S(t)F es para cada ¢ un cierto vector tangente Z € ThyyM. En

el haz TM, la derivada covariante de Z en la direccién de ¥ (o respecto a V) es denotada
por VpZ y definida como:

Vo Z = Sovra(t) = S (ODLGFE)D)

Entonces, de acuerdo con d icién de porte paralelo de fibras, la cantidad
V?Z es la razén de cambio de Z en la direccién ¥ bajo un transporte paralelo.

De la definicién se siguen las siguientes propiedades para la derivada covariante:

(3)- Vo9 (2) = V(Z) + V(D).

(i)~ V2(¥ + 2) = Vo (¥) + Vz(2).
- Vx(UP) = fV(P) + (XY,
(iv).- V,g(?) = fV2(¥). donde f € C=(M) y X,¥,Z son campos vectoriales sobre

M.

Los puntos g(t) sobre el levmta.mlento horizontal ¥(¢) pertenecen a Gi(n, IR), de modo
que es posible repr por de n xn cuyas coordenadas locales son X; u, v =

1,...,n. Dado que la combma.cxén A'A* (=3 Gl(n, ), entonces el operador D, en términos de
las coord das locales es si te el sigui

D, = “‘*Xf

8 _ [:]
Sx» ax)
donde A}, son funciones que ex 1a combi

En consecuencia:

cién AZ32 en coordenadas locales.

VpZ =i — AL X?

a2
axp) X0 0

= VgZ = 0", 8, — 32 AL, 678,
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donde * = X%a” son las componentes de Z en la base coordenada {32}.
Podemos escribir a la derivada covariante de manera mas compacta:

Vo Z = i b5 8,
con

Phia = A — ALY

La cantidad — A%, es usualmente llamada simbolo de Christoffel y denotada par T4,. El
fmbolo de Christoffel es una ién dada su intima relacién con la conexién
asociada al subespacio horizontal H (FM).

Dentro de este formalismo podemos ahora p ar con precisién el co; pto de geodési
Pe acuerdo a la definicién dada en la seccién §4.1 una geodésica es una curva -y € AM tal que
sus vectores tangentes son paralelos a lo largo de -y, dado que ¥V *)? es la razén de cambio

de X en la direccién X bajo un transporte paralelo, entances si X es el vector tangente a8
una geodésica habrs de cumplirse entonces la siguiente ecuacién:

VeX =0
es decir:

Fri#,, +T4,325% =0
entonces:

d3z# u dzidzT
T3 +I‘M———-dt ar =0 (4.4)

De tal manera que las curvas z#(t) que satisfagan ( 4.4 ) son geodésicas.



Capitulo 5

Modelo o no lineal.

En este capitulo mostraremaos que las ecuaciones que del modelo ¢ no lineal G = Si(2, IR),
H = SO(2) se derivan, son las ecuaciones “principales” de Einstein axisimétricas estacio-
narias en el vacio. Para tal efecto hemos dividido“el presente capitulo en dos bloques, uno
donde se exp somer te la axisimetrfa i ia ( §5.1 y §5.2 ) y otro donde se
define a un modelo o no lineal ( §5.3 ), se construye la densidad lagrangiana para el mismo
( §5.4 ) y finalmente se muestra, como aplicacién, que uno de tales modelos reproduce las
ecuaciones “principales” de Einstein axisimétricas estacionarias en vacfo ( §5.5 )

Es importante que el lector, antes de abordar éste capitulo, tenga una idea global de los
anteriores, pues en las secciones §5.3, §5.4 y §5.5 se manejau sin mayor hincapié diversos
conceptos expuestos en aquellos,

§5.1 Métricas axisimétricas estacionarias.

Como vimos en la seccién §2.10, la expresién para el cuadrado de la distancia entre dos
eventos infinitesimalmente préximos en el espacio-tiempo esta dada, en el sistema coordenado
{z'}, por ds? = g;;dz'dz?, con i,j = 0,1, 2 3. Puesto que g es un tensor simétrico entonces
hay diez comp tes métricas ind ¥ por lo tanto ds? =

= gudr'dz’ + 2gdzidad,
donde en el segundo sumando i < j; sm emba.rgo, generalmente las simetrfas que caracterizan
al espacio-tiempo reducen el nimero de coeficientes métricos independi
la depend ia de los mi d

y deter
s en las co

En consecuencia, la forma de la métrica y 1la dependencia especifica en las coordenadas

83
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de los coeficientes métricos son un reflejo de las simetrias del espacio-tiempo; para hallar tal
reflejo en el caso axisimétrico estacionario consideraremos el caso de una estrella con rotacién
fija (i.e: independiente del tiempo) [13}]. Intuitivamente es claro que tanto la estrella como
el campo en torno a ella poseen si ria axial > al eje de r¢ ) e_|e Zz, que pasa por
€l centro de la estrella (origen de nuestro si coord do). La indep ia temporal
y la simetria axial del sistema en consideracién sugieren la existencia de una coordenada
angular =2 ¢ y una tipo temporal z° = ¢ para las cuales .L"u_g., =0y £g9i = 0. Por
lo tanto, gi; = gi;(z!,z%). Nétese que (¢,z',z?,¢) = (¢,z*,x% ¢ + 27) puesto que ¢ es la
coordenada angular alrededor del eje de rotwdn

Las componentes de la 4-velocidad de la estrella rotando en la direccién del vector é%
son, en el sistema coordenado {(t, z', =2, z3)}, las siguientes:

U'=2%<=yU%z',z?) , Ul=% =0, U?=% =0 y

(5.1)

U3 = 22 = d2 4t o Oz, 2?)U%(2!, 27)

donde Q(z', z?) es la velocidad angular medida en unidades de la coordenada temporal ¢ de
nuestro sistema coordenado. Evidentemente ( 5.1 ) muestra que una particula material en
la estrella correspande a valores fijos de ' y z? (i.e: una particula material solamente gira
alrededor del eje de simetrfa). Para rotaciones rigidas £ es una constante, en tanto que para
una rotacién diferencial €2 es en general una funcién de las coordenadas z! y 22.

Obsérvese que el campo no es invariante bajo la transformacién ¢t — —t 6 ¢ — —¢.
En efecto, cada una de estas transformaciones invierte el sentido de rotacién de la estrella y,
por ende, se obtiene una distinta ria io~-temporal. No obstante, el campo de la
estrella es invariante si las anteriores transformaciones son aplicadas simultidneamente. Con

este resultado y dada la invariancia de ds?, se infiere que:

ga1 = goz = g13 = gz = 0.

Entonces ds? = gudt? + 2goadtdd + gaad$® + gapdrAdz?, donde A, B = 1,2. Notemos
que de facto el sistema coordenado introducido desde un principio es el que corresponde a
las coordenadas cilindricas, de tal que al el to ds? lo pod escribir como:

ds? = fdt? — 2kdtdp — ldp? — Adp® — 2Bdpdz — Cdz? (5.2)
donde f,k,!, A, B y C son funciones de p y =z.
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Sea la transformacién (p, z) — (o', 2) dada por F(p,z) = ¢ y G(p, z) = z'. Entonces:

dp = JNG.udp' — Fud?’) y dz=J-V(F,dz' — G,dg')
donde J = F,G,; — F.G, y asumimos que es no nulo '.
Sustituyendo en ( 5.2 ) se obtiene que:

ds? = fdt? — 2kdtde — ldd® — J-3{(AG? — 2BG,G. + CG2)dp*+
2(BG.F, — AG.F: + BF.G, — CF,G,)dp'd? + (AF2 — 2BF,F, + CF2)dz"}

Si exigimos ahora que F y G satisfagan el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales
acopladas:
AG? — 2BG,G, + CG2 = AF? —2BF,F, + CF?

(5.3)
BG.F, — AG.F. + BF.G, — CF,G, =0

donde asumimos que para A, B y C dadas el sistema ( 5.3 ) tiene solucién no trivial con
J 7 0. Entonces:
ds? = fdt? — 2kdtde — ldg?® — T2 (AG2 — 2BG,G; + CG2)(dp'” + dz'?)
donde J-?(AG? — 2BG,G, + CG2) > 0 y, por lo tanto, podemos escribir (eliminando a las
primas) lo siguiente:
ds? = fdt?® — 2kdtdp — 1d¢® — e*(dp® + d22)
donde f, k,l y u son funciones de las nuevas variables p y 2.
Las comp es contr no nulas del tensor métrico son:

P =P , g®=—P3% , gl =gP =—e® , g®=_—P3f
con P2 = fl+ k2.

1En el en funci da parcial ala d
en tanto ello no se preste a confusiones.
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Con objeto de simplificar ain més la expresién para ds? centraremos momentdneamente
nuestra discusién en torno a tres de las ecuaciones de Einstein en el vacfo dadas genéricamente

por Ry, = 0 (ver §B.2):

2e* P~ Roo = (P~ fp)p + (P f2)s + P73 f(folp + fal: + k2 + k3) =0 (5.4)
— 2e*P M Res = (P k) + (P ke)s + Po2k(folo + fule + K2+ K3) =0 (5.5)
— 264 P Ras = (P )+ (P M) e + P23 folp + fole + k2 + k2) = 0 (5.6)

De 5.4, 5.5y 5.6 se sigue que:

e* P Y(I{Roo — 2kRo3 — fRa3) = Pop+ Pag =0 .7

De acuerdo a ( 5.7 ) P ce la i6n de Lapl en las variables p y z. Por

i e P es una fi ién armdénica y puede ser considerada como la parte real de una

funcién analftica F* = F(p+ iz) [16]. Sea [ la funcién arménica conjugada de P, entonces
F(p+1iz) = P(p, z) + il(p, z) y debe satisfacerse que:

P

P,=1, y P, = —I, (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). (5.8)
Sea la transformacién (p, z) — (5, £) dada por P e I. Entonces:
dp? + di? = P2dp® + P2dz? + 2P, P.dpdz + I2dp® + I2dz? + 21,1 .dpdz
por ( 5.8 ) obtenemos que:
dp? + d3? = (P2 + I2)(dp? + d=?)
¥y por lo tanto:
ds? = fdi? — 2kdtde — ld@? — (P2 + I2)~ (dF* + d37)
sea eP = e#(FZ2 + I?)~!, entonces:

ds? = fdi? — 2kdtdp ~ ldg® — & (dF? + d ) (5.9)
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1 variables 5 y Z. Sea w = f—'k, puesto que

de
=I5 — f’w’), ausntuyendo en ( 5.9 ) tenemos que:

Lo

2 = f(dt — wdg)® — [~ FPdg? — eP(dP? + dE?) (5.10)

A la forma ( 5.10 ) se le conoce como la forma de Weyl-Lewis-Papapetrou [13]. Fi-
nalmente hagamos f = e y 4 = 2(7 — ¥); entonces (eliminando las tildes) obtenemos

que:
ds? = e*®¥(dt — wde)? — e~ ¥ {7 (dp? + dz?) + p*dep3} (5.11)

donde ¥, w y <y son funciones solamente de p y =.
Las componentes covariantes y contravariantes no nulas del tensor métrico son entonces:

G =€ , Gu=—€Mw , ggp =g = -V
(5.12)
Goo = (e — e~ T¥p%)
gt =p" (e — W), g% = —ewp?
(5.13)

g = gt = B P-T) | gt — 292

En tanto que la raiz cuadrada del valor absoluto del determinante de la métrica es:

V=5 = pe2r-¥) (5.14)

§5.2 Densidad lagrangiana axisimétrica estacionaria.

Las ecuaciones de Einstein en el vacfo, cuya lucién d ina a los fici métricos y
en consecuencm describe a un d io-ti exterior, se obtienen a partir del

) io de mini i6n para la accién [11]

5= / R/=gdQ? (5.15)
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Observemos que la densidad lagrangiana? de ( 5.15 ) puede descomponerse en dos suman-
dos, uno de los cuales contiene solamente al tensor gu Y sus primeras derivadas, en tanto
que el otro es la divergencia de una cierta cantidad:

Len = RV=g = V=gg%Ra = V=g(g*Th —g™*Thn +g*TLTIT, — ¢*TFTL,,)  (5.16)

Los dos primeros sumandoas de { 5.16 ) pueden escribirse como:

V=99 Thu = (V=gg*Th)u —Ti(V=89%)u

(5.17)
Vv=99*Thu = (V=gg*Th)x —Th(V/=g9")n
vy sustituyendo ( 5.17 ) en ( 5.16 ) obtenemos lo que anuncidbamos en un inicio:
VTIR = v=gG + {v=9(g"T§ — ¥ T} (5.18)

donde /=gG = Th(v/Tgg™):x —Th(V/=T9%)u +9*/=G(Chl'T — TFT

tm). Esta expresién
para G puede llevarse a una forma ma4s compacta [11]:
G = g™ (T, TF — l‘hl‘?'.:.)

La ecuacién ( 5.18 ) implica que la accién dada en ( 5.15 ) puede escribirse como:

5= [ Gv=gaa+ [{V=#s"Th — g*Ti)}wan (5.19)

Aplicando el teorema de Gauss en la segunda integral de ( 5.18 ) y variando la accién
obtenemos que: -

55 = f&(G\m—g s+ /6(\/——9(9“1‘:‘ — g*Ti))dE (5.20)
donde la segunda integral es la integral de superficie de la hipersuperficie que rodea al
cuadrivolumen en el cual se llevan a cabo las otras integrales.

Puesto que son nulas las variaci del n los de 12 regién de integracién,

e
de acuerdo con el principio de minima accién [11] entonces la segunda integral en ( 5.20)

2A esta densidad se le conoce en la li
taremos por L.

i

como idad 1 de

Hilbert y 1a deno-
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es cero® . En consecuencla, [J(R,/—g)dﬂ J 8(G/=3g)dS?; es decir, las ecuaciones que
se derivan por el principio de para la densidad Lg; son las mismas que se
derivan a partir de G/—g. Por esta razén, aunque G no sea un escalar, es posible dar a

G/—7 el cardcter de densidad lagrangiana y denotarla por £'.

La densidad lagrangiana Ly para la métrica ( 5.11 ), que reproduce las ecuaciones de
Einstein para el caso axisimétrico estacionario?, es:

Lrn = — (AP0~ A (Y2 + ¥2) — =21 (W2 + w)}

=2/ N {Ypp + Yax — Ypp — Ypp — WP~}
sumando el cero de la forma 2/—gp~'eX¥-Ty, — 2,/=gp~1e?¥-7) 4, obtenemos que:

Len = —¥SE {431 g2 (Y3 + §2) — =T (w2 + w?) — 4pe¥—N )
(5.21)
=gV (Ypp + Yax — Wop — Yoo — Yep Tt + 7Pt}

(Wo=Yps s —s, 0), entonces el segundo término de ( 5.21 ) es igual a 2/—ge*¥—"NV.g
(donde V - ¥ es la divergencia usnal del campo Xx) sustituyendo /—g por el valor dado en
( 5.14 ) tenemos que 2/—ge*¥=NV . ¥ = 2pV - ¥ ¥ por lo tanto:

sea ¥ =

Lo = —YTT (430D A E + 4T) — €0-1(w2 + wl) — 4peT5 Dy} + 20 - X

Entonces, la densidad lagrangiana £’ esti dada por:

£'= VTEG = Y (e W] + wi) + 4pedS Ty, — 4TI (2 + U}
¥ sustituyendo el valor de /—g:

L= —{e“’ (w3 +w?) + 4p7, — 497 (3 + ¥} (5.22)

3En términos estrictos esto no es cierto, pues aunque las variacionea del campo en la frontera son milas,

ello no debe para las derivadas del ca.mpo Es necesario agregar a la accién un
ino extra que le en la las en la del campo, el término es 2 f,,, K,

donde 83U es la frontera de ll regién de integracién y K es la traza de la curvatura extrinseca de dh—_ha.
frontera (12].

‘En este caso el la en la d dad 1
luego imponer la simetria.

y luego variar, que variar y



Introduciendo el operador D = (8,,8;), ( 5.22 ) queda como:
etv

L' = 2DpDvy + 2—;(0«;)’ —~ 2p(Dy)? (5.23)

donde <y ¥ w son ahora coordenadas ciclicas [17) de la densidad lagrangiana ( 5.23 ). La

densidad Routhiana (ver §B.1 ) es entonces la siguniente:

- L’ 1 w2 2

Reu = 8—D_-707 + BDwa L= T lad N3 + 2p(Dy) (5.24)

donde Il., es el momento canénico conjugado asociado a la “coordenada” generalizada w

17).
Las ecuaciones de campo que de { 5.24 ) se derivan (ver §B.1 ) son:

D) - T35 = 0
(5.25)
Du= e, DIl = ~%sa =0

Si ahora definimos a © = Q(p, z) como I, = DS, donde D = (—&,,8,) [17], entonces la
densidad Routhiana queda como:

Ren = 2p(DY)? + ge-“’(Dn)’ (5.26)

y las ecuaciones de campo ( 5.25 ) como:
DGy — e =0
(5.27)

Dw =28z , DD =0
El si de iones difer iales acopladas ( 5.27 ) es equivalente a las ecuaciones

“principales” de Einstein axigimétricas para el vacio (ver §B.2 ).

§5.3 Deflnicién de un modelo o no lineal.

Por un modelo o no lineal (o simplemente modelo no lineal) habremos de entender, a grandes
con las sigui dos propiedades [14]:

rasgos, una teoria de
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@ Los campos se encuentran sujetos a constricciones no lineales,

e E] lagrangiano L (o equival 1a densidad lagrangiana £) y las constricciones
son invariantes bajo la accién de un grupo de simetria global G.

Puntualicemos el pto de no l lidad citado en nuestra definicién. La descnpclén
no lineal se refiere, de més precisa, a aquellos delos donde los i para
todos los p Z del i0-ti po X, toman valores en una variedad M que no es un

espacio vectorial.

Cabe sefialar que en la gran mayoria de estos modelos el grupo G actida transitivamente
sobre la citada variedad M. Si H C G es el grupo de isotropfa (o grupo de estabilidad) de
un p € M: H(p) ={h e G | hp = p}®, entonces la transitividad de G sobre M garantiza
que el estabili es el para todos los puntos, si ademés H es un divisor normal®
(o subgrupo invariante) de G entonces es posible identificar a M con el espacio G/H; las
clases de equivalencia en G/H tendrén entonces una correspondencia 1-1 con los puntos en
M: ®:G/H — M, [g]—p.

Para esta teoria de campo particular existen métodos generales enfocados a la constru-
ccién de lagr i 8. A ién p emos uno de estos métodos que, a la postre,
nos permitird mas adelante mostrar que las ecuaciones “principales” de Einstein axisimétricas

" estacionarias para el vacfo est4n relacionadas con las correspondientes al madelo o no lineal
G = Si(2,R), H=SO(2) (§5.5).

§56.4 Construcciéon de la densidad lagrangiana para un
modelo o no lineal.

Ci emos la id idiendo que los campos {¢} en nuestra densidad lagrangiana
L tengan valores en el grupo de Lie G;ie: g(Z) € G [14]. Adic 1 1a densidad
lagrangiana £ habrd de ser invariante bajo las transformaciones de norma’:

BEl lector debe tomar en cuenta que ahora G es una representacién del grupo y, por ende, h corresponde
aTha-

SPara que un subgrupo H de un grupo G sea un dlvi.or normal de éste es necesario y suficiente que para
todo gEGse g 'Hg =

7TEs pertinente aclarar que la dl-cu.lén pmvh sobre tr.nxformac‘onu de norma, donde la accién se tomaba
por la izquierda, es igualmente viAlida sl la accién ea por la derecha.
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9@ —> g(Dh(Z), WD EHC G

donde H es un divisor normal de G.
En consecuencia, los campos invariantes de norma 6 campos fisicos tienen valores en

G/H.
Llevaremos a cabo la construccién de la densidad lagrangiana a partir de una forma
diferencial simple, a saber la forma de Maurer-Cartan, definida sobre G [14]. Para tal
efecto, identificamos al grupo de Lie G con cualquiera de sus representaciones fieles y de
nueva cuenta etiquetamos a la representacién por G:

Sea {L,} la base para el dlgebra de Lie G de G en alguna representacién fiel de G, con

la siguiente propiedad:
ITr{LoLs}| = 6p0; con p, o = {1,2,...,[G] = dim G} (5.28)

Para o € [H] los generadores L, dan como resultado el dlgebra de Lie H de H y serdn

denotados por Tq:
Lo=T,; a<]|[H]
A los generadares complementarios los llamaremos S;:
Li=5;; [H]+1=<i<|[G].
Hallemos las relaciones de conmutacién:
a).- [Ta,Tp) = iC;T,, dado que el conjunto {T,; a < [H]} es un generador del 4lgebra

de Lie H de H.
b)- [Ta, Si] = iALT, + iC2.S;. Pero nétese que esta expresién en realidad es més

compacta; en efecto:
Como Tr{T,{Ta, S|} = Tr{T,TaS:} — Tr{T, 5T}
= Tr{SiThTa} — Tr{STaTy}
= Tr{Si[Ty, Tu]} = Tr{SiCS,Ts =0 en virtud de ( 5.28 ).
= [Ta, 8] = iCLS,
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©).- (S, 55} = i{DGTa + DiySe}, con Df ~ T, En efecto:
Tr{TalS;, 5i]} = Tr{STaSs} — Tr{Ta5:15}
= Tr{|S;, Ta]5;} = —Tr{[Ta, Si) S5}
= —Tr(iCE Sy} = —iCh 0y = —iCT,

= Tr{7.ls;, 55} = iC%,
Por otro lado:
Tr{TalSi, Si|} = iTr{DiTpTn} + iTr{D5SsTa}
= iDfjéfa = iD
En consecuencia tenemos que Df = T,
Sea 1w una l-forma definida en ¢ con componentes w,(g) = g~ ',9, 9 = ¢(&). Bajo la
transformacién de norma g ~+ g/ tenemos que:
wu(gh) = k=g guh + h™'9 9, 0h
= wulgh) = A '8,k + b w,(9)h

Sean las 1-formas A y 5 con componentes A4,(9) = TaTr{Tw.(9)} ¥y B.(9) = SiTr{S'w.(9)}
pecti e. N que:

Tr{TaAu(9)} = Tr{Tsw.(9)}
= wu(9) = Au(g) +&u(g) con £ul9) tal que Tr{Tpéu(g)} =0
y
Tr{SyBu(9)} = Tr{S;wu(9)}
= wa(9) = Bu(g) + 1a(g) con n.(g) tal que Tr{S;n.(g)} =0
En consecuencia A,(g) + £.(9) = Bu(g) + n.(9) ¥ por lo tanto:
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Tr{TsAu.(9)} = Tr{Tanu(9)} , Tr{S;€.(9)} = Tr{S;B.(g)}
De lo cual se deriva que una solucién al sistema es A,(g) = 1:(g) ¥ B.(9) = £.(g). Por
lo tanto obtenemos que @ = A + B con w,(g) = A,(g) + Bu.(g)-
Bajo la transformacién de norma g v gh las componentes de A y 3 se transforman como
sigue [14]:

Au(gh) = h™'8,h + h=' A,(g)h

B,(gh) = h~'B,(g9)h

Debe notarse que la estructura con la cual contamos es la de un haz fibrado con E = G,
B = G/H, F ~ H, grupo de estructura H y proyector 1 : G — G/H, donde g(z) — [g(z)]
y [g(z)] denota la clase de equivalencia del elemento g(z) € G. Dentro de esta estructura
tenemos que por constr ién todos los pos estin en GG en tanto que los campos fisicos
se hallan en la base G/H del haz. Debido a esta estructura tenemos entonces que la 1-forma
A se transforms como un potencial de norma para el grupo de norma H y, por ende, actiia
como una 1-forma de conexién ( §4.2 ). Por lo tanto, a partir de A podemos construir la
2-forma de curvatura Fj, = 9,4, — 8. A, + [4,, A.] que, bajo una transformacién de norma,
tiene la siguiente ley ( §4.3 ): F* = A~'Fh.

Observemos que entonces las cantidades Tr{B;B,} y Tr{F,. F,,} son invariantes bajo
una transformacién de norma. En virtud de que la densidad lagrangiana habrd de ser
invariante bajo transformaciones de norma, resulta natural asociar entonces una densidad a
cada una de las cantidades anteriormente citadas:

Lo =/—gg"Tr{B,.B,} (5.29)
y
L, = /—gg" g"?Tr{F, F,,} (5.30)
Todas las d idades lag o] para modelos no lineales son construidas a partir de
A, y B,. En principio no hay ni prohibicién para larlos; por ejemplo, la densidad

Lo = /=99 g" g**Tr{Fu F, ,}T'r{BaBs}
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es igual de vilida que las anteriores.
Puesto que w es una ién en el haz cot e TG es claro que la densidad
L, es funcién de una seccién en TG y, ademds, es invariante bajo aquellos cambios de
seccién en TG inducidos por el grupo de norma H. Estos cambios de seccién en I"*G son la
ia de una tr 1 { ién del tipo g — gh en G, por consiguiente la densidad £,
es invari también bajo bios de ién en G. En ia basta fijar una seccién
en G, una norma ( §4.3 ), para hallar a la densidad lagrangiana £,.
Sea T un campo invariante de norma, entonces T € G/ H y puede expresarse como sigue:

T(E) = 9(D) (;Tn) 7D (5.31)

y dado que el lado derecho de ( .31 ) pertenece a G, entonces:

(%) (;Ta) g7 @) = gvt’(i’)Ln

donde los campos {v,(Z)} evidentemente también son campos fisicos. Notemos que la cons-
triccién para estos campos es, en efecto, no lineal:

Tr{(g (g Ta) 9™ )9 (%:Ta) g7} =Tr{g (Z_a TaTp) 97}

= Tr{3 TuaTs} = Tr{3 ] ve() Love(F) La}
a 4

por la propiedad ( 5.28 ) tenemos entonces que:

ST {TaTa} = SSv2Tr{L,L,} (5.32)

que obviamente es una constriccién no lineal para los campos v,.

La constriccién ( 5.32 ) es justamente la que define a la variedad M que, dado el cardcter
no lineal de la constriccién, no es un espacio vectorial. Notemos también que de acuerdo a
( 5.32 ) hay solamente [G] — 1 campos fisicos independientes.

Es importante notar que la construccién presentada en este apartado efectivamente co-
rresponde a un modelo o no lineal. Para tal efecto obsérvese, en primera instancia, un hecho
obvio: el espacio G/H es invariante bajo G. Es decir, la aplicacién de cualquier g € G sobre
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todos 106 elementos de G/ H es de nueva cuenta el espacio G/H: G/H eQ G/H. Como por
construccién G/H =~ M y M esla iedad definida por la cc iccién ( 5.32 ), entonces la
constricelén para los pos fisicos bién es invari bajo G.

Por otra parte, la densidad lagrangiana £, depende de (vy, ..., v|g})) = M dado que basta

fijar una seccién en G para hallar a dicha densidad £,. De la invariancia de A bajo G se
sigue que £, es invariante bajo G.

§5.5 El modelo ¢ no lineal G = S1(2, R), H = SO(2).

En la presente seccién nos abocaremos a construir la densidad correspondi a { 5.29 ) con
g* dada como en ( 5.12 ) para el grupo de simetria G = SI(2, IR) con divisor H = SO(2).
Comencemos hallando los generadores de G = Si(2, IR):

Consideremos la representacién matricial de G sobre si mismo. Sea M € G = M es una
matriz de 2 % 2 con det M = 1. Entonces det M = det(e**) puesto que Af pertenece a un
subgrupo 1-paramétrico generado por alguna A € SI(2, ). Como

det(et4) = T =1 V¢ = Tr(A)=0.

Sea A = (22), como A tiene traza nula entonces a = —d. En consecuencia. a la matriz se
le puede expresar como sigue:

1 0 b+cf0 1 b—cf 0 1
A—“(o-—1)+ z (1 o)* z (——1 o)

a(; _"1)+p(‘1’ [1,)4-6(‘11 }))=o = a=f=6=0

los generadores de Si(2, IR) son:

By (50) m=5(0 5) im0 %)

y satisfacen que |Tr{L,L,}| = §,s con p,o = {1,2,3 = [G]}.
Nétese que L; es €l generador de SO(2). En efecto:

' Puesto que:
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Sea 8 = et € SO(2), como sT = s~! entonces B = —B7T y por lo tanto tenemos que:

B=25(% ) —an

De acuerdo a la notacién dada en §5.3 tenemos que: Ly =T y Ly = S‘ con i=1,2.
Observemos que sol dos invari de son i pendientes. En
efecto, segun ( 5.32 ) tenemos que:

—(i+uvl) =
En consecuencia es natural fijar una norma en & en términos de dos campos indepen-
dientes. Con tal finalidad, consideremos a los campos 17 y £ y fijernos la norma como sigue
{15]:

enlos) £&(p, z)enle=)
g(p, z) € Si(2, ) (5.33)
4] e—px)
donde i que la depend i delos -nqyfseam:cluswamenteenpyzpara
f una icién indisp ble de " rfa ia.
Por construocnén g{p, z) es una seccién en Si(2, ) a partir de la cual es posible especificar
a la & iana L, del delo o no lineal. Hallemos entonces a las componentes
de la 1-forma w:
. e —&e™" M e~ (Eu — €M)
wyu(g) =97 '0u9 =
0 e” o —e ",
o e=g,
= wu(g) =
o =~ T

Puesto que B, (g) = S;Tr{S'w(g)}, un cdlculo sencillo muestra que B,(g) esta dada por:

Bule) ( N je~E, )
g) =
“ e, —



98

Entonces:

Muth, + %9_"15»5"

de™ M (nubw — M)
B,(9)B.(g) =

Le P (nugu — mu6) NuT + jeV6.6,
1

= Tr{B,B.} = 2nm. + —2—5“‘"5,,&

En consecuencia:

1
Lo = /=g" (2num + 367 *6uE)

Puesto que 1 = n(p,2) ¥ £ = £(p,z) (i.e: B, = By = 0), los iinicos coeficientes métricas
contravariantes cuyo factor multiplicativo es no nulo en la ultima expresién son gf#, g#*, g=#

¥ g*%; sustituyendo a estos coeficientes por su expresién dada en ( 5.13 ) y recurriendo al
valor explicito para /=g segiin ( 5.14 ) se obtiene:

Lo = 2p(n} + m2) + Ge(E2 + €2)
que en términos del operador D queda como:

Lo =2p(Dn)* + Se(Dey? (5.34)
Cabe advertir que cuando se habla de una densidad lagrangiana, en principio, ello no

excluye a priori la posibilidad de que alguna de sus variables sea hamiltoniana. Por consi-
guiente, habré que contemplar esto para el caso de la d.

idad ( 5.34); co entonces
considerando a todas las variables como lagrangianas:

Si las variables son lagrangianas, entonces las ecuaciones de carnpo estarin dadas por la
ecuacién de Euler-Lagrange {9] D((Ls),pxi) — (L£o),x¢ = 0, donde X' = {5, £}:

o+ PTlpp + M=2) + Ge1(E2 + €2) = O
(5.35)
Epp + Exx — 41,6, + M:Ee) + p'E, =0

En caso de que alguna de las variables sea hamiltoniana, obtendremos entonces uno de
los siguientes sistemas:
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Supongamos primero que £, = 2o(Dn)? + Ee“"'(l'lg)’ donde Mg es el momento asociado
ala “coordenada” @ (con 4G Qistintcan y a E) el e si a de
ecuaclones:

D((Le)son) — (Lo)m=10

Df = (Ls)my » Dlg=—(Ls),s=0
es decir:

7o + P(Tpp + Taa) + S~ 47(£3 + £3)
(5.36)

Df=pe~*lly, DIlsg=0 = Hy=D¢

Ahora supongamos que £, = 2p(I1,)3 + £e~*7(D¢€)?, donde I, es el momento asociado a
la “coordenada” o (con o distinto a 77 y a £). Las ecuaciones para esta densidad son entonces

Jas siguientes:

D((Ls)ipe) — (L) =0

Da = (Ls)me » DHa=—(Ls)a=0
y por lo tanto:

Epp + Exx — U pla + 1:E:) + P76, =0
(5.37)

Da=4pl, , Dla=0 = HN,=Dn
Para llevar a cabo la comparacién entre nuestro modelo y el caso axisimétrico estacionario,
basta confrontar las ecuaciones de campo. Comencemos pues con el sistema ( 5.35 ):
Hagamos 17 = ¥ y £ = §2, donde ¢ y 2 estdn dadas como en ( §5.2 ). Entonces ( 5.35 )

da:

Yo + Ao + Yus) + g Eeg (W + 0 =0
Rpp + Dpu — (10 + YuS8) + 710, =
Sustituyendo a las derivadas de §2 por las de w obtenemos que la primera ecuacién es una
de las ecuaciones “principales” de Einstein (ver §B.2 ):



100

Yo + 2(Vpp + Ysa) + (w,, +w?)=0

Por otro lado, con la citada sustitucién, la segunda. de las es simpl una
identidad (0 = 0). Como & € C?, entonces 2, = {2, que es, justamente, la segunda de
las ecuaciones “principales” de Einstein. De tal manera, el sistema ( 5.35 ), connp =y y
£ = 2, tomando en cuenta que £ € C?, es equivalente al sistema de ecuaciones “principales”
axisimétricas estacionarias.

El si (5.36) bién es equivalente al hacer 7 = ¢ y £ = £2; de facto es el més
evidente y, en un lenguaje coloquial, el m4s puro. Segiin ( 5.36 ), la densidad del modelo
proviene de la transformacién (8, n, D8, Dn) — (6,7, 15, D7n); entonces la sustitucién de los
campoas  y £ implica que 8 = w. El sistema ( 5.36 ) queda entonces como:

Yo+ pWpo + ¥ux) + 52 (2 + QD =0

Dw = pe~*¥11, , I, = DQ

donde I, = DS2 se sigue del hecho de que 2 € C?; entonces:

Duw = pe™¥ DN = wp=—pe™D, wy=pec N,

Tenemos entonces que las ecuaciones “principales” de Einstein axisimétricas estacionarias

son las del sistema. ( 5.36 ).

Al sistema ( 5.37 ) lo descartamos por la siguiente razén. La densidad de la cual provienen
las ecuaciones de campo ( 5.37 ), a groeso modo, estd en términos de un impulso + campo +
derivada de un ca.mpo, estructura que no se presenta en ninguna de las densidades asociadas

al caso axisi jo.
En rmu.‘nen, los sistemas ( 5.35 ) y ( 5.36 ) son equivalentes a las ecuaciones “principales”
ias de Einstein. El sistema ( 5.36 ), que nos proporciona la relacién

entre e y w (hay que pedir menos para comparar), es de facto el que proviene de la densidad

étrica ia; por lo tanto, elegimos a este iiltimo para modelar el
caso isimétrico i io. En otras pn.labra.s, la.s ecuaciones de campo del modela o no
lineal G = Sl(2 R), H = S50(2) son las incipales” de Einstei imétricas
estacionarias en el vacfo , cuandon =9, E =Ny (DQ)2 es el cuadrado de un impulso.
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Nétese que una solucié de las i “principales” de Ei: in en el vacfo se puede

te como una seccién g{(p, z) € Si(2,R). En consecuen-

cia, un cambio de éstas seccién bajo el grupo de norma H = SO(2) (transformacién de norma)

nose proporciona una nueva i6 a’ que bié una solucién pars las ecua-

ciones “principales” de Ei i 3 ] .as. Una familia de tales seccxonm es
entonces una familia de soluci alas i “pri les” axisimétricas estaci
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Conclusiones.

En e.l presente trabajo de tesis hemos estudiado con cierto detalle algunos de los aspectos

geometrta dzferencnal, conexiones, grupos y digebras de Lie,
con el objetivo de adquirir los co ios para comprender la definicién de
un modelo o no lineal, ser capaces de construir, con estas bdsi , la d idad
lagrangiana para un modelo de este estilo y dar una aplicacién enmarcada en el dmbito de

Ia Teorfa General de 1a Relatividad.

El punto de partida fue el estudio de la topalogia, pues dentro de ésta rama de las
mateméticas es que se define, dotando a un conjunto con determinadas propiedades, a un
espacio de la manera més primitiva (espacio topolsgico) y se investiga la estructura del
mismo. La topologfa nos proporciona entonces el > bési de repr cién y el
estudio de s5u estructura; es a este nivel que el co: de inuidad adquiere sentido y

queda determinado de manera general. meomendo todavia mds estructura a este espacio
d iables, sobre éstas se extienden de manera

les en topol

2 odd

primitivo es que surgen las v
generalizada los conceptos de cAlculo vectorial y tensorial; y, en consecuencia, es en este

punto donde radica su importancia en el contexto de Ia fisica, ya que es posible representar y
analizar eventos dindmicos desde una p iva estri geométrica, pues las fuerzas
que los generan son “traducidas” a deformaciones en nuestra variedad. A partir de estas
estructuras geométricas es que construimos a los haces fibrados, que son la base geométrica

de un modelo o no lineal.
Notamos que como casos particulares de variedades se encuentran los grupos de Lie. Al es-

tudiarlos, observamos el immportante papel que desempefian sus dlgebras en la construccién y
o el to de unar ién para grupos de Lie,

propledada de mtos Erupos; se exp
que éstas sean libres, transitivas, fieles y/6 lineales. Aprovechando

que iff
jenta dtica con la que hasta ese momento contdbamos, desarrollamos

la enorme h
el tema de conexiones. Estas nos permitieron formalizar la idea intuitiva de curvatura y de
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transporte paralelo, en este desarrollo surgié la forma de conexién (ingrediente fundamental
en la i6n de la d idad lagrangiana para nuestro modelo ¢ no lineal) y dimos sen-
tido geométrico a las transforrnaciones de norma. Finalmente, construimos el elemento de
linea general para el caso axisimétrico estacionario, presentamos la densidad lagrangiana a
partir de la cual se derivan las ecuaciones de campo para éste caso y expusimos a la densidad
Routhiana que nos proporci las jones “principales” de Einstein axisimétricas esta-
cionarias en vacio; todo ello con el objetivo de preparar el terreno para nuestra aplicacién.
Enseguida definimos al modelo ¢ no lineal y construimos la densidad lagrangiana para el
mismo; en la construccién se hace patente la necesidad del estudio matematico previo, pues

la misma. requiere de pricticamente todo el material exg como pod observar en
sfntesis:

La base geométrica es un haz fibrado principal, que tiene como espacio total un grupo
de Lie G (cuya representacién se dio en si mismo para garantizar la transitividad) que es
el grupo de simetria global de la densidad lagrangiana del maodelo, y como base el espacio
cociente G/H, con H un divisor normal de G, donde toman valores los campos invariantes
de norma. Este espacio base es equivalente a una variedad que no es un espacio vectorial, y
que queda definida por las constricei de los fisicos derivadas de la representacién
adjunta de G en el Algebra de Lie H. La descomposicién de la 1-forma de Maurer-Cartan
en una l-forma que toma valores en el dlgebra de Lie del divisor normal, A, y en otra
que toma valores en el complemento a esta 4lgebra, B, nos permitié construir cantidades
invariantes de norma, simplemente tomando la traza del producto de las componentes para
1a 1-forma B y la 2-forma de curvatura F, ésta iltima se construye a partir de la 1-forma
A, que se transforma como el potencial de norma, para el grupo de norma H, de nuestro
haz fibrado principal. La densidad lagrangiana del modelo o no lineal debe ser un escalar,
en cc ia la d como la contraccién de la citada traza con el tensor métrico
del problema particular sujeto a investigacién, médulo la rafz del determinante del tensor
métrico. Se probé que esta construccién efectivamente corresponde a un modelo o no lineal
¥ que, por lo tanto, cualquier densidad ‘derivada de esta manera queda enmarcada dentro
de estos modelos; i.e: los campos que la componen estdn sujetos a constricciones no lineales

¥y tanto las constricciones como la densidad lagrangiana son invariantes bajo un grupo de
simetrfa global.

Posteriormente se aplicé el modelo en Teorfa General de la Relatividad, para ello elegimos
como grupo de simetria global al grupo de Lie SI(2, JR), con divisor normal SO(2), intro-
duciendo campos con dependencia exclusivamente en p y z para garantizar una condicién
indispensable de axisimetria y se fij6 una norma en el haz fibrado principal con espacio to-
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tal §{(2,R). Llevamos a cabo la construccién de la densidad a través de la 1-forma B y
como resultado de un estudio comparativa de las ecuaciones de campo obtuvimos que las
ecuaciones del modelo o no lineal son las ecuaciones “principales” de Einstein axisimétricas

estacionarias en vacfo.

Con esta breve r itul '4n hemos ido la estr; ia general empleada para abor-
dar y li o princi Seito: el dio de la estructura geométrica de los
modelos ¢ no lineales. Cabe sefialar que este estudio es sélo un primer paso, pues las compo-
nentes del mode]o, que en & mismas representan una enorme materia de estudio, y el modelo

Siu embargo, ata mtroducc:én a. los mcdelos o no lineales

b ser did.
¥a nos f ite trazar fi Ifneas de i6n; por di pensar en una
cuantizacién basada en dlgebras no conmutativas 6 en ciertas deformaciones del modelo que
podrfan conducirnos a una pasible “cuantizacién geométrica”. Podemos estudiar también
de manera independiente sistemas integrables y licarlos a las delos o no lineales, con
izacién de los delos o no lineales como sistemas
i ién, en a

la idea de conseguir una posible
integrables (15]. En sf, pricticamente todas las futuras lineas de in
modelos o no lineales se refiere, estdn enfocadss a la cuantizacién; con ello, queda claro que

este es apenas el comienzo de un largo, y tal vez fructffero, camino por recorrer en la fisica

tedrica actual.
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Apéndice A

Variedades orientables y pa.rt1c1on de
unidad.

§A.1 Variedades orientables.

Consideremos un espacio vectorial V de dimensién n. Las bases ordenadas B; = {vi,...,ta}
y Bz = {v},...,v}} para V determinan un isomorfismo f : V —» V con f(v) = v}. la matriz
A de f con componentes a;; nos proporciona la siguiente ecuacién matricial: ot = a;ve.
Diremos que las bases B, y B; estdn igualmente orientadas si det{A) > 0 y opuestamente
orientadas si det(A) < 0. La relacién de ser igualmente orientadas es una relacién de equi-
valencia, dividiendo la coleccién de todas las bases orientadas en dos clases de equivalencia.
De lo anterior se infiere que una clase de equivalencia es entonces una orientacién para

V. La clase de equivalencia para la base {v,,...,va} la podemos denotar como [vi,...,¥a],
de manera tal que si £ es una orientacién de V, entoncm {vt) o0y 0} € £ i (U1, -0, vn] = €.
La ori 16 aaflad ermos si e como —&. La orientacién [ey, ..., e,]

para ™ serd lla.mada orientacién estdndar [18]

Si (V, &) y (W, n) son dos espacios vectoriales n-diemensionales con orientaciones £ y 77
respectivamente, un isomorfismo f entre estos dos espacios (f : V — W) se dice que preserva
orientacién (respecto a £ ¥ 1) si [f(v1), -.., f(vn)] = n siempre que [vy,...,v,] = €.

SeaelhaztriviaAl E= X X IR" (p€ E = p=(x € X,v € If™)). En cada fibra podemos
poner la orientacién esténdar: {(z,€1),...,(T,en)). Si f: E — E es una equivalencia y X es
conexo, entonces f preserva la orientacién o la revierte sobre cada fibra al tomar funciones
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a4 : X — IR como sigue:
o) = 3 ay(@) e o)

lo cual implica que det(A) : X — IR es continua y nunca nula.

Si el haz no es trivial, una orientacién £ de E es una coleccién de orientaciones £,, para
TI-*(p), que £ 1a sigui dicién de compatibilidad para cualquier conjunto abierto
y conexo U < B [18]:

Sit: -}U) — U x JA® es una equivalencia (det(t) > 0 o det(t) < 0) y las fibras de

U x IR™ tienen la orientacién estdndar, entonces t preserva o revierte la orientacién sobre
todas las fibras.

Notemos entonces que las orientaciones £, definen una orientacién de E si la condicién
de compatibilidad se cumple para una coleccién de conjuntos U que cubren a la base B:

Sea C = {U;,i = 1,...,n} una cubierta de B, donde para cada elemento de C se cumple
la condicién de compatibilidad. Sobre U, tendremos entonces a tx, y sobre Uiy, & Zx4:;
dado que Ux N Upyy 7 O, entonces tx y #xy: satisfacen la misma condicién en cuanto a
orientabilidad. En efecto:

Como las fibras en (Ugy N Ugyg) X JR™ tienen la orientacién esténdar => det(tx o t5),) > O
=> tx ¥ ta+: Satisfacen la misma condicién.

En consecuencia, tx ¥ fx+1 preservan o revierten la orientacién en Uy U Uy, como estos
elementos de C son cualesquiera, entonces se sigue la validez para todo B. Por lo tanto,
hemos dado una orientacién sobre todas las fibras de B (i.e: hemos orientado a E con &,
orientaciones).

Si el haz E tiene una orientacién £ = {£,}, entonces tiene también una orientacién
—£ = {—&,}; sin embargo, no todo haz tiene orientacién.

Diremos que un haz es orientable si este tiene una orientacién, en contraparte, un haz sin

o i6n serd 11 do haz no ori ble. Un haz orientado es la pareja dada por (E, £).

La definicid: rior es aplicable al haz t ‘TM de uns variedad M€ C=°. Se dice que

M es ori ble (no ori ble) si TM es ori ble (no or ble): una ori cién de TM
hidn 11 4 5

es una i6n de M, una variedad orientada es la pareja (M, £).
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§A.2 Particién de unidad.

Lema A.1 Sea C C U C M, con C compacto y U abierto. Entonces existe una funcidn
f: M —[0,1] (C*=) tal que f = 1 sobre C y la cerradura de sop(f) = {p|f(p) # 0} (soporte
de f) estd contenida en U.

Demostracién: La demostracién consiste en exhibir a tal funcién f.

Para cada p € C elegimos un sistema coordenado alrededor de p: (X, V); adicionalmente
pediremos que V este contenida en U y que X (p) = 0. Entonces {—¢, €) X ... x (—¢, €) < X (V)
para alguna € > 0. Sea j : R — IR (j € C*) definida por:

. _ —(x~1)}"? o= (z+1}~2 € (-1,1)
=) = { o © g (1D

Definamos ahora a g : [R® —+ IR como sigue: g(z) = j(x'/e)j{z?/€)...7(z™/¢), esta funcién
es C°, positiva sobre (~—¢,€) X ... X (—¢,€) ¥ nula fuera de tal regién.

La funcién g o X es entonces C° sobre V. Podemos extender a la funcién fuera de V,
preservando el cardcter C™, diciendo simplemente que su valor es nulo. Sea f, la funcién
extendida. Para todo p en C es posible llevar a cabo el mismo procedimiento y construir
la f, correspondiente, esta funcién es positiva en una vecindad de p cuya cerradura esta
contenida en U. Dado que C es compacto podemos cubrirlo con una cantidad finita de
dichas vecindades, a saber las que corresponden a los n puntos {p(1), ..., p(n)}; el soporte de
la suma fp(1) + ..- + fp(n) esta contenido en U ya que el soporte de cada una de las funciones
esta contenido en U. Dado que C es cubierto con vecindades tales que en su cerradura f, > 0,
entonces sobre C la suma fp1) + ... + fp(n) €8 positiva. Digamos que esta suma es mayor o
igual que § para alguna § > 0.

Sea I : IR — IR definida como:

l(:x:)=/:k//;‘k

con k : IR — JR positiva sobre (0,8) y nula fuera de tal intervalo.
Sea f = 1o (fpu) + --- + fp(n)); es decir:

f= jolr(-)+---+l.t-) k/_/: I

i
K
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Como en C resulta que fpa) + ... + fp(n) = &, entonces para todo p en C tenemos que:

f=/:2‘k//:k=1

La fi ién f decae en la regién compuesta por puntos fuera de C pero tal que
se cumple que 0 < fpa) + ... + Spm)- Por otro lado, si fpy + ... + fpm) = 0, entonces f = Q.

De tal manera tenemos que f : M — [0, 1], es C° dado que es la composicién de funciones
C™=, f = 1 sobre C y el soporte de f esta contenido en U ya que sop(f) es la unién de los
soportes de fp(1), ---» Jp(n) Que estdn contenidos en U. O

‘Teorema A.1 Sea O una cubierta localmente finita de una variedad M. Entonces hay una
coleccidn de funciones hy : M — [0,1] (C*), una para cada U en O, tales que:

(1).- sop(hy) € U para cada U.

(8)-Zuhu(p) =1V pe M.

Demostracién:

Caso 1: Cada U en O tiene cerradura compacta.

Para mostrar este primer caso haremos uso del siguiente resultado: Sea O una cubierta
localmente finita de una variedad M. Entonces es posible elegir, para cada U en O, un
conjunto abierto U’ con U’ contenida en U, de tal forma que la coleccién de todos los U’ es
también una cubierta abierta de M [18]. Elijamos U’ como en el teorema. Apliquemos el
lema anterior con U/C U C M para obtener una funcién Ay : M — [0,1] (C°°) que es igual
a la unidad sobre U’ y tiene soporte contenido en U.

Dado que U’ cubre a M, entonces es evidente que Tyeco Av > 0 para tode p en M.
Definamos la siguiente cantidad: a

u
T EveoAv
sop(hy) C U ya que sop(hy)=sop(Ay), hy € C™ dado que Ay € C™ y TyeoAv # 0.
Noternos que:

he

Av Zveco Av
hy = —_— = =mlee T
1125:3 v ;%: ZrveoAv  Zveo Av

lo cual muestra que 3"y hy = 1 para todo p en M. Adicionalmente es claro que Ay : M —
[0,1].
Caso 2: Caso general.
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Estamos de acuerdo en que la cerradura de U no tiene porque ser un compacto, ello

implica que la cerrsdura de U’ no i te es un to (U’ es cerrado) . En

ia, para d rar de general el teorema, habrd de probarse que el lema

anterior es cierto también cuando C (U') no es compacto. Al demostrar tal afirmacién,
entonces podremos dar las funciones hy como en el caso 1 sin mayores obstdculos:

Lema A.2 Sea C C K C M con C cerrado (pero no ¢ to) y K abierto.
Entonces eriste una funcidn f : M — [0,1] (C*) tal que f = 1 sobre C v la cerradurae de
sop(f) estd contenida en K.

D cién: Exhib a tal f.

Para todo p en C demos un U, C K abierto tal que U, ¢’ K sea compacto. Cubramos

al complemento de C con V. abiertos contenidos en el complemento de C tales que V, sean
compactos,

Recurramos al siguiente teorema que dice: Si C es una cubierta abierta de M, entonces
existe una cubierta C’ de M tal que C’ es localmente finita y refina a C [18].

Entonces, la cubierta abierta {U,,V,} tiene una cubierta abierta O que la refina y es
localmente finita. El refinamiento implica que para todo U, existe el conjunto O' = {U €
O\U € U, para alguna p}. Como U, es compacto entonces U es compacto. Del caso 1 se
sigue la construccién de hy para cada U € O'.

Sea f = Tyeo hu. Esta expresién es C°° puesto que es la suma. finita (O es localmente
finita) de funciones C>°.

Dado que Ty hy(p) = 1 paratodope U < O’y hy(p) = 0 cuando p € U C V,, entonces
f(@) =1V p € C. Como O es localmente finita, la suma es finita en una vecindad de cada
punto; por construccién la cerradura del soporte no abarca mas alld de U U, € K => 1a
cerradura de sopf < K. O

Corolario A.1 Si O es cualquier cubierta abierta de una variedad M, entonces hay una
coleccidn de funciones C= h; : M —» [0,1] tales que:
(1).- La coleccidn de conjuntas {p|hi(p) #% O} es localmente finito.
(2)-Zhlp)=1Vpe M.
(8).- Para cada i hay una U € O tal que sop(h) Cc U.

Una coleccién {h; : M — [0, 1]} que cumpla (1) y (2) es llamada una particién de unidad;
si ademsds se satisface (3) entonces se dice gue la particién esta subordinada a O [18].
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Apéndice B

Densidad de Routh y ecuaciones
“principales” de Einstein
axisimétricas estacionarias.

§B.1 Densidad de Routh.
Co iderando una d. d1l i £ que depende de las coordenadas

generalizadas ¢ y 8 y de sus primeras derivadas ¢y § [10]. Al llevar a cabo la transformacién
(@, s, ¢, 8) ~ (g, 8, p, ), donde p es el momento generalizado correspondiente a g, observamos

que la diferencial de la densidad lagrangiana estd dada por:
dC = L,gdg+ L,ydg + L,,ds + L,;da

=pdg +pd¢+ L,ods+ L£,;d3
como pdg = dp§ — ¢dp, entonces:
d(L ~ p§) =pdg — qdp + L£,,ds + L4 ds
Defini a la demnsidad de Routh como R(q,»,5,3) = p¢g — £, donde p = L4. En
consecuencia:

dR = ~pdg +¢dp —~ LC,,ds — L,,d3
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y por lo tanto tenemos que:

(B.1)
Lyy=-R,, » Lu=—Ru

Puesto que ﬁ(ﬁ,.) = L,,, entonces las ecuaciones que se derivan de la densidad Routhiana
quedan finalmente como sigue:

§=R,p . P=-R,
(B.2)
.u( )= 7:’-2

La densidad Routhiana es 1til cuando existen coordenadas ciclicas, pues el momento
asociado ser4 una cantidad conservada. De tal manera, si la transformacién es (s, 4, ) —
(s, 1, 5), sabemos que TI; (momento generalizado correspondiente a la coordenada. ciclica g)
es una cantid vada y las ect resultantes de la densidad Routhiana son las de
Euler-Lagrange para la(s) coordenada(s) no ciclica(s) y 1as de Hamilton para la(s) ciclica(s)

Ahora bien, si la densidad lagrangiana es como en { 5.23 ):

v
C' = 2DpDwy + %;(Dw)’ — 2p(Dy)?
entonces L' = L'{Y, Dvy, Dw, Dy); puesto que v y w son ciclicas:

R = N,Dvy +T,Dw — L'
donde Il = (£’'),p. son los momentos asociados a las “coordenadas” x = {v,w}. Entonces:

R =20(D%) + L1}
donde evidentemente R = R(,I1,, D¢¥). Por { B.1 )se sigue que las ecuaciones son:

Dy=8&, DIL,=—%2=0
Dw=£%, DN,=—%& =0

(LYY= —R)w . (£hoy=—(R)pe
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puesto que la ecuacién d; Lagrange es D({L),0x ) = (£),x [9], entonces:
Dy=3fF, DI, =-%&=0
Dw=Z£% , DI, =-58=0
D((R),py) — (R)w=0

Introduciendo la funcién €2(p, z) como I, = D, con D = (—8,, 5,), la densidad Routhi-

ana y las <1 corres son las

R =2p(DY)? + ge-‘v(bny (B.3)

y
D((R).pp) — (R)w=0
i (B.4)
Dw= (R)pn » DD =0

§B.2 Ecuaciones “principales” de Einstein axisimétricas
estacionarias.

Las ecuaciones de Einstein en el vacfo estdn dadas por el siguiente conjunto de ecuaciones
Qdiferenciales de segundo orden para la métrica g [11]:
1
Ry - z9aR=0 (B.5)
donde Ry y g son las componentes covariantes del tensor de Ricci y de la métrica g
respectivamente, en tanto que R el escalar de curvatura.
Notemos que estas 31 se red i 3! a Ry = 0. En efecto:

1 1
Ru — 59uR=0 = ¢*Ra—3g"guR=0
= R—2R=0 = R=0
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puesto que g'* Ry = Ry g'*gu = 4; en co ia, las Lt de Ei in estdn dadas
por:

Ra =0 (B.6)

Las ecuaciones de campo que de { B.6 ) se derivan para el elemento de l{fnea ( 5.11 ) son
las siguientes:

4w
e
Roo = —

o e 2 2
{P(op + e} + 9o + 30w + ()} =0

- e“"""
Ros +w 'Ry = —

{4(Wpw, + 'b.w.) + (Wop + Was) — prw,}

{p(.p,,,, ) + Y+ o (w’ +wi)} =0
Ria=1 e =0
12 = ;{25"1’.:'0- = gy wes — T} =

2 2 2 elv
Ry, — Bz = ;{P(¢, — YD v+ 4_p(w‘ —wi}=0

¥ por lo tanto las ecuaciones de Einstein axisimétricas estacionarias en el vacio son:

o+ p(pp + Yua) + G (WE +w?) =0

(B.7)
A(Ppw, + Paws) + (Wpp + Wee) — p~lw, =0
Yy
Ve = 20Wathe — Gotatpis
(B.8)
”
Yo = p(V2 — ¥2) + $F(w? — )
Nétese que al resolver el sistema ( B.7 ) de jones dife iales de segundo orden
ladas, 1a solucién al si ( B.8 ) se reduce simpl te a un probl de integracién.
Esporatarazénquealns 3 ({ B.7) hat de 11 las i principal
de Ei icas estact i
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Observese que el sistema ( B.7 ) ea equivalente al sistema ( B.4 ). En efecto:

IR
Dw = ——
“= 5ba
IR .«
= ~ 50
Dw = shHa = r*
por lo tanto:
Q= p e, , 2, = —pT e,
Por construccién sabemos que:
o =0

D(DS) =0 => Ny~
= Pl A(Wawp + Vatwe) F (Wop + Wae) — p7Mwp ) =0

¥ por lo tanto:
A(Wpwrp + Yatwin) + (Wpp + Was) — p~lwp =0
de las i de ( B.7 ) es justamente la ecuacién la-

jensidad Routhiana ( B.3 ):

Por otra parte, la
i correspondi ala

R SR
D (801.(;) 5w =0
=> 4DpDy + 4pD + 2pe—¥(DN)? =0

donde se ha tomado en cuenta que {D2)? = (DQ)’ Aphcando el operador D y escribiendo
€5 en w ¢ que:

las derivadas de 2 en funcién de las corresp
2et%, 4
A, + 40(Ypp + Yia) + 7(% +wi) =0

e 2 2
= Yp -+ p(pp + tus) + -2—‘;(“’, +wi) =0
Con lo cual queda probado que las 1 pri les de Ei
cionarias para el vacfo son las que de la denmdad Routhiana axisimétrica estacionaria se

i isimétricas esta-

derivan.
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