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Simulación numérica de la dispersión de una nube de partículas sólidas 
liberada a la atmósfera 

Tesis de Doctorado en Ingeniería 
Rubén Ávila Rodríguez 

División de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingeniería UNAM 

Resumen 

Se presentan las bases teóricas y computacionales para simular numéricamente la 
dispersión de partículas sólidas en flujos atmosféricos. Los campos de velocidad, tem­
peratura y energía cinética turbulenta del aire atmosférico, se determinan mediante 
la solución de las ecuaciones Eulerianas de conservación y de transporte del aire. La 
simulación de la dispersión de partículas sólidas en la atmósfera, se lleva a cabo a par­
tir de un modelo Lagrangiano-Estocástico-Determinístico. Se presentan cinco casos de 
análisis en donde se demuestra la capacidad del modelo Euleriano-Lagrangiano que se 
propone en esta tesis, para simular distintos tipos de flujos. 

En el primer caso, se presenta la solución numérica del flujo laminar de agua en 
el interior de un canal rectangular. Los resultados de la simulación tridimensional, se 
comparan de manera satisfactoria con la solución analítica. 

En el segundo caso, se presenta la simulación del flujo de aire sobre una placa plana 
con transferencia de calor. El propósito de presentar este caso, es mostrar la capaci­
dad del modelo para predecir flujos turbulentos sobre superficies lisas. Las varianzas 
de las fluctuaciones de velocidad y el esfuerzo cortante u'v', que se obtienen con el 
modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds, se comparan satisfactoriamente con datos 
experimentales. 

En el tercer caso, se presenta la simulación de la capa límite atmosférica en condi­
ciones neutras y estables En el análisis de este caso, se utiliza tanto el modelo de 
turbulencia de dos ecuaciones K-f estándard como el modelo algebraico de esfuerzos 
de Reynolds. Los resultados del modelo se comparan con datos experimentales y con 
soluciones numéricas previamente publicadas. 

En el cuarto caso, se presenta el transporte y la dispersión turbulenta de partículas 
que se liberan en el interior de un flujo que tiene turbulencia homogénea, isótropa 
y estacionaria. En este caso, se analizan dos condiciones diferentes de liberación de 
partículas. En la primer condición, las partículas se liberan de manera continua, mien­
tras que en la segunda, las partículas se liberan de manera instantánea. Ambas solu­
ciones se comparan con las soluciones: analítica y numérica (previamente publicadas), 
de la ecuación de difusión-advección de concentración de especies. 

En el quinto y último caso, se simula la dispersión de partículas sólidas en una región 
montañosa. El dominio en estudio corresponde a la región de los Geysers localizada 
aproximadamente a 120 km al norte de San Francisco en el estado de California en los 
Estados Unidos de Norteamérica. Además de simular el flujo de aire, se determina la 
trayectoria de una nube de partículas que se libera de manera continua durante una 
hora.. Los resultados numéricos se compara.n con resultados experimentales tornados 
durante la noche del 19 de septiembre de 1980, por el grupo de laboratorios nacionales 
norteamericanos que participaron en el programa ASCOT (Atmospheric Studies in 
Complex Terrain). 
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Numerical simulation of the dispersion of a solid particles cloud released 
to the atmosphere 

Tesis de Doctorado en Ingeniería 
Rubén Ávila Rodríguez 

División de Estudios de Pos grado de la Facultad de Ingeniería UNAM 

Abstract 

The theoretical and computational fundamentals to simulate numerically the di s­
persion oí solid partides in atmospheric fiows, are presented. 

The velocity, temperature and kinetic energy air fiow fields, are predicted by solving 
the Eulerian conservation and transport equations of the atmospheric air. The dis­
persion oí solid partides is predicted by using a Lagrangian-Stochastic-Deterministic 
model. In order to show the Eulerian-Lagrangian model capability to simulate different 
kinds oí fiows, five test cases are presented. 

In the first case, the numerical solution of the laminar water fiow in a rectangular 
channel is presented. The three dimensional numerical solution is compared against 
the analytical solution. 

In the second case, the numerical simulation of the air flow over a fiat plate is 
discussed. The air and the plate have different temperature. This case shows the capa­
bility oí the model to predict turbulent flow over smooth flat surfaces. The variances 
oí the velocity fluctuations and the shear stress u'v', obtained by using an algebraic 
Reynolds stress turbulence model, are compared against experimental data. 

In the third case, the numerical simulation of the atmospheric boundary layer under 
neutral and stable conditions is presented. In this case, the standard two equations 
turbulence model K.-€ and an algebraic Reynolds stress turbulence model, are used to 
dose the boundary layer equations. The model results are compared against both¡ 
experimental data and numerical solutions previously published in the literature. 

The íourth test case, shows the transport and turbulent dispersion of particles that 
are released into a turbulent flow. The turbulence field of the flow is homogeneous, 
isotropic and steady. In this case, two different conditions are considered. In the 
first condition the particles are released by a continuous source, whereas in the second 
condition, the particles come from an instantaneous source. The results of the two 
conditions are compared against both¡ an analytical solution and a numerical solution 
of the Eulerian diffusion-advection equation of species conservation. 

In the fifth case, the dispersion of solid particles in atmospheric fiows with complex 
topography, is presented. The study domain, correspond to the Geysers region located 
approximately 120 km north of San Francisco, California in the U .S.A. In this case, the 
air fiow field and the trajectory of particles released during a time period of one hour, 
are predicted. The numerical results are compared against the experimental data taken 
the night 19-20 september 1980, by the group of north american nationallaboratories 
that were involved in the ASCOT (Atmospheric Studies in Complex Terrain) programo 
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Prólogo 

La idea de desarrollar un modelo computacional para simular el comportamiento de la 
atmósfera, y que además estuviera en posibilidad de calcular la trayectoria de partículas 
sólidas, me surgió en el momento que se dió la noticia de que había sucedido el más 
gtave accidente que le pueda ocurrir a un reactor nuclear. En ese año (1986), yo me 
encontraba en el Instituto de Mecánica de Fluidos de la Universidad de Erlangen­
Nürenberg en Alemania, realizando trabajo de investigación, en el área de flujos en 
dos fases con partículas sólida.s en suspensión. Recuerdo que la situación¡ en relación 
con el material que había sido lanzado hacia la atmósfera en forma de partículas, fue 
de total incertidumbre, ya que nadie sabía hacia donde se dirigía la nube de partículas 
radioactivas. 

La idea que tuve después del accidente del reactor nuclear de Chernobyl, empezó 
a consolidarse años más tarde, en el momento que un grupo de investigadores de la 
UNAM, me iIivitó a una serie de reuniones en las que se comentó sobre la posibilidad 
de desarrollar, un modelo computacional que estuviera en condiciones de simular el 
comportamiento del aire de la atmósfera. Entre estos investigadores se encontraba el 
Dr. Eduardo Ramos y la Dra. Rina Aguirre. En aquel entonces (1990); no se tenía una 
idea muy precisa del método numérico y del algoritmo de solución que se incorporaría 
en el programa de cómputo. Durante las reuniones, se platicó que el esquema numérico 
debería ser al menos tridimensional y en estado transitorio. 

Algunos años después (1993), se iniciaron las actividades para desarrollar el modelo 
computacional que se presenta en este trabajo. A partir de entonces, el Dr. Jaime 
Cervantes (director de esta tesis) y el Dr. Eduardo Ramos, han seguido muy de cerca 
los avances logrados. 

En este trabajo, se presentan las bases teóricas y computacionales para simular la 
dispersión de partículas sólidas en la atmósfera. 

El estudio de la dispersión de pa.!tículas sólidas y líquidas en el interior de un flujo 
turbulento, ha sido abordado desde tiempo atrás por investigadores en el campo de 
la ingeniería mecánica, particularmente en el diseño de quemadores que utilizan, ya 
sea carbón o hidrocarburos líquidos. En estos dispositivos, es de mucha importancia 
determinar la trayectoria de las partículas de combustible, para optimizar la eficiencia 
de la combustión. 

A lo largo de esta tesis, se menciom . .n los aspectos relevantes y las aportaciones del 
presente trabajo de investigación doctoral. A manera de síntesis, las aportaciones más 
significativas son las siguientes: (a) desarrollo de un modelo computacional (tridimen­
sional y en estado transitorio), que determina el campo de velocidades y temperaturas 
del aire de la atmósfera, en condiciones neutras y estables, (h) desarrollo de un mo-

x 



delo algebraico de esfuerzos de Reynolds, el cual es utilizado tanto para determinar 
el campo de velocidades del aire atmosférico, como para determinar la trayectoria de 
partículas y (c) desarrollo del modelo Lagrangiano Estocástico Determinístico (LSD), 
que permite predecir la dispersión de partículas sólidas en la atmósfera. 

El autor desea comentar, que la gran mayoría de los estudios en meteorología con­
sideran a las partículas como elementos de fluido, otros cuantos, incluyen la velocidad 
terminal de una partícula esférica, en su ecuación de cantidad de movimiento. Pero 
hasta. donde el a.utor tiene conocimiento, no se ha incorporado de manera. conjunta, la 
influencia. que el fluido en su movimiento turbulento tiene sobre las partículas y la in­
fluencia. que tienen las partículas sobre el fluido. El acoplamiento en dos sentidos, es de 
mucha. importancia., sobre todo si se toman en cuenta situaciones en donde la concen­
tración de partículas, es tan grande que el campo de velocidades del fluido se modifica.. 
El a.utor desea. reconocer que su campo de investigación no es la meteorología., sin em­
bargo, la. experiencia. de varios años de investigación en el área. de flujos en dos fases con 
partícula.~ en suspensión, le han permitido formular un modelo Euleriano-La.grangiano 
para. el cálculo de la. dispersión de partículas sólidas en la. a.tmósfera.. Además, es el de­
seo del a.utor que las contribuciónes de este tra.ba.jo, se consideren como una. a.portación 
de la. ingeniería. mecánica., a. la. meteorología.. 

En el primer ca.pítulo, se presentan algunos de los antecedentes del estudio de 
flujos a.tmosféricos con partículas (consideradas como elementos de fluido). Con el 
propósito de describir las características de los modelos de dia.gnóstico, se presenta el 
modelo Euleriano-La.grangiano MATHEW-ADPIC. Este modelo es uno de los modelos 
que más se ha utilizado para realizar la simulación de eventos en donde se libera. de 
manera. accidenta.!, una. nube de partículas tóxicas. Durante la. presentación del modelo 
MATHEW-ADPIC, se comentan los diferentes enfoques que existen en la. actualida.d, 
para. cerrar las ecuaciones del flujo turbulento. En el primer ca.pítulo, se presenta 
también el modelo de dia.gnóstico Euleriano-La.grangiano ERAD. Para. comprender 
el modelo de dispersión de partículas que se incluye en ERAD y en el modelo que 
se presenta. en este tra.ba.jo, fue necesario incluir la. teoría. sobre la. cual se basan los 
métodos de Monte CarIo y los métodos de cadenas de Markov. Estos métodos han sido 
utilizados ampliamente por los meteorólogos para. simular la. dispersión de partículas, 
que se comportan como elementos de fluido. Al final del capítulo de introducción, se 
presentan brevemente las características generales de los modelos meteorológicos de 
pronóstico. Se citan algunos de los modelos que existen en la. actualidad. 

En el segundo ca.pítulo, se presentan las ecuaciones que rigen el comportamiento 
del aire de la. a.tmósfera.. Se presentan las dos formas posibles de incluir el campo de 
presiones en las ecuaciones de cantidad de movimiento. La primer forma., considera 
que la. presión en las ecuaciones, es únicamente función de las características térmicas y 
dinámicas del flujo. La. segunda. forma., toma. en cuenta. que la. presión en las ecuaciones 
diferenciales; está constituida. por la. presión hidrostática. más la presión correspondiente 
a. las características térmicas y dinámicas del flujo. Utilizando un enfoque similar al 
que se consideró para. definir la forma. de tratar el campo de presiones, se introduce la 
definición de la temperatura potencial. En el segundo ca.pítulo, se presenta la definición 
de las condiciones: neutras, estables e inestables, que se presentan en la atm6sfera. 

En el tercer capítulo, se presentan los detalles del modelo de turbulencia conocido 
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en la literatura como: modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds. Se presentan las 
expresiones algebraicas que permiten cuantificar la influencia de la superficie terrestre, 
sobre las fluctuaciones de presión-deformación, que aparecen en las ecuaciones de los es­
fuerzos de Reynolds y ·sobre las fluctuaciones de presión-gradiente de temperatura, que 
aparecen en las ecuaciones de los flujos turbulentos de calor. Se aprovecha esta parte 
de la discusión, para presentar en detalle las condiciones de frontera de las ecuaciones 
que i:igen el movimiento turbulento del aite de la atmósfera. 

En el cuarto capítulo, se presenta el modelo de dispersión de partículas sólidas LSD. 
Se describen las ca.tacterísticllB del movimiento de una partícula sólida en el interior 
de un flujo turbulento. Se describe el algoritmo que utiliza el modelo para generar 
ia Iiube inicial de partículaS sólidas. La nube inicial puede tener geometría esférica 
o tener forma de "hongo". Esta última se genera debido a una carga explosiva. Se 
presenta el algoritmo utilizado en el modelo, para definir la condición de frontera de las 
partícUlas. El algoritmo utiliza las reglas de probabilidad condicional para determinar 
si la partícula en su trayectoria: abandona el dominio de I:;studio (se deposita sobre la 
superficie terrestre) o permanece en el aire. 

En el quinto capítulo, se presentan las características generales del método numérico 
de los volúmenes finitos de control. Este método es el que se utiliza para resolver las 
ecuaciones diferenciáles que se presentaron en el capítulo 2. Se menciona brevemente 
el algoritmo SiMPLE, el cual permite determinar el campo de presiones a partir de 
que el eatnpo de velocidades, satisface el principio de conservación de masa.. 

Ál inicio del sexto y último capítulo, se mencionan los traoajus ae investigación 
que se hll.tl realizado, durante las diferentes etapas del desarrollo del modelo que se 
presenta en este trabajo. Se presentan cinco casos de análisis, en los cuales se muestra 
la Capacid.ad que tiene el modelo de simular apropiadamente diferentes tipos de flujo; 
desdé el fltijo laminar en el intérior de un dueto con sección transversal cuadrada (primer 
caso), hasta la dispersión de partículas sólidas, en un flujo atmosférico con topografÍa 
compleja (quinto caso). Con los resultados obtenidos en los cinco casos que se analizan 
(y con los trabajos de investigación que se han llevado a cabo hasta la fecha), es posible 
concluir que se cuenta; no sólamente con un modelo computacional que permite resolver 
las ecuaciones diferenciales que se presentan en este trabajo, sino que es un modelo, 
que puede sér la base para el desarrollo de temas futuros de investigación, tanto básica 
como aplicada. 

Muchas personas han contribuido a que el autor haya llegado a obtener el grado de 
doctor, en esta apasionante disciplina que es la mecánica de los fluidos. No quisiera 
dejar de mencionar al maestro Dagoberto de la Serna, quien influyó sustancialmente 
en mi decisión por estudiar esta disciplina. El maestro de la Serna., al dar su clase de 
la materia: Mecánica del Medio Continuo en la. Facultad de Ingeniería de la UNAM, se 
refería con mucho entusiasmo a la utilidad que tienen las ecuaciones diferenciales en la 
solución de problemas que se presentan en la industria aeroespacial. El Ing. Augusto 
Sánchez C., profesor de la Facultad de Ingenería e investigador durante varios años 
del Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares (ININ), me dió la oportunidad de 
iniciarme (en el ININ) en el estudio e investigación de la mecánica. de los fluidos. El 
Dr. Jaime Cervantes, director y asesor de esta tesis, y además muy buen amigo mío, 
me confió la tarea de desarrollar los modelos numéricos necesarios, durante el proyecto 
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de investigación conjunta entre México y Alemania, denominado: "Transferencia de 
Calor y Masa en Flujos en Dos Fases con Partículas en Suspensión". En el marco de 
este proyecto conjunto, tuve la oportunidad de traba.jar durante casi dos años con el 
Profesor, Dr. Franz Durst, del Instituto de Dinámica de Fluidos de la. Universidad de 
Erlangen-Nürenberg, quien junto con los Drs. George Scheuerer, Dra.gosla.v Milojevic 
y Thomas Borner, me iniciaron en la. simulación numérica, de los flujos en dos fases 
con partículas sólidas en suspensión. El Dr. Eduardo Ramos, quien con su paciencia 
y asesoría. siempre me influyó ánimo para. llegar a. la conclusión de este trabajo. 

Deseo agradecer a. las autoridades del Instituto Nacional de Investigaciones Nuclear 
res, iugar en donde he desarrollado mi actividad como investigador, el gran apoyo que 
recibí para la realización de este trabajo. El apoyo recibido por las autoridades de la 
Facultad de Ingeniería de la UNAM, especialmente por el Dr. Francisco Solorio, se 
agradece grandemente. También deseo agradecer, el a.poyo recibido por la. Dirección 
General de Servicios de Cómputo Académico (DGSCA), ya que sin tener acceso a. la 
supercornputadora. Cray YMP, no hubiese sido posible realizar gran parte de los cálculos 
que se presentan en este traba.jo. Deseo agradecer el apoyo brindado por todas las 
personas que laboran en el La.boratorio de Visualización de la. DGSCA, especialmente al 
Fis. Joaquín Hernández y al Ma.t. Juán López. Quisiera. mencionar que este la.boratorio 
es único en México y sin el cual, no hubiese sido posible generar las animaciones en 
video que acompañan este traba.jo escrito. Agradezco el apoyo moral de varios de los 
miembros de la. División de Dinámica. de Fluidos de la. Sociedad Mexicana de Física, 
quienes estuvieron al tanto del desarrollo de este traba.jo. 

Agradezco mucho la. paciencia, el cariño y el apoyo decidido de mi esposa María 
Esther y de mis traviesos pero inteligentes y responsables hijos: María Esther y Rubén. , 

Agradezco también el a.poyo recibido por mi Padre, el Dr. Alfonso Avila, quien me 
enseñó desde muy pequeño el há.bito del estudio. Agradezco el gran apoyo recibido por 
mis hermanos: Alfonso, Jorge, Luis y Leticia. 

Rubén Ávila Rodríguez 
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Nomenclatura 

a coeficiente del modelo de cadenas de Markov [ ], eco (1.47); ve­
locidad del sonido [mis] (cap. 2); radio de la nube de partículas 
[m](cap. 4) 

b coeficiente del modelo de cadenas de Markov [ ], eco (1.48) 
B constante de la ley logarítmica de pared [ ], eco (6.8) 
cp calor específico del fluido a presión constante [J/kg·K] 

Ca constante del modelo de turbulencia [ ], eco (6.40) 
cl' constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.69) 
el coeficiente de fricción local [ ], eco (6.15) 
ea constante universal [], eco (1.31) 
es constante del modelo de turbulencia [ ], eco (2.49) 

eT constante del modelo de dispersión [ ], eco (4.34) 
el constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.10) 
e; constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.23) 
C2 constante del modelo de turbulencia [], eco (3.11) 
q constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.24) 
e . constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.12) 
e, constante del modelo de turbulencia [ ], eco (2.52) 

el' constante del modelo de turbulencia [ ], eco (2.50) 
e2, constante del modelo de turbulencia [ ], eco (2.50) 
e3, constante del modelo de turbulencia [ ], eco (6.43) 

e4, constante del modelo de turbulencia [ ], eco (6.44) 
e;, función del modelo de turbulencia modificado [ ], eco (6.42) 
q constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.46) 
el9 constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.16) 
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C:e constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.26) 
C29 constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.17) 
C3e constante del modelo de turbulencia [ ], eco (3.18) 

dp diámetro de la partícula [m] 

dW¡ número aleatorio independiente [SI/2]. eco (1.31) 

D' difusión adimensional [], eco (6.71) 

D tensor de difusividad del fluido [m2/s], eco (1.7) 

Dh diámetro hidráulico, 4 Área/Perímetro [m] 

D{¡ coeficiente de dispersión del fluido [m2/s]. eco (4.6) 

Df¡ coeficiente de dispersión de las partículas [m2/s], eco (4.5) 

f 

fe 

9 
G 

L. 
L¡ 
lvlTNT 

P 

Pe 

función de corrección de pared de las fluctuaciones de presión [ ], 
(cap. 3); coeficiente de arrastre no linea! [J. eco (4.11) 

parámetro de Coriolis [l/s] 

aceleración de la gravedad [m/s2] 

producción de energía cinética turbulenta por flotación [kg/m·s3], 
eco (3.14) 
producción de esfuerzos de Reynolds por flotación [kg/m·s3], eco 
(3.4) 
producción de flujos turbulentos de calor por flotación [kg K/m2·s2], 
eco (3.6) 
altura de la nube de partículas [m], (cap. 4) 

escala de longitud de la turbulencia [m], (cap. 3) 
escala de longitud de la turbulencia [m], (cap. 3) 
escala de longitud de Monin-Obukhov [m], eco (3.49); longitud total 
de la placa [m], (cap. 6) 

longitud de entrada [m] 
escala integral de longitud (Euleriana) [m], (cap. 4) 

masa equivalente de TNT [kg], (cap. 4) 

masa de la partícula [kg] 

número de partículas [ ] 

presión [N/m2] 

presión estándard [N/m2], (cap. 2) 
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PD 
PI 

P 

PBLD 

Pr 

Prt 

q 

i' 

R 

presión hidrostática [N/m2J, eco (2.11) 
desviación de la presión con respecto a la presión hidrostática 
[N/m2J 

producción de energía cinética turbulenta por el cortante medio 
[kg/m.s3J, eco (3.13) 
altura de la capa límite planetaria [mJ, (cap. 6) 

producción de esfuerzos de Reynolds por el cortante medio 
[kg/m·s3J, eco (3.3) 
producción de la varianza (}12 [kg K2/m3·s]' eco (3.38) 
producción de flujos turbulentos de calor por cortante medio [kg 
K/m2·s2J, eco (3.5) 
número de Prandtl [ J 

mÍmero de Prandtl turbulento [ J 

flujo de calor por unidad de área [W Im2
J 

flujo de calor cinemático [m K/sJ, figura 6.32 
flujo de calor por unidad de área en la superficie [W /m2J 

flujo volumétrico Im3/ sJ, eco (6.2) 
coordenadas de las partículas [m], eco (1.11) 
relación entre escalas de tiempo I ], eco (3.45) 
número de Reynolds basado en el diámetro hidráulico 1], eco (6.3) 
número de Reynolds basado en la distancia x [ J, eco (6.13) 
número de Reynolds basado en el espesor de capa límite [ J, (cap. 
6) 
número de Reynolds de la partícula [ J, eco (4.12) 
número de Richardson [ J, eco (3.89) 

correlación de velocidad del fluido en contacto con las partículas [ 
J, eco (4.1) 
correlación de velocidad de las partículas [ ], eco (4.2) 

coeficiente de correlación Lagrangiana I J, eco (1.40) 

entropía Im2/s2·KJ, (cap. 2) 
número de Schmidt turbulento [ 1 
influencia de la superficie sobre las fluctuaciones de presión­
velocidad [kg/m·s3], eco (3.9) 

xvi 



Si9 influencia de la superficie sobre las fluctuaciones de presión-
temperatura [kg K/m2·s2], eco (3.15) 

t tiempo [s] 
T temperatura del fluido [K]i tiempo total transcurrido [s], eco (6.73) 

T' tiempo adimensional [ ], (cap. 6) 

T+ temperatura adimensional [ ] 
Ti escala integral de tiempo Lagrangiana [s] 

T;"E escala integral de tiempo Euleriana [s]' cap. (4) 

Tl escala integral de tiempo del fluido en contacto con las partículas 
[s], eco (4.4) 

Tf. escala integral de tiempo de las partículas [s], eco (4.3) 
TI desviación de la temperatura con respecto a la temperatura 

adiabática [K] 
T~ temperatura media adiabática del fluido [K] 
T., temperatura de la superficie [K] 
ü, v, w velocidades medias del fluido [mis] 

uo , vo , Wo velocidades del fluido interpoladas [mis]' eco (1.1) 

U.n./, U num velocidad a partir de la solución analítica y solución numérica re-
spectivamente [mis] 

u+ velocidad adimensional [ ] 

',:, ;', W velocidades instantáneas del fluido [mis] 
u· . "/, w' fluctuaciones de velocidad del fluido [mis] 
:'~, "p, wp velocidades de las partículas [mis] 

Ug , wg velocidades geostróficas [mis] 

U rms desviación estándard de las fluctuaciones de velocidad en turbulen-
cia isótropa [mis]' eco (6.51) 

U;2 varianza de las fluctuaciones de velocidad [m2/s2] 

u;u] esfuerzos de Reynolds [m2/s2] 

u;8' flujos turbulentos de calor [m K/s] 
u'u' varianza de las fluctuaciones de velocidad en la dirección x [m2/s2], 

figuras 6.30 y 6.31 
Ud velocidad de difusión de partículas [mis]' eco (1.9) 



u 
Uc 

U.eI 
v 

x 
x,Y,Z 

xp, Yp, Zp 

X 

X:1 

Yi 

Yo 

YP 
y+ 

y2 

Z2 

Símbolos griegos 
a 

/3 

velocidad de transporte de partículas [mIs], eco (1.9) 

fluctuaciones de velocidad del fluido en contacto con las partículas 
[mIs], (cap. 4) 

velocidad de fricción [mIs] 

componente x de la velocidad de fricción [mIs]' eco (3.53) 

componente z de la velocidad de fricción [mIs]' eco (3.54) 

vector de velocidad de las partículas [mIs]' (cap. 1) 

velocidad del fluido fuera de la capa límite [mIs], (cap. 6) 

velocidad relativa partículas-fluido [mIs], eco (4.13) 

volumen específico del fluido [m3/kg], (cap. 2) 

velocidad terminal de las partículas [mIs], (cap. 4) 

fluctuaciones de velocidad de las partículas [mIs]' (cap. 4) 

varianza de las fluctuaciones de velocidad en la dirección y [m2/s2], 

figuras 6.30 y 6.31 

varianza de las fluctuaciones de velocidad en la dirección z [m2/52], 

figuras 6.30 y 6.31 

velocidad adimensional [ j 
vector de la posición inicial de las partículas [m], (cap. 1) 

coordenadas cartesianas [m] 

posición de las partículas [m], (cap. 6) 

vector de posición de las partículas [m], (cap. 1) 

fuerza de cuerpo en la dirección vertical [N/m3], eco (2.1) 

altura de la capa de inversión térmica [m] 

parámetro de rugosidad [m] 

punto localizado en la vecindad de la superficie [m] 

distancia adimensional [ ] 

varianza del desplazamiento de las partículas en la dirección y [m2
] 

varianza del desplazamiento de las partículas en la dirección z [m 2] 

difusividad molecular [m2/s], eco (3.39) 

ángulo formado por las velocidades del viento [rad], (cap. 3) 
difusividad turbulenta de energía térmica [m2/s] 

coeficiente de expansión térmica [1/K] 
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PI constante para atmósfera estable en la definición de 1m [], eco (3.95) 
P2 constante para atmósfera inestable en la definición de <Pm [ ]. eco 

(3.99) 
A( relación de calores específicos [ ] 

r gradiente adiabático de la temperatura [K/m] 

rS espesor de la capa límite [m], (cap. 6) 

rSt incremento de tiempo Lagrangiano [s] 
.ó.t incremento de tiempo Euleriano [s] 

.ó.F volumen de la celda numérica [m3] 

f disipación de energía cinética turbulenta [m2/s3] 

fe disipación de la varianza (ji'i [K2/s]' eco (3.39) 
(J temperatura potencial [K]. (cap. 2); ángulo de giro de la espiral de 

Ekman [grados]. (cap. 6) 
(Jt fluctuación de temperatura [K] 
(Jt2 varianza de las fluctuaciones de temperatura [1(2] 

B valor medio de la temperatura potencial del fluido [K] 
(JT temperatura de conducción [K], eco (3.55) 
K energía cinética turbulenta [m2/s2] 

Ka constante de von Kármán [ ] 
KT conductividad térmica [W /m·K] 

>. escala de longitud de la turbulencia [m], (cap. 6) 

,\ L escala de longitud los remolinos turbulentos [m]. eco (4.36) 

¡t viscosidad dinámica molecular [kg/m·s] 
."t viscosidad dinámica t.urbulenta [kg/m·s] 
v, viscosidad cinemática turbulenta [m2/s] 

v,. componente x de la viscosidad turbulenta [m2/s]' eco (3.60) 

v,. componente z de la viscosidad turbulenta [m2/s], eco (3.61) 

~ variable adimensional [ ]. eco (3.48) 
II;j correlaciones de presión-deformación [kg/m.s3], eco (3.7) 

II;j,1 correlaciones de presión-deformación debido a las fluctuaciones de 
velocidad [kg/m·s3

], eco (3.10) 
II;j,2 correlaciones de presión-deformación debido al gradiente de la ve­

locidad media y a las fluctuaciones de velocidad [kg/m·s3], eco 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Motivación 

El ser humano durante su historia, se ha enfrentado a un sinnúmero de situaciones 
adversas que han puesto en riesgo su existencia. Entre estas adversidades destacan los 
fenómenos naturales (incendios, temblores, erupciones, tornados, huracanes y avcJan­
chas) y los fenómenos creados por el hombre mismo, ya que en su afán por conseguir 
una mejor calidad de vida, ha ocasionado que el aire del medio ambiente se deteriore 
al grado que con frecuencia se presentan situaciones de emergencia (liberación de gases 
y partículas tóxicas a la atmósfera, explosiones y contaminación ambiental). 

Algunos de estos fenómenos están estrechamente relacionados con la capacidad que 
tiene la atmósfera para transportar y dispersar partículas suspendidas. 

En particular, en una erupción, una cantidad inmensa de material volcánico es 
lanzado hacia la atmósfera en forma de ceniza. En una explosión una buena parte 
del material contenedor de la fuente de energía es liberado en forma de partícufas. 
Durante un incendio las corrientes convectiva.s transportan partículas hacia las capas 
superiores de la atmósfera. En las zonas industriales y urbanas los productos de la 
combustión (gases o partículas sólidas) que son liberados ocasionan daños al medio 
ambiente. El transporte del polen, granizo y gotas de lluvia son ejemplos adicionales 
de flujos atmosféricos con partículas en suspensión. 

El estudio teórico y computacional de los flujos atmosféricos acompañados por una 
nube de partículas, recibió un gran impulso a partir de la décadas de los 70's, debido 
principalmente a los siguientes factores: (a) los altos índices de contaminación que se 
presentan en diversas ciudades, en donde no es favorable la dispersión de los gases, 
(b) los daños ocasionados por los fenómenos naturales o por la liberación accidental 
de gases tóxicos, (c) el accidente nuclear de Chernobyl (1986), (d) el desarrollo de 
algoritmos computacionales que resuelven las ecuaciones que rigen el comportamiento 
del aire de la atmósfera, (e) el desarrollo de modelos de turbulencia que permiten 

determinar la varianza de las fluctuaciones de velocidad (U¡2), las cuales interaccionan 
con la trayectoria de partículas suspendidas en el aire, y (f) el incremento de la velocidad 
de proceso y capacidad de almacenamiento de los sistemas de cómputo. 

En el presente trabajo, se establecen las bases teóricas y computacionales que per­
miten comprender, modelar y simular los flujos atmosféricos con partículas en sus-
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pensión. 
Contribuir al conocimiento de estos flujos, es de interés para el autor ya que al 

desarrollar modelos capaces de predecir la dispersión de nubes tóxicas, se podrán es­
tablecer zonas de riesgo de las instalaciones industriales, e identificar políticas a seguir 
en caso de accidentes severos. 

1.2 Antecedentes 

Determinar la dispersión de contaminantes gaseosos o sólidos que son liberados a la 
atmósfera es un problema difícil de abordar. La complicada naturaleza de los procesos 
físicos y químicos que una nube de partículas experimenta en un flujo atmosférico, la 
irregulardad de la superficie terrestre, la estratificación de la atmósfera y los cambios 
con respecto al tiempo de las características medias y turbulentas del flujo de aire; 
son algunos de los factores que hacen que la solución al problema de la dispersión 
de partículas sea muy compleja. Como se mencionó en la sección [1.1], el estudio 
de los flujos con partículas tuvo un gran impulso a partir de la década de los 70's. 
Anteriormente, este tipo de flujos fue estudiado de manera intensiva por los militares 
de los Estados Unidos de Norteamérica (EUA), ya que en caso de detonación accidental, 
o por actos de terrorismo, de un explosivo químico colocado en un depósito de armas 
nucleares, era necesario conocer la dispersión y trayectoria de las partículas radioactivas 
y consecuentemente determinar las acciones a tomar en cuanto a evacuación y resguardo 
de la población civil (Church, 1969), (Cederwall and Peterson, 1990), (Beck, 1984), 
(Thompson, 1990), (Beck and Anspaugh, 1990), (Glasston and Dolan, 1977), (Baskett 
and Cederwall, 1991a). Estos estudios se realizaron mediante experimentos llevados a 
cabo en el estado de Nevada de los EUA desde 1955 a 1963, año en que se prohibió que 
plutonio en forma de aerosol se liberara a la atmósfera (Boughton and DeLaurentis, 
1992). 

El accidente del reactor nuclear de Chernobyl (Dickerson and Sullivan, 1986); 
motivó que la industria nuclear tomara conciencia de la importancia de realizar in­
vestigació~ relacionada con el cálculo de la dispersión intercontinental de partículas 
(Zannetti, 1990) y la determinación del término fuente (energía y cantidad de material 
que se libera en caso de accidente severo) de una central nuclear. 

Al principio de la década de los 80's, la industria aeronáutica se interesó en el pro­
blema de flujos atmosféricos con partículas suspendidas, ya que ocurrieron incidentes en 
donde aviones de pasajeros se dañaron al encontrarse de manera repentina con nubes de 
ceniza volcánica. En 1982 dos aviones del tipo Jumbo 747-200 (en un lapso de tres sema­
nas), se encontraron con ceniza proveniente de dos erupciones del volcán Galunggung 
en Java, Indonesia. En ambos casos la ceniza volcánica entró a las turbinas haciendo 
que las aeronaves perdieran empuje; por lo que tuvieron que aterrizar con dificultad 
en el aeropuerto de Jakarta. Entre diciembre de 1989 y febrero de 1990, cinco aviones 
comerciales sufrieron daño al encontrarse con nubes de ceniza proveniente del volcán 
Redoubt en Alaska. El incidente más serio le ocurrió a un Jumbo 747-400, cuyo costo 
de reparación se evaluó en $80 millones de dólares (Casadeval, 1991). 

A partir de los años 70 's, diversos grupos de investigación han desarrollado modelos 
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matemático-computa.cionales, con el objeto de entender los fenómenos meteorológicos 
locales « 10 km), intermedios (entre 10 km y 100 km), regionales (> 100 km) y globales 
(del orden de las dimensiones de la capa atmosférica), y proporcionar los parámetros 
meteorológicos (velocidad, temperatura y características turbulentas) requeridos por 
los modelos de dispersión de partículas. Sin embargo, la física que se incluye en varios 
de estos códigos es limitada (Williams and Yamada, 1990), tal es el caso de los mode­
los que hacen uso de la tradicional formulación Gaussiana, o aquéllos que consideran 
que la velocidad media y las características turbulentas del flujo de aire son indepen­
dientes del tiempo. En la actualidad, los modelos matemático-computacionales son 
la herramienta más adecuada tanto para determinar las características meteorológicas 
de la atmósfera, como para realizar estudios de la calidad del aire. Estos modelos se 
clasifican en dos grupos: ( a) modelos de diagnóstico y (b) modelos de pronóstico. En al­
gunos casos, ambos modelos han sido acoplados con modelos de dispersión de partículas 
del tipo Lagrangiano. El acoplamiento de los modelos meteorológicos con los mode­
los de dispersión de partículas¡ da como resultado que se tenga un enfoque híbrido 
(Euleriano-Lagrangiano) al problema de la dispersión. Las variables meteorológicas 
que influyen en la dispersión de partículas; se determinan en un dominio Euleriano 
ya sea al interpolar valores medidos (métodos de diagnóstico) o al resolver las ecua­
ciones diferenciales (métodos de pronóstico) que rigen el comportamiento del aire de la 
atmósfera. El enfoque Lagrangiano¡ consiste en seguir varios miles de trayectorias indi­
viduales de partículas (o cúmulos de partículas) en el interior de los volúmenes (celdas) 
utilizados para discretizar el dominio en estudio. La naturaleza tan complicada de los 
mecanismos de interacción entre la fase continua (aire) y la fase dispersa (partículas); 
ha propiciado que existan diferentes alternativas para modelar los fenómenos físicos de 
difusión turbulenta. 

A continuación se presentan algunas características de los modelos meteorológicos 
(Euleriano-Lagrangianos), que son utilizados en la actualidad. 

1.3 ~odelos de diagnóstico 
Los modelos de diagnóstico, calculan los parámetros meteorológicos a partir de la 
interpolación o extrapolación de datos experimentales. El campo de velocidades se en­
cuentra al satisfacer la ecuación de continuidad 'V • u = O, donde u = u1i + u:J + u3k. 
Desafortunadamente, al satisfacer exclusivamente el criterio de no divergencia, no es 
posible conocer una solución única, por lo que se requiere de condiciones adicionales, 
comúnmente en la forma de parámetros de estabilidad (parámetros empíricos depen­
dientes de la estabilidad de la atmósfera), que deben de cumplirse para poder escoger 
una solución de las muchas que satisfacen la ecuación de continuidad (Boughton and 
DeLaurentis, 1992). Estos modelos, tienen las siguientes desventajas: (a) requieren 
para su funcionamiento de una gran cantidad de datos experimentales, que deben 
ser tomadas mediante redes densas de medición, (b) no son utilizados para prede­
cir la evolución temporal de las variables meteorológicas, sino que proporcionan una 
estimación de la condición en estado estacionario, (e) no es posible predecir apropia­
damente flujos tridimensionales, estratificados a mesoescala (Lyons et al., 1993). La 

3 



ventaja principal de estos métodos es que incorporan información tomada de medi­
ciones. Uno de los modelos híbridos de diagnóstico más conocidos, es el constituido por 
el modelo meteorológico MATHEW (Mass-Consistent Three-dimensional Wind field) 
y el modelo de dispersión ADPIC (the Atmos¡:heric Diffusion Particle-in-Cell), desa­
rrollados en la década de los 70's en el Laboratorio Nacional de La.wrence Livermore 
(LLNL) en los EUA (Sherman, 1978), (Lange, 1978). 

El modelo MATHEW-ADPIC, constituye el núcleo computacional del sistema ARAC 
(Atmospheric Release Advisory Capa.bility) , el cual es un servicio de respuesta. a emer­
gencias en caso de liberación accidental de material nuclear hacia la. atmósfera. Este 
servicio, tiene la tarea. (asignada por el Departamento de Energía de los EU A) de es­
timar el impacto de accidentes radiológicos que pueden ocurrir en cualquier parte del 
mundo (Dickerson and Lange, 1986), (Gudiksen et al., 1985). 

La experiencia del grupo del LLNL es muy arnplia ya que desde 1973 (Lange, 
1973), han realizado múltiples ejercicios de simulación de la dispersión de contami­
nantes atmosféricos a. escala intermedia (mesoescala) (Rodríguez and Rosen, 1984), 
a escala regional (Lange, 1978), (Ellis and Sullivan, 1991), a escala intercontinental 
(Rodríguez, 1988) y han respondido a situaciones de emergencia tales como el accidente 
nuclear de Chernobyl (Dickerson and Sullivan, 1986). El modelo MATHEW-ADPIC, 
también ha sido utilizado para validar modelos que simulan la. evolución temporal de 
una nube de partículas, en los segundos posteriores a una explosión química. (Baskett 
and Cederwall, 1991a), (Foster et al., 1990). 

MATHEW, es un modelo de diagnóstico, tridimensional, a escala regional que deter­
mina el campo de velocidades en coordenadas cartesianas a partir de una formulación 
variacional. En este modelo, se define una funcional integral (E), la cual si se minimiza 
(áE = O); se obtienen expresiones algebraicas que hacen mínima la varianza de la dife­
rencia entre los valores "observados" y los valores "ajustados" de las velocidades. En la 
definición de la funcional; se considera que los valores "ajustados" deben satisfacer la 
condición de no-divergencia del vector velocidad (Rodríguez et al., 1985). La funcional 
utilizada en MATHEW es la siguiente (Sherman, 1978): 

E (u, u, w, >') = fv [a~ (u - uo)2 + af (ti" - uo)2 + a~ (w - wo)2 + X'V • u] dxdydz 

(1.1) 
donde: U, U, w son las velocidades "ajustadas" o calculadas por el modelo, Uo, Uo , wo, 
son velocidades interpoladas o extrapoladas a partir de datos experimentales (valores 
"observados"), >. es un multiplicador de Lagrange y los valores ah y a~, son los factores 
de "peso" de Gauss ("Gauss precision moduli"), en la dirección horizontal y en la 
dirección vertical respectivamente. Los factores de Gauss dependen de la estabilidad 
atmosférica. y de la razón de aspecto de las celdas Eulerianas, en las cuales se divide el 
dominio (Rodríguez et al., 1985). Las expresiones que minimizan la funcional (1.1), 
tienen la. siguiente forma: 

(1.2) 

(1.3) 
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(1.4) 

(1.5) 

La. ecuación de >., se obtiene al derivar las ecuaciones (1.2-1.4) y sustituir el resultado 
en la ecuación (1.5), por lo que se obtiene la ecuación elíptica de Poisson: 

(1.6) 

La ecuación (1.6), se resuelve numéricamente (mediante diferencias finitas) en un 
dominio definido por un prisma rectangular, cuya superficie inferior se localiza en la 
región de menor nivel topográfico. La región de estudio se discretiza en una malla rec­
tangular con tamaños de celda llz, lly, llz. La forma de analizar superficies complejas 
en MATHEW, es a partir del "bloqueo" de las celdas rectangulares, las cuales se locali­
zan en la frontera sólida (velocidad nula). Utilizando este tipo de procedimiento, no es 
posible simular adecuadamente la topografía de la región, ya que se analizan geometrías 
en forma de "dientes de sierra" cuyo tamaño depende de la discretización del dominio. 
Para resolver este problema, es necesario recurrir a los métodos numéricos que per­
miten deformar las fronteras (método de elemento finito) o resolver las ecuaciones de 
transporte en coordenadas generalizadas. Estos últimos, hacen uso de los algoritmos 
que permiten deformar las mallas computacionales, y ajustarlas a la geometría de la 
superficie (body fitted coordinates). El modelo matemático que se presenta en esta 
tesis (como se explicará en detalle), resuelve las ecuaciones de conservación y trans­
porte en coordenadas cartesianas, por lo que recurre también al bloqueo de volúmenes 
rectangulares para simular geometrías complejas. 

Una vez que se conoce la distribución de los factores >.(x, y, z)¡ el campo de veloci­
dades "ajustado" se determina a partir de las ecuaciones (1.2-1.4). Estas velocidades 
constituyen el campo de vientos, que será utilizado por el modelo ADPIC para cal­
cular la difusión de contaminantes. Recientemente Gross (Gross, 1996), comparó los 
resultados obtenidos con un modelo tridimensional (no-hidrostático), semejante al que 
se presenta en este trabajo doctoral, con los obtenidos con un modelo de diagnóstico 
similar a MATHEW. Gross, realizó estudios sobre la aplicabilidad de los modelos de 
diagnóstico (mass-consistent) para el caso de dos geometrías: una correspondiente a 
superficie homogénea (región costera) y la otra en zona montañosa. Las conclusiones 
más relevantes del trabajo de Gross fueron: (a) el campo de velocidades "ajustado", 
depende en gran medida del campo inicial de velocidades que se obtiene a partir de 
mediciones e interpolaciones, (h) la evolución temporal del campo de velocidades no 
puede ser determinada adecuadamente, (c) entre menor es el número de datos pro­
porcionados al procedimiento variacional, el error es cada vez mayor, (d) para una 
orografía complicada, los modelos de diagnóstico proporcionan resultados adecuados, 
únicamente si se cuenta con una red muy densa de medición. El comentario más in­
teresante de Gross es en el sentido de que, si no se dispone de redes muy densas de 
medición, la utilización general de estos métodos no es recomendable. 
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ADPIC, es un modelo de difusión de pa:rtículas, que permite determinar la dis­
persión de contaminantes atmosféricos en diferentes condiciones como son: (a) campos 
de velocidad no uniformes, (b) rugosidad de la superficie no uniforme, (c) precipitación 
seca y húmeda, (d) decaimiento radioactivo y (e) parámetros difusivos que dependen 
del espacio y del tiempo. ADPIC, resuelve a partir de un procedimiento Euleriano­
Lagrangiano, la ecuación tridimensional de advección-difusión en coordenadas carte­
sianas. El campo de velocidades del aire atmosférico, es proporcionado por el modelo 
MATHEW. El algoritmo de dispersión incluido en ADPIC, es el llamado Particle-in­
Cell algorithm (Crowe et al., 1977) (Crowe, 1982), el cual considera que varios miles de 
partículas individuales (representadas como trazadores Lagrangianos), se desplazan en 
el interior de una malla numérica Euleriana. En ADPIC, se supone que las partículas 
se mueven con una velocidad de transporte (pseudo-velocidad) que es función de la 
velocidad del aire, de los coeficientes del tensor de difusividad turbulenta D y del gra­
diente de la concentración de la fase dispersa '\75[. La expresión de la velocidad que 
transporta a las partículas, se obtiene al representar la ecuación de advección-difusión 
en la siguiente forma: 

a;: + '1- (xu) = '\7 • (D'\7x) (1.7) 

Si se combinan los dos términos de divergencia, se obtiene: 

(1.8) 

donde D es el tensor de difusividad turbulenta (3x3) cuyos elementos son cero excepto 
en la diagonal principal. Se ha observado que en la atmósfera; los coeficientes de 
difusión turbulenta en la dirección horizontal son diferentes al coeficiente de difusión 
en la dirección vertical, es decir: Dll = D", = D22 = Dy :f D33 = Dz. La velocidad de 
transporte (pseudo-velocidad) se expresa como: 

(1.9) 

donde la velocidad de difusión es: 

(1.10) 

El procedimiento de solución de la ecuación Euleriana de advección-difusión, a 
partir del modelo Lagrangiano incluido en ADPIC sigue los siguientes pasos: 
(a).- Si se conoce el campo de concentraciones en el tiempo t (Xt), a partir de las 
condiciones iniciales o a partir del resultado de una iteración anterior, entonces es 
posible calcular la velocidad de difusión Ud, la cual se suma al campo de velocidades 
"ajustado" u (proporcionado por MATHEW), para obtener las pseudo-velocidades up 

eco (1.9). 
(h).- Se calcula la nueva posición de cada partícula, considerando que son transportadas 
con la velocidad u p , durante el intervalo de tiempo .6.t, es decir: 

(1.11) 
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donde i'1+~' Y i'" representan las coordenadas de las partículas en el tiempo anterior y 
posterior respectivamente. 
(c).-Con la nueva distribución de partículas, se ca.lculala concentración Xt+~" que dará 
inicio a.l siguiente ciclo. 

Con el propósito de discutir el modelo de turbulencia que utiliza ADPIC para definir 
la difusividad turbulenta D y la velocidad de difusión Ud, a continuación, se presenta 
una breve descripción de los modelos utilizados en la actualidad para el cálculo de 
flujos turbulentos. 

Para representar las características turbulentas de un fluido en movimiento, se re­
curre regularmente a. descomponer el va.lor instantáneo de las variables dependientes, 
que aparecen en las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento, energía, etc., 
en un va.lor medio más una fluctuación: a = a + a', en donde a puede ser cua.lquiera 
de las variables: densidad p, velocidad u¡, presión p, temperatura potencial (}, con­
centración X, etc. Al sustituir la descomposición de Reynolds en las ecuaciones de 
conserva.ción y transporte, y rea.lizar un promedio estadístico, surgen los términos tur­
bulentos: u~ui, u¡O', lL~X', etc., los cua.les tienen que ser representados ya sea. a partir 
de relaciones semi-empíricas que incluyen el primer momento (va.lor medio) de la varia­
ble en cuestión; o a partir de ecuaciones de transporte para cada uno de los términos 
turbulentos (segundos momentos). Sin embargo; en las ecuaciones de los segundos mo­
mentos aparecen correlaciones de mayor orden (terceros momentos), las cua.les tendrán 
que ser modeladas a su vez, ya sea. a partir relaciones semi-empíricas que son función 
de corrfllaciones de menor orden; o a partir de formular nuevas ecuaciones para los 
terceros momentos, ésto conduce a.l problema de "cerradura". 

En los modelos de diagnóstico que son acoplados con modelos de dispersión de 
partículas, los términos turbulentos se determinan exclusivamente a partir de rela­
ciones empíricas. Esta forma de modelar la turbulencia, tiene la desventaja de que 
los parámetros que se incluyen en las relaciones empíricas, tienen que ser ajustados 
dependiendo del tipo de flujo en estudio (Ying and Canuto, 1996). 

En los modelos de pronóstico, las correlaciones turbulentas se evalúan a partir de 
diferentes modelos entre los que se cuentan principa.lmente: 
.-(a) modelos de segundo orden, los cua.les resuelven ecuaciones de transporte para los 
segundos momentos: u¡uj, u~IJt, 8'2, u~X', etc. Las correlaciones de tercer orden que 
aparecen en estas ecuaciones se modelan mediante formulaciones semi-empíricas. 
(b) Los modelos de primer orden, los cua.les "cierran" las ecuaciones de transporte en el 
primer momento estadístico. Estos modelos, recurren ala aproximación de Boussinesq 
(Launder and Spa.lding, 1972) para representar los términos turbulentos como función 
de un coeficiente de difusión, y del gradiente del primer momento de las variables 
dependientes, es decir: 

-,-, [é1u¡ é1ui ] 2 r - u,u· = v, - + - - -O'jl'ó. 
J 8x· 8x' 3 J • 

(1.12) 

-'-0' ali -u· =a,-
• ax¡ 

(1.13) 

-,-, D ax -u·X = ,-
• OX¡ 

(1.14) 
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donde: Vt es la difusivid~..d turbulenta de cantidad de movimiento, at = Vt/ Prt es la 
difusividad turbulenta de energía térmica (Prt es el número de Prandtl turbulento), 
Dt = Vt/ Se¡ es la difusividad turbulenta de concentración (Se¡ es el número de Schmidt 
turbulento) y K. = 0.5( U/2 + tJ/2 + W 12 ) es la energía cinética turbulenta. 

El principal problema de estos modelos es contar con una expresión para evaluar 
el coeficiente de difusividad turbulenta¡ el cual es una representación de las escalas de 
velocidad y de las escalas de longitud de la turbulencia. Según sea la forma de evaluar 
la difusividad turbulenta, los modelos de primer orden se clasifican en: 
.-m(,Jelos algebraicos, los cuales no resuelven ecuaciones diferenciales de transporte 
para las cantidades turbulentas (modelos de longitud de Mezcla) . 
. -modelos de una ecuación, en donde se resuelve una ecuación de transporte para la 
escala de velocidad (energía cinética turbulenta K.) • 
. -modelos de dos ecuaciones, en donde se resuelve una ecuación de transporte para K. y 
otra ecuación para la escala de longitud de la turbulencia (regularmente se considera 
la ecuación para la disipación de energía turbulenta €). 

( c) Modelos híbridos, jerárquicamente se encuentran entre los modelos de segundo 
y primer orden, y tienen la ventaja de que combinan las características de cada uno 
de ellos (Hanjalié, 1994). Se recurre a los modelos híbridos, ya que los modelos de 
turbulencia basados en la difusividad turbulenta (modelos de primer orden), no son 
capaces de cuantificar el valor de cada esfuerzo normal U /2 , V /2 , W '2 , lo cual es funda­
mental para el estudio del transporte y dispersión de contaminantes en la atmósfera 
(Ying and Canuto, 1996). Por otro lado, utilizar un modelo de segundo orden para 
evaluar los flujos turbulentos, implica resolver al menos seis ecuaciones de transporte 
para los esfuerzos de Reynolds (u¡uj), tres ecuaciones para los flujos de calor U¡O' y 
una ecuación para la varianza de las fluctuaciones de temperatura 0'2 . El trabajo de 
resolver al menos este lJistema de ecuaciones, no es trivial y sobre todo no es económico 
considerando la tecnología actual de computadoras (Ying and Canuto, 1996), (Uliasz, 
1994b). 

Como un compromiso entre exactitud y eficiencia, varios autores han desarrollado 
los modelos híbridos conocidos como Modelos Algebraicos de los Esfuerzos de Reynolds 
(Algebraic Reynolds Stress Models ARSM) (Rodi,1980), (Gibson and Launder, 1978), 
(Ying and Canuto, 1996), los cuales no recurren al concepto de difusividad turbulenta, 
sino que utilizan expresiones algebraicas para los segundos momentos. Para obtener las 
expresiones algbraicas, se supone que los flujos turbulentos son función de los valores 
locales de la energía cinética turbulenta (K.) y de la la disipación de energía turbulenta 
( f). 

Los modelos lu'bridos, actualmente representan la forma más adecuada de represen­
tar flujos a mesoescala, sobre todo si el campo de velocidades resultante está acoplado 
con un modelo de dispersión de partículas (Uliasz, 1994b). 

Una vez que se han descrito de manera general los modelos que se utilizan con mayor 
frecuencia para el cálculo de flujos turbulentos, no es difícil identificar que en ADPIC, 
los términos turbulentos de la ecuación de concentración X, se modelan utilizando la 
aproximación de Boussinesq. La difusividad turbulenta en la. dirección horizontal, se 
conoce a partir de formulaciones semi-empíricas que dependen de las características de 
la. fuente (continua. o instantánea). El coeficiente de difusión vertical D z , se calcula. 
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tomando en cuenta las características dinámicas (esfuerzos cortantes debido a la pre­
sencia de la superficie terrestre) y térmicas (movimientos convectivos) de la atmósfera 
(Rodríguez et al., 1985). 
Es importante hacer notar que el modelo ADPIC, supone que la difusividad turbulenta 
de concentración es igual. a la difusividad turbulenta de cantidad de movimiento (lo 
cual no es necesariamente cierto). Esta igualdad de difusividades, se observa en la 
formulación que evalúa el desplazamiento de las partículas eco (1.9), en donde se 
supone que el tensor de difusividades de concentración D, es el que gobierna el des­
plazamiento turbulento de las partículas. En ADPIC, el cálculo de la dispersion de 
partículas, se realiza sin considerar las escalas de longitud y tiempo de los remolinos 
turbulentos. Las partículas en ADPIC, se consideran únicamente como trazadores, los 
cuales se comportan como "Elementos de Fluidos" (excepto por que se considera una 
velocidad terminal para partículas más pesadas que el aire), por lo que no se toman en 
cuenta los efectos de inercia, ni el efecto de trayectorias cruzadas (partículas-remolino 
turbulento) (Snyder and Lumley, 1971), (Wells and Stock, 1983). De acuerdo a la 
clasificación de los métodos La.grangianos, ADPIC se encuentra dentro de la familia de 
los métodos Determinísticos, ya que no toma en consideración la estructura estocástica 
de los remolinos turbulentos que se encuentran en interacción con las partículas. En 
conclusión, el modelo MATHEW-ADPIC, a pesar de que tiene serias deficiencias desde 
el punto de vista de la física involucrada (ya que únicamente satisface la condición de no 
divergencia), es un algoritmo que se utiliza. ampliamente para el cálculo de la dispersión 
de contaminantes en cualquier parte del mundo. La razón por la cual es utilizado, 
incluso en sistemas de emergencia de aviso oportuno, se debe fundamentalmente a. que 
computacionalmente es muy económico ya que no involucra la solución de ninguna. 
ecuación, ya sea de conservación, o de tranporte. 

Otro de los modelos de diagnóstico (Lagrangiano-Euleriano), utilizado en la actu­
alidad para determinar la dispersión de partículas en la atmósfera, es el modelo ERAD 
(the Explosive R.elease Atmospheric Dispersion model), desarrollado en el Laboratorio 
Nacional de Sandia, EUA, (Boughton and DeLaurentis, 1992), (Boughton et al., 1987). 
En ERAD, el campo de velocidades del viento; se determina únicamente mediante la 
interpolación de datos experimentales y es utilizado por el modelo de dispersión de 
partículas sin satisfacer el principio de conservación de masa del aire. Boughton y De­
Laurentis (Boughton and DeLaurentis, 1992), argumentan que el satisfacer la condición 
de no divergencia no es de mucha importancia, ya que el campo de velocidades resul­
tante depende (como ya se ha mencionado) de diversos parámetros externos (factores 
de peso de Gauss y de la base de datos que representa la topografía y vegetación 
del dominio en estudio). Además mencionan, que la evidencia disponible; no indica 
que el uso de un modelo que satisface la ecuación de continuidad mejora de manera. 
significativa la capacidad de predicción de la. dispersión de partículas. 

Con el propósito de identificar las características del modelo de dispersión utilizado 
en ERAD (yen el modelo que se propone en este trabajo doctoral); a continuación 
se presentan las bases teóricas de los modelos matemáticos que se proponen en la 
literatura, para calcular la trayectoria de partículas en el interior de un flujo turbulento. 

De acuerdo a la teoría de la difusión debida al movimiento turbulento continuo (dif­
fusion by continuous turbulent movemelit), formulada inicialmente por Taylor (Hinze, 
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19715), la. ma.nera na.tural de describir la. difusión turbulenta.; es media.nte la. deter­
minación de la. tra.yectoria. a.lea.toria. de un gran número de partículas individuales, y 
evaluar a. lo largo de esta. tra.yectoria., las características estadísticas La.gra.ngia.nas de 
la. turbulencia.. 

La. descripción Lagra.ngia.na. propuesta. por Ta.ylor, constituye la. base de los dos 
tipos de modelos estocásticos (stochastic or ra.ndom-wa.1k models) propuestos en la. 
litera.tura. para. el cá.lculo de trazadores pasivos: (a.) modelos de Montecarlo (modelos 
Markovia.nos de orden cero) y (b) modelos de Cadenas de Markov (modelos Marko­
via.nos de primer orden) (Thomson, 1987), (Wa.ng a.nd Stock, 1992b), (Luhar a.nd Rao, 
1993), (Sa.wford, 1985), (Wilson a.nd Sa.wford, 1996), (Baas et al., 1986), (Boughton 
et al., 1987). 

En estos modelos, se supone que las partículas se comporta.n como elementos de flui­
do (volumen de fluido que tiene dimensiones lineales que son muy gra.ndes comparadas 
con la. dista.ncia. promedio entre moléculas; pero al mismo tiempo son ta.n pequeñas que 
la. velocidad y la. presión en el interior del volumen, se pueden considerar prácticamente 
consta.ntes) . 

En la litera.tura., la ma.yoría. de los a.utores coinciden en que los métodos de pa.rtículas 
tienen las siguientes características: 
.-La. descripción IJagra.ngiana., es adecuada. para. el estudio de la. dispersión en flujos 
turbulentos complicados (turbulencia. no-homogénea, no-estacionaria, con distribución 
de proba.bilidad no Ga.ussia.na), en donde otros procedimientos, tales como la. teoría 
de semeja.nza o la. teorías del tra.nsporte debido al gradiente (métodos de difusividad 
turbulenta), no son apropiados . 
. -En los modelos Lagra.ngia.nos, la dispersión; representada. por el tensor de la. varia.n­
za del desplazamiento de las partículas T¡¡(t)="Y,2(t) ~ U¡2t2, se describe de ma.nera. 
satisfactoria para intervalos de tiempo muy pequeños t « TL, donde TL es la escala. 
integral de tiempo Lagra.ngia.na.. Esta característica no la tiene el procedimiento Eule­
ria.noj el cual define una. difusividad turbulenta válida. para escalas de tiempo mucho 
mayores que la escala TL. Monin y Yaglom (Monin a.nd Yaglom, 1971), presenta.n una. 
interesa.nte discusión, en la. que apartir de tomar en cuenta. las características proba­
bilísticas de la. ecuación semi-empírica de difusión-advección eco (1. 7); demuestran que 
esta ecuación es válida únicamente cua.ndo el tiempo de difusión es gra.nde en com­
paración con la escala lagra.ngia.na TL . 
. -En los modelos de tra.yectorias, la. conservación de masa. se sa.tisfa.ce de ma.nera natu­
ral y no se tienen problemas de difusión numérica . 
. -Los modelos de trayectorias, son llamados de "una partícula", ya. que cada. partícula. 
tiene un movimiento independiente de las otras . 
. -Si el número de Reynolds es gra.nde, la aceleración de la partícula está a.uto-correlaciona.­
da. únicamente en intervalos de tiempo del orden de la. escala de tiempo de Kolmogorov 
T" (escala de tiempo en la. que los procesos viscosos tra.nsforma.n la energía cinética 
turbulenta. en calor). Para. esta. misma. condición de número de Reynolds gra.nde, el 
efecto de la difusión molecular puede considerarse despreciable, por lo que las partículas 
trazadoras se desplaza.n a. la. misma. velocidad del fluido (ThomsoD, 1987) . 
. -En los métodos Lagra.ngia.nos, es más directo tratar fenómenos tales como: flotación, 
evaporación de gotas, decaimiento radioactiva y liberación de partículas con propiedades 
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físicas diferentes entre sí. 

Con el propósito de comprender las bases teóricas de los modelos Lagrangianos o 
modelos estocásticos de dispersión de trazadores pasivos; es conveniente establecer la 
relación que existe entre estos métodos y la tradicional descripción Euleriané' .. 

En un marco de referencia Euleriano, la velocidad de un fluido U¡(x, t) y la con­
centración X(x, t) de un material pasivo que se introduce en su interior, se definen en 
puntos fijos del espacio en el tiempo t. La evolución de los campos de velocidad y de 
concentración, se describen a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes y de la ecuación 
de conservación de especies: 

OX oUOlX D"'z -+--= v X 8t oXOl 
(1.15) 

donde D es la difusividad molecular. 
En la descripción Euleriana de un flujo turbulento, el promedio estadístico conduce, 

como ya se ha mencionado, al problema de cierre de las ecuaciones de evolución de las 
velocidades medias U¡ y de la concentración media X. Es decir, después de realizar el 
promedio estadístico, aparecen términos de mayor orden, tales como el vector de flujo 
turbulento de material pasivo SOl = u:X'. Utilizando la aproximación de Boussinesq 
(Monin and Yaglom, 1971), para el caso de turbulencia anisótropa se tiene: 

Ox S¡ = -DIJ- (1.16) 
OXj 

donde el tensor de difusividad turbulenta DIJ, es función de la posición y el tiempo. 
Utilizando la hipótesis semi-empírica eco (1.16), se obtiene la ecuación Euleriana de 
difusión-advección de conservación de especies para un flujo turbulento eco (1.7). 

Si se formula la ecuación de conservación de especies eco (1.15), desde el punto de 
vista Lagrangiano, resulta la siguiente expresión: 

(1.17) 

la cual describe la concentración en un marco de referencia localizado en un punto 
que se desplaza con el fluido. La posición X y la velocidad U (letras mayúsculas se 
refieren a variables Lagrangianas) de este punto, en cualquier tiempo t, dependen de 
su posición inicial x y del tiempo t en consideración. En cada instante de tiempo, la 
partícula trazadora se mueve con la velocidad Euleriana del punto en que se localiza, 
es decir: U = u[X(x, t), tI 

Si el número de Reynolds es grande, la difusividad molecular, como ya se ha men­
cionado, puede despreciarse por lo que la ecuación Lagrangiana de conservación de 
especies eco (1.17), es trivial y establece que la partícula de fluido, conserva su con­
centración original conforme se desplaza en el interior del flujo, es decir: dX/ dt = O. 
Debido a que cada partícula mantiene su concentración inicial; los cambios en el campo 
de concentración, se deben fundamentalmente a la redistribución de las partículas en 
el flujo. Un resultado muy importante; es que las características estadísticas de la con­
centración del material pasivo, están directamente relacionadas con las características 
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estadísticas del desplazamiento de las partículas trazadoras. Por lo que es posible 
escribir (Wilson ilol"1d Sa,wford, 1996): 

x(X, t) = J p(X, t I x, t.)XD(X, tD)dx (1.18) 

donde: p(X, t I x, tD) es la densidad de probabilidad para la posición X en el tiempo 
t, para las partículas que se localizaban en x al tiempo inicial tD y xix, t.) es la 
distribución espacial de la concentración al tiempo inicial. La eco (1.18) indica que 
si se desprecia la difusividad molecular; el proceso de calcular la concentración media 
X(X, t), se reduce a determinar la densidad de probabilidad de la función aleatoria 
X(x,t). 

En la descripción Lagrangiana de un fluido incompresible en movimiento turbulento, 
la función estocática X(x, t), describe para cualquier tiempo t, las coordenadas X de 
todos los posibles elementos de fluido identificados por los valores del parámetro x. 
Este parámetro representa los valores iniciales de las coordenadas espaciales X, en el 
tiempo t = t., es decir: 

x = X(x,t.) (1.19) 

En consecuencia, la descripción Lagrangiana, consiste en representar el flujo median­
te una familia de trayectorias, las cuales son distintas entre sí, por los valores del 
parámetro x (Monin and Yaglom, 1971). 

En la literatura, se reporta que los modelos estocásticos (stochastic or random-walk 
models) para. el cálculo de trazadores pasivos, son considerados como un caso especial 
de un proceso de Markov. El punto de partida de estos modelos, es el postulado 
que el "estado" de los trazadores pasivos (partículas), evoluciona. como un proceso de 
Markov (Wilson and Sawford, 1996). Suponer que el "estado" de las partículas es una 
función Markoviana, se debe básicamente a que las ecuaciones de evolución ecs. (1.7, 
1.15 y 1.17), son de primer orden en t, por lo que su solución en el tiempo depende 
exclusivamente de las condiciones iniciales. La solución numérica. de estas ecuaciones 
parabólicas, se lleva a cabo mediante procedimientos de "marcha hacia adelante". 

En los modelos de orden cero (métodos de Monteca.rlo), el "estado" es únicamente 
la posición de las partículas X(x, t). La función X(x, t), es un proceso de Markov, 
si la densidad de probabilidad condicional para el valor de X(x, t) en el tiempo t 
(bajo la condición que los valores de X(x, t) se conocen en los tiempos arbitrarios 
tD < t¡ < ... < t n < t), depende únicamente del último de estos valores, es decir, de 
X(x, tn). Entonces para el intervalo de tiempo de tD a t, donde tD < ti < t, se tiene 
que la. densidad de probabilidad de transición de una función aleatoria arbitraria no 
necesariamente Markoviana X=X(x, t) es: 

p(X Ix, to ) = J (p(X I Xl, tI; x, tO)p(XI I X, to ))dX1 

Si la función es un proceso de Markov entonces: 

p(X Ix, tD) = J (p(X I Xl, tt)p(XI Ix, tD))dXI 

(1.20) 

(1.21) 



donde el primer término dentro de la integral, es la densidad de probabilidad condicional 
para los valores de X(t) . 

Si X(x, t) es Markoviana, el cambio en la posición de cada partícula en dos inter­
valos sucesivos de tiempo I1t (donde I1t es mucho mayor que la escala Lagrangiana 
de tiempo TL ), prácticamente no tienen correlación, por lo que es de esperarse que 
los incrementos de X (I1X), sean independientes entre sí. Si X(x, t) es un proceso de 
Markov, la varianza de los incrementos de X(x, t) para intervalos de tiempo I1t » TL 
en turbulencia homogénea, es proporcional al tiempo t, es decir: 

(1.22) 

Para intervalos de tiempo I1t > > TL , el coeficiente de correlación Lagrangianaj 

R¡j (l1t) = U¡ (x, t) Uj (x, t + I1t) 
( U¡2U'/)1/2 

(1.23) 

es pequeño, por lo que las velocidades de una partícula en el tiempo t y en el tiempo 
t + I1t, son independientes entre sí. Una conclusión importante, es que si se supone que 
la función X(x, t) es un proceso de Markovj para intervalos de tiempo I1t > > n, los 
incrementos de la posición de la partícula I1X, son independientes entre sí, por lo que 
la trayectoria de cada partícula, puede determinarse a partir de generar las velocidades 
Lagrangianas como números aleatorios independientes, con propiedades estadísticas 
(valor medio y desviación estándard) que son función de las caracteríticas turbulentas 
Eulerianas del flujo (Wang and Stock, 1992b). Una consecuencia de suponer a X 
como una función Markovianaj es que los modelos de orden cero únicamente pueden 
representar el movimiento de las partículas debido a los remolinos turbulentos de gran 
escala. 

Los métodos de Monte CarIo, ya sea con incrementos de tiempo I1t constantes, o 
aleatorios, han sido utilizados en múltiples ocasiones de manera muy eficiente, para 
simular numéricamente la difusión turbulenta de partículas en flujos a escala industrial 
ya escala laboratorio (Avila and Cervantes, 1987), (Avila, 1994), (Avila and Cer­
vantes, 1995), (Milojevic et al., 1987). Avila (Avila, 1994), presenta un panorama 
general de los diferentes modelos de Montecarlo y sus aplicaciones, adicionalmente se 
incluye una bibliografía extensa sobre el tema. 

Las velocidades que una partícula adquiere durante un proceso de Montecarlo con 
intervalos de tiempo aleatorios I1tt (proporcionados con cierta distribución de proba­
bilidad), tienen la forma (Wang and Stock, 1992b): 

u (O ~ I1tt) = U¡, U (l1t¡ ~ I1t¡ + I1t2) = U2, , 
U (l1t¡ + I1t2 ~ I1t¡ + ll.t2 + ll.t3 ) = U3 ..... , (1.24) 

donde: U¡, U2 , U3 , .... , son números aleatorios independientes con cualquier distribución 
de probabilidad, con valor de la media estadística igual a cero y desviación estándard 

(rms) definida por las fluctuaciones de velocidad del flujo (un 1/2. Wang y Stock 
(Wang and Stock, 1992b), mencionan que el método de Montecarlo es más versátil que 
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un modelo de cadenas de Markov, ya que es posible reproducir adecuadamente diversas 
formas (cuadrada, triangular y exponencial) del coeficiente de correlación de velocidad 
Lagrangiana R;j. Además concluyen que utilizar un proceso de Montecarlo (en lugar 
de un proceso de cadenas de Markov), en los modelos numéricos de difusión turbulenta. 
atmosférica, el tiempo de cómputo puede reducirse de manera significativa; ya que el 
/j.,t en el método de Montecarlo puede (y debe) ser del orden de la escala integral de 
tiempo. Una conclusión interesante que mencionan Wang y Stock (Wang and Stock, 
1992b), y por lo cual se justifica el modelo que se presenta en este trabajo doctoral, 
es en el sentido que recomiendan que se lleve a cabo trabajo de investigación para 
determinar las características del proceso de Montecarlo (con incrementos de tiempo 
aleatorios), cuando se utiliza para modelar la difusión turbulenta de la atmósfera. 

Un tipo particular de modelo de Montecarlo, el cual no genera velocidades La­
grangianas aleatorias que dependen de las condiciones locales de turbulencia, sino que 
recurre a la formulación de una ecuación diferencial estocástica, es el utilizado por 
Boughton y DeLaurentis (Boughton aild DeLaurentis, 1992), (Boughton et al., 1987), 
y por Luhar y Rao (Luhar and Rao, 1993). En este modelo, se supone que la posición 
de cada partícula en la dirección vertical Xg(t) (donde Xg(t) es un proceso de Markov), 
está. definida por la siguiente expresión: 

(1.25) 

donde Dg es la difusividad turbulenta vertical. 
Pa.ta simular numéricamente la trayectoria de partículas, se discretiza la ecuación 

estocástica (1.25) mediante la expresión: 

Xg(t¡ + 1) - Xg(t¡) = (ug + a:::) /j.,t¡ + J2Dg (xg)/j.,w(t¡) (1.26) 

donde /j.,w es ruido estocástico (números aleatorios independientes con distribución 
de ptobablidad Gaüsslana, valor de la media estadística igual a cero y varianza /j.,t). 
Lhhar y ltaD (Luhar and Rao, 1993) utilizaron este método para simular la dispersión 
de partículas en vientos Catabá.ticos. Estos autores compararon los resultados del 
modeio de Montecarlo con los resultados de Un modelo de primer orden (los cuales se 
presentarán a continuación) y no encontraron diferencias significativas. 

BdUghton y DeLaUrentis (Boughton and DeLaurentis, 1992), incluyeron dentro del 
modelo ERAD, la ecUación difer.encial estocástica (1.25) (con términos adicionales como 
la velocidad terminal e impulso vertical debido a flotación), para simular la posición 
vertical de las partículas. La posición horizontal de cada partícula, se evalúa de manera 
determinística, y es funcióIi de la velocidad media del fluido y de la varianza de los 
desplazámientos en la dirección horizontal (ver eco (1.22)), es decir: 

(1.27) 

(1.28) 
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En los modelos de primer orden (métodos de cadenas de Markov), se supone que la 
función aleatoria X(x, t) es diferenciable con respecto al tiempo t y que su derivada; 

V(x,t) = aX~,t) (1.29) 

está. definida en cualquier punto del espacio. En estos modelos, la función X(x, t) por 
lo tanto no es Markoviana. 

Si la velocidad instantánea está. definida, es posible tomar en cuenta la inercia de 
las partículas a partir de suponer que su "estado", está. representado por la: función 
Markoviana conjunta [X(x, t), U(x, t)] (Thomson, 1987), (Sawford, 1985), (Wilson 
and Sawford, 1996) (Borgas and Sawford, 1994). 

Actt,almente, no se ha podido verificar a partir de principios básicos que la función 
conjunta [X(x, t), V(x, t)] es realmente Markoviana (Borgas and Sawford, 1994), sin 
embargo, en flujos con grandes números de Reynolds es una buena aproximación consi­
derarla como un proceso dé Markov. Si el número de Reynolds es grande, la correlación 
Lagrangiana de la aceleración, es pequeña cuando el intervalo de tiempo /::;.t es mucho 
mayor que la escala de tiempo de Kolmogorov Tn (pero menor que la escala de tiempo 
de los grandes remolinos turbulentos TI,)' Por lo que los incrementos de la veloci­
dad de la partícula. /::;'V, en dos intervalos sucesivos de tiempo /::;.t, son prácticamente 
independientes. Thomson (Thomson, 1987), menciona que los incrementos /::;.V no 
pueden ser tota.!mente independientes, ya que la varianza de las velocidades (a.! igua.! 
que la varianza de los desplazamientos eco (1.22)), crecería de manera. indefinida. La 
forma. de lograr que los incl'ementos /::;.V no sean independientes entre sí, es hacer que 
éstos dependan de la posición X y la velocidad V que la partícula tiene en el tiempo t 
(hipótesis Markoviana.). Como consecuencia. de suponer que la función [X(x, t), V(x, t)] 
es Markoviana (cuando /::;.t » Tn ); los modelos de primer orden no pueden representar 
adecuadamente los deta.!les del movimiento de las partículas en intervalos de tiempo 
del orden de Tn • Existen diferentes tipos de modelos de primer orden (dependiendo del 
tipo de flujo turbulento) y la diferencia entre éstos; es básicamente la forma que tiene 
la función que relaciona los incrementos de ia velocidad con las variables X, U y t, es 
decir: 

/::;.V = /::;.V (X, U,t) (1.30) 

En los modelos de primer orden (a.! igua.! que en los modelos de orden cero), se 
supone que las características estadísticas Eulerianas del flujo se conocen; y que éstas 
constituyen las condiciones que debe de satisfacer la función representada por la eco 
(1.30) (Wilson and Sawford, 1996). 

Si se supone que X y V son funciones continuas del tiempo y que la velocidad está. 
definida por la eco (1.29), la evolución de la función (X, V) se describe a partir de 
las ecuaciones diferenciales estocásticas siguientes (Thomson, 1987), (Sawford, 1985), 
(Wilson and Sa,wford, 1996) (Borgas and Sawford, 1994): 

dU, = a, (X, V, t) dt + (COf)1/2 dWi (1.31 ) 

dXi = Uidt (1.32) 



donde: dW¡ es un número aleatorio independiente (de la. posición X, de la. velocidad 
U y del tiempo t) con valor de la. media. estadística. igual a. cero y varianza. dt, (! es la. 
ra.pidez de disipación de energía. cinética. turbulenta., Co es una. constante universal y 
la. función a"~ depende de las características turbulentas Eulerianas del flujo y de las 
varia.bles X, U Y t. 

El coeficiente (CO€)1/2, se obtiene al considerar la. teoría. de Kolmogorov para. tur­
bulencia. loca.lmente ¡sótropa. (Hinze, 1975), (Monin and Ya.glom, 1971), (Landa.u 
and Lifshitz, 1987), (Tennekes and Lumley, 1972). De acuerdo a. esta. teoría., para. 
intervalos de tiempo dentro del subrango inercial, las características estadísticas de los 
incrementos de velocidad.6.U tienen una. forma. universal, la. cual depende únicamente 
del intervalo de tiempo dt y de la. ra.pidez de disipación de la. energía. turbulenta. €. Por 
lo que entonces este coeficiente depende únicamente de las propiedades universales de 
pequeña. esca.la. (Wilson and Sa.wford, 1996). 

Mucho del esfuerzo realizado en el desarrollo (y a.plicación en flujos atmosféricos) 
de los modelos de primer orden, se ha. concentrado en la determinación de la. forma. del 
coeficiente a"~ Presentar los procedimientos utilizados en la.litera.tura. para. determinar 
este coeficiente, está. fuera. del propósito de este tra.ba.jo doctoral, por lo que únicamente 
se presentarán algunas d.e las expresiones más utilizadas para. modelar casos particulares 
de flujos turbulentos. 

Para. turbulencia. homogénea, isótropa. y estacionaria. (Thomson, 1987), (Wang 
and Stock, 1992b), (Luhar and Ra.o, 1993), (Sa.wford, 1985), (Wilson and Sa.wford, 
1996), (Ba.a.s et al., 1986), (Boughton et al., 1987), reportan que a¡ tiene la. forma.: 

donde 

U¡ 
a¡=-­

TL 
(1.33) 

(1.34) 

es la. esca.la. Lagrangiana. integral de tiempo y u" es la. desviación estándard (rms) de 
las fluctuaciones de velocidad. 

Sustituyendo la. eco (1.33) en la. ecuación diferencial estocástica. eco (1.31), se obtiene 
una. ecuación de Langevin independiente para. cada. componente de velocidad (sistema. 
desacoplado): 

Co! . (rY )1/2 dU,· = --u'·dt + IJIO€ dW,· 
• 2 2 • • 0'" 

(1.35) 

En turbulencia. homogénea, isótropa. pero no-estacionaria., Wilson y Sa.wford (Wil­
son and Sa.wford, 1996) reportan que: 

a¡ == (_! C~€ _ ~ 817,,) U¡ 
2 u" u" 8t 

(1.36) 

Si la. turbulencia. es anisótropa., homogénea y estacionaria, pero el flujo tiene un 
campo de velocidades representado por: 

ü(z) = üo(l + Cz) (1.37) 
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entonces 

TL, 
(Vi - Üi) 

(1.38) 

En turbulencia estacionaria, horizontalmente homogénea (nohomogénea en la di­
rección vertica.l), como es el caso de la capa límite atmosférica, los modelos de primer 
orden son unidimensionales en la dirección vertica.l, Wilson y Sawford (Wilson and 
Sawford, 1996) reportan que: 

aw= COf(Z) W + ~ oo'!(z) ( W2 + 1) 
2O'!(z) 2 oz o'!(z) 

(1.39) 

De acuerdo a lo presentado en párrafos anteriores, se concluye entonces que los 
métodos basados en la ecuación de Langevin, tienen un paso de "memoria" cuando el 
intervalo de tiempo !:lt es menor que la escala integral de tiempo TL (Sawford, 1985), 
(Wang and Stock, 1992b). La función de autocorrela.ción de las velocidades en este 
intervalo de tiempo se supone que es exponencial: 

RL, (!:lt) = exp (-l:l.tjTL;) (1.40) 

La ecuación de Langevin eco (1.35), se resuelve utilizando un método de diferencias 
finitas, por lo que se convierte en un proceso de cadenas de Markov. La ecuación de 
Langevin eco (1.35) y la ecuación que describe la posición de cada partícula eco (1.32), 
en forma discreta, se representan como (Sawford, 1985), (Luhar and Britter, 1989), 
(Ba.a.s et al., 1986): 

V¡(t + I:l.t) = Vi (t) RL, (c5t) + 0'", [1 - RL, (c5t)t
2 

W' (t+ !:lt) (1.41) 

Xi (t + !:lt) = Xi (t) + Vi (!:lt) (1.42) 

donde W' (t + !:lt) es un número aleatorio con distribución Gaussiana con valor medio 
cero y varianza unitaria. Con el propósito de conservar la "memoria" del modelo, el 
intervalo de tiempo deber ser del orden de !:lt < 0.1TL. 

En la literatura es común encontrar modelos que utilizan la ecuación de Langevin 
no para ca.lcular de manera explícita la velocidad instantánea de las partículas, sino 
para determinar una fluctuación de velocidad (Williams and Yamada, 1990) (Uliasz, 
199480), (Uliasz et al., 1996) (Lyons et al., 1995) (Lincoln et al., 1991) (Ferrero 
et al., 1995) (Hernandez et al., 1995) (Wilson et al., 1993) (Zannetti, 1990). En estos 
modelos, se toma en cuenta que la velocidad instantánea de los trazadores pasivos, está 
compuesta por la velocidad media Euleriana y por una fluctuación de velocidad: 

Vi=Üi+ U¡ (1.43) 

La posición de cada partícula, se ca.lcula a partir de la expresión: 

Xi (t + !:lt) = Xi (t) + (Ü¡ + U¡) (!:lt) (1.44) 
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En la ec. (1.43), la wloddad Eule.ri311a Ü, ldel IU~3I el\ que ~ elh'uellt.ra la 
partícula), es Pf\.)por.:.ionada por un modelo mett:\.'rológi,'\.), mientras que' 1M tlu.:tua­
ciones ~, rep~'t'.ntan perturbaciones numé.ric.&S artifidale.s, 1M ,-uales están ~la.-j,'nadM 
con la intensidad de turbule.ncia y las ,-ara,'t.e.rí"tÍl'.a.s de los ~lllolin,'\$ turbulelltOS del 
subrango inercial, En estos métodos, se supone que las fiuctuadoue.s de velocidad Eu­
lerianas se comportan como un pf\.">CeSO de Markov de primer orden, y que la e..:uadón 
de Langevin e.n forma discreta, se rep~'t'.nta por la siguiente e.'\-presión: 

u; (t + At) = R1., (At) ui (t) + ti¡- (t + ~t) 
donde la función de autocorrelación es e.'\-pone.ncial (ver ec. (1.40)) y u;' es un numero 
aleatorio indepe.ndie.nie. 

Williams y Yamada (Williams 3lld Yamada., 1990), utili!all e.ste tipo de proce.so de 
Marl.."Ov e.n su modelo RAPTAD (RAndom Particle Tr311sport and Diffusion), el cual 
está. acoplado con el modelo de pronóstico HOTMAC (Highe.r Order 'I\ubule.nce Model 
fa! Atmospheric Circulatio:.1), Williams y Yamada (Williams and Yamada., 1990), 
ge.neran las fluctuaciones de velocidad u; mediante el ~iguie.nte modelo de cadEmas de 
Markov: 

(1.46) 

donde 

( llt) el = e.xp --
Tr, 

(1.47) 

y 

(1.48) 

donde' es un número aleatorio con distribución de probabilidad Gaussiaua., valor de 
la media estadística cero y varianza unitaria, T4 es la escala integral de tiempo para 
la fluctuación u;, 0"", es la desviación estandard de las fluctuaciones de velocidad u; y 
Ói3 es la delta de Dirac. El último término del lado derecho de la ecuación (1.46), se 
incluye para prevenir la acumulación de partículas en 20nas de baja energía t.urbule.nta. 

El grupo de la Universidad del Estado de Colorado (Colorado State University) en 
los E.U.A., utiliza también un modelo de cade.nas de Markov (sobre las fluctuaciones de 
velocidad), y lo incluyee.n su modelo LPDM (Lagraugian Partide Dispersion Model), el 
cual está. acoplado con el modelo meteorológico de pronóstico ARAMS (Advauced Re­
gional Atmospheric Modeling System) (Ulia.sz, 1994a), (Uliasz et al., 1996), (Lincoln 
et al., 1991), (Lyons et al., 1995). 

Uliasz (Uliasz, 1994a) y Zannetti (Zaunetti, 1990) ge.neran las fluctuaciones ve­
locidad u; a partir de las siguie.ntes expresiones: 

( 1.50) 
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(1.51) 

donde los coeficientes tPl> .... tP6, se expresan como función de las varianzas o'l = U;2, de 
las covarianzas u'w', v'w' y u'v' y de los coeficientes (exponenciales) de auto correlación 
Lagrangiana RL¡ (ver eco (1.40)). El último término de las ecs. (1.49-1.51), es la 
com,,;,,nenb estocástica del modelo, los valores de T/¡ son números aleatorios con dis­
tribud6¡¡ ~e orobabilidad Gaussiana. En la eco (1.51) se observa que Zannetti, al igual 
Williams y Yamada, incluye un término adicional Wd (drift velocity) para evitar que 
se acumulen partículas en regiones con energía turbulenta reducida. Uliasz (Uliasz, 
1994a), calcula las varianzas y covarianzas requeridas por este modelo, utilizando un 
modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds semejante al que se presenta en este trabajo 
doctoral. 

, Aunque los modelos Lagrangianos de primer orden como los propuestos por Williams 
y Yamada (Williams and Yamada, 1990), Zannetti (Zannetti, 1990) y Uliasz (Uliasz, 
1994a), son utilizados con frecuencia en modelos meteorológicos para determinar la 
dispersión de partículas, a juicio del autor de este trabajo, es necesario que se lleve a 
cabo trabajo adicional para verificar que tan válido es suponer que las fluctuaciones 
de velocidad son procesos de Markov. Por otro lado, es conveniente verificar que tan 
bueno es aproximar las ecuaciones de Langevin para las fluctuaciones de velocidad (en 
forma discreta), con expresiones como la eco (1.46) o como las ecs. (1.49-1.51). Thom­
son (Thomson, 1987) menciona, que en condiciones de turbulencia nohomogénea y 
noestacionaria (como es el caso de la atmósfera), no es muy claro como debe formular­
se un modelo de cadenas de Markov. Thomson menciona además, que en la literatura 
se han propuesto diversos modelos que no cumplen con los criterios de consistencia que 
él propone, y que por lo tanto proporcionan resultados erróneos. 

En los párrafos anteriores se presentaron (en el marco de referencia de los modelos 
de diagnóstico), los conceptos físicos y matemáticos de los modelos Lagrangianos de 
"una partícula". Los modelos de orden cero y de primer orden representan el estado 
del arte en cuanto a simulación de dispersión de partículas se refiere. Estos modelos, 
(como ya se ha mencionado) han sido acoplados con modelos de diagnóstico o con 
modelos de pronóstico como el que se presenta en este trabajo. 

En esta sección, se presentaron dos modelos de diagnóstico, los cuales son represen­
tativos de una gran variedad de modelos (desarrollados en todo el mundo) que tienen 
características semejantes. 

Presentar una lista completa de los modelos de diagnóstico que existen en la actua­
lidad está fuera del alcance de este trabajo. Al lector interesado en conocer al menos 
las características generales y los autores de varios de estos modelos, se le sugiere que 
consulte el libro de Zannetti (Zannetti, 1990) 

1.4 Modelos de pronóstico 
Los modelos meteorológicos de pronóstico, son utilizados para simular la evolución tem­
poral del sistema atmosférico. La simulación se lleva a cabo mediante la integración 
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en el tiempo y en el espacio de las ecuaciones Eulerianas de continuidad, cantidad de 
movimiento y energía. Adicionalmente, estos modelos resuelven ecuaciones de trans­
porte para las variables que representan la turbulencia y ecuaciones de conservación 
de especies (dispersión de gases). Estos modelos, representan la técnica numérica más 
compleja para modelar el campo de velocidades, temperaturas y características turbu­
lentas de la atmósfera. Los modelos de pronóstico, requieren de una gran cantidad de 
dztos par., dar inicio al proceso de cálculo, y requieren de gran capacidad' de memoria 
de «;n..;-utl y tiempo de procesamiento. Varios modelos meteorológicos de pronóstico 
se han desll.l.::ollado en los últimos años, sin embargo, la mayoría de ellos son herramien­
tas sofisticadas de investigación, que requieren para su buen uso, de la participación 
activa. de sus creadores. 

Hasta hace diez años, en la mayoría de los modelos de pronóstico se utilizaba la 
aproximación de capa límite, en donde la ecuación de cantidad de movimiento en la 
dirección vertical, se reduce a la condición hidrostática: 

op 
-=-P9 
OX3 

(1.52) 

donde p es la presión media, p es la densidad del aire de la atmósfera y 9 es la acelaración 
de la gravedad. Las ecuaciones parabólicas de cantidad de movimiento que resultan 
al utilizar la aproximación de capa límite, no pueden ser utilizadas para simular flujos 
en donde el campo de velocidades y en consecuencia el campo de presiones, dependen 
fuertemente de la geometría del dominio en estudio. 

Sclünzen (Sclünzen, 1994) menciona, que la aproximación hidrostática no debe 
utilizarse cuando se modelan fenómenos entre 2 y 10 km (escala meso-'Y, Orlanski 
(Orlanski, 1975), presenta la definición de las escalas de longitud y tiempo de los 
fenómenos atmosféricos). En los últimos años, los modelos hidrostáticos han sido 
reemplazados por los modelos no-hidrostáticos (como el que se presenta en este trabajo 
doctoral), para simular fenómenos en las escalas meso-'Y Y meso-f3 (entre 20 y 200 km). 

Los modelos no-hidrostáticos son utilizados para simular procesos sobre terreno no 
uniforme (complex terrain). La mayoría de estos modelos, simula la superficie terrestre 
mediante el uso de una coordenada vertical transformada (following terrain coordinate) 
TI, de la forma (Pielke, 1984): 

TI = :1:31 :1:3 - :1:3. (1.53) 
:1:31 - :l:3S 

donde :1:31 es la altura superior del modelo, :l:3S es la altura del terreno y :1:3 es la altura 
sobre la superficie. Otros modelos formulados en coordenadas cartesianas, utilizan 
procedimientos en los que la velocidad en la frontera sólida se obliga a ser cero mediante 
técnicas numéricas conocidas como "bloqueo de celdas" (Patankar, 1980), (Gosman 
and Ideriah, 1976). Estos procedimientos numéricos suponen, ya sea que la viscosidad 
es muy grande, o que existen términos fuente (artificiales) en las ecuaciones de cantidad 
de movimiento, que motivan que la velocidad del fluido sea igual a cero. 

Los modelos de pronóstico de meso escala, se utilizan para la simulación de fenómenos 
atmosféricos como: brisa tierra-mar, vientos en valles y montañas, y movimientos con­
vectivos intensos. 
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En 1984, Pielke (Pielke, 1984), presentó un panorama general de las principales 
características de los modelos que habían aparecido hasta entonces. Diez años después 
Sclünzen (Sclünzen, 1994), presentó una revisión de los modelos no-hidrostáticos de­
sarrollados y utilizados en Alemania. Sclünzen se limitó a los modelos alemanes ya 
que según comenta, presentar un revisión de todos los modelos de pronóstico, no­
hidrostáticos de mesoescala que se utilizan en todo el mundo, es prácticamente imposi­
ble. En su wvisión, Sclüozen únicamente incluye a aquellos modelos que satisfacen 
ciertos -::l:t.eri!..~ de selección: 
.-Se incluyen ,h'icamente modelos que simulan diferentes tipos de superficie (diferente 
longitud efectiva de la rugosidad de superficie zo)' 
.-Los modelos dmulan flujo sobre geometría compleja (complex terrain) . 
. -En los modelos que se incluyen, los flujos turbulentos se determinan a partir de un 
modelo de turbulencia al menos de primer orden . 
. -La resolución de los modelos debe estar entre 1 y 5 km en la dirección horizont"j y 
entre 50 y 200 m en la dirección vertical (escalas meso-'Y Y meso-/l). Sin embargo, una 
resolución más pequeña es aceptable . 
. -Las áreas que simulan los modelos, deben de estar en el rango de 10 x 10 km2 a 250 
x 250 km2 (vientos montaña-valle, brisas tierra-mar e islas de calor urbanas) . 
. -Los modelos, deben tener la posibilidad de simular el dominio en estudio mediante 
mallas numérica nouniformes . 
. -Se incluyen modelos cuyos resultados han sido publicados al menos en tres artículos 
con arbitraje. 

Los modelos que se incluyen en la revisión de Sclünzen son: 
.-EZM-MEMO (EUMAC Zooming Model-Meso Escale MOdel) (Kunz and Mous­
siopoulos, 1995) . 
. -FITNAH (Flow over Irregular Terrain with Natural and Anthropogenic Heat sources) . 
. -GESIMA (GEesthachter SImulationsModell in der Atmosphii.re) . 
. -KAMM (Karlsruher Atmosphii.risches Mesoskaliges Modell) . 
. -MESOSCOP (MESOSCaliges Modell Ober Pfaffenhofen) . 
. -METRAS (MEsoskaliges TRAnsport-und Stromungsmodell). 

La mayoría de los modelos mencionados, resuelven además de las ecuaciones de 
continuidad, cantidad de movimiento y temperatura potencial, las ecuaciones de trans­
porte de la energía cinética turbulenta K, y de la rapidez de disipación €. El método 
numérico utilizado en los modelos, es el de los volumenes finitos (Patankar, 1980), con 
excepción del modelo KAMM, que utiliza diferencias finitas. La mayoría de los mode­
los utiliza la aproximación de Boussinesq (las variaciones de la densidad únicamente se 
toman en cuenta en el término de gravedad). 

Dos modelos meteorológicos de meso escala que se utilizan con frecuencia en la 
actualidad, y que tienen características semejantes a los mencionados por Sclünzen 
(Sclünzen, 1994), son: el modelo HOTMAC (modelo hidrostático) (Mellor and Ya­
mada, 1982) (Williams and Yamada, 1990) y el modelo ARAMS (modelo nohidrostático) 
(Uliasz,1994a), (Uliasz et al., 1996), (Lincoln et al., 1991), (Lyons et al., 1995). 

Los modelos mencionados en párrafos anteriores, tienen características similares con 
el modelo ATFLOW que se presenta en este trabajo. Sin embargo, también existen 
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diferencias significa.tivas entre estos modelos y se enlistan a. continuación: 
.-El modelo de turbulencia. (algebraico) de esfuerzos de Reynolds que se incorpora. en el 
modelo ATFLOW (para. el cálculo de las varianzas y covarianzas de las fluctuaciones 
de velocidad y tempera.tura.-velocidad), es totalmente tridhnensional . 
. -La. túpogra.fí~ del terreno se modela. mediante la. técnica. numérica. de "bloqueo de 
celdas" . 
. -ATFLOW se J.COpla. con el modelo LSD (Lagrangian-Stochastic-Deterministic), el 
cual además de utilizar un modelo de Montecarlo para. simular las fluctuaciones de 
velocidad para. los 'elementos de fluidos, simula. la. tra.yectoria. de partículas sólidas (más 
pesadas que el aire), que se desplazan en el interior de los remolinos de gran escala. 
(Milojevic,1985), (Avila., 1994), (Milojevic et al., 1987). 

El modelo LSD, originalmente desarrollado por Milojevic (Milojevic, 1985), y uti­
lizado por el a.utor de esta. tesis y por algunos otros investigadores (Avila., 1994) para. el 
cálculo de flujos bidimensionales, a. escala. Ia.bora.torio y en condiciones de estado esta.­
cionario, se modificó en el transcurso de la. presente investigación¡ para. que estuviera. en 
posibilidad de predecir la. dispersión de partículas provenientes de fuentes instantáneas 
o continuas, en flujos tridimensionales, en estado transitorio y a. escala. a.tmosférica.. 

Como se explicará posteriormente, el modelo LSD¡ resuelve la. ecuación de cantidad 
de movimiento (en un marco de referencias Lagrangiano) de partículas sólidas indivi­
duales que se desplazan en el interior de un flujo turbulento. Recientemente A vila. y 
Cervantes (Avila. and Cervantes, 1995), incluyeron en el modelo LSD la. ecuación de 
conservación de energía. térmica. con el propósito de estudiar el intercambio de calor 
entre las fases (sólida. y gaseosa.). Una. de las características importantes que tiene el 
modelo de pronóstico Euleriano-La.grangiano (ATFLOW-LSD) que se presenta. en 
esta. tesis y que lo hace único es que¡ determina. en dos sentidos la. interacción de 
cantidad de movimiento y transferencia. de calor que existe entre la. fase gaseosa. (aire 
de la. a.tmósfera.) y la. fase sólida. (partículas). Si bien es cierto, que las partículas sólidas 
no alteran de manera. significa.tiva. el campo de velocidades y tempera.turas del viento, 
cuando se presenta. la. condición de flujo disperso (lejos de la. fuente de partículas), 
en ocasiones y sobre todo muy cerca. de la. fuente, las partículas pueden modificar 
las condiciones del flujo que las transporta.. Esto ocurre regularmente en explosiones, 
erupciones e incendios. El modelo ATFLOW-LSD, determina. a. partir de términos 
fuente en las ecuaciones de conservación y de transporte, el intercambio de cantidad de 
movimiento y energía. térmica. que existe entre las fases. La. expresión de estos términos 
se mostrará posteriormente. 

En este ca.pítulo de introducción, se han presentado de manera. general, las bases 
teóricas de los modelos utilizados para. determinar la. dispersión de partícula. de gas en 
la. a.tmsofera.. Adicionalmente, se mencionaron algunos de los modelos meteorológicos 
que proporcionan el campo de velocida.des a. los modelos de dispersión. A continua.­
ción se presenta en detalle el modelo ma.temático que se incluye en el modelo tridi­
mensional, noestacionario, de dispersión de partículas sólidas, Euleriano-La.grangiano: 
ATFLOW-LSD. 



1.5 Objetivos 

Los objetivos generales del presente estudio son los siguientes: 

1).-De~b.."toll" ~ un modelo matemático-computacional (Euleriano-Lagrangiano) de pronóstico, 
que esté en PI 'sihilidad de predecir la dispersión de partículas sólidas, en flujos at­
mosféricos dominados por la topografía del terreno. 

2).-Desarroliar un modelo matemático-computacional que permita calcular los esfuerzos 
de R.eynolds y los flujos turbulentos de calor, en flujos atmosféricos con topografía 
compleja. 

3).-Desarrollar un modelo de dispersión de partículas Lagrangiano-Estocástico-Determinís­
tieo, que permita detel.inÍnar la trayectoria de una nube de partículas sólidas, en un 
fiújo tridimensional con túrbulencia no homogénea, anisótropa y no estacionaria. 

4).-Geiíerar un documento en donde se establezcan las bases teóricas y computacionales 
necesarias (y que representen el estado del arte), para llevar a cabo la simulación 
nUIllética de los flujos atmosféricos con partículas sólidas en suspensión. 



Capítulo 2 

Modelos matemáticos de la fase 
continua .. aire atmosférico 

Loa modelos de pronóstico, no-hidrostaticos, de escala intermedia, describen el com­
portamiento de la capa límite atmosférica, a partir de resolver el sistema acoplado de 
ectiácioiies. diferenciales parciales, nolineales, constituido por: (1) la ecuación de con­
tintildád, (2) las ecuaciones de cantidad de movimiento, y (3) diversas ecuaciones de 
tra.iisporte de variables escalares (temperatura, energía cinética turbulenta, disipación 
de energía tUrbtilénta y concentración de especies). En la versión del modelo que se 
preseiita en esta tesis, se considera que el alre está libre de humedad, adicionalmente, al 
iguai qUé 10 hacen varios de los modelos de pronóstico actualmente en uso (Sclünzen, 
1994), se supone que las variaciones de la densidad debido a los cambios de presión, son 
despreciables ya que se satisfacen las siguientes condiciones: (1) la velocidad absoluta 
I ti I del fluido en cada plinto del doinÍnio en estudio, es pequeña en comparación con 
la velocidad del sonido a (Monin and Yaglom, 1971), (Landau and Lifshitz, 1987), 
(2) el tiempo L/a, qUe toma una señal de sonido en viajar una distancia L, es pequeño 
comparado con el tiempo T que toma el fluido en cambiar su velocidad de manera per­
ceptible (Landau arid Lifshitz, 1987), donde L y T, son las escalas de longitud y tiempo 
respectiva.mente en las que el fluido cambia perceptiblemente su velocidad, y (3) en un 
campo gravitacional con transferencia de calor, las velocidades (ascendentes o descen­
dientes) que adqUiere el fluidodebidó alas fuerzas de Arquímides, son pequeñas. Si se 
satisfacen las tres condicioiies anteriores, el fluido puede considerarse como incompre­
sible. Adicionalmente, si la distribución de temperaturas en la capa límite atmosférica 
es no uniforme (capa límite estable o inestable)¡ la densidad es necesariamente una 
funcióii del campo escalar de temperaturas. Sin embargo; si las variaciones de la den­
sidad producidas por las inhomogeneidades de la temperatura son pequeñas en valor 
absoluto, es decir, si el \raiO! absoluto de las diferencias de temperatura en el flujo son 
pequeñas, en comparación con el valor absoluto de la temperatura media To, el fluido 
puede considerarse tainbién como incompresible (Monin and Yaglom, 1971). 

Aún si el fluido se supone incompresible, es posible considerar a la temperatura 
(en un campo grá.vita.cional) como mi escalar no pasivo, el cual afecta ,,1 campo de 
velocidades. La influencia de la temperatura sobre la densidad, se toma en cuenta 
en la fuerza de cuerpo que aparece en la ecuación de cantidad de movimiento en la 
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dirección vertical. Esta fuerza tiene la forma 1: 

(2.1) 

donde p depende de la temperatura. 
Tomando en cuenta lo anterior, la ecuación de conservación de masa y las ecuaciones 

de cantidad de movimiento que se incluyen en el modelo para el cálculo de flujos 
turbulentos, son las siguientes (debido a que el modelo ha sido utilizado para realizar 
estudios en flujos laminares (Paulo, 1995), se incluyen los términos de viscosidad 
molecular): 

2.1 Ecuación de continuidad 
_o (~pfi...!...) o (pU) o (pw) o + + = oa; oy oz (2.2) 

2.2 Ecuación de cantidad de movimiento en x 

o (pu) o (pUfi.) o (pUU) o (pum) (2.3) 
at + oa; + ay + 8z = 

= _ op + ~ (po fJfi.) + i. (po fJfi.) + i. (po fJfi.) + 
8a; oa; 8a; oy 8y 8z 8z 

o (fJfi.) {} (&v) o ( fJw) + 8a; po 8a; + oy po 8a; + oz po oa; -

o (piTui) o (piN) o (piTul) _. _ 
- 8a; - 8y - oz - 2pwwsm(t/l) + pg., + Sp., 

2.3 Ecuación de cantidad de movimiento en y 

o (pU) + _o",,(p_uv..!...) 8 (pvv) 8 (pwv) 
+ + = 8t 8a; 8y 8z (2.4) 

1 Es conveniente aclarar, que el modelo matemático que se presenta en este trabajo, cousidera que 
el eje vertical del sistema de coordenadas es el eje y. El autor reconoce que este sistema no es la 
forma usual de modelar problemas atmosféricos con movimiento convectivo. Sin embargo, dado que el 
modelo en sus orígenes. fue concebido para realizar investigación en el área. de transferencia de calor y 
masa en flujOli en dos fases con partículas en suspensión a pequeña escala. y en el área. de convección 
natura! en cavidades rectangulares, el autor prefirió mantener (en las ecuaciones de la fase continua 
y de la fase dispersa) la influencia de la gravedad a lo largo de la dirección de y. Los términos que 
representan la aceleración de CorioUs y que aparecen en las f'Cuaciones de cantidad de movimiento. 
se obtuvieron utilizando este sistema de referencia. Finalmente es conveniente aclarar, que a! utilizar 
este sistema de referencia, no se pierde generalidad en el plantamiento del modelo. 



= _ {}p + i. (fJ. av) + i. (fJ. frv) + i. (fJ. frv) + 
{}y 8x {}x {}y {}y {}z {}z 

o ({}ü) {} (frv) {} ( fJW\ +- fJ.- + - fJ." + - ¡.t--)-ox 8y ay ay fJz \ fJy 

fJ (piTv') fJ (piN) 8 (pv/w/) _ 
- fJx - {}y - fJz - 2pwwcos(tjJ) + pgy + Spy 

2.4 Ecuación de cantidad de movimiento en z 

fJ (pw) fJ (püW) fJ (pvw) {} (pUi"W) 
lJt + {}x + {}y + {}z = (2.5) 

op {} (fJW) {} (fJW) a ( fJW) 
= - oz + ax fJ. ax + ay 11 ay + az fJ. az + 

+ :x (fJ. :!) + :y (fJ. :) + :z (fJ. Z) -
() (pw/u/) () (pw/v/) a (pw/w/) 
~-=,""---2... _ _ + 

{}x ay {}z 

+2p (wiícos(tjJ) + wüsin(.p)) + pgz + Spz 

donde: fJ. es la. viscosidad dinámica. molecula.r, g",=gz= 0, gy=-g=-9.81 m/s2, 9 es la. 
aceleración de la. gra.vedad, w es la. velocidad angula.r de la. tierra.=7.29 x 10-5 rad/s, tjJ 
es la.la.titud de la. región de estudio y Spi son los términos fuente que toman en cuenta. 
la. interacción entre las fases (partículas sólidas-aire de la. a.tmósfera.). 

La. influencia. de la. tempera.tura. en la. ecuación de cantidad de movimiento en la. 
dirección vertical eco (2.4), se toma. en cuenta. a. pa.rtir de suponer que la. tempera.tura. 
a.bsoluta. del fluido es: 

(2.6) 

donde: To, como ya. se ha. mencionado, es un valor medio de la. tempera.tura. y tlT 
es una. pequeña. variación de la. tempera.tura. To' La. densidad del fluido se determina. 
como: 

p = po + tlp (2.7) 

donde: po es una. densidad constante correspondiente a. To Y P es la. densidad corres­
pondiente a T. Reescribiendo la. eco (2.7) se tiene que: 

~P=P-Po (2.8) 

Utilizando la. definición del coeficiente de expansión térmica. {3 de un fluido: 

{3=_!(8~) ~.9) 
po 8T p 



la relación de incrementos de temperatura y densidad, se escribe de la siguiente forma: 

tl.p = -Po{3tl.T (2.10) 

Si se toma en cuenta que para: p=po=cte y T=To=cte, la presión Po no es constante 
sino que disminuye con la altura, es decir: . 

po = -Pogy + de (2.11) 

donde Po es la presión hidrostática. 
Por tanto, la presión puede descomponerse en la suma. dos términos: uno que es 

función de la. altura. y y otro que depende de las características dinámicas y térmicas 
del flujo, es decir: 

P = Po (y) + PI (tl.p, tl.T, u,) (2.12) 

Si el flujo se considera. incompresible, el término que involucra. el gradiente de la 
presión en la. ecuación de cantidad de movimiento en la dirección vertical eco (2.4), 
puede escribirse como: 

1 ap 1 (apo aP1 ) 
p8y = (Po + tl.p) ay + ay 

(2.13) 

Si se desarrolla. esta. ecuación en una. serie y se mantienen únicamente 108 términos 
de primer orden de tl.p, se tiene: 

1 8p 1 8po 1 8PI tl.p 8po 
p ay = Po ay + Po ay - Poz ay 

Utilizando las ecuaciones (2.10 y 2.11) en la. eco (2.14), se tiene que: 

! ap = _g + 1:.. apI _ {3gtl.T 
pay po ay 

(2.14) 

(2.15) 

Si se sustituye esta. expresión en la. ecuación de cantidad de movimiento en la. di­
rección vertical eco (2.4), los términos de gra.vedad y gradiente de presión de esta 
ecuación se expresan como (ver eco 2.4, donde g~=-g): 

18p 18pI 
- -- - 9 = ---- + {3gtl.T 

p ay po ay 
(2.16) 

Si el fluido es incompresible, y la. influencia. de la. tempera.tura. sobre la. densidad se 
considera. únicamente en el término de gra.vedad de la eco (2.4), en las dos ecuaciones 
restantes de cantidad de movimiento, es decir en las ecs. (2.3 y 2.5), la. densidad p es 
sustituida por la. densidad media. constante Po y la. presión P, es sustituida. por PI, es 
decir la desviación de la. presión a partir del valor medio hidrostático Po' 

Otra. forma de considerar la presión en las ecuaciones de cantidad de movimiento, 
resulta si la eco (2.14) se escribe como: 

(2.17) 
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la relación de incrementos de temperatura y densidad, se escribe de la siguiente forma: 

f1p = -Po{3f1T In 11'\' 

~".lU) 

Si se toma en cuenta que para: p=po=cte y T=To=cte, la presión Po no es constante 
sino que disminuye con la altura, es decir: . 

Po = -Pogy + de (2.11) 

donde Po es la presión hidrostática. 
Por tanto, la presión puede descomponerse en la suma dos términos: uno que es 

función de la altura y y otro que depende de las características dinámicas y térmicas 
del flujo, es decir: 

P = Po (y) + PI (f1p,f1T,u¡) (2.12) 

Si el flujo se considera incompresible, el término que involucra el gradiente de la 
presión en la ecuación de cantidad de movimiento en la dirección vertical eco (2.4), 
puede escribirse como: 

18p 1 (8Po 8PI ) 

P 8y = (Po + f1p) 8y + 8y 
(2.13) 

Si se desarrolla esta ecuación en una serie y se mantienen únicamente los términos 
de primer orden de f1p, se tiene: 

1 8p 1 8po 1 8PI f1p 8po 
P 8y = po 8y + Po 8y - Po2 8y 

Utilizando las ecuaciones (2.10 y 2.11) en la eco (2.14), se tiene que: 

.!. 8p = _g + ..!.. 8PI _ {3gf1T 
p8y po 8y 

(2.14) 

(2.15) 

Si se sustituye esta expresión en la ecuación de cantidad de movimiento en la di­
rección vertical eco (2.4), los términos de gravedad y gradiente de presióD de esta 
ecuación se expresan como (ver eco 2.4, donde g,,=-g): 

18p 1 8PI 
- -- - 9 = ---- + {3gf1T 

p8y Po 8y 
(2.16) 

Si el fluido es incompresible, y la influencia de la temperatura sobre la densidad se 
considera únicamente en el término de gravedad de la eco (2.4), en las dos ecuaciones 
restantes de cantidad de movimiento, es decir en las ecs. (2.3 y 2.5), la densidad p es 
sustituida por la densidad media constante Po Y la presión P, es sustituida por PI, es 
decir la desviación de la presión a partir del valor medio hidrostático Po' 

Otra forma de considerar la presión en las ecuaciones de cantidad de movimiento, 
resulta si la eco (2.14) se escribe como: 

~ 8p = ~~ (Po + PI) _ D.p opo 
p ay Po ay Po 2 ay (2.17) 



Utilizando las ecs. (2.10 y 2.11) en la eco (2.17), se tiene que: 

!: ap = ~ ap _ f3g!:J.T 
pay Po ay 

(2.18) 

Al sustituir esta expresión en la eco (2.4), los términos de gradiente de presión y de 
gravedad se expresan como: 

_!: ap _ 9 = _!... ap +g(f3!:J.T-1) 
pay Po ay 

(2.19) 

Cuando se utiliza. esta forma del gradiente de presiones y de la fuerza de gravedad, 
la presión p (la. cual incluye la. presión hidrostática de manera. implícita), es utiiizada 
en las tres ecuaciones de cantidad de movimiento ecs. (2.3-2.5). Al igual que en la 
formulación anterior, la densidad p se sustituye en las ecs. (2.3-2.5), por la densidad 
media constante Po' 

En el modelo matemático que se presenta en este trabajo, se ha utilizado la presión 
p en las ecua.ciones de cantidad de movimiento. 

2.5 Ecuación de la energía térmica 

El equilibrio mecánico de un fluido (sin movimiento ma.croscópico en la dirección ver­
tical) en un campo gravita.cional, está representado por la ecua.ción: 

dpo 
-=-pg 
dy 

(2.20) 

El equilibrio puede alterarse debido al campo de temperaturas, el cual no se comporta 
como un escalar pasivo (ver eco (2.12)). 

En la. condición de equilibrio mecánico, la presión eco (2.20), al igual que la densid<LC!¡ 

1 dpo 
p=---

9 dy 
(2.21) 

son función únicamente de y. Consecuentemente, dado que la presión y la densidad 
determinan la temperatura, esta última es una función única de la altitud. 

La condición de equilibrio mecánico en la atmósfera eco (2.20), puede lograrse 
aún si la temperatura no es constante. Landau y Lifshitz (Landau and Lifshitz, 
1987), presentan la condición para lograr la estabilidad del equilibrio mecánico. Esta 
condición, resulta después de considerar que un elemento de fluido que se encuentra 
a. cierta altura y y que tiene un volumen específico v(Po, s) (donde Po Y s, son la 
presión y entropía de equilibrio en y), se desplaza en un proceso adiabático reversible 
(entropía=cte), en la dirección vertical una. pequeña cantidad e positiva. El volumen 
específico del elemento de fluido en la nueva posición es v(p~, s), donde p~ es la presión 
de equilibrio en la. altura. y + e. Si el equilibrio es estable, la fuerza resultante sobre 
el elemento de fluido, tratará de regresarlo a la posición original. Es decir, el volumen 
específico del elemento de fluido v(p~, s), será menor que el volumen específico v(p~, Si) 
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(donde s' es la entropía de equilibrio en la posición y +~) del elemento de fluido que 
dejó su lugar al primero. La condición de estabilidad del equilibrio mecánico es: 

v(p~, s') - v(p~, s) > O (2.22) 

después de utilizar relaciones de la termodinámica, Landau y Lifshitz (Landau and 
Lifshitz, 1987), establecen que la condición de estabilidad se cumple cuando: 

ds O -> 
dy 

es decir la entropía debe de aumentar con la altura. 

(2.23) 

La V"..ria.ción de la temperatura con respecto a la altura dT/dy, se obtiene a partir 
de la ecuación (2.23), es decir (R.eynolds and Perkins, 1977): 

ds = (os) dT + (os) dp = CpdT _ (Ov) dp > O 
dy oT p dy op T dy T dy oT p dy 

(2.24) 

En esta ecuación dp/dy=dpo/dy=-pg, por lo que sustituyendo en la eco (2.24), se 
obtiene la condición de estabilidad en función del gradiente de temperaturas: 

dT g(3T 
--<--

dy Cp 

para un gas perfecto, f3T=l. Por tanto, la eco (2.25) se escribe como: 

dT 9 --<­
dy Cp 

(2.25) 

(2.26) 

La atmósfera estará en equilibrio mecánico, siempre y cuando se cumpla la condición 
de estabilidad representada por la eco (2.26). Si no se satisface esta condición, es decir: 
si la temperatura disminuye con un gradiente cuyo valor absoluto es mayor que los 
valores dados en las ecs. (2.25 y 2.26), se tendrán movimientos convectivos (condición 
inestable). Si la atmósfera está en equilibrio térmico, dT/dy=O, se encuentra también 
en equlibrio mecánico, ya que se satisfacen las ecs. (2.25 y 2.26). 

Es importante señalar que la igualdad: 

dT 9 --=-
dy Cp 

(2.27) 

surge al considerar que el volumen específico del elemento de fluido que se movió 
verticalmente (en un proceso adiabático reversible), es igual al volumen específico del 
elemento de fluido que dejó su lugar al primero, es decir (ver. eco (2.22)): 

V(p~, s') - v(p~, s) = O (2.28) 

A esta condición se le conoce como estabilidad neutra, ya que cualquier elemento 
de fluido al ser llevado de una posición (vertical) y¡ a otra posición Y2, donde y¡ < 
Y2 (ó y¡ > Y2), no estará sujeto a fuerzas en la dirección negativa (o positiva) de 
y que lo traten de regresar a su posición inicial (condición estable), o a fuerzas en 
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la dirección positiva (negativa) de y que lo impulsen aún más hacia arriba (o hacia 
abajo) (condición inestable). A la igualdad representada por la eco (2.27), se le conoce 
como el gradiente adiabá.tico de la temperatura y es muy importante en esta discusión, 
ya que éute representa en la ecuación de la energía térmica, lo que el gradiente de 
presión hldrostátlca representa en la ecuación de cantidad de movimiento en la dirección 
vertical. En la sección anterior, se definió la variación de la presión en la dirección 
vertical como (ver eco (2.13)): 

8p {}P. {}PI -=-+­
{}y 8y {}y 

(2.29) 

Si no exi.ten desviaciones PI> de la presión de la atmósfera p con respecto a la presión 
__ .. 11. hl..l_A.U'I~A ft Al 41 .. 1..1" eA ""CU"nt.a. "n MlIilihrin me,,~nicn lI,g",.. ,,,,,,,,.,,,,,,,,\11&1 1'0' Voi ...... "'.., 1IiII .... \j" "'" ... ..., -'"-1----- -~~. 

De Igual manera. es posible escribir el gradiente de la temperatura del fluido como 
la. .um" del gra.diente adiabá.tico eco (2.27) (donde la temperatura T se sustituye 
por 1 .. temper .. tura media adiabática T.), más el gradiente de una temperatura TI, la 
~ual represent .. una. dflsviación de la temperatura de la atmósfera T con respecto a la 
tempera.tura. media adiabática T., es decir: 

dT dT. dT1 g dT1 

dy = dy + dy = - Cp + dy (2.30) 

En la sección anterior, se indicó que las ecuaciones de cantidad de movimiento, 
pueden ser formuladas como función del gradiente de la diferencia de presión PI ver eco 
(2.16), de igual manera, la ecuación de la energía puede formularse considerando que 
la variable dependiente, no sea la temperatura T, sino la la diferencia de temperaturas 
TI' Si en la eco (2.30), se despeja la derivada de la diferencia de temperaturas TI. se 
tiene: 

dT1 g dT -=-+­
dy Cp dy 

(2.31) 

La eco (2.31), es utilizada en la meteorología para definir la estabilidad atmosférica 
en los siguientes casos: 
(1).-Atmósfera neutra. 
Esta condición se satisface si el gradiente de temperaturas en la atmósfera. dT/dy, es 
igual al gradiente adiabático, -g/Cp. 

(2).-Atmósfera estable. 

dT1 = O 
dy 

(2.32) 

En la ecuación que define el criterio de estabilidad eco (2.26), se observa que la relación 
g/e., sieInpre es positiva por tanto, la atmósfera se encuentre en equilibrio estable si 
se satisfacen las dos condiciones: (a) que el gradiente dT/dy sea positivo (inversión 
térmica) y (b) que dT/dy sea negativo pero con valor absoluto menor que la relación 
g/cp • Tomando en cuenta lo anterior la condición de atmósfera estable es (ver eco 
(2.31)): 



(3).-Atm6afera Inestable. 

dT¡ o -> dy 
(2.33) 

De acuerdo al criterio de estabilidad eco (2.26), se tiene que la condición de equilibrio 
Inestable se satisface siempre y cuando la atm6sfera tenga un gradiente de temperaturas 
dT/dy negativo, pero con valor absoluto mayor que la relaci6n g/c.p. La condición de 
atm6sfera.lnesta.ble es entonces (ver eco (2.31)): 

dT¡ O -< 
dy 

Si la eco (2.31) se integra desde y=O hasta cierta altura y, se tiene: 

l
v glv l v 

dTI = - dy+ dT 
y=O Cp y=O y=o 

Al realizar la integral: 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

donde: Th es la desviación de la temperatura T con respecto a To en la superficie 
terrestre (y = O), Y T. es la temperatura de la superficie. 

Se supone que en la superficie terrestre se satisface la siguiente condición: 

T(O) = T. = To(O) (2.37) 

por lo que la desviaci6n de la temperatura en y=O desaparece, es decir Th=O. 
La expresión de la desviación de la temperatura T¡ eco (2.36) queda entonces: 

TI = .fL y + (T - T.) 
c.p 

(2.38) 

Si se define el. la temperatura 9 como la suma de la desviación de la temperatura TI 
más la temperatura en la superficie T., es decir, 9 = TI + T., la eco (2.38) se escribe 
como: 

(2.39) 

donde r=g/c.p. Para el aire de la atmósfera r ~ 0.0098 [K/m]. 
A la temperatura 9 se le conoce como la "Temperatura Potencial", esta temperatura 

tiene dos significados: (1) el que está relacionado con la desviación de la temperatura 
TI entre la temperatura media adiabática To(Y) Y la temperatura real de la a.tm6sfera 
T(y) (procedimiento que se sigui6 en los párrafos anteriores), y (2) el que se utiliza 
regularmente en la literatura, en el sentido que representa la temperatura 9 que un 
elemento de fluido podría adquirir si es transportado con entropía constante a partir 
de una. altura. y (o presión hidrostática media Po(y)), hasta una altura al nivel del 
mar (o presión estánda.rd PeCO)). Considerando este último enfoque, la temperatura 
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potencial se define como (Tietjens, 1957), (Monin and Yaglom, 1971), 
1990), (Wanta and Lowry, 1976): 

( )

b-Ilh 
(J = T P. 

Po 

donde 'Y = ep/c". 

(Zannetti, 

(2.40) 

La eco (2.40), no es más que la expresión para la temperatura de un gas ideal en 
un proceso adiabá.tico, reversible (Reynolds and Perkins, 1977). 

Las definiciones representadas por las ecs. (2.39 y 2.40) son equivalentes, sin em­
bargo, la ecuación (2.39) tiene el significado siguiente: Si se conoce la desviación de 
temperaturas T¡(y) como función de la altura, y se supone que la temperatura de la 
superficie (y = O) satisface la eco (2.37), entonces la temperatura potencial (J,.es la 
temperatura de la superficie más la desviación de la temperatura TI que se presenta 
en la altura y. 

Si la atmósfera tiene la distribución de temperaturas T=-fy + T. (atmósfera 
adiabá.tica), la temperatura potencial (J no es función de la altura y es igual a la 
temperatura de la superficie T. ver eco (2.39), es decir, la desviación de la temperatura 
TI(y) es cero. Por otro lado si la atmósfera es isotérmica T(y) = T., al sustituir este 
valor en la eco (2.39), se observa que la temperatura potencial aumenta con la altura. 
En este caso, la desviación de la temperatura TI, también aumenta con la relación 
dTI=ry, es decir dTI > O, por lo que se tiene una condición estable. 

Utilizando la expresión de la temperatura potencial eco (2.39), la ecuación de 
la energía térmica se expresa como (al igual que en las ecuaciones de cantidad de 
movimiento, los coeficientes de difusión molecular aparecen en esta ecuación ya que 
el modelo ha sido utilizado para simular flujos laminares (Paulo, 1995) y problemas 
de difusión de calor en cuerpos sólidos tridimensionales, (Avila et al., 1994), (Avila 
et al., 1997), en este caso las velocidades del fluido son cero): 

8 (p9) 8 (pu9) lJ (pv9) 8 (pw9) 
8t + 8z + 8y + 8z - (2.41 ) 

= ~ (J!:... 89 _ PUf(Jl) + ~ (J!:... 80 _ PIlI(JI) + 
8x Pr 8x 8y Pr 8y 

8 ( Ji- 89 -) + 8z Pr 8z - pWI(J1 + pUf 

donde Pr es el número de Prandtl. 
En la eco (2.41), se ha utilizado la descomposición de Reynolds para la temperatura 

instantánea, es decir: 8=8+8'. Con el propósito de utilizar la aproximación de Boussi­
nesq que se discutió en la sección anterior, la densidad p en la eco (2.41), se sustituye 
por la densidad media constante Po' Si se tiene una atmósfera adiabática (8=cte=T.), 
un elemento de fluido que se desplaza una cierta distancia e (con entropía constante) 
verticalmente a las capas superiores (inferiores) de la atmósfera, estará. en equilibrio 
con el medio ambiente que prevalece en esa altura y + e (y - e), es decir el elemento de 



fluido adquiere la misma temperatura que su medio ambiente, por lo que la desviación 
de temperaturas TI (y) = 0-T, = O, es decir, el término l!.T que aparece en la ecuación 
de cantidad de movimiento en la dirección vertical eco (2.19), puede ser sustituido por: 
l!.T = TI = O 

Por otro lado, si la atmósfera es estable, un elemento de fluido que es desplazado 
una cierta distancia e (con entropía constante) verticalmente a las capas superiores 
(inferiores) de la atmósfera, tendrá una temperatura menor (mayor) que la que existe 
en y + e (y - e). En este caso el elemento de fluido estará sometido a fuerzas que lo 
tratan de regresar a su posición original. El término l!.T, en la eco (2.19), para esta 
condición es: l!.T = -Ti = T, - e. 

Si la atmósfera es inestable, un elemento de fluido que es desplazado verticalmente 
con entropía constante a las capas superiores (inferiores) de la atmósfera, estará sujeto 
a fuerzas que lo impulsan aún más hacia arriba (abajo). En esta condición de inesta­
bilidad, el término I1t que aparece en la ecuación de C-Antidad de movimiento en la 
dirección vertical eCo (2.19), es sustituído también por l!.T = -TI = T. - O. 

2.6 Ecuación de la energía cinética turbulenta 

En la introducción de este trabajo, se mencionaron los diferentes modelos que existen 
en la actualidad para cerrar las ecuaciones que describen el comportamiento de un 
flujo turbulento, ecs. (2.3-2.5,2.41). En los modelos de primer orden, el coeficiente de 
difusividad turbulenta ver ecs. (1.12-1.14), se define a partir de las escalas de velocidad 
y de longitud de los grandes remolinos turbulentos. En la literatura, la energía cinética 
turbulenta K. = 0.5( un + V'2 + w'2) ha sido utilizada con frecuencia para establecer la 
escala de velocidad de la turbulencia. En el modelo que se presenta en este trabajo, las 
ecuaciones que rigen el comportamiento de un flujo turbulento, se resuelven utilizando 
dos modelos de turbulencia: el primero es un modelo de primer orden de dos ecuaciones 
y el segundo es un modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds. En ambos modelos, 
se hace uso de la energía cinética turbulenta K., para evaluar; ya sea el coeficiente de 
difusión turbulenta o las correlaciones u:uj y u:T'. 

Al igual que en las secciones anteriores, en la ecuación de K., los términos de pro­
ducción de energía turbulenta debido a flotación, se han modelado de acuerdo a la 
aproximación de Boussinesq (las fluctuaciones de presión son pequeñas en comparación 
con las fluctuaciones de temperatura). Con esta aproximación, el término de pro­
ducción; g¡P'u: (que aparece en la ecuación de la energía turbulenta), se escribe como 
(Monin and Yaglom, 1971): 

(2.42) 

Con el propósito de utilizar la definición de la temperatura potencial (J, se supone 
que las fluctuaciones de la temperatura T' son iguales a las fluctuaciones de O, es decir: 
T' = e'. La ecuación de la energía turbulenta que se resuelve en este trabajo es la 
siguiente 2: 

2La ecuaci6n de la energía cinética turbulenta se presenta en diversos libros y artículos (Hinze, 



8ptr. 8 ( ) 8, (PUjUj ) -- + - PU¡tr. = -- U¡ -- + 11' -
8t ·8x¡ 8x¡ 2 

(2.43) 

-,-,8pü;, a ( 8tr.) 81.1: 81.1: {3 Iiii S -U¡U'-- + - ¡t- - ¡t-- - p g¡u¡" + pI< 
, 8xj 8x¡ 8x¡ 8x; OXj 

En la eco (2.43), el término Sp1. representa la disminución (o aumento) de la intensidad 
turbulenta debido a la presencia de partículas sólidas en el flujo. El término de difusión 
y los términos de producción debido a cortante y flotación, tienen diferentes expresiones 
dependiendo del modelo de turbulencia utilizado (como se ha mencionado, en este 
tra.bajo se resuelven las ecuaciones que rigen el comportamiento del flujo, utilizando 
dos modelos de turbulencia: (a) modelo de primer orden de dos ecuaciones y (b) modelo 
híbrido de esfuerzos de Reynolds). En el modelo de dos ecuaciones (tr.-€), se hace uso de 
la viscosidad turbulenta Vi> por lo que los términos de difusión, esfuerzos de Reynolds 
y flujos de calor, que aparecen en la eco (2.43), se escriben como: 

, ·(PUjUj 11') otr. ] pV¡ otr. 
U¡ --+ -¡t- =--

2 OX¡ u" oX¡ 
(2.44) 

-,-, (8ü;, Ouj) 2 ó -1.1.1.1. = V¡ -- + - - -tr. .. , , OXj eX¡ 3" (2.45) 

-1.1(0'-~ 0"9 
, - Prt eX¡ (2.46) 

Si se sustituyen estas expresiones en la eco (2.43), resulta la ecuación de la energía 
turbulenta del modelo de dos ecuaciones: 

optr. o 8 (PVt Otr.) - + -(pU¡tr.) = - --- + 
8t OX¡ 8x¡ u 1< OX¡ 

(2.47) 

[
8ü;, fruj] Ou¡ Vt 00 -

+PVt -8 . + -o . -o . - P€ + p{3g¡-p -o . + S1''' x, x, x, rt x, 

donde: f=V~ ~, Vt=CI' ~2, U ,,=0.74, cl'=0.0256, Prt =número de Prandtl turbu-
J J 

lento=0.86. 

Al utilizar un modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds (el cual se presentará en 
detalle en el siguiente capítulo), el término difusivo de la eco (2.43), se aproxima 
mediante la. siguiente expresión: 

o , (pUiUi ) Otr.] -- u, --+p' -¡t-
8Xi 2 8x¡ 

e o ( tr.-, ,Otr.) 
f'::¡ .- p-u,u,-

8x¡ f: 38Xj 
(2.48) 

1975), (Monin and Yaglom, 1971), (Tennekes and Lumley, 1972), (La.under and Spalding, 1972), 
(Hanjalié, 1994), (La.under et al., 1975), (La.under and Spalding, 1974), (Cebeci a.nd Smith, 1974) 
y (Cervantes, 1990). Avila. (Avila., 1994) presenta. en detalle la. deriva.ción de la. ecua.ción de 1< y de 
las ecuaciones de los esfuerzos de Reynolds u¡ uj 
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Al sustituir la eco t2.4!S) en la eco t2.4i1), resUlta la ecuaclOn ae la energla 1UrOu¡en1a. 
que se utiliza en el modelo algebrlLico de esfuerzos de Reynolds: 

apK. a a (K.-, aK. ) - + - (pÜ¡K.) = C,- P-v,¡v,t.- -
at ax¡ ax¡ e J aXj 

(2.49) 

--apÜ¡ - -
-v,:v,j aXj - pe - p(3g¡v,:(jt + SPI< 

donde C,=0.2 (Rodi, 1980). 

2.7 Ecuación para la disipación de la energía cinética 
turbulenta 

En la literatura, es común encontrar que la escala. de longitud de los grandes remolinos, 
se obtiene a partir de la solución de una ecuación de transporte para la disipación de 
la energía turbulenta e. Aunque la disipación de energía no tiene unidades de longitud, 
la combinación de € con la. energía turbulenta, proporciona las unidades requeridas 
(K.

3
/
2/f). 

Si se considera flujos con grandes números de Reynolds (isótropos en las pequeñas 
escalas), y haciendo uso del concepto de la. viscosidad turbult...tta Vt (modelos de turbu­
lencia de primer orden), la ecuación de e se escribe como (Hanjalié, 1994) (Launder 
and Spalding, 1972), (Rodi, 1980): 

ape a a (PVt ae) e [Ou¡ Ouj] Ou¡ e
2 

- + - (pU¡f) = - -- + C1,-pv¡ - + - - - p02'-8t OX¡ OX¡ u, eX¡ K. OXj aX¡ aXj K. 

donde: C1.=1.13, O2,=1.9 y u.=1.298. 

(2.50) 

Si se utiliza un modelo algebrlLico de esfuerzos de Reynolds, el término difusivo de 
la eco (2.50), puede ser sustituido por la siguiente expresión (Launder et al., 1975): 

(2.51) 

En la eco (2.50), las correlaciones v,lv,j que aparecen en el término de producción 
debido al cortante medio (gradientes de la velocidad media), se modelaron a partir de 
la definición de la viscosidad turbulenta (modelos de primer orden), si las correlaciones 
de velocidad se obtienen directamente a partir de un modelo de esfuerzos de Reynolds, 
la ecuación de e se escribe como: 

Opf o ( ) e o ( K.-,-, oe ) O· e -,-, {)pÜ¡ G e
2 

- + - pU¡f = ,- p-u¡u·- - 1<-U¡U'-- - P 2,-8t aX¡ ax¡ € J OXj K. J {)Xj K. 

donde 0.=0.18 (Rodi, 1980). 
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Capítulo 3 

Modelo algebraico de los esfuerzos 
de Reynolds 

Gibson y Launder (Gibson and Launder, 1978), (Gibson and Launder, 1976), pro­
pusieron un modelo en donde los flujos turbulentos u:uj y 11,:9' , se calculan a partir de 
relaciones algebraicas que involucran los valores locales de: (a) energía cinética turbu­
lentalt, (b) disipación de energía turbulenta €, (c) velocidad mediaui y (d) temperatura 
media O. Este modelo no considera el concepto de la, viscosidad turbulenta el cual es 
utilizado en los mocelos convencionales de dos ecuaciones It-€. Los modelos algebraicos 
de esfuerzos Reynolds, según menciona Uliasz (Uliasz, 1994b) son los más populares 

. hoy en día para aplicaciones en la atmósfera en escala intermedia (mesoescala). Una 
característica importante que tienen estos modelos, es que permiten determinar las 
varianzas de las componentes de velocidad: 11,'2, v12, W'2, las cuales son indispensables 
cuando se calcula la dispersión de partículas en la atmósfera. 

Para grandes números de Reynolds (isotropía local en las escalas disipativas), las 
ecuaciones exactas que rigen el comportamiento de los esfuerzos de Reynolds y de los 
flujos de calor se escriben de la siguiente forma (Monin and Yaglom, 1971): 

Dpilul. ( --) 2 
D; J - Dif/ pu:uj = Pi; + Gi; - 3di;Pf + TIi; (3.1) 

DpV!Ji D' (---;-n) -,-,opO D G TI 
D 

- if/ pu¡U' = -u¡uk"-- + 'i9 + i9 + i9 t UZk 
(3.2) 

donde el operador Di! ¡, representa el transporte difusivo de la cantidad dentro del 
paréntesis. Las cantidades Pi;' G¡;, Pi9 Y G¡9, representan la producción de u:uj, y u¡B' 
atribuible al cortante medio y a los efectos de flotación, es decir: 

D {-,-, opu; -,-, OPui} 
'i' = - U'Uc-- + U'Uk--

J • ~ OZk J OZk 
(3.3) 

G¡; = -p{3{gju:e' + g¡uj9'} (3.4) 

(3.5) 
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(3.6) 

Los términos lI¡j y lI¡o de 1118 ecuaciones (3.1 y 3.2), representan 1118 correlaciones 
de presión-deformación y de presión-gradiente de temperatura respectivamente: 

lI¡j = p' ? + -' , (
8U" 8U() 

OX¡ aXj 

{fOI 
lI¡o = pI-a 

X¡ 
(3.7) 

Puede observarse que en el lado derecho de 1118 ecuaciones de los esfuerzos de 
Reynolds y de los flujos de calor ecs. (3.1 y 3.2), 1118 úniclI8 incógnitll8 presentes 
son: la varianza de 1118 fluctuaciones de temperatura 8'Z,que aparece en G¡O eco (3.6) 
y 1118 correlaciones que contienen 1118 fluctuaciones de presión ecs. (3.7). Estll8 correla.­
ciones, se han aproximado siguiendo los trabajos de Gibaon y Launder (Gibson and 
Launder, 1978) y de Rodi (Rodi, 1980). Estos autores, consideran que 1118 fluctua.­
ciones de presión se rigen por una ecuación de Poisson, la cual se obtiene a partir de 
la. divergencia. de la. ecuación de transporte de las fluctuaciones de velocidad u:: 

(3.8) 

En la eco (3.8), se observa que 1118 fluctuaciones de presión que aparecen en 1118 ecs. 
(3.7), se originan debido a tres procesos distintos: (1) interacción de 1118 fluctuaciones 
de velocidad (lI¡i,l y II¡O,l)' (2) interacción de la deformación media y 1118 fluctuaciones 
de velocidad (Il¡j,z y II¡o,z) Y (3) presencia de 1118 fuerzll8 de flotación (lI¡j,a y lI,o,a). 
Launder (Launder et al., 1975), propuso el siguiente modelo lineal en el que se supone 
que 1118 fluctuaciones de presión, motivan que 1118 fluctuaciones de velocidad y los flujos 
de ca.lor tiendan a ser isótropos (return to isotropy): 

II¡j = lI¡i,l + lI¡j,z + lI¡j,a + S¡i (3.9) 

donde 

II· '1 = -ClP~ (u(ul. - ~ó' "/\:) 'J, /\:' J 3'J (3.10) 

II ... = -C. (P .. , - ~ó' .. p) 'J,- _.J 3'J (3.11) 

lI" a = -Ca (G .. - ~ó' .. G) 'J, 'J 3'J (3.12) 

Los términos P y G en 1118 ecs. (3.11 y 3.12), representan la producción de energía 
cinética. turbulenta debido: al cortante medio y a 1118 fuerzll8 de flotación respectiva.­
mente. La forma de estos términos es la siguiente: 

P 
-,-,8pu¡ 

= -U¡Uk aXk 

G = -p(3g¡ul(}I 
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donde: 0 1=1.8 Y O2=03=0.6. 
El término Sij de la eco (3.9), representa la influencia que tiene la frontera del 

dominio en estudio (superficie terrestre) sobre las fluctuaciones de presión (Launder 
et al., 1975), (Rodi, 1980). 

Al igual que el término presión-deformación l1ij se aproxima por la suma de tres 
términos (ver eco (3.9)), la correlación presión-gradiente de temperatura l1ie de la 
eco (3.7), puede aproximarse mediante: 

l1i9 = l1i9,1 + l1i9,2 + l1i9,3 + Si9 (3.15) 

El modelo más común para el primer término de la eco (3.15), es el que propuso Monin 
y Yaglom (Monin and Yaglom, 1971): 

(3.16) 

Launder et al. (Launder et al., 1975) suponen que la deformación media y el campo 
gravitacional modifican la correlación presión-gradiente de temperatura, en el sentido 
que ambos tienden a disminuir la generación' de energía (Pi9 Y Gi 9) de la correlación 
u:8' (ver eco (3.2)). Los términos de fluctuación de velocidad y de flotación de la eco 
(3.15) (segundo y tercero del lado derecho), se escriben como: 

(3.17) 

l1io,3 = -03eGie (3.18) 

donde: 0 18=3 y 0 29=039=0.33. El término Si9 de la eco (3.15), representa el efecto de 
la condición de frontera (superficie terrestre) sobre la correlación presión-gradiente de 
temperatura (Launder et al., 1975), (Rodi, 1980). 

Con el propósito de tomar en cuenta los términos Sij y SiO que aparecen en las ecs. 
(3.9 y 3.15), se recurrió a utilizar el modelo de Launder et al. (Launder et al., 1975). 

El motivo que tuvieron Launder et al. para cuantificar la influencia de una super­
ficie sobre las fluctuaciones de presión, es que experimentalmente se ha observado; que 
la relación entre esfuerzos turbulentos u:uj (y la relación entre esfuerzos turbulentos 
y 11:), es diferente para flujos cortantes cerca y lejos de superficies sólidas. En turbu­
lencia cerca de paredes, la magnitud de las fluctuaciones de velocidad normales a la 
superficie disminuye, mientras que las fluctuaciones paralelas a la superficie aumentan 
apreciablemente. Los experimentos también han mostrado, que los efectos de flotación 
sobre el valor relativo de los esfuerzos turbulentos es muy diferente en los dos tipos 
de flujo (flujos cortantes cerca y lejos de superficies). La influencia que una superficie 
ejerce sobre las fluctuaciones de presión, se incluye como un término que se suma al 
modelo de presión-deformación eco (3.9) y al modelo presión-gradiente de temperatura 
eco (3.15). Los términos Sij Y SiS, tienen la siguiente forma: 

Si,' = II~· 1 + II~· 2 + II~· 3 'J, 'J, 'J, (3.19) 



8,s = rr:s,1 + rr:S,2 + rr:9,3 (3.20) 

En las ees. (3.19 y 3.20), se observa que la presencia de una superficie sólida altera 
las fluctuaciones de presión, debido a. los tres procesos que se indican en la ecuación 
de Poisson (ver eco (3.8»), es decir: interacción entre las fluctuaciones de velocidad 
(término rrlj,l de la. eco (3.19», interacción entre las correlaciones u:(J/ (término rrls,l 
de la eco (3.20», interacción entre la deformación media y las fluctuaciones de velocidad 
(término rr:i ,2 de la eco (3.19)), interacción entre la deformación media y la correlación 
u¡(J/ (término rr:S,2 de la eco (3.20», presencia de la gravedad (término rr:j,3 de la eco 
(3.19) y término rr:S,3 de la eco (3.20)). 

Para el término de turbulencia rr:j ,l' Shir (Shir, 1973) propuso: 

(3.21) 

donde: r es el vector de position, l es una escala. de longitud característica de la 
turbulencia y n es el vector unitario normal a la superficie. 

Gibson y Launder (Gibson and Launder, 1978) propusieron una expresión análoga 
para el término de deformación media rrij,2: 

n:j ,2 = e~ (rrkm'2nknmá'j - ~rr'k,2nknj - ~rrjk,2nkni) f (n:r.) (3.22) 

El término correspondiente a la. interacción de la. gra.vedad con las fluctuaciones tem­
peratura. rr:j ,3' no se toma. en cuenta. ya. que según Rodi (Rodi, 1980), una. expresión 
para este término no se ha logrado obtener de manera. sa.tisfactoria.. 

Si la superfice coincide con en el eje :t, y Y es la. distancia. a. la. superficie (en la. dirección 
vertical), las ecuaciones (3.21 y 3.22) se simplifican a. lo siguiente: 

rr/ - e/pE ( •• /2 r .. _ ~ .. / •• /r . _ ~ .. / •• / r .) f (_l ) 
,j,1 - 1 K ~n u" 2 ~n ~,un, 2 ~n ~jURl X

n 
(3.23) 

(3.24) 

donde: e; =0.5, e~=0.3 y el subíndice n indica. la. dirección normal a. la. superficie 
(n=2). 

Gibaon y La.under (Gibson and Launder, 1978), suponen que la. presencia. de la. 
pared también tiene un efecto sobre la correlación presion-gradiente de tempera.tura. 
y en analogía con el término presión-deformación, propusieron para. rr:S,I' la siguiente 
expresión: 

rr/ e/ PE-¡-(J/ f ( l ) iD I = - IS-Uk nink -
I It niri 

(3.25) 

De manera. semejante, si la. superficie está orientada. en la. dirección del eje x (y el eje 
y está. orientado en la. dirección vertical), la. eco (3.25), se simplifica a lo siguiente: 
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n' e" P€-ó f ( 1 ) ie 1 = - le-tL~O' in -
I K, Xn 

(3.26) 

donde C~e=0.5. 
Gibson y La.under (Gibson and La.under, 1978) propusieron expresiones semejantes 

a. las ecs. (3.21-3.26) para. evaluar los términos n:e.2 y n:e,s, sin embargo, Rodi (Rodi, 
1980) menciona. que en la. ca.pa.límite de la. a.tmósfera., éstos términos no son de impor­
tancia.. 

Es conveniente mencionar que el propósito de incluir la. función f (1/x2) en las ecs. 
(3.21-3.26), es básicamente para. disminuir el efecto de la. corrección de pared conforme 
a.umenta. la. distancia. a. la. superficie. 

Si las ecs. (3.10-3.12, 3.23 Y 3.24) que determinan en conjunto la. correlación presión­
deformación eco (3.9), y las ecs. (3.16-3.18 y 3.26) que modelan la. correlación presión­
gradiente de tempera.tura. eco (3.15), se sustituyen en las ecuaciones de transporte de los 
esfuerzos de Reynolds y de los flujos de ca.lor ecs. (3.1 y 3.2) se obtienen las siguientes 
expresiones: 

DptL¡uj D (-,-,) Po G 2ó O € (-'-' 2ó ) """:"D::'t!....L - ill PtLitLj = ij + ij - 3" uP€ - lP-;¿ tLitLj - 3" ijK - (3.27) 

-02 (Pij - ~ÓijP) - Os ( Gij - ~Ói;G) + n:j,l + nb 

(3.28) 

Resolver estas ecuaciones para. las seis componentes de los esfuerzos de Reynolds 
tL:uj, tres componentes de los flujos de calor tL:O, y para. la. varianza. de la. tempera.tura. 
012 , requiere de la. solución de diez ecuaciones diferenciales parciales, lo cual hasta. la. 
fecha. no es conveniente cuando se pretende evaluar la. dispersión de partículas en la. 
a.tmósfera. (Uliasz, 1994b). Con el propósito de utilizar las ecuaciones de esfuerzo/flujo 
ecs. (3.27 y 3.28), no con el fin de resolverlas sino de a.provechar la. información que 
está. implícita. en ellas, Rodi (Rodi, 1980) propuso convertir este sistema. de ecuaciones 
diferenciales parciales, en un sistema. algebraico lineal. Para. obtener las expresiones 
algebraica.s de los esfuerzos de Reynolds, Rodi (Rodi, 1980) supone que el transporte 
de u:u; es proporcional al transporte de /t, es decir: 

D -,-, -,-, D 
pu·u· (--) u·u· p/t 
D; J - Dilf PtL:tL~ = ~ J { Dt - Dilf(pK)} (3.29) 

por lo que utilizando la. ecuación de K eco (2.49), se obtiene; 

D 
-,-, -,-, 

PUiUj D (-,-,) tLiUj (P G ) Dt - il I ptL¡tLj = -;z- + - P€ (3.30) 
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Sustituyendo la eco (3.30) en la eco (3.27) se obtiene: 

p·=P+G 

Pi; = Pij + Gij 

1-e2 
~=-=-~-=-­pO/f+ pe1 - p 

~m-1 = Cf (PO /f + pe1 _ p))-l 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

Para obtener las expresiones algebraicas de los flujos de calor, Gibson y Launder 
(Gibson and Launder, 1976) suponen que el transporte de u:tJ' es proporcional al trans­
porte de K. y al transporte de la varianza de las fluctuaciones de temperatura 0'2, es 
decir: 

D ( -) (-) v/O' DpK. u(O' Dp012 () 
Dt PUiO' -Difl PUiO' ~ ~K. { Dt --Di// (PK.)} + 2~12 {Dt Di/J pO'2 } (3.36) 

La eco (3.36) puede escribirse como: 

D - - u(O' IlO' 
Dt (PUiO') - DiJ! (PUiO') ~ ~K. (P + G - pf) + 2~12 (Ps - pES) (3.37) 

donde Ps y ES representan la producción y disipación de la varianza 012 , es decir; 

80' 80' 
fs=2a--

8xj 8xj 

donde a es la difusividad molecular. 

(3.38) 

(3.39) 

Sustituyendo la eco (3.37) en la eco (3.28) se obtiene la expresión algebraica. de los 
flujos de calor: 

-'-0 ... K.-,-,8pO ... , K. p • ... K. II, - u· , = ~s-u·u,,- - ~s- ·s - ~s- 'Sl 
• f' 8x" f' f' • 

(3.40) 

(3.41) 

( ( ) ( ) )

-1 
K.p fe Pe P p. 

~e = --= - - 1 + - - -1 + pCI9 
E 2 8/2 pEe 2 PE 

(3.42) 



Pte = Pie + Gie (3.43) 

Gibson y Launder (Gibson and Launder, 1976), suponen que existe equilibrio entre 
la producción y disipación de 8/2 , es decir; Pe = pEe, por lo que la eco (3.42) puede 
escribirse como: 

(3.44) 

Con las dos expresiones algebra.icas ecs. (3.31 y 3.40), es posible conocer los esfuer­
zos de Reynolds y los tlujos de calor a partir de los valores de K, y E, Y de los gradientes 
de velocidad y temperatura media. Sin embargo, aún existe una variable que todavía es 
incógnita, ya que no se resuelve su ecuación de transporte. Esta variable es la varianza 
de la¡¡ fluctuaciones de temperatura 8'z , la cual se obtiene, a partir de definir la relación 
que existe entre la escala de tiempo de las fluctuaciones de velocidad, y la escala de 
tiempo de las fluctuaciones de temperatura, es decir: 

E 8/2 

R = -- (3.45) 
K, Ee 

Si la relación de escalas de tiempo se supone constante e igual a: R = Q/2, donde 
Q=1.6 (valor que permite evaluar el deca.imiento de las fluctuaciones de temperatura 
en turbulencia de malla "grid turbulence"). La varianza de la temperatura puede 
escribirse entonces como: 

(3.46) 

Si existe equilibrio entre la producción y disipación de 8/2 , es decir Pe = pE6, se tiene: 

(3.47) 

Las expresiones algebra.icas ecs. (3.31 y 3.40), que representan los seis esfuerzos de 
Reynolds y los tres flujos de calor respectivamente, se presentan en el apéndice A. En 
el apéndice B, se presenta el desglose de cada uno de los términos que conforman la eco 
(3.31) para. el caso en que: i =2 y j =2. En el apéndice B, también se presentan los 
términos que constituyen la. eco (3.40) para el caso i =2. 

Para. finalizar la presentación del modelo algebra.ico de esfuerzos de Reynolds, es 
necesario definir la función f (l/xz) que aparece en las ecuaciones (3.23, 3.24 y 3.26). 
De acuerdo a la hipótesis de semejanza de Monin y Obukhov (Monin and Yaglom, 
1971), las características turbulentas de la capa superficial de la. atmósfera. (si X2 > > Yo, 
donde Yo es el parámetro de rugosidad), dependen únicamente de cinco variables: Xz, 
P, f3g, u,. y q/ PCp, donde: u,. y q son la velocidad de fricción y el flujo de calor [W /m2] 
en la. superficie respectivamente. A partir de estas cinco variables es posible formular 
únicamente una combinación adimensional: 

(3.48) 
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donde: 

L= 
,,"0(3 gq f (pe¡,) 

(3.49) 

""o es la constante de von Kármán y L es la escala de Monin-Obukhov. En la eco (3.49), 

se observa que si L > O (q < O), la atmósfera se encuentra en una condición de equlibrio 
estable, si L < O (q> O) la atmósfera es inestable, y si ILI ~ 00 (q = O), la atmósfera 
se encuentra en equlibrio neutro. 

Utilizando la hipótesis de semejanza de Monin y Obukhov (Monin and Yaglom, 
1971), es posible definir en la capa superficial; la variación (con respecto a la altura :1:2) 
de las características medias y turbulentas a partir de funciones universales de e. En 
particular, para los gradientes de la velocidad media y temperatura media se tiene: 

U" ~! a.: 
'·Ol! ~ .. = <Pm ce) 
UTz ay 

(3.50) 

""oY ow = <Pm ce) 
U T• By 

(3.51 ) 

""oY BU = <Ph ce) 
O., By 

(3.52) 

donde: 

UTz = u.,cos ( ao) (3.53) 

UTa = u.,sen (ao) (3.54) 

OT = _ qPr, <Pm ce) 
pe¡,u., <Ph ce) 

(3.55) 

U = '¡u2 +u2 
T Ts T. (3.56) 

donde: U.,. es la resultante de la velocidad de fricción, OT es una temperatura de con­
ducción (en analogía con la definición de U.,) Y a o =crctang (w fu), es el ángulo formado 
por las componentes del vector de velocidad en un punto YP' localizado en la vecindad 
de la superficie terrestre. 

En la capa superficial, se lleva a cabo la transferencia de energía térmica. (q = q.) y 
la transferencia de cantidad de movimiento (T." = T"y, Tu = Tllz ) entre la superficie y 
la atmósfera. En la re,gión cercana a. la superficie, es común suponer que los esfuerzos 
cortantes T"y y TI/z, y el' flujo de calor q, no varían con respecto a la altura. Con esta 
aproximación, no es difícil comprobar que a partir de las ecuaciones de cantidad de 
movimientoecs. (2.3 y 2.5) Y de la ecuación de la energía térmicaec. (2.41), se obtienen 
las ecs. (3.50-3.52) (White,1991), (Monin and Yaglom, 1971). Estas ecuaciones son 
muy importantes en el modelo que se presenta en este trabajo, ya que además de definir 
(como ya se ha mencionado), la variación de las velocidades y temperaturas medias en 
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la. región cercana. a. la. superficie, constituyen las condiciones de frontera. de las ecs. (2.3, 
2.5 y 2.41). Es decir, las velocidades ü y w y la. tempera.tura. O, de la. celda. numérica. 
más cercana. a la. superficie terrestre, se definen por las ecuaciones (3.50-3.52) l. 

La. condiciones de frontera. de las ecuaciones de transporte de la energía cinética. 
turbulenta. ecs. (2.47 y 2.49) y de la. disipación de energía ecs. (2.50 y 2.52), se 
obtienen al suponer que cerca. de la. superficie, existe equilibrio entre la. producción de 
/t (debido al cortante medio y a. las fuerzas de flotación) y la. disipación E, por lo que 
entonces, la. eco (2.49), puede escribirse como: 

-,-, Qul -,-, Qu3 (3 -'-()' 
E = -U1U2-a - U3U2-a - 92U2 

X2 :':2 
(3.57) 

Si se toma. en cuenta. el concepto de la difusividad turbulenta., se puede escribir: 

-,-, 2 &ül 
- U1U2 = U = VIz-

'Tz {JX2 
(3.58) 

(3.59) 

Utilizando las ecs. (3.50 y 3.51) eI'.las dos ecuaciones anteriores, se obtiene el valor de 
la viscosidad turbulenta. en las direcciones x y z, es decir: 

U'T./toYp 
VI> = 

<Pm 
Si se define la. viscosidad turbulenta. VI como: 

VI = vv't, + vI. 
Sustituyendo las ecs. (3.60 y 3.61) en la. eco (3.62), se obtiene: 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

La. eco (3.63), es utilizada. para. definir el valor de la. correlación u~()' y el flujo de calor 
q, en la. región cercana a. la. superficie terrestre: 

- q V¡ {JO 
-u~6' = --=--

pe¡, Pr¡ {JX2 
(3.64) 

En este tra.ba.jo, se propone a.proximar la. producción de la. energía. turbulenta eco 
(3.57) cerca. de la. superficie, utilizando la. definición de las tres viscosidades turbulentas 
ecs. (3.60, 3.61 Y 3.63), por lo que se tiene: 

IEl autor desea aprovechar este punto de la discusión, para. presentar en deta.lle las condiciones de 
frontera de las ecuaciones de te y f. En la pago 46, se continúa. con la presentación de las característica. 
genera.les de la función f (1/::2) . 



é "" lit OII¡ au¡ + lit 8fIa ~!b - pg 1'1 !!P 
8X3 8X3 8X2 8X2 • p,:; lJa: 2 

(:I.llti) 

en esta. ecuación se ha. utilizado la. definición g~ :; -g. 
Sustituyendo las ees. (3.50-3.52 y 3.63) en la eco (3.65), He oht.!tHltl! 

It.Yp IJ.7 [IJ.~.<P~ + 1J.~,<p~] P!l O 'p" f= - -, -lL T--
Á. 2 2 2 3 Pr 7 L 
'l'm K.Yp K.Yp I '1'111 

(:J.llli) 

. Ai utiÍizar en la. eco (3.66), la. definición de 11.7 eco (3.56), Re obtlene la condlc!(jJ) de 
frontera. para. la. ecuación de la. d.isipación de la energía turbulenta! 

f = 1J.~<Pm _ (39 lL
7
0r <Ph 

K.Yp Prt tPm 
Si el término de producción, Be pone en función del flujo de calor 1, la ee, 

se escribe como (ver eco (3.64)): 

(= 1J.~<f¡m + (Jg!L 
K,.'IIp pe.¡, 

(a,1I7) 

(:l,1I7), 

(a.6R) 

Con el propósito de definir la condición de frontera de la ecuación de x" (Ui C/:mve­
niente recorda.r que la viscosidad turbulenta Vt, en los moddos de primer orden de <los 
ecuaciones, se define como función de K y (, a partir de la rela.dóll: 

(3.69) 

Igualando la ee. (3.69) con la ee, (3.63), y despeja.udo la energía t1Jrbulellta, se 
obtiene la condición de frontera de r.:: 

(3,70) 

Si en la eco (3.70), se sustituye la ,condición do; frontera de ( P/;, (3.(;7), 5e t.ieu¡;: 

r.: = ~;2 -u., (r.:"ypB.)', I/~ q;¡.'~ (f39 )I/~ 
c"c" q;m Prl 

(3.7J) 

S:i la celda numerica que representa la condición de frontera, 5e IOf':?'ü7"¡" ';er<;.¡¡. de !.<.' 
superficie terrestre, entoncef.'Yf -t o por 10 que el segundo término dt la e';, (o,7!) ~e 
coruiiden. despreciable. La condicióll de lronteL<:. de la ~cu(1f.;iótl <Ít y. es (~U0n';l::f.: 

~ 

1!; 
1{ = 1,;2 

CJ¡ 

LOE esfuerzof cortante¡; y el flujo de calo: % le. auperficí(:;, 6(:; Qvtí%<:r, a p¡;.rJ¡ú ~~ 
·laf Biguientef n:lacíoll~: 



f = /11 8ir1 8fII + /11 8 fI3 8fI3 _ (3 gVI 80 
8x28x2 8x28x2 Ptl8x2 

(3.65) 

en esta. ecuación se ha. utilizado la. definición g2 = -g. 
Sustituyendo lií.s ees. (3.50-3.52 y 3.63) en la. eco (3.65), se obtiene: 

= ~oYP TT:'f'm + UT.'f'm -!jLu (}T~. , "ti [' t.t2 .i.2 2 ..1.2 ] a ,¡, 

f .i. 22 . 2 2 P T ..1. 
'f'm ~o!Ji> ~o!Ji> tI 'f'm 

(3.66) 

Al ütliízaten la. eco (3.66), la. definicióIl de UT eco (3.56), se obtiene la. condición de 
fróntera. pata. la. ecua.ción de la. disipa.ción de la. energía. tUrbulenta: 

u;tP,.,. (39 ,,<Pi. 
€ = -, - - -,,-u (}T-,-

itoYp Pr¡ T tPm 
Si el terhiilió <le prodUcción, se pone en 1I1Ílción del flujo de calor q, la eco 

se escribe oohlo (ver eco (3.64)): 

ü 3 ..i. ' 
, T'f',m + a q € = -, - fJg-,-

~oYp pep 

(3.67) 

(3.67), 

(3.68) 

Cón el propósito de definir la Cóndición de frontera de la ecUación de it, es cónve­
nleb.te teooraar qlle la. vitioosl<l.ad. tlirbülenta. VI) en los modelos de primer orden de dos 
eclla.C\ones, se <l.efihe como (lindón de K. y €, a pattir de la. relación: 

~2 
VI = el'- (3.69) 

f 

Igtia.\a.nlló lá eco (3.6~) Cóh la. eco (3.63), y despejando la energía turbulenta, se 
óbtlelie láoolididón de fróliterá de ~: 

~2 = ~oypuTf (3.70) 
el'<Pm 

Si eli la.ec. (3.7'0), se sustituye lacóndición 'de f'ronterade €ee. (3.67), se tiene: 

, 2 ('" ) 1/2 .1.1/2 ,(, a ) 1/2 UT ' ~OYp!lT 'f'i. fJg 
~---U - -

- • 1/2 T 'e .i. ,'nr el' l' 'f'm r I 
(3.71) 

Si lácelda. 'numérica. 'que repreSenta la condición 'de frontera., se localiza 'cerca de la 
s'upemdie 'te'ites'tre,e:iltónces, 'yp -+ 'O por lo que 'el segUndo terrninode laec. (3.71) se 
Có':ilsiderádetip'redáble. Lacó'D:dlciónde Ironterade la eeüa.ciónde ~esentonces: 

U2 
v_ T 
~ - 1/2 

el' 
(3.72) 

Los '~uerzóscoita:n'tes y 'el flujo de calaren la súperficie, se obtienen a partir 'de 
'las siglñeilteti 't~la:.dones: 

(3.73) 
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- V¡ 89 
q = pe¡,tL~(J' = -pe¡,-- = 

Pr¡ 8z2 

pe¡, K,oYpUT (}T rPh = 
Pr¡ rPm K,oYP 

(3.74) 

(3.75) 

La velocidad y la temperatura de la celda numérica. que constituye la frontera del 
dominio en estudio (y que se localiza en la C8,pa superficial), se obtien'!n integrando las 
ecs. (3.50-3.52), es decir; 

¡¡ (y) = :~ (ln (:.) - \lfm (e») 

w(y) = ~: (ln (:.) - \lfm(e») 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 

donde (J, == T. es la temperatura de la superficie y las funciones \lfm Y \lfh se obtienen 
a. partir de la. integral: 

(3.79) 

Si eillas ecs. (3.76-3.78), se depejan las variables UTa' UTa Y (JT' Y se sustiuyen en las 
eC6. (3.73-3.75), se obtiene las expresiones utilizadas en este trabajo para evaluar los 
esfuerZos cortantes y el flujo de ca.lor en la superficie terrestre: 

p K,1/2 C1/ 4 K, 

r"lI = In ~ .: \lf o ¡¡ (yp) 
YIO m 

(3.80) 

(3.81) 

q= (3.82) 

MOnln y Yaglom (Monin and Yaglom, 1971) presentan una discusión en relación 
a la forma que deben de tener las funciones universales rPm,h y \lf""h, en donde lo más 
relevante a observar (y es lo que utilizaron Gibson y Launder (Gibson and Launder, 
19176) para -definir la función f (l/:&2)), es que para cualquier valor dado de y, tLT Y f3g, 
si Iql -+ 'O (atmósfera neutra), ILI -+ 00, entonces; I~I = f -+ O. 

Ootrsidetando la condición I~I -+ O, si se define: 

rPm,h (O) = l~ rPm,h (e) = 1 (3.83) 



y 
\IIm,h (O) = lim illm,h (e) = O 

~ ... O 
(3.84) 

entonces, si se sa.tisface la. condici6n Iql ~ O, Y se toman en cuenta. las ecs. (3.83 y 
3.84), se tiene una. distribuci6n logarítmica. para. la. velocidad y para. la. tempera.tura. 
(ver ecs. (3.76-3.78)). 

De manera. equivalente, para. valores fijos de Iql y Un si y ~ O, lel ~ O, entonces: 
t/lm,h (O) ~ 1 Y \IIm,1o (O) ~ O. 

Esto significa. que para. valores de y « I LI, el efecto de la. turbulencia. es similar al que 
se presenta. en una. a.tm6sfera. neutra. (tempera.tura potencial homogénea), por lo que la. 
turbulencia en la. ca.pa. y « ILI se produce únicamente debido a. factores dinámicos y no 
a. efectos térmicos. En conclusi6n puede decirse que la. condici6n lel ~ O, se presenta. 
tanto en la. regi6n cercana. a. la superficie como en una a.tm6sfera. neutra.. 

Se ha menciona.do que el prop6sito de la. funci6n f (l/y), es reducir el efecto de la. 
correcci6n de pared conforme aumenta. la distancia a. la. superficie. En la región cercana. 
a. la. superficie (turbulencia. de pared), la. influencia. de las fluctuaciones de presi6n sobre 
los esfuerzos U,Uj y los flujos de calor uI8', es grande por lo que se define que la. funci6n 
f = f (l/y) ~ 1. 

La. forma. de la función f = f (l/y), puede obtenerse si se supone que el flujo está. 
orientado en la direcci6n de z. En esta condici6n, la. escala. de longitud de 10R grandes 
remolinos turbulentos, se define como: 

! 
(U{U~) 2 

l = (3.85) 
f 

Si la. energía. cinética turbulenta. se encuentra en equilibrio (ver eco (3.57)), 

donde 

y 

P 
-,-,Ou 

~ -U1UZOy 

(-,-,)I/Z 
u,. ~ u.,.~ = - ulttz 

Sí se define R, (flux Richardson number) como: 

G 
R,=-p 

Y utilizando las ecs. (3.87 y 3.89), en la. eco (3.86) se obtiene: 

-au ) 
f = -U~U~Oy (1- R, 

(3.86) 

(3.87) 

(3.88) 

(3.89) 

(3.90) 

Si se sustituye la eco (3.90) y la relación u~ "" - (u~u~)3/Z en la eco (3.85) se obtiene: • 
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3 
1 = U,. 

.- -uiu~8u/8y(1- R,) 
(3.91 ) 

Utilizando la eco (3.50) en la eco (3.91) se obtiene: 

(3.92) 

La función 1, que representa la influencia de la superficie Bobre las fluctuaciones de 
presión, se escribe como: 

1 1 
f = f (l/V) = K..y = (1 _ R,) <Pm (3.93) 

Si la atmósfera es neutra tPm = 1 Y R, = O, por lo que: I = 1. 
El hecho de que en condiciones de atmósfera neutra., la. función I = I (l/y) = 1, 

puede explicarse si se recurre a la. hipótesis de Prandtl (longitud de mezcla), en la. 
que esta.blece que en turbulencia cerca. de una. superficie, la. escala. de longitud de los 
grandes remolinos tUl'bulentos está. definida. por: 

(3.94) 

Si en la eco (3.93), lm=l, la función I = I (l/y) = lm/K,.y ::; 1. Por lo que se 
concluye entonces que en condiciones de atmósfera neutra, la escala de longitud de los 
remolinos turbulentos crece en proporción directa con la distancia a la superficie. 

Es conveniente mencionar que en este trabajo, al igual que lo hicieron Gibson y 
Launder (Gibson and Launder, 1976), se ha. utilizado la misma expresión de I pllo1'a 
alterar los esfuerzos turbulentos y los flujos de calor (ver ecs. (3.23, 3.24 Y 3.26 ), es 
decir la función tPm que aparece en la eco (3.93) es igual a la función <Ph. Sin embargo, 
en las condiciones de frontera para las ecuaciones de cantidad de movimiento ecs. (3.50 
y 3.51), energía térmicaec. (3.52), energía turbulentaec. (3.72) y disipación de energía 
eco (3.67), se han utilizado formulaciones diferentes para las funciones tPm, tPh, 'l1m Y 
'l1 lo (ver apéndice C) . 

Cuando se presentan grandes valores de lel, el comportamiento de la función de ca­
rrección f es distinto para las dos condiciones siguientes: (1) atmósfera estable e -+ +00 
Y (2) atmósfera inestable e -+ -oo. 

La condición de atmósfera estable, se presenta cuando se cumple lo siguiente: (a) 
para valores fijos de y y U,., si q tiende a un valor negativo grande (inversiones térmicas 
severas), L -+ O, entonces e -+ +00, (b) para valores fijos de q < O Y U,., si y -+ 00, 
entonces e -+ +00. 

Cuando se tiene la condición e -+ +00, no se presentan fluctuaciones turbulentas 
de gran escala., ya. que éstas pierden mucha. de su energía. al vencer las fuerzas de 
gravedad, por lo que la turbulencia sólamente puede existir en las pequeñas escalas. En 
consecuencia, una gran estabilidad impide el intercambio turbulento entre las capas de 
la atmoáfera, por lo que la turbulancia es de carácter local y no depende de la distancia 
a la supericie terrestre, por lo que se espera que f -+ O. • 



En la literatura, existe una gran cantidad de formulaciones que definen la función <Pm 
para una. atmósfera estable, los datos experimentales en la capa superficial se ajustan 
a la siguiente expresión: 

(3.95) 

donde f31=5.5. 

En esta última expresión se ha tomado en cuenta que: 

u' (JI = ..!L 
2 pep (3.96) 

Y 
R¡= _Y-

<Pm L 
(3.97) 

Si se sustituyen las ecs. (3.95 y 3.97) en la eco (3.93), se obtiene la función f para una 
condición de equilibrio estable: 

f= 1 
1 + e (f3i - 1) 

(3.98) 

En la eco (3.98), se observa que si e -+ +00, f -+ o, es decir, la corrección debido a la 
presencia de la pared es despreciable. 

La condición de atmósfera inestable se presenta cuando se cumple lo siguiente: (a) 
para valores fijos de y y q > O, si u,. -+ O (convección libre), entonces L tiende a un 
valor negativo pequeño, por tanto e -+ -00, (b) para valores fijos de q > O y u,., si 
y » ILI, entonces e -+ -oo. 

En equilibrio inestable (si u,. -+ O), el esfuerzo cortante en la superficie es cada vez 
más pequeño por lo que la turbulencia obtiene su energía debido a las inestabilidades 
térmicas y no al flujo medio. Monin y Yaglom (Monin and Yaglom, 1971), mencionan 
que la turbulencia presente cuando yes fijo (no muy grande) y u,. adquiere un valor 
muy pequeño, tiene características semejantes a la turbulencia que aparece cuando u,. 
es fijo y y » ILI. En flujos inestables a grandes alturas, la temperatura tiende a ser 
homogénea ya que se presenta un intenso mezclado entre las capas de la atmósfera. El 
proceso de mezcla es más intenso a mayor altura, lo que hace suponer que los remolinos 
turbulentos aumentan su tamaño al aumentar la distancia a la superficie (f ~ 1). 

En la literatura se reportan diversas fórmulas de <Pm, que se ajustan a datos experi­
mentales medidos en condiciones de equilibrio inestable. 

En este trabajo, se hace uso de la expresión utilizada por Gibson y Launder (Gibson 
and Launder, 1978), es decir: 

(3.99) 

donde f32=14 (Monin and Yaglom, 1971). 
La. función tPm, puede ser evaluada. como función de la. varia.ble e y del parámetro 

{32 a.1 encontrar los ceros de la. ecuación: 

(3.100) 
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Al sustituir las ecs. (3.97 y 3.99) en la eco (3.93), se obtiene: 

1 
_ (1-,82fm)' 

f - (1- fm) 
(3.101) 

En la eco (3.101), se observa que para valores de e -+ -00, f -+ 1. 



Capítulo 4 

Modelo de dispersión de partículas, 
Lagrangiano Estocástico 
DeterminÍstico 

En este capítulo, se presenta el modelo matemático Lagrangiano-Estocástico-Determi­
nístico (LSD), que propuso Milojevic (Milojevic, 1985), para calcular la dispersión de 
partículas sólidas ("pesadas") en flujos turbulentos. El modelo original de Milojevic, 
fue desarrollado para el cálculo de flujos turbulentos con partículas en suspensión, en 
condiciones de temperatura constante, en dos dimensiones y en estado estacionario. 
Avila y Cervantes (Avila and Cervantes, 1995), han modificado el modelo original y 
lo han utilizado para evaluar la transferencia de calor entre las fases (partículas-aire), 
y la transferencia de energía térmica entre la suspensión y las paredes del ducto que 
contiene la mezcla (aire-partículas). La utilización del modelo, ha servido también para 
establecer la correlación entre la reducción de la intensidad de turbulencia del flujo y 
el aumento en la concentración de partículas (Avila, 1994), (Avila and Cervantes, 
1995), (Milojevic et al., 1987), (Avila and Cervantes, 1987), (Avila,1986). 

Una partícula pesada que se localiza en el interior de un flujo turbulento, es aquella 
partícula que tiene una densidad mucho mayor que la densidad del Huido. Debido a la 
inercia (di,,"mica y térmica) de las partículas y a las fuerzas de cuerpo que actúan sobre 
éstas, la respuesta de una partícula a las fluctuaciones turbulentas, es diferente a la ca­
pacidad de respuesta que tiene un elemento de fluido. Consecuentemente, la dispersión 
de partículas sólidas en flujos turbulentos, es un problema de mayor complejidad que 
la difusión de gases, de elementos de fluido o de pequeñas y ligeras partículas. La 
presencia de la fuerza de gravedad sobre una partícula pesada, ocasiona que exista una 
velocidad de caída libre o velocidad terminal (drift velocity, settling velocity or free-fall 
velocity) relativa al movimiento medio del fluido. Si la partícula tiene una velocidad 
relativa con respecto a la velocidad media del fiujo, la partícula cambia continuamente 
de elemento de fluido que la acompaña, por lo que entonces aparece lo que Yudine (Yu­
dine, 1959) llamó: el "efecto de trayectorias cruzadas". Al presentarse este fenómeno, 
la partícula. cambia. continuamente de remolino turbulento y pierde su correlación de 
velocidad más rápidamente que un elemento de fluido, el cual cambia su velocidad 
turbulenta debido únicamente al decaimiento del remolino (eddy decay). La. expresión 
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"decaimiento del remolino", es utilizada según Csanady (Csanady, 1963), para des­
cribir los efectos de: la formación continua aleatoria de los remolinos y el proceso de 
transferencia de energía en cascada hacia las escalas pequeñas de la turbulencia. Por 
otro lado, debido a ia gran inercia que tienen las partículas, sus fluctuaciones turbu­
lentas V¡(t) (utilizando la notación de Wang y Stock (Wang and Stock, 1993», son 
diferentes a las fluctuaciones de velocidad de los elementos de fluido 1. Es decir, la 
fuerza de inercia de las partículas, les impide responder a los cambios de velocidad con 
la misma rapidez con que lo hace el fluido, por lo que existe un movimiento relativo 
entre las partículas y el elemento de fluido que las acompaña ("efecto de inercia") .. 

En la literatura, se han reportado diversos trabajos teóricos cuyo principal objetivo, 
es establecer la relación que existe entre la dispersión turbulenta de las partículas y: 
(a) las características medias y turbulentas del flujo y (b) los parámetros de inercia y 
velocidad terminal de las partículas (Yudine, 1959), (Csanady, 1963), (Wang and 
Stock,1993), (Reeks,1977), (Pismen and Nir, 1978). 

Con el propósito de tener una idea general, de los fenómenos que ocurren en un 
flujo turbulento que transporta partículas sólidas, es conveniente discutir tres casos 
extremos: 
(a) Las partículas tienen velocidad terminal (Vd ~ O) despreciable e inercia desprecia­
ble. En este caso, la partícula se encuentra confinada siempre al mismo remolino, y 
se comporta como un elemento de fluido, ya que no tiene velocidad média relativa y 
responde a las fluctuaciones con la misma rapidez que el fluido (los efectos de inercia 
y de trayectorias cruzadas son despreciables). Si la velocidad terminal y los efectos de 
inercia no existen, la correlación de velocidad del fluido en contacto con las partículas, 
a lo largo de su trayectoria; 

R!. (r) = uf(O)uHr) 
'J r::?i :::P2\ 1/2 

,U¡ Uj) 

es igual a la correlación de velocidad de las partículas; 

R'R.(r) = V¡ (O)Vj (r) 
'J (- Uf) 1/2 V~ V~ • J 

(4.1) 

(4.2) 

donde u~ son las fluctuaciones de velocidad de los elementos de fluido en contacto con 
la partícula. 

Adicionalmente si Rf; = Rlj , la escala integral de tiempo de las fluctuaciones de 
velocidad del fluido por donde pasa la partícula TI., la escala integral de tiempo de las 
partícula Tf¡ y la escala integral (Lagrangiana) de tiempo del flujo n, son iguales. 
(b) Las partículas no tienen inercia y su velocidad terminal (Vd ~ 00) es grande. En 
esta condición, las partículas siguen exactamente las fluctuaciones del fluido por lo que 

la velocidad de fluctuación de las partículas urmsp= (vf) 1/2 =Vio es igual a la velocidad 

1 En las ecuaciones de esta. sección, ecs. (4.3-4.6), se utiliza. la. notación de Wang y Stock (Wang 
and Stock, 1993). En esta notación, los dobles subíndices que aparacen en las esca.las integra.les de 
tiempo ecs. (4.3 y 4.4) yen los coeficientes de dispersión ecs. (4.5 y 4.6), no significa sumatoria. 
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de fluctuación del fluido urms,=(u~f/2 =U,o' Si la velocidad terminal es muy grande 
Vd ~ 00, las partículas viajan muy rápido a través de la estructura turbulenta espacial 
(Euleriana) del flujo. Debido a que la inercia de las partículas es despreciable, cada 
vez que cambian de remolino turbulento, reciben una nueva fluctuación. El cambio 
de fluctuación se lleva a cabo con una frecuencia igual a Vd/ L" donde L, es la escala 
integral de longitud (Euleriana). En estas circunstancias, el coeficiente de correlación de 
las partículas Rfj; es igual al coeficiente de correlación de las fluctuaciones de velocidad 
u,(z" t) del flujo en un marco de referencia Euleriano. Wang y Stock (Wang and Stock, 
1993), han mostrado que debido al efecto de trayectorias cruzadas, la escala integral 
de tiempo de las partículas Tf¡ = L,/Vd es menor que la escala integral de tiempo 
del flujo TL. En esta. condición, el efecto del decaimiento de los remolinos turbulentos 
es despreciable ya que la frecuencia aproximada del decaimiento es Ujol L" la cual es 
mucho menor que la frecuencia de los cambios de remolino vdl L,. 
(e) Las partículas tienen velocidad terminal (Vd = O) despreciable y su inercia es muy 
grande. En este caso, el efecto de las trayectorias cruzadas es despreciable ya que no 
existe velocidad relativa media entre la fase sólida y el aire. En estas condiciones, 
la partícula responde lentamente a las fluctuaciones de velocidad y recibe una nueva 
fluctuación cada vez que un remolino turbulento desaparece. La escala de tiempo 
que dura el remolino en contacto con la partícula (tiempo que dura la fluctuación de 
velocidad), corresponde entonces a la escala integral de tiempo Euleriano del flujo TmE. 
Si la inercia de las partículas es muy grande, su intensidad de turbulencia (vl) = vlo 

es menor que la intensidad de turbulencia del fluido (~ = uro, además, la correlación 

de veloc.idad de las partículas Vi (O) Vi (T), es mayor que la correlación de velocidad 
del fluido Ui (O) Ui (T). Si se satisface lo anterior, la escala integral de tiempo de las 
partículas Tf¡ = TmE, es mayor que la escala integral de tiempo del fluido " que observa" 
la partícula a lo largo de su trayectoria TI;, es decir: 

TP. = foo ~.dt = foo Vi (O) Vi (T) dt = foo V, (O) Vi (T) dt 
n Jo • Jo (2::2\ 1/2 Jo V~ 

Vi Vi) lO 

(4.3) 

es mayor que: 

TI. = foo R.{dt = foo Ui (O) Ui (T) dt = ¡ce Ui (O) u, (T) dt 
n Jo • Jo r::2::2\ 1/2 Jo U~ 

\.Ui Ui} ~o 

(4.4) 

Al ser muy grande la inercia de las partículas, su coeficiente de dispersión (para 
tiempos grandes t ~ 00), es mayor que el coeficiente de dispersión de los elementos de 
fluido, es decir: 

es mayor que: 

Dp ( ) - 1 dXf¡2 _ 2 foo DP ( )d _ 2 TP 
ii t ~ 00 - 2dt - Vio Jo .... , 00 t - Vio ii 

, 1 dX~· lOO f D·, (t ~ 00) = __ n = uf D" (oo)dt = uf TL " 2 dt .0 o ..... .0 
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donde Xf¡2 y Xt" es la varianza de la dispersión de partículas y elementos de fluido 
respectivamente. 

Cuando las partículas tienen una inercia infinitamente grande, sus fluctuaciones 
de velocidad son prácticamente cero, por lo que se espera (de manera errónea) que 
su coeficiente dispersión se aproxime a cero. Wang y Stock (Wang and Stock, 1993) 
aclaran esta situación y mencionan, que en el límite de gran inercia, la escala integral 
de tiempo de las partículas Tf¡ tiende a un valor infinito, y su coeficiente de dispersión 
es: Dl'. (00) = vtoTf¡ = O x 00, lo cual es una cantidad finita e igual a: Di; (00) = uroT mE, 

En trabajos experimentales y numéricos que se reportan en la literatura (Milojevic, 
1985), (Avila, 1994), (Sato and Yama.m.oto, 1987) (Wang and Stock, 1992a), la 
relación entre la escala integral de tiempo (Lagrangiana) TL y la escala integral de 
tiempo (Euleriana) TmE, es aproximadamante; TL = 0.3 '" 0.6Tm E, es decir, n es 
menor que TmE. Se concluye entonces que en el límite de inercia infinita, el coeficiente 
de difusión de las partículas Dl'. (00) = utoTmE es mayor al coeficiente de difusión de 
los elementos de fluido DI. (t -t 00) = uton (ver ees. (4.5 y 4.6». 

En los párrafos anteriores, se comentaron tres situaciones extremas que se presentan 
cuando las partículas tienen propiedades especiales. Sin embargo, el análisis se complica 
demasiado cuando los efectos de inercia y de trayectorias cruzadas se presentan de 
manera. combinada. Para determinar las características turbulentas de las partículas 
tomando en cuenta ambos efectos, diversos grupos de investigación, han abordado el 
problema desde el punto de vista teórico (Yudine, 1959), (Csanady, 1963), (Wang and 
Stock, 1993), (Reeks,1977), (Pismen and Nir, 1978), experimental (Wells and Stock, 
1983), (Snyder and Lumley, 1971), (Sato and Yamamoto, 1987) y numérico (Avila, 
1994), (Avila and Cervantes, 1995), (Milojevic et al., 1987), (Avila and Cervantes, 
1987), (Avila,1986), (Milojevic,1985), (Tsuji et al., 1987), (Laitone, 1981), (Shucn 
et al., 1983), (Kallio and Reeks, 1989), (Durst et al., 1984), (Chen and Wood, 1985). 
(Schonung, 1983). Avila (Avila, 1994), presenta una extensa bibliografía relacionada 
con trabajos de simulación numérica en flujos turbulentos con partículas sólidas en 
suspensión. 

Desde el punto de vista teórico, lo que interesa conocer básicamente, es el tensor de 
correlaciones de velocidad de las partículas Rlj , como función del tensor de correlaciones 
de velocidad del fluido R{j' Una vez que se conoce Mi> es posible determinar las escalas 
de tiempo y el coeficiente de dispersión de las partículas. 

En los estudios numéricos, se recurre frecuentemente a la formulación Lagrangiana 
de los elementos de fluido (ver capítulo de introducción) y de las partículas "pesadas". 
En una simulación numérica, lo que interesa conocer es la velocidad y la posición 
(trayectoria) de varios miles de partículas que se desplazan en el interior del flujo. Al 
evaluar la trayectoria de un gran número de partículas, es posible determinar sus carac­
terísticas turbulentas mediante promedios estadísticos de grupo (ensemble average). 

En la siguiente sección, se presenta el modelo matemá.tico LSD que se utiliza en este 
trabajo para determinar la dispersión de partículas "pesadas". Debido a que el modelo 
LSD recurre ala formulación Lagrangiana de elementos de fluido y de partículas sólidas, 
sus dos componentes principales son: (a) la ecuación de cantidad de movimiento (La.­
grangiana.) de las partículas y (b) el modelo de generación de los remolinos turbulentos 
que acompañan a cada partícula en su trayectoria. 
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4.1 Características generales del modelo de dispersión 
de partículas 

El modelo de dispersión de partículas "pesadas" LSD, es un modelo híbrido en sí 
mismo, ya que por un lado; las velocidades Lagrangianas de los elementos de fluido 
(que acompañan alas partículas), se generan como números alea.tórios independientes, 
con propiedades estadísticas que son función de las caracteríticas Eulerianas del flujo, 
mientras que por otro; la trayectoria de cada partícula "pesada" (en interacción con 
los remolinos turbulentos), se obtiene al resolver su ecuación Lagrangiana de cantidad 
de movimiento. 

En el capítulo de introducción, se mencionó que si las fluctuaciones de velocidad (La,. 
grangianas) del fluido, se generan como números aleatórios independientes, la función 
X( x, t) es Markoviana. También se comentó que si un modelo de dispersión (de ele­
mentos de fluido), genera las fluctuaciones de velocidad con intervalos de tiempo t.t 
mayores a la escala integral de tiempo TL , éste pertenece a la familia de los modelos 
de Monte Carla o modelos Markovianos de orden cero. 

El modelo LSD, no calcula de manera explícita la trayectoria de los elementos de 
fluido en contacto con las partículas, sino que a partir de conocer la escala de velocidad 
(intensidad de turbulencia) y las escalas Lagrangianas de tiempo y longitud de los 
grandes remolinos turbulentos, genera una fluctuación de velocidad que "atrapa" a la 
partícula. 

La. trayectoria. de cada partícula "pesada" en el interior del remolino que la "atrapó" , 
se obtiene al integrar su ecuación Lagrangiana de cantidad de movimiento. Si se conoce 
la posición de la partícula en el interior de la. estructura turbulenta de gran escala, es 
posible determinar tanto el tiempo de residencia de la partícula (en el interior del 
remolino), como la posición relativa que guarda la partícula con respecto al remolino. 

El modelo LSD, caracteriza al remolino turbulento mediante dos parámetros: ( a) su 
tiempo de vida TL y (b) su escala de longitud Lagrangiana AL. Si el tiempo de vida del 
remolino se agota, el modelo genera una nueva fluctuación de velocidad que acompañará 
a la partícula. Si la partícula en su trayectoria (independiente de la trayectoria del 
elemento de fluido), recorre una distancia mayor a la escala de longitud del remolino, 
la partícula abandona al remolino (trayectoria cruzada), cuando ésto sucede, el modelo 
genera una nueva. fluctuación de velocidad la cual acompañará a la partícula hasta 
que cualquiera de las dos eventos siguientes tenga lugar: (a) que el remolino agote su 
tiempo de vida, o (b) que la partícula abandone el remolino. Al suceder cualquiera de 
estos eventos, se genera una nueva. fluctuación de velocidad. 

En la atmósfera, se presenta una condición de turbulencia no homogénea y no 
estacionaria, es decir, las escalas de longitud y tiempo de los grandes remolinos varía con 
respecto ala posición y al tiempo. Si se utiliza el modelo LSD en flujos atmosféricos, las 
fluctuaciones de velocidad que se generan tienen escalas de longitud y tiempo aleatorias 
con cierta distribución de probabilidad. Estudiar la dispersión de partículas en estas 
condiciones, es uno de los problemas que Wang y Stock (Wang and Stock, 1993) 
sugieren investigar. 

Hasta donde el autor tiene conocimiento, ésta es la primera ocasión que el modelo 
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original LSD, ha sido modificado y utilizado para simular la dispersión de partículas 
en flujos atmosféricos. Para utilizar el modelo LSD en la atmófera, fue necesario en 
primer lugar resolver las ecuaciones de continuidad eco (2.2), cantidad de movimiento 
ecs. (2.3-2.5), energía térmica. eco (2.41) Y las ecuaciones de transporte de variables 
turbulentas K: eco (2.49) y € eco (2.52), así como también las ecuaciones algebraicas que 
proporcionan la varianza de las fluctuaciones de velocidad 1.1;2 eco (3.31) Y la correlación 
velocidad temperatura 1.1:0' eco (3.40). Al resolver estas ecuaciones, se obtiene el 
campo (Euleriano, tridimensional y no estacionario) de velocidades, temperaturas y 
características turbulentas del flujo que transporta a las partículas. 

El modelo de Milojevic (Milojevic, 1985), ha sido utilizado tradicionalmente para 
calcular la trayectoria de partículas individuales en flujos bidimensionales en estado 
estacionario. Esto implica. necesariamente, que la fuente de liberación de partículas 
permanece constante con respecto al tiempo. 

Con el modelo LSD (modificado) que se presenta en este trabajo, es posible calcular 
la dispersión de partículas cuando la fuente es continua (pero finita en el tiempo) o 
instantánea.. Simular la dispersión de partículas "pesadas" que son liberadas a la 
atmósfera a través de fuentes continuas o instantáneas, es de mncha utilidad ya que 
permite realizar análisis de riesgos en situaciones de emergencia (explosiones, fugas dPo 
gas y de ma.terial tóxico). 

Milojevic (Milojevic, 1985), considera que el flujo que transporta a las partículas es 
estacionario. Desde el punto de vista numérico, ésto es una eimplifica.ción importante, 
ya que la trayectoria de cada partícula individual, se calcula desde que se introduce 
al flujo, hasta que lo abandona. En un flujo que varía con el tiempo (como es el caso 
de la atmósfera.), es necesario conocer con anticipación el campo de velocidades del 
fluido por donde pasarán las partículas. Esto implica. que durante el proceso cálculo, 
las partículas tiene que "esperar" hasta que las características Eulerianas del flujo 
se conozcan para el siguiente incremento de tiempo D..t (incremento en tiempo para 
la solución de las ecuaciones del fluido). Esto trae como consecuencia que mientras 
se conocen las propiedades turbulentas del flujo para el siguiente D..t, es necesario 
almacenar diversos parámetros tanto de la fase dispersa como de la fase continua como 
son: (a.) velocidad instantánea. de los remolinos y de las partículas, (b) posición y 
temperatura de cada partícula, (c) tiempo que ha estado la partícula en contacto con 
el remolino y (d) posición relativa de cada partícula en el interior del remolino. 

Una vez que se conoce el campo de flujo por donde viajarán las partículas durante 
el próximo intervalo de tiempo (tiempo en que se supone que permanece constante el 
campo de flujo), se calcula la trayectoria de cada partícula. Cuando todas las partículas 
que se encuentran en el flujo, han viajado el D..t correspondiente, se "detienen" y 
"esperan" a que se conozca. el campo de flujo para el siguiente incremento de tiempo 
Euleriano. Este proceso se repite para cada partícula, hasta que cualquiera de los dos 
eventos siguientes suceda primero: (a) la partícula abandone el dominio en estudio o 
(b) transcurra el tiempo de simulación. 

Durante un proceso de simulación numérica de dispersión de partículas, es necesario 
calcular la trayectoria de varios miles de partículas, y realizar un promedio estadístico 
de grupo mediante el cual, es posible obtener las propiedades medias y turbulentas de 
la fase dispersa y los términos de interacción entre las fases. 

56 



4.2 Ecuación de cantidad de movimiento de una 
partícula sólida 

El movimiento de cada partícula que se libera en la atmósfera, se considera en un marco 
de referencia Lagrangiano. Para formular la ecuación de movimiento de una partícula 
sólida y esférica, es conveniente suponer lo siguiente: 
(a) El tamaño de la partícula es de mucho menor magnitud que la escala de longitud 
de los grandes remolinos que contienen la energía turbulenta. 
(b) La partícula es mucho más grande que las moleculas del fluido, es decir, el tiempo 
de respuesta de las partículas a las fluctuaciones de velocidad es mucho mayor que el 
tiempo medio de colisión molecular. 
(c) El efecto del movimiento Browniano (de las moleculas de fluido) sobre las partículas, 
es despreciable en comparación con el efecto que tienen los remolinos turbulentos en la 
dispersión de las partículas. 
(d) Las partículas en su trayectoria, no varían en tamaño y forma. 
(e) Los efectos (que actúan directamente como fuerzas que se oponen al movimiento 
de la. partícula) de masa virtual, gradiente de presión del flujo, Saffman y la. fuerza de 
Basset, se consideran de.sprecia.bles. 
(f) La densidad de la partícula PP' es mucho mayor que la densidad del fluido p ('" 
pp/p> 100). 

Tomando en cuenta lo anterior, la ecuación de movimiento de Basset-Boussinesq­
Oseen se reduce a la siguiente forma (Maxey and Riley, 1983), (Morsi and Alexander, 
1972) (Crowe et al., 1977): 

donde 

dup u-up 

dt = '1"p 

dvp = v - vp _ 9 (1 _ ..e..) 
dt '1"p PP 

dwp w -wp 

dt = '1"p 

m r: - p 
p - 37rl'fd.¡, 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

es el tiempo característico de respuesta dinámica de la partícula, mp , y dp , son: la masa 
y diámetro de la partícula respectivamente. El coeficiente de arrastre no lineal f, se 
calcula mediante la siguiente expresión (R.owe, 1961): 

f = 1 + O.15Re~·687 
donde el número de Reynolds de la partícula es: 

Re
p 
= pd.¡,Urel 

l' 

(4.11) 

(4.12) 



El coeficiente empírico J, calculado a partir de la eco (4.11), es válido para Rep < 
1000. 

La velocidad relativa Urel (partícula-fluido) se calcula a partir de: 

(4.13) 

En las ecuaciones anteriores, ecs. (4.7-4.13), las velocidades u, v y w, representan 
la velocidad instantánea del remolino turbulento que acompaña a cada partícula, es 
decir: 

u = ti + u' (4.14) 

v = v+ v' (4.15) 

w=w+w' (4.16) 

donde ti, ti Y w, son las velocidades medias que resultan de resolver las ecuaciones de 
cantidad de movimiento. Las velocidades u/, v' y w' , representan las fluctuaciones de 
velocidad, las cuales se generan como números aleatorios con distribución de proba... 
. . . ., , r:::'i\ 1/2 (:;2\ 1/2 r:::'i\ 1/2 • 

bllidad normal, con desVlacl011 estandard ,ui) , U2) Y, uá ) respectIvamente 
2 

La varianza de las fluctuaciones de velocidad U¡2, se obtienen mediante el modelo 
algebraico de esfuerzos de Reynolds, el cual se explic6 en detalle en el capítulo 3. 
Utilizar un modelo algebraico de esfuerzos para conocer la varianza de las fluctaciones 
de velocidad en cada dirección, permite analizar flujos con turbulencia no isótropa, ésto 
último constituye una modificación importante al modelo original de Milojevic. En el 
modelo original, se supone que la turbulencia es isótropa ui2 = ur = U32

, por tanto, las 
fluctuaciones de velocidad u~, se calculan como números aleatorios con distribución de 
probabilidad normal, con desviación estándard: 

r:::'i\ 1/2 (2) 1/2 
urms¡ = ,Ui2) = a/t (4.17) 

Al integrar las ecuaciones de movimiento ecs. (4.7-4.9), se obtiene la velocidad 
instantánea de cada partícula que se encuentra presente en el flujo. Si el tiempo de 
integración ót (Lagrangiano) es pequeño, y las fuerzas (flotación, arrastre y gravedad) 
que actúan sobre la partícula se mantienen constantes (durante el intervalo ót), la 
solución de las ecuaciones Lagrangil'Jlas ecs. (4.7-4.9) es la siguiente (Crowe et al., 
1977): 

(4.18) 

2En este trabajo, se utiliza también la. notación en la. que el subíndice ;, adquiere los valores: 
;=1,2,3, los cuales, representan la dirección de los ejes cartesianos "', y, %, respectivamente. 
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(4.19) 

(4.20) 

donde: upo , vpo y wpo , representan la velocidad instantánea de la partícula al inicio del 
intervalo ót. 

La posición de cada partícula a lo largo de su trayectoria, se calcula a partir de las 
siguientes expresiones: 

(4.21) 

(4.22) 

ót 
zp = zpo + '2 (wp + wpo ) (4.23) 

donde: X po, Ypo y Zpo, representan la posición de la partícula al inicio del intervalo at. 
Para resolver las ecuaciones Lagrangianas de movimiento ecs. (4.7-4.9), es necesario 

definir las condiciones iniciales de las partículas (velocidad media y posición). Debido 
a que el modelo computacional que se presenta en este trabajo, pretende ser utilizado 
para simular la dispersión de partículas tóxicas, que se liberan debido a una explosión 
química (detonación de TNT o de explosivos de alta energía), el modelo incorpora dos 
métodos para inicializar el tamaño y la forma de la nube explosiva. 

En el primer método, se supone que la liberación de partículas tiene forma esférica. 
En este caso, la posición inicial (xpo, Ypo, zpo) de cada partícula, se obtiene mediante 
la generación tridimensional de números aleatorios con distribución de probabilidad 
Gaussiana y desviación estándard (j. = a, donde a, es el radio de la nube inicial. La 
forma esférica de la nube, se obtiene al no tomar en cuenta los números aleatorios (se 
"trunca" la distribución de probabilidad) cuya magnitud es mayor que el radio a. En el 
segundo método, el tamaño y la forma de la nube explosiva, se obtiene a partir de una 
relación empírica que se ajusta a datos experimentales, que se obtuvieron durante la 
detonación controlada de explosivos de alta energía. Los datos se obtuvieron, durante 
las 22 explosiones controladas que se realizaron en el proyecto Roller Coaster, en el 
estado de Nevada E. U. A. en 1963 (Church, 1969). La relación empírica que presenta 
Baskett y Cederwall (Baskett and Cederwall, 1991b), reproduce la forma geométrica 
de "hongo", característica de una nube que se estabiliza en los instantes posteriores 
(después de 2 a 3 min) a una detonación a nivel de piso, en condiciones de atmósfera 
estable. La altura Ht de la nube, después de dos minutos de que ocurrió la detonación, 
se calcula. como (Baskett a.nd Cederwall, 1991b): 

(4.24) 
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donde la altura H t se obtiene en metros, y MTNT es la masa equivalente de TNT, de 
la carga explosiva en kg. 

La masa equivalente de TNT, de la carga explosiva, se calcula a partir de la siguiente 
expresión: 

M 
MEHcE 

TNT= 
HcTNT 

(4.25) 

donde: ME es la masa de la carga explosiva [gl, HcE es el calor de combustión de la 
carga explosiva [J/gl y HcTNT es el calor de combustión de la dinamita (TNT)=5.52 x 
103 [J/gl· 

Una vez que se conoce la altura de la nube explosiva, la forma geométrica tridi­
mensional del "hongo", se obtiene a partir de generar la posición de las partículas, 
mediante números aleatorios con distribución de probabilidad Gaussiana. En la di­
rección vertica.l, se tienen dos curvas Gaussianas, cuyo valor. medio se localiza en la 
posición Ym =0.76 HT. La distribución Gaussiana que representa la parte superior de 
la nube, se "trunca" por debajo, en la posición Ym, mientra.~ el límite superior de esta 
curva se loca.liza en Ht • La distribución de probabilidad Gaussiana que representa el 
vástago del "hongo" (parte inferior), se "trunca" por arriba en su valor medio, es decir 
en la posición Ym, mientras que por debajo se "trunca" en la altura Y= 10 m. La 
desviación estándard de éstas dos distribuciones de probabilidad (superior e inferior) 
son: O'vT=0.08 Ht-l Y 0'IIB=0.25 Ht-3, respectivamente. La posición de las partículas en 
los planos horizontales (x, z), se genera mediante números aleatorios con distribución 
de probabilidad Gaussiana, que tienen la misma desviación estándard tanto en la di­
rección x como en la dirección z. La desviación estándard de las curvas Gaussianas, 
también es la misma tanto en la parte superior como en la parte inferior de la nube, es 
decir: 

(4.26) 

Las curvas Gaussianas en las direcciones horizontales x y z, se "truncan" (para formar 
el radio de la nube) tanto en la parte superior como en la inferior, en la posición: 

XrT = XrB = ZrT = ZrB = 0.2HT (4.27) 

Una vez que varios miles de partículas se introducen en el flujo, el modelo ca.lcula 
de manera individual la trayectoria de cada una de ellas. Sin embargo, debido a que 
la región en estudio tiene dimensiones finitas, las partículas en su trayectoria, pueden 
abandonarla. Si una partícula, abandona el campo de flujo a través de cualquiera de las 
cuatro fronteras laterales o través de la frontera superior (en coordenadas cartesianas, 
el dominio en estudio se representa por un prisma rectangular), se considera que la 
partícula se pierde y ya no se calcula más su trayectoria, por otro lado, si la partícula, 
impacta la superficie inferiol' (o una frontera sólida), el modelo está en posibilidad de 
seleccionar cualquiera de las tres condiciones siguientes: 
(a) La partícula es capturada por la superficie sólida. En este caso, se considera que 
la partícula abandona el campo de flujo. 
(b) La partícula rebota elásticamente al impactar la superficie sólida. En este caso 
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se considera que la partícula regresa hacia el flujo sin perder energía. El ángulo con 
respecto a la superficie, y la velocidad que tenía la partícula antes del impacto (al inicio 
del ót correspondiente), se conservan en magnitud, sin embargo, la velocidad vertical 
cambia de signo (cuando la superficie de impacto es paralela al plano x, z) . 
(c) La probablidad que la partícula se deposite sobre la superficie, es la misma prob­
abilidad que tiene de no permanecer en el flujo. Boughton et al. (Boughton et al., 
1987) Y Boughton y DeLaurentis (Boughton and DeLaurentis, 1992), presentan un 
procedimiento estadístico para decidir si la partícula se queda en el flujo, o se deposita 
en la surperficie durante el intervalo de tiempo ót. Por arriba de cierta altura H, la 
probabilidad que la partícula interaccione con la. superficie es despreciable, sin embargo, 
a una altura Ypo < H, la probabilidad que la partícula se deposite sobre la superficie 
durante el intervalo ót, se calcula a partir de la densidad de probabilidad que desarrolló 
Monin (Monin, 1959): 

(4.28) 

donde: Vd es la velocidad de deposición de las partículas (los diversos mecanismos 
responsables de la remoción de partículas se incluyen en este parámetro), if¡ es la función 
de distribución normal acumulativa (cumulative normal distribution function), la cual 
adquire valores if¡ (-+ -(0)=0, if¡ (0)=0.5 Y if¡ (-+ (0)=1. En la eco (4.2B), se considera 
que la difusividad turbulenta de cantidad de movimiento /1" es igual al coefficiente 
vertical de difusión de masa Dt (originalmente utilizado por Monin (Monin, 1959», 
es decir, el número de Schmidt turbulento es igual a. la unidad. El algoritmo numérico 
que toma en cuenta esta condición de frontera es el siguiente: si la posición vertical de 
la partícula YPOl al inicio del intervalo de integración Ót es menor que H, se calcula su 
nueva posición (resolviendo las ecuaciones de movimiento) suponiendo que no existe 
la frontera sólida. Después de calcular la nueva posición, se evalúa la posibilidad de 
absorción a partir de la eco (4.28). Si el valor de P (YPOl ót) es mayor que un número 
aleatorio N .. , que se genera. con distribuión de probabilidad uniforme entre [0-1), la 
partícula se deposita y se considera que abandona el flujo. Si ocurre lo contrario, 
es decir, P (Ypo, ót) < N .. la partícula permanece en el flujo y se supone que rebota 
elásticamente sobre la superficie (se refleja su velocidad y ángulo de incidencia). En el 
modelo que se presenta en esta tesis, se supone que la altura H, es igual a dos veces 
el valor de YP en donde se calcula la ley logarítmica de la pared, ver ecs. (3.76-3.78). 
Boughton y DeLaurentis (Boughton and DeLaurentis, 1992), escriben la eco (4.28) 
como función de una probabilidad de supervivencia p.(y): 

(4.29) 

donde 
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P ( át. ) = f3J1rót [(y + ypo + f3ót )2] -1. [_ (y + Ypo + f3ót)] 
A y, ,Ypo Vt exp 4Vtót '+' V2Vtót 

(4.30) 

PI (y, ótj Ypo) = exp [- :~;;] (4.31) 

donde f3 = 2Vd - Vpo. 
Utilizando la probabilidad de supervivencia p.(y), eco (4.29), la condición de fron­

tera se simula mediante el siguiente algoritmo: la partícula se encuentra en la posición 
Yp. < H al inicio del intervalo de tiempo ót, al integrar las ecuaciones Lagrangianas 
de movimiento considerando que no existe la superficie, la partícula se localiza en su 
nueva. posición y. Si y ~ O, la probabilidad de supervivencia se calcula a partir de la 
siguiente expresión: 

p.(y) = 1 - PI (y, átj YP.) PA (y, 8tj YP.) (4.32) 

Si la posición de la partícula y < O, la probabilidad de supervivencia es: 

(4.33) 

Si un número aleatorio Na, generado con una distribuión de probabilidad uniforme 
entre [0-1], es menor que p.(y), la partícula. sobrevive y se considera un rebote elástico. 
Si Na > p.(y), la partícula abandona el flujo. 

Boughton y DeLaurentis (Boughton and DeLaurentis, 1992), mencionan que aplicar 
las reglas de probabilidad condicional ecs. (4.32 Y 4.33), es equivalente a utilizar la 
función de proba.bilidad de Monin, eco (4.28). El algoritmo propuesto por Boughton y 
DeLaurentia, es el que se incluye en el modelo numérico de esta tesis. 

4.3 Escala de tiempo y escala de longitud de los 
remolinos turbulentos 

Las escalas características de los remolinos que acompañan a las partículas, se pueden 
determinar una vez que se conoce: el campo de velocidades y la energía turbulenta del 
flujo. En el modelo LSD, se supone, que la escala de tiempo de los remolinos 'rL, es 
proporcional ala escala integral de tiempo Euleriana TmE, es decir: 

(4.34) 

dondG la escala de tiempo TmE, se obtiene a partir de la intensidad de turbulencia K. y 
de la dispación de energía. e, es decir: 

K. 
TmE = -

e 
(4.35) 

El valor de GT , como se mencionó anteriormente (ver la página 54), adquiere valores 
entre 0.3 y 0.6. Avila (Avila, 1994), utilizó el valor optimizado de GT = 0.3 para 
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reproducir los datos experimentales de Snyder y Lumley (Snyder and Lumley, 1971), 
relacionados con la dispersión de partículas de vidrio hueco, vidrio sólido, polen de 
maíz y cobre, en un fiujo turbulento cuya energía decae con la longitud. 

En el modelo original de Milo};vic, la. escala Lagrangiana de longitud AL de los 
remolinos turbulentos, se obtiene a partir de: 

(4.36) 

donde urm.=urms¡ y se determina mediante la eco (4.17). 
Para fiujos con turbulencia no homogénea, anisótropa y no estacionaria, se propone 

utilizar (como primera aproximación), la siguiente definición de la escala de longitud 
AL: 

(4.37) 

El autor de esta tesis, propone que se lleve a cabo trabajo de investigación, tomando 
en cuenta las siguientes definiciones para las escalas tiempo y longitud de los remolinos 
turbulentos que interaccionan con las partículas. 

¡ L¡ 
T·· =CT -

" no.· V" 
donde L ¡, es la escala integral de longitud Euleriana: 

K,3/2 

L¡ =c¡L­
€ 

(4.38) 

(4.39) 

Y 0"" es la desviación estándard de los esfuerzos normales de Reynolds, es decir: 

r::;v.l/2 
OO¡¡ = \ U¡ } (4.40) 

De igual manera que se tienen tres escalas Lagrangianas de tiempo para los remoli­
nos, se tendrán tres escalas de longitud determinadas a partir de: 

(4.41) 

El doble subíndice en las ecuaciones (4.38,4.40 y 4.41), no indica sumatoria. 

4.4 Fracción volumétrica promedio y velocidades 
medias de la fase dispersa 

El modelo numérico que se presenta en este trabajo, resuelven las ecuaciones del fiuido 
en movimiento, en tres dimensiones y en estado transitorio. El campo de flujo se 
conoce entonces de manera discreta tanto en el espacio como en el tiempo. Cuando 
el tiempo avanza, la solución espacial se conoce con intervalos de tiempo t!.t¡ 3. Para 

3El subíndice i, se refiere a. la. iésima. itera.ción temporal. El tiempo total de la. simula.ción numérica. 
es entonces: TT = :L;;f ~ti, donde N es el número de incrementos en tiempo. 
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un determinado l:!.t" las ecuaciones de movimiento de cada partícula se resuelven con 
pequeños intervalos de tiempo at¡, de tal manera que la partícula viaja en total, el 
tiempo l:!.t¡, es decir: 

j=n 

l:!.t¡ = E Otj (4.42) 
j=l 

donde n es el número de pasos de integración que necesita la partícula para viajar el 
tiempo l:!.t¡. 

Debido a que el flujo transporta a las partículas y la fuerza de gravedad las atrae 
hacia la superficie terrestre, las partículas a lo largo de su trayectoria cambian con­
tinuamente de volumen de control Euleriano (el conjunto de volúmenes de control o 
celdas numéricas constituye el dominio en estudio). Si la partícula cambia de volumen 
de control, el procedimiento numérico actualiza las características del remolino que la 
acompaña (escalas de tiempo y longitud, varianza. de las fluctuaciones), de acuerdo a 
las condiciones locales. 

4.4.1 Número de partículas en el interior de un volumen de 
control 

El número de partículas que se encuentran dentro de una celda numérica durante el 
intervalo de tiempo l:!.t¡, se calcula a partir de: 

kp,=n1" t\n=t2 

E E Ñr.I,kp.at'n (4.43) 
101'.=1 ,in=t, 

donde: ijk identifica a la celda en el dominio tridimensional, it es número de iteración, 
nsl es el número de puntos en donde se liberan las partículas (number of starting 
locations), nps es el número de diferentes tamaños de partícula (number of particle 
size) que se liberan en la posición de "arranque" isl correspondiente, y (t2 - t¡) < l:!.t 
es el tiempo de residencia de la partícula en el interior del volumen de control. 

En la sección anterior se mencionó, que la fuente de las partículas puede tener 
diferente forma. La fuente se simula mediante varios miles de puntos discretos nsl 
(generados mediante números aleatorios), en donde se liberan las partículas. Cada 
punto de la fuente puede liberar a su vez partículas de diferente tamaño nps. Al 
igual que cada posición de "arranque" se determina a partir de números aleatorios, el 
diámetro y la densidad de cada partícula, se determinan a partir de números aleatorios 
con distribución de probabilidad Gaussiana con valor medio (el,,) y (pp) respectivamente. 
Estos valores deben de proporcionarse al modelo al igual que las desviaciones estándard 
(jdp (para el diámetro) y (Jpp (para la densidad). 

La expresión Ñf.l,kp. de la eco (4.48), es muy importante en el modelo ya que 
establece el número de partículas por unidad de tiempo de tamaño kps, que se liberan 
en el punto de "arranque" isl. 

El valor de Ñr.I,kp., se calcula como función de la masa total Mp, que se libera en 
forma de partículas. La masa total de la fuentes es: 
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isl=n,,z 

Mp =' E 
¡al=1 

kp6=npa 

E f •• 1 g •• I,kp. Mp 
kp.=l 

(4.44) 

donde J"I es la fracción de masa (con respecto a la masa total Mp) que se libera en la 
posición de "arranque" isl, es decir: 

J'sl = (mass )'sl (4.45) 
Mp 

Y g •• I,kp" es la fracción de masa (con respecto a la masa (mass) •• , ) que se libera por 
cada tamaño de partícula: 

(mass ),sl kps 
g,sl,kp, = ( ) , 

mass 'sl 
(4.46) 

El término 

(mass),sl,kps = /;sl g'sl,kps Mp (4.47) 

representa la masa que se libera en la posición isl, con el tamaño de partícula kp.s. 
Si la ecuación (4.47) se divide entre la masa mp (isl, kps) (masa de la partícula que 

se libera en la. posición isl, con el tamaño kps), se obtiene el número de partículas que 
transportan la masa (mass ) •• "kps' es decir: 

NP _ (mass)'sI,kp, 
,.I,kps - mp (isl, kps) (4.48) 

Se mencionó con anterioridad, que es posible calcular tanto fuentes instantáneas 
como fuentes continuas. Si la. fuente es instantánea, la posición de cada partícula en la 
nube inicial se genera una sóla vez, mientras que si la liberación es continua pero finita, 
el número de nubes iniciales generadas (puffs generation), corresponde al número de 
pasos de integración l::.t. que dura la liberación. 

En el modelo numérico que se presenta en este trabajo, la conservación de masa de 
la fase dispersa, se satisface a partir de mantener constante el número de partículas 
que se introducen en el fiujo (a menos que abandonen el fiujo a través de cualquiera 
de las fronteras del dominio). Esto significa que después de cada intervalo de tiempo 
l::.t" el número de partículas que se encuentran en el fiujo debe ser igual al número 
de partículas liberadas por la fuente. De manera. general, puede decirse entonces, 
que durante el transcurso de la simulación, el número de partículas presentes al final 
del intervalo l::.t, debe ser igual al número de partículas que se tienen al término del 
intervalo de tiempo anterior, l::.t._1• 

Si se define el fiujo de partículas que se libera en la. posición isl, kps como: 

(4.49) 
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el número total de partículas que transporta la masa total de la fuente, puede obtenerse 
a partir de: 

kp,=nplJ t=6t, 

E E Ñr.l,kpoÓt (4.50) 
kpo=1 t=o 

donde el superíndice 0, significa en la posición inicial (nube inicial). 
Si la eco (4.49) se sustituye en la eco (4.50) y teniendo en cuenta que, E::~t. ÓI = 

.ó.ti, se tiene: 

iol=",l 

N° = N il = " P P L 
i.z=1 

kpa=nps 

E Nr.l ,kpo.ó. ti (4.51 ) 
kpo=1 

Las definiciones anteriores permiten calcular los valores medios de la fase dispersa, 
representados en un marco de referencia Euleriano (en cada volumen de control). 

La. fracción volumétrica que ocupan las partículas en la celda numérica durante el 
intervalo .ó.t" se representa mediante: 

tin=t. mp (isl, kps) . p 

E e l k ) Niol,kp.J¡in 
tin=t, Pp 'S, pS 

(4.52) 

donde: .ó.z.ó.y.ó.z es el volumen de la celda numérica y PP (isl, kps) es la densidad de 
la partícula que se libera en la posición isl y con tamaño kps. 

La. velocidad media que tienen las partículas en el interior del volumen de control 
durante el intervalo .ó.ti, se obtienen a partir de las siguientes expresiones: 
En la dirección x: 

[ 
il] _ 

Up ijk-

tin=12 

E Up (isl, kps) Ñr.l,kp.J¡in (4.53) 
tin=t l 

En la dirección y: 

. 1 iol=ml 

[v..t ] - " 
P ijk - [nit] L 

p ijk i,l=1 

kp,=np.5 tin=t2 

E E Up (isl, kps) Ñr.l,kpoÓtin 
kpo=1 tin=t, 

(4.54) 

En la dirección z: 

lep,=np, tin=t2 

E E Wp (isl, kps) Ñr.l,kp,Ótin (4.55) 
kpo=1 tin=t, 

4.5 Energía cinética turbulenta de la fase dispersa 
La intensidad de turbulencia de la fase dispersa, se define como: 

1[- - -] 1[ ] K: = - u'u' + v'v' + w'w' = - u'u' + v'v' + w'w' p 2 pp pp PP 2pp PP pp (4.56) 
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donde los términos dentro del paréntesis cuadrado, representan las varianzas de las 
fluctuaciones de velocidad de las partículas. 

La descomposición de Reynolds para las velocidades de las partículas es: 

~=~-~ 0·57) 

donde u:p es la fluctuación de velocidad en la dirección i. Sustituyendo la eco (4.57) 
en la eco (4.56) y realizando un promedio en el tiempo, se obtiene: 

1 1 [2 2 2] () K,p = 2 [UpUp + VpVp + WpWpJ - 2 up + v" + Wp 4.58 

El primer término del lado derecho de la eco e 4.58), es el valor promedio de la suma del 
cuadrado de las velocidades instantáneas de las partículas. Esta cantidad se puede eva­
luar en el interior de cada. celda numérica., utilizando el siguiente promedio estadístico 
de grupo (ensemble average): 

1 isl=,..1 kp.=np. ¡in:', 

[UpUp + VpVp + WpWpJ:;k = [ .' L L L n"J . I k . l' ijk ti =1 1'.=1 hn=tl 

(4.59) 

(u;(isl,kps) + v;(isl,kps) + w;(isl,kps)) Ñf.I,kp.Ótin 

Sustituyendo la eco (4.59) y las ecs. (4.53-4.55) en la eco (4.58), se obtiene la energía 
cinética. turbulenta de la fase dispersa en el interior de un volumen de control, es decir: 

. 1 1 i.l=ml kp.=np. tin=t, 

[K,~]"k=2['t] L L L ') n~ ijk i.I=1 kp.=1 tin=t, 

(4.60) 

[( u;( isl, kps) + v;C isl, kps) + w;( isl, kps)) Ñf.I,kp.Ótin] -

-~ [[U;t]:jk + [V;t]:jk + [W;tJ:jk] 

4.6 Términos fuente de interacción entre la fase 
continua y la fase dispersa 

4.6.1 Términos fuente de cantidad de movimiento 
En el interior de un volumen de control, regularmente existe una velocidad relativa entre 
el fluido y la partícula (debido a los efectos de inercia y efectos de trayectoria cruzada), 
si la. eon~ntra.eión d.e partículas es grand.e o si la veloeida.d. relativa. no es despreeiable, 
las partículas que se desplazan en el interior de una celda numérica., pueden alterar las 
características medias y turbulentas de la fase continua (acoplamiento en dos sentidos). 
En un proceso de difusión atmosférica. convencional, la influencia de las partículas sobre 
el flujo es despreciable. Sin embargo, si la liberación de materia es muy grande o si la 
energía cinética. de las partículas también es grande (por ejemplo, liberación de ceniza 



volcánica), en la vecindad de la fuente lo más seguro es que las partículas modifiquen 
sustancialmente las propiedades del flujo. En eatos casos, es conveniente tomar en 
cuenta las fuerzas de interacción entre las fases. Si se considera únicamente la fuerza 
de arrastre debido a la presencia de velocidades relativas, la fase continua recibe la 
influencia. de las partículas a. partir de términos fuente promedio que se incluyen en las 
ecuaciones de cantidad de movimiento del fluido (ver ecs. (2.3-2.5). 

La fuerza de arrastre (fricción), que se presenta debido ala diferencia de velocidades 
entre una. partícula. y el volumen de fluido que la rodea., se para.metriza. mediante la 
siguiente relación: 

Fi! = 37rlu4f (Uip - Ui) (4.61) 

Si se lleva. a. cabo un promedio estadístico de grupo, tomando en cuenta a las 
pa.rtículas que se ecuentran en el interior de un volumen de control, en el intervalo 
Il.t, la. fuerza. promedio por unidad de volumen que representa. la influencia de la fase 
dispersa. sobre la. fase continua., se calcula. mediante las siguientes relaciones: 

kp,=npa tin=t2 

E E 37r JLci¡,J (Up ( isl, kps) - U) fll'.¡,kp,ó¡in (4.62) 
kp6=1 tin=t, 

tin=t2 

E 37r JLdpf (tlp ( isl, kps) - ti) flf.¡,kp6Ótin (4.63) 
tin=tl 

Los valores de u, ti y w de las ecuaciones (4.62-4.64) pueden escribirse como 
u( isl, kps), tI( isl, kps), w( isl, kps) respectiva.mente, y representan las velocidades ins­
tantáneas de los elementos de fluido, que interaccionan con las pa.rtículas a lo la.rgo de 
su tra.yectoria.. 

4.6.2 Término fuente de intensidad de turbulencia 

Al incluir en las ecuaciones de cantidad de movimiento de la. fase continua. (ecs. (2.3-
2.5)) los términos fuente promedio de interacc:';n viscosa. entre las fases Spi (ecs. (4.62-
4.64), la. ecuación de la energía. cinética turbulenta. (la. cual se obtiene a. pa.rtir de las 
ecuaciones de cantidad de movimiento), necesa.ria.mente debe de incluir un término que 
promueve (o disminuye) la intensidad turbulenta debido a. las fuerzas de fricción. 

Si el término fuente de interacción viscosa. se descompone como (descomposición de 
Reynolds): 

~=~+~ ~.M) 

donde: Spi es el término fuente instantáneo (debido a las velocidades instantáneas rela­
tivas), S;,., es la. fluctuación del término fuente (debido a las fluctuaciones de velocidad 
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relativas) y 8 p¡ es el término fuente promedio (debido a las velocidades medias relativas, 
ecs. (4.62-4.64). 

Si se sustituye la eco (4.65) en las ecuaciones de Navier-Stokes, y se realiza el 
procedimiento para obtener la ecuación de la energía cinética turbulenta, se obtiene el 
término: 

8 - UISI + --'---SI + '-SI - UISI 
11"- p: V py W p%- ipi (4.66) 

Utilizando la descomposición de Reynolds para las velocidades del fluido U¡ y para los 
términos fuente 8p;, la eco (4.66) se escribe como: 

(4.67) 

El segundo término del lado derecho de la eco (4.67), se conoce completamente ya 
que u¡, son las velocidades medias del fluido dentro del volumen de control y 8 p¡ son 
los términos fuente de interacción viscosa, los cuales se calculan a partir de las ecs. 
(4.62-4.64). El término ui8pi , representa el promedio del producto de lél. velocidad 
instantánea del fluido, por la fuerza de fricción instantánea (por unidad de volumen). 
Si se obtiene el promedio de grupo en el interior de cada celda numérica, éste término 
tiene la siguiente forma (para cada dirección): 

Icp.=nps tin=t2 

E E 37r p.dpf (Up( isl, kps) - u) UNr."kpocSlin 
kpo=1 li=l, 

(4.68) 

(4.60) 

1 i.l=ml kp.=np. lin=l. 

[w8p~il] .. = t:.. t:.. t:.. E E E 37rp.dpf (wp(isl, kps) - w) WNr."kpocSlin 
.,10 z y z . 1 k . u =1 p,=1 ttn=tl 

(4.70) 
El término fuente promedio para la energía cinética turbuenta en cada celda numérica 

[S!~L,k' se obtiene al sustituir las ecs. (4.62-4.64) yecs. (4.68-4.70) en la ecuación 

(4.67). 

4.6.3 Término fuente de disipación de energía turbulenta 

Las ecuaciones de transporte de f ecs. (2.50 y 2.52), incluyen el término fuente de 
interacción entre las fases 8 pO' Para definir este término, es conveniente hacer notar que 
en el modelo de turbulencia /t-f, el término de producción de disipación, se parametriza 
mediante expresiones de la forma (ver ecs. (2.50 y 2.52): 



€ 
P, = Cl'-PI< (4.71) 

K. 

donde PI< es el término de producción de energía turbulenta debido al cortante medio. 
De manera análoga, Milojevic (Milojevic, 1985) define el término fuente de interacción 
entre las fases S p' a partir de la siguiente expresión: 

donde C3=0.7. 
Utilizando la nomenclatura que representa el promedio en conjunto, la eco (4.72), se 
escribe: 

[~l] = c [.:]il [~l] (4.73) 
p< ijk 3 K. ijk PI< ijk 

En este capítulo, se han presentado las características generales del modelo LSD 
(modificado), el cual puede ser utilizado para simular la dispersión de partículas sólidas 
en la atmósfera. 

Se mencionó en párrafos anteriores (ver página (51», que el modelo LSD original, 
ha sido previamente utilizado por el autor de manera satisfactoria, para simular flujos 
(".on partículas en suspensión a escala laboratorio. 

El modelo numérico desarrollado durante el presente trabajo, tiene características 
que lo hacen único en relación a la múltiple variedad de programas de cómputo que 
existen en la actualidad, los cuales la mayoría de las veces se limitan, ya sea a determinar 
la difusión turbulenta de un gas pasivo a partir de leyes Gaussianas, o a simular la 
difusión turbulenta de elementos de fluido a partir de procesos de Monte CarIo o de 
modelos Markovíanos de primer orden. 

Si el tiempo de respuesta aerodinámico de las partículas eco (4.10), se hace infini­
tamente pequeño Tp -t O (efecto de inercia despreciable) y si las partículas no están 
sujetas a la aceleración de la gravedad (efecto de trayectorias cruzadas despreciable), 
el modelo de dispersión LSD se comporta como un modelo Markoviano de orden cero 
(método de Monte CarIo). 

Con la discusión que se presenta en este capítulo, es fácil identificar algunas áreas 
de investigación que el autor sugiere se lleven a cabo en un futuro cercano. Esta investi­
gación puede realizarse sin dificultad tomando como base el modelo híbrido Euleriano­
Lagrangiano ATFLOW-LSD, que se presenta en esta tesis. Algunos de los temas que 
se sugiere desarrollar son los siguientes: 
.-En el modelo LSD, se generan las fluctuaciones de velocidad de los remolinos turbu­
lentos, como números aleatorios independientes, se propone que se incorpore un modelo 
de cadenas de Markov para que las fluctuaciones de velocidad que se generan, tengan 
al menos un paso de "memoria" . 
. -En el modelo LSD, el coeficiente de correlación Lagrangiana del remolino que se 
encuentra en contacto con la partícula, tiene forma cua.dra.da es decir: 

(4.74) 
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y 
(4.75) 

Se propone que se incorporen en el modelo, diferentes formas del coeficiente de ro­
rrelación Lagrangiana, como son las formas: "triangular", "Gaussiana" y "exponencial" 
(Pasquill, 1974) y estudiar la influencia de éstos coeficientes sobre las características 
turbulentas de la fase dispersa . 
. -En el modelo LSD, únicamente se obtienen promedios estadísticos de grupo, los cuales 
se llevan a cabo en un volumen de control. Esto conduce a obtener propiedades prome­
dio de la fase dispersa. desde un punto de vista. Euleriano. Se propone realizar promedios 
estadísticos a. lo largo de la. tra.yectoria. de las partículas, de tal manera. que se logre 
recuperar información estadística. que sirva. para determinar, tanto el coeficiente de ro­
rrelación Lagrangiano de las partículas, como el coefici~nte de correlación Lagrangiano 
de los elementos de fluido que interaccionan con la fase dispersa. Este último punto 
es de mucha importancia, ya que a. partir de un procedimiento numérico, es posible 
verificar las diversas propuestas que se han hecho en la literatura para determinar el 
coeficiente de correlación Lagrangiano de las partículas desde un punto teórico (Yu­
dine, 1959), (Csanady, 1963), (Wang and Stock, 1993), (Reeks, 1977), (Pismen and 
Nir, 1978). 



Capítulo 5 

Método de solución de las 
ecuaciones de la fase continua 

5.1 Forma general de las ecuaciones 

Las ecuaciones que rigen el comportamiento del aire de la atmósfera ecs. (2.2, 2.3-
2.5, 2.41, 2.47 ó 2.49 y 2.50 ó 2.52), se resuelven mediante el método númerico de los 
volúmenes de control descrito en detalle por Patankar (Patankar, 1975), (Patankar, 
1980), Careto et al. (Careto et al., 1972), Gosman e Ideriah (Gosman and Ideriah, 
1976), Wittig et al. (Wittig et al., 1983) Y Spalding (Spalding, 1977). Si la variable 
dependiente de cada una de las ecuaciones se define por la variable 1jJ, es posible escribir 
la siguiente ecuación general: 

fJ fJ {) ( fJljJ ) ,8i (pt/J). + fJzj (pUjt/J) = fJzj r ~ fJZj + ~ 
"." • 'IV 
1 Il III 

(5.1) 

donde ljJ representa las variables dependientes: ü, v, w, 0, " y f. En la ecuación (5.1), 
es fácil identificar los términos temporal (1), advectivo (II), difusivo (I 1 1) Y el término 
fuente (IV). Si t/J=1 Y el término difusivo y el término fuente son cero, la eco (5.1), 
representa a la ecuación de continuidad. 

5.2 Integración de las ecuaciones en los volúmenes 
de control 

El método numérico de los volúmenes de control, divide la región de estudio, en 
volúmenes finitos que no se traslapan entre sí y que contienen en su interior un sólo 
punto de la malla utilizada para discretizar el dominio. Las ecuaciones diferenciales se 
integran en cada volumen de control, de tal manera que el principio de conservación 
de la variable t/J se satisface de manera discreta, es decir: 

L
o 1." 1t 1'1+.:1.1' 8 11'+.:1.1' LO 1." 11 a -8 (pt/J) d7dzdydx + -a . (pUjt/J) dzdydxd7 = 

w • b l' t l' w. b X, 
(5.2) 

.. n 



J.
T·+Q.'T f." 1." 11 

a ( a<p ) J.T+l:.T f.' 1." 11 

= -a r~-a dzdydxdT + S~dzdydxdT 
.,. W 6 b Xj Xj .,. W 8 b 

donde los límites de integración corresponden a. las fronteras del volumen de control 
en las direcciones x, y, z. El intervalo de tiempo D.T que a.parece en las integrales de 
la. eco (5.2), es equivalente al incremento Euleriano D.t menciona.do en los ca.pítulos 
anteriores. 

Si el principio de conservación de la. varia.ble <p se sa.tisface en cada. volumen de 
control (ec. (5.2)), se garantiza. que se sa.tisfa.ce el criterio de conservación de manera. 
integral en toda. la. región de estudio. El método numérico de los volúmenes finitos 
de control, genera. un sistema. de ecua.ciones algebraicas lineales (ecua.ciones discretas), 
que sa.tisface el principio de conserva.ción en todo el dominio, sin importar el número 
de volúmenes que representan el campo de flujo. 

5.3 Función de variación de la variable general <P 

Las ecua.ciones diferenciales de cada. volumen de control, se integran una. vez que se de­
fine la. función de varia.ción de <p entre puntos vecinos de la. malla. numérica.. El término 
difusivo (1 Il), se integra. tomando en cuenta. que la. varia.ble <p varía. linealmente. En 
el programa. de cómputo ATFLOW se considera. lo siguiente: (a.) el coeficiente de 
difusión r~, varía. linealmente entre puntos vecinos, (b) la. frontera. de ca.da. volumen, 
se localiza. a la mita.d de la distancia. entre dos puntos vecinos. Estas dos condiciones 
implican que el coeficiente de difusión r~, en la. frontera. del volumen, es la. media. 
aritmética. de los coeficientes r ~ de los dos nodos vecinos. 

Si las ecua.ciones del fluido, se expresan en la forma. de la ecua.ción general eco (5.1), 
resultan términos que no pueden ser incluidos en los términos temporal, a.dvectivo y 
difusivo. Estos términos se incorporan en el términos fuente, el cual se form,ula. por la 
siguiente expresión lineal (Pa.tanka.r, 1980): 

(5.3) 

La. integral del término fuente se lleva. a. ca.bo suponiendo que la varia.ble <pp de la. 
eco (5.3), permanece constante en todo el volumen de control, es decir la. varia.ción de 
<p entre volúmenes de control vecinos, tiene forma. de "escalón" ("step wise profile"). 

5.4 Método implícito p~a integrar el término tem­
poral y método híbrido para integrar el término 
advectivo 

Las ecua.ciones de conservación se integran en el tiempo (desde T hasta T + -Ó.T), uti­
lizando un procedimiento implícito ("fully implicit scheme"). En el esquema. implícito 
la. varia.ble 4> en el tiempo T, es decir: 4>( T), ca.mbia. de manera. súbit~. al valor de 
4>(T + .D.T), Y permanece con este valor durante todo el intervalo D.T. 



El término advectivo de la ecuación general (5.1), se integra utilizando un esquema 
híbrido el cual define la variación de 4> entre nodos vecinos. En el esquema híbrido, 
la variable dependiente 4> en la frontera de cada volumen de control, se define como 
función del número de Peclet (evaluado sobre la frontera): 

(p ) _ (PU¡)bound ~x¡ 
e bound - (r) 

~ bou:>d 
(5.4) 

donde el subíndice bound significa que las cantidades se evalúan en las fronteras del vo­
lumen, ~x¡ representa la distancia entre nodos vecinos en cualquiera de las direcciones 
i=1, 2, 3. Si el número de Peclet se encuentra en el rango -2$ Pe $2, ATFLOW 
utiliza un esquema de diferencias finitas centradas (la variación de 4> entre nodos vecinos 
es lineal). Si el número de Peclet está fuera de este intervalo, se utiliza el esquema 
"upwind", el cual considera que la variable cp en la frontera del volumen, adquiere el 
valor correspondiente al nodo que se encuentra en la posición "corriente arriba". 

5.5 Método iterativo para coeficientes y términos 
fuente no lineales 

En las ecuaciones del fluido en movimiento, el coeficiente del términos difusivo r 4> y 
el coeficiente del término advectivo PU"~ por lo regular dependen de la variable 4>, y 
además, por lo general el término fuente S4> es una función no lineal. Esta condición 
de no linealidad se resuelve mediante un proceso iterativo. En el caso particular de 
la ecuación de la energía térmica (si el campo de velocidades está definido), el pro­
ceso iterativo involucra los siguientes pasos: (a) Se proponen valores estimados de las 
temperaturas para cada punto de la malla, (b) se integran las ecuaciones (5.2) para 
cada volumen de control, con el objeto de generar el sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales, (c) se resuelve el sistema Ax = b, Y se obtienen los nuevos valores del campo de 
temperaturas, (d) con éstos valores de temperatura, considerados como una mejor esti­
mación de los valores propuestos, se reinicia el paso (b) Y se repite el proceso hasta que 
en las siguientes iteraciones, el valor de las temperaturas no cambia significativamente. 

5.6 Mallas numéricas escalonadas (staggered grids) 

En ATFLOW se utilizan cuatro mallas numéricas escalonadas (staggered grids), tres 
mallas diferentes para las velocidades u, U y w, y una malla adicional (malla princi­
pal) para las variables escalares: presión p, temperatura potencial 'O energía cinética 
turbulenta K, y disipación de energía f. La razón de utilizar mallas diferentes para 
cada variable dependiente <p se explica en detalle en la referencia (Patankar, 1980). 
Si las ecuaciones de cantidad de movimiento, ecs. (2.3-2.5), se formulan de acuerdo 
a la ecuación general eco (5.1), es claro observar que el gradiente de la presión debe 
incluirse en el término fuente. Uno de los beneficios de utilizar mallas escalonadas, es 
que la. diferencia. de presiones entre dos puntos de la malla numérica, es la fuerza que 
motiva la. velocidad del fluido en un punto localizado entre los dos nodos. Si se conocen 
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las presiones de los nodos de la malla, el gradiente de presiones puede formularse como 
un término independiente del término fuente. 

5.7 Algoritmo SIMPLE 

El campo de presiones, en el modelo matemático de esta tesis, no puede evaluarse de 
manera directa, ya que no se incluye una ecuación que sirva. para tal propósito. Las 
presiones se calculan indirectamente, a través de la ecuación de continuidad tomando 
en cuenta el siguiente criterio: 
Si el campo de presiones que se incorpora en la solución de las ecuaciones de cantidad 
de movimiento es el "correcto"; el campo de velocidades resultante satisface la ecuación 
de continuidad. 

El procedimiento iterativo mencionado en la sección (5.5), también se utiliza en la 
solución de las ecuaciones de cantidad de movimiento, sin embargo, para dar inicio al 
proceso de solución, es necesario contar; ya sea con el campo de presiones" correcto" po 
proponer un campo cualquiera p'. Si el campo de presiones no es el llamado " correcto" , 
las velocidades uj que resultan de integrar las ecuaciones de cantidad de movimiento, 
no satisfacen la ecuación de continuidad. Para obtener durante el proceso iterativo la 
solución correcta del campo de velocidades u¡ y de presiones p, en ATFLOW se ha 
incorporado el algoritmo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equa.­
tions), descrito en detalle por Patanm (Patankar, 1980) y Careto et al. (Careto 
et al., 1972). 

Utilizando el algoritmo SIMPLE, la presión "correcta" p, se obtiene como la suma 
del campo de presiones propuesto p' más una corrección de presión p'. Si la presión se 
altera por la corrección p', las velocidades u¡ , deben responder a este cambio de presión, 
y modificarse por la cantidad u:, es decir las velocidades que satisfacen la ecuación de 
continuidad son: u¡ = u¡ + u: l. 

En el método SIMPLE, las correcciones de velocidad u: dependen de las correcciones 
de presión p' de los nodos vecinos 2 y son independientes de las correcciones de velocidad 
de las celdas vecinas (esta es la razón del nombre Semi-Implicit). Las correcciones de 
velocidad u: se calculan como: 

u:p = F (P~-l - p~) (5.5) 

donde los subíndices p y p - 1, representan los nodos vecinos. La forma de la función 
F, puede consultarse en Patanm (Patanm, 1980) y Careto et al. (Careto et al., 
1972). 

Al utilizar el algoritmo SIMPLE, la ecuación de continuidad se transforma en una 
ecuación cuya variable dependiente es la corrección de presión p'. Cuando se resuelve 

1 En la. definición de las correcciones de velocida.d y presión, se ha. utiliza.do la. nomencla.tura. de 
Patankar (Pata.nkar, 1980), no se debe confundir con las fluctuaciones turbulentas de velocida.d y 
presión. 

2La. presión se calcula. en la. malla principal, y las velocida.des se evalúa.n en la. frontera. de los 
volúmenes de control de las presiones, es decir, ca.da. velocida.d U¡ tiene dos nodos vecinos en donde se 
conoce la. presión (mallas escalona.das). 
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esta ecuación, se obtienen las presiones que corrigen la presión propuesta. p •. Durante 
el proceso iterativo, las presiones corregidas se utilizan para dar inicio a otra iteración. 

Los pasos importantes del algoritmo SIMPLE, que se incluye en el modelo ATFLOW­
LSD, son los siguientes: 
l.-Se supone que se conoce un campo de presiones p •. 
2.-Se resuelven las ecuaciones de cantidad de movimiento para obtener u·, v·, w·. Si el 
número de intervalos de tiempo que han transcurrido en la simulación nAt, es menor 
que un valor previamente determinado, las ecuaciones se resuelven aproximando las 
correlaciones de velocidad u~ui con un modelo de turbulencia de dos ecuaciones /t - f. 

Si el número de intervalo de tiempo es mayor que el valor previamente establecido, se 
utilizan las correlaciones de velocidad calculadas con el modelo algebraico de esfuerzos 
de Reynolds. 
3.-Se resuelve la ecuación de continuidad con la variable dependiente p'. 
4.-Se corrige la. presión a partir de la relación: p = p. + p'. 
5.-Se corrigen las velocidades u, v, w, a partir de la relación: u¡ = ut + F (P~-l - p~). 
6.-Se calculan las variables escalares 0, /t, f. 

7.-Se calculan los esfuerzos de Reynolds y las correlaciones U¡O'. 
8.-Si el número de iteraciones corresponde a un parámetro definido previamente, antes 
de alcanzar convergencia en la. solución de las ecuaciones, se calcula la trayectoria de 
las partículas y los términos fuente de interacción entre las fases. 
9.-La presión corregida p, se toma como la presión propuesta p., se regresa al paso 2, 
y se repite el procedimiento hasta alcanzar convergencia. 
10.-Una vez que se alcanza convergencia, se calcula la trayectoria final de las partículas, 
los términos fuente de interacción, los esfuerzos de Reynolds y las correlaciones u:/J'. 
n.-Se incrementa el intervalo de tiempo (n + 1) At. 
12.-La presión p, se toma como la presión propuesta para el intervalo de tiempo 
(n + 1) At, se regresa al paso 2 y el procedimiento numérico continúa hasta calcular el 
número total de intervalos de tiempo N At, que se requieren en la simulación. 

5.8 Solución de las ecuaciones algebraicas lineales 

El sistema de ecuaciones algebraicas lineales, que resulta de integrar las ecuaciones en 
volúmenes discretos, se resuelve con el proceso iterativo conocido como: "método de 
línea por línea" (line by line method), descrito en detalle por Patankar (Patankar, 
1980) y Gosman e Ideriah (Gosman and Ideriah, 1976). El método de línea por 
línea (LBL)j es una combinación del método directo para problemas unidimensionales 
TDMA (TriDiagonal-Matrix Algorithm) o algoritmo de Thomas y el método iterativo 
de Gauss-Seidel. 

En un problema tridimensional, el método LBL, calcula cada variable dependiente 
tPnew que se encuentra a lo largo de la línea N-S (eje y) de la malla numérica, a partir 
de los valores previos tPold, de los nodos vecinos localizados a lo largo de la línea. E-W, 
eje x y de la línea T-B, eje z. 

El sistema de ecuaciones a lo largo de la línea N-S se reduce a un sistema tridiagonal, 
en donde las incógnitas tPN, tPp, y tP5, se obtienen mediante el algoritmo TDMA. Este 
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procedimiento se lleva. a. ca.bo en todas las líneas N-S, de la. malla. numérica., de tal 
manera. que en todos 108 nodos se actualiza. su valor. 

El método LBL, transmite la. información desde la. frontera. de la. línea, hasta. el 
interior del dominio, sin importar el número de nodos en la. línea. En el programa 
ATFLOW, el algoritmo LBL, se aplica. únicamente a lo largo de las líneas N-S, sin 
embargo, la. milla tridimensional es "barrida." (swept) varias veces, antes de considerar 
que se tiene una solución satisfactoria de los valores de tjJ. 

Debido a. que el algoritmo LBL, es convencional y se puede consultar en la litera.tura., 
no se presentan las expresiones que conducen a la obtención de los valores de rjJ. 
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Capítulo 6 

Presentación de resultados 
obtenidos con el modelo 
ATFLOW-LSD 

En los capítulos anteriores, se presentaron los fundamentos teóricos del modelo mate­
má.tico-computacional de pronóstico ATFLOW-LSD, el cual es capaz de predecir la 
dispersión de partículas sólidas en flujos atmosféricos. Como se mencionó en el capítulo 
de introducción, los modelos de pronóstico acoplados con un modelo de dispersión de 
partículas, representan sistemas de cómputo tan complicados que requieren, para su 
uso, de la participación directa de la persona que los ha desarrollado. 

Para tener la seguridad de que un modelo tan complejo ofrece resultados satisfac­
toriosj es necesario verificar cada una de sus componentes. Durante el desarrollo del 
modelo computacional que se presenta en este trabajo, se han realizado diversos tra­
bajos de investigación, a partir de los cuales se ha podido comprobar que se cuenta, no 
sólo con un modelo de cómputo que permite resolver las ecuaciones que se formularon 
en los capítulos anteriores, sino que también, se cuenta con un modelo que es la base 
de futuros desarrollos teóricos. 

La simulación numérica de la difusión de calor que se presenta en un depósito 
de deshechos radioactivos, permitió verificar el comportamiento del modelo computa­
cional, en lo que respecta a los términos temporal y difusivo de la ecuación de la energía 
eco (2.41). La solución numérica tridimensional y en estado transitorio se comparó con 
la solución analítica del problema no lineal, uni-dimensional, que obtuvo Estrada-Gasea 
(Estrada-Gasca, 1986). Los resultados que se obtienen con el modelo, y su comparación 
con la solución analítica, se reportan en las siguientes referencias: (Avila et al., 1994) 
Y (Avila et al., 1997). 

La formulación del término convectivo y del término temporal de las ecuaciones 
de cantidad de movimiento y de la ecuación de la energía; se verificó al estudiar la 
convección natural de un fluido que se encuentra en el interior de una cavidad rectan­
gular. La solución en estado transitorio, se obtuvo en dos dimensiones, tomando en 
cUenta que una de las caras laterales de la cavidad, se calienta con un flujo de calor que 
permanece constante en el tiempo. Los campos de velocidad y de temperatura que se 
obtuvieron en la simulación, se compararon; cuantitativamente con los resultados de un 

78 



\\\\ ,,~,t 
~n 1t~l~ ~\il\,'lt' 
S~\\ i~ 

programa de cómputo comercial y cualitativamente con observaciones experimentales. 
Los resultados del modelo los reporta Paulo (Paulo, 1995). 

El e.studio de la dispersión tridimensional en estado transitorio, de una nube de gas 
que se libera a través de una chimenea, fue de gran utilidad para verificar la simetría 
de los campos de velocidad y temperatura del aire atmosférico, y de la concentración 
de la nube de gas liberada 1. Este caso de estudio, sirvió también para comprobar la 
capacidad del modelo para simular geometrías en donde la superficie terrestre no es 
homogénea. En este caso, la chimenea se ubica en la parte superior de un edificio. 
Ambas geometrías se modelaron mediante la técnica del "bloqueo de celdas" , descrita 
en detalle por Patankar (Patankar, 1980). La concentración de la nube de gas liber­
ada a través de la. chimenea, se comparó, para tres condiciones diferentes, con curvas 
experimentales que aparecen publicadas en la literatura. Las tres condiciones que se 
analizaron son: Tg > Tm, Tg = Tm, Tg < Tm, donde: Tg es la temperatura del gas a la 
salida de la chimenea y Tm es la temperatura del aire atmosférico. Los resultados de 
este trabajo se reportan en la referencia (Avila et al., 1996). 

El modelo que se presenta en este trabajo, ha sido utilizado también para calcular 
la dispersión turbulenta de burbujas de aire, que se introducen en una corriente de 
agua. En este caso, el líquido (al igual que las burbujas), se encuentra sujeto a la 
aceleración de la gravedad, ya que el canal que lo contiene, se encuentra inclinado. 
En el análisis de la dispersión turbulenta del flujo bifásico, es de interés determinar el 
tiempo de reSidencia de las burbujas de aire una vez que se introducen en la corriente 
de agua. El propósito de este estudio, es el de establecer los fundamentos teóricos de 
la dispersión de burbujas en flujos con superficie libre. Estudios de este tipo, pueden 
ser utilizados para determinar el número de aereadores necesarios en el vertedor de 
una presa hidrá.ulica. El análisis del flujo de agua CO!l burbujas de aire, fue abordado 
desde un punto de vista. Euleriano-Lagrangiano por Rocendo (Rocendo, 1997), y en 
un marco de referencia puramente Euleriano por García. (García., 1997). 

La estructura general del programa de cómputo ATFLOW fue utilizada. por Be­
cerra. (Becerra, 1996), quien de una. manera muy partÍcular y sobre todo inteligente, 
resolvió las ecuaciones de la dinámica de los fluidos en coordenadas genera.lizadas. 

El algoritmo que resuelve el sistema. de ecuaciones algebraicas lineales, ha. sido 
verificado por Carmona. (Carmona., 1997). En este análisis numérico, se compara el 
rendimiento del algorÍtmo "línea por línea" (programado en ATFLOW para. resolver 
el sistema de ecuaciones algebraicas lineales), con dos algoritmos que se encuentran 
instalados en la. computadora. CRAY-YMP de la UNAM. 

A continuación se presenta. la discusión de cinco casos, en los que se muestra. la. 
capacidad del modelo para resolver las ecuaciones que se presentaron en los capítulos 
anteriores. 

En el primer caso, se presenta. la solución numérica del fiujo laminar de a.gua en 
el interior de un canal rectangular. Los resultados de la. simulación tridimensional, se 
comparan de manera satisfactoria con la solución analítica. 

En el segundo caso, se presenta la simulación del flujo de aire sobre una. pla.ca plana. 
con transferencia. de calor. El propósito de presentar este caso, es mostrar la. ca.paci-

1 Las condiciones de frontera., la. velocidad media. del flujo de aire y la. libera.ción d6 gas a. tra.vés de 
la. chimenea. exigieron que la. solución fuera. simétrica. 



dad del modelo para predecir flujos turbulentos sobre superficies lisas. Las varianzas 
de las fluctuaciones de velocidad y el esfuerzo eórta.nte U'IJ' , que se obtienen con el 
modelo algebraico de esfuerzos de R.eynolds, se comparan satisfactoriamente con datos 
experimentales. 

En el tercer caso, se presenta la simulación de la capa. límite atmosférica en condi­
ciones neutras yestables (Avila and Cervantes, 1997d), (Avila and Cervantes, 1997a). 
En el análisis de este caso, se utiliza tanto el modelo de dos ecuaciones K,-f estándard 
como el modelo algebraico de esfuerzos de R.eynolds que se presentó en el capítulo 
3. Los resultados del modelo se comparan con datos experimentales y con soluciones 
numéricas previamente publicadas. 

En el cuarto caso, se presenta el transporte y la dispersión turbulenta de partículas 
que se liberan en el interior de un flujo que tiene turbulencia homogénea, isótropa y esta­
cionaria. En este caso, se analizan dos condiciones diferentes de liberación de partículas. 
En la. primer condición, las partículas se liberan de manera continua., mientras que en 
la. segunda., las partículas se liberan de manera. instantánea.. Ambas soluciones se com­
paran con las soluciones: analítica y numérica (previamente publicadas), de la ecuación 
de difusión-advección de concentración de especies (Avilb. '\nd Cervantes, 1997b). 

En el quinto y último caso, se simula la dispersión de partículas sólidas en una 
región montañosa (Avila. and Cervantes, 1997c). El dominio en estudio corresponde a 
la región de los Geysers localizada aproximadamente a 120 km al norte de San Francisco 
en el estado de California en los Estados Unidos de Norteamérica. Además de simular 
el flujo de aire, se determina la. tra.yectoria. de una nube de partículas que se libera 
de manera continua durante una. hora. Los resultados numéricos se comparan con 
resultados experimentales tomados durante la noche del 19 de septiembre de 1980, por 
el grupo de la.boratorios nacionales norteamericanos que participaron en el programa 
ASCOT (Atmospheric Studies in Complex Terrain). 

6.1 Flujo de Poiseuille en un ducto con sección trans­
versal cuadrada 

El campo de velocidades del flujo laminar, completamente desarrollado, en el interior 
de un dueto recto, con sección transversal constante, se dirige en la dirección axial y 
depende únicamente de las coordenadas laterales, es decir: IJ=W=O y u=u (y, z). El 
modelo ma.temá.tico mediante el cual es posible simular el comportamiento de estos 
flujos, tiene solución analítica para diferentes tipos de sección transversal. Si la sección 
transversal es cuadrada, las velocidades longitudinales se calculan a partir de (White, 
1991): 

u ( z) = 16a
2 

(_ dP) ~ (_I)(i-1)/2 [1 _ cosh (~7rzI2a)] x cos (i~yI2a) (6.1) 
y, JL7r3 dx i=fu.... cosh (mb/2a) ,3 

El flujo volumétrico en el interior del dueto, se determina mediante la siguiente ex­
presión (White, 1991): 



Q = 4ba
3 

(_ dP) f1 _ 19~a f: tanh (~:b/2a) 1 
3J.1 dx _ 11' b 1.3.5.... : J 

donde ia. sección cuadrada. está. definida. por: ~a ~ y < a, -a ~ z < a. 
La. solución analítica. representada. por las ecs. (6.1 y 6.2), se compara. con la. solución 

numérica. del programa. ATFLOW, el cual resuelve las ecuaciones de la. diná.mica. del 
fluido en condiciones de estado transitorio. Para. garantizar que el flujo se encuentra. 
en el régimen laminar (número de Reynolds pequeño), las dimensiones del canal, la. 
velocidad del flujo y las propiedades del fluido, se fijaron a. los siguientes valores: den­
sidad y viscosidad diná.mica. del fluido (agua. a. tempera.tura. ambiente) p=1000 kg/m3 

y J.I=0.0008 kg/m-s respectivamente, velocidad del fluido (uniforme a la entrada del 
canal) !L(Y, Z )=0.001 mis, longitud de las caras laterales que forma.n la sección transver­
sal L=2a=0.01 m. Tomando en cuenta estos valores, el número de Reynolds basado 
en el diá.metro hidrá.ulico (D,,=4 Área/Perímetro) es: 

(6.3) 

Este valor de ReDh' garantiza. que el flujo se encuentra. en el régimen laminar ya. que 
la. transición a. la. turbulencia. ocurre cuando ReDh ::::: 2000. 

La. longitud a partir de la. cua.llos efectos de entrada. desaparecen, se correlaciona. 
con ReD" a. partir de la siguiente expresión (White, 1991): 

L. 
D" :: 0.5 + 0.05ReD" (6.4) 

Sustituyendo el valor de ReD,,=12.5 en la. eco (6.4), se obtiene el valor de la longitud 
de entrada. L.=0.01l25 m. 

Con el propósito de comparar los resultados numéricos con la. solución analítica (la. 
cual corresponde a. un estado estacionario), fue necesario integrar en el espacio y en el 
tiempo la. ecuación de continuidad y las tres ecuaciones de cantidad de movimiento. 

Para. asegurar la convergencia del modelo, se llevaron a ca.bo diversas simulaciones 
con ma.l1as numéricas de distinto tamaño, los resultados que se presentan a continuación 
corresponden a. la ma.lla má.s fina. utilizada. La. malla. es uniforme y tiene 50 nodos en 
la. dirección longitudinal x, 39 nodos en la dirección transversal y, y 39 nodos en la. 
dirección transversal z. La integración temporal de las ecuaciones del fluido, se llevó 
a. ca.bo utilizando un intervalo de tiempo fijo: .1.t=1s. La sección transversal que se 
seleccionó para. comparar los resultados numéricos con la. solución analítica, se localiza. 
en la región en donde los efectos de entrada son desprecia.bles (x=0.4 m). En la 
simulación, la. longitud total del ducto es de LT= 0.5 m. 

En las figuras 6.1 y 6.2, se muestran las velocidades que se obtienen, a. partir de 
la. solución analítica. y a. partir de la. simulación numérica. respectivamente. En estas 
figuras, el origen del sistema. de coordenadas se localiza en el centro de la. sección 
transversal. El gradiente de la presión que aparece en la eco (6.1), se obtiene de la eco 
(6.2), ya. que se conoce el gasto volumétrico Q a. la entrada del canal. Al sustituir el 
valor de Q=uA=l x 10-7 m3/s, en la eco (6.2), se obtiene el valor teórico de la variación 
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Figura. 6.1: Velocidad longitudi­
nal en el plano y-z, obtenida. 
a. pa.rtir de la solución analítica 
eco (6.1). Flujo de PoiseuilIe 
ReD,,=12.5, um...,=O.00209 mIs. 

Figura. 6.2: Velocidad longitudi­
nal en el plano y-z, obtenida. a. 
partir de la solución numérica. 
Flujo de Poiseuille ReD" =12.5, 
ILm...,=O.00208 mIs. 

de la. presión a lo la.rgo del dueto: dp/dx.=O.227 N/m3. En la. solución numérica, el 
valor del gradiente de la. presión es: dp/dx.=O.23 N/m3. 

En la. figura 6.3, se muestra la. distribución de la. velocidad longitudinal en el centro 
del canal, es decir a lo la.rgo del eje z, y en la posición y=O. En la misma figura se 
muestra. el error que se comete en la solución numérica. El porcentaje de error se 
calcula. con la. siguiente relación: 

( ) 
lLana' (y,z) - ~Ilum (y,z) 

error y,z = ( ) 
Uana' y, Z 

(6.5) 

En la. figura 6.3, se observa., que la solución numérica, al igual que la solución analítica 
es simétrica con respecto al eje y. Es conveniente menciona.r, que la velocidad que se 
obtiene mediante la. simulación numérica, permanece por debajo de la solución analítica. 
La razón de que el flujo volumétrico calculado numéricamente es menor que el valor 
teórico, se debe a que en el proceso de discretización del dominio, existe un espacio cerca 
de las pa.redes el cual no es considerado como área de fiujo. El flujo volumétrico exacto, 
como ya. se ha. mencionado, es: Q=1 x lO-T m3/s, mientras que el flujo volumétrico en 
la solución numérica, considerando una malla de 39 x 39 nodos en la sección transversal, 
es de: Q"um=O.94 x 1O-Tm3/s. En la figura. 6.3, se observa que el error es de ma.yor 
magnitud en la. región cercana. a. las pa.redes del dueto. Esto se debe fundamentalmente 
al tamaño de la. ma.l1a utilizada en la simulación. Si la. malla se hace más fina sucede lo 
siguiente: (a.) Qnum ~ Q y (b) la. velocidad del nodo que se encuentra. en la. vecindad 
de la. pa.red (condición de frontera. desde el punto de vista. numérico) se calcula. con 
menor ma.rgen de error. Como se mencionó en el capítulo 3, la condición de frontera 
de la. solución numérica no la. constituye la. frontera. sólida. del dominio, sino que está 
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Figura 6.3: Distribución de veloci­
dades analítica y numérica, y dis­
tribución de errores eco (6.5), a 
lo largo del eje z (y=O). Flujo de 
Poiseuille ReD,,=12.5 
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Figura 6.4: Distribución de veloci­
dades analítica y numérica, y dis­
tribución de errores eco (6.5), a 
lo largo de ejes paralelos al eje z, 
y=±O.00079 m. 

ubicada en el nodo que se localiza en la vecindad de la pared. En el caso de las 
ecuaciones de cantidad de movimiento, la velocidad del nodo vecino a la frontera, se 
calcula. como función del esfuerzo cortante T"y (para las paredes superior e inferior del 
ducto localizadas en y = ±a) y del esfuerzo T.,. (para las paredes laterales del ducto 
localizadas en z = ±a). Para calcular el esfuerzo cortante cerca de la pared, se utiliza 
una variación lineal del campo de velocidades, por lo que el esfuerzo es: 

(6.6) 

donde el subíndice p, se refiere al nodo vecino a la frontera. 
El error que se comete al evaluar la velocidad Up a partir de una distribución lineal, 

puede disminuirse si se hace más fina la malla numérica. Otra forma de disminuir el 
error cerca de la pared, es a partir de utilizar una función parabólica para representar 
el campo de velocidades. 

En las figuras 6.4 y 6.5, se muestra la distribución de velocidades a lo largo de 
ejes paralelos al eje z, en cuatro posiciones a lo largo del eje y (y = ±O.00079 m 
y y = ±O.00237 m). En estas figuras se observa que la solución numérica también 
es simétrica con respecto al eje Z. Se observa nuevamente que el error es de mayor 
magnitud, en la región cercana a las paredes. 

En la figura 6.6, se muestra una. perspectiva del error en toda la. sección transversal. 
En la. figura. se observa que el error disminuye lejos de las paredes, y que adquiere el 
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máximo valor en las esquinas del canal. 
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Figura 6.6: Distribución de errores 
en la. sección transversal. Flujo 
de Poiseuille ReDh=12.5, el error 
máximo ocurre en las esquinas 
errorm l1:=O.6 

En la simulación del flujo de Poiseuille, únicamente se utilizó una. malla numérica 
uniforme en la sección transversal y no se realizaron intentos por mejorar la formulación 
para. evaluar el esfuerzo cortante cerca de la. pared. Mostrar los resultados de este caso, 
es sin duda muy ilustrativo ya que es posible observar que el modelo numérico reproduce 
satisfactoriamente las características generales del flujo: variación de la presión a. lo 
largo del ducto, simetría de la. solución y velocidad máxima 2. 

6.2 Flujo turbulento sobre una placa plana con su­
perficie lisa 

En esta sección, se presenta. la. simulación numérica del flujo de aire sobre una. placa 
plana con superficie lisa. Predecir apropiadamente las características medias y turbu­
lentas del flujo de aire en la. región cercana a. la superficie (capa límite), constituye 
una prueba importante para cualquier modelo, ya. que existe información experimental 
suficiente para. verificar los resultados computacionales. 

Los resultados del modelo numérico, se comparan con los da.tos experimentales de 

2En el transcurso de esta. investigación se realizaron simulaciones con malla. numéricas más finas, 
sin embargo el tiempo de cómputo necesario para una malla con 40 x 69 x 69 nodos, es del orden de 
2brs Cray-YMP por cada 3000 iteraciones. 
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Klebanoff (Klebanoff, 1955), los cuales se tomaron en una posición (a lo largo de la 
placa) en donde el número de Reynolds basado en el espesor de la capa límite (ó), es 
Re6 = póUe/ p, ::::: 7.5 x 104 (Hinze, 1975), donde; U., es la velocidad del aire fuera de 
la capa límite. 

En la simulación, se considera que la superficie sólida tiene una temperatura cons­
tante en el tiempo, y es uniforme en el espacio. La temperatura de la superficie es 
diferente a la temperatura del aire (.ó.T=T.up - T.=6 K, donde Te es la temperatura 
de la corriente libre del aire), el cual fluye en dirección paralela a la placa. El aire 
se encuentra a presión atmosférica y tiene las siguientes propiedades: (a) densidad 
p=1.177 kg/m3

, (b) viscosidad dinámica p,=1.983 x 10-5 kg/m-s, (c) calor específico 
ep=1.005 x 103 J/kg K, (d) conductividad térmica kT=0.02624 W /m K y (e) número 
de Prandtl Pr=0.708. 

Las dimensiones del dominio en estudio son: 5 m en la dirección longitudinal x, 0.2 
m en la. dirección vertical y y 0.5 m en la. dirección transversal z. El aire entra. a. la. 
región de estudio (en la. posición x =0 m), con una velocidad longitudinal paralela a 
la placa de Ue=33 mis. La simulación se llevó a cabo utilizando una malla numérica 
de 20 x 40 x 20 nodos. En las direcciones: longitudinal y transversal, se utilizaron 
incrementos uniformes de .ó.x y .ó.z. En la dirección vertical, los incrementos .ó.y 
tienen una distribución logarítmica, en esta. dirección, la malla es mucho más fina en 
la región cercana a. la. pared. 

Para comparar los resultados numéricos con los da.tos experimentales, se selec­
cionaron los volúmenes de control que se localizan sobre el eje de simetría de la placa 
(paralelo al eje x) y en la posición longitudinal en donde el espesor de la ca.pa límite 
es ó ::::: 0.035 m. En esta. posición, el número de Reynolds en la simulación es Re6 ::::: 
7.5 x 104, por lo que es posible comparar los resultados del modelo con los datos de 
Klebanoff (Klebanoff, 1955). 

El modelo de turbulencia. que se utilizó para cerrar las ecuaciones del fluido, es 
el modelo K,-~ estándard. Se le denomina modelo estándard debido a. las siguientes 
razones: (a.) las correlaciones tL~tLi y tL~9' que a.parecen en las ecuaciones de cantidad 
de movimiento, energía térmica, It y e, se modelan de acuerdo a la aproximación de 
Boussinesq (Launder and Spalding, 1972) (ver ecs. (1.12 y 1.13), (b) la viscosidad 
turbulenta. se define a partir de la relación: 

(6.7) 

(c) las ecuaciones de transporte de la energía turbulenta y de la disipación de energía, 
están representadas por las ecs. (2.47) y (2.50) respectivamente y (d) las constantes 
empíricas que a.parecen en las ecs. (2.47) y (2.50) son las que propusieron originalmente 
Launder y Spalding (Launder and Spalding, 1974). 

Aunque las constantes de Launder y Spalding no son universales, éstas han sido 
utilizadas ampliamente para resolver diversos problemas de ingeniería. Las constantes 
empíricas estándard que se utilizan en la simulación son las siguientes (Launder and 
Spalding, 1974): c,.=O.09, cr,,=1., C 1 ,=1.44, C 2 ,=1.92, cr,=1.3. 

Las condiciones de frontera de las ecuaciones de transporte de K. y €, están definidas 
por las ecuaciones (3.72) y (3.68) respectivamente. En la ecuación (3.68), la función 
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Figura 6.7: Perfiles de velocidad media (*), energía 
cinética turbulenta. (o), y esfuerzo cortante U'V' (.). 

Flujo sobre una. placa plana. con superficie lisa., &6=7.5 
x 104 • Los símbolos corresponden a. los da.tos de Kle­
banoff (Klebanoff, 1955) (tomados de Jones y Laun­
der (Jones and Launder, 1971)), la. línea continua. ro­
rresponde a. los resultados de la. simulación numérica. 

tPm=1, y el término de flotación no se toma. en cuenta.. 
Debido a. que la. placa plana, tiene superficie lisa., las condiciones de frontera. de las 

ecuaciones de cantidad de movimiento y de la. ecuación de la. energía., no se determinan 
a. partir de las ecs. (3.76-3.78), las cuales son válidas para. superficies rugosas, sino que 
se definen por las siguientes leyes logarítmicas de pared: 

1 
w+ = -lny++B 

/(0 

- Prt + 
T+ = -lny + PrtB 

/(0 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

donde u+ = ¡¡/un w+ = w/UT) y+=u~yp/v, B=5.2 y Prt=1. La expresión de la 
temperatura. adimensional T+ es: 

+pep (T - T.) U~ 
T =-~--'-­

-q. 
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Figura. 6.8: Relación entre el esfuerzo corta.nte turbu­
lento u'v' y la. energía. cinética. turbulenta. /(,. Flujo sobre 
una. placa. pla.na. con superficie lisa., Re6=7.5 x 104 • El 
símbolo (.) corresponde a. los da.tos de Kleba.noff (Kle­
ba.noff, 1955) (tomados de Hinze (Hinze, 1975)),Ia.línea. 
continua. corresponde a. los resultados de la. simulación , . 
numerlca.. 

donde T, Y q, son: la. tempera.tura. y el flujo de calor en la. superficie respectivamente. 
En la. figura. 6.7, se comparan los resultados de la. velocidad media. ¡¡ (!I), intensidad 

turbulenta. " y esfuerzo cortante u'v', con los da.tos de Kleba.noff (Kleba.noff, 1955), en la. 
forma. que los reporta. Jones y La.under (Jones a.nd La.under, 1971). En el experimento 
de Klebanoff, la. velocidad de la. corriente libre del aire y el espesor de la. ca.pa. límite 
en la. posición en donde se tomaron las mediciones son: U.=15.24 mis y 6=7.6 cm. 
En la. figura. 6.7, se observa. que cerca. de la. superficie, el valor del esfuerzo corta.nte 
adimensional medido por Klebanoff es: -2u'v' fU: R:j0.0027. Utiliza.ndo la. condición 
-u'v' = u~, es posible obtener el valor experimental de la. relación u~/U.=0.037. En 
la. misma. figura. se observa. que cerca. de la. superficie, el valor del esfuerzo corta.nte 
(adimensional) ca.lculado a. partir de la. relación de Boussinesq (ver eco (1.12)): 

- Ou 
u'v' = Vt- (6.12) 

0!l. 
es a.proximadamente 0.003. En la. solución numérica. el valor de la. velocidad de fricción 
es uT =1.29 mis por lo que la. relación de velocidades es u~/U.=0.039. La. solución 
numérica. sa.tisface sa.tisfactoriamente la. condición que prevalece en la. región logarítmica. 
-u'v' = u~, ya. que el esfuerzo corta.nte calculado con la. eco (6.12), es: u'v'=1.66. 

En la. figura. 6.7, se observa. que los perfiles de /'(, y u'v' en la. parte exterior de la. ca.pa. 
límite se compara.n sa.tisfactoriamente con los da.tos experimentales. Sin embargo, cerca. 
de la pared, los valores de la energía. turbulenta. y del esfuerzo corta.nte son mayores a. los 
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Figura. 6.9: Distribución de la. velocidad media. u en la. 
ca.pa. límite, utilizando las coordenadas y+ y U+. Flujo 
Bobre una. placa. plana. con superficie lisa., &6=7.5 x 104 • 

La. línea. continua. corresponde a. los resultados de la. ley 
logarítima. de la. pared eco (6.8), la. línea. discontinua. 
corresponde a. la. simulación numérica.. 

da.tos experimentales, este comportamiento se debe proba.blemente a. la. discretización 
logarítmica. que se utilizó en la. dirección vertica.l. El a.utor recomienda. la. utilización 
de ma.llas uniformes, sin embargo en este caso en particular, fue necesario utilizar 
una. ma.lla. logarítmica. (malla. muy fina. cerca. de la. pared) para. poder determinar el 
comportamiento de la. ca.pa. límite. 

A pesar de lo anterior, se puede decir que el modelo predice satisfactoriamente el 
comportamiento de ~, U'V' y de la. velocidad media. U. 

En la. figura. 6.8, se presenta. la. distribución de la. relación _2UIV' /~. Los resultados 
del modelo se comparan con los da.tos de Klebanoff en la forma que los presenta Hinze 
(Hinze, 1975). En esta. figura., se observa. que en la. región no muy cercana. a. la pared, la 
distribución del esfuerzo cortante turbulento es semejante a la distribución de la. energía 
cinética. turbulenta, es decir, la relaci6n entre ambas cantidades es aproximadamente 
constante en gran parte de la. ca.pa límite. En la figura 6.8 se observa. que el modelo 
reproduce la disminución de la relación - 2UIV I / K. en la parte exterior de la capa límite. 

En la figura 6.9, se presenta el perfil de velocidades en la ca.pa. límite utilizando las 
coordenadas y+ y u+. En esta. figura se observa. que la. solución numérica, se ajusta en 
la. región 35 < y+ < 350, al perfil logarítmico definido por la eco (6.8). En la región 
exterior de la ca.palímite y+ >350, se observa. que el perfil de velocidades es mayor que 
la distribución logarítmica., lo cual coincide con lo reportado en la. litera.tura (White, 
1991). 

Se mencionó en párrafos anteriores, que la. placa. se encuentra a diferente tempera.­
tura. que el flujo, por lo que existe transferencia. de calor entre la. placa. y el fluido. En 
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Figura. 6.10: Distribución de la. tempera.turamedia. T en 
la. ca.pa.límite, utilizando las coordenadas y+ y T+. Flujo 
sobre una. placa. plana. con superficie lisa, Res=7.5 x 104 • 

La. línea. continua. corresponde a los resultados de la ley 
logarítima. de la. pared eco (6.10), la. línea. discontinua 
corresponde a. la simulación numérica.. 

este caso, debido a. que se tiene un fluido incompresible y los efectos de flotación son 
desprecia.bles, el ca.mpo de velocidades no depende de la. distribución de temperaturas, 
de tal manera. que las velocidades se evalúan de manera. independiente. 

En la. figura. 6.10, se presenta. la distribución de tempera.turas en el interior de la ca.pa 
límite, utilizando las variables y+ y T+. Puede observarse, que la distribución de la 
tempera.tura. adimensional T+, se compara. satisfactoriamente con el perfil logarítmico 
definido por la. eco (6.10). Es interesante observar que la distribución de T+ es muy 
semejante a. la. distribución de la. velocidad adimensional u+ (ver figura 6.9). Esto es 
de esperarse, ya que en la. simulación, el número de Prandtl turbulento es unitario y 
en la. eco (6.10) se utilizó la misma. constante E, que aparece en la relación (6.8). 

En la figura 6.11, se presenta la variación del coeficiente de fricción loca.l eh como 
función del número de Reynolds: 

Re 
_ pxU. 

"'- p, 
(6.13) 

donde :l: es la distancia que ha recorrido el flujo a. lo largo de la placa.. En esta figura., se 
compara la. solución numérica. con la. relación "exacta." propuesta por White (White, 
1991): 

el = ln2 (0.06Re,,) 
0.455 

(6.14) 

El coeficiente de fricción local en la. simulación se obtuvo a. partir de la. siguiente relación: 

e _ 2Tw 

J - pU~ (6.15) 



a.aas 

a.aa3 

a.0a2 L-__ ~_~~~.L.-""""-' • .....w. I 

. , E-a7 . , E -as 

Figura 6.11: Variación del coeficiente de fricción local 
e, con respecto al número de Reynolds Re",. Flujo so­
bre una placa plana con superficie lisa, Res=7.5 x lO'. 
La línea continua corresponde a los resultados de la eco 
(6.14), la línea discontinua corresponde a la simulación 
numérica. 

donde el esfuerzo cortante sobre la superficie Tw, se obtiene a partir de la expresión: 

Ttu = -pu'v' = pu~ = pltClj2 (6.16) 

Puede observarse en la figura 6.11, que el valor de e, que s~ obtiene en la simulación, 
es mayor que la solución analítica cuando Re", <3 x 106 • La razón principal por la cual 
no coinciden las dos soluciones en este rango del Re"" es debido a que en el desarrollo 
de la eco (6.14), se utilizó una distribución logarítmica de la velocidad media en el 
intervalo 30< y+ <250, es decir, el coeficiente e, se obtiene suponiendo que el perfil de 
velocidades siempre es logarítmico. Sin embargo, el perfil de velocidades en la reglón 
en donde inicia el desarroUo de la capa límite (x Rl 0.0), no necesariamente satisface la 
ley logarítmica de la pared. 

Es conveniente recordar que la ley logarítmica se obtiene al suponer que: (a) la 
presión no varía en la dirección longitudinal, (b) la velocidad vertical ti es cero, (c) la 
velocidad ti no cambia en la dirección longitudinal, (d) no existe difusión de la energía 
cinética turbulenta en la dirección verticalolt/oy = O, y (e) el flujo se encuentra en la 
condición de equilibrio local (producción de energía cinética turbulenta=disipación de 
energía). Si se toman en cuenta las condiciones anteriores, la ecuación de cantidad de 
movimiento en la dirección x, se reduce a una expresión que establece que el esfuerzo 
cortante debido a la viscosidad molecular y al movimiento turbulento, es constante en 
la dirección normal a la superficie. 

Jones y Launder (Jones and Launder, 1971), reportaron que para Re" pequeños; 
existe discrepancia entre sus predicciones de e, y los valores obtenidos a partir de una 
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Figura. 6.12: Intensidad relativa. de los tres esfuerzos nor­
males, urm./U. (*), vrm./U. (o), Wrm./U. (x), y esfuerzo 
cortante v!v' (.). Flujo sobre una. placa. plana. con su­
perficie lisa, &6=7.5 x 104• Los símbolos correspon­
den a. los da.tos de Klebanoff (Klebanoff, 1955), la. línea. 
continua corresponde a. los resultados de la simulación 
numérica.. 

correlación empírica. que incluye una distribución logarítmica. de la velocidad media. 
Jones y Launder observaron que el perfil de velocidades (ca.lculado a. partir de un 

método numérico), gra.fica.do en el sistema. de coordenadas y+ y U+, depende fuerte­
mente del Re"" de tal manera. que al disminuir el valor del Re"" el perfil de velocidades 
se aleja. de la. solución logarítmica. eco (6.8). 

Una. situación semejante se presenta. al estudiar la. transferencia. de calor entre una. 
superficie y un flujo, en este caso es común suponer que la. forma. universal de la. tem­
pera.tura. a.dimensional es logarítmica. (ver eco (6.10), sin embargo, experimentalmente 
se ha. observado (Johnk and Hanratty, 1962), que el flujo en el interior de un dueto 
circular, no presenta. un perfil de temperaturas logarítmico en la. región de entrada. 
térmica.. La. distribución universal de la. tempera.tura. adimensional T+ , únicamente se 
logra. cuando el flujo alcanza. la. condición de completo desarrollo. 

En la. figura. 6.11, se observa. que en la. región 3 x 106 < Re", < 5x 106
, los resultados 

numéricos del coeficiente de fricción son alentadores. Sin embargo, en la. zona. en donde 
el Re", >5x 106 , el e, tiene un extraño comportamiento, ésto es debido a. que en la. 
simulación, la. placa. tiene longitud finita., por lo que la. influencia. de la. condición de 
frontera. que se especifica. en la. posición x = L, donde L es la. longitud total de la. placa., 
se transmite corriente arriba.. Para. disminuir este efecto es necesario refinar más la. 
malla. en la. dirección longitudinal, de tal manera. que el efecto de la. condición de salida. 
del flujo, no perturbe de manera. directa. a. los volúmenes de control localizados lejos de 
la. frontera. x = L. 
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r:::7\ 1/2 
En la figura 6.12, se muestra: la intensidad (rms=\u¡2J ) de los tres esfuerzos de 

Reynolds normales, relativa a la velocidad de la corriente libre del aire U., y el esfuerzo 
cortante u'v'. En la figura, se comparan los resultados de la simulación con los datos del 
experimento de Klebanoff (Klebanoff, 1955). En la simulación, los esfuerzos turbulen­
tos U¡2 y u'v' se obtuvieron utilizando el modelo algebraico de los esfuerzos Reynolds, 
el cual se presentó en detalle en el capítulo 3. Debido a que en el procedimiento de 
cálculo se utilizó el modelo de turbulencia estándard, los esfuerzos de Reynolds no se 
tomaron en cuenta en la solución de las ecuaciones de conservación. En la simulación, 
el módulo computacional que calcula los esfuerzos de Reynolds, es llamado por el pro­
grama de cómputo, una vez que se logra la convergencia de resultados en cada intervalo 
de tiempo At. En el procedimiento numérico, los términos de flotación se consideran 
despreciables, por lo que el flujo tiene características neutras y el valor de la función 
j, que se incorpora en la.~ ecuaciones (3.23 y 3.24), es unitario. En la figura 6.12, es 
interesante observar que el modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds (cuando se uti­
lizan las constantes estándard y las ecuaciones e~tá.ndard de K, y f ecs. ((2.47) y (2.50) 
respectivamente), reproduce satisfactoriamente las características generales de los re­
sultados experimentales de Klebanoff. En la figura, se observa que los tres esfuerzos 
normales son diferentes entre sí en gran parte de la capa límite. Es posible observar, 
que en la región cercana a la pared se presenta un incremento de la anisotropía de la 
turbulencia, mientras que en el borde exterior de la capa límite, la turbulencia tiende a 
ser is6tropa. Las mediciones (representadas en la figura por símbolos), al igual que los 
resultados del modelo (representados por la línea continua), indican que la mayor parte 
de la energía turbulenta, está. contenid¡¡, en las fluctuaciones de velocidad en la dirección 
longitudinal, mientras que las fluctuaciones de velocidad en la dirección vertical, tienen 
la menor intensidad. 

En la figura 6.12, se observa la influencia que tiene la superficie sobre las fluctua­
ciones de presión (si el flujo se encuentra aproximadamente en equilibrio local, es decir: 
producción=disipación, los términos de transporte de las ecuaciones de Reynolds son 
despreciables, por tanto las únicas correlaciones que juegan un papel importante en las 
ecuaciones de U¡2, son las que contienen las fluctuaciones de presión, ver eco (3.27)). El 
modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds, calcula satisfactoriamente la redistribución 
de energía turbulenta en la capa límite, es decir, las fluctuaciones de velocidad en la 
dirección vertical ur, se amortiguan por la presencia de la superficie y la energía se 
distribuye en las direcciones longitudinal y transversal. En la figura se observa que el 
valor máximo de los esfuerzos normales se calcula apropiadamante. En el interior de 
la capa límite, se observa que el modelo predice resultados que siguen la tendencia de 
los datos experimentales, lo que resulta muy alentador. 

En relación al esfuerzo cortante u'v', se observa que los resultados se comparan satis­
factoriamente con los experimentos en la mayor parte de la capa límite, el valor máximo 
del esfuerzo cortante, el cual ocurre cerca de la superficie se predice adecuadamante. 

Los resultados que se presentan en la figura 6.12, se obtuvieron con el modelo de tur­
bulencia K,-f estándard y las constantes propuestas por Launder y Spalding (Launder 
and Spalding, 1974), y no se realizaron intentos por mejorar los resultados numéricos 
ya sea a partir de modificar las constantes o las ecuaciones del modelo. Debido a. que 
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los esfuerzos de Reynolds no se incorporan en las ecuaciones de transporte, éstos de­
penden únicamente de los campos de velocidad media y características turbulentas que 
se obtienen con el modelo estándard. Lo que se sugiere, es utilizar el valor calculado 
de las correlaciones U;2 e incorporarlas en las ecuaciones de transporte con el propósito 
de que exista una interacción (esfuerzos de Reynolds-ecuaciones de transporte) en los 
dos sentidos. 

En el problema que se analiza en la siguiente sección, los perfiles de velocidad, 
temperatura., esfuerzos de Reynolds y correlaciones u¡9' que se obtienen con el modelo 
numérico, se comparan satisfactoriamente con los datos experimentales tomados en la 
capa límite atmosférica.. Los resultados numéricos, se obtuvieron después de modificar 
la forma de la ecuación de disipación f y el valor de algunas de las constantes del 
modelo. 

De acuerdo a los resultados presentados en esta sección, puede decirse que el mode­
lo se comporta de manera satisfactoria.. Si se toma en cuenta, que no es trivial la 
incorporación de un modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds en un modelo com­
putacional tridimensional (no sólamente por las complicaciones algebraicas presentes, 
aino también por la cantidad de tiempo de cómputo requerido en la solución), puede 
decirse entonces, que los resultados que se obtienen con el modelo desarrollado en este 
trabajo, son realmente alentadores. 

6.3 Simulación de la capa límite atmosférica, uti­
lizando un modelo algebraico de esfuerzos de 
Reynolds 

En esta sección, se presenta la simulación de la capa límite atmosférica. en condiciones 
neutras y estables, a partir de utilizar un modelo de turbulencia Ju'brido. Se mencionó 
en el capítulo de introducción que los modelos algebraicos de esfuerzos de Reynolds 
constituyen una forma. eficiente de cerrar las ecuaciones, cuando el propósito es simular 
flujos atmosféricos a escala intermedia., ver la. página (8). 

El problema. que se plantea. en esta sección, y sobre todo la forma en que se ob­
tiene la solución del mismo, constituye la continuación del trabajo de Detering y Etling 
(DyE) (Detering and Etling, 1985). DyE propusieron modificar el modelo de turbulen­
cia K,-f éstándard (el cual se presentó en la sección anterior), una vez que comprobaron 
que el modelo no reproduce satisfactoriamente los datos experimentales tomados sobre 
la. ciudad de Leipzig Alemania, en condiciones de atmósfera neutra (Lettau, 1962), 
(Pasquill,1974). El modelo IN modificado, fue utilizado por DyE para cerrar las ecua­
ciones de cantidad de movimiento que modelan el flujo turbulento, horizontalmente 
homogéneo, que está. sujeto a la aceleración de Coriolis y que se encuentra en condi­
ciones neutras. Este modelo matemá.tico ha sido utilizado por algunos autores para 
representar la capa límite atmosférica, pero sobre todo para verificar el comportamiento 
del modelo de turbulencia utilizado (Lettau, 1962), (Andrén, 1990), (Shir, 1973), 
(Mellor and Yamada., 1982), (Monín and Yaglom, 1971). 

La contribución adicional al trabajo original de DyE, es que en el presente estudio 
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se utiliza el modelo K,-e modificado, para simular flujos estratificados, esta condición 
no fue estudiada por los autores mencionados. 

El modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds, el cual se presentó en el capítulo 3, 
es utilizado en esta sección, en conjunto con dos versiones del modelo K,-e modificado: 
(a) Versión "sin esfuerzos de Reynolds" (seR), en esta versión (al igual que el modelo 
utilizado en la sección anterior), las correlaciones uluj y ulO' que se obtienen con el 
modelo algebraico, no se sustituyen en las ecuaciones de transporte. 
(b) Versión "con esfuerzos de Reynolds" (ceR), en donde los valores de uluj y ulO' 
que se obtienen con el modelo algebraico, se introducen (en el transcurso del proceso 
iterativo) en las ecuaciones de transporte de K, y e, ver las ecs. (2.49) y (2.52). 

Vale la pena mencionar que en sentido estricto, los esfuerzos de Reynolds uluj y 
los flujos turbulentos de calor ulO', que se obtienen con el modelo algebraico, deben 
ser sustituidos (durante el proceso iterativo) también en las ecuaciones de cantidad de 
movimiento y en la ecuación de la energía. Sin embargo, el autor decidió utilizar en 
estas ecuaciones la aproximación de Boussinesq y el concepto de la viscosidad turbu­
lenta, ver las ecs. (1.12 y 1.13). Se tomó esta decisión ya que la viscosidad turbulenta 
contiene de manera indirecta la información de las correlaciones u:uj y uIO'. Es decir, 
durante el procedimiento de cómputo, las correlaciones turbulentas calculadas con el 
modelo algebraico se sustituyen en las ecuaciones de K, y e, ecuaciones (2.49) y (2.52) 
respectivamente, por lo que la viscosidad turbulenta resultante calculada a. partir de 
la eco (6.7) contiene la información de las características turbulentas. Es conveniente 
decir que en el trancurso de la presente investigación se realizaron experimentos com­
putacionales en los cuales los esfuerzos de Reynolds y los flujos turbulentos de calor, 
se sustituyeron directamente en las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energía 
térmica, sin embargo, la solución numérica presentó serias dificultades de convergen­
cia y estabilidad sobre todo al inicio del proceso de cómputo (durante las primeras 
iteraciones del primer incremento de tiempo ~t). Este comportamiento de la solución 
numérica probablemente se debe a que en las ecuaciones de cantidad de movimiento, 
los esfuerzos turbulentos (calculados a partir de un campo de velocidades que no sa­
tisface la ecuación de continuidad y con campos de K, y e muy cercanos a los propuestos 
inicialmente), son tratados en función de su derivada con respecto a)as variables es­
paciales. En las iteraciones iniciales, la variación espacial de los esfuerzos turbulentos 
es grande por lo que vuelve inestable la solución. El autor sugiere continuar con esta 
línea de investigación, con el propósito de identificar las causas del comportamiento 
anómalo de la solución numérica. 

6.3.1 Modelo matemático 

En el análisis se considera que la capa límite de la atmósfera es horizontalmente ho­
mogénea, y se desarrolla sobre una superficie plana con rugosidad uniforme. Debido a 
que la capa límite es pequeña en comparación con la altura total de la atmósfera, las 
variaciones verticales de la densidad del aire pueden considerarse despreciables (p=cte). 
Si se toma en cuenta lo anterior, las ecuaciones se reducen a lo siguiente (ver capítulo 
2): 
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Ecuaci6n de cantidad de movimiento en x 

a (pi],) = _ ap _ a (piN) _ 2pww sine 4» 
at ax ay 

Ecuaci6n de cantidad de movimiento en z 

{j (pw) {jp {j (pw'v') 
- -- - {jy + 2pilwsin(4)) 8t - {jz 

Ecuaci6n de la energía térmica 

donde 

a (pO) a _ 
~8t~ = -ay (-pv'fJi) 

- {ji], 
u/v' = -lIt-

{jy 

- Ow w'v' = -lIt-
{jy 

- lit {JO 
v'l)' = --­Pr, {jy 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

(6.22) 

donde Prt=0.86. Si se supone que fuera. de la. capa. límite; los esfuerzos cortantes 
turbulentos son despreciables y la. velocidad de la. corriente libre (velocidad geostrófica.) 
es invariante en el tiempo y en el espacio, existe equilibrio entre el gradiente de presión 
y la aceleración de Coriolis, el cual se representa. como: 

(6.23) 

y 

(6.24) 

donde: fe = 2w sin ( </» es el parámetro de Coriolis y Ug y W g son las velocidades del 
aire fuera de la. capa. límite a.tmosférica en las direcciones x y z respectivamente. 

Si se sustituyen las expresiones (6.23) y (6.24) en las ecuaciones de cantidad de 
movimiento (6.17) y (6.18), se obtienen las siguientes ecuaciones: 

{j pi], {j (p"iTv') 
Tt = -pfc(w - wg ) - {jy (6.25) 

(6.26) 
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Ecuación de la energía cinética turbulenta 

Versión "sin esfuerzos de Reynolds" (seR): 
La. ecuación de It que se utiliza. en el modelo estándard y en el modelo modificado de 
DyE es la. siguiente 3: 

uplt O PVI Olt Ou Ow V, 09 
<> ( ) [() 2 ( ) 2] -8t = oy u,. oy + PVt ay + ay - p~ - pf3g Prt oy (6.27) 

Versión "con esfuerzos de Reynolds" (ceR): 
La. ecuación de la. energía. cinética. turbulenta. que se utiliza. en el modelo modificado, 
acoplado con el modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds es: 

Oplt O ( It-Olt) -apu -apw --- = - C.P-v'v'- - u/v'-. - - w'v'-- - p~ + pf3gv'9' 
8t ay f ay ay oy 

Ecuación de la disipación de energía turbulenta 

Versión "sin esfuerzos de Reynolds" (seR): 

(6.28) 

La. ecuación de f que se utiliza. en el modelo estándard y en el modelo modificado de 
DyEes: 

apf a (pVlaf) f [(0u)2 (Ow)2] f2 - = - --- + C1,-PVt - + - - pC2,-8t oy 0', ay It ay ay It (6.29) 

Versión "con esfuerzos de Reynolds" (ceR): 
La. ecuación de f que se utiliza. en el modelo modificado, acoplado con el modelo alge­
braico de esfuerzos de Reynolds es: 

Opf a (It-af) f-OpU f-apW f2 - = - C,p-v'v'- - C1<-u/v'- - C1<-W'V'-- - pC2,-8t ay f ay It oy It ay It 

Constantes del modelo de turbulencia y condiciones de frontera 

(6.30) 

El valor de cada. una. de las constl1.ntes que a.parecen en el modelo de turbulencia. 
de dos ecuaciones, no es universal. Algunas de las constantes se han obtenido de 
manera. experimental y otras se han encontrado a. partir de un proceso de "optimización 
computacional" , de tal manera. que la. simulación numérica. reproduzca. a.propiadamente 
los da.tos experimentales. El valor de la. constante c", se obtiene a. partir de la. condición 

3En el modelo de turbulencia. K.-E modificado por DyE, las modifica.ciones única.mente se rea.lizaron 
en el término de producción de disipación turbulenta de la ecuación de f, por lo que la ecuación de K. 

es la. misma. que el modelo estáuda.rd. Es conveniente recorda.r que en el modelo modificado por DyE, 
no se incluyó el término de producción de energía turbulenta. debido a. los efectos de flotación 
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que prevalece en la capa logarítmica y que al mismo tiempo, constituye la condición de 
frontera de la energía cinética turbulenta en el modelo computacional, ver eco (3.72): 

(6.31) 

La constante c,,=0.09, se obtiene a partir de mediciones llevadas a cabo en canales, 
duetos y fiujos en capa límite a escala laboratorio, este valor se ha utilizado ampliamente 
para resolver problemas de la ingeniería mecánica. Mediciones tomadas en la capa 
superficial de la atmósfera, indican que: c,,=0.0256 (Detering and Etling, 1985). Sin 
embargo, en la literatura se reporta también, que mediciones en la capa superficial 
revelan valores de e" en el rango 0.032-0.067 (Andrén, 1990). 

En la ecuación de la energía turbulenta del modelo estándarci eco (6.27), se requiere 
especificar únicamente la constante UK., esta constante representa un tipo especial de 
número de Prandtl. Para seleccionar el valor de u"' se supone que las difusividades 
de la energía térmica y de la energía turbulenta, son aproximadamente semejantes, el 
valor que se utiliza regularmente es u,,=0.74. 

Mediciones llevadas a cabo en turbulencia de malla (grid turbulence) inC:ican que 
para números de Reynolds grande, la energía turbulenta varía inversamente con la 
distancia a· la malla. Experimentalmente se ha observado que el valor de la constante 
O2, se encuentra en el intervalo 1.8-2. El valor seleccionado en el modelo estándard es 
O2,=1.9. 

En la región cercana a la superficie (región logarítmica), la convección de € es des­
preciable y existen condiciones de equilibrio (producción=disipación). Si estas condi­
ciones se sustituyen en la ecuación de € eco (6.29), se llega a la siguiente expresión que 
establece la relación entre las constantE'.s 0 1, y u,: 

1(,2 

~,=~--;~ ~.3~ 
u,e" 

En la eco (6.32), el valor de las constantes 01< y u, se determina a partir de un 
proceso de "optimización por computadora". El valor de estas constantes en el modelo 
estándard es: 01<=1.13 y u,=1.29. 

El conjunto de constantes del modelo estándard utilizado en el presente trabajo (y 
por DyE) para simular la capa límite atmosférica, es el siguiente: 

e" = 0.0256, 01< = 1.13, O2, = 1.9, u" = 0.74, u, = 1.29 (6.33) 

Las condiciones de frontera en la corriente libre (fuera de la capa límite) son: 
u(y ~ 00) = Ug, w(y ~ 00) = Wg=.~(Y ~ oo)=€(y ~ 00)=0. 

Las condiciones de frontera de las ecuaciones de cantidad de movimiento, energía 
térmica, 1(, y f se establecieron en el capítulo 3. Se mencionó que la frontera del 
dominio en estudio se localiza en la capa superficial (entre 10 m y 50 m de altura), 
donde el perfil de velocidades y temperaturas es logarítmico y se satisface la condición 
de esfuerzo cortante y flujo de calor constante. 

Las leyes que rigen el. comportamiento del flujo en la capa superficial son (aunque 
el lector puede consultar el capítulo 3, aquí se presentan las condiciones de frontera de 
manera resumida): 
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U(Yp) = ~: (In (~:) - \limW) 

W (Yp) = ~: (In (~:) - \lim (e)) 

8 (Yp) - (J. = :: (In (~:) - \li" W) 
u2 

"(Yp) = 1;2 
el' 

f (Yp) = u~,pm + (3g.!L 
"oYP pe¡, 

(6.34) 

(6.35) 

(6.36) 

(6.37) 

(6.38) 

donde: YP es un punto localizado en la capa superficial (frontera del dominio en estudio 
desde el punto de vista computacional) y Yo es la rugosidad de la superficie. La forma 
de las funciones universales ,pm,,, y \lim,,, puede consultarse en el apéndice C. 

Para comparar los resultados del modelo que se presenta en este tabajo con los 
resultados de DyE, y con los datos experimentales tomados sobre la ciudad de Leipzig 
en condiciones de atmósfera neutra (Lettau, 1962), (Pasquill, 1974), se requiere 
especificar el valor de la velocidad geostrófica, el parámetro de rugosidad Yo Y la latitud 
,p en donde se localiza la región de estudio. De acuerdo a .Lettau (Lettau, 1962), la 
velocidad del viento fuera de la capa límite es: ug=17.5 mis, wg=O mis y la latitud 
de la ciudad de Leipzig es: ,p=51.4°. El parámetro de rugosidad que se utiliza en este 
trabajo es el mismo que utilizaron DyE, es decir: yo=O.3 m. En la simulación, el aire 
tiene las siguientes propiedades: (a) densidad p=1.177 kg/m3 , (b) viscosidad dinámica 
#,=1.983 x 10-5 kg/m-s, (c) calor específico e¡,=1.005 x 103 J/kg K, (d) conductividad 
térmica kT=O.02624 W /m K y (e) número de Prandtl Pr=O.708. 

6.3.2 Simulación de la capa limite atmosférica en condiciones 
neutras, utilizando el modelo K,-f estándard 

Uno de los objetivos principales del trabajo de DyE, fue investigar si el modelo "-f 
estándard, utilizado ampliamente en la simulación de flujos turbulentos en ingeniería, 
podía ser aplicado en la capa límite atmosférica. DyE mostraron que al utilizar las 
constantes estándard eco (6.33); el modelo "-f proporciona resultados que no coinciden 
con los experimentos cuando la atmósfera se encuentra en condiciones neutras. En 
la figura 6.13 se presenta la solución de las ecuaciones de cantidad de movimiento 
ecs. (6.25 y 6.26), para una atmósfera neutra y en condiciones de estado estacionario. 
En esta condición, en cualquier punto de la capa límite, existe equilibrio entre las 
fuerzas de fricción ocasionadas por la presencia de la superficie terrestre, la fuerza de 
Coriolis causada por la rotación de la tierra y la fuerza que surge debido al gradiente 
de la presión en la dirección transversal (el gradiente de la presión en la dirección 
longitudinal :¡; es cero, ya que la velocidad geostrófica wg=O, ver eco (6.23)). 
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Figura. 6.13: Variación de las velocidades medias ir y w con respecto 
a. la. altura., y su comparación con las mediciones sobre la. ciudad de 
Leipzig (*) (Letta.u, 1962) y resultados numéricos de Dy E (o) (Detering 
and Etling, 1985). Modelo IN. standard. La. línea. continua. representa. 
los resultados con la. versión seR, la. línea. discontinua. representa. los 
resultados con la. versión ceRo 

En la. figura. 6.13 se muestran las velocidades medias ir y w en el interior de la. 
capa límite. En esta. figura. se presentan: (a.) las mediciones sobre la. ciudad de Leipzig 
(Letta.u, 1962), (Pasquill, 1974), (b) los resultados de DyE obtenidos con el modelo 
estándard y con las constantes definidas por la. eco (6.33) y (c) los resultados del 
presente estudio obtenidos a. partir del uso de las dos versiones del modelo I\H: "sin 
esfuerzos de Reynolds" (seR), ecuaciones (6.27 y 6.29) Y "con esfuerzos de Reynolds" 
(ceR) , ecuaciones (6.28 y 6.30). En la. figura. se observa. que en los da.tos de la. ciudad de 
Leipzig, el efecto de la. aceleración de Coriolis (entre 300 m y 1000 m de altura.) es más 
grande que el efecto de los esfuerzos turbulentos u/v', ya. que la. velocidad ir es mayor que 
la. velocidad geostrófica. ug • Los tres modelos (DyE, seR y ceR), indican que la. velocidad 
ir se incrementa. con la. altura., desde cero en la. superficie hasta un valor que se a.proxima. 
a. la. velocidad geostrófica. ug a. una. altura. de 2,800 m, es decir, en las simulaciones, el 
espesor de la ca.pa límite es muy grande. La. razón de este comportamiento se debe a. 
que en los tres modelos, los esfuerzos cortantes u'v' son de mucho ma.yor magnitud que 
la fuerza de Coriolis, lo que trae como consecuencia, que la. influencia de la. superficie 
terrestre se transmita. hasta. las capas superiores de la. atmósfera.. El comportamiento 
del campo de velocidades y su relación con las características turbulentas del flujo, se 
comprenderá. con más detalle cuando se presenten los resultados de la energía cinética 
turbulenta. y la. viscosidad turbulenta.. En la. figura. 6.13, es posible observar que existe 
diferencia. entre los valores de DyE y los valores obtenidos con las dos versiones del 
modelo propuesto en este tra.ba.jo. La. diferencia. en los resultados numéricos, se debe 
proba.blemente al tipo de malla utilizada para discretizar el dominio y al tiempo que 
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dura lá. simulación. En cuanto a la discretización, los resultados que se muestran en 
iá. figura 6.13 (yen las siguientes figuras relacionadas con atmósfera en condiciones 
neutras), se óbtuvieron a. partir de dividir la región de estudio en una. malla que tiene 
60 celdas en ia dirección vertical (en la dirección vertical, la longitud del dominio es de 
3,000 m). Lá. discretización cerca. de la superficie, es más fina que en la parte exterior de 
iá. capa lítnite. Los primeros 30 nodos, se encuentran distribuidos de manera. uniforme 
en lós primeros 100 m de la capa límite. Los siguienteS 20 nodos, distl'ibuidos también 
de manera uniforme, representan el intervalo entre los 100 m y 500 m de altura, y los 
10 nodos restantes (con distribución uniforme), cubren el intervalo entre los 500 m y 
lós 3,000 m de altura. En la simulación, el fluido se encuentra en reposo (condición 
inidal) antes de ser sometido a la aceleración de Coriolis, al gradiente de presiones y 
a 108 eSfuerzos cortantes. DUrante el proceso de cómputo se utilizó un incremento de 
tietnpo ~t=10 s, y se llevaron a cabo 12,000 intervalos de tiempo, de tal manera que 
el tiempo de simulación total fue de: t = 120,000 s. El tiempo de cómputo necesario 
para simular la capa límite con la versión seR es aproximadamente de 3 hrs de CPU 
en tina. computadora Silicon Graphics con procesador R 10,000. El tiempo de cómputo 
requerido para simular la capa límite con la versión ceR, es aproximadamente 10 hrs 
de CPU. Los resultados de la versión ceR que aparecen en la figura 6.13, se obtuvieron 
utilizando el valor de la constante (que aparece en el término difusivo de la ecuación 
(6.30)) 0.=0.18. 

En la figura 6.13, se muestra también la distribución de velocidades en la dirección 
tranversal w. Es posible observar que las velocidades transversales de DyE cerca de la 
superficie, son muy pequeñas en relación a los datos observados. Esto significa que los 
esfuerzos cortantes w'v' son grandes en relación a la acción combinada. del gradiente de 
presión y la aceleración de Coriolis. DyE mencionan que en su simulación, la velocidad 
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m, adquiere la velocidad geoltróflca wg=O, cerca. de los 12 km de altura. En la dirección 
transverlll, el efecto de la. fuerza de Coriolis en conjunto con el gradiente de presión, 
dilmlnuye conforme la. velocidad ¡¡ ~ Ug ver eco (6.26), si DyE obtienen velocidades 
trll.Dlverlalea a. una altura de 12 km, significa que: (a) los esfuerzos cortante.8 ti/v' son 
de gran magnitud y (b) el espesor de la capa límite es muy grande. Esto trae como 
consecuencia., que la. velocidad ¡¡ nunca sea igual a. U g , por lo que el primer término 
del lado derecho de la. ecuación (6.26), es de mucho mayor magnitud que el segundo 
término de la. misma ecuación, el cual involucra. los esfuerzos cortantes w'v'. En la figura 
6.13 el modelo seR, predice velocidades transversales' W ~ O en la parte exterior de la 
capa límite. Con la versión ceR, la. velocidad transversal w alcanza la velocidad wg=O 
a.proximadamente a los 2,240 m de altura. En la región inferior de la capa. límite, la 
versión ceR calcula. que la. máxima. velocidad transversal se localiza. alrededor de los 250 
m de altura.. Con el modelo ceR, se obtiene la. mayor velocidad transversal cerca. de la. 
superficie, por lo que se supone que el esfuerzo cortante w'v' , es menor al evaluado por 
los otros dos modelos. Es conveniente mencionar, que la. diferencia. entre los resultados 
de DyE y las versiones ceR y seR, no debe ser causa. de procupación, ya que la solución 
del sistema. de ecuaciones es fuertemente dependiente de las condiciones iniciales y del 
tiempo de simulación. El autor encontró que la. solución numérica obtenida con las 
dos versiones del modelo, oscila. grandemente antes de alcanzar su estado estacionario. 
Para tiempos menores a. lo 120,000 s, la. solución adquiere en múltiples ocasiones el 
perfil de velocidades transversales W mostrado por DyE. Desafortunadamente, DyE no 
presentan detalles del tipo de malla que utilizaron, de las condiciones iniciales y del 
tiempo de cómputo requerido en su simulación. Es posible que la. solución de DyE no 
represente la. condición de estado estacionario. 

En la. figura. 6.14, se muestra. el ángulo 8 formado por las dos componentes hori-
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zontales de la velocidad. El valor experimental del á.ngulo () cerca de la. superficie es 
de 26.1 0 (Lettau, 1962), (Pasqulll, 1974). OyE reportan un valor de () en la capa. 
superficial de 14.20 (menor velocidad transversal w, ver figura. 6.13). Con la. versión 
ceR se obtiene que, () ~ 21.0'0, mientras que con la versión seR, () ~ 17.50, lo cual coin­
cide con lo observado en la figura 6.13 ya que la versión ceR, predice ma.yor velocidad 
transversal ID cerca de la superficie. 

En la figura 6.15, se muestra la energía cinética turbulenta. /(, y la. viscosidad tur­
bulenta II¡ en el interior de la capa límite. En la figura se presentan los da.tos de la. 
ciudad de Leipzig, los resultados de OyE y la simulación con las dos versiones seR y 
ceRo Los datos "experimentales" de /(, que aparecen en la. figura. 6.15, se obtuvieron a. 
partir de: (a) los valores experimentalea de II¡ que presentan OyE (los cuales coinciden 
con los reportados por Pasquill (PasquilJ, 1974)), y (b) una. longitud de mezcla. 1m 
"experimental" que reporta. OyE (desafortunada.mente Dy E no mencionan la. forma. en 
que obtuvieron los valores de 1m ), Si se conocen los valores experimentales de lit y 
lm, es posible obtener la. distribución de la. energía. turbulenta. en el interior de la. ca.pa. 
límite, a. partir de la. hipótesis de Prandtl-Kolmogorov: 

/(,= (~)2 
C. lm 

donde Ca es una. constante, evaluada. a. partir de: 

Co = C
1

/
4 = 0.02561

/
4 = 0.4 

l' 

(6.39) 

(6.40) 

En la. figura. 6.15, el valor "experimental" de /(, a. los 50 m de altura. (capa. superficial) 
es: /(,=7.6 m2/s2 (si IIt=1O.5 m2/s, l",=9.5 m (Detering and Etling, 1985), y co=O.4). 
Si se utiliza. el valor de cl'=0.067 que menciona. Andrén (Andrén, 1990), el valor de la. 
energía. cinética turbulenta. a. 50 m de altura. es: /(,=4.7 m2/s2 (si c.=0.508). DyE no 
presenta.n da.tos experimentales de la. distribución de /(, por lo que no es posible conocer 
la. energía. turbulenta. "experimental" con la. cual compararon sus resultados. DyE se 
limitaron a. comparar entre sí mismas, las soluciones numéricas obtenida. a. partir de 
tres modelos distintos. En la capa. superficial, el modelo ceR proporciona. valores de 
/(, ~ 8.8 m2 /S2, además la. variación con respecto a. la. altura. de la. energía. turbulenta. es 
mucho mayor que la. que se obtiene co!\ los modelos DyE y seR. Es posible observar que 
los resultados de Dy E y los resultados de la. versión seR, presentan en la. ma.yor parte 
de la capa límite, la. misma. variación de /(, con respecto a. la. altura.. Sin embargo, cerca 
de la superficie el modelo seR predice un gradiente ma.yor. Los tres modelos (DyE, seR 
y ceR), no disminuyen a. cero el valor de la. intensidad de turbulencia., tal y como lo 
indican los valores experimentales. En la. figura. 6.15, la. viscosidad turbulenta lit de los 
tres modelos es mucho ma.yor que el valor experimental. Los tres modelos presenta.n un 
comporta.miento lineal de lit cerca de la. superficie, sin embargo, mientras que el valor 
experimental adquiere un valor máximo (alrededor de los 250 m de altura.), y después 
disminuye, los resultados numéricos muestra.n que la. viscosidad lit sigue a.umenta.ndo 
de valor en la. región superior de la. capa. límite. En la. figura. 6.15 se observa que la 
energía turbulenta. /(, que se obtiene con ceR, es de ma.yor magnitud (en la ma.yor parte 
de la. capa límite) que la. que se obtiene con seR, sin embargo, la. viscosidad turbulenta 
lit presenta. el comporta.miento contrario. La razón de este comportamiento es que la 
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versión "con esfuerzos de Reynolds", predice ma.yor disipación de energía. f (la. gráfica. 
de f no se muestra.), por lo que la. viscosidad turbulenta. se reduce. Si la. viscosidad VI 

es grande, los esfuerzos cortantes u'v' y w'v' son también grandes, por lo que el flujo 
tiene una. gran capacidad de transmitir cantidad de movimiento en la. dirección vertica.l. 
Esto permite que la. velocidad ¡¡ sea. igual a. Ug a. grandes alturas y se presente una. capa. 
límite de grandes dimensiones (gran influencia de la. superficie), ver figura 6.13. Por 
otro lado, cerca de la superficie, la. viscosidad Vt es grande por lo que la. velocidad 
transversal es pequeña. La velocidad de fricción U T ca.lculada. a. partir de la eco (3.62), 
en el modelo seR es: uT=O.77 mis (donde: uTs=0.67 mis y uT.=0.38 mis), en la versión 
ceR uT=0.78 mis (donde: uT:=0.67 mis y uT.=0.41 mis). El valor observado de la 
velocidad de fricción es: uT=0.65 mis, DyE obtienen un valor de uT=O.!' mis. 

De acuerdo a lo que se presenta. en las figuras 6.13 a. 6.15, puede decirse que el 
modelo K,-f estándard (al utilizar las constantes definidas en la eco (6.33)), no reproduce 
adecuadamente los da.tos experimentales ya. que se obtiene lo siguiente: (a) los valores 
de Vt y de K, son grandes, (b) la velocidad de fricción U T es grande, (c) la velocidad 
transversal w es pequeña, (d) el ángulo de giro () es pequeño y (e) la capa límite es 
muy grande. 

Es conveniente enfatizar que la. versión "con esfuerzos de Reynolds", proporciona 
resultados muy alent&.dores, ya que al sustituir los esfuerzos de Reynolds (ca.lculados 
con un modelo algebraico) directamente en la ecuación de K, eco (6.28) yen la ecuación 
de f eco (6.30), los resultados que se obtienen son muy similares (cualitativa y cuantita­
tivamente) al modelo de DyE y al modelo seR, lo que indica que el modelo se comporta 
sa.tisfactoriamente. 

6.3.3 Simulación de la capa límite atmosférica en condiciones 
neutras, utilizando el modelo K,-€ con constantes modi­
ficadas 

En la sección anterior, se comprobó que el modelo K,-f estándard proporciona valores 
muy grandes de la. viscosidad turbulenta. VI> si las constantes que se utilizan son las 
que se muestran en la expresión (6.33). Es claro observar, que el comportamiento 
de Vt se debe a que el valor de K, es grande, y el valor de f es pequeño en la. mayor 
parte de la capa. límite. Con el propósito de tener mayor disipación de energía, DyE 
propusieron modificar la constante C1" la cual representa el coeficiente del término de 
producción de disipación de las ecuaciones (6.29 y 6.30). En el modelo estándard, la 
diferencia de las constantes C2• y Cl< es: C2.-C1.=1.9-1.13=0.77, por lo que utilizando 
la relación (6.32), el número de Prandt1 de la. disipación es: 0'.=1.29, ver la expresión 
(6.33). DyE propusieron utilizar el valor C1.=1.83, por lo que: C2.-C1.=1.9-1.83=0.07 y 
0'.=14.29. Es decir, DyE proponen incrementar el valor de la. producción de disipación 
y disminuir la difusión turbulenta de la ecuación (6.29). Es de hacer notar que los 
términos de producción de disipación de la. ecuación (6.30) (la. cual es utilizada. por 
la. versión r.eR), sí se alteran directamente debido al cambio de la constante C1., sin 
embargo, el término de difusión turbulenta. de la. eco (6.30): 
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Figura 6.16: Variación de las velocidades medias ü y w con respecto a la 
altura, y su comparación con las mediciones sobre la ciudad de Lejpzig 
(*) (Lettau, 1962) y resultados numéricos de DyE (o) (Detering and 
Etling, 1985). Modelo IN standard con la constante 01<=1.83. Lalínea. 
continua representa 108 resultados con la versión seR (0".= 14.29), la línea. 
discontinua representa los resultados con la versión ceRo 

a ( K.-af) - O.P-v'v'-ay f ay 
no se altera y permanece con la misma formulación. 

(6.41) 

Con el propósito de observar el comportamiento de las versiones seR y ceR cuando 
cambian las constantes Ol< y 0". del modelo K.-f, se realizaron simulaciones de la capa 
límite atmosférica con las mismas condiciones que se indicaron en la sección anterior. 
Los resultados de los modelos seR y ceRse presentan en las figuras 6.16 a 6.19 junto con 
los resultados de DyE (con las constantes modificadas) y los valores experimentales. 

Para presentar con mayor claridad los resultados que aparecen en las figuras 6.16 a 
6.19, se hace referencia en primer lugar a los resultados obtenidos con el modelo seR y 
posteriormente se discuten los resultados del modelo ceRo 
Resultados del modelo seR ("sin esfuerzos de Reynolds"): 
En la figura 6.16, se observa que el modelo seR continúa proporcionando un valor 
grande la capa límite atmosférica (gran esfuerzo cortante), ya que la velocidad ü es 
igual a la velocidad geostrófica Ug a una altura aproximadamente de 2,800 m. La 
velocidad transversal, indica también que existe gran viscosidad turbulenta en la capa 
límite ya que W es pequeña. y a.dquiere la. velocida.d wg=O, a. una altura. de 2,800 m 
a.proximadamente. El ángulo de giro fJ que se muestra en la figura 6.17, es pequeño 
en la región cercana a la superficie (fJ ~18.5°), ya. que la velocidad de fricción es 
u~=0.66 mis (donde u~,,=0.57 mis y u~.=0.33 mis). El ángulo de giro y la velocidad de 
fricción que obtuvieron DyE son: 9=22.2° y u~=0.58 m/s respectivamente. En la figura 
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Figura. 6.17: Variación del ángulo O formado por las velocidades ho­
rizontales ü y w. Modelo Ir.-€ standard con la. c.onstante C1,=1.83. 
Línea. continua. versión seR (0',=14.29), línea. discontinua. versión 
ceRo 

6.18, se puede observar que la. intensidad de turbulencia se mantiene aproximadamente 
constante entre los 1,120 m y los 2,800 m de altura.. En la. misma. figura, se observa 
que la viscosidad turbulenta crece en forma linea.! (aproximadamente), hasta alcanzar 
valores del orden de 900 m2/s (los cuales son incluso mayores a los presentados en 
la sección anterior). El incremento linea.! de VI) entre los 1,120 m y los 2,800 m de 
altura, se explica a partir de lo siguiente: si Ir. ~ cte, la di si pación de energía está 
disminuyendo con la. altura. (ver figura. 6.19), lo que indica que la difusión turbulenta 
de f en la dirección vertica.l es pequeña (es bien sabido que el término de difusión 
turbulenta. motiva. un mezclado del flujo, por lo que la variable dependiente adquiere 
un valor aproximadamente homogéneo en la. ma.yor parte de la capa límite). 

En la. figura. 6.19, se observa. que la. {)f/{)y obtenida con el modelo seR es mucho 
menor que la que se obtiene con el modelo ceR, ya que mientras que f evaluada con 
seR es cero aproximadamente a los 2800 m, € evaluada con ceR es cero a 108 l120 m 
de altura.. Lo anterior es muy importante ya. que con el modelo seR, la. disipación de 
energía. que se produce en la. regi6n cercana. a. la. superficie no se difunde en la. dirección 
vertica.l por lo que los niveles de energía. turbulenta son altos. Por el contrario, con 
el modelo ceR, el gradiente de € es grande lo que implica que existe gran difusión 
turbulenta de disipación en la. dirección vertical. Esto último trae como consecuencia 
que se tengan niveles bajos de energía turbulenta, tal como se muestra en la figura 
6.18. 
Resultados del modelo ceR ("con esfuerzos de Reynolds"): 
En la figura. 6.16, se muestra. que en la. parte inferior de la. ca.pa. límite, el efecto de la. 
aceleración de Coriolis, influye de manera significativa sobre la velocidad longitudinal 
u. Esto se nota, ya. que el flujo adquire ma.yor velocidad u: (por arriba. del va.lor experi-
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Figura. 6.18: Variación de la. energía. cinética. turbulenta. /t y de la. vis­
cosidad turbulenta. Ve con respecto a. la. altura.. Modelo /t-! standard con 
la. constante 01<=1.83. Descripción de las curvas como en la. figura. 6.16. 

mental y de los resultados de DyE) entre los 100 y 500 m de altura.. El flujo también 
se a.celera. en la. dirección transversal, lo que indica. que los niveles del esfuerzo cortante 
se reducen en relación a. la. solución del modelo seR. En la. figura. 6.16 y 6.17, la. espiral 
de Ekman termina. a.proximadamente a. los 1,260 m de altura.. El ángulo de giro que 
se obtiene cerca. de la. superficie es: (J ~23°, la. velocidad de fricción es: u .. =0.58 mis 
(donde: u.,..=0.48 mis y u.,..=0.33 mis). DyE reportan que (J=22.2° y u.,.=0.58 mis. 

En la. figura. 6.18, la. energía. cinética. turbulenta. disminuye rá.pidamente en la. di­
rección vertica.l y adquire valores muy pequeños a. los 1,120 m de altura.. De acuerdo 
a. lo que se explicó en párrafos anteriores, los niveles ba.jos de /t se deben a. que existe 
gran difusión turbulenta. de t: en la. dirección vertica.l. Es decir, el término difusivo de 
f, el cual se representa. en la. ecuación (6.41), es de importancia en la. región cercana. a. 
la. superficie. Es conveniente recordar que este término no se modificó al cambiar las 
constantes del modelo •. 

En la. figura. 6.18, la. viscosidad turbulenta. Ve es más pequeña., en la. ma.yor parte de 
la. ca.pa. límite, que los valores medidos y los valores de Dy E. La. forma. del coeficiente 
de difusión Ve es semejante al que se presenta. en la. rea.lidad, sin embargo, por arriba. de 
los 1,800 m, Ve presenta. una. tendencia. a. incrementarse. Esto se debe principalmente a. 
que a. alturas mayores a. los 1,800 m, tanto la. energía. turbulenta. (ver figura. 6.18) como 
la disipación (ver figura 6.19), adquieren valores muy cercanos a. cero. Esto indica. que 

"'El a.utor desea. mencionar, que se realizaron experimentos numéricos con el modelo "sin esfuerzos 
de Reynolds" (seR) incluyendo el valor orIginal de la. constante 0",=J..29 y el valor modificado de 
Cl<=1.83. Con el valor de 0".=1.29, la. difusivida.d turbulenta. de < en la. ecua.ci6n (6.29), se a.umenta. a. 
los mismos niveles proporcionados por el modelo" con esfuerzos de R.eynolds" (ceR) con la. consta.nte 
01.=1.83, por lo que los dos modelos proporciona.ron resultados de la.s va.ria.bles media.s y turbulenta.s 
muy semejantes entre sí. 
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Figura 6.19: Variación de la disipación de energía turbulenta e. 
Modelo K,-e standard con la constante C1,=1.83. Línea continua 
versión seR (u,=14.29), línea discontinua versión ceRo 

el espesor de la capa límite planetaria en condiciones neutras es: H ~1800 m. 
Con los resultados que se muestran en esta sección, puede concluirse que aunque el 

modelo K.-f (con las constantes modificadas), proporciona resultados que se acercan a los 
datos experimentales, este modelo no es el adecuado para predecir el comportamiento 
de la capa límite atmosférica. 

6.3.4 Simulación de la capa límite atmosférica en condiciones 
neutras, utilizando el modelo K,-E modificado 

En la sección anterior, se mostró que al modificar el valor de las constantes del modelo 
K,-f, los resultados cambian de manera significativa. Además se comprobó que un incre­
mento en la producción de disipación y una disminuación de la difusión turbulenta de e, 
no es suficiente para reproducir los resultados experimentales de la ciudad de Leipzig. 
Con el propósito de mejorar los resultados obtenidos con su modelo matemático, DyE 
propusieron incrementar la producción de disipación de la energía turbulenta, en pro­
porción directa al tamaño de los grandes remolinos turbulentos (lm). Se sabe que en la 
atmósfera, la escala de longitud (lm) cerca de la superficie se incrementa linealmente 
con la altura, y se aproxima a un valor constante en la parte superior de la capa límite 
(Pasquill, 1974). DyE, incorporaron la escala de longitud de los remolinos turbulentos 
en la producción de disipación, a partir de definir el coeficiente C;" el cual sustituye a 
al< y tiene la. forma.: 

(6.42) 

donde 
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Figura 6.20: Variación de las velocidades medias ti y ID con respecto ala 
altura, y su r.omparación con las mediciones sobre la ciudad de Leipzig 
(*) (Lettau, 1962) y resultados numéricos de DyE (o) (Detering and 
Etling, 1985), 0 •• =0.0015. Modelo K,-E, modificado en l¡;. ecuación de 
disipación. La línea. continua representa los resultados con la versión 
seR, 0 •• =0.0025, la línea. discontinua representa los resultados con la 
versión ceR, 0.=0.24. 

".3/2 
1m = 0 3.- (6.43) 

f 

Esta expresión de 1m , es la que se utiliza en el modelo ".-f, para representar la escala de 
longitud en la definición de la viscosidad turbulenta Ve 5. En la eco (6.43), la constante 
03• adquiere el valor: 03.=~=0.43=0.064. 

En la eco (6.42), h es una longitud característica de la capa límite, definida por: 

(6.44) 

donde 0 •• =0.0015. 
DyE definieron el valor de la constante O ... después de llevar a cabo un proceso de 

optimización de sus resultados numéricos. Durante el proceso de optimización, DyE 
utilizaron las constantes "originales" del modelo estándard, ver expresión (6.33), y 
ajustaron el valor de O ... hasta que sus resultados coincidieron con los datos experi­
mentales. 

SEs conveniente recordar que la viscosidad turbulenta lit, se define corno el producto de la escala 
de velocidad y la escaJa de longitud de los remolinos turbulentos, es decir: lit = Co,,'!2 1m (hipótesis 
de Prandtl-Kolrnogorov). Si se sustituye la eco (6.43) en la definición de la viscosidad turbulenta, se 
obtiene la típica expresión de v, del modelo "-f, v, = C¡¡,,2/f , donde: cl' = coCa. 
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Figura 6.21: Variación del ángulo e formado por las velocidades 
horizontales u y w. Modelo IN modificado en la ecuación de disi­
pación. Línea. continua versión seR, línea. discontinua. versión ceRo 
Descripción de las curvas como en la figura. 6.20. 

Si se sustituyen las expresiones (6.43) y (6.44) en la. ecuación (6.42), el nuevo coe­
ficiente de la producción de disipación tiene la. forma.: 

e 3/2 J. e' -e 3,/(, e 
1, - 1< e 

f 4, UT 

(6.45) 

En las secciones anteriores, se mostró que los resultados de Dy E no coinciden con 
los resultados de las dos versiones (seR y ceR) del modelo computacional propuesto 
en este trabajo. A pesar de que la versión seR es en general el mismo modelo que 
el presentado por DyE, las pequeñas variantes en la. formulación de ambos modelos 
son motivo de diferencia en los resultados (por ejemplo: la. velocidad de fricción U T se 
determina. como la. resultante de las velocidades de fricción en las direcciones :z; y z ver 
eco (3.56). DyE no mencionan como evaluaron esta. velocidad de fricción por lo que 
se supone que únicamente utilizaron la. componente de la. velocidad de fricción en la 
dirección de :z; ). En base a. lo anterior, en este trabajo se procedió también a. optimizar 
el valor de la. constante e4" y el valor de la. constante e, del modelo ceR ver la. ecuación 
(6.30). 

Los resultados que se presentan en las figuras 6.20 a. 6.23, se obtuvieron utilizando 
el coeficiente e~, (ver eco (6.45)) en las ecuaciones de disipación (ec. (6.29) para. el 
modelo seR y eco (6.30) para el modelo ceR). Los resultados con el modelo modificado se 
obtuvieron utilizando las constantes "originales" que se presentan en la. expresión (6.33) 
y las constantes "optimizadas", tienen los siguientes valores: e.,=0.0025 y e,=0.24. 

En la figura 6.20, se presentan las velocidades horizontales u y w en el interior de 
la capa límite. Se observa que los modelos seR y ceR, proporcionan prácticamente los 
mismos resultados. En la dirección horizontal, los dos modelos no aceleran lo suficiente 
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Figura 6.22: Variación de la energía cinética turbulenta K, y de la vis­
cosidad turbulenta V¡ con respecto a la altura. Modelo K,-E modificado 
en la ecuación de disipación. Descripción de las curvas como en la figura 
6.20. 

el flujo, de tal manera que las velocidades a una altura de 560 m son menores a los datos 
experimentales ya los resultados de DyE. En la dirección transversal, los modelos seR 
y ceR, se comportan adecuadamente ya que reproducen tanto la velocidad máxima del 
viento como la altura a la que se presenta esta velocidad (aproximadamente a los 250 
m). Aunque en la parte inferior de la capa límite, el comportamiento de los modelos 
seR y ceR es satisfactorio, se observa que en la parte superior (altura mayor a 1450 
m), persiste la espiral hasta los 2800 m de altura. 

En la figura 6.20, los resultados de DyE en la dirección tranversal, son mayores a 
los datos experimentales, entre los 300 m y los 800 m de altura. En la figura 6.21 se 
observa que el ángulo de giro que se obtiene con los modelos seR y ceR es prácticamente 
el mismo en toda la capa límite, lo que confirma el hecho de que con ambos modelos, 
se obtienen velocidades horizontales muy semejantes. El ángulo de giro en la capa 
superficial es (J ~ 27.5', DyE reportan que (J=26.6'. La velocidad de fricción que se 
obtiene con los modelos seR y ceR es uT=0.76 (donde: uT~=0.62 y uT.=0.45). DyE 
reportan que la velocidad de fricción es: uT=0.66 

En la figura 6.22, se presenta la variación de K, y de V¡ con respecto a la altura. Es 
sorprendente observar que a pesar de que los modelos seR y ceR, predicen valores de 
las velocidades medias muy semejantes entre sí, los perfiles de la energía turbulenta 
presentan diferencias significativas. En toda la capa límite, el modelo ceR proporciona 
valores de K, que son superiores a los que se obtienen con seR. El modelo ceR repro­
duce el valor "experimental" de la energía turbulenta K,=7.6 m2 /s2, que se presenta 
en la capa. superficial, sin embargo, fuera. de esta región, ceR proporciona. valores muy 
grandes de K,. Por otro lado, en la. región superior de la. capa límite (por arriba de 
los 400 m), el modelo seR reproduce los valores "experimentales" de K" sin embargo 
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Figura 6.23: Variación de la escala de longitud de la turbulencia 
Im(y)=0.064/t3/2/€. Modelo /t-€ modificado en la ecuación de disi­
pación. Resultados numéricos de DyE (o) (Detering and Etling, 
1985), línea continua versión seR, línea discontinua versión ceRo 
Descripción de las curvas como en la figura 6.20. 

el} la región cercana a la superficie los resultados numéricos son distintos a los valores 
"experimentales". Desafortunadamente DyE no presentan resultados de la distribución 
de /t, ya que sería interesante saber, si durante su pro~so de optimización únicamente 
se limitaron a obtener resultados satisfactorios de las velocidades medias y de la vis­
cosidad turbulenta, o también incluyeron en la optimización, los resultados de K.. En 
la figura 6.22, la viscosidad turbulenta de los tres modelos sigue la forma de los valores 
experimentales. Se observa que cerca de la superficie, los modelos propuestos en este 
trabajo predicen valores grandes de lit. El modelo de DyE tiene la misma tendencia a 
obtener valores grandes de lit alrededor de los 200 m de altura, en la gráfica no se ob­
serva con claridad esta tendencia debido a la escala logarítmica del eje de las abscisas. 
Entre los 250 m y los 1200 m de altura, los tres modelos se comportan de manera 
semejante, ya que la variación de 11" con respecto a la altura es similar. 

En la figura 6.23, se presenta la escala de longitud de los remolinos turbulentos 1m 
evaluada a partir de la ecuación (6.43). Es interesante observar que con el modelo seR 
y con el modelo de DyE, se obtienen resultados muy semejantes en la mayor parte de 
la capa límite. Los valores de 1m obtenidos con el modelo ceR, siguen la tendencia de 
los otros modelos. En las figuras 6.22 y 6.23 se observa que; aunque los valores de K. del 
modelo ceRson mayores, la escala de longitud de la turbulencia es menor, ésto se debe a 
que la disipación en el modelo ceR, es de mayor magnitud (la gráfica de € no se muestra). 
Es alentador observar que los dos modelos propuestos, reproducen satisfactoriamente 
la escala de longitud de la turbulencia lm, que se presenta en una atmósfera real. Es 
decir, cerca de la superficie lm se incrementa linealmente con la altura, hasta que ocurre 
un cambio en la pendiente y adquire un valor aproximadamente constante. 
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Con los resultados que se presentan en esta sección, se demuestra que el modelo K,-f 

modificado en la ecuación de disipación, proporciona resultados que se acercan mucho 
más a los da.tos experimentales. Se ha demostrado que las constantes del modelo no son 
universales, y que deben ser ajustadas para resolver problemas en donde se presenten 
flujos con rotación, como es el caso de la atmósfera. 

El modelo matemático que rige el comportamiento de la capa límite en condiciones 
de flujo homogéneo, es simple en relación al modelo tridimensional que se formuló en 
el capítulo 2. Sin embargo, la incorporación de los términos: temporal y de Coriolis 
y la evaluación de los esfuerzos de Reynolds (y su introducción en las ecuaciones de 
Ir, y f), no deja de complicar la solución numérica. A pesar de esta complicación, y 
de acuerdo a los resultados que se han presentado, todo parece indicar que el modelo 
computacional desarrollado en este trabajo, se comporta de manera satisfactoria. 

Hasta este momento se han comparado los resultados de los modelos seR y ceR, 
con datos experimentales correspondientes a una atmósfera neutra. La energía cinética 
turbulenta no se ha verificada adecuadamente, ya que los datos "experimentales" que 
aparecen en las figuras 6.15, 6.18 y 6.22, se obtuvieron a partir de una. longitud de 
mezcla "experimental", que reporta DyE y a partir del valor de la constante co, ver 
ees. (6.39) y (6.40). Adicionalmente, los esfuerzos de Reynolds u¡uj, que se ca.lculan a 
partir de un modelo algebraico, tampoco se han comparado con datos experimentales, 
ya que en las mediciones sobre la ciudad de Leipzig, no se reportan los valores de las 
varianzas y covarianzas de las fluctuaciones de velocidad. 

Con el propósito de establecer la capacidad que tienen los los modelos seR y ceR de 
evaluar correctamente los esfuerzos normales turbulentos u¡2, y las correlaciones U'O' y 
v'O', en la siguiente sección se comparan los resultados de los modelos propuestos, con 
las mediciones llevadas a cabo tanto en una atmósfera neutra, como en una atmósfera 
estable. 

6.3.5 Simulación de la capa límite atmosférica en condiciones 
neutras y estables, utilizando el modelo K,-e modificado 

En esta sección, se presenta la simulación de la capa límite atmosférica. en condiciones 
neutras y estables. El modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds (ver capítulo 3), es 
utilizado para ca.lcular los esfuerzos normales y los flujos turbulentos de ca.lor que se 
presentan en una atmósfera horizontalmente homogénea. 

En la condición de atmósfera neutra, los resultados de las versiones" sin esfuerzos de 
Reynolds" (seR) y "con esfuerzos de Reynolds" (ceR) se comparan con las mediciones 
que presentan Brost et al. (Brost et al., 1982) Y Grant (Grant, 1986). En el caso 
estable, los resultados de los modelos propuestos se comparan con los datos experimen­
tales que reportan Caughey et al. (Caughey et al., 1979) Y Nieuwstadt (Nieuwstadt, 
1984). En ambos casos (atmósfera neutra y estable), los resultados de los modelos seR 
y ceR, también se comparan con los re.Bultados numéricos de Andrén (Andrén, 1990), 
quien utilizó un modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds similar al propuesto en 
este trabajo. Andrén, sin embargo, no resuelve la ecuación de transporte de €, por lo 
que la escala de longitud de los grandes remolinos turbulentos, la define (al igual que 
Mellor y Yamada, de aquí en adelante MyY (Mellor and Yamada, 1982)), como una 
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longitud que se determina a partir de relaciones empíricas. Andrén (Andrén, 1990) y 
MyY (Mellor and Yamada, 1982) cierran las ecuaciones de los esfuerzos de R.eynolds, 
utilizando la siguiente expresión para la disipación de energía: 

211: 
E=-

>. 
(6.46) 

donde>. es la escala de longitud de la turbulencia. 
Los resultados de los modelos seR y ceR pueden compararse directamente con la 

solución numérica de Andrén, ya que su modelo (al igual que el propuesto en este 
trabajo), no incluye la humedad del aire ni la transferencia de calor por radiación. 

Con el propósito de ubicar (en el marco de referencia de los modelos que apare­
cen en la literatura), el modelo de turbulencia que aquí se presenta, es conveniente 
mencionar que MyY clasificaron el modelo de turbulencia de segundo orden, que ellos 
desarrollaron, de acuerdo al número de ecuaciones de transporte que se resuelven. En 
su modelo de nivel 4, MyY resuelven las ecuaciones de transporte para las varianzas y 
covarianzas¡ uluj, u19' y 9/2 • Como ya se ha mencionado, MyY no resuelven la ecuación 
de transporte para la disipación de energía turbulenta E. En el modelo de nivel 3, 
MyY resuelven la ecuación de transporte de la energía cinética turbulenta (utilizando 
la variable q2=2/C) y la ecuación de transporte de la varianza de las fluctuaciones de 
temperatura 9/2 , las correlaciones uluj y uIO/, las obtienen a partir de expresiones al­
gebraicas.En el modelo de nivel 2.5, MyY suponen (al igual que en este trabajo), que 
en la ecuación de transporte de 9/2 , existe equilibrio entre la producción y disipación 
de las fluctuaciones de temperatura, por lo que la derivada material y los téIninos di­
fusivos pueden despreciarse. En el nivel 2.5, MyY proponen resolver la ecuación de 
transporte de la energía turbulenta (q2=211:) y utilizar expresiones algebraicas para las 
correlaciones: uluj, u19' y 9/2 • En el modelo de nivel 2, MyY suponen que también 
existe equilibrio en la producción y disipación de la energía turbulenta, por lo que las 
correlaciones turbulentas, únicamente se obtienen a partir de expresiones algebraicas. 
Un modelo de nivel 2, fue el que utilizaron Gibson y Launder (Gibson and Laun­
der, 1978) para estudiar la influencia de una superficie sólida sobre las correlaciones 
de presión-deformación y las correlaciones de presión-gradiente de temperatura (ver 
capítulo 3). De acuerdo a la clasificación anterior, puede decirse que el modelo pro­
puesto en este trabajo se ubica en el nivel 2.5, ya que resuelve la ecuación de transporte 
de 11: y se utilizan expresiones algebraicas para calcular las correlaciones uluj, u19' y 9/2 • 

Sin embargo, dado que en el modelo que aquí se propone, se resuelve adicionalmente 
la ecuación de transporte de la disipación E, éste podría quedar ubicado en el nivel 
3. MyY mencionan que con los modelos de segundo orden (y sus versiones simplifi­
cadas), se predicen adecuadamente los campos de velocidad y temperatura media, sin 
embargo las varianzas y covarianzas: uluj, u19' y 9/2 se obtienen con una aproximación 
razonable. 

En los dos casos que se analizan (atmósfera neutra y estable), la región de estudio 
tiene 1,500 m en la dirección vertical. La malla numérica utilizada es más fina en 
la región cercana a la superficie, y está representada por 250 volúmenes de control. 
Los primeros 100 volúmenes, se localizan entre la superficie y los primeros 300 m de 
altura. El intervalo entre 300 m y 500 m de altura, está. representado por 50 celdas, 
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Figura 6.24: Variación de las velocidades longitudinales ¡¡; con res­
pecto a la altura, para una atmósfera neutra (izquierda) y para una 
atmósfera estable (derecha) (q,=-23.6 W /m2). Modelo K-e modificado 
en la ecuación de disipación. La línea continua representa los resultados 
con la versión seR, la. línea discontinua representa los resultados con la 
versión ceRo Oh=0.0025, 0,=0.24, c¡<=0.067 y 01<=1.42. 

los 100 nodos restantes cubren el intervalo entre 500 y 1500 m de altura. En el caso 
neutro (temperatura potencial 8 uniforme), la solución se obtiene desde que el fluido 
se encuentra en reposo (condiciones iniciales t=O s), hasta t=15 x 106 s == 4,166 h, 
éste intervalo de tiempo es suficiente para lograr la condición de estado estacionario. 
La simulación se llevó a. cabo a. partir de utilizar 1,500,000 iteraciones, con un incre­
mento de tiempo constante ~t=10 s. En ambos casos se considera. lo siguiente: (a.) 
el viento geostrófico se orienta. en la. dirección del eje x, y tiene magnitud ug=lO mis, 
(b) el parámetro de rugosidad tiene el valor Yo=0.05 m y (e) la la.titud de la. región es 
tP=55.5° N. La solución del caso esta.ble, se generó a. partir del estado estacionario del 
caso neutro. Es decir, después de que se mantuvo la. temperatura potencial uniforme 
durante el tiempo t=15 x 106 s, la condición de frontera. en la superficie terrestre, se 
cambió, de tal manera que se presenta un flujo de calor q,=cte, desde el fluido hacia 
la frontera sólida.. En las simulaciones numéricas (relacionadas con atmósfera estable) 
que reportan Brost y Wyngaard (Brost and Wyngaard, 1978) y Andrén (Andrén, 
1990), se utiliza la siguiente condición de frontera en la superficie: 

88, 
-=cte 
8t 

(6.47) 

donde 9, es la temperatura de la superficie. Brost y Wyngaard argumentan que al uti­
lizarla condición de frontera representada por la eco (6.47), la capa límite se aproxima 
al estado estacionario después de algunas horas (2 a 8 h) de iniciar el enfriamiento. 
Andrén disminuyó la temperatura de la superficie 9" con la siguiente razón de cam-

114 



1400 140" 

1200 1 200 
ÜDle=15000000.0 s. lime=15036000.0 s. 

H100 1000 

800 800 e e ... 600 ... 600 

400 

-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 

w [mIs! W [mIs! 

Figura 6.25: Variación de las velocidades transversales w con respecto 
a la altura, para una atmósfera neutra y para una atmósfera estable 
(q,=-23.6 W /m2). Modelo K,-€ modificado en la ecuación de disipación. 
Definición de las curvas como en la figura. 6.24. 

bio: 1 K h-1• Brost y Wyngaard realizaron simulaciones tomando en cuenta diversas 
razones de cambio de 8, con respecto al tiempo (0.2, 0.5 1, 2 Y 4 K h-1). 

La simulación del caso estable se llevó a cabo durante t=36,000 s == 10 h, Y se 
utilizaron 3,600 iteraciones con incrementos de tiempo uniformes, At= 10 s. 

Es conveniente mencionar que en la solución numérica del caso estable, se utilizó la 
condición de frontera q,=cte, ya que Brost y Wyngaard (Brost and Wyngaard, 1978) 
indican, que después de algunas horas de que se inicia el enfriamiento de la superficie, 
el flujo de calor q, es aproximadamente constante. Si la temperatura 8, tiene una razón 
de enfriamiento correspondiente a 1 K h-1 , Brost y Wyngaard encontraron que el flujo 
de calor cinemá.tico por unidad de superficie se aproxima al valor constante qo=-0.02 K 
mis (el flujo de calor se obtiene a partir de la relación q,= qopCp=-23.6 W /m2). Datos 
reportados por Caughey et al. (Caughey et al., 1979), indican que en los experimentos 
de Minnesota de 1973, el día 10 de septiembre (corrida 2C2 del artículo de Caughey 
et al.), se midió un valor promedio del flujo de calor cinemá.tico, igual a: qo=-0.0217 K 
mis. 

Con el propósito de comparar los resultados de los modelos seR y ceR con los 
cálculos de Brost y Wyngaard (Brost and Wyngaard, 1978) y Andrén (Andrén, 
1990), y con los datos experimentales de Caughey et al. (Caughey et al., 1979), se 
escogió el valor constante del flujo de calor en la superficie q,=-23.6 W /m2 (equivalente 
a qo=-0.02 K mis). 

El autor desea anticipar que con la condición de frontera. utilizada en los modelos seR 
y ceR, es decir, q,=cte, se espera. tener menor pérdida. de energía que la que obtuvieron 
Andrén, y Brost y Wyngaard, ya que la condición de flujo de calor constante, q,=-23.6 
W /m2, la obtuvieron después de algunas horas de haber iniciado el enfriamiento con 
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Figura 6.26: Variación del ángulo 8 formado por las velocidades horizon­
tales, ti y w. Atmósfera neutra y atmósfera estable (q.=-23.6 W /m2). 
Modelo K,-f modificado en la ecuación de disipación. Definición de las 
curvas como en la figura 6.24. 

la razón 1 K h-1• La pérdida de calor evaluada con la condici~n de frontera q.=cte, es 
menor, ya que en los instantes inmediatos al inicio del enfriamiento, el flujo de calor 
adquiere un valor grande, debido a que el gradiente de la temperatura entre el fluido 
y la superficie también es grande: (80/8y). -t oo. Debido a esta gran pérdida de 
energía., el término de producción de turbulencia por flotación (ver ecs. (6.27 y 6.28)), 
comienza a actuar como un sumidero de energía turbulenta, de tal manera que el flujo 
se vuelve menos turbulento. Si se tiene menor intensidad de turbulencia, se tiene mayor 
esta.bilidad, lo cual limita la transferencia de calor. Después de cierto tiempo (en que 
los términos de producción de Ir, por cortante y por flotación actúan como sumideros 
de energía), el flujo de calor tiende a disminuir de magnitud hasta alcanzar el valor 
constante que reportan Brost y Wynga.a.rd. Por otro lado, se espera que los resultados 
de los modelos seR y ceR, puedan reproducir adecuadamente los datos del experimento 
2C2 que reportan Caughey et al. (Ca.ughey et al., 1979), ya. que el flujo de calor en la 
superficie que reportan, es un valor promedio. 

En los casos que se analizan en esta sección, el aire tiene las siguientes propiedades: 
(a) densidad p=1.177 kg/m3, (b) viscosidad dinámica ~=1.983 x 10-5 kg/m-s, (c) calor 
específico '1>=1.005 x 103 J/kg K, (d) conductividad térmicakT=0.02624 W /m K y (e) 
n,.ímero de Prandtl Pr=0.708. 

Al utilizar el modelo "sin esfuerzos de ReynC'lds" (seR), en la simulación de la 
atmósfera neutra (entre t=O s y t=15 X 106 s) y posteriormente estable (entre t=15 
x 106 S Y t=15,036,OOO s), la solución se obtiene después de 134 h de CPU, de una 
computadora IMPACT, de Silicon Graphics (procesador R-lO,OOO con 175 MHZ de 
velocidad). El modelo" con esfuerzos de Reynolds" (ceR), obtiene la solución de ambos 
casos después de 212 h de CPU, de la misma computadora IMPACT. 
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Figura 6.27: Variación de la energía cinética turbulenta K, con respecto 
a la altura, para una atmósfera neutra y para una a.tmósfera estable 
(q.=-23.6 W 1m2

). Modelo K,-€ modificado en la ecuación de disipación. 
Definición de las curvas como en la figura 6.24. 

En las figuras 6.24 a 6.28, se presentan los resultados de los modelos seR y ceR, 
para los casos neutro y esta.ble. En estas figuras, se muestra la variación con respecto a 
la altura de: (a) la velocidad longitudinal u, figura 6.24, (b) la velocidad transversal ID, 
figura 6.25, (e) el ángulo que forman las velocidades horizontales 9, figura 6.26, (d) la 
energía cinética turbulenta K" figura 6.27 y (e) la viscosidad turbulenta v" figura 6.28. 
En las figuras antes mencionadas, no se presentan datos experimentales ni soluciones 
numéricas de otros autores (con la discusión que se presentó en las dos secciones ante­
riores se considera que los modelos seR y ceR, predicen satisfactoriamente las variable 
medias y turbulentas que aparecen en estas figuras). En las figuras 6.24 a 6.28, es 
posible observar los cambios que se presentan en el flujo al pasar de una condición 
neutra a una estable. 

En la sección anterior, se mencionó que la viscosidad turbulenta v, que se obtiene 
con los modelos seR y ceR, es alta en comparación con los datos experimentales y 
con la simulación numérica de otros autores (ver figura 6.22). Al concluir la sección 
anterior, también se mencionó que en este apartado, se verificarían los resultados de K, 

y los resultados de las varianzas y covarianzas que se obtienen con el modelo algebraico 
de esfuerzos de Reynolds, que se propone en esta tesis. 

Al comparar los esfuerzos de Reynolds que se obtienen con los modelos seR y ceR, 
con la solución numérica de Andrén (Andrén, 1990) y con los datos experimentales 
de Brost et al. (Brost et al., 1982), Grant (Grant, 1986), Caughey et al. (Caughey 
et al., 1979) Y Nieuwstadt (Nieuwstadt, 1984), se comprobó que los modelos propuestos 
(cuando utilizan las constantes que se presentaron en la sección anterior), proporcionan 
valores grandes de la energía cinética turbulenta, esto trae como consecuencia que la 
varianza de las fluctuaciones de velocidad, también sea de gran magnitud. 
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Figura. 6.28: Variación de la. viscosidad turbulenta. VI con respecto a. la. al­
tura., para. una. a.tmósfera. neutra. y para una a.tmósfera. esta.ble (q.=-23.6 
W 1m2). Modelo K.-f modificado en la. ecuación de disipación. Definición 
de las curvas como en la. figura. 6.24. 

En las secciones anteriores se utilizó la. constante cl'=0.0256, este valor también fue 
usado por Detering y Etling (Detering and Etling, 1985), para. predecir la. capa. límite 
de la. a.tmósfera en condiciones neutras. La. constante CI" es de mucha. importancia. ya. 
que esta.blece la. condición de frontera. de la. energía. cinética turbulenta., ver eco (6.37). 
Andrén (Andrén, 1990), menciona. que mediciones rea.lizadas en la. capa. supel'ficial de 
la. a.tmósfera., indican que cl' se encuentra. en el rango 0.032-0.067 (en la. nomencla.tura. 
de Andrén -u'w' I q2 se encuentra. en el rango 0.09-0.13). Con el propósito de disminuir 
la. intensidad de turbulencia. ~ la. capa. superficial, se decidió modificar el valor de la. 
constante Cl' Y adoptar el valor que es utilizado por Andrén, es decir: cl'=0.067. De 
acuerdo a. la. relación entre constantes eco (6.32), si la. constante Cl" se modifica, es 
necesario alterar el valor de al menos una. de las constantes restantes. 

En la. definición de la. nueva. constante, se tomó la. decisión de conservar las cons­
tantes "originales" del modelo estándard (con excepción de Cl' Y CI .). Es decir, en los 
modelos seR y ceR, las constantes son a.l!ora.las siguientes: C2.=1.9, 0',,=0.74, 0'.=1.29 
Y cl'=0.067. Al sustituir las constantes anteriores en la. eco (6.32), se obtiene el nuevo 
valor de la. constante del término de producción de disipación, Cl<=1.42. Con este 
valor de Cl< (el cual es ma.yor que el valor "original" del modelo estándard Cl<=1.13), 
se espera. que exista. ma.yor producción de disipación, lo que permitirá. tener menor 
intensidad turbulenta.. Es conveniente mencionar que al modificar la. constante cl" se 
modifica también el valor de la. constante Ca, es decir: 

(6.48) 

por lo que entonces el valor de la. constante C3 , que a.parece en la. definición de la. escala. 
de longitud de los grandes remolinos, ver eco (6.43), es a.l!ora.j C3,=~=0.5083=0.131. 
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En las figuras 6.24 a 6.28, se observa que los modelos seR y ceR, proporcionan 
resultados muy semejantes entre sí. En estas figuras, se observan los efectos acoplados 
de la aceleración de Coriolia y de los esfuerzos cortantes turbulentos. En relación al 
caso neutro, los resultados indican que la máxima velocidad longitudinal uma"",,10.75 
mis, se localiza a una altura de 331 m (ver figura 6.24). En el caso estable, la máxima 
velocidad um.,,=10.79 mis, se localiza a 294 m de la superficie. De acuerdo a los 
resultados anteriores, puede decirse que el caso estable presenta menor intensidad de 
turbulencia, ya que el flujo tiene mayor velocidad (mayor efecto de CorioHs) y el máximo 
de la velocidad se localiza a menor altura (la influencia de la superficie desaparece a 
menor altura, indicando menor viscosidad turbulenta). En la figura 6.25, se observa con 
más claridad que el efecto de la aceleración de Coriolis es mayor en la condición estable. 
En el caso neutro, la máxima velocidad transversal es wm .,,=-3.16 mis, y se localiza a 
100 m de altura. La velocidad transversal máxima del caso estable, se localiza también 
a 100 m de la superficie, pero tiene una magnitud de wm.,,=-3.3 mis. En la figura se 
observa, que en la condición estable, la velocidad w desaparece por debajo de los 400 m, 
sin embargo en el caso neutro, la velocidad transversal es nula aproximadamente a los 
400 m de altura. Este comportamiento se debe también a. que el nivel de la viscosidad 
turbulenta, es mayor en el caso neutro, por lo que la superficie influye a mayor altura. 
En la figura 6.26, se observa que el ángulo de giro en la capa superficial, es mayor 
en el caso estable (9=34°). El ángulo que se obtiene con la condición de atmósfera 
neutra es: 9=32.6°. La velocidad de fricción para los casos neutro y estable es uT =0.39 
mis Y uT=0.38 mis respectivamente. Andrén (Andrén, 1990), obtuvo para el caso 
neutro, un ángulo de giro en la capa superficial, 9=17.3° y una velocidad de fricción de 
uT=OA mis. No deja de sorprender al autor el valor tan pequeño del ángulo de giro que 
reporta Andrén, sobre todo si se toma en cuenta que la velocidad de fricción es muy 
similar a la que se obtiene con los modelos seR y ceR 6. En los datos experimentales 
tomados sobre el Oceano Pacífico, que reporta. Brost et al. (Brost et al., 1982), se 
indica que durante el día 13 de junio de 1976, en condiciones cercanas a una atmósfera 
neutra, se midió una velocidad de fricción uT =0.39 mis. Para el caso estable, Andrén 
reporta que 9=46.1° y uT=0.247 mis. Simulaciones numéricas llevadas a cabo por 
Brost y Wyngaard (Brost and Wyngaard, 1978), indican que si la razón de cambio de 
la témperatura superficial es 1 K h-1, entonces: 9=38°, Y uT =0.18 mis. Esto confirma 
lo que en párrafos anteriores se señaló, en el sentido de que al utilizar la condición de 
frontera q.=cte, se obtendría una menor pérdida de energía y en consecuencia un flujo 
menos estratificado. Caughey et al. (Caugheyet al., 1979) reportan que en la corrida 
experimental 2C2 (qo=-0.0217 K mis), la velocidad de fricción y el ángulo máximo 
que se alcanzó entre la dirección del viento geostrófico y la dirección del aire a 4 m de 
altura fueron: uT =0.31 mis Y 9=35° respectivamente. Estos datos coinciden con los 
resultados obtenidos por los modelos seR y ceRo 

Al observar las figuras 6.27 y 6.28, se confirma lo que se mencionó en párrafos 
anteriores, en relación a que en una atmósfera neutra, se tiene mayor intensidad de 
turbulencia. Los resultados indican que en el caso neutro, la energía turbulenta le, 

GEn las secciones anteriores, se mostró que en una atmósfera neutra, el ángulo 8 (cerca. de la. 
superficie) que se obtiene con los modelos seR y ceR, coincide satisfactoriamente con los datos medidos 
sobre la ciudad de Leipzig y con los resultados numéricos de DyE. 

119 



1400 

1200 
time=15036000.0 s. 

11'00 

800 
El 
>. 600 

400 

200 

0 
290 292 294 296 298 300 

OIKI 

Figura. 6.29: Variación de la. temperatura. potencial e con respecto 
a. la. altura.. Atmósfera. estable (q.=-23.6 W /m2). Modelo IN modi­
ficado en la. ecuación de disipación. Definición de las curV'cIS como 
en la. figura. 6.24. 

en la. frontera. inferior del dominio es: 11:=0.8 m2/s2. El valor máximo de la energía. 
turbulenta en la capa. superficial es: II:m",,=1.04 m2/s2• Los valores correspondientes a 
la condición estable, son los siguientes: en la. frontera, 11:=0.78 m2 /S2, el valor máximo 
es: 1C,n",,=1.01 m2/s2• En la. parte superior de la. capa límite, se observa que en el caso 
estable, la. energía. turbulenta 11:, desaparece aproximadamente a los 480 m de altura., 
mientras que en la condición estable, 11: es nula alrededor de los 300 m. En la. figura. 
6.28, se observa que la. viscosidad turbulenta Vio es menor para. el caso estable. En 
condiciones neutras, el valor máximo de vlm .. =4.93 m2/s se presenta a los 48 m de 
altura (en esta figura. se observa que en el caso neutro, los modelos seR y ceR predicen 
resultados diferentes,la. menor viscosidad VI corresponde al caso ceR). En condiciones 
estables, /le ...... =4.49 m2/s, y se presenta a 42 m de la superficie. En el caso neutro, Ve 

desaparece alrededor de los 400 m de altura, en la condición estable, Ve es nula a. los 
280 m de la. superficie. 

En la. figura. 6.29, se presenta. la. variación de la temperatura. potencial (j en el interior 
de la. capa límite. Se puede observar que los modelos seR y ceR, predicen resultados 
diferentes alrededor de los 330 m de altura. En esta posición, el modelo seR, indica que 
existe un cambio brusco de la. temperatura, (a 323.9 m de altura, la temperatura es: 
8-298.5°, a. 327.9 m de altura la temperatura. es: 8=299.5°). Este comportamiento no 
se presenta. con el modelo ceR, el cual predice una transición 11 suave" de la. tempera.tura. 
del viento geostrófico (8-'300 K), a. la. temperatura. en el interior de la capa límite. El 
perfil de la. temperatura. potencial 9, que se presenta en la figura. 6.29, es muy similar 
(sobre todo el que se obtiene con el modelo ceR) al perfil típico que se presenta en 
una. atmósfera. estable (Caughey et al., 1979), (Nieuwstadt, 1984). Los resultados 
de la temperatura potencial indican, que después de 10 h de iniciarse el enfriamiento, 
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, 
la. tempera.tura. de la. superficie es: 9".=296.8 K, es decir el cambio en la. tempera.tura. 
superficial fue de: t.9"=300-296.8=3.2 K. 

En la. figura. 6.30, se presentan las varianzas de las fluctuaciones de velocidad para el 
caso de una a.tmósfera neutra. En la figura, se comparan los resultados de los modelos 
seR y ceR con los datos experimentales que reportan Brost et al. (Brost et al., 1982) 
Y Grant (Grant, 1986), y con la solución numérica de Andrén (Andrén, 1990). Es 
conveniente mencionar, que en los experimentos, ia. condición de atmósfera neutra 
estuvo limitada por una capa de inversión, cuya altura se define por el parámetro 
uT / feY;, el cual es proporcional a la altura de la capa. límite planetaria (PBLD) en 
condiciones neutras, dividida. por la altura de la capa de inversión y;. En lalitera.tura 
se menciona con frecuencia que si la atmósfera se encuentra. en condiciones neutras, la. 
altura de la capa límite planetaria (PBLD), se determina a partir de la relación: 

PBLD = CnUT 

fe 

donde Cn puede variar en el rango 0.3-0.5. 

(6.49) 

En los artículos de Brost et al. y Grant, se grafica la variación de los esfuerzos nor­
males en el sistema de coordenadas denominado: PBL ("Planetary Boundary Layer"), 
en donde el eje de las ordenadas, es la distancia vertical normalizada con respecto a la 
altura de la. capa de inversión (y;). La forma en que se presentan los resultados de la. 
figura. 6.30, es la misma. que utilizó Andrén para comparar su solución numérica con 
los datos que reportan Brost et al. y Grant. En el artículo de Andrén (al igual que en 
la. figura. 6.30), el eje de las ordenadas es la. distancia. vertical normalizada. con respecto 
a. la. altura. de la capa. límite planetaria (PBLD). Para. realizar la conversión de los 
datos experimentales, Andrén utilizó el valor de Cn =0.5 y probablemente la relación 
uT / fey;=10. 

En la. figura 6.30 se observa. que los modelos seR y ceR, proporcionan resultados 
muy similares entre sí, al grado que no es posible distinguir la diferencia. La distancia 
vertical en los dos modelos propuestos, se normalizó con respecto a la altura de la. capa 
límite planetaria (PBLD), cuyo valor se obtuvo utilizando en la eco (6.49), la constante 
Cn =0.3. Es posible observar en la figura, que el modelo algebraico de esfuerzos de 
Reynolds, permite determinar la anisotropía de la turbulencia en el interior de la capa 
límite. Se observa. que las fluctuaciones u'u' y w'w' son mayores a. las fluctuaciones 
de velocidad en la dirección vertical, este comportamiento se debe a que la. superficie, 
amortigua. la. intensidad de turbulencia. en la. dirección norma.! a. la. frontera. sólida.. En 
la figura 6.30, se observa. que en la. dirección longitudinal y en la. dirección transversal, 
los modelos seR y ceR, proporcionan valores que son de mayor magnitud que los datos 
experimentales y que los valores obtenidos por Andrén. Con respecto a los resultados 
de Andrén, es conveniente comentar que si la intensidad de turbulencia que obtiene es 
menor, debería. de obtener un ángulo de rotación mayor al encontrado por los modelos 
seR y ceRo Sin embargo, como se mencionó anteriormente, el ángulo de rotación que 
calcula Andrén es menor, lo cual es inconsistente. En la. figura 6.30, se observa que 
en la parte superior de la capa límite (y / P BLD >0.2), las fluctuaciones horizontales 
que se obtienen con los modelos seR y ceR, se ubican dentro de la dispersión de los 
datos experimentales. En relación a las fluctuaciones de velocidad en la dirección 
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Figura 6.30: Variación en el interior de la capa límite de los es­
fuerzos normaJes v/u', v'v' y w'w', normalizados con respecto a la 
resultante de la velocidad de fricción U T • Atmósfera neutra, (x) 
datos de Brost et al. (Brost et aJ., 1982), (o) datos de Grant 
(Grant, 1986), (-.-) resultados numéricos de Andrén (Andrén, 
1990). Definición de las curvas como en la figura 6.24. 
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Figura. 6.31: Variación en el interior de la. ca.pa. límite de los esfuer­
zos normales u/u' y v'v', normalizados con respecto a. la. resultante de 
la. velocidad de fricción u,.. Atmósfera. esta.ble (q.=-23.6 W 1m2), (x) 
da.tos de Nieuwstadt (Nieuwstadt, 1984), (o) da.tos de Ca.ughey et al. 
(Ca.ugheyet al., 1979), (-.-) resultados numéricos de Andrén (Andrén, 
1990). Definición de las curvas como en la. figura. 6.24. 

vertical, puede observarse que tanto las predicciones de Andrén como los resultados de 
los modelos seR y ceR, coinciden sa.tisfactoriamente con las mediciones. Andrén, sin 
embargo, cerca. de la. superficie, obtiene un valor pequeño de la correlación v'v'. 

En las figuras 6.31 y 6.32, se comparan los esfuerzos normales (u/u', v'v') y las 
correlaciones (v'e', u'e'), que se obtienen en este tra.ba.jo (para. el caso esta.ble), con 
la. solución numérica. de Andrén (Andrén, 1990) y con los datos experimentales pro­
porcionados por Ca.ughey et al. (Ca.ughey et al., 1979) Y Nieuwstadt (Nieuwstadt, 
1984). 

En las figuras 6.31 y 6.32, la. distancia. vertical y, se ha. normaliza.do con respecto 
a. la. altura. de la. ca.pa. límite planetaria., la. cual se obtiene a. partir de la expresión 
(Boughton and DeLa.urentis, 1992): 

U,. 1 1 u,. ( 17f)
-1 

PBLD = fe 0.3 + 004 feL 
(6.50) 

donde L, es la. escala. de Monin-Obukhov, definida. por la. eco (3.49). En la. figura. 6.31, 
se observa. que la varianza. horizontal u'u' que se obtiene con los modelos seR y ceR, es 
de mayor magnitud en relación a. los da.tos experimentales y a. la. solución de Andrén. 
Aunque los dos modelos propuestos predicen valores de u'u' muy semejantes entre sí, se 
observa. que el modelo ceR, proporciona. valores ma.yores en la parte media. de la. ca.pa. 
límite. El hecho de que los modelos propuestos en este tra.ba.jo, proporcionen en el caso 
esta.ble, valores superiores de la. turbulencia., se debe básicamente a. que en la. solución 

123 



9 
¡Q 
Po. 

~ 

, . '" 1 . '" 

"'.8 tlme=15036000.0 s. "'.8 tlme=15036000.0 s. 

11.= 0.36 mis 11.= 0.36 mi. 

"'.6 PBLD= 272.7 m 

9 
"'.6 PBLD= 272.7 m 

¡Q 

".4 Po. "'.4 ....... o ;., 
00 

"'.2 o "'.2 00 o o o o 
x o o 

o 

"'.'" "'.0 
"'.'" "'.5 1.'" , . 5 "'.'" 1.'" 2.'" 3.'" 4.'" 

v'O'/q. -u'O'/q. 

Figura 6,32: Variación en el interior de la capa límite de las correla.­
ciones v/o/ y u/O/, normalizadas con respecto al flujo de calor cinemático 
(qo=q./pep). Atmósfera estable (q.=-23,6 W/m2), (x) datos de Nieuw­
stadt (Nieuwstadt, 1984), (o) datos de Caughey et al. (Caughey et al., 
1979), (-.-) resultados numéricos de Andrén (Andrén, 1990). Definición 
de las curvas como en la figura 6.24. 

de Andrén y en los experimentos, la pérdida de energía térmica en la superficie es 
mayor, de tal manera que el nivel de turbulencia es menor. Si se observan las varianzas 
verticales, puede notarse que los modelos seR y ceR, predicen resultados que coinciden 
satisfactoriamente con los datos experimentales. La solución de Andrén sin embargo, 
está. por debajo de los valores experimentales en la mayor parte de la capa límite. Se 
observa en la figura 6,31, que el modelo ceR (con respecto al modelo seR) proporciona 
valores ma.yores de las varianzas verticales, en la parte media de la capa límite. Puede 
observarse que algunos da.tos experimentales de la varianza vertical normalizada, son 
ma.yores que 2, sin embargo en los modelos seR y ceR, las varianzas normalizadas 
máximas no alcanzan este valor ya que se encuentran alrededor de 1.9. Caughey et al. 
reportan, que en la. corrida experimental 2C2 del experimento de Minnesota, se obtuvo 
una. varianza. vertical normalizada v'v' /u!=1.96. 

En la. figura 6,32, se observa la. capacidad que tiene el modelo algebraico de esfuerzos 
de Reynolds, de redistribuir los flujos de calor debido a la turbulencia, En la figura, 
es posible observar que las fluctuaciones de velocidad-temperatura, son mayores en la 
dirección longitudinal, y que se amortiguan (debido ala presencia de la superficie) en 
la dirección vertical. Puede observarse que los modelos seR y ceR proporcionan valores 
de la correlación v'O' (normalizada con respecto al flujo cinemá.tico de calor qo), que 
coinciden cercanamente con los datos que reporta Nieuwstadt, sobre todo en la parte 
superior de la capa limite. El modelo ceR, poporciona (nuevamente) valores ma.yores 
al modelos seR, sin embargo la forma del perfil es semejante en ambos modelos. La 
solución de Andrén proporciona. valores inferiores a los que se obtienen en este trabajo, 
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lo que indica, que exite menor flujo de calor debido a la turbulencia. En relación a 
la correlación U'O' , se observa que en la parte superior de la capa límite se obtienen 
valores mayores que los datos que reporta Caughey et al., sin embargo, en la parte 
inferior de la capa límite, existe una tendencia a adquirir el valor máximo que ocurre 
en la superficie. Andrén no reporta los valores de la correlación U'O'. 

Con los resultados que se han presentado en las secciones anteriores, en relación a 
la simulación numérica de la capa límite atmosférica en condiciones neutras y estables, 
puede decirse que el modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds que se propone en 
.esta tesis, predice satisfactoriamente las características medias y turbulentas de la 
capa límite atmosférica. 

Con los resultados que se han mostrado, todo parece indicar, que el modelo de­
sarrollado en este trabajo, predice apropiadamente los campos medios de: velocidad, 
temperatura, energía cinética turbulenta y disipación de energía turbulenta. Sin em­
bargo, tal y como lo anticipó Mellor y Yamada (Mellor and Yamada, 1982), el modelo 
proporciona resultados "razonables" de las varianzas y covarianzas de las velocidades 
y de los flujos de calor. 

6.4 Simulación nu.mérica de la dispersión de partículas 
en un flujo turbulento 

En esta sección, el modelo Lagrangiano Estocástico Determinístico que se presentó 
en el capítulo 4, es utilizado para calcular la trayectoria y la velocidad de partículas 
que se desplazan en el interior de un flujo turbulento. Al conocer la posición de cada 
partícula como función del tiempo, es posible determinar la concentración de p81,tículas 
en el dominio Euleriano. La concentración que se obtiene con el modelo LSD, se 
compara, para dos casos distintos, con la solución de la ecuación de advección-difusión 
de concentración de especies. En el primer caso, las partículas son liberadas de manera 
continua hacia un flujo turbulento uniforme. En el segundo caso, las partículas se 
liberan de manera instantánea en el interior de un flujo turbulento, cuya velocidad 
media en la dirección longitudinal varía linealmente en la dirección vertical (flujo con 
cortante). En la solución de ambos casos, se supone lo siguiente: (a) las partículas 
se comportan como elementos de fluido, (b) la cantidad de partículas que se libera 
por unidad de tiempo y volumen, es tan pequeña, que las características medias y 
turbulentas del flujo no se alteran, (c) las partículas adquieren inmediatamente la 
velocidad instantánea del fluido, (d) no existe intercambio molecular (viscosidad y 
difusión) entre las partículas yel fluido, (e) los efectos de trayectorias cruzadas y los 
efectos de inercia se consideran despreciables (ver capítulo 4), (f) la turbulencia es 
isótropa y estacionaria y (g) la fuente de material tiene geometría esférica. 

Los resultados del modelo LSD correspondientes al primer caso, se comparan con 
la teoría estadística de dispersión de partículas, desarrollada por Taylor (Hinze, 1975). 
La. escala. integral (Lagrangiana.) de tiempo de la. turbulencia, el coeficiente de difusión 
turbulenta. y la. energía. cinética turbulenta. que se obtienen con el modelo, coinciden 
sa.tisfactoriamente con la. teoría. de Taylor. 

Es conveniente mencionar que el propósito de esta sección, es verificar únicamente 



el comportamiento del modelo LSD, por lo que los campos Eulerianos de velocidad 
media Ui, energía cinética turbulenta It y disipación de energía E, no eon calculados por 
el modelo ATFLOW, sino que se suponen conocidos 7. En el capítulo 4, se explicó 
en deta.lle el algoritmo que utiliza el modelo LSD para determinar: la trayectoria 
y la concentración de partículas en un dominio definido en un marco de referencia 
Euleriano. En el capítulo 4, se mencionó que las fluctuaciones de la velocidad ui del 
flujo (las cuale.s motivan la dispersión de los elementos de fluido), se generan como 
números aleatorios con distribución de probabilidad Gaussiana. Si la turbulencia es 
isótropa, la distribución de probabilidad tiene una desviación estándard definida por: 

- 1/2 (2 )1/2 
u rm• = ( U'2) = 31t (6.51) 

El tiempo de vida de los remolinos Lagrangianos que acompañan a la partícula se 
obtiene a partir de la eco (4.34), es decir: 

It 
TL = 0.3- (6.52) 

f 

En el modelo LSD (ver capítulo 4), una nueva fluctuación de velocidad ui, se gene­
ra si cualquiera de los dos eventos siguientes ocurre primero: (a) la partícula aban­
dona el remolino turbulento, ó (b) se consume el tiempo de vida del remolino. Sin 
embargo, si las partículas se comportan como elementos de fluido, ellas siguen exacta­
mente la trayectoria de los remolinos Lagrangianos, por lo que los efectos de trayecto­
rias cruzadas y los efectos de inercia no existen. De acuerdo a lo anterior, una nueva 
fluctuación de velocidad se genera únicamente cuando el tiempo de vida del l'emolino 
turbulento se consume. El modelo LSD, permite determinar la velocidad y la posición 
de partículas "más pesadas" que el aire, a partir de resolver sus ecuaciones Lagrangianas 
de cantidad de movimiento ver ecs. (4.7, 4.8 y 4.9). En este caso, los términos de fuerza 
de arrastre y de gravedad se incluyen en las ecuaciones. Si las partículas se comportan 
como elementos de fluido, su posición se determina a partir de la siguientes expresiones 
simplificadas, ver ecs. (4.21,4.22 y 4.23), (Lange,1973), (Boughton and DeLaurentis, 
1992), (Williams and Yamada, 1990), (Lincoln et al., 1991), (Lyons et al., 1993): 

(6.53) 

(6.54) 

(6.55) 

El algoritmo a partir del cual se calcula la trayectoria de varios miles de partículas, 
se explicó en el capítulo 4. Si las partículas se comportan como elementos de fluido, el 

7En las secciones anteriores se ha mostrado que el modelo ATFLOW. proporciona resultados 
satisfactorios de las características medias y turbulentas del flujo. En los resultados que se presentan 
en esta sección, el módulo de dispersión de partículas. está desacoplado del módulo que resuelve las 
ecuaciones de transporte del aire atmosférico. 
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procedimiento de cálculo es similar y se explica en la referencia (A vila and Cervantes, 
1997b). 

Los resultados del modelo LSD, se comparan con la solución de la siguiente ecuación 
diferencial de advección-difusión, de conservación de especies (Pasquill, 1974): 

8X _8x _8X _8x 8 ( 8X) 8 ( 8x ) 8 ( 8x ) 
lit + u, 8x + v 8y + w 8z = 8x D:& 8x + 8y Dy 8y. + 8z Dz 8z (6.56) 

donde X, es el número de partículas por unidad de volumen. 

6.4.1 Dispersión de partículas que se liberan de manera cona 
tinua, en un flujo turbulento uniforme 

En este primer caso, se analiza la dispersión de partículas de fluido que se introducen 
en un flujo turbulento uniforme. En la simulación numérica, la liberación continua 
de partículas, se discretiza mediante la generación sucesiva de nubes de partículas de 
forma esféricas ("puft's"), que aparecen en el flujo de manera instantánea. Como se 
explicó en el capítulo 4, la geometría esférica de la nube, se logra a partir de generar 
la posición inicial de cada partícula, mediante números aleatorios con distribución de 
probabilidad Gaussiana y desviación estándard (10' En la simulación, la sucesión de 
nubes esféricas, se libera en un dominio tridimensional de dimensiones 56 km x 56 km x 
56 km, el cual se discreti~a por una malla numérica. uniforme definida por 273 volúmenes 
de control. Las partículas son transportadas por un flujo uniforme, que tiene velocidad 
media diferente de cero únicamente en la dirección longitudinal x, y cuya turbulencia 
es isátropa, homogénea y estacionaria. Como se mencionó anteriormente¡ en esta 
sección se supone que se conocen de antemano, la velocidad media y las características 
turbulentas del flujo. Para. llevar a cabo la simulación y poder comparar la solución 
Lagrangiana del modelo LSD, con la solución Euleriana de la ecuación de advección­
difusión, eco (6.56), se fijaron los siguientes valores de las características del flujo: (a) 
ü=2 mIs, (b) v=w=O, (c) ,,=15 m2/s2, y (d) D:&=D\I=Dz=D=l,OOO m2/s. 

En la simulación, se supone que el coeficiente de difusión turbulenta de masa, 
es igual al coeficiente de difusión turbulenta de cantidad de movimiento (número de 
Schmidt unitario, SC=1I / D=l) (Pasquill, 1974), por lo que utilizando la ecuación (6.7), 
se tiene: 

,,2 
lit = D = C/J-­

f 
(6.57) 

A partir de la ecuación (6.57), es posible evaluar la disipación de energía turbulenta 
f. Sin embargo, la constante C/J (para flujo turbulento uniforme) no se conoce. Para 
determinar la constante C/J' se recurre ala expresión de la escala integral (Lagrangiana) 
de tiempo, que presenta Hinze (Hinze, 1975): 

2 u.'2 4 11: 
TL= --=--

O f 30 f 
(6.58) 

donde O = 8.5. La eco (6.58), es válida para tiempos de difusión grandes, en donde la 
estructura turbulenta de pequeña escala, se determina únicamente por la disipación de 



energía turbulenta e (subrango inercial). La constante e, de la eco (6.58), se obtiene 
a partir de mediciones en turbulencia isótropa Hinze (Hinze, 1975). Al combinar las 
ecuaciones (6.57) y (6.58), se obtiene la siguiente expresión de la constante c,,: 

0.156 D 
el' =. -;¡;;:;: (6.59) 

Si se toma, en cuenta. la teoría estadística de la dispersión de partículas, desarrollada 
por Taylor (Hinze, 1975), TL para tiempos de difusión grandes, puede expresarse como: 

(6.60) 

donde: yz, es la varianza de los desplazamientos de las partículas, debido a las fluctua­
ciones de velocidad, y RL( T), es el coeficiente de auto-correlación Lagrangiana, definido 
por (ver ecs. (4.1 y 4.2)): 

RdT) = u' (t) u' (t + T) 
1.1'2 

(6.61) 

Si se sustitt\ye la eco (6.60) en la eco (6.59), se obtiene el valor de c,,=0.104. 
Es conveniente mencionar que TL, definido por la eco (6.52), se identifica como el 

valor de T para el cual RdT) ~ O, si T > TL. A partir de la ecuación (6.61), y dado que 
una nueva fluctuación de velocidad, se genera cuando el tiempo de vida del remolino se 
termina, se concluye que la forma del correlograma Lagrangiano, que utiliza el modelo 
LSD, es el siguiente (Pasquill, 1974): 

y (6.62) 

Los resultados del modelo LSD se comparan primero con la teoría de Taylor, la cual 
establece que para tiempos de difusión pequeños t « TL, la intensidad de turbulencia 
se calcula a partir de (Hinze,1975): 

(6.63) 

mientras que para tiempos de difusión grandes, el coeficiente de dispersión turbulenta 
D y la escala integral Lagrangiana se calculan a partir de la ecuación (6.60), es decir: 

y 

D = Y2(t) 
2t 

T _ Y2(t) 
L - 2 t 1.112 

(6.64) 

(6.65) 

Si se conoce la trayectoria. de cada. partícula, es posible calcular la varianza de los 
desplazamientos y2 como función del tiempo (dado que el flujo es tridimensional y la 
turbulencia. es isótropa, además de evaluar la dispersión de la nube de partículas en la 
dirección vertical y, es posible determinar, la varianza Z2 en la dirección transversal z). 
La varianza y2 (y Z2), se determina a partir de un procedimiento estadístico el cual 
toma en cuenta que las partículas se liberan mediante una sucesión de nubes esféricas. 
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El procedimiento estadístico consta de dos etapas: en la primer etapa, se calcilla la 
varianza y2 de las partículas (que conforman cada nube), cuando se desplazllJl con 
intervalos discretos de tiempo 1l.t. Es conveniente recordar que en cada intervalo Al, 
la tra.yectoria. de cada. partícula. se calcula. desde el tiempo t=O hasta el tiempo t= At, 
ver capítulo 4. Una. vez que todas las partículas han viajado durante el tiempo At, 
se almacena. su posición para realizar el promedio estadístico. Este procedimiento He 

lleva. a ca.bo para todos los incrementos de tiempo At, que en conjunto representan el 
tiempo total de simulación, es decir: 

i=ntstep 
tto! = L íAt (6.66) 

i:::1 

donde: i es el iésimo intervalo de tiempo y ntstep es el número total de intervalos 
de tiempo. En la segunda etapa, se realiza. el promedio estadístico de grupo de las 
varianzas y2. El promedio de grupo, se toma. en cada iésimo intervalo de tiempo. 

La. expresión para. determina;r la. varianza. y2, de las partículas que se encuentran en 
el interior de cada. nube (primera. eta.pa.), es la siguiente: 

(6.67) 

donde: y2 j.;' es la. varianza. de las partículas localizadas en la jésima nube, al final del 
iésimo intervalo de tiempo (i1l.t), np es el número de partículas en el interior de la nube, 
(YI:)j,i es la posición vertical de la. lcésima. partícula. que se ubica. en la jésima nube, al 
final del iésimo intervalo de tiempo (i1l.t), y (Y.). es la. posición vertical inicial 11, de la. 
mima. partícula. en el interior de la. nube. Nótese que cada. partícula dentro de la. nube, 
tiene una. diferente posición inicial (Yk). (generada a. partir de números aleatorios), sirJ 
embargo, la. posición inicial de la. lcésima. partícula. es la. misma. pa.ra. todas las nubes 
esféricas. Una. rela.ción semejante se utiliza. para. calcular la. varianza z2, a lo largo del 
la. dirección transversal. 

En la. segunda. etapa., la varimza Y2, se encuentra a partir de lleva.!" a c.a.bo un 
promedio de grupo, el cual se e>,:presa a partir de la siguiente relación: 

- 1 1 ntstep->+l - 1 
Y2 i = tsteD _ . ~ 1 ¿: 11\;'';''-1. 

Ir • t, 3=1 
((;.68) 

donde )~;, es la. varimza en el iésimo intervG.l.o de tiempo (i~tj, el valor de ntstep: 
(".orresponde al número total de nuhes gue se liberan: ntstep-i+ 1 representó el nú.mero 
de nubes que han via.jado (en el tiempo) hastó el fillal ¿el i~imo intervalo de tiempo 
(i~t) }' y~j;.''''i-l es la V"d.l:ímza de la jésima nube que viajó (en el tiempo) hatltli el 
iinaJ del iésimo intervalo de tiempo (ib,i) despuéE de (j + i - 1 j intervalof de tiempo. 
Un procedimiento semejante se llevó a cabo para calcular la v-.:,ria.r!u Z~. Puede no­
mse que a partir de utilizar lae}..l'X"..sión (6,68), la V'd.tiéill~a yi: en elinwrv&lo 11<:: 
tiempo i-l1tst~, es decir, }~=S+..ep e¡; igual a la V'd.ti= de la primera nube, ~ d<.>cir 
Y~·l.ntsteT>' EsLoimplica que la única nube que se 100ma en cu<;:n1.a en '=lIl.¡¡tep: <;:!5 la 
primera-ense:r liherada.. .PO! ot:rolado, la :varia.nza promedio <;:n el primer PiloflO ~e 
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Figura. 6,33: (continuación). Variación de las características turbulentas 
con respecto al tiempo; (d) escala. integral de tiempo TL, (e) Dispersión 
adimensional D' vs. tiempo adimensional T'. 

tiempo i= 1, y2l , se calCilla. a. partir de considerar que todas las nubes llegaron a este 
punto en el tiempo. Una. vez que la. varianza se calcula como función del tiempo, es 
posible determinar las características turbulentas del flujo, ver ecs. (6.63-6.65). 

En la figura. 6.33, se comparan los resultados que se obtienen con el modelo LSD, 
con la. teoría de Taylor. La escala de tiempo de los remolinos turbulentos, que se obtiene 
a. partir de la eco (6.52), es: TL=192.3 S. (el valor de la disipación, f, se obtiene de la 
eco «6.57). Las varianzas y2 y Z2 se gra.fican como función del tiempo en la figura 
6.33a.. Nótese que si tienen el mismo valor, es debido a que la turbulencia es ¡sótropa. 
En la. figura. 6.33b se muestra la energía cinética. turbulenta para tiempos de difusión 
pequeños; estos valores se obtuvieron a partir de la ecuación (6.63) y considerando que 
la turbulencia. es isótropa, es decir K.=3/2 u12• En la figura 6.33b, también se presenta 
la energía cinética. turbulenta, que se obtiene al evaluar la dispersión transversal Z2 (t), 
es decir: 

3- 3Z2 
K,= -wl2~--

2 2 t2 
(6.69) 

Es alentador observar en la figura 6.33b, que el modelo LSD, a partir de calcular la 
trayectoria de partículas discretas, recupera el valor de la energía cinética turbulenta 
que se le proporciona como dato, es decir: K.=15 m2/s2 • En la figura 6.33c, se presenta 
la variación del coeficiente de difusividad turbulenta D, como función del tiempo. Se 
observa, que el coeficiente D (calculado a partir de la ecuación (6.64», incrementa con 
el tiempo, primero linealmente y después tiende a un valor constante. Se observa, que 
cuando el tiempo de difusión es grande; el modelo recupera adecuadamente el valor que 
se le proporciona como dato, es decir: D=l,OOO m2/s. En la figura 6.33d, se presenta la 
escala Lagrangiana de tiempo TL, calculada a partir de la eco (6.65). Se observa que TL, 
tiene el mismo comportamiento que el coeficiente D, es decir, primero se incrementa de 
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manera. lineal y después tiende ha.cia. un valor a.proximadamente constante, TL Ri96.1 
s, el cual corresponde a.proximadamente al valor de la. escala. integral de tiempo de 
la. Teoría. de Taylor (ver eco (6.60)). Es decir, si: D=l,OOO m2/s y 11:=15 m2/s2, la. 
ecua.ción (6.60) e.~ta.blece que par .... turbulencia. isótropa., la escala de tiempo es: 

(6.70) 

Wang y Stock (Wang and Stock, 1992b) mencionan; que si en un proceso de 
Monte Cario, las fluctua.ciones de velocidad se generan con intervalos de tiempo cons­
tantes TL = tlt, donde: TL representa. la. escala. integral Lagrangiana. "real" de una. 
partícula. de fluido, entonces, la. escala. integral de tiempo que se obtiene con la señal 
proporcionada. por las fluctua.ciones de velocidad es TL/2. Lo anterior coincide con los 
cálculos numéricos que se obtienen con el modelo LSD, ya. que con el proceso de Monte 
Cario, TL=96.1 s, mientras que la. escala. Lagrangiana. de los remolinos turbulentos, 
que se le proporcionó al modelo como da.to es: TL=192.3 s. Wang y Stock mencionan 
además que si el proceso de Monte Cario recupera. una escala. de tiempo que es la mitad 
de la. escala. "real", entonces el valor de la. difusividad D, también es un medio de la. 
difusividad real. En los resultados que se muestran en la. figura. 6.33, se observa que 
el modelo LSD, reproduce los resultados de la Teoría de Ta.ylor, a partir de definir 
una. escala. de tiempo de los remolinos turbulentos eco (6.52). Esta escala de tiempo, 
se obtiene como función de las cara.cterísticas turbulentas del flujo (11:, f Y D), las 
cuales están rela.cionadas con el coeficiente de auto-correla.ción RL y la escala integral 
de tiempo TL, ver las ecs. (6.57-6.61). De a.cuerdo a lo anterior, se concluye que si la 
escala de tiempo definida por la eco (6.52), se cuantifica adecuadamente, el proceso de 
Monte Cario, reproduce satisfa.ctoriamente la teoría de Taylor. 

Si se sustituye el correlograma Lagrangiano de la eco (6.62) en la eco (6.60), se 
obtiene la. siguiente expresión analítica adimensional (Pasquill, 1974): 

D'2 = T'z cuando t:::; TL (6.71) 

D'z = 2T' -1 cuando t ~ TL (6.72) 

donde: D'z = Y2/Tlu,2 Y T' = tino La. solución analítica, ecs. (6.71 y 6.72), junto 
con los resultados del modelo LSD, se presentan en la. figura 6.33e (en esta. figura., los 
resultados numéricos se obtuvieron con el valor de la escala. integral que se obtiene 
con el modelo y que corresponde a.proximadamente con la teoría. de Ta.ylor es decir: 
TL=96.1 s). Se observa. que para. T' < 1 (tiempos de difusión pequeños), la. dispersión. 
y'yz es una. función lineal del tiempo y se determina. únicamente por la. intensidad de 
turbulencia., ver la. eco (6.63). En la. región parabólica T' > 1, la. dispersión depende de 
,;TL, ver la. eco (6.65). Con los resultados mostrados con anterioridad, se concluye que 
el modelo LSD, puede ser utilizado para evaluar la. dispersión de parthculas de fluido 
que se liberan continuamente, en el interior de un flujo con turbulencia homogénea. 

En los siguientes párrafos, se presentará la. compara.ción de los resultados del modelo 
LSD, con la. solución de la. ecua.ción diferencial de advección-difusión de conserva.ción 
de especies, representada por la. eco (6.56). El caso que se analiza corresponde a. la. 
dispersión de partículas de fluidos, que se liberan de forma continua. en un flujo uniforme 
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con turbulencia homogéna, isótropa y estacionaria. En la simulación, la liberación de 
partículas se representa por una sucesión de nubes esféricas de radio a = v'2 0'0' 
donde: 0'0=20 m. Cada nube está. constituida por 140 partículas de fluido y se libera 
hacia el dominio con intervalos de tiempo Llt=140.5 s, lo que resulta en un flujo de: 
Q=0.996 partículas/s. El número total de esferas ("puffs") liberadas durante el tiempo 
de simulación es 53, de tal manera que 7,420 partículas se introducen en el dominio 
después de 7,446.5 s, de la liberación inicial. Las características medias y turbulentas 
del flujo, así como las dimensiones del dominio de estudio se mencionaron en párrafos 

. anteriores. 
Si la ecuación (6.56) (suponiendo que D:z:=Dy=D.=D=I,OOO m2/s) se integra en 

el tiempo desde t=O hasta el tiempo t=T, se obtiene la concentración X(x, y, z, t), en 
unidades de número de partículas dentro de cada celda numérica XI' (x, y, z, t) (Lange, 
1973): 

QLlV ¡T 1 { 1 [(X_üt)2+ y2+ z2]} 
Xp(x,y,z,t) = (27r)3/2Jo (O'~+2DT)3/2exp -2 O'~+2DT dt (6.73) 

donde Ll V, es el volumen de la celda numérica, es decir, (Llx)3, donde Llx = Lly = 
Llz=56,000/27 = 2,074 m. La eco (6.73), se integró numéricamente usando la cuadratura 
numérica de Gauss-Legendre, con una fórmula de quince puntos (Carnaban et al., 
1969). 

En la figura 6.34, se muestra en el plano x-z (para tres tiempos diferentes), el 
transporte de las partículas ellla direccón longitudinal x y la forma en que la difusión 
turbulenta actúa para dispersar las partículas en la direción transversal Z. Es conve­
niente mencionar, que la fuente de liberación se localiza en el punto (x=y=z=O m). 
La dirección del flujo (ü=2 mIs), es de izquierda a derecha (en la dirección positiva del 
eje x). 

En la figura 6.35, se comparan para tres tiempos diferentes, los resultados del 
modelo L8b, con la solución numérica de la eco (6.73). La concentración XI' que 
resulta de integrar la eco (6.73), se obtuvo a lo largo de una línea paralela al eje x, 
con los valores fijos y=I,037 m y z=I,037 m y variando el tiempo t. Los resultados del 
modelo LSD que aparecen ell la figura 6.35, corresponden al número de partículas que 
se encuentran en las celdas Eulerianas, cuyos centros se localizan a lo largo de la línea 
(x, 1,037 m, 1,037 m). Puede observarse que los resultados de la simulación, coinciden 
adecuadamente con la solución de la eco (6.73), especialmente cerca de la fuente, 
donde las dos soluciones proporcionan concentraciones finitas en la región localizada 
corriellte arriba de la fuente, x <o. Es decir, debido a la alta intensidad de turbulencia 
relativa urm./ü=1.58, la .fifusión en la dirección opuesta a la dirección del flujo medio, 
no es despreciable. Puede observarse que aunque las celdas numéricas son grandes, 
en relación al tamaño de la fuente, el modelo L8D ofrece resultados satisfactorios 
tanto en la región cercana a la fuente (tiempos de difusión pequeños), como en zonas 
alejadas de ella (tiempos de difusión grandes). En la figura 6.36, se muestra para dos 
tiempos diferentes, la concentración de partículas a lo largo de la dirección transversal 
(dispersión transversal). La línea de muestreo que en este caso es paralela al eje z, se 
localiza en la posición x=11,407 m, y=I,037 m. Nótese que para tiempos de difusión 
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grandes, el modelo LSD predice el comportamiento Gaussiano de la dispersión, en el 
piano :¡;-z. 

6.4.2 Dispersión de partículas que se liberan de manera ins-
tantánea, en un fiujo turbulento con cortante 

En el segundo caso que se presenta. en esta sección, se ana.liza. la difusión turbulenta. 
de una nube de pa.rtículas que se libera de manera. instantánea. La. nube se libera en 
un flujo con cortante con turbulencia homogénea, isótropa y estacionaria.. La. ~olución 
ana.1ítica de la. ecuación (6.56) pa.ra estas condiciones, la. desa.rrolló Quesada. y MacLeod 
(Quesada and MacLeod, 1971) yes la siguiente: 

X (:z:, y, z, t) exp [_yl2/ (1 + 4'1')] exp (-F/G) 
XO = [(1+4'1')G]1/2 

donde 
X = [n,,/dV], Xo = [n"o/V,] 

F = (:¡;' ~vzl'l' )2(1 +4'1') +4vzl'l'2(:z:'- VZ''I') + zI2 (1 +4'1' + ~V2'1'3) 

G = (1 + 4'1')2 + ~V2'1'3 (1 + '1') 
Las variables adimensionales se definen como: 

Sa2 

v=-
D 

tD 
'1' =­

a2 

, x :¡;=­
a 
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y' = l!. 
a 

, z 
Z =­

a 

(6.74) 
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Figura. 6.37: Distribución de partícula.s en el plano x-z. Libe­
ración instantánea. en un flujo turbulento con cortante, 5,000 

v ul - O 125 n 4 2/ 2 n 1" z' par.lc a.s, U=. Z, K,=L,. m s y u= v m /8. 

donde: Xo es la. concentración de partícula.s en la. nube inicial, npo es el número de 
partícula.s que forman la. nube y v., es el volumen de la. nube esférica.. 

La. nube instantánea. está. formada. por npo=5,000 partícula.s. La. desviación estándard 
de la. distribución de proba.bilidad normal, la. cual se utilizó para. generar la. posición 
inicial de la.s partícula. en el interior de la. nube, es u 0=50 m. El flujo turbulento tiene 
el siguiente perfil de la. velocidad media. ¡¡ 8: 

BEl autor desea. comentar que en el análisis de este caso, se conservó el sistema de referencia 
utilizado en los capítulos anteriores, es decir, el eje y se orienta en la dirección vertical. Sin embargo; 
Quesada y MacLeod (Quesada and MacLeod, 1971), consideraron en su solución analítica, que el eje 
z se orienta en la dirección vertical. Para comparar los resultados del modelo LSD, con la solución 
analítica (si se toma en cuenta que no se resuelven las ecuaciones de cantidad de movimiento y que 
en la ecuación de difusión advección·difusión no se presenta ningún efecto que actúe preferentemente 
en alguna dirección), no se incurre en ningún error si se utiliza el plano :z:-z de la solución de Quesada 
y MacLeod como el plano z-y del modelo. Es decir, en la simulación, la variación de la velocidad 
media del flujo con cortante se definió en la dirección vertical y. Por tanto en las figuras en donde 
se presentan los resultados del modelo LSD, figuras 6.38-6.40, cuando se hace referencia aJ plano ",-z, 
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ir=8z, v=O, w=O (6.76) 

donde 8=0.125 s-I, es el factor del cortante. Las partículas de fluido se generan en 
el punto (z=y=z=O), y se dispersan en un dominio Euleriano de dimensiones (-2,500 
m :5x :5 2,500 m, -500 m :5y < 500 m, -500 m :5z :5 500 m), el cual se discretiza 
por una malla tridimensional uniforme de 303 volúmenes finitos. De acuerdo a la 
definición del flujo con cortante eco (6.76), la velocidad media ir es positiva cuando 
z > O, Y negativa cuando z < O. Al igual que en el primer caso, las velocidades medias 
y las características turbulentas del flujo se conocen con anticipación. Para definir 
las propiedades turbulentas del flujo, se recurrió a los datos que proporciona Detering 
y Etling (Detering and Etling, 1985), en la capa límite atmosférica en condiciones 
neutras. Para una altura de 100 m, 11:=2.4 m2/s2 , D",=Dy=Dz=D=vt=15 m2/s y 
cl'=0.0256. Si 6e utiliza la eco (6.57) para definir la disipación ~, el tiempo de vida 
característico de los remolinos turbulentos es: TL=73.2 S. La simulación se llevó a 
cabo hasta 500 s después de la liberación, y se utilizó un incremento de tiempo ~t=10 
S. En la figura 6.37, se muestra en el plano z-z, la forma en que la nube orIginal 
es transportada por el flujo con cortante. Se observ¡¡. también la dispersión de las 
partículas debido a la difusión turbulenta en la dirección Z. En las figuras 6.38 y 6.39, 
se muestra para diferentes tiempos, la concentración de partículas a lo largo del eje z 
y del eje z, respectivamente. El número de part;culas en el interior de cada volumen 
de control en la solución analítica eco (6.74), se obtiene a partir de la expresión: 

n(z zt)=n ~Vexp[-y'2/(1+4T)lexp(-F/G) 
p , y, , po V. [(1 + 4T) G1 1/ 2 (6.77) 

En las figuras 6.38 y 6.39, se observa que las partículas se dispersan simétricamente 
con respecto a z=O y con respecto a z=O, respectivamente. Si el tiempo de difusión 
es corto t=30 s, el modt'. ) LSD, predice un bajo nivel de dispersión, sin embargo 
cuando t= 60 s, los resultados coinciden satisfactoriamente con la solución analítica. 
Para. tiempos de difusión mayores, t=260 s, los resultados de la. simulación, siguen la 
tendencia. de la solución analítica, sin embargo en el centro del dominio, tal parece que 
el modelo predice menor dispersión. 

En la figura 6.40 se muestra la. concentración rela.tiva X (O, O, O, t) /Xo, como función 
del tiempo. Puede observarse que para. tiempos de difusión menores a la escala de 
tiempo de los remolinos turbulentos TL=73.2 s, los resultados del modelo son muy 
satisfactorios. Es interesante observar que para tiempos de difusión mayores, el mode­
lo predice un comportami~nto oscilatorio, lo cual puede interpretarse como ruido es­
tadístico, ya. que la concentración de partículas es muy reducirla. Es conveniente recor­
dar que para. tiempos de difusión muy pequeños, la. difusividad turbulenta es una 
función lineal del tiempo, ver la figura6.33c. Sin embargo, en la solución analítica, 
la difusividad turbulenta es una constante. Esto significa que el modelo LSD debe 
proporcionar valores de dispersión menores (para tiempos de difusión pequeños), esto 
se muestra en las figuras 6.38 y 6.39. Para tiempos de difusión grandes, Hinze (Hinze, 
1975) menciona que en un flujo turbulento con cortante, no es posible definir un valor 

eate pla.no ea el correapondiente a la solución a.nlllítica, pero correaponde 111 pla.no z-y del modelo LSD. 
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flujo turbulento con cortante, 5,000 pa.rtículas, u= 0.125 z, 11:=2.4 
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constante del coeficiente D, en términos de una. escala. integral de tiempo, y de una. 
velocidad característica. de la. turbulencia. ver eco (6.60). De acuerdo a. los resultados 
mostrados, puede decirse que para tiempos de difusión largos, el modelo LSD predice 
menor dispersión que la. solución analítica. Esto se debe proba.blemente a que el modelo 
no tiene tiempo suficiente para. predecir el va.lor constante del coeficiente D. En un flujo 
con cortante, es proba.ble que las partículas en su tra.yectoria. cambian continuamente 
de región (volumen de control), y entran a. condiciones de velocidad diferente. Conviene 
recordar que el modelo LSD, actualiza. el tiempo característico de vida. del remolino que 
acompaña. a. la. partícula., cuando se detecta. que cambia. de celda. numérica. Un compor­
tamiento similar fue detectado por Lange (Lange, 1973) al utilizar el modelo ADPIC 
(ver ca.pítulo de introducción). Lange sin embargo, concluye que la. poca dispersión que 
obtuvo para tiempos de difusión grandes, se debió a la. influencia. del cortante y a la. 
poca. resolu':Íón de la. concentración X, la. cual se requiere para. determinar la. velocidad 
de transporte 'Ud. 

En esta. sección, se ha. mostrado que el modelo LSD predice sa.tisfactoriamente la. 
dispersión de partículas que son liberadas por fuentes continuas e instantáneas. En 
el caso de fuentes continuas, los resultados del modelo se verificaron con respecto a. 
la. teoría. de Ta.ylor y con respecto a. la. solución de la. ecuación de advección-difusión 
de concentración de especies. En el segundo caso, relacionado con la. dispersión de 
partículas en un flujo turbulento con cortante, se mostró que el modelo predice menor 
concentración que la. solución analítica de la. ecuación de advección-difusión. Esto es 
debido a. que en el flujo con cortante, el modelo no es ca.paz de obtener el valor asintótico 
del coeficiente de difusión D, el cual es utilizado por la. solución analítica.. 

Los resultados que se obtienen con el modelo son muy alentadores y forman la. base 
teórica. para estudios posteriores, en los cuales se tomarán en cuenta. diversos aspectos 
tales como: (a.) inercia. de la. partícula, (b) a.tmósfera estratificada., (c) turbulencia. no 
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homogénea y (d) flujos con topografía compleja. 

6.5 Simulación numérica de la dispersión de partículas 
sólidas en zona de montaña 

Para estudiar el comportamiento del modelo Euleriano-Lagrangiano propuesto en este 
trabajo, se llevó a cabo la simulación numérica de la dispersión de partículas en la zona 
montañosa localizada en la región de los Geysers, al norte del estado de California en 
los Estados Unidos de Norteamérica. 

6.5.1 Descripción general del experimento en la región de los 
Geysers, en septiembre de 1.980 

La región de yacimientos geotérmicos, conocida como la región de los Geysers, fue 
seleccionada por el programa" Atmospheric Studies in Complex Terrain" (ASCOT) 
del Departamento de Energía de los E.U.A., para estudiar el impacto sobre la calidad 
del aire que tiene la liberación de gases contaminantes, principalmente el sulfuro de 
hidrógeno (Gudiksen, 1983). 

El programa ASCOT; tiene la tarea de desarroliar la tecnología necesaria para 
determinar las características atmosféricas, y evaluar el impacto sobre la calidad del aire 
de los recursos energéticos localizados en zonas con terreno complicado. El programa 
ASCOT, tiene tres actividades principales: llevar a cabo mediciones de campo, realizar 
investigación teórica de la física de la atmósfera y desarrollar modelos matemático­
computacionales. El objetivo común de estas actividades, es proporcionar una metodo­
logía. que permita. evaluar la. calidad del aire en zonas con topografía compleja. 

En septiembre de 1980, el programa ASCOT realizó una. intensa. campaña de 
medición en la. región de los Geysers, con el propósito de obtener datos meteorológicos y 
da.tos relacionados con la dispersión y concentración de gases trazadores. La obtención 
de estos da.tos permitiría. comprender el transporte y la. difusión del material trazador, 
en el interior de un flujo nocturno dominado por la. topografía. del terreno (Gudiksen, 
1983). 

La. región de yacimientos geotérmicos, está localizada. aproximadamente a. 120 km 
al norte de San Francisco California.. En esta. región, se localiza. el valle Anderson 
Springs, el cual fue seleccionado para. realizar el experimento de septiembre de 1980. 
El valle Anderson Springs (ver figura. 6.41), tiene aproximadamente ocho kilómetros de 
longitud y está limitado al oeste por las montañas Mayacamas, al sur por la montaña 
Pine, al noroeste por la montaña Cobb y al noreste por la montaña Boggs. Hacia el 
valle Anderson Springs, fluyen los arroyos: Putah, Anderson, Gunning y Bea.r. El valle, 
tiene una. topografía rugosa. ocasionada por el escurrimiento de los cuatro arroyos. El 
terreno en el valle varía en distinta forma, puede encontrarse desde suelo al descubierto, 
hasta vegetación de bosques. 

El programa ASCOT llevó. a cabo en el valle Anderson Springs, campañas de 
medición de datos meteorológicos durante todo el año de 1980. Sin embargo, en un 
periodo de tres semanas (el cual dió inicio el 8 de septiembre de 1980), se realizaron 
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cinco experimentos nocturnos (independientes uno del otro), en los cuales se liberaron 
partículas trazadoras de gas. Los experimentos comenzaron a las 23000 PST (Pacific 
Standard Time), en el momento en que se inició la liberación simultánea, de tres gases 
trazadores distintos: dos perfluoro"carbonos C7F14 (PMCH) y CaF16 (PDCH), y un 
hexa.floruro de azufre S F6. La liberación de cada gas trazador se llevó a cabo durante 
una hora, desde las 2300 PST a las 0000 PST. Los gases PMCH, PDCH y SF6 se 
liberaron en la zona cercana al yacimiento de los arroyos Anderson, Gunning y Putah 
respectivamente. En este trabajo, únicamente se presenta la simulación numérica de 
la liberación del arroyo Anderson. La noche del 19-20 de septiembre de 1980, se liberó 
durante una hora (2300-0000 PST) un total de 416 g de PMCH, a una altura de 1.5 
m. 

Cada uno de los cinco experimentos, finalizó aproximadamente a las 0500 PST del 
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día siguiente, después de que los gases trazadores habían abandonado el valle. Los 
datos meteorológicos fueron coleccionados mediante una extensa red de monitoreo que 
incluyó equipo instalado en: globos de gas (anclados), torres de medición y estaciones 
de superficie. La concentración promedio de los gases trazadores, se midió tanto en la 
superficie como en la dirección vertical, esto último se realizó con instrumentos colo­
cados en globos de gas anclados a la superficie terrestre. Un resumen del equipo de 
medición que se utilizó en los cinco experimentos y una lista de los diversos laborato­
rios norteamericanos que participaron durante la campaña, es presentado por Lange 
(Lange, 1985). 

En el presente estudio, al igual que lo hizo Lange (Lange, 1985), se utilizaron 
únicamente los datos de la cuarta noche (septiembre 19 y 20). El experimento de la 
cuarta noche, tuvo características particulares, ya que existió poca interacción entre el 
flujo dominado por la topografía del terreno, y el viento sinóptico del noroeste. El ex­
perimento de la noche del 19 y 20 de septiembre, fue seleccionado por los investigadores 
del programa ASCOT, como el experimento base a ser estudiado. 

Los datos meteorológicos que se tomaron en el valle Anderson Springs, durante los 
cinco experimentos nocturnos, fueron básicamente de cuatro tipos: datos de superficie, 
mediciones en torres meteorológicas, perfiles verticales y anemómetros laser. 
Mediciones en la superficie: 
La red de monitoreo de datos superficiales, estuvo integrada por 27 estaciones meteo­
rológicas portá.tiles. En las estaciones se midieron: velocidad, dirección y temperatura. 
del aire atmosférico a una altura de 4.5 m. La distribución de las 27 estaciones portá.tiles 
las presenta Gudiksen (Gudiksen, 1983). 
Torres meteorológicas 
Se colocaron siete torres meteorológicas de 10 m de altura para medir velocidad, di­
rección y temperatura del aire. Adicionalmente se colocó una torre de 60 m de altura, 
en la cual fue posible tomar mediciones de velocidad, dirección y temperatura en los 
niveles de 5, 10, 15, 20, 30, 40, 50 y 60 m de altura. La localización de las torres las 
reporta Gudiksen (Gudiksen, 1983). 
Perfiles verticales: 
La distribución vertical de velocidad, dirección y temperatura del aire atmosférico, se 
obtuvo con equipo instalado en siete sondas montadas en globos de gas (anclados). La 
ubicación de las sondas la presenta Gudiksen (Gudiksen, 1983) y se muestra en la figura 
6.41. Con el propósito de tener una representación de la distribución de velocidades 
en una sección transversal del valle, las sondas se colocaron aproximadamente en linea 
recta. Este sistema de medición, proporcionó información hasta una altura de 500 
m sobre la superficie. Las mediciones se tomaron con un ascenso/descenso que duró 
aproximadamente una hora. La ubicación de las sondas se presenta en la tabla 6.1. 
Anemómetros Laser: 
Un total de ocho anemómetros laser, se utilizaron en los experimentos. Los anemómetros 
proporcionaron información sobre la velocidad promedio en la dirección normal a la 
trayectoria óptica. La colocación de los anemómetros es reportada. por Lange (Lange, 
1985). 

La concentración promedio de los gases trazadores PMCH/PDCH, se midió me­
diante 43 muestreadores de superficie y por una estación que reportó la distribución 



Número Sonda • UTMX· UTMYc ASNM" x· zl 

1 rudge 522.5 km 4,293 km 1,143 m 500 m 3,000 m 
2 Unit 19 524 km 4,293.25 km 771 m 2,000 m 2,750 m 
3 Thorne 7 525 km 4,293 km 649 m 3,000 m 3,000 m 
4 RanchoT 526 km 4,292 km 530 m 4,000 m 4,000 m 
5 Larrys Q 526 km 4294.5 km 655 m 4,000 m 1,500 m 
6 Oakmont 528.25 km 4,292 km 402 m 6,250 m 4,000 m 
7 D. East 531.25 km 4,290.75 km 344 m 9,250 m 5,250 m 

Tabla. 6.1: Ubicación de las sondas utilizadas para. medir la distribución vertical de 
da.tos meteorológicos. Experimento en el valle Anderson 8prings, septiembre de 1980. 

"nombre de la. sonda.. 
bcoordenada.s "Universa.! Tra.nsverse Merca.tor" en la. dirección este. 
'coordenada.s "Universa.! Tra.nsverse Merca.tor" en la. dirección norte. 
d Altura. Sobre el Nivel del Ma.r. 
·coordenada. x en la. simulación numérica.. 
'coordenada. z en la. simulación numérica.. 

vertical. Tres tipos de muestreo se realizaron: (a) medición secuencial, la cual sirvió 
para. observar el paso de la nube, con tiempos de muestreo entre 10 y 20 minutos, (b) 
medición con tiempos de muestreo largos, entre 1 y 2 horas, para observar la. extensión 
de la. nube y (c) muestreo mediante globos, para observar el mezclado vertical del gas 
trazador. 

En la figura 6.41, se presenta la distribución de los muestreadores secuenciales de 
PMCH. Los muestreadores secuenciales se ubicaron a lo largo del arroyo Anderson 
(SI, S3, S4 y S5). La. localización de los 40 medidores de concentración superficial 
de PMCH, con tiempo de muestreo de 2 hrs, la. reporta Gudiksen (Gudiksen, 1983). 
El muestreo vertical de los gases trazadores PMCH/PDCH se realizó mediante instru­
mentos instalados en un globo de gas cuya localización coincidió con la posición del 
muestreador secuencial 84 (ver figura. 6.41). La. concentración promedio (1 hora) del 
gas PMCH, se midió verticalmente en cua.tro niveles hasta una altura de 400 m. 

6.5.2 Discretización de la región de estudio y condiciones de 
frontera 

La. región seleccionada. para. llevar a cabo la simulación numérica de las características 
medias y turbulentas del aire atmosférico, y la predicción de la dispersión de partículas, 
se presenta. en la. figura. 6.42. Las dimensiones del paralelepído que se muestra en la. 
figura. son: 10,000 m, 1,300 m y 7,000 m, en las direcciones x, y y z respectivamente. 
La. región de estudio, se discretizó con una malla numérica. de 41 celdas en la. dirección 
longitudinal x, 28 celdas en la. dirección vertical y y 29 celdas en la dirección transversal 
z. La discretización en cada dirección es uniforme de tal manera. que cada. volumen de 
control tiene las dimensiones: Llx= 243.9 m, Lly= 46.4 m y Llz= 241.3 m. 

En la figura. 6.42 (figura. superior), puede observarse hacia el noroeste la. montaña. 
Cobb, la. cual tiene un altura. promedio de 1,400 m sobre el nivel del mar. En el noreste 
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Figura. 6.42: Perspectiva. del valle Anderson Springs, en 
la. regi6n de los Geysers, 120 km al norte de San Fran­
cisco, California.. La. regi6n se discretiz6 utilizando una 
malla. numérica. de 41 x 28 x 29 volúmenes de control en 
las direcciones: x, y y z respectivamente. 

puede observarse la. montaña. Boggs con un altura de 1,300 m. La región más baja del 
valle Anderson Springs se localiza hacia el sureste con una altura de 350 m sobre el 
nivel del mar. 

En la. simulaci6n numérica, la. regi6n de menor altura. del valle (sureste) se ubicó en el 
plano x-z loca.lizado en la posici6n vertical y=O m. La. orientación de los ejes cartesianos 
se defini6 en base a. la. regla de la. mano derecha (ver figura. 6.42), por lo que el origen de 
los ejes, se localiza. en el punto con coordenadas UTMX=522 km y UTMY=4,296 km 
(ver figura. 6.41). En la. dirección vertical, el origen de los ejes cartesianos se localiza. a. 
una. altura. de 350 m sobre el nivel del mar. En la. simulación numérica., entre el punto 
de menor nivel y=O m y el punto de ma.yor altura. (monte Cobb), existe una. diferencia. 
de 1050 m, por lo que cinco celdas numéricas son utilizadas para. determinar el flujo de 
aire por arriba. del punto más alto de la. región (monte Cobb). 

La. topografía. de la. zona. nontañosa., se generó mediante el procedimiento conocido 
como "bloqueo de volúmenes de control", descrito en detalle por Pa.tankar (Pa.tankar, 
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1980). Mediante este procedimiento, la velocidad del aire en las celdas numéricas 
ubicadas en la región sólida (zona de montaña), se obliga a ser cero a partir de la 
definición de términos fuente que se introducen artificialmente en las ecuaciones de 
cantidad de movimiento en las tres direcciones. 

Aunque la campaña de medición de septiembre de 1980, involucró un gran esfuerzo 
de varios laboratorios nacionales de los E.U.A, los datos obtenidos no son suficientes 
para. definir las condiciones iniciales y de frontera de un modelo de pronóstico como 
el que se presenta. en este traba.jo. En el experimento del valle Anderson Springs, no 
se colocaron instrumentos de medición de las condiciones meteorológicas, a lo largo de 
las caras la.terales del paralelepípedo que se presenta. en la figura 6.42 9. El punto de 
medición, más cercano a la frontera oeste, plano (O,y,z) de la. figura 6.42, fue la sonda 
Ridge (ver figura. 6.41 y ta.bla. 6.1)'.Jps datos obtenidos con esta sonda (hasta una 
altura. de 500 m), indican que dura)ftf"toda la noche del 19-20 de septiembre de 1980, 
el viento provino del oeste (270°) y del noroeste (290' a 340 '), con un velocidad en 
promedio de 4 mis a.proximadamente. En el a.péndice D, se presenta un ejemplo típico 
de los da.tos que se midieron en cada. una. de las siete sondas que se enlistan en la. ta.bla 
6.1. Los da.tos corresponden al ascenso (hasta una altura. de 500 m aproximadamente), 
símbolo D. y al descenso, símbolo 'V, de cada sonda. Los perfiles verticales que se 
midieron en cada. sonda. son: (a.) dirección del viento en grados (DD) (360 • indica. 
que el viento fluye desde el norte, 270 • indica. que el viento fluye desde el oeste), (b). 
velocidad del viento en mis (S), (c) relación de mezcla. en gramos de vapor de agua a kg 
de aire seco, (d) humedad rela.tiva (%), (e) temperatura. potencial (K) y (f) temperatura 
('C). Gudiksen (Gudiksen, 1983), presenta de manera extensa la recopilación de los 
da.tos que se adquirieron durante los cinco experimentos de septiembre de 1980. 

En la. figul'a D.1, puede observarse que entre las 2258 y 2347 PST del día 19 de 
septiembre, a. un altura. superior a. los 100 m, la sonda Ridge midió vientos provenientes 
del oeste (270°), con una. velocidad promedio del orden de 4 mis. Debido a que 
la. dirección y la. velocidad del viento en la. sonda Ridge, permaneció prácticamente 
invaria.ble durante la. noche del 19-20 de septiembre, estos valores se tomaron como 
da.to para. la. condición de frontera. impuesta en la. superficie oeste del paralelepípedo 
que representa. el dominio en estudio. Tomando en cuenta lo anterior, en la. frontera 
oeste, se consideró que la. velocidad en la. dirección :c es ü= 4 mis, mientras que la 
velocidad en las direcciones y y z, se consideró igual a. cero, es decir v=w=O mis. 

Definir las condiciones del viento en la. frontera. norte del dominio en estudio, no 
fue sencillo ya. que desafortunadamente, no se tienen datos que indiquen la. magnitud 
de la. velocidad del aire que entra. por esta frontera. El punto de medición más cercano 
a. la frontera. norte fue la sonda. Larrys Q (ver figura. 6.41 y tabla 6.1). En la figura 
D.5, puede observarse que entre las 2300 y las 2350 PST del 19 de septiembre, cerca 
de la. superficie, el viento proviene del norte (360'), con una velocidad promedio de 
a.proximadamente 2 mis, sin embargo a. un altura entre 200 m y 500 m, la. velocidad 
disminuye, y el viento tiene una dirección que varía con la altura. entre 270' (viento del 
oeste) y 90° (viento del sur). Por arriba. de los 500 m, se observa que el viento proviene 
del norte, con una velocidad entre 0.5 y 1.0 mis. De acuerdo a lo anterior, la condición 

9En la simulación numérica, las caras del paralelepípEdo constituyen las fronteras de la región de 
estudio. 
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de frontera en la cara norte del paralelepípedo, se definió como sigue l0: ü=v=O mIs y 
w=0.5 mIs. 

Para definir la condición de frontera en la cara sur del paralelepípedo, se analizaron 
las mediciones de la sonda más cercana a esta frontera (sonda 7 de la tabla 6.1) y 
los resultados numéricos del modelo de diagnóstico MATHEW (Lange, 1985). En la 
figura D. 7, puede observarse que el viento (al pasar por la sonda. D. East entre las 0222 
y las 0240 PST del 20 de septiembre), proviene del oeste (270°), con una velocidad (por 
arriba de los 200 m de altura) que se aproxima a los 4 mIs. En la solución numérica 
que presenta Lange (Lange, 1985), es posible observar que las líneas de fiujo cerca 
de la frontera sur, provienen del oeste por lo que son paralelas a la frontera sur. De 
acuerdo a lo anterior, se decidió considerar en esta frontera, las siguientes condiciones: 
ü=4 mIs, v=w=O mIs. 

En la cara superior del paralelepípedo, se fijaron las siguientes condiciones: ü=4 
mis, 'ii=0 mis, w=0.5 mis. 

En la frontera este de la región de estudio, se considera que el viento tiene únicamente 
la componente de velocidad ü. La magnitud de la velocidad en esta. frontera, se deter­
mina en el procedimiento de cómputo, a partir de satisfacer los principios de conser­
vación de masa y cantidad de movimiento. 

La condición de frontera que se utiliza en el valle y en la región de montaña. (to­
pografía del terreno), está. representada por las leyes logarítmicas de pared, las cuales 
se han explicado en detalle con anterioridad en este capítulo y en el capítulo 3. 

La condición inicial del campo de velocidades medias y de las características turbu­
lentas, se definió de tal manera que se supone que el viento en el interior del dominio, 
se encuentra en reposo. 

La simulación numérica del comportamiento del aire atmosférico, se llevó a cabo 
desde las 2220 alas 0500 PST (24,000 s = 6hrs 40 min). Las ecuaciones diferenciales de 
la fase continua se resolvieron utilizando un incremento de tiempo Euleriano At=100 
s. 

El tiempo que la computadora CRAY-YMP de la UNAM requirió para resolver el 
campo de fiujo (con 18,000 partículas en suspensión), durante los 240 intervalos de 
tiempo, fue de 33 hrs de CPU. 

6.5.3 Condiciones generales de la liberación de partículas sólidas, 
en la simulación numérica 

En la literatura, no es posible encontrar datos experimentales relacionados con la dis­
persión atmosférica de partículas sólidas en condiciones controladas. Muchos de los 
datos que se obtuvieron durante los experimentos realizados en el estado de Nevada en 
los E.U.A. (1955-1963), en donde se liberaron partículas de material radioactivo debido 
ala detonación de un explosivo químico, aún permanecen como información clasificada 
(Boughton and DeLaurentis, 1992). 

lOPara. determinar el valor de la. velocidad iii en la. frontera. norte, se realizaron diversas corrid ... de 
cómputo variando el valor de la. velocidad W. en el rango 0-1 mIs. Desde el punto de vista. cualitativo 
se observó que el valor de 0.5 mIs. podría representar adecuadamente la dispersión de las partículas. 

148 



Figura. 6.43: Perfil de velocidades en el pla.no x-z lo­
calizado a. 1,110 m sobre el nivel del ma.r (2400 PST). 
Experimento en el valle Anderson Springs, 19-20 de sep­
tiembre de 1980. Velocidad en la. dirección x, ü=4 mis, 
velocidad en la. dirección z, w=0.5 mis. 

Debido a. la. falta. de informa.ción experimental rela.cionada. con la. dispersión de 
pa.rtículas sólidas en la. a.tmósfera., se recurrió a. utilizar los da.tos obtenidos en el 
valle Anderson Springs. Como se mencionó a.nteriormente, en la. región de los Gey­
sers, en septiembre de 1980, se libera.ron gases traza.dores, por lo que; pa.ra. simular 
numéricamente estos experimentos, se decidió utiliza.r pa.rtícula.s sólidas que tuviera.n 
por un lado, un tiempo ca.ra.cterístico de respuesta. dinámica. pequeño, mientras que por 
otro lado, tuviera.n efectos de inercia. y tra.yectoria.s cruzada.s. Pa.ra. tal propósito, se 
selecciona.ron pa.rtícula.s sólidas de forma. esférica con densidad media. de 50 kg/m3 ( con 
desvia.ción estánda.rd de 10 kg/m3

) y diámetro medio de 100 x 10-6 m (con desvia.ción 
estánda.rd de 10 x 10-6 m). Con esta.s condiciones, el tiempo ca.ra.cterístico de respuesta. 
dinámica. de la.s pa.rtículas, en el régimen de Stokes (Rep < 1, f = 1), es Tp=0.00187 
s (ver la. eco (4.10». Con este valor de Tp , y toma.ndo en cuenta. que el incremento de 
tiempo Lagra.ngia.no ót pa.ra integra.r la.s ecua.ciones de ca.ntidad de movimiento de ca.da 
pa.rtícula, fue a.proximadamente consta.nte e igual a. ót=0.5 s, la.s pa.rtícula.s adquieren 
inmedia.tamente la velocidad del aire en las direcciones x y z, ya. que el término expo­
nencial de la.s ecuaciones (4.18) y (4.20) es prácticamente cero. Debido a. la. rela.ción 
de densidades entre el aire y las pa.rtículas (p/ pp=0.0235), el término de gra.vedad de 
la. ecua.ción (4.19), permite que se presente el efecto de trayectoria.s cruzada.s. 

En la. simula.ción numérica., se libera.ron un total de 18,000 pa.rtículas en un la.pso de 
1 hora (23000-0000 PST). Como se mencionó a.nteriormente, el incremento de tiempo 
Euleria.no fue Llt=100 s, por lo que la. libera.ción tuvo luga.r dura.nte 36 intervalos 
de tiempo Llt. Es decir, se libera.ron 36 "puf!", ca.da. uno con 500 pa.rtículas. Cada. 
nube ("puff") liberada, tuvo inicialmente forma esférica. con un diámetro de 2 m. La 
posición inicial de cada una de las 500 partículas (en el interior de cada "puff") se 
generó aleatoriamente, tal y como se explicó en el ca.pítulo 4. 

La. libera.ción de pa.rtículas dió inicio, después de que las ecua.ciones de tra.nsporte 
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Figura. 6.44: Perfiles de velocidad en diferentes pla.nos 
x-y (2400 PST). El pla.no central se ubica. en la. zona. de 
liberación de partículas. Experimento en el valle An­
derson Springs, 19-20 de septiembre de 1980. Velocidad 
en la. dirección x, u=4 mis, velocidad en la. dirección z, 
ID-0.5 mis. 

y conservación del aire de la. a.tmósfera. se calcularon dura.nte 40 min = 2,400 s = 24 
iteraciones (2220-2300 PST). Debido a. la. topografía de la. región y a. las condiciones 
del flujo, este tiempo no fue suficiente para. que el flujo adquiriera. la. condición de 
flujo estacionario, por lo que la. dispersión de partículas se determinó con un campo de 
velocidades que estuvo cambia.ndo en el tiempo. 

Las partículas se liberaron en el yacimiento del arroyo Anderson (750 m sobre el 
nivel del mar) en la. posición UTMX=524 km (x=2,000 m) y UTMY=4292.75 km 
(z=3,250 m). En la. simulación, las partículas se liberaron con una. velocidad inicial 
igual a. cero. 

6.5.4 Presentación de resultados 

A continuación ~e presenta.n los resultados obtenidos con el modelo ATFLOW-LSD, 
relacionados con el campo de velocidades y con la. dispersión de partículas en el valle 
Anderson Springs. Es conveniente aclarar que debido a. que no se cuenta. con suficiente 
información, ta.nto para. definir las condiciones de frontera. del dominio, como para. 
inicializar el modelo, la. comparación de los resultados de la simulación numérica, con 
los datos experimentales, debe ser considerada. exclusivamente como cualitativa.. 

En la figura 6.43, se presenta el campo de velocidades en el pla.no x-z, localizado a 
1,150 m sobre el nivel del mar (y=765 m en la simulación), a. las 2400 PST, es decir, 
después de 6,000 s == 60 incrementos de tiempo f::1t de haberse iniciado el proceso 
de cálculo. Puede observarse el chorro "jet" de aire que entra por el norte con una 
velocidad w=0.5 mis y que se introduce entre las montañas Cobb y Boggs. Se observa 
que el "jet" perturba las líneas de fiujo que entra.n por el oeste con una velocidad de 4 
mis. 
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Figura 6.45: Perfil de velocidades (después de 24,000 s) en el 
plano x-y donde se ubica la sonda Ridge (3~ hilera de vectores 
de izquierda a derecha) y la sonda Thorne 7 (13~ hilera de 
vectores), UTMY=4,293 km (z=3,000 m). 

En la figura 6.44, se presenta un acercamiento de la región oeste del dominio en 
estudio. En la figura se muestran los vectores de velocidad en tres planos x-y calcula­
dos a las 2400 PST. En el plano central (el cual incluye el punto en donde se liberan 
las partículas), se observa que existe una amplia zona de recirculación motivada por 
el súbito aumento de la sección transversal por donde fluye el aire. Es importante 
mencionar que en la región cercana al punto de liberación de las partícuas, el aire tiene 
una componente de velocidad vertical positiva, la cual motiva -que las partículas se 
eleven hasta alcanzar la corriente libre del aire que entra por el oeste. Las velocidades 
negativas en la dirección del eje x, motivan la precipitación de partículas en la zona 
de montaña. ubicada. corriente arriba. del punto de liberación. En esta figura. se ob­
serva, que el campo de velocidades del plano central se recupera. (deja de existir zona. 
de recircula.ción) en el extremo derecho de la. figura., que corresponde a. una. posición 
UTMX=528 km. En la. figura 6.44 puede observarse que el modelo predice un a.u­
mento de la. velocidad del viento en donde se presenta una disminución de la sección 
transversal del flujo (flujo sobre la montaña Cobb). 

En la. figura 6.45, se muestran los vectores de velocidad en el plano x-y sobre 
el cual se ubican las sondas Ridge y Thorne 7, UTMY=4,293 km (z=3,000 m). El 
campo de velocidades es el que se presenta. a las 0500 PST del día 20 de septiembre, 
es decir, después de 24,000 s (240 incrementos .1.t) de haberse iniciado el proceso de 
cómputo. La sonda Ridge se localiza. en la. posición x=500 m (tercer hilera de vectores 
de izquierda. a. derecha.). Puede observarse que la distribución vertical de la. velocidad 
en el punto donde se ubica la. sonda Ridge, indica que el viento proviene del oeste (270°) 
con una. velocidad de 4 mis, excepto en el punto inferior el cual recibe la. influencia 
de la. superficie sólida.. Este resultado coincide con los da.tos experimentales que se 
muestran en la figura D.1. La sonda Thorne 7, se localiza en la. posición x=3,000 
m (1::''' hilera de vectores de izquierda. a. derecha). Puede observarse que esta. sonda. 
se localiza. en la. zona de recirculación, y muy cerca. del lugar de la. liberación de las 
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Figura. 6.46: Perfil de velocidades (después de 24,000 s) en el 
pla.no x-y donde se ubica. la. sonda. Unit 19 (lOa hilera. de vec­
tores de izquierda. a. derecha.), UTMY=4,293.25 km (z=2,750 
m). 

.0 1951.2 3902.5 5853.7 7805.0 9756.2 

Figura. 6.47: Perfil de velocidades (después de 24,000 s) en el 
pla.no x-y donde se ubica. la. sonda. Rancho T (18a hilera. de 
vectores de izquierda. a. derecha,), y la. sonda. Oakmont (26a 

hilera. de vectores de izquierda. a. derecha.), UTMY=4,292 km 
(z=4,000 m). 

partículas. La. componente de velocidad es nega.tiva. desde y=287 m hasta. y=700 m 
(413 m de diferencia.). A partir de esta. altura., el a.ire adquiere rá.pidamente la. velocidad 
de la. corriente libre (4 mis). En la. figura. D.3, se observa. que la. sonda. Thorne 7 midió 
cerca. de la. superficie (0-10 m) velocidades que provienen del norte. Sin embargo, por 
arriba. de los 10 m y hasta. los 425 m (415 m de diferencia.), se presenta. una. marcada. 
tendencia. del viento a. provenir del sureste (90°-180°). A partir de los 425 m y hasta. los 
500 m de altura., el viento proviene del noroeste (275°-350°) (corriente libre del viento). 

En la. figura. 6.46 se muestra. la. distribución de velocidades en el pla.no x-yen donde 
se ubica. la. sonda. Unit 19, UTMY=4,293.25 km (z=2,750 m). La. sonda. Unit 19 se 
localiza. en la. posición x=2,000 m (loa hilera. de vectores de izquierda. a. derecha.). Puede 
observarse que esta. sonda. se localiza. también en la. zona. de recircula.ción, por lo que 
el comportamiento del a.ire de la. a.tmósfera. es muy semeja.nte al que se encontró en 
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Figura 6.48: Perfil de velocidades (después de 24,000 sl en el 
plano x-y donde se ubica la sonda D. East (38B hilera de vec­
tores de izquierda a derecha), UTMY=4,290.75 km (z=5,250 
m). 

la zona cercana a la sonda Thorne 7. En la figura se observa. que la componente de 
velocidad es negativa. desde y=400 m hasta y=700 m (300 m de diferencia). A una 
altura mayor, el viento adquiere la. velocidad y dirección de la corriente libre. En los 
datoa experimentales que se muestran en la figura D.2, se puede observar que entre las 
2357 PST y las 0047 de la noche del 19-20 de septiembre, por arriba de los 50 m y 
hasta los 300 m de altura, el viento tiene tendencia a provenir del sureste (90°-180°) 
con un velocidad por debajo de la corriente libre, (entre 0.5 y 1.0 m/s). Por arriba de 
los 300 m de altura, el viento proviene del oeste (270·) con una velocidad muy cercana 
a los 4 m/ s. 10 anterior coincide cualitativamente con los resultados del modelo. 

En la figura 6.47, se muestra la distribución de velocidades en el plano x-yen donde 
se localizan las sondas Rancho T y Oakmont, UTMY=4,292 km (z=4,000 m). La 
sonda Rancho T se ubica en la posición x=4,OQO m (18B hilera de vectores de izquierda 
a derecha). Puede observarse que desde la posición y=200 m hasta la posición y= 
700 m (500 m de diferencia), se presenta la región de capa limite con una dirección 
del viento que proviene básicamente del noroeste (270°-360°), ver figura 6.43 en donde 
se observa. el "jet" proveniente del norte. Por arriba de la posición y=700 m el flujo 
adquire la velocidad de la corriente libre. En la figura D.4, se observa. que entre las 
0101 PST y las 0134 PST del 20 de septiembre, desde la superficie hasta una altura 
de 400 m, se presentaron vientos con velocidad inferior a la velocidad de la corriente 
libre y cuya dirección varió con la altura. Se presentaron: vientos del norte (cerca 
de la superficie), vientos del oeste (20-200m), vientos del sureste, 90°-180° (20D-350m) 
y vientos del suroeste, 180°-270. (350-400m). Se observa que por arriba de los 400 
m, el viento proviene del noroeste con una velocidad que se acerca a la velocidad de 
la corriente libre. El modelo no puede predecir el comportamiento del viento entre la 
superficie y los 400 m de altura. La. sonda. Oakmont se localiza. en la posición x=6,250 m 
(26B hilera. de vectores de izquierda. a. derecha.). Las velocidades que el modelo predice, 
son cualitativamente similares a las que se obtienen en la posición donde se ubica la 
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Figura. 6.49: Vista. superior (plano :z;-z) de la. dis­
tribución total de partículas una. hora. después de 
ha.berse inicia.do la liberación. 

sonda. Rancho T. Es decir, existe una. perturbación del "jet" que proviene del norte, 
lo que ocasiona. que cerca de la. superficie, se tengan vientos del noroeste. Fuera de la 
capa. límite y=800 m, el viento a.dquiere la velocida.d de la corriente libre. Durante la. 
campaña. de medición en el valle Anderson, se decidió, no tomar en cuenta. los da.tos 
de velocida.d toma.dos por la. sonda. Oa.kmont, ya que tuvo problemas en el sistema. de 
a.dquisición de da.tos. Sin embargo, los da.tos relacionados con la. dirección del viento 
que a.parecen en la figura D.6, sí se consideraron como correctos. En la. figura D.6, se 
presentan los da.tos obtenidos por la sonda. Oakmont entre las 2359 PST y las 0049 
PST de la noche del 19-20 de septiembre. Los datos indican que se tuvieron vientos 
del noroeste (270°-360°) desde la. superficie hasta. una altura de 350 m, lo cual coincide 
con los resulta.dos del modelo. 

En la figura. 6.48 se muestra. la distribución de velocida.des en el plano :z;-y en donde 
se ubica la sonda D. Ea.st, UTMY=4,290.75 km (z=5,250 m). La sonda D. East se 
localiza en la posición :z;=9,250 m (38~ hilera de vectores de izquierda a derecha). Puede 
observarse que esta sonda. se localiza. prácticamente a. la. salida. del flujo por la parte 
sureste del valle. El perfil de velocida.des que se obtiene con el modelo, tiene una. ca.pa. 
límite que se extiende hasta la posición y=500 m a.proxima.damente. En la posición 
:z;=9,250 m, se tienen vientos que provienen del oeste. En los datos experimentales que 
aparecen en la figura D.7, se observa. que entre las 0222 PST y las 0240 PST del día 
20 de septiembre, se tuvieron vientos del oeste. Se puede observar que el viento tiene 
una. capa límite que se extiende por arriba de los 400 m. Lo anterior coincide con los 
resulta.dos del modelo. 

En las figuras 6.49 a 6.51, se muestra la simulación numérica. de la dispersión de 
partículas sólidas, una, dos y tres horas, después de iniciarse la. liberación. Las figuras 
representan la. vista superior (plano :z;-z) de la. distribución total de partículas. Con 
el propósito de observar la. capacida.d que tiene el modelo ATFLOW-LSD de predecir 
la. precipitación de partículas en la superficie de la. región, en las figuras 6.52 a. 6.54, 
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Figura 6.50: Vista superior (plano x-z) de la dis­
tribución total de partículas dos horas después de 
haberse iniciado la liberación. 

se presenta lma vista superior de la distribución de partículas que se han deposit'l.do 
sobre la superficie, después de una, dos y tres horas de haber iniciado la liberación. 

En la figura 6.49 se presenta la forma que tiene la nube de partículas después de una 
hora. de transporte y difusión. El tiempo corresponde al momento en que se dejaron de 
liberar las partículas (recuerde que el campo de velocidades se calculó previamente sin 
partículas durante los primeros 2,400 s, por lo que si se tienen 3,600 s de simulación con 
partículas, resultan los 6,000 s que aparecen en la figura 6.49). Después de una hora 
de liberación, la nube presenta una. tendencia a seguir el arroyo Anderson (ver figura 
6.41). En la zona cercana a la fuente de partículas, puede observarse que la nube se 
dirige inicialmente en la dirección negativa del eje x (lo que motiva la precipitación de 
las partículas en la ladera de la montaña). Esto se debe a que el punto de liberación se 
localiza en la zona de recirculación del viento. Cerca de la fuente, existe una velocidad 
del viento en la dirección vertical (positiva), lo que ocasiona que las partículas sean 
transportadas hacia la corriente libre del viento y queden sujetas al "jet" que proviene 
del norte, y al flujo que proviene del oeste. Esto resulta en un desplazamiento de la 
nube hacia el sureste. La velocidad vertical (positiva) que adquieren inicialmente las 
partículas, es suficiente para que después de una hora, no se presente precipitación 
de la fase dispersa, corriente abajo del punto de liberación. Esto puede observarse en 
la figura 6.52, en donde se presenta una vista superior de las partículas que se han 
depositado (en la simulación numérica) sobre la superficie de la región, después de una 
hora de haberse iniciado la liberación. En la figura 6.52, puede observarse que las 
partículas que se han depositado se localizan en la ladera de la montaña, que se ubica 
corriente arriba de la fuente (efecto de la recirculación del viento). 

En la figura 6.50 se presenta la forma de la nube después de dos horas (0100 PST) 
de haberse iniciado la liberación. Es posible observar que la nube de partículas sólidas, 
empieza a perder altura y es transportada por los vientos que dependen de la topografía 
del terreno. Esto trae como consecuencia que algunas partículas se precipiten (ver 
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Figura 6.51: Vista superior (plano x-z) de la dis­
tribución total de partículas tres horas después de 
haberse iniciado la liberación. 

figura 6.53). En la figura 6.50, se puede observar que el "jet" proveniente del norte 
ha penetrado hasta una distancia del orden de 5,250 m en la dirección z. Las últimas 
partículas que son liberadas (a las 2400 PST) se dirigen hacia el norte, debido a que 
el viento proveniente del oeste, rodea a la montaña con una componente de velocidad 
hacia el norte (ver figura 6.43). Después de dos horas de haberse iniciado la liberación, 
algunas partículas han abandonado el valle por el sureste. En la figura 6.53, se observa. 
que algunas partículas ya se han precipitado en la región localizada corriente abajo de 

\ la fuente de material. Puede apreciarse en la figura 6.53 que existe precipitación de 
partículas al norte del lugar en donde se encuentra el punto de liberación, esto coincide 
con los datos experimentales que reporta Gudiksen (Gudiksen, 1983). 

En la figura 6.51 se presenta la nube de partículas, tres horas después (0200 PST) de 
haberse iniciado la liberación. Las partículas siguen perdiendo altura, de tal manera 
que algunas ya se han precipitado en el valle y en las laderas de las montañas que 
rodean al valle Anderson Springs (ver figura 6.54). En la figura 6.51, se observa. que la 
mayoría de las partículas son tranportadas hacia el sureste y se disponen a abandonar 
el valle. En la figura 6.54 se observa que una buena cantidad de partículas se precipita 
en la región suroeste del dominio (x=3,000 m, z=5,550 m). En esta zona, debido a la 
topografía y al "jet" que penetra por el norte, se generan remolinos que atrapan a las 
partículas hasta que se depositan sobre la superficie. 

Con el propósito de hacer una comparación cualitativa entre los resultados del mod­
elo y los datos experimentales, en relación con la cantidad de material que se precipita 
sobre la superficie de la región, en la figura D .8, se presentan las curvas de concentración 
constante, que resultan después de tomar en cuenta los datos que se adquirieron con 
los 40 medidores de concentración superficial (con tiempos de muestreo de 2 hrs), du­
rante la noche del 19-20 de septiembre. La figura D.8 se tomó del reporte de Gudiksen 
(Gudiksen, 1983) y en ella se muestran: (a) la ubicación de los 40 muestrea.dores de 
concentración superficial, (b) los valores de la concentración, en partes por trillón por 
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Figura. 6.52: Vista. superior (plano x-,Z) de la. dis­
trihüción total de partículas que se han depositado so­
bre la. superficie, una. hora. después de ha.berse iniciado 
la. liheración. 

voluinen (ppt), medidos por los 40 muestrea.dores, con un tiempo de muestreo que 
duró desde las 2300 PST hasta. las 0100 PST (dos horas), (c) las curvas de nivel de 
la. topografía. y (d) las curvas de concentración constante, en partes por trillón por 
voluine.n. 

En la. figura. D.S es claro observar, que la. línea. central de la nube de partículas es 
transportB.da. hacia. el sureste y que la gran ma.yoría. de partículas se precipita. en la. 
región ce1'ca.na. a. la. fuente de ma.terial. 

Es muy alentador observar que una. pequeña. cantidad de material trazador es trans­
portado hacia. la. región norte del punto de liberación (lo cual coincide con la. simulación, 
ver figura. 6.53 y 6.54). Puede observarse en la. figura. D.S, que existe un marcado "pan­
deo" de las curvas de concentración, hacia. el norte. Esto coincide cualitativamente con 
lo que se presenta. en lá. figura. 6.54, en donde se observa. que existe gran precipitación 
de partículas en la. posición (5,000< x <6,500 m, z=3,500 m). 

Predecir el flujo con partículas en suspensión en la. zona. de montaña. de los Geysers, 
es sumamente complicado, sin embargo, la. simulación numérica. que se presenta. en 
este tra.ba.jo, reproduce cualita.tivamente algunas de las principales características del 
flujo. De acuerdo a. la. discusión que se presenta en esta sección, es posible concluir que 
el modelo podría. reproducir -{cuantitativamente) las condiciones meteorológicas y la. 
dispersión de partículas, si se contara. con información mucho más precisa para. definir 
las condiciones de frontera. y las condiciones iniciales del flujo. 
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Capítulo 7 

Conclusiones 

La modelación de flujos atmosféricos con partículas sólidas en suspensión, es un tema 
difícil de abordar. La complicada natura.1eza de los fenómenos físicos que rigen la 
interacción entre las fases (aire-sólido), hacen muy difícil (sino es que imposible) la 
tarea. de comprender, modelar y controlar estos flujos. 

Los fenómenos físicos que se presentan en un flujo atmosférico con partículas sólidas, 
están lejos de ser comprendidos en su tota.1idad, debido a que, entre otras circunstan­
cias, la obtención de datos experimentales, en los cuales debe sustentarse la investi­
gación teórica., son también muy complicados de obtener, ya que se requiere de una 
inversión económica. de gran magnitud. Aunque la atmósfera puede considerarse como 
un laboratorio natural, llevar a cabo experimentos para caracterizar una región en 
donde se liberan partículas, requiere de la participación conjunta de diversos grupos 
de investigación, involucrados con el estudio de la física de la atmósfera. 

En este trabajo, se han presentado los fundamentos teóricos y computaciona.1es, 
en los cuales se basan algunos de los modelos meteorológicos que se encuentran ac­
tualmente en uso. El modelo que se ha propuesto, tiene características que lo hacen 
único en relación a otros modelos computacionales. Mientras que la mayoría de los 
modelos, recurren a formulaciones que considerau a las partículas como elementos de 
fluido, las cuales no alteran el campo del flujo, el modelo ATFLOW-LSD¡ parmite de­
terminar la dispersión de partículas sólidas cuya concentración puede alterar de manera 
significativa. el campo de velocidades e intensidad de turbulencia del flujo atmosférico. 

En el presente estudio se ha mostrado, a través de comparar los resultados de la 
simulación numérica. con soluciones ana.1íticas y datos experimentales, que el modelo 
ofrece resultados alentadores. 

Los dos primeros casos de análisis: Flujo de Poiseuille en un dueto con sección 
transversal cuadrada (sección 6.1) y el flujo turbulento sobre un placa. plana con su­
perficie lisa (sección 6.2), únicamente se presentaron con el propósito de mostrar¡ la 
capacidad que tiene la parte Euleriana del modelo, para ca.lcular flujos que pueden 
ser considerados como "simples" (comparados con un flujo atmosférico COIl topografía 
compleja). 

El tercer caso de análisis: Simulación de la ca.pa límite atmosférica. utilizando un 
modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds (sección 6.3), constituye una aportación al 
entendimiento de la interacción que existe entre los campos de velocidad y temperatura, 
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con las características turbulentas de un flujo que está sujeto a las fuerzas de gravedad 
y de Coriolis, y que tiene una condición neutra o estable. En el análisis de este caso, se 
mostró que las constantes de los modelos de turbulencia, no deben ser tomadas como 
constantes universales, ya que su valor depende fuertemente de las características del 
flujo. Se mostró también, que el modelo algebraico de esfuerzos de Reynolds que se 
incluye en la parte Euleriana del modelo, es capaz de predecir la anisotropía de la 
turbulencia en la región cercana a la superficie terrestre. El incremento de la. ener­
gía turbulenta. en las direcciones longitudinal y transversal, y la. disminución de la. 
turbulencia en la dirección vertical (normal a. la. superficie), se obtuvieron de manera 
sa.tisfactoria. Los resultados del modelo, se compararon de manera. extensa. con datos 
experimentales y con simulaciones numéricas que a.parecen en la litera.tura. 

La simulación numérica de la dispersión de partículas que se liberan (de man­
era. continua. o instantánea), en un flujo con turbulencia homogénea, isótropa. y estar 
cionaria., se presentó en la. sección 6.4. La. comparación de los resultados del modelo 
con dos soluciones (analítica y numérica) de la. ecuación de conservación de especies, 
permitió verificar que el modelo Lagrangiano (al seguir la tra.yectoria. de algunos miles 
de partículas), reproduce los resultados de la. ecuación Euleriana. de advección difusión. 
El modelo Lagrangiano propuesto, fue utilizado para. reproducir la teoría de la dis­
persión de partículas debido al movimiento turbulento, formulada. inicialmente por 
Ta.ylor. Los resultados que se obtuvieron con el modelo, reproducen las características 
de la. dispersión turbulenta. que se presenta. en tiempos cortos y largos. 

Es necesario aclarar, que en este trabajo no se presenta de manera. explícita el 
análisis de independencia. de malla, de la. solución numérica. de los cuatro casos discu­
tidos en las secciones 6.1-6.4. Sin embargo, conviene mencionar que buena. parte del 
tiempo de cómputo que se consumió durante el desarrollo de esta. tesis, haciendo UBO 

de las diferentes computadoras de procesamiento rápido, alas cuales tiene acceso el a.u­
tor (Origin-Silicon Graphics 8 procesadores R-10,000 DGSCA-UNAM, Origin-Silicon 
Graphics 4 procesadores R-lO,OOO ININ, Cra.y-YMP DGSCA-UNAM, Onix-Silicor. 
Graphics 6 procesadores R-lO,OOO DGSCA-UNAM, 4 Estación de traba.jo IMPACT­
Silicon Graphics 1 procesador R 10,000 ININ), estuvo dedicado a. realizar cálculos con 
diferentes tipos de discretización del dominio. En la. solución del flujo de Poiseuille, 
aunque los resultados que se muestran en la. sección 6.1, corresponden a. una. malla de 
50 x 39 x 39 celdas, se realizaron cálculos con malllas numérica desde 9 x 9 x 9 hasta 
40 x 69 x 69 volumenes de control. Conforme la. malla. numérica, se hacía. más fina, el 
error de la solución numérica., fue cada. vez menor. Este tipo de análisis no se incluyó 
en esta. tesis, debido a que hubiera resultado más extenso el traba.jo escrito. 

El análisis correspondiente al flujo turbulento sobre una. placa plana., consumió 
recursos de cómputo de manera extensa., ya que el problema. se resolvió utilizando 
diversas mallas numéricas; desde mallas uniformes de 10 x 10 x 10 celdas, hasta. mallas 
no uniformes (con variacióll logarítmica. en la dirección vertical) del orden de 50 x 100 
x 50 volúmenes de control. La. decisión de presentar en la. sección 6.2, los resultados de 
una malla de 20 x 40 x 20, se debe no sólo a que la solución no varió apreciablemente 
con mallas más finas, sino a limitaciones en el tiempo de cómputo requerido. 

La. solución del tercer caso de análisis (sección 6.3), también consumió una. gran can­
tidad de tiempo de cómputo, previo a. tomar la. decisión de utilizar la malla. numérica. de 
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60 celdas en la. dirección vertical. Se realizaron múltiples pruebas con mallas numéricas 
que variaron entre 10-100 celdas en la. dirección vertical. Se realizaron una. gran can­
tidad de experimentos numéricos, tomando en cuenta. tanto mallas uniformes como 
logarítmicas. 

En la. solución del cuarto caso (sección 6.4), no fue necesario analizar el compor­
tamiento del flujo al modificar la. malla. numérica.. Lo anterior se debió a; que en este 
caso, no se resolvieron las ecuaciones de la. fase continua.. Es decir; los campos de veloci­
dades y características turbulentas del flujo, que transporta. y dispersa. a. las partículas, 
se consideraron como conocidos. 

En el quinto y último caso, no se intentó realizar estudios con diferentes mallas. 
Esto se debió, a. que la. topografía. del terreno se conforma. de acuerdo a. la. malla. que 
se utiliza. (recuerde que la. topografía. de la. región se modela. de acuerdo a. la. técnica. 
del "bloqueo de celdas"). Modificar la malla numérica. para modelar la región de los 
Geysers implicaría un trabajo intenso, de varias semanas, para. definir los diferentes 
archivoD que contienen información relacionada. con: 
l).-Identifica.ción de las celdas que tienen que "bloquearse" para definir la. topografía. 
Para. cada ecuación de transporte y conservación que se resuelve, se tiene que generar 
un archivo. 
2).-Identifica.ción de las caras de las celdas bloqueadas para. impidir que fluya aire hacia. 
el interior. Para cada. ecuación de transporte y conservación que se resuelve, se tiene 
que generar un archivo. 
3).-Definir las condiciones de frontera. de velocidad, temperatura, energía. cinética. tur­
bulenta y disipación de energía. turbulenta., en cada una. de las caras de las celdas que 
conforman la topografía. de la. región. La. definición de estas condiciones de frontera no 
es nada. trivial. 

10 expuesto en los párrafos anteriores fue lo que motivó que no se intentara realizar 
Ull análisis de independencia. de malla, de la simulación numérica. del experimento en 
el valle Anderson Springs. 

7.1 Trabajo de investigación a futuro 

En el transcurso de esta tesis, el a.utor ha. mencionado algunas actividades de inves­
tigación que es posible llevar a. ca.bo en un futuro cercano, tomando como base los 
fundamentos teóricos que se presentan y el modelo ma.temático-computacional desa.­
rrollado. 

Algunos de los temas que se sugiere desarrollar son los siguientes: 
.-El modelo (LSD) de dispersión de partículas que se ha presentado, genera las fluc­
tuaciones de velocidad de los remolinos turbulentos, como números aleatorios indepen­
dientes, se propone que se incorpore un modelo de cadenas de Markov para que las 
fluctuaciones de velocidad se generen, al menos con un paso de "memoria" . 
. -En el modelo LSD, el coeficiente de correlación Lagrangiana. del remolino que se 
encuentra. en contacto con la. partícula., tiene forma. cuadrada., se propone que se incor­
poren en el modelo, diferentes formas del coeficiente de correlación La.grangiana., como 
son las formas: "triangular", "Gaussiana." y "exponencial", y estudia.r la influencia de 
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éstos coeficientes sobre las características turbulentas de la fase dispersa . 
. -En el modelo LSD, únicamente se obtienen promedios estadísticos de grupo, los cuales 
se llevan ¡¡, cabo en un volumen de control. Esto conduce a obtener propiedades prome­
dio de la fase dispersa desde un punto de vista Euleriano. Se propone realizar promedios 
estadísticos a lo largo de la trayectoria de las partículas, de tal manera que se logre 
recuperar información estadística que sirva para determinar, tanto el coeficiente de co­
rrelación Lagrangiano de las partículas, como el coeficiente de correlación Lagrangiano 
de los elp."lentos de fluido que interaccJon:LT'l C",ºTI la f~-Qe dispersa . 
. -EI modelo LSD, considera que 108 remolinos turbulentos tienen la misma escala de 
longitud y tiempo en las direcciones :z:, y y z. Debido que en la atmósfera la turbulencia 
es anisótropa, se propone que en el modelo se incluyan escalas de tiempo y longitud 
(de los remolinos turbulentos que interaccionan con las partículas), que sean diferentes 
en las tres direcciones . 
. -Se sugiere llevar a cabo actividades enfocadas a desarrollar un programa de cómputo 
que resuelva las ecuaciones de conservación del aire de la atmósfera en coordenadas 
generalizadas. Con un modelo computacional de este tipo, se pueden deformar las 
mallas numéricas de tal manera que se ajusten a la topografía de la región . 
. -Se sugiere paralelizar el código que se presenta en este trabajo. Si el código se eje­
cuta de manera eficiente en computadoras con procesadores múltiples en paralelo, será 
posible reducir el tiempo de ejecución y llevar a cabo simulaciones en tiempo real . 
. -Es necesario iniciar un ambicioso programa de investigación experimental, en donde 
a partir de experimentos a escala reducida, de regiones con topografía complicada, sea 
posible verificar tanto el modelo ATFLOW-LSD, como una gran variedad y cantidad 
de códigos que se han desarrollado (alrededor del mundo) en los últimos años, y los 
cuales requieren de información experimental confiable . 
. -Con la experiencia adquirida en los últimos diez años en la simuiación de flujos con 
partículas, el autor sugiere abrir una. línea de investigación para desarrollar los al­
goritmos numéricos necesarios que permitan predecir el comportamiento de un flujo 
turbulento (a escala laboratorio o a escala atmosférica), sin resolver las ecuaciones de 
conservación formuladas en un marco de referencia Euleriano. El comportamiento del 
del medio continuo (fluido) se calculará a través de resolver la. tra.yectoria. de varios 
miles de partículas que tienen que interaccionar unas con otras de tal manera. que en 
conjunto respresenten el fluido en movimiento turbulento. Estos métodos de partículas, 
han sido utilizados en el campo de la astrofísica desde hace algunos años . 
. -Finalmente, se considera conveniente que el modelo ATFLOW-LSD, sea tomado en 
cuenta para formar parte del núcleo computacional de los sistemas de alerta y aviso 
oportuno que existen alrededor del mundo. Estos sistemas predicen la dispersión de 
nubes tóxicas en caso de liberación accidental a la atmósfera. 
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Apéndice A 

A.l Elementos de la matriz A(i,j) para el cálculo 
de los esfuerzos de Reynolds u~uj y flujos de 
calor U~()I. 

a.).- i=l y j=l 

u.~ u.~ 2 W (p' 2.) (n' n') -;;-=a+-; lI-aP +Wm-l 11,1+ 11,2 (A.l) 

Desarrolla.ndo ca.da. término se tiene: 

(A.2) 

b).- i=2 Y j=2 

u.~u.~ 2 () (. 2.) ... (ni nI) K = 3 + f P22 - 3P + '*'m-l 22,1 + 22,2 (A.3) 

Desarrolla.ndo ca.da. término se tiene: 
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(A.4) 

c).- i=3 Y j=3 

u~u~ 2 ~ (po 2po) (n' nI) ~ = 3 + -; 33 - 3 + ~m-l \ 33,1 + 33,2 (A.5) 

Desarrollando cada. término se tiene: 

(A.6) 

d).- i=l Y j=2 -,-, ~ 

Ul U2 'I! po ~ (n' n') -- = - 12 + 'l!m-l 12 1 + 122 K. € J 1 

CA.7) 
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Desarrollando cada término se tiene: 

e).- i=l Y j=3 
-,-, JI'. 

tl1 tl3 .,.., (, n') -- = - P13 + IJIm _ 1 nl3 1 + 132 
le f I I 

(A.9) 

Desarrollando cada término se tiene: 

-, , ({}PU3 {clI}) + tlltll -- -
8X1 f 

(A. lO) 

-, , (8PU3 {IJI}) 
+tll tl2 {}X2 ~ + 

-, , (1 IJI {{}P'fi.3 {}PU1 }) 
+ tl1 tl3 - + - -- + -- + 

K, f 8X3 {}X1 

- - (8P'fi.1 {()}) - (8P'fi.1 {()}) +tI~tI~ {O} + tI~tI~ {}X2 ~ + tI~tI~ {}X3 ~ + 

+tI~O' {O} + tI~O' {O} + tI~O' {O} = O 

f).- i=2 Y j=3 
-,-, JI'. 

tl2 tl3 .,.. Po' ... (n' n') -- = - 23 + ""m-I 23 1 + 23 2 
K, f I I 

(A.U) 

Desarrollando cada término se tiene: 
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Las expl'esiones algebraicas para los flujos de calor son las siguientes: 
g).- i=l 

-¡-(J' ... " [-,-,8P9 -,-, {}p9 -,-,8P9] ... , "P' ... "n' -1'1 ="'8- U1U1-{} +U1UZ-{} +U1 Ua-{} -"'8- 18-"'8- 181 
f Xl X2 Xa f €' 

Desarrollando cada término se tiene: 

-, -, ( ... " {}P9) -, -, ( JI." {}P9) -, -, ( ... " {}P9) 1'11'1 -"'8-- + 1'11'2 -"'8-- + U1 Ua -"'8-- + 
€&l €&2 €8_ 

+u~U~ {O} + ~u~ {O} + U~u3 {O} + u{(J' (-1 _ 4»~~ ~:1) + 

+-¡-(J' ( ... ," 8PU1) + -¡-(J' ( ; •• ," 8PU1) - O 1'2 -"'8--- Ua -"'8----
f {}X2 f {}X3 

h).- i=2 

- "[-8P9 -{}p9 -8P9] ,". ", -u~(J' = 4»8- U~U~;;- + U~U~-{} + U~U3;;- - 4»8-P28 - 4»,-n28,1 
€ VX1 X2 vXa € € 

Desarrollando cada término se tiene: 
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(A.13) 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 



i).- i=3 

(A.l7) 

Desarrollando cada término se tiene: 

(A.lB) 

167 



Apéndice B 

B.l Desarrollo de los términos que constituyen la 
ecuación algebraica de los esfuerzos de Reynolds, 
u'.u'. 7 y la ecuación algebraica de los flujos de 
calor, -u~(J'. 

a.).- i =2, j=2. 

u~u~ 2 (l\ (p,o 2po) "" (n' n') --;;:- = 3" + -; 22 - 3" + '*'m-1 22,1 + 22,2 

p,• 2-,-,OPU2 2-,-,Opu2 2-,-,Opu2 2 {3 ¡-(J' 
22 = - U2Ul-O - U2U 2-;:¡-- - U2U3-0 - P 92U 2 

Xl UX2 X3 

P"=P+G 

P
o -,-, OPiJ,l -,-, OPiJ,l -,-, OPiJ,l 

= -UlU1-- - UlU2-- - UlU3--­
OX1 OX2 OX3 

-,-, OPiJ,2 -,-, OPiJ,2 -,-, OpiJ,2 
-UZU1-- - U ZU2-- - U2U3-~-

OX1 OXz OX3 
-,-,OPiJ,3 -,-,OPiJ,3 -,-,OPiJ,3 {3 ¡-(J' 

-U3U1-
0 

- U3U2-0 - U3U3-0 - P 9zU z 
Xl X2 X3 

n' e' f (-'-' 3-,-, 3-,-,) f 
2Z,1 = 1P;¡ UzUz - 2UZU2 - 2uzu z 

n' 2-'-' e' f f 22 1 = - U2U 2 lP-, K-
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(B.1) 

(B.2) 

(B.3) 

(B.4) 

(B.5) 

(B.6) 

(B.7) 

(B.8) 



donde 

sustituyendo se tiene: 

n;2,2 = 2e2C~! (P22 - ~ p) 
desarrollando los términos P22 y P, se tiene: 

(B.9) 

(B.lO) 

(B.ll) 

(B.l2) 

Desarrollo en detalle de los términos que constituyen la. ecuación algebraica. de los flujos 
de calor, -u\O'. 
b).- i =2. 

donde 

012 e~ K. (tO'OPO -'O,opO -'O,opO) = --- UI -+U2 -+U3 -
P t OXI OX2 OX3/ 

n' e' pt-,O'! 291 = - ¡e-U2 , K. 
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(B.l4) 

(B.15) 

(B.16) 

(B.17) 



Apéndice e 

C.l Parametrización de las funciones cPm, cPh, Wm y 

Wh 

En las condiciones de frontera para las ecuaciones de cantidad de movimiento ecs. (3.50 
y 3.51), energía térmica.ec. (3.52), energía turbulentaec. (3.72) y disipación de energía 
eco (3.67), es necesario definir las funciones tPm, tPh, 1lIm Y 1lI lo 

Como se mencionó en la página 48, las funciones tPmoh consideradas en las condi­
ciones de frontera, son diferentes alas utilizadas para definir la función f que aparece 
en las ecuaciones (3.23, 3.24 Y 3.26). Además se considera que tPm .¡. tPh. Las funciones 
universales tP"..h y 1lI moh utilizadas en este trabajo son las siguientes (Boughton and 
DeLaurentis, 1992): 

Condición Neutra., (e -+ O) 

1lImoh (O) = O (C.l) 

tPmoh (O) = 1 (C.2) 

Condición Inesta.ble, (e < O) 

1lI". = 2ln e +2tP;l) + In e +2tP;2) - 2arctan (tP;l) + i (C.3) 

1lIh = 2ln e + 2tPh'l) (C.4) 

donde 
(C.5) 

(C.6) 

En las ecs. (C.5 y C.6) se ha definido e" :: y,,/ L, para indicar que la para.metrización 
de las funciones tPmoh y 1lI moh, se utiliza únicamente en la frontera representada por el 
punto !J", el cual se localiza en la capa superficial. 
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Condición Esta.ble, (e > O) 

IJI", = 0.667(14.3 - ep) exp (-0.35ep) - ep - 9.52 (C.7) 

IJI¡, = 0.667 (14.3 - ep) exp (-0.35ep) - (1 + 0.667ep)3/2 - 8.52 (C.8) 

donde 

t/J", = 1 + ep {1 + 0.667 exp (-0.35ep) [1 + 0.35 (14.3 - ep)]} (C.9) 
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A. penOlCe L1 

D.1 Muestra de los datos experimentales tomados 
la noche del 19-20 de septiembre, en el valle 
Anderson Springs 

Se presenta una muestra de los datos meteorológicos que se obtuvieron con la.s siete 
sonda.s que apa.recen en la figura 6.41, y cuya ubicación se enlista. en la tabla 6.1 de la 
página 145. 

En la.s figura.s D.1-D.7, se presentan los siguientes datos meteorológicos: 
DD (OEG) dirección del viento (donde proviene) 
S (M/S) velocidad del viento 
M.R. (GM/KG) (gramos de vapor de agua/kg de aire seco) 
R.H. (%) humedad relativa 
POTo TEMP (K) temperatura potencial 
TEMP (OC) temperatura. 

En la. figura D.8, se presenta la concentración del ga.s PMCH en la superficie de la 
región. Los datos de concentración se midieron con muestreadores de superficie con 
tiempo promedio de medición de dos hora.s. 

En la.s figura.s de este apéndice se incluyen leyenda.s que indican: el nombre de la 
sonda, la fecha y la hora en que se toma.ron los datos (PST). En la.s figura.s se especifica 
si los datos se toma.ron durante el a.scenso (L::.) o descenso (\7) de la sonda. 

La.s figura.s 0.1-0.8, se toma.ron del reporte de Gudiksen (Gudiksen, 1983). 
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