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Capitulo 1
CONCEPTOS GENERALES

1.1 Introduccidén

En este capitulo haremos un breve resumen de algunos de los conceptos
bédsicos de la Teoria de los Sistemas Dindmicos Discretos. En términos gen-
erales, los Sisternas Dindmicos Discretos, resultan del proceso iterativo de
algtin fenémeno de interés. En nuestros términos, lo que nos interesa es
considerar un tipo especial de funciones, y estudiar el comportamiento de
éstas bajo un proceso iterativo. En otras palabras, si damos una funcién f y
algiin punto z en donde f esté bien definida, lo que nos interesa es estudiar
el siguiente proceso:
2, f(2), f(£(2)), F(SF(F(2)))s oo

Este proceso nos da un concepto muy importante: el concepto de Srbita,
y el problema que queremos estudiar es precisamente la estructura de las
6rbitas de ciertas funciones.

Queremos en este momento especificar la siguiente notacién: f» = fo fo
-+-0 f, n veces; es decir, f™ denotari la composicién de la funcién f n-veces

consigo misma.
Finalinente diremos que las funciones que consideraremos, serdn siempre

holomorfas en todo el plano complejo.



1.2 Definiciones Elementales

Empezamos con una definicién central:

1.2.1 Definicién:
Para cada z €, al conjunto de puntos z, f(z), f2(z), ... se le llama la érbita
hacia adelante de z. Denotemos a este conjunto por O*%(z) y observemos que
O™*(z) se puede escribir en la forma

{f"(z) :ne Nu{0}}.

Si f es un homeomorfismo, la 6rbita haciaatrdisdezes O~ (z) = {f*(2) : n
€ IN~}, y, consecuentemente, podemos definir la érbita entera de z como
O(z) = {f"(2) : n € INU{0} U IV~ }. El objetivo bdsico de este trabajo es el
de estudiar ( describir ) las érbitas de ciertas familias de funciones.

1.2.2 Definicién:
El punto z es un punto fijode f si f(z) = z. El punto = es un punto periédico
de periodo n si f*(z) = z. Observemos que si z es periddico de periodo n
para f, entonces z es un punto fijo para f?. Es también importante notar
que si z es periédico, a O(z) se le llama drbita periddica.

Veamos ahora algunos ejemplos.

1.2.3 Ejemplos:
1. La funcién identidad f(z) = =z fija a todos los puntos del plano com-

plejo, mientras que la funcién f(z) = —=z fija solamente al origen y los
demads puntos tienen periodo 2.
2." La funcién f(z) = 23 tiene como puntos fijosaz; = 0,22 =1y 23 = —1.

3. La funcién f(z) = z2 — 1 tiene puntos fijos en z; = (1 + V5 )/2 ¥
2z = (1 — v/5 )/2. Observemos que f(0) = —1, f2(0) =0y f(—1) =0,
f3(—1) = —1, esto es, 0 y —1 son puntos periédicos de periodo 2.
Analizar las é6rbitas de los demds puntos en el plano es un problema
mdés complicado que no resolveremos aqui.

Daremos ahora otra definicién importante.
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1.2.4 Definicién: .

Sea z un punto periédico de periodo n para f. El punto z es hiperbélico si
F£(2) | # 1.

1.2.5 Ejemplo:

Sea f(2) = (1/2)(z® + z). Notemos que 0, 1 y —1 son puntos fijos de
f. Ademids f'(0) = 1/2 y f’(%1) = 2. Es decir, 0, =1 son puntos fijos
hiperbélicos.

La siguiente proposicién nos muestra una caracteristica importante de los
puntos fijos hiperbélicos.

1.2.6 Proposicién.

Sea p un punto fijo hiperbdtico con { f'(p) | < 1. Entonces existe una vecindad
U de p tal que si =z € U, entonces

lim_ f(z) = p.

n—o0

Demostracién. Damos la demostraciéon en el caso real. Comeo f es C!,
existe e >0 talque | f/(z) | < A, con0 < A <1parazx € [p— ¢,p+€]. Por
el Teorema del Valor Medio se tiene

[ f@—pl=1fx)—fP)I<Alz—-pl<|z—-pl =e

Por lo tanto, f(r) estd contenido en [p — ¢,p + €] ¥, en efecto, estd mas
cerca de p que x. Aplicando n veces el mismo argumento, se tiene que

lf(z)—pl=<A"|z—p]|,
de aqui que f7?(z) — p cuandon = oc. 3
Esta propiedad lo que nos dice es que los puntos cercanos a un punto
fijo hiperbdlico con norma de la derivada menor que 1, bajo iteraciones de
la funcién, convergen al punto. Es cierto un resultado similar para puntos

periédicos hiperbélicos de periodo n. En este caso, la hipéStesis es que |
(") (p) | < 1. Esta proposicién induce la siguiente definicién:
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1.2.7 Definicidn:

Sea p un punto periddico de periodo n con | (f")'(=z) | < 1. Entonces, se dice
que p es un punto periddico atractor ( o un pozo ).

El comportamiento de una funcién cerca de un punto periédico hiperbélico
con | (f")'(2) | > 1 es muy distinto al de los atractores. Esto lo sefiala la

siguiente proposicién.

1.2.8 Proposicién:

Sea p un punto fijo hiperbélico con | f/(p) | > 1. Entonces, existe una
vecindad U de p tal que, si z € U, z # p, existe k > O tal que f%(z) ¢ U.

De manera andloga se tiene un resultado para los puntos periédicos hiperbé-
licos con | (f™)'(2) | > 1, y de aqui la siguiente definicién:

1.2.9 Definicién:

Sea p un punto periédico de periodo n con | {(f*)'(p) | > 1. Entonces, se dice
que p es un punto periddico repulsor ( o una fuente ).

Si se tiene que un punto periédico satisface | (f")(p) | = 1, entonces
diremos que p es un punto periddico indiferente.

De acuerdo con las proposiciones anteriores, el comportamiento de una
funcién cerca de un punto periédico hiperbélico, estd regido fuertemente por
la derivada; sin embargo, este no es el caso si el punto periédico es no-

hiperbdlico.

1.3 Dindamica Simbélica

En esta seccién haremos una breve descripcién de la Dindamica Simbélica.
En general, el modelo simbélico resulta ser muy iitil, aunque a nosotros lo
que nos interesa es el concepto de itinerario, el cual es de gran importancia
para nuestro estudio. Una discusién mis detallada de este modelo puede
encontrarse en Devaney[6] (Cap. 1, pags. 40-42).

Damos ahora una definicién.



1.3.1 Definicién:
El conjunto 3 = {(s152+-:) : 8; = 0 S 1} es un espacio de sucesiones en dos
simbolos.

Este espacio es un espacio métrico con la métrica
oo
P
d(s,t) =3 lsi —ti]

=1

lo cual no es dificil de verificar.

1.3.2 Proposicién:
Sean s, t € X,, y supongamos que s; = ¢t; parat = 0,1,...,n. Entonces
d(s,t) < < . Inversamente, si d(s,t) < S entonces s; = t; para i < n.

Demostracién. Si s5; = t; para i < n, entonces

Si — S5 = 8; — ti = 1
dan=3luzul, & laztle & 2
=0 i=n4l i=n+
pero,
1 1 1
2—=2—2(1—.2—"_ﬁ)_—.§,

f: 1
iga 2

y por lo tanto d(s,t) < o

I
~ IMs
N

|
||M:

A

Inversamente, si s; # t; para algiin j < n, entonces
1
d(s,t) = 35 = 5
1 .

lo cual implica que si d(s,t) < o7 entonces s; = ¢; parait < n. £

Este resultado nos permite decidir cuando dos sucesiones estdn cercanas,
puesto que nos dice que basta con que coincidan en sus primeras cifras para
que estén muy cercanas. Definimos ahora la funcién de corrimiento en £,.
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1.3.3 Definicién:
La funcién de corrimiento o : X — X, estd dada por o(s;s2s3--+) =
(528384 ).

De la definicién se ve inmediatamente que o es dos a uno, y la siguiente
proposicion muestra que o es continua.

1.3.4 Proposicién:

o es continua.

Demostracién. Sea € > 0y s = (sp81--+). Elijamos n tal que 51'-; < €.
Sea & = “l_ﬂ. Si t = (tot,---) satisface que d(s,t) < &, entonces, por la
proposiciéon anterior tenemos que s; = ¢; para i < n + 1. Por lo tanto, las

i-ésimas entradas de o(s) v o(t) coinciden para i < n. Por lo tanto,
1
d(o(s),o(t)) < on <€ 8

Antes de definir el concepto de itinerario, analizamos un ejemplo para ver
la fuerza y la importancia de este modelo simbélico.

1.3.5 Ejemplo:

Sea f(z) = 22. Observemos que z = O es el Gnico punto fijo de f. También,
8i | 2z | < 1, entonces f"(z) — O cuando n —3 oo; mientras que si | z |
> 1, entonces f"(z) — oo cuando z — oco. Asi que la dindmica de f esta
bien determinada para los puntos que se encuentran dentro y fuera del disco
unitario A. Sin embargo, para los puntos que estin sobre S!' = JA, la
dindmica es un poco mas complicada.

Para describir la dindmica de f sobre S', podemos utilizar el modelo
simbélico. Dado z € S', podemos escribir z = exp (27if), donde 0 < 6< 1.
Entonces, f manda z en exp (27i20). Asi que, podemos entender la accién
de f sobre S' si entendemos la accién de la funcién @ — 20 (mod 1) en el
intervalo [0,1). Esto es, si pensamos a los puntos del intervalo {0, 1) en su
expansién binaria, podemos identificar al intervalo [0,1) con el espacio X2
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¥ el mapeo o es equivalente a multiplicacién por 2 mdédulo 1: es decir, si
8 € [0,1), en su expansién binaria,

@ = 0.518283 -,

entonces, médulo 1,

20 = 0.828384---,

el cual, vemos que es el mismo efecto de aplicar o.
Ahora bien, la dindmica de o se puede conocer con cierta facilidad. Por

ejemplo, los puntos (000---) y (111 ---) son puntos fijos para o, mientras que
los puntos periédicos de periodo n son dquellos de la forma

(S182---8p81 -+ -8, ).

Es mads, hay 2" puntos periédicos de periodo n. También se puede ver que
los puntos periédicos son densos, que hay puntos eventualmente periédicos,
etc.; ¥ por lo visto anteriormente, la dindmica de f sobre S! es la misma. §

De acuerdo con este ejemplo, el modelo simbdlico es muy iitil para de-
scribir la dindmica de ciertos mapeos, via una conjugacién. Definimos ahora
1o que es el itinerario de un punto.

1.3.6 Definicion:

Sean f :€C —»C y A, B c €. Entonces, el itinerario de un punto z € € es

una sucesién I(z) = (s18283---) tal que 3, = O si f*(z) € A S 8, = 1 si
(=) e B.

Esta definicién asocia a cada punto del dominio de f una sucesién de 0’s
y 1’s. Analizaremos un poco mas de cerca este concepto en el Capitulo 3,

donde serd de importancia para entender la dindmica de las funciones en las
que estamos interesados.



1.4 La Esfera de Riemann

En esta iiltima seccién, haremos una breve discusién de la Esfera de Riemann,
ya que en realidad lo que nos interesa cs trabajar con funciones definidas
sobre este espacio. Una discusién mas propia y detallada, puede encontrarse
en Ahlfors[l] (Cap. 1, pdgs. 19-20) 6 Conway[5] (Cap. 1, pigs. 8-9).

Topoldgicamente, la esfera de Riemann es la compactificacién del plano
complejo mediante la adicién de un punto, el cual denotamos por oo. Esto
es, si denotamos por@ a la esfera de Riemann, entonces

& =€ U {oo}.
La topologia en T son los abiertos de la forma:
1. U, donde U < es abierto, o

2. & — C, donde C C € es compacto.

Esta “extensién” del plano complejo nos permite extender también cierto
tipo de funciones holomorfas, de forma tal, que podemos entender el com-
portamiento de las funciones en oo via un homeomorfismo que conjuge al O
con el oo y viceversa.

En general, si tenemos una funcién holomorfa f : & — tal que f(oc) =
a, con a # 0, entonces, decimos que f es holomorfa en oo si la composicién

g o fog ! es holomorfa en 0, donde g(z) = 1. Si f(oo) = 0, basta tomar

9(z) = — 5+ donde b 5 0, co.

Para reafirmar un poco esta discusién, consideremos la funcién del ejem-
plo de la seccién anterior, esto es, f(z) = z2. Claramente, f(0) = 0 y
f(oo) = co. Si tomamos g(z) = 1/z y hacemos la composicién

gofogi(z) =go f(1/2) =9(1/2%) = 2%,

vemnos que g conjuga a f consigo misma y, por lo tanto, el comportamiento
de f en oo es el mismo que el comportamiento de f en O.

En el siguiente Capitulo veremos cémo se inducen las transformaciones
de Mébius en toda la esfera.



Capitulo 2

TRANSFORMACIONES
CONFORMES

2.1 Introduccién.

A través de este capitulo hablaremos de las transformaciones conformes, y de
algunas de sus propiedades. Estas transformaciones son importantes porque
poseen caracteristicas geométricas interesantes. Veremos un tipo especial de
transformacién conforme, que son las llamadas Transformaciones de M&bius,
las cuales nos seran de mucha utilidad en adelante. Diremos también algunas
cosas sobre iteraciones de este tipo de transformaciones. E} tratamiento que

haremos de las transformaciones conformes en general, lo haremos siguiendo
a Marsden[9] ( Capitulo 5, Seccs. 1y 2 ).

2.2 Transformaciones Conformes.
2.2.1 Definicién:

Sean f: ACC —C y a: |a,b] —+ A una curva diferenciable con 0 € {a, b},
a(0) = 29 y v = &/{0) # 0. Hagamos 3(t) = f(a(t)). Entonces, decimos que
f es conforme en 2¢ si existe 0 < 8 < 2% y r > 0 tal que 8 es diferenciable en

t =0, y, si hacemos u = 8(0), tenemos que |u | =7r |v |y argu = argv + 0
(mod 27).



Diremos que f es conforme en A si es conforme en cada punto de A.

Geométricamente, las transformaciones conformes rotan a los vectores
tangentes a las curvas y les aplican una homotecia. También resulta in-
teresante notar que estas transformaciones preservan los dngulos de curvas
que se intersectan. El siguiente resultado es importante porque muestra las
conexién entre las tranformaciones conformes y las funciones holomorfas.

2.2.2 Teorema:

Si f: A C@ —> es holomorfa y si f'(z) # 0, entonces f es canforme
2o con 6 = arg f'(z) ¥ r =] f’(=0) |-

Demostracién. Si utilizamos la notacién de la definicién anterior, por la
Regla de la Cadena tenemos que

u = 3'(0) = f'(z) - a’(0) = f'(20) - v.

Por lo tanto,

lul=1f(20) | -]v] y argu=argf'(z0) + argv (mod 27),

que es lo que se requiere.

Como un sencillo ejemplo de este tipo de transformaciones, pensemos
en la funcién z ~—— 22, definida sobre el primer cuadrante sin el origen.
Claramente esta funcién es holomorfa en todo punto de su dominio, asi que
es conforme.

El siguiente teorema da una propiedad que r;os sera de gran utilidad.

2.2.3 Teorema:
(i) Si f : A — B es conforme y biyectiva, entonces f~!
también conforme.
(ii)Sif: A—» Byg: B — C son conformes y biyectivas, entonces go f
: A —3 C es conforme y biyectiva.

: B —» Aes
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Demostracién.

(i) f~lexiste ya que f es biyectiva. Por el Teorema de la Funcién Inversa, f
es holomorfa con df ~}(w)/dw = 1/(df (z)/dz), donde w = f(z). Como
f es conforme, entonces df (z) # 0 y, esto implica que df~!(w)/dw # O.

Por lo tanto, f~les conforme.

(ii) Recordemos que la composicién de funciones biyectivas y la composicién
de funciones holomorfas es holomorfa, asi que en este caso go f es
holomorfa y biyectiva. También,

(9o f)(2) =9'(f(2)) - f'(=) #0,

por lo tanto g o f es conforme.

Este resultado es importante para nuestro trabajo, puesto que estaremos
interesados en estudiar la dindmica de una familia de funciones que resultardn
ser conformes y biyectivas. Un tipo especial de transformaciones conformes
que estamos interesados en estudiar son las Transformaciones de Mdbius.
Veremos algunas propiedades de esas transformaciones en la siguiente seccién.

2.3 Transformaciones de Mdbius.

Una Transformacién de Mdbius es un mapeo de la forma

az+b

& = ora

donde a, b, ¢,d son nimeros complejos fijos con ad — bec ¥ 0. El caso en el
que ad — be = 0 es muy simple y carece de intdrés, ya que T se reduce a una
constante.

Veremos a continuacién, algunas de las propiedades de estas transforma-

ciones.
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2.3.1 Teorema:
La transformacién T definida anteriormente es conforme y biyectiva de

A={ze@ :z%# —d/c} sobre B= {w €C : w % a/c}.

De hecho, la inversa de T es también una transformacién de Mébius y
estd dada por

T-1(w) = —dw + b.
cw—a
—dw + b
Demostracién. Es claro que T es holomorfa sobre A y S(w) = -

es holomorfa sobre B. Para ver que T es biyectiva, basta verificar que T o S
¥ S o T son las identidades. Haremos sélo un célculo, puesto que el otro es

similar.

ST( ))_—d(%)+b_—adz—bd+bcz+bd_(bc—ad)z__
2= c(2t8) —a = acz+bc—acz —ad =~ (bc—ad)

De manera andloga tenemos que T(S(w)) = w. Para ver que T es con-

forme, observemnos que

d d

Z5TEN =) =1,
¥, por otro lado se tiene que

S'(T(2))-T'(z)=1.
De aquf se tiene que 77(z) # 0. §

2.3.2 Teorema:
Cualquier mapeo conforme de A = {z €€ : | z | < 1} sobre si mismo, es
una transformacién de Mébius de la forma

9 &= 2o

el
T(z)=¢ 1 — =2’

12



para algiin zp € A, 0 < 8 < 27. Cualquier T de esta forma, es un mapeo
conforme de A sobre A.

Demostracién. Veamos primero que para T de esta forma, si | 2z | = 1.
entonces | T(z) | = 1. Esto es cierto ya que
z— 20 i |z —2|

1 T(2) I=] ¥ | |7 == = =
1 — Zoz e Zo |
Como | z | = == = 1, se tiene que z~! = %. Luego,

T -~ Z
17y | = 12zl _
1Z—Za
yaque [ w | = | @w|. La inica singularidad de T estd en (Z;)~!, la cual se

encuentra fuera del disco unitario. Por lo tanto, por el Principio del M4dximo,
se tiene que para todo z € A, | T(z) | < 1. Es decir, T mapea A sobre A.
Por el teorema anterior, podemos encontrar la expresion analitica para
T-!, la cual es
_io w— (—e®z)
T Y w) =e- 90— 2= <07
(w) 1~ (—e"¥Z)w’
Vv como tiene la misma forma que T, es también un mapeo de A sobre A.

Por lo tanto, T es conforme de A sobre A.
La unicidad de T se puede probar utilizando el Teorema de Riemann (

ver por ejem., Ahlfors[l], pdg. 222 ), lo cual no haremos aqui. %

Enunciaremos la siguiente propiedad de las transformaciones de M#&bius,
la cual no probaremos aqui, pero puede consultarse en Markushevich{8] (

Cap. 10, pag. 169 ).

2.3.3 Teorema:
Sea T una transformacién de Mobius. Si L C € es una linea rectay S CC
es un circulo, entonces T(L) es o una linea recta 6 un circulo, y T(S) es o

una linea recta 6 un circulo.
Para finalizar esta seccién, quisiéramos comentar que, en concordancia
con lo que se dijo en la iltima seccién del Capitulo 1, estas transformaciones
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se inducen también sobre la esfera de Riemann, ya que si ¢ #% 0, T(o0) =
a/c # oo, y, si a #£ 0, se obtiene, via conjugacién con 2

_c+d/z
Glz) = a+b/z
. ad — bc R
y G'(0) = ——=— # 0. Por lo tanto, oo es un punto regular para T y asi, T
estd bien definida y es holomorfa sobre .

2.4 Iteracién de Transformaciones de Mdbius.

Sea T una transformacién de Mébius. Si ¢ # 0, tenemos que T(—d/c) = oo y
T(o0) = a/c. Un primer aspecto en el que estamos interesados es en conocer

la naturaleza de los puntos fijos de T, ya que la estructura dindmica de T,
depende en gran medida de estos puntos.

Observemos ahora que si ¢ = 0, entonces T tiene la forma T'(2) = az+ 8,
donde a=a/dy B =205/d,sid#0.
Analicemos ahora varios casos:
Caso 1: (c=0,a=1y 83#0)
T tiene la forma T'(z) = z + 0, v, entonces, el inico punto fijo de T es
oc. Asi, para cada cada z € se tiene
Tm(2) = z 4+ ng,

y claramente, T"(2) — oo cuando n — oo.
Caso 2: (c=0,a#1,8+#0)

T tiene la forma T(z) = az + 3, y tiene como tGnico punto fijo a ¢ =

1 P En este caso, vamos a proceder de una forma un poco distinta

a la anterior. Formamos primero una transformacién de Mdbius que
mande ¢ a oo; a esta funcién le llamamos g y, entonces, g tiene la forma

g(z) = = A partir de esta funcién g, definimos S§ como
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S(z) = (ge T o g~ )(2).

e 1
La expresion g~1(z) = 1+ nos muestra claramente que g~ (o0) = ¢,

¥, consecuentemente S tiene como tinico punto fijo a oc, y de acuerdo
con el caso 1, $"(z) — oo cuando n ——» oo, para todo z. También,

57(z) = (goTog~')e(goTog 1)o---o(goTog~!)(z) = (goT"og™1)(z2).
Aplicando ahora g y g—! por la derecha y por la izquierda, obtenemos
T"(z) = (97! o 5™ 0 g)(2),

de donde, T"(z)}) —» g~'(o0) = ¢, cuando n — oo.
Caso 3: (c=0,a#1,3=0)

T tiene la forma T(z) = az. Claramente T fija al 0 y al co. También,

T"(z) = a™z, y, para todo z se cumple

(i) T(z) —0si |a|<1;
(i) | T ()| =|zlsi|la|=1;
(iii) T"(z) —r oo si |a | > 1.

Los casos i v iii son claros, mientras que en el caso ii 0 o es una n-ésima

raiz de la unidad y T es la identidad 6 a no es una raiz de la unidad,
¥ los puntos 7™ (z) son densos sobre el circulo con centro en el origen

vradio | =z |.

Caso 4: (c#0)
7T tiene su forma original y posee dos puntos fijos distintos {1 y ¢z, que
se encuentran resolviendo la ecuacién

_(a—d) = Jfla—d)? + abc

= 2c




Por supuesto que estamos suponiendo que el discrimninante de la ecuacién
no es cero, porque si este es’el caso, entonces tendriamos una situacién

andloga al caso 1.

Construimos ahora una transformacién de Mébius que mande ¢ al 0

y ¢z al oo, la cual se puede escribir como g(z) = ':"———g'—, v de aqui,

z—C2

construir §(z) = (9o T o g~')(z). Entonces, S fija al 0y al oc. Asi, S
se reduce al caso anterior, y la dinamica'de T estd bien determinada.
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Capitulo 3

DINAMICA DE UNA
FAMILIA DE FUNCIONES

3.1 Introduccién

En este capftulo haremos la descripcién y andlisis de la dinimica de una
familia de funciones conformes y discontinuas en la esfera de Riemann; esto
es, trataremos de describir la estructura de las érbitas periédicas.

En la figura siguiente se puede observar el comportamiento simétrico que
se presenta en la dindmica de esta familia de funciones que, en principio, nos
permite conjeturar, al menos en el sentido medible, que lo conforme de las

transformaciones es mds fuerte que lo discontinuo.
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3.2 Planteamiento del Problema
Por principio de cuentas queremos especificar la siguiente notacién:

(a) Denotaremos por A al disco unitario en, es decir, al conjunto de puntos
de la forma {z e :| = |< 1},

(b) Al disco con centro en 2 ¥ radio 1 lo denotaremos por D, v
(c) En general, al disco con centro en z y radio r lo denotaremos por D{=, 7).

Definamos ahora la siguiente funcién:

2y == f(2) sizg¢ D
F(")—{ foh(z) sizeD

donde f(z)=azconla|< 1y h: D — D es una transformacién conforme
y biyectiva.

El objetivo basico de este trabajo es Describir la dindmica de la funcidn
F. Para iniciar con el andlisis, debemos, por principio de cuentas, escribir
explicitamente la funcién 2. Sabemos que las transformaciones conformes v
biyectivas mds generales son las transformaciones de Méobius, asi que podemos
construir la funcién i de la siguiente manera:

1. Definamos T : D — A por T(z) = =z — 2. Claramente T es una

transformaciéon de Mdbius que manda D en :A\.

2. Las transformaciones dc M&bius de A en A tienen la forma

S(z) = e

para algin zg € A, 0 < 6 < 27. Asi que hacemos la composicién
SoT:D — A.

3. Finalmente escribimos la composicién T-'o So T : D — D, la cual,
obviamente, es una transformacién de Mébius de D en D.

4. A esta composicién le llamamos h y, explicitamente, h tiene la forma
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_ (e —2%5)> + (2 = 2% — 0% + 47,
h(z) = (—Zo)= + (1 + 2z0)

Una vez que se tiene 4. la funcion F se puede escribir como
az siz g D

F(z) =~{ a(e'b — 235)z + a2 — 2e*? — zpe'? + 43g) siceD "

(—Fo)z + (1 + 220)

Observemos ahora que la funcién F es “como” una transformacién de
La transformacién exterior del disco tiene la forma

Mobius por pedazos.
z — az, donde a = a, y la transformacién interior del disco tiene la forma

22428 donde a = a(e' — 2%,). b = a(2 — 2 — 20e*® + %), ¢ = —Fo

z—
cz +
¥y d =1+ 2z5. O sea que podemos reescribir a la funcion £ como

as siz¢ D
F(z) = az+b sizeD -
cz+d -

Otra cosa que es también importante notar es que la funcién F depende
de tres pardmetros, a saber, a con |a (< 1,0< 6 < 27 y zp con | 2o |< 1.

3.3 Dinamica de la funcién F

A partir de ahora. el pardmetro o lo dejaremos fijo e igual a 0 mientras que
el pardmetro 6 estard variando entre 0 v 2x. Entonces la funcién F toma la

forma

_ az sizg D
F(z) = { a(e(z—2)+2) sizeD
3.3.1 Aniilisis General
La dindmica de la funcién f(:) = az con | o [< 1 es muy simple:

1. O es un punto fijo para f. »
2. f*(z) — 0, cuando n — >c. para todo : €.
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Es decir, lo que tenemos €s que el 0 es un punto fijo atractor para la
funcién F. Si 0 <] o |< €, con 0 < ¢ < 1, el comportamiento de f" estd
dominado por el de €™, el cual, converge “riapidamente” a 0, mientras que si
€ <| a [< 1, la convergencia de los iterados de un punto es més lenta.

Conforme | a | es mds cercano a 1, el efecto atractor del 0 es mds débil.
En particular, para a = 0.9999 se tiene este e comportamiento. Para este valor
de a, la imagen de D _bajo f es un disco D7 con centro en 2a y radio | « |
cuya interseccién con D es no-vacia. D7 es el efecto de contraer ligeramente

a D.

Si hacemos ahora a = 0.9999¢%, entonces, I’ serd una rotacién de D en
un dngulo 1 y una ligera contraccién. Este valor de a resulta conveniente,
puesto que hace un doble efecto: una rotacién y una contraccién. Este es
el valor de o que utilizaremos a partir de este momento.

D

N7z
=~

Veamos ahora cudl es el efecto de aplicar foh a D. Como f o A es una
transformacién de M&bius, el efecto que tiene sobre D es triple, es decir, es
una rotacién, una translacién y una homotecia. Asi que, la imagen de D
bajo F es un disco D’ con centro en 2a y radio | a |- Este disco claramente
tiene interseccién no vacia con D.

A partir de aqui, podemos bosquejar el comportamiento de la funcién F.
Recordemos que F esti compuesta de dos partes: una exterior y otra interior
al disco D. Cuando aplicamos F a I’, a D N D’ se le aplica f foh,yala
parte externa se le aplica f. Esto produce una “ruptura” en D, y, después
de algunas iteraciones las subsecuentes imdgenes de D son impredecibles.

Algo que resulta importante notar es que todo esto ocurre en el anillo
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R={:el:1<|=z]|<3},

ya que los puntos que caen en .\, no salen de ahi. Asi que, en términos
generales, los puntos en R o convergen a 0 6 se quedan en R describiendo un
cierto comportamiento. Finalmente observemos que los puntos z con | z |> 3,
después de alguna iteracién bajo F, llegan a R, de modo que la dindmica de
interés para F ocurre en R.

3.3.2 Observaciones

1. Remarcamos en este momento que nos interesa analizar a la funcién F
cuando o = 0.9999¢!, 0 < 0 < 27 y 2z = 0.

2. De acuerdo con (1) podemos escribir a la funcién F como

(o) = { a(e'“(:t—x—z‘;’) +2) si

o bien como

-~ az siz¢ D
F(")—{a:+b siz€D ’
donde a = ae y b = 2a(1 — e?).

3. Una vez que hemos descrito a D’ = F(D), podemos también definir a
F~' de la siguiente manera:

F-(2) = { a~'z siz ¢

7
e~ (a~lz —2)+2) sizeD’

o bien como

iy a~'z si=¢2
F (')_{a":—n"‘b size€ D"’

donde a ¥ b estin dados como en (2).
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4. Hagamos g(z) = az + b en (2), donde a = ae”, b =
Entonces,
F°(2) = 9(g9(2)) = glaz + b) = alaz +b) + b
= a2z +ab+b=a%z + (1 +a)b.

Iterando n veces obtenemos,

g (z)=a"z+a*" b +---+ab+b

=a"”z+(1+a+---+a*"1)b

Como | a |=| ae” |=]| a |< 1, se tiene que

—an
g (z) = a™z + 1

l—ab'

2a(l1 — €'9),

A partir de (4) en la observacién anterior, podemos determinar una ex-
presién para F” si hacemos f(z) = az y g(z) = az + b. Si =z €€, entonces

Fr(z) =gl o f¥o.-.0gh o fi(z).
donde ky,....kn, b1, ln =0y ki +---+k, + 4 + -+l =n.

Notemos ahora que, en general, para cualquier k£, = 0 se ticne que

o o F5(2) = gitakz) = al(atz) + 122

b
. 1—a
= (afa*)z + 1 ::zz b,
Froga) = i) = r* (a's + 1258)

1—a
= (a*a’)z + a* ——b.
1—a
De acuerdo con estas expresiones, en general, £ esti dada por

F(z) =Az+ B,
—_ a2
donde A = a™a"?, B =a™ 1 _aa b, 1,2 =0y Ny + N2 =n.
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3.3.3 Anailisis de érbitas periédicas
Sabemos que 0 es punto fijo de F, mientras que el otro punto fijo es:

._ _ b
2=y
Por otro lado, de 1a expresién £7(z) = Az + B, tenemos que los puntos
periédicos de F se obtienen al resolver la ecuacién
B

2=

11—

3.3.4 Anadlisis Experimental

Lo que nos interesa es estudiar la estructura de las drbitas periédicas de
£, lo cual, analiticamente es posible pero complicado. Experimentalmente
implementamos una manera de detectar y calcular explicitamente los puntos
periédicos utilizando la idea de itinerario de un punto. Esto nos permite
clasificar las érbitas periddicas que aparecen para cada valor del pardmetro
@ cuando se han fijado a = 0.9999¢ y z; = 0. Enfatizamos en este momento
que la dindmica de interés aparece en el anillo R descrito en la seccién 3.3.1.
Describimos ahora cémo hacemos este analisis.

Sea z €. Computacionalmente necesitamos una manera explicita de

escoger z, asi que escogemos = sobre el circulo 3e*” ( esta eleccidn es

arbitraria ), con 0 < = < 2.
Aplicamos F un nimero & considerable de veces a z, y nos fijamos en
w= F*(z).

Sea 0 < e < 1. Hagamos 21 = F(w),...,zp = F"(w). Si |z, —w| <€
para algin 1 € j < n, entonces (i) w estd sobre una érbita periédica
de periodo n, 6 (ii) v converge a algiin punto periddico de periodo n.

1.

4. Calculamos ahora el itinerario de w'. Este es

I(u) = (s18283---).



donde s; = 1si Fi(w) € Dy s; = 0 si Fi(w) ¢ D. Observemos que
I(w) nos dice si estamos aplicando F en la parte exterior del disco D

6 en D, asi que si w tiene un comportamiento periédico. I{u') tiene la
forma

I(w) = (s182+--SnS182°=Spn--+).
. . . a b
Si s; = 1, asociamos la matriz 4 = ( c d a s;, donde a,b,c,d
son los parametros de F' cuando se aplica en D, ¥ si s; = 0, entonces
asociamos la matriz B = g 2 a s;, donde a es el pardmetro que

tiene F cuando se aplica en D".

Con todo lo anterior, lo que tenemos es que el punto z es periddico de
periodo n (con w € O*(z)) si ¥ sélo si

Fr()=2=

si ¥ sélo si

cn-omon (1) =(3).

donde C = g :‘ f é , i es el ndmero de veces que se repite s;, y
=

L t+ra+ T, =0

De acuerdo con los puntos descritos anteriormente, podemos clasificar

las 4rbitas periddicas que aparecen conforme se varia el parametro 6. Una
pregunta que surge de manera natural, y que resulta interesante responder
es la siguiente: ; Cuiles son los puntos que son atrafdos por cada uno de los

puntos periddicos ? Es decir, ;jcudl es la zona de atraccién de cada punto
periédico 7

En este punto es muy importante sefialar que cuando « esta fijo v vari-

amos solamente 8 se tiene una cierta ‘estabilidad’ en el sistema, pero si vari-

amos también a, ocurren algunos comportamientos inestables que analizare-
mos en algunos ejemplos posteriores.
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Por otro lado, describir las zonas de atraccién de los puntos periédicos
geométricamente es un problema complicado, pero computacionalmente es
posible hacer una aproximacién a la imagen global.

Intuitivamente el algoritmo es muy simple:

Supongamos que 21,..., 2, son los puntos periédicos que aparecen para
algin valor de 6. Sea A la siguiente regién enT:

{re@: —3< Rez<3; —3<imz< 3}

Sea w algiin punto en .4. Al igual que en el andlisis anterior, debemos
tener una manera explicita de escoger estos puntos, de forma tal que se pueda
cubrir un nimero considerable de puntos en . Nos fijamos en los primeros
k iterados de w, con & un niimero suficientemente grande y verificamos si se

cumple que
| Fi(w) — 2 | < &

donde 1 < j < k£ y €; un nimero suficientemente pequefio que depende de z;.
Si se cumple la condicién anterior, entonces identificamos de alguna manera
a w con el z; correspondiente, y procedemos a tomar otro punto en A y
efectuar el mismo chequeo hasta agotar a todos los puntos disponibles de A.

Cuando ha finalizado este procedimiento, se tienen clasificados a los pun-
tos de A con sus respectivos puntos periddicos asociados, y a partir de aqui
se puede generar una imagen global de las zonas de atraccién de los distintos
puntos periédicos.

Teniendo toda esta informacidén, es posible observar las zonas de atraccién
de cada punto periédico, asi como visualizar a los puntos que tardan poco 6
mucho tiempo para llegar cerca de los puntos periédicos. También se pueden
hacer acercamientos a los puntos periédicos y ver qué tan fuerte es el efecto
atractor de cada uno de éllos.

Las imdgenes que aparecen asociadas a las zonas de atraccién de los
puntos periédicos, presentan un comportamiento muy simétrico que estd
regido por los pardmetros de la funcién F. La belleza y naturalidad de
estas im#dgenes nos permiten vislumbrar la riqueza de la estructura periédica

de la funcién F, para cada valor del parametro.
De acuerdo con lo dicho anteriormente, podemos resumir la dindmica

asintética de F:
(i) Si | = |< 1, entonces F"*(z) — 0, cuando nn — oo, ¥
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3
(ii) 8i } z {> 1, entonces se tiene una de las siguientes posibilidades:

1. =z es un punto periddico &

lim, . F"(z) = z;, para algin z; periddico de periodo k; 6

2

3. limg e F?(z) = 0.

(iii) Otros comportamientos?

3.4 Telaraiias end

3.4.1 Particiones de a partir del Itinerario
Asociado a cada punto z en la esfera se tiene el itinerario 7(z) de 2, que es un
elemento del espacio de sucesiones de @'s ¥ 1's 3_,. Estoes, J(2) = (sos152°*-),

donde s; € {0,1}. _
Definamos los siguientes subconjuntos de':

Ly ={z:e@:I(z)=Qs-- )}, h ={=C: I(z) = (L =--)}.

Observemos que fp = D° e I, = D). Esto cs. Iy U I =.

Sea
Po=bhulh={:e€C:2¢ D}u{zel:=>¢e D}

De manera similar. definamos
foo = {z €@ : [(z) = (0D *---)},
Loy ={z €T : I(z) = (01 *---)},
Lo ={zed:1(z) = (10*---)},
Iy ={ze@:7(z)=(11»---)},

v hagamos
P,o=Joo U1l U Hho U Iy

={zel:ze€lh.F(2)eLhyu{zeT:z€ I, F(z) € I}
u{zreC:ze i, F(z)e h}u{ze@:ze€ ), F(z)e i}
= (LN F~H (L))U (LN F - L)) U(LNF- Y ) )U(hNF~H (1)),
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Claramente, £, forma también una particién ajena de @. Procediendo
inductivamente, para cada itinerario de la forma I(z2) = (808, + - - 9p *+ - ),

definimos el conjunto
={z€C:z &l F(z) € I,,, F3(z) € I,,..., F*(2) € I,,}

Lo001-3n

=L, NF-YI,)Nn.--NnF~"(1,,)
= I,, N F-Y(1,

Entonces, estos conjuntos determinan al conjunto

g

P = Tagaran U Iy (a0)ri(ar)omigan) U o+ ° U Tr(a0)mu(ar)mu(ands

donde 7; es una permutacién (distinta) de {sq, s1, ..., 5n} paracadai = 1.0
Por lo tanto, para cada n el conjunto P, forma una particién ajena deZ que

consta de 2"+! componentes.

LD
] oL .
"Pﬂ 1’]

3.4.2 Descripcion de las Telaraiias

De acuerdo con la descripciéon de la seccién anterior, para cada n tenemos
una particién ajena P, deC. Entonces, para cada n = 0, la telararia de
orden n asociada a F estd dada por
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STA TESIS N8 DEBE
fuTg DE LA BIBLIOTECA

Telp(F) = BP
En general definimos por
Tel(F)= \J Tel,(F).
n>o0

a la telararia asociada a F.
Observemos que Tel(F) es un conjunto unidimensional. Ademas, si

hacemos J, = U F-%(CY), se tiene inmediatamente por construccién que

Tel (F) =T, para cada n > 0; esto es, Tel(F) = J, donde J = U F-n(C).

3.4.3 Propiedades de J
Las siguientes propiedades de J son inmediatas de la definicién.
1. J es invariante bajo F~1; estoes, F~Y(J)cC J.

2. La sucesién {F, = F"} es no normalen J. Estoes,si z€ Jy U es
una vecindad de z, entonces la sucesién {F,} no tiene subsucesiones
convergentes en U. Esto es intuitivamente claro, pues para cualquier
vecindad de z suficientemente pequeiia, F estd definida en dos partes
¥ bajo iteraciones de F la vecindad se rompe.

3.5 Ejemplos

En esta seccién analizamos algunos ejemplos explicitos que nos permitirdan
entender mejor el comportamiento de F'.

1. Sia=1/3 y 6 = 7, entonces

1

F(z) = { %(45.2_ 2) miz

ool

Claramente, F(0) = 0y F(1) = 1. Esto es, 0 ¥ 1 son los puntos fijos de
F. Ahora bien,si ( € 9D =C, esto es,si{ =2+¢€“, con 0 <t < 2w,
entonces, 1 o 1
—_ = — it = L . 2 it

FO) =32— ¢ =31
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el cual estd en el circulo {z:| z — 2/3 |= 1/3}. Esto es,

F(D) = D(2/3,1/3) C A.

el SN
F)

e
4]

D
\
AN L_,//x ~— /7

——

Entonces, si z € D, F(z) € A y por lo tanto F?(z) — 0 cuando
n — oo. Mais aiin, para cualquier = €€ se tiene que F*(z) — 0 cuando
n — oco. Entonces, el valle de atraccion de 0 es@ — {1}, el cual no es
simplemente conexo.

Notemos también que 1 € C < J y como F~Y(D) = D(6,3), se tiene
que T'el(F) N D(0.3) = C. Esto es, la particién determinada por la
telarafia asociada a F consta de dos componentes en @ M D(0, 3).

Finalmente observemos que si U es una vecindad de 1 suficientemente
pequeiia, entonces, la imagen de U bajo F es disconexa. Las compo-
nentes de F'(U) estdn ilustradas en la figura anterior. Este compor-

tamiento muestra la no normalidad de la sucesién de iterados de F en
J.

2. Si a = age'”, con ag = 1/\/5+ 0.1 y 8 = 7, entonces

N

ol

Fo={ .05, i
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donde a = ae'*, b = 2a(l—e'™). Claramente, 0 es un punto fijo atractor
de F, mientras que oo es un punto fijo repulsor. También, si

entonces | zg — 2 |< 1, | F(z0) —2|> 1y

b b b
F2(z0) = f o g(20) = flagmmn + b) = f(7m) = ay—gz = 2o

Esto es, zp es un punto periddico (atractor) de F de periodo 2.

3.6 Preguntas y Comentarios Finales

En esta seccién, establecemos algunas preguntas importantes, que nos gus-
taria responder a futuro. La afirmacién principal es 3.6.4 ¥ esperamos decir

algo mds proximamente.
Antes de probar nuestro primer resultado, recordemos que si z €, en-

tonces el itinerario de z, denotado por I{z) estd dado por
I(z) = (s0s182 - ),

donde s; = 1 si Fi(z) € Dy s; = Osi Fi(z) ¢ D. Esto es, I(z) es un elemento
del espacio de sucesiones Xa.

Podemos ahora probar nuestro primer resultado auxiliar.

3.6.1 Lema:
Sean z,w € tales que I(z) = I(w). Entonces,

| F*(z) = FY(w) > 0

cuando n — oc.

Demostracién. Sin = 1, entonces F = gi*of* donde k;,l; = 0, ky+4 = 1.
Entonces,

| F(2) = F(w) [=] g o f¥1(2) — gh o f4 | .
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Sily =0, entonces &, =1y
| F(z) ~ F(w) |=] f(z) = fw) I=slallz—w].
Si k) =0, entonces {;, =1y
| F(z) — F(w) |=| 9(2) ~ g(w) |=| az+b~aw~b].
=la|lz—wi=lallz—uw],
ya que a = ae'®.
Por lo tanto, en casos se tiene que
| F(2) -~ Fw) [=lallz—w].
En general, para cualquier 2 > 1 se tiene que

| Fi(z) — F*(w) |=| Az+ B —-Aw —Bi|=|Allz—w].
=|a M1+ z — w
=lalz—-w].

De aqui se obtiene claramente lo deseado. 2

3.6.2 Observacidén.

Es importante notar que la condicién del Lema anterior de que f{z) = I(w) se
puede sustituir por la condicién mas débil J(z) = I(w) para n suficientemente
grande, ¥ la conclusion del Lema es ain vailida.

3.6.3 Proposicién:
Si F tiene puntos peridédicos distintos de cero, entonces la particién de &
determinada por la telaraia asociada a F no puede ser finita ni localmente

finita en @ N D(0, 3).
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3.6.4 Afirmacién Principal:
Si U es componente conexa deT — J, entonces U es eventualmente periédica.

Si podemos contestar las preguntas anteriores, podremos concluir que la
dindmica de F estd bien determinada en el complemento de J; esto es,

Py, €—J—0C,
es holomorfa y los limites de las sucesiones {F,} = {F;"di_’} son constantes.

Un andlisis subsecuente nos permitird saber qué sucede con la dindmica

de F cuando nos restringimos a J y nos permitirda también conocer mas
propiedades de F.
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