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INTRODUCCIÓN 

En el estudio de teorías de prirner orden hay conceptoa algebraicos y topológi
cos que han resultado ser rnuy útiles para la lógica y que ha.o generado una inte
racción muy fructífera. entre la lógica y estas disciplinas. 

El objetivo de esta tesis, Tópiccm en Lógica, es presentar y analizar algunos 
conceptos puramente lógi.COB, relacionarlos con loe algebraiCOB y topológicos y 
mostrar cómo un enfoque así enriquecido aumenta. nuestro conocimiento de ciertas 
estructuras matemá.tico.s . 

.. Dichos conccptot:1 e.cauf tratadoa eon: álgebras b<xilee.na.s, filtros y ultra.filtros, 
espacios T2-compact0f:I y espacios de Stone. 

En los capítulos 1, 2 y 3 se introducen y estudian estos conceptos básicos, 
mientras que el capítulo 4 cubre el material fundamental de la lógica de primer 
orden. Esta es la parte básica. de la tesis. 

En la segunda porte se relacionan loe conceptos lógicx:>S con los algebraicos y 
topológicos. 

En el capítulo 5 construirnoe las álgebras relativas a. tieorías de primer orden ar
bitrarias (T), denoto.das por Bn T, contruimoe el espacio de Stone de una. teoría T, 
denotado por Sn T y obtenemos teoremas que rela.ciona.n estas dos ex>nstrucciones. 

Los ultrafiltros nos sirven, entre otrOfl resultadoe, para caro.eterizar clases de 
rnodel08: elementales (EC) y elementales en sentido runplio (EC,,.). Esto est.á en 
el capítulo 6. 

Finalmente, en el capítulo 7 se estudian los conceptos de N 0 -categoricicla.d y 
atomicidad de una teoría. T, los cuales estan cara.eterizados en términos de B 0 T 
y S0 T. 

La. tesis cuenta con dos apéndices: el primero está dedicado a demostrar resul
tados de la lógica de primer orden que no se cubrieron con todo detalle en el texto 
y el otro <x:>n una serie de ejemplos que ilustran cómo se utiliza la herramienta 
desarrollada. para el ca.so de algunas teorías matemáticas de primer orden. 

Notas: 
~?..)El .l•-a.:x.:•:.-;-~--:. ::!:::. ......... ___ :~.·· 
(2) L<·s ,-.o~u.1~,,.·~.c -
con u.-. ..::--;"'-: ~,-~-:. 

si iu. '>:- -_ l:-1 __ 

trabajo. 
(3) Por la proposición 2.3.4, se entiende que cstrunoe hablando de la 
proposición 3, inciso 4 del capítulo 2, cuando la referencia se haga fuera 



de este capítulo; sin el número "2" cuando ae este dentro de dicho capítulo. 
(4) "-" significa. "si y sólo si", en el metalenguaje. 
(5) El final de una prueba se señala con el aímbolo "Cl". 
(6) El aímbolo "~" indica. iaornorfiarno y"""" indica homeomorfuimo. 
(7) El capítulo 3 depende del capítulo 2 y &te del l. El capítulo 4 -
independiente de loa tres primero... El capítulo 7 depende del 6, 5 y 3. 
El 5 depende del 3 y 4. 
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CAPÍTULO 1 

ORDEN Y REDES 

Eetudiarnoa las propiedades b4sicas de orden y un caso especial de 
este: la red. 

Orden Parcial 
I>eftnición 1. Sea X un c:x>njunto y :S. una relación binaria en X. 

::5 es un orden parcial en X ~ ::5 ee reflexiva, antisimétrica. 

y transitiva. 

Sean X y S como en la definición l. 
Al par (X,$)..., le llama conjunto parcial01ente ordenlMlo (copo). 
Si a,b E X, "a ::5 b" se lee: a es menor o igual que b. 
Por "a< b", entende111os que: a ::5 by a~ b, y se lee: "a es 
estrictarnente menor que b". Por "'a ::;- 1 b" entenderemOR "b ::5 a". 
Si B ~ X, la restricción de ::5 a B, denotada por " ::5 f B", significará. 
que a S by a,b e B. 
Las propiedades más llnportantes están en la siguiente propa1ici6n. 

Pro-ición 1. Sea (X,S) un copo y B s::; X. 

(1) s-1 es un orden parcial en X 

(2) S íB es un orden parcial en B. o 

Para (X,:S.) copo y ~be X, escribiremos "a 2: b" en lugar de "a s·1 b" 
y se leerá.: "a es mayor o igual que b". Este orden ee conocido como el 
orden dual de X y lo denotaremOB por x·. 

Ejemplos: 
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ORDEN PARCIAL 

(1) Sea X cualquier conjunto. 

El conjunto potencia de X - P(X) = {A 1 A ~ X } y la diagonal 

de X es A. = { (x,x) 1 x E X}. Se tiene que (P(X),~), (X,A.) son 

copos., pero (X,X2 } no es copo, pues falla la antisirnetría, para cuando 

X tiene más de un elemento. 

La expresión "A e X" ae lee " A es un subconjunto propio de X" y 

significa: A ~ X y A # X. 

(2) (N,$), (Z,$), (Q,:5), (R,S), ({1,2, ... ,n},S), N•, z•, Q• y JR• son 

copos. 

(3) Para a,b e Z, definimos: a divide a b (a I b) <=> existe c e Z tn.l 

que b = n.c. Entonces, (Z,I) no es copo, porque falla la antisimetrfa, 

pero {N,I) sí es copo. Si b e N, D. = {a e N 1 a I b}, el conjunto de 

los divisores de b, (D.,I ) es un copo. 

Dentro de un copo hay elementos especiales, las cotas. 

Deftnicidn 2. Sea {X,$) un copo y BU {b} ~X. 

(a) bes una cota superior de B - para todo X e e, X s b. 

(b) b es un suprelDO de B <=> b - cota superior de B y para 

cualquier d cota superior de B, b S d. 

(c) b - un rndxirno de B <=> b - cota superior de By b E B. 

(d) b - un nJ&Xirnal de X<=> para toda x E X, si b :$ x entonces 

X =b. 

Los conceptos de cota inl"erior, ínfimo, rntnirno de e y n>inimal 

de X se definen análogamente. 

Veamos algunRS propiedades de estos conceptos. 

Proposición 2. Sea (X,S) un copo y A U BU {a,b}~ X. 

2 



TIPOS DE ORDEN 

(1) Si bes un supremo de B entonces b ea 11nico y se denot;a por 

b = aup B. 

Lo rnianio para ínfimo (inf B), mínimo (rnín B) y rnúirno (rnú B). 

(2) b = rnllx B (rnín B) - b E B y b = sup B (n.ap. b = inf B) 

(3) Si A !;;;;; B y ambos tienen supremos e ínlbnomnom 

(resp. rnai:xirnos y rnínirnoa) entonoee 

inf B :5 inf A :5 aup A :5 aup B 

(resp. rnín B :5 rnín A :5 rnú A :5 rnú B). 

(4) Son equivalentes: 

(i) a :5 b (ü) sup {a,b} = b (iii) inf {a,b} =a. 

(5) b ea cota superior de Ben X - b ea cota inferior de Ben x•. 
Lo mismo sucede para loe demás conceptos. 

Prueba. (1) por antisirnetría. (2)-(5) son para el lector.O 

Ejernploe. (N,:5) no tiene rnllxirno, N• no tiene mínimo, (Z,:5), (Q,:5) 
y (R,:5) no tienen extremos, tarnpocn z•, Q• ni a•. 

Tlpoa de orden 
I>eftoición 3. Sea (X,:5) un copo y {x.,}., e N una suoeeión en X. 

{a) :5 ea un orden total (orden lineal o cadena) - para todo 

a,b E X, a S b o b S a. 

(b) :5 ea un .buen orden B - para todo B !;;;;; X, si B ~ fil 
entonces existe el mín B. 

{e) :5 ea un orden delUIO - para todo a,b ex, si a < b 

entonces existe e e X tal que a < e < b. 

{d) ({x.,}., e N•S) .. una cadena _,..nc1ente (d...,,..ndente) - para 

todo n E N, Xa :5 Xa+t (xa.+l :5 Xn)• 

Si :5 - un orden total en X entonces al par (X,:5) .., le llarna couJunto 
totabnen&e ordenado (coto). Tarnbi6n - i.. conoce corno orden 

lineal o cadena. 
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MORFISMOS DE ORDEN 

Morftamoa de Orden 
I>eftnicidn 4. Sean X y Y copos y f:X-Y. 

(a) fes un lllOrflBIDD de orden (preaerva el orden) - para toda 

a,b E X, a $ b implica f(a) $ f(b). 

(b) fes un iao1norfta1DD - fes biyectiva y tanto (como C-1 

son rnorfismoe de orden. 

(e) X - Í9o1DOrfo a Y (X!:!! Y) - existe f:X -Y isomorfismo. 

Ejemplo. 

Sean (A,PA) y (B,P8 } copos, donde A= {a,b,c,d} y 

pA = { (a,b},(a,c},(b,d},(c,d}} y B = {1,2,3,4} y P 8 = =:;;. 
Definirnos g:A-B, g(a) = 1, g(d) = 4, g{b) = 2 y g(c) = 3. 

Es cl.a.ro que g es biyectiva, e.s rnorfismo de orden y existe g-1. 

Pero 2 $ 3 y (g- 1 (2), g- 1 (3)) ~ pe. 

A.el, g no es un isomorfismo de orden. 

Propoaición 4. Sean f:X -Y y g:Y- Z morfisrnos de orden. 

(1) Entonces g o (:X - Z es un morfismo de orden. 

(2) Si f y g son isomorfismos, g o fes isomorfismo. 

(3) " ~ " es una relación de equivalencia. 

(4) Si X!:!! Y y X es coto (cobo, codo) entonces Y también .lo ea.O 

Para más detalles ver [l], [2] y (4]. 

Ordinales y Cardinales 
Sean X y Y dos conjuntos arbitrarios. 
X es equipotente a Y (X~Y) - existe f:X-Y biyectiva. 
Entonces" ....... " es una relación de equivalencia. 
J?efin irnos: 

(a) X es tranaitivo - para todo Y !;; X , Y E X. 
(b) X ea un ordinal - X ea tranaitivo y (X,e) ea un cubo. 

5 



EL AXIOMA DE ELECCIÓN 

Si (X,$) es un oobo y X 9!! /3 para algún ordinal f3 entonces tal 
isomorfismo es único. Definimos Ax = {/3 1 X e.- /3}. 
Entonces Ax ~ 0. Corno Ax ee un cobo entonces existe el mínimo 
de éste al cual denotaremoe por 1 X 1 y ..., le llama. el cardinal de X. 
Por ejemplo 1 0 1 =O, 1 {l, ... , n} 1 = n y 1 N 1 = N.,. 
Las propiedades más importantes de ordinales que usa.rema¡ son las 
siguientes: 

(a) Si X es un ordinal enton._ X U {X} es un ordinal y Sx ~ X. 

(b) Si A es un conjunto de ordinales, UA es un ordinal. 

A partir de O tenernos loe números ordinales 1, 2, ... , w, w + l'" .. , w + w, 
etc. Los ordinales como w y w + w no eon ordinales.sucesor y son 
conocidos corno ord.inalea lfrnite. · 
Si (Y,$') es otro cobo y (X,$) at (Y,$') tenemos que: 
1 x 1 = 1 v 1 <=> x~v. 
Decirnos que: 

X es ftnito - X = 0 o, para algún u E N, X~ {l, ... ,n}. ( 1 X 1 < N 0 ) 

X es inftnito numerable <=> X ~ N . ( 1 X 1 = N 0 ) 

X es contable .- X es finito o infinito numerable. ( 1 X 1 $ N 0 ) 

X es inftnito no-nuDJerable <=> 1 X 1 > N.,. 

Decimos que IXI $ IYI-= existe f:X-Y inyectiva. 
Sabemos que está bien definid~ es reflexiva y transitiva. 
Teorema de Sclarüder-Berstein. 

Si 1 X 1 $ 1 Y 1 $ 1 X 1 entonces 1 X 1 = 1 Y ¡.o 
Por lo tanto, $ es un orden parcial. Para. más detalles ver [8) y [10). 
Teorema de Cantor. 

Si X es un conjunto entonces 1X1 < 1 P(X) 1 = 21x1.o 

El Axiosna de Elección 
El Axioma. de Elección es fundatnental para. esta tesis. 
Pre:Renta.mos dicho axioma y algunos otros enunciados relacionados 
con él. Para esto primero introduci.rna1 algunOB conceptOB. 
Sea X una familia no vacía. de conjuntos no vacíoe~ Decilllos que 
f :X- UX es una. función de elección para X ai para todo B E X, 
f(B) E B. Sea X un conjunto no vacío. X se puede bien ordenar si 
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REDES 

es poeible encontrar una relación binaria. R en X tal que R es un 
buen orden. Son equivalentes: 

AxioDJa de Elección, AE (Zennelo, 1908) Toda familia no vacía 

de conjuntc.i no vacíoe tiene una función de elección. 

Principio del Buen Orden, PDO (Zermelo, 1908) Todo conjunto 

no vacío se puede bien ordenar. 

Lema de Zorn (1935) S- (X,$) un copo. Si toda cadena en X 

tiene una cota superior enton~ X tiene un rnaximal. 

Producto. Si I "' 0 y para toda i E I, A, "' 0 entonces rr, E ,A, "' 0. 

La última fortnulación se considera a veces corno el axioma. de elección. 
Usa.remos los siguientes resultados (que se demuestran con el AE): 

(1) Si f:A - Bes suprayectiva entonces 1A1 ~ 1 B I· 
(2) El orden entre cardinales es total. 

(3) Para 1 A 1 ~ Na, 1 A 2 1 = 1 A f. 
(4) Si X es un conjunto entonces existe único ordinal /3 tal que X es 

isomorfo a. {3. 

R.-lea 
Definición 5. Sea (X,$) un copo. 

X es una red-<* para toda a,b E X, {a,b} tiene supremo e ínfimo. 

Ejemplos. 

(P(X),~), (N,$) y (Db ,f ) son redes. 

Si X es red entonces x• t&10bién. Otro nombre de red es "lattice". 

Propoeición 5. Sea {X,$) un copo. 

7 



REDES 

(1) X - una red - para cualquier B s;;; X, si B ,,;. 0 y B es finito 

entonces e tiene supremo e ínfimo. 

(2) L = (X,::5) es una red; a,b eX. 

Definimos: a/\ b = inf{a,b} y a V b = sup{a,b}. 

Entonces en L•= (X, V,/\) se cumplen, para cualeequiera 

a, b, ce X: 

L.1 a V a.= a 
L.2 a V (b V c) = (a V b) V c 
L.3aV b=bV a 
L.4 a V (a /\ b) = ,. 

L.r a/\ a= a. 
L.2' a /\ (b /\ e) = (a/\ b) /\ c 
L.3' a /\ b = b /\ a 
L.4' a /\ (a V b) = a 

(3) S- L = ( X, V, /\ ) que cumple oon Ll-L4'. 

Defi.nbnos, para a, b E X, a ~ b <=> a V b = b. 

Entonces Lº = (X,::5) es una red, inf{a,b}= a/\ by sup{a,b}= a V b. 

(4) Se tiene el siguiente resultado: 

(a) Si L = (X,::5) es una red entonces ( L+ )º =L. 

(b) Si L = (X,/\ ,V) cumple con Ll-L4'entonoes ( L 0 )+= L. 

Sean a,b1c,d,a1, ... ,&n.h1, ... ,ba E X. 

(5) Si c ::5 a, b ::5 d entonces c ::5 a /\ b ::5 a V b ::5 d. 

(6) Si a ::5 e y b ::5 d entonces a A b ::5 c /\ d y a V b ::5 c V d. 

(7) Sic ::5 a, ::5 b¡ ::5 d, para 1::5 i ::5 n entonces 

c ::5 inf {a1, ... ,&o} ::5 sup{b1, ... , b,,} ::5 d. 

(8) Si A, B s;;; X no vacíos y finitos, inf(A u B) = inf A /\ inf B. 

Prueba. (1), (2), (4), (5) y (6) son para el lector. 

(3) U.....- la proposición 2.4, L2 y L3. 

(7) Inmediato de (5) y (6) por inducción en n. 

(8) Usar la proposición 2.3.CJ 

Si L es una. red entonces no hay a.Jnhigttedad cuando uaernoa " ~ " o 
,.. V, 1\" pues por la proposición 5.4, son equivalentes. Obaerva.lnoe 
que L.l y L.1' ee deducen de L.4 y L.4'. 
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TIPOS DE REDES 

Tipos de R.edee 
I>eflnicidn 8. Sea L una red. 

(a) Les di.tributiva (SchrtXler, 1890) - para toda a,b,c e L: 

01. a V (b /\ e) = ( a V b ) A ( a V e). 

02. a A ( b V e) = (a A b) V (a A e). 

(b) Les complementada - ae cumplen: 

(i) existen O ~ 1 e L tales que para todo a E L, O :5 a :5 1 y 

(ü) para toda a E L existe b e L tal que a A b = O y a V b = l. 

(bes un complemento de a). 

(e) Les completa (Birkhoff, 1930) - para todo B <;;;; L, B tiene 

supretno e ínfhno. 

(d) Les denaa ~ (L,:5) es un codo. 

~emploe y comentarios. 

-(P(X),<;;) es una red distributiva, complementada y completa, 

pero no densa. 

-Si L es finita, L es completa. 

-Si L - completa, inf 0 = 1 y sup 0 = O. 

-Si X = 0, tenenioe que (P(X),<;;) es trivial. 

La definición 6. h, sólo considera a las redes no triviales. 

-Si (X,:5) es cot;o, con O ~ 1 entonces X es una red pero no puede 

...,.. complementada, porque para a E X-{O} y b E X un complemento 

de a, tendríamos que a = O. 

Propoaición 6. Sea L un copo. 

(1) Si Les una red y.., cumple una de las leyes distributivas entonces la 

otra ley distributiva también .., cumple, por lo que L es distributiva. 

(2) Si L es una red distributiva y complementada enton~ los 
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APLICACIONES 

complementos son únicoa. 

(3) Si O E L y para cualquier B ~ L existe el sup B entonces L es una 

red completa. 

Simila.rrnente para el caso: 1 e L y para toda B ~ L existe el in[ B. 

Prueba. 

(1) Sea.Luna red, a,b,c EL y suponernos que ae cumplen Dl. 

P.D. 02 se cumple en L. 

Entonces: 

(a /\ b) V (a /\ c) = ((a f\ b) V a) /\ ((a f\ b) V e) 

a. /\ ((a V c) /\ (b V c)) = (a /\ (a V c)) /\ (b V c) = a /\ (b V c). 

El otro caso es similar. r>e este modo, Les distributiva. 

(2) Sean a E L con b,c E L complementos de a. P.O. b = c. 

b = b V 0 = b V (a /'\ c) = ( b V a.) /\ ( b V c ) = 
= 1 /'\ ( b V c) = b V c => c :5 b. 

c = c V O = c V ( a /\ b) = ( c V a.) /\ ( c V b) = 
= O /'\ ( c V b) = e V b - b $ c. 

Luego, por antisitnetría, b = c. 

(3) Sea B ~ L. Definimos H = {x E L \ x es una cota. in[erior de B}. 

Ea claro que H s; L y O e H. 

Por hipótesis, H tiene supremo, digamos h. Entonces b = inf B. 

El otro ca.so es similar. Asf, Les una red completa. O 

Para. más detalles consultar [l], [2], [4] y [6]. 

Aplicaciones 
1. R.edes y Espacios Vectoriales. 

Sea V un espacio vectorial aobre el canipo F. 

Sea Sb(V) = {W \ W es un eubespacio de V}. 

Entonces L = (Sb(V), ~}es un copo. 
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Si X ~ V entonces ( X ) es el espacio generado por X. 

Para. U,W E Sb(V), inf{U,W} =Un W y 

sup{U,W} =(U U W) =U+ W. Con esto, Les una. red. 

El cero de L es {O}, donde O es el vector cero de V y 1 = V. 

Para. el ca.so en que V,,J {O}, Les no trivial. 

Si B = {W1}ie 1 ~ Sb(V) entonces sup B = (U1e1W1) y 

inf B = n1e1W1 . Asl, Sb(V) .,.. una. red completa.. 

Sean V= lll2, U= (e1}, W= (e2 } y H = (z}, donde: e 1 = (1,0), 

e 2 = (0,1) y z = (1,1). Es claro que Un H = W n H = {O}, 

(U U H) = (W U H) =V y U # W. De esta. manera, H tiene dos 

complementos. Por la. proposición 6.2, L no es distributiva... 

2. _ R.edes y Lógica Proposicional. 
Sean: 

E= {p0 1 n E N} el conjunto de letra.a proposicionales y 

F el conjunto de fórmulas bien formadas. 

Tomemos <p, 'f./J E F. La semántica. para F se define por medio de 

asignaciones. Una. a11ignaci6n para.Fes una función v:E-+ {0,1} y 

<p tiene o.signa.do un único valor de verdad, el cual ee denota por v*(ip). 

Decimos que <pes una. ta.utolog(a. (I= <p) - v*(<p) = l, paro. toda. 

a.signa.ción v. Definimos <p ::5 ..P - l= <p - ..p. 
Ea fácil verificar que {F,~) no es un copo, pues falla la. antisbnetría.. 

Para remediar esto, definilll08: 

<p es lógica.mente equivalente a. ..P (<p ~ ..P) - I= <p - .p. 
El siguiente lema es consecuencia. de resultados de la lógica 

proposicional. 

Lerna 1. Sea. - como se definió a.ntes. 

(1)" - " es una relación de equivalencia en F. 

(2) Si <p - <p' y ..P - ..P' entonces <p f\ ..P - vi 1\ ..P' , 

J.1 



APLICACIONES 

<p V t/1 ~<¡:/V t/1' y ~'P ~~<¡:l. 

{3) Si <p ~· cp', .P ~ .p' y I= <p --+ .p entona. I= <¡:/ -+ .P' .D 

Por -te lema podemOB definir (cp] ={.PE F 1 .P ~ 'P} y 

L = {(cp] 1 <p E F}. Para (cp], (t/1] e L, definirn06: 

['P] s [.P] - I= "' -+ .p. 
Por el lema 1.3, "S " está bien definido. 

Por lo tanto, Lea un copo. Si (cp], [.P] E L, definirnoa: 

('P] V [.P] = sup{[cp] , [..P]} = (cp V .P] 
('P] A (t/1] = inf{(cp), (t/1]} = (cp A .,P) 

C'Pl' = c~..,J. 

Entonces ( L ,V , /\ ) es una red distributiva, además, ['P V ~cp) = 1, 

['P /\ ~cp] = O, 1 ,;. O, ['P] /\ ['PJ' = 0 y (ip] V ['P]' = l. 

Así, ( L, V, A,', O, 1) es una red distributiva y complementad.a.. 

Co1mo 7r:F -+ L, 7r(cp) = (cp], es suprayectiva, 1 L 1 S 1 F 1 = N.,. 

Por otro lado, para p "' q e E, tenernoa que p /- q. 

Por lo tanto, (p] n (q] = lll. 
Ahora bien, { (p] }p e ., ~ L y N 0 = I{ (p] 1 p E E }I S 1 L J. 
Por el Teorema de SchrtXler-Bernstein, J L J = N 0 • 

Sea S = { I:: ~ .,, 1 E es satisfacible}. 

Clar&1mente: S ~ P(F) y S ,;. lll (pues lll es satisfacible), (S,~) es un 

copo y inf S = l/l. 
Si., es una asignación y Tv = { <p E F J v• (cp) = l} entonces Tv es 

un 1maxirnal en S. Hay 2"- de estos rnaximales. 

Como no hay rnilxirno, S no ea una red completa. 

3. Producto de órdenes. 
Sean (A,S) y (B,S') copos. Para AxB le podernos dar dos clases 

de órdenes. Sean (a,b), (c,d) e Ax B. Definirnos: 

(a,b} S" (c,d) - a S e y b :5'd. 

{a,b) :5"' {c,d) - a :5 e o a= e - b :5'd. 

12 



APLICACIONES 

Entonces, {Ax B, =5") y {Ax B, =5"') son copos. 

El primero ee llarna el orden del producto. El segundo se conoce 

corno el orden le:xi~áfico. 

Sabe1DOR que (R,:S) es un coto, entonces (R2 ,::;;;") es un copo. 

Pero no es coto, pues (1,0) /.S." (0,1) y (0,1) /.S." (1,0). 

Asf, la propi~ad de ser coto, no se preserva. bajo el orden del 

producto. 

Si A y B son cobas, A x B con el orden lcxicog:raUioo, t&1Dbil!n es 

cobo. Para ver esto, sea D !;;; A X B y D # 0. NOB fijarn0& en 

e = rnln{a E A 1 (a,b) E D}, d = rnln{b E B 1 (a,b) E D}. 

Entonoes (e,d) = rnln D. 

4. _ Conjuntos Magros y EspaciCJS de Baire. 
Sean {X,r) un espacio topológico, A !;;; X, x E X y /3 !;;; P(X). 

Denotaremos por: Aº el interior de A¡ por ext A el exterior de A¡ 

por A la. cerraduro. de A y por N. el sistema de vecindades en x. 

En particular tenemOB que (-r,~) es una red distributiva, donde 

inf {A,B} = A n B, sup{A,B} = A u B, O = 0 y 1 = X. 

En general (r,s;) no es una red completa. ni complementada, porque 

en el caao de que X = R y r es la topología usual, tenernoe que 

A 0 = (-1/n,l/n) E T, para cada n E N+ y nAo = {O} r/. T. 

Deftnición T. Sean (X,r) un espacio topológico, /3 ~ P(X) y A~ X. 

(a) /3 es baae de (X,r) - para todo A ET existe /3' ~ /3 tal 

que A= U/3'. 

(b) A es dcnao - A = X 

(e) A ee dcnao en ninguna parte (d.n.p.) - (A)º = 0. 

{d) A es fronterizo - Aº = 0. 

(e) A es magro - A es la unión contable de denBOB en 

ninguna parte. 

13 



APLICACIONES 

(f) A ... de 2• cat-rfa - A no es rnagTO. 

Observaciones. 
-0 ... d.n.p y fronterizo. X no es d.n.p., ni fronterizo. 

-Si A es d.n.p., entonces A es d.n.p. 

-Si A ~ B y A ... denso entonces B es denso. 

-/3 ~ P(X) es base de una única topología en X - - curnplen: 

(i) X= U/3 y 

(ü) para todo V,V' e f3 y para toda x e V n V', existe V"e f3 
talquexeV" ~VnV'. 

En tal ce.eo TtJ = {U/3' 1 /3' ~ /3} es dicha topología. 

A lOB conjuntos magros tarnbién se lee conoce corno de 1 ª categoría. 

Lema 2. Sean (X,-r} un espacio topológico, /3 ~ P(X) y A ~ X. 

(1) /3 es h..- de X. A es denao - para todo B E ¡3-{0}, 

B n A.,_ 0. 

(2) A U (A)" y Aº U Aº son deneoe. 

(3) Si A es denso en ninguna parte entonces A es fronterizo. 

(4) Si B ~A y A°' denso en ninguna parte (fronterizo) entonces B 
también lo es. 

(5) A es abierto y denso..., Aª es cerrado y denso en ninguna parte. 

(6) A y B son den- en ninguna parte implica que A U B es denso 

en ninguna parte. 

(7) Si A y B son abiert08 y densoe entonces A n B es abierto y denso. 

Prueba. 

(1) (=>) Sea BE /3, B.,. 0 y X e X= A tal que X E B. 

Entonces B E Na y B n A # 0. 

(-) Sea x E X y U E Na. 

Ya que /3 es base de X, ei<iste B E /3 tal que x E B ~ U. 

Por hipótesis, B n A # 0, lo que significa que U n A # 0. 

Por lo tanto, X e A. Con esto, X = A. 
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(2) X = A u (A)° ~ A u ((A)•) = A u (A)• - A U (A)• = X. 

X = (Aº)º u Aº = XC u Aº !;;;; A• u Aº = A• u Aº !;;;; X. 

Entonces X= Ac U A 0 . 

(3) Aº ~ (Á)º = 0 - Aº = 0. 
(4) A es d.n.p. 

B ~ A ==> 8° ~ Áº = 0 => fio = 0. Para el otro caso es sllnilar. 

(5) (-) Aº es cerrado y por tanto Aº =-XC. 

Como X = A, ( A-)º= (Aº)º = (A)º = 0 - Aº es d.n.p. 

(<=) A es abierto y 0 = ( Aº)º =(Aº)º = (A)º - A =X. 

(6) Sea E= (AU B)º. Por demostrar que E= 0. 

E es abierto y E ~ A u B = A u B, por tanto E n (B)º ~ A. 

Como E n (B)• es abierto, se sigue que E n (B)• ~ Aº = 0. 
De esto, E n (B)º = 0, es decir, E !;;;; B. 

Ya que E es abierto y B es d.n.p., E ~ B 0 = 0. Así, E = 0. 

(7) Inmediato de (5) y (6).D 

Ejemplos. 

-El conjunto de los densos no es una red. 

Sea X = lR. con la topología. usual, A = Q y B = Q" son denBOB pero 
AnB=0noesdenso. 

-El conjunto de los fronterizos no es red, porque Q°= (Q")º = 0 y 

(Q u Q")º= lR.. 

-El conjunto de los densos en ninguna parte sí es una red pero no es 

complementada, pues si x E ll entonces {x} es d.n.p., pero {x}º no 

es d.n.p., de hecho es denso. 

Definición 8. Sea (X,r) un espacio topológico. 

X es de Ba.ire - para. toda familia. {F,.},. e"' de cerra.dos densos 

en ninguna parte, {UF,.)º= 0. 

Proposición T. Sea (X,r) un espa.cio topológico 
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(1) Son equivalentes (a)-(c): 

(a) Para todo A\;;; X, si A - magro entona. A- &ont.erizo. 

(b) Toda {A.}. EN familia de abiertos denBDB: nAo .... denao. 

(c) X - de Baire. 

(2) X.,.. de Baire - para cualquier {An}n E., cadena 

deacendente de abiertos denBOB, n A .. ee denso. 

(3) Sea X un espacio de Baire y A \;;; X. 

(a) Si A es abierto y A .¡. 0 entonces A ee de 2• categoría. 

(b) X es de 2• categoría. 

(c) Si X = U E 0 entonces para alguna k E N ..., tiene que 

(E,.)º .¡. 0. 
(d) Si {An}nEN es una familia. de den- entonces 

(UnEN A 0 )e oF 0. 
Prueba. 
(1) (a.)=> (b) Sea {A0 } 0 E., una. familia de abiertos densos. 

P.D. n A. es denso. 

Es claro que {~}.E ., es una. familia. contable de cerra.dos denBOB 

en ninguna parte y, por el lema 2.5, U~ es un conjunto magro. 

Por (a.), 0 = (u~)º = ((nA.)°)º= {ñA,;")<. 
Esto implica. que nA. = X. 

(b) => (c) Sea. {F.}. E., una. familia. de cerra.doe den- en ninguna. 

parte. P.D. (U F,.)º = 0. 
Por el lema 2.5 { F;.} • E ., familia de abierto& denBOB. 

Por (b), X= nF;, = (u F 0 )c =((UF,.)º)º. 

Entonces (U F,.)º = 0. 

(e) => (a) Sea A magro. P.D. A - &Onterizo. 

A= u. E .,e. \;;;u. E .,e., donde ca.da. S. es d.n.p. 

Por lo tanto, Aº \;;; {U• E ,.B.)º. 

Pero {Bo}. EM es una familia de cerra.doe na.da-denSCJB. 

16 



APLICACIONES 

Corno X es de Baire, Aº = 0. Por lo tanto, A es fronterizo. 

(2)(=>) Inmediato de (1). 

(-4=) Sea {Fn}n e N una familia de oerradOB denaoe en ninguna parte. 

P.0.(U Fn)º = 0. 
Sean Aa = Fi. n ... n Fa- Entonces Asi+1 ~A.. y Anee abierto 

y denso. Asl {An}n e N cadena descendente de abiertos denaoe. 

Por lo tanto n An ee denllO. Eato implica que (u F n)º = 0. 

Finalmente, X es un espacio de Ba.ire. 

(3) para. el lector.CI 

Sea X es un espacio de Baire. Entonces X no está en el conjunto de 
loe magros. Por lo tanto, el conjunto de todOB loe magros no es una 
red complementada. 
El concepto de magro y la proposición 7.1.a, fueron usad<m por R. 
Baire en 1899, dentro del contexto de espacios Jnétricos completos. 
Consulte [12] y [13] para más detalles. 
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CAPÍTULO 2 

ÁLGEBRAS BOOLEANAS 

En este capítulo veremos un caao rnuy especial de la red, el allgebra 
booleana y su relación con eapacir» topológiCCJB T2 y <x.>mpactcm. 
También .,..tudiamos lee filtros y lee ultrafiltroe que jugarán un 
papel muy importante en la& capítulos 5, 6 y 7. 

Álgebra Booleana 
Definición 1. Sea B ,t. 0 y H ~ B. 

(a) B es un álgebra booleana - B es una red distributiva 

y complementada. 

(b) Hes una subálgebra de B - H ,t. 0 y Hes una red 

distributiva y cx:>rnplernentada con las misrnas operaciones 

de B. 

Sea B una álgebra booleana y x E B. 
Corno 108 complementos son únicos, denotaremos por x 1 el 
complemento de x. Nótese que B tiene al menos doe elementos 
y que B* es una álgebra booleana. 

Ejemplos. 

-(P(X), U, n, º, 0, X) es un álgebra booleana. 

-(L, V, /\ , ', O, 1 es un álgebra booleana, llamada el Álgebra 

Proposicional de Lindenbaum. ·· ........ 
-(Sb(IR.2),~) no es un álgebra booleana, porque no es distributiva. 

-([a,b],:5), para a,b E R, no es un álgebra booleana, porque no 

puede ser complementada. 

-(Q,:5) y (R,:5) no son un álgebras booleanas, parque no tienen 
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TIPOS DE ÁLGEBRAS BOOLEANAS 

supremos ni ínfirnoe. 

Propoaición l.. Sea B un álgebra booleana y HU {a,b} s;;; B. 
Entonces: 

(1) a"= u., O' = 1 y l'= O. 

(2) Leyes de De Morga.n: 

DMl. (a V b)' = a' /'\ b'. DM2. (a /'\ b)' = a' V b'. 

(3) Son equivalentes: 

(i) a $ b (ii) a /'\ b' = O (üi) a' V b = 1 (iv) b' $ a'. 

(4) o< .. < 1 - o< ... < l. 

(5) Si b $ a entonces a = b V (a /\ b') y b /\ (a /\ b') = O. 

(6) Hes una subálgebre. de B - {0,l}s;;; H y pu.ra todo a,b E 11, 

a V b, a /\ b, a 1 E H.D 

Para B álgebra booleana y 1 B 1 > 2, m<iste a E B tal que O < a < l. 
Por la. proposición 1..4,, O< a' <l. 
Se .Jirrna que a ~ a' 1 pues de lo contrario, a = a /\ a' = O, 
contradicción con que a #- O. · 
Entonces .. a ./S; a' o a' ,1-;; a, de hecho ambas ocurren. 
Por lo ta.nto (B,~) no es un coto, ni cobo. 
Si Sb(B) = { H 1 H es una subálgebra de B} entonces B, 
{O,l}E Sb(B). 
Sb(B) es una red completa, pero no un <Llgebra ~a. 
Pues si HE Sb(B), 0,1 EH y 0,1 "'He, es decir, He "'Sb(B). 

Tipos de Álgebr- Booleanas 
Definición 2. Sea B un álgebra booleana y a E B. 

(a) a es un lltorno en B - a =i' O y no existe b E B tal que 

O < b < a. At(B) = {a E B 1 a es un átomo en B}. 

(b) Bes atónúca - para toda x E B-{O} existe a E B tal que 

a es un á.torno y a ~ x. 

(e) Bes sin-lltolll08 (atornie...) - At(B) = 0. 
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(d) B - de.- - (B,$) ea un codo. 

(e) B .,.. completa - B, como red, es cornplet;a. 

Ejemplo y comentarioa. 

-P(X) es completa y atómica, sus átomOH son de la forma {x}, 

para x E X, pero no es densa. 

-Si a 1' b e At(B) entonoee a A b = O. 

-Si B es densa entonces ) B ) <':: N 0 • 

Propomción 2. Sea B un álgebra booleana y a e B-{O}. 

(1) Son equivalentes: 

(a) a es un átomo. 

(b) para toda x e B-{O}: a $ x ó a $ x•. 

(e) para cualeequicra x,y e B: si a :::;;. x V y entonces a !5 x ó a S y. 

(2) B ea sin-átomos - B es densa. 

(3) Si B es finita entonces B es atórnica y oornpleta.. 

Prueba. 

(1) (a) ==> (b) Sea x e B. Suponemos que a ,!;. x y a. ~ x'. 

Por la propOHición 1.3, a. A x 7'- O. 

En particular como a ,!;. x, a A x 7'- a. Así, a no es un átomo. 

(b) - (e) Sean x, y e B y .. $ X V y. 

SuponemOH que a ,!;. x y a ,!;. y. 

Por (b), a $ x' y a $ y', ea decir, a $ (x V y)'. 

Por hipótesis y la propOHiclón 1.2.4, a= a. A ( x V y) =O. 

Entonces a = O, contradicción. 

(e) - (a) Falta. de1DOHtrar que no -iste z e B tal que O < z < a. 

Suponemcm que -iste z e B tal que O < z < a. 

Por la propOHición 1.5, a = z V (a A z'). 
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Por (e) a :5 z o a :5 (a /\ z'). 

Por hipótesis z < a, por lo tanto a :5 a/\ z'. 

Como a /\ z'$. a, ae tiene a A z" = a, es decir, a ::;, z'. 

Por lo tanto z = a A z = O, lo que contradice que z > O. 

Si a~ (a/\ z') entonces a= a/\ z'. 

Por la prop011ici6n 1.1.3, z :5 a y z :5 a /\ a'= O. 

Entoncea, z = O . ~ntradicción, z -=¡/: O. Aaí, a ea un átomo. 

(2)(-) B ea sin-4tomOB. S-n a,b E By a< b. 

P.D. Existe e e B tal que a < e < b. 

SuponemOB lo contrario. Entonces no existe e E e tal que a < e < b. 

Así que O < b /\ a'. Si hubiera d e B tal que O < d < b /\ a', implicaría 

que a< a Vd< b. Absurdo. Entonces b /\a' es un átomo lo que 

contradice que B no tiene átomos. Por lo tanto B es densa. 

(<==)Si B tuviera un átomo, claramente, B no sería densa. 

(3) Si B es finita, B es completa. 

Suponernos que B no es atómica. 

Entonces existe b e B-{O} tal que no hay 4tomo a e B y a :5 b. 

En particular, b no es átomo, así que existe h1 e B tal que 

O<b1 <b. 

Repitiendo este argumento obtenemos que B no es finita. 

Lo cual es una contradicción. Así, Bes atómica.O 

Morftsmos 
l>eftnición 3. Sean B y C álgebras booleanas y h:B - C. 

(a) hes un homomorft&DIO de Ben e - para todo a,b e B. 

h(a V b) = h(a) V h(b), h(a /\ b) = h(a) /\ h(b) y h(a') = h(a)'. 

(b) h es un imomortt.rno * h .. biyectiva y tanto h como h·' 

aon homornorfismOB. 

(e) B - iaomorf'a a C (Be! C) - existe h:B - C isomorfismo. 
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Sea B un álgebra booleana, 18 :8-+ B, le(x) = x, es un isomorfismo. 
Si He Sb(B), iH:H-+ B, iH(x) = x, ea un homomorfismo inyectivo. 

Proposición 3. B y C eon álgebr&11 booleanas y h:B -+ C. Entonces: 

(1) Si hes un homornorfisrno entonces h p.--va. el orden, 

h(Oe) =Oc y h(le) = le. 

(2) Si h es un rnonomocfiamo, O ee otra. .Ugebra. booleana y g:C - D 

es un homomorfismo entonces g o h:B - D es un homomorfismo. 

Lo mismo sucede para el caso de isomorfismCB. 

(3) Si h es biyectiva entonces, h es un ieornorfismo - para 

cua.leequiera a,b e B, a ::5 b - h(a) ::5 h(b). 
(4) n~n es una relación de equivalencia. 

(5) Si B e! C y Bes atómica, densa o completa entonces C 

ta.rn bién lo es. 

Prueba.. (2), (4) y (5) eon para el lector. 

(1) Sean a,b E By a ::5 b. Entonces a V b = b. 

Como hes un homomorfismo, h(a) V h(b) = h(b). 

Entonces h(a) $ h(b). 

Oc = h(Oe) A h(Oe)' = h (Oe A Oe ') = h(Oe). 

le = h(le ) V h(le )' = h(le V le ') = b(le) .• •.· .. 

(3) (=>) bes un isomorfismo. 

Esto implica que by h" 1 eon homomorlisl1108. 

Por (1), preservan el orden, es decir, a ::5 b - b(a) ::5 h(b) . 

(<=)Sean a,b e B. 

Corno b(a), h(b) ::5 b(a V b). Así, h(a) V h( b) ::5 h(a V b). 

Sea e una cota superior de {a, b}, h(a) V h(b) $ h(c). 

Pero a V b$ e, h (a V b) $ h(c). 

Esto implica que h(a) V h(b) = sup{h(a), b(b)} = h(a V b). 

Análogo para b(a A b) = h(a) A h(b). h(le) ::5 le. 
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SuponemOB que h(le ) < le. 

Como hes suprayectiva, existe a E B tal que h(a) =le. 

Por hipótesis., le <a, absurdo, puea a S le .. 

De esta manera, h(le) = le. Similarmente para h(Oe) =Oc. 

De esto obtenemOB: h(a) " h(a') = h (a " a') = h (Oe) = Oc 
y h(a) V h(a') = h(a V a') = h(le) = le, 

es decir, h(a)' = h (a'), de donde, h ea un homomorfismo. 

Sean h(a) = u y h(b) = v. 

Como hes biyectiva, h·1 (u) =a y h· 1 (v) = b. Entonces: 

h·'(u V v) = h•1 ( h (a) V h(b)) = h·'( h(a V b)) =a V b = 

= h·1 (u) V h·1 (v), 

h· 1 (u" v) = h·1 ( h(a) " h(b)) = h·1 (h( a" b )) = a" b = 

= h·1 (u) " h·1 (v), 
h·'(u') = h·1(h(a)') = h· 1 (h(a')) =a'= h·'(u)'. 

De esto, finalmente se obtiene que h es un isomorfismo.O 

Para e un álgebra booleana y X E e, definimos: 
A(x) ={a E At(B) Ja :5 x}. 
Tenemos que A(x) ~ P(At(B)), A(O) = 0 y A(l) = At(B). 
Si x E At(B) entonces A(x) = {x}. 

Lenta 1. Sea B un álgebra booleana y H = {A(x) J x EB} 

(1) A(x V y) = A(x) U A(y), A(x " y) = A(x) n A(y) y 

A(x') = A(x)º. 

(2) Sea B atómica. Entonces: x :5 y - A(x) ~ A(y). 

(3) H es una subálgebra de P(At(B)). 

Prueba. 

(1) Sea a e At(B). 

a E A(x " y) - a :5 x " y - a :5 x y a :5 y - a E A(x) y a E A(y) 

- a e A(x) n A(y) 
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a e A(x v y) - a $ x V y - a ::5 x o a ::5 y - a e A(x) o a e A(y) 

- a E A(x) U A(y) 

a e A(x') - a ::5 x' - a /5. x - a r/. A(x) - a e A(x)º. 

(2) e-> .. e A(x) - .. ::5 X (y corno X ::5 y) - .. $y - .. e A(y). 
(-) Suponernca que A(x) ~ A(y) y x /5. y. 

Como x /.5. y esto implica que x A y' # O. 

Pueato que e es atómica, hay un átomo a E B tal que a $ X A y'. 

De esto obtenernos que a ::5 x y que a /.5. y, es decir, A(x) ¡f;, A(y). 

(3) Claramente H ~ P(At(B)). Lo dernú es in...-liato de (1).0 

Con ayuda de eBte lema podemOB dern0&trar el J'&IUltado de 
Taraki-Lindenbaum (1935). 

Pro--ción 41. Sea B un lilgebra booleana. Entonoes 

B ea atómica y completa - existe X tal que B et P(X). 

Prueba. 

(-)Sea X= At(B). 

Definirn0& h:B - P(X), b(x) = A(x). 

Corno B es atómica, por el lemal.2, h está bien definida y es inyectiva. 

Por el lemal.1 7 hes un homomorfismo. 

Sea E E P(X). Si E = 0, h(O) = E. 

s; E ,,,. 0 y corno B ""' completa, existe b eB tal que b = sup E. 

En este caso, E ~ A(b). 

Sea a E A(b). SuponernOB que a r/. E. 

Entonces a e E". de donde para toda X e E, a ""' X. 

Así, a Ax"".' O, lo que resulta (prop0&ición 1.3), x $ a'. 

Así, a' es cota superior de E, entonces, b S a'. 

Pero a ::5 b, lo que implica que a = O. 

Esto contradice que a# O. Por lo tanto, a e E y A(b) !;;;; E. 

Finalniente h(b) = A(b) =E y hes suprayecti"Va. Así hes biyectiva. 
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Por la proposición 3.3, h es un isomorfismo. 

( '4=) Ee inmediato de la proposición 3.5 y recordando que P(X) es 

un álgebra atórnica y completa. D 

Corolario. Si B es un allgeba booleana finita, 1 At(B) 1 < I B 1 = 21A<(Bll. 
Prueba. 

P<X." la proposición 2.3, B es atómica y completa.. 

Por la propoaición 4, B e! P(At(B)). 

Por el teorema de Cantor: 1 At(B) 1 < 2IA• (BJI = 1 B p:i 

Inmediato de la propoaición 4 - que si 1 B 1 = No enton~ B no 
es at.órnica o no es completa. 

Filtros 
Deftnición 4. Sea B un álgebra boo~a y F ~ B. 

(a) Fes un ftltro en B - se cumplen: 

(i) F ,t. 0 
(ii) para todo a. b e F, a/\ b e F 

(iii) para toda e. e F para toda b e B: si e. :5 b entonces b e F 

(b) Fes un filtro propio - F ,¡.B. 

(c) Fes un filtro principal - para algún b e B, F = {x e B 1 b :5 x}. 

En este caso se dice que bes un generador de F. 

Obeervaciones. 

Sean B un álgebra booleana, F un filtro en B entonces 1 e F. 

Si b E B y Fb = {x e B 1 b :5 x} entonces Fb es un filtro principal. 

Si b e F entonces Fb ~ F; a :5 b - Fb ~ F •. 
Ee ele.ro que B es un filtro principal. 

Si F es finito entonces F es principal. 

Si B es finita. entonces todos sus filtros eon principales. 
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Pro-ición 5. Sea B un Algebra booleana y F un filtro en B. 

(1.) F .,.. propio - O ~ F. 

(2) F.,.. principal - existe el inf F y inf F e F. 

(3) Sea C un álgebra booleana y h:B ..... C bonlomorfismo. 

(a) Si G es un filtro (propio) en C entonces h-1 [G) ee un filtro 

(propio) en B. 

(b) Si hes inyectiva entoncea h[F) es un filtro en C. 

Si Fes propio, h[F) es propio. 

(4) Si {F1}1e1 es una cadena de filtros propios entonces 

U¡e 1F1 es un filtro propio. 

Prueba. 

(l.) es para el lector. 

(2) (==>)Si F ee un filtro principal, hay un b E B tal que F = Fb. 

Es claro que bes una cota inferior de F. 

Sea y E B una cota inferior de F. 

Como b e F, y ~ b. Así, inf F = b e F. 

(-)Sea a= inf FE F. Entonces F.!;;; F. 

Sea x E F, entonces a :5 x, es decir, x E F •. 

Por lo tanto, F = F • y F ea principal. 

(3)(a) Por (l.), h(l.8 ) = l.c entonces 1. 8 e h· 1 [G). 

Sean a,b e h-1 [G). Entonces h(a), h(b) e G. 

Como G es un filtro, h(a A b) = h(a) A h(b) eG. 

Es decir, a A b E h·1 [G]. 

Si además, a~ c, proposición 3.1., h(a) ~ h(c), h(a) E G y 

G filtro, h(c) E G. Entonces e e h·1 [G). 

Con esto h·1 [G] .,.. un filtro. Si G fuera propio, Oc f. G (por (1)). 

Así, Oe "" h- 1 [G]. 
(b) Por (1), h(le) = le entonces le e h[F]. 



PROPIEDAD DE LA INTERSECCIÓN FINITA 

Sean u,v E h(F] entonces existen a,b
0

e F tal"" que h(a) =u y 

h(b) = v. Corno F..., un filtro, a A b E F. 

Entonces u A v = h(a) A h(b) = h(a A b) E h(Fj. 

Sea z E h(B] y u :5 z. Entonces existe e E B tal que h(c) = z. 

Pero h(a V e) = h(c), y como h es inyectiva, a V e = e, 

es decir, a :5 c. 

Ya que a E F y Fes un filtro, e E F, d;, lo cual, z = h (e) E h(F]. 

Así h(F] es un filtro. 

Si Fes propio, O,, ti. F, por lo que, Oc ti. h[F]. 

(4) Sea F = U 1e 1F 1. lE F, pues para toda i E l, l_ E F 1• 

Sean a,b E F, existen i, j E 1 tales que a E F1 y U é F¡. 

Por estar en una. cadena a,b E Fk, donde Fk= rnáx {F1 , FJ}· 

Ya que Fk es un filtro, a /\ b E F. 

Tornemos ahora. a E F y a. :5 b. Entonces, existe i E 1 tal que a E F1. 

Puesto que Fa es un filtro, b e F1. 

Por Jo tanto, b E F. Por (1), O ti. F, Fes un filtro propio.O 

Es inmediato de la proposición 5.1 que: Fb es propio<=> b =FO 

Propiedad de la Intersección Finita 
I>eftnición 5. Sea B un álgebra booleana y A ~ B. 

A tiene Ja propiedad de Ja interaección finita (pif) .- para todo 

X., s;;; A, si X., es finito entonces inf X., "# O. 

Observaciones. 

-Si F es un filtro propio, F tiene la pif. 0 tiene la pif. 

-Si Hes una cadena infinita de elementOB no cero (ascendente o 

descendente) entonces H tiene la pif. 

-Si M = {x,x'}s;;; A entonces M y A no tienen la pif. 

-Si A tiene la pif entonces O ft A. 
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Propomición 6. Sean B un 111.lgebra booleana y A !:;;:; B. 

(1) Son equivalentes (a)-(c): 

(a) A tiene la pif. 

(b) para cualquier H ~A, H tiene la pif. 

(e) para todo H., ~ A, si H., es finito entonoeB H., tiene la pif. 

(2) Si A tiene la pif entonces para cualquier x E B, A U {x} o 

A U {x'} tiene la pif. 

(3) Si {A1}1 e 1 es una cadena de conjuntos con la pif entonce& 

U¡ e 1 A, tiene la pif. 

(4) Sea FA= { x E B 1 existe Ao ~A: Ao es finito y inf Ao $ x}. 

Entonces: 

(a) FA es un filtro, A~ FA y para todo F filtro, si A~ F 

entonces FA !:;;:; F. 

(b) A tiene la pif - FA es un filtro propio. 

Prueba. 

(1) (a) ..,.(b) Sea H !:;;:; A, G !:;;:; H y G finito. P.O.inf G <F O. 

Como G !:;;:; A y A tiene la pif, inf G # O. 

(b) ..,.(e) Obvio. 

(e) ..,.(a) Sea X., ~ A y X., es finito. Por (e), inf Xo # O. 

(2) Sea x e B. Suponemos A U {x} y A U {x'} no tienen la pif. 

Entonces hay D 0 , D 1 ~ A finitos tales que: 

inf(Do u {x}) = inf (01 U {x'}) =O. 

Por la proposición 1.5.8, inf Do/\ x = inf Di/\ x' =O. 

F.sto implica que inf Do $ x' y inf D 1 $ x. 

Por la pro~ición 1.3, inf Do /\ inf D 1 $ x /\ x' = O. 

F.sto implica que inf Do /\ inf D, = O. 

Ya que Do U Di es finito, inf (Do U Di)= inf Do /\ inf Di:= O. 

De esto se obtiene que A no tiene la pif. Absurdo. 
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(3) Sea D = {d,, .•• ,dD}c;;; u, E ,A,. 

Para 1 :S k :S n, hay un i• e I tal que d• eA,. . 
Co.no eatoe pertenecen a una cadena, existe el 

mlb: {A,. , ... ,A1.} = A¡. Enton.- D e;;; A¡. 

Puesto que A¡ tiene la pif, inf D 'I' O. 

(4.a) ..., para el lector. 

(4.b) (-) Obvio. 

(=>) Por contrapositiva. FA no ... propio. Por (1), o e F.._. 

Luego entonces hay un Do e;;; A tal que Do ea finito y inf Do :S O. 

Esto implica que inf Do =O. Entonces A no tiene la pif.D 

Ultraflltro& 
Trabajaremos con filtl'OB propios especia.lee. 
Sea F(B) = {F 1 Fes un filtro propio en B}. 
Entonces F(B) e;;; P(B) y {F(B), <;;;) ... un copo. 

J:>eftnición O. Sea B un álgebra booleana y U e;;; B un filtro propio. 

(a) U ..., un ultrallltro en B - U es un filtro propio maximal 

en {F(B), e;;;). 
{b) U..., primo - para toda a,b E B, si a V b E U enton~ 

a e Uob e U. 

Ahora tenemos algunas propiedades básicas de estos filtros especial .... 

Pro-ición T. Sean B un álgebra bool-.ia; U un filtro propio y 
b e B-{O}. Entonces 

(1) Son equivalentes (a)-(c): 

{a) U es un ultra.filtro. 

{b) para toda X e e, X e u o x'e U, pero no ambos. 

(e) U..., primo. 

(2) b - un átomo en B - Fb es el tinico ultratiltro que lo oontiene. 
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(3) Sea C un álgebra booleana y h:B """"": C un homomorfiS1110. 

(a) Si Ges un ultrafiltro en C entonCEB h"1 (G) - un ultrafiltro en B. 

{b) Si U es un ultrafiltro en B y h es inyectiva entonCEB h(U] es un 

ultrafiltro en C. 

Prueba. 

(1) (a) => (b) Sea X E e. Suponemos que X </; u y x'</; u. 
Como U es un filtro propio, U tiene la pif . 

Por la proposición 6.2, U U {x} o U U {x'} tiene la pif. 

Para el ca.so en que A= U U {x} tiene la pif. 

Por la proposición 6.4, FA es un filtro propio. 

Es claro que U~ FA. Corno U es ultrafiltro, U= FA. 

Así, x E U, absurdo. Para el otro caso es similar. 

Es claro que no puede contener a arnbos, porque U no sería propio. 

{b) => (a) Sea F un filtro propio y U !;; F. Suponemos que U ""' F. 

Entonces hay un x E F tal que x </; U. Por (b), x'e U. 

Así, {x, x"}~ F, es decir, F no es propio. Contradicción. 

(b) => (e) Sean a,b E By a V b E U. Suponemos que a</; U y b </; U. 

Por {b), a'e U y b'E U. Ya que U es un filtro, (a. V b)' = a' /\ b'E U. 

Entonces, {a V b, (a V b)'} !;; U, es decir, U no es propio. Absurdo. 

{e) => (b) Sea x e B. Como x v x' = le U, por (e), x e U o x'e U. 

{2) Inmediato de la proposición 2.1 

{3) (a) Sea x E B. Como h(x) E C y G es un ultrafiltro. 

Por (1), h{x) E G o h{x)'e G, de donde, x E h" 1 (G] o x'E h"1 (G). 

Por (1), h· 1 (GJ es un ultrafiltro en B. 

{b) Sea y E h(U]. Entonces hay un x E B tal que h(x) =y. 

Por la proposición 5.3.b, h[U] es un filtro propio en C. 

Pero U es un ultrafitro, por lo tanto x E U o x'E U. 

De donde y = h(x)E h[U] o y' ~ h(x') E h[U]. 

Por (1), h[U) es un ultrafiltro en C O 
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?'Existen los ultrafiltros? Sí y el siguiente teorema, que da la. respuesta., 
· fue demostrado por Tarski en 1930. 

Teorema 1 (Teorema del Ultrafiltro) Sea B un álgebra booleana. 

Todo filtro propio en B está contenido en algún ultrafiltro. 

Prueba.(AE) 

Sean F un filtro propio en B y 

MF = {G 1 Ges un filtro propio y F~ G}.Es claro que FE MF y 

que Mp ~ P(B}, en particular ( MF, ~)es un copo. 

Cualquier cadena en MF tiene un cota. superior (proposición 5.4) .. 

Por el Lema. de Zorn, Mp tiene un elemento rnaxirnal, digamos U. 

Es claro que F ~ U. También, U es maximal en (F(B}, ~). 

Porque de lo contrario, si hubiera un filtro propio G to.l que U e G, 

Gestaría. en MF y corno U es maximal, G ~U, lo cual es absurdo. 

Entonces, U es un ultra.filtro.O 

Sea S(B) = {U 1 U es un ultrafiltro en B}. Por el Teorema I, S(B} 7'o 0. 

Proposición 8. Sea. B un álgebra booleana. 

(1) Si A ~ B y A tiene la pif entonces existe Ue S(B) tal que A ~ U. 

(2) Si x 7'o O entonces existe U e S(B) tal que x E U. 

(3} Si x 7'o y E B entonces existe U E S(B) tal que U contiene a uno 

pero no al otro. 

Prueba. 

(1} Inmediato de la proposición 6.4.b y Teorema l. 

(2) Inmediato de (1). 

(3) Como x 7'o y, por la antisimetría, x /.::, y o y /.::, x. 

Si x /.::,y entonoes, por la proposición 1.3, x A y'""' O, hay un U E S(B) 

tal que X E U y y'E U, por (2). 

Por ser U ultra.filtro, y~ U. Para el otro C&llO es an'1ogo.CI 
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El siguiente resultado nos habla de la relación entre el cardinal del l!Ugebra 
booleana B y la existencia de filtros y ultrafiltroe no-principales. 

Prupoaición D. Sea F = { A 1 A ~ By 1 Aª 1 < N.,}. Entonces: 

(1) Fes un filtro en P(B). 

(2) 1 B 1 ~ N 0 - F es un filtro propio no-principal. 

(3) 1 B 1 ~ N 0 - existe U E S(B) tal que U es no-principal. 

(4) Son equivalentes (a)-(c): 

(a) B es finita. 

(b) S(B) es finito. 

(c) para todo U E S(B), U es principal. 

(5) Bes denaa - para todo U E S(B), U es no-principal. 

Prueba. 

(1) Usar leyea de De Morgan. 

(2) (=>)Como 1 0º 1 = 1 B 1 ~ No, 0 <!.F. 

Por la proposición 5.1, Fes propio. 

Suponemos que F es principal. 

Entonces existe A E P(B) tal que F =FA= {G 1 A~ G}. 

Así, A E F. Pero esto quiere decir que 1 Aª 1 < N.,. 

Ya que B.,. infinita, existe b E B-Aª tal que 1 Aª U {b}I <·N.., 
(A° u {b})º E F. 

Así que, A~ (Aº U {b} )°,de donde, Aª U {b}~ Aª. 

En particular b E Ac, contradicción, b ~ Ac. 

(-=) Por contrapoeitiva. 

(3) (=>) Por (4), Fes un filtro propio no-principal. 

Por el Teorema 1, existe U E S(P(B)) tal que F ~ U. 

Si U fuera principal, el generador del filtro debe aer un 11.tomo de P(B), 

digamos {a}, el cual es finito, por la prupcmición 7.2. 

Por la definición de F, {a}° E F. Así, U no es propio. Contradicción. 

32 



ULTRAFILTROS 

( -4=) Por oontrapositiva. 

1 B 1 < N., - todOB 10& filtrOB de B son principal ... , en particular, 

todos los ultrafiltroe en B son principales. 

(4) (a) - (b) Corno Bes finita Bes atómica. 

Definirnos f:At(B)- S(B), f(a) =F •. Por la proposición 7.2 y del 

corolario a la proposición 4, fes una biyección. 

En este caso 1 S(B) 1 = 1 At(B) 1 < 2 IAt(B)I = 1 B 1-
Po lo tanto, S(B) ee finito. 

(b) - (c) Sea U E S(B). SuponernOB que U no es principal. 

Sea a.1 E U. Como U no es principal, existe a.a E U tal que 

a.1 /\ a.'2 =¡I: O. Si esto no fuera. cierto, tendríanioe que 

a.1 A a.'2 =O, para. toda &.z E U. 

Por la propoeici6n 1.3, a.1 ~ 821 para toda a.a E U. 

Por lo tanto, U ee principal. Absurdo. 

Por inducción en k construirnoe {a.1111Jk e N ~ U tal que 

&1 /\ ... /\ 81.:-t /\ a'k "=FO, es decir {a.1 1 ••• ,a.11;.1,a.'11} tiene la pif. 

Por la proposición 8.1, para cada k, existe u. E S(B) tal que 

{ai, ... 1 &.ti:.1,a.'11} ~ U1s. Para k ::#: r, U" -=!:- Ur-

Eeto implica que S(B) es infinito. Absurdo. Así U ee principal. 

(c) - (a) Por contrapositiva y (3). 

(5) (-) Corno Bes denea, 1 B 1 ~No. 
Por (3), hay ultrafiltros no-principales. 

Por la proposición 2.2, B sin-átomos, es decir, At(B) = 0 .. 

Es claro que no pude ha.her un ultrnfiltro principal. 

De lo contrario proposición 7.2, At(B) .¡. 0. 

Por lo tanto, todos los ultrafiltros son n~principales. 

(-4= ) Por contrapositiva. Sea At(B) ,,;. 0. 

Por la pr<>p01ici6n 7.2, para eate elemento, digarnOB a E At(B), 

F. es un ultrafiltro principal.O 

33 



APLICACIONES 

El filtro presentado en la proposición 9 es conocido corno el filtro 
de Fréchet. 
Tarski en 1939 probó, cuando B = P(X), para algún X: 

Si 1 B 1 ;;::: N 0 entonces l{U 1 U es un ultrafiltro no-principal en B}I 
21e1. 

Para más detalles consulte [l], [2) y [4). 

Aplicaciones 
1. Álgebra flnita-coflnita. 

Sea X "' 0 y A ~ X. A es cuftni*° - Aº es finito. 

Sea Bx = { A ~ B 1 A es finito o cofinito}. 

Se sabe que 1 Bx 1 = 1 X 1 y Bx es un álgebra booleana. 

Como {x}~ X es finito y es un átomo de P(X), {x}E Bx y 

Bx es atómica. Si X es finito, Bx = P(X). 

Si X es infinito, A = { Xp 1 p E P } ~ X, donde 

P = { p EN J pes primo}. A no es finito ni cofinito y 

Bx "' P(X). Reforrnulando: Bx es completa <-> X es finito. 

2. Álgebras Booleanas y Topología. 
Ahora veremos relaciones entre redes., Algebras lx>oleanas y espacios 

topológicos. Consultar [2], [13) y [18] para conceptos y notación 

topológica. 

Por "F ea un ftltro de X" entenderernoe que "F os un filtro en 
P(X)". 

Lo mismo para "U ea un ultraftltro de X". 
Nx denota el sistema. de vecindades de x. 

Deftnición T. Sea X un espacio topológico, F un filtro propio de 

X y x E X. Se definen: 

(a) x ea un pun'° de clauaura de F - x E n{Á 1 A EF}. 
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(b) F converge a x ( F - x ) - N. \;;; F. 
Nx es un filtro propio de X, N .. --+ x y todo filtro convergente 

es propio. 

Lema 2. Sea (X;r) un espacio topológico, F un filtro de X y 

x E X. Entonces: 

(1) Son equivalentes (a)-(c): 

(a.) x es un punto de clausura de F. 

(b) para cualesquiera A e F y Ve N., A n V~ 0 . 

(c) hay un G filtro propio t.al que F U N. \;;; G. 

{2) Si F- x entonces x es un punto de clausura de F. 

(3) Sea F un ultrafiltro. F- x - x es un punto de clausura de F. 

Prueba. 

(1) (a) => (b) Por contrapoBitiva. 

Sean A E F y Ve N. t.alea que A n V= 0. 
Entonces, X ti.A de lo que se obtiene que X ti. n {Á 1 A eF}. 

(b) - (c) Sea Fo ={A,, ... , A,,}\;;; F y No = {V,, ••. ,Vm}\;;;N •. 

Por (b), A 1 n V¡ ~ 0, para cualquier 1:5 i :5 n y 1:5 j :5 m. 

Entonces Fo U No tiene la pif. 

Por lo. proposición 6.1, FU Nx tiene la pif. 

Por la proposición 6.4, G = F(F UN.) es un filtro propio y 

claramente F U N. \;;; G. 

(c) - (a) Por contrapositiva.. 

Suponemos que x ti. n {Á 1 A e F}. 
Est.o implica que exist.e Ao e F tal que X ti. A.o. 
Por lo tanto, hay una Ve N. tal que V n Ao = 0. 
Así, {Ao, V} no t.iene la pif, es d..cir, FU N. no tiene la pif. 

Por la proposición 6.4, no hay filtro propio que lo contenga.. 

(2) Como F - x, N. \;;; F. 

Corno F es un filtro propio y N. U F \;;; F. 
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Por (1), x.,.. un punto de clausura de F. 

(3) (-) Inmediato de (2), 

(-4'=) Por (1) existe G filtro propio tal que FU N. ~ G. 

Como F ~ G y Fes ultrafiltro, F = G. 

Así, N. b. F, es decir, F- x.Cl 

Deftnición 8. Sea (X,r) un espacio topológico y /3 ~X. 
-/3 - una b.... de X para todo A abierto /3' ~ /3 existe tal 

que A= U/3'. 

-/3 - una ...... local en X ex - para toda V E N. existe 

B E /3 tal que B ~ V. 

-X es 1° nunterable *>para cada x E X existe {31 base 

local contable. 

-X es 2° numerable - X tiene una base contable. 

-X es aeparable .,._ X tiene un denao contable. 

- X es T 0 (Kolrnogorov) - para todo par de puntos distintos, 

uno de ellos tiene una vecindad que no contiene al otro. 

- X es T 1 (Frilchet) - para todo par de puntos distintos, hay 

vecindades de cada uno de ellos que no contiene al otro. 

- X es T~ (Hausdorff) - para todo par de puntos distintos, 

hay vecindad.ea ajen- de cada uno. 

-X .... regular - para todo cerrado e ~ X y todo X "' e, 
X y C tienen vecindades ajenas. 

-X es co1npletamente regular - para todo cerrado C ~ X y 

todo X "' e existe f:X ...... [0,1] continua tal que flC) = {O} y 

f(x) =l. 

-X es norDUll - para todo par de cerrados ajenos, hay vecindades 

ajenas de cada uno. 

-X-T3 - XesT1 y regular. 

- X es T3,1 • (Tychonoff) - X - T1 y oomplet&1mente regular. 
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-X es T4 - X es T 1 y normal. 

-/3 .,.. una cubieria abierta de X - f3 es una familia de abiertoe 

en Xy X~ U/3. 

-/3 tiene una aubcubieria ftnita de X - existe -y ~ /3 finito tal que 

X~ U-y. 

-X es compacto ....,. toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta 

finita. 

-X es de Lindeliir <=*' toda cubierta abierta de X tiene una 

subcubierta. contable. 

-X es diaconexo .,. existen dOB abiertos no vacíos A y B tales que 

X = A u e y A n B = 0. 

-X es conexo ~ X no es disconexo. 

La expre1:1ión "X es T~¡-cornpacto" significará. "X es compacto y T2". 

Usarel'llOB loe siguientes resultad.OH de topología: 

-T, => Ta, 111 => Ta => T2 => Ti => To. 

-Si X es T 3 , x E X y V E Nx entonces existe U EN. tal.que 

Ü~V. 

-Si X es compacto entonces X es de LindelOf. 

-Si X es T2 y A ~ X es compacto entonces A es cerra.do. 

-Si X es compacto y A ~ X es cerrado entonces A es cornpacto. 

-Si X es T 2 -compacto entonces X es T,. 

-Si X es 2" numerable entonces X es 1°, de Lindel6f y separable. 

-Si {A1}1 E 1 es una familia de coneJ<oe y nA, -F 0 entonces 

UA1 es conexo. 

Si D = P(X) entonces D es una topología en X, llamada discreta 

y (X,D) es un espacio discreto. Sea X discreto. Tenemos que: 

-X es compacto <C:::$> X es finito. 

-X es de Lindel6f - X es contable. 

-Si X es discreto e infinito numerable entonces X es de Lindel6f 
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pero no es o:>mpacto. 

-Si X es no nun11erable entonoea X no es de LindelHC. 

Sabernos que X y 0 son tan.to abiertos corno cerrados 

(abierto-cerrados). Sea B(X) ={ A !;;; X 1 A es abierto-cerrado en X}. 

Entonces B(X) ~ 0, B(X) !;;; P(X) y (B(X),!;;;) es un oopo. 

En X se define la siguiente relación: 

x - y <:::> hay un conexo A tal que x,y E A. 

Verifique el lector que esta relación es de equivalencia. 

Las clases de equivalencia aon 11.ani&das componente11 y se denotan 

por c{x), el cual es el mayor conexo que contiene ax. 

Decintoe que X es totabnente diac:onexo <=> c(x) = {x}, para toda 

xe X. 

A continuación caracterizamos ciertos espacios topológicoe en 

términos de álgebras booleanas, filtros, etc. 

Pro~ción 10. Sea (X,r) un espacio topológico. 

(1) B(X) es un álgebra booleana. 

(2) X es T 2 <=> todo filtro propio de X convergente, converge 

a. un único punto de X. 

(3) (Riesz) X es compacto - toda familia de cerrados con la 

pif tiene intersección no-vacía. 

(4) Son equivalentes (a)-(c): 

(a) X es compacto. 

(b) Todo filtro propio de X tiene un punto de clausura. 

(e) Todo ultrafiltro de X converge a un punto de X. 

(5) Si X es compacto, A es una subálgebra de P(X) que es base 

de (X,r) entonces A= B(X). 

(6) Si X es T 2 y B(X) ea base de X entonces X es totalmente 

disconexo. 

(7) Si X es T2-compacto entonces X es de Baire. 
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(8) Si X es T2 y 2" numerable enoonoes IXI :5 2"•. 

Prueba. 

(1) Para el lector. 

(2) (=o-) Sea F un filtro propio de X. x,y E X tales que F-+ x,y. 

P.D. x=y. 

SuponeJDCB que x -=!: y. 

Corno X ea T2, existen U ,V a.biert.oa t.alea que Un V= 0. 

Ya que F - x,y, N., N,, s; F. 

Entonces 0 E F, con lo que F no es propio. Absurdo. 

Por lo tanto, x = y. 

(-=)Suponernos que X no ee T 2 • 

Entonces, existen x :#: y ta.les que para toda U E Nx y para 

toda V E Ny, Un V-# 0. 

Entonces A = N. U N,, tiene la pif. Por la proposición 6.4, 

existe un filtro propio F de X tal que A~ F. 

Esto bnplica. que F - x,y. Por hipótc:Bis, x = y. Absurdo. 

Por lo tanto, X es T2. 

(3) (=o-) Sea Huna familia de cerrados con la pif. P.D. nH ,¡, 0. 

Suponernos que nH = 0. 

Entonces, U{A< 1 A E H}= X, cubierta abierta. 

Corno X es compacto, existe m E N tal que 

X = A~U ... U~ = ( n.A¡ )<. 
Esto significa que nA1 = 0, es decir, H no tiene la pif. Absurdo. 

Por lo tanto, nH ,¡, 0. 

(-=) Suponernos que X no - compacto. 

Entonces existe fJ cubierta abierta de X tal que para cualquier 

/30 s;; /3 finito, X ,¡, U/30 • 

Esto implica que /3* = { A• 1 A E /3 } familia de cerradOB que 

tiene la pif. 

39 



APLICACIONES 

Por hipóte&is, n¡3* # 111, lo que significa que X # U/3. Absurdo. 

Por lo tanto X ea compacto. 

(4) (a) - (b) Sea F un filtro propio. 

F* ={A 1 A e F}.,.. una familia de cerrados con la pif, ya que si 

Ai, ... , Am E F y Fes un filtro propio entonces 

nr_ , A, s;; nl".. ,A, y nr_ ,A, ""111. 

Como X ea compacto, por (3), nF*# 111. Sea X e X, tal que 

X E nF•. Claramente X el!I un punto de clausura de F. 

(b) - (a) Sea Huna familia de cerradOB con la pif. 

Por la proposición 6.4, hay un filtro propio G de X tal que H s;; G. 

Por (b), G tiene un punto de clausura, digamos, z. 

Esto implica que z E nG, es decir, z E nH. 

Con esto tenemos que nH "" 111. 

Aplicamos (3) y tenemaa que X ea compacto. 

(b) => (e) Sea U un ultrafiltro de X. 

Por (b), U tiene un punto de clausura, digarnc-., x. 

Por el lema 2.3, U --+ x. 

(e) - (b) Sea F un filtro propio de X. 
Por el Teorema I, existe U ultrafiltro de X tal que F s;; U. 

Por hipótesis, existe X e X tal que u --+ x. 

Entonces, F U N. s;; U. 

Por el lema 2.1, x es un punto de clausura de F. 

(5) Sea E E A. Como A es subálgebra, E" e A. 

Ya que A es base de X, E" ea abierto. 

Por lo que E es cerrado. Así, A s;; B(X). Sea Z e B(X). 

Corno Z es abierto y A ea base de X, Z = UA', para algtin A' s;; A. 

Pero Z es cerrado y X ea compacto, entona., Z es compacto. 

Así, Z ~ E,u ... u ~ e A (por aer suwig..,bra). 

Entonces B(X) s;; A y A = B(X). 
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(6) Sea x E X y c(x) la componente de x. P.D. c(x) = {x}. 

Sea z e c(x). Suponernoa que z # x. 

Puesto que X es T2, existen U EN. y V EN. abiertoe tales 

queUnV = 0. 
En este caso, H = c(x) n u y X eK = c(x) n u·. son abiertoe 

ajena. no vacíos tales que c(x) = H U K. 

Por lo tanto, c(x) ea diaoonexo. Abeurdo, puee c(x) es conexo. 

Así, z = x, es decir, c(x) = {x}. 

(7) Consideremos {An}neN cadena descendente de abiertoe y 

den808. Sea B = ( nn E NAn)º. 

Si demoetra.nioe que B = 0 entonces naeNAn es denso. 

Co:rno X es T2-compacto, X es T 4 , lo que implica que X es regular. 

Suponernoe que B # 0. Sea x E X tal que x E B. 

Corno A1 ea denso y X es regular, existe U1 E N .. n 'T tal que 

Ü1 s;;; A 1 n B. 
Ya. que A2 ee denso y X es regular, existe U2 E Nx n T tal que 

Ú2 s;;; A, n A2-
Por inducción, podernos construir {Ü11 } 11 eN cadena. cleacendente 

de cerradOB con la pif. 

Puesto que X es compacto, nn eNÚn ~ 0 (*). Por otro lado: 

na. e11iÜn ~ np. eNAn n B = 0 , no eNÜn = 0 (**). 
Claramente (*) y (**) se controdicen. 

Por lo tanto, B = 0, es decir, na. eNAn es denso. 

P<X" la propoeición 1.7.2, X es de Baire. 

(8) Sea x e X. Definirnos A. = {B e f3 1 x e B}. 

Como X es T2, x =y~ Ax= Ay- Entonces la función definida 

f:X - P(/3), corno f(x) =A., es inyectiva. 

I>e donde se sigue que )X) ::5 2"- .CJ 

B(X) es conocida corno el illgebra caracterfa~ica de X. 

Verifique el lectCX" que: X es conexo - B(X) ={X, 0}. 
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s. 
Darernoe un ejemplo de una allgebra booleana completa y densa. 

Deftnición 9. Sean (X, r) un espacio topológico y A !;;; X. 

A es un abierto regular - (A)º= A 
X y 0 B<>n abiertoe regulares. 

Sea AR(X) ={A s;; X 1 A - un abierto regular}. 

Ejemplo. 

Sea X = lll oon la topología usual, A = (0,1) y B = (1,2). 

Entonces A, B e AR(ll), pero A U B ' AR(R) y A• ' AR(lll). 
Con esto, (AR(lll), U, n,c , R, 0) no es un álgebra booleana. 

Lema 3. Sea (X,r) un espacio topológico y A!;;; X. 

(1) A es abierto. A e AR(X) - Aº !;;; A 
(2) Aº e AR(X). 

Sean A,B,C e AR(X). 

(3) A n Be AR(X). 

( 4) ( (A n B) u (A n C) )º = A n (B u C)º. 

(5) ext A eAR(X), (A U extA)º = X y A n ext A = 0 . 

Prueba. 

(1) para el lector. 

(2) Corno Aº !;;; .A => (A)º !;;; .A => ( (A)º)º !;;; Aº => por (1), 

Aº e AR(X). 

(3) (A n B)º !;;; (A n B )º = Aº n fio = A n B => por (1), 

A n Be AR(X). 

(4) ((A n B) u (A n C) )º= (A n (Bu C))º. 

Corno (An (BU C))º !;;; (A n B uC)º =Aº n (BUC)º= 

A n (BuC)º. 
Por lo tu.n.to, (_A_n_(~B-u-c=))º ~ A n (Bu C)º(*). 
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Si A n (~)º!;;;;A n (B u C) entonces 

A n (BU C)º !;;;; ((A n (BU C))º (••). 

De (*) y e••) obtenernos la igualdad deseada. 

Sólo falta demostrar que A n (BU C)º ~ -A-n-~(B~-u-c=). 

Supongamos que A n (BUC)0 ,CA n (B u C). 
Entonces existe X E A n (~)ºtal que X <t ""'A,--n=-...,c""e~u....,.-..,c=). 

De esto, exiNte V E N. tal que V n A n (B u C) = 0. 

Pero X E A n V, de donde V n (B u C) = 0. 

Por lo tanto, X <t B u e, lo que implica que X rt (BLJC)º. 

Esto contradice que X e (BUC)º. 

Entonces A n (BU C)º !;;;; (A n (BU C). 

Corno A n (Bu C)º es abierto, A n (Bu C)º !;;;; ((A n (BU C))º. 

(5) Usaremos la siguiente igualdad Ac = (Aº)º. 

(extA)º= ((Á)º)º= ((Á)00 )º= (A°)º = ext A -. ext A E AR(X). 

Sabemos que A U (Á)º es denso (lema 1.2.2). 

Entonces, (A u extA)º = A u (A)º = X. 

Ya que A !;;;; Á, A n (Á)º = 0. D 

Para A,B E AR(X), definimos: 

A A B = A n B, A v B = (A U B)º y A' = ext A .. 

Por el lema 3, estae operaciones estan bien definidas. 

Proposición 11. Sea (X, T) un espacio topológ\d>. 

(l) ( AR(X), V, A , ',X, 0) es un álgebra booleana completa. 

(2) B(X) es una subálgebra de AR(X). 

Prueba. 

(1) Verifique el lector que AR(X) es una red. 

Lo anterior determina un orden parcial: ;5. 

Por el lema 3.4, se cumple una de las leyes distributivas y AR(X) es 

una red distributiva. 
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Por el lema. 3.5, AR(X) es una red complementada.., es decir, es un 

<Llgebra booleana. 

Sea H e;;; AR(X). Por el lema 3.2, B = (CiiI)0 e AR(X). 

Si A,B E H entonces: 

A /\ B = A n B = Aº n(uH)º = (A n UH)º e;;; ( A n UH)º= 

Á.º=A. 

Pero A e;;; A n B, por lo que ae tiene que A A B = A n B = A, 

es decir, A::;; By Bes cota superior de H. 

Sea C E AR(X) una cota superior de H. Entonces, B /\ C = B, 

es decir, B ::::; C. 

Por lo tanto, sup H = B. Por la proposición 1.6.3, AR(X) es 

completa. 

(2) Sean A,B E B(X). 

Como A es un abierto-cerrado, es un abierto regular. 

Lo mismo pasa para A U B, A n B y A•. Así, B(X) es cerrado 

bajo las operaciones de AR(X).CJ 

Ahora sí es un álgebra boolena (AR(ll), V, /\ ,' , IR, 0). 
Corno Res conexo, B(R) = {R, 0}. 

Se afirma que AR(R) no es atómica. 

Para ver esto obeervarnOB lo siguiente: 

(1) Cualquier abierto regular es un abierto. 

(2) Sabernos que /3 = {V.(x) 1 x E R y e > O} es una base 

de R, donde V.(x) = (x-e, x+e:). 

(3) A = (e.,b) ~ 0 es un abierto regular. 

A no puede ser un átomo, parque para cada n > O, 

0 e An = (e. + l/n, b-1/n) e A. 
Por lo tanto ningún elemento de /3 es un átomo. 

(4) Suponernos que A es un átomo en AR(R). Entoncea A 7' 0. 

Como fJ es base de R tiene que contener una vecindad búica, 
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la cual ne.e dice que A no es un Atorno, contradicción. Así, A no 

puede eer un •tomo 

(5) Para cada r E a+, B, = (-r,r) e AR(R). 

Es claro que sir""' s entonces B, ""' B.. 
Asr, f:R•-AR(R), f(r) =B.,.,.. una función inyectiva. 

Por lo tanto, I AR(R) 1 > N.,. 

Entonice. AR(R) no Ea atómica y no tiene t!Ltorno alguno. 

Lo que significa que AR(R) es densa. 
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CAP1TULO 3 

EL ESPACIO DE STONE 

EatablecernOB una relación entre ai.lgebraa bcx>lea.naa, ultrafiltroe 
y ciertos espacios topológicoe T 2 -compactoe. 

El Teoresna de R.epresent;ación 
Sea B un álgebra booleana y x E B. 
Definirnos: p(x) = { U E S(B) i x E U} y /3 = {p(x) i x E B}. 
Entonces, p(x) i;; S(B), /3 !; P(S(B)), p(O) = 0 y p(l) = S(B). 

Lema 1. Sean B, p(x) y /3 como antes. 

(1) p(x V y) = p(x) U p(y), p(x /\ y) = p(x) n p(y) y 

p(x') = p(x)°. 

(2) X = y - p(x) = p(y). 

(3) /3 es una subá.lgebra de P(S(B)). 

Prueba. 

(1) Sea U E p(x V y). Esto implica que x V y E U. 

Corno U es ultrafiltro, U es primo y x E U o y E U. 

Entonces U E p(x) u p(y). Asf, p(x V y) i;; p(x) U p(y). 

Sea V E p(x) U p(y). Entonces x E V o y E V. 

En cualquier caso, x V y E V, lo que implica. que 

Ve p(x V y). Entonces p(x) U p(y) ~ p(x V y). 

Así, p(x V y) = p(x) U p(y). 

De manera. similar para los demll.s. 

(2) ( =>) Obvio. 

( ~) Por contra.positiva. Sean x "" y . 
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Por la proposición 2.8.3, hay un u e S(B) t.al que X e u y 

y <!. U. Entonces U € p(x) y U </. p(y) y p(x) # p(y). 

(3) Es inmedie.to de (1). O 

El siguiente resultado, dernOBtrado por M.H. Stone en 1936, 
nos dice cómo podemos "ver" cualquier álgebra. booleana.. 

Si B es un álgebra booleana. entonces hay un conjunto X t.al 

que Bes isomorfa e. une. subá.lgebra de.P(X). 

Pruebe.. 

Sea. X= S(B). Definirnos f:B - P{X), f{x) = p(~ .. 

Por el lema 1.2, [es una. función inyectiva. 

Por el lema. 1.1, f ee un homomorfismo y irn { = {J. 

Por el lerno. 1.3, B S!! /3 es une. subá.lgebre. de P(X).D 

Este teorema. es análogo al Teorema. de Cayley. Ver l9] y [ll]. 

El espacio de St;one 
Sean B, p(x) y /3 corno en el párrafo anterior. 
Explorarnos un poco más con estos conjuntos. 
{3 es una cubiert.a de S(D). Se curnple que S(B) = U/3. 
{3 es una bH&e de una t1nica t.opologfa en S(B). 

Sean p(x), p(y) € /3 y U e p(x) n p(y). 

Entonces existe z = x /\ y se tiene que p(z) <;;; p(x) n p(y). 

De esto /3 es be.se, TtJ = {U/3'1 /3' ~ /3} es la. topología. 

correspondiente y (S(B),-r/J) es un espacio t.opológioo. 

Corno {3 es álgebra., {3 es una f'anúlia de abiert.o-cerradoe y 
una cubierta abierta de S(D). 
?'S(B) es compacto? Supongarnoa que S(B) no lo ""'· 
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Esto significa que /3 no tiene ninguna aubcubierta finita de S(B). 

Así para cualquier /30 = {p(x1), .•. , p(xa)}, 

P(V~- ,x,) = ur_ 1 p(x1) ~ S(B). 
De esto, tomando el contplemento, p(t\r _,x, ') = nr _, p(x1) ~ 0. 

Por ser inyectiva la función f del 'Ieorema D, t\~_ 1x1 ·~ O. 
Por lo tanto, A = { x'J x E B} tiene la pif. 

Por la propORición 2.8.1, existe U E S(B) tal que A ~ U. 

Como U es un ultrafiltro y A!;;; U, para cualquier x E B, x 'le U. 
Lo que significa que U ~ U/3 = S(B). 

Esto contradice el hecho de que U E S(B). 

Entonces existe /30 s; /3 finito tal que /30 es una subcubierta 

abierta de S(B). Con esto, S(B) es co01pacto. 

?'S(B).,.. T 2? Sean U~ Ve S(B). 

Entonces hay un X E e tal que X E u y X <le V, es decir, 

U E p(x) y Ve p(x'). 

Corno p(x) n p(x') = 0, p(x) E Nu y p(x') E Nv. 
Tenemos que S(B) es T,. 

Así, /3 ea una. subálgebra de P(S(B)) y base de S(B). 
Por la. propORición 2.10.5, /3 = B(S(B)). 
Por el 'Thorema II, B E>t /3 = B(S(B)). 

'DeoreDIB 111 .. Sean B, p(x) y /3 como en el Teorema. D. 

(1) S(B) es T2-compacto con /3 base de abierto-cerradOR y 

B e: B(S{B)). 

(2) S(B) es totalmente disoonexo, T •• de Lindel6f y de Baire. 

Prueba. 

(1) Es lo que acabamos de hacer anteriormente. 

(2) Por la. prop08ición 2.10.6, S(B) es totalmente diaconex:o. 

Por (1), S(B) es T 4 , lo que implica. que es Ts, 1,, T3, Ti y To. 

Por la propORición 2.10.7, S(B) es de Baire.D 
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Un E.s-:io de Stone ee un eepacio topológico T2-cornpacto oon 
una baae de abierto-cerrad.OH. 
Si B es un IUgebra booleana entonces S(B) es su espacio de Stone. 
El siguiente resultado establece relaciones entre los tipos de 6lgebras 
booleanas vistaa en el capftulo 2 y laa propiedades topológicas de 
su correspondiente espacio de Stone. 

I>eftnición 1. Sean (X. r} un espacio topológico y A ~ X. 

X es eñrema.da.JDente d.iaconexo <=> para todo A abierto, 

A es abierto. 

Todo espacio discreto es extrernadarnent.e disconexo. 

Propoaición 1. Sea B un álgebra booleana, H ~ S(B) y U E S(B). 

(1) U es principal - U es un punto aislado en S(B). 

(2) B es atómica - S(B) tiene un denso de puntos aislados. 

(3) Bes completa - S(B) es extremadamente disconexo y 

Be! AR(SB). 

(4) Bes densa - S(B) es perfecto. 

(5) U es no-principal - {U} es fronterizo. 

(6) Si H es magro entonces para todo U E H, U es no-principal. 

(7) Si B no es atómica entonces IS(B)I ;:: 2"•. 

Prueba. 

(1) Inmediato de la proposición 2.7.2. 

(2) (=>) Bes atómica. 

Por la propeeición 2.7.2, para a e At(B), Fa e S(B). 

Por (1), D = {Fal a E At(B)} es un conjunto de puntos aislados. 

Para p(x) E /3 -{0}, x 7" O, entonces existe un a E At(B) 

tal que a :5 x, es decir, X e F •. Por lo que Fa E p(x). 

Entonces D n p(x) .¡. 0 . Asf, D es denso. 

(.,_)Sea X"' 0. 
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Por la proposición :1.8.2, existe U E S(B) tal que x E U. 

Entonces U E p(x). 

Por hipótesis, existe un Ve p(x) tal que V ee aislado. 

Por (1), V es principal, asf que hay un a E At(B), V = F •. 

Por lo tanto, x E F., es decir, a.:::;; x y Bes atómica. 

(3) (=>) Bes completa y /3 es completa. Sea A~ S(B). 

P.D. A es abierto. 

Si A = 0, claramente A = A e /3 • Sea A .,¡. 0 • 

Como /3 es base de S(B), hay un E ~ B tal que 

A = u {p(x)I X E E}. Ya que e es completa, existe 

el sup E = a. Por el lema 1, U{p(x) 1 x E E} ~ p(a) E /J. 
Entonces, por ser cerrado p(a), A ~ p(a). 

Veamos p(a) ~ A. Sea. U e p(a). P.D. U e A. 
Supongamos que U ,É A. Entonces existe p(b) E /3 tal 

que p(b) n A= 0. 

Por lo tanto, p(b) n p(x) = 0, para toda x E E. 

Es decir, b /l. X= O, para toda X eE. 

Esto implica que X :5: b', para toda X EE. 

Corno b" es cota superior de E y a= supE. Así, a :5 b'. 

Esto significa que a A b = O. Asf que p(a) n p(b) = 0. 

Por otro lado, U E p(a) n p(b), es decir, p(a) n p(b) = 0. 

Absurdo. Por lo tanto, p(a) ~ A. 

Finalmente, A= p(a) E /3 ~ -r,,. 
Así, S(B) es extremadamente disconexo. 

Por la proposición :1.11, AR(SB) es extremadamente 

disconexo y B(SB) ~ AR(SB). 

Sea A E AR(SB), A ea abierto y A = Aº = A.0 = A. 
Esto es A e B(SB) y asf, AR(SB) ~ B(SB). 

Por el Teorema ll, AR(SB) = B(SB) 9! B. 

50 



EL ESPACIO DE STONE 

(<=) AR(SB) es completa y la proposición 3.5. 

(4) Inmediato de la proposición 2.9.5. 

(5) Por contrapositiva y la propoaición 2. 7.2. 

( =>) Suponernos que {U} no es fronterizo. Enton¡::es 

{U}º;'< 0. Así existe p(x) e /3 tal que U e p(x) ~ {U}. 

Por lo tanto, p(x) = {U}, es decir, U es principal. 

(<=)Si U es principal, entonces p(x) ={U} ={U}º, es decir, 

{U} no es fronterizo. 

(6) Sea U e H. P.D. U es no-principal. 

Por el Teorema m, S(B) es un espacio de Baire. 

Corno H es magro entonces H es fronteri7.o., por la proposición 

1.7.1. Por lo tanto {U}º \;;;; H° = 0. &to implica que 

{U}º = 0, es decir, {U} es fronterizo. 

Por (5), U es ne>-principal. 

(7) Sea que B no es atómica. 

Por la proposición 2.2.3, B es infinita. Recordemos que At(B) 

es el conjunto de átomos de B. 

Como B no es atómica entonces existe b E B tal que b ~ O 

y para todo a E At(B), a /.5. b. 

En particular se tiene que b ~ At(B), pues de lo contrario 

obtendríamos que b ~ b, lo que c:x>ntradice que b ::::;;_ h. 

Así, por la proposición 2.2.l, existe X e B-{O} tal que 

b /.5. X y b /.5. x'. 

Por la proposición 2.1.3, b " x ;'< O, by b " x' ;'< O, h. 

Sean b 1 = b " x y 1>¡¡ = b " x'. Es claro que h1 " l>¡¡ = O. 

Se afirma que b1 =¡l: ~. Porque de lo contrario b1 =O, lo 

que contradioe al hecho de que h1 # O. 

Por la cualidad de b, b 1 ~ At(B) y b, ~ At(B). 

Entonces podemos repetir otra vez el argumento anterior 
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para. b1 y b,,. De hecho si lo repetirnoe N 0 veces obtenernos 

un árbol con raíz en b, <x:>n 2"0 rarnaa, cada rama tiene la pif 

y ra.nias distintas no tiene la pif. Cada r~a está contenida en 

algún ultra.filtro, por la. proposición 2.8.1. 

Esto implica. que IS(B)I 2= 2"-.D 

Ejernplos. 

-Como P(X) es atómica. y complete., S(P(X)) tiene un conjunto 

denso de puntos aisladc:.1, no es perfecto y es extremadamente 

disconexo. 

-Ye. que 1 BN 1 = \ N 1 y BN es atómica. y no es completa, 

S(BN) tiene .un denso de puntos aisla.dos, es totalmente 

disconexo pero no extrernadft.J'llente disconexo. 

-S(AR(R)) es perfecto y extremadamente disconexo. 

-Le. reciproca. del la proposición 1.7 es falsa, pues si B = P(N) 

entonces \ S(B) \ 2= 2"• y B el es atómica.. 

Aplicaciones 
1. Dualidad. 

Veremos qué ocurre al pasar de álgebras booleanas a 

espacios de Stone y al revés. Usaremos algunos resulto.dos 

de topología. Sea h:X - Y continua. 

(1) hes abierta (cerra.da) - para todo A~ X, si A es abierto 

(cerra.do) entonces h [A] es abierto (cerra.do). 

(2) h biyectiva. h·1 es continua - h es cerrada - h es abierta. 

(3) Si X compacto y Y es T2 entonoeB hes cerra.da. 

(4) En (3), si a.demás hes biyectiva, hes un homeomorfunno. 

Sea X un espacio de Stone, B(X) su 111.lgebra característica y x E X. 
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Definimos u(x) = { A e B(X) 1 x e A}. 

Propoeición 2. Sean X un espacio de Stone y u(x) corno 
antes. Entonces: 

(1) u(x) e S(B(X)). 

(2) x = y - u(x) = u(y). 

(3) X "" S(B(X)). 

Prueba. Sea f3 una base de abierto-cerrados de X, por ser 

X un espacio de Stone. 

(1) Puesto que x e X y X e B(X), X e u(x). 

Para D, E e u(x), x e D n E y D n E e B(X). 

O - que D n E e u(x). 
Sean D, E e B(X), D E u(x) y D ~ E. 

Entonces, X e E. 
Por lo tanto E e u(x), es decir, 0 <t u(x). 
Con esto u(x) es un filtro propio. Sea A e B(X). 

Es claro que X e A o X e Aº, es decir, A e u(x) o 

Aº E u(x). Por la proposición 2.7.1, u(x) es un ultrafiltro. 

(2) (._) Por contrapositiva. Sean x ,¡,y E X. 

Corno X es T 2 y f3 es una base de X, existen A e Nxn f3 
y B e Ny n /3 tales c¡ue A n B = 0. 

Esto es A e u(x) y A <1' u(y). Por lo tanto u(x) "" u(y). 

(3) Definiinae rp:X - S(B(X)), rp(x) = u(x). 

Por (2), tp es una función inyectiva. 

Probaremos que cp ea suprayectiva. Para esto sea 

U e S(B(X)). Puesto que X es compacto, por la proposición 

2.10.4, hay una x E X tal que U - x, es decir, N. ~U. 
Por el lema 2.2.3, x es un punto de clausura de U. 

Por lo tanto, para cualquier Ae u, X e A= A, por ...... 

abierto-cerrado. Por lo tanto A e u(x), es decir, U ~ u(x). 
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Pero U es ultrafiltro, entonces, U = u(x). 

Así, hay una x e X con la propiedad de que <p(x) = U. 

Por lo tanto, cp es biyectiva. 

Ahora veremos que cp es continua. 

Sea Ae B(X), p(A) es un abierto básico de S(B(X)) 

entonces: 

x e .,.,-1 (p(A)] - 'P (x) e p(A) - u(x) e p(A) - A e u(x) 
<=>X E A, 

de donde resulta que: .,.,-• (p(A)] = A E B(X). 

Corno X es compacto y S(B(X)) es T., <pes cerrada. 

Esto implica. que cp" 1 es continua. 

Así, <p es un homeomorfisrno y X <::< S(B(X)).D 

Lo que hemos hecho hasta ahora es lo siguiente: 

A partir de un álgebra booleana B, se construye su espacio 

de Stone S(B) (Teorema 111) y resulta que Bes isomorfa al 

álgebra booleana de l<>A abierto-cerrados de S(B). 

Por otro lado, a partir de un espacio de Stone X, se tiene 

su álgebra booleana B(X) de abierto-cerrados y resulta que 

X es horneomorfo al espacio de $tone de B(X). 

En el primer caso "Stonizamoe:" el álgebra B y en el segundo 

caso "Boolea.nizaJTios"' el espacio X. 

En los siguientes dos lemas usarernc.i loe siguientes resultados 

de funciones. Sean f:X -+Y, A~ X y B ~Y. Entonces: 

(1) A ~ f- 1 (f(AJ] . Si fes inyectiva entonces A = f- 1 (f[AJ]. 

(2) fTf- 1 (BJ] ~ B. Si fes suprayectiva entonces 

f[f"' (B]] = B. 

Veamos qué pasa con los homornorfismos entre álgebras 

booleanas cuando '"Stonizarnos"'. 

Lema 2. Sean B y C álgebras booleanas y h:B -+ C un 
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homomorfismo. Definimos h,:S(C) - S(B), 

h,(U) = h" 1 [U]. Entonces: 

(1) hi' [p(x)] = p(h(x)), hb [p(h(x))] = p(x) n h, [S(C)] 

y hti es una función continua y cerrada. 

(2) h es inyectiva - h, es suprayectiva.. 

(3) h es suprayectiva - h, es inyectiva. 

(4) hes un isomorfismo~ h1:1 es un homeomorfismo 

(5) Si g:C - Des un homomorfismo entonces 

(g º r ), = r, º g,,. 

Prueba. (4) y (5) quedan para el lector. 

(1) Por la proposición 2.7.3, h·'[U] e S(B). Entonces: 

Ue hi1 [p(x)] - h,(U) e p(x) - hº 1 [U] e p(x) -

X e h"1 [U] - h(x) e u - Ue p(h(x)). 
De esto es inmediato la. primera igualdad. 

Ve h,[p(h(x))] ~ h 0[S(C)] => existe U e p(h(x)) tal que 

h,(U) =V, h· 1 [U] =V. 

Corno Ue p(h(x)) = hj1 [p(x)] entonces h,(U) e p(x). 

Por lo tanto, h· 1 [U] e p(x), es decir, x e h· 1 [U] = V. 

Ase, Ve p(x). Entonces h,[p(h(x))] ~ p(x) n h,[S(C)]. 

Para la otra contención, sea Ve p(x) n h 0[S(C)]. 

Entonces hay un Ue S(C) tal que h,(U) = hº 1 [U] = Ve p(x). 

Ase x e hº 1 [U], Ue p(h(x)), es decir, V= h 1(U) e h,[p(h(x))]. 

De la primera igualdad se sigue que hti es continua. 

Corno S(C) es compacto y S(B) es T,, hb es cerrada. 

(2) (=>)hes inyectiva. P.D. h, es suprayectiva. 

Sea U e S(B). Por la prop08ición 2.7.3.b, h[U] e S(C), 

h,(h[U]) = hº 1 [h[U]J = u. 
(<=) h 0 es suprayectiva. P.D. hes inyectiva. 

Sean x,y e B y h(x) = h(y). Entonces h,[p(x)] = h,[p(y)]. 

55 



APLICACIONES 

Corno h• es suprayectiva. y por medio del lema 1.2: 

p(x) = h 0 h¡1 [p(x)] = h• h~1 [p(y)] = p(y) y x =y. 

(3) (==>) hes suprayectiva.. P.D. h• es inyectiva.. 

Sean U,VE S(C) y h 0(U) = h•(V). 

Entonces h" 1 [U] = h" 1 [V]. Corno h es suprayectiva, U = V. 
(-) h• es inyectiva. P.D. hes suprayectiva. 

Ee cl..ro que h[B] ~ C, falta probar que C ~ h[B]. 

Para esto tornantoe d e C. 

Por ser h• inyectiva., S(C) e! h•[S(C)]. 

Por lo tanto hay un G abierto en S(B) 

tal que h•[p(d)] = G n h 0[S(B)]. 

De esto, G tiene que ser de la forma G =U {p(b)I b E A}; 

para algún A ~ B y h•[p(d)] ~ G. 

Corno p(d) es cerrado, S(B) es compacto y h• es cerrada 

entonces h[p(d)] es compacto. 

Asl, hay un A-0= {ai, ... ,a.} ~A tal que h 0[p(d)] ~U A,,. 

Sea e = sup A,, y, por (1), h 0 [p(d)] = p(e) n h 0[S(B)] = h• [p(h(e))]. 

Como h 0 es inyectiva, p(d) = p(h(e)), por el lema 1.2, d = h(e) E h[B]. 

Finalmente h[B] = C, es decir, hes suprayectiva.D 

Vea.moa ahora. lo que ocurre con las funciones ex>ntinuas 

e~tre espa.ciOB de Stone cuando "Booleaniza.mos'". 

Lema 3. Sean X,Y espacios de Stone y ip:X - Y continua. 

Definimos 'P•:B(Y) - B(X), <po(A) = ip"1 [A]. Entonces: 

(1) <p0 es un homomorfismo. 

(2) tp es inyectiva <=ti> cp.,. es suprayectiva. 

(3) <p es suprayectiva <=> 'P• es inyectiva.. 

( 4) <p es un horneornorfisrno - 'Po es un isomorfismo. 

(5) Si ,P:Y-+ Z continua entonces (1/J o ip)> = ip. o,¡,.. 
Prueba. (1) y (5) son para el lector. 
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(2) (-)<pes inyectiva. P.D. 'P• es suprayectiva. 

Para Ae B(X), A es cerrado y <p cerrada, <p[A] es cerrado. 

Por .., inyectiva <p [A)º = 'f'[Aº] es cerrado, es decir, 

<p [AJ es abierto. Por lo tanto, <p [A] E B(Y). 

Pero <pes inyectiva, 'f'•('f'[A]) = cp· 1 o <p [A] = A. 

Así, 'Pt. es suprayectiva. 

(<=) 'f'• es suprayectiva. P.D. <pes inyectiva. 

Sean x,y eB y <p(x) = cp(y). Suponernos que x ,¡. y. 

Corno X es T2, existen E e Nx n B(X) y De N, n B(X) 

tales que E n D = 0. 

Corno <p0 es suprayectiva hay H,G E B(Y) tales que 

'f'•(H) = E y 'f',(G) = D. 
Pero x E E = 'f'·I [H], donde, <p(x) EH. Análogamente 

<p(y) E G. Por hipótesis 'f'(x) E H n G, lo que implica que: 

X E .., .• [H n G] = v>.(H n G ) = cp,(H) n 'f'•(G) = E n D. 

Por lo tn.nto, E n D ,¡. 0. Absurdo. 

(3) (-) 'f' es suprayectiva. P.D. 'Pb es inyectiva.. 

'f'b (A)= 'f'• (B) - <p" 1 [A] = <pº 1 [B]. 
Corno es suprayectiva., A = B. 

(<=) <p, es inyectiva P.D. 'f' es suprayectiva. 

Sabernos que <p [X] ,¡. 0. Si <p[X]° e H(<p.), <p [X] = 0. 

Absurdo. Por lo tanto cp [Xj =Y, es decir, <pes suprayectiva. 

(4) es inmediato de (2) y (3).D 

Corno consecuencia de estos dos lemas tenemos la siguiente 

proposición. 

Propoaición 2. Dualidad. 

Sean B,C álgebras booleanas, h:B--+ C un homomorfismo, X, 

Y espacios de Stone y v:>:X - V continua.. Entonces: 

(1) B ~ B(S(B)) y X°' S(B(X)). 
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(2) h,,..:B(S(B)) - B(S(C)) es un homomorfismo. 

(3) 'P•;:S(B(X)) -+ S(B(Y)) es continua y cerrada. 

(4) Si B ~ C entonces B(S(B)) et B(S(C)). 

(5) Si X"" Y entonces S(B(X)) = S(B(Y)).CJ 

Tudavfa más, si D es la categoría. de las álgebras booleanas, 

S la categoría de los espacios de Stone, F:B - S, F(h) = h; 

y G:S - D, G(<p) = I"• entonces, por los lemas 2 y 3, F y G 

son funtores contravariantes. 

2. El caso contable. 
Nos interesa ver el cornportamiento de S(B) cuando Bes un 

álgebra booleana contable. 

Antes veremOB algunos conceptos de puntos de acumulación, 

espacios compactos y rnétricoe. 

Para mayores detalles consulte las referencias [13] y [18]. 

Deftnicióra 2. Sean (X,r) un espacio topológico, x E X y A~ X. 

(a) x es un punto aislado de A - existe V E N, tal que 

A n V= {x}. 

(b) x es un punto de acurnulacióra de A - para toda 

V E N., V-{x} n A "" 0. 
(c) x es un punto de coradensación de A - para toda 

V E N., J V n A J > No. 

(d) A es perrecto - A es cerrado y no tiene puntos aislados. 

(e) X es un cspacio de Cantor - X es T 2-cornpacto perfecto 

con una base de abierto-cerrados contable. 

Sean A'= {x E X J x es un punto de acumulación de A} y 

CA = {x E X J x es un punto de condensación de A}. 

Al conjunto A' se le conoce corno el conjunto derivado de A. 

oi_,rvaciones. 

"1' 
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-A-A1 es el conjunto de loe puntos aislados de A. 

-Si A-A 1 = 0 entonces A no tiene puntOB aislados. 

-Si A"= 0 entonces A es un conjunto de puntos aislados. 

-Todo espacio de Cantor es un espacio de Stone. 

-Si 2 = {0,l}, D = P(2) su topología. y w2 = {f 1 f: N -2} 

con la. topología. del producto entonces es w2 un espacio de 

Cantor. 

Lema 4. Sean (X,r) un espacio topológico~ numera.ble, 

x E X y A ~ X. Entonces: 

(1) IA-A'I :5 No• 

(2) Si para. toda. x E A existe V E N. tal que 

IV n Al :5 No entonces IAI :5 No. 

(3) 1 A 1 > No - CA # 0. 
(4) Si 1 A 1 > N 0 entonces CA ~ A', CA es perfecto y 

1CAnA1 >No. 

(5) Ca.ntor-Bendixon. Si X es 2° nurnera.ble, A es cerra.do 

y 1 A 1 > No entonces existen B, C ~ X tales que 

A = B U C, B es perfecto y C es contable. 

(6) Si X un espacio de Cantor entonces X "" w2. 

(7) Si X es T2 y perfecto, A ~ X, A ,¡. 0 y finito entonces 

A no es abierto. 

Prueba.. Sea. f3 una. base contable de X, ya. que lt;0

e8 2° nurnerable. 

(1) Supongarnos que 1 A 1 > No. 
Para. X E A, sea. v. E /3 ta.l que 1 A n v. 1 :5 No. 

En particular, {V. 1 x E A} ~ /3, es decir, 

1 /3 1 2!: 1 A 1 > N 0 • Por lo que /3 no es contable. 

Absurdo. Así, 1 A 1 :5 No 
(2) Sea. x EA-A'. Entonces existe V. E /3 tal que 

v. n A = {x}. F.sto es 1 V. n A 1 :5 No. 
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Por (a}. 1 A-A'I :S N,,.CJ 

(3) (=>) Sea 1 A 1 > N0 • Supongamos que CA= 0. 

Entonces 1 A 1 :S No por el lema 3.9. 

Esto contradice la hipótesis. Así CA ,,¡, 0. 

(<=)Sea CA""' 0. 
Entonces para. algún X E X y cualquier V e Nx1 

1 V n A 1 > N,,. Corno V n A ~ A entonces 1 A 1 > N,,. 

(4) Si x E (A')•, entonces x es un punto aislado de A. 

Por lo tanto, pare. algún V E /3 se tiene que IA n VI < No. 

Esto implica. que x E (CA)º. 

Así, (A')º ~ (CA)º, es decir, CA !:;; A'. 

Para que CA sea cerrado, dernoetrarernos que CA 1~ CA. 

Sea X E CA. y X '1. CA. 

Entonces existe V E N. tal que 1 V n A 1 :5 N,,. 

Como X E CA. y V E N •• V- {x} n CA ""' 0. 

Sea y E V- {x} n CA, entonces 1 V n A 1 > N,,. Absurdo. 

Por lo tanto, CA'~ CA, es decir, CA es cen-ado. 

Ahora demostraremos que CA no tiene puntoe aislados. 

Supongamos que CA- CA'.¡, 0. 
Esto significa. que hay una x E CA tal que x '1. CA'. 

Entonces existen U E CA y V E N. tales que 

V n CA = {x} y 1 V n A 1 > N,,. 

Si y E V - {x}, y '1. CA y, corno V E Ny, 1 V n A 1 :5 No, 
absurdo. Así, CA no tiene puntos aislados. Por lo tanto, 

CA es perfecto. Por el lema 3.9, 1 A-CA 1 :5 No. 

Si 1 CA n A 1 :5 N0 entonces 1 A 1 :5 No- Esto contradice 

que 1 A 1 > Nº. Por lo tanto, 1 CA n A 1 > N,,. 

(5) Sean B = CA y C = A-CA. Bes perfecto y C es contable. 

Corno A es cerrado, B ~ A. Claramente A = B U C. 
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(6) Ver (2). 

(7) Supongamos que A es abierto. 

EntoncesM={n e N 1 IAI =n > OyAesabierto}_#0. 

Por eJ PBO, existe el mínimo de M. 

Sean rn dicho mínimo y C = {x 1 , ••• .,x1Q}• 

m. =¡¡/; 1, porque de lo contrario X tendría un punto aislado 

y X no sería perfecto. Absurdo. Entonces m > l. 

Corno X es T2 existe un abierto U tal que Un C = {x1 , ••• ,Xui,_1 }. 

Pero J{xi, ... ,Xrn.1}1= m-1 < m lo que implica que m no es rnínllno.CJ 

Veamos ahora algunos conceptos compacidad. 

Definición 3. Sea (x.) uno. sucesión en X. 

(a) (x.) converge ax ((x.) -+ x) <=> para todo A e Nx 

existe N E N tal que para cualquier n 2: N., Xn E A. 

(b) (Y•) es una suhllucesión de (x.) ((y•) e;;; (x0 )) <=> 

para cualquier k EN, Y.tr: = Xn 11 y n1c < nk+I• 

(e) X es Contablemente <Jornpacto (CC) <=>toda 

cubierta abierta contable tiene una subcubierta finita. 

(d) X es Secuencialmente Compacto (SC) <=>toda 

sucesión en X tiene una subsucesión convergente. 

(e) X tiene la Propiedad de Dolzano-W"eierstresa (BW) 

<=> todo conjunto infinito tiene un punto de acumulación. 

Observaciones: 

-Si (x.)-+x y (y.,) e;;; (x.) entonces (y., )-+x. 

-X es compacto <=> X es contablemente compacto y de 

Lindel6f. 

-Si X es compacto entonces X es contablemente 

compacto. 

-Si X es contablemente compacto y 2" numerable entonces 
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X e11 compacto. 

Lema 5. Sea. ( X, T ) un espacio topológico. 

(1) Si X es T2 y 1º numera.ble. Son equiva.lentes (a)-(d): 

(a) X es Compacto. 

(b) X es Contablemente Compacto. 

(e) X es Secuencialmente Compacto. 

(d) Xee BW. 

(2) Si X es perfecto, To, de Baire, f3 es baae de X y A ~ X, 

entonces: 

(a) pe.re. todo B E /3 - {0}, 1 B 1 ~ N 0 • 

(b) pe.re. toda x E X, {x} es denso en ninguna parte. 

(c) Si A es un abierto no va.cío entonces 1 A 1 > Na. 
Prueba.. 

(1) ver (13]. 

(2) (a) Inmediato del lema 2.3. 

(b) P.D. {x}º= 0. 

Suponemos que {x}º ,¡, 0 . 

Entonces hay un B E /3 - {0} tal que B !;;; {x}. 

Esto que implica que 1 B 1 < Na, lo que contra.dice a (a.). 

Como X es T1, {x} es cerra.do. 

Por tanto, {x} es denso en ninguna parte. 

(c) Suponemos que 1 A 1 :5 N 0 • 

Por (b), A es magro y como X es de Baire, A es fronteri7.<>. 

Ya que A es abierto, A = 0. 

Esto contradice la hipótesis de que A # 0.D 

Veamos algunos conceptoe de espacios métricos. 

Definición 4. Sea X un conjunto no va.cío y (x.) una sucesión en X. 

(a) d:X2 - IR es una naétrica si cumple que, para toda. 
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x,y,z E X: 

(i) d(x,y) ~ O 

(ii) d(x,y) = 0- X= y 

(iii) d(x,y) = d(y,x) y (iv) d(x,z) :$; d(x,y) + d(y,z). 

Al par (X,d) .., le conoce corno un -pecio 01Mrico. 

(b) Sea (X,T) un espacio topológico. 

X es snetrizable .._ existe una métrica d en X tal que 

Td =T. 

(e) (xa) es de Cauchy - para toda E > o existe N e N 

tal que para toda n,rn 2!: N, d(x0 ,xm) < E • 

(d) X es 0001pleto - cualquier sucesión de Cauchy en 

X es convergente .. 

Ejemplos y observaciones. S- (X,d) un espacio métrico. 

-Una vecindad de x e X como V,(x) = {y e X 1 d(x,y) < <:} 

y /3 = {V,(x) 1 x e X y E > O} es una base de Td, 

una topología en X. 

-La 016trica diacreta es d:X2 - lit. tal que 

d( ) _ { 1, si X ""' y. 
x,y - O, si x = y. 

En este caso V,(x) = {x} y /3 = { {x} 1 x E X} baae 

de la topología discreta. 

-Si (xa) es de Cauchy y (Ya.)~ (xa) entonces {Ya.) es 

de Cauchy. 

-Si (xa) es de Cauchy, (yDk) !:;;; (xa) y (Ya.)-x entonces 

(xa)-x. 

Le01a O. Sea X un espacio métrico. 

(1) X es un espacio topológico, T2 y 1° numerable. 

(2) X es 2° numerable - X es separable - X es 

Lindel.6f.D 
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Un espacio discreto es rnetrizable, según vÍnlOB en el 

ejemplo anterior. 

'l.leorenuo. (Urysohn, 1924). Si X es Ts y 2° numerable 

entonces X ee metrizable.Cl 

Corolario 1. X es T 2-compacto. Entonces: 

X es rnetrizable ~ X es 2º numerable. 

Prueba. 

(=>) Corno X es compacto, X..., Linde!Of. 

Por el lema 5.b, X es 2º numerable. 

(*=) Como X es T2-compacto, X es T 3 • 

Por el Teorema. de Urysohn, X es rnetrizable.D 

Corolario 2. Si X es rnl!:trico y compacto entonces X ee 

completo. 

Prueba. Inmediato del lema 5 y lema 4.4.D 

Ejernplo. Si X es de Cantor entonces X es 2° numerable, 

1° numerable, separable, de Lindellif, de Stone, totalmente 

diaconcxo y rnetrizable. Por la propcWJición 2.10.7, X es de 
Baire y de 2• categoría. Por el corolario 2, X es rnétrico y 

completo. 

Vearnoe lo que ocurre oon las álgebras booleanas contabi.... 

y sus espacios de Stone. 

Proposición 3. Sea B un álgebra booleana, 1 B 1 5 N0 y 

A s;; S(B). Entonces, 

(1) S(B) es 2° numerable, separa.ble, IS(B)I 5 2"o, 

rnl:trico y completo. 

(2) B es densa .,. S(B) es de Cantor. 
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(3) Si B y C son densas y I B 1 = I C I = N.. entonces 

B S!! C. 

( 4) 1 B 1 < N.. - S(B) ea discreto. 

(5) En S(B) valen loa inciaoe (a)-(d) del lema 5.1. 

(6) U e A-A' - U.,.. principal. 

(7) Si U e CA entonces U es no-principal. 

(8) Si B ea densa y x E B-{O} entonces 1 p(x) 1 > N.,. 

(9) Si 1 S(B) 1 > N 0 entonces vale el teorema de 

Cantor-Bendixon. 

Prueba. 

(1) Corno /3 es base de S(B), /3 S!! By B ea contable, 

/3 ea contable. Por lo tanto, S(B) es 2º numerable. 

Entonces: 

Como S(B) es T., por la proposición 2.10.8, IS(B)I :5 2"-. 

S(B) es 'fllet.rizahle, 1° numerable y sepa.rabie. 

Del corolario 2, S(B) es métrico y completo. 

(2) Inmediato de la proposición l. 

(3) Inmediato del lema 4 y Dualidad. 

(4) (=>)Inmediato de la proposición 2.8 y 2.4. 

( <= ) Un espacio discreto compacto debe ser finito. 

Entonces S(B) es finito y, por la proposición 2. 7, 1 B 1 < N.,. 

(5) Inmediato del lema. 5.4. 

{6) Inmediato de la proposición 1.1. 

(7) Si U e CA entonces U no es un punto aislado de A. 

Así U ea no-principal, por (6). 

(8) Inmediato del lema 2.3. 

(9) Inmediato del lema 4.4.Cl 

Veamos algunos ejemplos: 

-Como BN es atómica y no es completa, S(BN) ea 2° 
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numerable, separable <x:>n un den.:> de puntos aislados, 

no ea extremada.mente diaconexo, no ea de Cantor. 

Corno S(BN)' = 0, S(BN)-S(BN)' ea denso y S(BN) 

es un conjunto de puntoe aislad.OB. 

-Ya que Les densa y no ea completa, S(L) ea de Cantor 

pero no es extremadamente disoonexc;>, tiene puntos de 

condensación los cualaa no aon principales, Cs(L) ~ 0., 

S(L)-S(L)' = 0. 

-Si B es finita entonces S(B) e& discreto y rnetrizable y la 

métrica es la discreta. S(B) no tiene puntos de".• 

condensación y tiene un conjunto denso de puntos aislados. 

-Si Bes contable y no e& atómica entonces IS(B)I = 2"-, 
por las proposiciones 1.7 y 3.1. Por el lema 4.3, Csce¡ ~ 0. 

Con la hipóteois de la propoaición 3 en S(B) vale el Teorema de 
Heine-Borel. 
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LÓGICA DE PR.IM:ER ORDEN 

Presentanios las nociones básicas de la lógica de predicados sin 
necesidad de un cálculo deductivo. El material presentado aquí 
será usado en todaa los capítulOB siguientes. 

Lenguaje fornutl y estructuras 
Definición 1. Un lenguaje formal de priiner orden Les un conjunto de 
símbolos, los cuales son: 

(a) SfmboJoa Lógieu11: 

-, (negación), /\ (conjunción) , 3 (cuantificador existencial), -=:::s 

(igualdad) y un conjunto de variabl"" { x 0 J n e N}. 

(b) Sfmbo)os de Agrupación: ), (. 

(c) Sfmboloa No-JógiCOB. 

Es la unión de tres conjuntos ajenos dCB a doe: 

- súnbolos de predicado P = { Pi J i e l}, donde a cada i e l le 

corresponde a(i) e N, llamado la aridad de P 1• 

- súnbolos funcionales F = { fj J j e J}, donde a cada j e J le 

corresponde aQ) e N llamado la aridad de fj. 

- símbolos constantes C = { c• J k e K}. 

l, J o K pueden ser vacíos. 

En la práctica. todos los lenguajes que usaremos tienen símbolos lógicos 
y de agrupación. Al conjunto de los símbolos no-lógicos, P U F U C, 
se le conoce como: tipo de aemeJa.nza.. 
Ne.ti referirernoe al "lenguaje fonna.J de prinler orden" simplemente como 
"lenguaje formal". 
DenotamOB el lenguaje formal por L = SL U P U F U C, donde: 
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SL = { ~. /\ , 3, ""' , ), (} U { Xn 1 n E N} 

La cardinalidad de Les: 1 L 1 = N,, + 1 P 1 + 1 F 1 + 1 C 1-

l>eftnición 2. Sea L un lenguaje formal. 

{a) Expreaiolh9. Cualquier sucesión finita de súnbolOB de L. 

Exp denota al conjunto de todas las expresiones en el lenguaje L. 

{b) Término. Un término se construye con las siguientes reglas: 

-'Ibda variable y toda constante es un término, 

-Si aü) = n y t1 , ... ,ta son t.érminOB entonces fj(t 1 ... tq.) em un término. 

-Son t.odOB. 

{e) Término constante. Es un término sin variables. 

{d) Fórmula Atómica. Una fórmula atómica se obtiene como sigue: 

-Si ti, t2 son términos entonces (t1 F::;j t2) es una fórmula atómica, 

-Si a(i) = n y ti, ... ,tn son ténnincm entonces P1(t1 , ... ,ta) es una 

fórmula atómica. 

-Son todss. 

{e) Fórmula Bien Fbrnaada. Una fórmula bien formada se obtiene 

como sigue: 

-Cualquier fórmula ató.mica es una. fórmula bien formada, 

-Si tp, ..p son fórmulas bien formadas y x 1 es una variable entonces 

~<¡>, <p /\ .P, 3x1<p son fórmulas bien formadas. 

(omitimoe escribir 108 paréntesis, siempre que no exista anibigüedad 

y por "fórmula" entenderemos "fórmula bien formada"). 

-Son todss. 

Sea rp una fórmula. 

{f) El alc::ance del cuantiftcador "3x¡" en ... 3x1<p ••• es <p. 

(g) X¡ ocurre ligada en <p .,. x1 es la variable de algtin cuantificador 

"3x1" o x 1 estil dentro del alcance de algún cuantificador de la fonna 
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"3x1" que ocurra en cp. 

{h) X¡ ocurre Ubre en cp .., x 1 no ocurre ligada. en cp. 

(i) Un enunciado es una fórmula bien forrnada. sin variablea librea. 

Cuando decirnos "son todoe" quereTDOS expresar lo siguiente: 
cualquier ex.presión obtenida por las reglas anteriores en un número 
finto de pasos es un término. 
Sirnil8rJllente para las fórmulBB atómicas y fórmula. bien formadas. 
Verifíquese que los términOB y lBB fórmulas eon expresiones. 
Sean cp y ..P fórmulas, definirnoe: 

cp V .P = ~(~cp f\ ~.P), disyunción, 

r.p - .,¡., = -,'P V ..¡.,, implicación material, 

cp - ..p = (cp -> ,P)A(cp-+ ,P), bicondicional, 

Vx¡cp = -,3x¡-.cp, cuantificador universal. 

Ejemplo. Sea L = {P,f,g,c,d} donde la aridad de P, f y g es dos. 

Son términos: f(c,d), x,, g(x,,,d), c, d, f(g(c,d), x 11 ), etc. 

Son térnlinoB constantes: e, d, f{c,c), g(d,c), etc. 

Son fórmulBB atómicas: c = d, f(c,d) ""' g(x,,,,x.,), P(c,g(d,x7)), etc. 

Son fórrnulBB: ~P(c,g(d,x7)), 3xoP(x.,x,.)-+ f(c,d) = g(x,,,,x23), etc. 

Son enunciados: e ~ d, P(c,d) 7 3x2P(x2,x.2), -.Vx1 3x2Px1x:h 

'o'x13x2(g(x1,x2) = d), etc. 

Si cp = 3x1P{x1,x0 )-> (g(x1 ,x3 ) = c) entonces x 0 y X3 ocurren libres 

en cp y X1 ocurre libre (las dos primeras ocurrencias de x 1 ) y ligada 

(la tercera ocurrencia) en cp, porque el alcance del cuantificador 

existencial es P(x1,x2). 

En estos lenguajes forma.les tenernos la ventaja. de poseer un rnétodo 
de prueba y una forma de definir conceptoe, llamado por recuraión. 
&to significa. que si P es una propiedad que debe valer para todos 
loe t&minoe entonces procedeJDoe coDlO sigue: primero se ve:rifica 
que las variables y lBB constantes tienen la. propiedad P y luego 
verificarnos que si ti , ... ,to. son términos que tienen la. propiedad P y 
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fes un sírnbolo funcional de aridad n entonce& f(t 1 ••• ta) tantbién, tiene 
la. propiedad P. • 
A esto se le lla.ma. inducción en la. formación de ~nos. 
Sirnila.rarnente., la inducción en la Í<X"rnación de fórmulas. 
La complejidad de una fórmula es el número de oonectiVOtJ que 
interviene en la escritura de dicha f6nnula.. Así, una fórmula atómica. 
tiene complejidad O. Pe.re. demostrar alguna. propiedad sobre todas 
la. fórmulas lo ha.remos por inducción en la. complejidad, lo que 
equivale a. la inducción en fórmulas. 
Loe lenguajes formales se utilizan pa.ra hablar de estructuras 
rnaternáticas. Las variables y constantes representan elementos de 
un conjunto dado no vu.c{o. Loe súnboloe de predicado y 
funcionales hablarán de operaciones y relaciones en este conjunto. 
El conjunto junto con sus relaciones y operaciones forman dicha 
estructura y sólo estOB sfrnbolcm del lenguaje formal. A esto 
decirnos que la estructura. es adecuada. al lenguaje, es decir, una 
L-estructura.. l>efinimos esto fonnalrnente. 

'Definición 3. Sea L un lenguaje forrnaL 
Una L-cstructura es (A, {Pf'}. E 1, {ft }¡E J' { <{' }k e K ), donde: 

(a) Un conjunto no vacío A, lla.rnad.o el dominio o universo 

de la estructura. 

(b) para. ca.da. i e 1 , Pt' es una relación a(i)-e.ria. en A, 

Pf' ~ A•Ol. 

(c) pa.ra. cada j e I, ft ee una operación a(j)-aria. en A, 

ft:A•Ul -+A. 

(d) pa.ra ca.da k e K, <{' e A. 

La. estructura se denotará. por: 
A= (A, {Pf'}1e1• {ft})eJ' {c:"}kEK ). 

La cardinalidad de A ee 1 A I· 
Si P U Fu C = {si, ... ,Bn} entonces eecribirernoe la estructura como 
A= (A, sf, ... , e!'). 
"""A denota al conjunto de todas las sucesiones en A. 
Sea s E w A, definimos: 
s( j / b)(i) = s (i), si i ""'j y s( j / b)(j) = b, si i = j. 
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Entonces s( i / d, j / e ) = s( j / e, i / d). 

Ejemplo. Sea L = {P,f,g,c,d} donde la aridad de P, f y ges dos. 

Entonces: A = (Z, $, +, ., 0,1), B = (Q, $, +, ., 0,1), 

C = {lll, $, +, ., 0,1) y D = {P(X), ~.U, n, 0,X) son ~tructuras. 

Senulnt;ica 
Sean L un lengua.je formal y una L-estructura A. 
Necesita.rnoe saber el significado de loe términos y de las fórmulas 
en dicha estructura. Esto lo definiremos recursivaró.eite. 
Primero veremos qué elemento de A es nombrado •por cada término 
de L, por medio de las sucesiones de elementos de la L-estructura. 

I>eftnición 4. La interpretación de ten A respecto a" (t"[s)). 
Sean t un término, x1 , ... ,xn va.ria.bles, A una L-estructura y s E ""A. 

(a) Si t = x1 entonces ~[s] = s 1• 

(b) Si t =e entonces c"'[s] =c ..... 

(e) Si t = f(t¡, ... ,t0 ) entonces f(t,, ... ,t0 )A[s] = fA(tf[s], ... ,t!'[s]). 

Verifique el lector que: 

tA [s] e A, para. todo ténnino t y tA(s] = t""' pera. todo término constante. 

Ahora veremos cómo encontrar el significado de las fórmulas de L 
en la estructura A, utilizando para esto las sucesiones de elementos 
en A. 

I>eftnición 5. <p .,.. satislaciblc (realizable) en A respecto a s. 
(A I= cp [s)). Sea cp una fórmula, A una ~tructura y s E w A. 

(a) Si <p = (t 1 = t2) entonces A I= cp[s] - tf[s] = t~(s). 

(b) Si <p = P(t, ... t 0 ) entonces A I= cp[s) - PA(tf(s), ... ,t!'(s]). 

(e) Si cp =~.¡,entonces A I= <p(s) - A F t/.l(s). 

(d) Si cp = t/1 /\ X entonces A I= cp(s) - A I= t/J[s] y 

A I= x[s]. 
(e) Si <p = 3x1t/1 entonces A I= <p[s] - existe d EA tal que 

A I= t/l[s( i / d)]. 
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Una vez que sabernOR el significado de una fórmula podenicm -.her su 
valor de verdad. Éste puede cambiar con las sucesiones o ser constante 
dentro de la estrucutra. 

I>eftnición 6. Sean <p una fórmula y A una L-estructura. 

(a) <p - -tialacible (realiaable) en A - hay una 

se "'A tal que A 1= <p [s]. 

(b) <p - verdadera en A (A I= <p) - para todas E wA, 
A I= <p(ii]. 

(e) <p .. lalaa en A - para todas e wA, A)= ip(ii]. 

(d) <pea uni..,.,,r-hnente vallida - para toda A, <pes ~dadera 

en A. 

(e) <p - una contradicción - para toda A, <pes falsa en A. 

Ejemplo. Sean <p0•/J;x fórmulas .. 
Las siguientes son fórmulas universalmente válidas: 

Vx(x = x), Vx'lfy (x = y - y = x) y 
Vx'lfy'lfz (x = y /\ y = z - x = z). 

En el apéndice 1 hay una lista de otras universalmente Vlilidas. 

Propoaicidn 1. Sean t un término; tP,x fórmulas; cp un enunciado¡ 
A una L-estructura y s,s' E w A. 

(1) Si para toda x1 que ocurre en t, xf"' [s] = xf"' [s']. 

Entonces tA[s] = tA[s']. 

(2) Si s = s' entonces, A I= t/J[s] - A I= t/J[s']. 

(3) A I= t/J[s] o A I= ~.P[s], pero no a ambas. 

(4) A 1= <p(s] - para todas' e wA, A 1= <p(s']. 

En tal caso escribiremOB A I= <p. 

(5) Satisfacción con lOB oonectivos V,-+, - y V. 

(a) A I= tP V x[s) - A I= t/J[s) o A I= x[s). 

(b) A I= V, - x[s) - A != t/J[s] o A I= x[a]. 

(e) A I= .P .... x[s) - A I= V'-+ x[s) y A I= x-+ t/J[s]. 
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(d) A I= Vx1.p(s) - para. todo b E A, A I= t/>(s(i/b)). 

(6) Modus Poneos. 

(a) Si A I= .p - x(s] y A I= .P[s] entonces A I= x(s]. 

(b) Si A I= .P - x y A I= .P entonces A I= X· 

(e) Si I= .P - X y I= .P entonces I= X· 

(7) Si <¡> es un enuncia.do entonces A I= <¡> o A I= ~<¡>, pero 

no ambos. 

Prueba.. Ver apéndice 1. D 
Nóteee que: 
-Si cp es un enunciado y A es una L-estructura entonces 
cp es satisfacible en A <::::> cp es verdadero en A. 
- Universalmente válida=> verdadera. (en una. estructura.) ~ 
sa.tisfacible. 
-cp es falsa en A ~ --u.p ee verdadera. en A. 
-cp es universalmente válida ~ --,<p es una. contradicción .. 

Ejemplo. Sean L = {P,f,g,c,d}, donde la. arida.d de P, f y ges dos. 

Si A = {Z, ::5, +, •, 0,1) entonces P"' = ::5 , fA = + , 

gA = ·,e"' =O, d"' = 1, s 1(n) = 2n, s2(n) = 2n+l y s3(n) = 5, 

para toda. n e Z entonces: 

f(c,d)"' (si] = f(c,d)A (s2] = 1, f(x1,x,)A (si]= 2 + 4 = 6, 

f(xi,x,)A (s,j = 3 + 5, A F x1 = x2 (si], A F P(x., xi)[si], 

A I= X1 = x2 (s3], A I= P(xi, x2) (s3), A I= (e fe d), 

A I= 3x,(f(g(x1.x1),c)) =e) y A F 3x1(f(g(x1,x1),f(d,d)) =e). 

C.Omo el lector notará, la escritura y la lectura de fórmulas es 

rnuy difícil. En la. práctica ee a.costumbra. lo siguiente: 

L = {:5, +, . , O, l}, "f(c,d)" es "O+ l" y 

"3x1(f(g(x1,x1),f(d,d)) ""e)" es "3x1 (x~ + 2 ""'O)". 

Esto es un a.buso de notación pero más fácil de entender, 

siempre que no exista. a.mbigüeda.d o algún otro problema. 
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Model0& y Conaecuencla Lógica 
En lo que sigue trabaja.rernoe con enunciados. 

J:>eftnición T. Sean E U {cp} un conjunto de enunciados y A una 
~tructura. I>efinirnos: 

(a) A ea anodelo de E (A I= E ) - para todo cp E E, 

A I= cp. 

(b) E Uene 1DOdelo (E - -tiafacible) - existe una A 
tal que A es modelo de E. 

(c) cp ea co111BCCuencia lógica de E (E I= <;:>) - para 

todo A, si A I= E entonoes A I= <p. 

(d) E es coanpleto - para todo <p enunciado, E I= <p 

o E I= ~<;:>. 
(e) <p es independiente de E - E Jf=cp y E Jf=~<p. 

Observaciones: 

-Si E = 0 entonces escribiremos n F tp n en lugar .de 

"01=<;:>". 

-Si E = 0 entonces 0 tiene modelo. 

-Si cp es un enunciado entonces F= cp <=> cp es universalmente 

válida. 

-'I: tiene modelo <=> para todo A ~ E., ~ tiene modelo. 

-Si {<;:>,~<;:>} ~ a entonces e.robos conjuntos no tienen modelo. 

Prop011ici6n 2. Sean E y .O.. conjuntos de enunciados y <p,t.p1 , ••• ,cpn, 
1/J son enunciados. Entonces: 

(1) Si cp e E entonces E I= cp. 

(2) Si E I= <;:> y E ~ a entonces a I= <p. 

(3) E I= <;:>.,para. 1 S i S n - E I= /\~. 1 'P1· 

(4) E no tiene modelo - existe <p un enunciado tal que 
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E I= 'P A ~<p. 

(5) E F'f' - E + ~'P tiene i:nodelo. 

(6) Teorei:na de la. Deducción, TO. 

Si E I= <p - ,P y E I= <p entonces E I= ,P. 

(7) E + <p 1= ,¡, - E 1= <p - ,P. 
(8) E es un conjunto satis(acible. 

E es completo ~ para todo par de enunciad<» cp y 1/J., 
si E I= <p V,¡, entonces E I= <p o E I= ,¡,.o 

E<jei:nplo. Sean L = {P}, donde la. arid&d de P es dos y 

E = {'o'x(Pxx), 'o'x'o'y(Pxy - Pyx) }. 

Entonces E I= 'o'x(Pxx) /\ 'o'x'o'y(Pxy - Pyx). 

Sea <p = 'o'x'o'y'o'z(Pxy /\ Pyz - Pxz). 

A = {a, b, e,} y P"- = A U {(a,b), (b,c),(b,a), (c,b)} y A = (A, P"-). 

Donde A es la diagonal de A. 

Si D = (Z, P 8 ), donde pe= {(a,b) 1 a y b son congruentes i:nódulo 4}. 

Entonces A 1= E+ ~'P y B 1= E+ <p, es decir, E 1= <p y E 1= ~ip. 
Por lo tanto, cp es independiente de E y E es incompleto. 

Si A es una. L-estructura. entonces definitnos: 
Th(A) = {ip 1 <pes un anunciado y A I= ip}. 
Entonces A I= Th(A) y Th(A) es coi:npleto. . 
Si A tiene modelo y Th(A) ~ A entonces Th(A) = A. 
&te es un ejemplo de un conjunto tnaxi1I1alnaent.e 811.t;i&facible. 

Proposición 3. Sea E un conjunto satisfa.cible de enunciados. 

(1) E es maxim&l satis(acible. E I= <p - <p E E. 

(2) Si E es completo entonces E es maxii:n&l satis(acible. 

(3) Son equivalentes (a)-(c): 

(a) E es maxii:n&l aatis(acible. 

(b) para todo enunciado <p, <p E E o ~'PE E. 

75 



CONJUNTOS FINrTAMENTE SATISFACIBLES 

(c) Para cualesquiera enunciados ip,.p, si <p V V' e E 

entonces <p e E o .P e E. 

(4) E es rnaxirnal satisfacible - existe una ~trucutra A 

tal que E = Th(A). 

Prueba. Ver el apéndice l.D 

ConJunt;os flnit;a.anent;e -t;isfacibles 
Thabajarernoe con la satisfacción de conjuntOB 6.nitOB de enunciadoa. 

l>eftn.ición 8. Sean E un conjunto de enunciados y <P un enunciado. 

(a) E - ftnitanumte 8Btilllac:ible - para todo E 0 !;;; E 

finito, E 0 tiene modelo. 

(b) <p - c.x>nM>Cuencia lógica ftnita de E (E Fo <p) <=> 

hay un E 0 !:;;; E finito tal que Ea F <p. 

Obaervaciones. 
-Si E tiene modelo entonces E es finita.mente satisfacible. 
-0 es finitarnente aatisfacible. 
-Si es un enunciado entonces I== <P ~ Fo 'I'· 
-Si E Fo 'P entonces E I== <p. Si <p e E entonces E Fo <p. 
-E es completo ~ para todo enunciado cp, E Fo <p o E t=0 --.<p. 

Propoeición 4. Sea E un conjunto de enunciados. 

(1) Son equivalentes: 

(a) E es finitarnente satisfacible. 

(b) para todo Lli. !:;;;; E, Lli. es finitarnente satisfacible. 

(2) Si E es finitarnente satisfacible entonces para cualquier 

enunciado t.p, E + cp o E + --.cp es finitainente satisfacible. 

(3) Si {E1}1 e 1 es una cadena de finitarnente satisfacibles 

entonoea U¡ e 1E1 ee finita.mente satiafacible. 

(4) E ,f=0 <p - E + -,<pes finitarnente satisfacible. 
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(5) Si E es maximal finitamente satisfacible entonces E 

es completo. 

(6) Si E es finitarnente sa.tisfacible y E f=0 ip entonces 

E Jf=o~'P· 

Prueba. (4), y (6) para el lector. 

(1) (a) -(b) Sean A !;;; E y A 0 !;;;; A finito. 

Entonces 4 0 s; E y E es .finitamente satisfacible, .60 tiene niodelo. 

Así A es finita.mente satisfacible. 

(b) -(a) Obvio. 

(2) Sea <p un enunciado. Por contrapositiva. 

Si E + <p y E + -u.p no son finita.mente satisfacibles. 

Entonces existen E 1, E 2 !;;;; E finitos tales que E1 + <p y 

E:z + -.cp no tienen modelo. 

Por la proposición 2.5, E1 f= ~V' y E2 f= ip. 

Es claro que Ea= E1 U E, es finito. 

Por la proposición 2.2, Ea f= <p /\ ~ip. 

Por la propc.lición 2.4, E 0 no tiene modelo y E no es 

.finita.mente satisfacible. 

Compare e&te resultado con la proposición 2.6. 

(3) Sea A= {ip1,. .. ,ipn}!;;; U1 E 1E1. 

Para 1::5 k :$ D 7 hay un ik E 1 tal que fP¡ 11 E E1 11 • 

Corno estos pertenecen a una cadena existe el 

máx{E11 , ••• , E 1.} = E¡. Pero A !;;;; E¡ y es finitamente 

sa.tisfacible, A tiene modelo. 

(5) Por reducción al absurdo y (4). 

(6) De lo contrario E no sería finitarnente satisfacible.CJ 

ConsideremCJB el siguiente conjunto: 

S = {E J E ea un conjunto de enunciadOB finitamente satiafacible}. 

77 



---.,.-------------- ------

ESTRUCTURAS Y MODELOS CANÓNICOS 

Entonces (S,~} es un copo. ?'1-Io.y rno.xirnales aquí? 
Veamos que sí y que un conjunto finito.mente satisfacible siempre 
está contenido en uno de estos. 

Teorema IV. Teorema de Extensión de Lindenbaurn. 

Sea. E un conjunto de enunciados. 

Si E es finita.mente satisfacible entonces existe un conjunto 

de enuncie.dos r tal que E ~ r y r es finita.mente satisfacible 

y completo. 

Prueba..( AE) 

Sea. Mx: = { W l '11 es un conjunto finita.mente satisfacible y E~ '11}. 

Es claro que E E M:c y M., e;; S. 

Entonces M:c # 0 y (ME, e;;) es un copo. 

Por la. proposición 4.3, cualquier cadena. aquí tiene una. cota 

superior. Por el lema. de Zorn, hay un r E Mx: tal que res 
rnaxilna.l. r también es rne.xirnal en (S,c;;). 

Si r no es completo, existe un enuncia.do c.p tal que r F <p y 
r J= -.c.p. Entonces, r + --i<p y r + c.p tienen modelo. 

En particular, son finita.mente sa.tisfa.cibles y a.rnbos contienen 

a. E. De esto obtenemos, por ejemplo, que r + <p E ME y 
r !;;;; r + <p. Corno r es maxilna.l, <p E r, es decir, r l= <p. 

Contradicción. Para el otro caso es análogo. 

Por la proposición 4.5, re; completo.O 

Estructuras y Modelos Canónicos 
Sea. L un lengua.je formal y C el conjunto de constantes en L. 
A continuación veremos una. técnica. muy usa.da. en lógica que es la 
construcción de modelos por medio de constantes. 
Primero necesitarnos el concepto de sustitución en términos y en 
fórmulas. Por ejemplo, si u es un término, x una variable que ocurre 
en u y t es otro término entonces sustituimos la variable x, por el 
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TESIS 
u;.;. u. 

término t en u. La sustitución posiblemente no sea en todas las 
ocurrencias: de x. · 
Definimos recursiva.mente esta. sustitución como sigue. 

I>eflniclón O. Definimos la sustitución en términos y fórmulas. 

(a) Sustitución de X por t en u (uf). 

Sean u 1 t términos, <p una fórmula y x una variable libre 

de <p. 

S' { t, si X= Xj. 
- 1 u= XJ entonces x~= XJ, si x ~ XJ 

-Si u = e entonces cf= c. 

-Si u = f(t1 ... t 0 ) entonces f(t1 ... t 0 )f = f(t'f, ... t~,). 

(b) Sustitución de x por t en cp ( cpf ). 
-Si cp = (t1 r::::::s t 2) entonces (t1 F:::f t2)i = tit s::::s t2t· 

-Si <p = P(t, ... t 0 ) entonces P(t1 ... t 0 g = P(t'f, ... t~,). 

-Si <p = (~..V) entonces (~.P)f = ~(..V~). 

-Si <p = (.,V/\ x) entonces (.,V/\ X)~ = .,V~ /\ r,. 

{ 
3yT/J 1 si y= X 

-Si ip = (3Y.P) entonces (3y.,,V)f = 3 y(.,,vn ,si y 'fÍ' x 

(c) t es libre para x en cp *" todas las variables de t son 

li brcs en <pf. 

Sea x libre en cp. Cualquier constante "e" o variable uz" que no 
ocurra en <p, es un término libre para x en cp. 

Lema 1. Sean u,t términos; x,y,z variables y cp,'f/,J fórmulas. 
Las variables y, z no ocurren en u. Entonces: 

(1) (u;)i = u; y u~ = u. 

(2) (cp * .P)f = 'l'f* .,V~, para* E{/\ V, - , +-+}. 

(3) (Vy.P)':: = { ~;(~)~ ::: ~;:. 
Prueba. Ver apéndice 1.D 



ESTRUCTURAS Y MODELOS CANÓNICOS 

En adelante usa.remos la notación de "<p(t) " en lugar de "'P:' ". 

Ejemplo. Sea. L = {P,f,g,c,d}, donde la aridad de P, f y ges dos. 

f(x1,c)~' = f(d,c), f(x1,c)~• = f(x1,c), 

(3x..P(x.,,x7));• = 3x..P(x4 ,c), 

(3x..P(x..,x7));• = 3x..P(x.,,x7). 

Sea <p = 3x..P(x.,,x7). Entonces: 

X7 ocurre libre en cp y X4 ocurre ligada, 

c,of(z,.za) = 3x..,,P(x4,f(x1, X3)) Y las variables x,, X3 están 

libres aquí, 

'P;(z,.z•> = 3x..P(x.,, g(x7, X.)) Y la variable X.. no está libre 

aquí. 

Por lo tanto, f(x1, xa) es libre para x 7 en <p, pero no g(x7 , :JC.4). 

Lema de Sustitución.. Sean cp una fórmula; u, t ténninoe, x 1 ocurre 
libre en cp, A una L-estructura, s E ~A y d = tA(s]. Entonces: 

(1) (u~•)A(s] = uA(s(i / d)]. 

(2) A I= <,o(t)(s] ** A I= <,o(x1)(s(i / d)]. 

(3) Si t es libre pa.ra x1 en <p entonces I= Vx1<p - ¡p(t) y I= ¡p(t)- 3x1<,o. 

(4) Si x¡ es libre para x 1 en <p entonces I= Vx1<,o(x) - Vx¡<,o(x¡) y 

I= 3x1<,o(x) - 3x¡<,o(x¡). 

Prueba. Ver apéndice 1.0 

~emplo. Sea.n L =., {$ ,+, · , O, l}, A = (Z, ::=;, +, ·, O, 1), 

s E ~z tal que s(i) = 2i, t = f(d,d) y rp = x~- 4 ""' O. Entonces: 

tA(s] = 2 y A I= rp(t)[s] ** 2 2 - 4 =O** A I= tp [s(l/tA[s])). 

(f(x¡,d);(d,d))"' [s] = f(g(d,d),d):Cd.d) (s] = 

f"(g(d,d):Cd.d) [sJ,d:Cd.d) (s]) = 2 y 

f(x¡,d):Cd,d) [s(l/g(d,d)A[s])) = f"(g(d,d):Cd.d) [sJ,d:Cd,d) (s]) = 2. 
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Lerna de Constantes. Sean cp = cp(x1 ) una fórmula. con una 
variable libre, E un conjunto de enunciados, T/J un enuncia.do y 
e una constante en·L que no ocurre en E ni en 1/J ni en cp. 
Entonces: 

(1) Generalización Universal, GU. 

Si E )=0 1.p(c) entonces, para. alguna variable X¡ que no ocurre en cp, 

E Fo V'X¡'f'. 

(2) Generalización Existencial, GE. 

Si E Fo 'f'(c) entonces E Fo 3x1<p. 

(3) E+ <p(c) Fu •p <=>E+ 3x1'f' Fo ,P. 

(4) Si E + 3x1'f' - <,:>(e) Fo ..P entonces E Fo ,P. 

(5) Si E es finitnmente sa.tisfaciblc entonces 

E + 3x.1t.p - cp(c) es finitamente satisfacible. 

Prueba. Ver apéndice 1.D 

Definición 10. Sean L, L' lenguajes formales y E un conjunto de 
L-enunciados. Entonces: 

(e.) Ces un conjunto de testigos para E en L <=> Ces 

un conjunto de constantes en L y para toda cp = 'P(x) 

fórmula. con una va.ria.ble libre hay una e E C tal que 

E Fo 3x'f' ~ 'f'(c). 

(b) E tiene testigos en L <=> hay un conjunto C de testigos 

para E en L tal que C ~ L. 

(e) L' es una extensión de L.,,.. L ~ L'. 

(d) Sean L e;;;: L' lenguajes forma.les, E' un conjunto de 

L,. -enunciados. 

E' es una extc1111idn conaervativa de E <=> E ~ E' y 

pe.re. todo ..P L-enuncie.clo, si E' F 'l/J entonces E F ,P. 
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El Lema de Constantes, (4), afirma que E+ 3x1cp--+ cp(c) es una 
extensión conservativa de ~. 
Cuando L es contable podemos numerar cualquier conjunto de 
expresiones. De esto nos habla. el siguiente lema. 

Lema 2. Si J L J :5 No Y g:L-+ N inyectiva entonces J Exp 1 = N 0 .D 
Para g, basta tornar la que do. [14], por ejemplo. 
El siguiente resultado nos provee de suficientes testigos y se debe a 
L. Henkin,1949. 

Teorema V~ 'Iborerna de Extensión de Henkin. 

Sea. E un conjunto de enuncia.dos. 

Si E es finitnmcntc satisfacible entonces existe L+ una. 

extensión por constantes de L y existe A un conjunto 

de enunciados finitarnente satisfacible con testigos en 

L+ tal que J L+ J = 1 L 1 y E ~ A . 

Prueba. Ver apéndice 1.D 

Ahora veamos cómo construir L-cstructurns por medio de constantes. 
En lo siguiente E será. un conjunto de enunciados finitamente 
satisfacible y C es el conjunto de constantes de L no va.cío. 
Sean c,d E e . Definimos: e ~ d - E Fo(c "" d). 
Tal relación es de equivalencia en C. 
Sea X el conjunto de todos la¡ tórminos constantes en L. 
Entonces C ~X y J X 1=1C1 + 1F1 ·No :5 1 L J. 

Lema 3. Sean E un conjunto de enunciados finitamentc 
satisfacible, C, X y - como se definieron antes. Entonces: 

(1) Si ti, ... ,tn 1s 11 ... 1 s 0 E X entonces son universalmente válidas: 

(A~_ 1 (t1 "" s¡) --+ f(t1 ... t.) "" f(s1 ... s 0 )) y 

(A~- 1 (t¡ ""s¡) --+ (P(t, ... t 0 ) ~ P(s1 ... s 0 ))). 

(2) "-" es una relación de equivalencia en X. 

(3) Si t 11 ... ,tn 1s 11 ••• ,s0 E X y para toda i = 1, .. ,n, t¡......, B¡, entonces: 

(a) f(t, ... t 0 ) - f(s, ... s,,). 
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(b) E Fo P(t, ... t 0 ) - E Fo P(s, ... s 0 ). 

Prueba. Ver apéndice l.D 

Del lema. 3.2 podemos definir lo siguiente: 

A= X/ ~ = {[t] \ t E X}, donde {t] = { s E X \ t~s}, 

e A= [e], 

fA([ci] ... [c.]) =[e] - E Fo(f(c, ... c 0 ) ""e), 

PA([ci] ... [c.]) - E Fo P(c, ... cn)• 

Por el lema. 2.3, estas operaciones y relaciones esta.n bien definidas. 
Tenemos a.sí una L-estrucutra. conocida. como la.: Est.ructura Canónica. 
Asociada a E: 

A,, = (A,{Pf' }, e 1• {fj'-}¡ e J' {c:C'}k e K ). 
Veamos qué propiedades tiene. 

Loma 4. Sean E un conjunto de enuncia.dos finita.mente 
sa.tisfacible, C el conjunto de constantes no vacío, X el 
conjunto de los términos constantes, t E X y <.p un 
enunciad.o. Entonces: 

(1) Para. todo t E X, t"" = [t]. 

(2) Para. toda a e A existe t E X tal que t"" = •• 

(3) Si <p no tiene negación ni cuantificadores entonces 

AE F 'f' - E Fo 'f'· 
(4) Si <p = -,1/J, cp no tiene cuantificadores y E Fo <.p entonces 

A,, F 'f'· 

(5) Si <p = 3x,.p, <p no tiene el símbolo de negación y A:c F <p 

entonces E Fo cp. 

(6) 1 A,, 1 :5 l X 1 :5 l L \. 

Pruebo.. Ver apéndice l.D 
En el lema. 4, no podernos asegurar los regresos de (4) y (5), porque 
en el primer caso E puede no ser completo y en el segundo ca.so E 
puede no tener testigos en L. De esto, Ai:: no necesariamente es un 
modelo de E. 
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El siguiente resultado nos garantiza. que la propiedad de tener 
testigos se preserva bajo extensiones completas. 

Lema 5. Sean A, r conjuntos de enunciados finita.mente 
satiafacibles tales que A e;; r, A tiene testigos en L y r es 
completo. Entonces r tiene testigos en L. 
Prueba. Ver apéndice l.D 
El siguiente resultado, debido a Henkin (1949), asegura cuándo la 
estructura canónica sí es un modelo de E. 

Teorema VI. "nx>rema de Existencia. de Modelo. 
Si E es un conjunto de enunciados finitamente satisfacible, 
completo y con testigos en L entonces existe una. 
L-estructura. A tal que: 

(1) para. toda a. E A ha.y una c E L tal que e,. = a. 

(2) 1 A 1 :5 1 L J. 
(3) A I= E. 

Prueba.. 

Sean A = Ai::, a E A y X el conjunto de todos los términos 

constantes. 

Corno E tiene te:stigos en L, existe una e E C tal que 

a= [e]= c .... 

Por el lema 3.6, 1 A 1 = 1 A., 1 :S 1 X 1 :S 1 L J. 
Sólo falta. verificar los regresos de (4) y (5) ~el lema 3. 

Primero veamos el regreso de (4): 

A I= ~..p - A )=..p - E )=0 ..p => E Fo ~,¡,, porque E es 

completo. 

Veamos a.hora el regreso de (5) y supongamos que 

E I= 3x1..p. Corno E tiene testigos en L, hay una. e E C tal 

que E l=o 3x¡1/J - t/J(c). Así, E 1=0 t/J(c). 

Entonces A I= t/J(c). Seas E wA cualquiera tal que 

A I= t/J(c)[s]. Por el Lema. de Sustitución, A I= t/J[s( i / cA)], 
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A I= 3x¡,P[s]. Pero 3x1.P es un enunciado. 

De esto se sigue que A I= 3x1,P. Si cp e E entonces 

E Fo cp y por tanto A I= cp, es decir, A I= E. D 

Aplicaciones 

1. Expansiones y R.eductos. 
Ahora veremos cómo pasar entre extensiones de lenguajes 

y expasiones de estructuras. 

Definición 1.1.. Sean L y L' dos lenguajes formales tales 

que L s;; L', A una L-estructura. y D una L'-estructura.. 

(a) A es un reducto de B (A = B Í L) <* se cumplen: 

(i) A= B. 

(ii) para. cualquier s E L, sA = s 8 . 

{b) D es una. expansión de A ~ A es un reducto de B. 

Ejemplo. 

Para una. L-estructura A y X ~ A, se tiene la. expansión 

Ax = (A,a}. ex y la. extensión Lx = L U {c.}. ex y 

c~ = a, para toda a E X. En tal caso, Th(A) ~ Th(Ax). 

Un "L-enunciadon es un enunciado en el lengua.je L. 

Lo mismo para. otras expresiones de L, conjuntos de ellas 

o estructuras. 

Proposición 5. Sean L ~ L', A una. L-estructura, B una. 

L'-estructura., A= D í L y se wA. Entonces: 

(1) Si tea un L-término entonces tA[s] = t 8 [s]. 

(2) Si cp es una L-fórmula entonces A I= cp[s] = B I= cp[s]. 

(3) Si E es un conjunto de L-enunciados y cp es un 

!-enuncia.do entonces: 
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(a) A I= <p ...,. D I= <p. (b) A f= E ...,. D I= E. 

Prueba. 

(1) y (2) por inducción en términos y fórmulas. 

(3) Inmediato de (2) y de la proposición 1.4.D 

2. _ El 'Ieorema de .Compacidad. 
El siguiente resultado es de capital importancia en Lógica. 

Se debe a G&lel (1930) y a Maltscv (1936), principalmente. 

'Ieorerna VII. 'ICorerna de Cornpacidad. 

Sea 'E un conjunto de enunciados. 

Si E es finitamente satisfacible entonces E tiene modelo. 

Prueba. 

Por el Teorema IV, existen L+ y A un conjunto de 

enunciados en L+ tales que: 1 L+I = 1 L J, E <;; A y A es 

finita.mente satisfa.ci ble y con testigos en L+. 

Por el '"l"eorema V, hay un r ~ L+ conjunto de enunciados 

tal que A <;; r y r es finitarnente satisfacible y completo. 

Ya que A tiene testigos en L y r es comple~o entonces, por 

el lema 4, r también tiene testigos en L. 

Así, r es finita.mente sa.tisfacible, completo y con testig'OS en 

L+. Por el Teorema 'VI, existe una L+-estructura. B tal que 

B f= r. Sea A = B í L y E <;; r. 
Por la proposición 5.3, A f= E.O 

Los siguiente resultad.os son corolarios de los Teorema.e;; VI y VII. 

Proposición O. Sean E un conjunto de enunciados y cp un 

enunciado. Entonces, 

(1) Si E tiene modelo entonces existe una. L-cstructura. 

A tal que A f= E y 1 A 1 !5 1 L 1-
(2) El Teorerna VII implica al Teorema IV. 

;. ·• 
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(3) Si {E¡}¡ e 1 es una cadena de conjuntos de enunciados, 

cada uno con un modelo entonces U 1 e 1 E 1 tiene modelo. 

(4) Son equivalentes: 

(a) Teorema de Compacidad. 

(b) Lcrna de Finit;ud. Si E I= cp entonces E Fo cp 

Prueba. 

(1) Inmediato de la prueba. del T<X>rema VI. 

(2) E es finitarnente satisfa.ciblc => {~borcma VII) E tiene 

modelo=> existe una L-cstructura A tal que E~ Th(A), 

el cual es finitarncnte sa.tisfacible y completo. 

(3) Verifíquese que U 1 e 1E1 es finita.mente sa.tisfacible. 

(4) Por contrap06itiva. 

(a) =0>(b) E )=
0

cp => E + ~cp es finita.mente satisfo.cible = 
E + -,c.p tiene m~dclo => E )=c.p, por la proposición 2.5. 

(b) =0>(a) E no tiene modelo=> (proposición 2.4) existe cp 

un enunciados tal que: E l= <p /\ -,c.p ==> E }=0 c.p /\ -u.p => 
E no es finita.mente sa.tisfacible.D 

3. Lowenheim-Skolem-'I'arski. 
El siguiente resultado se debe a Wwenheim (1915), Skolcm 

(1919) y Tarski (1928). 

Lo que nos dice es que si un conjunto de enunciados tiene 

un modelo infinito entonces tiene un modelo de cualquier 

cardinal infinito. 

'ICorcma VIII. Sean L un lenguaje formal, E un conju.nto 

de enunciados y K., .:\ cardinales arbitrarios tales que 

No :S: J L J :::;; K. < .>.. Entonces: 

(1) (USwenheim-Skolern-Te.rski ascendente, LST T ) 
Si A I= E y 1 A 1 = K. entonces existe B I= E tal que 
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ID I=.>... 

(2) (~wenheim-Skolem-Turski descendente, LST J.) 

Si A I= E y J A 1 = .>.. entonces existe B I= E tal que 

1e1 = "'· 
Prueba. 

(1) Sea e = { C¡ 1 i E I} un conjunto de nueVBS constantes 

donde J 1 1 = .>.., L+ = L U C. 

Sea .O. = E+ {c¡ fe cil i "'j E I} enunciados en L+. 

Entonces 1 L+I = ...\ 1 .oOi. es finitam.ente satisfa.cible y 6 tiene 

modelo. Por la proposición 6.1, hay una L+-cstructuro. D 

ta.! que DI= E y 1 D 1 :$ .>... Corno D I= .0., 1 D 1 ;;:: .>..,es decir, 

J D 1 = .>... Si B = D Í L entonces por la proposición 5.3, 

Bl=EylBI=.>... 

(2) Sea e = { C¡ 1 i E 1 } conjunto de nueVBS constantes y 

1 1 1 = """· As!, L+ = L u C y 1 L+I = "'· 

Sea .O. = E U { c¡ fe CJ 1 i "'j E I}. Entonces .O. es 

finitamente satisfacible, porque B I= E y I B I = .>... 

Porque A I= E y 1 A J = .>.. 2: "'· El resto es corno en (l).D 

4. Teorías Finitamente Axiomatizables. 
Veamos a.hora qué son las teorías y cómo algunas de ellas 

se pueden "generar'' por conjuntos (finitos algunas veces) 

de enunciados. 

Definición 12. Sean L un lenguaje formal y T un conjunto 

de enunciados en L. 

T es una teoría <=> para todo c.p enuncia.do, si T f= 'P 

entonces <p E T. 

T ea una teoría flnitarnente axiomatizable - T es 

una teoría y existe un conjunto finito de enunciados 
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A tal que para todo <p enunciado, <p E T <* A I= <p. 

Una teoría T, dicho en otras palabras, es un conjunto de 

enunciados cerrado bajo consecuencia lógica. 

Sea E un conjunto de enunciados en el lenguaje formal L. 

El conjunto de las consecuencias lógicas de E se define: 

Cn(E) = { <p 1 <pes un enunciado y E I= \O}· Entonces: 

- E~ Cn(E). 

- Si E ~ A entonces Cn(E) ~ Cn(A). 

- Cn(Cn(E)) = Cn(E). 

- Cn(E) es una teoría. 

- 1 Cn (0) 1 2: N.,. Esto es cierto porque para cada 

enunciado cp obtenemos que F <p - cp. De éstas hay 

tantas como enuncia.dos tenernos. Por Jo tanto, para 

todo E conjunto de enunciados, 1 Cn (E) 1 ;;::: N.,. 

Así, toda teoría T tiene cardinalidad infinita.. 

- Si E ea rna.ximal sa.tisfa.cible entonces E es una teoría 

completa.. Por lo tanto, Th(A) es una teoría., llamad.a. la 

teoría de A. 

- Cn(tp,...,<p) es una teoría. finita.mente ax.iomatizable, 

completa. y sin modelos. 

Veamos las propiedades básicas de estas teorías. 

Proposición T. Sean 6 = {cp., ... , 'Pn}, E, T, Ti conjuntos 

de enunciados y T, T1 teorías. Entonces: 

(1) Si T \;; Ti, Tes completa y T1 tiene modelo entonces 

T=T1. 
(2) Hay un enunciado <p tal que: 

(a) A I= A<* A I= <p, para toda L-estructura A. 

(b) Cn (A) = Cn (ip). 

(3) T es finita.mente axiomatiza.ble <* hay un enunciado 
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cp tal que Cn (cp) = T. 

(4) Cn (E) es finitarnente axiomatizable .- existe un 

subconjunto finito de enunciados E 0 tal que 

Cn (Ea) = Cn (E). 

(5) Si {T0 }
0 

e N es una familia de conjuntos de 

enunciados tal que para toda.ne N, T 0 e T 0 + 1 y 

T 0 es una toaría. con modelo entonces Un e NTn 

es una teoría satisfacible y no es finitarnente 

axiomatiza.ble .. 

Prueba. 

(1) Si T -=/= ·r1 entonces hay un enunciado c.p e T 1 tal que 

cp <1' T. Corno T es completa ~cp E T. Pero T e;; T 1 • 

Por lo tanto -.c.p E T 1 • Así T 1 no tiene modelo. Absurdo. 

(2) Considere cp = (/\ ~ _ 1 cp1) y use la proposición 2.3. 

(3) Inmediato de (2). 

(4) Por (3), hay un cp un enunciado tal que Cn(cp) = Cn(E). 

Suponemos que para todo Ea e;; E finito, Cn(E0 ) # Cn(cp). 

Entonces para todo E 0 ~ E finito, E 0 + -.cp es finita.mente 

satisfaciblc. 

De lo contrario, :Para algún E 0 ~ E finito, E 0 + -.cp no es 

finitamente satisfacible. 

Esto implica que Ea I= cp, es decir, Cn(E0 ) = Cn(cp). 

Absurdo. Por Compacidad, E + -.cp tiene modelo, de 

donde, E k= cp, lo que contradice que E I= cp. 

(5) Sea T = U 0 eNTn y supongarnO<I que T I= cp. 

Por el Lema de Finitud, existe E 0 ~ T finito tal que 

Ea I= cp. Entonces hay un r E N tal que Ea e;; T,. 

Corno T, I= cp y T, es teoría, cp E T, e;; T. As!, Tes una 

teoría. Suponemos que T no tiene modelo. 
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J>or Compacidad, ha.y un E 0 ~ T finito tn.l que E 0 no t.iene 

modelo. Entonces hay una r EN t.a.l que E 0 ~ Tr y Tr no 

tiene modelo. Absurdo. Por lo tanto, T tiene modelo. 

Si T fuera finita.mente axiomatiza.ble, por (2), existiría. un 

enunciado <p en L tal que T = Cn (<p). 

Entonces <.p E 'T, es decir, hay un n E N tal que c.p E Tn· 

De este modo, ,..r = Cn (cp) e;;. Tn ~ T, lo que implica que 

Tn =T. Más aún, para toda m > n, Tm = T = T 0 , lo que 

contradice que Tn C Tm, si m > n.D 

Si E es un conjunto de enunciados y A es una L-estructura 

tal que A I= E entonces Cn(E) ~ Th(A). 

Si además, E es completo entonces Cn('E) = Th(A). 

Si T es una. teoría completa y A I= T entonces T = Th(A). 

5. Teorías en el lenguaje puro de la igualdad. 
Sea L un lenguaje sin símbolos no--lógicos. 

Entonces las r~est.ructura.s son de la forma A= (A). 

Para n > O, consideremos los siguientes enunciados: 

O"n = 3x, ... 3xn(/\1< J X¡ fe X¡). 

Ón = 3x¡ ... 3Xn (¡\¡< ¡ X¡ ""X¡ /\ V'Xn+1(V~ _¡Xi = Xn+1)) 

O"n a.firma que hay, al menos, n elementos y 6a a.firma que 

hay exacta.IIlcnte n elementos. 

Sea 'Ew = {0-0 1 ne N+}. Verifique el lector: 

(1) A I= O"n <* 1 A 1 ~ n. 

(2) n ~ rn <* I= O"n --> O"m. En tal caso FO"m-+ 0"0 , 

sin> m. 

(3) A I= 6 0 <* .I A 1 = n. 

(4) )= Dn - O"n , J=on - Dn Y F Ón - O'"n A -iO"n+l· 

(5) A I= Ew <* 1 A 1 ~ N.,. 

(6) Sin ~ rn entonces {60 , ó~} y <l>w = {c50 1 n E N+} 
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no tienen modelo. 

(7) Si Tw = Cn(Ew) entonces Tw no es finito.mente 

axiomatiza.ble y no tiene modelos finitos. 

Sea T una. teoría cualquiera. en L. 

(8) Si T tiene modelos finitos distintos entonces T es 

incompleta.. 

(9) Si E...., ~ T entonces T no tiene modelos finitos. 

u n 1 6 0 y Ew podemos ''escribirlos'' en cualquier lenguaje. 

T = Cn(60 ) sólo tiene modelos de cardinal n > O. 

T = Cn(a0 ) tiene modelos de cualquier cardinal 2: n, 

pero no tiene ningún modelo de cardinal < n. 

Como T tiene modelos finitos distintos, T es incompleta. 

En el apéndice 2 hay más ejemplos de teorías. 

6. Propiedades de Primer Orden. 
Veamos ahora algunos límites de los lenguajes formo.les de 

primer orden. 

Proposición 8. Sea. E un conjunto de enunciados. 

Si para toda n ·E N+ existe una L-estructura. A tal que 

A I= E y IAI = n entonces existe una L-estructura B tal 

que B I= E y 1 B 1 2:: N •. 

}>rueba. 

Sea C ={c. in EN} un conjunto de nuevas constantes 

y L+ = L U C. 

E' = E + { c 0 fe Crn 1 n =/=- m} es un conjunto de enunciados 

en L+. Verifique el lector que E' es finitamente satisfacible. 

Entonces, por el Teorema de Compacidad, tiene un modelo, 

digamos B. Como B !=E', 1B1 2:: N 0 • Sea A= B f L. 

Por la proposición 5.3, A I= E.O 
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El E de la proposición 8 es incompleto, por tener modelos 

finitos distintos. 

J:leftn.ición 13. P es una. propiedad de primer or:den 

<=> existe un lengua.je formal L y existe un conjunto de 

enunciados E en L tal que para. toda. L-estructura. A, 

A tiene la propiedad P <=> A I= I::. 

Ejemplos. Son propiedad.es de primer orden: 

A tiene al menos n elementos (un)· 

A tiene exactamente n elementos ( lin ). 
A tiene un número infinito de elementos {E..., ). 
A es un orden parcial. 
A es un orden total. 

Ahora. veamos algunos conceptos que no son de primer 

orden. 

"Ser finito"'. 

De lo contrario, existiría. E tal que para. toda L-cstructura 

A, A }= E <=> A es finito. Por la proposición 8, tendría. un 

modelo infinito que debe ser finito. Absurdo. 

"Ser un grupo cfclico infinito"'. 

Pues de lo contrario, existir{aa E tal que para toda 

L-estructura. A, A F= E ~ A es un grupo cíclico infinito. 

Por LST T, tendría grupos cíclicos de cualquier cardinal. 

En particular uno de cardinal 2tto. Por otro lado ( Z, + } 
es el único grupo_ cíclico infinito, bajo isomorfismo. 

Por la unicidad, N 0 = 2N°. Contra.dicción. 

"Ser un buen orden''· 

Para ver esto suponernos que sí es de primer orden. 

Sean L un lengua.je formal y E un conjunto de enunciados 
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ta.les que para toda L-estructura. A, A es un buen orden 

..,.. Al= E. 

Sea C = { Cn 1 n E N} un conjunto de nuevas constantes, 

L+ = L U C y E' = E + { Cn+t < e,, 1 n E N } un conjunto 

de enunciados en L+. 

Entonces E' es finita.mente satisfacible y tiene un modelo, 

por Compacidad. Digamos que D es tal modelo. 

Como B F= E', B tiene una cadena infinita. descendente. 

Por la proposición 1.3.d, B no es un buen orden,.qc. donde 

BFE. 

"Ser un campo arquimediano''. 

Sea R = ( IR, :::;, +, ·, O, 1 } que es un campo totalmente 

ordena.do. La Propiedad Arquimediana. para IR es: 

para toda x E IR hay una n E N tal que x < n. 

Suponemos que ésta es una. propiedad de primer orden. 

Sea L+ = L + {e, 1 r E IR} + {e} . 

Consideremos el conjunto de enunciados: 

E = Th(R.) + {e, < e 1 r E IR}, el cual es finita.mente 

satisfa.cible. Por Compacidad, E tiene un modelo, digamos 

A. Clara.mente A es un campo no arquimediano. Absurdo. 

"Ser un espacio discroto y compacto"'· 

Ya que de lo contrario, por la proposición 8, tend.rírunos 

un modelo infinito. Éste espacio no puede ser compacto. 

'"Ser un espacio discreto y de Lindelüf ". 

De lo contrario existe un modelo infinito. Por LSTf, 

podemos escogerlo no numerable. 

J;:ste último no puede ser de LindelOf. 
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7. Generalización a fórmulas con variables libres • 
.Ex.tendemos algunos result.a.dos pe.ra enunciados a fórmulas 

con varia.bles libres. Esto lo haremos por medio del Lema 

de Sustitución, Teorema. VII y el lema 3. 

Sea L un lenguaje formal. Si t es un término entonces el 

número de variables que ocurren en él es finito, digamos 

X1 , ... ,Xn· Sea X = (xi , ... ,x0 ) entonces "t = t.(X) = t.(x1 , ... ,x0 )'' 

significa que todas las variables de t están en {x1 , ••• ,x0 }. 

Lo mismo sucede parar.puna L-fórmula., 1,0(X) = <¡j(x1 1 ••• ,x0 ), 

indica. que sus únicas variables libres están entre x 1 ,. •• ,xn. 

Definimos: 

F 0 es el conjunto de todos loe enunciados y pe.re. n > O, 

F 0 es 

{r.pJ r.p es una fórmula y las variables libres de i.p csla.n entre x 1 , ••• , Xn} 

Es claro que: F 0 ~ Fn+1, para toda n EN. 

Si r.p E Fn entonces escribiremos: n3X.cp" en lugn.r de "3x1 ••• 3x0 <p". 

Si c1, ... , en son nuevas constantes, que no ocurren en L, 

L+ = L U {c1,. .. 1cn} y sustituimos xi, libre en cp, por C¡ para 

1 s; is; n entonces obtenemos que cp{C) = cp{c1 , ••• ,cn) es un 

en_unciado en L+, donde C = {c1 ,. •• ,cn). 

Si E ~ F. entonces E(c) = {<p(c) 1 cp E E} es un conjunto 

de enunciados en L+. 

Sea A es una L-estructura y ii. = {a¡, ... ,n.n) E A", 1 ::5 i ::5 n 

y d E A, ii.(i /d] = {a¡, ... ,a¡. i,d,a¡ + ¡, ... ,an)· 

Dcfln.ición 14. Sean E U { cp }~ Fn; T un conjunto de 

enunciados y A una. L-estructura. Entonces: 

(a) A realiza a E<=> hay un a E A• tal que para todo 

<p E E, A I= <p[a). 

(b) A omite a E <=> A no realiza a. E. 
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(e) E es corudatente con T <C=> existe una L-estructura 

A tal que A f= T y A rea.liza a E. 

(d) E es omitido por T - E no es consistente con T. 
Ejemplos y comentarios. 

-Escribiremos "A realiza a E respecto a ii. " como 

"A f= E(a]". 

-Usarnos ii. EAª para interpretar a <p E Fn 

-Si T es una teoría con modelo entonces 0 es 

consistente con T. 

-Si {cp,--ifP}s.;; E entonces ambos conjuntos son 

omitidos por T, paro. toda T satisfa.cible. 

-Sean L = {:S ,+, · , O, 1} y A = (Q, $, +, ·, 0,1). 

Si \O = x 2 
- 4 "" O y .P = x 2 

- 2 "" O entonces: 

A f= \O (2), A rea.liza a <p; como vf2 <1' Q, A omite a .p. 

Lema O. Sean \O= <p(x1 ) E F 1 , L+= L U {c}, donde ces 

cA = a E A. Entonces: 

(1) <p(c) es un enunciado en L+-L y 1 L+I = 1 L 1-
(2) A I= <p(a] - (A,a) f= <p(c) 

Prueba. 

(1) para el lector. 

(2) (=>) Esto es otra consecuencia del Lema de Sustitución. 

Supongamos que A f= <p(a) y sea b E Aº cualquiera tal que 

b( 1 / a ) = (a,b,, ... ,b0 ). Entonces A I= <p(b(l / a)]. Pero 

A es un reducto de (A,a). 

Por el lema 3, (A,a) f= <,o[b ( 1 / a)]. 

Por el Lema de Sustitución: (A,a) f= <p(c)(b). 

Pero como <p(c) es un enunciado en L+, (A,a) I= <p(c). 

(<=)Análogo.O 

Por medio del lema 6.2 se obtiene que: A f= 3x1 rp - para 
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alguna. a. E A, (A,a.) I= rp( e). 

Proposición D. Sea rr un conjunto de enunciados con modelo, 

n >O, E~ Fn, cp, 1/J E F 01 L+ = L U{c1 1 ••• ,c.i}, c 1 f/= L, para 

:5 i ::=; n y A una L-estr11ctura. Entonces: 

(1) rp(c) es un enuncia.do en L+-L y 1 L+ 1 = 1 L ¡. 
(2) Sean 1::5 i ::5 n, e('" = a 1 EA. Entonces: 

A I= rp [a.] <=> (A,a.) 1= <p(c). 

(3) Son equivalentes (a.)-(c): 

(a) E es consistente con T. 

{b) para todo E 0 ~ E finito, E 0 es consistente con T. 

(e) T + {3X f\~ _ 1 'Pd k E N y rp1 E E, para 1:5 i :5 k} 

tiene modelo. 

(4) E es consistente con T <=> T + E(c) tiene modelo. 

(5) Si E es consistente con T entonces existe A F T tal 

que 1 A 1 :5 1 L 1 y A realiza a E. 

Pruebe.. 

(1) y (2) son inmediatos por inducción en n y del lema 6. 

(3) Esto es una consecuencia del Teorema de Compacida.d. 

(a) => (b) Inmediato. 

(b) => (e) Sean 

t:I. = {3X f\~ _ 1 'Pd k E N y, para 1 :5 i :5 k, rp1 E E} y 

.6.o = {"111•••11.br} un subconjunto finito de a. 
Entonces para. ce.da. j = 1, ... , r, .,¡.,1 = 3X: /\~J- 1 ~'donde 

~E E. Por lo tanto, obtenemos que Eo ={cpt, ... ,cpkr} es 

un subconjunto finito de E. 

Por {b), E 0 es consistente con T, esto es, que hay un A una 

L-estructura ta.l que A 1= 1/J¡, por lo que, .0.0 tiene modelo. 

Así, T + t:I. es finita.mente satisfa.cible. 
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Por el Teorema de Compacide.d, T + 6 tiene modelo. 

(c) => (a.) Consideremos 

T + {3X /\~ _ , cp;I k E N y cp1 E E, para. 1:$ i 5 k} 

tiene modelo. Entonces existe una I..r-estructura A tal que: 

A I= T + {3x /\~ _ l <p1 1 k E N y <p1 E E, para. 1:$ i 5 k}. 

Si <p E E entonces A I= 3x<p. 

Esto es, existe ii = (a.,, ... ,a,,) E A" tal que A I= cp [a]. 

Por lo tanto, A I= T y existe ii E A" tal que A I= cp [a], 
para toda cp E I:. Así, 'E es consistente con T. 

(4) (=>) E es consistente con T. 

Entonces existe una L-estructura A y existe a. E An ta.les 

que A I= T y A 1= E [a]. 
Sean c 1 ,. •. ,Cn nuevas constantes tales que cf =a¡, para 

i = 1, ... , n. Entonces L+ = L U {c¡, ... ,Cn} es una extensión 

de L y (A,ii.) es una L+-cstructura. 

Por el lema 4, (A,ii) I= T, porque T es un conjunto de 

L-enunciados. Si cp(c) E E(c) entonces cp E E y, en 

particular, A I= cp [a.]. Por (2), (A,ii) I= cp(c). 

As!, (A,a) I= E(c). Por lo tanto, (A,a) I= T + E(c). 

( <=) Sea. <p E E. Entonces <p(c)E T + E(c). 

Por hipótesis, existe una L+-cstructura (B,b) tal que 

(B,b) I= cp(c). Por (2), B I= cp[b] y B I= T. 

Se concluye que E es consistente con T. 

(5) Sea C = { c1 , ... ,en} un conjunto de nuevas 

constantes. Sea L+ = L U C. 

Consideremos: E' = T +E (C) un conjunto de 

enunciados en L+. Entonces E' es finita.niente sa.tisfaciblc 

y por Compacidad, E' tiene modelo. 

As! existe una. L+-estructura. B tal que B I= E' y 
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\ ll \ $ \ L+I = 1 L \. Si A= BfL entonces A es la. estructura. 

busca.da.O 

Por medio de la proposición 9.2 se obtiene que: 

Al= 3Xcp =para algún a. e Aº, (A,a.) l= cp(c). 

s._ n-tipos. 
Generalizamos los conjuntos rnaxirna.lmente satisfacibles. 
Corno (P(Fn),~) es un copo entonces los conjuntos sntisfacibles que 
sean rnaxima.lcs serán objeto de estudio en esta. sección. 

Definición 15. Sean T un conjunto de enuncio.dos y p ~ Fn• 

p es un n-t.ipo en T <=> se cumplen la.s dos condiciones 

siguientes: 

(a.). p es consistente con 'r. 
{b) para todo 1:::.. ~ Fn, si A es consistente con 'l~ y p ~A 

entonces p = ~. 

A esto se le llama. ser maxirnal consistente con 'l"". 

Sea. A \= T. Entonécs Th(A) es un O-tipo en T. 

Si ñ. E An entonces el conjunto de todas las fórmulas con a 

lo más n va.ria.bles libres satisfechas por a. en A, es un n-tipo 

en Th(A). Dicho conjunto lo denotamos por: 

Pn(A,ü.) = { cp E Fn \ A\= cp[ü.]}, 

Sea. S 0 T = {p f; F 0 \pes un n-tipo en T }. 

Es ele.ro que 1SnT1 $ 21 Fo!= z!LI. 

Vea.mas algunas propiedades de los n-tipos. 

Proposición 10. Sean T un conjunto de enuncia.dos y p, 

E ~ F n. Entonces~ 

(1) Si pes consistente con T entonces son equivalentes: 

(a.) pe s.T. 
(b) para. toda. cp e F 0 , cp e p o ~cp e p. 
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(c) para toda cp,1/J E F 0 , si cp V..¡, E p entonces 

cp E p o 1/J E p. 

(d) Existen A I= T y ii EAº tales que p = p 0 (A,ii). 

(2) p E S 0 T <=> existen A I= T y ii e Aº tales que 

p(c) = Th(A,ii). 

{3) Si E es consistente con T entonces existe p E Sn T 
tal que E~ p. 

(4) Si p E S 0 T entonces T ~p. 

(5) Si p E "Sn .. r entonces existe una L-estructura A tal 

que A I= T, 1 A 1 :5 1L1 y A realiza a p. 

Prueba. 

(1) Por la definición de n-tipo. 

(2) De (1), Lema de Sustitución y proposición 9.6. 

(3) A I= T y a E A" tales que A I= E [ii]. 

Esto implica que E ~ p 0 (A,ii) E s. T. 

(4) Por reducción al absurdo y (1). 

(5) Inmediato de la proposición 9.6. 

Este resulte.do extiende la proposición 4.1 a n-tipos.D 

Ejemplos y comentarios. 

-Sean L ={+,·,O, l}, A= (Q, +,·,O, 1), 

cp~ = x~ - r 2 R:S O, donde r es un número primo positivo 

y T = Th(A). Entonces: A I= cp, [r] y A I= cp, (-r) lo que 

implica que cp, E p 1(A,r) n p 1(A,-r). Sir,¡, s, ambos 

números primos entonces P1(A,r) ,¡, P1(A,s). 

Sea {r¡,r:;z, .. } el conjunto de los números primos 

positivos en orden creciente. 

Definimos: A., =A y A 0 = (Q(.,¡a;;-), +, ·,O, 1), donde 

8n = II'\ _ 1 r1 y V'n = X~ - 8n F::::S O. 

Entonces para 1 :5 i < n, An I= 'Pn [va;;] y A1 ,F 'Pn [v"Si] 
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lo que implica que An realiza a p 1 {A0 , ..,/ii:) y A1 omite a. 

P1(A0 , ,¡a;;), así que P1(A0 , ,¡a;;} ,t. p,(Ai. ...¡¡ij) E S,T. 

Por lo tanto, {P1(A.,,¡a;;-)} ne N ~ S,T Y 1S,T1 ?: No. 
-p E S 0 T <=> existen una L-estructura. A y ii. E An ta.les 

que A I= T y p(c) = Po(A,a). 

- Sea p E Sn T. En particular, p ~ F n+ 1 y p es consistente 

con T. Por la. proposición 10.3, existe q E Fn+l tal que p s;; q. 

Para más detalles ver [1], [5] y [16]. 
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CAPÍTULO 5 

ÁLGEBRAS DE LINDENBAUlVI 

Presentamos una. relación entre álgebras booleanas, lógica ele 
predicados, ultrafi.ltros y n-tipos. 

Construcción de las Álgebras de Lindenba.um 
En lo que sigue L es un lengua.je formal. Construimos las Álgebras de 
Lindenbaurn a. partir de una. relación de equivalencia., la E-equivalencia 
lógica., donde es un conjunto de L-enuncia.dos. 

Definición 1. Sean E un conjunto de enunciados y tp,1/J enuncia.dos. 
<pes E-lógicamente equi'YBlcnte a 1/J (<p -i:: 1/J) =E I= <p -1/J. 

Es fácil ver que " ,.._,En es una. relación de equivalencia usando 
Equivalencia. Material, Reflexividad y Tho.nsitividad de"..-..". 
Así, obtenemos que la clase de equivalencia de <p es (<p] y el conjunto 
cociente es D 0 E = {[<p] 1 <pes un enunciado}. 
Cuando E = 0 obtenemos la equivalencia. lógica usual: 

<pes lógicamente equivalente a 1/J (<p - 1/J) = I= <p - 1/J. 

El siguiente resultado nos habla de las propiedades básicas de ",..._,''. 

Lema 1. Sean E un conjunto de enunciados y <p,,P enunciados. 

(1) Si <p - 1/J entonces, E I= <p = E I= 1/J. 
{2) Si <p ....... 7: cp' y 1/,J ....... E t/J' entonces -.cp ....... E -.cp', 

<p/\ 1/J -i:: <p'/\ 1/J' y <pV 1/J -i:: <p'V 1/J'. 

(3) Si E I= <p - 1/J, <p -i:: <p' y 1/J -i:: 1/J' entonces 

E I= <p' -1/J'. 

(4) <p - 1/J = Cn(<p) = Cn(1/J).D 
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Sean [<p], [.P] E B 0 E entonces definimos: ['P] ::;; [.P] = E f= \O--+ .p. 
Entonces, por el lerna 1.3, "$" está bien definida. 
Veamos qué sucede en Do.E. 

Proposición 1. Sea E un conjunto de enunciados.~ Entonces: 

(1) (B0 E,s;) es un conjunto parcialmente ordenado. 

(2) (B0 E,s;) es una red distributiva. 

(3) E f= \O = ['P] = 1 y E f= ~'P = ['P] = O. 

(4) E tiene modelo = 1 ~ O. 

(5) Sea ['P] E BoE. Definimos [<pj' = [~<p]. 
Entonces ['P]' es un complemento de [<p]. 

(6) (B0 E,V,A,',l,O) es un álgebra booleana y 

1 BoE 1 S: 1 L j. 

Prueba. Consultar ·el apéndice l para las fórmulas universalmente 
válidas que se mencionan en la prueba. 

(1) Debido a la Reflexividad y 'II-ansitividad de,,_ " así 

corno a la Equivalencia. Material, ":5:" es un orden parcial 

y (B0E,~} es un conjunto parcialmente ordenado. 

(2) Sea A = {[<p], [.p]}. 
Por Adición, (<p V ,P) es una cota superior de A. 

Sea [x] una cota superior de A Jo que implica que 

E f= rp --+ X y E f= ..P --+ X· 

Entonces E f= rp V ..P --+ x, es decir, [rp V .P] S: [x]. 
Por lo tanto, [rp] V [.P] = sup A = [rp V .P]. 
Similararnente [rp] /\ [.P] = inf A = [rp /\ ,P]. 
Por Idernpotencia, Conmutatividad, Asociatividad, Absorción 

y Distributividad, (B0 E, V,/\ } es: una rcx:l distributiva. 

(3) ( ==>) Sea [.P] E B 0 E y suponemos que E f= rp. 

Como f= rp--+ (.P--+ rp), por Modus Ponens, obtenemos que 

E f= .p - rp. Esto es, [.P] S: [rp]. 
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Por lo tanto, ['P] es uno. cota superior de B 0 E. 

Sea. [,P] E B 0 E une. cola superior cualquiera.. 

Entonces [ip] :S [..P] y así [ip] = l. 

(-)Sea [ip] =l. Entonces para todo enunciado ,P, 

E F t/J ~ cp. En particular, esto ve.le para. un enuncie.do 

,P tal que E f= ,P. Por Modus Ponens, E f= <p. 

Similarmente para. el otro caso. 

(4) Por contrapositiva. 

( =) Si 1 = O entonces E f= <p /\ ~<p. 

Por la. proposición 4.2.4, E no tiene modelo. 

(<=)Si E no tiene modelo entonces existe un enunciado <p 

tal que E f= <p /\ ~<p. Por lo tanto, E f= <p y E f= ~<p. 
Por (4), 1 = O. 

(5) Corno f= <p V ~<p. Entonces E f= <p V ~<p. 

Por (4), [<p V ~ip] = 1, es decir, [ip] V [ip]' = l. 

Por el lema. 1.2 y como <p V ~'P ~ ~('P /\ ~<p), E f= ~('P /\ ~ip). 
Por (4), ['P /\ ~ip] =O, es decir, ['P] /\ [ip]' =O. 

(6) Inmediato de (1)-(5). 

Sea X el conjunto de todos los L-enunciados. 

Como 7r!X~B0E, 7r(<p) = [ip] es suprayectiva.. 

Por el AE, 1 BaE 1 :S 1 X 1 :S 1 L \.o 

En el cftSO de que E= 0 tenernos que B 0 = B 0 (0) es un álgebra. 
booleana. Ya. vimos cómo construir álgebras booleanas en lógica: 

-el Álgebra. Proposicional de Lindenba.urn, 

-B0 (0) = 0 0 y B 0 (E) en el conjunto de enunciados, corno 

fue construida. en la proposición 1. 

Extendemos estas construcciones a. fórmulas con varia.bles libres. 

Definición 2. Sean E~ Fn, <p,,P E Fn y T un conjunto de 
enunciados. Se define: 
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(a) cp es COIUOeCUcncia lógica de E (E I= cp) - para toda 

L-estructura A y toda ü. E A", si A I= E [ü.J entonces A I= cp [a]. 
(b) E es cerrado bajo consecuencia lógica - para toda. 

r.p E Fn, si E F cp entonces <p E E. 

(c) cp es T-equivalent;e con 1/J (cp ~T 1/J) - T I= cp - 1/J. 
(d) E es principal en T-<=> existe cp E Fn ta.l que cp es 

consist.cnt.e con T y para todo 1/J E E, T I= <p - 1/J. 

Observaciones. 

-Sean E, A~ Fn, cp;r/,J E Pn y T un conjunt.o de enuncia.dos. 

-Si E I= cp y E ~ A entonces A I= cp. 

-Sea E consistente con T y E I= r.p, entonces para. t.odo A ~ E, 

.O. es consistente con T y cp es consistente con T. 

-T I= cp -<=> T I= Vxcp. 

-T ,f= --u.p <=> cp es consistente con 'T. 

-Si p E Sn T entonces p es cerra.do bajo consecuencia lógica.. 

-Si cp ~T 1/J y p E S 0 T entonces <p E p - 1/J E p. 

Veamos qué propiedades tiene" ....... T" . 

Lema 2. Seo. T un conjunto de enunciados en el lenguaje L. 

(1) ",.,,,.Tn es una relación de equivalencia en Fn• 

(2) Si <p ~T cp' y 1/J ~ ..¡,• entonces ~cp ~ ~cp' y 

cp•'ljJ ~ cp' * 1/>', con* E{V, /\ }. 

(3) Si <p ~T cp', 'ljJ ~T ..¡,• y T I= <p - 1/J entonces 

T i= cp'- ,P'.Cl 

A partir del lema 2 obtenemos que B 0 T = {[cp] 1 <p E Fa} y 
(cp] = {1/J E Fa i cp ~ 'ljJ }. 
Sea.n (ip], (.PJ E Ba T, definimos (ip) ~ (11>] - T I= <p - 'ljJ. 
Entonces, por el lema. 2.3, ":5." está. bien definida. 
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Tenemos un resultado similar a la proposición l. 

Proposición 2. Sean T un conjunto de enunciados y cp,1/J E Fn. 
Entonces: 

(1) (Bn T,$) es un conjunto parcialmente ordenado. 

(2) (B0 T,S) es una red distributiva y 1B0 T1S1L1· 

(3) Se tiene que: 

(e.) T I= 'P - [cp] = l. 

(b) T I= ~cp = [cp] = O. 

(4) <p es consistente con T = [cp] <F O. 

(5) T tiene modelo<=> O <F l. 

(6) (cp] /\ [cp]' =O y (cp] V [cp)' = l. Así, B 0 Tes 

complementada.. 

(7) Si T tiene modelo entonces ( Bn T, V, A , ', 0,1 ) es 

un álgebra booleana no-trivial. 

Prueba. 

(1), (2) y (3) similares e. le. proposición l. 

(4) y (5) como en la proposición l. 

(6) (-) Suponemos que (cp] =O. Por (3.b), TI= ~cp. 
Pero cp es consistente con T. 

Entonces existe una L-estructura A y existe a E An tales 

que A I= T y A I= cp[a]. 

Corno T I= ~cp, A I= ~<p [a] es decir, A )l=<p [ii.]. Absurdo. 

Por lo tanto, (cp] <F O. 

(<=)Suponemos que cp no es consistente con T. 

Entonces T 1= ~cp. Por (3.b), (cp] =O._ Absurdo. Por lo te.nto, 

cp es consistente con T. 

(7) Inmediato de (2)-(6).0 
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El álgebra. booleo.na da.da en la proposición 2.7 es conocida como: 
Ja o-álgebra de Lindenba.urn, relativa a T. 
El siguiente lema nos ha.ble. de algunas propiedades de los conjuntos 
principales en T. 

Lema 3. Si E.,= {,PE Fn 1 TI= <p - ,P}, entonces: 

(1) <pes consistente con T <=> EIP es consistente con T. 

(2) Si ,P,x E E., entonces ,P /\ x E E.,,. 

(3) Si ,P E E., y T != ,P - X entonces X E E.,. 

(4) E es principal en T <=>existe <p E Fn tal que E= E.,. 

(5) Sea E <;;; Fn. Entonces <p E E <=> E., <;;; E. 

(6) Sea A I= T. 

A realiza (omite) a E., <=> A realiza (omite) a. <p. D 

Veamos cómo relacionar F n con B 0 T. Sean E ~ F n y U ~ B 0 ~ ... 

Definirnos: U:i:; = { ['P] i <p E E } y Eu = { <p E F n 1 ['P) E F }. 
Es claro que: Ui: ~ B 0 T y Eu ~ F 0 • 

Observación: 

E es consistente con T <=> UE tiene la. propiedad 

de la intersección finita. 

Veamos las propiedades de U1: y '.Eu. 

Proposición 3. Sean E cerrado bajo consecuencia. lógica, 
U i:, U y Eu como se definieron antes. Entonces: 

(1) E es consistente con T <=> Ul: es un filtro propio en B 0 T. 

(2) E E SnT <* U:oo E SBnT. 

(3) E es principal en T <=> U1: es un filtro principal en Bn T. 

( 4) U es un filtro propio en Bn T <=> Eu es consistente con 

T. 

(5) U E SBnT <* Eu E SnT. 

(6) U es un filtro principal en Bn T <=> Eu es principal en T. 
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(7) Se tiene que: 

(a) Si E~~ entonces U:o:: ~U,,. 

(b) Si U~ G entonces Eu ~ Ea, 
(c) E~ Eu.,. La igualdad se da cuando E es un n-tipo. 

(d) U ~ U.,0 • La igualdad se da cuando U es un 

ultrafiltro. 

Prueba. 

(1) En este caso U:o:: = { [cp] 1 cp E E} (*) 
(~) Sabemos que cp V -icp es universalmente válida y pertenece 

a. E, porque E es cerrado ha.jo consecuencia lógica. 

Entonces 1 = [cp V ~cp] E U.,. 

Por lo tanto U., ~ 0. Para (cp], [..P] E U.,, cp,,P E E. 

Por ser E cerrado bajo consecuencia lógica., <p A 1/J E E. 

Esto que implica que [<p] /\ [..P] = [cp /\ ..P] E U.,. 

Si además [cp] :5 [xJ. T I= cp - X· Pero T ~ E y cp E E. 

Así, X E E y [x] E U.,. Ent.onccs, por (1), U., es un filtro. 

Como E es consistente con T, U:c es un filtro propio, porque 

O ~ U:c, yo. que E es consistente con T. 

(<=)Inmediato de (1), porque U., es un filtro propio. 

(2) Inmediato de (1) y de las proposiciones 4.10.1 y 2.7.1. 

(3) (=>) E es principal. Entonces existe cp E F 0 tal que 

E= E.,= {,PE F 0 1 TI= cp - ,P}. Así, U¡.,¡~ U.,. 

Para [..P]E U.,, ..PE E, lo que implica que T I= cp - ..¡,. 
Esto es que [cp] ·s; (..p], por lo que [,P] E U¡.,]· 

Finalmente U., = U¡..,] = { [..P] 1 [cp] :5 [..P] } es un filtro principal. 

(<=)Inmediato de la hipótesis y la igualdad(*). 

( 4)-(7) son para el lector. CJ 

Sea E un conjunto de enunciados. Entonces B 0 Cn(E) = BnE• 
En tal caso, si T = Cn(E) entonces B 0 T = B 0 E. 
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Aplicaciones 

1. El Álgebra. Proposicional de Lindenbaum. 
Sea L el álgebra. de Lindenbaum definida en el capítulo 1. 

Sabemos que 1 L 1 = N 0 • 

Por la proposición 2.4, L no es atómica. o no es completa. 

Si E s;; F entonces UE = {(<p] 1 \PE E}. Verifique el lector que: 

E es finita.mente satisfacible ~ UE tiene la. propiedad. de la 

intersección finita. 

En la lógica proposicional tenernos el siguiente resultado. 

Lema 4. Sea <p E F y T s;; F es une. teoría. 

(1) Si cp es satisfacible entonces <pes incompleto. 

{2) T es completa, sa.tisfacible y finita.mente axiomatiza.ble 

~ UT ~ L es un ultrafiltro principal. 

Prueba. 

(1) Como <pes uri.o. fórmula entonces el número de letras 

proposicionales de cp es finito. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que éstas son pi, ... ,p0 • 

Ya que cp es sa.tisfacible, existe una asignación V tal que v*(c,o) = l. 

Sea Pk una letra proposicional, donde k =F 1, ... , n. 

I>efinirnos dos nuevas asignaciones µ 1 y J..1.2 como sigue: 

( ) 
_ { v(p), si p E {p,, ... ,p0 } 

µ, P - 1, si p ~ {p¡, ... ,pn} 

Entonces µ* 1 (<p) = v*(\P) = 1 yµ•, (~p.) =O. 

Esto implica. que \P )= ~p .. 

( ) 
_ { v(p), si p E {p,, ... ,pn} 

µ, P - O, si p ~ {p¡, ... ,pn} 

Entonces µ 2*(<p) = v*(\P) = 1, µ 2*(pk) = O. 

Por lo tanto, <p J= Pk· Así, c.p es incompleto. 

(2)(==>) Sea Tuna teoría completa, satisfe.cible y finita.mente 
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axioma.tiza.ble. 

Ya que I= x V ~x entonces 1 = [x V ~xl E UT. 

Sean (<p], (ti>] E UT. Entonces T I= <p,,P. 

Por Ja proposición 4.2.3, T I= <p /\ .p. 
Esto implica que ('P /\ ,P] E UT, es decir, (rp] /\ (,P] E UT. 

Sean ('P] :S (ti>) y ('P) E UT. Entonces T I= <p - ,µy T I= <p. 

Por Modus Ponens, T I= ,P, es decir, (ti>) E UT. 

Con esto queda. ~robado que UT es un filtro. 

Como T es satisfacible, UT es propio. 

Como 'l ... es finita.mente axiomatiza.ble, existe un enunciado 

<p tal que T = Cn(<p). Entonces E¡..,¡ ~ UT. 

Sea (ti>) E UT. Entonces T I= ,P, es decir, <p I= ,P. 

Por lo tanto, (ti>) E E¡..,¡ y así UT =E¡.,¡, es decir, UT es principal. 

(<=) Para el lector.O 

Inmediato del lema. 4 es la. siguiente proposición. 

Proposición 4. Sea T ~ F. 

(1) No existen teorías completas sa.tisfa.cibles y 

finita.mente e.xiorna.tizables en la lógica. proposicional. 

(2) L es una red densa. 

Prueba.. 

(1) En caso contrario, tendríamos un enuncia.do satisfacible 

y completo. Esto CXJntradice al lema. 3.2. 

(2) Si L tuviera. un átomo, habría un ultrafiltro principal U. 

Entonces 'Eu sería una. teoría sa.tisfacible, completa. y 

finitarnente axiomatizable .. Contradicción a (1). 

Por lo tanto, Les sin-átomos, es decir, L es densa.O 

Corno L es denso. y contable, se tiene que: 

S(L) es perfecto (de Cantor), 2° numerable, 1 S(L) 1 = 2 1'

y Cs(L) ~ 0. Por lo que existe U E S(L) tal que U es 
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no-principal y es un punto de condensación de S(L). 

De aquí que L no es atómica. L es un modelo de la. teoría 

del orden parcial denso y con extremos, pero que no es 

total. Así ser un orden denso no implica. ser un orden total. 

Tampoco L es completa., ya. que { [p] 1 p E E } no tiene 

supremo. De lo contrario se contradice a. la proposición 4.1. 

S(L) no es extrema.da.mente disconexo, pero BÍ es totalmente 

disconexo, métrico y completo. 

El siguiente cuadro resume los resulta.dos que hemos obtenido 

de álgebras booleanas: 
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B atótnica completa densa S(D) es peñocto S(B) es c.d. 
P(X) Sí Sr No No Sí 

B,. Sí No No No No 
AR(lR) No SI SI Sí Sí 

L No No Sí SI No 

2. La. relación entre tres teoremas importantes. 
Veamos corno se relacionan el Teorema. l, el Teorema IV y 

el Teorema. VII. Para el siguiente resulta.do trabajaremos en 

B 0 ., el álgebra. de Lindenba.um para enunciados. 

'I.eorema IX. Son equivalentes: 

( 1) Teorema. del Ultra.filtro. (Teorema. I) 

(2) Teorema. de Extensión de Lindenba.um. (Teorema. IV) 

(3) Teorema. de Compacidad. (Teorema. VII) 

Prueba.. 

-Teorema del Ultra.filtro <=> Teorema de Ex.tensión de 

Lindcnbaum. 

( =>) Seo. E finita.mente sa.tisfacible. 

Por lo. proposición 2, UE es un filtro propio. 

Por el Teorema. del Ultra.filtro, ha.y un U E S(Bo) tal que Ui:: ~U. 
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Por la proposición 2, E = Euc s; Eu y Eu finitarnente satisfacible 

y completo. 

( <=) Sea U un filtro propio. 

Por la proposición 2, Eu es finitarnente satisfa.cible. 

Por el Teorema de Extensión de Lindenbaum, existe 

E finita.mente satisfacible y completo tal que Eu ~ E. 

Por la proposición 2, U = U:cu s; UE y Ui:: es un 

ultrafiltro en B 0 • 

-Teorema del Ultrafiltro <=>Teorema. de Compacidad. 

(=>) Sea E finitamente satisfacible. 

Por la proposición 2, UE es un filtro propio. 

Por el Teorema. del Ultra.filtro, hay un U E S(B0 ) tal 

que U.,~ U. 

Por la proposición 2, E = Euc s; Eu y Eu tiene modelo. 

En particular, E tiene modelo. 

(<=) Sea U un filtro propio en B 0 • 

Por la proposición 2, Eu es finita.mente satisfacible. 

Por el Teorema. de Compacidad, Eu tiene modelo, 

digamos A. Entonces Eu ~ Th(A). 

Por la proposición 2.7, U= UEu ~ UTb(A.) el cual es un 

ultrafiltro en B 0 .D 

3. Otro espacio de Stone. 
Ya. que B 0 T es un álgebra booleana., podemos construir su 

espacio de Stone SBn T. 

?'Qué relación puede haber entre S 0 T y SB0 T? 

Ant.es de empezar se recomienda. al lector ver la. construcción 

del Espacio de Stone (Teorema IIl), porque los argumentos 

emplea.dos e.hí son similares a loe empleados a continuación. 

Sea T una teoría satisfacible y F n es el conjunto de fórrnulas 
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cuyas variables libres est.e..n entre xb ... ,x.i, para. n ~O. 

Recordemos que S 0 T = { p <;; F n 1 p es un n-tipo en T} 

Sea.. tp E F n· Definimos: 

(<p) = { p E SoT \'PE p} y "Yo= { (<,<>) \ <p E Fo}. 

Veamos las propieda.des de estos conjuntos. 

"Yn es una. subálgcbra de P(S0 T). 

Es claro que "Yn <;; P(S0 T). Sea.n (<p), (.P) E 7 0 entonces 

(<p) n (1/.>) = (cp /\ 1/J), (<p) U (1/J) = ('P V T/J), (<p)º = (~<p), 

(cp) n (~<,<>) = 0 y (cp) u (~<p) = sº T. 
-y0 es base de una topolog(a en S 0 T. 

Es suficiente verificar que U')'n = S 0 T y que si para. 

cualesquiera. (<f,), (1/J) E "Yn y p E (<,<>) n {V,.) entonces 

existe (x) E "Yn tal que p E (X) y (x) <;; (cp) n (T/J). 

En este ca.so (x) = (cp /\ 't/J). 
Le. topología. generada. por -y0 es T-,. = {U-y \ -y .;:::; -y0 }. 

S 0 T es Hausdorft'. 

Sean p #- q E S 0 T. Entonces existe una fórmula. <p E F n 

tal que, por ejemplo, t.p E p y lp ~ q, lo que implica. que 

p E (<,<>), q E (cp)º y (<p) n (<p)º = 0. 

S 0 T es compacto. 

Basta. verificar que 'ln tiene una subcubierta. finita. de Sii T, 

porque "Yn es base de S 0 T, por ser base de la topología. 

de S 0 T. 
De lo contrario, 7*0 = {(<p)º \ <p E F 0 } tiene la pif. 

Afirmamos que H = {{cpj° l <p E F 0 } <;; B 0 T, también, 

tiene la pif. Para. ver esto consideremos que f<p 1Jc E H, 

con i = 1, ... , r. Entonces {tp1)c e 7• iu para. i = 1, ... , r. 

CoJUo --y• 0 tiene la. pif., entonces se tiene que 

(V\ - , 'P1)º = C'P1)ºn •.. n (cp,)< ,¡. 0. 
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Sea. p e(V'f'1)º. Entonces ~V'f'1 E p. 

Por la definición de Up y la proposición 3.3, 

[~ Vr - 1 <p1] E Up y Up es un ultra.filtro en SBn T, el 

cua.I tiene la. pif. Así, /\ '1 _ 1 (<p1j° ~ O. 

Por la proposición 2.8, existe U e SBn T tal que 

{[<pj° 1 <p E F 0 } ~U. 

De esta. manera., ('f'] f1' U, para toda <p E F 0 • 

Por lo tanto, U~ p([<p]), para toda <p E F •. Esto implica 

que U '1c U { p( ('f'] ) 1 ('f'] E B. T } = SBn T. 

Absurdo. Por lo tanto, Sn T es un espacio de St.one. 
Para el álgebra booleana B 0 T, SB0 Tes su espacio de Stone 

y /Jn = {p( (<p]) 1 ('f'] E B. T} es la be.se de SBn T, 

donde p(('f']) = {U E SB. T 1 (<p] E U}. 

Veamos la relación que hay entre S 0 T y SB0 T. 

Proposición 5. Sea •r una teoría satisfacible. 

(1) Sn T es un espacio de Stone, Sn T "" SB0 T y 

BS0 T ~ B 0 T. 

(2) Para p E S 0 T son equivalentes (a)-(d): 

(a) p es principa.l. 

(b) p es un punto aislado en S 0 T. 

(e) Up es un punto aislado en S(B0 T). 

(d) Up es principa.I. 

(3) Todo punto de condensación de 8 0 T es no-principal. 

Prueba. 

(1) Sn T es un espacio de Stone, por lo anterior. 

Para p E S 0 T, par la proposición 3.2, Up E SB0 T. 

Sean p,q e S 0 T. Demostraremos que: p = q "* Up = Uq·(*) 

(=>)Tornemos (<p] E B 0 T. 

(<p] EUp - 'f' E p - 'f' Eq - (ip] e uq·· 
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(<=) Sea <p E F •. 

<p E p - (rp) E Up - (rp) E Uq - <p E q. 
Ahora podemos definir la. siguiente función f:Sn T - SBn T, 

f(p) = Up. Por (•), fes una función inyectiva. 

Sea U E SB0 T. Por la propoeición 3.5, Eu E Sn T. 

Por la proposición 3.7, f(:Eu) = Ui::u =U. Así, fes biyectiva.. 

Vamos a demostrar que f es continua. Para. esto tomamos 

<p E F 0 y verificamos que f · 1 (p((rp])] = (rp). 

p E f ·• (p((rp])] - Up E p((rp]) - (rp) EUp - <p E p 

- p E (rp). 
Por lo tanto, imagen inversa de abiertos es abierto. 

Entonces f es continua. 

Como Sp. Tes compacto y SBn Tes T 2 , fes cerrada. 

Por lo tanto, existe f 1 y f" 1 es continua. 

Entonces fes un horneomorfismo y S 0 T ~ SBn T. 

Por Dualidad, BSn T e! 8 0 T. 

(2) (a) => (b) p es principal. 

Entonces existe <p E Fn ta.! que p =E.,. De esto, p E (rp). 

Si A E Sn T y <p E A, p ~ A, por lo tanto, p = A. 

Así que (rp) = { p } y p es un punto aislado en S 0 T. 

(b) =>(c) Corno r ·• (p ([rp])] = (rp) = { p }, 

p( (rp] ) = { Up }. Por lo tanto, U es un punto aislado 

en SB0 T. 

(c) =>(a) Up es un punto aislado en SBn T. 

Corno fes biyectiva, (rp) = { p }. 

Esto implica que p es principal. 

(e) - (d) Inmediato de la proposición 3.1.1. 

(3) Por las proposiciones 3.3.7 y 3.3.0 

.:. ... 
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4. Tipos principales y no-principales. 
De lo que trata. esta sección es que un tipo principal siempre 

se puede realizar en cualquier modelo de la. teoría, pero un 

no-principal se puede omitir, por un modelo contable de le. 

teoría.. 

Propoaición 6. Sean T una teoría completa. y satisfacible, 

c.p E Fn consistente con T y p E SnT. Entonces: 

(1) T I= 3X<p. 

(2) Si p es principal entonces para. todo A f= T, 

A realiza. a p. 

Prueba. 

(1) Como cp es consistente con T, existen A f= T y ii. E An ta.les 

que A f= <p (a.]. Entonces A f= 3x<p, por lo que 3X<p E Th(A). 

Como Tes completa, T = Th(A) y, por lo tanto, TI= 3X.<p. 

(2) Tenemos que p es principal. 

Entonces existe una c.p E F n tal que p = Eip consistente con T. 

Como p es consistente con T, en particular c.p es consistente 

con T y por (1), T f= 3x<p. 

Sea A una L-estructura cualquiera, tal que A F= T. 

Entonces, A f= 3x<p. 

Por lo que para. algún a. EA" se tiene que A f= <p (a]. 

Sea. .p E p, T I= <p - .p, de donde, A I= <p - .P (a.]. 
Por lo tanto, A I= .P (a.]. Esto significa que A rea.liza a p.D 

Vea.moa qué ocurre cuando un tipo es no-principal. 

En lo que sigue L es un lenguaje formal contable. 

El próximo lema nos dice qué sucede con un conjunto consistente 

que no es principal. 

Lema de Ehrenfeucht, 1958. 
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Sean Tuna. teoría. satisfacible, n >O y E~ Fn consistente con T. 

Si E no es principal en T entonces existe una L-estructura. A tal 

que A I= T, 1 A 1 ~ N0 y A omite a. E. 

Prueba. Lo resolveremos en los siguientes pasos. 

(1) Sea. C = {c• 1 k EN} un conjunto de nuevas constantes 

y L' = L U C. Entonces 1L'I=1L1 ~No. 
(2) Por el lema. 4.2, podemos numere.r varios conjuntos en 

L'. En particular nos interesa tener numerados a. loe siguientes 

conjuntos: en, los enunciados, todas lo.a fórmule..s con una. y 
n varia.bles libres en L'. 

Sea Cº = {ck 1 k E N} una enumeración fija de todas las 

n-ada.s de e y ck = (ct, ... ,c:J es la. k-ésima n-ada de en. 
(3) De la prueba del Teorema de Extensión de Hcnkin tenemos 

que existe un conjunto de enunciados T' finitamente satisfa.cible 

y con testigos en L' tal que T ~ T'. 

En este caso C es un conjunto de testigos para. T' y T' = 

Ur e NTn donde Ta = T y Tr+l = Tr + 3xcpr(x)- <Pr(~), 

para alguna. Cr E C, la. cual no ocurre en Tr· 

(4) Construimos una familia. de conjuntos finita.mente 

satisfa.cibles de enunciados en L' {Ak}1r. e N tales que 

A" ~ Ak+1 y Ak+1 = A1r. + .....,uk+1(C1r.+1). para. alguna. 

fórmula. a1r.+1 E E y C1r.+1 E en. 
Definimos A 0 = T', el cual es finita.mente satisfaciblc, por (3). 

Hipótesis de Inducción: Suponemos que Ak ha. sido 

construido y que es finita.mente sa.tisfacible. 

Vamos a construir ~lr.+l· Lo ha.remos en dos etapas: 1y11. 

( l) Sea. Ck+l E en fijo. Demostraremos lo siguiente: 

{ 

existe una. V-fórmula. ..P ta.1 que: 
(*) A• I= ..p y 

para toda. <p E F 0 , A• f= <p(c•+i) - TI= ..P -+ <p(c•+1 ). 
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Para la primera afirrna.ción de (*) consideremos que 

A. I= <p(<:•+1); Por H.I., observamos que 

~k = T' + { --iu1(C1), ... , --.uk(ck) } es una extensión finita de T'. 

Por el Teorema de la Deducción (TD) y exportación-importación: 

T' I= ¡\~ _ 1 ~u,(c1) - <p(c•+1 ). 

Por el Lema de Finitud y la construcción de T', existe 

r EN tal que: T. I= ¡\~ _ 1 ~u,(c1) - <p(co•+1). 

Pero "rr es una extensión finita de T. Estar no depende de <p, sino 

más bien depende de -,u1 (ci), ... , -.uk(Ck) y de Ck+l los cuales 

estan fijos, por hipótesis de inducción y la hipótesis de Ck+l • 

Por el TD y exportación-importación: 

( .. ) T I= (J\í _ 1 (3x<p1 - 'P¡(c¡)) A ¡\~ _ 1 ~u,(c1)) - <p(c•+i) 

El número de constantes nuevas que ocurren en el antecedente 

de la implicación (**) es finito y, posiblemente, incluyen a las 

constantes de Ck+t. Sean C¡, ••• .,cm, con rn ~ n. En esta lista se 

incluyen las constantes que ocurren en C¡, ... ,Ck,Ck+l y todos los 

testigos que ocurren en (**). 

Consideremos la siguiente fórmula: 

x(c¡, ... ,c,,,) = J\í;.. 1 (3x<p¡ - 'P¡(c¡)) A ¡\~ _ 1 ~u¡(c¡). 

Reescribimos (**) como: T I= x(c1, ... ,cm) - <p(c•+ 1). 

Por el TD y Lema. de Constantes, GE: 

T t= 3xn+l···3xm x(c¡, ... ,<;.,Xn+lt•••txrn) - cp(Ck+1),; 

considerando que Cn.+1 1 ••• ,ci::n no ocurren en Ck+l· 

Sea 1/J = 3xn+l···3xm x(c11•••1Cn,Xn+l1•••,xm) en la. irnplicación 

anterior. Es claro que 1/J es una. L'-fórmula. y obtenemos que 

(***)TI= 'l/J - <p(c•+1). 

Corno A• I= J\í _ 1 (3x<p¡ - <p¡(c¡)) A ¡\~ _ 1 ~u,(c,). 

Entonces, A• I= x(c,, ... ,cm). 

Por GE resulta que 6• I= 3x0 +1···3xm x(c¡, ... ,c,,,x0 +1•···•xm), 
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es decir, A, \=..p. 
Ahora verificarnos le. segunda. afirmación de (*) 

(-)Por construcción de ..p. 
(<=)Por (***), T l= ..µ - cp(c•+1). 

Pero T ~A, entonces A, \= ..P - cp(ck+1). 

Por la. primera. afirmación de (*), A, \=..µy por Modus 

Poncns obtenemos A1r. \= tp{C1r.+1 ). 

( 11 ) De (*) sabemos que A, \= ..p. 
Por Hipótesis de Inducción, Ak es finita.mente satisfa.cible. 

Por lo tanto, A1r. JI= --...p, lo que implica. que T )= ....... ..µ. 
Esto significa. que 1/J es consistente con T. 

Como E no es principal, existe u E E tal que 

T ){= ..µ - u(c•+1). Por(*), A, ,f= u(c•+t)· 

Entonces A1r. + -,u(C1r.+1) es finita.mente sa.t.isfa.cible. 

Sca.n U1r.+1 = u Y A1r.+1 = A1r. + -.uk+l (Ck+l ). Es !!lp.ro 

que A1r.+ 1 es finita.mente sa.tisfaciblc y que Ak s; A1r.+1· 

(5) Si A = U1r. E NA1r. entonces A es finita.tncnte sa.t.isfa.cible, 

por la. proposición 4.4.3. 

(6) Por el Tcorerr.,a. de Extensión de Lindenbaum, existe un 

conjunto de enuncia.dos r tal que r es finitrunente sa.tisfacible, 

completo y A~ r. Por el lema 4.4, r tiene testigos en L". 

(7) Por el Teorema. VI, existe una L 11-estructuro. B tal que 

B \= r, \ B \ :5 N., y para. cualquier b E B e><istc e E C te.l 

que c 8 = b. 

(8) Sea. A = B rL. 

Entonces, por la. proposición 4.5.3, A \= T y \ A \ :5 l-lo. 

(9) Afirmamos que A omite a E. 

Sea ü. E Aº. Entonces, por (7), existe e E Cº tal que e('- =a¡, 

para i = 1,2, ... ,.n. 
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conjunto de tipoe principales <=O- para todo A F= T, A rea.liza. 

a Pk 1 pe.ra. toda. k E N. 

Prueba.. 

(=>) Inmediato de las proposición 2. 

(-<=)Por reducción al absurdo y el Teorema X.O 

Corolario 3. Sean T une. teoría. satisfa.cible y completa.. 

Entonces, { P• 1 P• E s •• T, pare. toda k E N } es une. fe.rnilie. 

de tipos no-principales en T ~existe una. L-estructura. A tal 

que A I= T, 1 A 1 :5 N., y A omite a Pk• para toda k EN. 

Prueba.. 

(=>)Inmediato del corolario l. 

(<=)Inmediato del Teorema X.O 

Corolario 4. Sea T una. teoría. sa.tisfacible y completa.. 

Entonces, { P• 1 P• E s •• T, para toda. k E N } es un 

conjunto puntos aislados en el espacio de Stone de T ~ pe.re. 

todo A l= T, A rea.liza a. P1u para toda. k e N. 

Prueba. Inmediato de las proposiciones 5.2, 6.2 y del corolario 2.D 

Corolario G. Sea. T una. teoría. satisfacible y completa.. 

Si { P• 1 Pk E s •• T, para toda k EN} es un conjunto de puntos 

de condensación en el espacio de Stone de T entonces se cumplen: 

(e.) pare. toda. k E N, Pk es no-principal. 

(b) existe une. L-cstructure. A tal que A I= T, 1 A 1 :5 Na 

y A omite a. Pk, para toda. k E N. 

Prueba. 

(a.) es inmediato de la proposición 3.3.8. 

(b) se sigue de (a) y del corolario 3.0 

Corolario O. Sea T une. teoría. sa.tisfacible y completa. 

Si { Pk 1 Pk E S 0 • T, para toda k EN} es un conjunto me.gro 

en el espacio de Stone de T entonces existe una. L-estructura 
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A tal que A I= T, 1 A 1 S N0 y A omite a p., para toda k E N. 

Prueba. Inmediato de la proposición 3.1.6 y el corolario 3.0 
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CAPÍTULO 6 

TEORÍA DE :MODELOS 

Veremos la manera en que se pueden relacionar los modelos de una teoría. 
dada, obtendremos un modelo a partir de otros, en especial veremos 
la construcción del ultra.producto y cara.eterizamos la el.a.se de modelos 
de una teoría y de una teoría finit.n.rncnte axiomatizable por medio de 
ultra.productos y ultra.potencias. Con ultra.productos proba.Illos un 
teorema debido a A. Robinson. 

Relaciones entre Estructuras 
Definición 1. Sean L un lenguaje formal y A,B unas L-estructura.s. 

(a) A es una subestructura de B (A ~ B) "* se cumplen: 

(i) A~ B, 
(ii) cA = c 8 , para toda constante e de L, 

(iii) pA = pB r An' para. todo predica.do p de aridad n de L y 

(iv) f" = f" í A•, para todo símbolo funcional de oridad n de L. 

(b) A es una subestructura elemental de B (A;:$ B) <=>se cumplen: 

(i) A~ By 

(ii) Para cualesquiera. L-fórmula rp y s E w A se tiene que: 

A I= <p[s] "* B I= <p [s]. 

(c) A y B son elementalmente equivalentes (A"" B) "*para 

todo enunciado <p, A I= <p "* B I= <p. 

(d) bes un homomorfismo de A en D ( h:A - B) <=>se cumplen: 

(i) h:A- B, 

(ii) h(cA) = c 8 , para toda constante c de L, 

(iii) h(fA(a1 ••• a.u)) = f"( h(a1 ) ••• h(a.,.)) para todo símbolo funcional 

de arida.d n de L y 
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(iv) PA(a, ... a.,,) => P 11 (h(a1 ) ••• h(a.,,)), para todo predicado P de 

aridad n de L. 

(e) h .. una inm ..... ión elemental de A en B (h:A ex B) - se 

cumplen: 

(i) h es un homomorfismo. 

(ii) Para cualesquiera ip fórmula y s E w A, 

A I= ip[s] - B I= ip[h o s]. 
(f) A - puede au1Dergir en B (A oc B) - existe h:A oc B y h es 

una inmersión elemental. 

(g) h - un iao1Dorftamo de A en B - h es biycctiva. y h, h · 1 

son homornorfisrnos. 

(h) A es Ülo1Dorfo a B ( A 9! B ) - existe un isomorfismo h:A -+ B. 

Ejemplos. 

-La función lA.: A -+ A, definida por lA.(x) = x, es un isomorfismo 

y, por tanto, A ~ A. 
-Para A = (N,$) y B = (Z,:$), se tiene que A ~ B. 

Pero si ip = 3x'o'y Pxy (hay mínimo) entonces A I= ip [s] y B J/=ip [s], 

donde s(i) = O, para toda i E N. 

Asr, At:;S B, A fe B y i,.: A -+B (la inclusión) es inyectiva, pero no 

es una inmersión elernentaL 

Sean A., D ~tructuras, h:A - D y s E .., A. Entonces h o B e .., B. 
La dernoetración de las proposiciones 1,2 y 5 son bá.sica1Dente técnicas 
y quedan a cargo del lector. 

Propoeición 1. Sean L un lenguaje formal, A,, D unas L-estructura.s, 
A ~ O, 1/.1 una L-fórmula sin cuantifica.dores y s E .., A. Entonces: 

(1) Si t = t(x) es un término entonces t"'[s] = t 8 [s]. 

(2) A I= ,P[s] - B l= t/J[s]. 
(3) Si A l= 3X1jl entonce& B l= 3X1jl. 

(4) Si B l= 'o'x,P entonces A l= 'o'x,P.D 

124 



RELACIONES ENTRE ESTRUCTURAS 

Pro-icidn 2. Sean L un lenguaje formal y A, B unas L-estructuras. 

(1) Si A.::$ B entonces A = B. 

(2) A = B - Th( A ) = Th( B ). 
(3) "="es una relación de equivalencia.O 

Pro-icidn 3. Sea T una teoría. 

T es completa <=> para cualesquiera I..r-estructurae A .. D, 

si A, B I= T entonces A = B. 

Prueba. Por contra.positiva. 

(1) (-)Sean A, B I= T. Supongamos que A fe B. 

Entonces hay un enunciado V' tal que A I= T + V' y B I= T + ~v>
Por lo tanto, T es incompleta. 

(.-)Sea T incompleta. 

Entonces existe un enunciado V' tal que T )= V' y T )= ~<¡>. 

Esto significa que existen L-estructuras A,B tales que A I= T + V' y 

B I= T + ~<p. Lo que implica que A fe B.o 

Proposición 4. Sean A, B unas L-eetructurae, h:A --+ B y s e w A. 
Entonces: 

(1) Si hes un ho1nomorfismo y tes un tifu'mino entonces 

t"'[s] = t 8 (h os). 

(2) Si h es un homomorfismo h[A) <;;; B y h-1 (B) <;;; A. 

(3) Si h es una inmersión entonces h es inyectiva, h[A) ;::$ B y A = B. 

(4) Si h y g:B--+ C son homomorfismoe eQtoncee g o C :A--+ Ces un 

homomorfismo. Lo mismo sucede para inmersiones e isomorfismos. 

(5) Si h es biyectiva entonces, h es un isomodiemo - se cumplen (i), 

(ii), (iii) de la definición l.d y además, 

(iv') J>A(a¡, ... ,-) - P 8 (h(ai), ... ,h(-)). 
(6) "e!" es una relación de equivalencia. 
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Prueba. (1),(2) y (4) son para el lector. 

(3) Por (2), h[A] i;;; B. Sean cp una fórmula, s E w A y h o s E wh[A]. 

Entonces existen a 1 , ••• ,a,,. E A tales que h(a¡) = b 1, para 1:5 i :5 m 

y se tiene: h[A] I= <p [h os] - A I= <p [s] - B I= <p (h os]. 

Sea h(a) = h(b). Entonces D I= (x = y)[h(a),h(b)]. 

Como hes inmersión elemental, A I= (x = y)(a,b], es decir, a= b. 

Con esto h es inyectiva. 

(5) (Recuerde la propOHición 2.3.3) 

(=)Como h· 1 es homomorfismo, el regreso de (iv') se cumple. 

( <=) Ya que h es biyectiva, existe h" 1 • 

Falta verificar que h- 1 es un homomoriismo. 

Para a EA y b E B, se tiene que: h" 1 (b) =a - h(a) = b. 

h" 1 (c8) = h" 1(h(cA)) =c ..... 

h"1 (P'(b., ... ,bm)) = h" 1(fB(h(a,), ... ,h(a,,,))) = h" 1 (h(fA(a, .... ,am))) = 

fA(a., ... a,,,) = f"'(h" 1 (b1), ... ,h· 1 (bm))• 

Por (iv'): P 8 (b,, ... ,bm) = PA(a1 , ••• ,a,,,). 

Es decir, P"-(h" 1 (b1 ), ••• ,h·1 (bm)). Esto prueba que h"1 es un 

homomorfismo y por tanto, hes un ieornorfi.srno.D 

Veamos el concepto de satisfacción a travé8 de homornorfisrnos. 

Propoeición 5. (Satisfacción a través de homomorfismos) 
Sean A, D ~tructuras, h:A - D un homomorfismo, s E w A y cp 
una fórmula.. Entonces: 

(1) Si cp no tiene cuantificadores, ni loe símbolos R:$ y--. entonces 

( • ) A I= <p (s] - B I= cp [h o s]. 
(2) Si h es inyectiva y <p no tiene a loe súnboloe "--," y ''3 " 

entonces ( * ) se cumple. 

(3) Si hes suprayectiva y t.p no tiene a lcm símlx>l0&"F::::t" y"--," 

entonces ( • ) se cumple. 

(4) Si hes biyectiva entonces ( •) .., cumple.O 
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En la siguiente proposición veremos cómo se relacionan los modelos 
de una. teoría y sus n-tipoe con subestructuras elementales, 
inmersiones elementales y homomodismoe. 

Propoaición O. Sean L un lenguaje formal, Tuna teoría., E~ Fn, 

pe SnT, A, D L-estructuras. Entonces: 

(1) Si A ~ B entonces A "" B y A oc B. 

(2) Si A I= T y A;:::i B, A ex B, A "" B o A e! B entonces B I= T. 

(3) Supongamos que A realiza a E. 

Si A;:::í B, A ex B o A e! B entonces B realiza a E. 

(4) Sea A I= T y supongamos que A realiza a p E S 0 T. 

Si A;:$ B, A oc: D o A ~ D entonces D realiza a p. 

(5) Si A, B l= T, A Tealiza a E, B omite a 'E y 'E es principal 

entonces T es incompleta y A F B. 

Prueba. 

(1) Corno A ~ B, existe h:A-D isomorfismo. 

Sean cp un L-enunciado y s E ""'A. Por la proposición 5.4, se tiene: 

A I= cp [s] - B I= cp [h o s]. 
Pero cp es un L-enunciado. Entonces, A l= cp <* B I= cp. 

Por la proposición 5.4, h es un inmersión elemental. Así A <X D. 

(2) Inmediato de las definiciones y (1). 

(3) Corno A realiza a E, existe ii. E A 0 tal que para toda cp E 'E, 

A I= cp [ü.]. 
Si A;:::í B entonces B I= cp [ii.]. 
Si A oc: D entonces existe h:A - D element.al y, por lo tanto, 

B 1= cp [h(ü.)]. 
Si A ~ D entonces h:A - e isomorfismo y, por lo tanto, 

B 1= cp [h(ü.)]. 
En cualquier caso B reo.liza a E. 
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(4) Inmediato de (3). 

(5) Como E es principal entonces7 para alguna cp E F 0 , E= E\P. 

Como B omite a.·E, D omite a cp. Entonces B Jf= 3xcp(x). 

Ya que A rea.liza. a E, A realiza a. cp. Entonces A I= 3Xcp(x). 

Claramente A fe ll y A µB. Por la proposición 3, Tes incompleta.O 

En la. proposición 6.5, la. hipótesis de que E no es principal es importante. 
En el apóndice 2, ha.y un contraejemplo n este resulta.do, si tal hipótesis 
fa.Ita. Para. más detalles ver [1], [2], [3] y [5]. 

Ultraproductos 
Veremos la construcción del ultraproducto y algunas de sus propiedades. 
Tal construcción fue hecha por el rna.temático polaco Jerzy Lo§, 

Lo haremos en los siguientes pasos. 
Paso 1.. Sean 1 ~ 0 y {A1}i e 1 una. familia de L-estructuras. 
Por el AE, A = II1 e 1 A, = {g J g : 1 - U1e 1Ai, g(i) E A1}~ 0. 
Tenernos que, para. cada j E 1, las funciones proyección definidas como 
pr¡:II¡ e¡ A1 - A;. pr¡(f)= fU) es suprayectiva. 
Paso 2. Corno I =::/:- 0, por AE, hny un ultra.filtro U de l. 
Paso 3. Para g,h eA, definirn08 el igualador' de g y h como: 
[g,h] = {i E 1 J g(i) = b{i)}. Es claro que [g,h] ~l. 
Paso 4. Sean g,h E A y U el ultra.filtro de 1, dado en el paso 2. 
Definimos: ges U-equivalente a h (g ~u h) *> [g,h] E U. 

LeHla 1. -u es una relación de eqaivalencia. en A. 
Prueba. Inmediato de: [g,g] = 1, [g,h] = [h,g] y [g,h] n [h,k] ~ [g,k].o 

Paao 5. A / U = {[g] J g E A} es el conjunto cociente, donde [g] es la. 
el.a.se de equivalencia. de g E A. 
Definimos en A / U las siguientes relaciones y operaciones: 

cA/U = [s"] , donde g" (i) = e"•, para toda i E l. 

fA/U([g,j, ... ,[g,,,]) = [hj *> {i E 1 J fA'(g1(i), ... ,g,,,(i)) = h(i)} E U. 

pA/U([gi], ... ,[gm]) *> {i E I J A1 I= P(x,, ... ,xm)[g1(i), ... ,g,,,(i)]}E U. 

Veamos que estas relaciones y operaciones en A / U esta.n bien definidas. 
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Le1na 2. Para. cada. k E {l, ... ,m}, sean g,n~'E A ta.les que gk ...... u~'. 
Entonces: 

(1) fA/U([gt], ... ,(g.,.)) = fA/U((g, '], ... ,(g,,, ')). 

(2) pA/U ((g.J, ... ,(g.,.]) - pA/U((gt '], ... ,(gm ']). 

Prueba. 

C...omO gk .....,u gk', (gk 1~'] E U, para lS k :5 m. 

Entonces, II = nk_"- 1 (gk 1~ 1] E U. 

(1) Sea i E 1:1 => gk(i) = gk'(i), para. lS k S rn. 

Entonces, f"•(g,(i), ... ,g,,,(i)) = f"•(g;(i), ... , g;,,(i)), 

y BSÍ, i E {i El\ f"•(g1(i), ... ,g,,,(i)) = fA•(g'1(i), ... , g;,,(i))}= 

[f"•(g,(i), ... ,g.,(i)), f"•(g;(i), .. ., g;,,(i))], 

esto es, He;;; [fA•(g1(i), ... ,g.,(i)), f"•(g;(i), ... , g;,,(i))], 

por lo tanto, tenemos que: 

(f"•(g1(i),. .. ,g.,(i)), fA•(g;(i), ... , g;,,(i))] E U, 

es decir, [f"•(g1(i), ... ,g.,(i))] = [f"•(g;(i), ... , g;,,(i))]. 
As!, obtenernos: fA/U([gt], ... ,[i;.]) = fA/U([g1 '],. .. ,(g,,, ']). 

(2) Sea. i E 11. Entonces g.(i) = g.'(i), para lS k S rn. Así, 

{ i El 1 A1 I= P(x,, ... ,x.,)[g,(i), ... ,g,,,(i)]} = 

= { i El 1 A1 I= P(x¡ , ... ,xm)(g, '(i), ... ,g,,, '(i)]}. 

Así que, si pA/U ([gt], ... ,[g.,)) entonces 

{ i E l 1 A 1 I= P(x,, ... ,x.,)[g, '(i), ... ,g.u '(i)]}E U. 

Por lo tanto, pA/U([g1'], ... ,[i;u,')) y recíprocamente.O 

PBBO O. Por el lema 2, tenemos una nueva L-cstructura, llamada. el 
Ultraproducto, denotado por Il1e 1A1 /U. 
Notamos que 7f: n 1 E 1A1 - Il1 e 1 A¡/ u, es suprayectivo., lo que 
implica que, por el AE, 1 TI¡ e 1 A1/ u 1 s 1 n, e 1 A1 I· 
En el caso de que A1 = A, para toda i E 1, se tiene la Ultrapotencia 
de A (A1/ U). 

Ahora vea.rnoe para. qué sirve el ultra.producto. 
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Sean s = ([g¡], eN) e w(n, e 1 A, / U); [h] e n, E 1 A, / U; j e I, 
k e N y <p una L-fórmula. 
s(k/[h]) = ([g.J, ... ,[g¡..i],[h],[gk+iJ, ... ) e w(n, e 1 A1 /U), es la 
sucesión obtenida des al sustituir [g¡.] por [h]. 
Definimos sU) = ([g,(j)]), e N = ([g,(j)],[g2(j)], ... ) ew(II1 e 1 A 1). 

Verifique el lector que s(k/[h])(j) ·= s(j)(k/h(j)). 
Definimos A.,, = {j e I 1 A¡ I= <p [s(j)]}. Es claro que A.,, ~ l. 
El siguiente lema ayudará en la prueba del Teorema XI y su demost.ración 
es mer8.1Tlente tl:cnica. lo que significa. que queda. para el lector. 

Lema 3. Sea A.,, = {i e I 1 A 1 I= <p [s(i)]}. Entonces: 

(a) A,¡,,..,. = A.,, n A.,. . 

(b) A~.,,= A~. 

(e) Sea <p = 3xk'IÚ· Entonces, 

A.,, = {j e I 1 existe [h] e II, e 1A1/U tal que A, I= <p [s(k / [h])(j))}.D 

El siguiente resultado se debe a Loa, 1955. 

Teorema XI .. '1.Coren1n. de LoA o del Ultraproducto. 
Sean I =¡I:. 0, U un ultrafiltro de I, {A1}1 e 1 una familia. de L-est.ruct.uras, 
<puna fórmula y se w(n, e 1 A1 /U). Entonces: 

(1) II, e 1 A, / U I= <p(s] *> {i e I 1 A, I= <p [s(i)]}e U. 

(2) Si cp es un enunciado entonces 

TI¡ e 1 A, / U I= <p $> {i E I 1 A, I= <p}E U. 

Prueba. 

(1) La prueba. se hará por inducción en fórmulas. 

Sea B = II, e 1 A, / U y s = ([g,]) e w(II1 e 1 A, / U) 

Lo que demostraremos es que: B I= <p[s] $> A.,, E U. (*) 

Veamos el ca.so cuando cp es atómica. (*) es ciert~ para <.p por la 

construcción del ultra.producto 

Hipótesis de Inducción (HI), (*) se cumple para. 1,Ú y X L-fórrnula.s. 

Supongamos que·cp = 1/,J A X· 
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B I= t/.> /\ X (s] <* D I= t/.> (s] y B I= X (s] <* 

por lil y por el lema 3.a, A.,. n Ax E U. Por lo tanto, A,¡,"" E U 

Ahora el caso de que cp = -.,µ. 
B I= ~ti.> (s] <* B k= t/.> (s] <*A,¡, ,E U, por H.I.<* 

por ser U ultrafiltro y por el lerna 3.b, A ..... y,. eU. 

Finalmente el ca.so cuando cp = 3xk1J.i· 

B 1= 3xktP (s] <=? existe (h] E B 

tal que D I= t/.> (s(k / (h]]<* por H.I., A,,, eU. 
Es decir, por el lema 3.c, A:u: .. w eU. 
(2) Inmediato de (l).D 

Cuando A= A1, para toda i E I, tenernos la siguiente función diagonal 
d:A - A 1 , d(a) = g", donde g"(i) =a, para toda. i E I. 
Veamos algunas propiedades de estos conceptos. 

Proposición 7. Sean L un lenguaje formal, I '# 0, {A1} 1 e 1 una. familia. de 
L-cstructuras y U un ultrnfiltro de I. Entonces: 

{1) Si E es un conjunto de enunciados y A, FE, para toda i E I 

entonces Il1 e 1 A, / U I= E. 

(2) Si U es principal entonces existe j E 1 tal que 111 " 1 A1 / U ~ A¡ 

(3) Si A= A1, para toda i E 1 y d: A - A 1 /U, d(a) = 7r o d (a)= 

[g-]. Entonces, d. es una inmersión elernental y A 1 /U = A. 

(4) El Teorema de Lo§ implica al Teorema. de Compacidad. 

Prueba. ... 
(1) Inmediato del Teorema Xl.2. 

(2) Como U es principal, existe j E 1 tal que U= {J !:; 1 1 j E J}. 

Entonces, f-u g <=? {i E 1 1 f(i) = g(i)} E U<=? IU) = gU), es decir, 

I -u g <* IU) = g(j) (*) 

Definirnos F:Il¡ e 1A1 / U - A¡, F((t]) = f(j). 

Por (*), Fes una función inyectiva. Es claro que F e:s suprayectiva.. 

131 



ULTRAPRODUCTOS 132 

Veamos que F es'una homomorfismo. 

_pJAo I U([gt], ... ,[g,,J) = [h] = fAi(g1 (j), ... ,g,,(i)) = h(j). Por lo tanto, 
F(f"Ao I u((g.J, ... ,[g,,])) = F([h)) = h(j) = fAJ(g1 (j), ... ,g,,(j)) 

f"' (F([g1 )), ••• ,F([g.])). 

p11Ao I U ([g.J , ... , (g,,]) - pA¡ (gl (j) , ... ,g,, (j)) <=> 

pA¡ (F([g.J), ... ,F([g.))). 

F(c11"• I u) = F([g>]) = g'(j) = cA', por el pa.so 5 de la construcción 

del ultraproducto. 

Así Fes un isomorfismo y Il¡ e 1A1 /U~ AJ· De hecho rr o F = prJ. 

(3) Seas E w(A1 / U) y <p un enuncie.do. 

A f= <p[s] - {i E I J A f= <p [s]} E U <=> 

A 1 / U 1= <p [s] - A 1 / U I= <p[d o s], por el lema 3.3. 

(4) (More!, Scott y Tarski, 1958) 

Sean E un conjunto de enunciados finita.mente satisfacible. 

P.D. E tiene modelo. 

Consideremos a J = { Eo ~ E 1 Eº es finito} como un conjunto 

de índices. Formamos n• = {A E J J n !;;; A}, paran EJ. 

Entonce.. O* !;;; I, n• ""' 0, pues n E n•. 

Sea H = {O* J n E J}!;; P(J). Afirmamos que 11 tiene la pif. 

Por hipótesis., para cada n E J, existe Bn f= n. 
Sean n1 , ... ,ílr E ll. Para 1:$ j $ r: !lJ ~ Uf - 1 ni, es decir, 

ur _ 1n, E íl1*· Esto implica que: Uf_ 1í21 E nf _ 1!l1* y 
por lo tanto, n¡ _ 1 01* ¡F: 0. Así, lI tiene la. pif. 

Entonces existe U ultrafiltro de J tal que H i;; U. 

Consideremos el ultraproducto A = n,,. E l e,,. / u. 
Afirmamos que A I= E. En efecto, sea u E E . 

Para cualquier A E u•, BA f= u, por lo que u•·i;;; {A E J J B.o. f= u}. 

Pero u* E U, entonces, {A E J J B,,. f= u}E U. 

Por el Teorema XI, A I= u. Finalmente A I= E.CJ 

Consulte [2}, [4], [5] y [14] para más información. 
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Aplicaciones 

1. Deflnibilida.d. 
Dada una estructura. podemos definir subconjuntos de ésta por medio 

de fórmulas. 

Dcftnición 2. Sean A uno. L-estructura y B ~A". 

B es deftnible en A <=> existe cp E F n tal que: 

B = {b EN 1 A l= cp (b)}. 
Si B es definible en A por medio de cp entonces lo denotaremos por 

Acp =B. 

Ejemplos y comentarios. 

0 es definible por medio de cp(x1 , ... x 0 ) = xi fa X1. 

A" es definible por 1/J(x1 , ••• ,xn) = x 1 F:::s x 1 V ... V Xn F::::S Xn• 

Si Acp = AtfJ entonces A F= cp,....... 1/.J [a.] 1 para toda. O. E A"., es decir., 

A l= Vx(cp - 1/J) y Vx(<p - 1/J) E Th(A). 

Sea. D 0 (A) = {B ~ A" 1 Bes definible en A} ~ P(A"). 

Proposición 8. Sea. A una. L-estructura. y T = Th(A). 

(1) Acp = A.1/J = <p ~T 1/J. 
(2) D 0 (A) es un álgebra. booleana, 1 D.(A) 1 $ 1 Fo 1 y 

1 D.(A) 1 $ 2IAI". 

(3) B 0 T ~ D 0 (A) y S 0 T = SD.A. 

Prueba.. 

(1) ( =>) Por contra.positiva.. 

Si cp /--T1/J entonces existe ii E A" tal que A Jf=cp +-> 1/J [ii]. 
Así A.<p #' ,...,,,_ 
(<=)Como cp ~T 1/J entonces para toda. ii eA•, Al= cp _,,, [ii]. 

Entonces, ii E Acp - A l= 'P [a] - A l= 1/J [ii] - ii EA. 1/J. 
Así, Acp = A.1/J. 

(2) Pe.re. cp,1/J E F n verifíquese: 
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A(ip V ..p) = A.ip U A..p, A(ip /\ ..p) = A.ip n A..p, A.(~ip) = (Aip)•, 

A(<P /\ ~ip) = 0 y A(<P V ~<P) = An 

(3) Sea. h:Bn T - D 0 (A), h([ip)) = Aip. 

Por (1), hes una función inyectiva., Por definición, hes suprayective.. 

Por la. demostración de (2), hes un homomorfismo. 

Así hes un isomorfismo entre álgebras booleanas. 

Corno Dn(A) es un álgebra booleana.. 

n.ccordcrnos que: 

SDn(A) = { U !;; Dn(A) 1 U es un ultra.filtro en Dn(A)} 

Por el Teorema. 1, SDu(A) ~ 0. Para <p E Fn, definimos: 

(A<p) ={U E SDn(A) I,._ <p E U} y /30 = {(Aip) 1 <p E F 0 }. 

Entonces SDnA Os un espacio de St.one, como en el 'l.""'eorema. lll. 

Por la proposición 5.5, Sn T <::: SB0 T y por Dualidad SBn T <::: SDnA. 

Por lo tanto, Sn T ~ SDnA.D 

2. Clwoes Elementales. 
Por un pa.r (I,U) se entiende que U es un ultra.filtro de I ,¡, 0. 

Sea L un lenguaje formal. 

Designarnos con lK. a. la clase de todas las L-estructuras .. 

. •' 
Definición 3. Sean K ~ IlC. y E un conjunto de eñ.uncindos. 

(a.) Mod(E) = { A E lK \ A I= E} 

(b) Th(K) = {<p 1 <pes un enunciado y para toda A E K, A I= <p }. 

Tenernos las siguientes propiedades de estos objetos. Es importante 

advertir que las "clases" de las que cstn.mOH hn.bla.ndo uo 80n conjuntos, 

pero que se comportan como tales, por lo pronto en lo que veremos. 

Lema 4. Sean 1-I, K ~ ne y E, ~ conjuntos de enunciados. 

(1) Si E s;;; A entonces Mod(A) s;;; Mod(E). 

(2) Si H s;;; K entonces Th(K) !;; Th(H). 
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(3) K s.; Mod(E) <=> E s,; Th(K). 

(4) K s.; Mod Th(K) y E s.; Th Mod(E). 

(5) Mod(H U K) = Mod(H) n Mod(K) y 
Th(E U A) = Th(E) n Th(A). 

(6) Mod(H) u Mod(K) s,; Mod(H n K) y 

Th(E) U Th(A) s,; Th(E n .A). 

(7) Mod Th Mod(E) = Mod(E) y Th Mod Th(K) = Th(K). 

(8) Cn(E) = Th Mod(E) y Mod(Cn(E)) = Mod(E).D 

Da.da. una teoría, queremos saber si la clase de todos sus modelos se 

puede caracterizar de alguna. forma. Los siguientes conceptos de clase 

elemental y clase elemental en sentido amplio se deben a. Tarski, 1950. 

Definición 4. Sean K ~ IK y E un conjunto de enunciados. 

(a) K es una clase elemental ( EC ) <=> existe un conjunto finito de 

enunciados E tal que K = Mo<l(E). 

(b) K es una clwoc clcn1cntal en sentido a1nplio (EC,,.) <=>existe 

un conjunto de enunciados E tal que Mod(E)" = K. 

(e) K es cerrado ha.jo equivalencia clcrncntal (==:) ~ paro.. toda 

A,D E llC, si.A:::;. D y A E K entonces D E K. 

(d) K es cerrado bajo ison><>rflsmo (9() <=>para. toda A,B E llC, 

si A 9( B y A E K entonces D E K. 

(e) K es cerrado bajo ultra.productos <=> para cualesquiera 

(I,U) Y {A1he ¡ s.; K, IlA1 e i/ U E K. 

(f) K es cerrado bajo ultrapotcncias <=>para todos (I,U) y 

AEK,A1/UeK. 
Observaciones. Sea K s;;;, llC. El complemento de K es Kc = IK-K. 

Escribiremos: "KE EC'', si K es una clase elemento.1; "K E ECA'', 

si K es una clase elemental en sentido amplio. 

Lema. 5. Sean K ~ llC y E un conjunto de enuncia.dos. 
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(1) Ke EC,. - K = Mod Th(K). 

(2) Si K e EC entonces K E EC,.. 

(3) K E EC <*existe un enunciado <p tal que K = Mod(<p). 

(4) K e EC - Kº e EC. 

(5) Si K es cerrado bajo = entonces K es cerrado bajo 9".. 

(6) K es cerrado bajo = (s.<) <* Kº es cerrado bajo ==: (e!). 

(7) Si K es cerrado bajo ultraproductos entonces K es cerrado 

ha.jo ultra.potencias. 

(8) Si K es cerrado bajo = y ultra.potencias entonces Kª también. 

Prueba. 

(1) (=>)Inmediato del lema 4.7. 

(<=)Sea E= Th(K). 

(2) Inmediato de la definición 4. b. 

(3) Si E = {cp¡, ... ,cp0 } entonces basta t.oma.r cp = cp 1 /\ ••• /\ cp0 , por 

la proposición 4.2.3. 

(4) Verifíquese que Mod(~'P) = Mod(<p)º. 

(5) Sean A,B L-estructuras tales que A 9< By A e K. 

Por la proposición 5.1, A= D. Como K es cerrada bajo:::::, BE K. 

(6) (<=) Sean A,B L-estructuras tales que A 9< By A e Kº. 

Supongamos que B </o Kº. Entonces B e K. 

Como K es cerra.da bajo =, A E K. 

Por lo tanto, K n Kº # 0, absurdo. 

( <=) Similarmente. 

(7) Obvio. 

(8) Esto se sigue de (6) y la proposición 7.5, A = A 1 / U.o 

Usaremos el siguiente resultado, demostrado por J. Keisler (1961), 

con la HGC y por S. Shelah (1971), en su versión general. 

La demostración del siguiente teorema esta fuera de los lúnites de 

esta tesis. 
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Teorema (Keisler-Shclah) Sean A, D L-estructuras. 

A= D <=>existe un par (I,U) tal que A 1 /U~ B 1/ U.O 

Caracterizaremos cuándo una clase de I-estructura.s es cerrada bajo 

isomorfismo, ultr~productos, et.e. 

Proposición D. Sean K, J ~ IK. y E,.6. conjuntos de enunciados. 

(1) KE EC <=> K,Kº E ECA. 

(2) Si K E ECA entonces K es cerrado be.jo =· 

(3) K es cerra.do bajo ==: <=> K y Kc son cerrados bajo ~ y 

ult.rapotencias. 

(4) K E ECA <=> K es cerrado be.jo= y ultra.productos. 

(5) K E EC <=> K y Kº son cerra.das bajo ~ y ultraproductos. 

Prueba. 

(1) (=>) Ke EC. 

Entonces existe un enunciado cp tal que K = Mod(t.p). 

Se tiene que Kº = Mod(~<p). Por lo tanto Kº E EC. 

Así K,Kº E ECA· 

(<=) K,Kº E ECA. 

Entonces existen conjuntos de enunciados E,r tales que 

K = Mod(E) y Kº = Mod(r). Por el leme. 4.5, 

Mod(Eur) = Mod(E) n Mod( r) = K n Kº = 0. 

Lo que significa que E U r no tiene modelo. 

Por el Teorema de Compacidad, existe A ~ E U r tal que A 

es finito y A no tiene modelo. Sean A1 = A n E y A2 = A n r. 

Es claro que A 1 es finito, para i = 1,2 y que A = A 1 U A2. 

Entonoes y A 1 ~ r y, por el leme. 4.1, Mod(r) ~ Mod(A1). 

Ahora. demostraremos que Mod(A 1) ~ Mod(r). 

Suponemos que Mod(A1) /;;,. Mod(r). 

Esto implica que existe A E Mod(Ai) tal que A ,é Mod(r) = K. 

Entonces A E Kº. Por lo tanto A != A1 y A != A2 , es decir, A != A. 
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Por lo tanto, A tiene modelo. Absurdo. 

Así, K = Mod(I") = Mod(A1) y K E EC. 

(2) Sean A E D E JK y A E K. 

P.D. DE K 

Si K E EC.o. entonces existe un conjunto de enunciados E lal que 

K = Mod(E). 

Como Al= E y A= D esto implica que D l= E es decir, DE K. 

(3) (=>) K es cerrado bajo E. 

Por el lema. 5.5, K es cerra.do bajo ~. 

Por el lema. 5.6, Kc es cerrado bajo =:!. 

Sean A E K y (I,U) un pa.r. Por la proposición 7.5, A = A 1 / U. 

Como K es cerrado bajo =:, A 1 / U E K. 

Así, K es cerrado bajo ultrapot.encia.s. Similarmente para Kc. 

( <= ) Sean A,D L-estrucutras tales que A = ll y .A E K. 

P.D. BE K 

Por el Teorema. de Keisler-Shela.h, he.y un par (I,U) tal que 

A 1 
/ U 8'< B 1 

/ U. 

Como K es cerrado bajo ultra.potencias, A 1 /U E K. 

K es cerra.do bajo ~ entonces 8 1 / U E K. 

Suponemos que B ~ K. Entonces B E Kº. 

Como Kc es cerrado bajo~ y ultra.potencias, A 1 /U E Kc. 

Por lo que K n Kº # 0. Contradicción.. Por lo tanto B E K. 

Así K es cerrado bajo ==-
( 4) (=>) Ke EC,,.. 

Entonces existe un conjunto de enuncia.dos E tal que K = Mod{E). 

Sean l # 0, U un ultrafiltro de I y {A1he 1 s;; K. 

Por la propOO!ición 3.2, IIA1e 1 /U l= E, es decir, IIA1e ¡ /U E K. 

Por lo tanto, K es cerra.do bajo ultra.productos. 

Por hipótesis y (2), K es cerrado bajo=· 
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( <= ) Para. demostrar que K E EC6 , demostraremos que 

K= ModTh(K), por el lema 5.1 

El lema 4.4 nos dice que K ~ Mod Th(K). 

Sólo fa.Ita demostrar la otra. contención. 

Sean A E Mod Th (K) e 1 = Th(A). P.D. A E K. 

(•) Si <p E 1 entonces existe D.,. E K tal que D.,. I= <p. 

En en.so contrario, A J= c.p lo que implica que cp <t, l. Absurdo. 

De (*) obtenernos que M = {B.,. 1 <p E I} ~ K. 

Además, si J.,= {,P E 1 1 D"' I= <p} entonces J., ~ 1 y 

11 = {J., 1 <p E I} tiene la pif. 

Para demostrar esto último, tomamos Jip, E A, pÑ:-a. 1 :5 i :5 n. 

Demostraremos que n J.,, """0. 
Si '-"• , ... ,cpn El entonces para 1 :5 i :5 11, n...,I E M y A I= /\ 'P1· 

Sea .p = /\ <p1• Entonces, por (*), existe B"" E K tal que D.,, I= ,P. 

Pero, para. 1 :5 i :5 n, µ"' F cp¡, así que 1./J E Jip¡I es decir, t/J En Jcp¡• 

Por lo tanto, existe U un ultra.filtro de 1 tal que 1-I e;;. U. 

Definimos D = IIcpe 1 Ilcp / U el ultra.producto de la. familia M. 

Como K es cerrado bajo ultra.productos, D E K. 

Pero D I= Th(A), por el Teorema XI. Esto implica. que A = D. 

Como K es cerrado bajo =, entonces A E K. 

Por lo que Mod Th(A) ~ K. Entonces K = Mod Th(K). 

(5) (=) Sea K E EC. 

Por (1), K E EC,. y Kº E EC,o.. 

Por (3), K y Kº son cerrados bajo~. 

Por (4), K y Kº son cerrados bajo ultraproductos. 

( <=) Sean K y Kº son cerrados bajo ~ y ultraproductos. 

Por el lema 5. 7, K y Kc:: son cerrados ha.jo ultra.potencias. 

Por (3), K es cerrado bajo =· 
Por el lema 5.6, Kc es cerrado bajo :=. 
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Por lo tanto, K y Kc son cerra.dos bajo = y ultra.potencia.a. 

Por (4), K, Kº E ECA. Por (1), K E EC.Cl 

3. Clases Elementales y Teorías Finitairnente 
- Axiomatizables. 

Vea.xnos la relación que hay entre una teoría. finitarnenle ax.ioma.tizable 

T y le. clase de sus modelos Mod{ T ). 

Proposición 10. See. Tune. teor(e.. Son equivalentes {1)-(3): 

(1) Tes una teoría. finita.rnenente axiomatiza.ble. 

(2) Mod( T ) E EC. 

(3) Mod{ T )º es cerra.de. bajo ultra.productos. 

Prueba. 

{l) =>{2) Existe un enunciado <p tal que T = Cn{cp). 

Por el lema. 4.8 y la proposición 4.7.3, Mod{T) = Mod(cp) E EC. 

(2) =>{3) Por (2), Mod{T) E EC. Entonces Mod(T)º E EC. 

Por la. proposición 9.6, Mod(TY' es cerrado bajo ultra.productos. 

(3) -(1) Si Mod{T) es cerra.do bajo ultraproductos y == entonces 

Mod(T) E ECA, por le. proposición 9.4. 

Entonces Mod(T)c es cerra.do bajo s, por el lema. 5.6. 

Por hipótesis Mod(T)< es cerrado be.jo ultra.productos. 

Por la proposición 9.5, Mod(T)º E ECA. 

Por le. proposición 9.2, Mod{T) E EC. 

Por el lema 4.8, T = Cn{cp) para algún enunciado cp, lo que significa 

que 'I' es finita.mente u.xiomatizable, por la. proposición 4.7.3.D 
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4. Un resultado de consistencia. 
El siguiente resultado se debe e. A. Robinaon, 1956. 

Propoeición 11. Teorema de Consistencia.. 

Para i = 0,1,2, L¡ es un lenguaje formal, T1 es una. L 1-teoríe.; T 1 , T 2 

son satisfacibles y T 0 = Tt n T2. 

Si T 0 es completa. entonces T 1 U T:l tiene modelo. 

Prueba. 

Sean A I= 'l\ y B I= T 2. Entonces AíL, BíL I= T 0 • 

Como T 0 es completo., por la proposición 3, AíL s BíL. 

Por el Teorema de Kcisler-Shelah, hay un par (I,U) tal que 

(AíL) 1 I u~ (BíL)1 I u. 
De donde existe h:I A 1 /U 1 - 1 B 1 /U!, biyccción. 

h es parcialmente un isomorfismo (en la. restricción a L). 

Para P, f E L2-Lt y Q,g E L1 -L2 definimos: 

h (fA'/U((gi], ... ,(g0 ])) = f B'/U(h([gi)), ... , h((g0 ])), 

pA'/U ((gi), ... ,(g.,])) - pB'/U(h([g1)), ••• , h((g.,))), 

h (g A'/U([gi], ... ,(g.,])) = g B'fU(h((gi]), ... , h([g.])), 

Q"''/U ((gi], ... ,[g.,))) - Qª'IU(h((gi)), ... , h([g0 ])). 

Así, h es un isomorfismo, por lo que se obtiene: A 1 / U ~ B 1 / U. 

Por lo tanto, A 1 / U I= Ti U T2.0 
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CAPÍTULO 7 

CATEGORICIDAD CONTABLE 

Presentarnos en este capítulo la. categoricida.d contable en relación con 
las álgebras de Lindenbaum, n-tipos y teorías cornple'te.s en un lenguaje 
contable. ... 

Categoricidad 
En lo que sigue T será. una. teoría satisfacible en un lenguaje formal L. 

Definición 1. Sea. .>.. un cardinal. 

(a) Tes categórica<=> todos los modelos de~., son isomorfos. 

(b) Tes .!<-categórica= T tiene un modelo de cardinal.!< y pnra 

cualquier par de modelos de cardinal ,\, ambos son isomorfos. 

Oswald Veblen presenta. el concepto de ca.tegoricida.d en 1904. 
La noción de "Tes A-categórica" o 11 T es categórica. en potencia.,\" 
se debe a. Lo!! (1954). 
Ejemplo. 

En el capítulo 4 vimos que para el lenguaje formal L que no tiene 

símbolos no lógicos, un es el enunciado que dice "hay al menos n 

elementos". Entonces un es ,\-categórica, para todo .X 2:: n, pues 

si A,D I= CT0 y 1A1 = 1 B 1 :2: n entonces A~ B, pues ser isomorfo 

es equivalente con ser equipolente, en este lengua.je. 

Tenernos el siguiente resultado. 

Proposición 1. Sean T una teoría, K. y A cardinales infinitos. 
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(1) Si Tes categórica entonces Tes completa. 

(2) Si 'I' tiene un modelo in.finito entonces T no ~ categórica. 

(3) (Loi!-Vaught, 1954) Sea 1 L 1 = .>. <'= N0 • 

Si T no tiene modelos finitos y hay un K. ~ .:\. tal que T es 

K.-ca.tegórica entonces 'r es completa. 

Prueba. 

(1) Sean A, B 1= T, cualesquiera. Como Tes categórica, A~ B. 

Por la proposición 6.6.1, A~ D. Por la proposición 0.3, ~ ... es completa. 

(2) Por el Teorema VIII (LST T), podemos encontrar dos modelos de 

cardinalidades infinitas distintas. 

Así estos dos modelos no pueden ser isomorfos. 

(3) Suponemos que T es incompleta.. 

Entoncx.--s exist.c un enunciado c.p tal que •r J= cp.y 'T )= -i<p, 

Así existen modelos A y B de T tales c¡ue A I= rp y B I= ~rp. 
Claramente A fe B. 

Como T no tiene modelos finitos, 1 A 1, 1 B 1 ~ N 0 • 

Puesto que K. <'= N.,, por LST T y LST ! , ha.y modelos A', B' de T 

tales que 1 A' 1 = 1 B' 1 = K. y A' fe B'. Por lo tanto, A' µ B'. 

Así, T no es 1V-catcg6rica, lo cual es una contradicción.O 

La Teoría del Orden Total Denso sin Extremos no tiene modelos 
finitos y (Q,::5) es un modelo, pero ?'cuántos modelos de cardinal 
N0 no-isomorfos tiene esta. teoría? Para contestar n. esta pregunt.a 
usa.remos la. técnicft. lla.rnada back-and-Corih. 
El siguiente resultado se debe e. Cantor, 1895. 

Proposición 2. Sean A, D ordenes totales, densos y 
sin extremos. Si 1 A 1 = 1 B 1 = N0 entonces A ~ B. 

Prueba. Por back-and-forth. 
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Sean A= {en 1 n EN+} y B = {dm 1 m EN+} dos 

enumeraciones arbitrarias. Por inducción definiremos dos nuevas 

enumeraciones de A y B tales que: 

(•) para cada ij E N+, a 1 < a¡ <=> b 1 < b¡. 

Paso l. Sea n1 =en E A y b1= dm E B. 

Hipó~esis de inducción: se han construido a 1 , ••• ,a.k.t e A y 

bi, ... , bic-1 E B ta.les que se cumplen (*). 

Caao 1. k es impar. Como A es infinito, A-{a.1, ... ,ak-1} ~ 0. 

Por el PBO, existe el mín{n EN 1 en E A-{ai, ... ,a •. 1 }}= q. 

Sea 8.11; = Cq· Escogernos bk en relación de orden con {b1 , ••. ,bic. 1 } 

según como a.k este en relación de orden con {n1 , ... ,ak-t}. 

Esto se puede hacer porque Bes un orden total denso sin extremos. 

De este modo tenernos que a 1 , ••• ,a.k EA y b 1 , ••• ,bk E B cumplen 

con (*). Esto nos a.segura que A esta ordenando corrccta.me.nte, sin 

faltar ninguno de sus elementos. 

Caso 2. k es par. Como Bes infinito, B-{b1 , ••• ,b •. 1 } ~ 0. 

Por el PBO, existe el rnín{n EN 1 d,. E B-{b,, ... ,bk.¡}}= r. 

Sea. bk = dr• Escogernos n11: en relación de orden con {a.1, ... ,ak-1} 

según como b11: este en relación de orden con {b1, •.• ,h11:-1}-

Esto es cierto porque A es un orden total denso sin extremos. 

Por lo tanto, tenemos que a 1, ..• ,a11: E A y b¡, ••. ,bk E B cumplen (*). 

Así, B está. ordenando correctamente, sin faltar ninguno de estos. 

Definimos h:A -B, h(ao) = b 0 y hes un isomorfismo y A~ B.O 

Ejemplo. 

Así, la. Teoría del Orden Total Denso sin Extremos tiene, 

esencialmente, un sólo modelo infinito numerable, es decir, es 

N 0 -categórica.. Por Loo-Vaught, 6sta teoría es completa. 

Por la proposición 1.1, (Q,:5) = (IR.,;5). Por razones de 

cardinalidad (Q,:5) /"! (IR.,;5). 

Esto prueba que: A =: B no implica que A ~ D, en general. 
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Categoricidad finita 
En lo que sigue el lenguaje rormal L es contable. 
Recordemos que, da.dos A una L-estructura y a E Aº, el n-tipo 
correspondiente a aes: p 0 (A,a) = {'P E Fn 1 A I= ip[a]}, donde 
F n es el conjunto de L-fórrnulas con a lo más n variables libres. 

Lema 1. Sean A, B unas L-cstructuras, a e An y b E Bº. 
Si A= D entonces, p 0 (A,a.) = p 0 (D,b) <=> (A,ü.) = (D,b). 

Prueba.. 

(=>)Sean L+ = L U {c 1 , ••• ,c0 }, donde c 1 es una nueva. 

constante, para 1 S i S n y cp(C) un enunciado en L+. 

Por el Lema Sustitución, tenemos: (A,ii) I= ip(c) <=> A I= ip(ü.] 

<=> <p E p 0 (A,ü.) <=> <p E p 0 (B,b) <=> B I= ip(b] <=> (D,b) I= ip(c). 

(<=)Sen <p E F 0 , en el lenguaje L. 

<p E p 0 (A,ii) - A I= ip(ii] <=> (A,ü.) I= ip(c) <=> (D,b) I= ip(c) 

<=> B I= 'f'(b] <=> <p E Pn(D,b).D 

El siguiente lema. na:¡ dice bu.jo qué circunstancias equivalencia. 
elemental implica isomorfismo. 

Lcrna. 2. Scu.n A,Il unas L-t...o.structuras tales que A= By me N. 
Si 1 A 1 = rn > O entonces se cumplen: 

(1) A~ B. 

(2) Si p E S 0 Th(A) entonces A realiza a p y 1 S 0 Th(A) ::; m". 

(3) Si B I= Th(A) entonces A ex B. 

Prueba. 

(1) Como 1 A 1 == m. Entonces, A F c5m, donde c5rn es el enuncia.do 

que a.firma nhay exactamente rn elementosu. 

Como A = D, B I= 6m y 1 B 1 = rn . 

.Demostraremos por inducción en k, para k :=::; rn, que: 

para toda e.1 ,. •• ,ak E A existen b1 , ... ,bk E B 
tales que (A, a 1 , ... , ª•) = (D, b1, ... , bk) 
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Sea Lk = L U {c1, ... ,ck}, donde e¡ es una nueva. constante, con 

1 :5 i :5 k. Para k = O, esto es cierto, por hipótesis. 

Hipótesis de Inducción (H.I.): (•) es cierto para. k-1, 

para. k > l. 

Sea. Rk E A-{a.1, ... , ªk-1}-

Suponemos que para toda. b E B* = B-{bi, ... , bk-l }, 

(A,a.1, ····ª•·••ª•) fe (D,b1, ... , b •. ,,b). 
De esto, sabemos que ha.y un enunciado 'Pb(C,ck) en Lk tal que: 

(A,a.1, ... ,a. •. 1,a..) != 'Pb(e,c•) y (D,b,, ... , b•-i.b) )= 'Pb(e,c•)

Como B* es finito, obtenemos que: 

,¡..(e,c•) = /\be a• 'Pb(e,c•) /\ /\~:!., (c1 ~e•) 
es un enunciado en Lk. Así que: 

(A,a.i. ... , ª•·• •ª•) != ,¡..(e,c•) y (B,b., ... , b •. 1,b) )= ,P(e,c.), 

esto es: 

(A,a.1, ... ,a •. 1) != 3x.,¡..(e,x.) y (D,b., ... ,b •. 1) )= 3x•V'(e,x.), 

donde 3xk1/J(C,xk) es un cnuncindo en Lk-1· 

De este modo, (A,a.1, ... , Rk-1} fe {B,b¡, ... ,bk.1)

Pero esto contra.dice la. H.I. 

Entonces, hay una b E B • = B- { bi, ... , bk-1} tal que: 

(A,a.1, ... ,a.) = (D,b., ... ,b •. 1,b). 

Sean bk el primer elemento de B* que cumple con lo anterior, 

a¡, ... ,a.k E A, b1 1 ••• ,bic.1tbi.t E B. Definimos h:A -- B, h{a.¡) = b¡, 

con 1 ::; i:;:; k, es biycctiva y (A,a.1, ... ,a,,,) = (D,b1, ... ,bm)· 

Veamos que h es un homomorfismo. 

cA = a., ...,. A != e = x 1 [a1] -<* (A,a¡) != c = c 1 -<* 

(B,b1) != e = c 1 -<* B != e = X¡ [b1) -<* c 8 = b,. 

De este modo tenemos que h(c"') = h(a.,) = b 1 = é'. 

pA(a.,, ...• -) - A I= Px[ii] - (A,ii.) I= Pe - (D,b) I= Pe 
-<* B != Px[b] -<* P 9 (b1 , ••• ,bm)-<* P 8 (h(a1),. .. ,h(8.m)). 

146 



CAT'EGOIUCIDAD FINITA 

Además: fA(a., ... ,am) = Rm+l =A 1= (f(x) = Xm+i)[ii] = 

(A,ii) I= (f(c) = cm+1) *> (D,b) I= (f(c) = Cm+1) = 

DI= (f(x) = Xm+1)[b) *> f'>(b1, ... ,bm) = bm+l = 

f'>(h(a1), ... ,h(Rm)) = h(am+i) = h (fA(a1,···•ªm)). 

Por la proposición 6.3,5, h es un isomorfismo. 

(2) Sea p E Sn Th(A). 

Entonces existe una L-estructura. D tal que B )= Th(A) y 

B rea.liza. a. p. Corno Th(A) es complet.a, por la 

proposición 6.3, A := D. 

Por (1), A~ D .. Por la proposición 0.6.3, A rea.liza. a p. 

Por la proposición 4.10.d, para algún a E Aº, p = p 0 (A,ü.). 

Definirnos, h:A" - S 0 Th(A), h(a) = p.(A,ú). 

Por lo anterior hes supraycctiva. y 1 S 0 "T'h{A) 1 5 A" = rn". 

(3) Inmediato de (1) y la proposición ú.G.D 

El siguiente resultado es importante para la proposición 3 y el 
Teorema XII. 

Lcrn"a. 3. Sea A una. L-estructura. contable. 
Son equivalentes (1)-(3): 

(1) Para toda. n E N, Bn Th(A) es finita. 

(2) Para toda n E N, S.Th(A) es finito. 

(3) Para cualesquiera n E N y p E S. Th(A), p es principal. 

Prueba. Esto es consecuencia de las proposiciones 2.9.4, 5.3 
y 5.5.D 
Veamos cómo se relaciona la catcgoricidad finita. con que una 
teoría sea. completa. 

Proposición 3. Sea T una teoría completa con un modelo finito 
de cardinal m > O. Entonces son equivalentes: 
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(1) Tes m-categórica. 

(2) Para toda n E N, B 0 T es finita. 

(3) Para toda n E N, S 0 T es finito. 

(4) Para cualesquiera n EN y p ES.T, pes principal en T. 

Prueba. 

Sea A un modelo de T tal que J A J = m. 

Entonces T = Th(A), por ser Tuna teoría completa. 

Las equivalencias de (2), (3) y (4) se siguen del lema 3. 

Demostraremos la equivalencia de (1) con (4). 

(1) => (2) Supongamos que para cierta n E N, B 0 T no es 

finita. Por la. proposición 2.9, existe U E SBn T tal que U 

no es principal. Por la proposición 5.3.5, p = Eu E S 0 T es 

un tipo no principal. Por el Tcore.rna X, existe B f= T tal que 

J B J $ N0 y B omite a p. Corno B J= T, por el lema 2.1, 

J B J = rn. Pero por el lema 2.2, A realiza o. p. Por Ja 

propotiición 6.5, A ~ B, es decir, T no es ni-categórica.. 

(2) =>(1) Inmediato del lema 2.1.D 

Observarnos que si T es categórica entonces T es ~-categórica, para 
todo A cardinal. 

Proposición 4. Sean T una teoría satisfacible y A una L-eatructura. 
Entonces: 

(1) Si Tes completa y con un modelo finito de cardinal 

in > O entonces, T es ca.t.cgórica <=> T es rn-categórica 

(2) J A J < Na -= Th(A) es categórica. 

(3) J A J ~ No -= Th(A) no tiene modelo finitos. 

Prueba. 
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(1) {=>) Cierto, por la observación anterior. 

(-=) Inmediato del lema 2.1. 

(2) Inmediato de (1). 

(3) Por contrapo8itiva y (2).D 

Ejemplos. 

-T = Cn(6n) es una. teoría completa y categórica, porque 

sólo t.iene modelos de cardinal n. 

-Th(Z0 ,+) es una. teoría completa. y categórica, pues tiene 

modelos de cardinal n, única.mente. 

Categoricidad Infinita Numerable 
Ahora veremos qué sucede con la N 0 -ca.tcgoricida.d. 
El siguiente resultad.o muestra la conexión que hay entre una. teoría 
T que es complct~ y N 0 -categóricu. con sus respectivas álgebras 
de Lindenba.um y n-tipos. 
Sorprendentemente el resultado se expresa. corno en la. proposición 
3., con la. salvedad de que T no tiene modelos finitos .. 
Los autores del siguiente teorema son, principalmente: 
Ryll-Nardzewski (1955), Engclcr y Svcnonius (1959). 

'I'Ooretna XII. 'ICorcma de N0 -ca.tcgoriciclad. 

Sea 1 L 1 :S. N 0 y T una teoría. sntisfacible, completa y sin 

modelos finitos. Entonces son equivalentes (1)-(4): 

( 1) T es N 0 -categórica. 

(2) paro. toda n E N, B 0 T es finita. 

(3) pero. toda n E N, S 0 T es finito. 

(4) para cualesquiera n EN y p E S 0 T, pes principal. 

Prueba. 
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(1) => (4) Por contrapoYitiva. 

Sea n E N y p E Sn T. Suponernos que p no es principal. 

Por la proposición 4.10.5, hay un A I= T ta.! que J AJ :5 N0 

y A realiza o. p. Por el Teorema X, ha.Y un B J= T tal que 

1 B J $ N0 y ll omite a p. Como T no tiene modelo finitos, 

1 A 1 = 1 B 1 = Na. Por la proposición 6.6.4, A ? B. 

As!, T no es N 0 -categórica. 

(4) => (1) Como Tes satisfacible, por le. proposición 4.6.1, 

existe uno. L-estructura A tal que A I= T y JAJ :5 N 0 • 

Ya que T no tiene modelos finitos, JAJ = N0 • 

Sean A, B I= T to.ICY que JAJ = JBJ = N 0 • P.D. A Qt B. 

Consideremos A= {en 1 n EN+} y B = {dm J m EN+} 

dos enumeraciones arbitrarias. Usaremos un argumento de 

back-and-forth. Por inducción definiremos dos nuevas 

enumeraciones de A y B y una función h:A - B tales que: 

(*) para toda k E N+, (A,a1 , ... ,e.k) E (B,b1 , ... ,b.} 

y h(a¡) = b¡, para i = 1, ... , k. 

Paso 1. Sea. a1 = e1 E A. 

Entonces p 1 (A,a1) E S1 Tes principal. Por lo tanto, existe 

cp1 E F 1 te.! que cp1 genera a
0

p 1(A,ai). 

En particular tenemos que A I= cp1 [a.i}, lo que implica que 

A J= 3x,cp,. 

Puesto que T es completa y A, B f= T entonces A ::;::; B. 

Así, B f= 3x.11.p 1 , .lo que implica que para algún d~ .. E B, 

B J= cp1 [dm)• Sea r = mín {m J B I= cp1 [dm]}, ¡S"or el PBO 

y b 1 = d,. Entonces B I= cp1 [bi}, cp1 E p1(B,b1) y se sigue 

que p1(A,e.1) ~ P1(B,bi). 

Por ser 1-tipos, p1 (A,a1) = p 1 (B,bi). Por el lema 1 se tiene 

que (A,a1) ""' (B,b1). Definimos, h(a1) = b,. 
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Paso 2. Como B es infinito, D-{b1} ,¡,. 0. 

Por el PBO, existe ~ E B, que es el primer elemento de B 

que difiere de b1 .. Entonces p 2 {B,b1,b2) E S 2 'T es principal, 

por lo que existe cp2 = cp2 (x.,x2) E F 2 tal que <p2 genera. a 

P2(B,bi,b2)· Así, B I= (\02 /\ x1 fa x2)[bi,b2]· 

Por consiguiente B I= 3x2(cp2 /\ x1 fa x2)[b.J, es decir, 

{B,b1) I= 3x2(<,02 /\ c1 fax,). 

Como {A,a.1) = {B,b1) entonces {A,a,) I= 3x2(\02 /\ c1 fa x2). 

Por lo ta.nto, A I= 3x2('f'2 /\ x1 fa x2)[ai]. 

Como A es infinito, para algún en E A se tiene que 

A J= (<,02 /\ x 1 fa x 2)[a.1,e0 ]. Sea. a.2 el primer elemento, por el 

PBO, de A en diferir de a.,. Entonces A I= cp2 [a1,e.2]. 

Por lo tanto, <.p2 E P2(A,a1 ,a.2). 

Esto implica. que 1>2(A 1n.¡,82) = p2(A,ai,ft2). 

Por el lema 2.1, {A,a.1,a,) = (B,b1,b,). definimos h(a.,) = b2. 

Hipótesis de Inducción: Se tienen a1 , ••• ,ak-t E A y 

b 1 ,. •• ,bk-l E B ta.les que cumplen con(*). 

De la hipótesis de inducción y el lema 1, ... 

p(A,a.,, ... ,a.,..1) = p(B,b1, ... ,b •. i). 

Caso 1. k es impar. 

Como A es infinito, A-{a.1, ... ,a. •. 1} 'i'- 0. 
Por el PBO, existe el mín{n EN 1 e 0 e A-{a.., ... ,a •. 1}}= q. 

Sea Bk = eq. Es claro que ak ':F a.¡ para i = l, ... ,k-1. 

P.D. existe bk e B tal que p(A,a., ... ,a.) = p(B,bi, ... ,b.). 

Para demostrar esto, tomemos 'Pk E Pk(A,ai, ... ,ak), la cual 

es un generador de él. Ésta existe porque el tipo es principal. 

Entonces (A,e.1, ... ,e..) I= 'Pk /\ !'..~< ¡(x1 fa x¡)[a.1, ... ,a..J, es 

decir, (A,e.., ... ,ak-1) 1= 3x•('Pk /\ !'..~ < 1(x1 fe x¡))[a.¡, ... ,a._i]. 

Por lo tanto, 3xk(\Ok /\ !'..~ < 1(x1 fax¡)) E p(A,a.1, ... ,a.k-i) = 

151 



CATEGORICIDAD INFINITA NUMERABLE 

p(B,b1 , ••• ,b •. 1). 

Entonces (B,b,, ... ,b •. 1) \= 3x•(<Pk f\ /\~ < 1(x1 fa x¡))[b., ... ,~.i). 
Como Bes infinito, existe dm E B-{bit·•·,bk-1} tal que 

(B,b,, ... ,b •. i,dm) I= <Pk [b., ... ,b •. 1,dm} y d ,,¡. b¡, para. i = 1, ... , k-1. 

Sea. H el siguiente conjunto: 

{ 
m 1 (B,b,, ... ,b •. i,dm) ~ 'Pk [b,, ... ,b •. i,dm] y d # bi, para. } 

l = 1, ... , k-1 

1-:Boogernos bk = d.., donde r = mín 11, por el PBO. 

Así, (B,b,, ... ,~_,) \= "'• [b,, ... ,b •. ,,b.J y 'P• E P•(B,b,, ... ,b.). 

Esto implica que.pk(A,a.i, ... ,a.".J e;; Pk(D,b1 1 ••• ,bk)• 

Por ser k-tipos, Pk(A,a.i, ... ,a.k) = Pk(Il,bi, ... ,bk)· 

Por el lema. 1, (A,a.1 1 ••• ,nk) == {D,b1 1 ••• 1bk)• Esto nos asegura. que 

A está. enumerado correcta.mente, sin faltar ninguno de sus 

elementos. 

Caao 2. k es par. 

Como Bes infinito, B-{b,, .. .,b •. ,} ,,¡. 0. 

Por el PBO, existe el mín{n EN 1 d 0 E B-{b,, ... ,~_,} }= r. 

Sea. bk = dr. Corno en el ce.so anterior se demuestra. que 

p.(B,b,, ... ,b.) <;; P•(A,a,, ... ,e..), pare. algúnª" E A. 

Por ser k-tipos, p.(Il,b¡, ... ,b.) = P•(A,a.,, ... ,a..). 

Por el lema. 1, (A,a.1 1 ••• ,ak) ;:::::: (B,b1 1 ••• ,bit}. Por lo tanto, 

B está. enumera.do correcta.mente, sin faltar ningún elemento 

de A. Definimos h:A - B, h(Oi) = b 1, h es biyectiva.. 

Entonces, por(*), hes un homoinorfismo, como en el lema 2.1. 

Por el lema 0.3,5, h es isornorfisrno y A ~ D. 

(2), (3) y (4.) son equivalentes, por el lema. 3.D 

Ejernplos y comentarios. 
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-Th{Zn,+) es categórica en potencian. 

-La. teoría del orden denso sin extremos es N0 -categ6rica. 

-Sean A = (IR, :::;·, +, ·, O, 1). u < v y cp= 3yPxy. 

Por la densidad de Q 1 existe r E Q tal que u < r < v. 

Entonces A I= cp [u] y A ,F cp (v] por lo que u y v tienen 

diferentes tipos. Así, /S 1Th(A)/ ~ N0 • 

Por el teorema XII, Th(A) no es N0 -categórica.. 

Aplicaciones 

1. Estructuras localmente finitas y deflnibilidad. 
VeremOf:I que los 1nodelos de teorías N0 -categ6rica.s sólo 

generan subestrucuras finitas, a partir de subconjuntos finitos. 

Le•na 4. Sean A una L-estructura, X s;;; A y X ,to 0. 

Entonces existe única (X} subestructura de A tal que: 

(1) X está contenido en el dominio de (X). 

(2) Para. cualquier B s;;; A, si X s;;; B entonces (X ) s;;; B 

(3) El dominio de ( X ) es X* donde 

X* = { t" (ii] / n E N, ii E Xº y t un término}. 

Prueba. Sea. Y cualquier subconjunto de A. 

Definimos los siguientes conjuntos: 

y+ es la unión de V con el siguiente conjunto: 

{b /existen f E F 0 y a.,, ... , D.n E Y ta.les que b = f"(a,, ... ,a0 )}. 

X.,= X U {c;:' / k E K}, X 0 +1 =X;!° y X*= UneN X 0 , 

fX• = f"í X* y pX• = P"í X*. 

Entonces Y s;;; y+ y (X)= (X*, { px• }, {fx"}, {c;:' / k E K}) 

cumple con (1) y (2). 

Toma.moa B = { t"[ii] J n E N ii E Xº y tes un término}. 

Verifica.remos: X*= B. Veamos primero que: B s;;; X*. 

Esto lo haremos por inducción en términos. 
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Sean e e C y a e Xª. 

Entonces c.._[a] = cA e {<{" 1 k e K} <;;X.,<;; X*. 

Para 1 ::5 k ::5 n, xt[a] = ª• e X <;;X., <;; x•. 
l-Iipótesis de inducción, t¡"(iiJ E X*, para 1 S i ~ rn. 

Sea f un símbolo funcional de arídad m. 

P.D. f(t 1 , ••• ,t.,,) ... [a] e x•. 
Corno x• es una cadena, existe el má.x{ni' ... , nm }= r. 

Entonces, t¡'[a] E X,, para l ::5 i ::5 m. 

Por lo tanto, f(t1 , ... ,t..,)A[aj = f"-(t"f[aJ, ... , t![a]) E Xr+l <;;X*. 

Esto prueba la prinlera. contención. 

Para probar X* s; B, demostraremos que para. cualquier 

ne N, Xn <;;B. 

En el caso n = O, sea a; e X. Entonces, a 1 = x(' [a] e B. 

cA- = cA[aJ e B. Ast, x., <;; B. 

Hipótesis de Inducción. X 0 <;;B. 

Sea b E Xn+t · Si b e X 0 entonces b eB. 
Si b ,É Xn entonces b = fA(a¡, ... ,a.,,) = f(x,, ... ,x.,.)A[a.] e B. 

Por lo tanto, Xn+1 ~ B. Entonces X* = UneN Xn ~ B. 

Finalmente X* =B.O 

Ejemplos. 

-Si (N,S,0), donde Ses la función sucesor y X= {O} 

entonces ( X ) = N. 

-Si (Z,+) y X= {1} entonces (X) = Z~ 

-Si (Z,+,.) y X= {2} entonces (X) = 2Z. 

-Si (C,-,1) y X = {j} entonces (X) = {l, i, -1, -i}. 

Definición 2. Sea A una !-estructure.. 

A es Jocalrnente flnita - para todo X <;; A, 

si X es finito y no vacío entonces ( X ) es finita. 

Reoordernos que D 0 (A) es el conjunto de los definibles en 
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A, si A es una L-estructura. 

Proposición 6. Sea T una teoría. completa. y sin modelos finitos. 

Si T es N 0 -ca.tegórica entonces y A es una ~estructura. tal 

que A t= T entonces 

(1) A es localmente finita.. 

(2) 1 D 0 (A) 1 < N 0 , para toda. n E N. 

Prueba. 

(1) Sea. A I= T, 1 A 1 =Na, n EN+ y e. e Aº. 

P.D. 1 ( ii ) 1 < N.. 
Sean b, d E ( ii ) . Entonces, por el leme. 4, b = t 4 [ii] y 

d = s 4 [ii]. Demostraremos que: 

(•) b = d <=> p(iib) = p(ii.d) E S 0 +1T. 

(<=)Por contra.positiva.. Si b .fo d, A I= (t = x)[iil>) y 

A~~=~~- ;· 

Esto que implica que (t = x) E p(ü.b) y (t = x) .¡. p(iid). 

Por lo tanto, p(ü.b) # p(ii.d). La otra implicación es obvia.. 

Definimos f:( ii) - S 0 + 1T, f(b) = p(iib). 

Por (6), fes una. función inyectiva. 

Puesto que T es N 0 -categ6rica., por el Teorema. XII, 

obtenemos: 1 ( ii) 1 :S 1 Sn+1T 1 < N •. 

(2) Inmediato de le. proposición 6.8.3.D 

Ejemplos. 

-(Q, :5) es localmente finita.. 

-Si A es finita entonces A local.znentc finita. 

-Q = (Q,+,·,1,0) es un campo que no es localmente finito, 

porque para X= {l} se tiene que (X) = Q y Th(Q) no 

es N 0 -categórica.. 

-N = (N,S,O) no es localmente finita., porque pe.re. X = {O}, 

(X) = N. Como {n} es definible en N, por medio de le. fórmula. 
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<p0 (x) = (SºO = x) y en consecuencia, 1 D 1 (N) J 2:: N 0 • 

En cualquier caso, Th(N) no es No-categórica. 

2. Teorías y Modelos Atómicos. 
Inicia.moa con las teorías atómicas (Svenonius., 1959). 

Deftnición 3. Sean <p,t/J E Fn, E~ Fn y Tuna. teoría completa.. 

(a) <p es completa en T ** para toda t/J E F 0 , 

T I= <p - t/J o T I= <p - ~,µ. 

(b) t/J es complctable en T **existe <p E F 0 tal que <p 

es completa en T y T I= <p - ,P. 

(c) Tes atónúca **para toda n EN y t/J E F., si..¡, es 

consistente con T entonces t/.J es completa.ble en T. 

Es claro que si cp E Fn es inconsistente con T, <pes completa. en T. 

R.eoordemos del capítulo 5 que, si t..p E Fn y E~ Fn: 

E.,= {t/J E F. J T I= <p - t/J} y 

U:c = {[t/J] 1 E I= t/J} ~ B 0 T. 

Vea.moa la. relación que ha.y entre á.tomos del álgebra. de 

Lindenbaum y n-tipos principales en T, cuando T es completa.. 

Propoaición 7. Sean Tuna teoría. completa. y <p E Fn. Entonces: 

(1) Para toda n E N existe <p E F n tal que <p es consistente 

y completa en T. 

(2) Sea <p consistente con T. Son equivalentes (a)-(d): 

(a) <pes completa en T. 

(b) E., E 8 0 T y es un punto aislado. 

(c) U:c~ E SB0 T y es principal. 

(d) (<;:>] es un átomo en 8 0 T. 

(3) T es atómica ** para toda n E N, Bn T es atómica. 
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Prueba.. 

(1) Por reducción al absurdo. Sea n E N y supongamos 

que para toda. cp E Fn, t.p es inconsistente o incompleta. en T. 

Sea t.p E F 0 consistente con T. Entonces cp es incompleta.. 

Así existe 1/.1 E Fn tal que T ,lb cp -1/.J y T ,lb cp - ~1/.J. 

Por lo tanto, existen modelos A y B de T tales que 

A realiza. a. (cp /\ ~,µ) y B rea.liza a. (cp /\ 1/J). 

Clara.mente A ,é D, lo que implica que T no es completa.. 

Esto prueba. que no puede existir una fórmula. incompleta. 

en T, como clara.mente es imposible que todas sean 

inconsistentes, queda proba.da la afirmación. 

(2) (a) -(b) Sean n E N cp 1/J E Fn y cp completa en T. 

Si 1/,1 es consistente con T entonces T )= cp - 7/.J o 

T t= cp - ---..,µ. Entonces tP E EIP o -.1/J E Eip , es decir, 

E.,o E Sn T. Por lo tanto, Erp es un punto a.isla.do en S 0 T, 

por la proposición 5.3. 

(b) -(c) Corno E., E Sn T, por la. proposición 5.7, 

Ui::..,. E SBQ T y es un punto aislado. 

Por lo tanto, UE,,. es principal. 

(e) -(d) Por la. proposición 2.7.2, [cp] es un átomo en Bn T. 

(d) -(a) Sea 1/J E F •. Entonces [1/J]E Bn T y, corno [cp] es 

un átomo, [cp] :5 [1/J] o [cp] :5 [1/J]'. Entonces T I= cp - 1/.1 o 

TI= cp - ~,µ. Por lo tanto, cp es completa en T. 

(3) (-)Sea. n EN y [1/J] ,¡,O. 
Por la prop<?Bición 5.3, t./J es consisténte con T. 

Por hipótesis, ha.y una cp E Fn tal que cp es <:x>mpleta en T y 

T t= cp - 1/J. Esto implica. que, por (1), [cp] ::;: [,,V] y [cp] es un 

átomo. Asf, Bn T es atómica. 

(<=)Sea. n EN y 1/.1 E F 0 consistente con T. 
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Por la proposición 5.3, [V>]=F O. Puesto que B 0 T es atómica, 

hay un (<p) E B 0 T átomo ta.1 que ['t') :5 (..p]. 
Por (1), T I= <p - ..p y <pes completa en T.D 

Ahora. traba.ja.remos con modelos atómicos (Svenonius) y primos. 

Deftnición 4. Sea A una. ~tructura.. 

(a) A es atómico<=> para cualesquiera n E N y a. E A" 

hay una <p E F 0 completa en Th(A) ta.1 que A I= <p(a). 

(b) A es primo** para todo B I= Th(A), A oc B. 

El modelo primo de una teoría "T' es un modelo ta.ifpequeño 

que nea.be" en cualquier otro modelo de T. 

El siguiente resultado se debe a Vaught, 196L 

Proposición 8. Sea T una teoría satisfacible y completa. 

(1) Existencia de Modelos Atómicos Contables. 

T es atómica <=> T tiene un modelo atómico contable. 

(2) Unicidad de Modelos Atómicos Contables. 

Si A, B I= T atómicos y 1 A 1 = 1 B 1 = Na entonces 

Ae! B. 

Prueba. 

(1) (=>) Supongamos que Tes una teoría atómico.. 

Sean n EN y E 0 = {~'P 1 <p E Fn es completa. en T}. 

P.D. En no es principal en T. 
Para. ver esto c.on.sideremos a t/J E F n consistente con T. 

Por ser ,r atómica, t/J es completa.ble en T, es decir, hay 

una <p E F n completa. en T tal que T I= <p - ..P • 
Entonces, por ser T satisfacible, T J= cp - --,,µ y por ser 

T completa, T I= ~('P - ~..µ), esto es T I= <p /\.,P. 

Es decir, -,(-.cp) /\,¡.,es consistente con T, para alguna. 

-.cp E :En. Esto implica que :En no es principal en T. 
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En puede o no ser consistente con T. En el primer ca.so, 

por el lema. de Ehrenfeucht, hay un modelo contable que lo 

omite. En el segundo caso, cualquier modelo (contable) lo 

omite. Así {En \ n E N} es una familia. de copjuntos . 
consistentes con T, pero ninguno de ell<...Jiti es principal en T. 

Por el corolario 1 a.l Teorema X, existe una. L-estructura 

A tal que A\= T, \A\ :::; N 0 y A omite e. E 0 , pare. toda. 

n EN. Como Tes complct .. y A\= T, T = Th(A). 

Sea. a E Aº. Entonces hay una. -.i.p E En tal que A J= -,cpla}. 
Esto es, A \= cp[e.] y <p completa. en T. Así A es atómico. 

(-)Sean n EN, 1/J E F 0 consistente con T, A\= T y 

A atómico contable. 

Por ser T completa., T \= 3X1jJ (proposición 5.6.2) 

En particular, A\= 3X.,P, por lo que para. algún O.. E A", 

... A \= 1/J{ñ.1. Como a. E A" y A es atómico., sabemos que ha.y 

una. <p E Fn completa. en T tal que A\= cp[e.J. 

Se a.firma. que T \= <p -1/J. 
Pues en ca&> contrario, por ser <.p completa. en T, se tendría 

que T \= <p - ~..¡,, es decir, A \= <p - ~..¡, [a] y A \= cp[e.J, 
A ,\'= ,P[e.j. Contra.dicción. 

Por lo tanto 1/J es completa.ble en T y así T es atómica. 

(2) Procederemos corno en el '100rema XII utilizando un 

argumento de ba.ck-and-forth. 

Sean A = {e0 \ n E N+ } y B = {dm \ m E N+ } dos 

enumeraciones arbitrarias. 

Por inducción en k y usando \a..c;; fórmulas completas en T 

se demuestra que: (*) (A,a1, ... ,ak) s (B,b¡, ... ,~}, para 

i = 1, ... , k. Definimos h:A -B, h(a,) = b,. 

Así hes un isomorfismo, como en el lema 2.1 y A~ B.O 
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Vea.moa algunas consecuencias de la. proposición anterior. 

Sea. S(T) =U S 0 T. 

PropOBición O. Sea.n T une. teoría. se.tisfe.cible, complete. y 

A es una I.restructura tal que 1 A 1 :5. N 0 • Entonces: 

(1) A es atómico - A es primo. 

(2) A es primo - todo tipo rea.liza.do en A es principal 

(3) T es No-categórica. = todos los modelos de T son 

atómicos. 

(4) Si T no es atómica entonces 1 S(T) 1 ?:: 2"•. 

(5) Si 1 S(T) 1 ::5 N0 entonces T tiene un modelo atómico 

contable. 

(6) T t.ienc un modelo atómico contable <=> 8 0 T tiene un 

conjunto denso de puntos a.isla.dos, para toda n e N . 

Prueba. 
(1) (-) Usaremos una parte del back-and-forth. 

Sea A = {a,, 1 n E N }, B l= T y a.1 E A. 

Como A es atómico, ha.y una. tp 1 E F 1 complete. en T tal 

que A l= Cf'1 [a.,]. 

Es decir, T l= 3xcp1 (por la proposición 5.4.a.). 

Así, B l= 3xcp1 • Sea. b1 E B tal que B l= cp1 (b1) y 

definirnos h(a.1) = b1. 

Si a., 7'o a 1 E A entonces ha.y una. cp2 = ip2(x1,x2) E Fo 

completa. en T ta.l que Al= ip2 /\ ( x1 /"' x2) [a.1,a.,). 

Así, A l= ,P[a.,], donde ,P = 3x2(cp2 /\ X1 fe X2 ). 

De este modo, 1/.1 es consistente con T. 

Se afirmo. que T l= cp 1 -1/.J, pues de lo contrario 

T 1= cp-+ ~,¡.y A ,F ,P[a.i). Absurdo. 

Así que B l= ,P[bi) y por definición de satisfacción, hay 

una. bo E B tal que B I= cp2[bi.bo], b1 1' b,. 
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Definirnos h(a2) = b 2 • 

Hipótesi& de inducción: para 1 ::; i ::;;; n-1 existe ip1 E F1 

completa en T tal que A I= <p1(a1 , ••• ,a,] y existen 

b,, ... , b, e B tales que B I= <p1(b,, ... ,b1], con h(a,) = bi, 

para i = 1, ... , n-1. 

Sea Bn E A-{a1, ... ,Bn_ 1 }. Corno A es atómico y a. eAn, 

existe <Pn E F n completa en T tal que 

A I= <p0A ¡\~;,! 1(x1 fe x.) (a). 

Sea 1/1 = 3x0 (<p0 /\. ¡\~;,! 1 x1 ¡,,, x 0 ). Entonces A J= ,P(a1 , ••• ,a0 _.J. 
Corno en el ca.so den = 2., se afirma. que T F= 'Pn-l -+ 1/J. 
Ya que B J= T, B J= ,P(b1 , ••• ,b •. i). 

Así, se tiene que hay una. b 0 E B tal que B J= rp0 (b1 1 ••• ,b0 ) 

y h. #- bi, para 1 $ i $ n. Definirnos h(a.) = b 0 • 

Ahora tenernos que h:A - B, h{ak) = bk, es una. inmersión 

elemental. Por lo tanto, A oc B. 

(<=)Sean n EN y a e A". 

Corno Tes una teoría completa, T = Th(A). 

P.D. existe cp E Fn completa en T tal que A realiza a t.p. 

Sean p = Pn(A, a) e S.T, B J= T y 1 B 1 $ N,,. 

Ya. que A es priJno, A oc B y B realiza a p. 

Por lo tanto, cualquier modelo contable de T realiza a p. 

Por el Teorema X, pes principal, es decir, hay una cp E F 11 

tal que p = E..,. En particular tenernos que cp es completa en 

T y que A J= <p(a). 

Esto nos dice que A es atómico y, por (1), primo. 

(2) (=>)Sean e N y p E S 0 T tal que pes realizado en A. 

Suponemos que p no es principal. Por el Teorema. X existe 

un L-estructura B tal que B J= T, 1 B 1 :S: N 0 y B omite a p. 

Corno es atómico, A oc D y B rea.liza a. p. Absurdo. 
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( <=) T tiene un modelo de cardinal N0 , corno se hizo en el 

,.Teorema XII. Sean A y D dos modelos contables de T. 

Por hipótesis, A y D son atómicos. Como T es completa, 

A ;:::::: D. Por la proposición .8.2, A ~ D., es decir, 

T es Na-categórica. 

(3) Inmediato del Teorema XII y del corolario 2 al 

Teorema.X. 

(4) Como T no es atómica, por la proposición 7.2, 

existe n E N tal que 8 0 T no es atómica.. Por la proposición 

3.1.7, JS(T)J;:::: JS 0 TJ = JSB0 TJ;:::: 21<.. 

(5) Para toda n EN, J S 0 T J :5 N., < 21<.. 

Por la contra.positiva de (5), para toda n E N, B 0 Tes 

atómica. Por la proposición 6.2, Tes atómica. 

Por la proposición 7.1, T tiene un modelo atómico contable. 

(6) Inmediato de] las proposiciones 8.1 y 3.1.2.D 

Ejemplos y comentarios. 

-(Q, $) es un modelo atómico contable del la. teoría del 

orden denso y sin extremos. 

-(Q,+,-,0,1) es un campo primo pero no un modelo primo 

de la teoría de campos de característica O (ver los axiomas 

en el apéndice 2), porque la fórmula <p = x 2 - 2 F:::$ O, es 

satisfacible en Q( .,/2), que es otro modelo de la. teoría y 

omitida en Q. Así que Q /x Q(.,/2). 

Esto marca una. diferencia entre ser un ca.rnpo primo, el cual 

es un ex>ncepto algebraico que se refiere a las operaciones 

únicamente y modelo primo, concepto lógico de la 'Ieor!a 

de Modelos, que exige además, el cumplimiento de 

cuantificadores de fórmulas. 

-Si A es finito entonces A es primo, por el lema 2.3, para la 
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teoría de 6n, que a.firma ' 1 hay ex.a.eta.menten elementos". 

-Observarnos que si A }= T y 1 A 1 ~ N0 ent.onces A omite a 

todos los tipos no-principales en T <=> A es at6n1ico, por la 

proposición 8.3. 

-Si T es una teoría completa y N 0 -ca.tegórica entonces T es 

atómica. 

-Con10 L es un lenguaje contable y 'T' es una teoría. en L 

entonces para toda n E N, Bn'r es contable y Sn T, como 

espacio topológico, es 2° numerable y metrizable. 

Además, si T es completa, sin modelos finitos y 

No-categórica entonces Sn T es discreto, con un conjunto 

denso de puntos aislados, para t.oda n EN. 

?'Existe u.na teoría.~ .. completa y sa.tisfacible ta.1 que Sn T es 

perfecto, para algún n E N? La respuesta. es no. 

Por la proposición 7.1,2, siempre hay un átomo en U 0 '1' y, 

por tanto, 8 0 T tiene un punto aislado, es decir, S 0 'T' no puede 

ser perfecto, para toda n E N. 

Para terminar, ?qul:: sucede con la categoricidad en potencia.> N 0 ? 
Aunque el desarrollo de este tema queda totalmente fucrn de los 
límites de este traba.jo y será contado en otra tesis, citamos el 
memora.ble resultado siguiente debido a Morley (1963) y a 
Shelah (1970). 

"ICorema. Sea. L un lenguaje contable y T una teoría 

completa y Hin modelos finitos. Si T es >..-categórica., para 

algún A> N0 entonces Tes ..\-categórica., para todo..\ > N0 .D 

Consulte el apéndice 2 para aplicaciones de estos resultados. 
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APÉNDICE 1. LÓGICA 
Proposición 1. Sen.o t. un término; 1/J,x fórmulas; cp un enunciado; 
A una L-estructura y s,s' E w A. 

(1) Si para toda X¡ que ocurre en t, xf'" [s] = xf'" [s']. 

Entonces tA[s] = tA[s']. 

(2) Si s y s' coinciden en todas las variables libres que ocurren 

en t/J entonces A I= t/J(s) = A I= t/J[s']. 

(3) A I= t/J[s] o A I= ~.P[s), pero no amba.s. 

(4) A I= <p(s) - para todas' E wA, A I= <p[s']. 

En tal ca.so escribiremos A I= <p. 

(5) Satisfacción con los conectivos V,_..., - y V. 

(a) A I= t/J V x[s] - A I= t/J[s] o A I= x[s]. 

(b) A I= t/J ~ x[s] - A )= t/J[s] o A I= x[s). 

(e) A I= t/J ..... x[s) - A I= t/J ~ x[s] y A I= X - t/J[s). 

(d) A I= ltx1,P[s) - para todo b E A, A I= t/J(s(i/b)). 

(6) Modus Poncns. 

(a) Si A I= .P - x[s] y A I= t/J[s] entonces A I= x[s]. 

(b) Si A I= t/J ~ X y A I= t/J entonces A I= X· 

(c) Si I= t/J ~ X y I= t/J entonces I= X· 

(7) Si <p es un enuncia.do entonces A I= <p o A I= ~<p, pero no ambos.' 

Prueba. 

(1) Por inducción en tórminos. 

Si t =X¡ entonces, por hipótesis, xf' (s] = xf" [s']. 
El caso "t =e" no se puede da.r porque x¡ debe de ocurrir en t. 

Hipótesis de inducción tf [s] = tf [s'), para j = 1, ... , m. 

Sea f un símbolo funcional de aridad m. 

P.D. f(t., ... ,tm)A [s] = f(t 1, ... ,tm)A [s']. 

Como fA es una función en A entonces a partir de la hipótesis de 

inducción se tiene que f""(tf (s), ... ,t! [s]) = fA(t;' [s'], ... ,t! [s']). 
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Por lo tanto, f(t 1 , ••• ,t,.)A [s] = f(t., ... ,t .. )A [s']. 

{2) El lector puede hacer esto por inducción en la. formación de fórmulas. 

(3) Por reducción al absurdo. 

Suponemos que hay una fórmula 1/> tal que A ,!!= 1/>[s] y A .!=~1/>(s]. 

Por definición 5.c, obtenernos que A I= ~V>(s] y A .!=~1/>(s]. Absurdo. 

Por lo tanto, A I= 1/>[s] o A I= ~V>[s]. 
Ahora suponemoH que A I= 1/>[s] y A I= ~V>[s]. 
Por lo tanto, A I= 1/>[s] y A ,f="l/>[s]. Absurdo. 

(4) Corno cp es un enunciado, el conjunto de variables libres en cp es 

vacío. Así que cualquier por de sucesiones s,s'en A, coinciden en las 

varia.bles libres de cp, por vacuidad. 

Por (2), si una la satisface, la otra., también. 

(5) (a) De la definición del conectivo nv", obtenemos que 

V> v x = ~c~tP /\ ~x)· 
Entonces A i= 1/> V x[s] **A I= ~(~1/> /\ ~x)(s]. 

Por la definición 5.c, A ,F (~1/> /\ ~x)[s]. 

Por la definición 5.d, A .F~V>[s] o A .F~x[s]. 

Por la definición 5.c, A I= 1/>[s] o A I= x(s] y recíprocamente. 

(b), (e) y (d) es análogo y el lector puede hacerlo. 

(6) (a) Sean A I= 1/> - x[s] y A I= 1/>[s]. Supongamos que A ,!!= x(s]. 

Entonces, A i= 1/>[s] y A ,F x[s]. 

Por por (5.b), A ,!!= (1/> - x)[s] lo que contradice que A I= ..¡, - x(s]. 

Por lo tanto, A ,F 1/> - X lo que contradice que A I= 1/> - x[s]. 

Por lo tanto, A I= x[s]. 

(b) y (e) son fáciles a partir de (a.) por lo que queda. a cargo del lector. 

(7) Inmediato de (3) y (4).D 

FdrrnulBB universabncnte válidas. Sean cp,1/J,x son fómulas. 
Las siguientes fórmulas son univeralrnentc válidas: 
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Idempotencia. cp V tp - cp, cp /\ cp - cp. 

Conmutatividad. <p V .p ..... .p V <p, <p /\ .p - .p /\ <p 

Asiciatividad. <pV (,P V X) ..... (ep V ,P) V x, ep/\ (,P /\X) ..... (ep /\ ,P) /\X· 

Distributividad. epV (.p /\X) ..... (ep V ,P) /\ (ep V x), 
epi\ (.P v x) ..... (ep /\ .P) v (ep/\ x). 
Absorción. epV (ep /\ .P) ..... ep y epi\ (ep V .P) ..... <p. 

Doble Negación. cp - -,-.cp 

De Margan. ~(ep v .P) -(~ep /\ ~.P ), ~(ep /\ .P) -(~ep v ~.P ) 
Implicación Material. ('P - .P)-(~ep V .P) 

Contrapositivn. (ep - .P)- (~.P - ~<p). 

Modus Ponens. ep /\ (ep - .P) - 1/J. 

Reflexividad de "-+". cp --+ cp 

Transitividad de "-". ('P - .P) /\ (.P - x) -(ep - x). 

Equivalencia Material. ('P ..... .p) ..... (ep - .p) /\ (.P - ep). 

Reflexividad de "-.". cp - cp. 

Simetría de" ..... ". (ep ..... .P) - (.P ..... ep) 

Transitividad de ....... ,,. (<p ..... .P) /\ (.P ..... x)-(<p ..... x). 

Simplificación. ep /\ .P - ep. 

Adición. ep - ep V .p. 

Importación-exportación. ((ep /\ 1/J)- x)+-+(ep -(1/J - x)). 

Axiomas de la Igualdad. '<tx(x = x), '<tx'<ty (x =y - y= x) y 

Vx'ly'Vz (x R:I y /\ y i:::::s z -+ x R:S z), t R:I. t, (t s=::::r s - s R:I t), 

( t R:I s /\ s R:S u --+ t R:S u), para. cualesquiera t,s, u términos. 

Negación de cuantificadores. -,Vx1cp .......... 3x1-,<p y -,3x¡<p - Vx¡....,rp. 

Si X¡ no ocurre libre en <p entonces '<tx1(.P - ep) ~·(3x1.P - ep). 

Proposición 2. Sean E y .O. conjuntos de enunciados, ep,ep1, •.. ,epn y .P 
enunciados. Entonces: 
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(1) Si <p E E entonces E f= <p. 

(2) Si E f= <p y E ~ A entonces A f= <p. 

(3) E f= <p1, para 1 ::; i S n = E I= /\~ _ 1 'P1· 

(4) E no tiene modelo<=> existe tp un enunciado t.al que E f= cp /\ -icp. 

(5) E )l=<p = E+ ~<p tiene modelo. 

(6) Si E f= <p - 1/J y E f= <p entonces E f= .¡,. 

(7) Teorema de la. Deducción, TO. E + <p f= 1/J *> E f= <p - ..¡,. 
(8) E es un conjunto satisfacible. 

E es complelo <:::::> para todo par de enunciados cp y t/J1 

si E f= <p V .¡, entonces E f= <p o E f= .¡,. 

Prueba. 

(1) Sea A una L-estructura tal que A f= E. 

Como <p E E entonces A f= <p. 

(2) Sea A una L-estructura cualquiera tal que A f= A. 

P.D. A F= <p. 

Como E ~ A entonces A F= E. Pero E F= <p, así que, A F= <p. 

(3) Por inducción en n. 

(4)(=>) Por contrapositiva. Sea cp un enuncia.do. 

Suponemos que E )l=<p /\~<p. 

Entonces existe una L-cstructura A tal que A F= E y 

A Jl=ip /\ ~<p. 
En particular, A F= E. Por lo tanto .. E tiene modélo. 

( <=) Por reducción al absurdo. 

Suponemos que E tiene modelo, digamos, A. 

Por hipótesis, existe un enunciado cp tal que E F= cp /\ -icp. 

Por Jo tanto, A F= <p /\ ~<p, es decir, A F= <p y A JI= <p. Absurdo. 

(5) E )l=<p = he.y una. L-estructura A tal que A F= E y A Jl=cp. 
Entonces, A }== -,cp, es decir, A F= E + -.cp y recíprocamente. 

(6) Sea A una L-estructura cualquiera. tal que A F= E. P.D. A F= .p. 
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Corno E I= cp - 1/.1 y E I= cp entonces A f= cp - 1/.1 y A f= cp. 

Por definición de H_,, se tiene que A J= cp o A)== 1/J. 
Pero A I= cp. Entonces A f= 1/J. 
(7) (=>) Sea. A una L-estructura cualquiera tal que A f= E. 

P.D. A I= cp - 1/.1. Suponernos que A )'= <P - 1/J. 
Entonces, negando la definición de 11

-", obtenernos que A f= cp y 

A J= ..¡,. Esto implica que A f= E + cp y A J= 1/J, es decir, E + <P J= 1/.1. 
Absurdo. 

(<=)Inmediato de (1), (2), E~ E+ <P y (6). 

(8) (=>) Sea. E un conjunto satisfacible y completo tal que 

E I= <P V 1/J. Supongamos que E J= cp y E J= 1/J. 
Corno E es completo, E f= ~cp y E I= ~..¡,. Por (2), E I= ~<P /\ ~..¡,. 

Por las leyes de De Morgan, E f= ~(cp V 1/J). Pero E f= cp V 1/J. 
Por lo tanto, E no es satisfa.cible. Absurdo. 

( <=) Supongamos que E es incompleto. 

Entonces existe un enunciado cp tal que E J= <.p y E .F -,cp. 

Por la contrnposi~iva de la hipótesis, E ,f= cp V --,cp. 

Pero l= cp V -up., entonces E }== cp V "-1cp. Absurdo.O 

Conjuntos maxirnalrncntc satisfacibles. 
Proposición 3. Sea E un conjunto sat.isfacible de enuncia.dos. 

(1) Si E es maximal satisfocible entonces E I= <P <=> cp e E. 

(2) Si E es maximal sa.tisfacible entonces E es completo. 

(3) Son equivalentes (a)-(c): 

(a) E es maximal satisfacible. 

(b) para todo enunciado cp, <Pe E o ~<Pe E . 

(e) Para. cualesquiera enunciados cp,1/.1, si <P V 1/J E E entonces 

<PE E o 1/J e E. 

(4) E es maximal satifaciblc <=> existe una L-estrucutra. A tal que 

E= Th(A). 
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Prueba. 

(1) Sea. E un conjunto de enunciados maximal satisfacible 

(-)Suponernos que Et= <p. 

Como E es satisfu.cible entonces existe una L-estructura A tal que 

A t= E. Entonces A t= <p. Por lo tanto E + <p es satifacible. 

Es claro que E~ E+ ip. Como E es ma..x:imal satifaciblc entonces 

E = E + <p, es decir, <p E E. 

(-<=) Inmediato de la proposición 2.1. 

(2) Supongan1os que 'E es incompleto. 

Entonces existe un enunciado cp tal que E+ cp y E+ -,cp son satisfacibles. 

Como 'E es ma.ximal sa.tifa.cible, por (1), cp E E y -up E E. 

Por lo tanto, E no es satisfa.cible. Absurdo. 

(3) (a) =>(b) Supongamos que existe un enunciado cp tal que cp <$. E y 

~<p <$.E. Ya que <p <$. E, por (1), E )(= <p entonces E+ ~<pes sntisfacible. 

Con10 E es maxirnal satifacible y E ~ E + -u.p entonces E = 'E + -,t.p. 

Por lo tanto, -.cp E 'E, lo que contradice nuestra. supocición. 

(b) =>(c) Sean <p y 1/J enunciados to.les que E t= <p V 1/J. 

Supongamos que E )(= cp y E )(= ,P. Por (1), cp <$. E y 1/J <$. E. 

Por (b), ~cp E E y ~.p E E, es decir, E t= ~(<p /\ 1/J). 

Esto implica. que E no es satisfaciblc. Absurdo. 

(c) => (a) Sea A un conjunto satifacible de enunciados y E s;; A. 

P.D. E = A. Suponemos que E "" A. 

Entonces hay un <p E A tal que cp <$. E. 

Por {e), -icp E E y .a no tiene modelo. Contradicción. 

(4)(=>) E es rnaxirnal sa.tifacible. 

Como E es sa.tisfacible, existe una L-estructura A tal que E~ Th(A). 

Por la. maxirnalida.d de E se tiene que E= Th(A). 

(-<=)Inmediato de la proposición 1.3.D 
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Lema. l. Sean u,t términos; x,y,z va.ria.bles y cp,.,P fórmulas. Supongamos 
que las va.ria.bles y, z no ocurren en u. Entonces: 

(1) (u;n = u; y ;,~ = u. 

(2)(<,o*1/.>)'f:=c,o'f:*1/.>~,para*E{/\, V,~.-}. 

(3) (~yt/J)'f: = { ~~(~)~ ::: ~; :. 
Prueba. 

(1) Por inducción en términos. 

Si u= x entonces (x;)~ =(y)! = z = (x):. 

Si u= v variable diferente de x entonces Cv;): = {v)i = v = (v)~. 

Si u= e entonces (c;n =e! =e= e:. 

Hipótesis de inducción, (u~)~ = u¡;&, para. i = 1, ... , rn. 

Sea. f un símbolo de nrida.d rn. P.D. (f(ui, ... ,um);)i = f(u, ,. .. ,um):. 

{f(ui, ... ,um)~)~ = f((uiy)~, ... ,{u~y):) = f(u¡ 2 , ••• ,u~12 ) = f(u1 1 ... ,um):. 

Para u: = u se procede similarmente. 

(2) Para. el caso "/\" esto es cierto por la definición 9. b. 

Recordemos que (p V t/J = --,(--,.,µ /\. -.x). Por la definición 9.b, se tiene 

que: (ip V t/J)~ = (~(~t/J /\ ~x))~ = ~(~.p~ /\ ~xn_ = C,O~ V 1/J~. 

Para. los demás casos es similar. 

(3) Se procede como en (2).D 

Lcina de Sustitución. Sean cp una fórmula.; t.. t l6rminos. X¡ ocurre 
libre en c.pt A una L-eslructura, s E w A y d = tA [f::l]. Entonces: 

(1) (u~•)A[s] = uA[s( i / d)]. 

(2) A I= c,o(t)[s] *>-A I= c,o(x1)[s( i / d)]. 

(3) Si t es libre para x 1 en c,o entonces I= Vx1ip - ip(t) y I= ip(t)- 3x1<,o. 

(4) Si x¡ es libre para x 1 en c,o entonces I= Vx1c,o(x1) +-+ Vx¡c,o(x¡) y 

f= 3x1c,o(x) - 3x¡c,o(x¡). 

Prueba. 

{l) Por el lema 1 e inducción en la formación de térn1inos. 

170 



APÉNDICE l. LÓGICA 

Si u= x 1 entonces (xiDA[s) = tA[s) = d = xf'[s(i/d)). 

Si u= x¡, con j ~ i entonces (xjt)A[s) = xf'[s) = s¡ = xf'[s(i/d)). 

Si u = c entonces (c~•)A[s] = cA[s) = cA[s(i/d)). 

Hipótesis de inducción, (uj~)A[s) = uA[s( i /el)), pa.ra.j = 1, ... , m. 

Sea. f un ímbolo de a.ridad ro. 

P.D. (f(u., ... ,um)~•)A[s) = f(u 1 , ••• ,um)A[s(i/d)]. 

Corno fA es una función en A entonces, a. partir de la. hipótesis de 

inducción tenemos que: 

fA((ujl)A[s], ... ,(u;';!,)A[s]) = fA(uf'"[s( i / d)], ... ,u![s( i / d)]), 

es decir, (f(u 1 , ••• ,um)~')A[s] = f(u., ... ,um)A[s(i/d)). 

(2) Por (1) e inducción en la formación de fórmulas. 

Si c.p = (l1 R:S t 2 ) entonces, 

A I= c,o(t)[s] <=>A I= c,o~'[s] <=>A I= (tjl = t~l)(s] <=> tilA[s] = t~lA[s] 

<=> t.A[s(i/d)) = A[s(i/d)] <=>A I= (t 1 = t 2)(s(i/d)]-= A I= c,o[s(i/d)]. 

Si cp = P(t. 1 , ••• ,ln) entonces, 

A F c,o(t)[s] <=>A I= P(t 1 , ••• ,tn)~'[s) <=> (tjlA[s], ... ,t;';lA(s)) E pA <=> 

(tf'"[s( i / <l)), ... ,t~[s( i / d)]) E pA <=>A I= P(t¡, ... ,t.)[s( i / d)) <=> 

A I= c,o[s(i/d)]. 

Hipótesis de inducción, A I= ,P(t)(s) y A I= x(t)[s] <=>A I= 1/i[s( i / d)) 

y A I= x(s(i/d)]. 

Si cp = -np entonces, 

A 1= c,o(t)(s] <=>A 1= (~.P)~'(s) <=>A ,j'= .P~'(s] <=>A ,f=,P[s( i / d)] <=> 

A 1=(~.P)(s(i/d)]. 

Si cp = 1/.1 /\ X entonces, 

A 1= c,o(t)(s] <=>A I= (.P /\ x)~'[s) <=>A I= ,P(t)(s) y A I= x(t)[s] <=> 

A 1= .p[s( i / d)] y A I= x(s(i/d)) <=> A I= .P /\ x(s(i/d)]. 

Si cp = 3x1,P y como X¡ ocurre libre en c.p entonces i ~ j y 

t.p~• = (3x1tP)~ 1 = 3x11#~'- Por lo tanto, 

A I= c,o(t)[s) <=> A I= 3x¡,P~ 1 [s) <=> pa.re. e.lgún b E A, A I= .P~' [s(j/d)) 
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<=> pa.ra. algún b E A, A I= 1/•[s{j/d,i/d)] <=> A I= 3x1.,P[s{i/d)]. 

{3) Sea A una. L-estructura. cualquiera.. 

Supongamos que A )= '<lx1cp - cp(t). 

Entonces, para. alguna. s E "'A, A I= '<lx1cp[s] y A)= cp(t)[s]. 

Por (2), A )= cp[s{i/d)] y a.sí, A )= '<lx1cp[s] lo que contradice a. que 

A != '<lx1cp[s]. Por lo ta.nt.o, A != '<lx1cp - cp(t). 

Corno F= Vx,~c.p - .....,tp(t) entonces por contro.positiva., 

I= cp(t) - ~'<lx,~cp, es decir, I= cp(t) - 3x1cp. 

(4) Suponemos que '<lx1cp(x) )= '<tx1cp{x1). 

Entonct....~ existe una L-est.ructura. A ta.1 que A f= Vx1cp(x1) y 

A )= '<lx¡cp{x¡). 

Como A )= '<lx1cp(x1) entonces existes E "'A tal que A)= '<tx1cp(x1)[s]. 

Entonces pe.re. algún b E A, A )= cp{x1)[sU/b)]. 

Pero A != '<lx1cp(x) entonces, en particular, A I= cp(x1)[sü/b)]. 

Por (3) y para. sU/b) E"' A, A F= '<lx,cp - cp(x¡)[sU/b)]. 

Por Modus Ponens, A I= cp(x;)[sü/b)]. 

Esto cont.ra.dice a.l hoco de que A )= '<lx¡cp{x¡)[s]. 

Por lo tanto, '<lx1cp(x) I= '<lx¡cp(x¡). 

Por el Teorema. de la Deducción, I= '<lx1cp(x1) - '<lx¡cp(x¡). 

Pe.re. el otro caso I= '<lx1cp(x1) - '<lx1cp(x1) se procede similarmente. 

Por conjunción y la. definición de "_....,, obtenemos que 

!= '<lx1cp(x) - '<lx¡cp(x¡). La. otra o.firma.ción se demuestra. a.na.log¡unente.CJ 
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Lema de Constantes .. Sean c.p = c.p(x1) una fórmula. con una varia.ble libre, 
E un conjunto de enuncia.dos, 1/J un enunciado y e una constante en L que 
no ocurre en E ni en 1/.J ni en cp. Entonces: 

(1) Generalización Universal, GU. 

Si E Fo c.p(c) entonces, para alguna. varia.ble X¡,que no ocurre 

en c.p, 'E Fo 'Vx¡c.p. 

(2) Generalización ExiaU.ncial, GE. 
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Si E Fo cp(c) entonces E Fo 3x1cp. 

(3) E+ cp(c) Fo ,P <=> E + 3x1<p F.o ,P. 

(4) Si E + 3x1<p-+ cp(c) Fo ,P entonces E Fo 1/J. 
(5) Si E es finitarnente se.tisfo.cible entonces E + 3x1cp -+ cp(c) es 

finitn.rnent.c satisfa.cible. 

Prueba.. 
(1) El número <le variables que ocurren en cp es finito. 
Sea x 1 la. primera variable que no ocurren en cp. 
Por hipótesis E F=0 . cp(c). Supongamos que E F 0 Vx¡<p. 
Entonces existe una. L-cstructure. A tal que A FE y A k:Vx¡<p. 
Ye. que A k:Vx1cp, existe s E w A tal que A k:Vx1cp [s]. 
Por lo tanto, para e.lgune. b E A ocurre que A F'P [s(i / b)]. 
Por otro le.do, como A F E y E f=0 cp(c) entonces A F cp(c)[s]. 
Por el Leme. de Sustitución, A I= <p [s(i / cA [s] )). 
Pero s(i / b) = s(i / cA [s]) lo que implica. que b = cA [s], A F'P [s(i / b)] 
y A F <p [s(i / b)], lo cual es un absurdo. Así E Fo 'lfx1cp. 
(2) Inmediato de (1), F 'lfx1cp-+ 3x,cp y Modus Ponens. 
(3) (-) Supongamos que E + cp(c) Fo ,P. 
Por contra.positiva, E + ~,¡, Fo ~cp(c). 
Por (1), E+~..¡, Fo 'lfx,~cp(x,), es decir, E+~..¡, Fo ~3x,cp(x1). 
Por contra.positiva, E + 3x,cp Fo 1/J. 
(<==) suponge.rnos que E+ 3x1cp l=o 1/J. 
Por contra.positivo., E + --it/J l=0 -,3x1cp(x1). 
Por lo tanto, E + ~,¡, Fo 'lfx, ~cp(x,). 
Por el Lema de Sustitución (3), F 'lfx, ~cp(x,) -+ ~cp(c). 
Por Modus Ponenes, E + -it/J )=0 -,cp(c). 
Por contra.positiva, E + cp(c) Fo 1/J. 
(4) Supongo.moa que E + 3x,cp-+ cp(c) Fo ,P. 
Por el Teorema. de la Deducción, E F (3x1<p-+ cp(c)) -+,P. 
Por (1), E F 'lfx2((3x1<p-+ cp(x,)) -+ ,P). 
Por algunas universalmente válidas obtenernos que 
E I= 3x,(3x1<p-+ cp(x2)) -+ ,P. 
Es decir, E F (3x1<p-+ 3x,cp(x2)) -+ ,P. 
Por el Lema de Sustitución (4), I= 3x1 cp(x) -+ 3x2cp(x2). 
Por lo tanto, por Modus Ponens, E f= t/.J. 
(5) Por contra.positiva. Si E + 3x1'P--+ cp(c) no es finita.mente satisfe.cible 
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entonces, por (4), E no es finite..m.ente satisfa.cible.D 

Dcfln.ición 10. Sea E un conjunto de enuncia.dos. 

(a.) C es un conjunto de testigos para. E en. L <=> C es un conjunto 

de_ constantes en L y para t.oda cp = tp(x) fórmula con una. varia.ble 

libre hay una. e E C tal que E l=o 3x<p - cp(c). 

(b) E tiene testigos en L *=>- hay un conjunto U <le testigos para E 

en L tal que C ~ L. 

(e) L' es una extensión de L <=> L f; L'. 

(d) Sean L ~ L" lenguajes formales, E' un conjunto de L'-enunciados. 

E' es una extensión conservativa de E <=> E ~ E' y para todo 1jJ 

L-enunciado, si E' I= ..¡, entonces E I= 1/J. 

Teorema V. Teorcrna de Extensión de Hcnkin. 

Sea E un conjunt_o de enunciados. 

Si E es finitarncnte satisfa.ciblc entonces existe L+ nna cx.tención por 

constantes de L y existe A un conjunto de enunciados finita.mente 

sa.tisfacible con testigos en L+ tales que \ L+ \ = \ L \ y E e;; A . 

Prueba. 
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Caso 1. Les contable. Sean C = {ck \ k e N} y L+ = L U C. Entonces 
\ L+ \ = \ L \ = \ {ip.(x1) \ xi es la única variable libre en cp y k E N} \. 
Definirnos: ~º = "E. -" 
~k = ªk-l + 3x1<pk -- <pk(ck), donde e es la. primero. constante de e 
que no ocurre en L!.k-1· 
Por inducción en k demostrarernOH que ~k es finita.mente satisfaciblc. 
Para. k = O, ~º = E es finitrunentc sa.tisfacible, por hipótesis. 
I-lipótcsis de inducción, ak·l es finita.mente sat.isfacible, para k > O. 
Por el lema de Constantes (3), Ak = Ak-l + 3x1<pk - 'Pk(c•) ._.,. 
finita.mente satisfacible. 
Sea A= U A •. Entonces A es finita.mente satisfacible y Es;; A. 
Si cp(x1) es una fórmula. con una va.ria ble libre entonces existe k E N tal 
que cp(x1) = 'Pk(x1). Entonces .Ak = Ak·l + 3x1'Pk - 'Pk(ck), es decir, 
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A I== 3x1'Pk - cpk(ck)· Así, a tiene testigos en L+. 
C&llO 2. L no es contable. Por el PBO, L es isomorfo a un ordinal a. 
Consideremos un conjunto nuevo de constantes C = {et' 1 /3 < o}. 
Por el PBO, podemos bien ordenar al conjunto: 
{cpt1(x1) 1 x1 es la única variable libre en tp y {3 < a:}. 
Definirnos Definimos: ~º = E . 
.O../J = A~1 + 3x1<p.tJ -+ 'P.tJ(ck), donde e es la primera. constante de 
e que no ocurre en ap.1, si {3 es un ordinal sucesor. 
Ao =u.,. s fJA...,, si /3 es un ordinal límite. El resto es similar al ca.sol. 
En ambos ca.soe, A <..">S una extensión conservativa de E, por el Lema 
de Constantes,(4).D 

Sea. X el conjunto de todos los términos constantes c:=n L. 
Entonces e <;;; X y 1 X 1 = 1 e 1 + 1 l~ 1 • No ~ ILI-

Lerna 3. Sean E un conjunto de enunciados finita.mente satisfa.cible, 
C, X y ,,..._, como se definieron antes. Entonces: 

(1) Si t 1,. .. ,tn,s1, ... ,s0 E X entonces son universalmente válidas: 

(/\~ _ 1 (t¡ = s¡)-+ f(t, ... t 0 ) = f(s, ... s 0 )) Y 

(/\~ _ 1 (t¡ = s¡)-+ (P(t1 ... t 0 ) ~ P(s, ... s 0 ))). 

(2) ",.. .... ,;" es una relación de equivalencia en X .. 

(3) Si t 1, ... ,tn,s1, ... 1sn E X y para toda i = 1, .. ,n, t¡ ,_ s 1, entonces: 

(a) f(t, ... t 0 ) - f(s1 ... s 0 ). 

(b) E Fo P(t, ... tn) <=>E Fo P(s1 ... Bn). 

Prueba. 

(1.) Se deduce de .los axiomas de Ja igualdad e inducción en n. 

(2) Sean t,u,v E X. 

Como f= (t = t) entonces, para todo t E X, E !=0 (t = t), es decir, 

t - t. 
Si t - u entonces E !=0 (t = u). Pero corno I= (t =u) -+ (u= t) 

entonces por Modus Ponens, E l=0 (u s:::s t). Por lo tanto, u,_ t. 

Si t - u y u - v entonces E !=0 (t = u) y E !=0 (u = v). 

Como I== (t = u) /\ (u .., v) -+ (t .., v) entonces E !=0 (t = v) y t - v. 

(3) Inmediato de (1.) y (2).D 

1.75. 
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Del lema 3.2 podemos definir lo siguiente: 

A = X / - = {[t) 1 t E X}, donde [t) = { s E X 1 t-s}, 
e A= [e], 

fA([c,] ... [c0 )) = [e) <=> E Fo f(c, ... c 0 ) ""'e, 

PA([ci) ... [c0 )) <=>E Fo P(c¡ ... c 0 ). 

Lema 4. Sean :E un conjunto de enunciados finito.mente sa.tisfacible, 
C el conjunto de consta.ntet:J no vacío, X el conjunto de los términos 
constantes, t E X y c.p un enuncia.do. Entonces: 

(1) Para todo t E X, t"" = [t). 

(2) Para toda a E A existe t E X tal que tA" = a. 

(3) Si <p no tiene negación ni cuantificadores entonces 

A,., F 'P <=> E Fo 'P· 

(4) Si <p = -.tf,1, cp no tiene cuantificadores y E f= 0 1fJ cut.onces AE F <p. 

(5) Si <p = 3x1tf,1, cp no tiene el símbolo de negación y AE }= cp entonces 

E Fo 'P· 

(6) 1 A,., 1 ::;; 1 X 1 ::,;; 1 L I· 

Prueba. 

(1) Sen t E X. Entonces tA" [s) = t"" = [t) .. 

(2) Sen a E A. Entonces existe t E X ial que a = [t). Por(l), t"" = a. 

(3) Si ip = (t1 ""' t 2) y ip es un enuncindo entonces ti.t2 E X. Así, 

A:¡o F <p <=> A., F (t1 R> t2) <=> tt" = t~" <=> E Fo(t1 R> l2) <=> E Fo 'P• 

Si ip = P(t1, ... ,t 0 ) entonces, A,., F ip <=> A:c F P(t1 , ... ,t .. ) <=> 

P"'"(tt" •... ,t~") - E FoP(t,, ... ,t.) - E Fo 'P· 

Hipótesis de inducción, A:c F ..¡, y A:c F X <=> E Fo tP Y E Fo X· 

Si <p = t/J /\ X entonces A:c F <p <=> A,, F t/l /\ X <=> A,, F t/J Y 

A,., F X <=> E Fo tP Y E Fo X <=> E Fo tP /\ X <=> E Fo 'P• 

(4) Sean <p = ~..¡,, ip no tiene cuantificadores y E Fo 'P· 

Entonces, como E es finita.mente satisfacible, E )=0 1/J. 
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Por lo tanto A:c ,'f=
0

..p. Así, A,, I= ~.p. 
{5) Supongamos que cp = 3x1tP, c.p no tiene el símbolo de negación 

y A:c I= <p. Seas E w A tal que A:c I= 3x1..P[s). 

Entonces para alguna b E A, Ai:: I= 1/J[s(i/b)]. 

Por (2), b = tAE = tAE(s) y por el Lema de Sustitución (2), 

A:c I= ..P(t)[s). 

Por lo tanto, ya que ..p(t) es un enunciado, A:c I= ..P(t). 

Por el Lema de Sustitución (3), I= ..p(t)-+ 3x1..p. 

Por Modus Poncns, AE J= 3x11,b. 

(6) Sabemos que ·7r:X -+ A = X / ~ , 7r(t) = [t) es suprayectiva. 

Por el AE, 1A:c1 :5 1 X ¡.o 

Lcrna. 5. Sean .6., r conjuntos de enunciados finitamente satisfa.cibles 
tales que~ ~ r, .ó. tiene testigc:>s en L y res completo. Entonces r 
tiene testigos en L. 
Prueba. 
Sea <p = cp(xt) E F 1 • Corno .6. tiene testigos en L, existe e E C tal que 
A I= 3x11" -+ <p(c). P.D. r I= 3x11" -+ <p(c). 
Supongamos que r )b 3x 1 cp ---.. cp(c). Ya que res completo, 
r I= ~(3x1<p -+ <p(c)), es decir, r I= 3x1<p /\ ~<p(c). 
Por GU, r I= Yy(3x1<p /\ ~<p(y)). 
Corno y no ocurre libre en "3:x:tcp", se tiene que: r f= 3x1 c.p /\ Vy -,cp(y). 
Por el Lema. de Sustitución, r I= 3x1<p /\ ~3x1<p(x1). 
Por lo tanto, r no tiene modelo, es decir, r no es finitarnente satisfa.cible. 
Esto contra.cicle a la hipótesis de que r es finita.mente satisfacible. 
Así r tiene testigos en L.D 
I..ema de Susti~ución. Sean cp una. fórmula.; u, t términos, X¡ ocurre 
libre en cp, A una. ~tructu.ra, se wA y d = tA[s]. Entonces: 

(1) (u~•)A[s) = uA[s(i / d)]. 

(2) A I= <p(t)[s) = A I= <p(x1)[s(i / d)). 

(3) Si tes libre para x 1 en <p entonces I= Yx;<p-+ <p(t) y I= <p(t)-+ 3x11"· 

(4) Si x¡ es libre para x 1 en <p entonces I= V'x¡<p(x) +-+ Yx¡<p(x¡) y 

I= 3x1<p(x) +-+ 3x¡<p(x¡). 
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A continuación darnos algunos ejemplos de teorías de primer 
orden a la. luz de los conocpte:E t.rat.a.d.C>S en esta tesis. No se 
dan demostraciones formales, porque el objetivo es ilustrar. 

1. La Teoría del "Infinito". 
En el capítulo 4 presentamos un lenguaje L sin predicados, 

sin símbolos funcionales y sin constantes. 

Las L-estructuras correspondientes son de la forma A = {A). 

Sean E N+. Tenemos el siguiente enunciado 0- 0 ,,-·- 3Xip01 

donde 'Pn = (/\ l < 1 X¡ ~ xi) e F n1 y lo que afirma es que 

'
1 hay al menos n ~lemcnlosn. Se tiene que: 

A I= u. = 1 A 1 2:: n. 

Sea E.,= {u. 1 n e N+} y T.,= Cn(E.,). 

Entonc<:s, A I= E., - 1 A 1 2:: N.,. 

T.., no tiene modelo& finitoe y no es finitamente 

axiomatizable y Mod (T.,) e EC,.-EC. 

Pero Mod (T.,)< no es cerrado bajo ultraproductos. 

En este caso 'i:::! es equivalente a - (equipolencia). 

Por la proposición 0.9, Mod (T..,) es cerrado bajo:=,~ 

y ultraproductos. 

Para cualquier par de L-cst.ructuro.s A y D, si 

1 A 1 = 1 B 1 = Á 2:: N 0 entonces A,B I= E., Y A ~ B, es 

decir, A~ B. De esto, T_ es Á-catcgóricr-, p..ra:"t~ 
). ~ No. Por el teorema de La!l-Vaught, T., es completa. 
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~bdos sus modelos contables son atómicos y localmente 

finitos. 

2. La Teoría del Orden Total Denso sin Extremos. 
Sea L = SL U {P}, donde la a.ridad de P es 2. 

Las estructuras adecuadas para L son de l~ forma 

A = (A, J>A), clon<lu A CH un <:onjunLo no vtu:(o y pA <:H 1uui. 

relación binaria en A. 

Sea. T = Cn(<p1 + ... + <p6 + ~<p7+ ~op8 ), donde: 

<p1 = Vx(Pxx) (reflexividad) 

<p2 = VxVyVz(Pxy /\ Pyz - Pxz) (transistividnd) 

cp3 = VxVy( Pxy /\ Pyx - ( x ""y)) (antisimetría). 

cp4 = VxVy( x fe y - Pxy V Pyx) (dicotomía) 

cp5 = VxVy(Pxy /\ x fe y - 3z(Pxz /\ Pzy /\ z fe x /\ 

z fe y) (densidad) 

cp6 = 3xVy(Pxy) (existencia del mínimo) 

cp7 = 3xVy(Pyx) (existencia del máximo). 

T es la teoría del orden total denso y sin extremos. 

Verifique el lector que (Q,:5.) y (IR,:5.) son modelos de T, no 

tiene modelos finitos, es N 0 -cn.teg6rica, completa. y finitarnente 

a.xiomatizahle, lo que contrasta fuertemente con le. lógica 

proposicional ya que esto no es posible, por la proposición 

5.4.1. ':W. 

Para..\ > No, sean (A, $) t= T, 1 A 1 = ..\, B = A-{u.}, 

(B,$) t= T y 1 B 1 = ..\. Si (A,$) ~ (B,$) , ha.y un 

h:(A,$) - (B,$) isomorfismo. 

Entonces h(a) # a, por lo que h(a) < a o h(a) > a. 

Para. el caso de h(a) < a, por la densidad de B, hay una. 

b E B tal que h(a) < b < a. 

Como hes un isomorfismo, existe e E A tal que h(c) =by 
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a. < c. Ya que h(c) = b < a. y h es un ]SC)morfisrno1 e < a, lo 

que contradice a _que a< c. Por lo tanto, (A,:S) ~ (B,!:i), T no 

es A-categórica, para todo ~ > l'ot0 • 

Este ejemplo muestra que N 0 -categoricida.d no implica 

A-categoricidad, para ningún...\ > N 0 • 

Ya que T es finitamente axiomatizable, Mod( T ) y Mod( T )º 

son cerradas bajo::::::, ~y ultra.productos. 

Por ser N0 -categ6rica, por eJ Teorema XII, para todo n € N, 

Bn T es finita.. Así, Bn T es atómica y completa, para todo n E N. 

Por lo tanto, Sn T es un espa.cio discreto, con un conjunto denso 

de puntos aislados total y extremada.mente disconexo. 

Como Tes completa, se tiene que A = (Q,::S) "" {IR,$) = B. 
Por el teorema de Keisler-Shelah, hay un (I,U) tal que 

A 1 / U ,;;:,, D 1 / U. 

3. El sist;erna. Q. 
El siguiente sistema se debe a Rafa.el Robinson y fue 

propuesto en 1950. Sea L = SL U {S, ·,+,O} un lenguaje de prizner 

orden, donde Ja aridad de S es 1 y la aridad de ·, + es 2. Q es el 

siguiente conjuto de enuncia.dos: 

VxVy(Sx""' Sy-+ x ""y) 

Vx(Sx /k" O) 

Vx(x ¡,. O - 3y(Sy "" x)) 

Vx(x +O"" x) 

VxVy(x + Sy""' S(x +y)) 

Vx(x ·O= O) 

VxVy(x · Sy = x · y + x) 

Si T = Cn(Q) entonces Tes una teoría finite.n>entc 

axiomatizable. Así, Mod(T) E EC y Mod(T)º es cerrado 

bajo ultraproductos. T no tiene modelos finit06 y N I= T, 
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donde N = (N, S, +, .,o). 
Se';' N* = (N U {a,b},S, +, ·,O), donde a~ b ti. N, las 

operaciones restrigidas a. N son las usuales; S(a) =a, 

S(b) = b y RC tiene las siguientes tablas que definen a las 

operaciones + y · en N*. Sean iJ E N. 

~--j- o 
b 

o. 
b 

""' o 

a 
a i +j 

o a. b 
o b 
o b b 
O a 
O a b 

o 
b 

i . j 

o 

Cada. uno de los siguientes enunciados es verdadero en N y 

falso en N*: 

'lfx(Sx fe x), 'lfx(O • x = O), 'lfx(O + x ""x), 

'lfx'lfy(x + y = y + x), 'lfx'lfy(x · y = y • x), 

'lfx'lfy'lfz(x · (y + z) "" xy + xz), 'lfx(S•x fe x). 

Entonces T es incompleta.. Por el teorema de Lo~ Vaught, T no 

es ,\-categórica., para ningún ...\ ~ N0 • También se obtiene que 

N /= N•, lo que implica. que N F N•. Así T no es N 0 -categórica.. 

Sea T 1 = Th(N). Clara.mente es una teoría. satisfa.cible, completa. 

y sin modelos finitos. Tampoco es Na-categórica., porque N no 

es localmente finito. Es claro que Te Ti. 

Observa.mas que para 'P E Fi, N f= <p [n] <=> N I= <p(SºO). 

Sea B f= T,. Definimos h: -+ B, h(n) = S 8008. 

Entonces h es un~ inrncrsión elemental y N es atómico. 

Sean ñ E N•, p = p.(N,ñ) E S 0T1 y 'P• = /\(x1 = S••Q) E F 0 . 
Corno N es atómico y pes realizado en N, pes principal. 

Sea ..P E F 0 un generador de p. Es claro que 'P• E p. 

Entonces T 1 f= ..P -+ 'P•· Se puede ver que T 1 I= 'P• -+..p. 
Así, Ti f= .P ..... 'P• y 'P• es completa en Ti. 
Como '".!'1 no es N 0-categórica., existen n E N y p E Sn T1 ta.les 

que p no es principal. Por el Teorema de Omisión de Tipos, existe 
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A I= T1 tal que IAI = N 0 y A omite a p. Por otro lado existe B I= T 1 

tal que IBI = No y B realiza a p. Es claro que A ""' B. 

Este es un contraejemplo al la proposición 6.6.5, si p no es principal. 

4. La ~ría del Sucesor. 
Consideremos un !tmguaje fonnal L = SL U {S, O}, donde a(S) = 1, 
sn+ix = S(Snx) y los siguientes enunciados: 

S.1.'ltx( Sx fe O). 

S.2.'ltx'lty (Sx = Sy ~ x =y). 

S.3.'ltx(x fe O ~ 3y(Sy = x)). 

S.4.n.'ltx(Sºx fe x), n ;:::: 1 

E = { S.1, S.2, S.3}U {S.4.n 1 n E N+}. 

Ts = Cn(E), la. teoría del sucesor, la cual es ...\-categórica, 
para todo A > N 0 , pero no es N 0 -categórica ni finitament.e 
axiomatizable. Consulte [7] para más detalles. 

5. R.ecles y Álgebras Booleanas. 
Sean L = SL U {V , A,', O, 1} y E es el siguiente !=q,njunto de enuncia.dos: 

L.1. 'ltx(x V x = x) ,. 
L.2. 'ltx'lty'ltz(x V ( y V z ) = (x V y ) V z) 
L.3. 'ltx'lty(x V y = y V x) 
L.4. 'ltx'lty(x V ( x /\ y ) =. x) 
L.1'. 'ltx(x /\ x = x) 
L.2' 'ltx'lty'ltz(x /\ ( y /\ z ) = ( x /\ y ) /\ z) 
L.3' Vx'lty(x /\ y = y /\ x) 
L.4' 'ltx'lty(x /\ ( x V y ) = x) 

D.'ltx'lty'lfz(x V (y /\ z ) = ( x V y ) /\ ( x V z )) 

C. Vx3y(x /\ y = O /\ x V y =1) 

T AB = Cn(E) es la Teoría de ]as Álgebras Booleanas. 
T AB es incompleta, porque tiene modelos tintos distintos. 
Entonces ésta teoría no es categórica en ningún cardinal. 
Definimos: 
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para átomo: <p(x) = x fe O A ~3y( O < y < x). 

Bes atómica <=> E + Vy(y fe O - 3x(<p(x) /\ x :5 y )) 

B es sin-átomos <=> E + Vy ~3x(<p(x) /\ x ::; y ). 

TABA = Cn(E + Vy(y fe 0 - 3 x ( <p (x) Ax ::5 y))) es la 
Teoría de las Álgebras Booleanas AtómicaH. 
TABA tiene modelos de cualquier cardinalidad, lo que implica. 
que es incompleta. 
TABD = Cn(B + Vy ~3x(<p(x) /\ x :5 y)) es la Teoría. de 
las Álgcbr&H Doolcan .... Densas (atomlcss). 
T ABO no tiene modelos finitos, L es uno de sus modelos y 
es N 0 -ca.tegórica. Así, para toda n E N, B 0 T es finita, 
atómica y con1pleta y Sn T es un espacio de Stone con un 
conjunto denso de puntos aislados total y extremadamente 
disconcxo, sin puntos de condensación, métrico y c~rnpleto. 
L es un modelo atómico contable y locn.lrncnLc finito. 
Como T es finita.mente axiomatizable, Mod(T) y Mod(T)c 
son cerradas bajo :;;:;:, ~ y ultra.productos. 
Si B l= E , 1 B 1 = N 0 , 1 At B 1 ;::: N 0 entonces 1 At B 1 = N 0 • 

Sea C = { en 1 n E N } un conjunto de nuevas constantes 
y O ~ N, definirnos: 

Eo =E+ {<p(cn) 1 n E D} + { ~<p(cn) 1 n '/e D }. 
Un modelo de Eo es: Bo = ( B, a). e o Y 1 Bo 1 =No. 
Verifique el lector: D = E *> Bo E BE 
Entonces, para D ,¡, E, Bo µ BE y 1 So E 1 ;::: 2"•. 
Entonces l::: no es N 0 -categórica. Así que: 
Si B l= E, 1 B 1 = N 0 y Th(B) es No-categórica. entonces 
1AtB1 <No. 

6. Teoría de Campos. 
Consideremos L = SL U { +, · , O, 1} y los siguientes enunciados: 
A.l. VxVyVz(x + ( y + z ) = ( x + y ) + z) 
A.2. VxVy(x + O = x) 
A.3. Vx3y( x +y = O ) 
A.4. VxVy(x + y = y + x) 
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M.1. VxVyVz((x · y) • z .., x · (y . z )) 
M.2. VxVy(x · 1 = x) 
M.3. Vx(x fe o -+ 3y( X • y ) ... l) 
M.4. VxVy(x · y "'" y . x) 

D,. VxVyVz(x · ( y + z ) "" x · y + x · z ) 
D2. VxVyVz (( y + z ) · x = y • x + z · x ) 
Sea A = {A.l, A.2, A.3, A.4, M.l, M.2, M.3, M.4, Di,D2, O fe 1 }. 
Entonces Te= Cn(A) es lo. Tcorm de Campos. 
Sean F un campo, b E F y n EN. Definirnos 
n · b = b + ... + h, n-veces. La caract.er(stica de Fes 
car F = m!n{ n E N 1 Vx(n · x = O)}. Sabemos que 
car F = p (primo) o car F =O. 
En cue.lquieru. de los dos casos, respectiva.mentes, ZP y Q 
son carapas primos, pero no son modelos prilllos de la teoría.. 
Sean tPp = Vx(p·x"" O) (p primo). Entonces: 

AP =A+ 1/Jp, Aw =A+ { ~,µP \ p E lP' }, 

Tcp = Cn(Ap) Y Tco = Cn(Aw)· 

Tcp es la 'Ibor(a· de Can•pos de Caract.crfat.ica p. 

Tco es la. Teoría de Ciunpos de Caractcrfstica O. 

En adelante omitiremos escribir toda. la estructura., como en 
Z., (p primo), Q, lR. f= A. 
Clara.mente Av tiene 11 enuncie.das y Zp es uno de sus modelos. 
Te y Tcp aon teorías finita.mente a.xiome.tizables y si T =Te, Tcp 
entonces Mod (T) E EC, Mod(T) y Mod(T)º son cerradas ha.jo 
=:, ~ y ultra.productos. 
Te tiene distintos modelos finitos, por lo que Te C8 incompleta. 
Th(Zp) es une. teoría categórica.. 
La. 'Doorfa de Campos do Caroct.cr(st.ica O, Tc0 es una. teoría. 
satisfacible, no tiene modelos finitos, no es finita.mente axiomatiza.ble, 
es incompleta., no es A-ca.tcgórica., pa.ra ningún ..\ ~ N 0 y tiene, 
al menos, 2l'lo modelos contables no-isomorfos. 
En efecto Q, lR y C son modelos de Tco· 
Suponga.tnos que Tc0 no tiene modelos finitos. Entonces tendría que 
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Ber de característica. finita, lo que contradice que sea de característica. O. 
Suponemos que Tc0 es finita.ment.e axiomatiza.ble. Entonces existe un 
enunciado ip tal que Cn(ip) = Cn(Aw)· Se.hemos que Z,, I= .O.p, para. 
todo p E P. Corno Pes infinito, existe U ultrafitro no-principal de P ta.l 



que K = II Z.. / U I= A. Pero { q E 1 Z.. I= ,Pp} = {p}~ U, por ser 
no-principal. Por lo que el Teorema XI nos dice que K ,F 1/Jp., pare. todo 
p E P. Esto implica que K I= cp. Pero para toda p E ll", Z,, )= cp, 
JI"= { p E JI" 1 Zp )= cp},é U, 0 ~U. Por el Teorema XI, K )= cp. 
Contradicción. Por lo tanto Tc0 no es finit.arnente axiornatizable. 
Otros modelos de Tea· 

Tenemos que Q(.,./P) = { a+ b.,./P 1 a,b E Q } es un campo 

Y que 1Q1 = 1 Q(.,./P) 1 =No. 

Si cp = 3x(x2 - 2 = O) y ,P = 3x(x2 + 1 = O ), Q )= cp y 

Q(.,./P) I= cp. Es decir, Q /= Q(y'P), Q /'t Q(.,./P), Q /!:5 Q(.,./P) 

y c.p es independiente de Tc0 , por lo que Tc0 es incompleta. 

-También IR )= ,µy e I= ,µ, IR .t= e, IR fo!. e y IR B c. 
Similarmente, Q B IR. 

Por lo tanto, T 00 no es N 0 -categórica y no es 2N°-categórica. 

-Por LST T, tampoco es ...\-categórica., pare. A > Na. 
-JI"= { p E N 1 pes primo}, C = {c0 1 n EN }un conjunto 

de nuevas constantes. Entonces L+ = L U C. Para D ~ 1P , 

tenen1os el siguiente conjunto de enunciados: 

Ao =A. + { 3x(x2 
- p = O) 1 p E D} + { Vx(x2 

- p fe O) 1 p ,é D}. 

Uno de los modelos de A 0 es Q(v'D) el cual se define como: 

{ b 1 existen n EN, fto, ... ,afU E Q, p., ... ,pn E D: b = Ee.1~ }. 

Como Des contable, 1 Q(v'D) 1 = N.,. 

Además, para D,E s JI": E= D = Q(v'O) = Q(VE). 

Por lo tanto, si E~ D, Th( Q(v'D) ) ~ Th (Q(VE) ) E S 0 A. 

Así {Th( QCv'D) 1 D e P (ll")}s SoA, es decir, I SoA 1 ;:: 21<•. 

6 tiene, al menos, 2N° modelos contables no-isomorfos.O 

Otro ejemplo. Sean T = Th(Q) y E(xi) = {x~ - r = O 

Entonces E(x1 ) consistente con T y omitido por Q. 
Por el lema de Ehrenfeucht, E(x1) no es principal. 

r E JI"}. 
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Por ser consistente con T, existe p E S 1'T' tal que E(x1 ) ~ p. 

Se a.firma que p no es principal. Si p fuera principal entonces p sería 

realizad.o en cualquier modelo contable de T. En particular en Q, 

de lo que se sigue que Q realiza a E(x1 ). Absurdo. 

Por lo tanto, p no es principal.Sabemos que Q no es atómico. 

?'Tes una. teoría atómica? Si T fuera atómica existiría una 

L-estructura B tal que IBI = N0 D I= T y D es atómico. 

Como Q no es atómico, existe p E S 0 T tal que p ~s principal y es 

omitido por Q, pero realizado por B. Esto irnplic~ que B /= Q y por 

tanto T no es completa. Absurdo. Así, T no es n.tómicn.. Et»t.o irnplica. 

que existe una n E N tal que IBn TI = No y IS.TI = 2"•. 

La Teoría. de Campos Algchraicamentc Cerrados, es 
TcAc = Cn(A + {'Pn 1 n E N+}), donde paran> O, tenemos: 

'Pn = VXo···Vx.( Xn fe O~ 3y( Xo + X1Y + ... + XnY" "" O)). 

Se puede verificar, que esta teoría no es completa, no tiene modelos 
finitos y no es finita.mente axiomatiza.ble; la existencia de crunpos 
algebraica.mente cerrados se establece por medio de ultraproductos 
o de L<;wenheim-Skolem-Tarski. 
La Teorfa de Can1pos AlgchraiC&.l'ncnte Cerrados de 
CaracteríHtica O, es TcAco = Cn(~~ + AAc). 
El siguiente teorema se debe a Steinitz, 1910. 

Teorema. Sean K y L campos algebraiclt.lucnlc cerrados. 

Si car K =car L y 1K1=IL1 =A> N 0 , entonces K ~ L.D 

•r = TcACo tiene las siguientes propiedades: T no es finitarncntc 
a.xiomatizable9 no tiene modelos finitos, T es A-categórica, ptu"a 
todo A > No, T es completa y T no es N0 -categórica. 
Prueba. 
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Suponemos que T es finita.mentes axiomática. 

Entonces, existe un L-enunciado c.p tal "que 'I .. = Cn(c.p). 

Ahora, del lema, existen {Kº 1 n E N+} y U es un ultrafiltro 

no-principal de N+, donde Kº no es algebraica.mente cerrado. 

Como K" k= T, por el Teorema XI, III~º / U )= <p. 

Por otro lado K" + 1 J= c.p0 , para toda n ~ 1 y U ~ no-principal. 

Por el Teorema XI, IIKº / U I= T, es decir, IIKº / U I= <p. Absurdo. 

Por lo tanto, T no es finitamente axiomatizablc. 

T no tiene modelos finitos, porque Tc0 no los tiene y Tea ~ T. 

Por el Teorema de Steinitz, T es ..\-categórica, para todo A > N 0 • 

Por el teorema de Lo§-Vaught, Tes completa. 

Para toda n E N se tiene que tp0 = x ~ 1 + 1 + ... + 1 { n-vecCH). 

Así, <p0 define u {n} en Q* , {n} E 01 { Q* ), para toda n E N. 

Pero, B1T ~ 01( Q* ), 1 B1T 1 :::"'. N 0 • Por el Teorema XII, T no 

es N 0 -catcgórica. 

Esto muestra que ..\-catcgoricidad no implica que N0 -categoricidad, 
para ningún A > N0 • 

7. Comentarios finales. 
Veamos algunas cuestiones que se derivan de los ejemplos anteriores. 
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Sea. A ;::::: N 0 • ?Existe alguna. relación entre teorías finita.mente axioma.tiza.bles 
y ...\-categoricidad? Ninguna. Veamos el por qué de esto. 
La teoría del orden toLa.l denso sin extremas es finitarnenLc axiomatiza.ble 
y N 0 -categ6rica, no es ...\-categórica, para ningún ...\ ~ N 0 • 

T = Cn(Q) es finita.mente axion1atizablc y no es ...\-categórica, 
para ningún A ~ N0 • 

T = Cn(an) es finita.mente a.xiomatizable y es ...\-categórica, para 
todo A~ N0 • 

Existen teorías que son finitainente a.xiomatizables y son ...\-categóricas, 
para todo ...\ > Na, pero no son N 0 -categóricas. 
T = Cn(E...,) no es finita.mente axiornatizable y es A-categórica, para. 
todo A~ N0 • 

TcAco no es finita.mente axiomatiza.ble y no es No-categórica pero 



es A-categórica, para todo A > N 0 • 

Hay teorías que no son finita.mente axiomatiza.bles y no aon ..X-categóricas, 
para todo A~ N 0 • 

De este modo, no hay relación entre finitamente a.xiomatizable y 
Á-ca.tegoricidad. 

A manera de información adicional tenemos el siguiente resultado que 
enlaza cierto tipo de categoricida.cl con la. propiedad de ser finita.mente 
axiomatiza ble. 

Deftnición. Sean L un lenguaje formal y contable y T una teoría en él. 

T e11 totalmente categórica <=> para. todo K. ;:::: N 0 , Tes K-categórica. 

Un ejemplo de una teoría totalmente categórica es Ew, el conjunto de 
enunciadoe cr0 = 3X(/\ 1 < 1 X¡ A- X¡). 

El siguiente resultado se debe a Zil'ber, 1980. 

'IDorema. Sean L un lenguaje formal y contable y T una teoría en él. 

Si T es totalmente categórica entonces T no es finita.mente axiomatiza.ble. D 
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Así que si T es finitarncntcs axiomatiza.ble entonces existe un cardinal infinito 
en el cual no es categórica. Si tal cardinal in.finito es no-numerable entonces 
la teoría T no es categórica en ningún cardial infinito no-nUIDerable, por el 
Teorema de Modey-Shelah. 
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