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INTRODUCCION

En el estudio de teorfas de primer orden hay conceptos algebraicos y topolégi-
coe que han resultado ser muy iitiles para la légica y que han generado una inte-
raccién muy fructffera entre la légica y estas disciplinas.

El objetivo de esta tesis, Tépicos en Légica, es presentar y analizar algunos
conceptos puramente légicos, relacionarlos con los algebraicos y topolégicos y
mostrar cé6mo un enfoque asf enriquecido aumenta nuestro conocimiento de ciertas
estructuras matemaéticas.

* Dichos conceptos aquf tratados son: dlgebras booleanas, filtros y ultrafiltros,
espacios Tz2-compactos y espacios de Stone.

En los capiftulos 1, 2 y 3 se introducen y estudian estos conceptos bdsicos,
mientras que el capftulo 4 cubre el material fundamental de la l6gica de primer
orden. Esta es la parte bdsica de la tesis.

En la segunda parte se relacionan los conceptos légicos con los algebraicos y
topolégicos.

En el capftulo 5 construimaos las dlgebras relativas a teorfas de primer orden ar-
bitrarias (T), denotadas por B, T, contruimos el espacio de Stone de una teorfa T,
denotado por S, T y obtenemos teoremas que relacionan estas dos construcciones.

Los ultrafiltros nos sirven, entre otros resultados, para caracterizar clases de
modelos: elementales (EC) y elementales en sentido amplio (ECa). Esto estd en
el capftulo 6.

Finalmente, en el capftulo 7 se estudian los conceptos de R,-categoricidad y
atomicidad de una teorfa T, los cuales estan caracterizados en términos de B, T
y 5.T.

La tesis cuenta con dos apéndices: el primero estd dedicado a demostrar resul-
tados de la lé6gica de primer orden que no se cubrieron con todo detalle en el texto
y el otro con una serie de ejemplos que ilustran cémo se utiliza la herramienta
desarrollada para el caso de algunas teorfas matemaéticas de primer orden.

Notas:
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trabajo.

(3) Por la proposicién 2.3.4, se entiende que cstamos hablando de la
proposicién 3, inciso 4 del capftulo 2, cuando la referencia se haga fuera
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de este capftulo; sin el nimero 2" cuando se este dentro de dicho capitulo.
(4) " +»" significa "si y sélo si", en el metalenguaje.

(5) El final de una prueba se sefiala con el sfmbolo " D",

(6) El sfmbolo "=" indica isomorfismo y "=" indica homeomaorfismo.

(7) El capftulo 3 depende del capftulo 2 y éste del 1. El capftulo 4 es

independiente de los tres primeros. El capftulo 7 depende del 6, 5 y 3.
El 5 depende del 3 y 4. ’
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CAPITULO 1
ORDEN Y REDES

Estudiamos las propiedades bésicas de orden y un caso especial de
este: la red.

Orden Parcial
Definicién 1. Sea X un conjunto y < una relacién binaria en X.

< es un orden parcial en X & < es reflexiva, antisimétrica
¥ transitiva.

Sean X y < como en la deﬁn:cnén 1.

Al par (X,<) se le 11 conj parcial te ordenado (copo).
Siab € X, "a < b” se lee: a es menor o igual que b.

Por "a < b”, entendemos que: a < by a 7% b, y se lee: "a es
estrictamente menor que b”. Por "a <~ 'b” entenderemos "b < a”.

Si B € X, la restriccién de < a B, denotada por ™ < [ B”, significard
que a < byabe B.

Las propiedades més importantes estdn en la siguiente proposicién.

Proposicién 1. Sea (X,<) uncopoy B € X.

(1) <! es un orden parcial en X
(2) < [B es un orden parcial en B. O

Para (X,<) copo y a,b € X , escribiremos "a > b” en lugar de "a <'b”
Y e leerd: "a es mayor o igual que b”. Este orden es conocido como el
orden dual de X y lo denotaremos por X*.

Ejemplos:



ORDEN PARCIAL

(1) Sea X cualquier conjunto.

El conjunto potenciade X ea P(X) = {A| A € X } y la diagonal
de X es A = {(x,x) | x € X}. Se tiene que (P(X),C), (X,A) son
copos, pero (X,X?) no es copo, pues falla la antisimetrfa, para cuando
X tiene méds de un elemento.

La expresién "A C X” se lee ” A es un subconjunto propio de X" y
significa: A C Xy A # X.

(2) (N,<), (Z,5), (@,=), (R,=), ({1,2,...,n},=), N*, Z2°, Q* y R" son
copos.

(3) Para a,b € Z, definimos: a divide a b (a | b) <> existe ¢ € Z tal
que b = ac. Entonces, (Z,]) no es copo, porque falla la antisimetria,
pero {(N,|) sf es copo. Sib € N, D, = {a € N | a | b}, el conjunto de

los divisores de b, (Dy,] ) es un copo.
Dentro de un copo hay elementas especiales, las cotas.
Definicidn 2. Sea (X,<) un copo y B U {b} C X.

(a) b es una cota superior de B < para todox € B, x < b.

(b) b es un supremo de B <> b es cota superior de B y para

cualquier d cota superior de B, b < d.
(¢) b es un Méximo de B < b es cota superior de By b € B.
(d) b es un maximal de X <> para toda x € X, si b < x entonces

x = b.
L.os conceptos de cota inferior, Mmflmo, mmimo de B y minimal

de X se definen andlogamente.
Veamos algunas propiedades de estos conceptos.

Proposicién 2. Sea (X,<) un copoy A U B U {a,b}cC X.



TIPOS DE ORDEN

(1) Si b es un supremo de B entonces b es iinico y se denota por

b = sup B.

Lo mismo para fnfimo (inf B), mfnimo (mm B) y mé&ximo (méx B).
(2) b = méx B (min B) & b€ By b =sup B (resp. b = inf B)
(3) Si A € B y ambos tienen supremaos e fnfimoamos

(resp. méximos y mfnimos) entonces

infB< infA<sup A<supB

(resp. min B < mfn A < méx A < méx B).

(4) Son equivalentes:

(i) a < b (ii) sup {a,b} = b (iii) inf {a,b} = a.

{(5) b es cota superior de B en X <> b es cota inferior de B en X°*.

Lo mismo sucede para los deméds conceptos.

Prueba. (1) por antisimetrfa. (2)-(5) son para el lector.O

Ejemplos. (N,<) no tiene mdaximo, N* no tiene mfnimo, (Z,<), (Q,<)
¥ (R,<) no tienen extremos, tampoco Z°*, Q° ni R°*.

Tipos de orden
Definicién 3. Sea (X,<) un copo y {x.}, ¢ 5 uUna sucesién en X.

(a) < es un orden total (orden lineal o cadena) < para todo
abeX, a<bob<a.

(b) < es un buen orden B ¢ paratodo BC X, si B # 0
entonces existe el min B.

(c) < es un orden denso < para todo a,b €X,s8ia < b
entonces existe c € X talque a < c < b.

(@) {({(xu}n e M=) @8 una cad dente (d o
todon € N, X, < 3a41 (Xas1 < Xn).

te) <> para

Sl < ©s un orden toml en X entonces al par (X,<) se le llama conjunto
te ord do (coto). También ae le conoce como orden
lineal o cadena.




MORFISMOS DE ORDEN

Morfilsmos de Orden
Deflnicion 4. Sean X ¥ Y copaos y £X—Y.

(a) f es un morflamo de orden (preserva el orden) < para toda
a,b € X, a < b implica f(a) < f(b).
(b) f es un isomorfleamo <> f es biyectiva y tanto f como f-?
son morfismos de orden.
(c) X em imomorfo a Y ( X = Y ) <> existe :X -—Y isomorfismo.
Ejemplo. .
Sean (A,PA) y (B,P?) copos, donde A = {a,b,c,d} y
PA = {{a,b),(a,c),(b.d),{c,d)} ¥y B= {1,2,34} y P® = <.
Definimos g:tA—B, g(a) = 1, g(d) = 4, g(b) = 2 y g(c) = 3.
Es claro que g es biyectiva, es morfismo de orden y existe g}.
Pero 2 < 3y (x'(2). g'(3)) ¢ P".
Asf, g no e un isomorfismo de orden.

Proposicién 4. Sean £X —Y y g Y — Z morfismos de orden.

(1) Entonces g o f :X — Z es un morfismo de orden.

(2) Si f y g son isomorfismos, g o f es isomorfismo.

(3) " = " es una relacién de equivalencia.

(4) Si X =2 Y y X es coto (cobo, codo) entonces Y también 1o es.00
Para més detalles ver (1}, [2] ¥ [4]).

Ordinales y Cardinales
Sean X y Y dos conjuntos arbitrarios. .
X es equipotente a Y (X~Y) & existe 1 X—Y biyectiva.
Entonces ”~" es una relacién de equivalencia.
Definimos:
(a) X es transitivo «<» paratodo YC X, Y € X.
(b) X es un ordinal « X es transitivo y (X,€) es un cobo.



EL AXIOMA DE ELECCION

Si (X,<) es un cobo y X = 3 para algiin ordinal @ entonces tal .
isomorfismo es dnico. Definimos Ax = {# | X == g3}.

Entonces Ax # 0. Como Ax es un cobo entonces existe el mfnimo

de éste al cual denotaremos por | X | y se le lama el cardinal de X.
Por ejemplo | 8] = 0, | {1, n} | =ny | N| = Re.

Las propiedades mas importantes de ordinales que usaremos son las
siguientes:

(a) Si X es un ordinal entonces X U {X} es un ordinal y Sx £ X.
(b) Si A es un conjunto de ordinales, UA es un ordinal.

A partir de O tenemos los mimeros ordinales 1, 2,..., w, w + 1,..., w + w,
etc. Los ordinales como w y w + w no son ordma.lm.sucesor Yy son
conocidos como ordinales lfmite.

Si (Y,<") es otro cobo y (X,<) =¢ (Y,<') tenemos que:

| X|=1Y] & X~Y.

Decimos que:

X es inito & X =0 o, paraalgninn € N, X ~ {1,...,n}. (| X | <« R,)
X es infinito numerable & X ~ N. (| X | =R,)

X es contable <> X es finito o infinito numerable. ( | X | < 1)

X es infinito no-numerable & | X | > R,.

Decimos que [X| < |Y] < existe £X—Y inyectiva.
Sabemos que estd bien definida, es reflexiva y transitiva.
Teorema de Schrider-Berstein.
Si|lX|<|Y|<|X]|entoneces | X|=|Y|.O
Por lo tanto, < es un orden parcial. Para més detalles ver [8] ¥ [10].
Teorema de Cantor. X
Si X es un conjunto entonces | X | < | P(X) | = 2Xi.0

El Axioma de Eleccidén
El Axioma de Eleccién es fundamental para esta tesis.
Presentamos dicho axioma y algunos otros enunciados relacionados
con él. Para esto primero introducimos algunos conceptaos.
Sea X una familia no vacfa de conjuntos no vacfos. Decimos que
f :X— UX es una funcidén de eleccién para X si para todo B € X,
f(B) € B. Sea X un conjunto no vacfo. X se puede bien ordenar si
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es posible encontrar una relacién binaria R en X tal que R es un
buen orden. Son equivalentes:
Axioma de Eleccion, AE (Zermelo, 1908) Toda familia no vacfa
de conjuntos no vacfos tiene una funcién de eleccién.
Principio del Buen Orden, PBO (Zermelo, 1908) Todo conjunto
no vacfo se puede bien ordenar. :
Lema de Zorn (1935) Sea (X,<) un copo. Si toda cadena en X
tiene una cota superior entonces X tiene un maximal.
Producto. SiI # @ y para toda i € I, A; # 0 entonces IT; ¢ 1A; # 0.

La iltimna formulacién se considera a veces como el axioma de eleccién.

Usarernos los siguientes resultados (que se demuestran con el AE):

(1) Si f£A — B es suprayectiva entonces | A | > | B |.
(2) El orden entre cardinales es total.
(B)Para | A| =N, | A2 | =] A{.
(4) Si X es un conjunto entonces existe iinico ordinal G tal que X es
isomorfo a 8.
Redes
Definicién 5. Sea (X,<) un copo.
X es una red <> para toda a,b € X, {a,b} tiene supremo e (nfimo.

Ejemplos.

(P(X),S), (N,<) y (Ds ,| ) son redes.
Si X es red entonces X* también. Otro nombre de red es "lattice”.

Proposicién &. Sea (X,<) un copo.



(1) X es una red <« para cualquier B C X, si B # @8 y B es finito
entonces B tiene supremo e fnfimo.

(2) L = (X,<) es una red; a,b €X.
Definimos: a A b = inf{a,b} y a V b = sup{a,b}.
Entonces en L*= ( X, V, A ) se cumplen, para cualesquiera
a, b, ce€X:

LlaVa=a LlaAa=a :
L2av(bve)=(avb)vec L2aA(bAc)=(aAb)AC :
L3aVb=bVa L3aAb=bAa
L4aV(anb)=a La4an(aVvb)=a

(3) Sea L = ( X, V, A ) que cumple con L1-L4'. :
Definimos, para s, be X,a < b < aV b =1b.
Entonces L° = (X,<) es una red, inf{a,b}=a A b y sup{a,b}=a V b,

(4) Se tiene el siguiente resultado:

(a) Si L = (X,<) es una red entonces ( L* )° = L.
(b) SiL = (X, A,V) cumple con L1-L4’entonces { L°)*= L. '

Sean a,b,c,d,a,...,85,b;,...,b; € X.

(8)Sic<a b<dentoncesc<aAb<avb<d

B)Sia<cyb<dentoncecsaAb<cAdyaVvb<cvd

(7 Sic<a < b <d, para 1< i < n entonces ;
c < inf {a,, ..., ax} < sup{b;, ..., by} < d. :

(8) Si A, B C X no vacfos y finitos, inf(A U B) = inf A A inf B.

Prueba. (1), (2), (4), (5) y (6) son para el lector. i

(3) Usar la proposicién 2.4, 1.2 y L3.
(7) Inmediato de (5) y (6) por induccién en n.
(8) Usar la proposicién 2.3.0

Si Ll es una red entonces no hay ambigtiedad cuando usemos ” < ” o

™ V, A ” pues por la proposicién 5.4, son equivalentes. Obeervamos :
que L.1 y L.1' se deducen de L.4 y L.4’.



TIPOS DE REDES

Tipos de Redes
Definicidn 6. Sea L una red.

(a) L es distributiva (Schrisder, 1890) <> para toda a,b,c € L:
Dil.av(bAc)=(aVb)A(aVvec).
D2.aA(bvc)=(aAb)V(aAc).

(b) L es compl tada < se cumplen:

(i) existen 0 %2 1 € L tales que paratodoa € L, 0 <a <1y
(ii) paratoda a € Lexiste be Ltalquea Ab=0yaVb=1.
(b es un complemento de a).

(c) L es completa (Birkhoff, 1930) < para todo B € L, B tiene
supremo e fnfimo.

(d) L es densa < (L,<) es un codo.

Ejemplos y comentarias.

-{P(X),<) es una red distributiva, complementada y completa,

pero no densa.

-Si L es finita, L es completa.

-Si L. es completa, inf@® =1y sup @ = 0.

-8i X = 0, tenemos que (P(X),C) es trivial.

La definicién 6.b, sdélo considera a las redes no triviales.

-Si (X,<) es coto, con 0 # 1 entonces X es una red pero no puede
ser complementada, porque para a € X-{0} y b € X un complemento
de a, tendrfamaos que a = 0.

Proposicion 6. Sea L un copo.

(1) Si L es una red y se cumple una de las leyes distributivas entonces la
otra ley distributiva también se cumple, por lo que L es distributiva.
(2) Si L es una red distributiva y complementada entonces los
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complementos son \inicos.

(3) Si 0 € L y para cualquier B C L existe el sup B entonces L es una
red completa.

Similarmente para €l caso: 1 € L y para toda B € L existe el inf B.
Prueba.

(1) Sea L una red, a,b,c € L y suponemos que se camplen D1.
P.D. D2 se cumple en L.

Entonces:

(aAb)V(aAncd)=((aAb)Va)A((aAb)Vc)=

an((ave)A(bve))=aA(@aVe))A(bVc)y=aA(bVc).

El otro caso es similar. De este modo, L es distributiva.

(2) Sean a € L con b,c € L complementos de a. P.D. b = c.

b=bVvVO0O=bV(anc)=(bVva)A(bvVvc)=

=1A(bVc)=bVc=>c=<hbh.
=cVO=cV(aAb)y=(cVvVa)A(cVb)=

=0A(cVb)=cVb=>bc<ec

Luego, por antisimetrfa, b = c.

(3) Sea B C L. Definimos H = {x € L | x es una cota inferior de B}.

Es claroque HC Ly 0 e H.

Por hipétesis, H tiene supremo, digamos b. Entonces b = inf B.

El otro caso es similar. Asf, L es una red completa. O

Para mds detalles consultar [1], (2], (4] ¥ [6].

Aplicaciones

1. _ Redes y Espacios Vectoriales.
Sea V un espacio vectorial sobre el campo F.
Sea Sb(V) = {W | W es un subespacio de V}.
Entonces L = (Sb(V), C) es un copo.
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Si X € V entonces { X ) es el espacio generado por X.

Para U,W € Sb(V), inf(lUW} =UNWy

sup{U,W} = (U U W) = U + W. Con esto, L. es una red.

El cero de L es {0}, donde O es el vector cerode Vy 1 = V.
Para el caso en que V# {0}, L es no trivial

Si B = {Wi}ic1 € Sb(V) entonces sup B = (UieW)) ¥

inf B = Mig/W) . Asf, Sb(V) es una red completa.

Sean V= R?, U = (e,), W= (e3) y H = (2), donde: e, = (1,0),
e; = (0,1) y z = (1,1). Esclaro que UN H = W n H = {0},
{(UUH) = (WUH) =VyUs3# W. De esta manera, H tiene dos
complementos. Por la proposicién 6.2, L no es distributiva..

2._ Redes y Légica Proposicional.
Sean:

E = {p. | n € N} el conjunto de letras proposicionales y

F el conjunto de f6rmulas bien formadas.
Tomemos @,y € F. La seméntica para F se define por medio de
asignaciones. Una asignacién para F es una funcién v:E— {0,1} y
& tiene asignado un Unico valor de verdad, €l cual se denota por v*(p).

Decimos que ¢ es una tautologia (= ¢) < v*(p) = 1, para toda
asignacién v. Definimos p < ¢ & = — .

Es facil verificar que (F,<) no es un copo, pues falla la antisimetria.
Para remediar esto, definimoes:

¢ es légicamente equivalente a ¥ (g ~ Y¥) < = ¢ — .

El siguiente lema es consecuencia de resultados de la 16gica
proposicional.

Lema 1. Sea ~ como se definié antes.
(1) ” ~ ” es una relacién de equivalencia en F.
(2)Sip~¢' yyp~y entonces p AY ~ ' AY,

11
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PVY ~ P VY y —p e~ o

() Sip ~ ¢, ¥ ~y' ¥y = — ¢ entonces |= ¢’ — ¢'.0
Por este lema podemos definir [p] = {w € F |y~ } ¥y
L = {[¢] | ¥ € F}. Para [y}, ] € L, definimos:

Wl e ke—y
Por el lema 1.3, "< ” estd bien definido.
Por lo tanto, L es un copo. Si [¢], [¢] € L, definimos:

] V [¥] = sup{ly] , W]} = [ V¥

o] A W] = inf{[], (W]} = [w A ¥]

[p]" = [
Entonces { L ,V , A ) es una red distributiva, ademdas, [ V —p] =1,
[PA—p]l =0,1#0, (Ll Al =0y [] V []' = 1.
Asf, (L, V, A", 0, 1) es una red distributiva y complementada.
Como m:F ~ L, w(yp) = [¢], es suprayectiva, | L | < | F | = R,.
Por otro lado, para p # q € E, tenemos que p /A q.
Por lo tanto, [p] M [q] = 8.
Ahora bien, { [pl hhee S LyR. =|{[plIpeE} <|L]
Por el Teorema de Schrsder-Bernstein, | L | = R,
Sea S = { £ € F | £ es satisfacible}.
Claramente: S € P(F) y S # @ (pues @ es satisfacible), (§,5) es un
copoy inf S = 0.
Si v es una asignacién y T, = { ¢ € F | v* (@) = 1} entonces T, es
un maximal en S. Hay 2" de estos maximales.

Como no hay méximo, S no es una red completa.

3. Producto de érdenes.
Sean (A,<) y (B,S')_c-t)pos. Para AxB le podemos dar dos clases
de érdenes. Sean (a,b), (¢,d) € AxB. Definimos:
(a,b) <’ (cd) @ a<cyb<'d.
(ab) <” (cd) G a<coa=c=b<d
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Entonces, (AxB, <") y (AxB, <) son copos.

El primero se llama el orden del producto. El segundo se conoce
como el orden lexicogridfico.

Sabemos que (R,<) es un coto, entonces (R%,<") es un copo.
Pero no es coto, pues (1,0) £” (0,1) y (0,1) £” (1,0).

Asf, la propiedad de ser coto, no se preserva bajo el orden del
producto.

Si A y B son cobos, A x B con el orden lexicogréfico, también es
cobo. Para ver esto, sea D C A x By D # . Nos fijamos en

e =mMm{a € A| (a,b) € D}, d = mfn{b € B | (a,b) € D}.
Entonces (e,d) = min D.

4.  Conjuntos Magroe y Espacios de Baire.
Sean {X,T) un espacio topolégico, AC X, x € Xy 8 € P(X).
Denotaremos por: A° el interior de A; por ext A el exterior de A;
por A la cerradura de A y por N, el sistema de vecindades en x.

En particular tenemos que (7,C) es una red distributiva, donde

inf {(A\B} = AnNnB,sup{AB} =AUB,0=0y1=X.

En general (7,C) no es una red completa ni complementada, porque
en el caso de que X = R y 7 es la topologfa usual, tenemos que

A, = (-1/n,1/n) € 7, para cada n € N* y NA, = {0} ¢ 7.

Deflnicion 7. Sean (X,7) un espacio topolégico, S P(X)y A € X.
(a) B es base de (X,7) <> para todo A € T existe 8’ C [ tal
que A = Ug". ’
(b) Aesdenso < A =X
(c) A es denso en ninguna parte (d.n.p.) < (A)° =
(d) A es fronterizo < A° = @.
(e) A es magro <> A es la unién contable de densos en
ninguna parte.
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(f) A es de 2" categorfa <> A no es magro.
Observaciones.

-0 es d.n.p y fronterizo. X no es d.n.p., ni fronterizo.

-Si A es d.n.p., entonces A es d.n.p.

-Si A € By A es denso entonces B es denso.

-8 € P(X) es base de una tnica topologia en X <> se cumplen:
HxX=ugy

(ii) para todo V,V’ € § y para toda x € V N V’, existe V'€ 3
talquex € V' C Vn V.
En tal caso 75 = {UB’ | 8’ € [} es dicha topologfa.
A los conjuntos magros también se les conoce como de 1* categoria.

Lema 2. Sean (X,7) un espacio topolégico, 8 € P(X) y A C X.

(1) 8 es base de X. A es denso +» para todo B € 5-{0},
BN A #0.

(2) AU (A) y A° U A° son densos.

(3) Si A es denso en ninguna parte entonces A es fronterizo.

(4) Si B € A y A es denso en ninguna parte (fronterizo) entonces B
también lo es.

(5) A es abierto y denso <> A° es cerrado y denso en ninguna parte.
(6) A y B son densos en ninguna parte implica que A U B es denso
en ninguna parte.

(7) Si A y B son abiertos y densos entonces A N B es abierto y denso.
Prueba.

()(=>)SeaBe B, B£dyxeX=Atal quex € B.
Entonces Be N, y BN A # .
(<=)Seax e Xy U € N,.

Ya que G es base de X, existe B€ B talquex € B C U.
Por hipétesis, B M A # @, lo que significa que U N A #£ 0.
Por lo tanto, x € A. Con esto, X = A’
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@YX=AUA)YXCA U (A=A U (A = A U (A =X.
X=(A"*UA°=A"UA°CATUA=A° U ASC X.
Entonces X = A U A®.

B)A°C (A" =0 = A>=0.

(4) A es d.n.p.

BC A= B>C A° =0 = B° = . Para el otro caso es similar.
(5) (=) A® es cerrado y por tanto A° = As,

Como X = A, (A%)°= (A®)° = (A)* = @ => A° eas d.n.p.

(<=) A es abiertoy ® = (A®)° = (A°)° = (A)* => A = X.

(6) Sea E = (AU B)°. Por demostrar que E = @.

E es abiertoy EC A U B = AU B, por tanto E N (B)° € A.
Como E M (B)° es abierto, se sigue que E N (B)* € A° = Q.

De esto, E N (B)* = @, es decir, E C B.

Ya que E es abiertoy Besd.n.p.,, EC B° = @. Aaf, E= 0.

(7) Inmediato de (5) y (6).0

Ejemplos.

-El conjunto de los densos no es una red.

Sea X = R con la topologfa usual, A = Q y B = Q° son densos pero
A M B = 0 no es denso.

-El conjunto de los fronterizose no es red, porque Q°= (Q*)° =0 y
(Q U @)=R.

-El conjunto de los densos en ninguna parte sf es una red pero no es
complementada, pues si x € R entonces {x} es d.n.p., pero {x}° no
es d.n.p., de hecho es denso.

Deflnicién 8. Sea (X,7) un espacio topolégico.

X es de Baire <> para toda familia {F,}a ¢ n de cerrados densos
en ninguna parte, (U F )° = 8.

Proposicién 7. Sea (X,7) un espacio topolégico
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(1) Son equivalentes (a)-(c):
(a) Para todo A € X, si A e magro entonces A es fronterizo.
(b) Toda {A.}. en familia de abiertos densos: MA, es denso.
(c) X es de Baire.

(2) X es de Baire 4> para cualquier {Ay}a ¢ N cadena
descendente de abiertos densos, N A, es denso.

(3) Sea X un espacio de Bairey A C X.
(a) Si A es abierto y A # @ entonces A ea de 2* categorfa.
(b) X es de 2* categoria.
(c) Si X = | E, entonces para alguna k € N se tiene que

(Ex)° # 0.

(Q) Si {Ac}nen e8 una familia de densas entonces

(Unen Al # 0.
Prueba.

(1) (a) => (b) Sea {A.}n ¢ n una familia de abiertos densos.

P.D. N A, es denso.

Es claro que {A%}, ¢ N e8 una familia contable de cerrados densos
en ninguna parte y, por el lema 2.5, UAS es un conjunto magro.
Por (a), 8 = (UAS )° = ((NAL))°= (NPAL)".

Esto implica que NA, = X.

(b) => (c) Sea {Fa }u e n una familia de cerrados densos en ninguna
parte. P.D. (U F,)° = 0.

Por el lema 2.5 {F.}, ¢ n familia de abiertos densos.
Por (b), X = AF;, = (UF.)* = ((U Fa)?)* .
Entonces (U Fy)° = 0.

(c) = (a) Sea A magro. P.D. A es fronterizo.

A = Uy ¢ NBy © Uy ¢ nBy, donde cada By es d.n.p.
Por lo tanto, A° C (Ux ¢ nBx)°.

Pero {By }x en es una familia de cerrados nada-densos.

16
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Como X es de Baire, A° = @. Por lo tanto, A es fronterizo.

(2)(=) Inmediato de (1).

(«=) Sea {Fp}n ¢ n una familia de cerrados densose en ninguna parte.
PD(UF.)° = 8.

Sean A, = F{ N...N F. Entonces A,;1 € A, y A, €8 abierto

¥y denso. As{ {A,}n ¢ N cadena descendente de abiertos densos.

Por lo tanto M A, es denso. Esto implica que (U Fy)° = @.
Finalmente, X es un espacio de Baire.

(3) para el lector.[?

Sea X es un espacio de Baire. Entonces X no est4 en el conjunto de
los magros. Por lo tanto, el conjunto de todos los magros no es una
red complementada.

El concepto de magro y la proposicién 7.l.a, fueron usados por R.
Baire en 1899, dentro del contexto de espacios métricos completos.
Consulte [12] y [13] para més detalles.



CAPITULO 2
ALGEBRAS BOOLEANAS

En este capitulo veremos un casoc muy especial de la red, el dlgebra
booleana y su relacién con espacios topolégicos T, y compactaos.
También estudiamos los filtros y los ultrafiltros que jugardn un
papel muy importante en los capftulas 5, 6 y 7.

Algebra Booleana
Definicion 1. Sea B # ¢ y H C B.

(a) B es un dlgebra booleana <> B es una red distributiva
y complementada.
(b) H es una subsdlgebra de B <> H # 0 y H es una red

distributiva y complementada con las mismas operaciones

de B.

Sea B una 4dlgebra booleana y x € B.
Como los complementos son tinicos, denotaremos por x’ el

complemento de x. Nétese que B tiene al menos dos elermentos
¥ que B* es una 4lgebra booleana.

Ejemplos.
-{P(X), U, , % 9, X) es un édlgebra booleana.
-{L, V, A, 0, 1 es un dlgebra booleana, llbmada el Algebra
Proposlcnonnl de Lindenbaum. T

-(Sb(IR?),C) no es un dlgebra booleana, porque no es distributiva.
ge

-{[a,b],<), para a,b € R, no es un dlgebra booleana, porque no
puede ser complementada.

-{Q,<) y (R,<) no son un 4lgebras booleanas, porque no tienen

~ 18
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supremos ni fnfimos.

Proposicion 1. Sea B un dlgebra booleana y H U {a,b} C B.
Entonces:

1Da=a0=1y1'=0.
(2) Leyes de De Morgan:
DMl (aVb)y=a" Ab.DM2. (aAb)y=a"VDb.
(3) Son equivalentes:
NDa<b(i)aAb =0(ii)a’Vb=1(iv) b < a"
A 0<a<lea>0<an <1,
(5)Sib< aentoncesa=bV (a Ab)ybA (aAb)=0

(6) H es una subdlgebra de B « {0,1}C H y para todo a,b € H,
aVb,aAb, a’e H.O

Para B dlgebra booleanay | B| > 2, existea € Btalque 0 < a < 1.
Por la proposicién 1.4, 0 < &> < 1.

Se afirma que a # a’, pues de lo contrario, a = a A a’ = 0,
contradiccién con que a 3 0. :

Entonces, a A a’' oa’ £ a, de hecho ambas ocurren.
Por lo tanto (B,<) no es un coto, ni cobo.

Si Sb(B) = { H | H es una subdlgebra de B} entonces B,
{0,1}€ Sh(B).

Sb(B) es una red completa, pero no un flgebra boaiéana.
Pues si H € Sb(B), 0,1 €« Hy 0,1 ¢ H°, es decir, H° ¢ Sb(B).

Tipos de Algebras Booleanas
Definicién 2. Sea B un dlgebra booleana y a € B.
(a) a es un Adtomo en B «» a # 0 y no existe b € B tal que
0 <b<a. At(B) = {a € B | a es un 4tomo en B}.

(b) B es atémica <> para toda x € B-{0} existe a € B tal que
ae un Atomo y a < x.

(c) B es sin-dtomos (atomleas) ¢ At(B) = 0.

19
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(d) B es densa & (B,<) es un codo.
(e) B ea completa < B, como red, es completa.

Ejemplo y comentarios.
-P(X) eas completa y atémica, sus dtomos son de la forma {x},
para x € X, pero no es densa.

-Sia % b € At(B) entonces a A b = 0. ;
-Si B es densa entonces | B | > W, !

Proposicién 2. Sea B un dlgebra booleana y a € B-{0}.
(1) Son equivalentes: : :
(a) a es un &tomo. '
(b) para toda x € B-{0}: a < xS a < x'.
(c) para cualesquiera x,y € B:sia < x V yentoncesa <x Sa<y.
(2) B es sin-dtomoe «> B es densa.

(3) Si B es finita entonces B es atémica y completa.

Prueba.

(1) (a) => (b) Sea x € B. Suponemos que a £ xy a A x'. :
Por la proposicién 1.3, a A x 7% 0. !
En particular como a £ x, a A x 7# a. Asf, a no es un dtomo. ‘
(b) = (c)Sean x,y e Bya<xVy.

Suponemos que a A xy a £ y.

Por (b),a < x'ya <y, eadecir,a < (x V y).

Por hipétesis y la proposicién 1.24,a=a A (xV y) = 0.
Entonces a = 0, contradiccién.

(c) = (a) Falta demostrar que no existe z € Btalque 0 <z < a.
Suponemos que existe z € B tal que 0 < z < a.

Por la proposicién 1.5, a =z V (a A 2').
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Por(c)a<zoa < (aAz).

Por hipétesis z < a, por lotantoa < a A z’.

Como a A 2’< a, se tiene a A 2’ = a, es decir, a < 2’.

Por lo tanto z = a A z = 0, lo que contradice que z > 0.

Sia < (a A 2’) entonces a = a A 2.

Por la proposicién 1.1.3,z < ayz < a A a’'=0.

Entonces, z = 0 . Contradiccién, z # 0. Asf, a es un dtomo.
(2)(=») B en sin-dtomos. Seana,b€ By a < b.

P.D. Existec € B tal quea < c < b.

Suponemas lo contrario. Entonces no existec € B tal quea < c < b.
Asf que O < b A a’. Si hubiera d € B tal que 0 < d < b A a’, implicarfa
quea < aVd<b. Absurdo. Entonces b A a’ es un dtomo lo que
contradice que B no tiene dtomos. Por lo tanto B es densa.

(<=) Si B tuviera un dtomo, claramente, B no serfa densa.

(3) Si B es finita, B es completa.

Suponemos que B no es atémica.

Entonces existe b € B-{0} tal que no hay dtomoa € By a < b.
En particular, b no es dtomo, asf que existe b, € B tal que

0 < b <b.

Repitiendo este arg to obt os que B no es finita.

Lo cual es una contradiccién. Asf, B es atémica.01

Morfismos
Definicién 3. Sean B y C 4lgebras booleanas y h:B — C.

(a) h es un homomorfismo de B en C <> para todo a,b € B,

h(a V b) = h(a) V h(b), h(a A b) = h(a) A h(b) y h(a’) = h(a)".
(b) h es un isomorfismo 4 h es biyectiva y tanto h como h™!

son homomorfismos.
(c) B es isomorfa a C (B = C) « existe h:B — C isomorfismo.
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Sea B un dlgebra booleana, 1p:B— B, 1(x) = %, es un isomorfismo.
Si H € Sb(B), in:H — B, iu(x) = x, es un homomorfismo inyectivo.
Proposicién 3. B y C son dlgebras booleanas y h:B — C. Entonces:
(1) Si h es un homomortfismo entonces h preserva el orden,
h(0s) = Oc y h(la) = lc-
(2) Si h es un monomosfismo, D es otra dlgebra booleana y g:C — D
es un homomorfismo entonces g © h:B -— D es un homomorfismo.
Lo mismo sucede para el caso de isomorfismas.
(3) Si h es biyectiva entonces, h es un isomorfismo <> pars
cualesquiera a,b € B, a < b < h(a) < h(b).
(4) "==" es una relacién de equivalencia.

(5) Si B = Cy B es atémica, densa o completa entonces C
también lo es.

Prueba. (2), (4) y (5) son para el lector.

(1)Seana,be Bya<b. EntoncesaVv b=b.

Como h es un homomorfismo, h(a) V h(b) = h(b).
Entonces h(a) < h(b).

Oc = h(0a) A h(0s)’ = h (0 A Og ) = h(0a).

le=h(lzg ) Vh(lpg )’=h(lp V 1 ") = h(ls). .:-,

(3) (=) h es un isomorfismo.

Esto implica que h y h'! son homomorfismos.

Por (1), preservan el orden, es decir, a < b <> h(a) < h(b) .
(<= ) Sean a,b € B.

Como h(a), h(b) < h(a V b). Asf, h(a) V h( b) < h(a V b).
Sea c una cota superior de {a, b}, h(a) V h(b) < h(c).

Pero a V b< ¢, h (a V b) < h(c).

Esto implica que h(a) V h(b) = sup{h(a), h(b)} = h(a V b).
Andlogo para h(a A b) = h(a) A h(b). h(1p) < lc.
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Suponemos que h(lg ) < 1c.
Como h es suprayectiva, existe a € B tal que h(a) = lc.
Por hipétesis, 15 < a, absurdo, pues a < 1p.
De esta manera, h(1p) = 1lc. Similarmente para h(0Og) = Oc.
De esto obtenemos: h(a) A h(a’) = h (a A &’) = h (0g) = O¢
y h(a) V h(a’) = h(a V a') = h(1ls) = 1c,
es decir, h(a)’ = h (a’), de donde, h ea un homomorfismo.
Sean h(a) = u y h(b) = v.
Como h es biyectiva, h''(u) = a y h"'(v) = b. Entonces:
hi(uvv)=h'(h(a) Vh(b)) =h'(h(aVb))=aVb=
= h'(u) V hi(v),
h'uAv) =h'(h(a) A h(b)) =h'(h(aAb))=aA b=
= h'(u) A h''(v),
h!(u') = h''(h(a)’) = h''*(h(a’)) = a’= h''(u)".
De esto, finalmente se obtiene que h es un isomorfismo.O
Para B un 4dlgebra booleana y x € B, definimos:
A(x) = {a € At(B) | a < x}.
Tenemos que A(x) € P(At(B)), A(0) =0y A(l) = At.(B)
Si x € At(B) entonces A(x) = {x}.

Lema 1. Sea B un dlgebra booleana y H = {A(x) | x €B}
(1) A(x Vy) = A(x) U A(y), A(x Ay) = A(x) N AW ¥
A(x') = A(x)".
(2) Sea B atémica. Entonces: x < y & A(x) © A(y).
(3) H es una subdlgebra de P(At(B)).
Prueba.

(1) Sea a € At(B).
acEAxAy) as<xAyea<<xya<yeac Ax)ya€ A(y)
< a € A(x) N A(y)
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a€cAxXxVy)era<xVyea<xoas<y+erac€ A(x)oa € A(y)
> a€ A(x) U A(y)

a€EA(X) P a<x Sa Lxerag Alx) & a € A(x)°.
(2)(=»)a.eA(x)=>n<x(yoomox<y)=u<y=>lEA(y)
(<«=) Suponemos que A(x) CA(y) yx £y.

Como x K y esto implica que x Ay’ # 0.

Pueato que B es atémica, hay un dtomo a € Btalque a < x A y’.
De esto obtenemos que a < x y que a A y, es decir, A(x) £ A(y).
(3) Claramente H C P(At(B)). Lo dem4s es inmediato de (1).0

Con ayuda de este lema podemos demostrar el resultado de
Tarski-Lindenbaum (1935).

Proposicidn 4. Sea B un digebra booleana. Entonces
B es atSmica y completa <+ existe X tal que B o P(X).
Prueba.

(=) Sea X = At(B).

Definimos h:B — P(X), h(x) = A(x).

Como B es atémica, por el lemal.2, h estd bien definida y es inyectiva.
Por el lemal.l, h es un hommomorfismo.

Sea E € P(X). Si E =0, h(0) =

Si E 7 0 y como B es completa, existe b €B tal que b = sup E.

En este caso, E C A(b).

Sea a € A(b). Suponemos que a ¢ E.

Entonces a € E°, de donde para toda x € E, a # x.

Asf, a A x = 0, lo que resulta (proposicién 1.3), x < a’.

Asf, &’ es cota superior de E, entonces, b < a'.

Pero a < b, lo que implica que a = 0.

Esto contradice que a 3# 0. Por lo tanto, a € Ey A(b) € E.
Finalmente h(b) = A(b) = E y h es suprayectiva. Asf h es biyectiva.
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Por la proposicién 3.3, h es un isomorfismo.

(«=) Es inmediato de la propoeicién 3.5 y recordando que P(X) es
un dlgebra atémica y completa. O

Corolario. Si B es un dlgeba booleana finita, | At(B) | < | B | = 2IA4B)I,
Prueba.

Por la proposicién 2.3, B es atémica y completa.

Por la proposicién 4, B = P(At(B)).

Por el teorema de Cantor: | At(B) | < 214+ ®l = | B |.O

Inmediato de la proposicién 4 es que si | B | = R, entonces B no
es atémica o no es completa.

Filtros
Deflnicidn 4. Sea B un dlgebra booleana y F € B.

4 (a) F es un filtro en B <> se cumplen:

DF#0

(ii) paratodoa,be F,aAbeF

(iii) para toda a € F para toda b € B: si a < b entonces b € F
(b) F es un filtro propio < F # B.
(c) F es un filtro principal <+ para algiin b€ B, F = {x € B| b < x}.

En este caso se dice que b es un generador de F.

Obeervaciones.

Sean B un 4lgebra booleana, F un filtro en B entonces 1 € F.
Sibe€ By Fr = {x € B | b < x} entonces F, es un filtro principal.
Sib€ Fentonces Fi, T F;a < b e F, € F,.

Es claro que B es un filtro principal.

Si F es finito entonces F es principal.

Si B es finita entonces todos sus filtros son principales.
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Proposicién 5. Sea B un dlgebra booleana y F un filtro en B.
(1) F es propio < 0 ¢ F.
(2) F es principal < existeel inf Fy inf F € F.
(3) Sea C un 4lgebra booleana y h:B — C homomorfismo.
(a) Si G es un filtro (propio) en C entonces h'' [G] es un filtro
(propio) en B.
(b) Si h es inyectiva entonces h{F] es un filtro en C.
Si F es propio, h{F] es propio.
(4) Si {F\}ic1 es una cadena de filtros propios entonces
U 1Fy es un filtro propio.
Prueba.

(1) es para el lector.

(2) (=) Si F es un filtro principal, hay un b € B tal que F = Fy,.
Es claro que b es una cota inferior de F.

Sea y € B una cota inferior de F.

ComobeF,y<b. Asf,inf F=b € F.

(<) Sea a = inf F € F. Entonces F, C F.

Sea x € F, entonces a < x, es decir, x € F..

Por lo tanto, F = F, y F es principal.

(3)(a) Por (1), h(lp) = 1¢ entonces 15 € h'!{G].

Sean a,b € h''{G]. Entonces h(a), h(b) € G.

Como G es un filtro, h(a A b) = h(a) A h(b) €G.

Es decir, a A b € h'[G].

Si adema4s, a < c, proposicién 3.1, h(a) < h(c), h(a) e G y

G filtro, h(c) € G. Entonces ¢ € h''[G]. '
Con esto h''[G] es un filtro. Si G fuera propio, Oc ¢ G (por (1)).
Asf, Op ¢ h'[G].

(b) Por (1), h(la) = lc entonces 1c € h[F].
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Sean u,v € h[F] entonces existen a.b.e F tales que h(a) = u y
h(b) = v. Como F es un filtro,a A b € F.

Entonoces u A v = h(a) A h(b) = h(a A b) € h[F].

Sea z € h[B] y u < z. Entonces existe ¢ € B tal que h(c) = =z.
Pero h(a V ¢) = h(c), y como h es inyectiva, a V ¢ = ¢,

es decir, a < c.

Yaquea€ FyFesunfiltro,c € F,delocual,z=h (c) € h[F].
Asf h(F] es un filtro.

Si F es propio, O ¢ F, por lo que, Oc ¢ h(F].

(4) Sea F = Uy 1Fi. 1€ F, pues para toda i € I, 1 €F.

Sean a,b € F, existen i, j € Italesquea€c F;y B & F;.

Por estar en una cadena a,b € Fy, donde Fy= max {F; , F;}.

Ya que Fy es un filtro, a Ab € F.

Tomemos ahora a € F y a < b. Entonces, existe i € I tal que a € F;.
Puesto que F| es un filtro, b € F.

Por lo tanto, b € F. Por (1), 0 ¢ F, F es un filtro propio.0O

Es inmediato de la proposicién 5.1 que: Fy es propio <> b £ 0

Propiedad de la Interseccién Finita
Definicién 5. Sea B un dlgebra booleana y A € B.

A tiene la propiedad de la interseccién finita (pif) < para todo
Xo € A, si X, es finito entonces inf X, # 0.

Observaciones.

-Si F es un filtro propio, F tiene la pif. @ tiene la pif.

-Si H es una cadena infinita de elementos no cero (ascendente o
descendente) entonces H tiene la pif.

-SiM = {x,x’}< A entonces M y A no tienen la pif.

-Si A tiene la pif entonces O ¢ A.
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Propasicidn 8. Sean B un dlgebra booleana y A C B.

(1) Son equivalentes (a)-(c):
(a) A tiene la pif.
(b) para cualquier H © A, H tiene la pif.
(c) para todo H, € A, si H, es finito entonces H, tiene la pif.

(2) Si A tiene la pif entonces para cualquier x € B, A U {x} o
A U {x'} tiene la pif.

(3) Si {A:}) ¢ 1 &8 una cadena de conjuntos con la pif entonces
U, ¢ 1A; tiene la pif.

(4) Sea Fa =

{ x € B | existe A, © A: A, es finito y inf A, < x}.
Entonces:

(a) Fa es un filtro, A € Fa y para todo F filtro, si A C F
entonces Fp, C F.

(b) A tiene la pif < FA es un filtro propio.
Prueba.

(1) (a) =>(b) Sea HC A, G € Hy G finito. P.D.inf G # 0.
Como G € Ay A tiene la pif, inf G # 0.

(b) =>(c) Obvio.

(c) =(a) Sea X, € A y X, es finito. Por (), inf X, # O.

(2) Sea x € B. Suponemos A U {x} y A U {x'} no tienen la pif.
Entonces hay Dy, D, € A finitos tales que:

inf(Do L {x}) = inf (D, U {x'}) = 0.

Por la proposicién 1.5.8, inf Do A x = inf D1A x’ = 0.

Esto implica que inf Dg < x’ y inf D; < x.

Por la proposicién 1.3, inf Dg Ainf D, €< x AXx’'=0.

Esto implica que inf Do A inf D= 0.

Ya que Do U D, es finito, inf (Do U D4) = inf Do A inf Dy= 0.
De esto se obtiene que A no tiene la pif. Absurdo.
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(3) Sea D = {d;,...,du } S U ¢ 1A4.

Paral < k < n, hay un iy € I tal que dy €A .

Como estos pertenecen a una cadena, existe el

méx {A,, ,...,A,} = A;. Entonces D C A,;.

Puesto que A; tiene la pif, inf D # 0.

(4.a) es para el lector.

(4.b) (+=) Obvio.

{(=>) Por contrapositiva. Fa no es propio. Por (1), 0 € F,.
Luego entonces hay un Dy € A tal que Dj es finito y inf Do < O.

Esto implica que inf Dy = 0. Entonces A no tiene la pif.0O

Ultrafiltros

Trabajaremos con filtros propios especiales.
Sea F(B) = {F | F es un filtro propio en B}.
Entonces F(B) € P(B) y (F(B), €) es un copo.

Deflnicién 6. Sea B un dlgebra booleana y U € B un filtro propio.

(a) U es un ultrafiltro en B < iJ’ es un filtro propio maximal
en (F(B), <).
{b) U es primo <> para toda a,b € B, si a V b € U entonces
a€Uobe U
Ahora tenemos algunas propiedades bédsicas de estos filtros especiales.
Proposicidn 7. Sean B un dlgebra booleana; U un filtro propio y
b € B-{0}. Entonces
(1) Son equivalentes (a)-(c):

(a) U es un ultrafiltro.
(b) para toda x € B, x € U o x'€ U, pero no ambos.

(c) U es primo.
(2) b es un d4tomo en B & F} es el tnico ultrafiltro que lo contiene.
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(3) Sea C un 4lgebra booleana y h:B — C un homomorfismo. )
(a) Si G es un ultrafiltro en C entonces h™! [G] es un ultrafiltro en B.
(b) Si U es un ultrafiltro en B y h es inyectiva entonces h{U] es un
ultrafiltro en C.

Prueba. -

(1) (a) = (b) Sea x € B. Suponemos que x ¢ U y x’¢ U.

Como U es un filtro propio, U tiene la pif .

Por la proposicién 6.2, U U {x} o U U {x’} tiene la pif.

Para el caso en que A = U U {x} tiene la pif.

Por la proposicién 6.4, Fa es un filtro propio.

Es claro que U € F,. Como U es ultrafiltro, U = F,.

Asf, x € U, absurdo. Para el otro caso es similar.

Es claro que no puede contener a ambos, porque U no serfa propio.
(b) = (a) Sea F un filtro propio y U € F. Suponemos que U # F.
Entonces hay un x € F tal que x ¢ U. Por (b), x’€ U.

Asf, {x, x’}< F, es decir, F no es propio. Contradiccién.

(b) = (c) Seana,be By aVv b € U. Suponemos quea g Uy b ¢ U.
Por (b), a’€ U y b’€ U. Ya que U es un filtro, (& V b)' = a’ A b’e U.
Entonces, {a V b, (a V b)’} € U, es decir, U no es propio. Absurdo.
(c) = (b) Sea x € B. Comox Vv x’ = 1€ U, por (¢), x € Uo x’€ U.
(2) Inmediato de la proposicién 2.1

(3) (a) Sea x € B. Como h(x) € Cy G es un ultrafiltro.

Por (1), h(x) € G o h(x)'€ G, de donde, x € h"?[G] o x’€ h'}[G].
Por (1), h'!'[G] es un ultrafiltro en B.

(b) Sea y € h[U]. Entonces hay un x € B tal que h(x) = y.

Por la proposicién 5.3.b, h[U] es un filtro propio en C.

Pero U es un ultrafitro, por lo tanto x € U o x’e U.

De donde y = h(x)€ h{U] o ¥’ = h(x’) € h[U].

Por (1), h[U] es un ultrafiltro en C O
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?7*Existen los ultrafiltrose? Sf y el siguiente teorema, que da la respuesta,
" fue demostrado por Tarski en 1930.

Teorema I (Teorema del Ultrafiltro) Sea B un dlgebra booleana.
Todo filtro propio en B estd contenido en alghin ultrafiltro.
Prueba.(AE)

Sean F un filtro propioen B y

Mr = {G | G es un filtro propio y FC G}.Es claro que F € Mp y
que My C P(B), en particular { Mr, € ) es un copo.

Chualquier cadena en Mr tiene un cota superior (proposicién 5.4).
Por el Lema de Zorn, My tiene un elemento maximal, digamos U.
Es claro que F € U, También, U es maximal en (F(B), C).

Porque de lo contrario, si hubiera un filtro propio G tal que U C G,
G estarfa en My ¥y como U es maximal, G € U, lo cual es absurdo.
Entonces, U es un ultrafiltro.O

Sea S(B) = {U | U es un ultrafiltro en B}. Por el Teorema I, S(B) 7% 0.

Proposicién 8. Sea B un dlgebra booleana. |
(1) Si A € B y A tiene la pif entonces existe Ue S(B) tal que A € U.
(2) Si x % 0 entonces existe U € S(B) tal que x € U.

(3) Si x # y € B entonces existe U € S(B) tal que U contiene a uno

pero no al otro.

Prueba.

(1) Inmediato de la proposicién 6.4.b y Teorema 1.

(2) Inmediato de (1).

(3) Como x # y, por la antisimetrfa, x £ yoy &K x.

Si x A& y entonces, por la proposicién 1.3, x A y' 0, hay un U € S(B)
tal que x € Uy y'€ U, por (2).

Por ser U ultrafiltro, y ¢ U. Para el otro caso es anélogo.d
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El siguiente resultado nas habla de la relacién entre el cardinal del digebra

bool B y la exist ia de filtros y ultrafiltros no-principales.

Proposicién 9. Sea F={ A| AC By | A° | < I,}. Entonces:

(1) F es un filtro en P(B).

(2) | B| =2 R, < F es un filtro propio no-principal.

(3) | B | = R, «»> existe U € S(B) tal que U es no-principal.

(4) Son equivalentes (a)-(c):
(a) B es finita. ' i
(b) S(B) es finito. :
(c) para todo U € S(B), U es principal.

(5) B es densa <> para todo U € S(B), U es no-principal.

Prueba. |

(1) Usar leyes de De Morgan.
(2)(=)Como |# | =|B| =R, 0¢&F.

Por la proposicién 5.1, F es propio.

Suponemos que F es principal.

Entonces existe A € P(B) tal que F = Fa= {G | A € G}.

Asf, A € F. Pero esto quiere decir que | A" | < R,.

Ya que B es infinita, existe b € B-A® tal que | A® U {b}| < R,

(A° U {b})° € F.

Asf que, A € ( A° U {b} )°, de donde, A® U {b}C A-.

En particular b € A®, contradiccién, b ¢ A®.

(<=) Por contrapositiva.

(3) (=) Por (4), F es un filtro propio no-principal.

Por el Teorema 1, existe U € S(P(B)) tal que FF ¢ U.

Si U fuera principal, el generador del filtro debe ser un 4tomo de P(B),
digamos {a}, el cual es finito, por la propaosicién 7.2.

Por la definicién de F, {a}° € F. Asf, U no es propio. Contradiccién.
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(<=) Pox contrapositiva.

| B | < W, = todos los filtros de B son principales, en particular,
todos los ultrafiltros en B son principales.

(4) (a) = (b) Como B es finita B es atémica.

Definimos f:At(B)— S(B), f(a) = F.. Por la proposicién 7.2 y del
carolario a la proposicién 4, f es una biyeccién.

En estecaso | S(B) | = | At(B) | < 2144} — | B |.

Po lo tanto, S(B) es finito.

(b) = (c) Sea U € S(B). Suponemos que U no es principal.
Sea a; € U. Como U no es principal, existe a; € U tal que

a, A a’; 7 0. Si esto no fuera cierto, tendrfamos que

a; A a’; = 0, para toda a; € U.

Por la proposicién 1.3, a; < a;, para toda a; € U.

Por lo tanto, U es principal. Absurdo.

Por induccién en k construimos {a;}, ¢ n S U tal que

a; A ... A ayq A8y # 0, es decir {a,...,8x.1,8"} tiene la pif.
Por la proposicién 8.1, para cada k, existe Uy, € S(B) tal que
{8is.0028%.3,8°% } € Uy. Para k # r, Uy # U,.

Esto implica que S(B) es infinito. Absurdo. As{ U es principal.
(c) => (a) Por contrapasitiva y (3).

(5) (=>) Como B es densa, | B | > R..

Por (3), hay ultrafiltros no-principales.

Por la proposicién 2.2, B sin-dtomos, es decir, At(B) = 0. .

Es claro que no pude haber un ultrafiltro principal.

De lo contrario proposicién 7.2, At(B) # 0.

Por lo tanto, todos los ultrafiltros son no-principales.

(<= ) Por contrapositiva. Sea At(B) # 0.

Por la proposicién 7.2, para este elemento, digamos a € At(B),
F. es un ultrafiltro principal.0
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El filtro presentado en la proposicién 9 es conocido como el filtro
de Freéchet.

Tarski en 1939 probd, cuando B = P(X), para algiin X:

Si | B| > R, entonces |{U | U es un ultrafiltro no-principal en B}| =
2181,
Para mds detalles consulte (1], [2] ¥ [4].

Aplicaciones

1.__ Algebra finita-cofinita.
Sea X # @y A € X. A es cofinito & A° es finito.
Sea Bx = { A € B | A es finito o cofinito}.
Se sabe que | Bx | = | X | ¥y Bx es un dlgebra booleana.
Como {x}< X es finito y es un d&tomo de P(X), {x}€ Bx ¥
Byx es atémica. Si X es finito, Bx = P(X).
Si X es infinito, A= {x, | p€ P } C X, donde
P={pe N|pes primo}. A no es finito ni cofinito y
Bx # P(X). Reformulando: Bx es completa <> X es finito.

2. Algebras Booleanas y Topologia.
Ahora verexnc: relaciones entre redes, dlgebras booleanas y espacios
topolégicos. Consultar [2], [13] y [18] para conceptos y notacién
topolégica.

Por "F es un flltro de X” entenderemos que "F es un filtro en
P(X)".

Lo mismo para U es un ultrafiitro de X”.
N, denota el sistema de vecindades de x.

Definicién 7. Sea X un espacio topolégico, F un filtro propio de
X y x € X. Se definen:

(a) x es un punto de cl

ade F & x e N{A| A €F}.
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(b) Foonverge ax (F—x) e N, CF.
N es un filtro propio de X, Ny — x y todo filtro convergente
es propio.

Lema 2. Sea (X,7) un espacio topolégico, F un filtro de X y
x € X. Entonces:

(1) Son equivalentes (a)-(c):
(a) x es un punto de clausura de F.
(b) para cualesquiera A€ Fy VEN,, ANV#9.
(c) hay un G filtro propio tal que F U N, € G.

(2) Si F— x entonces x es un punto de clausura de F.

(3) Sea F un ultrafiltro. F— x <* x es un punto de clausura de F.
Prueba.

(1) (a) = (b) Por contrapositiva.

Sean A € Fy Ve N, tales que ANV=290,

Entonces, x €A de lo que se obtiene quex ¢ N {A | A €F}.
(b) = (c) Sea Fo = {Ai, .-y Aa}S F y No = {Vi,.., Vi }ENa.
Por (b), A; NV, 3 @, para cualquier 1< i< ny 1< j < m.
Entonces Fg U Np tiene la pif.

Por la proposicién 6.1, F U N, tiene la pif.

Por la proposicién 6.4, G = F(F U N,) es un filtro propio y
claramente F U N, € G.

(c) = (a) Por contrapositiva.

Suponemos que x € N {A | A € F}.

Esto implica que existe Ag € F tal que x ¢ Ag.

Por lo tanto, hay una V& N, tal que V N Ag = @.

Asf, {Ap, V} no tiene la pif, es decir, F U N, no tiene la pif.
Por la proposicién 6.4, no hay filtro propio que lo contenga.
(2) Como F — x, N, C F.

Como F es un filtro propioy N, U F C F.
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Por (1), x es un punto de clausura de F.
(3) (=) Inmediato de (2),
(+=) Por (1) existe G filtro propio tal que F U N, € G.
Como F € G y F es ultrafiltro, F = G.
Asf, N, € F, es decir, F— x.I3
Definicion 8. Sea (X,7) un espacio topolégicoy 8 € X.
-3 em una base de X para todo A abierto 3’ & 3 existe tal
que A = Ug.
-0 es una base local en x €X <« para toda V € N, existe
Beftalque B C V.
-X es 1° numerable < para cada x € X existe G, base
local contable.
-X es 2° numerable < X tiene una base contable.
-X es separable <+ X tiene un denso contable.
- X es T, (Kolmogorov) <> para todo par de puntos distintos,
uno de ellos tiene una vecindad que no contiene al otro.
- X es T, (Frachet) <> para todo par de puntos distintos, hay
vecindades de cada uno de ellos que no contiene al otro.
- X es T; (Hausdorff) < para todo par de puntos distintos,
hay vecindades ajenas de cada uno.
-X es regular < para todo certado C € X y todox ¢ C,
x y C tienen vecindades ajenas.
-X es completamente regular <> para todo cerradoC € X y
todo x ¢ C existe f:X— [0,1] continua tal que f[C] = {0} ¥
£(x) = 1.
-X es normal < para todo par de cerrados ajenos, hay vecindades
ajenas de cada uno.
-X es T3 <> X es T, y regular.
- X es Ty,,, (Tychonoff) «» X es T, y completamente regular.
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-Xes Ty & Xes T, y normal
-8 es una cubierta abierta de X < 3 es una familia de abiertos
en Xy X CUSB.
-0 tiene una subcubierta finita de X < existe v C 3 finito tal que
X C Uy,
-X es compacto <> toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta
finita.
-X es de Lindeldf <> toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta contable.
-X es disconexo <> existen dos abiertos no vacfos A y B tales que
X=AuByAnB=20.
-X es conexo <> X no es disconexo.
La expresién "X es T;-compacto” significard "X compacto y T3".
Usaremos los siguientes resultados de topologfa:
=T #Ta,,, = T3 = Ty = T, = T,.
SiXesTy, x € Xy V € N, entonces existe U € N, tal que
UcV.
-Si X es compacto entonces X es de Lindelsf.
-Si X es T2 y A € X es compacto entonces A es cerrado.
-Si X es compacto y A € X es cerrado entonces A es compacto.
-Si X es Tz-compacto entonces X es Ty.
-Si X es 2° numerable entonces X es 1°, de Lindelf y separable.
-Si {A;}; ¢ ; 8 una familia de conexos y NA; # @ entonces
UA; es conexo.
Si D = P(X) entonces D es una topologfa en X, lamada discreta
¥ (X,D) es un espacio discreto. Sea X discreto. Tenemoe que:
-X es compacto <> X es finito.
-X es de Lindelsf < X es contable.
-Si X es discreto e infinito numerable entonces X es de Lindelsf
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pero no es compacto.

-Si X es no numerable entonces X no es de Lindelsf.
Sabemos que X y @ son tanto abiertos como cerrados
(abierto-cerrados). Sea B(X) ={ A € X | A es abierto-cerrado en X}.
Entonces B(X) # ¢, B(X) € P(X) ¥y (B(X),S) es un copo.
En X se define la siguiente relacién:

x ~ y <> hay un conexo A tal que x,y € A.
Verifique el lector que esta relacién es de equivalencia.
Las clases de equivalencia son llamadas componentes y se denotan
por c(x), el cual es el mayor conexo que contiene a x.
Decimaos que X es totalmente disconexo < c(x) = {x}, para toda
x € X.
A continuacién caracterizamos ciertos espacios topolégicos en
términos de dlgebras booleanas, filtros, etc.

Proposicién 10. Sea (X,7) un espacio topoldgico.

(1) B(X) es un 4lgebra booleana.

(2) X es T2 <> todo filtro propio de X convergente, converge
a un iinico punto de X.

(3) (Riesz) X es compacto <> toda familia de cerrados con la
pif tiene interseccién no-vacfa.

(4) Son equivalentes (a)-(c):
(a) X es compacto.
(b) Todo filtro propio de X tiene un punto de clausura.
(c) Todo ultrafiltro de X converge a un punto de X.

(5) Si X es compacto, A es una subdlgebra de P(X) que es base
de (X,T) entonces A = B(X).

(6) Si X es Tz y B(X) es base de X entonces X es totalmente
disconexo.

(7) Si X es T-compacto entonces X es de Baire.
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(8) Si X es T; y 2° numerable entonces |X| < 2%,
Prueba.

(1) Para el lector.

(2) (=) Sea F un filtro propio de X, x,y € X tales que F — x,y.
P.D.x =y.

Suponemos que x # y.
Como X es T,, existen U ,V abiertas tales que UN V = 0,
Ya que F — x,y, N, N, € F.

Entonces @ € F, con lo que F no es propio. Absurdo.
Por lo tanto, x = y.

(<=) Suponemos que X no es T,.

Entonces, existen x 7 y tales que para toda U € N, y para
toda VeN, UNV #0.

Entonces A = N, U N, tiene la pif. Por la proposicién 6.4,
existe un filtro propio F de X tal que A € F.

Esto implica que F — x,y. Por hipétesis, x = y. Absurdo.

Por lo tanto, X es Tj.

(3) (=) Sea H una familia de caarados con la pif. P.D. NH # @.
Suponemos que NH = @.

Entonces, U{A° | A € H}= X, cubierta abierta.

Como X es compacto, existe m € N tal que

X = AjU ..U AZ = (NA; e

Esto significa que MA; = 0, es decir, H no tiene la pif. Absurdo.
Por lo tanto, NH # @.

(<=) Suponemos que X no es compacto.

Entonces existe G cubierta abierta de X tal que para cualquier
B, € B finito, X # LUF,.

Esto implica que * = { A° | A € 8 } familia de cerrados que
tiene la pif. )
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Por hipétesis, NG* 3 @, lo que significa que X % UJ. Absurdo.
Por lo tanto X es compacto.
(4) (a) = (b) Sea F un filtro propio.
F* = {A | A € F} es una familia de cerrados con la pif , ya que si
Ajl,.sy Ag € F y F es un filtro propio entonces
a1 ALS NP ALy NP A # 0.
Como X es compacto, por (3), NF*# @. Sea x € X, tal que
x € NF*. Claramente x es un punto de clausura de F. )
(b) = (a) Sea H una familia de cerrados con la pif.
Por la proposicién 6.4, hay un filtro propio G de X tal que H € G.
Por (b), G tiene un punto de clausura, digamos, z.
Esto implica que z € NG, es decir, 2z € NH.
Con esto tenemos que MH % @.
Aplicamaos (3) y tenemaos que X es compacto.
(b) = (c) Sea U un ultrafiltro de X.
Por (b), U tiene un punto de clausura, digamos, x.
Por el lema 2.3, U — x.
(c) => (b) Sea F un filtro propio de X.
Por el Teorema I, existe U ultrafiltro de X tal que F € U.
Por hipétesis, existe x € X tal que U — x.
Entonces, F U N, € U.
Por el lema 2.1, x es un punto de clausura de F.
(5) Sea E; € A. Como A es subdlgebra, E* € A.
Ya que A es base de X, E° es abierto.
Por lo que E es cerrado. Asf, A € B(X). Sea Z € B(X).
Como Z es abierto y A es base de X, Z = UA’, para algin A’ C A.
Pero Z es cerrado y X es compacto, entonces, Z es compacto.
Asf, Z = E1U...U E; € A (por ser subdlgebra).
Entonces B(X) € A y A = B(X).
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(6) Sea x € X y c(x) la componente de x. P.D. c(x) = {x}.
Sea z € c(x). Suponemos que z ¥ x.
Puesto que X es T,, existen U € N, y V € N, abiertos tales
que UNV =90,
En este caso, H = c(x) N U y x €K = c(x) N U*, son abiertos
ajenos no vacfos tales que c(x) = HU K.
Por lo tanto, c(x) es disconexo. Absurdo, pues c(x) es conexo.
Asf, z = x, es decir, c(x) = {x}.
(7) Consideremos {A,}.en cadena descendente de abiertos y
densos. Sea B = ( Mo nAD)".
Si demostramos que B = @ entonces N enA, es denso.
Como X es Ta-compacto, X es Ty, 1o que implica que X es regular.
Suponemos que B % @. Sea x € X tal que x € B.
Como A, es denso y X es regular, existe U; € N, N7 tal que
U, € AN B.

Ya que A; es denso y X es regular, existe U; € N, N 7 tal que
l_Jz C A N A,

Por induccién, podemos construir {U,}a en cadena descendente
de cerrados con la pif.

Puesto que X es compacto, My enUn # @ (*). Por otro lado:

Mo eNUn © MaenAa N B =08, Ny enU, = 0 (™). .
Claramente (*) y (**) se contradicen.

Por lo tanto, B = @ , es decir, N, ¢nA, es denso.

Por la proposicién 1.7.2, X es de Baire.

(8) Sea x € X. Definimos A, = {B € A8 | x € B}.

Como X es T2, x =y < A, = A,. Entonces la funcién definida
£:X — P(8), como {(x) = A,, es inyectiva.

De donde se sigue que |X| < 2%.0

B(X) es conocida como el dlgebra caracterfstica de X.
Verifique el lector que: X es conexo < B(X) = {X, 0}.
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3. _ Abiertos Regulares.
Daremos un ejemplo de una dlgebra booleana completa y densa.

Definiciéon 8. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A € X.
A es un abierto regular < (A)°= A

X y @ son abiertos regulares.

Sea AR(X) = {A € X | A es un abierto regular}.

Ejemplo.
Sea X = R con la topologfa usual, A = (0,1) y B = (1,2).
Entonces A, B € AR(R), peroc AU B ¢ AR(R) y A® ¢ AR(R).
Con esto, (AR(R), U, N, , R, #) no es un dlgebra booleana.

Lema 3. Sea (X,7) un espacio topoldgico y A € X.

(1) A es abierto. A € AR(X) < A° C A,

(2) A° € AR(X).

Sean A,B,C € AR(X).

(3) AN B e AR(X).

W (AAHURNG) ) =An(BUGe.

(5) ext A €AR(X), (A U extA)* =Xy ANext A=0.
Prueba.
(1) para el lector.

(2) Como A° € A = (A)° C A = ( (A)°)° € A® = por (1),
A° € AR(X).

@A ABrCc(AnB)Y =A>nNnB°>=ANB = por (1),
AN B e AR(X).

(1) (ANBYU(ANC) y’=(AN (BUC).

Como (AN(BUC))* C(ANB UC)®° = A° N (BUC)°=
An (BUCy.

Por lo tanto, (AN(BUC))° € AN (BUC)°(™).
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SiAN (BUC)* € A N (B U C) entonces
AN (BUOCr c (A NBUO) (*9).
De (*) y (**) obtenemos la igualdad deseada.
Sélo falta demostrar que AN (BUC)° S A N (B U C).
Supongamos que AN (BUC) £ A N (B U C).
Entonces existe x € AN (BUC)° talquex ¢ A N (B U C).
Dec esto, existe V€ Ny talque VN AN (BUC) = 0.
Perox € ANV,dedonde VN (BUC) = 0.
Por lo tanto, x ¢ BU C, lo que implica que x ¢ (BU C)°.
Esto contradice que x € (BU C)°.
Entonces AN (BUC) ¢ (A Nn(BUCO).
Como A N (BU C)® es abierto, AN (BUC)° & (A N (BUQ))".
(5) Usaremos la siguiente igualdad A® = (A°)°.
(extA)°= ((A))°= ((A)°°)°= (A°)° = ext A = ext A € AR(X).
Sabemos que A U (A)° es denso (lema 1.2.2).
Entonces, (A UextA)° = AU (A) = X.
Yaque AC A AN (A =0. O
Para A,B € AR(X), definimos: .
AAB=ANB AVB=(AUB)®y A’ = ext A..

Por el lema 3, estas operaciones estan bien definidas.

Proposicién 11. Sea (X, 7) un espacio topolégidb.
(1) ( AR(X), V, A, X, ) es un dlgebra booleana completa.
(2) B(X) es una subdigebra de AR(X).

Prueba.

(1) Verifique el lector que AR(X) es una red.

Lo anterior determina un orden parcial: <.

Por el lema 3.4, se cumple una de las leyes distributivas y AR(X) es

una red distributiva.
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Por el lema 3.5, AR(X) es una red complementada, es decir, es un
dlgebra booleana.
Sea H € AR(X). Por el lema 3.2, B = (UH)° € AR(X).
Si A,B € H entonces:
AAB=ANB=A°NUH)* = (ANUH) C (AnUH)°=
A°= A.
Pero AC ANB,porloquese tiecneque AAB=ANB=A,
es decir, A < B y B es cota superior de H.
Sea C € AR(X) una cota superior de H. Entonces, B A C = B,
es decir, B << C.
Por lo tanto, sup H = B. Por la proposicién 1.6.3, AR(X) es
completa.
(2) Sean A,B € B(X).
Como A es un abierto-cerrado, es un abierto regular.
Lo mismo pasa para A U B, A N By A°. Asf, B(X) es cerrado
bajo las operaciones de AR(X).0J
Ahora sf es un dlgebra boolena (AR(R), V, A, , R, @).
Como R es conexo, B(R) = {R, 0}.
Se afirma que AR(R) no es atémica.
Para ver esto observamos lo siguiente:
(1) Cualquier abierto regular es un abierto.
(2) Sabemos que 8 = {V,.(x) | x € Ry e > 0} es una base
de R, donde V, (x) = (x-£, x+&).
(3) A = (a,b) # @ es un abierto regular.
A no puede ser un A&tomo, porque para cada n > O,
O cC An = (a+1/n,b-1/n) C A.
Por lo tanto ningin elemento de B es un dtomo.
(4) Suponemos que A es un dtomo en AR(R). Entonces A » 0.
Como 3 es base de R tiene que contener una vecindad bésica,
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la cual nos dice que A no es un dtomo, contradiccién. Asf, A no
puede ser un 4tomo
(5) Para cada r € R*, B, = (-r,r) € AR(R).
Es claro que si r # s entonces B, # B,.
Asf, :R*—AR(R), f(r) = B,, es una funcién inyectiva.
Por lo tanto, | AR(R) | > R,
Entonoces AR(R) no es atémica y no tiene &tomo alguno.
Lo que significa que AR(R) es densa.



CAPITULO 3
EL ESPACIO DE STONE

Establecemos una relacién entre dlgebras booleanas, ultrafiltros
¥y ciertos espacios topolégicaos Tz-compactos.

El Teorema de Representacién
Sea B un dlgebra booleana y x € B.
Definimos: p(x) = { U e S(B) | xe€ U} y 8 = {p(x) | x € B}.
Entonces, p(x) S S(B), 8 € P(S(B)), p(0) = 8 y p(1) = S(B).
Lema 1. Sean B, p(x) y 8 como antes. }

Q) P vV y) = p(x) U p(¥)s P(x A Y) =p() N PY) ¥
p(x") = p(x)°. i

(2) x =y < p(x) = p(¥)-

(3) B es una subdlgebra de P(S(B)).

Prueba.

(1) Sea U € p(x V y). Esto implica quex Vv y € U. i
Como U es ultrafiltro, Ues primoy x € Uoy € U. i
Entonces U € p(x) U p(y). Asf, p(x V y) € p(x) U p(y)-
Sea V € p(x) U p(y). Entoncesx € Voy € V.

En cualquier caso, x V y € V, lo que implica que

Ve p(x V y). Entonces p(x) U p(y) € p(x V y).

Asf, p(x V y) = p(x) U p(y).

De manera similar para los demés.

(2) (=) Obvio.

(<=) Por contrapositiva. Sean x # y.

AR
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Por la proposicién 2.8.3, hay un U € S(B) talquex € Uy

y ¢ U. Entonces U € p(x) y U ¢ p(y) ¥ p(x) # p(y).
(3) Es inmediato de (1). D

El siguiente resultado, demostrado por M.H. Stone en 1936,
nos dice cé6mo podemos " ver” cualquier Algebra booleana.

Teorems II. Teorema de Representacidn.

Si B es un dlgebra booleana entonces hay un conjunto X tal
que B es isomorfa a una subdlgebra deAP(X).
Prueba.

Sea X = S(B). Definimos £B — P(X), f(x) = p()..
Por el lema 1.2, f es una funcién inyectiva. J

Por el lema 1.1, f es un homomorfistno y im £ = 3.

Por el lema 1.3, B =2 8 es una subdlgebra de P(X).0

Este teorema es andlogo al Teorema de Cayley. Ver (9] y {11].

El espacio de Stone
Sean B, p(x) y 8 como en el parrafo anterior.

Exploramos un poco rés con estas conjuntos.

B es una cubierta de S(B). Se cumple que S(B) = ug.

$ es una base de una dnica topologin en S(B).
Sean p(x), p(y) € By U € p(x) N p(y).
Entonces existe z = x A y se tiene que p(z) C p(x) N p(y).
De esto G es base, Tp = {UF'| 8’ & B} es la topologia
correspondiente y (S(B),rs) es un espacio topalégico.

Como 3 es dlgebra, 8 es una familia de abierto~-cerrados y

una cubijerta abierta de S(B).

7'S(B) es compacto? Supongamos que S{B) no lo es.
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Esto significa que § no tiene ninguna subcubierta finita de S(B).

Asf para cualquier G, = {p(3u), -.., P(xa)},
p(Via 1) = UPa (p(Ga) # S(B).
De esto, tomando el complemento, p(Al.,x’) = MP_; p(q) 7# 0.
Por ser inyectiva la funcién f del Teorema II, AlL,xi'5% O.
Por lo tanto, A = { x'| x € B} tiene la pif.
Por la proposicién 2.8.1, existe U € S(B) tal que A € U.
Como U es un ultrafiltro y A € U, para cualquier x € B, x ¢ U.
Lo que significa que U ¢ UG = S(B).
Esto contradice el hecho de que U € S(B).
Entonces existe #; © B finito tal que 8, es una subcubierta
abierta de S(B). Con esto, S(B) es compacto.
?7°‘S(B) es T2? Sean U # Ve §(B).
Entonces hay un x € B talque x € Uy x ¢ V, es decir,
U € p(x) y Ve p(x").
Como p(x) N p(x’) = @, p(x) € Ny y p(x’) € Ny.
Tenemos que S(B) es T;.
Asf, 8 es una subdlgebra de P(S(B)) y base de S(B).

Por la propasicién 2.10.5, 8 = B(S(B
Por el Teorema 11, B == g = B(S(B)).

Teorema IIL Sean B, p(x) y 8 como en el Teorema II.

(1) S(B) es T2-compacto con 3 base de abierto-cerrados y

B = B(S(B)).

(2) S(B) es totalmente disconexo, T, de Lindelsf y de Baire.
Prueba.

(1) Es lo que acabamos de hacer anteriormente.

(2) Por la proposicién 2.10.6, S(B) es totalmente disconexo.

Por (1), S(B) es Ty, lo que implica que es Ty, ,,, T3, T1 ¥ To.

Por la proposicién 2.10.7, S(B) es de Baire.O
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Un Espacio de St es un
una base de abierto-cerrados.
Si B es un Algebra booleana entonces S(B) es su espacio de Stone.

El siguiente resultado establece relaciones entre los tipos de &lgebras

booleanas vistas en el capftulo 2 y las propiedades topolégicas de
su correspondiente espacio de Stone.

io topolégico T;-compacto con

Deflnicién 1. Sean (X,7) un espacio topolégicoy A © X.

X es extremadamente diaconexo < para todo A abierto,
A es abierto.

Todo espacio discreto es extremadamente disconexo,

Proposiciéon 1. Sea B un dlgebra booleana, H C S(B) y U € S(B).

(1) U es principal <% U es un punto aislado en S(B).
(2) B es atémica <> S(B) tiene un denso de puntos aislados.
(3) B es completa <> S(B) es extremadamente disconexo y
B = AR(SB).
(4) B es densa <> S(B) es perfecto.
(5) U es no-principal <> {U} es fronterizo.
(6) Si H es magro entonces para todo U € H, U es no-principal.
(7) Si B no es atémica entonces |S(B)| > 2%-.
Prueba.

(1) Inmediato de la proposicién 2.7.2.

(2) (=) B es atSmica.

Por la propoeicién 2.7.2, para a € At(B), F. € S(B).

Por (1), D = {F.| a € At(B)} es un conjunto de puntos aislados.
Para p(x) € 8 -{0}, x # 0, entonces existe un a € At(B)

tal que a < x, ea decir, x € F.. Por lo que F, € p(x).

Entonces D N p(x) % @ . Asf, D es denso.
(«=) Sea x % O.
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Por la proposicién 2.8.2, existe U € S(B) tal que x € U.
Entonces U € p(x).

Por hipétesis, existe un Ve p(x) tal que V es aislado.

Por (1), V es principal, asf que hay un a € At(B), V = F..
Por lo tanto, x € F,, es decir, a < x y B es atémica.

(3) (=) B es completa y 8 es completa. Sea A C S(B).

P.D. A es abierto.
SiA=0,claramente A=A €0 . Sea A#0.
Como 3 es base de S(B), hay un E € B tal que "-°
A = U {p(x)| x € E}. Ya que B es completa, existe

el sup E = a. Por el lema 1, U{p(x) | x € E} € p(a) € 8.
Entonces, por ser caarado p(a), A € p(a).

Veamos p(a) & A. Sea U € p(a). P.D. U € A.
Supongamos que U 4 A. Entonces existe p(b) € § tal
que p(b) N A = 0.

Por lo tanto, p(b) N p(x) = @, para toda x € E.

Es decir, b A x = 0, para toda x €E.

Esto implica que x < b’, para toda x €E.

Como b’ es cota superior de E y a = supE. Asf, a < b".
Esto significa que a A b = 0. Asf que p(a) N p(b) = 0.
Por otro lado, U € p(a) N p(b), es decir, p(a) N p(b) = 0.
Absurdo. Por lo tanto, p(a) & A.

Finalmente, A = p(a) € 8 C 74.

Asf, S(B) es extremadamente disconexo.

Por la proposicién 2.11, AR(SB) es extremadamente
disconexo y B(SB) © AR(SB).

Sea A € AR(SB), A es abierto y A = A° = A°
Esto es A € B(SB) y asf, AR(SB) C B(SB).
Por el Teorema II, AR(SB) = B(SB) = B.
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(<=) AR(SB) es completa y la proposié:ién 3.5.

(4) Inmediato de la proposicién 2.9.5.

(5) Por contrapositiva y la proposicién 2.7.2.

(=) Suponemos que {U} no es fronterizo. Entongces

{U}° # 0. Asf existe p(x) € G tal que U € p(x) € {U}.

Por lo tanto, p(x) = {U}, es decir, U es principal.

(<=) Si U es principal, entonces p(x) = {U} = {U}°, es decir,
{U} no es fronterizo.

(6) Sea U € H. P.D. U es no-principal.

Por el Teorema III, S(B) es un espacio de Baire.

Como H es magro entonces H es fronterizo, por la proposicién
1.7.1. Por lo tanto {U}° € H® = @. Esto implica que

{U}° = 0, es decir, {U} es fronterizo.

Por (5), U es no-principal.

(7) Sea que B no es atémica.

Por la proposicién 2.2.3, B es infinita. Recordemos que At(B)
es el conjunto de dtomos de B.

Como B no es atémica entonces existe b € B tal que b # 0

y para todo a € At(B), a £ b.

En particular se tiene que b ¢ At(B), pues de lo contrario
obtendrfamos que b £ b, lo que contradice que b < b,

Asf, por la proposicién 2.2.1, existe x € B-{0} tal que

b Axyb £ x'.

Por la proposicién 2.1.3, bAx# 0, by bAx’ # 0, b,
Sean by = b A xy b; = b A x’. Es claro que by A b; = 0.
Se afirma que b; % b;. Porque de lo contrario by = 0, lo

que contradice al hecho de que b; 7 0.

Por la cualidad de b, b; ¢ At(B) y by ¢ At(B).

Entonces podemos repetir otra vez el argumento anterior
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para b, y bz. De hecho si lo repetimos R, veces obtenemos
un drbol con rafz en b, con 2"%° ramas, cada rama tiene la pif

y ramas distintas no tiene la pif. Cada rama estd contenida en
algnin ultrafiltro, por la proposicién 2.8.1.
Esto implica que [{S(B)}| > 2"-.0

Ejemplos.

-Como P(X) es atémica y completa, S(P(X)) tiene un conjunto
denso de puntos aislados, no es perfecto y es extremadamente
disconexo.

-Ya que | Bn | = | N | y By &8 atémica y no es completa,
S(Bw) tiene un denso de puntos aislados, es totalmente
disconexo pero no extremadamente disconexo.

-S(AR(R)) es perfecto y extremadamente disconexo.

-La recfproca del la proposicién 1.7 es falsa, pues si B = P(N)
entonces | S(B) | = 2" y B sf es atémica.

Aplicaciones
1. Dualidad.

Veremos qué ocurre al pasar‘d_e Algebras booleanas a
espacios de Stone y al revés. Usaremos algunos resultados
de topologfa. Sea h:X — Y continua.
(1) h es abierta (cerrada) <> para todo A C X, si A es abierto
(cerrado) entonces h [A] es abierto (cerrado). )
(2) h biyectiva. h™! es continua <> h es cerrada <> h es abierta.
(3) Si X compacto y Y es Tz entonces h es cerrada. .
(4) En (3), si ademés h es biyectiva, h es un homeomorfismo.

Sea X un espacio de Stone, B(X) su dlgebra caracterfstica y x € X.
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Definimos u(x) = { A € B(X) | x € A}.

Proposicién 2. Sean X un espacio de Stone y u(x) como
antes. Entonces:

(1) u(x) € S(B(X)).

(2) x = y < u(x) = u(y).

(3) X == S(B(X))-
Prueba. Sea 8 una base de abierto-cerrados de X, por ser
X un espacio de Stone.
(1) Puesto que x € X y X € B(X), X € u(x).
Para D, E€ u(x), x e DN Ey DnNE e B(X).
O sea que D N E € u(x).
Sean D, E€ B(X), D€ u(x) y DC E.
Entonces, x € E.
Por lo tanto E € u(x), es decir, ® ¢ u(x).
Con esto u(x) es un filtro propio. Sea A € B(X).
Es claro que x € A o x € A°, es decir, A € u(x) o
A° € u(x). Por la proposicién 2.7.1, u(x) es un ultrafiltro.
(2) («=) Por contrapositiva. Sean x # y € X.
Como X es T, y B es una base de X, existen A € N,Nn 8
yBeN, NPBtalesque ANB = 0.
Estoes A € u(x) y A ¢ u(y). Por lo tanto u(x) % u(y).
(3) Definimos @:X — S(B(X)), ¢(x) = u(x).
Por (2), 4 es una funcién inyectiva.
Probaremos que ¢ es suprayectiva. Para esto sea
U € S(B(X)). Puesto que X es compacto, por la proposicién
2.10.4, hay una x € X tal que U — x, es decir, N, € U.
Por el lema 2.2.3, x es un punto de clausura de U.
Por lo tanto, para cualquier A€ U, x € A = A, por ser
abierto-cerrado. Por lo tanto A € u(x), es decir, U € u(x).
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Pero U es ultrafiltro, entonces, U = u(x). -
Asf, hay una x € X con la propiedad de que ©(x) = U.
Por lo tanto, ¢ es biyectiva.
Ahora veremos que @ es continua.
Sea A€ B(X), p(A) es un abierto bdsico de S(B(X))
entonces:
x € gl [p(A)] & ¢ (%) € p(A) < u(x) € p(A) « A € u(x)
< x € A,
de donde resulta que: ! [p(A)] = A € B(X).
Como X es compacto y S(B(X)) es T2, ¢ es cerrada.
Esto implica que ! es continua.
Asf, ¢ es un homeomorfismo y X =~ S(B(X)).0O
Lo que hemos hecho hasta ahora es lo siguiente:
A partir de un dlgebra booleana B, se construye su espacio
de Stone S(B) (Teorema III) y resulta que B es isomorfa al
dlgebra booleana de los abierto-cerrados de S(B).
Por otro lado, a partir de un espacio de Stone X, se tiene
su dlgebra booleana B(X) de abierto-cerrados y resulta que
X es homeomorfo al espacio de Stone de B(X).
En el primer caso ”Stonizamos” €l dlgebra B y en el segundo
caso " Booleanizamos” el espacio X.
En los siguientes dos lemas usaremos los siguientes resultados
de funciones. Sean £X —Y, A C Xy B € Y. Entonces:

(1) A € f'[f[A]] . Si f es inyectiva entonces A = ! [f[A]].

(2) fIf! [B]] € B. Si f es suprayectiva entonces

fie* [(B)] = B.

Veamos qué pasa con los homomorfismos entre dlgebras
booleanas cuando " Stonizamos”.

Lema 2. Sean B y C dlgebras booleanas y h:B — C un
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homomorfismo. Definimos hy:S(C) — S(B),
hy(U) = h-'[ U]. Entonces:
(1) by PGO) = P(hG)), by [PBEN)] = p(x) N by [S(O)]
y hy es una funcién continua y cerrada.
(2) h es inyectiva <> h; es suprayectiva.
(3) h es suprayectiva < h, es inyectiva.
(4) h es un isomorfismo <» hy, es un homeomorfismo
(5) Si g:C — D es un homomorfismo entonces
(gof)=H o -
Prueba. (4) y (5) quedan para el lector.
(1) Por la proposicién 2.7.3, h'! [U] € S(B). Entonces:
Ue 1y [p()] <> ha(U) € p(x) <> b [U] € p(x) +>
x € h''[U] < h(x) € U « Ue p(h(x)).
De esto es inmediato la primera igualdad.
Ve hy[p(h(x))] € hy[S(C)] = existe U € p(h(x)) tal que
hy(U) = V, h''{U] = V.
Como Ue p(h(x)) = hy! [p(x)] entonces hy(U) € p(x).
Por lo tanto, h'! [U] € p(x), es decir, x € h'![U] = V.
Asf, V€ p(x). Entonces hy[p(h(x))] € p(x) M hy[S(C)].
Para la otra contencién, sea VE p(x) N h,{S(C)).
Entonces hay un U€ S(C) tal que hy(U) = h!'[U] = Ve p(x).
Asf x € h"![U}, Ue€ p(h(x)), es decir, V = hy(U) € hy[p(h(x))].
De la primera igualdad se sigue que hy es continua.
Como S(C) es compacto y S(B) es T2, hy es cerrada.
(2) (=) h es inyectiva. P.D. h, es suprayectiva.
Sea U € S(B). Por la proposicién 2.7.3.b, h[U] € §(C),
By (h{U]) = W' [(b{U]] = U.
(<=) hy es suprayectiva. P.D. h es inyectiva.
Sean x,y € B y h(x) = h(y). Entonces hy[p(x)] = hy[p(y)]-
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Como hy es suprayectiva y por medio del lema 1.2:

p(x) = by hi! [p(x)] = hy b PN =p(M) yx =y

(3) (=) h es suprayectiva. P.D. h; es inyectiva.

Sean U, Ve S(C) y hy(U) = hy(V).

Entonces h''{U] = h!'[V]. Como h es suprayectiva, U = V.

(<=) h, es inyectiva. P.D. h es suprayectiva.

Ea claro que h{B] € C, falta probar que C C h(B].

Para esto tomamos d € C.

Por ser hy inyectiva, S(C) =2 hy[S(C)].

Por lo tanto hay un G abierto en S(B)

tal que hy{p(d)] = G N Wy[S(B)}.

De esto, G tiene que ser de la forma G = U {p(b)| b € A}.-

para algiin A € B y hy[p(d)] € G.

Como p(d) es cerrado, S(B) es compacto y hy es cerrada

entonces h[p(d)] es compacto.

Asf, hay un Ag= {a;,...,an} © A tal que hy[p(d)] € U A,.

Sea e = sup Ao y, por (1), by [p(d)] = p(e) N Wy{S(B)] = hy [p(h(e)]-
Como h, es inyectiva, p(d) = p(h(e)), por el lema 1.2, d = h(e) € h(B].
Finalmente h[B] = C, es decir, h es suprayectiva.O

Veamos ahora lo que ocurre con las funciones continuas

entre espacios de Stone cuando " Booleanizamos” .

Lema 3. Sean X,Y espacios de Stone y ¢:X — Y continua.
Definimos ,:B(Y) — B(X), ¢.(A) = ¢ '[A]. Entonces:
(1) ¢, es un homomorfismo.

(2)  es inyectiva <> (o, es suprayectiva.

(3) ¢ es suprayectiva <> (p, es inyectiva.

(4) ¢ es un homeomorfismo <> (, es un isomorfismo.

(5) Si ¥:Y— Z continua entonces (¥ o @), = ), © W
Prueba. (1) y (5) son para el lector.
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(2) (=) « es inyectiva. P.D. ¢, es suprayectiva.

Para A€ B(X), A es cerrado y ¢ cerrada, p[A] es cerrado.
Por se inyectiva ¢ [A]° = @[A°] es cerrado, es decir,

¢ [A] es abierto. Por lo tanto, ¢ [A] € B(Y).

Pero ¢ es inyectiva, ¢,(p[A]) = ¢! 0  [A] = A.

Asf, ¢, es suprayectiva.

(+=) ¢, es suprayectiva. P.D. ¢ es inyectiva.

Sean x,y €B y (x) = p(y). Suponemos que x # y.

Como X es T,, existen E € N, N B(X) y D € N, n B(X)
tales que EN D = 0.

Como , es suprayectiva hay H,G € B(Y) tales que

w(H) = Ey ,(G) = D.

Pero x € E = ! [H], donde, (x) €H. Andlogamente

¢(y) € G. Por hipétesis ©(x) € H N G, lo que implica que:
x € ¢! [HN Gl = (HNG) =g N ¢(G) = END.
Por lo tanto, EM D $ (. Absurdo.

(3) (=) ¢ es suprayectiva. P.D. ¢, es inyectiva.

ws (A) = o, (B) = @' [A] = ¢7!{B].

Como es suprayectiva, A = B.

(<=) ¢, es inyectiva P.D. ¢ es suprayectiva.

Sabemos que ¢ [X] # 0. Si p[X]° € H(w,), ¢ [X] = 0.
Absurdo. Por lo tanto ¢ [X] = Y, es decir, ¢ es suprayectiva.
(4) es inmediato de (2) y (3).0

Como consecuencia de estos dos lemas tenemos la siguiente
proposicién.

Proposicién 2. Dualidad.
Sean B,C dlgebras booleanas, h:B — C un homomorfismo, X,
Y espacios de Stone y ¢:X — Y continua. Entonces:

(1) B = B(S(B)) y X =~ S(B(X)).
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(2) hg:B(S(B)) — B(S(C)) es un homomorfismo.

(3) ©uy:S(B(X)) — S(B(Y)) es continua y cerrada.

(4) Si B = C entonces B(S(B)) = B(S(C)).

(5) Si X =~ Y entonces S(B(X)) = S(B(Y)).4
Todavia mds, si B es la categorfa de las dlgebras booleanas,
S la categorfa de los espacios de Stone, F:B — S, F(h) = hy
y G:S — B, G(®) = i, entonces, por los lemas 2y 3, Fy G
son funtores contravariantes.

2. Fl caso contable.
Nos interesa ver el comp—c:rtamiento de S(B) cuando B es un
dlgebra booleana contable.
Antes veremos algunos conceptos de puntos de acumulacién,
espacios compactos y métricas.

Para mayores detalles consulte las referencias [13] y [18].

Definicidon 2. Sean (X,7) un espacio topolégico, x € X y A € X.
(a) x es un punto aislado de A ¢ existe V € N, tal que
AN V= {x}.
(b) x es un punto de acumulacién de A <> para toda
Ve N, V-{x} N A # 0.
(c) x es un punto de condensacién de A <> para toda
VeN,|VNA|>R,.
(d) A es perfecto <> A es cerrado y no tiene puntos aislados.
(e) X es un espacio de Cantor <> X es T;-compacto perfecto
con una base de abierto-cerradas contable.
Sean A’ = {x € X |x es un punto de acumulacién de A } y
Ca = {x € X | x es un punto de condensacién de A}.
Al conjunto A’ se le conoce como el conjunto derivado de A.

Observaciones.
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-A-A’ es el conjunto de los puntos aislados de A.

-Si A-A’ = @ entonces A no tiene puntos aislados.

-Si A’ = @ entonces A es un conjunto de puntos aislados.
-Todo espacio de Cantor es un espacio de Stone.

-Si 2 = {0,1}, D = P(2) su topologfa y “2 = {f | f: N —2}
con la topologia del producto entonces es “2 un espacio de
Cantor.

Lema 4. Sean (X,7) un espacio topolégico 2° numerable,
x € Xy A € X. Entonces:
(1) |A-A’] < R,
(2) Si para toda x € A existe V € N, tal que
IV N Al < X, entonces |A] < R,.
BYIA]| >R, < Ca #0.
(4) Sil A | > R, entonces Cp, € A’, C, es perfecto y
| Ca MA| >N,
(5) Cantor-Bendixon. Si X es 2° numerable, A es cerrado
y | A| >N, entonces existen B, C € X tales que
A = B U C, B es perfecto y C es contable.
(6) Si X un espacio de Cantor entonces X =~ “2,
(7) Si X es T y perfecto, A € X, A # @ y finito entonces
A no es abierto.
Prueba. Sea § una base contable de X, ya que x;'e's 2° numerable.
(1) Supongamos que | A | > N,.
Parax € A,sea V, € Stalque | ANV, | < R,.
En particular, {V, | x € A} C 3, es decir,
|8]1=1A]>R, Porlo que 8 no es contable.
Absurdo. Asf, | A| < N,
(2) Sea x €A-A'. Entonces existe V,, € g tal que
ViMNA={x}. Estoes | V, N A | < R,.
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Por (a), | A-A"| < R..0

" (3) (=) Sea | A | > R,. Supongamos que Ca= @.
Entonces | A | < R, por el lema 3.9.
Esto contradice la hip&tesis. Asf Cp # 0.
(<=) Sea C, # 0.
Entonces para algiin x € X y cualquier V € N,,
| VNA| >R, ComoVNAGC A entonces | A | > N,.
(4) Si x € (A’)", entonces x es un punto aislado de A.
Por lo tanto, para algin V € 3 se tiene que |A N V| < R,.
Esto implica que x € (C,)°.
Asf, (A’): € (CA)°, es decir, C, C A’
Para que C, sea cerrado, demostraremos que CA'C Ca.
Seax € Cpr'y x ¢ C,.
Entonces existe V€ Ny talque | VN A | < N,.
Comox € CaA’y VEN,V-{x}NC,#0.
Sea y € V- {x} N Ca, entonces | VN A | > R,. Absurdo.
Por lo tanto, Cp' € C,, es decir, C,j es cerrado.
Ahora demostraremos que Cj no tiene puntos aislados.
Supongamaos que Ca- Cu’7# 0.
Esto significa que hay una x € C, tal que x ¢ C,°.
Entonces existen U € C, y V € N tales que
VNCa={x}y | VN A|>N,.
SiyeV-{x},y@CarycomoVEN,, |[VNA| <R,
absurdo. Asf, Ca no tiene puntoe aislados. Por lo tanto,
Ca es perfecto. Por el lema 3.9, | A-C, | € R,.
Si|{Ca N A| < R, entonces | A | < R,. Esto contradice
que | A| > N,. Porlotanto, |Ca NA | > N,.
(5) Sean B = C, y C = A-C,. B es perfecto y C es contable.
Como A es certrado, B € A. Claramente A = B U C.
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(6) Ver [2].
(7) Supongamos que A es abierto.
Entonces M ={n € N | |A| =n > Oy A es abierto} # 0.

Por el PBO, existe el mfnimo de M.

Sean m dicho mfnimo y C = {xi,.c.sXm }-

m 7 1, porque de lo contrario X tendrfa un punto aislado

¥ X no serfa perfecto. Absurdo. Entonces m > 1.

Como X es T, existe un abierto U tal que UN C = {X;,..;%n1}-
Pero |{x1,....3m.1}|= m-1 < m lo que implica que m no es mfnimo.0}

Veamos ahora algunos conceptos compacidad.

Deflnicidn 3. Sea (x,) una sucesién en X.

(a) (x.) converge a x ((x,) — Xx) <> para todo A € N,
existe N € N tal que para cualquier n > N, x, € A.

(b) (¥x) es una subsucesién de (x,) ((yx) € (cn)) <
para cualquier k € N, yy = Xq, ¥ nx < nyya-

(c) X es Contablemente Compacto (CC) <> toda
cubijerta abierta contable tiene una subcubierta finita.

(@) X es S ial te C. to (SC) <« toda

sucesién en X tiene una subsucesién convergente.

(e) X tiene la Propiedad de Bolzano-Weierstrass (BW)
<> todo conjunto infinito tiene un punto de acumulacién.

Observaciones:

-S8i (Xa)—x ¥ (¥n.) € (xa) entonces (yo, )—x.

-X es compacto <> X es contablemente compacto y de

Lindelsf.

-Si X es compacto entonces X es contablemente

compacto.

-Si X es contablemente compacto y 2° numerable entonces
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X es compacto.

Lema 5. Sea ( X, 7 ) un espacio topolégico.

(1) Si X es T2 y 1° numerable. Son equivalentes (a)-(d):
(a) X es Compacto.
(b) X es Contablemente Compacto.
(c) X es Secuencialmente Compacto,
(d) X es BW.

(2) Si X es perfecto, T2, de Baire, S esbase de X y A C X,
entonces:
(a) para todo B € 8- {0}, | B| = R,.
(b) para toda x € X, {x} es denso en ninguna parte.

(c) Si A es un abierto no vacfo entonces | A | > R,.
Prueba.

(1) ver [13].

(2) (a) Inmediato del lema 2.3.

(b) P.D. {x}°= 0.

Suponemos que {x}° % 0 .

Entonces hay un B € 8 - {#} tal que B C {x}.

Esto que implica que | B | < WR,, lo que contradice a (a).
Como X es T, {x} es cerrado.

Por tanto, {x} es denso en ninguna parte.

(c) Suponemos que | A | < W,.

Por (b), A es magro y como X es de Baire, A es fronterizo.
Ya que A es abierto, A = @.

Esto contradice la hipétesis de que A # 0.0

Veamos algunos conceptos de espacios métricos.

Definicién 4. Sea X un conjunto no vacfo y {x,) una sucesién en

(a) d:X? — R es una métrica si cumple que, para toda
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x,¥,z € X:
() 4Gy = 0
(i) d(xy) =0 <> x =y .
(iii) d(oy) = d(ypq) ¥y (iv) d(x,2z) < d(e,y) + d(y2).
Al par (X,d) se le conoce como un espacio métrico.

(b) Sea (X,7) un espacio topolégico.
X es metrizable & existe una métrica d en X tal que
Td = T.

(c) (xa) es de Cauchy <> para toda € > 0 existe N € N
tal que para toda n,m > N, d{%,,Xm) < € .

(d) X es completo < cualquier sucesién de Cauchy en
X es convergente.

Ejemplos y observaciones. Sea (X,d) un espacio métrico.

-Una vecindad de x € X como V.(x) = {y € X | d(x,y) < €}
yBA={Vx) | x € Xye > 0} es una base de 74,
una topologfa en X.

-La métrica discreta es d:X? — R tal que

aey) = { BIAXZY

En este caso V (x) = {x} y 8 = {{x} | x € X} base
de la topologfa discreta.

-Si (xn) es de Cauchy y (¥a,) € (x,) entonces (y,, ) es
de Cauchy.

-Si (%a) es de Cauchy, (Ya,) € (xa) ¥ (¥a,)—x entonces
(3¢n)—*2.

Lema 6. Sea X un espacio métrico.
(1) X es un espacio topolégico, T; y 1° numerable.
(2) X es 2° numerable < X es separable < X es
Lindelsf.0O
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Un espacio discreto es metrizable, seghin vimos en el
ejemplo anterior.

Teorema (Urysohn, 1924). Si X es T3 y 2° numerable
entonces X es metrizable.0)

Corolario 1. X es Tz-compacto. Entonces:

X es metrizable <> X es 2° numerable,
Prueba.

(=) Como X es compacto, X es Lindelsf .

Por el lema 5.b, X es 2° numerable.

(+=) Como X es Tz-compacto, X es Tj.

Por el Teorema de Urysohn, X es metrizable.O

Corolario 2. Si X es métrico y compacto entonces X es
completo.

Prueba. Inmediato del lema 5 y lema 4.4.0

Ejemplo. Si X es de Cantor entonces X es 2° numerable,
1° numerable, separable, de Lindelsf, de Stone, totalmente
diaconexo y metrizable. Por la proposicién 2.10.7, X es de
Baire y de 2* categorfa. Por el corolario 2, X es métrico y
completo.

Veamos lo que ocurte con las dlgebras booleanas contables
Yy sus espacios de Stone.

Proposicién 3. Sea B un dlgebra booleana, | B| < R, y
A € S(B). Entonces,
(1) S(B) es 2° numerable, separable, |S(B)| < 2%,
métrico y completo,
(2) B es densa < S(B) es de Cantor.
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(3) SiByCsondensasy | B| = | C | = R, entonces
B==C.
(4) | B| < R, < S(B) es discreto.
(5) En S(B) valen los incisos (a)-(d) del lema 5.1.
(6) U € A-A’' & U es principal.
(7) Si U € C, entonces U es no-principal.
(8) Si B es densa y x € B-{0} entonces | p(x) | > R,.
(9) Si | S(B) | > R, entonces vale el teorema de
Cantor-Bendixon.
Prueba.
(1) Como 3 es base de S(B), 8 == B y B es contable,
B ea contable. Por lo tanto, S(B) es 2° numerable.
Entonces:

Como S(B) es Tz, por la proposicién 2.10.8, |S(B)| < 2%,
S(B) es metrizable, 1° numerable y separable.
Del corolario 2, S(B) es métrico y completo.
(2) Inmediato de la proposicién 1.
(3) Inmediato del lema 4 y Dualidad.
(4) (=) Inmediato de la proposicién 2.8 y 2.4.
(<= ) Un espacio discreto compacto debe ser finito.
Entonces S(B) es finito y, por la proposicién 2.7, | B | < R,.
(5) Inmediato del lema 5.4.
(6) Inmediato de la proposicién 1.1.
(7) Si U € Ca entonces U no es un punto aislado de A.
Asf U es no-principal, por (6).
(8) Inmediato del lema 2.3.
(9) Inmediato del lema 4.4.0
Veamos alguncs ejemplos:
-Como By es atémica y no es completa, S(Bn) es 2°
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numerable, separable con un denso de puntos aislados,
no es extremadamente disconexo, no es de Cantor.

Como S(Bn)' = 8, S(Bn)-S(Bn)’ €8 denso y S(Bn)

es un conjunto de puntos aislados.

~Ya que L, es densa y no es completa, S(L) es de Cantor
pero no es extremadamente disconexo, tiene puntos de
condensacién los cuales no son principales, Cgu) # 0,
S(L)-S(L)’ = 0.

-Si B es finita entonces S(B) es discreto y metrizable y la
métrica es la discreta. S(B) no tiene puntas de’.*
condensacién y tiene un conjunto denso de puntos aislados.
-Si B es contable y no es atémica entonces |{S(B)| = 2%,
por las proposiciones 1.7 y 3.1. Por el lema 4.3, Cg) # 0.

Con la hipétesis de la proposicién 3 en S(B) vale el Teorema de
Heine-Borel.




CAPITULO 4
LOGICA DE PRIMER ORDEN

Presentamos las nociones bésicas de la légica de predicados sin
necesidad de un calculo deductivo. El material presentado aquf
serd usado en todos los capftulos siguientes.

Lenguaje formal y estructuras
Definicién 1. Un lenguaje formal de primer orden L es un conjunto de
sfmbolos, los cuales son:

(a) Stmbolos Ldégicos:
= (negacién), A (conjuncién) , 3 (cuantificador existencial), =
(igualdad) y un conjunto de variables { x, | n € N}.
(b) Sfmbolos de Agrupacion: ), (.
(c) Stmbolos No-ldgicosa.
Es la unién de tres conjuntos ajenos dos a dos:
- sfmbolos de predicado P = { P; | i € I}, donde acada i € I le
corresponde a(i) € N, llamado la aridad de P;.
- sfmbolos funcionales F = { f; | j € J}, donde a cada j € J le
corresponde a(j) € N llamado la aridad de fj.
- simbolos constantes C = {cx | k € K}.
I, J o K pueden ser vacfos.
En la prdctica todos los lenguajes que usarermnos tienen sfmbolos légicos
y de agrupacién. Al conjunto de los sfmbolos no-légicos, P U F U C,

se le conoce como: tipo de semejanza.
Nos referiremos al "lenguaje formal de primer orden” simplemente como

"lenguaje formal”.
Denotamos el lenguaje formal por L = SL U P U F U C, donde:
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SL={—-, A,3, =~,), U {x.|neN}
La cardinalidad de Les: |L | =8, + |P |+ |F|+ | C|.
Deflnicién 2. Sea L un lenguaje formal.

(a) Expresiones. Cualquier sucesién finita de sfmbolos de L.

Exp denota al conjunto de todas las expresiones en el lenguaje L.

(b) Término. Un término se construye con las siguientes reglas:
-Toda variable y toda constante es un término,

-Si a(j) = n y t;,...,t, son términos entonces f(t;...t,) e un término.
~-Son todoe.

(c) Término constante. Es un término sin variables.

(d) Férmula Atémica. Una férmula atémica se obtiene como sigue:
-Si t;, tz son términos entonces (t; /s t2) es una férmula atémica,
-Si a(i) =n ¥ ti,...,t; sOn términos entonces Pi(ty,...,t,) €8 una
férmula atémica.

-Son todas.

(e) Férmula Bien Formada. Una férmula bien formada se obtiene

como sigue:

-Cualquier férmula atémica es una férmula bien formada,

-Si ¢, ¥ son f6rmulas bien formadas y x; es una variable entonces
—p, p A o, x;p son férmulas bien formadas.

(omitimos escribir los paréntesis, siempre que no exista ambigtiedad
¥ por "férmula” entenderemos "férmula bien formada”).

-Son todas.

Sea ¢ una férmula.

(f) El al del ifilcador "3” en ...3xp... €s .
(g) x; ocurre ligada en @ <% x, es la variable de algin cuantificador
"Ix;," o x; estd dentro del alcance de alghin cuantificador de la forma
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"3x,” que ocurra en .
(h) x; ocurre libre en @ « x; no ocurre ligada en .

(i) Un enunciado es una f6rmula bien formada sin variables libres.

Cuando decimos "son todos” queremos expresar lo siguiente:

cualquier expresién obtenida por las reglas anteriores en un nimero
finto de pasos es un término.

Similarmente para las fé6rmulas atémicas y férmula bien formadas.
Verifiquese que los términocs y las fé6rmulas son expresiones.
Sean ¢ y ¢ fé&rmulas, definimos:

@ VY = o(—p A ), disyuncién,

P ~ P = —p V ¢, implicacién material,

@ P = (p — Y)A(p — ¥), bicondicional,

Vxip = —3x;—, cuantificador universal.

Ejemplo. Sea L = {P,(f,g,c,d} donde la aridad de P, f y g es dos.

Son términos: f(c,d), xa, g(xs,d), c, d, f(g(c,d), x11), etec.

Son términos constantes: c, d, f(c,c), g(d,c), etc.

Son férmulas atémicas: ¢ =4 d, f(c,d) s g(xs1,%23), P(c,g(d,x7)), etc.
Son férmulas: —P{c,g(d,x7)), DxP(x2,x9)— f(c,d) == g(xs1,%X23), etc.
Son enunciados: ¢ = d, P(c,d), TxoP(xz,%x2), —Vx; 3xzPxixsz,
V1 3xa (g(x1,x2) =4 d), etc.

Si ¢ = I, Py ,%x2)— (g(x1,%X3) =3 ¢) entonces Xz y X3 ocurren libres
en ¢ y x; ocurre libre (las dos primeras ocurrencias de x,) y ligada

(la tercera ocurrencia) en , porque el alcance del cuantificador
existencial es P(x;,xz2).

En estos lenguajes formales tenemos la ventaja de poseer un método
de prueba y una forma de definir conceptos, llamado por recursion.
Esto significa que s5i P es una propiedad que debe valer para todos
los términos entonces procedemos como sigue: primero se verifica
que las variables y las constantes tienen la propiedad P y luego
verificamos que si t;,...,t, 80N términos que tienen la propiedad P y
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f es un sfmbolo funcional de aridad n entonces f(t,...t,) también, tiene
la propiedad P. .
A esto se le llama induccién en la formacién de téggnincs.
Similaramente, la induccién en la formacién de férmulas.
La complejidad de una f6rmula es el nimero de conectivos que
interviene en la escritura de dicha f6&rmula. Asf, una fSrmula atémica
tiene complejidad 0. Para demostrar alguna propiedad sobre todas

la férmulas lo haremos por induccién en la complejidad, lo que
equivale a la induccién en férmulas.

Los lenguajes formales se utilizan para hablar de estructuras
matemdticas. Las variables y constantes representan elementos de
un conjunto dado no vacfo. Los sfimbolos de predicado y
funcionales hablardn de operaciones y relaciones en este conjunto.
El conjunto junto con sus relaciones y operaciones forman dicha
estructura y sélo estos sfmbolos del lenguaje formal. A esto
decimos que la estructura es adecuada al lenguaje, es decir, una

L~estructura. Definimos esto formalmente.
Definicién 3. Sea L un lenguaje formal.
Una L-estructura es (A, {PA}, _,, {flA}l e {eff), ¢ k ) donde:

(a) Un conjunto no vacfo A, llamado el dominio o universo
de la estructura.

(b) para cada i € I, P es una relacién a(i)-aria en A,
PA C AMO,

(c) para cada j € I, f* es una operacién a(j)-aria en A,
A AL

(d) paracada k € K, cf* € A.

La estructura se denotaré por:

A = (A, {PIA}xe 1 {flA} € {CkA}ne K ).
La cardinnlidaddeAeslel.

Si P U F U C = {s;,...,8,} entonces escribiremos la estructura como

A = (A, sf,..., ).

«~A denota al conjunto de todas las sucesiones en A.
Sea s € YA, definimos:

s(i/b)(i) =8 (),sii#jys(i/b)§)=D>b,sii=]
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Entoncess(i/d,j/e)=s8(j/ei/d).

Ejemplo. Sea L = {P,{,g,c,d} donde la aridad de P, f y g es dos.
Entonces: A = (Z, <, +, -, 0,1), B = (Q, <, +, -, 0,1),
C=(R, <, +,-,0,1) y D= (P(X), G, U, N, 8,X) son L-estructuras.

Semdntica

Sean L un lenguaje formal y una L-estructura A.

Necesitamos saber el significado de los términos y de las férmulas
en dicha estructura. Esto lo definiremos recursivamsmte.

Primero veremos qué elemento de A es nombrado por cada término
de L, por medio de las sucesiones de elementos de la L-estructura.

Deflnicién 4. La interpretaciéon de t en A respecto a s (tA[s]).
Sean t un término, x,...,X, variables, A una L-estructura y s € “A.

(a) Si t = x; entonces x{*[s] = s;.
(b) Si t = c entonces c*[g] = c*.
(c) Sit = f(t),...,ts) entonces f(ty,...,t,)* [8] = A (tP[s],...,t2 [8]).
Verifique el lector que: ‘
tA[s] € A, para todo término t y tA[s] = tA, para todo término constante.

Ahora veremos cémo encontrar el significado de las férmulas de L

en la estructura A, utilizando para esto las sucesiones de elementos
en A.

Deflnicién 5. ¢ es satisfacible (realizable) en A respecto a s.
(A = ¢ [s]). Sea @ una fSrmula, A una L-estructura y s € “A.
(a) Si ¢ = (t, =~ t2) entonces A |= @[s] > t{[s] = t£[s].
(b) Si ¢ = P(t)...t;) entonces A |= p[s] < PA(tP[s],...,.t2[s]).
(c) Si o = —y> entonces A = @[s] & A F= y[s].
(d) Sip =1 A x entonces A |=pls] < A = yls] ¥y
A = x[s].
(e) Si ¢ = Ix;3 entonces A |= (8] <> existe d €A tal que
A yls(i / Q)
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Una vez que sabemos el significado de una férmula podemos saber su
valor de verdad. Eete puede cambiar con las sucesiones o ser constante
dentro de la estrucutra.

Defilnicion 6. Sean ¢ una férmula y A una L-estructura.

(a) ¢ es satisfacible (realizable) en A <> hay una

8 € WA tal que A = ¢ [s].

(b) v es verdadera en A (A |= ¢) © para todas € YA,

A = p[a].

(c) ¢ en falan en A <> para toda s € YA, A J pl&E].

(d) ¢ es universalinente vélida <> para toda A, ¢ es verdadera

en A.

(e) v ea una contradiccién <> para toda A, ¢ es falsa en A.
Ejemplo. Sean p,y,x férmulas..
Las siguientes son fé6rmulas universalmente vélidas:

Vx(x =1 x), VXVy (x sy — y S x) y

VXVyVz (x fss y Ay 53 2 — x &3 Z).
En el apéndice 1 hay una lista de otras universalmente vélidas.

Proposicidon 1. Sean t un término; ¥,x fSrmulas; ¢ un enunciado;
A una L-estructura y 8,8’ € “A.
(1) Si para toda x; que ocurre en t, x{* [s] = x{* [s’].
Entonces tA[s] = t4[s’].
(2) Si s = 8’ entonces, A = ¢[s] & A = ys’l.
(3) A = ¢¥[s] o A |= —y[s], pero no a ambas.
(1) A = ¢[s] < para toda s” € YA, A = [s’].
En tal caso escribiremaos A = .
(5) Satiasfaccién con los conectivos V, —, «+ y V.
(@) A vV xlsl > A = yls] o A = xls).
(b) A =% — x[s] < A J=vls] o A = x[s].
© AV xlsl < A=y —xly A = x — vl
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(d) A = Vx;¢(s] <> para todo b € A, A = ¢[s(i/b)].
(6) Modus Ponens.
() Si A E v — x[s] ¥y A |= ¥[s] entonces A |= x[s].
(b)) Si AEvYv— xy A =1 entonces A = x.
(¢) Si =¥ — x ¥y = ¥ entonces = x.
(7) Si ¢ es un enunciado entonces A = ¢ o A |= =y, pero
no ambos.

Prueba. Ver apéndice 1.0
Nétese que:

-Si ¢ es un enunciado y A es una L-estructura entonces
@ es satisfacible en A <> @ es verdadero en A.

- Universalmente vdlida => verdadera (en una estructura) =
satisfacible.

- es falsa en A < —w es verdadera en A.
- es universalmente vilida <> — es una contradiccién.

Ejemplo. Sean L = {P,f,g,c,d}, donde la aridad de P, f y g es dos.

SiA=(Z <, +, ' 0,1) entonces PA = < , fA = + ,

gr =, c®* =0, d* = 1, 5,(n) = 2n, s3(n) = 2n+1 y sa(n) = 5,
para toda n € Z entonces:

f(c,d)? [s1] = f(c,d)® [83) = 1, f(5¢1,%2)A [81] = 2 + 4 = 6,
£(xyx2)A [32] = 3 + 5, A =1 = xz[m1], A f= Plxs, x1)[si),
A | x = xz(s], A | PQa, x2) (s3], A = (¢ & 4d),

A = 2 (f(gha i ),0)) = ) y A = T (f(glxrx1),f(d,d)) = ).
Como el lector notaré, la escritura y la lectura de f6rmulas es
muy diffcil. En la préactica se acostumbra lo siguiente:
L={<,+, -,0,1}, "f(c,d)” es "0 + 1" y

3 (E(&(x1,%1),6(d,d)) = c)” es "3x, (x] + 2 s 0)".

Esto es un abuso de notacién pero més facil de entender,
siempre que no exista ambigtiedad o algin otro problema.
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Modelos y Consecuencia Légica

En lo que sigue trabajaremos con enunciados.

Defilnicién 7. Sean £ U {¢} un conjunto de enunciados y A una
L-estructura. Definimos:
(a) A es modelode £ (A X ) « paratodo p € T,
A .

(b) = tiene delo (T es infacible) <> existe una A
tal que A es modelo de .

(c) ¢ o8 consecuencia igica de £ (T |= ) < para
todo A, si A |= 2 entonces A = .
(d) £ es completo <> para todo ¢ enunciado, T = ¢
o X = —p. .
(e) v es independiente de £ < £ f=p y & .
Observaciones:

-Si & = 0 entonces escribiremos ™ = ¢ ” en lugar de

TOEe . :

-Si © = @ entonces @ tiene modelo.

-Si ¢ es un enunciado entonces = @ < @ es universalmente
vélida.

-% tiene madelo <> para todo A € ¥, A tiene modelo.

-Si {,m¢} € A entonces ambos conjuntos no tienen modelo.

Proposicién 2. Sean ¥ y A conjuntos de enunciados y ¢, ...,
1) son enunciados. Entonces:

(1) Si ¢ € X entonces T = .
(2)SiTE ¢y X C A entonces A = ¢.

@ SkFp,pralsi<neZEALL @

(4) = no tiene modelo « existe ¢ un enunciado tal que
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T EpA e
(5) £ f=¢ < = + — tiene modelo.
(6) Teorema de la Deduccién, TD.
SiZlE¢ < vy I = ¢ entonces £ = 1.
MBT+eEveaSEe Y.
(8) £ es un conjunto satisfacible.
X es completo <> para todo par de enunciados @ y ¥,
siZ = Vi entonces T = p o E = ¢v.0

Ejemplo. Sean L. = {P}, donde la aridad de P es dos y

= {Vx(Pxx), VxVy(Pxy — Pyx)}. e
Entonces ¥ = Vx(Pxx) A VxVy(Pxy — Pyx).
Sea p = VxVyVz(Pxy A Pyz — Pxz).
A = {a, b, ¢,} y PA = A U {(a,b), (b,c),(b,a), (c,b)} y A = (A, PA).
Donde A es la diagonal de A.
Si B = (Z, PP), donde PP = {(a,b) | a y b son congruentes médulo 4}.
Entonces A =2 + ~py B = + ¢, es decir, & =y ¥ = —p.
Por lo tanto,  es independiente de ¥ y ¥ es incompleto.
Si A es una L-estructura entonces definimos:
Th(A) = {, | ®» es un anunciado y A = ©}.
Entonces A = Th(A) y Th(A) es completo.

Si A tiene modelo y Th(A) € A entonces Th(A)
Este es un ejemplo de un conjunto maxi inf;

ible.
Proposicién 3. Sea £ un conjunto satisfacible de enunciados

(1) £ es maximal satisfacible. £ |= ¢ «> @ € .
(2) Si T es completo entonces T es maximal satisfacible.
(3) Son equivalentes (a)-(c):

(a) = es maximal satisfacible.

(b) para todo enunciado p, p € T 0o~ € T .
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(c) Para cualesquiera enunciados o,%, si ¢ V¢ € &
entonces p € L oY € T,
(4) £ es maximal satisfacible <> existe una L-estrucutra A
tal que © = Th(A).

Prueba. Ver el apéndice 1.0

Conjuntaos finitamente satisfacibles
Trabajaremos con la satisfaccién de conjuntas finitas de enunciados.
Definicién 8. Sean X un conjunto de enunciados y ¢ un enunciado.

(a) ¥ eas Anit t tisfacible <> para todo &, € ¥
finito, X, tiene modelo.

(b) ¢ es consecuencia ligica finita de = (Z =, ) <
hay un £, € X finito tal que I, |= .
Obeervaciones.
-Si ¥ tiene modelo entonces T es finitamente satisfacible.
-0 es finitamente satisfacible.
-Si es un enunciado entonces = @ € =, @.

-Si ¥ |=, @ entonces ¥ = ¢. Si ¢ € T entonces T =, ¢.
-X es completo < para todo enunciado @, =, ¢ 0 & =5 -

Propaosicién 4. Sea £ un conjunto de enunciados.

(1) Son equivalentes:
(a) T es finitamente satisfacible.
(b) para todo A € X, A es finitamente satisfacible.
(2) Si £ es finitamente satisfacible entonces para cualquier
enunciado , £ + @ o & + —p es finitamente satisfacible.
(3) Si {£,}) ¢ 1 es una cadena de finitamente satisfacibles
entonces U ¢ 13, es finitamente satisfacible.
(4) & J=,p < £ + - es finitamente satisfacible.
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(5) Si £ es maximal finitamente satisfacible entonces
es completo.

(6) Si X es finitamente satisfacible y =, ¢ entonces
E e

Prueba. (4), y (6) para el lector.

(1) (a) =(b) Sean A € ¥ y A, C A finito.

Entonces A, € ¥ y ¥ es finitamente satisfacible, A, tiene modelo.

Asf A es finitamente satisfacible.

(b) =>(a) Obvio. .

(2) Sea ¢ un enunciado. Por contrapositiva.

Si ¥ + ¢ y £ + —w no son finitamente satisfacibles.

Entonces existen 3,, £; € X finitos tales Qque X + @ ¥y

2 + — no tienen modelo.

Por la proposicién 2.5, Z; = y 2 = .

Es claro que ,= T, U X; es finito.

Por la proposicién 2.2, =, = ¢ A —p.

Por la proposicién 2.4, £, no tiene modelo y £ no es

finitamente aatisfacible.

Compare este resultado con la proposicién 2.6.

(3) Sea A = {1, }C Ui 15

Para 1< k < n, hay un iy € I'tal que ¢, € ;.

Como estos pertenecen a una cadena existe el

méx{X;, ,..., £, } = Ej. Pero A C I, y es finitamente

satisfacible, A tiene modelo.

(5) Por reduccién al absurdo y (4).

(6) De lo contrario £ no serfa finitamente satisfacible.D

Consideremos €l siguiente conjunto:

S = {£ | T es un conjunto de enunciados finitamente satisfacible}.
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Entonces (S,C) es un copo. 7‘Hay maximales aqu{?

Veamos que s{ y que un conjunto finitamente satisfacible siempre
estid contenido en uno de estos.

Teorema IV. Teorema de Extension de Lindenbaum.

Sea = un conjunto de enunciados.

Si T es finitamente satisfacible entonces existe un conjunto
de enunciados I'" tal que £ C T y T es finitamente satisfacible
y completo.

Prueba.( AE )

Sea Mgy = { ¥ | ¥ es un conjunto finitarmente satisfacible y & <€ ¥}
Es claro que T € My y My € S.

Entonces Mz # 0 y { Mg, € ) es un copo.

Por la proposicién 4.3, cualquier cadena aqu{ tienc una cota
superior. Por el lema de Zorn, hay un I € Mg tal que I'es
maximal. I’ también es maximal en (S,C).

Si I’ no es completo, existe un enunciado p tal que ' J=p y

T /= —¢. Entonces, T’ + - y I' + ¢ tienen modelo.

En particular, son finitamente satisfacibles y ambos contienen

a . De esto obtenemos, por ejemplo, que I' +@p € Mg y

I C I 4+ w. Como I es maximal, ¢ € T, es decir, T |= ¢.
Contradiccién. Para el otro caso es andlogo.
Por la proposicién 4.5, I' es completo. O

Estructuras y Modelos Canénicos
Sea L un lenguaje formal y C el conjunto de constantes en L.
A continuacién veremos una técnica muy usada en légica que es la
construccién de modelos por medio de constantes.
Primero necesitamos el concepto de sustitucién en términos y en
férmulas. Por ejemplo, si u es un término, x una variable que ocurre
en u y t es otro término entonces sustituimos la variable x, por el

78



ESTA TESIS WO DESE

ESTRUCTURAS ¥ MODELOS canonicosSALIR  BE  La S‘."-’U%TEBI_{Q

término t en u. La sustitucién posiblemente no sea en todas las
ocurrencias de x.
Definimos recursivamente esta sustitucién corno sigue.

Defilnicién 9. Definimos la sustitucién en términos y férrulas.

(a) Sustitucién de x por t en u (uf).
Scan u,t térrinos, ¢ una férmula y x una variable libre
de .
-Si u = x; entonces xj;= { x,t,' :ii: Z x:(.J
-Si u = ¢ entonces cf= c.
-Si u = f{t;...t,) entonces £(t1...t,)F = £(tF,...t5,).
(b) Sustitucién de x por t en ¢ ( o7 ).
-Si ¢ = (t1 & tz) entonces (t; & tg2)T = t§, = tZ,.
-Si ¢ = P(t;...t,) entonces P(t1...t,)F = P(t§,...t5).
-Si = (—¥) entonces (—Y)F = —(¥7).
-Si @ = (¥ A x) entonces (W A X)T = W7 A xf.

-Si ¢ = (Iy¥) entonces (Iyy)F = gzl(/:b)’{ ::il;, ; xx

(c) t es libre para x en p <> todas las variables de t son
libres en 7.

.,

Sea x libre en . Cualquier constante "c¢” o variable ”2” que no

ocurra en , es un término libre para x en .

Lema 1. Sean u,t términos; x,y,z variables y ¢, [6rmulas.
L.as variables y, z no ocurren en u. Entonces:
(1) (ui)f = uf y uy = u.
(2) (p* W) = pix Y7, parax € {A, V, —, —}

= __ Yy ¢ ,8ly = x.
@) (YT = vy Lsiy A x

Prueba. Ver apéndice 1.0
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En adelante usaremos la notacién de "¢(t) ” en lugar de " ”.
Ejemplo. Sea L = {P,f,g,c,d}, donde la aridad de P, f y g es dos.

f(x),e)5 = f(d,c), f(x1,c)5® = f(x1,0),

(Txa P(x4,%7))37 = Tx P(xa,c),

(Foea P(x4,%7))2* = Iy P(xq,x7).

Sea ¢ = Ix4P(x4,%x7). Entonces:

x7 ocurre libre en ¢ y x4 ocurre ligada,

‘P)’(z, =) = ey P(x4,f(x1, x3)) ¥ las variables x,, x3 estdn
libres aquf, -

Potr.ae) = IXaP (x4, &(x7, x4)) ¥ la variable x4 no est4 libre
aquf.

Por lo tanto, f(x,, X3) es libre para x7 en ¢, pero no g(xr, x4).

Loema de Sustitucién. Sean ¢ una féSrmula; u, t té&rminos, x; ocurre
libre en ¢, A una L-estructura, s € “A y d = t4{s]. Entonces:

(1) (u)Als] = uAfsGi / D))
(@) A b= o®)s] = A F GG / L.
(3) Si t es libre para x; en ¢ entonces |= Vxip — @(t) y = @(t)— Ixip.
(4) Si x; es libre para x; en ¢ entonces = Vxjp(x) «— Vx;0(x) ¥
= Sap(x) — Ixp(x).
Prueba. Ver apéndice 1.03

Ejemplo. Sean L = {< ,+,-,0,1}, A= (Z,<,+,-,0,1),
s € “Z tal que s(i) = 2i, t = f(d,d) y ¥ = x}- 4 ~ 0. Entonces:
tAls) = 2y A = w(t)s] < 22 -4 =0 < A = [s(2/t*s])]-
(£, )2ty )™ [8] = H(&(d,d),d)fia.a) [8] =
fA(g(d’d)ad,d) [s]'d:(d,d) =2y
(1, ) a0y [8(1/8(d,d) 2 [s])] = £ (&(d,d)Rq,0) [B]:90 a0 [8D) = 2.
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Lema de Constantes. Sean @ = p(x;) una [6rmula con una
variable libre, © un conjunto de enunciados, 3 un enunciado y
c una constante en L que no ocurre en £ ni en ¥ ni en .
Entonces:

(1) Generalizacién Universal, GU.
Si X =, @(c) entonces, para alguna variable x; que no ocurre en ¢,
2 = Y.

2 G lizacién Existencial, GE.
Si ¥ =, w(c) entonces T |=, Ix .

B) T+ ) E=oth < T + Iy o ¥.

(4) Si & + 3x,0 — ¢(c) [=o ¥ entonces I =, .

(5) Si T es finitamente satisfacible entonces

= + T, — p(c) es finitamente satisfacible.
Prueba. Ver apéndice 1.0

Definicién 10. Sean L, L.’ lenguajes formales y £ un conjunto de
L-enunciados. Entonces:

(a) C es un conjunto de testigos para X en L <> Ces
un conjunto de constantes en L y para toda ¢ = (x)
férmula con una variable libre hay una ¢ € C tal que
= o Ixp — (c)-

(b) ¥ tiemne testigos en L < hay un conjunto C de testigos
para 3 en L tal que C C L.

() L” es una extension de L << L C L.

(d) Sean L € L’ lenguajes formales, 3 un conjunto de
L’-enunciados.
=’ es una extension conservativa de £ o 2 C X' y
para todo ¥ L-enunciado, si ' |= 3 entonces X |= .
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El Lema de Constantes, (4), afirma que & -+ 3x,¢ — (c) es una
extensién conservativa de 3.

Cuando L es contable podemos numerar cualquier conjunto de
expresiones. De esto nos habla el siguiente lema.

Lema 2. Si| L | < X, y g:L— N inyectiva entonces | Exp | = X,.0
Para g, basta tomar la que da [14], por ejemplo.

El siguiente resultado nos provee de suficientes testigos y se debe a
L. Henkin,1949.

Teorema V. Teorema de Extensién de Henkin.

Sea £ un conjunto de enunciados.

Si ¥ es finitamente satisfacible entonces existe Ly una
extensién por constantes de L y existe A un conjunto
de enunciados finitamente satisfacible con testigos en
Ly talque (L, |=|LlyE&<CA.

Prueba. Ver apéndice 1.0

Ahora veamos cédmo construir L-estructuras por medio de constantes.
En lo siguiente X serd un conjunto de enunciados finitamente
satisfacible y C es el conjunto de constantes de L no vacfo.

Sean c,d € C . Definimos: ¢ ~ d 4+ & k=,(c == d).

Tal relacién es de equivalencia en C.

Sea X el conjunto de todos los términos constantes en L.
EntoncessCC Xy |X|=|C|+|F|-R <|L|

Lema 3. Sean £ un conjunto de enunciados finitamente
satisfacible, C, X y ~ como se definieron antes. Entonces:
(1) Si ty,..,t0,S14...,8x € X entonces son universalmente validas:
(Alay (4= 5) — ((t1...t0) = f(81...8.)) ¥
(Al (6 == 5) — (P(ty...ty) «— P(s1...53))).
(2) "~ es una relacién de equivalencia en X.
(3) Si t1,...,ta814...,9n € X y para toda i = 1,..,n, t; ~ 8;, entonces:
(a) f(ty...t.) ~ f(s)1...85).
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(B) T k= P(t1...ta) & T = P(s)...8,).
Prueba. Ver apéndice 1.0
Del lema 3.2 podemos definir lo siguiente:
A=X/~=({lt]
c A= {o],

A (fe1)...leal) = (€] = T E=o(f(cy...cn) = ©),
PA({eg)e-c[ea]) = = =o Pley..oca).

| t € X}, donde [t] = { s € X | t~s},

Por el lema 2.3, estas operaciones y relaciones estan bien definidas.

Tenemos asf una L-estrucutra conocida como la: Estructura Candénica
Asociada a 3:

As =(A{PP}  n {f o (B hex )

Veamos qué propiedades tiene.

Lema 4. Sean ¥ un conjunto de enunciados finitamente
satisfacible, C ¢l conjunto de constantes no vacio, X el

conjunto de los términos constantes, t € X y ¢ un
enunciado. Entonces:

(1) Para todo t € X, t*= = [t].

(2) Para toda a € A existe t € X tal que tA= = a

(3) Si ¥ no tiene negacién ni cuantificadores entonces
Az = & T

(4) Si ¢ = -mp, p no tiene cuantificadores y T =, ¢ entonces
Asx = .

(5) Si ¢ = Iy, ¢ no tiene el simbolo de negacién y Ax, = @
entonces £ =, .

B lAs |=IXI<|L|

Prueba. Ver apéndice 1.0

En el lema 4, no podemos asegurar loe regresos de (4) y (5), porque
en el primer caso ¥ puede no ser completo y en el segundo caso T

puede no tener testigos en L. De esto, Ay no necesariamente es un
modelo de T.
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El siguiente resultado nos garantiza que la propiedad de tener
testigos se preserva bajo extensiones completas.

Lema 5. Sean A, I conjuntos de enunciados finitamente
satisfacibles tales que A C I', A tiene testigpsen L y T" es
completo. Entonces I' tiene testigos en L.

Prueba. Ver apéndice 1.0

El siguiente resultado, debido a Henkin (1949), ascgura cudndo la
estructura candnica sf ¢s un modelo de .

Teorema VI. Teorema de Existencia de Modelo.
Si 3 es un conjunto de enunciados finitamente satisfacible,
completo y con testigos en L entonces existe una
L-estructura A tal que:
(1) para toda a € A hay una c € L tal que c® = a.
@lAl=sIL]
@A

Prueba.

Sean A = Ag,a € Ay X el conjunto de todos los términos
constantes,

Como X tiene testigos en L, existe una ¢ € C tal que

a = [c] = c*.
Porellema36, | A|=|As | < |X | <|LI|

Sélo falta verificar los regresos de (4) y (5) del lema 3.
Primero veamos el regreso de (4): )
A=y = A Y=% 9=} Y, porque T es
completo.

Veamos ahora el regreso de (5) y supongamos que

3 = 3x;i. Como I tiene testigos en L, hay una ¢ € C tal
que T =, 3x90 — ¢¥(c). Asf, T =, ¥(c).

Entonces A = ¥(c). Sea s € “A cualquiera tal que

A = y(c)[s). Por el Lema de Sustitucién, A = (s i / c?)],
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A = 3xqyis]. Pero 3x;3 es un enunciado.
De esto se sigue que A |= 3x;1. Si ¢ € T entonces
Z =6 ¢ y por tanto A |= @, es decir, A = . O

Aplicaciones
1._ Expansiones y Reductos.
Ahora veremos cémo pasar entre extensiones de lenguajes

Yy expasiones de estructuras.

Definicién 11. Sean L y L’ dos lenguajes formales tales
que L € L', A una L-estructura y B una L’-estructura.
(a) A es un reducto de B (A = B [ L) <« se cumplen:
(i) A=B.
(ii) para cualquicr s € L, s = sB.

(b) B es una expansion de A <> A es un reducto de B.

Ejemplo.

Para una L-estructura A y X C A, se tiene la expansién

Ax = (Aa)aex ¥y laextensién Lx = L U {catae x ¥

cA = a, para toda a € X. En tal caso, Th(A) € Th(Ax).
Un "L-enunciado” es un enunciado en el lenguaje L.

Lo mismo para otras expresiones de L, conjuntos de ellas
© estructuras.

Proposicién 5. Sean L C L/, A una L-estructura, B una
L’-estructura, A = B [ L y s € “A. Entonces:
(1) Si t es un L-término entonces t*[s] = t®[s].
(2) Si ¢ es una L-férmula entonces A = ¢[s] < B = @ls].
(3) Si ¥ es un conjunto de L-~enunciados y ¢ es un
L~enunciado entonces:
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(a) Abp<BlEp. (b)) AE T« Bl
Prueba.
(1) y (2) por induccién en términos y f6rmulas.
(3) Inmediato de (2) y de la proposicién 1.4.0

2._ EIl Teorema de Compacidad.
El siguiente resultado es de capital importancia en Légica.
Se debe a Gddel (1930) y a Maltsev (1936), principalmente.

Teorema VIIL. Teorema de Compacidad.
Sea ¥ un conjunto de enunciados.

Si £ es finitamente satisfacible entonces T tiene modelo.

Prueba.
Por el Teorema IV, existen L, y A un conjunto de
enunciados en L, talesque: |Lyl=|L|, X € Ay Aes

finitamente satisfacible y con testigos en L.
Por el Teorema V, hay un I € L, conjunto de enunciados
tal que A € I’ y I" es finitamente satisfacible y completo.
Ya que A tiene testigos en L y I' es completo entonces, por
el lemna 4, T" tamnbién tiene testigos en L. ’
Asf, T es finitamente satisfacible, completo y con testigos en
L,. Por el Teorema VI, existe una L, -estructura B tal que
BTl SeaA=B[LyXxXcT.
Por la proposicién 5.3, A = £.0
Los siguiente resultados son corolarios de los Teoremas VI y VII.
Proposicién 8. Sean 3 un conjunto de enunciados y ¢ un
enunciado. Entonces,

(1) Si X tiene modelo entonces existe una L-estructura

Atalque AEZy|A|<|L| ..
(2) El Teorema VII implica al Teorema IV. -
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(3) Si {Zi}i €1 es una cadena de conjuntos de enunciados,
cada uno con un modelo entonces U, ¢ 11X, tiene modelo.
(4) Son equivalentes:
(a) Teorema de Compacidad.
(b) Lema de Finitud. Si © = ¢ entonces T =,
Prueba.
(1) Inmecdiato de la prueba del Teorema VI.
(2) = es finitamente satisfacible = (Teorema VII) T tiene
modelo => existe una L-estructura A tal que © € Th(A),
el cual es finitamente satisfacible y completo.
(3) Veriffquese que U ¢ 1 X es finitamente satisfacible.
(4) Por contrapositiva.
(a) =(b) ¥ f=,p = T + - es finitamente satisfacible =
X + —wp tiene modelo = X A=, por la proposicién 2.5.
(b) =>(a) = no tiene modeclo = (proposicién 2.4) existe
un enunciados tal que: T = A = =, oA D =
¥ no es finitamente satisfacible.O

3. Lwenheim-Skolem-Tarski.
El siguiente resultado se debe a Léwenheim (1915), Skolem
(1919) y Tarski (1928).
Lo que nos dice es que si un conjunto de enunciados tiene
un modelo infinito entonces tiene un modelo de cualquier
cardinal infinito. :
Teorema VIII. Sean L un lenguaje formal, ¥ un conjunto
de enunciados y &, A cardinales arbitrarios tales que
N, < | L | € x < A Entonces:
(1) (Lswenheim-Skolem-Tarski ascendente, LST T )
Si A Xy | A| = x entonces existe B |= T tal que
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| B | =A.
(2) (Lswenheim-Skolem-Tarski descendente, LST | )
Si AEXZy| A|=A\entonces existe B |= = tal que
I B | =
Prueba.
(1) Sea C = { c; } i € I} un conjunto de nuevas constantes
donde | I | =A, Ly =LUC.
Sea A = T + {¢ & ¢ i # j € I} enunciados en L.
Entonces | L,| = A, A es finitamente satisfacible y A tiene
modelo. Por la proposicién 6.1, hay una L-estructura D
talque DXy | D| < A Como D [ A, | D | > A es decir,
| D | = A. SiB = D [ L entonces por la proposicién 5.3,
BEXZy|B|=A
(2) Sea C = { ¢; | i € I } conjunto de nuevas constantes y
|[I|=w. Asf, L, =LUCy | Ly| = x.
Sea A =X U{c SMc;|izs#*je€I}. Entonces A es
finitamente satisfacible, porque B =S y | B | = A,
Porque A =2y | A | = A > x. El resto es como en (1).0

4.__ Teorfas Finitamente Axiomatizables.
Veamos ahora qué son las teorias y eémo algunas de ellas
se pueden "generar” por conjuntos (finitos algunas veces)

de enunciados.

Deflnicién 12. Sean L un lenguaje formal y T un conjunto
de enunciados en L.
T es una teorfa <> para todo ¢ enunciado, si T |= ¢
entonces ¢ € T.
T es una teorfa finit axi tizable <> T es
una teorfa y existe un conjunto finito de enunciados
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A tal que para todo @ enunciado, g€ T <= A = .
Una teorfa T, dicho en otras palabras, es un conjunto de
enunciados cerrado bajo consecuencia légica.

Sea £ un conjunto de enunciados en el lenguaje formal L.
El conjunto de las consecuencias Iégicas de X se define:
Cn(X) = { ¢ | ¥ es un enunciado y % = ¢}. Entonces:
-2 C Cn(¥).
- 8i £ C A entonces Cn(E) € Cn(A).
- Cn(Cn(Z¥)) = Cn(Z).
- Cn(X) es una teorfa.
-} Cn (®) | = R,. Esto es cierto porque para cada
enunciado ¢ obtenemos que |= ¢ — . De é&stas hay
tantas como enunciados tenemos. Por lo tanto, para
todo T conjunto de enunciados, | Cn () | > ..
Asf{, toda teoria T tiene cardinalidad infinita.
~ Si T es maxirnal satisfacible entonces ¥ es una teorfa
completa. Por lo tanto, Th(A) es una teorfa, llamada la
teorfa de A.
- Cn(4p,m) es una teorfa finitamente axiomatizable,
completa y sin modelos.

Veamos las propiedades basicas de estas teorfas.

Proposicién 7. Scan A = {¢,, ..., ¥,}, &, T, T} conjuntos
de enunciados y T, T, teorfas. Entonces:
(1) SiT € T, T es completa y T, tiene modelo entonces
T = T1.
(2) Hay un enunciado ¢ tal que:
(a) A = A <& A = ¢, para toda L-estructura A.
(b) Cn (A) = Cn ().
(3) T es finitamente axiomatizable <> hay un enunciado
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@ tal que Cn () = T.
(4) Cn (X)) es finitamente axiomatizable <> existe un
subconjunto finito de enunciados I, tal que
Cn (£,) = Cn (XE).
(8) Si {Th,}, ¢ n €5 una familia de conjuntos de

enunciados tal que para todan € N, T, € Tay1 ¥

T, es una tcorfa con modelo entonces U, ¢ Ty

€s una teorfa satisfacible y no es finitamente

axiomatizable..
Prueba.
(1) Si T # T, entonces hay un enunciado ¢ € T} tal que
@ & T. Como T es completa ~p € T. Pero T € T,.
Por lo tanto - € T,. Asi T no tiene modelo. Absurdo.
(2) Considere ¢ = (A" .| ;) ¥y use la proposicién 2.3.
(3) Inmediato de (2).
(4) Por (3), hay un ¢ un enunciado tal que Cn(y) = Cn(Z).
Suponemos que para todo £, € X finito, Cn(Z,) % Cn(p).
Entonces para todo £, € Z finito, £, + — es finitamente
satisfacible. ‘e
De lo contrario, }Qa.ra. algin 3, € ¥ finito, £, + —y no es
finitamente satisfacible.
Esto implica que X, |= ¢, es decir, Cn(%,) = Cn(y).
Absurdo. Por Compacidad, £ + — tiene rnodelo, de
donde, 3 = ¢, lo que contradice que ¥ = .
(5) Sea T = U, ¢nTs ¥y supongamos que T = .
Por el Lema de Finitud, existe 3, € T finito tal que
X, = . Entonces hay un r € N tal que £, € T,.
Como T, = ¢ y T, es teorfa, ¢ € T, € T. Asf, T es una

teorfa. Suponemos que T no tiene modelo.
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Por Compacidad, hay un £, € T finito tal que X, no tiene
modelo. Entonces hay una r € N tal que £, € T, y T; no
tiene modelo. Absurdo. Por lo tanto, T tiene modelo.

Si T fuera finitamente axiomatizable, por (2), existirfa un
enunciado ¢ en L tal que T = Cn ().

Entonces ¢ € T, es decir, hay un n € N tal que ¢ € Th,.
De este modo, T =Cn () € Ta € T, lo que implica que
Th = T. M4ds atin, para todam > n, T,, = T = T,, lo que
contradice que T, < Ty, si m > n.0O

Si 32 es un conjunto de enunciados y A es una L-estructura
tal que A }= T entonces Cn(X) € Th(A).

Si ademds, 3= es completo entonces Cn(X) == Th(A).

Si T es una teorfa completa y A k= T entonces T = Th(A).

5. Teorfas en el lenguaje puro de la igualdad.

Sea L un lenguaje sin stmbolos no-légicos.
Entonces las L-estructuras son de la forma A = (A).
Para n > 0, consideremos los siguientes enunciados:
On = 3x1..Bxa (A1 3 A5 X))
6n = 1...3xa (Ajoj X A2 X5 A Va1 (Via 120 &8 Xa41))
o, afirma que hay, al menos, n elementos y §, afirma que
hay exactamente n elementos.
Sea £, = {o,| n € N*}. Verifique el lector:
(VDAEFEo.<=|A|=n.
(2)n2me =o, = oy, En tal caso feo, — o,
sin > m.
B)AESH<=]A|=n
(@A) =6 —0n, fson — 86 y |=6p — Tq AOny.
(AT, < | Al=NR.
(6) Sin # m entonces {65, 6} ¥y P, = {6 | n € N*}
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no tienen modelo.
(7) Si T, = Cn(X.) entonces T, no es finitamente
axiomatizable y no tiene modelos finitos.
Sea T una teorfa cualquiera en L.

(8) Si T tiene modelos finitos distintos entonces T es

incompleta.

(9) Si Z., € T entonces T no tiene modelos finitoa.
O, 6a ¥y T, podemos "escribirlos” en cualquier lenguaje.
T = Cn(é,) sélo tiene modelos de cardinal n > 0.

T = Cn(o.) tiene modelos de cualquier cardinal > n,
pero no tiene ninghin modelo de cardinal < n.
Como T tiene modelos finitos distintos, T es incompleta.

En el apéndice 2 hay m4is ejemplos de teorfas.

6._ Propiedades de Primer Orden.
Veamos ahora algunos limites de los lenguajes formales de
primer orden.

Proposicién 8. Sea T un conjunto de enunciados.

Si para toda n-€ N* existe una L-estructura A tal que
A = = y |A] = n entonces existe una L-estructura B tal
queB =Xy | B| >R,
Prueba.
Sea C = {c. | n € N} un conjunto de nuevas constantes
yL,=LuUC.
=X+ { ¢chn /A2 cm | n# m}es un conjunto de enunciados
en L. Verifique el lector que &° finitamente satisfacible.
Entonces, por el Teorema de Compacidad, tiene un modelo,
digamos B.ComoB =2, | B | > R,. Sea A=B | L.
Por la proposicién 5.3, A = .0
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El £ de la proposicién 8 es incompleto, por tener modelos
finitos distintos.

Definicién 13. P es una propiedad de primer orden
<> existe un lenguaje formal L y existe un conjunto dé
enunciados 2 en L tal que para toda L-estructura A,

A tiene la propiedad P << A = T.
Ejemplos. Son propiedades de primer orden:

A tiene al menos n elementos (o,).

A tiene exactamente n elementos ( &, ).

A tiene un nimero infinito de elementos ( £, ).
A es un orden parcial.

A es un orden total.

Ahora veamos algunos conceptos que no son de primer
orden.

”Ser finito”.

De lo contrario, existiria T tal que para toda I~estructura
A, A }= T < A es finito. Por la proposicién 8, tendria un
modelo infinito que debe ser finito. Absurdo.

»Ser un grupo cfclico infinito”.

Pues de lo contrario, existirfaa 3 tal que para toda
L-estructura A, A = £ <> A es un grupo ciclico infinito.
Por LST T, tendria grupos cfclicos de cualquier cardinal.
En particular uno de cardinal 2% . Por otro lado ( Z, + )
es el vunico grupo c¢fclico infinito, bajo isomorfismo.

Por la unicidad, R, = 2%. Contradiccién.

”Ser un buen orden”.

Para ver esto suponemos que sf es de primer orden.

Sean L un lenguaje formal y £ un conjunto de enunciados
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tales que para toda L-estructura A, A es un buen orden
< A=
Sea C = {cn | n € N} un conjunto de nuevas constantes,
L, =LUCyYyZX =X + { ca41 < &3 | n € N } un conjunto
de enunciados en L.
Entonces X' es finitamente satisfacible y tiene un modelo,
por Compacidad. Digamos que B es tal modelo.
Como B = ’, B tiene una cadena infinita descendente.
Por la proposicién 1.3.d, B no es un buen orden,.@a donde
B &= :
"Ser un campo arquimediano”.
Sea R = ( R, <, +, -, 0, 1 ) que es un campo totalmente
ordenado. La Propiedad Arquimediana para R es:

para toda x € R hay unan € N tal que x < n.
Suponemos que ésta es una propiedad de primer orden.
SeaLy =L 4+ {¢. | re R} + {c}.
Considerernos el conjunto de enunciados:
2 = Th(R) + {c. < c| r € R}, el cual es finitamente

satisfacible. Por Compacidad, ¥ tiene un modelo, digamos

A. Claramente A es un campo no arquimediano. Absurdo.
”Ser un espacio discreto y compacto”.

Ya que de lo contrario, por la proposicién 8, tendrfamos
un modelo infinito. Este espacio no puede ser compacto.
7”Ser un espacio discreto y de Lindelsf .

De lo contrario existe un modelo infinito. Por LSTT,

i
3
H

podemos escogerlo no numerable.

Este iltimo no puede ser de Lindelsf.
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7._ Generalizacién a férmulas con variables libres.

Extendemos algunos resultados para enunciados a {6rmulas
con variables libres. Esto lo haremos por medio del Lema
de Sustitucién, Teorema VII y el lema 3.

Sea L un lenguaje formal. Si t es un término entonces el
numero de variables que ocurren en él es finito, digamos
XlyeesXn. Sea X = (X1,...,Xn) entonces "t = t(X) = L(X),...9%Xp)"
significa. que todas las variables de t estdn en {x;,...,%n}.

Lo mismo sucede para ¢ una L-férmula, (%) = o(x1,...,%,),
indica que sus dnicas variables libres estdn entre xi,...,X,
Definimos:

F. es el conjunto de todos los enunciados y para n > 0,

F, es

{¥| ¥ es una férmula y las variables libres de ¢ estan entre x,.
Es claro que: ¥, € Fu4, para todan € N.

vy Xp}

Si ¢ € F, entonces escribiremos: "3%p” en lugar de " 3x;...3x,¢”.

Si ¢p,..., cp SON nuevas constantes, que no ocurren en L,

Ly = L U {c1,...x¢a} ¥ sustituimos x;, libre en ¢, por ¢; para
1 < i < n entonces obtenemos que @(&) = ©(cy,...,Ca) €8s un
enunciado en L., donde & = (c1,...,Cn).

Si X € F, entonces 3(g) = {¢(€) | ¢ € £} es un conjunto
de enunciados en L.

Sea A es una L-estructura y & = (81,...,8,) € A", 1 <i<n
yde€ A, i /d] = (a1,...,8:. 1,d,8; 4 15...,84).

Definicién 14. Sean T U { ¢ }C F,; T un conjunto de
enunciados y A una L-estructura. Entonces:
(a) A realiza a X < hay un & € A" tal que para todo
p e, Al yplal
(b) A omite a £ < A no realiza a .
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(c) £ es consistente con T <> existe una L-estructura
A tal que A = T y A realiza a 3.

(d) £ es omitido por T < ¥ no es consistente con T.

Ejemplos y cornentarios.

-Escribiremos " A realiza a ¥ respecto a & ¥ como

"A = Z{a]”.

-Usamos a €A® para interpretar a @ € F,

-Si T es una teoria con modeclo entonces @ es

consistente con T\

-Si {p,—}C T entonces ambos conjuntos son

omitidos por T, para toda T satisfacible.

-Sean L = {< ,+,-,0,1} y A = (Q, <, +, -, O,1).
Sip=x2-4/~ 0y ¢ =x? -2 =3 0 entonces:
A = ¢ [2], A realiza a ¢; como V2 ¢ @, A omite a .

Lema 6. Sean ¢ = p(x,) € F;, L,= L U {c}, donde ¢
c® = a € A. Entonces:

(1) ¢(c) es un enunciadoen Ly-L y | Ly| = | L |.
(2) A = pla] < (Aa) |= ()
Prueba.

(1) para el lector.

(2) (=) Esto es otra consecuencia del Lema de Sustitucién.
Supongamos que A |= @[a] y seca b € A" cualquiera tal que
b( 1l /a) = (a,bgz...,bs). Entonces A = p[b(l / a)]. Pero
A es un reducto de (A,a).

Por el lema 3, (A,a) = (b (1 /a)].

Por el Lema de Sustitucién: (A,a) = (c){b].

Pero como (c) es un enunciado en L, (A,a) = ¢(c).

(<=) Andlogo.O

Por medio del lema 6.2 se obtiene que: A = 3x;¢¢ < para
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alguna a € A, (A,a) = p(c).

Proposicién 9. Sea T un conjunto de enunciados con modelo,
n>0,XCF,, e v €F,, Ly =LU{c1,....ca}, ¢ & L, para
1 <i<ny A una L-estructura. Entonces:
(1) (&) es un enunciado en Ly-Ly | L, | = | L |.
(2) Sean 1< i <€ n, ¢ = a; €A. Entonces:
A =@ [a] o (AB) = 0(3).
(3) Son equivalentes (a)-(c):
(a) T es consistente con T.
(b) para todo £, C ¥ finito, T, es consistente con T.
T+ {mAF_ vl kENyp €L, para 1< i < k}
tiene modelo.
(4) X es consistente con T <& T + £(¢) tiene modelo.
(5) Si T es consistente con T entonces existe A = T tal
que| A | < |L |y A realiza a X.
Prueba.
(1) ¥ (2) son inmediatos por induccién en n y del lema 6.
(3) Esto una consecuencia del Teorema de Compacidad.
(a) = (b) Inmediato.
(b) = (c) Sean
A={ImA_ ,wlkeNyparal <i<k, @, €S}y
A, = {¥1,.-.,¢:} un subconjunto finito de A.
Entonces para cada j = 1,..., r, 3; = 3% Al ; ¥l, donde
Lp} € 3. Por lo tanto, obtenemos que £, ={<p{,...,<p;r} es
un subconjunto finito de X.
Por (b), £, es consistente con T, esto es, que hay un A una
L-estructura tal que A |= 3;, por lo que, A, tiene modelo.
Asf, T + A es finitamente satisfacible.
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Por el Teorema de Compacidad, T + A tiene modelo.
(c) == (a) Consideremos )
T+ {3RA'_ wlkeNyyp €T, para 1< i < k}
tiene modelo. Entonces existe una L-estructura A tal que:
AET+BxA_,plkeNyp €L, para 1< i < k}.
Si p € T entonces A = 3.
Esto es, existe & = (84,...,a,) € A" tal que A = ¢ [a].
Por lo tanto, A =T y existe & € A" tal que A = ¢ [a],
para toda o € T. As{, T consistente con T.
(4) (=) = es consistente con T.

Entonces existe una L-estructura A y cxiste & € A" tales

que Al=Ty A = T [a].

Sean c;,...,cp nNuevas constantes tales que (:‘A = a;, para
i =1,.,n Entonces L, =LU {c,...,ca} €s una extensién

de L y (A,a) es una L -estructura.

Por €l lema 4, (A,a) = T, porque T es un conjunto de
L-enunciados. Si (&) € (&) entonces ¢ € L y, en
particular, A |= ¢ [8]. Por (2), (Aa) = (E).

Asf, (A,i) = £(c). Por lo tanto, (A a) = T + 2(g).
(<=) Sea @ € . Entonces (@) T + L(e).

Por hipétesis, existe una Li-estructura (B,b) tal que
(B,b) = ¢(3). Por (2), B=p[bly B = T.

Se concluye que ¥ es consistente con T,

(5) Sea C = {ci,...,cn} un conjunto de nuevas
constantes. Sea L, = LU C.

Counsideremos: &' = T + X (&) un conjunto de
enunciados en L. Entonces X' es finitamente satisfacible
y por Compacidad, ¥’/ tiene modelo.

Asi existe una L, -estructura B tal que B = X' y
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IB]<|L,l=|LJ Si A= B[L entonces A es la estructura
buscada.O
Por medio de la proposicién 9.2 se obtiene que: . .
A = 3% < para algiin & € A®, (A,8) = ¢(E).

8. n-tipos.
Generalizamos los conjuntos maximalmente satisfacibles.
Como {(P(F,),C) es un copo entonces los conjuntos satisfacibles que

sean maximales serdn objeto de estudio en esta seccién.
Definicién 15. Sean T un conjunto de enunciados y p C F,,.

P un n-tipo en ‘T <> se cumplen las dos condiciones
siguientes:

(a)- p es consistente con T.

(b) para todo & © F, si A es consistentecon Ty p ©C A
entonces p = A.
A esto se le llama ser maximal consistente con 1.
Sea A = T. Entonces Th(A) es un O-tipo en T.
Si 4 € A" entonces el conjunto de todas las {6rmulas con a
lo mas n variables libres satisfechas por & en A, es un n-tipo
en Th(A). Dicho conjunto lo denotamos por:
Pa(A,8) = { v € Fa | A = la]},
Sea S, T = {p € F, | pes un n-tipoen T }.
Es claro que | S, T | < 21 Fa | = 2111,
Veamos algunas propiedades de los n-tipos.
Proposicién 10. Sean T un conjunto de enunciados y p,
. € FL. Entonces,

(1) Si p es consistente con T entonces son equivalentes:
(a) p € S.T.

(b) para toda @ € Fun, ¢p € pO - € p.
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(c) para toda @, € F,,, si ¢ V¢ € p entonces
pwEpPpOYE p.
(d) Existen A =T y & €A® tales que p = p,(A,a).
(2) p € SuT < existen A =T y & € A" tales que
p(e) = Th(A,&).
(3) Si X es consistente con T entonces existe p € S, T
tal que = C p.
(4) Sip € S..T.enr.onces T < p.
(5) Si p € S,T entonces existe una L-estructura A tal
que Al=T,|A|<|L|y Arealiza a p.
Prueba.
(1) Por la definicién de n-tipo.
(2) De (1), Lema de Sustitucién y proposicién 9.6.
(3) AE=Tyae A" tales que A = Z[a].
Esto implica que ¢ pa(A,a) € §,T.
(4) Por reduccién al absurdo y (1).
(5) Inmediato de la proposicién 9.6.
Este resultado extiende la proposicién 4.1 a n-tipos.0
Ejemplos y comentarios.
-Sean L = {+,.,0, 1}, A = (Q, +, -, 0, 1),

¢, = x} - r? & 0, donde r es un nimero primo positivo

y T = Th(A). Entonces: A = ¢, [r] ¥y A | ¢, [-r] lo que

implica que @, € p;(A,r) N p1(A,r). Sir # s, ambos
mimeros primos entonces p;(A,r) 7% p1(A,s).
Sea {r,,r3,..} el conjunto de los nimeros primos

positivos en orden creciente.

Definimos: A, = A y A, = (Q(/a,), +, *, 0, 1), donde

an =Mo 0y, =xf-a, ~0.

Entonces para l < i< n, A, = ¢, [\ﬁl:] Y A = o, [VE]
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lo que implica que A, realiza a p, (A4, +/83) ¥ A, omite a
pPi(Aq, /Bn), asf que p; (A,, /B3) # p1(A;, &) € S5:T.

Por lo tanto, {P1(An,/82)} neNE STy | SiT| = R..

-p € S, T <> existen una L-estructura A y & € A" tales

que A = T y p(8) = pa(A,a).

- Sea p € S,T. En particular, p € F,;,1 y p es consistente
con T. Por la proposicién 10.3, existe q € Fo4 tal que p € q.

Para més detalles ver [1)], [5] ¥ [16].



CAPITULO 5
ALGEBRAS DE LINDENBAUM

Presentamos una relacién entre dlgebras booleanas, 16gica de
predicados, ultrafiltros y n-tipos.

Construccién de las Algebras de Lindenbaum

En lo que sigue L es un lenguaje formal. Construimos las Algcbras de
Lindenbaum a partir de una relacién de equivalencia, la Z-equivalencia
légica, donde es un conjunto de L-enunciados.

Deflnicién 1. Sean ¥ un conjunto de enunciados y ,Y enunciados.
¢ es T-légicamente equivalente a ¥ (@ ~x ) < E = @ «— .

Es fdcil ver que ” ~5" es una relacién de equivalencia usando
Equivalencia Material, Reflexividad y Transitividad de »+»”.

Asi, obtenemos que la clase de equivalencia de ¢ es [¢] y el conjunto
cociente es BoEX = {[¢] | ¢ es un enunciado}.

Cuando £ = @ obtenemos la equivalencia l6gica usual:

 es légicamente equivalente a ¥ (@ ~ YY) = = @ «— Y.
El siguiente resultado nos habla de las propiedades bdsicas de »~".
Lema 1. Sean ¥ un conjunto de enunciados y ¢,1 enunciados.

(1) Si ¢ ~ 3 entonces, L =@ < T = 9.

(2) Sip ~x 'y ¥ ~xz ¥ entonces ~p ~5 ',
PA Y~ GNPy PV Y s e’V P

(B)SiT k¢ — Y, 9~z ¢y ~x P entonces
B =y

(4) ¢ ~ 3 <> Cn(p) = Cn(y).O
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Sean [], [¥] € B,X entonces definimos: [p] < [¢] <> T k= o — 1.
Entonces, por €l lema 1.3, " <" estd bien definida.
Veamos qué sucede en B, 3.

Proposicién 1. Sea T un conjunto de enunciados.® Entonces:

(1) (BoX,<) es un conjunto parcialmente ordenado.
(2) (B.X,<) es una red distributiva.
B)EZFevelpl=1yZ = —p+e (g =0
(1) ¥ tiene modelo < 1 # 0.
(5) Sea [p] € BoE. Definimos (@]’ = [—].

Entonces [¢]’ es un complemento de {].
(6) (B.X,V,A,%1,0) es un dlgebra booleana y

I B2 <|LI

Prueba. Consultar el apéndice 1 para las f6rmulas universalmente
vdlidas que se mencionan en la prueba.

(1) Debido a la Reflexividad y Transitividad de ”— " asf
cormo a la Equivalencia Material, " <" es un orden parcial
y {BoX,<) es un conjunto parcialmente ordenado.
(2) Sea A = {[#], [¥]}.
Por Adicién, [¢ V %] es una cota superior de A.
Sea [x] una cota superior de A lo que implica que
EEep—-xyZEy¥Y—Xx
Entonces & = ¢ V ¥ — X, es decir, [ V ] < [x].
Por lo tanto, [p] V [¥] = sup A = [ V ¥].
Similaramente [p] A [®] = inf A = [ A ¢].
Por Idempotencia, Conmutatividad, Asociatividad, Absorcién
y Distributividad, (Bo%, V, A ) es una red distributiva.
(3) (=) Sea [¥] € B,X y suponemos que £ |= (.
Como = ¢ ~+ (¥ ~— ), por Modus Ponens, obtenemos que
3 =9 — . Estoes, [¥] < [p].
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Por lo tanto, [¢] es una cota superior de B,X.

Sea [¢] € B, una cota superior cualquiera.

Entonces [p] < [¢] y asf [p] = 1.

(<=) Sea [p] = 1. Entonces para todo enunciado v,

2 |= ¥ — . En particular, esto vale para un enunciado
7 tal que ¥ = 3. Por Modus Ponens, T = .
Similarmente para el otro caso.

(4) Por contrapositiva.

(=») Si 1 = O entonces £ = p A —p.

Por la proposicién 4.2.4, & no tiene modelo.

(<=) Si T no tiene modelo entonces existe un enunciado
tal que = = p A .—u,p. Por lo tanto, Z k= y T = —ep.
Por (4), 1 = 0.

(8) Como = ¢ V —p. Entonces T = ¢ V —p.

Por (4), [p V -] = 1, es decir, {p] V [p]' = 1.

Por el lema 1.2 y como @ V —p ~ =1(p A —p), T = (g A —p).
Por (4), [¢ A )] = 0, es decir, {p] A [w]' = 0.

(6) Inmediato de (1)-(5).

Sea X el conjunto de todos los L-enunciados.

Como m:X—B,Z, m(¢p) = [] es suprayectiva.

Porel AE, | B, | < |X | <|L|O

En el caso de que . = @ tenemos que B, = B,(0) es un sdlgebra
booleana. Ya vimos cémo construir dlgebras booleanas en légica:
-el Algebra Proposicional de Lindenbaum,
-Bo(@) = B, y Bo(E) en el conjunto de enunciados, como
fue construida en la proposicién 1.

Extendemos estas construcciones a fé6rmulas con variables libres.

Definicién 2. Sean ¥ C F,, ¢, € F,, y T un conjunto de
enunciados. Se define:
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(a) @ es consecuencia Mgica de £ (L |= ¢) <> para toda
L-estructura A y toda & € A", si A |= X [a] entonces A |= p [&].

(b) L es cerrado bajo consecuencia 16gica <> para toda
@ € F,, si & |= ¢ entonces ¢ € .

(c) ¢ es T-equivalente con ¥ (@ ~r ¥) < T = — 1.

(d) ¥ es principal en T <> existe ¢ € F, tal que @ es
consistente con T y para todo Y € £, T = ¢ — 3.

Observaciones.

-Sean &, A € F,, p, % € F, y T un conjunto de enunciados.
SSiD =@y & C A entonces A = .

-Sea 3 consistente con T y T k= p, entonces para todo A € %,
A es consistente con T y ¢ es consistente con T. ’

~T | ¢ > T = Vxep.

-T J= ~¢p &< ¢ es consistente con T.

-Si p € S,T entonces p es cerrado bajo consecuencia légica.

Sip~r Yype S, T entonces p € p < Y € p.

Veamos qué propiedades tiene " ~p" .
Lema 2. Sea T un conjunto de enunciados en el lenguaje L.

(1) "~1” es una relacién de equivalencia en Fy,.

(2) Sip ~r @’ y Y ~r Y’ entonces —p ~r =’y
PR~ P x P, conx €{V, A}

(3)Siw ~r @, ¢¥ ~7 ¥ y T = — ¢ entonces
T = ’— .0

A partir del lema 2 obtenemos que BoT = {ly] | ¢ € Fu}ly
[el= (¥ € Fu |~ ).

Sean (¢}, [¥] € B,T, definimos [¢] < [4] e T k= ¢ — .
Entonces, por €l lema 2.3, " <" est4 bien definida.
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Tenemos un resultado similar a la proposicién 1.

Proposicién 2. Sean T un conjunto de enunciados y ¢, € F,.
Entonces:
1) (B.T,<) un conjunto parcialmente ordenado.
(2) (B,T,<) es una red distributivay | B,T | < | L |.
(3) Se tiene que:
(8) T = < [p] = 1.
(B) T =~ <+ (9] = 0.
(4) « es consistente con T <« [p] # 0.
(5) T tiene modelo <> 0 # 1.
) [l Ale]’ =0y [p] V [p]' = 1. Asf, ByT es
complementada.
(7) Si T tiene modelo entonces { B,T, VvV, A,’, 0,1 ) es

un 4lgebra booleana no-trivial.

Prueba.

1), (2) ¥ (3) similares a la proposicién 1.

(4) y (8) como en la proposicién 1.

(6) (=) Suponemos que [p] = 0. Por (3.b), T = —.
Pero ¢ cs consistente con T.

Entonces existe una L-estructura A y existe & € A®” tales
que A =Ty A |= ¢[a].

Como T = =, A |= o [a] es decir, A J=¢ [A]. Absurdo.
Por lo tanto, [¢] # O.

(<=) Suponemos que @ no es consistente con T,

Entonces T = —p. Por (3.b), [¢] = 0. Absurdo. Por lo tanto,
@ es consistente con T.

(7) Inmediato de (2)-(6).0
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El dlgebra booleana dada en la proposicién 2.7 es conocida como:
la n-dlgebra de Lindenbaum, relativa a T.

El siguiente lema nos habla de algunas propiedades de los conjuntos
principales en T.

Lema 3. Si 2, = {¢ € Fu. | T = ¢ — 3}, entonces:

(1) 4 es consistente con T <> L, es consistente con T.
(2) Si ¥,x € I, entonces ¥ A x € .
B)Sive,y T ¥ — x entonces x € T,

(4) £ es principal en T < existe ¢ € Fy, tal que . = .
(5) Sea T C F,. Entoncesp € £ & £, C .

(6) Sea A |=T.

A realiza (omite) a I, <> A realiza (omite) a .
Veamos cémo relacionar F, con B, T. Sean 2 C F, y UC B,T.
Definimos: Ug ={[pl |lp €D}y Bu={weFullp]l € F}
Es claro que: Us; € BTy 2y € F,.

Observacién:
X es consistente con T <> Uy tiene la propiedad

de la interseccién finita.
Veamos las propiedades de Ug y Xy.

Proposicién 3. Sean ¥ cerrado bajo consecuencia légica,
Ug, U y Ty como se definieron antes. Entonces:

(1) X es consistente con T <> Uy es un filtro propio en B,T.
(2) £ € S, T < Uy € SB,T.

(3) T es principal en T <> Ug es un filtro principal en B, T.
(4) U es un filtro propio en B, T <> Xy es consistente con

T.
(5) U € SB,T « Sy € S,T.
(6) U es un filtro principal en B,T <> Ty es principal en T.
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(7) Se tiene que:
(a) Si = € A entonces Ug C€ Uja
(b) Si U € G entonces Ly € Xq,
(c) 32 € Xy,. La igualdad se da cuando 3 es un n-tipo.
(d) U € Ug,. La igualdad se da cuando U es un
ultrafiltro.

Prueba.

(1) Enestecaso Ug = { [¢] | ¢ € =} (*)

(=) Sabemos que  V @ es universalmente védlida y pertenece
a ¥, porque ¥ es cerrado bajo consecuencia légica.

Entonces 1 = [ V —] € Us.

Por lo tanto Ug # 0. Para [¢], [¢] € Us, o, € =.

Por ser ¥ cerrado bajo consecuencia légica, ¢ A ¢ € 3.

Esto que implica que [p] A [Y¥] = {p A Y] € Ug.

Siademés [p] < [x], TEw - x. PeroTC Ty p€ .

Asf, x € = y [x] € Ug. Entonces, por (1), Ug es un filtro.
Como T es consistente con T, Usx es un filtro propio, porque

0 ¢ Uy, ya que T es consistente con T.

(<=) Inmediato de (1), porque Uy es un filtro propio.

(2) Inmediato de (1) y de las proposiciones 4.10.1 y 2.7.1.

(3) (=) T es principal. Entonces existe @ € F, tal que
E=X,={veF, | TkEy— ¥} Asf, Uy < Us.

Para [y]€ Ug, ¥ € X, lo que implica que T = — 3.

Esto es que [¢] < [], por lo que [y¥] € Uy,.

Finalmente Ug = Uy, = { [¥] | [¢] < [¥] } es un filtro principal.
(<=) Inmediato de la hip6tesis y la igualdad (*).

(4)-(7) son para €l lector.O

Sea ¥ un conjunto de enunciados. Entonces B,Cn(Z) = B, X.
En tal caso, si T = Cn(X) entonces B,T = B, X.
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Aplicaciones
1. El Algebra Proposicional de Lindenbaum.
Sea L ;T dlgebra de Lindenbaum definida en el capftulo 1.
Sabemos que | L | = N,.
Por la proposicién 2.4, L no es atémica o no es completa.
Si © € F entonces Ug = {[¢] | ¢ € =}. Verifique el lector que:
3 es finitamente satisfacible <> Ug tiene la propiedad de la

interseccién finita.

En la lé6gica proposicional tenemos el siguiente resultado.

Lema 4. Sea w € F y T C F es una teoria.
(1) Si o es satisfacible entonces ¢ es incompleto.
(2) T es completa, satisfacible y finitamente axiomatizable
< UrcCcL un ultrafiltro principal.
Prueba.
(1) Como ¢ es una férmula entonces el mimero de letras
proposicionales de ¢ es finito.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que éstas son Piy...,Pn-

Ya que ¢ es satisfacible, existe una asignacién v tal que v*(p) = 1.
Sea pyx una letra proposicional, donde k # 1,..., n.
Definimos dos nuevas asignaciones 4, y u, como sigue:

e = { MRS rrrm)

Entonces p*1 (@) = v*(@) = 1y p*1(—ps) = 0.
Esto implica que ¢ = —px.

_ J viprsipe {p1,..,pa}
#3(p) = { 0,sipg {p1,...Pa}
Entonces u," () = v*(¢) = 1, p"(pPx) = 0.
Por lo tanto, ¢ f= px. Asf, ¢ es incompleto.

(2)(=>) Sea T una teorfa completa, satisfacible y finitarmente
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axiomatizable. '
Ya que |= x V mx entonces 1 = [)x V =-x] € Ur.
Sean [y], [¥] € Ur. Entonces T = 0.

Por la proposicién 4.2.3, T |= o A .

Esto implica que [p A ¥] € Uy, es decir, [p] A [] € Ur. ‘[
Sean [p] < [#] ¥ [¥] € Ur. Entonces Tk o — ¥ y T k= . :
Por Modus Ponens, T = ¢, es decir, ] € Ur.

Con esto queda probado que Ur es un filtro.

Como T es satisfacible, Ut es propio.

Como T es finitamente axiomatizable, existe un enunciado
@ tal que T = Cn(y). Entonces |, < Uy.

Sea (] € Ur. Entonces T = 9, es decir, ¢ = ¥.

Por lo tanto, [] € By, y asi Ur = 5,, es decir, Ur es principal.
(<=) Para el lector.O

Inmediato del lema 4 es la siguiente proposicién.

Proposicién 4. Sea T C F.
(1) No existen teorfas completas satisfacibles y
finitamente axiomatizables en la légica proposicional.
(2) L es una red densa.
Prueba.
(1) En caso contrario, tendriamos un enunciado satisfacible
y completo. Esto contradice al lema 3.2.
(2) Si L tuviera un dtomo, habria un ultrafiltro principal U.
Entonces £y serfa una teoria satisfacible, completa y
finitamente axiomatizable.. Contradiccién a (1).
Por lo tanto, L es sin-dtomos, es decir, L. es densa.m3
Como L es densa y contable, se tiene que:
S(L) es perfecto (de Cantor), 2° numerable, | S(L) | = 2%
y Cs) # 0. Por lo que existe U € S(L) tal que U es
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no-principal y es un punto de condensacién de S(L).

De aquf que L no es atémica. L' es un modelo de la teoria
del orden parcial denso y con extremos, peroc que no es
total. Asf ser un orden denso no implica ser un orden total.
Tampoco L es completa, ya que { [p] | p € E } no tiene
supremo. De lo contrario se contradice a la proposicién 4.1.
S(L) no es extremadamente disconexo, pero sf es totalmente
disconexo, métrico y completo.

El siguiente cuadro resume los resultados que hemos obtenido
de &dlgebras booleanas:

B atémica completa densa S(B) es perfecto S(B) es e.d.
P(X) Si St No o Si

By St No No No No
AR(R) No St St St St

L No No St St No

2. _ La relacién entre tres teoremas importantes.
Veamos como se relacionan el Teorema I, el Teorema IV y
el Teorema VII. Para. el siguiente resultado trabajaremos en

B,, €l dlgebra de Lindenbaum para enunciados.

Teorema IX. Son equivalentes:
(1) Teorema del Ultrafiltro. (Teorema I)
(2) Teorema dc Extensién de Lindenbaum. (Teorema IV)
(3) Teorema de Compacidad. (Teorcma VII)
Prueba.
-Teorema del Ultrafiltro <> Teorema de Extensién de
Lindenbaum.
(=>) Sea T finitamente satisfacible.
Por la proposicién 2, Ug es un filtro propio.

Por el Teorema del Ultrafiltro, hay un U € S(Bo) tal que Uy € U.
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Por la proposicién 2, ¥ = Ty, € Ty y Ty finitamente satisfacible
y completo. -~

(<=) Sea U un filtro propio.

Por la proposicién 2, £y es finitamente satisfacible.

Por el Teorema de Extensién de Lindenbaum, existe

¥ finitamente satisfacible y completo tal que Ty € .
Por la proposicién 2, U = Uy, € Uy y Ug es un
ultrafiltro en B,.

-Teorema del Ultrafiltro < Teorema de Compacidad.
(=>) Sea X finitamente satisfacible.

Por la proposicién 2, Us: es un filtro propio.

Por el Teorema del Ultrafiltro, hay un U € §(B,) tal
que Up € U.

Por la proposicién 2, ¥ = Zy,, € Ly y Ty tiene modelo.
En particular, X tiene modelo.

(<=) Sea U un filtro propio en B,.

Por la proposicién 2, £y es finitamente satisfacible.
Por el Teorema de Compacidad, £y; tiene modelo,
digamos A. Entonces Sy € Th(A). .

Por la proposicién 2.7, U = Ug, € Ugya) €l cual es un
ultrafiltro en B,.00

3. Otro espacio de Stone.
Ya que B,T es un é-lgebra booleana, podemos construir su
espacio de Stone SB,T.
?7*Queé relacién puede haber entre S,T y SB,T?
Antes de empezar se recomienda al lector ver la construccién
del Espacio de Stone (Teorema IIT), porque los argumentos
empleados ahf son similares a los empleados a continuacién.

Sea T una teorfa satisfacible y F, es el conjunto de férmulas
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cuyas variables libres estan entre x,,...,Xq, para n = 0.

Recordemos que So.T = {p & F. | pes un n-tipo en T}
Sea p € F,. Definimos:

WP ={peSTlweptyv,=1{(e)|wvekFl
Veamos las propiedades de estos conjuntos.

Yu ©8 una subslgebra de P(S,.T).

Es claro que v, € P(S,.T). Sean (¢), (¥) € v, entonces
(@) M @) = (p A Y, (@)U (W) = (0 ¥ ), (9 = (=),
P) N () =0y (©) U () = ST

Yo €8 hase de una topologia en S, T.
Es suficiente verificar que Uy, = S,T y que si para
cualesquiera (@), (W) € 7.y p € () N (W) entonces
existe () € va tal que p € () ¥y () & () N ().
En este caso (x) = (@ A Y).

La topologfa generada por v, e 7o, = {Uy | v © .}
S,.T es Hausdortf.

Sean p #¥ q € S, T. Entonces existe una férmula ¢ € F,

tal que, por ejemplo, ¥ € py ¥ € q, lo que implica que
Ppe(phae (@) y@)nlp)r=
S, T es compacto.

Basta verificar que 7, tiene una subcubierta finita de S, T

porque 7, es base de ST, por ser base de la topologia
de S, T.

De lo contrario, ¥*, = {{(¢)° | v € F,} tiene la pif.
Afirmamos que H = {{x]° | ¢« € F,.} € B,T, también,
tiene la pif. Para ver esto consideremos que {¢p}° € H,

con i = 1,..., r. Entonces () € v*,, para i = 1,..,, 1.
Como *, tiene la pif, entonces se tiene que

Vi@ = (@)rn.. Nie) # 0.
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Sea p €(V ¥,)°. Entonces -V ¢; € p.

Por la definicién de U, y la proposicién 3.3,

[~ Vie1%] € Uy, ¥y U, es un ultrafiltro en SB,T, el

cual tiene la pif. Asf, A" _, [@]° # O.

Por la proposicién 2.8, existe U € SB, T tal que

{le]° | ¢ € Fol € U.

De esta manera, (@] € U, para toda ¢ € Fy.

Por lo tanto, U ¢ p([¢]), para toda ¢ € F,. Esto implica

que U ¢ U{p([p]) |[w] € BaT } = SB,T.

Absurdo. Por lo tanto, S, T es un espacio de Stone.
Para el dlgebra booleana B, T, SB, T cs su espacio de Stone
Y Bn = {p(lp]) | [¥] € B.T} esla base de SB,T,
donde p([¢]) = {U € SB,T | [¢] € U}

Veamos la relacién que hay entre S, T y SB,T.

Proposicién 5. Sea T una teoria satisfacible.
(1) SuT es un espacio de Stone, S, T =~ SB,T y
BS,T == B,T.
(2) Para p € S, T son equivalentes (a)-(d):
(a) p es principal.
(b) p es un punto aislado en S, T.
(c) U, es un punto aislado en S(B,T).
(d) Uy es principal.
(3) Todo punto de condensacién de ST es no-principal.
Prueba.
(1) S,.T es un espacio de Stone, por lo anterior.
Para p € S, T, par la proposicién 3.2, U, € SB,T.
Sean p,q € S,T. Demostraremos que: p = q <> U, = U,.(*)
(=) Tomemos [p] € B,T.
[p] €U, <> 0 € p > p €q <> [p] € Ug.
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(<¢=) Sea p € F,.

pEP Pl €U, = [p) € Ug > €q.

Ahora podemos definir la siguiente funcién £:S,T — SB,T,
f(p) = U,. Por (*), f es una funcién inyectiva.

Sea U € SB,T. Por la proposicién 3.5, &y € S, T.

Por la proposicién 3.7, f(£y) = Ug, = U. Asf, f es biyectiva.

Vamos a demostrar que f es continua. Para esto tomamos
¢ € Fy y verificamos que f "' [p([¢])] = ().

p € £ p(leD)] & U, € p([w]) < [v] €U, =+ p €p

< p € (¥).

Por lo tanto, imagen inversa de abiertos es abierto.
Entonces f es continua.

Como S, T es compacto y SB,,T es T, { es cerrada.

Por lo tanto, existe ! y f! es continua

Entonces f es un homeomorfismo y S,T =~ SB,T.

Por Dualidad, BS,T = B,T.

(2) (a) = (b) p es principal.

Entonces existe ¢ € F, tal que p = Z,. De esto, p € ().
SiAeS. Type A, p<C A, por lo tanto, p = A.

Asf que (@) = { p } ¥ P es un punto aislado en S,T.

(b) =>(c) Como £ [p (L] = () ={P }

p( [¢] ) = { U, }. Por lo tanto, U es un punto aislado

en SB,T.

(c) =(a) Up es un punto aislado en SB,T.

Como { es biyectiva, (¢) = { p }.

Esto implica que p es principal. -
(c) « (d) Inmediato de la proposicién 3.1.1.
(3) Por las proposiciones 3.3.7 y 3.3.0
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4. Tipos principales y no-principales.
De lo que trata esta seccién es que un tipo principal siempre
se puede realizar en cualquier modelo de la teorfa, pero un -

no-principal se puede omitir, por un modelo contable de la
teorfa.

Proposicion 6. Sean T una teorfa completa y satisfacible,
@ € F, consistente con T' y p € S,,T. Entonces:

(1) T = 3xep.

(2) Si p es principal entonces para todo A |= T,

A realiza a p.

Prueba.
(1) Como ¢ es consistente con T, existen A |= T y a8 € A" tales
que A |= ¢ [a]. Entonces A = 3%y, por lo que 3xp € Th(A).
Como T es completa, T' = Th(A) y, por lo tanto, T = Ixe.
(2) Tenemos que p es principal.
Entonces existe una @ € F, tal que p = £, consistente con T.
Como p es consistente con T, en particular ¢ es consistente
con T y por (1), T |= 3xep.
Sea A una L-estructura cualquiera, tal que A |= T.
Entonces, A |= 3ke.
Por lo que para algiin & €A™ se tiene que A = ¢ [&].
Sea ¥y € p, T = ¢ — ¢, de donde, A = ¢ — ¥ [a].
Por lo tanto, A k= ¥ [d]. Esto significa que A realiza a p.0
Veamos qué ocurre cuando un tipo es no-principal.
En lo que sigue L es un lenguaje formal contable.

El préximo lema nos dice qué sucede con un conjunto consistente
que no es principal.

Lema de Ehrenfeucht, 1958,
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Sean T una teorfa satisfacible, n > 0 y & € I, consistente con T.
Si ¥ no es principal en T entonces existe una L-estructura A tal
que AE=T,| A| <N, y A omite a I

Prueba. Lo resolveremos en los siguientes pasos.

(1) Sea C = {cx | k € N} un conjunto de nuevas constantes

yL'=LUC. Entonces | 'l = | L | < R,.

(2) Por €l lema 4.2, podemos numerar varios conjuntos en

L’. En particular nos interesa tener numerados a los siguientes

conjuntos: C®, los enunciados, todas las férmulas con una y

n variables libres en L’.

Sea C" = {& | k &€ N} una enumeracién fija de todas las

n-adas de C y & = (c¥,...,c¥) es la k-&sima n-ada de C®.

(3) De la prueba del Teorema de Extensién de Henkin tenemos

que existe un conjunto de enunciados T finitamente satisfacible

¥ con testigos en L’ tal que T € T°.

En este caso C es un conjunto de testigos para T y T® =

U, e NT,, donde Tg = T y Tryy = T, + Ixp (x)— w,(c),

para alguna ¢, € C, la cual no ocurre en T.

(4) Construimos una familia de conjuntos finitamente

satisfacibles de enunciados en L' {Ayx}, ¢ n tales que

Ak € Ars1 ¥ ADrt1 = Ay + 0k 1(Exs1), Para alguna

férmula ok, € U y Ty € C*.

Definimos A, = T", el cual es finitamente satisfacible, por (3).

Hipdétesis de Induccién: Suponemos que Ag ha sido
construido y que es finitamente satisfacible.

Vamos a construir Ay,,. Lo haremos en dos etapas: Iy II.

(1) Sea €41 € C" fijo. Demostraremos lo siguiente:

existe una L’-férmula 7 tal que:
™) Ay = vy
para toda @ € Fy, Ax | @(Ex41) < T =Y — @(Esr)-
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Para la primera afirmacién de (*) consideremos que

Ay = ¢(&k+1); Por H.L, observamos que

Ay =T + { —o(&1)s ..., mou(E) } es una extensién finita de T,
Por el Teorema de la Deduccién (TD) y exportacién-importacién:
T = Afc 1 oi(@) — @(Gee)-

Por el Lema de Finitud y la construccién de T’, existe

r € N tal que: Tr k= A —oi(&) — @(Ska).

Pero T, es una extensién finita de T. Esta r no depende de ¢, sino
maés bien depende de —o, (G),..., 7Ok (&) ¥y de Tx41 los cuales
estan fijos, por hipétesis de induccién y la hipStesias de &4 .

Por el TD y exportacién-importacién:

(**) T = (A =1 (3xwy — ©(c))) A Afa ~ou(&)) — o(8usr)

El nimero de constantes nuevas que ocurren en ¢l antecedente
de la implicacién (**) es finito y, posiblemente, incluyen a las
constantes de € 4;. Sean Cj,...,C;, cOn M > n. En esta lista se
incluyen las constantes que ocurren en &,...,&k,Ck+1 Y todos los
testigos que ocurren en (**).

Consideremos la siguiente férmula:

x(C1yevm) = Ajm 1 (Fxps — o5(ei)) A Ao —oi(@)-
Reescribimos (**) como: T |= x(c1,.--y€m) — @(Cua1)-

Por el TD y Lema de Constantes, GE: .

T = 3xagre-Fxm X(C1reeesCnyXnal seeesXm) — P(Cut1) s

considerando que €41 ,4-..,Cp NO OCurren €n C.41-

Sea ¥ = 3xaq1---Tm X (Clse41CasXns15--3Xm) €n la implicacién
anterior. Es claro que ¥ es una L’-férmula y obtenemos que
***) T = % — @(Cus)-

Como Ay = Aj -, (3xip, — (&) A Al —ou(&).

Entonces, Ax = x(c1y..-1Cm ).

Por GE resulta que Ay = 3xp41.0.3€m X(C110443Cn s Xn4-1500:%m )s
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es decir, Ay =Y.
Ahora verificamos la segunda afirmacién de (*)
(=%) Por construccién de .
(«=) Por (***), T b= % — @(Gu1)-
Pero T € Ay entonces Ay = ¥ — @(8k41).

Por la primera afirmacién de (*), Ay = ¢ y por Modus
Ponens obtenemos Ay = @(Ex41 ).

(I ) De (*) sabemos que Ay = .

Por Hipétesis de Induccién, A es finitamente satisfacible.
Por lo tanto, &y k= —¢, lo que implica que T J= —p.

Esto significa que ¢ es consistente con T.

Como X no es principal, existe o € & .ta.l que

T f& ¥ — 0(Cer). Por (*), Ap f= 0(Bur).

Entonces Ay + —o(Ck+1) es finitamente satisfacible.

Sean gy, = F Y Dyt = Ay + —0r41(Exar). Es elaro

que Ay, es finitamente satisfacible y que Ay © Ay,

(5) Si A = Uk ¢ nODy entonces A es finitamente satisfacible,
por la proposicién 4.4.3.

(6) Por el Teorema de Extensién de Lindenbaum, existe un
conjunto de enunciados I' tal que T’ es finitamente satisfacible,
complcto y A € I'. Por el lema 4.4, T ticne testigos en L.
(7) Por el Teorema VI, existe una L’-estructura B tal que

B ET,| B| <R, y para cualquier b € B existe ¢ € C tal
que c® = b.

(8) Sea A = B (L.

Entonces, por la proposicién 4.5.3, AE= Ty | A| < R,
(9) Afirmemos que A omite a .

Sea & € A®. Entonces, por (7), existe ¢ € C® tal que cf* = ay,
para i = 1,2,...,n.
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conjunto de tipos principales <> para todo A = T, A realiza
a px, para toda k € N.

Prueba.

(=>) Inmediato de las proposicién 2.

(<=) Por reduccién al absurdo y el Teorema X.O

Corolario 3. Sean T una teoria satisfacible y completa.
Entonces, { px | px € Sa,T, para toda k € N } es una familia
de tipos no-principales en T < existe una L-estructura A tal

que A E=T,| A| <, ¥y A omite a p,, para toda k € N.
Prueba.

(=>) Inmediato del corolario 1.

(<=) Inmediato del Teorema X.O

Corolario 4. Sea T una teorfa satisfacible y completa.
Entonces, { px | px € S,, T, para toda k € N } es un
conjunto puntos aislados en el espacio de Stone de T <> para

todo A = T, A realiza a py, para toda k € N.

Prueba. Inmediato de las proposiciones 5.2, 6.2 y del corolario 2.0

Corolario 5. Sea T una teorfa satisfacible y completa.
Si { px | Px € 5. T, para toda k € N } es un conjunto de puntos
de condensacién en el espacio de Stone de T entonces se curnplen:
(a) para toda k € N, px es no-principal.
(b) existe una L-estructura A tal que A =T, | A | € R,

¥ A omite a py, para toda k € N.
Prueba.

(a) es inmediato de la proposicién 3.3.8.

(b) se sigue de (a) y del corolario 3.0

Corolario 6. Sea T una teorfa satisfacible y completa.

Si {pPx| Px € Su. T, para toda k € N } es un conjunto magro

en el espacio de Stone de T entonces existe una L-estructura
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Atalque AE=T,| A} <R, y A omite a p;, para toda k € N.
Prueba. Inmediato de la proposicién 3.1.6 y el carolario 3.03
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CAPITULO 6
TEORIA DE MODELOS

Veremos la. manera en que se pueden relacionar los modelos de una teorfa
dada, obtendrermos un modelo a partir de otros, en especial veremos

la construccién del ultraproducto y caracterizamos la clase de modelos

de una teorfa y de una teorfa finitamente axiomatizable por medio de

ultraproductos y ultrapotencias. Con ultraproductos probamos un
teorema debido a A. Robinson.

Relaciones entre Estructuras
Deflnicién 1. Sean L un lenguaje formal y A, B unas L-estructuras.

(a) A es una subestructura de B (A € B) < se cumplen:
(i) AS B,

(ii) c® = cP, para toda constante ¢ de L,

(iii) PA = PB[A", para todo predicado P de aridad nde L y
(iv) A = f®[A", para todo simbolo funcional de aridad n de L.
(b) A es una subestructura elemental de B (A =% B) « se cumplen:
HACBY
(ii) Para cualesquiera L-f6rmula 0 ¥ s € YA se tiene que:
A=l & B = sl

(c) A y B son elen tal te equival

todo cnunciado ¢, A =@ < B = ¢.

(d) h es un homomorflsmo de A en B ( h:A — B ) <> se cumplen:
(i) h:A — B,

(A = B) « para

(ii) h(c*) = c®, para toda constante ¢ de L,,

(iii) h(fA(a;...an)) = 8( h(a,)...h(a,)) para todo sfmbolo funcional
de aridad nde Ly
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(iv) PA(a;...a,) = P®(h(a;)...h(a,)), para todo predicado P de
aridad n de L.

(e) h es una inmersidon elemental de A en B (h:A oc B ) <> se
cumplen:

(i) h es un homomorfismo.

(ii) Para cualesquiera ¢ férmula y s € YA,
A =8l © B | olh ol

(f) A =e puede sumergir en B (A oc B) <> existe A oc By hes
una inmersién elemental.

() h es un isomorfismo de A en B < h es biyectivay h, h -!
son homomorfismos.
(h) A es isomorfo a B ( A 22 B) < existe un isomorfismo h:A — B.
Ejemplos.

-La funcién 1a: A — A, definida por 1a(x) = x, es un isomorfismo
Y, por tanto, A = A.
-Para A = (N,<) y B = (Z,<), se tiene que A C B.

Pero si ¢ = 3xVy Pxy (hay mfnimo) entonces A = ¢ (sl y B f=p [s],
donde s8(i) = O, para toda i € N.

As{, A B, A £Byiar: A —B (la inclusién) es inyectiva, pero no
es una inmersién elemental.

Sean A, B L-estructuras, h:A — By s € “A. Entonces hos € ¥ B.

La demostracién de las proposiciones 1,2 y 5 son bdsicamente técnicas
Y quedan a cargo del lector.

Proposicién 1. Sean L un lenguaje formal, A, B unas L-estructuras,
A C B, ¢ una L-f6rmula sin cuantificadores y 8 € “A. Entonces:

(1) Si t = t(X) es un término entonces tA[s] = tB(s].
(2) A |= yis] < B = y[s].

(3) Si A = 3%y entonces B = 3xy).

(4) Si B = vxy entonces A = Vxy.0O
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Proposicion 2. Sean L un lenguaje formal y A, B unas L-estructuras.

(1) Si A% B entonces A = B.
(2)A=B <« Th(A)=Th(B).
(3) "=" es una relacién de equivalencia.O

Proposicion 3. Sea T una teoria.

T es completa <> para cualesquiera L-estructuras A,B,
si A, B |= T entonces A = B.

Prueba. Por contrapaositiva.

(1) (=) Sean A, B |= T. Supongamas que A & B.
Entonces hay un enunciado w talque A =T + oy B = T + .
Por lo tanto, T es incompleta.
(<=) Sea T incompleta.
Entonces existe un enunciado p tal que T J= oy T J&= .
Esto significa que existen L-estructuras A B talesque A =T + @ y
B = T + . Lo que implica que A & B.O
Proposicién 4. Sean A, B unas L-estructuras, h:A — By s € YA,
Entonces:
(1) Si h es un homomorfismo y t es un término entonces
tA[s] = t®[h o s].
(2) Si h es un homomorfismo h[A] C B y h! [B] € A.
(3) Si h es una inmersién entonces h es inyectiva, h[A] X B y A = B.
(4) Si h y g¢eB — C son homomorfismos entonces g o f :A — C es un
homomorfismo. Lo mismo sucede para inmersiones € isomorfismos.
(5) Si h es biyectiva entonces, h es un isomorfismo <« se cumplen (i),
(ii), (iii) de la definicién 1.d y adema4s,
(iv’) PA(ay,...,80) <> PB(h(a1),...,h(an)).
(6) "==" es una relacién de equivalencia.
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Prueba. (1),(2) y (4) son para el lector.

(3) Por (2), h{A] € B. Sean ¢ una f6rmula, s € “A y h o s € “h[A].
Entonces existen a,,...,a, € A tales que h(a)) = b;, para 1< i < m
y se tiene: h[Aj] = hosle A= sl B¢ |(hos].

Sea h(a) = h(b). Entonces B |= (x =3 y)h(a),h(b)].

Como h es inmersién elemental, A = (x == y)[a,b], es decir, a = b.
Con esto h es inyectiva.

(5) (Recuerde la proposicién 2.3.3)

(=>) Como h'! es homomorfismo, el regreso de (iv’) se cumple.
(<=) Ya que h es biyectiva, existe h!.

Falta verificar que h'! es un homomoxrfismo.

Para a €A y b € B, se tiene que: h''(b) = a <> h(a) = b.
hl(c®) = h''(h(c™)) = cA.

b (B (by,....bm)) = h''(fB(h(a1),....h{(8wm))) = ' (h(fA(a1.....85))) = .
A (81,...8m) = A (h'(b;),...,h ' (ba)).

Por (iv"): PB(b,...,ba) = PA(a;,....8m).

Es decir, PA(h'!(b,),...,h"'(by)). Esto prueba que h'! ¢s un
homomorfismo y por tanto, h es un isomorfismo.CJ

Veamos el concepto de satisfaccién a través de homomorfismos.

Proposicién 5. (Satisfaccién a través de homomorfismos)

Sean A, B L-estructuras, h:A — B un homomorfismo, s € “Ay ¢
una férmula. Entonces:

(1) Si v no tiene cuantificadores, ni los sfmbolos & y — entonces
(*)AEolBleoBEghos].

(2) Si h es inyectiva y ¢ no tiene a los sfmbolos " y ”3 ™
entonces ( = ) se cumple.

(3) Si h es suprayectiva y ¢ no tiene a las sfmbolos" " y ” "
entonces ( = ) se cumple.

(4) Si b es biyectiva entonces ( = ) se cumple.Dd
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En la siguiente proposicién veremos cémo se relacionan los modelos
de una teorfa y sus n-tipos con subestructuras elementales,

inmersiones elementales y homomorfismos.
Proposicién 6. Sean L un lenguaje formal, T una teorfa, & ¢ F,,
p € S, T, A, B L-estructuras. Entonces:
(1)Si A= Bentonces A=B y A xB.
2)SEIAETyAZB, AxB, A=Bo A2 Bentonces B |=T.
(3) Supongamos que A realiza a T.
SiAX DB, AcxBo A= D entonces B realiza a .
(4) Sea A = T y supongamos que A realiza a p € S,T.
Si AX B, A xBo A =B entonces B realiza a p.
(5)Si A,B =T, A realiza a ¥, B omite a ¥ y ¥ es principal
entonces T es incompletay A & B.
Prueba.

(1) Como A == B, existe h: A—B isomorfismo.

Sean @ un L-enunciado y s € “A. Por la proposicién 5.4, se tiene:
Ao e BREehos.

Pero ¢ es un L-enunciado. Entonces, A = ¢ & B = .

Por la proposicién 5.4, h es un inmersién elemental. Asf A oc B.
(2) Inmediato de las definiciones y (1).

(3) Como A realiza a ¥, existe & € A® tal que para toda @ € T,
A = [a).

Si A% B entonces B = ¢ [&].

Si A o< B entonces existe h: A — B elemental y, por lo tanto,
B = ¢ (@)

Si A = B entonces h:A — B isomorfismo y, por lo tanto,

B ¢ [h@). :

En cualquier caso B realiza a .
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(4) Inmediato de (3).
(5) Como I es principal entonces, para alguna @ € Fa, 3 = Z,.

Como B omite a =, B omite a . Entonces B = Ixp(x).
Ya que A realiza a T, A realiza a . Entonces A = 3xep(x).

Claramente A £Z= B y A Z B. Por la proposicién 3, T es incompleta.Cl

En la proposicién 6.5, la hipétesis de que £ no es principal es importante.
En el apéndice 2, hay un contracjemnplo a este resultado, si tal hipé6tesis
falta. Para mas detalles ver [1}, [2], [3] ¥ [5].

Ultraproductos

Veremos la construccién del ultraproducto y algunas de sus propiedades.
Tal construccién fue hecha por ¢l rnatemético polaco Jerzy Los.

Lo haremos en los siguientes pasos.

Paso 1. Sean 1 # 0y {Ai}i ¢ 1 una familia de L-estructuras.
Por el AE, A = I'I.EIAK—{glg I — Uje 1Ay, g(i) € Aj}# 0.
Tenemos que, para cada j € I, las funciones proyeccién definidas como
pri:ifl e 1 Ar — Ay, pry(f)= {(j) es suprayectiva.

Paso 2. Como I # ¢, por AE, hay un ultrafiltro U de 1.

Paso 3. Para g,h €A, definimos el igualador de g y h como:

[g.h] = {i €I]| g(i) = h(i)}. Es claro que [g,h] € 1

Paso 4. Sean g,h € A y U el ultrafiltro de I, dado en €l paso 2.
Definimos: g es U-equivalente a h (g ~y h) < [gh] € U.

Lema 1. ~y es una relacién de equivalencia en
Pruecba. Inmediato de: [g,g] =1, {g,h] = [h,eg]l ¥ [g,h] N (hX] € [gk].O

Paso 5. A/ U= {[g] | g8 € A} es el conjunto cociente, donde [g] es la
clase de equivalencia de g € A.

Definimos en A / U las siguientes relaciones y operaciones:

cMY = [g°] , donde g°(i) = c¢?', para toda i € 1.
B lga]) = [h] & {i € T | Pi(@@).8a()) = h{i} € U.
PAY ([g1)yemlgm]) < {i € 1| A = POty xm) 810, 8m ()] }€ U.

Veamos que estas relaciones y operaciones en A / U estan bien definidas.
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Lema 2. Para cada k € {1,...,m}, sean g,gx’€ A tales que g, ~uy g’.
Entonces:

@) Y ([}, lEm]) = A7 (&)l

(2) PAY([g1),--nlEm]) < PAYY([210),.0 8x"])-

Prueba.

Como g ~u g’ [gne']l € U, para 1< k < m.
Entonces, H = N, (g’ € U.
(1) Sea i € H = g(i) = g’(i), para 1< k < m.
Entonces, A1 (B8 (1)) = £ (g.l (Bseees g:n(i))r
yasf, i € {i € I| M (@i gm()) = (g (3),..n gm(i))}=
Gl G- CYRBNE SN €D AN o C-TCY RIS - SN €))) N
esto es, H C [fA(g1(i),-..8m (3)), 4 (&, ()s-oes 8 (D)),
por lo tanto, tenemos que:
(B2 (g1 (1)re e s (1)), £2 (&1 (D) 5eer B (D)D) € U,
es decir, [fA (g1 (i) 8m (1)) ] = P2 (g, (Deees g ().
Asf, obtenemos: f4Y([m],....[&]) = /Y ([g1'),-.0 [0 "])-
(2) Sea i € H. Entonces gk (i) = g«’(i), para 1< k < m. Asf,
{iel| A= Pl xm)E(i)..em@]} =
={ieIl] Ak PO, xa)len (@) 8u" (D]}
Asf que, si PAYY([g],....[gm]) entonces
{iel]| A k= Plx,..xx) e (D....g8."()]}e U.
Por lo tanto, PAY ([g,’],...,[gn']) ¥ recfprocamente.O
Paso 6. Por el lema 2, tenemos una nueva L-estructura, llamada el
Ultraproducto, denotado por Ilic 1A; / U.

Notamos que 71: IT; ¢ 1A; — Il e 1 A;/ U, es suprayectiva, lo que
implica que, porel AE, |1 Aj/ U | < | ILier A

En el caso de que A; = A, para toda i € I, se tiene la Ultrapotencia
de A (A!/ U).

Ahora veamos para qué sirve el ultraproducto.
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Sean s = ([m];en) € “(Mlie1 A /Ul €L Ay /U €1,
k € N y ¢ una L-férmula.

s(k/[h]) = ([e].....{gx1),[h)lgxs])se) € “(Thicy A / U), es la

sucesién obtenida de s al sustituir {g.] por [h].

Definimos s5(j) = (&)1 e v = ((21()]:[g20))...) €“(TLie1 A). :
Verifique el lector que s(k/[h]}(j) = s(j)(k/h(3)). i
Definimos A, = {j € I | A; = ¢ [s(§)]}. Es claro que A, C I

El siguiente lema ayudard en la prueba del Teorema XI y su demostracién

es meramente técnica lo que significa que queda para el lector.

Lema 3. Sea A, = {i € 1| A; = o [8(i)]}. Entonces:

(8) Auax = Ay N Ay

(b) Ay = A, .

(c) Sea ¢ = 3x,y. Entonces,

A, = {j € I | existe [h] € II; ¢ 1A;/U tal que A; = ¢ [s(k / (h])(§)]}.0 ‘
El siguiente resultado se debe a Los, 1955. o

Teorema XI. Teorema de Lo# o del Ultraproducto.
Sean I # @, U un ultrafiltro de I, {A;}i ¢ 1 una familia de L-estructuras,
@ una férmula y s € (Il ¢ 1 A, / U). Entonces:

WM Mme1 A /U BBl & {iel] A= s@d]le U

(2) Sie un cnunciado entonces
et A/ UEpe{iel]| Ai=wle U

Prueba.

(1) La prueba se hard por induccién en fSrmulas. !
SeaB =1ILe¢: A /Uys= (gl € “(0Lici A / U)

Lo que demostraremos es que: B = ¢fs] <> A, € U. (*)

Veamos el caso cuando ¢ cs atémica. (*) es cierto para ¢ por la

construccién del ultraproducto .
Hipétesis de Induccién (HI), (*) se cumple para ¥ y x L-férmulas.
Supongamos que @ = Y A X.
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BEyAxsleBEy[slyBEXxl[s«
por HI y por el lema 3.a, Ay, N A, € U. Por lo tanto, Ayax € U
Ahora el caso de que ¢ = —.
Bl —ls] < B = 9s] < Ay £ U, por HL<>
por ser U ultrafiltro y por el lema 3.b, A_,, €U.
Finalmente el caso cuando ¢ == 3x,1p.
B = 3 [8) <> existe [h] € B
tal que B |= ¢ {s(k / [h]]+> por H.I., A, €U.
Es decir, por el lema 3.¢, Az €U.
(2) Inmediato de (1).0
Cuando A = A,, para toda i € I, tenemos la siguiente funcién diagonal

d:A — A!, d(a) = g*, donde g*(i) = a, para toda i € .
Veamos algunas propiedades de estos conceptos.

Proposicién 7. Sean L un lenguaje formal, I % 0, {A;}; ¢ 1 una familia de
L-estructuras y U un ultrafiltro de I. Entonces:
(1) Si £ es un conjunto de enunciados y A; |= X, para toda i € I
entonces ;¢ A; /U =X
(2) Si U es principal entonces existe j € T tal que ILi ¢ 1 A / U = A
(3)SiA=A;,paratodai€lyd: A — Al /U, d(a) =mwod (a) =
{z*]. Entonces, d es una inmersién elemental y Al /U = A.
(4) El Teorema de Los implica al Teorema de Compacidad.

Prueba. B
(1) Inmediato del Teorema XI.2. .
(2) Como U es principal, existe j € T talque U= {J S I]j e J}.
Entonces, f ~y g <> {i € I | (i) = g@i)} € U <« {(j) = g(j), es decir,
f~u g+ () =g() (™
Definimos F:II; ¢ 1A; / U — A, F({f]) = £().
Por (*), F es una funcién inyectiva. Es claro que F es suprayectiva.
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Veamos que I es una homomorfismo. .
14 /YU (g ], [@a]) = [h] < Pi(g(),.-8x()) = h(j). Por lo tanto,
FEA /Y ([g)s-a[@e])) = F((h])) = h() = (& G)8a()) =
2 (F(lg1])s---, F({ga)))-
P/ U(fgy]hilgal) < P2 (g1(0)5-08a (3)) =
PAF(l&@]D),....F([ga])-
F(c™ /Yy = F([g°]) = &°(§) = M, por ¢l paso 5 de la construccién
del ultraproducto.
Asf F es un isomorfismoy Il; ¢ 1A; / U = A;. De hecho m o F = prj.
(3) Seca s € “(A' / U ) y ¢ un enunciado.
Alovlle {(icl|Akell)eUsw
Al /U = [s] & A! / U |= ©[d o s, por el lema 3.3.
(4) (Morel, Scott y Tarski, 1958)
Sean 3 un conjunto de enunciados finitamente satisfacible.
P.D. ¥ tiene modelo.
Consideremos aJ = { £, € 3 | £, es finito} como un conjunto
de indices. Formamos Q* = { A € J | 2 € A}, para Q €J.
Entonces 2* C I, Q* £ §, pues Q € N*.
Sea H = {2* | N € J}< P(J). Afirmamos que H tiene la pif.
Por hipdtesis, para cada 2 € J, existe B = 2.
Sean 2;,...,02 € H. Para 1< j < r: ; C U, Q;, es decir,
Ul € 5% Esto implica que: U _ &, € Nf_ %y
por lo tanto, Nf _ ;" # @. Asf, H tiene la pif.
Entonces existe U ultrafiltro de J tal que H € U.
Consideremos el ultraproducto A = Ila ¢1 Ba / U.
Afirmamos que A |= . En efecto, sea oo € & .
Para cualquier A € 0™, By =0, porlo que o' C {A € J | Ba o}
Pero o* € U, entonces, {A € J | Ba l=0}e U.
Por el Teorema XI, A |= 0. Finalmente A = .0

Consulte {2], [4], [5] ¥ [14] para m4ds informacién.
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Aplicaciones
1.  Definibilidad.

Dada una estructura podemos definir subconjuntos de ésta por medio
de férmulas.

Definicién 2. Secan A una L-estructura y B € A",
B es deflnible en A <> existe @ € F, tal que:
B={5cA |A F ¢[B])
Si B es definible en A por medio de ¢ entonces lo denotaremos por
Ap = B.
Ejemplos y comentarios.
@ es definible por medio de @(x1,...x,) = x| A& x,.
A" es definible por ¥(X),...,Xng) = %, & XV ...V X, &5 X,.
Si Ap = Ay entonces A |= ¢ +» ¢ [d], para toda & € A", es decir,
A |= Vx(p «— ¥) ¥ VX(w « ¥) € Th(A).
Sea Da(A) = {B & A™ | B es definible en A} € P(A").

Proposicién B. Sea A una L-estructura y T = Th(A).

(L) Ao =2y &= p~r 9.

(2) Du(A) es un dlgebra booleana, | Du(A) | < | Fa | y

| Da(A) | < 2141,

(3) BuT = D.(A) ¥ SoT = SD.A.
Prueba.
(1) (=) Por contrapositiva.
Si ¢ /A1 entonces existe & € A" tal que A f=p « ¥ [a].
Ast A # M.
(<«=) Como ¢ ~r 1 entonces para toda & €A™, A |= ¢ «— ¢ [a].

Entonces, 8 € A <> A = [a] & A =9 [6] <> & €* .
Asf, Ao = Ay

(2) Para @, € F, veriffquese:

133
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A VY) =2p U Ay, Ae AY) = Rp N Ay, M) = (L),
AP A—p) =0y ApV—p) = A"
(3) Sea hiB,T — Da(A), h(lp]) = Ae.
Por (1), h es una funcién inyectiva. Por definicién, h es suprayectiva.
Por la demostracién de (2), h es un homomorfismo.
Asf h es un isomorfismo entre dlgebras booleanas.
Como D,(A) es un dlgebra booleana.
Recordemos que:

SD,(A)={ U € D.(A) | Ues un ultrafiltro en D,,(A)}
Por el Teorema I, SD,(A) # @. Para ¢ € F,, definimos:
(*0) ={U € SD.(A) " v € Uty B ={(*0) | » & Fu}.
Entonces SD, A es un espacio de Stone, como en el Teorema. ITL.
Por la proposicién 6.5, S, T o~ SB,T y por Dualidad SB,T =~ SD, A.
Por lo tanto, S, T =~ SD,A.O

2.__ Clases Elementales.
Por un par {(I,U) se entiende que U un ultrafiltro de I # 0.
Sea L un lenguaje formal.

Designamos con K a la clase de todas las L-estructuras..

Definicién 3. Sean K € K y ¥ un conjunto de ;u'.\nciudos.

(a)y Mod(Z) = { A €eK| AEZXZ)

(b) Th(X) = {¥ | ¥ es un enunciado y para toda A € K, A = ¢ }.
Tenemos las siguientes propiedades de estos objetos. Es importante
advertir que las "clases” de las que estamos hablando no son conjuntos,

pero que se comportan como tales, por lo pronto en lo que veremos.

Lema 4. Sean H, K C Ky ¥, A conjuntos de enunciados.
(1) Si & € A entonces Mod(A) © Mod(X).
(2) Si H € K entonces Th(K) € Th(H).
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(3) K © Mod(Z) <> = € Th(K).
(4) K € Mod Th(K) y £ € Th Mod(2).
(5) Mod(H U K) = Mod(H) N Mod(K) y
Th(E U A) = Th(Z) N Th(A).
(6) Mod(H) U Mod(K) € Mod(H N K) y
Th(X) U Th(A) € Th(Z N A).
(7) Mod Th Mod(Z) = Mod(XZ) y Th Mod Th(K) = Th(K).
(8) Cn(X) = Th Mod(X) y Mod(Cn(X)) = Mod(£).0
Dada una teorfa, querermnos saber si la clase de todos sus modelos se
pucde caracterizar de alguna forma. Los siguientes conceptos de clase

elemental y clase clemental en sentido amplio se deben a Tarski, 1950.

Definicién 4. Sean K € K y 3 un conjunto de enunciados.
(a) K es una clase elemental ( EC ) <> cxiste un conjunto finito de
cnunciados £ tal que K = Mod(Z).
(b) K es una clase clemental en sentido amplio (ECa) <> cxiste
un conjunto de enunciados T tal que Mod(E) = K.
(c) K es cerrado bajo equivalencia elemental (=) < para toda
ABcK,siA=DByA € Kentonces B € K.
(d) K es cerrado bajo isomorfilsmo (52) <> para toda A,B € K,
si A= By A € K entonces B € K.
(e) K es cerrado bajo ultraproductos <> para cualesquiera
Ty {ALe 1 CTK, TIA; ¢/ U e K.
(f) K es cerrado bajo ultrapotencias < para todos (I,U) y
AeceK,Al/U e K.
Observaciones. Sca K C K. El complemento de K es K° = K-K.
Escribiremos: "Ke& EC”, si K es una clase elemental; "K € ECA",
si KK es una clase elemental en sentido amplio.

Lema 5. Sean K € K y ¥ un conjunto de enunciados.

135
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(1) Ke ECp ¢« K = Mod Th(K).

(2) Si K € EC entonces K € ECa.

(3) K € EC <> existe un enunciado ¢ tal que K = Mod(y).

(4) K € EC < K° € EC.

(5) Si K es cerrado bajo = entonces K es cerrado bajo ==.

(6) K es cerrado bajo = (2¢) < K° es cerrado bajo = (=).

(7) Si K es cerrado bajo ultraproductos entonces K es cerrado

bajo ultrapotencias.

(8) Si K es cerrado bajo = y ultrapotencias entonces K° también.
Prueba.
(1) (=) Inmediato del lema 4.7.
(<=) Sea © = Th(K).
(2) Inmediato de la definicién 4.b.
(3) Si = = {y;,...+y} entonces basta tornar ¢ = ¢, A ...A ,, por
la proposicién 4.2.3.
(4) Verifiquese que Mod(—y) = Mod(y)*.
(5) Sean A,B L-estructuras talesque A 2 By A € K.
Por la proposicién 5.1, A = B, Como K es cerrada bajo=, B € K.
(6) («=) Sean A,B L-estructuras tales que A = B y A € K°.
Supongamos que B ¢ K°, Entonces B € K.
Como K es cerrada bajo =, A € K.
Por lo tanto, K M K° $# @, absurdo.
(<=) Similarmente.
(7) Obvio.
(8) Esto se sigue de (6) y la proposicién 7.5, A = A! / U.O
Usaremos el siguiente resultado, demostrado por J. Keisler (1961),
con la HGC y por S. Shelah (1971), en su versién general.
La demostracién del siguiente teorema esta fuera de los limites de

csta tesis.
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Teorema (Keisler-Sheclah) Sean A, B L-estructuras.

A = B +> existe un par (I,U) tal que A! / U = B!/ U.O
Caracterizaremos cudndo una clase de L-estructuras es cerrada bajo
isomorfismo, ultraproductos, etc.

Proposicién 9. Sean K, J C K y ,A conjuntos de enunciados.
(1) Ke EC « K,K° € ECa.
(2) Si K € ECA entonces K es cerrado bajo =.
(3) K es cerrado bajo = <> K y K°® son cerrados bajo =< y
ultrapotencias.
(4) K € EC4 < K cs cerrado bajo = y ultraproductos.
(5) K € EC « K y K son cerradas bajo = y ultraproductos.
Prueba.
(1) (=) Ke EC.
Entonces existe un enunciado ¢ tal que K = Mod().
Se tiene que K¢ = Mod(—¢). Por lo tanto K° € EC.
Asi K,K° € ECa.
(<) K,K° € ECa.
Entonces existen conjuntos de enunciados I,I" tales que
K = Mod(Z) y K* = Mod(T'). Por el lema 4.5,
Mod(SUT) = Mod(E ) A Mod( ') = K N K = 0.
Lo que significa que £ U I no tiene modelo.
Por el Teorema de Compacidad, existe A € Z UT tal que A
es finito y A no ticne modelo. Sean A = A NZT y A=A NT.
Es claro que A; es finito, para i = 1,2 y que A = A; U A,.
Entonces y A; € I' y, por el lema 4.1, Mod(T") € Mod(A;).
Ahora demostraremos que Mod(A,) € Mod(T').
Suponemos que Mod(A,;) £ Mod(I).
Esto implica que existe A € Mod(A,) tal que A £ Mod(T") = K.
Entonces A € K°. Por lo tanto A = A, y A = Az, es decir, A = A.
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Por lo tanto, A tiene modelo. Absurdo.
Asf, K = Mod(I") = Mod(A,)y K € EC.
(2) Sean A=BcKyA K.
PD. BeK

Si K € ECa entonces existe un conjunto de enunciados £ tal que
K = Mod(Z).

Como A =T y A = B esto implica que B }= I es decir, B € K.
(3) (=) K es cerrado bajo =.

Por el lema. 5.5, K es cerrado bajo =.

Por el lema 5.6, K° es cerrado bajo =2.

Sean A € Ky (I,U) un par. Por la proposicién 7.5, A = A! / U.
Como K es cerrado bajo =, A! / U € K.

Asi, K es cerrado bajo ultrapotencias. Similarmente para K¢,

(<= ) Sean A,B L-estrucutras tales que A =B y A € K.
P.D. B e K

Por el Teorema de Keisler-Shelah, hay un par (I,U) tal que
Al /U=1B'/U.

Como K es cerrado bajo ultrapotencias, A! / U € K.
K es cerrado bajo £ entonces B! / U € K.

Suponemos que B ¢ K. Entonces B € K¢.
Como K° es cerrado bajo = y ultrapotencias, A'! / U € K°.

Por lo que K N K* % 0. Contradiccién.. Por lo tanto B € K.
Asf K es cerrado bajo =

(4) (=) Ke ECa,.

Entonces existe un conjunto de enunciados £ tal que K = Mod(X).
Sean I % @, U un ultrafiltrode Iy {A;}ic1 € K.

Por la proposicién 3.2, ITAic1 / U | £, es decir, [TAc; / U € K.
Por lo tanto, K es cerrado bajo ultraproductos.

Por hipétesis y (2), K es cerrado bajo =.
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(<= ) Para demostrar que K € EC,, demostraremos que

K= ModTh(K), por el lema 5.1

El lema 4.4 nos dice que K € Mod Th(K).

Sélo falta demostrar la otra contencidn.

Sean A € Mod Th (K) eI = Th(A). P.D. A € K.

(*) Si ¢ € I entonces existe B, € K tal que B, |= .

En caso contrario, A = ¢ lo que implica que ¢ ¢ I. Absurdo.
De (*) obtenemos que M = {B_, | ¢ € I} C K.

Ademds, siJ, ={¥ € I |By }= p}entoncesJ, S 1y
H={J, | » € I} tiene la pif.

Para demostrar esto iiltimo, tomamos J, € A, pt:u'a 1<i<n
Demostraremos que [} J,, 7 0.

Si @) ,.0n El entoncesparal < i<, B, € My A = Ay,
Sca ¥ = A ¢;. Entonces, por (*), existe By € K tal que By |= 9.
Pero, para 1 < i < n, By k= ¢, asf que ¥ € J,,, es decir, ¥ € (M) Jy,-
Por lo tanto, exis_te U un ultrafiltrodeI tal que H & U.
Definimos B = Il e ;1 B, / U el ultraproducto de la familia M.
Como K es cerrado bajo ultraproductos, B € K.

Pero B = Th(A), por el Teorema XI. Esto implica que A = B.
Como K es cerrado bajo =, entonces A € K.

Por lo que Mod Th(A) € K. Entonces K = Mod Th(K).

(8) (=) Sea K € EC.

Por (1), K € EC, y K® € ECa.

Por (3), K y K* son cerrados bajo ==.

Por (4), K y K° son cerrados bajo ultraproductos.

(<=) Sean K y K son cerrados bajo = y ultraproductos.

Por €l lema 5.7, K y K° son cerrados bajo ultrapotencias.

Por (3), K es cerrado bajo =.

Por el lema 5.6, K° cerrado bajo =.
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Por lo tanto, K y K¢ son cerrados bajo = y ultrapotencias,
Por (4), K, K° € ECa. Por (1), K € EC.O

3._ Clases Elementales y Teorfas Finitamente
Axiomatizables.
Veamos la relacién que hay entre una teorfa finitamente axiomatizable
T y la clase de sus modelos Mod{ T ).

Proposicién 10. Sea T una teorfa. Son equivalentes (1)-(3):
(1) T es una teorfa finitamenente axiomatizable.
(2) Mod( T ) € EC.
(3) Mod( T )° es cerrada bajo ultraproductos.
Prueba.
(1) =>(2) Existe un enunciado ¢ tal que T = Cn(p).
Por €l lema 4.8 y la proposicién 4.7.3, Mod(T) = Mod(yp) € EC.
(2) =(3) Por (2), Mod(T) € EC. Entonces Mod(T)* € EC.
Por la proposicién 9.6, Mod(T)® es cerrado bajo ultraproductos.
(3) =>(1) Si Mod(T) es cerrado bajo ultraproductos y = entonces
Mod(T) € ECa, por la propaosicién 9.4.
Entonces Mod(T)® es cerrado bajo =, por el lema 5.6.
Por hipétesis Mod(T)® es cerrado bajo ultraproductos.
Por la proposicién 9.5, Mod(T)* € ECa.
Por la proposicién 9.2, Mod(T) € EC.

Por el lema 4.8, T = Cn(yp) para algin enunciado ¢, lo que significa
que T es finitamente axiomatizable, por la proposicién 4.7.3.0

La teorfa de campos de caracterfstica cero no es finitamente axiomatizable,
entonces el complemento de la clase de sus modelos no es cerrada bajo
ultraproductos. La teorfa de las relaciones de equivalencia es finitamente

axiomatizable entonces €l complemento de la clase de sus modelos es
cerrada bajo ultraproductos. Ver el apéndice 2.
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4.__ Un resultado de consistencia.
El siguiente resultado se debe a A. Robinson, 1956.

Proposiciéon 11. Teorema de Consistencia.
Para i = 0,1,2, L; es un lenguaje formal, T; es una Lj-teorfa; T, T»
son satisfacibles y T, = Ty M Ts.
Si T, es completa entonces T, U T, tiene modelo.
Prueba.
Sean A =T,y B = T,;. Entonces A[L, B[L |= T,.
Como T, es completa, por la proposicién 3, A{L = BJ[L.
Por cl Teorema de Keisler-Shelah, hay un par (I,U) tal que
(AfL)! / U = (B[L) / U.
De donde existe h:] Al/ U | — | B! / U |, biyeccién.
h es parcialmente un isomorfismo (en la restriccién a L).
Para P, f € Lo-L, y Q,g € L,-Lz definimos:
h (£AYY([g1),o[8a])) = £ BYY (h([ga])s--s h(la])),
PAYY ([g1]se[8a])) < PRYY(n({&]),.., h(lza])),
b (gAY ([g1)slga])) = & B/Y (h(lg]).- s h(lgal))s
QAY ([er]e-o[En])) <= QB (h([@i]),--s h(lga)))-

Asi, h es un isomorfismo, por lo que se obtiene: Al/ U = B! / U.
Por lo tanto, A! / U = T, U T2.0



 CAPITULO 7

CATEGORICIDAD CONTABLE

Presentamos en este capftulo la categoricidad contable en relacién con
las Algebras de Lindenbaum, n-tipos y teorfas completas en un lenguaje
contable.

Categoricidad

En lo que sigue T serd una teoria satisfacible en un lenguaje formal L.

Definicién 1. Sea A un cardinal.

(a) T es categoérica <> todos los modelos de T son isomorfos.
(b) T es A-categdérica < T tiene un modelo de cardinal A\ y para

cualquier par de modelos de cardinal A, ambos son isomorfos.

Oswald Veblen presenta el concepto de categoricidad en 1904.

La nocién de " T es A-categérica” o ”T es categérica en potencia A”
se debe a Los (1954).

Ejemplo.

En el capftulo 4 vimos que para el lenguaje formal L. que no tiene
sfrmbolos no 16gicos, o, es el enunciado que dice "hay al menos n
elementos”. Entonces o, es A-categdrica, para todo A > n, pues
siAB o,y | A]l=|B]| > n entonces A = B, pues ser isomorfo

es equivalente con ser equipotente, en este lenguaje.
Tenernos el siguiente resultado.
Proposicién 1. Sean T una teorfa, £ y A cardinales infinitos.
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(1) Si T es categdrica entonces T es completa.
(2) Si T tiene un modelo infinito entonces T no es categdrica.
(3) (Los-Vaught, 1954) Sea | L | = A 2 R,.

Si T no tiene modelos finitos y hay un « > A tal que T es

re-categérica entonces I' es completa.

Prueba.

(1) Sean A, B |= T, cualesquiera. Como T es categdérica, A = B.
Por la proposicién 6.6.1, A = B. Por la proposicién 6.3, 1" es completa.
(2) Por el Teorema VIII (LST 7), podemos encontrar dos modelos de
cardinalidades infinitas distintas.

Asf estos dos modelos no pueden ser isormorfos.

(3) Suponemos que T es incompleta.

Entonces existe un enunciado ¢ tal que T = .y T f&= —.

Asf existen modeclos Ay Bde Ttalesque A Ep y B = —p.
Claramente A A= B.

Cormno T no tienc modelos finitos, | A [, | B | 2 R,

Puesto que £ = R, por LST T y LST | , hay modelos A', B’ de T
talesque | A’ | =| B | =x y A’ £ B’. Por lo tanto, A’ = B".

Asi, T no es x-categérica, lo cual es una contradiccién.O

La Teorfa del Orden Total Denso sin Extrermos no tiene modelos
finitos ¥ {Q,<) es un modelo, pero ?‘cusdntos modelos de cardinal
R, no-isomorfos tiene esta teoria? Para contestar a esta pregunta
usaremos la técnica llamada back-and-forth.
El siguiente resultado se debe a Cantor, 1895.

Proposicién 2. Sean A, B ordenes totales, densos y
sin extremos. Si| A| = | B | = R, entonces A = B.
Prueba. Por back-and-forth.
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Sean A = {e, | n € N*} y B= {d, | m € N*} dos

enumeraciones arbitrarias. Por induccién definiremos dos nuevas

enumeraciones de A y B tales que:

(*) para cada i,j € N*, a; < a; <> b; < b;.

Paso l. Seaa, = e, € Ay bj=d,, € B.

Hipétesis de induccién: se han construido a;,...,ax.1 € Ay

by,..., bk € B tales que se cumplen (*).

Caso 1. k es impar. Como A es infinito, A-{a1,...,ax1 } # 0.

Por el PBO, existe el min{n € N | e, € A-{a),...,a4.1}}=q.

Sea a; = ¢4. Escogemos b, en relacién de orden con {by,...,byx.1 }

segin como a, este en relacién de orden con {a;,...,ax-1}.

Esto se puede hacer porque B es un orden total denso sin extremoes.

De este modo tenemos que 8,,...,a5, €A ¥y b;,...,bx € B cumplen

con (*). Esto nos asegura que A esta ordenando correctamente, sin

faltar ninguno de sus elementos.

Caso 2. k es par. Como B es infinito, B-{b,,...,bx.1 } 5% 0.

Por el PBO, cxiste el min{n € N | d, € B-{by,...,bx.1 }}=r.

Sea by, = d,. Escogemos a, cn relacién de orden con {a;,...,a,.1}

segiin como by este en relacién de orden con {b1s.sbrar }.

Esto es cierto porque A es un orden total denso sin extremos.

Por lo tanto, tenemos que aj,...,ax € A y b,...,by € B cumplen (*).

Asfi, B estd ordenando correctamente, sin faltar ninguno de estos.

Definimos h:A —B, h(a,,) = b, ¥ h es un isomorfismo y A = B.0J
Ejemplo.

Asf, la Teorfa del Orden Total Denso sin Extremos tiene,

esencialmente, un sélo modelo infinito numerable, es decir, es

R,-categdrica. Por Lo%-Vaught, ésta teorfa es completa.

Por la proposicién 1.1, (Q,<) = (R,<). Por razones de

cardinalidad (Q,<) & (R,<).

Esto prueba que: A = B no implica que A = B, en general.
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Categoricidad finita
En lo que sigue el lenguaje formal L es contable.
Recordemos que, dados A una L-estructura y a € A®, el n-tipo
correspondiente a @ es: pa(A,A) = {¢ € F, | A &= ¢][a]}, donde
F, es el conjunto de L-férmulas con a lo més n variables libres.

Lema 1. Sean A, B unas L-estructuras, 4 € A" y be B=.
Si A = B entonces, pa(A,a) = p,(B,b) < (A,a) = (B,b).
Prueba.
(=) Sean L, = L U {¢,...,c5}, donde ¢ una nueva
constante, para 1 < i < n ¥y @(€) un enunciado en L,.
Por el Lema Sustitucién, tenemos: (A,a) = (&) & A = p[a)
> € Pa(A,8) < ¢ € pa(B,D) & B = p[b] < (B,b) = «(8)-
(<) Sea ¢ € F,, en el lenguaje L.
© € pa(AB) <= A | pa] <= (A8) = ©(8) < (B,b) - »(8)
< B |= ¢[b] < ¢ € pa(B,b).0

El siguiente lema nos dice bajo qué circunstancias equivalencia
elemental implica isomorfismo.

Lema 2. Scan A,B unas L-estructuras tales que A = B ym € N.
Si| A | = m > O entonces se cumplen:
(1) A =B.
(2) Si p € S,Th(A) entonces A realiza a p y | SaTh(A) | < m™.
(3) Si B |= Th(A) entonces A o B.

Prueba.

(1) Como | A | = m. Entonces, A = §,, donde 8, es el enunciado
que afirma “hay exactamente m elementos”.

Como A=8B,B =6,y |B]|=m.

Demostraremos por induccién en k, para k < m, que:

() para toda a;,...,8py € A existen b;,...,by € B
tales que (A, a,,...,a,) = (B,by, ..., by)
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w5 146
Sea Ly = L U {c;,...,¢k }, donde ¢, es una nueva constante, con
1 €i < k. Para k = 0, esto es cierto, por hipétesis.
Hipétesis de Induccién (H.I1.): (#) es cierto para k-1,
para k > 1. .
Sea ay € A—{a,, ..., ax.1}.
Suponemos que para toda b € B* = B—{b,, ..., bi..1 },
(A, .ossenae) A (Bby, ..., be,b).
De esto, sabermnos que hay un enunciado ¢, (S,ck) en Ly tal que:
{(A,8,...,axn8x) k= @p(Eck) y (B,br,.., bia,b) = p,(Eex).
Como B* es finito, obtenemos que:
WEck) = Ap e e Po(@a) A AFL (e A o)
es un enunciado en Ly. As{ que:
(Aay, ...

esto es:

. 8cg,ak) = w(ee) y (B,by, ..., bia,b) &= w(Eew),

(A,a),.08k) B= Bxp(exy) y (B,by,.. bea) f= Daw(Ex),
donde 3Ixx¥(€,xx) es un enunciado en Li.1.

De este modo, (A,a1, ..., axa) £ (B,b;, ...,bxa).

Pero esto contradice la H.I.
Entonces, hay una b € B* = B—{b,, ..., bk} tal que:
(A,ay,....ax) = (B,b,...,bk.1,b).

Sean by el primer elemento de B* que cumple con lo anterior,
a1,..08ax € A, by,...,b;, by € B. Definimos h:A — B, h(a;) = b,
con 1 < i € k, es biyectiva y (A,a;,...,.am) = (B,by,...,by).
Veamos que h es un hornomorfismo.

A =a e AkEcmx [a] < (Aa) Ecmc e
(Bb)lcmc ¢ BlEcmx (bl & c® =b;.

De este modo tenemos que h(c®) = h(a;) = b, = cB.
PA(a1,..8m) <> A = P5x(d) < (A8) = Pt « (B,b) = P

< B = Px[b] < P®(b,,...,b,) < PP(h(a1),...,h(an)).
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Ademnds: fA(a1,...,8m) = amsr < A = (f(R) = xp41)[d] <
(A8 = (F(&) ™ cma1) > (BB |= (£(3) = cmat) &

B = (f(X) &~ Xm+1)[b] & £B(bi,...,bm) = bmy <

2 (h(a;),....h(am)) = h(am+1) = h (A (a1,...,an)).

Por la proposicién 6.3,5, h es un isomorfismo.

(2) Sea p € S, Th(A).

Entonces existe una L-estructura B tal que B = Th(A) y
B realiza a p. Como Th(A) es completa, por la
proposicién 6.3, A = B.

Por (1), A == B. Por la propaosicién 6.6.3, A realiza a p.
Por la proposicién 4.10.d, para algin & € A”, p = p,(A,&).
Definimos, h:A® — S,Th(A), h(a) = p,(A,4).

Por lo anterior h es suprayectiva y | S, Th(A) | € A® = m".
(3) Inmediato de (1) y la proposicién 5.6.03

Ell siguiente resultado es irmportante para la proposicién 3 y el
Teorema XII.

Lema 3. Sea A una L-estructura contable.
Son equivalentes (1)-(3):

(1) Para toda n € N, B, Th(A) es finita.

(2) Para toda n € N, S, Th(A) es finito.

(3) Para cualesquiera n € Ny p € S,Th(A), p es principal.
Prueba. Esto es consecuencia de las proposiciones 2.9.4, 5.3
y 6.5.0

Veamos cémo se relaciona la categoricidad finita con que una
tecorfa sea completa.

Proposicién 3. Sea T una teoria completa con un modelo finito
de cardinal m > 0. Entonces son equivalentes:
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(1) T es m-categdrica.

(2) Para toda n € N, B,T es finita.

(3) Para toda n € N, S, T es finito.

(4) Para cualesquiera n € N y p €S, T, p es principal en T.

Prueba.

Sea A un modelode T tal que | A | = m.

Entonces T = Th(A), por ser T una teorfa completa.

Las equivalencias de (2), (3) y (4) se siguen del lerna 3.
Demostraremos la equivalencia de (1) con (4).

(1) =+ (2) Supongamos que para cierta n € N, B,T no es
finita. Por la proposicién 2.9, existe U € SB,T tal que U
no es principal. Por la proposicién 8.3.5, p = Xy € S,T es
un tipo no principal. Por el Teorema X, existe B = T tal que
| B] <N, y Bomiteap. Como B |=T, por el lema 2.1,

| B | = m. Pero por el lema 2.2, A realiza a p. Por la
proposicién 6.5, A Z B, es decir, T no es m-categdrica.
(2) =>(1) Inmediato del lema 2.1.03

Observamos que si T es categdérica entonces T es A-categdrica, para
todo A cardinal.

Proposicién 4. Sean T una teorfa satisfacible y A una L-estructura.
Entonces:
(1) Si T es completa y con un modelo finito de cardinal
m > 0 entonces, T es categdrica <> T es m-categdrica
(2) | A | <« R, < Th(A) es categdrica.
(3) | A = N « Th(A) no tiene modelo finitos.

Prueba.
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(1) (=) Cierto, por la observacién anterior
(<=) Inmediato del lema 2.1.
(2) Inmediato de (1).
(3) Por contrapositiva y (2).0

Ejemplos.

-T = Cn(8,) es una teorfa completa y categdrica, porque
sélo tiene modelos de cardinal n.
-Th(Z.,+) es una teorfa completa y categérica, pues tiene

modelos de cardinal n, unicamente.

Categoricidad Infinita Numerable
Ahora veremos qué sucede con la R,-categoricidad.
El siguiente resultado muestra la conexién que hay entre una teorfa

T que es completa y R, -categdrica con sus respectivas dlgebras
de Lindenbaum y n-tipos.

Sorprendentemente el resultado se expresa como en la proposicién
3, con la salvedad de que T no tiene modclos finitos..

Los autores del siguiente tecorema son, principalmente:
Ryl-Nardzewski (1955), Engcler y Svenonius (1959).

Teorema XII. Teorema de R,-categoricidad.

Sea | L | < R, ¥y T una teoria satisfacible, completa y sin
modelos finitos. Entonces son equivalentes (1)-(4):

(1) T es R,-categérica.

(2) para toda n € N, B, T es finita.

(3) para toda n € N, S,T es finito.

(4) para cualesquiera n € Ny p € S, T, p es principal.

Prueba.
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(1) =+ (4) Por contrapositiva.
Sean € Ny p € S,T. Suponemos que p no es principal.
Por la proposicién 4.10.5, hay un A =T talque | A | < R,
¥ A realiza a p. Por el Teorema X, hay un B |= T tal que
| B| <X, y Bomiteap. Como T no tiene modelo finitos,
| A] =] B | =WR,. Por la proposicién 6.6.4, A 2 B.
Asf, T no es R,-categdrica.
(4) = (1) Como T es satisfacible, por la proposicién 4.6.1,
existe una L-estructura A tal que A =T y |[A] < R,.
Ya que T no tiene modelos finitos, |A| = R,.
Sean A, B |= T tales que JA| = |B| = R,. P.D. A = B.
Considerermnos A = {e, [ n € N*} y B = {d,, | m € N*}
dos enumeraciones arbitrarias. Usaremos un argumento de
back-and-forth. Por induccién definiremos dos nuevas
enumeraciones de A y B y una funcién h:A — B tales que:

(*) para toda k € N*, (A,a,...,ax) = (B,b1,...,by)

y h(ay) = by, parai = 1,.., k.

Paso 1. Sea a; = ¢, € A,
Entonces p; (A,a,) € S, T es principal. Por lo tanto, existe
© € F; tal que ¢, genera a.pl(A,al).
En particular tenemos que A = ¢, [a,], lo que implica que
A '= axl‘Pl'
Puesto que T es completa y A, B = T entonces A = B.
Asf, B |= 3x1¢,, lo que implica que para algiin du € B,
Bl [d.). Sear=min {m |B k= »; [d.]}, ﬁ‘or el PBO
y b; = d;. Entonces B |= ¢, [bi], v, € p1(B,by) y se sigue
que p1(A,n;) € pi(B,by).
Por ser 1-tipos, p1(A,a;) = p1(B,b;). Por el lema 1 se tiene
que (A,a) = (B,b;). Definimos, h(a,) = b;.
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Paso 2. Como B es infinito, B-{b, } # 0.

Por el PBO, existe by € B, que es el primer elemento de B

que difiere de b;. Entonces py(B,bi,bz) € ST es principal,

por lo que existe @, = @a(x,,x2) € F; tal que ¢, genera a

p2(B,b1,bz). Asf, B |= (w2 A x1 A& x2)[by,be].

Por consiguiente B |= 3x2(w, A x; /& x2)[b,], es decir,

(B,by) = 3xz(pz A o A x2).

Como (A,a,) = (B,b;) entonces {A,a,) = 3xa2(ps A c1 A x2).

Por lo tanto, A = Ixa(we A x1 A x2)[an].

Como A es infinito, para algin e, € A se tiene que

A = (w2 A x1 S x2)[a1,en). Sea az €l primer elemento, por el

PBO, de A en diferir de a,. Entonces A |= ¢, [a,a3].

Por lo tanto, ¢, € p2(A,ar,a2).

Esto implica que p2(A,a;,a2) = p2(A,a;,a2).

Por el lema 2.1, (A,a,,a;) = (B,b;,b;). definimos h(a;) = ba.

Hipétesis de Induccién: Se tienen a;,...,ax.1 € Ay
b1,...ybk.1 € B tales que cumplen con (*).

De la hipé&tesis de induccién y el lema 1, .-

p(A,a1,...,851) = p(B,by,...,by).

Caso 1. k es impar.

Como A es infinito, A-{a;,...,ax1} 7% 0.

Por el PBO, existe el min{n € N | e, € A-{a),...,ax.1}}=q.

Sea ax = eq. Es claro que ay # a; para i = 1,... k-1.

P.D. existe by € B tal que p(A,ai,...,ax) = p(B,by,...,bk).

Para demostrar esto, tomemos ¢, € px(A,ar,...,ax), la cual

es un generador de él. Esta existe porque el tipo es principal.

Entonces (A,a;,...,ax) = @ A /\:‘<j(x, A2 x;){ar,...,81], €s

decir, (A,a),...,8x1) = Ixe(ox A /\:‘<](x| 5 x3))[B1,..008k1].

Por lo tanto, 3 (wx A Al ¢ ;(u A x3)) € p(A,ar,... k) =
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p(B,by,... by ).

Entonces (B,b,...,bu1) = Il A Al 2 ;0a & %)) by, bl
Como B es infinito, existe d, € B-{b,,...,by1} tal que
(B,b1,...,bx1,dm) = @y [biy,bea,dm] ¥ d # by, para i = 1,..., k-1,
Sea H el siguiente conjunto:

{ m ‘ (B,bh---'bk'hdm)

ey k-

= ¢ by bra,dm] ¥y d # by, para
i=1,
lscogemos by = d,, donde r

min H, por el PBO.

Asf, (B.b,,....by1) k= o bl by bl ¥ o € pu(BLby,.. by
Esto implica que px(A,a1,...,8x) © pu(B,b1,..., b ).

Por ser k-tipos, py(A,a1,...,8x} = px(B,b1,...,by).

Por el lema 1, {(A,a,...,ax) = (B,b;,...,bx). Esto nos asegura que

A estd enumerado correctamente, sin faltar ninguno de sus
elementos.

Caso 2. k es par.

Como B es infinito, B-{b;,...,bx.1} # 0.

Por el PBO, existe el min{n € N { d, € B-{b,...,b1}}=r.
Sea by = d,. Como en el caso anterior se demuestra que
Pu(B,by,...,by) € pu(A,aq,...,8k), pPara algin ay € A,

Por ser k-tipos, px(B,by,...,by) = pu(A,81,...,ax).

Por el lema 1, (A,a;,...,ax) = (B,b;,...,bx). Por lo tanto,

B estd enumerado correctamente, sin faltar ningin elemento
de A. Definimos h:A — B, h(a;) = b;, h es biyectiva.

Entonces, por (*), h es un homomorfismo, como en el lema 2.1.

Por el lema 6.3,5, h es isomorfisrnoy A = B.
(2), (3) y (4) son equivalentes, por el lema 3.0

Ejemplos y comentarios.
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-Th(Z,,+) es categdrica en potencia n.

-La teorfa del orden denso sin extremos es N,-categdrica.
-Sean A = (R, <, +, -, 0, 1), u < vy o= JyPxy.

Por la densidad de Q, exister € Q tal queu < r < v.
Entonces A |= ¢ [u] ¥y A f= ¢ [v] por lo que u y v tienen
diferentes tipos. Asf, |S;Th(A)| > R..

Por el teorema XII, Th(A) no es R,;-categérica.

Aplicaciones
1._ Estructuras localmente finitas y definibilidad.
Veremos que los mmodelos de teorfas R,-categdricas séSlo
generan subestrucuras finitas, a partir de subconjuntos finitos.

Lema 4. Sean A una L-estructura, X € A y X # 0.
Entonces existe unica ( X ) subestructura de A tal que:
(1) X estd contenido en el dominio de ( X ).
(2) Para cualquier B € A,si X C Bentonces (X ) S B.
(3) El dominio de ( X ) es X* donde
X*={t*r[d] | n € N,a € X y t un término}.
Prueba. Sea Y cualquier subconjunto de A.
Definimos los siguientes conjuntos:
Y* es la unién de Y con el siguiente conjunto:
{b | existen f € F, y a,..., 8, € Y tales que b = { *(a,,...,a,)}.
Xo=XU {cf | k € K}, Xoss = X ¥ X* = Unen Xa,
X+ = fA] X* y PX* = PA[ X*.
Entonces Y C Y+ y (X ) = (X*, { P*X* }, {{**}, {cf | kK € K} )
cumple con (1) y (2).
Tomamos B = { tA[a] | n € Na € X" y t es un término}.
Verificaremos: X* = B. Veamos primero que: B € X*.
Esto lo haremos por induccién en términos.
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Sean ce Cya € X*°.
Entoncesc®fa] = c* € {cff | k € K} C X, € X*.

Paral < k < n, xP[a] =a € X € X, € X*
Hipdtesis de induccién, t2A{a] € X*, para 1 < i < m.

Sea f un sfrmbolo funcional de aridad m.

P.D. f(t),...t,, A [a} € X*.

Como X* es una cadena, existe el mdx{n;, ..., nm, }=r.
Entonces, tta]l € X,, para 1l < i < m.

Por lo tanto, f(ty,...,tm )2 [d] = FA(tP[E]..., t2{Ea]) € X1 © X™
Esto prucba la primera contencién.

Para probar X* € B, demostraremos que para cualquier

n €N, X, €B.

En el caso n = 0, seca a; € X. Entonces, a; = x{*[a}] € B.

c® = c¢*|[a] € B. Asf, X, € B.

Hipétesis de Induccién. X, € B.

Sea b € X,41. Sib € X,, entonces b €B.

Sib & X, entonces b = 4 (a;,...,8,) = f(X1,...,xm)*[E] € B.
Por lo tanto, X,,.1 & B. Entonces X* = Uzen Xn € B.

Finalmente X* = B.0O
Ejemplos.
-Si (N,5,0), donde S es la funcién sucesor y X = {0}
entonces ( X ) = N.
-Si (Z,+) y X = {1} entonces { X ) = Z.
-Si {Z,+,-) y X = {2} entonces { X ) = 22Z.
-Si {C,-,1) y X = {i} entonces {( X ) = {1,1i, -1, -i}.

Deflnicién 2. Sea A una L-estructura.
A es localmente finita <> para todo X € A,
si X es finito y no vacfo entonces ( X ) es finita.
Recordemas que D,(A) es el conjunto de los definibles en
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A, si A es una L-estructura.

Proposicién 6. Sea T una teorfa completa y sin modelos finitos.

Si T es N, ,-categdrica entonces y A es una L-estructura tal
que A I= T entonces

(1) A es localmente finita.
(2) | DL(A) | < R, para toda n € N.
Prueba.
(1)Sea A |=T,| A| =%, n € N* ya e A".
PD.j{a)]| <.
Sean b, d € {( & ). Entonces, por el lema 4, b = tA[a] y
d = s*[a]. Demostraremos que:
(#) b = d < p(ab) = p(ad) € S, T.
(«=) Por contrapositiva. Si b # d, A |= (¢t = x)[ab] y
A = (¢ =~ x)[ad]. N
Esto que implica que (t = x) € p(8b) y (t = x) ¢ p(ad).
Por lo tanto, p(ab) # p(ad). La otra implicacién es obvia.
Definimos f£:{ & ) — S,,,1'T, f(b) = p(ab).
Por (&), f es una funcién inyectiva.
Puesto que T es W,-categédrica, por el Teorema XII,
obtenemos: | (& )] < | Sap1 T | < R,
(2) Inmediato de la proposicién 6.8.3.03
Ejemplos.
-(Q, <) es localmente finita.
-Si A es finita entonces A localmente finita.
-Q = (Q,+,-,1,0) es un campo que no es localmente finito,
porque para X = {1} se tiene que ( X ) = Q y Th(Q) no
es R,y-categdrica.,
-N = (N,S,0) no cs localmente finita, porque para X = {0},
(X) = N. Como {n} es definible en N, por medio de la fé6rmula
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@a(x) = (8”0 m8 x) y en consecuencia, | D,(IN) | > R,.
En cualquier caso, Th(IN) no es R,-categdrica.

2.  Teorfas y Modelos Atémicos.
Iniciamos con las teorfas atémicas (Svenonius, 1959).

Definicién 3. Sean o, € F, ¥ C F, y T una teorfa completa.
(a) ¢ es completa en T <« para toda ¥ € F,,
TEe —=voTEe— vy
(b) ¥ es completable en T <+ existe ¢ € F,, tal que
es completaen Ty T |= ¢ — .
(c) T es atémica <> paratodan € Ny ¢ € F,, si ¢ es
consistente con T entonces 3 es completable en T.
Es claro que si ¢ € F,; es inconsistente con T, ¢ es completa en T.
Recordemos del capitulo 5 que,sip € F, y £ C F,:
Z,={Y € Fa | TFE= ¢ — ¥}y
Us={[¥] | = F ¥} CB.T.

Veamos la relacién que hay entre dtomos del dlgebra de

Lindenbaum y n-tipos principales en T, cuando T es completa.

Proposicidh 7. Sean T una teorfa completa y ¢ € F,,. Entonces:
(1) Para toda n € N existe p € F, tal que ¢ es consistente
y completa en T,
(2) Sea ¢ consistente con T. Son equivalentes (a)-(d):
(a) ¢ es completa en T.
(b) =, € SuT y es un punto aislado.
(¢) Ux, € SB,T y es principal.
(d) [¢] es un dtomo en B, T.
(3) T es atémica <> para toda n € N, B, T es atémica.
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Prueba.

(1) Por reduccién al absurdo. Sea n € N y supongamos

que para toda ¢ € F,, ¢ es inconsistente o incompleta en T.
Sea ¢ € F, consistente con T. Entonces ¢ es incompleta.
Asfexiste w € Fotalque T Jf=s o - ¢y T = @ — b,
Por lo tanto, existen modelos A y B de T tales que

A realiza a (¢ A ~) y B realiza a (¢ A ¥).

Claramente A £ B, lo que irnplica que T no es completa.
Esto prueba que no puede existir una férmula incompleta
en T, cormno claramente es imposible que todas sean
inconsistentes, queda probada la afirmacién.

(2) (a) =(b) Seann € Ny ¥ € F, y v completa en T.

Si 1 es consistente con T entonces T =@ — ¥ o

T = ¢ — —y. Entonces ¢ € £, 0 "% € X, , es decir,

¥, € S,T. Por lo tanto, £, e¢s un punto aislado en S, T,

por la proposicién 5.3.

(b) =>(c) Como %, € S.T, por la proposicién 5.7,

Ug, € SB,T y es un punto aislado.

Por lo tanto, U, principal.

(c) =>(d) Por la proposicién 2.7.2, [¢] es un dtomo en B,T.
(d) =(a) Sea ¥ € F.. Entonces [¢]€ B,T y, como [p] es

un dtomo, [p] < [¥] o [¢w] < [¢¥]'. Entonces Tl=9 — Y o

T = ¢ — —. Por lo tanto, ¢ es completa en T.
(3)(=)Sean Ny [y] #0.

Por la propasicién 5.3, ¥ es consisténte con T.

Por hipdétesis, hay una ¢ € F, tal que ¢ es completaen T ¥y
T k= v — 3. Esto implica que, por (1), [¢] < [¥] ¥ [¢] es un
dtomo. Asf, B,T es atémica.

(<«=) Sea n € N y ¥ € F, consistente con T.
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Por la proposicién 5.3, [¢]# 0. Puesto que B, T es at&mica,
hay un [p] € B, T dtomo tal que [p] < [y].
Por (1), T = @ — ¥ ¥ @ es completa en T.00

Ahora trabajaremos con modelos atémicos (Svenonius) y primos.

Definicién 4. Sea A una L-estructura.
(a) A es atémico <> para cualesquieran € Ny & € A"
hay una @ € F, completa en Th(A) tal que A = ¢[a).
(b) A es primo < para todo B |= Th(A), A o< B.
El modelo primo de una teorfa T es un modelo ta'ﬂ'.pequeﬁo
que "cabe” en cualquier otro modelo de T.

El siguiente resultado se debe a Vaught, 1961.

Proposicién 8. Sea T una teorfa satisfacible y completa.
(1) Existencia de Modelos Atémicos Contables.
T es atémica <> T tiene un modelo atémico contable.
(2) Unicidad de Modelos Atémicos Contables.
Si A, B = T atémicosy | A| = | B | = R, entonces
A =B,
Prueba.
(1) (=) Supongamos que T es una teorfa atéSmica.
Seann € Ny X, = {—¢ | ¢ € F, cs completa en T}.
P.D. £, no es principal en T.
Para ver esto consideremos a @ € F,, consistente con T.
Por ser T atémica, i es completable en T, es decir, hay
una ¢ € F,, completa en T tal que T |= ¢ — 1) .
Entonces, por ser T satisfacible, T J= p — —y y por ser
T completa, T |= —(p — ), estoes T = A .
Es decir, ~(—) A 1 es consistente con T, para alguna
- € £,. Esto implica que T,, no es principal en T.



APLICACIONES

3, puede o no ser consistente con T. En €l primer caso,
por el lema de Ehrenfeucht, hay un modelo contable que lo
omite. En el segundo caso, cualquier modelo (contable) lo
omite. Asf {£, | n € N} es una familia de conjuntos
consistentes con T, pero ninguno de ellus cs prin::ipal en T.
Por el corolario 1 al Teorema X, existe una L-estructura
Atalque AET,| Al €Y, y A omite a &,, para toda
n € N. Como T es completa y A = T, T = Th(A).
Sea & € A™. Entonces hay una —p € =, tal que A }= —la)
Esto es, A = ¢la] y o completa en T. As{ A es atémico.
(«=) Sean n € N, ¢ € }, consistentecon T, AE=Ty
A atémico contable.
Por ser T completa, T = 3%y (proposicién 5.6.2)
En particular, A = 3%, por lo que para algin & € A",

- A = ¢fa)l. Comoa e A™ y A es atémico, sabemos que hay
una ¢ € F, completa cn T tal que A = lal.
Se afirrna que T l= @ — P
Pues en caso contrario, por scr ¢ completa en T, se tendria
que T f= ¢ — —p, cs decir, A l= ¢ — ¢ [a] ¥ A k= ola),
A }= yla]l. Contradiccién.
Por lo tanto 1) es completable en T y as{ T es atémica.
(2) Procederemos como en el Teorema XII utilizando un

argumento de back-and-forth.

Sean A ={e, | ne N* } y B={d,, | m € N* } dos
enumeraciones arbitrarias.

Por induccién en k y usando las f6rmulas completas en T
se demuestra que: (*) (A,ay,.,a:) = (B,by,...,b), para

i = 1,..., k. Definimos h:A —B, h(ay) = by

Asf h es un isomorfismo, como en el lema 2.1 y A = B.O
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Veamos algunas consecuencias de la proposicién anterior.

Sea S(T) =U S,T.

Proposicién 9. Sean T una teorfa satisfacible, completa y
A es una L-estructura tal que | A | < R,. Entonces:
(1) A es atémico <> A es primo.
(2) A es primo <« todo tipo realizado en A es principal
(3) T es N,-categérica <> todos los modelos de T son
atémicos.
(4) Si T no es atémica entonces | S(T) | = 2N, i
(5) Si| S(T) | € R, entonces T tiene un modelo atémico
contable.
(6) T tiene un modelo atémico contable <3 S, T tiene un
conjunto denso de puntos aislados, para todan € N .
Prueba. ’
(1) (=) Usaremos una parte del back-and-forth.
Sea A= {a, | neEN} Bl=Tya € A.
Como A es atémico, hay una ¢, € F| completa en T tal
que A =@, [a1].
Es decir, T |= 3x¢, (por la proposicién 5.4.a).
Asf, B |= 3xp,. Sea b, € B tal que B = o, [bi] ¥
definimos h(a,) = b;.
Si a2 # a; € A entonces hay una @, = wy(3%1,x2) € Fa
completa en T tal que A = @, A (%1 /A x2) [a1,82].
Asf, A = ¢la,], donde ¥ = 3x2(py, A 21 & X2 ).
De este modo, ¥ consistente con T.
Se afirma que T = ¢, — ¥, pues de lo contrario
TlEw— Wy A = ¥la]. Absurdo.
Asf que B |= ¢[b,] y por definicién de satisfaccién, hay
una bz € B tal que B = ,[b;,b2], by # ba.
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Definimos h(az) = b,.

Hipdétesis de inducciéon: para 1 < i < n-1 existe p, € F;
completa en T tal que A = @ {a,...,a;] ¥y existen
by,..., b; € B tales que B |= ¢, [by,...,b;], con h(a;) = b,
para i = 1,..., n-1.

Sea a, € A-{a1,...,8q.;}. Como A atémico y a €A",

existe ¢, € F, completa en T tal que

A = ouA AML (a0 A xa) (8]

Sea ¥ = Ixa (1o, A AL 1% A xa). Entonces A = la1,...,801].

Como en el caso de n = 2, se afirma que T |= ¢,, — Y.

Ya que B =T, B = ¢¥[b,,...,ba].

Asf, se tiene que hay una b, € B tal que B }= ¢_[b,...,ba]

¥ b, # by, para 1 < i < n. Definirnos h(a,) = b,.

Ahora tenemos que h:A — B, h(ax) = by, es una inmersién

elemental. Por lo tanto, A «< B.

- (¢<=) Seann € Ny a € A"

Como T es una teorfa completa, T = Th(A).

P.D. existe ¢ € F, completa en T tal que A realiza a .

Sean p=p.(A,a) €S, T, BETy | B| <N,

Ya que A es primo, A o« B y B realiza a p.

Por lo tanto, cualquier modelo contable de T realiza a p.

Por cl Teorema X, p es principal, es decir, hay una ¢ € F,,

tal que p = T,. En particular tenemos que @ es completa en

T y que A |= [a].

Esto nos dice que A es atémico y, por (1), primo.

(2) (=) Seane€ Ny pe& S,T tal que p es realizado en A.

Suponemos que p no es principal. Por el Teorema X existe

un L-estructura B tal que B =T, | B | < X, y B omite a p.

Como es atémico, A < B y B realiza a p. Absurdo.
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(<=) T tiene un modelo de cardinal R, como se hizo en el

Teorema XII, Sean A y B dos modelos contables de T

Por hipétesis, A y B son atémicos. Como T es completa,

A = B. Por la proposicién 8.2, A == B, es decir,

T es R,-categdrica.

(3) Inmediato del Teorema XII y del corolario 2 al

Teorema X.

(4) Como T no es atémica, por la proposicién 7.2,

existe n € N tal que B, T no es atémica. Por la proposicién

3.1.7, |S(T)] = |S,T] = |SB,T| = 2%,

(5) Para todan € N, | 5,T | < R, < 2R,

Por la contrapositiva de (5), para todan € N, B,T es

atédmica. Por la proposicién 6.2, T es atdmica.

Por la proposicién 7.1, T tiene un modclo atémico contable.

(6) Inmediato del las proposiciones 8.1 y 3.1.2.0

Ejemplos y comentarios.
-(Q, <) es un modelo atémico contable del la teorfa del

orden denso y sin extremos.
-(Q,+,:,0,1) es un campo primo pero no un modelo primo
de la teoria de campos de caracterfstica 0 (ver los axiomas
en el apéndice 2), porque la fSrmula ¢ = x? - 2 a3 0, es
satisfacible en Q(v2), que es otro modelo de la teorfa y
omitida en Q. Asf que Q 4 Q(V2).
Esto marca una diferencia entre ser un campo primo, el cual
es un concepto algebraico que se refiere a las operaciones
dnicamente y modelo primo, concepto légico de la Teorfa
de Modelos, que exige ademds, el cumplimiento de
cuantificadores de férmulas.
-Si A es finito entonces A es primo, por el lema 2.3, para la
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teorfa de §,,, que afirma “hay exactamente n elementos”.
-Observamos que si A =Ty | A | < X, entonces A omite a
todos los tipos no-principales en T <> A es atémico, por la
proposicién 8.3.

-S1 T es una teorfa completa y R,-categdrica entonces T es
atSmica.

-Como L es un lenguajc contable y T ¢s una. teorfa en L.
entonces para toda n € N, B, T es contable y S, T, como :
espacio topolégico, es 2° numerable y metrizable.

Adernd4s, si T es completa, sin modelos finitos y

Ro-categdrica entonces S, T es discreto, con un conjunto
denso de puntos aislados, para toda n € N.

7*Existe una teorfa T completa y satisfacible tal que S,T es
perfecto, para algin n € N7 La respuesta es no.

Por la proposicién 7.1,2, siempre hay un dtomo en 13,1 y,
por tanto, S, T tiene un punto aislado, es decir, S,T no puede

ser perfecto, para toda n € N.

Para terminar, 7qué sucede con la categoricidad en potencia > R,?
Aunque el desarrollo de este tema queda totalmente [ucra de los
limites de este trabajo y serd contado en otra tesis, citamos el
memorable resultado siguiente debido a Morley (1963) y a

Shelah (1970).

Teorema. Sea I un lenguaje contable y T una teorfa
completa y sin modelos finitos. Si T es A-categdrica, para

alghin A > R, entonces T es A-categérica, para todo A > R,.0

Consulte el apéndice 2 para aplicaciones de estos resultados.
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. APENDICE 1. LOGICA
Proposicién 1. Sean t un término; ¥,x fé6rmulas; ¢ un enunciado;
A una L-estructura y s,s’ € “A.
(1) Si para toda x; que ocurre en t, x{* [s] = x{* [s’].
Entonces t*{s] = t*[s’].
(2) Si s y s’ coinciden en todas las variables libres que ocurren
en Y entonces A = ¥[s] < A = yls’].
(3) A |= ¢[s] o A = —¥[s], pero no ambas.
(4) A = p[s] < para toda s’ € “A, A |= p[s’].
En tal caso escribiremos A = .
(5) Satisfaccién con los conectivos V, —, «— y V.
() A=y Vxls] « AEY[s]o A xsl
() A=y — xls] & A f=¢[s] o A |=xls]
@AEY—oxsle ARy —xlsly A x— v
(d) A |= Vx;9[s] <> para todo b € A, A = ¥[s(i/b)].
(6) Modus Ponens.
(a) Si A =¥ — Xx[s]l ¥y A = y[s] entonces A |= xls].
(b) Si A1 — xy A =1 entonces A = x. ’ ;"'
(c) Si = ¢ — x ¥ = % entonces |= x. L
(7) Si ¢ es un enunciado entonces A = ¢ o A |= —w, pero no ambos.’

Prueba.

(1) Por induccién en términos.

Si t = x; entonces, por hipétesis, x{* [s] = x{* [s'].

El caso "t = ¢” no se puede dar porque x; debe de ocurrir en t.
Hipétesis de induccién tf* [s] = t# [8'), para j = 1,..., m.

Sea f un simbolo funcional de aridad m.

P.D. f(ty,....tm)? [8] = £(t1,...,tm )™ [87].

Como fA es una funcién en A entonces a partir de la hipétesis de
induccién se tiene que AL (s],...,t2 [8]) = A (D [87),....t2 [s°]).
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Por lo tanto, f(t1,...,t;)" [8] = f(t1,...ot ) [87].

(2) El lector puede hacer esto por induccién en la formacién de férmulas.
(3) Por reduccién al absurdo.

Suponemos que hay una férmula ¥ tal que A J= [s] y A J=—p[s].
Por definicién 5.c, obtenemos que A = -y[s] y A Jf=—y[s]. Absurdo.
Por lo tanto, A = ¢[s] o A = —y[s].

Ahora suponemos que A |= ¢[s] y A = —y[s].

Por lo tanto, A = ¢¥[s] y A j=v¢[s]. Absurdo.

(4) Como ¢ un enunciado, el conjunto de variables libres en ¢ es
vacfo. Asf que cualquier par de sucesiones s,s’en A, coinciden en las
variables libres de ¢, por vacuidad.

Por (2), si una la satisface, la otra, también.

(5) (a) De la definicién del conectivo V", obtenernos que

YV x =y A ox).

Entonces A = 9 V x[s] < A = ~(—y¥ A =x)[s].

Por la definicién 5.c, A f= (—¢¥ A —x)[s].

Por la definicién 5.d, A J=—-y[s] o A f=-x(s].

Por la definicién 5.c, A = 9[s] o A = x[s] ¥ reciprocamente.

(b), (c) y (d) es andlogo y el lector puede hacerlo.

(6) (a) Sean A =1y — x[s] ¥y A = ¢¥[s]. Supongamos que A = x(s].
Entonces, A = "/’-[S] y A = x[s]. V

Por por (5.b), A J= (¥ — Xx)[s] lo que contradice que A = 3¢ — Xx[s].
Por lo tanto, A J= ¥ — x lo que contradice que A =y — x|s].

Por lo tanto, A = x[s].

(b) ¥ (c) son féciles a partir de (a) por lo que queda a cargo del lector.
(7) Inmediato de (3) y (4).0

Férmulas universalmente vdlidas. Sean ¢,10,x son fémulas.
Las siguientes férmulas son univeralmente vilidas:
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Idempotencia. ¢ V@ «— p, @ A @ — .

Conmutatividad. @ Vi — YV, p AY — P Ap

Asiciatividad. ¢V (W VX) «— (V) VX, oA (P A X) — (pAY) A X
Distributividad. ¢V (WA x) — (V) A (¢ V X),

PN (B VX) — (P AY)V (PN X)-

Absorcién. gV (P AY) «» oy oA (P VP) — p.

Doble Negacién. ¢ «— ——p

De Morgan. =(¢ V) « (=@ A -y ), ~(p A ) +(—p V)
Implicacién Material. (p — )+ (- V)

Contrapositiva. (¢ — )« (- — —p).

Modus Ponens. @ A (p — ) — Y.

Reflexividad de " —". ¢ —

Transitividad de "—". (¢ — ¥) A (¥ — x) —(p — Xx).

Equivalencia Material. (@ + ¥)e (0 — ) A (% — ©).

Reflexividad de "+". o «» 0.

Simetria de "«—". (@ «— ) — (Y + @) !
Transitividad de ”++". (@ «— ) A (¥ — x)—(p ~*+ x)-

Simplificacidn. @ Ay — .

Adicién. @ — V.

Importacién-exportacién. ((@ A ¥)— x)—(¢ — (¥ — Xx)).
Axiomas de la Igualdad. ¥x(x /3 x), VxVy (x sy — y m2 x) y

UXVyVz (X /ey Ay sz —»xms2),t ot (L /~s38 — s r3t)

(t = s A s =2 u — t /& u), para cualesquiera t,s,u términos. !
Negacién de cuantificadores. —Vxjp «— I y -3Ix;0 «— VX0, ;
Si x; no ocurre libre en ¢ entonces Vx; (¥ — @) — (I3 — ). ;

Proposicién 2. Secan ¥ y A conjuntos de enunciados, ©,0),....0, ¥ ¥
enunciados. Entonces:
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(1) Si p € ¥ entonces T = .
(2)SiT =@y T C A entonces A k= .
@B)EZkEyh.paral <i<n< S k=AM, .
(4) £ no tiene modelo > existe ¢ un enunciado tal que X = @ A —po.
(5) © = < = + - tiene modelo.
(6)SiT =w — Yy = entonces T = .
(7) Teorema de la Deduccién, TD. & - p =9 < = = — 3.
(8) = es un conjunto satis{acible.
X es completo <> para todo par de enunciados @ y ¥,
st L =@ V ¢ entonces T |= p 0o T = 1.

Prueba.

(1) Sea A una L-estructura tal que A = .

Como ¢ € £ entonces A = .

(2) Sea A una L-estructura cualquicra tal que A |= A,

P.D. A =

Como T € A entonces A = . Pero T |= ¢, asf que, A = .
(3) Por induccién en n.

(4)(=>) Por contrapositiva. Sea ¢ un enunciado.

Suponemos que T f=¢ A .

Entonces existe una L-estructura A talque A= y

A f=p A .

En particular, A |= X. Por lo tanto, £ tiene mo;l‘élo.

(<=) Por reduccién al absurdo.

Suponemos que T tiene modelo, digamos, A.

Por hipétesis, existe un enunciado ¢ tal que ¥ = @ A —p.

Por lo tanto, A = @ A —, es decir, A =9y A J= p. Absurdo.
(5) = f=¢ <> hay una L-estructura A talque A = Z y A |f=p.
Entonces, A = —p, es decir, A | £ 4 - y recfprocamente.
(6) Sea A una L-estructura cualquiera tal que A =X . P.D. A |= .
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Como T Ew +yYwyTiEypentonces A= —»yYy Al .
Por definicién de ”—" se ticneque A J=p o A &= .

Pero A = . Entonces A |= .

(7) (=) Sea A una L-estructura cualquiera tal que A = .
P.D. A = ¢ — 3. Suponemos que A J= @ — .

Entonces, negando la definicién de "—"”, obtenemos que A =@ ¥y

A )f= . Estoimplicaque A = £ +py A =, es decir, T + @ J= 9.
Absurdo.

(+=) Inmediato de (1), (2), T € T + ¢ y (6).

(8) (=) Sea T un conjunto satisfacible y completo tal que

B = V. Supongamos que & J=p y T f= .

Como = completo, T = —py T = . Por (2), & &= —~p A -,

Por las leyes de De Morgan, £ = (@ V ¥). Pero T = @ V .

Por lo tanto, ¥ no es satisfacible. Absurdo.

(<=) Supongamos que ¥ es incompleto.

Entonces existe un cnunciado p talque £ f=p y T J= .

Por la contrapositiva de la hipétesis, ¥ f= @ V —p.

Pero }= ¢ V -y, entonces T = ¢ V -. Absurdo.O

Conjuntos maximalmente satisfacibles.
Proposicién 3. Sea £ un conjunto satisfacible de enunciados.

(1) Si X es maximal satisfacible entonces T = ¢ <= p € Z.
(2) Si T es maximal satisfacible entonces ¥ es completo.
(3) Son equivalentes (a)-(c):
(a) ¥ es maximal satisfacible.
(b) para todo enunciado p, p €EZ 0o p € T .
(c) Para cualesquiera enunciados ¢,30, si ¢ V¢ € £ entonces
pEXToyYye .

(4) X es maximal satifacible <> existe una L-estrucutra A tal que
= = Th(A).
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Prueba.

(1) Sea = un conjunto de enunciados maximal satisfacible

(=) Suponemos que T = .

Como X es satisfacible entonces existe una Le-estructura A tal que
A = . Entonces A |= . Por lo tanto = + ¢ es satifacible.

Es claro que £ € T + . Como £ es maximal satifacible entonces
X =X + ¢, es decir, ¢ € T,

(<«=) Inmediato de la proposicién 2.1.

(2) Supongamos que £ es incompleto.

Entonces existe un enunciado o tal que X + ¢ y £ 4+ —w son satisfacibles.
Como ¥ es maximal satifacible, por (1), p € Ty —-p € .

Por lo tanto, £ no es satisfacible. Absurdo.

(3) (a) =(b) Supongamos que existe un enunciado @ tal que p ¢ T y
—~p & . Yaque ¢ € T, por (1), & J= ¢ entonces T + - es satisfacible.
Como £ es maximal satifacible y ¥ € £ + —p entonces T = X + —p.
Por lo tanto, ~¢ € X, lo que contradice nuestra supocicién.

(b) =(c) Sean ¢ y ¥ enunciados tales que £ = ¢ V .
Supongamos que £ f=p y T f=9. Por (1), p ¢ Ty & T

Por (b), ~p € Ty - € T, es decir, T = (@ A ).

Esto implica que £ no es satisfacible. Absurdo.

(c) = (a) Sea A un conjunto satifacible de enunciados y & € A.

P.D. £ = A. Suponemos que L # A.

Entonces hay un ¢ € A tal que p ¢ X.

Por (c), - € . y A no tiene modelo. Contradiccién.

(4)(=) T es maximal satifacible.

Como T es satisfacible, existe una L-estructura A tal que 2 C Th(A).
Por la maximalidad de T se tiene que = = Th(A).

(<+=) Inmediato de la proposicién 1.3.0
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Lema 1. Sean u,t términos; x,y,z variables y 0,7 {6rmulas. Supongamos
que las variables y, z no ocurren en u. Entonces:

(1) () =ulyuy =nu ;

(2) (o * )T = @Fx YT, parax € {A, V, —, —} ’
s _JVyy  siy=x

3) (Vyw)? = Vy(¥)r ,siy £ x.

Prueba.

(1) Por induccién en términos.

Si u = x entonces (x}); = (y)! = z = (x).

Si u = v variable diferente de x entonces (v})] = (v){ = v = (v)!.
Si u = c entonces (¢})} = ¢ =c=c}.

Hipétesis de induccién, (u}, )} = uf, para i = 1,..., m.

Sea f un sfmbolo de aridad m. P.D. (f(uy,...;un); ) = f(uy,...,un):.
(fQay,um)3)E = (U)o (ug,y )E) = [j(u)l(z"'ﬂu:ni:) = f(ur,e.,um)i-
Para uY = u se procede similarmente.

(2) Para el caso "A” esto cs cierto por la definicién 9.b.
Recordemos que ¢ V ¥ = (-1 A —X). Por la definicién 9.b, se tiene H
que: (@ V )7 = (=¥ A =) = 2(~¥7 A ox() = 7 VYL
Para los demds casos es similar. :
(3) Se procede como en (2).0

Lema de Sustitucién. Sean ¢ una férmulaj v, t términos, x; ocurre
libre en ¢, A una L-estructura, s € “A y d = t*[s]. Entonces:
Q) (i) [s] = ur[s(i/ d)).
(2) A = w(t)s] < A = o(a)ls(i /). i
(3) Sit es libre para x; en ¢ entonces = Vxipo — @(t) ¥ = @(t)— Ixeo.

(4) Six libre para x; en ¢ entonces &= Vx;p(x;) — Vx0(x;) ¥
= Shaw(x) «— 3xje(). ‘
Prueba.

(1) Por el lema 1 e induccién en la formacién de términos.
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Si u = x; entonces (x}})*[s] = tA[s] = d = xP[s(i/d)].
Si u = xj, con j # i entonces (x{)*[s] = xP[s] = 5; = xP{s(i/d)].
Si u = c entonces (c}')*[s] = c*[s] = c*[s(i/d)].
Hipétesis de induccién, (uj)*[s] = u*[s(i / d)], para j = 1,..., m
Sea { un frnbolo de aridad m.
P.D. (f(uyyee,um )i ) 8] = f(uy,...;um )*[s(i/d)].
Como A es una funcién en A entonces, a partir de la hipétesis de
induccién tenemos que:
A (DA sl (DA D) = A (ut[s( i / D)heeul[s( i/ DD,
es decir, (f(uy,...,um) ) [s] = f(ur,...,um)* [3(i/d))].
(2) Por (1) e induccién en la formacién de férmulas.
Si o = (t = t3) entonces,
A = p(B)s] = A =@ [s] = A = (U1 = t3)[s] +> M [s] = 150 (8]
o A G/D) = AG/D] > A b (8 & t)sG/d)] <> A = plsG/d)].
Si ¢ = P(t,...,tn) entonces,
Ak o(0s] < A b= Pty,ota) 5] < (1A t2A [8]) € PA <>
P s(i / DLts(i / d)]) € PA = A = P(b,eta)ls(1 / d)] &
A = pls(i/a)]-
Hipétesis de induccidn, A = ¢ (t)[s] y A = x(t)s] & A E=y[s(i / d)]
¥y A = xls(i/d))-
Si ¢¢ = —p entonces,
A E el « A - (-2 @ A uRls] o A pls(i/ Q) =
A =)/
Si ¢ = ¥ A X entonces,
A oMl < A = AT < A 9Oy A = xOl) <
AEpls(i/ D)y A = xBG/D] < A ¥ A xlsG/d).
Si ¢ = Ix;3 y como x; ocurre libre en  entonces i # j y
v = Bxqy)P = Igytt. Por lo tanto,
A = p(t)[s] < A = 3xy[s] +> para algin b € A, A |= ¥} [s(i/d)}
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<> para algin b € A, A | ¢¥[s(j/4,i/d)] < A = Ixyis(i/d)].
(3) Sea A una L-estructura cualquiera.
Supongamos que A J= Vxo — (t).

Entonces, para alguna s € YA, A = Vxels] y A f= o(t)[s].

Por (2), A }= @ls(i/d)] y asf, A J= Vxpls] 1o que contradice a que
A = Vxp[s]. Por lo tanto, A = Vxp — o(t).

Como = Vx;—@ — —p(t) entonces por contrapositiva,

= w(t) — —¥x;—p, es decir, = p(t) — 3xp.

(4) Suponemos que Vxip(x) f= Vx;00(x;).

Entonces existe una L-estructura A tal que A = Vxi(x) ¥

A f= Vx0(x))-

Como A Y= Vx;p(x;) entonces cxiste s € YA tal que A J= Vxyp(x;)(s].
Entonces para algin b € A, A J= »(x;)[s(i/b)].

Pero A = Vx,p(x) entonces, en particular, A | ¢ (x){s(j/b)].

Por (3) y para s(j/b) € YA, A = Vxip — w(34)[s(i/b)].

Por Modus Ponens, A = »(x;)[s(i/b)].

Esto contradice al heco de que A f= Vxp(x;)[s].

Por lo tanto, Vx;@(x) = Vxje(x;).

Por el Teorema de la Deduccién, k= Vxiw(x) — Vxo(x)).

Para €l otro caso = Vx;p(x;) — Vxi¢(x1) se procede similarmente.

Por conjuncién y la definicién de ” «+” obtenemos que

= Vxip(x) +— V¥x;0(x;). La otra afirmacién se demuestra analogamente.O

Lema de Constantes. Sean ¢ = (x;) una {6rmula con una variable libre,
£ un conjunto de enunciados, 3 un enunciado y ¢ una constante en L que
no ocurre e€n X ni en ¥ ni en . Entonces:

(1) Generalizacién Universal, GU.

Si ¥ =, w(c) entonces, para alguna variable x; que no ocurre
en @, T =, Vxip. :
G 1i

i6n Existencial, GE.



APENDICE 1. LOGICA

Si T =, @w(c) entonces T =, Ix; 0.
(3B) =+ @) oy & T + Ixip o Y-
(4) Si T + Ixyp — () = ¥ entonces T =, 1.

(5) Si T es finitamente satisfacible entonces X + 3x,¢0 — (c) es
finitamente satisfacible.

Prueba.

(1) El nimero de variables que ocurren en @ es finito.

Sea x; la primera variable que no ocurren en .

Por hipétesis £ =, ¢(c). Supongamos que £ f=_Vx©.

Entonces existe una L-estructura A tal que A |= = y A J=Vxp.
Ya que A J=Vx;p, existe s € “A tal que A J=Vxp [s].

Por lo tanto, para alguna b € A ocurre que A = [s(i / b)].
Por otro lado, como A = £ y T =, ¢(c) entonces A k= (c)[s].
Por el Lema de Sustitucién, A |= ¢ [s(i / c* [g])].

Pero s(i / b) = s(i / ¢* {s]) lo que implica que b = c* [s], A f=y [s(i / b)]
¥y A = @ [s(i / b)], lo cual es un absurdo. Asf T =, Vxp.

(2) Inmediato de (1), = Vx ¢ — Ix1¢ y Modus Ponens.

(3) (=>) Supongamos que T + @(c) k= .

Por contrapositiva, & + —if =, —¢(c).

Por (1), B + —t Feo ¥x,—~p(x1), €8 docir, £ + —~ F=o 3 00x1)-
Por contrapositiva, £ + 3x¢ =, 9.

(<=) supongamos que X + 3x,0 =, .

Por contrapositiva, £ + - =, =3x10(x1).

Por lo tanto, £ + - =, Vx1—(x)).

Por el Lema de Sustitucién (3), = Vx,—e(x) — —@{c).

Por Modus Ponenes, £ + % k=, ~(c).

Por contrapositiva, & + ¢(c) ko .

(4) Supongamos que £ + 3x,¢ — (<) k=, ¥

Por el Teorema de la Deduccién, £ = (3x,0 — @(c)) — .

Por (1), T k= Vx:({(x1 0 — @(x2)) — ).

Por algunas universalmente vidlidas obtenemos que

£ = Sx2(Dap — #(xz)) — .

Es decir, T = (31w — 3xap(x2)) — Y.

Por el Lema de Sustitucién (4), = 3x,0(x) — Ix2p(x2).

Por lo tanto, por Modus Ponens, & = .

(5) Por contrapositiva. 8i £ + 3x,;¢ — ©(c) no es finitamente satisfacible
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entoncees, por (1), T no es finitamente satisfacible.O
Definicién 10. Se;x ¥ un conjunto de enunciados.
(a) C es8 un conjunto de testigos para £ en L < C es un conjunto
de constantes en L y para toda ¢ = @(x) f6rmula con una variable
libre hay una ¢ € C tal que T =, Ixp — ().
(b) X ticne testigos en L < hay un conjunto C de testigos para T
en L tal que C € L.
(c) L’ es una extension de L < L € L.
(d) Sean L € L lenguajes formales, ' un conjunto de L'-enunciados.
' es una extension conservativa de T & = € ¥’ y para todo 3
L-enunciado, si &' = ¢ entonces & = ¢.
Teorema V. Teorema de Extensién de Henkin.
Sea ¥ un conjunto de enunciados.
Si T es finitamente satisfacible entonces existe L, una extencién por
constantes de L y existe & un conjunto de enunciados finitamente
satisfacible con testigosen L, talesque | L, | =| Ly T C A .
Prueba.
Caso 1. L es contable. Sean C = {cx | k € N} y L., = L U C. Entonces
|Ly | =1 L] =] {px(1) | x; cs la tnica variable libreen o y k € N} |.
Definimos: A, = . -
Ay = A + Ty — @ (ck), donde ¢ es la primera constante de C
que no ocurre en Ay .

Por induccién en k demostrarernos que Ay es finitamente satisfacible.
Para k = 0, A, = T es finitamente satisfacible, por hipé6tesis.

Hipétesis de induccién, Ay, es finitamente satisfacible, para k > O.

Por el lema de Constantes (3), &k = Ay + Ixip, — W lcx) es
finitamente satisfacible.

Sea A = U A,. Entonces A es finitamente satisfacible y & C A.

Si w(x)) es una férmula con una variable libre entonces existe k € N tal
que (X)) = ©,(x1). Entonces Ax = Ay + Ix19, — wi(ex), es decir,
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A = Ixip,, — @pek). Asf, A tiene testigos en L.

Cano 2. L no es contable. Por €l PBO, L es isomorfo a un ordinal «.
Consideremos un conjunto nuevo de constantes C = {cg | 8 < «}.
Por el PBO, podemos bien ordenar al conjunto:

{wa(x1) | % es la tinica variable libreen py 8 < al}.
Definimos Definimos: A, = Z.

Ap = Dpy + Ix1ps — pplcy), donde c es la primera constante de
C que no ocurre en Ag.,, si 3 es un ordinal sucesor.
Ap = Uy < gD, si § es un ordinal lfmite. El resto es similar al casol.

En ambos casos, A ¢s una extensiéon conservativa de &, por cl Lema
de Constantes,(4).03

Sea X el conjunto de todos los términos constantes en L.
Entonces CE Xy | X|=|C|+|F}| R, < I|L|.

Lema 3. Sean ¥ un conjunto de enunciados finitamente satisfacible,
C, X y ~ como se definieron antes. Entonces:

(1) Si ty,...4tn,81,...,8n € X entonces son universalmente vélidas:
(AT (b5 8) — f(t1...t,) = (s1...8a)) ¥
(AT (6 s 8) — (P(ti...ty) « P(s1...8.))).

(2) "~ es una relacién de equivalencia en X.

(3) Si t1,.estnyS150.080 € X y para toda i = 1,..,n, t; ~ s, entonces:
(a) £(t1...tn) ~ {(si...54).
(b) = o P(t)...t,) & = [=q P(s1...8a).

Prueba.

(1) Se deduce de los axiomas de la igualdad e induccién en n.
(2) Sean t,u,v € X.

Como = (t = t) cntonces, para todo t € X, E [=,(t = t), es decir,
t o~ t

Si t ~ u entonces & }=,(t == u). Pero como {= (t = u) — (u = t)
entonces por Modus Ponens,  (=.{(u = t). Por lo tanto, u ~ t.
Sit ~uyu~ ventonces T [=,(t = 1) y T = (u = v).

Como = (t /s u) A (u s v) — (t = v) entonces T =, (t M v) y t ~ v.
(3) Inmediato de (1) y (2).0
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Del lema 3.2 podemos definir lo siguiente:
A=X/~={Y
c = e,
fA[er}. . ea]) = [¢] & = = {{c)...cn) & c,
PA(fer]-- [ea]) © = ko P(c1.ecca).

| t € X},donde [t] = {s € X | t~s},

Lema 4. Sean X un conjunto de enunciados finitamente satiafacible,
C el conjunto de constantes no vacfo, X el conjunto de los términos
constantes, t € X y ¢ un enunciado. Entonces:

(1) Para todo t € X, t*T = [t].

(2) Para toda a € A existe t € X tal que t*Z = a

(3) Si ¢ no tiene negacién ni cuantificadores entonces
Az = ¢ & Z o o

(4) Si ¢ = —p, ¢ no tiene cuantificadores y = =, v cntonces Ag = .
(5) Sip =
E o .

@B lAs | =X ]=|L]

3x;14, w no tiene el sfmbolo de negacién y Ax = ¢ entonces

Prueba.

(1) Sea t € X. Entonces tA= [s] = tA® = [t]..

(2) Sea a € A. Entonces existe t € X tal que a = [t]. Por(l), tAT = a.
(3) Si ¢ = (t; = t2) y ¥ es un enunciado entonces t;,t2 € X. Asf,

As e Al (6 S tg) S 0 =% o T 5 (h & ) © T = p.
Si o = P(t1,...,ty) entonces, Az =@ <= Ax = Pgtl,...,tn) >

PAz(tPE A7) o B =oP(t,.nta) < B o .

Hipétesis de induccién, Ay EF vy As Ex < S vy T o X
Sipg=1% A xentonces An < AsE v AXxX S A=Yy

A EX S Do ¥y Elax @ S v A X B p.

(4) Sean ¢ = -y, ¢ no tiene cuantificadores y  |=; .

Entonces, como ¥ es finitamente satisfacible, & J=_1.
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Por lo tanto Ay f=_ 1. Asi, Ay = —p.

(5) Supongamos que @ = 3Ix;3, ¢ no tiene el sfmbolo de negacién
Yy Ax [= . Seas € YA tal que Ag = Iy(s].

Entonces para alguna b € A, Ay = ¥[s(i/b)].

Por (2), b = tA® = tA%[g] y por el Lema de Sustitucién (2),

Asx = ¥(t)[s].

Por lo tanto, ya que ¥(t) es un enunciado, Ax = 1(t).

Por el Lema de Sustitucién (3), = y(t)— 3.

Por Modus Ponens, Ax = 3xi.

(6) Sabemos que m:X ~— A =X / ~ , w(t) = [t] suprayectiva.
Porel AE, |As | < | X |.O

Lema 5. Sean A, T" conjuntos de enunciados finitamente satisfacibles
tales que A € I'', A tiene testigos en L y T es completo. Entonces T'
tiene testigos en L.

Prueba.

Sea ¢ = p(x1) € F;. Como A tiene testigos en L, existe ¢ € C tal que
A = 3xyp — p(c). PD. T = Ix0 — (c).

Supongamos que I' /& 3x,» — ¢(c). Ya que I' es completo,

T = ~(3xi1p — w(c)), es decir, I" |= Txi1p A ~p(c).

Por GU, T = Vy(3xi1¢ A —o(y)).

Como y no ocurre libre en ”3x;e", se tiene que: I' = 3x; A Vy —p(y).
Por el Lema de Sustitucién, I' = 3x;0 A ~3x;0(x) ).

Por lo tanto, I' no tiene modelo, es decir, T’ no es finitamente satisfacible.
Esto contracide a la hipé&tesis de que I es finitarmente satisfacible.

Asf T tiene testigos en L.O

Lema de Sustitucién. Sean ¢ una férrmula; u, t términos, x; ocurre
libre en , A una L-estructura, s € “A y d = t*[s]. Entonces:

(1) (ui)*[s] = u*[s(i / D).

(2) A = @()[s] < A = eGa)[s@ / d)).

(3) Si t es libre para x; en ¢ entonces k= Vx;jp — ©(t) y = @(t)— Ix;p.
(4) Si x; es libre para x; en @ entonces = Vx;p(x) « Vx;p(x;) ¥y

E 3xe(x) « Ixe(x).
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A continuacién damos algunos ejemplos de teorfas de primer
orden a la luz de los conceptos tratados en esta tesis. No se
dan demostraciones formales, porque el objetivo es ilustrar.

1._ La Teorfa del ”Infinito”.

En el capitulo 4 presentamos un lenguaje L sin predicados,
sin simbolos funcionales y sin constantes.
Las L-estructuras correspondientes son de la forma A = (A).
Sea n € N*. Tenemos el siguiente enunciado o, = 3Ixy,,
donde v, = (A | ;% A x) € Fa, y o que afirma es que
"hay al menos n elementos”. Sc tiene que:

AlEon<=|A|l=n.
Sea L, ={o. | n € N*} y T, = Cn(L,).
Entonces, AE X, < | Al =2 R,.
T., no tiene modelos finitos y no es finitamente
axiomatizable y Mod (T,) € ECa-EC.
Pero Mod (T,)¢ no cs cerrado bajo ultraproductos.
En este caso == cs cquivalente a ~ (equipotencia).
Por la proposicién 6.9, Mod (T,) es cerrado bajo =, =
¥y ultraproductos.
Para cualquier par de L-estructuras A y B, si
lAl=1Bl=A2R,cntonces A BEZIZ,y A ~B,es
decir, A = B. Dec esto, T, es A-categérice, pzu‘a."fua'o
A > W,. Por cl tcorema de Los-Vaught, T, es completa.
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Todos sus modelos contables son atémicos y localmente
finitos.

2._ La Teoria del Orden Total Denso sin Extremos.
Sea L = SL U {P}, donde la aridad de P es 2.
Las estructuras adecuadas para L son de la forma
A = (A, IPA), donde A es un conjunto no vacfo y I’A os una
relacién binaria en A.
Sea T = Cn(p;, +...+ s + —@;+ —py), donde:

@, = ¥x(Pxx) (reflexividad)

Yo = VxVyVz(Pxy A Pyz — Pxz) (transistividad)

w1 = VxVy( Pxy A Pyx — ( x =~ y)) (antisitnetria).

w4 = VxVy( x oy — Pxy VvV Pyx) (dicotomia)

s = UxVy(Pxy Ax Sy — 3z(Pxz APzy Az x A

z /2 y) (densidad)

e = IxVy(Pxy) (existencia del minimo)

@7 = IAxVy(Pyx) (existencia del maximo).
T es la teorfa del orden total denso y sin extremos.
Verifique el lector que (Q,<) y (R,<) son modelos de T, no
tiene modelos finitos, es N,-categdérica, completa y finitamente
axiomatizable, lo que contrasta fuertemente con la 16gica
proposicional ya que esto no es posible, por la proposicién
5.4.1. e
Para A > W, sean (A, <) =T,| A| = A, B = A-{a},
(B =Ty |B|=A. Si(A<)=(B,<), hay un
h:i{A,<) — (B,<) isomorfismo.
Entonces h(a) # a, por lo que h(a) < a o h(a) > a.
Para el caso de h(a) < a, por la densidad de B, hay una
b € B tal quc h(a) < b < a.
Como h es un isomorfismo, existe ¢ € A tal que h(c) = by
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b < a y h es un isomorfismo, ¢ < a, lo

a < c. Ya que h{c) =
), T no

que contradice a que a < ¢. Por lo tanto, {(A,<) 2 (B,<
es A-categdrica, para todo A > R,.

Este gjemplo muestra que R,-categoricidad no implica
A-categoricidad, para ningidn A > R,.

Ya que T es finitamente axiomatizable, Mod{ T ) y Mod( T )
son cerradas bajo =, = y ultraproductos.

Por ser N,-categérica, por el Teorema X1I, para todon € N,
B, T es finita. Asf, B,T es atémica y completa, para todon € N.
Por lo tanto, S,T es un espacio discreto, con un conjunto denso
de puntos aislados total y extremadamente disconexo

Como T es completa, se tiene que A = (Q,<) <) =

Por el teorema de Keisler-Shelah, hay un (I,U) tal que

Al yU=pB'/U.

3. El sistema Q.

Fl siguiente sistema se debe a Rafacl Robinson y fue
propuesto cn 1950. Sea L, = SL U {S, -, +, 0} un lenguaje de primer
orden, donde la aridad de Ses 1 y la aridad de ., + es 2. Qes el
siguiente conjuto de enunciados:

VxVy(Sx rs Sy — x &~ y)

Vx(Sx 4= 0)

Vx(x S 0 — 3y(Sy == x))

Vx(x 4+ O = x)

VxVy(x -+ Sy &2 8(x + y))

¥x(x - 0 =3 0)

VxVy(x - Sy s x - y + x)
Si T = Cn(Q) entonces T es una teorfa finitamente
axiomatizable. Asf, Mod(T) € EC y Mod(T)® es cerrado
bajo ultraproductos. T no tiene modelos finitos y N = T,
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donde N = (N, S, +, -,0).

Sea N* = (N U {a,b},S, +, -,0), donde a # b & N, las
opt-araciones restrigidas a N son las usuales; S(a) = a,
S(b) = b y se tiene las siguientes tablas que definen a las

operaciones + y - en N*. Sean i,j € N.

. . {0 a b j % 0
S TE ek 0 [0 ab 0
bla a b &
ilb a i+ 0O a a a
: i # 00 a b 1.}
Cada uno de los siguientes enunciados es verdadero en N y

falso en IN™:
vx(Sx A2 x), ¥x(0 - x /= 0), Vx(0 + x &= x),
VxVy(x +y /= y + x), VxVy(x - y =~ y - x),
VxVyVz(x - (y + z) s xy + xz), Yx(S"x A2 x).
Entonces T es incompleta. Por el teorema de Los-Vaught, T no
es A-categdrica, para ningiin A > R,. También se obtiene que
N A& N*, lo que implica que N & IN*. Asi T no es R,-categdrica.
Sea T, = Th(NN). Claramente es una teorfa satisfacible, completa
¥ sin modelos finitos. Tarmmpoco es Ro-categérica, porque N no
es localmente finito. Es claro que T < T),.
Observamos que para @ € F;, N {= @ [n] < N = ¢(S"0).
Sea B = T;. Definirnos h: — B, h(n) = SB=Q®.
Entonces h es una inmersién elemental y N es atémico.
Sean & € N®, p = pa(IN,d) € S,T1 y wa = Alxi = S*0) € Fi.
Como N es atémico y p es realizado en N, p es principal.
Sea ¥ € Fn un generador de p. Es claro que ¢; € p.
Entonces T, = ¥ — ;. Se puede ver que T = o — ¢.
Asf, T = ¢ « @, ¥ w; es completa en T;.
Como T, no es N¥,-categdrica, existen n € Ny p € S, T, tales
que p no es principal. Por el Teorema de Omisién de Tipos, existe




A = T, tal que |A| = R, y A omite a p. Por otro lado existe B |= T,
tal que |B| = R, y¥ B realiza a p. Es claro que A = B.
Este es un contraejemplo al la proposicién 6.6.5, si p no es principal.

4._ La Teoria del Sucesor.

Consideremos un lenguaje formal L = SL U {S, 0}, donde a(S) =1,
Sn+lx = S(S"x) y los siguientes enunciados:

S.1.vx( Sx A 0).

S.2.VxVy (Sx = Sy — x ss y).

S.3.¥x(x s 0 — Jy(Sy == x)).

S.4.n.Vx(S"x A x),n>1

= = {8.1,8.2,S.3}U {S.4n | n € N*}.
Ts = Cn(X), la tecorfa del sucesor, la cual es A-categdrica,

para todo A > W, pero no es Ry-categdrica ni finitamente
axiomatizable. Consulte [7] para mds detalles.

5. Redes y Algebras Booleanas.

Sean L = SL U {V , A,’, 0, 1} ¥ £ es el siguiente canjunto dc enunciados:

L.l. Vx(x V x = X

L.2. VxVyVz(x V(y V z) &= (x V y) V =z)

L.3. VxVy(x V y sy V x)

L4 VxVy(x V{(x A y) = x)

L.1°. Vx(x A x &2 x)

L2 VxVyVz(x A (y A z) ms(x A y) A z)

L3 VxVy(x ANy = y A x)

L4 VxVy(x A (x V y) = x)

D.VxVyVz(x V(yAz)ms(xVy)A(xVz))

C.¥xIy(x Ay~ 0AxVyssl)
Tap = Cn() es la Teorfa de las Algebras Booleanas.
TAp es incompleta, porque tiene rmodelos fintos distintos.

Entonces ésta teorfa no es categdrica en ninghin cardinal.
Definimos:
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para dtomo: @(x) =x A 0A -3Fy(0 <y < x).
B es atémica < = + Vy(y A 0 — Ix(px) A x <y ))
B es sin-dtomos <> £ + Vy -3x(p(x) A x < y ).

Tapa =Cn(Z +Vy(y A0 —~3x(pE)Ax<y)))esla
Teorfa de las Algebras Booleanas Atémicas.
Tapa tiene modelos de cualquier cardinalidad, lo que implica
que es incompleta.
Tasp = Cn(B + Vy -3x((x) A x < y)) es la Teorfa de
las Algcbras Booleanas Densas (atomless).
Tapp no tiene modelos finitos, L es uno de sus modelos y
es R,-categdrica. Asf, para toda n € N, B, T es finita,
atémica y completa y S, T es un espacio de Stone con un
conjunto denso de puntos aislados total y extremadamente
disconexo, sin puntos de condensacién, métrico y completo.
L ¢s un modelo atémico contable y localmente finito.
Como T es finitamente axiomatizable, Mod(T) y Mod(T)®
son cerradas bajo =, = y ultraproductos.
SiBEX,|B|=N,,|AtB| >N, entonces | At B| =R, .
Sea C = { ¢, | n € N } un conjunto de nuevas constantes
y D € N, definimos:

Zp =X + {@(ca) [n € D} + { ~(ca) In ¢ D }.
Un modelode Lp es: Bp = (B,a)acpy | Bp | = R,.
Verifique el lector: D = E <« Bp = Bg
Entonces, para D # E, By &2 Bg y | SoZ | = 2%,
Entonces £ no W,-categdrica. Asi que:
SiB %, | B| =R,y Th(B) es R,-categérica entonces
| At B | < N, ’

6. Teorfa de Campos.
Consideremos L, = SL U {+, - , 0, 1} y los siguientes enunciados:
Al VxVyVz(x + (y+z) == (x+y) +2)
A2, YxVy(x + 0 = x)
A3. UxIdy(x+y = 0)
Ad. VxVy(x +y &= y +x)
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ML VxWyvz((x - ¥y) -z = x + (y
M2 ¥xVy(x -1 = x

M3 . Ux(x A0 — Ty(x - y) = 1)
M4 UVxVy(x - y & y -+ X

Dy VaWyVa(x - (y +2) e x-y+x-2)
Da. VxVyVz ((y +2) xSy - x+2:x

D))

Sea A = {A.1l, A2, A3, A4, M1, M2, M3, M4, D,,D2,0 A1}
Entonces Tc = Cn(A) es la Teorfa de Campos,

Sean F un campo, b € ' y n € N. Definimos

n-b=">5<+...+ b, n-veces. La caracterfstica de F es

car F = min{ n € N| ¥x(n - x = 0)}. Sabemos que
car F = p (primo) o car F = 0.

En cualquiera de los dos casos, respectivamentes, Z, y Q@
8SON CAampos primos, pero no son modelos primoe de la teorfa.
Sean ¥, = Vx(px = 0) (p primo). Entonces:

Qo =B+, Bu=A+{,ipeP],

Tcp = Cn(Ap) ¥ Teo = Cn(AL).

Tep es la Teorfa de Campos de Caracterfatica p.
Tco €3 la Teorfa de Campos de Caracteristica O.

En adelante omitiremos escribir toda la estructura, como en
Z, (p primo), Q, R = A.

Claramente A, tiene 11 enunciados y Z;, es uno de sus modelos.
Tc ¥y Tcp son teorfas finitamente axiomatizables y si T = T¢, Tcp
entonces Mod (T) € EC, Mod(T) y Mod(T)® son cerradas bajo
=, = y ultraproductos.

Te tiene distintos modelos finitos, por lo que T¢ es incompleta.
Th(Z,) es una teorfa categérica.

La Teorfa de Campos de Caractertstica 0, Tc, es una teorfa

satisfacible, no tiene modelos finitos, no es finitamente axiomatizable,
es incompleta, no es A-categdrica, para ningiin A = R, y tiene,
al menos, 2™ modelos contables no-isomorfos.
En efecto @@, R y € son modelos de Tco.

Supongamos que Tco no tiene modelos finitos. Entonces tendria gue
ser de caracterfstica finita, lo que contradice que sea de caracterfistica 0.
Suponemos que Tg, es finitamente axiomatizable. Entonces existe un
enunciado p tal que Cn(yp) = Cn(A,). Sabemos que Z,, |= A,, para
todo p € P. Como P es infinito, existe U ultrafitro no-principal de P tal
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que K =T1Zq /U = A. Pero { q € | Z, = ,} = {p}¢ U, por ser
no-principal. Por lo que el Teorema XTI nos dice que K j= y,,, para todo
p € P. Esto implica que K |= . Pero para toda p € P, Z, f= ¢,
P={peP|Z, =9} U,0¢& U. Por el Teorema XI, K = .
Contradiccién. Por lo tanto Tco, no es finitamente axiomatizable.

Otros modelos de Teo.

Tenemos que Q(/P) = { a + by/P | a,b € Q@ } es un campo
yaue | Q| =|QH/P | =R

Sipg=3x(x*-2~0)yy =3x(x*+1~0),Q f=py

Q(/P) k= . Es decir, @ £ Q) @ & Q@(/F): @ A Q/B)

¥  es independiente de T¢,, por lo que T, es incompleta.
“Tambiéen R = pyCEy, R ACCRECyR K C.
Similarmente, Q@ A< R.

Por lo tanto, T, no es R,-categérica y no es 2Re-categdrica.

-Por LST T, tampoco es A-categdrica, para A > Rg.

-P={pe N| pes primo}, C = {c, | n € N }un conjunto

de nuevas constantes. Entonces Ly = LU C. Para D C P,
tenemos el siguiente conjunto de enunciados:

Ap =A+ {3Ix(x2-p=0) | peD}+ {Vvx(>x2-p A 0)| p £ D}.
Uno de los modelos de Ap es Q(\/B) el cual se define como:

{ b | existen n € N, aq,....,am € Q, P1,....Pa € D: b = Ta;/TIpy, }-
Como D es contable, | @Q(vD) | = R,.

Adernds, para D,E C P: E = D « Q(vD) = Q(VE).

Por lo tanto, si E # D, Th( Q(vD) ) # Th (Q(VE) ) € S.A.

Asf {Th( @(vD) | D € P (P)}C SoA, es decir, | SoA | > 2%,

A tiene, al menos, 2% modelos contables no-isomorfos.O

Otro ejemplo. Sean T = Th(Q) y Z(xq) ={x}-r =0 | r € P }.
Entonces X(x;) consistente con T y omitido por Q.

Por el lema de Ehrenfeucht, £(x;) no es principal.
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Por ser consistente con T, existe p € S, T tal que 3(x;) € p.
Se afirma que p no es principal. Si p fuera principal entonces p serfa
realizado en cualquier modelo contable de T. En particular en Q,
de lo que se sigue que Q realiza a X(x;). Absurdo.
Por lo tanto, p no es principal.Sabemos que Q no es atémico.
?*T es una teoria atémica? Si T fuera atSmica existirfa una
L-estructura B tal que |B| = N, B = T y B es atémico.
Como Q no es atémico, existe p € S, T tal que p es principal y es
omitido por @Q, pero realizado por B. Esto implica que B = Qy por
tanto T no es coﬁ)pleta. Absurdo. Asf, T no es atémica. Esto implica

que existe una n € N tal que |[B.T| = R, y |S,T| = 2N,

La Teorfa de Campos Algebraicamente Cerrados, cs
Tcac = Cn(A + {pv, | n € N*}), donde para n > 0, tenemos:

Pn = V.. ¥%a( %n A0 — Ty( x, + 1Y + ...t XaY" == 0)).

Se puede verificar, que esta teoria no es completa, no tiene modelos
finitos y no es finitamente axiomatizable; la existencia de campos
algebraicamente cerrados se establece por medio de ultraproductos
o de Léwenheim-Skolem-Tarski.

La Teorfa de Campos Algebraicainente Cerrados de
Caracterfstica 0, cs Tcoaco = Cn(AL + Anac).

El siguiente teorema se debe a Steinitz, 1910.

Teorema. Sean K y L campos algebraicamente cerrados.
Sicar K=carLy | K|=|L | =X > R,, entonces K = L.0O

T = Tcaco tiene las siguientes propiedades: T no es finitamente

axiomatizable, no tiene modelos finitos, T es A-categdrica, pura

todo A > W,, T cs completa y T no es R,-categérica.
Prueba.
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Suponemos que T es finitamentes axiomdtica.

Entonces, existe un L-enunciado ¢ tal que T = Cn().

Ahora, del lema, existen {K® | n € N*} y U es un ultrafiltro
no-principal de N+, donde K" no es algebraicamente cerrado.
Como K" /& T, por el Teorema XI, TIK"/ U f= .

Por otro lado K" * ! = ¢, para todan > 1y U es no-principal.
Por el Teorema XI, IIK®/ U |= T, es decir, II1K"/ U |= . Absurdo.
Por lo tanto, T no es finitamente axiomatizable.

T no tiene modelos finitos, porque Tgo no los tiene y Teo © T.
Por el Teoremna de Steinitz, T es A-categdrica, para todo A > R,.
Por el teorema de Los-Vaught, T es completa.

Para todan € Nse ticneque p, =xm~ 1+ 1+ ... + 1 { n-veces).
Asf, p, define a {n} en Q*, {n} € D)( Q* ), para todan € N.
Pero, B,'T = D}( Q* ), | Bi'T | > R,. Por el Teorema XII, T no
es Ny-categdrica.

Esto muestra que A-categoricidad no implica que R,-categoricidad,
para ningin A > N,.

7._ Comentarios finales.
Veamos algunas cuestiones que se derivan de los ejemplos anteriores.
Sea A = NR,. 7Existe alguna relacién entre teorfas finitamente axiomatizables
y A-categoricidad? Ninguna. Veamos el por qué de esto.
La teorfa del orden total denso sin extremnos es finitamente axiomatizable
y N,-categdrica, no es A-categdrica, para ningiin A > R,.
T = Cn(Q) es finitamente axiomatizable y no es A-categérica,
para ningiin A = R,.
T = Cn(o,) es finitamente axiomatizable y es A-categdrica, para
todo A = R,.
Existen teorfas que son finitamente axiomatizables y son A-catcgdricas,
para todo A > N, pero no son R,-categdricas.
T = Cn(Z,) no es finitamente axiomatizable y es A-categdrica, para
todo A > N,.
Tcaco no es finitamente axiomatizable y no es R;-categérica pero
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es A-categdrica, para todo A > R,.

Hay teorfas que no son finitamente axiomatizables y no son A-categéricas,
para todo A = ,.

De este modo, no hay relacién entre finitamente axiomatizable y
A-categoricidad.

A manera de informacién adicional tenemos el siguiente resultado que
enlaza cierto tipo de categoricidad con la propiedad de ser finitamente

axiomatizable.
Definicién. Sean L un lenguaje formal y contable y T una teorfa en &l
T es totalmente categdrica < para todo k > N, T es x-categdrica.

Un ejemplo de una teorfa totalmente categdrica es £, el conjunto de
enunciados o, = 3Ix(A | <y % A x;).
El siguiente resultado se debe a Zil'ber, 1980.

Teorema. Sean L un lenguaje formal y contable y T una teorfa en él.
Si T es totalmente categdrica entonces T no es finitamente axiomatizable.O

Asf que 81 T es finitamentes axiomatizable entonces existe un cardinal infinito
en el cual no es categérica. Si tal cardinal infinito es no-numerable entonces

la teorfa T no es categdrica en ninghin cardial infinito no-numerable, por el
Teorema de Morley-Shelah.
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