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RESUMEN:

La modelacién de un acuifero de flujo horizontal, confinado, anisotrépico
y no homogéneo, da lugar a una ecuacién en derivadas parciales del tipo

o Oh ] dh dh
—_ p ) 4= — ) =85=+
Z(renZ)+ 2 (r@ni) =55 0.1)
con ciertas condiciones iniciales y de frontera.
Ahora bien, dada T (z, y) (transmisividad del acuifero) es posible resolver
(0.1) y obtener la solucién h (carga hidraulica) correspondiente. En términos
operacionales esto puede escribirse como

L(T)=~r (0.2)

que se conoce cormo el problema directo.
En la practica. sin embargo, es frecuente conocer ciertas observaciones A
de h y a partir de ellas tratar de obtener 7 tal que

L(T)="h (0.3)

Este es conocido como el problema inverso y va sea debido a errores en
h o a inadecuaciones de (0.1) con el acuifero real en estudio. en general no
tiene solucidn, por lo que es usual estimar T como la T que resuelve

min  F(T).. F(T)=|L(T)- Rl (0.4)

La parte central de esta tesis consiste en resolve- (0.4) de manera estable
pues se trata de un problema de optimizacidn no lineal originado en (0.3) que
es tipicamente mal-planteado a la Hadamard. Se discuten algunas soluciones
cldsicas y se presenta una alternativa, todavia en desarrollo, basada en mul-
tiescala que ha probado adaptarse con éxito a nuestro caso de estudio. Se
dan también resultados computacionales para datos sintéticos y para datos
correspondientes a una regién del acuifero cubano de Ariguanabo.



INTRODUCCION:

El agua subterrdnea constituye un factor muy importante de los recursos
hidriulicos, abasteciendo la industria, la agricultura y a la poblacién para
uso doméstico. Por tal motivo es esencial hacer una correcta administracién
de los sistemas de aguas subterrdneas, en particular de los acuiferos. Esto
significa tomar decisiones en cuanto a la ubicacién de pozos de bombeo y en
cuanto a las cantidades o voliimenes de agua a extraer, evitando un posible
agotamiento del acuifero. Se trata entonces de optimizar la extraccién de
manera que no se rebasen ciertos limites.

De esta manera, se hace necesario el uso de herramientas que permitan
conocer la respuesta de un sistema en explotacién, ante diferentes alternati-
vas; esto es por ejemplo, pronosticar los posibles cambios en los pardametros
de un acuifero como consecuencia de distintos niveles de extraccién o recarga.
En este contexto, resultan de gran ayuda modelos matemadticos que des-
criben el comportamiento de un sistema frente a una alteracién producida
en él.

Uno de los problemas que se plantean los ingenieros hidrdulicos es conocer
el nivel de agua en varios puntos de un acuifero dado. Sucede que en general
la extensién de un acuifero es grande y la construccién de pozos de medicién
¥y bombeo es cara, por lo que sélo se construye una cantidad pequeiia de ellos,
que no resulta suficiente para estimar el comportamiento de todo el sistema.
Para esto se plantea el modelo que describe el flujo de agua en un acuifero
y en el que intervienen, entre otros parametros, la carga hidraulica o altura
de la columna de agua, la transmisividad, el coeficiente de almacenamiento y
otros, cuya discusién se hard en el capitulo 1. Cuando se conocen los valores
de éstos parametros o coeficientes del modelo, se puede calcular la solucién
o respuesta del mismo, que en este caso es la carga hidriulica. Calcular
dicha solucién se conoce también como resolver el problema directo y en
el capitulo 2 se describe uno de los métodos cldsicos que se usan para esto.

Sin embargo, dichos coeficientes son dificiles o caros de medir por lo que
se trata de estimarlos, conociendo mediciones de la carga en ciertos puntos
y €l rango en el que varian los mismos.

El planteamiento anterior deriva en un problema de estimacién de
pardametros o problema inverso, con caracteristicas muy particulares.
Dado que los modelos no siempre reflejan exactamente el comportamiento
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del fenémeno en estudio y que la respuesta conocida del modelo es el re-
sultado de mediciones, o sea que tiene cierto error, estos problemas pueden
no tener solucién. Esto unido a otras caracteristicas que se describen en el
capitulo 3, lo hacen un problema mal planteado.

Como objetivo principal del trabajo, desarrollado en los capitulos 3 ¥
4, esta el planteamiento, la implementacién y experimentacién numeérica de
una alternativa llamada optimizacién multiescala dirigida a la solucién
correcta de problemas mal planteados con caracteristicas como la del que
nos ocupa. Para llevar a cabo esto se estudiaron los métodos de diferencias
finitas para calcular la solucién del modelo, as{ como las técnicas de regu-
larizacién de Tijonov y las de multiescala. Se disefié un problema de
laboratorio que permitiera comprobar el funcionamiento de dichas técnicas,
antes de aplicarlas en un problema real. De igual manera se simulé el e-
rror que generalmente, segin ya mencionamos, presentan los datos de estos
problemas y se trata en el capitulo 4.

Asi se presentan en este trabajo los primeros resultados, obtenidos hasta
ahora usando dicha técnica en la estimacién de parimetros en modelos de
acuiferos, para datos sintéticos y datos reales.



CAPITULO 1

Modelacién Matematica

1.1 Aguas subterrdaneas. Acuiferos. Clasifi-
cacion.

En todos los estudios hidrolégicos, se considera como agua subterrdnea a
aquélla que se encuentra por debajo del nivel de saturacidn, en la llamada
zona de saturacién.

Como se muestra en la Figura 1.1, el agua se filtra por la superficie de
la tierra. se mueve hacia abajo principalmente por efecto de la gravedad, a
través de los intersticios del material rocoso o granular presente y se acu-
mula por encima de una capa impermeable. Las caracteristicas y formas que
toman estas acumulaciones dependen directamente de las propiedades del
material rocoso, por ejemplo sus intersticios, los cuales se agrupan en dos
grandes clases: los originales -creados por procesos geoldgicos en el momento
de formacidén de la roca- y los secundarios -en forma de fisuras desarrolladas
después que la roca fue formada.

En el ambito del agua subterrdnea los acuiferos son las formaciones geo-
légicas mds importantes y por lo tanto las mads estudiadas. Se conoce como
acuifero a una formacién geoldgica con dos caracteristicas fundamentales:




Superficie de la tiesra

Agua subterrfnea 4 "
rd

s J 7 I d 4

7lecho impermeable Y A A 4

Figura 1.1: Localizacién de un acuifero

® contiene agua

® permite el flujo de ésta en cantidades significativas a través de él.

Tipos de acuiferos de acuerdo con su sistema de presién:

1. Confinado: se encuentra localizado entre dos capas de material imper-
meable, una por encima y otra por debajo. La recarga ocurre por flujo

lateral.

2. Artesiano: es un acuifero confinado donde el nivel de presién alcanza
o excede la superficie de la tierra, es decir, si se abre un pozo, el agua

fluye libremente hasta la superficie sin necesidad de bombearla.

3. Freatico o no confinado: es aquél donde la superficie fredatica, también
llamada mesa de agua, constituye su frontera superior. En este caso
la altura piezomsétrica o nivel de presién coincide con la superficie del

agua en el subsuelo.

4. Semiconfinado: es aquél que presenta por encima o por debajo alguna
zona semi-impermeable por donde puede ocurrir fuga o entrada de agua

al mismeo.

[e]]



1.2 Leyes que rigen el movimiento de las
aguas subterraneas.

Como punto de partida se tiene la conocida Ley de Darcy que describe
el flujo de un liquido a través de un medio poroso en una columna vertical
o filtro, indicando que el volumen de agua que fluye por unidad de tiempo
es proporcional al drea y a la diferencia de alturas (entrada-salida) e inver-
samente proporcional a la longitud recorrida. En general se escribe de la

siguiente manera:

o= I\A(hLl h2) (1.1)
donde
@ = volumen de agua que fluye por unidad de tiempo (m3/s)
Ah = diferencia entre los niveles de agua, A A = A; ~ ha (m)
I, = longitud lineal de recorrido del flujo (m)
A = seccidn transversal de drea (m?@)
K = conductividad hidraulica (m/s) (véase mas adelante)

Si se denomina § = @/A como el volumen de agua fluyendo por unidad
de tiempo a través de una seccién transversal de drea normal a la direccién
de flujo y a J = (A — h2) /L como gradiente hidrdulico, podemos escribir

(1.1) como
g=RJ (1.2)
Yy si en general el lujo se describe en tres dimensiones entonces g, que indica
la velocidad del flujo, sera un vector tridimensional. al igual que el gradiente

hidraulico, o sea
(1.3)

7=9(z,y,=)
En términos generales. el flujo en los acuiferos es predominantemente
horizontal, de modo que al suponer que las superficies equipotenciales son

verticales [3) entonces
(1.4)

Ademads de la ley de Darcy, que expresa la cinemaidtica del flujo, debe
considerarse la ley de conservacién de masa o de continuidad. Si

g =7g(z,y)

§=79g,e1 +§,e2 + q.ea (1.5)
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es el vector velocidad y p@ el flujo de masa por unidad de irea, la variacién

espacial de esta propiedad es igual a la rapidez de variacién de la masa de

agua np por unidad de volumen, es decir
__ O(np)

VAT = =5 (1.6)

La variable n es la porosidad del medio pues, en efecto, no todo el volurmen

unitario contiene agua, solamente los poros o intersticios. Sustituyendo § y

aplicando el operador gradiente

909, , 9Pq, |, Opg, _ 3 (np)
8z + Ay + 8=z = Ot (.7
Si la densidad del flujo p se supone constante , entonces
G 1
%3, , 93, , 93. _ 19(np) (1.8)

Oz Ay oz p ot
Al introducir los médulos de elasticidad del agua y del medio poroso y

expresarlos en términos de la variacién de la carga de hidrdulica - A -, el
segundo término de la ecuacién (1.7) puede reescribirse como :
138 (np) Oh
= = S,—+ .
p Ot ot (1-9)

donde S, es el llamado coeficiente de almacenamiento especifico.
Por otro lado, de acuerdo con la ley de Darcy, las componentes de veloci-
dad del lujo se expresan como
. . Oh _ . Oh Oh
= .K:J;- = :5;, qy = ,{y.,y = I\ya, q- = [\ J— = I\ga (1.10)

Tales expresiones se sustituyen a su vez en la ecuacién (1.8) y con (1.9)
obtener finalmente
o . Oh . Ok 3 . Ok - Bk
— (A ——) + ([“'ay) 5= (A a-) S5y (1.11)

que se trata de una ecuacién general, con la carga hidraulica o altura piezo-
métrica A como inica incégnita, la cual toma en cuenta simultineamente
las leyes de cantidad de movimiento (Ley de Darcy) y de conservacién de
masa (continuidad) del flujo de agua subterranea y es vilida para cualquier

condicién y tipo de acuifero.



1.3 Conceptos geofisicos fundamentales.

Las propiedades generales de un acuifero para transmitir, almacenar y

retener agua se definen mediante determinados parametros como conduc-
tividad, transmisividad y otros.

e Conductividad hidriulica: es una magnitud escalar que se denota K,
usualmente expresada en metros/dia, que indica la facilidad con la
cual un fluido es transportado a través de los intersticios de un medio

poroso, resultando una propiedad combinada del medio y del fluido.
Su expresién es

. _ kpg
K = — . 1.12
P ( )
donde
g = aceleracién de la gravedad (m/s?)
k = permeabilidad del medio poroso (m?)
p = densidad del fluido (Kg/m?3)
“ =

viscosidad del fluido (Kg/m.s)

e Transmisividad: cuando el flujo de agua en un acuifero es esencialmente
horizontal, la transmisividad, que se denota T, indica la facilidad del
acuifero para dejar pasar el agua a través de su espesor. Es el producto
de la conductividad hidrdulica por el espesor b del acuifero y usualmente
se expresa en (m?/dia)

T = Kb (1.13)

Como ni & ni K son siempre constantes, entonces se considera T =
T (x,y).

e Coeficiente de almacenamiento: indica la relacién entre los cambios en
la cantidad de agua almacenada en el acuifero y los correspondientes
cambios en las elevaciones de la carga hidrdulica, y se denota S. En
acuiferos confinados esta definido como el volumen de agua extraida o

afiadida al acuifero por unidad horizontal de irea. Es adimensional y
su expresién es

AV,

S=3IA&nh (1.14)



donde

AV, = variacién del volumen de agua
A = unidad horizontal de drea
Ah = variacidén de la carga hidrdulica

Ahora bien, igual que se clasifican los acuiferos como se vié anterior-
mente, también se dividen en grupos segiin las caracteristicas del medio y
del fluido, lo que produce ecuaciones del tipo anterior pero con determinadas

particularidades.

Clasificacién del medio poroso:

® Anisotrdpico: cuando determinada propiedad del medio varia con res-
pecto a la direccién, esto es, de manera espacial.

e Isotrépico: cuando determinada propiedad es independiente de la di-
reccién, por ejemplo cuando el flujo de agua ocurre de igual manera en

cualquier direccién.
o Homogéneo: cuando determinada propiedad es constante para todo el
acuifero.

e No homogéneo: si la propiedad cambia con la posicidn.

En particular interesan estas clasificaciones con respecto a la propiedad de
permeabilidad o conductividad en acuiferos confinados.

Supdngase que un acuifero confinado tiene un espesor &, constante y
ademds que el medio esti expuesto a una variacién de sus volimenes de
agua por efecto de recargas (flujo fuente) o extracciones (flujo sumidero)
Entonces, la ecuacién (1.11) nos lleva a la forma general para acuiferos

confinados :

a Ak Sk Bh
=az)"' "ay)+ (T >+R P=S5% (1.15)

donde 7> = Kb, Ty = Ky,by T. = K.b son las transmisividades en las
tres direcciones cartesianas (m2?/dia) ; R y P, los voliimenes de recarga y

9



extraccién por unidad de drea (m/dia) ; y S§ = S,b el coeficiente de almace-
namiento (adimensional).

Si se tratara de un medio homogéneo e isotrépico, se tendria

T(V*h)+R—P = s%% (1.16)

Cuando el flujo es estacionario y no hay variaciones temporales de la carga
hidriulica, €l segundo término se hace cero. Ademais, cuando no hay cambios

por recarga o extraccidn, el problema se reduce a la ecuacién de Laplace y
desaparecen todos los coeficientes

T?h=0 (1.17)

Por otra parte, ademas de la ecuacién que describe el flujo en un acuifero,
las condiciones iniciales y de frontera juegan un papel fundamental en la
modelacién correcta de cualquier fenémeno fisico. Si Q es la regién que
abarca el acuifero, o sea sobre la que se resuelve (1.15), y &€ su frontera, se
vera entonces la forma general en que se presentan dichas condiciones en los
problemas de flujo y almacenamiento de agua subterrianea.

e Condicién inicial:

h(z,y,2,0) =g (z,y, z) conocida , z,y,z € Q ‘(1.18)
e Condicjones de frontera. Pueden ser:
a) De Dirichlet
h = fi(z,y,z=,t) en 9Q (1.19)

es decir, se conoce la carga hidraulica y su variacién temporal en la frontera
del acuifero.

b) De Neumann
qg= fa(z,y,z,t) en 30

10



o sea se conoce la velocidad del flujo (gasto caudal o variacién temporal
del volumen por unidad de drea) en la frontera.

c) De tercer género (combinacién lineal de las dos anteriores)

Como se observa todas las ecuaciones planteadas estan consideradas en
tres dimensiones. Sin embargo, debido a la geometria de la mayor parte de los
acuiferos sucede que el grosor o espesor del mismo es relativamente pequeiio
en relacién con su extensién horizontal, por lo que es posible simplificar el
modelo.

Esto significa que el flujo en el acuifero es, en cualquier punto, esen-
cialmente horizontal, de donde surge el términoc flujo tipo acuifero, es de-
cir, se desprecia la componente vertical. Dicha propiedad es estrictamente
cierta para acuiferos confinados, isotrépicos y homogéneos de grosor cons-
tante, aunque se supone como valida cuando se modela el lujo en otro tipo
de acuiferos, o con variaciones en (z,y) de sus coeficientes. Cuando la
geometria de un acuifero permite suponer flujo horizontal, se simplifica el
modelo matemadtico al tener en cuenta sélo dos variables espaciales; sucede
también que el error introducido por aceptar esta condicién es pequeiio en
la mayoria de los casos de interés prdactico. Una de las regiones donde no
se puede considerar este tipo de flujo es en la vecindad de los pozos de ex-
traccién, en cuyo caso el anailisis se reduce normalmente a la variacién del
fenémeno en las direcciones (z, z), suponiendo que hay isotropia en la di-
reccién y (suposicién frecuente en el estudio de la hidrdulica de pozos). Sin
embargo no es de nuestro interés profundizar en este aspecto. En este tra-
bajo se trata con el modelo que resulta de suponer flujo horizontal en un
acuifero confinado, no homogéneo v anisotrépico en presencia de condiciones

iniciales y de frontera de tal modo que

(T(z,J) ) +2 (T(z v a") -s% 0 (1.20)

donde Q@ = P — R representa el volumen neto de extraccién menos recarga
vertical; con este término se procura la conservacién de masa, aunque su

11



efecto no es considerado en la dindmica del fluido. Las condiciones (1.18) y
(1.19) se plantean de la siguiente forma:

condicién inicial h(z,¥,0) = ho(z,¥) z,y €N
condiones de frontera h(z,y,t) = cte en AN
condiciones de frontera g(z,¥y,t) = cte en N

En el capitulo siguiente se tratari la solucién del mismo (problema di-
recto) y del problema inverso que surge al no conocer el coeficiente de trans-
misividad.



CAPITULO 2

Problemas centrales.

2.1 Problema directo

Como se ha visto, el modelo de agua subterrinea (1.20) presentado en el
capitulo anterior estd dado por una ecuacién diferencial en derivadas parciales
de tipo parabdlico, con condiciones iniciales y de frontera.

Suponiendo que se conocen los coeficientes T', S y @, el problerna directo
consiste en obtener la funcién A (z,t) que satisface la ecuacidn, misma que
se sabe estd bien definida por la presencia de las condiciones mencionadas.
Esto, haciendo uso de la notacién operacional puede escribirse como

L(T,5,Q)=h (2.1)

Interesa aqui el cidlculo de soluciones numéricas y a continuacién se pre-
sentan los elementos fundamentales de uno de los métodos cldsicos para obte-
nerlas, el de diferencias finitas. Este método consiste en lo siguiente: la regién
de variacién continua de las variables z, t se sustituye por un conjunto finito
de puntos (nodos), llamado red, por lo que las funciones que intervienen en
la ecuacién se consideran de argumento discreto, definidas en los nodos de la
red; en consecuencia, las derivadas se sustituyen por cocientes de diferencias
y en lugar de la ecuacidén diferencial se trabaja con un sistema de ecuaciones
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algebraicas. De la misma manera se procede con las condiciones iniciales y
de frontera.

2.1.1 Esquemas en diferencias

Se analizara brevemente el caso mas sencillo de ecuacién parabdlica que
corresponde a tomar en el modelo (1.20) : = h(z,t) ,S=1,T=T(z) =

1, y@=0.
Si se usa la notacidén siguiente
_ OBh _ &h
ne=2t, h.=ZTh (2.2)
Y
At (z) = h(x,t) (2.3)
se tendrd entonces
he = hos (2.4)
h(z,0) = h®°(z) O0<z<1
h(0,t) = O o<t<t,
A(l,t)= © o<t<t,

El dominio o regién donde se quiere calcular la solucién es © = [0,1] x
[0,t/] y el primer paso es discretizar 2 como se ve en la Figura 2.1.

Sea Nz el nimero de subintervalos en los que se desea dividir el intervalo
[0,1] ¥ NVt el niimero de subintervalos en los que se desea dividir el intervalo

[0,%/] , entonces si

Az = g incrementoen
t .
At = £ incrementoen t

los puntos de la red serin de la forma (z:,t;) , donde
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[J] Bx b%s

1
Figura 2.1: Regién discretizada

;= 1Arx 1=0,1,:---,Nz
t;= jAt ;=0,1,---,Nt
y al valor de la solucién A del problema (2.4) en un punto (z;.t;) de la red

se denotara como
hi = h(zi,t5) (2.5)
Esquema explicito.

Al aproximar A, usando diferencias del tipo

h(zitivr) — h(zi t5)

o, =0,1,---,Nz, j=0,1,---,Nt

(2.6)

he (ziy t5) =

llamadas di ferencias hacia adelante y aproximar h., usando diferencias del
tipo
h(zigrs t_,') — 2h (I.‘,tj) + h(xi—1,1t;)

s 2.7)

hoz (i, t;) =

llamadas segundas diferencias centradas, se obtiene, sustituyvendo en (2.4),
el siguiente esquema en diferencias, llamado Ezplicito, que constituye la
expresién discretizada de dicho problema

s

AT _ i = (AA—:)Z (h{f+l —2hd 4 h{_l) (2.8)

con




ho
g

= h°(zs) i=0,1,---,Nz
= h{,=0 7=0,1,---,Nt

Un aspecto muy importante a considerar en cuanto a la robustez de un
método numeérico es la propiedad de estabilidad. Veamos esto.

Sea A} el vector solucién en el paso de tiempo 72, obtenido usando (2.8)
con h? como valor inicial y sea p? el vector solucién en el paso de tiempo n,
obtenido usando (2.8) con p? como valor inicial, con h? # p?. Se dice que el
esquema dado por (2.8) es estable en la norma [[.]| si existe una constante
M tal que

Nar — pril < M |A2 — P2

En [20] se muestran algunos resultados numéricos obtenidos al aplicar
este esquema y se observa que dependen criticamente del valor de

At
(az)?
es decir, de la relacién entre el tamaifo del paso por el tiempo y el tamaiio
del paso en el espacio. Haciendo uso de las series de Fourier para expresar la
solucién exacta de la ecuacién diferencial y de la solucién de la ecuacién en
diferencias, se analiza el error de truncamiento de dicho esquema y se llega
a que (2.8) es estable si

v =

(2.9)

v <

[N

e inestable si ocurre lo contario. En la Figura 2.2a se muestran los puntos
de la red que intervienen en este esquema, lo cual nos permite observar que
basta con sustituir el valor conocido de & en la capa de tiempo j para obtener
el de la capa j + 1, pero la condicién de estabilidad es bastante restrictiva ya
que se necesitaria dar muchos pasos en el tiempo, esto es At muy pequeiia, si
se desea mejorar la aproximacién de una solucién disminuyendo Axz. Por este
motivo se han desarrollado otros esquemas que no presenten esta dificultad
y que describimos a continuacidn.
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Figura 2.2: a) Esquema explicito b) Esquema implicito

Esquema implicito.

Otra forma surge cuando se aproxima h., también usando segundas dife-
rencias centradas correspondiente a la capa de tiempo j -+ 1, y aproximando
h: con diferencias del tipo

h(zits) A':("'t"‘) i=0,1,---,Nz, j=0,1,---,Nt

(2.10)
llamadas di ferencias hacia atrds. Se obtiene el siguiente esquema llamado
Implicito el cual es incondicionalmente estable, esto es, no se tiene una res-
triccidn del tipo (2.9).

ke (xi, t;) =

BT = A it (R - 2RI ) (2.11)

h? = A%(zy) i=0,1,---,Nz
hl= hi,=0 7=01,---,NVt

En la Figura 2.2b se muestran los puntos de la red que intervienen en
este esquema.

Como se ve, aplicar el esquema explicito significa sustituir directamen-
te en (2.8), mientras que el implicito no funciona asi, pues para obtener
la solucién de la ecuacién hay que resolver un sistema de ecuaciones lineal
y tridiagonal. La matriz de este sistema es de diagonal predominante lo
que asegura la estabilidad numérica del algoritmo de Thomas [20], utilizado
generalmente para resolver dicho sistema.

La importancia del esquema implicito estd dada por el hecho de que el
paso por el tiempo puede ser mucho mas grande que el paso por el espacio,
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L} x’

Figura 2.3: Esquema dependiente de un pardmetro

sin que esto signifique inestabilidad en el proceso de cédlculo de la solucién
de (2.3). Esto hace que dicho método sea muy usado a pesar de que en la
medida en que la red se haga mas fina, aumenta considerablemente el orden

del sistema de ecuaciones ya mencionado.

2.1.2 Esquemas dependientes de un parametro.

De lo anterior, resulta natural proponer una combinacion de ambos es-
quernas de manera que no se presenten condiciones de estabilidad demasiado
restrictivas y al mismo tiempo el proceso no se haga muy complicado. Una
forma es usando seis puntos de la red para cada aproximacién como se ve en
la Figura 2.3, obteniendo la siguiente familia de esquemas dependientes del

pardmetro 8, (0 <6 < 1)

A a0 (A 2407 N + (A= 0) (Bl — 26+ AT) 12)

At - (Az)? (2.12
la que incluye como casos particulares el explicito (0 = 0) y el implicito
(6@ = 1). Como se mencioné anteriormente, usando analisis de Fourier, se
demuestran en [20] las siguientes condiciones necesarias y suficientes para

garantizar la estabilidad de (2.12) con distintos valores de 9:

e Si 0 < 0 < %, se cumple que (2.12) es estable si y sélo si v <

11— 28)~1.
e Sil < 8 <1, se cumple que (2.12) es estable para todo valor de v.
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Al analizar el error de truncamiento, usando desarrollo en serie de Tay-
lor, se ve en [20] que para 8§ = 1 se obtiene un mejor orden de aproximacién
de la solucidn que con cualquier otro valor. Esto dié lugar al conocido es-
quema de Crank-Nicolson (CN), aplicado por estos autores con resultados
muy satisfactorios, y que resulta de usar (2.12) con ese valor de 6.

Sucede entonces que cuando se intenta aplicar estos esquemas - por ejem-
plo el de (C-N)- a problemas en dos dimensiones espaciales como el que
nos ocupa, éstos se hacen computacionalmente muy laboriosos y se desarro-
llan esquemas que aprovechan la eficiencia de los métodos implicitos en una
dimensién. Uno de ellos es el:

Meétodo Implicito de Direcciones Alternadas.

La idea central de éste es considerar la red

W= {(z:,t;) , z:i=iAz,i=0,1,---,Nz,y; =jAt, j=0,1,---,Ny}

(2.13)
como un conjunto de nodos a lo largo de las filas j = 0,1,.---, Nt o como
un conjunto de nodos a lo largo de las columnas i = 0,1,.--, Nz, entonces

en cada fila (columna) se resuelve un sistema tridiagonal manteniendo fijo a
7 (7). Esto es equivalente a aplicar el esquema implicito en una dimensién
espacial y no en ambas al mismo tiempo.

Una variante de este método es la desarrollada por Peaceman y Rachford
([20}) motivada por el esquema de C-N y que denotando A; = k (Z:, ¥, tn),
se plantea del siguiente modo:

1 At n n 1 At . .
R =g rayy (B — 2RI+ ATEN) — g iy (R — 2hES 4 ARRL) +
(At)? 1 1 1 n41 n+1
— o (APEY, — 2RM - R2EY) (AP — 2RPTY 4 RIRY) =
4 (Az)(Ay)® VP i ) ( +1.J i 1.
n 1 At n 1 " .
Rt 3 TAsY (RRjer — 2R%,; +AT,00) + 5 (A )_ (AP — 287; + BT, ;) +
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(Ar)? . )
I(—Az_)’_l(—A-y—)i (h Ti+1 — 2hT; + AT _1—1) (h,+‘ i — 2hT; + h‘-_l'j) (2-14)

Usando una capa intermedia de tiempo se puede escribir el esquema an-
terior de forma mas clara, teniendo que

L

-t (hn+L 1 At

Yo T2(ay 2(ayy
(2.15)
y

.

Aml_ 1 At (

1 At I
z A2FL, — 2hpEt 4 A7) = AT (h
VTR )

n+L
a1 18 i1 rh RCYZav (Az) i+1; — 2hi; 7 + hy

(2.16)

Como en (2.15) los elementos del término de la derecha son conocidos

del paso anterior se pueden calcular los h?;* de la capa intermedia sin mayor

problema, y luego se construye el término de la derecha de (2.16) y se obtiene

A?T! en la siguiente capa de tiempo. Es necesario sefialar que cuando se tra-

baja con dos 0 mds dimensiones surge otro problema importante, relacionado

con la complejidad de la regidén en la que se resuelve la ecuacién diferencial

El tratamiento de las condiciones de frontera en estos casos complica un

poco mas el proceso de cdlculo, ver [20], pero no vamos a profundizar en este
aspecto.

Siguiendo entonces el método implicito de direcciones alternadas, el pro-
ceso de solucidén de la ecuacién es mucho mas rapido que si se aplica el método
de C-N tal cual. Esta variante propuesta por Peaceman y Rachford es la que
estd programada en el cédigo que utilizamos para resolver el problema di-

recto {(2.1) y se dan otros detalles al respecto en el capitulo de implementacién
computacional.

T —2hly e +h:'_+1_, = hl;+5 (hm-n 2h7; + AT )-1)

n+d
i=1,7



2.2 Problema inverso

La transmisividad es un pardmetro que fisicamente se puede medir, pero
el proceso para hacerlo implica la construccion de pozos especificarmente para
eso y la interrupcién de operaciones de bombeo en todas las zonas aledafnas
al punto donde se va a medir. Esto lo hace muy costoso y por tanto casi
imposible contar con esos valores. Por este motivo es usual que en el estudio
del flujo y almacenamiento de agua en un acuifero no se conozcan los valores
de los coeficientes T, § y ocasionalmente @ sino observaciones - A - de la
carga hidrdulica, que si se puede medir en los pozos de bombeo sin gran
complicacién. Asi lo que sucede es que se conoce la solucién de (1.20) en
algunos puntos de la regién 2. Si se considera el caso S =1 y Q = 0, se
tiene el siguiente problema:

Dada A, determinar T, tal que

L(T)=h (2.17)

que se conoce como problema inversoy constituye el tema central de nuestro
trabajo.
Como en general & tiene algiin error o bien el modelo (1.20) no correspon-

de exactamente con el fenémeno fisico en estudio, resulta que (2.17) podria

no tener solucién. Una alternativa usual en este caso es estimar T como el

valor de T' que resuelve

min  F(T) , F(T) = |z(T) - &|* (2.18)

Planteado asi, la ecuacién (2.17) se traduce en un problema de opti-
mizacién con las siguientes caracteristicas :

e Funcién objetivo de minimos cuadrados no lineales.
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® Restricciones de acotacién sobre las variables, dadas por la fisica de
cada aplicacion.

® Crecimiento considerable de la dimensién en la medida en que se haga
mas fina la red W.

Existen varios algoritmos eficientemente implementados, para resolver
diferentes problemas de optirmizacién, de acuerdo con la funcién objetivo,
. sea o no lineal, presente o no restricciones, etcétera. En particular, para
un problema como el que nos ocupa, son muy usados los métodos de op-
timizacién de tipo Quasi-Newton que combinan una estrategia globalmente
convergente con la propiedad de convergencia local cuadréitica del método de
Newton [12].

Se han desarrollado también variantes de tales métodos, para hacerlos
mas eficientes y para ocupar menos memoria durante el procesarniento, sobre
todo cuando la dimensién del problema es muy grande. Una de éstas es la
basada en el método de Memoria Limitada [17], el cual considera ademads
la presencia de cotas sobre las variables, que es nuestro caso; por ello en
la experimentacién computacional de este trabajo se ha usado un software
desarrollado por Zhu y Nocedal de un método Quasi-Newton con memoria
limitada para un problema de gran escala y con restricciones de acotacién,
del cual describimos a continuacién sus caracteristicas mas importantes.

2.2.1 Método de Newton.

El método se desarrolla primeramente para resolver el problema siguiente:

Dada la funcién F :R™ — R™ continuamente diferenciable, encontrar un
punto z* € R™ tal que
F(z*)=0 (2.19)

La idea es trabajar con una aproximacién afin de F en cada iteracién y
generar la sucesién de puntos siguiente:



Dado zo € R®, para £k = 0,1, .. .hasta convergencia
Paso 1 : Resolver el sistema

J(zx) sk = —F (z&) (2.20)

donde J es el jacobiano de F.
Paso 2 :
Ti41 = Ti -+ Sk (2.21)

En [12] se demuestra, con el siguiente resultado, que bajo ciertas condi-
ciones la sucesién {z;} converge a z*, cuadriticamente, si zo esti4 en una
vecindad de z* .

Teorema 2.2.1 Sea F : R* — R" continuamente diferenciable en un
conjunto abierto y convexo D < R®. Sea N (x,r) una vecindad de radio
r con centro en zr. Supdngase que existen r* € R* y r,8 > 0, tales que
N(z*,r) € D, F(z") = 0, J(z")~' existe con "J(z‘)_‘" < B, y que J
cumple la condicién de Lipschitz en N con constante . Entonces existe
€ > 0 tal que V 2o € N (z°,¢€) la sucesién z,,x,, ... generada por (2.21) estd
bien definida, converge a z* y cumple ||zi41 — z°[| < B ||z — z°||-

Ahora, cuando se tiene un problema de optimizacién del tipo

min f(z), f:R*'— R (2.22)

zER™

donde f es dos veces continuamente diferenciable, se sabe que una condicién
necesaria para que z* sea solucién de (2.22) es que V f(z") = 0. Dado que
V f (z) = O resulta ser un sisterna de ecuaciones es natural aplicar las ideas
de Newton que dan lugar al esquema

Dado zp€ R™, para k = 0,1, .. .hasta convergencia
Paso 1 : Resolver el sistema
H (zg) sk = =V f (zx) (2.23)

donde H (zi) = V2f (xk) , es la Hessiana de f .
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Figura 2.4: Regién de descenso
Paso 2 :
Thpr = Tk + Sk (2.24)
De lo anterior, se tiene la misma propiedad de convergencia; sin embargo

la implementacién requiere tener las expresiones para Vf y H y ademads

evaluar éstas para resolver (2.23) en cada iteracién. Todo esto impone severas
restricciones pues, en general :

1. Se depende de una buena aproximacién inicial zy; esto es, no se trata
de un método con convergencia global.

2. Puede no disponerse de Vf y H y ain en caso de tenerlos, su eva-

luacién y la resolucidn del sistema (2.23) en cada paso puede resultar
excesivamente costosa.

En la siguiente subseccién se abordaran tales cuestiones.

2.2.2 Meétodos Quasi-Newton.

Con respecto al problema de la convergencia, la idea basica es determinar en

cada paso una sx que sea de descenso. Geométricamente esto puede verse en
la zona sombreada de la Figura 2.1.

De aqui, cualquier di¢ que satisfaga

VT f(ze)dx < O (2.25)
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es una direccién que permitird cumplir
f(.'L‘k + /\dk) << f(-Zk) (2.26)

para un cierto A > 0 .

Una vez determinado el valor de A , digamos Ax , un esquema general es

hacer
Trpr = Tk + Aadi (2.27)

Es importante notar que la direccién de Newton puede escribirse en
funcién de la matriz inversa, H. !, de la hessiana H:

Sk = —H;‘Vf (zx), Hi = H () (2.28)
sera de descenso si satisface
VTf(zk)se = —VTf(z2) HT'V f (22) < O (2.29)

y esto implica el que H; ' o H; sea definida positiva.

La idea general de los métodos Quasi-Newton se sustenta en buscar es-
trategias que no estén sujetas a la eleccién de un zp necesariamente cercano
al minimo z* de f y que al mismo tiempo busquen conservar la propiedad

de convergencia de Newton en una vecindad de =~ .
Continuando en este orden de ideas, una propuesta es :

Dada zi, determinar di como
sk (direccién de Newton) si H es definida positiva
di =

—~HIIV f (zx) en otro caso
donde

H, = Hp + wxl .,y pi elegida de tal forma que H.>0
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Figura 2.%: Calculo del nuevo punto

A esta eleccién de di se le conoce como direccién Quasi-Newton.

Una vez fijada la direccién di, la cuestién consiste en determinar la co-
rrespondiente A; en (2.27) de tal forma que el nuevo punto resulte aceptable
como nueva aproximacién de z°, como se puede apreciar en la Figura 2.5.

Resulta natural, en principio, pensar en la condicién

Fzap1) < F(ze) (2.30)

sin embargo, pueden darse ejemplos [12] en los que se muestra que ésta no
es suficiente. Un esquema general para nuestros propdsitos es el siguiente :

Dadas zx y di de descenso
® Calcular A, que satisfaga

F(ze + Xiedi) < F(zk) + aAVT f(zk) di, &« € (0,1) (2-31)

VT F(zk + Aedi) die = BV f (zi) dic, B € (e, 1) (2.32)

® Hacer zi41 = Tk + Aeds.
Las condiciones dadas en (2.31) y (2.32) estin basadas en Armijo y Gold-
stein y tomadas conjuntamente establecen un equilibrio entre la magnitud del

descenso en f de zi41 @ Tk Y ||Te4+1 — k)], En [12], Wolfe prueba que, dada
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Zi € R™ y di de descenso, es posible determinar A, de tal forma que la ite-
racién T4 = Te + Axdi satisfaga las propiedades (2.31) y (2.32). Ademas
se prueba el siguiente teorema:

Teorema 2.2.2: Sea f : R — R continuamente diferenciable en R", y
supéngase que existe v > 0 tal que
V() —Vr(z)l; <vlly—=<zll;, paraz,ye R"
Entonces dado cualquier zg € R™, f no esti acotada inferiormente o existe

una sucesion {z;} que satisface (2.31) y (2.32). También se cumple una de

las siguientes propiedades
Vif(ze)de <0

Vf(xzx) =0 y di = 0 para cada k > 0, donde di = k41 — T

Ademads, para toda sucesién como esa, se cumple que:
o Vf(xzk) =0, para algiin £ > 0, o

® limi oo f(xk) = 00, 0

. v q,
o limg oo _lﬂ%tﬁlzL!' = 0.

Dennis y Moré, con el siguiente teorema, prueban ademds un resultado
en el que se garantiza convergencia superlineal.

Teorema 2.2.3: Sea f: R* — R dos veces continuamente en un conjunto
convexo abierto D, y supéngase que V2 f cumple la condicién de Lipschitz
en D con parametro . Considere uhna sucesién {zi;} generada por (2.27),
donde VT f (zx)de < 0 Vk y el \; seleccionado satisface (2.31) y (2.32). Si
{zx} converge a un punto z* € D para el cual V?f (z°) es definida positiva,

y si

livn UFF (20) + V2 (@) dell, _
e [EAIN

entonces existe un indice ko > 0 tal que Yk > kg, es permisible tomar A = 1.
Ademds Vf(z*) = 0, y si Ax = 1 Vk > ko, entonces {z;} converge a z~

g-superlinealmente.
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En resumen, si se tiene f acotada inferiormente, entonces la sucesién {z:}
generada con las condiciones

1. angulo (di, V f (z4)) > 90°
2. f(zk + Mdi) < f(zx) + aAVT f(zx) di, @ € (0,1)
3. VT f(zx + Medi) di = BVTf (2x)di, B € (o, 1)

satisfard
lizm Vf (@) =0

Mas aun, si el algoritmo en cuestidén intenta siempre como primera opcién
tomar la direccién de Newton o la de Quasi-Newton para cada iteracién, en-
tonces la sucesién generada converge ¢-cuadrdticamente o g-superlinealmente
a z* si ri; estd suficientemente cerca de z* y se satisfacen las condiciones de
convergencia local de Newton o Quasi-Newton respectivamente.

Respecto al punto 2, en buen nimero de casos se da la necesidad de
encontrar buenas aproximaciones de H dado el caso de que no se tenga su
expresién analitica o que su evaluacidn resulte muy cara.

Primeramente debemos analizar las ideas surgidas al estudiar el caso
(2.19) . Una de ellas se basa en aproximar J(zx4+1) en (2.20) usando so-
lamente informacién de la iteracién anterior , siguiendo las ideas del método
de la secante en una dimensién (n = 1) . Esto derivd en el método de Broy-
den, descrito en [12], que propone tomar

(ve — Jese) sT

= = 2.
Jepr = Ji + STsx (2.33)
donde Ji = J (k) s YUk = F (ze41) — F(zx) . Sk = Ti41 — Tk. Al incorpo-

rarlo a (2.20) y (2.21) se tiene
Dados zp € R", Jo € R™**"

Para k£ = 0, 1, .. .hasta convergencia
Resolver J(zx) se = —F (zx)

28




Tr41 = Tk + Sk
Y& = F (Tiq1) —f(zk‘)
Jipr = Jx + (Vk:z::k)ll
Se puede demostrar que esta variante del método de Newton tiene con-
vergencia q-superlineal [12].

Al extender esto al problema de optimizacién (2.22) se presentan dos
inconvenientes si se trata de usar (2.33) para aproximar M4+, como

(yx — Hise) s (2.34)

Hiyy = Hie + =
Sx Sk

pues puede suceder que Hi4; no sea ni simétrica ni definida positiva,
aunque H; lo sea. En este caso yx = gk4+1 — gk, donde gx = V f (z4).

La simetria es una caracteristica propia de toda matriz Hessiana y ya
vimos la importancia que tiene que sea definida positiva , por lo que se han
hecho variaciones sobre (2.34) para lograr que si H; es simétrica y definida
positiva, Hiy1 también lo sea , asegurando asi que si se parte de una Hp

inicial con esas propiedades, éstas se mantengan en cada iteracién.
Con ese objetivo trabajaron Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno y des-
cubrieron, independientemente cada uno, la conocida férmula para aproximar

Hiypy

vyl  HisisTHa 5 .
- — . - (2.35)
Yi Sk sip Hise

conocida como la actualizacién BFGS, vista también en [12].
Si nos fijamos en (2.28), vemos que se puede usar también la correspon-

diente actualizacién de la inversa de Hi4,, la que se puede obtener a partir
de (2.35) como se ve en [12]. Denotemos como M4, a dicha aproximacién
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de la inversa de la hessiana en la iteracién k£ + 1. Nétese que no es nece-
sario formar esta matriz explicitamente, sino hacer el producto Hg41gx me-
diante una sucesién de productos interiores entre gx y los vectores s; , y; para
t=0,1,...,k . Veamos esto con mas detalle.

Como aparece en [21] Hi4y se puede escribir en forma producto de la
siguiente manera: ~ _

Hk+l = ‘/,:HkV," “+ pksksi (2.36)

donde
_ 1

Yisk’

Sin embargo, esto genera un problema serio cuando la dimensién del
problema es muy grande ya que en la k-ésima iteracién se necesita tener
almacenados 2k vectores de R™ para aplicar (2.36). Con el fin entonces
de trabajar estos métodos buscando ahorro de memoria se han desarrollado
los llamados de memoria limitada. Estos son del tipo Quasi-Newton con la
variante de que se fija de entrada una cota para la cantidad de pares de
vectores s; , y; que se van a considerar en las actualizaciones.

P Vi = I — prywsi (2.37)

Sea m << n el nimero miximo de estos pares que se van a almacenar.
Entonces, mientras k 4+ 1 < m no hay ningin cambio en (2.36), lo cual se
ve mejor si desarrollamos la forma producto

Hiyy = VEVE - - ViHoVo--- Vi, Vi
+ViE - VifpososbVi - - Vi
+WVEVE 1 pr—zsk—2si Vi1 Vi
+pk8ks;‘.

Cuando k 4+ 1 > m se desecha la informacién de sg y yg ¥y se guarda en su
lugar la de sx4+1 ¥ Yk+1 , Y asi sucesivamente se va eliminando la informacién
mads vieja y se dejan los m pares de vectores previos a la iteracién actual. La
forma producto queda como sigue

Hieen = WV - Vi i HoViemir - Ve Vi
+ViE e Vi 2Ph—ma1 Skem1 Sk Vi—ma2 - Vi

+Vidpr—1sk-185_ Vi
+prsesk.
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Como se ve es muy importante la seleccién de la aproximacién inicial Hp.
En muchos casos se usa la matriz identidad y en otros ciertos escalamientos
de la matriz identidad, pero no entraremos a especificar mas en esta direccidn.

El problema de optimizacién que se requiere resolver en este trabajo puede
llegar a ser de gran dimensién pero ademads, como ya hemos mencionado, pre-
senta restricciones sobre las variables (parametros). Incorporar en un cédigo
de optimizacién la posibilidad de considerar restricciones en los problemas
es algo bastante complicado y muy delicado por lo que decidimos utilizar la
rutina LBFGSB [28] para nuestro caso. Este programa es uno de los mas
robustos y eficientes con que se cuenta en esta area de trabajo y esta disefiado
precisamente para resolver problemas de optimizacidn no lineal con restric-
ciones de acotacién, como las del tipo que aqui se presentan. Las ideas de

memoria limitada, antes descritas y que se usan en dicha rutina, se pueden
encontrar en [17].

Cuando se supone que las observaciones k no tienen errores, este algoritmo
resuelve el problema (2.18) correctamente. Algunos ejemplos numeéricos de
esto se muestran en el capitulo 4 para un ejemplo de laboratorio. Pero cuando
hay perturbaciones § en k , como es usual que suceda por ser mediciones reales
de campo, entonces la solucién que nos devuelve LBFGSB para el problema

min  F(T) = | L(T) - R (2.38)

puede estar muy lejos de ser la correcta, es decir, no resulta suficiente aplicar
este algoritmo solamente para resolverlo. Esto iltimo estd relacionado con
las caracteristicas de mal planteamiento del problema (2.17). En el préximo
capitulo haremos un estudio de su comportamiento.
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CAPITULO 3

Mal planteamiento del
problema inverso y
alternativas de solucién.

Hemos ya establecido que para nuestro problema inverso: calcular T , tal

que

L(T) =" (3.1)

donde L (T) significa -como ya se ha dicho- resolver el problema directo con

coeficiente 7', una via de solucidén es calcular la T que resuelve

min [ Z(T) - A (3.2)

Para varios autores esto es conocido como el problema de identi ficacién de
parametros por el criterio de error de salida (output error criterion) .

Ahora bien, en la practica puede tenerse que

1.

No exista T solucién de (3.2) .

. Multiplicidad de la solucidn, en caso de que exista.

- Aun suponiendo existencia y unicidad, es posible que T no dependa

continuamente de A .
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Esto nos dice que en general no es suficiente resolver (3.2) usando algin
método confiable como el descrito en el capitulo anterior, pues a pesar de
ello la posible T= calculada puede estar lejos de la solucién real que estamos
buscando.

A la cuestién de dar una respuesta acerca de la bondad de una solucién
de (3.2) calculada numeéricamente se le conoce como el problema de identifi-
cabilidad de pardmetros a cuyo estudio dedicaremos lo que resta del capitulo.

3.1 Mal planteamiento.

Comenzamos introduciendo algunos conceptos y resultados cldsicos que
se pueden ver en [14], [19],[23] . Sean P y H espacios de Hilbert y

L: P~ H (3.3)
un operador lineal continuo.
Definicién 3.1. Dado A € H, el problema de determinar p € P tal que
Lp)=+h (3.4)
se dice bien planteado, si tiene solucidén unica y ésta depende continuamente
de los datos. En otro caso se dird que es mal planteado.

Por datos consideraremos sélo a A, aunque en un sentido mads general
puede considerarse también a L.

Definicién 3.2. Se dird que p+ es una solucidén generalizada NMoore-
Penrose (M-P) de (3.4), si:

o lla— L)y Sllh =Ly, VYPEP
y

 Si|lh— L(po)lly < IWh — L(Ply, Vp & P entonces |lpollp = 1%l -
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En general, ||.|]l,, denota la norma en el espacio V.

Teorema 3.1. Sea L : P — H lineal y continuo y sea @, la proyeccién
ortogonal de A sobre la cerradura de la imagen de L , /mn (L) . Entonces,
(3.4) tiene solucién generalizada iinica p* si y sdlo si n € I'm(L).

Este resultado se establece directamente al aplicar el teorema de la pro-
yeccién ortogonal a I (L) y N (L) y su importancia en nuestro contexto es
que establece condiciones necesarias y suficientes para la existencia y unicidad
de la solucién de nuestro problema inverso (3.1) en sentido generalizado.

Sea ahora

D (L"") ={he€ H : L(p)=h tiene solucién generalizada M-P}

Almapeo Lt : D (LYY C H — P ,h — p* selellama inverso generalizado
de M-P.de L.

Teorema 3.2. Si L : P — H es lineal y continuo, entonces L* es lineal
y cerrado.

Demostracién: la linealidad se prueba directamente. Para el caso de la
cerradura, sea (&,p) un punto de acumulacién de

G- (£*) ={(r.LT(n)) : e D(L*)}
la grafica de L+. Debemos probar que (k,p) € G. (L*); para ello, sea
{(An, L* (h))} talaue  (hn.L* (ha)) — (h,p)
Como L es continuo se tiene que
{(hn — L (L* (r)))} € Im(L)*
converge a (h — L(p)) € Im (L)Y ; luego , L* (h — L(p)) = 0 , o bien,

L*h = p ; por tanto
(h.p) € G- (L*)

31



Con respecto a la continuidad de L¥ se tiene

Teorema 3.3. Sea L : P — H lineal y continuo. Si Im (L) = Im (L),
entonces L* : H — P es lineal y continuo.

Otro resultado determinante en este sentido es el siguiente:

Teorema 3.4. Si L : P — H es lineal y compacto, entonces, para que
D(L*)y = H y L* : H — P sea continuo es necesario y suficiente que
Im (L) C H sea de dimensidén finita.

Demeostracién: llamemos ¢ : # — Im (L) a la proyeccién ortogonal de
H sobre I'm (L) . Ahora, si L* es continuo, entonces LL* = p |rm) €s
compacto, ¥ © |rm(L) €s compacto si y sélo si Im (L) C H es de dimensién

finita.
]

Podemos ahora en este contexto, reformular los conceptos de bien y mal
planteamiento como sigue

Definicién 3.3. Sea L : P — H lineal. Dado A € H , se dird que el
problema L (p) = h es bien planteado (a la Hadamard), si y sdlo si

LY :D(L*)CH—>P
es continuo. En otro caso, serd mal planteado.

Tenemos pues que si L : P — H es lineal, compacto y Im (L) es de
dimensién infinita, entonces estamos ante un problema mal planteado. Cabe
notar que si L~! (el inverso de L) existe, entonces L+ = L~! sobre D (L™!).
Pasaremos ahora a ver algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Considérese la ecuacién

f"l\’(z,t)f(e)a:g(z) e<z<d (3.5)
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con f,g€ U = Lafa,b]l, K € L3([a,b] % {c,d}) .
(3.5) se conoce como ecuacién de Fredholm de primera clase, y si hacemos
V = L3 {c,d] , podemos reescribirla en la forma operacional

K(fy=g,con K:U—-=V (3.6)
donde

b
K(Nz= [ K(=zt)f(t)dt (3.7
K resulta ser un caso tipico de operador lineal compacto, por lo que (3.6)

es un problema mal planteado ya que A ! no es continuo. Esto se muestra
directamente en [16].

Ejemplo 2. Dada una funcién f (x), calcular su k-ésima derivada u () =
F) (). Este es un problema comin en andlisis numérico y es usual que sélo
se cuente con una tabla de valores Ty de f.

Sin pérdida de generalidad puede suponerse que

OO =0i=1,...,k—1

Del desarrollo de Taylor para f (x) con residuo en forma integral se tiene

F @) = F @D @zt ST (@) 2 (—I:—a—)l)—!-u(a) da
=/:g(:z:,a)u(a)da, o<z<a (3.8)
donde
0 si, > x
g@a) =3 .

=1 si.a<zx
Esto es, u (x) resulta ser la solucién de

a
f glz,a)u(a)da = f(z), 0<z<a
o
que es justamente una ecuacién del tipo Fredholm, vista anteriormente

36



Este ejemplo resulta particularmente importante en nuestro contexto pues
en los problemas de optimizacién aparece de manera natural el cdlculo de
derivadas, como una etapa fundamental en el proceso de solucién.

Con respecto a nuestro problema, si consideramos el caso de estado esta-
cionario y una sola variable espacial, la ecuacién correspondiente puede es-
cribirse como

— (=) k), = g (=), = € [0,1] (3.9)

con condiciones de frontera, por ejemplo de Neumann, dadas.
Si Az (z) # 0 Vx, entonces p(z) estd dada por

P(x) = 5y [P (@ he (@) = [7 g () 5] (3.10)

y resulta ser dnica.

Como se observa, el cdlculo de p (x) depende de la derivada de h (z) que
como vimos anteriormente, es un problema mal planteado. Ademads, si para
alguna regién se tiene h. (z) = 0, resulta que pequefios errores en g pueden
verse amplificados por el factor hx}:) . En [23] se prueba el mal planteamiento
de (3.9). Para el caso de dos variables espaciales y estado no estacionario
no conocemos una demostracién de este tipo; aunque es usual considerarlo
como mal planteado, y en los experimentos numéricos que presentaremos mas
adelante se puede apreciar ese comportamiento.

Los resultados domentados en esta seccidn, en relacién con la existencia
y continuidad del inverso del operador lineal L, se pueden extender segun
Engl[15] al caso en que dicho operador sea no lineal y establecer condiciones
equivalentes a las aqui vistas.

3.2 Regularizacion

Se trata de una de las alternativas mads usuales y mejor estructuradas
para tratar los problemas mal planteados. Su creacién y desarrollo estin
estrechamente ligados al nombre de Tikhonov y en términos generales puede
definirse como la aproximacién de un problema mal planteado por una familia
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de problemas vecinos bien planteados, dependiente de un parimetro. En
nuestro caso, esto equivale a sustituir

. -~n2z
min || Z (p) — &, (3.11)
por, digamos
,min, Ra (p) (3.12)
donde .
Ra(p) = L () — &, + o llp — roll7 (3.13)
con: ’

® a > 0 un parimetro, llamado de regularizacién, estrechamente ligado
al ruido presente en h.

® S, conjunto de parimetros permisibles, denso en P .

® po € P alguna estimacién apriori de p®, solucién de (3.11). Es posible
tomar po = 0.

R, (p) se conoce como funcional regularizante y es posible [9] probar que
existe p, llamada solucién regularizada, la que bajo ciertas hipdtesis resulta
ser continua con respecto a A y ademas, satisface

Pa — P+, a=a(d) -0

siendo & una medida del ruido en A. En el siguiente capitulo se muestran
resultados obtenidos con esta propuesta.
Un esquema general es, tomar

Ra (@) = | L(») =& + aS (n) (3.14)

con o > 0 y S una cierta funcional no negativa, llamada estabilizante, cuyo
objetivo es justamente controlar la sensibilidad de la solucién regularizada
Pa con respecto a las perturbaciones en A . Algunas elecciones frecuentes de
S son:
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1. 5(p) = lipll®
2. S(p) = l|®pli®

donde ® es un operador diferencial, por ejemplo ®p = p’ y las normas se
toman en los espacios correspondientes; con frecuencia L.
En [1) se dan resultados sobre:

e Existencia de solucién p, de
mpin Ra (p)

para el caso S (p) = {|p||? .

e Continuidad de p, con respecto a h .

e Convergencia de p, a p* cuando a — 0 .

En [15] se muestra, adem3s, que si el ruido en h es menor o igual que §,
es posible tomar el paridmetro de regularizacién a = « (§) a-priori como

o (8) = §T5w
con v < 1 para obtener soluciones regularizadas que satisfagan
“P+ — p““ =0 (6'\:2‘4)

En la prictica, las elecciones més usualesson v =% yv=1.

Cabe decir, sin embargo, que la cuestién del cdlculo del pardmetro «
de regularizacién, cuando se desconoce &, es una de las grandes dificultades
que deben resolverse al aplicar esta metodologia en la resolucién de un pro-
blema mal planteado. Aunque existen algunos algoritmos euristicos para el
cdlculo automatico de o, su uso no es siempre exitoso para cualquier tipo de
problema.

Pasaremos para concluir nuestro estudio, a la presentacién de una técnica,
todavia en desarrollo, que podria llegar a ser una herramienta importante en

el tratamiento de problemas mal planteados, ya sea por si misma o ligada
con regularizacién.
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3.3 Optimizacién Multiescala.

Volvamos a nuestro problema en estudio, que consiste en resolver
min  F(T), F(T)=|L(T)— Al (3.15)
donde % es una matriz de observaciones de la funcién A (z,y; t) en ciertos
puntos, digameos, (z;,¥;) € [0,1] x[0,1] , ¢ =0,...,Nz , ;7 = 0,..., Ny .

Esto es, se tiene ~
hi; = h(zi,y;3t) + 85
representa el error de medicidén en (z;, ¥;)

(3.16)

para un cierto tiempo ¢ y donde d;;
. Si hacemos

zi=iAz, i=0,...,Nz; Az= g
yi=Jly, j= Ny Ay = g5
(3.15) se transforma en
min  Fa(Ta), Fa(Ta) = |L(Ta) = half’ (3.17)

donde A es el nivel de discretizacién correspondiente a Axr y Ay.
Estamos ahora en un problema de optimizacién en dimensién finita, y la

cuestién es determinar 7% , con

T =T = TF (zi,y5) (3.18)

solucién generalizada discreta de (3.15).

Consideraremos

T(z,y) € LF(R), R =[a,b]x|c,d] (3.19)

donde R es la regién que se ve en la Figura 3.1, y lo que nos interesa es

conocer 7" (z,y) en los puntos (z;,y,;) de la malla dada en la Figura 3.2
Esto puede interpretarse como, determinar 74 en un subespacio de di-

mensién finita W C L? (R) definido por la discretizacion de i .
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Figura 3.1: Regién rectangular

M| A

A,

L] 1 2 . . Nxc-1

Figura 3.2: Subespacio W
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Se tiene que
dimW = (Nz + 1) = (Ny + 1)
Hagamos dimW = N,, y sea

{w;}Yi=0,1,...,Nz;j =0,1,...,Ny (3.20)

una base de W; de esto resulta

Ta(z,y) =3 ejwij, (2, ¥) &R (3.21)

y entonces resolver (3.17) equivale a determinar la matriz de coeficientes

A= (au) (3.22)

tal que (3.17) alcanza el minimo con respecto a la base (3.20). Es importante
notar que la eleccién de ésta es un punto fino y delicado pues para bases
diferentes pueden obtenerse resultados dramaticamente distintos {10].

Por supuesto, con los elementos dados podria procederse a la estimacién
de TX directamente; sin embargo, lo que se propone es una estrategia distinta,
llamada optimizacidon multiescala, cuya adopcién produce generalmente re-
sultados superiores a los obtenidos al resolver el problema de estimacién de
pardmetros directamente en el subespacio W, segiin mostraremos para nues-
tro problema en el siguiente capitulo. Esta técnica ya ha sido usada para
resolver problemas inversos [7],{11], aunque esta es la primera vez que se usa

para mostrar que se pueden resolver dichos problemas en el caso de errores
en los datos.

3.3.1 Parametrizacién multiescala.

En términos generales, la idea consiste en construir una serie de subespacios
Wo, Wh,...,Wxyge de W, tales que

Wi, CWi y Wyng=1W (3.23)

Una propuesta es partir de un Wy dado por la discretizacién dada en la
Figura 3.3, y proceder por biparticién de cada uno de los rectangulos R;;,
para obtener el correspondiente W), y asi sucesivamente. En general, si se
tiene Wi..; que corresponde a la discretizacidn dada en la Figura 3.4, el paso a
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ROV A1
Roo R0
A =0

Figura 3.3: Espacio Wo

k
- - 2

Figura 3.4: Subespacio Wk-1
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2
kel
2 -

e+ kel
L 1 2 . - - . 2 -t 2

Figura 3.5: Puntos que se agregan para pasar a Wk

Wi se hace agregando a la malla para Wi_, los puntos marcados en negritas,
¥ que se muestran en la Figura 3.5, en la discretizacién correspondiente a
Wi. :

Si llamamos Vi al subespacio generado a partir de estos nuevos puntos
agregados a Wj_,; para llegar a W, tendremos que

Wi = Wi, & Vi s Wi © Wi (3.24)

Se tiene que
dim Wi = (2’°+1 + 1) . (2k+\ + 1)

y como base para este subespacio se propone elegir funciones
Wi, i =1,...,28 1 j=1,...,2¥ 41 (3.25)

continuas y bilineales por pedazos sobre cada uno de los rectingulos Rf; .

Por supuesto, como Wji_; C W;, lo natural para obtener la base (3.25)
es agregar a la de Wi_,, las w;; correspondientes al subespacio Vi. Resulta
facil ver que Vi es un espacio suplementario a Wi_, en Wy, va que:

e Por construccion, se tiene
Vie C Wi
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e Dada TX, € W} , si consideramos que ésta coincide con TX,_, € Wi_,
en todos los puntos de la malla correspondiente a Wi_, y hacemos

vV _ W w
Tae =Tas — Thk

Por construccién se tiene que TX, € Wik, y si TX, se hace cero en

todos los nodos correspondientes a Wi que no estan en Vi , entonces
TX, € Vi, de donde

wo_ oW v
Toh = Tak-r + Ths
con

(3.26)

TX € Wi, y TX € Vi

e Puede probarse sin grandes dificultades que la descomposicién (3.26)
es dnica, y con esto queda mostrado que V} es suplementario de Wj_,
en Wi .

El proceso descrito anteriormente se repite hasta arribar a un subespacio

WxrE, tal que Wiye = W, esto es, se tiene Wo C W, C ... C Wyeg = W y
como Wi = Wi_; & Vi resulta

W= We W

W, = W, Vo =

=W Viol:

W= Wed V& - Vve =W

Asi, B = {w;;} base de W se obtiene como la unidén de las bases de
Wo,Vi,..., Viwg; esto es

B={wk|k=0,1,...,NE ;i=0,1,...,2%  j=o0,1,...,28 }

Existen distintas opciones para la eleccién de B entre las llamadas bases
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tipo multiescala. Por nuestra parte hemos elegido

[F-G-D][r-G-1] si i-1<Fg<i , j-1<t<j

F-G-D][G+1)—3%] s i—1<f<i , j<E<ji+1
wii (T, y) =

[G+n—2][t-G-1] si i<E<i+1l , j—-1<g<j

[G+—f][G+1)—¢] s i<z2<i+1l , j<

A
>
IA
o
+
(=

3.3.2 Proceso de optimizacién con base en multiescala.

Partiendo de lo anterior, la idea consiste en resolver la siguiente coleccién de
problemas

r7x.1in Fa (TAk) s Tar € Wi ,0< k< NE (3.27)
ax

donde, como hemos visto, la dimensién de cada nuevo problema va creciendo,
dado que Wi_; C W, . En términos algoritmicos el procedimiento es el
siguiente:
- Para k = 0, se calcula la solucién TX, de
min Fa (Tao)
Tao
partiendo de una aproximacién inicial
0 . ks &
Ao = (a%),i=0,...,25j=0,...,2

arbitraria, donde, recordemos, T3, = 3 ayw;; .

- Una vez calculada TX,_, . se resuelve el correspondiente
min Fa(Tax) . 1<k<NE
Taow
usando como condicién inicial los af—‘j_l obtenidos como resultado de la
optimizacién k& — 1, mds los correspondientes a Vi de la descomposicién

Wi =Wi_,® Vi
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calculados por interpolacién a partir de T}, _,, pues segin vimos antes
W o__ W v
Tak = Tak—1 — T4

con
TXL_I € Wi, Yy TXk e Vi

Es importante destacar que, dentro del proceso de minimizacién de Fa (Tax)
para cualquier k&, cada vez que se requiere la evaluacién de Fa en una Ta;
dada hay que resolver la ecuacién diferencial que yva vimos que forma parte

del modelo.

En el préximo capitulo se muestran resultados obtenidos con este método,
que son superiores a los obtenidos con optimizacién directa, lo que constituye
una evidencia experimental acerca de aplicar multiescala en un problema

inverso como el tratado aqui.

Existen también algunos estudios, Chavent y Liu[10] por ejemplo, en los
que se analiza multiescala en los siguientes términos:
Dado el modelo eliptico unidimensional

—% (T(z)%) =f(z), =el0,1]

con
A(0)=~Hh(1)=0
y como la solucién depende de T, se define el operador
®: L2(0,1) —» L2(0,1)
Q(T)=~h

o, para el caso discreto,
PaA(Ta) = ha

donde, andlogamente a lo visto antes,

Tha = Z @ie;
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siendo e,, ..., e, una base del subespacio de L2 (0, 1) correspondiente al nivel
de discretizacién 4.
A partir de esto, en [10] se definen los siguientes conceptos:

® Velocidad
v = ‘b'A (Ta) €

que es justamente la derivada de ® A con respecto a los «;, que son
ahora las variables independientes dada la base.

e Aceleracién
a; = ®p (Ta) (& i)

y finalmente

e Radio de curvatura

o = Nlll? (1 < v _a >)“
T el lodl®” Ta:l®

Tomando luego Ta = 1 y f(xz) = 2 se muestra que para un nivel de
discretizacién & dado, la resolucién del problema de optimizacién

Pa (Z": C'ie-') — ha

i=1

2

rglin , aa =loy,...,a.] (3.28)

reporta mejores resultados cuando se toma como {e;}]_, una base multiescala
en vez de una base local.

Por su parte, Liu en [18] tomando T4 = 1 y f(z) = 1 calcula expresiones
para la velocidad y la curvatura de & a partir de

D (T (z) + te(x))

donde

0 ze&(0,t—2A4)
—1 ze€(t—AN,¢)
1 z &€ (L, t+ AD)
(0] zEe(t+AD,1)

e(x) =
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y llega a las siguientes expresiones
2402 (¢ — &
v? —(3-—"’)—, K? =~ 6A~2, cuando A — 0

De esto resulta que a medida que la discretizacién (dada por A) se hace
cada vez mas fina:

e La velocidad decrece, y como ésta mide la variacién de € con respecto
a T, resulta entonces que la funcién objetivo (3.28) es menos sensible
a carnbios en los coeficientes de la representacién de T correspondiente
a escalas finas.

e La curvatura crece (o el radio de curvatura p = 5 disminuye), lo que
se traduce en mayor no linealidad de (3.28) a medida que se tengan
escalas mas finas.

En consecuencia, se sugiere no resolver (3.28) directamente sino con op-
timizacién multiescala, partiendo como se ha propuesto antes, de una escala
cero en la que se espera que el problema sea lo menos no lineal posible, pero
con alta sensibilidad.

Vista de esta manera, multiescala puede interpretarse como un tipo de
regularizacién en donde la funcién regularizada tendria la expresién

[N (ia;e;) — ha * +3°68:> " o

siendo las B; ciertos pesos. Asi, si fuera posible conocer cuales son las a;
mads sensibles, se podria dar mayor peso a estos coeficientes en las primeras
iteraciones de la optimizacién, lo que resultaria en una buena aproximacién a
esos ;. Posteriormente la optimizacién podria calcular los o; m4ds no lineales.
Desde luego no se conocen a priori cuales son los coeficientes sensibles y menos
no lineales, por lo que regularizar de esta forma no es posible en la practica,
y entonces usar mallas multiescala se convierte en un método vilido para
resolver problemas mal planteados de este tipo.

Llevar a cabo un andlisis del estilo propuesto por estos autores para nues-
tro problema (ecuacién parabdlica) en dos dimensiones es una tarea que

queda por hacer.

J(ai; B) =
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CAPITULO 4

Experimentacion y resultados
computacionales.

Como se ha mencionado antes, para llevar a buen término el proceso de
estimar 7T, se propone resolver para cada escala k el siguiente problema de

optimizacién
min  Fa(ZTa.), FalTa) =L (Ta,) — 4l (4.1)
£l
En este caso, evaluar la funcién objetivo del problema de minimos cuadra-
dos (4.1) implica resolver una ecuacién en derivadas parciales, para obtener
la carga en cada punto de la malla. Es decir, para estimar la solucién del
problema inverso, que es nuestro interés, es necesario resolver una gran can-

tidad de veces el modelo (problema directo). Esto hace que el proceso sea
mads costoso aun y se trata, por tanto, de usar programas robustos y rdpidos

en cada etapa.

Para resolver el problema directo

a oh a h Bh
a—I(T(-’E,y)g)'{-%(T(z,wa—y) =S5 +@ (4.2)

con condiciones iniciales y de frontera dadas, se usd una implementacién
de alta precisién del método implicito de direcciones alternadas, mientras
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que para la optimizacién se utilizé el método de Quasi-Newton de memoria
limitada implementado en el cédigo L-BFGSB [28], que contempla la posi-
bilidad de cotas en las variables. Este punto es importante ya que, si bien
es cierto que estamos estimando T -ya que es muy caro obtener su valor por
mediciones-, también es cierto que si se conoce el rango posible en el que
ésta varia, por lo que se introducen restricciones de acotacién en 4.1 segin
el criterio de los expertos. Esta rutina de optimizacién, como muchas de su
estilo, requieren de la expresion de la funcién y del gradiente. En este caso,
dada la complejidad de la funcién a minimizar, se usa una aproximacién del
gradiente por diferencias finitas.

Como herramienta de cdmputo se usé una microcomputadora tipo PC
compatible, y se hicieron cdlculos a partir de datos sintéticos y reales.

4.1 Caso sintético.

Un estudio de este tipo se lleva a cabo en la medida que permite calibrar,
en condiciones en las que el experimentador tiene control de las variables
del proceso. Ahora bien, dado que se trata de calcular T (z, y) conociendo
h, definimos que en el éptimo la transmisividad es una funcién dada por la
siguiente expresién:

T (z,y)=2*+y* +zy+z+y+1 (4.3)

Esto es, partiendo de 7" y tomando § =1, @ = 0 en (4.2), se resolvié

L(T)=~+h (4.4)

para obtener A. El hecho de conocer la solucién T~ nos permite comprobar

si el ajuste es correcto o no.

Hecho esto, el problema inverso consistié en recuperar 7' a partir de esta
h. Los resultados que presentaremos corresponden a la solucién de dicho
problema sobre el cuadrado unitario. Las condiciones de frontera considera-
das fueron las siguientes, que corresponden a la Figura 4.1.
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] R1 m

—>

n
Figura 4.1: Regién R1

escala | intervalos por x e ¥ | nodos
0 2,2 3*3
1 4,4 35
2 8,8 9*9
3 16,16 17*17
4 32,32 33*33

Tabla 4.1: No. de intervalos y de nodos en cada escala para R1
T(0,¥)%2 =0 enl T(z,0)32 =0 en III

h(l,y;t)=1 en Il T(x,1)32 =0 en1V
y como condicién inicial se tomdé A(z,y;0) =1, Vz,y € {0,1] x [0,1].

Para resolver el problema directo fue necesario definir el nivel de dis-
cretizacién en el que se debe resolver la ecuacién diferencial que ahi aparece
0, lo que es lo mismo, definir en cual de las escalas dadas en la tabla 4.1 se
calcularia la carga hidridulica -h- para una T dada. Esto se determiné apli-
cando el proceso de optimizacién multiescala usando diferentes tolerancias.
En la Grafica 4.1 se ve que con la tolerancia de 1.d — 15 el valor de la funcién
objetivo se hace suficientemente pequefio, en la escala 3, con lo que se logra
reproducir adecuadamente la transmisividad. Ademads si se continda a la
siguiente escala empeora el valor de la funcién. Por tal motivo el problema
directo se resuelve siempre en la malla de 17 x 17,

En la Grafica 4.2 se ilustra la necesidad de utilizar una alta precisién
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eval. de la funcién | error en T
sin multiescala 50 4.6
con multiescala 43 0.547

Tabla 4.2: Datos sintéticos, sin ruido y con tol=1.4-8

eval. de la funcién | error en T
sin multiescala 670 4.3
con multiescala 75 0.202

Tabla 4.3: Datos sintéticos, sin ruido y con tol=1.d-12

(1.d-12) para llegar a reproducir 7T, con la precisién requerida, sin hacer
multiescala.

4.1.1 Datos sin error.

En las tablas 4.2 y 4.3 se puede apreciar el efecto de aplicar la optimizacién
multiescala, descrita en el capitulo 3, aun cuando los datos no tienen ninguna
perturbacién o error. Aplicar esta técnica presenta dos ventajas, lo mismo
en el caso en que se usa tolerancia de 1.d-8 como cuando se usa 1.d-12:

e Se reproducen las transmisividades, cosa que se aprecia (tablas 4.2, 4.3
y Gradfica 4.3) por la norma infinito del error entre la T calculada (%)

y la real (T}).
erroren T = ||[T. — T ||

e El costo es menor que cuando no se usa multiescala, lo que se mide por
el niimero de evaluaciones de la funcién.

En conclusién, para este caso, el uso de multiescala acelera el proceso.

4.1.2 Presencia de error en los datos sintéticos

Como resulta que en los problemas reales hay presencia de errores en los
datos, aun para el caso sintético tiene sentido trabajar con ciertas perturba-
ciones de la solucién tedrica. El estudio que se hace en estos casos es muy
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importante ya que, como €l problema que estamos tratando es mal planteado,
un pequefio error en los datos provoca oscilaciones en la solucién y resulta in-
teresante observar que también en esta situacién la optimizacién multiescala
produce buenos resultados, mismos que seria razonable esperar aplicando
una técnica de regularizacién.

Para simular esto en el problema de laboratorio, se perturbaron los valores
de la carga hidrdulica obtenidos en (4.4). Teniendo en cuenta que los valores
de h, en este caso, estan entre 0 y 1 se dejaron sdlo dos cifras significativas
correctas. Esto representa un ruido del 1.1% con respecto al rango en que
fluctian estos valores.

En la tabla 4.4 se ve que si no se aplica multiescala, o sea si se resuelve el
problema de minimos cuadrados directamente en la escala 3, la norma infinito
del error entre T calculada y real es grande. Esto significa que no se reproduce
la transmisividad y la superficie correspondiente a esta T se rmuestra en la
Grifica 4.4. Por otro lado si se usa multiescala si se reproducen los valores
de T correctos, lo que se muestra en la Grafica 4.5.

Con el objetivo de probar la optimizacién multiescala en un problema
como el nuestro pero donde se asume que la funcién de transmisividad no
sea convexa y ademads tenga varios minimos locales, tomameos la T éptima
como sigue:

T; (2,y) = (f:icos((i 1z +1) (Licos(G+ DY+ (4.5)

=1 i=1

Al igual que con el caso anterior se resolvié (4.4) para T~ = Ty. Se per-
turbd la A resultante de la misma manera que se hizo cuando trabajamos con
la primera T* y los resultados de resolver el problema inverso correspondiente
se muestran en la Grifica 4.8.

Como se puede observar éstos no son tan buenos como cuando se toma
la transmisividad dada por (4.3). Sucede que en este caso la expresién (4.5)
es mucho mds no lineal que la primera y multiescala no es un método global,
por lo que los resultados en este caso no son los definitivos. Segiin se sabe, los
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eval. de la funcién | error en T
sin multiescala 105 4,511
con multiescala 49 0.601

Tabla 4.4: Datos sintéticos, con ruido y con tol=1.d-8

alfa eval. de la funcién | error en T
1.d-3 5 4.75
1.d-5 15 . 4.75
1.d-7 . 43 4.75
1.d-9 137 4.52

Tabla 4.5: Resultados de aplicar Tijonov segin (4.5), con tol=—1.d-8

valores de la transmisividad en la mayor parte de los acuiferos cambian suave-
mente, como la primera expresién de T (z,y) dada, o se mantiene constante
por secciones como veremos en la segunda parte de este capitulo cuando

trabajamos con los datos reales.

Comparacién entre multiescala y regularizacién de Tijonov.
Alternativamente, como en este caso conocemos el error en los datos, que es
del orden de

S=J)lh —holl=1d—-3
podemos aplicar regularizacién de Tijonov. Esto significa que debemos ahora

resolver el problema

minJ (Tsa), J(Tia) = [IL(T) =kl + « 1T — Topell3] (4.6)

donde T, es la T'dada por (4.3) ¥ a es el parametro de regularizacion.

2
Como se vio en el capitulo 3, tomamos a = (§)3. Como es de esperar,

los resultados son correctos y la superficie dada por la T solucién de (4.1) se
muestra en la Grafica 4.5. En realidad, no tiene sentido comparar la solucién
que se obtiene por esta via con la que se obtiene de multiescala pues en
el primer caso se asume que se conoce la solucién real T,,,, mientras que

multiescala no usa esa informacién.
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También se probé aplicar regularizacién de Tijonov, sin usar ninguna
informacién de la solucidén real, resolviendo:

minJ (T50), J(T;a) = [IL(T) = klf + « ITI3] (4.7)

y los resultados estin dados en la tabla 4.5. En la Grdfica 4.6 se aprecia
que para ninguno de los valores de «, con los que se probd, se reproduce la
tranmisividad correcta.

Se probé también con otra norma
donde np es la cantidad de puntos de la malla sobre la que se dlscretxzo
sugerida por Chardigny en [7].

m]i‘nJ(T; a), J(T;a) = [“L (1) — h”H to (.—1 ( )

Como ya se ha mencionado, determinar el valor del parametro de regu-
larizacién o es un problema complicado y estrechamente ligado a las particu-
laridades de cada problema. Para este caso en particular se hicieron algunos
experimentos con distintos valores del parimetro en (4.8) y no se lograron
buenos resultados. Esto se muestra en la Grdfica 4.7, y en la tabla 4.6 se
puede apreciar el nimero de evaluaciones de la funcién y la norma infinito
del error en la T calculada.

En resumen, de los experimentos realizados usando regularizacién de Ti-
jonov se puede decir que sélo se obtuvieron buenos resultados en el caso en
que se conoce una aproXimacidn, suficientemente buena, de la solucién. A
pesar de que, al resolver (4.7) o (4.8) no se obtienen resultados satisfacto-
rios, no se puede afirmar que tal regularizacién no funciona correctamente
sino que para los valores del parametro usados no se reproduce la transmi-
sividad esperada. Esto deja, por lo tanto, un problema abierto. En cambio
con multiescala se logra estimar correctamente el parametro sin usar ninguna
aproximacidn inicial del mismeo.

Es importante recordar que, un problema adicional que lleva consigo
la regularizacién de Tijonov es que depende de una correcta seleccién del
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parametro de regularizacién para la obtencién de buenos resultados, mien-
tras que la optimizacién multiescala no depende de ningiin parimetro, lo que
la hace mas robusta.

4.2 Caso real: acuifero cubano de Arigua-
nabo.

Trabajaremos ahora con un caso real, el Acuifero de Ariguanabo, que se
muestra en la Figura 4.2 y tiene las siguientes caracteristicas:

e Es de tipo libre o fredtico.

® Abarca un area de 259.7 RK'm?2.

Para su estudio, se divide en 4 subcuencas: Laguna, Aeropuerto, Govea
y Zona circundante y aunque no es confinado se puede modelar por (1.20),
debido a que las variaciones de la carga hidraulica -A- en el tiempo, son muy
pequerias en comparacién con su valor promedio, por lo que la transmisividad
no depende de k. Asi la no linealidad tipica de las ecuaciones diferenciales
parciales para acuiferos libres, no aparece.

La zona sombreada de la Figura 4.2 corresponde a la subcuenca Aero-
puerto que es la que estudiamos aqui. Los limites superficiales norte, sur
y oeste se modelan como contornos impermeables. Se considerd el limite
este como una linea de flujo y el limite nordeste como una zona de drenaje
subterraneo.

Esta subcuenca abarca 78.2 A'm?2. El periodo seleccionado para usar las
mediciones fue de 3 afios, dividido en trimestres, es decir 12 intervalos de
tiempo.

Después de varios ensayos de prueba y error, los ingenieros a cargo lo-
graron determinar que la transmisividad T (z,y) se mantiene constante en
tres areas de esta subcuenca, tal como se ve en la Figura 4. Se trata entonces
de reproducir esa solucién estimada por prueba y error, automdticamente.
Los resultados de la optimizacién directa se muestran en la Grdfica 4.6.
Asimismo, en la Figura 4.3 se muestran los datos para T y A.
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escala | intervalos por x e y | nodos
0 2,1 3*2
1 6,4 7*5
2 12,8 13*9
3 24,16 25*17

Tabla 4.6: Escalas para la regién irregular

Para resolver el problema directo se hizo una adaptacién del programa
utilizado para el caso sintético, pues ahora la regién no es cuadrada sino
irregular. Ademads, el coeficiente de almacenamiento S tiene valor de 0.15
distinto al del caso sintético que se tomdé como 1. También el valor de @, que
representa la extraccién y carga del acuifero, tiene valores en cada punto de
la malla y en cada paso de tiempo, que fueron aportados por los ingenieros,
¥y no como en el caso sintético donde se consideré @ = 0.

La idea bdsica fue inscribir la regidn irregular en un rectingulo y sobre
éste construir una malla regular uniforme. Esta malla se construyé de tal
forma que coincidiera con la correspondiente a alguna escala de las generadas
a partir de la escala cero del proceso de multiescala (ver tabla 4.6). De manera
general las condiciones de frontera se pueden escribir de la forma

aT(z,y)—g—:=,@h—7 en

con «,3 y v constantes y al menos en una parte de 80 se tiene 8 5% 0 para
garantizar unicidad de la solucién del problema directo. Los valores de o, 8
y v son calculados en cada punto de la frontera.

En la Gradfica 4.9 se muestran los valores de T (z, y) calibrados por prueba
y error. Ahi mismo se da la grdfica de T (z,y) obtenida por optimizacién
directa, partiendo de una transmisividad constante (como si no se tuviera
= 1 como aproXimacién inicial y usando

ninguna informacién) 7°(zi,y;) =
una tolerancia de 1.d-12. En la tabla 4.7 se puede comparar el efecto de usar
multiescala para los datos sin perturbaciones. En este caso es interesante

notar que no se comporta corno en el caso sintético, ya que multiescala re-
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eval. de la funcién | error en T
sin multiescala 78 0.04
con multiescala 220 0.025

Tabla 4.7: Datos reales, sin ruido y con tol=1.d-8

sulta ser mucho mds costosa. Finalmente, multiescala para el problema de
acuiferos estid disefiado para regularizar en el caso de error en los datos.

4.2.1 Datos con error.

En el caso de los datos reales debemos anotar lo siguiente. Dado que los in-
genieros tienen mediciones (que ya contienen un error) de la carga hidratlica
sélo en algunos puntos de la regién, es necesario interpolar los que faltan y
esto ya introduce un error en las observaciones -A- con las que se trabaja.
No obstante se procedis al igual que para el caso sintético y se provocé una
perturbacién, aun menor, del 0.01% con respecto al rango de valores de A
(considerados en metros). Este error implica dejar solamente dos decimales
correctos, lo que ya significa un error muy pequerio.

En la Gréifica 4.10 se muestran los resultados obtenidos con optimizacidn
directa y aplicando optimizacién multiescala. Como se observa cuando no se
aplica ésta, no se reproduce la T, pero no sdlo eso. Anteriormente se hablé de
cotas o valores extremos entre los cuales se sabe esta T, ¥y si se observa en la
misma grafica, se ve que la solucién del proceso sin multiescala oscila tanto
que se va a las cotas. Si éstas no existieran, tomaria valores disparatados. Es
notable, por tanto, la calidad de la solucién cuando se aplica optimizacién
multiescala.

Por otra parte, al igual que en el caso sintético, se probd resolver el
problema usando regularizacién de Tijonov

minJ (T;@), J(Tia) = [IIL(T) —A, +e (i (%)2 * (?95)0)]
(1.9)

i=1

con un valor de @ = 1.d — 06, como el propuesto en [7], y se lograron buenos
resultados. En la Gréfica 4.11 se muestra la T obtenida por esta via y la co-
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eval. de la funcién | error en T
sin multiescala 94 0.36
con multiescala 77 0.08

Tabla 4.8: Datos reales, con ruido v con tol=1.d-8

eval. de la funcién | error en T
con multiescala 77 : 0.08
Regularizacién 122 0.011

Tabla 4.9: Tijonov (4.8) y multiecala. Datos reales y tol=:1.d-8

rrespondiente al cdlculo con multiescala, con una tolerancia de 1.d—8. Como
se observa, la regularizacién reproduce mejor la transmisividad conocida,
aunque como se rmuestra en la tabla 4.9, a un costo mucho mayor.

Segiin comentamos antes, estos experimentos han sido realizados para
una parte del acuifero cubano de Ariguanabo y lo acertado de los resultados
obtenidos sélo sienta pautas para extender todo lo expuesto en este trabajo
al acuifero en toda su extensién. Esto es por tanto uno de los caminos en los
que, de hecho, ya se ha comenzado a trabajar.
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Resultados de min /A(T)-h// 22 + alfa*((dT/dx)~2+(dT/dy)*2), para dos valores distintos de alta

6 2
4 .
1
2
28 20
20
10 1o
o o T(x.y) exacta o o T inicial
a a
3 3
2 2
: 3
20 20 2 20
10 10
oo alfa = 0.009 o o alfa = 1.d—6
Grafica 4.7

68




T exacta

T inicial
400 101
200 100
[o] 29
20 20 20
10 10
(o]
Usando multiescala
400 400

200 200

10
con tol = 1.d=-12 o o [o]

o con tol = 1.d—12

Grafica 4.8

69

ESTA TE®IS 3 nrpr
SAHIR BE L2 mipio



ARIGUANABO (Subcuenca Aeropuerto) , Datos sin efror
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ARIGUANABO (Subcuenca Aeropueno) , Datos con error
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COMENTARIOS FINALES.

A partir de los resultados obtenidos hasta el momento, podemos hacer
los siguientes comentarios:

® La optimizacién multiescala se presenta como una alternativa intere-
sante y viable para tratar problemas inversos que cuando son mal
planteados resultan dificiles de resolver directamente con los algorit-
mos usuales de optimizacidn, especialmente cuando hay presencia de
errores en los datos. Esto resulta claro en nuestro caso si se com-
paran los resultados obtenidos con multiescala y optimizacidn directa,
en términos de calidad y costo computacional.

® Multiescala funciona bien cuando el parimetro a estimar resulta ser
constante por pedazos (acuifero real) o cuando su curvatura no muestra
zonas de fuerte variacién. De la opinién de expertos en hidriulica
sabemos que ambos casos son usuales en la prictica.

e Aproximar el gradiente por diferencias finitas, como se ha hecho en este
trabajo, hace mucho mads caro todo el proceso de multiescala. Usando
el paquete de diferenciacién automatica, ADIFOR2.0, se generd una
rutina para evaluar el gradiente y en estos momentos contamos con una
implementacién del método de multiescala donde se tiene el gradiente
exacto. Esta variante requiere de gran cantidad de memoria operativa
por lo que no la hemos podido usar, a pesar de ser mucho mas eficiente
que la que usa gradiente por diferencias, debido a limitaciones en el
equipo de cémputo. Para el trabajo futuro, que incluye el acuifero
completo, serda imprescindible adaptar el equipo de cémputo para poder
usar esta implementacién mencionada ya que disminuye notablemente
el tiempo de proceso -aspecto de vital importancia cuando aumente la
dimensién del problema-.

=
Con respecto a regularizacién, se trata de una teoria mas hecha y estudia-
da, y en nuestro caso se ha mostrado exitosa una vez mas, particularmente
en el tratamiento del caso real. Sin embargo, la eleccién del parametro de



regularizacién sigue siendo un problema no resuelto en general, lo que se ve
claramente en el caso sintético, para el cual usando Tijonov no se obtienen
buenos resultados. Debido a que multiescala no depende de un pardametro,
esta alternativa para el problema que aqui estudiamos representa una opcién
mads robusta.

En cuanto a cuestiones pendientes y posibles vias de trabajo y desarrollo
futuro, podemos mencionar:

Completar el estudio del acuifero de Ariguanabo.

Estudiar el problema de estimacién de parametros distribuidos cuando
el nimero de observaciones es pequeiio.
Llevar a cabo un estudio tedrico con el objetivo de establecer resultados
en los que se den condiciones sobre la aplicabilidad y convergencia
del método de optimizacidn multiescala; esto es, que permitan saber
cuando funciona y cual es su eficiencia.

Estudiar y establecer, dado el caso, posibles relaciones entre rmultiescala
y regularizacidn.

Hasta donde sabemos, este es el primer trabajo en el que se usa la opti-
mizacién multiescala para resolver un problema inverse cuando hay errores

en los datos.
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