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RESUMEN: 

La modelación de un acuífero de flujo horizontal, confinado, anisotrópico 
y no homogéneo, da lugar a una ecuación en derivadas parciale_s del tipo 

a ( ah) a ( a1i) ah ax T (x, y) ax + 8y T (x, y) By = Sa¡ + Q (0.1) 

con ciertas condiciones iniciales y de frontera. 
Ahora bien, dada T (x, y) (transn1isividad del acuífero) es posible resolver 

(0.1) y obtener la solución h (carga hidráulica) corresoondiente. En términos 
operacionales esto puede escribirse como 

L (T) = h (0.2) 

que se conoce corno el problema directo. 
En la práctica. sin embargo, es frecuente conocer ciertas observaciones h 

de h y a partir de ellas tratar de obtener T tal que 

L (r) = h (0.3) 

Este es conocido como el problema inverso y ya sea debido a errores en 
h o a. inadecuaciones de (0.1) con el acuífero real en estudio. en general no 
tiene solución, por lo que es usual estimar T como lar· que resuelve 

F(T)-. F (T) = \\L (T) - h.j\ 2 
(0.-l) 

La parte central de esta tesis consiste en resOlve: (0.4) de manera estable 
pues se trata de un problema de optimización no lineal originado en (0.3) que 
es típicamente mal-planteado a la Hadarnard. Se discuten algunas soluciones 
clásicas y se presenta una alternativa~ todavía en desarrollo, basada en mul­
tiescala. que ha probado adaptarse con éxito a nuestro caso de estudio. Se 
dan también resultados computacionales para datos sintéticos y para datos 
correspondientes a una región del acuífero cubano de .A.riguanabo. 



INTRODUCCION: 
El agua. subterránea constituye un factor muy importante de los recursos 

hidráulicos, abasteciendo la industria, la agricultura y a la población para 
uso doméstico. Por tal motivo es esencial hacer una correcta administración 
de los sistemas de aguas subterráneas, en particular de los acuíf'eros. Esto 
significa. tomar decisiones en cuanto a la ubicación de pozos de bombeo y en 
cuanto a las cantidades o volúmenes de agua a extraer, evitando un posible 
agota.miento del acuífero. Se trata entonces de optimizar la extracción de 
manera que no se rebasen ciertos límites. 

De esta. manera, se hace necesario el uso de herramientas que permitan 
conocer la. respuesta de un sistema en explotación, ante diferentes alternati­
vas; esto es por ejemplo, pronosticar los posibles cambios en los parámetros 
de un acuífero como consecuencia de distintos niveles de extracción o recarga. 
En este contexto, resultan de gran ayuda modelos matemáticos que des­
criben el comporta.miento de un sistema frente a una alteración producida 
en él. 

Uno de los problemas que se plantean los ingenieros hidráulicos es conocer 
el nivel de a.gua en varios puntos de un acuífero dado. Sucede que en general 
la extensión de un acuífero es grande y la construcción de pozos de medición 
y bombeo es cara, por lo que sólo se construye una cantidad pequeña de ellos, 
que no resulta suficiente para estimar el comportamiento de todo el sistema. 
Para esto se plantea el modelo que describe el flujo de agua en un acuífero 
y en el que intervienen, entre otros parámetros, la carga hidráulica o altura 
de la columna de a.gua, la transmisividad, el coeficiente de almacenamiento y 
otros, cuya. discusión se hará en el capítulo l. Cuando se conocen los valores 
de éstos parámetros o coeficientes del modelo, se puede calcular la solución 
o respuesta. del mismo, que en este caso es la carga hidráulica. Calcular 
dicha solución se conoce también como resolver el problema directo y en 
el capítulo 2 se describe uno de los métodos clásicos que se usan para esto. 

Sin embargo, dichos coeficientes son difíciles o caros de medir por lo que 
se trata de estimarlos, conociendo mediciones de la carga en ciertos puntos 
y el rango en el que va.rían los mismos. 

El planteamiento anterior deriva. en un problema de estimación de 
parámetros o problema inverso, con características muy particulares. 
Dado que los modelos no siempre reflejan exactamente el comportamiento 
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del fenómeno en estudio y que la respuesta conocida. del modelo es el re­
sultado de mediciones, o sea que tiene cierto error, estos problemas pueden 
no tener solución. Esto unido a otras características que se describen en el 
capítulo 3, lo hacen un problema mal planteado. 

Como objetivo principal del trabajo, desarrolla.do en los capítulos 3 y 
4, está el planteamiento, la implementación y experimentación numérica. de 
una. alternativa. llama.da. optimización multiescala dirigida. a. la solución 
correcta de problemas mal plantea.dos con características como la. del que 
nos ocupa.. Pa.ra. llevar a. cabo esto se estudia.ron los métodos de diferencias 
finitas pa.ra calcular la. solución del modelo, a.sí como las técnicas de regu­
larización de Tijonov y las de multiesca.la. Se diseñó un problema. de 
labora.torio que permitiera. comprobar el funcionamiento de dichas técnicas, 
antes de aplicarlas en un problema real. De igual manera se simuló el e­
rror que generalmente, según ya. mencionamos, presentan los da.tos de estos 
problemas y se trata. en el capítulo 4. 

Así se presentan en este traba.jo los primeros resulta.dos, obtenidos hasta. 
a.hora. usando dicha. técnica. en la estimación de parámetros en modelos de 
acuíferos, para. datos sintéticos y datos reales. 

3 



CAPITULO 1 

Modelación. Matemática 

1.1 Aguas subterráneas. Acuíferos. Clasifi­
cación.. 

En todos los estudios hidrológicos, se considera como agua subterránea a 
aquélla que se encuentra por debajo del nivel de saturación, en la llamada 
zona de saturación. 

Como se muestra en la Figura 1.1, el agua se filtra por la superficie de 
la tierra.. se mueve hacia abajo principalmente por efecto de la gravedad, a 
través de los intersticios del material rocoso o granular presente y se acu­
mula por encima de una capa impermeable. Las características y formas que 
toman estas acumulaciones dependen directamente de las propiedades del 
material rocoso'.' por ejemplo sus intersticios, los cuales se agrupan en dos 
grandes clases: los originales -creados por procesos geológicos en el momento 
de formación de la roca- y los secundarios -en forma de fisuras desarrolladas 
después que la roe" fue formada. 

En el ámbito del agua subterránea los acuíferos >'On las formaciones geo­
lógicas más importantes y por lo tanto las más estudiadas. Se conoce como 
acuífero a una formación geológica con dos características fundamentales: 
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Superficie de I• tierra Pozo 

Agua subterr6ne• ,, 7 ,, , 7 7 "iecho Impermeable J 7 

Figura 1.1: Localización de un acuíf'ero 

• contiene agua 

• permite el flujo de ésta. en cantidades significativas a. través de él. 

Tipos de acuíferos de acuerdo con su sistema de presión: 

l. Confinado: se encuentra localizado entre dos capas de materia.! imper­
meable, una por encima y otra por debajo. La recarga ocurre por flujo 
lateral. 

2. Artesiano: es un acuífero confinado donde el nivel de presión alcanza 
o excede la superficie de la tierra, es decir, si se abre un pozo, el agua 
fluye libremente hasta. la superficie sin necesidad de bombearla.. 

3. Freático o no confinado: es aquél donde la superficie freá.tica, también 
llamada mesa de agua, constituye su frontera superior. En este caso 
la altura piezornétrica o nivel de presión coincide con la superficie del 
a.gua en el subsuelo. 

4. Semiconfinado: es a.qué! que presenta. por encima o por debajo alguna 
zona semi-impermeable por donde puede ocurrir fuga o entrada de agua 
al mismo. 
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1.2 Leyes que rigen el movimiento de las 
aguas subterráneas. 

Como punto de partida se tiene la conocida Ley de Darcy que describe 
el flujo de un líquido a través de un medio poroso en una columna vertical 
o filtro, indicando que el volumen de agua que fluye por unidad de tiempo 
es proporcional al área y a la diferencia de alturas (entrada-salida) e inver­
samente proporcional a la longitud recorrida. En general se escribe de la 
siguiente manera: 

donde 

Q= 
Ah= 
L= 
A= 

I<" = 

volumen de agua que fluye por unidad de tiempo (rn 3 /s) 
diferencia entre los niveles de agua, 6 h = h 1 - h 2 (rn) 
longitud lineal de recorrido del flujo (m.) 
sección transversal de área (rnº) 
conductividad hidráulica (rn/ s) (véase más adelante) 

( 1.1) 

Si se denomina q = Q/A como el volumen de agua fluyendo por unidad 
de tiempo a través de una sección transversal de área normal a la dirección 
de flujo y a J = (h 1 - h 2 ) /L como gradiente hidráulico, podemos escribir 
(1.1) como 

q= I<J (1.2) 

y si en general el flujo se describe en tres dimensiones entonces q, que indica 
la velocidad del flujo, será un vector tridimensional. al igual que el gradiente 
hidráulico, o sea 

q=q(x,y,=) (1.3) 

En términos generales~ el flujo en los acuíferos es predominantemente 
horizontal, de modo que al suponer que las superficies equipotenciales son 
verticales [3] entonces 

q = q(x,y) (1.4) 

Además de la ley de Darcy, que expresa la cinemática <le! flujo, debe 
considerarse la ley de conservación de masa o de continuida<l. Si 

( 1.5) 
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es el vector velocidad y pq el flujo de masa por unidad d .. área, la variación 
espacial de esta propiedad es igual a la rapidez de variación de la masa de 
agua np por unidad de volumen, es decir 

- a (np) 
'\7pq= -ae (1.6) 

La variable n es la porosidad del medio pues, en efecto, no todo el volumen 
unitario contiene agua, solamente los poros o intersticios. Sustituyendo q y 
aplicando el operador gradiente 

opq,, + opq,, + opqz = o(np) (l.?) 
ax ay Oz at 

Si la densidad del flujo p se supone constante , entonces 

Oq,, + Oq,, + oq, = !.. () (np) 
ax ay oz p at (1.8) 

Al introducir los módulos de elasticidad del agua y del medio poroso y 
expresarlos en términos de la variación de la carga de hidráulica - h -, el 
segundo término de la ecuación (1.7) puede reescribirse como: 

!_o(np)= 5 ah (1. 9 ) 
p ot • ot 

donde s. es el llamado coeficiente de almacenamiento específico. 
Por otro lado, de acuerdo con la ley de Darcy, las componentes de veloci­

dad del flujo se expresan como 

R., J '-' oh _ ,_,. J K oh _ ., J ,, oh 
<i:r = :r z: = ºrax' q11=1'-sr 11 = \.yay' q:: = ..t\.z .:: = .t\zaz (1.10) 

Tales expresiones se sustituyen a su vez en la ecuación (1.8) y con (1.9) 
obtener finalmente 

~ (K,, ah) + ~ (K oh) + ~ (Kz ah) = s. ah (1.11) ax ax ay y oy oz az at 

que se trata de una ecuación general, con la carga hidráulica o altura piezo­
métrica h como única incógnita, la cual toma en cuenta simultáneamente 
las leyes de cantidad de movimiento (Ley de Darcy) y de conservación de 
masa (continuidad) del flujo de agua subterránea y es válida para cualquier 
condición y tipo de acuífero. 
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1.3 Conceptos geofísicos fundamentales. 

Las propiedades generales de un acuífero para. transmitir, alrnacenar y 
retener a.gua. se definen mediante determinados parámetros corno conduc­
tividad, transrnisividad y otros. 

• Conductividad hidráulica.: es una magnitud escalar que se denota ¡.;, 
usualmente expresada en metros/día, que indica la facilidad con la 
cual un fluido es transportado a través de los intersticios de un medio 
poroso, resultando una propiedad combinada del medio y del fluido. 
Su expresión es 

donde 

g= 
k= 
p= 
µ= 

aceleración de la gravedad (rn/ s 2 ) 

permeabilidad del medio poroso (rn2 ) 

densidad del fluido (Kg/rn 3
) 

viscosidad del fluido (Kg/rn.s) 

(1.12) 

• Transmisividad: cuando el flujo de agua en un acuífero es esencialmente 
horizontal, la transrnisividad, que se denota T, indica la facilidad del 
acuífero para dejar pasar el agua a través de su espesor. Es el producto 
de la conductividad hidráulica por el espesor b del acuífero y usualmente 
se expresa en (rn2 /día) 

T= Kb (1.13) 

Como ni b ni K son siempre constantes, entonces se considera T = 
T(x,y). 

• Coeficiente de almacenamiento: indica la. relación entre los cambios en 
la cantidad de agua almacenada en el acuífero y los correspondientes 
cambios en las elevaciones de la carga hidráulica, y se denota S. En 
acuíferos confinados está definido corno el volumen de agua extraída o 
añadida al acuífero por unidad horizontal de área. Es a.dimensional y 
su expresión es 

(1.14) 
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donde 

AV., = 
A= 

Ah= 

variación del volumen de agua 
unidad horizontal de área 
variación de la carga hidráulica 

Ahora bien, igual que se clasifican los acuíferos como se vió anterior­
mente, también se dividen en grupos según las características del medio y 
del fluido, lo que produce ecuaciones del tipo anterior pero con determinadas 
particularidades. 

Clasificación del medio poroso: 

• Anisotrópico: cuando determinada propiedad del medio varía con res­
pecto a la dirección, esto es" de manera espacial. 

• Isotrópico: cuando determinada propiedad es independiente de la di­
rección, por ejemplo cuando el flujo de agua ocurre de igual manera en 
cualquier dirección. 

• Homogéneo: cuando determinada propiedad es constante para todo el 
acuífero. 

• No homogéneo: si la propiedad cambia con la posición. 

En particular interesan estas clasificaciones con respecto a la propiedad de 
permeabilidad o conductividad en acuíferos confinados. 

Supóngase que un acuífero confinado tiene un espesor b, constante y 
además que el medio está expuesto a una variación de sus volúmenes de 
agua por efecto de recargas (flujo fuente) o extracciones (flujo sumidero) 

Entonces, la ecuación (1.11) nos lleva a la forma general para acuíferos 
confinados : 

a ( ah) a ( ah) a ( ah) ah ax Tr ax + ay T" ay + az Tz 8z + R - p = S at (1.15) 

donde Tr = Krb, T 11 = I<11 b y T= = K=b son las transmisividades en las 
tres direcciones cartesianas (rn 2 /día) R y P, los volúmenes de recarga y 
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extracción por unidad de área (rn/día) ; y S = S,b el coeficiente de almace­
namiento (adimensional). 

Si se tratara de un medio homogéneo e isotrópico, se tendría 

(1.16) 

Cuando el flujo es estacionario y no hay variaciones temporales de la carga· 
hidráulica, el segundo término se hace cero. Además, cuando no hay cambios 
por recarga o extracción, el problema se reduce a la ecuación de Laplace y 
desaparecen todos los coeficientes 

(1.17) 

Por otra parte, además de la ecuación que describe el flujo en un acuífero, 
las condiciones iniciales y de frontera juegan un papel fundamental en la 
modelación correcta de cualquier fenómeno físico. Si n es la región que 
a.barca. el acuífero, o sea sobre la que se resuelve (1.15), y an su frontera., se 
verá. entonces la forma general en que se presentan dichas condiciones en los 
problemas de flujo y almacenamiento de agua subterránea. 

• Condición inicial: 

h (x, y, z, O)= g (x, y, z) conocida , x,y,z En (1.18) 

• Condiciones de frontera. Pueden ser: 

a) De Dirichlet 

h = fi(x,y,=,t) en an ( 1.19) 

es decir, se conoce la carga hidráulica y su variación temporal en la frontera 
del acuífero. 

b) De Neumann 

q= h(x,y,z,t) en an 
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o sea se conoce la velocidad del flujo (gasto caudal o variación temporal 
del volumen por unidad de área) en la frontera. 

c) De tercer género (combinación lineal de las dos anteriores). 

Como se observa todas las ecuaciones planteadas están consideradas en 
tres dimensiones. Sin embargo, debido a la geometría de la mayor parte de Jos 
acuíferos sucede que el grosor o espesor del mismo es relativamente pequeño 
en relación con su extensión horizontal, por lo que es posible simplificar el 
modelo. 

Esto significa que el flujo en el acuífero es, en cualquier punto, esen­
cialmente horizontal, de donde surge el término flujo tipo acuífero, es de­
cir, se desprecia la componente vertical. Dicha propiedad es estrictamente 
cierta para acuíferos confinados, isotrópícos y homogéneos de grosor cons­
tante, aunque se supone como válida cuando se modela el flujo en otro tipo 
de acuíferos, o con variaciones en (x,y) de sus coeficientes. Cuando la 

geometría de un acuífero permite suponer flujo horizontal, se simplifica el 
modelo matemático al tener en cuenta sólo dos variables espaciales; sucede 
también que el error introducido por aceptar esta condición es pequeño en 
la mayoría de los casos de interés práctico. Una de las regiones donde no 
se puede considerar este tipo de flujo es en la vecindad de los pozos de ex­
tracción, en cuyo caso el análisis se reduce normalmente a la variación del 
fenómeno en las direcciones (x, z), suponiendo que hay isotropía en la di­
rección y (suposición frecuente en el estudio de la hidráulica de pozos). Sin 
embargo no es de nuestro interés profundizar en este aspecto. En este tra­

bajo se trata con el modelo que resulta de suponer flujo horizontal en un 
acuífero confinado, no homogéneo y anísotrópico en presencia de condiciones 
iniciales y .de frontera de tal modo que 

a ( oh) a ( oh) oh 8x T(x,y) ox + oy T(x,y) oy = S ot + Q ( 1.20) 

donde Q = P - R representa el volumen neto de extracción menos recarga 
vertical; con este término se procura la conservación de masa, aunque su 
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efecto no es considerado en la dinámica del fluido. Las condiciones (1.18) y 
(1.19) se plantean de la siguiente forma: 

condición inicial 
condiones de frontera 
condiciones de frontera 

h (x, y,O) 
h(x,y,t)= 
q(x, y, t) = 

ho (x, y) 
cte 
cte 

x,y En 
en élfl 
en élfl 

En el capítulo siguiente se tratará la solución del mismo (problema di­
recto) y del problema inverso que surge al no conocer el coeficiente de trans­
misividad. 
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CAPITULO 2 

Problemas centrales. 

2.1 Problema directo 

Como se ha visto, el modelo de agua subterránea (1.20) presentado en el 
capítulo anterior está dado por una ecuación diferencial en derivadas parciales 
de tipo parabólico, con condiciones iniciales y de frontera. 

Suponiendo que se conocen los coeficientes T, S y Q, el problema directo 
consiste en obtener la función h (x, t) que satisface la ecuación, misma que 
se sabe está bien definida por la presencia de las condiciones mencionadas. 
Esto, haciendo uso de la notación operacional puede escribirse como 

L(T,S,Q) = h (2.1) 

Interesa aquí el cálculo de soluciones numéricas y a continuación se pre­
sentan los elementos fundamentales de uno de los métodos clásicos para obte­
nerlas, el de diferencias finitas. Este método consiste en lo siguiente: la región 
de variación continua de las variables x, t se sustituye por un conjunto finito 
de puntos (nodos), llamado red, por lo que las funciones que intervienen en 
la ecuación se consideran de argumento discreto, definidas en los nodos de la 
red; en consecuencia, las derivadas se sustituyen por cocientes de diferencias 
y en lugar de la. ecuación diferencial se trabaja con un sistema de ecuaciones 
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algebraicas. De la misma manera se procede con las condiciones iniciales y 
de frontera. 

2.1.1 Esquemas en diferencias 

Se analizará brevemente el caso más sencillo de ecuac1on parabólica que 
corresponde a tomar en el modelo (1.20) li = h (x, t) , S = 1 , T = T (x) = 
1, y Q =o. 

y 

Si se usa la notación siguiente 

8h 
h, = 8t h:r -

h' (x) = h (x, t) 

se tendrá. entonces 

h (x,O) = 
h (O, t) 
h(l,t)= 

hª(x) 
o 
o 

0:5x:51 
o :5 t :5 tf 
o :5 t ::::; tf 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

El dominio o región donde se quiere calcular la solución es n = [O, 1] X 

(O, t ¡) y el primer paso es discretizar !l como se ve en la Figura 2.1. 

Sea Nx el número de subintervalos en los que se desea dividir el intervalo 
[O, 1) y 1Vt el número de subintervalos en los que se desea dividir el intervalo 
[O, t¡] , entonces si 

Ax= 
At= 

1 
Nz 
.!L 
Nt 

incremento en x 
incremento en t 

los puntos de la red serán de la forma (x;, t;) , donde 
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t j. 

At 

o Ax 1 X-

Figura 2.1: Región discretizada 

X¡= 

t1 = 
i~x i=O,l,···,1Vx 
jD.t j =O, 1, · · ·, Nt 

y al valor de la solución h del problema (2.4) en un punto (x;, t1 ) de la red 
se denotará como 

(2.5) 

Esquema explícito. 

Al aproximar h, usando diferencias del tipo 

i =O, 1, · · ·, Nx, j =O, 1, · · ·, Nt 
(2.6) 

llamadas diferencias hacia adelante y aproximar hrr usando diferencias del 
tipo 

(2.7) 

llamadas segundas diferencias centradas, se obtiene, sustituyendo en (2.4), 
el siguiente esquema en diferencias, llamado Explícito, que constituye la 
expresión discretizada de dicho problema 

h i+l hj - D.t (h1 2h1 h 1 ) 
i - i - (~x)2 i+l - i + í-1 (2.8) 

con 
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hª (x;) 
h~x =O 

i =O, l,· · ·, Nx 
j =O, 1,·· ·, Nt 

Un aspecto muy importante a considerar en cuanto a la robustez de un 
método numérico es la propiedad de estabilidad. Veamos esto. 

Sea hf el vector solución en el paso de tiempo n, obtenido usando (2.8) 
con h? como valor inicial y sea Pi el vector solución en el paso de tiempo n, 
obtenido usando (2.8) con p? como valor inicial, con h? # p?. Se dice que el 
esquema dado por (2.8) es estable en la norma 11-11 si existe una constante 
M tal que 

En [20] se muestran algunos resultados numéricos obtenidos al aplicar 
este esquema y se observa que dependen críticamente del valor de 

6t 
V= (6x)~ (2.9) 

es decir, de la relación entre el ta.maño del paso por el tiempo y el tamaño 
del paso en el espacio. Haciendo uso de las series de Fourier para expresar la 
solución exacta de la ecuación diferencial y de la solución de la ecuación en 
diferencias, se analiza el error de trunca.miento de dicho esquema y se llega 
a que (2.8) es estable si 

v<.!. -2 
e inestable si ocurre lo contario. En la Figura 2.2a se muestran los puntos 
de la red que intervienen en este esquema, lo cual nos permite observar que 
basta con sustituir el valor conocido de h en la capa de tiempo j para obtener 
el de la capa j + 1, pero la condición de estabilidad es bastante restrictiva ya 
que se necesitaría dar muchos pasos en el tiempo, esto es At muy pequeña, si 
se desea mejorar la aproximación de una solución disminuyendo ~x. Por este 
motivo se han desarrollado otros esquemas que no presenten esta dificultad 
y que describimos a continuación. 
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,h t j 

j+ 1 j+ 1 
J j 

- -
o 1 X- o 1 x-

•) b) 

Figura 2.2: a) Esquema explícito b) Esquema implícito 

Esquema implícito. 

Otra forma. surge cuando se aproxima hz:z: también usando segundas dife­
rencias centradas correspondiente a la capa de tiempo j + 1, y aproximando 
h, con diferencias del tipo 

h ( . ·) _ h (x;, t;) - h (x¡, t;_ 1 ) 
t x., t, __, At i=O,l,···,.J.Vx, j=O,l,···,Nt 

(2.10) 
llamadas diferencias hacia atrás. Se obtiene el siguiente esquema llamado 
lrnplicito el cual es incondicionalmente estable, esto es, no se tiene una res­
tricción del tipo (2.9). 

hº(x¡) 
h~v:z: = O 

i=O,l,···,.J.Vx 
j =o, 1, ... , ,vt 

(2.11) 

En la Figura 2.2b se muestran los puntos de la red que intervienen en 
este esquema. 

Como se ve, aplicar el esquema explícito significa sustituir directamen­
te en (2.8), mientras que el impücito no funciona así, pues para obtener 
la solución de la ecuación hay que resolver un sistema de ecuaciones lineal 
y tridiagonal. La matriz de este sistema es de diagonal predominante lo 
que asegura la estabilidad numérica del algoritmo de Thomas [20], utilizado 
generalmente para resolver dicho sistema. 

La importancia del esquema implícito está dada por el hecho de que el 
paso por el tiempo puede ser mucho más grande que el paso por el espacio, 
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1' • 

+1 
j 

o 1 X 

Figura 2.3: Esquema dependiente de un parámetro 

sin que esto signifique inestabilidad en el proceso de cálculo de la solución 
de (2.3). Esto hace que dicho método sea muy usado a pesar de que en la 
medida en que la red se haga más fina, aumenta considerablemente el orden 
del sistema de ecuaciones ya mencionado. 

2.1.2 Esquemas dependientes de un parámetro. 

De Jo anterior, resulta natural proponer una combinación de ambos es­
quemas de manera que no se presenten condiciones de estabilidad demasiado 
restrictivas y al mismo tiempo el proceso no se haga muy complicado. Una 
forma es usando seis puntos de la red para cada aproximación como se ve en 
la Figura 2.3, obteniendo la siguiente familia de esquemas dependientes del 
parámetro O, (O $ O $ 1) 

O (h{t: - 2h{+1 + h{:!:t) + (1 - O) (h{+ 1 - 2h{ + hf_.) 
(Ax)2 

(2.12) 

la que incluye como casos particulares el explícito (O = O) y el implícito 
(9 = 1). Como se mencionó anteriormente, usando análisis de Fourier, se 
demuestran en [20] las siguientes condiciones necesarias y suficientes para 
garantizar la estabilidad de (2.12) con distintos valores de O: 

• Si O $ O < 4, se cumple que (2.12) es estable si y sólo si v $ 
! (1 - 20)- 1

• 

• Si ! $ (} $ 1, se cumple que (2.12) es estable para todo valor de v. 
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Al analizar el error de truncamiento, usando desarrollo en serie de Ta.y­
lor, se ve en [20] que para 9 = ~ se obtiene un mejor orden de aproximación 
de la solución que con cualquier otro valor. Esto dió lugar al conocido es­
quema de Crank-Nicolson (CN), aplicado por estos autores con resultados 
muy satisfactorios, y que resulta de usar (2.12) con ese valor de 9. 

Sucede entonces que cuando se intenta aplicar estos esquemas - por ejem­
plo el de (C-N)- a problemas en dos dimensiones espaciales como el que 
nos ocupa, éstos se hacen computacionalmente muy laboriosos y se desarro­
llan esquemas que aprovechan la eficiencia de los métodos implícitos en una 
dimensión. Uno de ellos es el: 

Método Implícito de Direcciones Alternadas. 

La idea central de éste es considerar la red 

W = {(:z:;,t;) , :z:; = iA:z:, i =O, 1, · · ·, N:z:, Y;= jAt, j =O, 1, · · ·, Ny} 
(2.13) 

como un conjunto de nodos a lo largo de las filas j = O, 1, · · ·, Nt o como 
un conjunto de nodos a lo largo de las columnas i = O, 1, · · ·, N:z:, entonces 
en cada. fila (columna) s.e resuelve un sistema tridiagonal manteniendo fijo a. 
j ( i). Esto es equivalente a aplicar el esquema implícito en una. dimensión 
espacial y no en ambas al mismo tiempo. 

Una variante de este método es la desarrollada por Peaceman y Rachford 
([20]) motivada por el esquema de C-N y que denotando hi,; = h (x;, y;, tn), 
se plantea del siguiente modo: 
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(2.14) 

Usando una. capa. intermedia. de tiempo se puede escribir el esquema an­
terior de forma. más cla.ra., teniendo que 

y 

+ hf,j~.) = h~jt+~ (::)2 (h7:¿- 2h~j!.: + h7.:-.~;) 
(2.16) 

Como en (2.15) los elementos del término de la derecha son conocidos 

del pa.so anterior se pueden calcular los h~j!.: de la. ca.pa. intermedia. sin mayor 
problema., y luego se construye el término de la derecha. de (2.16) y se obtiene 
h'l,j1 en la. siguiente ca.pa. de tiempo. Es necesario seña.lar que cuando se tra­
ba.ja. con dos o más dimensiones surge otro problema importante, relaciona.do 
con la. complejidad de la región en la. que se resuelve la ecuación diferencial. 
El trata.miento de la.s condiciones de frontera. en estos casos complica. un 
poco más el proceso de cálculo, ver [20], pero no vamos a. profundizar en este 
aspecto. 

Siguiendo entonces el método implícito de direcciones alternadas, el pro­
ceso de solución de la. ecuación es mucho más rápido que si se aplica el método 
de C-N ta.l cua.l. Esta. va.ria.nte propuesta. por Pea.cernan y Rachford es la. que 
está. programa.da en el código que utilizarnos para resolver el problema di­
recto (2.1) y seda.notros detalles al respecto en el capítulo de implementación 
computacional. 

20 



2.2 Problema inverso 

La transmisividad es un parámetro que físicamente se puede medir, pero 
el proceso para hacerlo implica la construcción de pozos específicamente para 
eso y la interrupción de operaciones de bombeo en todas las zonas aledañas 
al punto donde se va a medir. Esto lo hace muy costoso y por tanto casi 
imposible contar con esos valores. Por este motivo es usual que en el estudio 
del flujo y almacenamiento de agua en un acuífero no se conozcan los valores 
de los coeficientes T, S y ocasionalmente Q sino observaciones - h - de la 
carga hidráulica, que sí se puede medir en los pozos de bombeo sin gran 
complicación. Así lo que sucede es que se conoce la solución de (1.20) en 
algunos puntos de la región !l. Si se considera el caso S = 1 y Q = o, se 
tiene el si!uiente proble~a: 

Dada h, determinar T, tal que 

L (r) = h (2.17) 

que se conoce como problema inverso y constituye el tema central de nuestro 
trabajo. 

Como en general h tiene algún error o bien el modelo (1.20) no correspon­
de exactamente con el fenómeno físico en estudio, resulta que (2.17) podría 
no tener solución .. Una alternativa usual en este caso es estimar T como el 
valor de T que resuelve 

min 
T 

F(T) , F(T) = /IL (T)- hf (2.18) 

Planteado así, la ecuac10n (2.17) se traduce en un problema de opti­
mización con las siguientes características : 

• Función objetivo de mínimos ~uadrados no lineales. 
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• Restricciones de acotación sobre las variables, dadas por la física de 
cada aplicación. 

• Crecimiento considerable de la dimensión en la medida en que se haga 
más fina la red W. 

Existen varios algoritmos eficientemente implementados, para resolver 
diferentes problemas de optimización, de acuerdo con la función objetivo, 

. sea. o no lineal, presente o no restricciones, etcétera. En particular, para 
un problema como el que nos ocupa, son muy usados los métodos de op­
timización de tipo Quasi-Newton que combinan una estrategia globalmente 
convergente con la propiedad de convergencia local cuadrática del método de 
Newton [12). 

Se han desarrollado también variantes de tales métodos, para hacerlos 
más eficientes y para ocupar menos memoria durante el procesa.miento, sobre 
todo cuando la dimensión del problema es muy grande. Una de éstas es la 
basada en el método de Memoria Limitada [17), el cual considera además 
la presencia de cotas sobre las variables, que es nuestro caso; por ello en 
la experimentación computacional de este trabajo se ha usado un software 
desarrollado por Zhu y Nocedal de un método Quasi-Newton con memoria 
limitada para un problema de gran escala y con restricciones de acotación, 
del cual describimos a. continuación sus características más importantes. 

2.2.1 Método de Newton. 

El método se desarrolla primeramente para resolver el problema siguiente: 

Dada la función F :Rn -+ Rn continuamente diferenciable, encontrar un 
punto :z;• E ~ tal que 

F (x") =O (2.19) 

La idea es trabajar con una aproximación afín de F en cada iteración y 
generar la sucesión de puntos siguiente: 
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Dado Xo E R", para k = O, 1, ... hasta convergencia 
Paso 1 : Resolver el sistema 

donde J es el jacobiano de F. 
Paso 2: 

(2.20) 

(2.21) 

En [12] se demuestra, con el siguiente resultado, que bajo ciertas condi­
ciones la. sucesión {x¡} converge a x•, cuadráticamente, si x 0 está en una. 
vecindad de x• . 

Teorema 2.2.1 Sea F : R" -+ R" continuamente diferenciable en un 
conjunto abierto y convexo D C Rn. Sea N (x, r) una vecindad de radio 
r con centro en x. Supóngase que existen x• E R" y r, /3 > O, tales que 
N(x•,r) C D, F(x•) = O, J(x•)- 1 existe con llJ(x•)-'11 :::; /3, y que J 
cumple la condición de Lipschitz en N con constante -y. Entonces existe 
e> O tal que V x 0 E N (x•, e) la sucesión x,, x., ... generada por (2.21) está 
bien definida, converge ax• y cumple llxk+1 - x•ll :S /3-r llxk - x•ll-

Ahora, cuando se tiene un problema de optimización del tipo 

min 
:eRn 

f (x), (2.22) 

donde f es dos veces continuamente diferenciable, se sabe que una condición 
necesaria para que x• sea solución de (2.22) es que V f (x") = O. Dado que 
V f (x) = O resulta ser un sistema de ecuaciones es natural aplicar las ideas 
de Newton que dan lugar al esquema 

Dado 
Paso 1 

x 0 E R"' , para k =O, 1, ... hasta convergencia 
Resolver el sistema 

donde H(xk) = V 2 f(xk), es la Hessiana. de f 
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Figura 2.4: Región de descenso 

Paso 2 
(2.24) 

De lo anterior, se tiene la misma propiedad de convergencia.; sin embargo 
la implementación requiere tener las expresiones para V f y H y además 
evaluar éstas para resolver (2.23) en cada iteración. Todo esto impone severas 
restricciones pues, en general : 

l. Se depende de una buena aproximación inicial x 0 ; esto es, no se trata 
de un método con convergencia global. 

2. Puede no disponerse de V f y H y aún en caso de tenerlos, su eva­
luación y la resolución del sistema (2.23) en cada paso puede resultar 
excesivamente costosa. 

En la. siguiente subsección se abordarán ta.les cuestiones. 

2.2.2 Métodos Quasi-Newton. 

Con respecto a.l problema. de la. convergencia., la. idea. básica es determinar en 
cada paso una. Sk que sea de descenso. Geométrica.mente esto puede verse en 
la zona sombreada de la. Figura. 2..1. 

De aquí, cualquier d1c que satisfaga 

(2.25) 
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es una dirección que permitirá. cumplir 

f (xk + >.dk) < f (xk) (2.26) 

para un cierto >. > O . 

Una vez determinado el valor de >. , digamos >.k , un esquema general es 
hacer 

(2.27) 

Es importante notar que la dirección de Newton puede escribirse en 
función de la matriz inversa, Hk 1 , de la hessiana Hk 

Sk = -H¡;'V f (x1<), Hk = H (x1<) (2.28) 

será de descenso si satisface 

(2.29) 

y esto implica el que H¡;' o Hk sea definida positiva. 

La idea general de los métodos Quasi-Newton se sustenta en buscar es­
trategias que no estén sujetas a la elección de un xo necesariamente cercano 
al mínimo :X• de f y que al mismo tiempo busquen conservar la propiedad 
de convergencia de Newton en una vecindad de x· . 

Continuando en este orden de ideas, una propuesta es : 

Dada x¡,,, determinar d., como 

s¡,, (dirección de Newton) si Hk es definida positiva 

-H¡;'V f (x¡,,) en otro caso 

donde 

H., H,, + l'kl , yµ,, elegida de tal forma que Hk >O 
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Figura 2.5: Cálculo del nuevo punto 

A esta elección de dk se le conoce como dirección Quasi-Newton. 
Una vez fijada la dirección dk, la cuestión consiste en determinar la co­

rrespondiente Ak en (2.27) de tal forma que el nuevo punto resulte aceptable 
como nueva. aproximación de x·, como se puede apreciar en la Figura 2.5. 

Resulta natural, en principio, pensar en la condición 

(2.30) 

sin embargo, pueden darse ejemplos [12] en los que se muestra que ésta no 
es suficiente. Un esquema general para nuestros propósitos es el siguiente : 

Dadas Xk y dk de descenso 

• Calcular Ak que satisfaga 

(2.31) 

y 

(2.32) 

• Hacer 

Las condiciones dadas en (2.31) y (2.32) están basadas en Armijo y Gold­
stein y tomadas conjuntamente establecen un equilibrio entre la magnitud del 
descenso en J de Xk+t a Xk y llxk+t - xkll· En [12], Wolfe prueba que, dada 
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Xk E R" y dk de descenso, es posible determinar ,\k de tal forma que Ja ite­
ración Xk+l = Xk + >.kdk satisfaga las propiedades (2.31) y (2.32). Además 
se prueba el siguiente teorema: 

Teorema 2.2.2: Sea f: R" -+ R continuamente diferenciable en Rn, y 
supóngase que existe -y 2: O tal que 

lfVf(y)-Vf(x)ll 2 $-ylly-xll2 , parax,yE Rn 

Entonces dado cualquier x 0 E Rn, f no está acotada inferiormente o existe 
una sucesión {xk} que satisface (2.31) y (2.32). También se cumple una de 
las siguientes propiedades 

o 
V f (xk) = O y dk = O para cada k 2: O, donde dk = Xk+i - Xk 

Además, para toda sucesión como esa, se cumple que: 

• V f (xk) =O, para algún k 2: O, o 

• lim.r.-+oo f (x.r.) = CXJ, o 

Dennis y Moré, con el siguiente teorema, prueban además un resultado 
en el que se garantiza convergencia superlineal. 

Teorema 2.2.3: Sea f : Rn -+ R dos veces continuamente en un conjunto 
convexo abierto D, y supóngase que V 2 f cumple la condición de Lipschitz 
en D con parámetro -y. Considere uhna sucesión {xk} generada por (2.27), 
donde VT f (xk) di. < O 'Vk y el >.k seleccionado satisface (2.31) y (2.32). Si 
{xk} converge a un punto x• E D para el cual '\72 f (x") es definida positiva, 
y si 

lirn !IV f (xk) + V 2 f (xk) dkll 2 =O 
k-+oo lldkll2 

entonces existe un índice k 0 2: O tal que 'Vk 2: k 0 , es permisible tomar Ak = l. 
Además V f (x•) = O, y si >.k = 1 Vk 2: ko, entonces {xk} converge a x" 
q-superlinealmente. 
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En resumen, si se tiene fa.cotada. inferiormente, entonces la sucesión {xk} 
generada con las condiciones 

l. ángulo (dk, "i7 f (xk)) > 90º 

2. f (xk + >.i.dk) :5 f (xk) + a>.VT f (xk) d", a E (O, 1) 

3. VT f (xi.+ >.1cd1c) d1c ~ /3"i7T f (x1c) d1c, /3 E (a, 1) 

satisfará 
J.!_.~ Vf(xk) =O 

l\ilás aun, si el algoritmo en cuestión intenta sieinpre como primera opción 
tornar la dirección de Newton o la. de Qua.si-Newton para ca.da iteración, en­
tonces la sucesión generada converge q-cuadráticarriente o q-superlinealmente 
a x• si x1c está suficientemente cerca de x• y se satisfacen las condiciones de 
convergencia local de Newton o Quasi-Newton respectivamente. 

Respecto al punto 2, en buen número de ca.sos se da la necesidad de 
encontrar buenas aproximaciones de H dado el ca.so de que no se tenga su 
expresión analítica o que su evaluación resulte muy cara. 

Primera.mente debemos analizar las ideas surgidas al estudiar el ca.so 
(2.19) . Una de ellas se basa en aproximar J (xk+•) en (2.20) usando so­
la.mente información de la. iteración anterior , siguiendo las ideas del método 
de la secante en una dimensión (n = 1) . Esto derivó en el método de Broy­
den, descrito en [12], que propone tomar 

J _ J (y1c - Jksk)s'f 
1c+1- k+ sfsk (2.33) 

donde Ji.= J (x1c) , Y•= F (x•+d - F (xk) 
rarlo a. (2.20) y (2.21) se tiene 

Para k =O, 1, ... hasta convergencia. 
Resolver J (x•) Sk = -F (xk) 
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Xk+l = Xk + Sk 

y¡. = F (xk+d - F (xk) 
J.c+1 = Jk + (lla::t::•>•k 

Se puede demostrar que esta variante del método de Newton tiene con­
vergencia q-superlineal (12]. 

Al extender esto al problema de optimización (2.22) se presentan dos 
inconvenientes si se trata de usar (2.33) para aproximar Hk+i como 

(2.34) 

pues puede suceder que H.c+ 1 no sea ni simétrica ni definida positiva, 
<!-Unque Hk lo sea. En este caso Yk = 9k+1 - gk, donde 9k = V f (xk)· 

La simetría es una característica propia de toda matriz Hessiana y ya 
vimos la importancia que tiene que sea definida positiva , por lo que se han 
hecho variaciones sobre (2.34) para lograr que si Hk es simétrica y definida 
positiva, H1c+1 también lo sea , asegurando así que si se parte de una Ha 
inicial con esas propiedades, éstas se mantengan en cada iteración. 

Con ese objetivo trabajaron Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno y des­
cubrieron, independientemente cada uno, la conocida fórmula para aproximar 
Hk+1 

(2.35) 

conocida como la actualización BFGS, vista también en (12). 

Si nos fijamos en (2.28), vemos que se puede usar también la correspon­
diente actualización de la inversa de Hk+i. la que se puede obtener a partir 
de (2.35) como se ve en (12]. Denotemos como Hk+l a dicha aproximación 
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de la. inversa. de la. hessiana en la. iteración k + l. Nótese que no es nece­
sario formar esta matriz explícita.mente, sino hacer el producto Hk+i9k me­
diante una sucesión de productos interiores entre 9k y los vectores s, , Yi para 
i =O, 1, ... , k . Veamos esto con más detalle. 

Como aparece en (21) Hk+l se puede escribir en forma producto de la 
siguiente manera: 

(2.36) 
donde 

1 
Pk = YkSk, V1o = f - PkYkS~ (2.37) 

Sin embargo, esto genera un problema serio cuando la dimensión del 
problema. es muy grande ya que en la k-ésirna iteración se necesita tener 
alma.cenados 2k vectores de Rn para aplicar (2.36). Con el fin entonces 
de trabajar estos métodos buscando ahorro de memoria se han desarrollado 
los llamados de memoria limitada. Estos son del tipo Quasi-Newton con la 
variante de que se fija de entrada una cota para la cantidad de pares de 
vectores s, , y.¡ que se van a. considerar en las actualizaciones. 

Sea rn << n el número máximo de estos pares que se van a almacenar. 
Entonces, mientras k + 1 ::5 rn no hay ningún cambio en (2.36), lo cual se 
ve mejor si desarrollarnos la forma producto 

H•+• v¡v,:_, ···Va' Ha Va··· vk-• v" 
+V1 · · · V1'pasos~V¡ ···V,. 

+ v¡v¡_,p,._,s,._,s~-2 v,._, vk 
+p1os1os~. 

Cuando k + 1 > rn se desecha la información de s 0 y Yo y se guarda en su 
lugar la de Sk+t y Yk+l , y así sucesivamente se va. eliminando la información 
más vieja y se dejan los rn pares de vectores previos a la iteración actual. La 
forma producto queda como sigue 

v~ v¡_, . · · v¡_=+i Ha vk-=+, · · · v,._, v .. 
+v,: · · · v,:_m.+ 2Pk-Tn+1.sk-m.+1sL-?n.+t Vk-rn+2 · · · Vk 

+V,.~p1o-1Sk-1S~-l Vk 

+PkSkS~. 
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Como se ve es muy importante la selección de la aproximación inicial H 0 . 

En muchos casos se usa la matriz identidad y en otros ciertos escalamientos 
de la matriz identidad, pero no entraremo~ a especificar má.s en esta dirección. 

El problema de optimización que se requiere resolver en este trabajo puede 
llegar a ser de gran dimensión pero además, como ya hemos mencionado, pre­
senta restricciones sobre las varia.bles (parámetros). Incorporar en un código 
de optimización la. posibilidad de considerar restricciones en los problemas 
es algo bastante complica.do y muy delicado por lo ·que decidimos utilizar la 
rutina. LBFGSB [28] para nuestro caso. Este programa. es uno de los más 
robustos y eficientes con que se cuenta en esta área de trabajo y está diseñado 
precisamente para resolver problemas de optimización no lineal con restric­
ciones de acotación, como las del tipo que aquí se presentan. Las ideas de 
memoria limitada, antes descritas y que se usan en dicha rutina, se pueden 
encontrar en [17]. 

Cuando se supone que las observaciones h. no tienen errores, este algoritmo 
resuelve el problema. (2.18) correctamente. Algunos ejemplos numéricos de 
esto se muestran en el capítulo 4 para. un ejemplo de laboratorio. Pero cuando 
hay perturbaciones ó en h , corno es usual que suceda por ser mediciones rea.les 
de campo, entonces la. solución que nos devuelve LBFGSB para. el problema. 

m.jn F (T) = !!L (T) - h\! 2 
(2.38) 

puede estar muy lejos de ser la correcta, es decir, no resu~ta suficiente aplicar 
este algoritmo solamente para resolverlo. Esto último está. relacionado con 
las características de rnal plantearniento del problema. (2.17). En el próximo 
capítulo haremos un estudio de su comportamiento. 
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CAPITULO 3 

Mal planteamiento del 
problema inverso y 
alternativas de soluci6n. 

Hemos ya establecido que para nuestro problema inverso: calcular T , tal 
que 

L (i") = Íi (3.1) 

donde L (i") significa -como ya se ha dicho- resolver el problema directo con 

coeficiente T, una vía de solución es calcular la T que resuelve 

min 
T 

(3.2) 

Para. varios autores esto es conocido como el problema de identificación de 
parámetros por el criterio de error de salida (output error criterion) . 

Ahora bien, en la práctica puede tenerse que 

l. No exista Tª solución de (3.2) . 

2. Multiplicidad de la solución, en caso de que exista. 

3. Aun suponiendo existencia y unicidad, es posible que Tª no dependa 
continuamente de Íi . 
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Esto nos dice que en general no es suficiente resolver (3.2) usando algún 
método confiable como el descrito en el capitulo anterior, pues a pesar de 
ello la posible T" calculada puede estar lejos de la solución real que estamos 
buscando. 

A la cuestión de dar una respuesta acerca de la bondad de una solución 
de (3.2) calculada numéricamente se le conoce como el problema de identifi­
cabilidad de parámetros a cuyo estudio dedicaremos lo que resta del capítulo. 

3.1 Mal planteamiento. 

Comenzamos introduciendo algunos conceptos y resultados clásicos que 
se pueden ver en [14], [19],[23] . Sean P y H espacios de Hilbert y 

L:P-+H (3.3) 

un operador lineal continuo. 

Definición 3.1. Dado h E H, el problema de. determinar p E P tal que 

L (p) = h (3.4) 

se dice bien planteado, si tiene solución única y ésta. depende continuamente 
de los datos. En otro caso se dirá que es rnal planteado. 

Por datos consideraremos sólo a h, aunque en un sentido más general 
puede considerarse también a L. 

Definición 3.2. Se dirá que p+ es una solución generali=ada "-'loore­
Penrose (M-P) de (3.4), si: 

"lpE p 

y 

• Si llh - L (po)llH :S llh - L (p)llH, Vp E P ento.nces llPollp :2':: llP+llP · 

:¡:¡ 



En general, 11-llv denota la norma en el espacio V. 

Teorema 3.1. Sea L : P - H lineal y continuo y sea 'Ph la proyecc1on 
ortogonal de h sobre la cerradura de la imagen de L , lrn (L) . Entonces, 
(3.4) tiene solución generalizada única p+ si y sólo si Ph E lrn (L). 

Este resultado se establece directamente al aplicar el teorema de la pro­
yección ortogonal a lrn (L) y N (L) y su importancia en nuestro contexto es 
que establece condiciones necesarias y suficientes para la existencia y unicidad 
de la. solución de nuestro problema inverso (3.1) en sentido generalizado. 

Sea ahora 

D (L+) = {h EH L (p) = h tiene solución generalizada :VI-P} 

Al mapeo L + : D (L+) e H - P , h ~ p+ se le llama inverso generalizado 
de M-P.de L. 

Teorema 3.2. Si L P ~ H es lineal y continuo, entonces L + es lineal 
y cerrado. 

Demostración: la linealidad se prueba directamente. Para el caso de la 
cerradura, sea (h,p) un punto de acumulación de 

la gráfica de L+. Debemos probar que (h, p) E Gr (L+); para ello, sea 

Como L es continuo se tiene que 

converge a. (h - L(p)) E lrn(L)J.. 
L+h = p; por tanto 

luego , 

;3.¡ 

L+(h-L(p)) O , o bien, 
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Con respecto a la continuidad de L + se tiene 

Teorema 3.3. Sea L : P -+ H lineal y continuo. Si Irn (L) = Irn (L), 
entonces L+: H-+ Pes lineal y continuo. 

Otro resultado determinante en este sentido es el siguiente: 

Teorema 3.4. Si L : P -+ H es lineal y compacto, entonces, para que 
D (L+) = H y L+ : H -+ P sea continuo es necesario y suficiente que 
Irn (L) e H sea de dimensión finita. 

Demostración: llamemos !P : H -+ Irn (L) a la proyeccton ortogonal de 
H sobre Irn (L) . Ahora, si L+ es continuo, entonces LL+ = p lrm(L) es 
compacto, y p lrm(L) es compacto si y sólo si Irn (L) C Hes de dimensión 
finita. 

D 

Podemos ahora en este contexto, reformular los conceptos de bien y mal 
planteamiento como sigue 

Definición 3.3. Sea L : P -+ H lineal. Dado h E H , se dirá que el 
problema L (p) =hes bien planteado (a la Hadamard), si y sólo si 

es continuo. En otro caso, será mal planteado. 

Tenemos pues que si L : P -+ H es lineal, compacto y Irn (L) es de 
dimensión infinitay entonces estamos ante un problema mal planteado. Cabe 
notar que si L- 1 (el inverso de L) existe, entonces L+ = L- 1 sobre D(L- 1 ). 

Pasaremos ahora a ver algunos ejemplos. 

Ejemplo l. Considérese la ecuación 

J,: K(x,t)f(t)dt = g(x) (3.5) 
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con f,g E U= L2 [a,b], K E L2 ([a,b] X [c,dJ) . 
(3.5) se conoce como ecuación de Fredholm de primera clase, y si hacemos 

V = L2 [c, d] , podemos reescribirla en la forma operacional 

K (f) = g, con K : U --+ V (3.6) 

donde 

K(f)x =lb K(x,t)f(t)dt (3.7) 

¡.; resulta ser un caso típico de operador lineal compacto, por lo que (3.6) 
es un problema mal planteado ya que ¡.;-t no es continuo. Esto se muestra 
directamente en [16]. 

Ejemplo 2. Dada una función f (x), calcular su k-ésimaderivada u (x) 
f(") (x). Este es un problema común en análisis numérico y es usual que sólo 
se cuente con una tabla de valores T¡ de f. 

Sin pérdida de generalidad puede suponerse que 

J('l (O) =O, i = 1, ... , k - 1 

Del desarrollo de Taylor para f. (x) con residuo en forma integral se tiene 

1 lc"' ( )"-1 f (x) = f (O)+J< 1> (O) x+· · ·+ f("- 1> (O) xk-1+ x -
0 

u (a) da 
(k-1)! o (k-1)! 

donde 

=foª g(x,a)u(a)da, 

g(x,a) = {O 
(x-cr)"- 1 

(.:r-1)! 

Esto es, u (x) resulta ser la solución de 

si, O> X 

si. Q ~X 

foª g(x,a)u.(a)da = f(x), O :5 x::; a 

(3.8) 

que es justamente una ecuación del tipo Fredholrn, vista anteriormente. 
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Este ejemplo resulta particularmente importante en nuestro contexto pues 
en los problemas de optimización aparece de manera natural el cálculo de 
derivadas, como una etapa fundamental en el proceso de solución. 

Con respecto a nuestro problema, si consideramos el caso de estado esta­
cionario y una sola variable espacial, la. ecuación correspondiente puede es­
cribirse como 

- (p(x)h,,),, = g(x), x E [O, 1) (3.9) 

con condiciones de frontera, por ejemplo de Neurnann, dadas. 
Si h,,(x) ,¡,O Vx, entonces p(x) está dada por 

p(x) = h,,~x) [p(O)h,,(0)- fo"' g(s)ds] (3.10) 

y resulta ser única.. 
Corno se observa, el cálculo de p (x) depende de la derivada de h (x) que 

como vimos anteriormente, es un problema mal planteado ... ..\demás, si para. 
alguna región se tiene h,, (x) ::::<O, resulta que pequeños errores en g pueden 
verse amplificados por el factor h.(x). En (23) se prueba el mal planteamiento 
de (3.9). Para el caso de dos variables espaciales y estado no estacionario 
no conocemos una demostración de este tipo; aunque es usual considerarlo 
como mal planteado, y en los experimentos numéricos que presentaremos más 
adelante se puede apreciar ese comportamiento. 

Los resultados dementados en esta sección, en relación con la existencia 
y continuidad del inverso del operador lineal L, se pueden extender según 
Engl[l5) al caso en que dicho operador sea no lineal y establecer condiciones 
equivalentes a las aquí vistas. 

3.2 Regularización 

Se trata de una de las alternativas más usuales y mejor estructuradas 
para tratar los problemas mal planteados. Su creación y desarrollo están 
estrechamente ligados al nombre de Tikhonov y en términos generales puede 
definirse como la aproximación de un problema mal planteado por una familia 
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de problemas vecinos bien planteados, dependiente de un parámetro. En 
nuestro caso, esto equivale a sustituir 

(3.11) 

por, digamos 
(3.12) 

donde 
Ra (p) llL (p) - h.11: + °'2 llP - Poli¡_ (3.13) 

con: 

• a > O un parámetro, llamado de regularización, estrechamente ligado 
al ruido presente en h. 

• S, conjunto de parámetros permisibles, denso en P . 

•Po E P alguna estimación apriori de p", solución de (3.11). Es posible 
tomar Po= O. 

Ra (p) se conoce como funcional regularizante y es posible [9] probar que 
existe Pa llamada solución regularizada, la que bajo ciertas hipótesis resulta 
ser continua con respecto a h y además, satisface 

a= a(ó)--> O 

siendo ó una medida del ruido en h. En el siguiente capítulo se muestran 
resultados obtenidos con esta propuesta. 

Un esquema general es, tomar 

R 0 (p) = 11 L (p) - h.IJ' + aS (p) (3.14) 

con a > O y S una cierta funcional no negativa, llamada estabilizante, cuyo 
objetivo es justamente controlar la sensibilidad de la solución regularizada 
Pa con respecto a las perturbaciones en Íi . Algunas elecciones frecuentes de 
S son: 
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l. s (p) 

2. s (p) 

donde <1' es un operador diferencial, por ejemplo <1'p = p' y las normas se 
toman en los espacios correspondientes; con frecuencia L 2 . 

En [1] se dan resultados sobre: 

• Existencia de solución p 0 de 

~nRa (p) 

para el caso S (p) = llPll 2 
• 

• Continuidad de Pa con respecto a h 
• Convergencia de Pa a. p+ cuando a -+ O 

En [15) se muestra., a.demás, que si el ruido en hes menor o igual que J, 
es posible tomar el parámetro de regularización a = a (J) a-priori como 

a (J) = J..-hü 

con v ::; 1 para obtener soluciones regularizadas que satisfagan 

En la. práctica, las elecciones más usuales son v = ~ y v = 1 . 

Cabe decir, sin embargo, que la cuestión del cálculo del parámetro a 
de regularización, cuando se desconoce J, es una de las grandes dificultades 
que deben resolverse al aplicar esta metodología en la resolución de un pro­
blema mal planteado. Aunque existen algunos algoritmos euristicos para el 
cálculo automático de a, su uso no es siempre exitoso para cualquier tipo de 
problema. 

Pasaremos para. concluir nuestro estudio, a. la presentación de una técnica, 
todavía en desarrollo, que podría llegar a ser una herramienta. importante en 
el tratamiento de problemas mal planteados, ya sea por sí misma o ligada 
con regularización. 
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3.3 Optimización Multiescala. 

Volvamos a nuestro problema en estudio, que consiste en resolver 

min 
T 

F(T), F (T) = /IL (T) - h.f (3.15) 

donde h es una matriz de observaciones de la función h (x, y; t) en ciertos 
puntos, digamos, (x;, y;) E [O, 1] x [O, 1] , i = O, ... , Nx , j = O, ... , 1Vy . 
Esto es, se tiene 

h;; = h (x;, y;; t) + ó;; (3.16) 

para un cierto tiempo t y donde Ó;; representa el error de medición en (x;, y;) 
. Si hacemos 

Xi= i,6.x , 
Y;= j6y 

(3.15) se transforma en 

mio r,,_ 

i = O, ... ,Nx 
j = O, ... ,Ny 

6x= -L "[x 
6y = Ny 

donde 6 es el nivel de discretización correspondiente a 6x y 6y. 

(3.17) 

Estamos ahora en un problema de optimización en dimensión finita, y la 
cuestión es determinar T! , con 

TLJ: =:: T;j = T+ (x;,y;) 

solución generalizada discreta de (3.15). 

Consideraremos 

T (x, y) E L 2 (lR), lR = [a, b] x [e, d] 

(3.18) 

(3.19) 

donde lR es la región que se ve en la Figura 3.1, y lo que nos interesa es 
conocer T(x,y) en los puntos (x;,Y;) de la malla dada en la Figura 3.2. 

Esto puede interpretarse como, determinar TA en un subespacio de di­
mensión finita W C L 2 (lR) definido por la discretización de lR . 
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Figura 3.1: Región rectangular 
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Figura 3.2: Subespacio W 
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Se tiene que 
dim W = (Nx + 1) * (Ny + 1) 

Hagamos dim W = N= y sea 

{w;;} i =O, 1, ... , Nx;j =O, 1, ... , Ny 

una base de W; de esto resulta 

Tt:::ii. (x,y) = ¿a;.;w;.;, (x, y) E lR 

(3.20) 

(3.21) 

y entonces resolver (3.17) equivale a determinar la matriz de coeficientes 

A= (a;;) (3.22) 

tal que (3.17) alcanza el mínimo con respecto a la base (3.20). Es importante 
notar que la elección de ésta es un punto fino y delicado pues para bases 
diferentes pueden obtenerse resultados dramáticamente distintos (10]. 

Por supuesto, con los elementos dados podría procederse a la estimación 
de T! directamente; sin embargo, lo que se propone es una estrategia distinta, 
llamada optimización multiescala, cuya adopción produce generalmente re­
sultados superiores a los obtenidos al resolver el problema de estimación de 
parámetros directamente en el subespacio l-V, según mostraremos para nues­
tro problema en el siguiente capítulo. Esta técnica ya ha sido usada para 
resolver problemas inversos (7],(11], aunque esta es la primera vez que se usa 
para mostrar que se pueden resolver dichos problemas en el caso de errores 
en los datos. 

3.3.1 Parametrización multiescala. 

En términos generales, la idea consiste en construir una serie de subespacios 
W 0 , 'l-V1 , ••• , 'l-V,vs de \-V, ta.les que 

(3.23) 

Una propuesta es partir de un 1'V0 dado por la discretiza.ción dada en la 
Figura 3.3, y proceder por bipartición de cada uno de los rectángulos R;;, 
para obtener el correspondiente \tVi, y así sucesivamente. En general, si se 
tiene Wk-l que corresponde a la discretización dada en la Figura 3.4, el paso a 
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Figura 3.4: Subespacio W"k-1 
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2 -1 
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.... 

2 2 -1 
11•1 

2 

Figura 3.5: Puntos que se agregan para pasar a Wk 

W1o se hace agregando a la malla para W¡,,_ 1 los puntos marcados en negritas, 
y que se muestran en la Figura 3.5, en la discretización correspondiente a 
W¡,,. 

Si llamamos V¡,, al subespacio generado a partir de estos nuevos puntos 
agregados a W¡,,_ 1 para llegar a Wk, tendremos que 

(3.24) 

Se tiene que 
dim 1'V1o = (2"+ 1 + 1) * (2•+ 1 + i) 

y como base para este subespacio se propone elegir funciones 

Wij, i = l, ... ,2k+l + 1jj=l, ... ,2k+L+1 (3.25) 

continuas y bilineales por pedazos sobre cada uno de los rectángulos ~7; . 
Por supuesto, como w._, e 1-Vk, lo natural para obtener la base (3.25) 

es agregar a la de 1'Vk_ 1 , las w;; correspondientes al subespacio v •. Resulta 
fácil ver que Vk es un espacio suplementario a \.-Vk-L en \.-Vk, ya que: 

• Por construcción, se tiene 
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• Dada TJ:',,, E Wk , si consideramos que ésta coincide con TJ:',,,_, E Wk-t 
en todos los puntos de la malla correspondiente a wk-1 y hacemos 

TXk = TJ:r,, - TJ:r,,_, 

Por construcción se tiene que TX1c E Wk, y si TXk se hace cero en 
todos los nodos correspondientes a l'Vk que no están en V., , entonces 
TX" E V.,, de donde 

TJ:',,, = TJ:',,,_, + TJ;.k (3.26) 

con 
y 

• Puede probarse sin grandes dificultades que la descomposición (3.26) 
es única, y con esto queda mostrado que vk es suplementario de wk-l 
en wk. 

El proceso descrito anteriormente se repite hasta arribar a un subespacio 
WNs, tal que WNE = w, esto es, se tiene 1'Vi1 e l'V, e ... e l'VNE = l'V y 
como wk = wk-l ffi vk resulta 

l'V, 1'Vo E17 V. 
W2 1'V, ffi V,, = 1'Vo ffi V. 9 V, 

Así, B = {w;;} base de W se obtiene como la unión de las bases de 
Wo, Ví, ... , VNE; esto es 

B={wt'_;Jk=O,I, ... ,1VE ; i=O,l, ... ,2k+ 1 ,j=O,l, ... ,2k+t } 

Existen distintas opciones para la elección de B entre las llamadas bases 
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tipo multiescala. Por nuestra parte hemos elegido 

[f-(i-1)] [*-(j-1)] si i - 1 :5X:s;i j-l:s;*:s;j 

[f - Ci - l)] [u+ 1) - *] si i-1:s;¡¡:s;i j:s;*:s;j+l 
w;; (x,y) 

[Ci + 1) - ¡¡] [* - (j - 1)] si i:s;¡f:s;i+l j-l:s;*:s;j 

[Ci + 1) - ¡;)[U+ i) - ¡;.] si i:s;¡f:s;i+l j:s;f:s;j+l 

3.3.2 Proceso de optimización con base en multiescala. 

Partiendo de lo anterior, la idea consiste en resolver la siguiente colección de 
problemas 

,O:s;k:s;NE (3.27) 

donde, como hemos visto, la dimensión de cada nuevo problema va creciendo, 
dado que Wk-i e Wk . En términos algorítmicos el procedimiento es el 
siguiente: 

- Para k = O , se calcula la solución T.!0 de 

rnin Fe. (Te.o) 
T,,.a 

partiendo de una aproximación inicial 

A - ( o ) . - o 9k . - o 9k o - Ot.¡j '1 - 1 ••• , .... 'J - ' ... ' _, 

arbitraria, donde, recordemos, Tg 0 =E o.¡;w¡; . 

- Una vez calculada T;!;.k-l , se resuelve el correspondiente 

1$k$NE 

usando como condición inicial los 07j- 1 obtenidos como resultado de la 
optimización k - 1, más los correspondientes a \/k de la descomposición 
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calculados por interpolación a partir de T~k- I, pues según vimos antes 

con 
y 

Es importante destacar que, dentro del proceso de minimización de F 6 (T6 k) 

para cualquier k, cada vez que se requiere la evaluación de F 6 en una Tt:>.k 

dada hay que resolver la ecuación diferencial que ya vimos que forma parte 
del modelo. 

En el próximo capítulo se muestran resultados obtenidos con este método, 
que son superiores a los obtenidos con optimización directa, lo que constituye 
una evidencia experimental acerca de aplicar multiescala en un problema 
inverso como el tratado aquí. 

Existen también algunos estudios, Chavent y Liu(lO] por ejemplo, en los 
que se analiza multiescala en los siguientes términos: 

Dado el modelo elíptico unidimensional 

d ( dh) -- T(x)- =f(x), 
dx dx 

X E [O, l] 

con 
h (O) = h ( 1) = O 

y como la solución depende de T, se define el operador 

o, para el caso discreto, 

cf> : L 2 (O, 1) --+ L 2 (O, 1) 
<I> (T) = h 

donde, análogamente a lo visto antes, 

Te::..= Lo¡e¡ 
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siendo e,, ... , en una base del subespacio de L 2 (O, 1) correspondiente al nivel 
de discretización 6. 

A partir de esto, en [10] se definen los siguientes conceptos: 

• Velocidad 
v; = «1>'.,. (Te.) e¡ 

que es justamente la derivada de 4» 6 con respecto a los a¡, que son 
ahora las variables independientes dada la base. 

• Aceleración 
a;= «1>:;. (Te.) (e;, e;) 

y finalmente 

• Radio de curvatura 

llv;ll
2 

( < v; a¡ )) !. 
Pi= lladJ 2 1 

- 1lv;1l 2
' lladJ 2 

Tomando luego Te. = 1 y J (x) = 2 se muestra que para un nivel de 
discretización 6 dado, la resolución del problema de optimización 

°'A = (01, · • • '°'n]' (3.28) 

reporta mejores resultados cuando se torna como {e;}:'.: 1 una base multiescala 
en vez de una base local. 

Por su parte, Liu en (18] tomando Te. = 1 y f (x) = 1 calcula expresiones 
para la velocidad y la curvatura de el> a partir de 

el> (T (x) +te (x)) 

donde 

={ 
o x E (0, t - 6) 

e (x) 
-1 X E (t - 6, t) 

1 X E (t, t + 6) 
o X E (t + 6, 1) 
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y llega. a. las siguientes expresiones 

262 (t - !.) 
v2 ~ 2 
~ 3 ' K 2 = 66-2 , cuando 6 ~O 

De esto resulta. que a medida que la discretización (dada por 6) se hace 
cada vez más fina: 

• La velocidad decrece, y como ésta mide la variación de 4' con respecto 
a T, resulta entonces que la función objetivo (3.28) es menos sensible 
a ca.rnbios en los coeficientes de la representación de T correspondiente 
a escalas finas. 

• La curvatura crece (o el radio de curvatura p = 1~ 1 disminuye), lo que 
se traduce en mayor no linealidad de (3.28) a medida que se tengan 
escalas más finas. 

En consecuencia, se sugiere no resolver (3.28) directamente sino con op­
timización rnultiescala, partiendo como se ha propuesto antes, de una escala 
cero en la que se espera que el problema sea lo menos no lineal posible, pero 
con alta sensibilidad. 

Vista de esta manera, multiescala puede interpretarse corno un tipo de 
regularización en donde la función regularizada tendría la expresión 

siendo las /J¡ ciertos pesos. Así~ si fuera posible conocer cuales son las o¡ 

más sensibles, se podría dar mayor peso a estos coeficientes en las primeras 
iteraciones de la optimización, lo que resultaría en una buena apro?d~ación a 
esos a;. Posteriormente la optimización podría calcular los o¡ más no lineales. 
Desde luego no se conocen a priori cuales son los coeficientes sensibles y menos 
no lineales, por lo que regularizar de esta forma no es posible en la práctica, 
y entonces usar mallas multiescala se convierte en un método válido para 
resolver problemas mal planteados de este tipo. 

Llevar a cabo un análisis del estilo propuesto por estos autores para nues­
tro problema (ecuación parabólica) en dos dimensiones es una tarea que 
queda por hacer. 
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CAPITULO 4 

Experimentaci6n y resultados 
computacionales. 

Como se ha mencionado antes, para llevar a buen término el proceso de 
estimar T, se propone resolver para cada escala k el siguiente problema de 
optimización 

min r,,.. (4.1) 

En este caso, evaluar la función objetivo del problema de mínimos cuadra­
dos (4.1) implica resolver una ecuación en derivadas parciales, para obtener 
la carga en cada punto de la malla. Es decir, para estimar la solución del 
problema inverso, que es nuestro interés, es necesario resolver una gran can­
tidad de veces el modelo (problema directo). Esto hace que el proceso sea 
más costoso aun y se trata, por tanto, de usar programas robustos y rápidos 
en cada etapa. 

Para resolver el problema directo 

(4.2) 

con condiciones iniciales y de frontera dadas, se usó una implementación 
de alta precisión del método implícito de direcciones alternadas, mientras 
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que para la optimización se utilizó el método de Quasi-Newton de memoria 
limitada implementado en el código L-BFGSB (28], que contempla la posi­
bilidad de cotas en las variables. Este punto es importante ya que, si bien 
es cierto que estamos estimando T -ya que es muy caro obtener su valor por 
mediciones-, también es cierto que sí se conoce el rango posible en el que 
ésta varía, por lo que se introducen restricciones de acotación en 4.1 según 
el criterio de los expertos. Esta rutina de optimización, como muchas de su 
estilo, requieren de la expresión de la función y del gradiente. En este caso, 
da.da. la complejidad de la función a rninirrüzar, se usa una aproximación del 
gradiente por diferencias finitas. · 

Como herramienta de cómputo se usó una microcomputadora tipo PC 
compatible, y se hicieron cálculos a partir de datos sintéticos y reales. 

4.1 Caso sintético. 

Un estudio de este tipo se lleva a cabo en la medida que permite calibrar, 
en condiciones en las que el experimentador tiene control de las variables 
del proceso. Ahora bien, dado que se trata de calcular T(x,y) conociendo 
h, definirnos que en el óptimo la transmisividad es una función dada por la 
siguiente expresión: 

T" (x,y) = x 2 + y 2 + xy + x +y+ 1 (4.3) 

Esto es, partiendo de T" y tornando S = 1, Q = O en (4.2). se resolvió 

L (T") = h (4.4) 

para obtener h. El hecho de conocer la solución T" nos permite comprobar 
si el ajuste es correcto o no. 

Hecho esto, el problema inverso consistió en recuperar r· a partir de esta 
h. Los resultados que presentaremos corresponden a la solución de dicho 
problema sobre el cuadrado unitario. Las condiciones de frontera considera­
das fueron las siguientes, que corresponden a la Figura 4.1. 

51 



' ' 
IV 

R 1 111 

11 

Figura 4.1: Región R1 

escala intervalos por x e y nodos 
o 2,2 3•3 
1 4,4 5-5 
2 8,8 9•9 
3 16,16 17•17 
4 32,32 33*33 

Tabla 4.1: No. de intervalos y de nodos en cada escala para R1 

T (O, y)~= O en I 

h (1, y; t) = 1 en II 

T(x,O)~Z=O enIIl 

T ( x, 1) ~~ = O en IV 

y como condición inicial se tomó h(x, y; O)= 1, '<lx, y E (O, 1] x (O, 1]. 

Para resolver el problema directo fue necesario definir el nivel de dis­
cretización en el que se debe resolver la ecuación diferencial que ahí aparece 
o, lo que es lo mismo, definir en cual de las escalas dadas en la tabla 4.1 se 
calcularía la carga hidráulica -h- para una T dada. Esto se determinó apli­
cando el proceso de optimización rnultiescala usando diferentes tolerancias. 
En la Gráfica 4.1 se ve que con la tolerancia de l.d - 15 el valor de la función 
objetivo se hace suficientemente pequeño, en la escala 3, con lo que se logra 
reproducir adecuadamente la transmisividad. A.demás si se continúa a la 
siguiente escala empeora el valor de la función. Por tal motivo el problema 
directo se resuelve siempre en la malla de 17 x 1 T. 

En la Gráfica 4.2 se ilustra la necesidad de utilizar una alta precisión 
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eval. de la función error en T 
sin multiescala 50 4.6 
con multiescala 43 0.547 

Tabla 4.2: Datos sintéticos, sin ruido y con tol=l.d-8 

eval. de la función error en T 
sin multiescala 670 4.3 
con multiescala 75 0.202 

Tabla 4.3: Datos sintéticos, sin ruido y con tol=l.d-12 

(1.d-12) para llegar a. reproducir T, con la precisión requerida, sin hacer 
multiescala. 

4.1.1 Datos sin error. 

En las tablas 4.2 y 4.3 se puede apreciar el efecto de aplicar la optimización 
multiescala, descrita en el capítulo 3, aun cuando los datos no tienen ninguna 
perturbación o error. Aplicar esta técnica presenta dos ventajas, lo mismo 
en el caso en que se usa tolerancia de l.d-8 como cuando se usa 1.d-12: 

• Se reproducen las transmisividades, cosa que se aprecia (tablas 4.2, 4.3 
y Gráfica 4.3) por la norma infinito del error entre la T calculada (Te) 
y la real (Tr)· 

error en T = JJTc - Trll 00 

• El costo es menor que cuando no se usa rnultiescala, lo que se mide por 
el número de evaluaciones de la función. 

En conclusión, para este caso, el uso de multiescala acelera el proceso. 

4.1.2 Presencia de error en los datos sintéticos 

Como resulta que en los problemas reales hay presencia de errores en los 
datos, aun para el ca.so sintético tiene sentido trabajar con ciertas perturba­
ciones de la solución teórica. El estudio que se hace en estos casos es muy 
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importante ya que, como el problema que estamos tratando es mal planteado, 
un pequeño error en los datos provoca oscilaciones en la solución y resulta in­
teresante observar que también en esta situación la optimización multiescala 
produce buenos resultados, mismos que sería razonable esperar aplicando 
una técnica de regularización. 

Para simular esto en el problema de laboratorio, se perturbaron los valores 
de la carga hidráulica obtenidos en (4.4). Teniendo en cuenta que los valores 
de h, en este caso, están entre O y 1 se dejaron sólo dos cifras significativas 
correctas. Esto representa un ruido del 1.1 % con respecto al rango en que 
fluctúan estos valores. 

En la tabla 4.4 se ve que si no se aplica rnultiescala, o sea si se resuelve el 
problema de mínimos cuadrados directamente en la escala 3, la norma infinito 
del error entre T calculada y real es grande. Esto significa que no se reproduce 
la transmisividad y la superficie correspondiente a esta T se muestra en la 
Gráfica 4.4. Por otro lado si se usa multiescala sí se reproducen los valores 
de T correctos, lo que se muestra en la Gráfica 4.5. 

Con el objetivo de probar la optimización multiescala en un problema 
como el nuestro pero donde se asume que la función de transmisi vi dad no 
sea convexa y además tenga varios mínimos locales, tornamos la T óptima 
como sigue: 

Ti (X, y) = ( t, i cos ( ( i + 1) X + l)) ( t, i cos (( i + l) y + l)) (4.5) 

Al igual que con el caso anterior se resolvió (4.4) para T" = Ti. Se per­
turbó la h resultante de la misma manera que se hizo cuando trabaja1nos con 
la primera T• y los resultados de resolver el problema inverso correspondiente 
se muestran en la Gráfica 4.8. 

Como se puede observar éstos no son tan buenos como cuando se torna 
la transmisividad dada por (4.3). Sucede que en este caso la expresión (4.5) 
es mucho más no lineal que la primera y multiescala no es un método global, 
por lo que los resultados en este caso no son los definitivos. Según se sabe, los 
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eval. de la función error en T 
sin multiescala 105 4.511 
con multiescala 49 0.601 

Tabla 4.4: Datos sintéticos, con ruido y con tol=1.d-8 

alfa eval. de la función error en T 
1.d-3 5 4.75 
l.d-5 15 4.75 
l.d-7 -18 4.75 
l.d-9 137 4.52 

Tabla 4.5: Resultados de aplicar Tijonov según (4.5), con tol=1.d-8 

valores de la transrnisividad en la mayor parte de los acuíferos cambian suave­
mente, corno la primera expresión de T(x,y) dada, o se mantiene constante 
por secciones como veremos en la segunda parte de este capítulo cuando 
trabajamos con los datos reales. 

Comparación entre multiescala y regularización de Tijonov. 

Alternativamente, como en este caso conocemos el error en los datos, que es 
del orden de 

o= /Jh - hall = l.d - 3 

podernos aplicar regularización de Tijonov. Esto significa que debernos ahora 
resolver el problema 

mJn J (T; oc), J (T; cr) = (11 L (T) - hl/;; + <> l/T - Toptl/;] (4.6) 

donde Topt es la Tdada por (4.3) y oc es el parámetr~ de regularización. 
Como se vio en el capítulo 3, tomamos or = (o)ª. Como es de esperar, 

los resultados son correctos y la superficie dada por la T solución de (4.1) se 
muestra en la Gráfica 4.5. En realidad, no tiene sentido comparar la solución 
que se obtiene por esta vía con la que se obtiene de rnultiescala pues en 
el primer caso se asume que se conoce la solución real Topt, mientras que 
multiescala. no usa esa información. 
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También se probó aplicar regularización de Tijonov, sin usar ninguna 
información de la solución real, resolviendo: 

mjnJ(T;a), J (T; a) = (11 L (T) - hll~ +a IJTll~) (4.7) 

y los resultados están dados en la tabla 4.5. En la Gráfica 4.6 se aprecia 
que para ninguno de Jos valores de a, con los que se probó, se reproduce la 
tranmisividad correcta. 

Se probó también con otra norma 

mjnJ(T;a), J(T;a) = [llL (T) - hll~ + °' (~ (~~·r + c~:·r) J 
(4.8) 

donde np es la cantidad de puntos de la malla sobre la que se discretizó T, 
sugerida por Chardigny en [7]. 

Como ya se ha mencionado, determinar el valor del parámetro de regu­
larización a es un problema complicado y estrechamente ligado a las particu­
laridades de cada problema. Para este caso en particular se hicieron algunos 
experimentos con distintos valores del parámetro en (4.S) y no se lograron 
buenos resultados. Esto se muestra en la Grá!lca 4. 7, y en la tabla 4.6 se 
puede apreciar el número de evaluaciones de la función y la norma infinito 
del error en la T calculada. 

En resumen, de los experimentos realizados usando regularización de Ti­
jonov se puede decir que sólo se obtuvieron buenos resultados en el caso en 
que se conoce una aproximación, suficientemente buena, de la solución. .:-\ 
pesar de que, al resolver (4.7) o (4.S) no se obtienen resultados satisfacto­
rios, no se puede afirmar que tal regularización no funciona correctamente 
sino que para los valores del parámetro usados no se reproduce la transmi­
sividad esperada. Esto deja, por lo tanto, un problema abierto. En cambio 
con multiescala se logra estimar correctamente el parámetro sin usar ninguna 
aproximación inicial del mismo. 

Es importante recordar que, un problema adicional que lleva consigo 
la regularización de Tijonov es que depende de una correcta selección del 
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parámetro de regularización para la obtención de buenos resultados, mien­
tras que Ja optimización multiescala no depende de ningún parámetro, lo que 
la hace más robusta. 

4.2 Caso real: 
nabo. 

acuífero cubano de Arigua-

Trabajaremos ahora con un caso real, el Acuífero de Ariguanabo, que se 
muestra en la Figura 4.2 y tiene las siguientes características: 

• Es de tipo libre o freático. 

• Abarca un área de 259.7 Krn2 • 

Para su estudio, se divide en 4 subcuencas: Laguna, Aeropuerto, Govea 
y Zona circundante y aunque no es confinado se puede modelar por (l.20), 
debido a que las variaciones de la carga hidráulica -h- en el tiempo, son muy 
pequeñas en comparación con su valor promedio, por lo que la transmisividad 
no depende de h. Así la no linealidad típica de las ecuaciones diferenciales 
parciales para acuíferos libres, no aparece. 

La zona sombreada de la Figura 4.2 corresponde a la subcuenca Aero­
puerto que es la que estudiarnos aquí. Los límites superficiales norte, sur 
y oeste se modelan como contornos impermeables. Se consideró el límite 
este como una línea de flujo y el límite nordeste como una zona de drenaje 
subterráneo. 

Esta subcuenca abarca 78.2 I<m. 2 • El período seleccionado para. usar las 
mediciones fue de 3 años, dividido en trimestres, es decir 12 intervalos de 
tiempo. 

Después de varios ensayos de prueba y error, los ingenieros a cargo lo­
graron determinar que la transmisividad T (x, y) se mantiene constante en 
tres áreas de esta subcuenca, tal como se ve en la Figura 4. Se trata entonces 
de reproducir esa solución estimada por prueba y error, automáticamente. 
Los resultados de la optimización directa se muestran en la Gráfica 4.6. 
Asimismo, en la Figura 4.3 se muestran los datos para T y h. 
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escala intervalos por x e y nodos 
o 2,1 3•2 
1 6,4 7*5 
2 12,8 13*9 
3 24,16 25*17 

Tabla 4.6: Escalas para la región irregular 

Para resolver el problema directo se hizo una adaptación del programa 
utilizado para el caso sintético, pues ahora la región no es cuadrada sino 
irregular. Además, el coeficiente de almacenamiento S tiene valor de 0.15 
distinto al del caso sintético que se tornó como l. También el valor de Q, que 
representa la extracción y carga del acuífero, tiene valores en cada punto de 
la malla y en cada paso de tiempo, que fueron aportados por los ingenieros, 
y no como en el caso sintético donde se consideró Q = O. 

La idea básica fue inscribir la región irregular en un rectángulo y sobre 
éste construir una malla regular uniforme. Esta malla se construyó de tal 
forma que coincidiera con la correspondiente a alguna escala de las generadas 
a partir de la escala cero del proceso de multiescala (ver tabla 4.6). De manera 
general las condiciones de frontera se pueden escribir de la forma 

{)h 
aT(x,y) on = ,Bh -¡ en n 

con c:r, /3 y 7 constantes y al menos en una parte de an se tiene /3 >'6 o para 
garantizar unicidad de la solución del problema directo. Los valores de a, /3 
y ¡ son calculados en cada punto de la frontera. 

En la Gráfica 4.9 se muestran los valores de T (x, y) calibrados por prueba 
y error. Ahí mismo se da la gráfica de T (x, y) obtenida por optimización 
directa, partiendo de una transmisividad constante (corno si no se tuviera 
ninguna información) Tº (x¡, yj) = 1 como aproximación inicial y usando 
una tolerancia de l.d-12. En la tabla 4. 7 se puede comparar el efecto de usar 
rnultiescala para los datos sin perturbaciones. En este caso es interesante 
notar que no se comporta como en el caso sintético~ ya que rnultiescala re-
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eval. de la función error en T 
sin multiescala 78 0.04 
con multiescala 220 0.025 

Tabla 4.7: Datos reales, sin ruido y con tol=1.d-8 

sulta ser mucho más costosa. Finalmente, multiescala para el problema de 
acuíferos está diseñado para regularizar en el caso de error en los datos. 

4.2.1 Datos con error. 

En el caso de los datos reales debernos anotar lo siguiente. Dado que los in­
genieros tienen mediciones (que ya contienen un error) de la carga hidraúlica 
sólo en algunos puntos de la región, es necesario interpolar los que faltan y 
esto ya introduce un error en las observaciones -h- con las que se trabaja. 
No obstante se procedió al igual que para el caso sintético y se provocó una 
perturbación, aun menor, del 0.01 % con respecto al rango de valores de h 
(considerados en metros). Este error implica dejar solamente dos decimales 
correctos, lo que ya significa un error muy pequeño. 

En la Gráfica 4.10 se muestran los resultados obtenidos con optimización 
directa y aplicando optimización multiescala. Como se observa cuando no se 
aplica ésta, no se reproduce la T, pero no sólo eso. f-\nteriormente se habló de 
cotas o valores extremos entre los cuales se sabe está T, y si se observa en la 
misma gráfica, se ve que la solución del proceso sin rnultiescala oscila tanto 
que se va a las cotas. Si éstas no existieran, tomaría valores disparatados. Es 
notable, por tanto, la calidad de la solución cuando se aplica optimización 
multiescala. 

Por otra parte, al igual que en el caso sintético, se probó resolver el 
problema usando regularización de Tijonov 

[ _, (np (aT,) 2 (ªT'),)] m.jn J (T; o), J (T; a) = 11 L (T) - hllH + °' ~ ax + By 

(4.9) 
con un valor de o = l .d - 06, como el propuesto en [7], y se lograron buenos 
resultados. En la Gráfica 4.11 se muestra la T obtenida por esta vía y la co-
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eval. de la función error en T 
sin multiescala 94 0.36 
con multiescala 77 0.08 

Tabla 4.8: Datos reales, con ruido y con tol=1.d-8 

eval. de la función error en T 
con multiescala 77 0.08 
Regularización 122 0.011 

Tabla 4.9: Tijonov (4.8) y multiecala. Datos reales y tol=1.d-8 

rrespondiente al cálculo con multiescala, con una tolerancia de l .d - 8. Como 
se observa, la regularización reproduce mejor la transmisividad conocida, 
aunque como se muestra en la tabla 4.9, a un costo mucho mayor. 

Según comentamos antes, estos experimentos han sido realizados para 
una parte del acuífero cubano de Ariguanabo y lo acertado de los resultados 
obtenidos sólo sienta pautas para extender todo lo expuesto en este trabajo 
al acuífero en toda su extensión. Esto es por tanto uno de los caminos en los 
que, de hecho, ya se ha comenzado a trabajar. 
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ESCALA OPTIMA 
o-• .-~~~~-,~~~~~--..~~~~~""T""~~~~~-.--~~~~~~~~~~~ 

,-10'-~~~~--'~~~~~--'-~~~~~-'-~~~~~-'-~~~~--''--~~~~-' 
o 0.5 , , .5 2 2.5 3 

• - to1=1.d-15 +- tol=1.d-10 o - tol=1.d-8 

Gráfica 4.1 
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Resultados de minimizar //L(T)-h// "2 + alfa•/fT// "2 , con tol = 1.d-B y diferentes valores de alfa 
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Resultados de min /Jl.(T}-h// "2 + a1fa•((dT/dx)"2+(dT/dy)"2), para dos valores distintos de alfa 
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ARIGUANABO (Subcuenca Aeropuerto) , Datos sin error 
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ARIGUANABO (Subcuenca Aeropuerto) , Dalos con error 
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ARIGUANABO (~ubcuenca Aeropuerto) , Datos con error 
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COMENTARIOS FINALES. 

A partir de los resultados obtenidos hasta el momento, podemos hacer 
los siguientes comentarios: 

• La optimización rnultiescala se presenta. como una alternativa. intere­
sante y viable para tratar problemas inversos que cuando son mal 
planteados resultan difíciles de resolver directamente con los algorit­
mos usuales de optimización, especialmente cuando hay presencia de 
errores en los datos. Esto resulta claro en nuestro caso si se com­
paran los resultados obtenidos con multiescala y optimización directa, 
en términos de calidad y costo computacional. 

• Multiescala funciona bien cuando el parámetro a estimar resulta ser 
constante por pedazos (acuífero real) o cuando su curvatura no muestra 
zonas de fuerte variación. De l.,. opinión de expertos en hidráulica 
sabemos que ambos casos son usuales en la práctica. 

• Aproximar el gradiente por diferencias finitas, como se ha hecho en este 
trabajo, hace mucho más caro todo el proceso de multiescala. Usando 
el paquete de diferenciación automática, ADIFOR2.0, se generó una. 
rutina para evaluar el gradiente y en estos momentos contamos con una 
implementación del método de multiescala donde se tiene el gradiente 
exacto. Esta variante requiere de gran cantidad de memoria operativa 
por lo que no la hemos podido usar, a pesar de ser mucho más eficiente 
que la que usa gradiente por diferencias, debido a limitaciones en el 
equipo de cómputo. Para el trabajo futuro, que incluye el acuífero 
completo. será imprescindible adaptar el equipo de cómputo para poder 
usar esta implementación mencionada ya que disminuye notablemente 
el tiempo de proceso -aspecto de vital importancia cuando aumente la 
dimensión del problem·a-. 

.. 
Con respecto a ·regularización, se trata de una teoría más hecha y estudia­

da., y en nuestro caso se ha mostrado exitosa una vez más, particularmente 
en el tratamiento del caso real. Sin embargo, la elección del parámetro de 
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regularización sigue siendo un problema no resuelto en general, lo que se ve 
claramente en el caso sintético, para el cual usando Tijonov no se obtienen 
buenos resultados. Debido a que multiescala no depende de un parámetro, 
esta alternativa para el problema que aquí estudiarnos representa una opción 
más robusta. 

En cuanto a cuestiones pendientes y posibles vías de trabajo y desarrollo 
futuro, podemos mencionar: 

• Completar el estudio del acuífero de Ariguanabo. 

• Estudiar el problema de estimación de parámetros distribuidos cuando 
el número de observaciones es pequeño. 

• Llevar a cabo un estudio teórico con el objetivo de establecer resultados 
en los que se den condiciones sobre la aplicabilidad y convergencia 
del método de optimización rnultiescala; esto es, que permitan saber 
cuándo funciona y cúal es su eficiencia. 

• Estudiar y establecer, dado el caso, posibles relaciones entre multiescala 
y regularización. 

Hasta donde sabemos, este es el primer trabajo en el que se usa la opti­
mización multiescala para resolver un problema inverso cuando hay errores 
en los datos. 

74 



REFERENCIAS 

[l] Banks, H.T. y Kunish, K. (1989), Estimation Techniques for Distributed 
Parameter System, Birkhiiuser, Boston. 

(2] Bear, J. (1972), Dynamics of Fluids in Porous 1Wedia, American Elsevier, 
New York. 

(3] Bear, J. y Verruijt, A. (1990), lvlodeling Groundwater Flow and Pollu­
tion, D. Reidel Publishing Company. 

(4] Byrd R. H, Lu P, Nocedal J. y Zhu C. (1995), A lirnited memory algo­
rithm for bound constrained optimization, SlAiH J. Sci. Comput. Vol. 
17, No. 5, 1190-1208. 

(5] Chang, S. y Yeh, \N-G (1!.!76), A proposed algorithm for the solution 
of the large-scale in verse problern in ground\.vater, Water Resources Re­
search, Vol 4, No. 3, 365-374. 

(6] Chardaire-Riviere C, Chavent G, Jaffre J. y Jun L. (1990), Multiscale 
representation far simultaneous estimation of relative permeabilities and 
capillary pressure, Society of Petroleurn Engineers, SPE 20501. 

(7] Chardigny, E., Siegel, P., l'vlosé, R. y Ackerer, P.(1996), Parameter iden­
tification far cornplex ground\ovater systems, )'([ lnternational Conference 
on Cornputational Alethods in \Vater Resources, Cancún, l'vléxico. 

(8] Chavent, G. y IRIA-Laboria (1979), Identification of distributed param­
eter system: about the output least square method, its implementation, 
and identiability, Proceedings of the 5th IFAC Syrnposi11m on " ldenti­
fication and Systern Para.meter Estirnations", Pregamon Press. 

75 



(9) Chavent, G. {1985), On pararneter identifiability. Proceedings of the 7'" 
IFAC Symposium on Identification and System Parameter Estimations, 
Pregamon Press. 

(10) Chavent, G y Liu, J. (1989), Multiscale parametrization far the estima­
tion of a diffusion coeficient in elliptic and parabolics problems, Preprints 
o[ IFAC Symposium on Control of Distributed Parameter System, Per­
pignan, France. 

(11) Chavent, G, Clemente, F. y Gómez S.(1995), l.Vligration-Based travel­
tirne lnversion od 20 simple structures: the Synclay rnodel, Geophysics. 

(12) Dennis, J. E. y Schnabel, R. B. (1983), Numerical Ñ[ethods for Un­
constra.ined Optimization and l\lonlinear Equations, Prentice-Hall, Inc., 
Englewood Cliffs, New Jersey. 

(13) Engl, H. W. (1987), Discrepancy principies far Tikhonov regularization 
of ill-posed problems leading to optirnal convergence rates, Journal o[ 
Optimization Theory and Applications, 52, No. 2, 209-215. 

(14) Engl H W, Kunish K y Neubauer A. (1989), Convergence rates far 
Tikhonov regularisation of non-linear ill-posed problems, Inverse Prob­
lems Vol 5, 523-540. 

(15) Engl, H. W. {1993), lnverse Problems, Johannes-Kepler-Universitat 
Linz, Austria. 

[16) Guerrero, J. (1993), Algoritmo de Gene H. Golub para el problema de 
cuadrados mínimos amortiguados: un estudio numérico y su aplicación 
en la resolución de ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase, 
Tesis de 1\-laestría en ciencias (1\-latemáticas), Facultad de Ciencia~ de la 
UNAM. 

[17) Liu, D. C. y Nocedal, J. (1989), On the limited rnemory BFGS. rnethod 
for large scale optimization, Ñ[athematical Prograrnming. 45, 503-528. 

(18) Liu, J. (1993), A multiresolution method far distributed pararneter es­
timation, SIAJ\rl J. Sci.Comput. Vol 14, No 2, 389-405. 

76 



(19] López E, J. (1988), Principio de Pseudo-optimalidad en la resolución de 
problemas mal-planteados por el método de regularización de Tikhonov, 
Tesis de Doctorado en Ciencias (:Matemáticas), Facultad de Ciencias de 
la UNAM. 

(20] Morton, K. W. y !Vlayers, D. F (1994), Numerical Solution or Partial 
Differential Equations, Cambridge University Press. 

(21] Nocedal, J. (1980), Updating quasi-Newton matrices with lirnited stor­
age, Mathernatics or Cornputation, 35. 

(22] Seidman, T. l. y Vogel, C. R. (1989), \Vell posedness and convergence of 
sorne regularisation methods for non-linear ill-posed problerns, lnverse 
Problerns 5, 227-238. 

(23] Tikhonov, A. N. y Arsenin, V. Y. (1977), Solutions or lll-Posed Prob­
lems, John \Viley & Sons. 

(24] Vainikko, G. ( ), lnverse problem of groundwater filtration: identifiabil­
ity, discretization and regularization. 

(25] Wood, W. L. (1993), lntroduction to Nurnerical JHethods for Water 
Resources, Clarendon Press-Oxford. 

(26] Yeh, W-G. (1981), Aquifer parameter identification with optimurn di­
mension in parameterization, Water Resources Research, Vol. 17, No. 
3, 664-672. 

(27) Yeh, \V-G. (1986), Review of pararneter identification procedures in 
groundwater hidrology: the inverse problem, Water Resources Research, 
Vol. 22, No. 2, 95-108. 

(28] Zhu C, Byrd R H, Lu P. y Nocedal, J. (1994), L-BFGS-B Fortran sub­
routines for large-scale bound constrained optimization, North"vestern 
University, Departrnent of Electrical Engineering and Cornputer Science. 

77 


	Portada
	Contenido
	Resumen
	Introducción
	Capítulo 1. Modelación Matemática
	Capítulo 2. Problemas Centrales
	Capítulo 3. Mal Planteamiento del Problema Inverso y Alternativas de Solución
	Capítulo 4. Experimentación y Resultados Computacionales
	Comentarios Finales
	Referencias



