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CAPÍTULO 1 

INTRODUCCIÓN 

1.1. GENERALIDADES. 

Por lo regular. en un problema de ingeniería como por ejemplo: determinar la vanac1on 
de esfuerzos en la excavación de una lumbrera. el análisis del comportamiento de un túnel 
durante su construcción, determinar el estado de esfuerzos y deformaciones de una estructura 
térrea (terraplén. excavac1on abrerta). etc . prevalecen ciertas caracterist1cas que son comunes 
en todos ellos. 

Una primera caracterist1ca de 1mportanc1a, es que en este tipo de problemas es 
necesa,.io emplear un modelo fis1co real Esta herramienta es Util para estudiar el 
comportamiento del fenómeno o problema en cuestión. 

Otra característica común es el empleo de expresiones o relaciones matemáticas del 
tipo analítico. algebraico o geométrico. para poder definir toda la información que se encuentra 
involuCt'lld• en el modelo físico. 

1. 
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Una tercera consideración se refiere al comportamiento de la solución en relación a 
ciertos parámetros como son: condiciones iniciales del problema, así como sus condiciones de 
frontera. 

Una cuarta característica no menos importante que se debe cumplir, es que dada una 
ecuación algebraica o diferencial que define al modelo físico y fijando las condiciones iniciales 
y de frontera, existe una solución única que cumple con estas condiciones, lo que se conoce 
como "unicidad" del problema. 

Un método para obtener la solución aproximada de este tipo de problemas, es el 
Método del Elemento Finito, que es un procedimiento numérico-variacional. que ha cobrado 
mucha importancia en las últimas décadas gracias al avance en el equipo de cálculo 
electrónico. 

El análisis de estructuras de tierra. considerando este método es de gran interés y ha 
tenido grandes aplicaciones. En un pnncipio se han analizado obras geotécnicas en su 
estructuración total (construidas). son embargo al tener las herramientas necesarias y saber 
que los procedimientos constructivos son muy importantes en el comportamiento de cualquier 
obra durante y después de su construcción. se ha buscado un análisis más completo que nos 
permita estudiar su evolución durante las etapas constructivas. 

Los procedimientos constructivos específicos en este tipo de obras son: la gradual 
substracción de materiales en excavaciones abiertas o subterráneas y la construcción de 
terraplenes. 

Sin embargo, este tipo de análisis se complica por las siguientes razones: la frontera 
del dominio de análisis cambia continuamente; la existencia de elementos estructurales que 
intervienen en el proceso de construcción o excavación (ademes. puntales. muros de retención 
y revestimientos); en el ambiente de construcción o excavación se pueden encontrar una o 
varias estructuras vecinas: y por último. el comportamiento del suelo durante el proceso 
constructivo es muy complicado. 

Este último aspecto quiere decir. que durante la construcción de una obra geotécnoca, 
el estado de esfuerzos puede variar en función de las cond1c1ones de carga a que este 
sometido el suelo. Por ejemplo, durante una excavación se presentan esfuerzos de tensión y 
por consiguiente agrietamientos; a diferencia del estado de compresión que inducen las 
cargas transmitidas por una cimentación. 

Además, debido a los grandes esfuerzos que se pueden presentar. se generan zonas 
de fluencia donde el suelo se comporta plásticamente. Por lo cual. es importante considerar 
los efectos plástico en el análisis de esfuerzos y defonnaciones. 

2 
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'f.2. ANTECEDENTES. 

'f.2. 'f. Estado d9 •af'u.noa.., une,__ d9 au.,o. 

Los •stu.rzos en •I inl9rior d9 unm m••• d9 suelo estmn distribuidos por c.rgms 
exterior9a mpliclld•• • mismo y por su propio peso. 

Los •stlldo• de equilibrio pWistico que - producen en todos los puntos de un-. nw­
~,¡g de suelo sujeta Milo• su propio peso. "-On ••tudilldos por Rmnlúne, quien 
supuso un eeem.nto de suelo de .nur. *· eilulldo • un. profundidlld •. en .. lnlertar de un. 
mm- de suelo seco en NPOSO (sin ningún desplmz11miento en su ••llldo nmturW) como -
mueslra en .. fig. 1.1. 

z 

dz 

ª-~ 

-·D-. 
1 

F;g 1.1 E•fuwzos actuanf•• aotHw un elemento de suelo en ·,..poao-. 

De est• consideración, se tiene que el esfuerzo verticml efectivo actuante sobr9 la 
estructura d91 •lemento es: 

a,, = 1' z (1.1) 

Donde y •• el peso volumétrico qu. corresponde al estlldo en que - encuener. el 
suelo. Existe también una presión .. ,.,., que origina un ••fuerzo horizontal que empiricamentm 
-hll~como: 

J 
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(1.2) 

Donde Ko es la constante de proporcionalidad o coeficiente de presión lateral en 
reposo. 

Las soluciones para conocer los esfuerzos producidos por cargas aplicadas 
exteriormente sobre una masa de suelo. parten de la teoría de Elasticidad. En esta teoría 
suponen que el suelo es linealmente elástico (el esfuerzo es proporcional a la deformación). es 
homogéneo (sus propiedades no varían de un punto a otro). es isótropo (sus propiedades son 
las mismas en cualquier dirección) y de extensión semiinfinita (limitado por una sola frontera 
plana). Estas soluciones (Boussinesq. Damy. etc.) se emplean comúnmente en problemas de 
asentamientos. aunque el suelo por lo general. no se ajuste a las hipótesis mencionadas. 

1.2.2. Esfuerzos principales. 

En cualquier punto sometido a esfuerzos existen tres planos ortogonales 
(perpendiculares entre si). donde los esfuerzos tangenciales son nulos Por tal razón. a estos 
planos se les llama principales. Los esfuerzos normales que actúan sobre estos planos se 
denominan esfuerzos principales. de los cuales, el de mayor magnitud es el esfuerzo principal 
mayor (o 1), el de menor magnitud es el esfuerzo principal menor (a,) y el de valor intermedio 
esfuerzo principal intermedio (ai). 

Cuando los esfuerzos en el medio se encuentran en reposo. el plano horizontal que 
pasa por un determinado punto, es un plano principal. al igual que todos los planos verticales a 
través de dicho ¡:unto (ref. 12). Por lo tanto. se tiene que cuando Ko < 1. el esfuerzo vertical 
que se define por la expresión (1.1 ). es igual al esfuerzo principal mayor (o.=a1); y el esfuerzo 
horizontal, de acuerdo a la expresión (1.2). es igual al esfuerzo principal menor e intermedio 
(oh=a,=a>). 

A partir de los esfuerzos principales. se pueden determinar los esfuerzos normales y 
tangenciales de ese mismo punto en cualquier dire=ión. que al graficarlos en un plano (o--c) 
definen un lugar geométrico conocido como Circulo de Mohr. 

1.2.3. Estabilidad de una masa de tierra. 

La estabilidad de una masa de tierra se analiza a partir de las condiciones de esfuerzo 
en un punto de la masa que supuestamente se encuentra en un estado de falla incipiente (ref. 
11). Es decir, se considera que la seguridad en un punto puede medirse por el esfuerzo 
cortante máximo que puede soportar y que a su vez. es función del esfuerzo normal efectivo 
(O') actuante en el plano en que ocurre la falla. 
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Esta teoría es debida a Mohr-Coulomb y modificada por Terzaghi al tomar en cuenta la 
influencia del agua contenida en el suelo. También supone que las lineas de falla no 
concurren únicamente en el origen de un plano de coordenadas (cr-~). sino que cortan al eje 
vertical formando una cierta ordenada, conocida como cohesión (e). Este concepto define la 
resistencia al esfuerzo cortante. que se expresa matemáticamente como: 

s = e + a tan"' (1.3) 

La expresión anterior representa el lugar geométrico de los esfuerzos cortantes de 
falla, correspondientes a distintos esfuerzos normales. Para suelos cohesivos (¡P=O), la 
resistencia se expresa como: 

1 
S=2qu =C (1.4) 

donde Qu es la resistencia a la compresión simple del suelo. 

Las expresiones teóricas que se derivan de la ecuación (1.4) se pueden emplear en 
muchos problemas prácticos que se relacionan con la resistencia al corte de las arcillas 
saturadas de consistencia blanda a media. 

'f-2.4. Estructuras axlslrnétrlcas. 

El problema de distribución de esfuerzos en cuerpos de revolución {sólidos 
axisimétncos) sometidos a cargas de revolución o axiales es de considerable interés practico. 
Algunos ejemplos de estructuras axisimétricas dentro de las obras geotécnicas son: la 
construcción de túneles. lumbreras (a=esos verticales ó pozos). zapatas aisladas de 
geometría circular, pilotes circulares. etc. y todas aquellas que tienen la característica de ser 
simétricas radialmente con respecto a un eje de revolución. 

El análisis de este tipo de estructuras se ha manejado de la siguiente forma. Por 
ejemplo, la estabilidad de un túnel durante su construcción depende del procedimiento de 
excavación y de las propiedades esfuerzo-deformación y resistencia del suelo. Durante la 
construcción de un túnel el estado de esfuerzos in situ se modifica debido al proceso de 
descarga que origina la excavación del mismo. 

Los aspectos principales para determinar el estado de esfuerzo y deformación en 
cuerpos de revolución o cavidades aisladas (túneles y lumbreras sin revestimiento), parten de 
i. Teoría de la Elasticidad o de la Mecánica del Medio Continuo. Con estas teorías, que se 
bm-n en las suposiciones mencionadas en el inciso 1.2.1, se han obtenido soluciones a estos 
problemas y que se analizarán en los capítulos siguientes. 

5 
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.,_3 OBJETIVOS. 

Este trabajo tiene como objetivo principal: implementar en un programa de elementos finitos 
una generalización para el análisis de esfuerzos y deformaciones en problemas 
axisimétricos. 

Para cumplir con el objetivo anterior. es necesario conocer el algoritmo en que se basa el 
programa TEST92 (bidimensional para materiales elastoplásticos) y detenninar su 
estructura general. 

Al mismo tiempo. se revisará la bibliografía relacionada con el propósito de conocer los 
fundamentos del método que emplea el programa . 

.,.4. RESUMEN. 

En el capitulo dos se dan a conocer las bases y fundamentos del Método del Elemento 
Finito. para el calculo de esfuerzos y defonnaciones en un modelo de suelo elástico-lineal y 
elastoplástico perfecto. Se describe brevemente el concepto de energía potencial mínima para 
deducir las expresiones que determinan la matriz de rigideces de un elemento y el vector de 
cargas nodales equivalente. 

Posteriormente. dentro de este mismo capitulo se desarrolla la formulación de un 
elemento finito axisimétrico. empleando como sección plana de revolución un elemento 
isoparamétrico de cuatro nodos. 

En el tercer capitulo. se mencionan los diferentes problemas axisimétricos que se 
presentan en obras de Ingeniería Civil. principalmente en el área de mecánica de suelos. y que 
se pueden analizar con el método descrito en el capitulo anterior. 

En el cuarto capitulo. se describen las características principales del programa de 
computadora estructurado para el análisis axisimétrico. También, se presenta el manual de 
usuario con las instru=iones necesarias para preparar un archivo de datos y poder ejecutar el 
programa. 

El quinto capitulo esta dedicado al estudio numérico de túneles y lumbreras, como 
casos particulares de este trabajo, y poder comprobar ra formulación axisimétrica 
implementada ar programa de elementos finitos. Primero se realizan estudios con un modelo 
elástico-lineal y posteriormente, se analizan estos problemas con un modelo de suelo 
... stoplástico perfecto. 

Finalmente en el capitulo seis, se presentan las conclusiones obtenidas de los estudios 
reeliZedos en este trabajo. 

6 
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CAPITULO 2 

M~TODO DEL ELEMENTO FINITO 

2. ~- FUNDAMENTOS. 

P•,.. estudi•r el eomport•miento de cu•lquier fenómeno físico es nece-rio 
,..presenhlrto por medio de modelos m•temáticos. Esto impliem empMt•r una o v•ri•s 
ecu.:ionea dif~les ó pl•nte•rse como un proble~ de func:ion•les equiv.iente (un 
conjunto de funciones). 

El método de elementos finitos es un '"4Ítodo nu'"4Írico v•rimcion•I aproxim.do ~ra 
,..SOiver problem.ms de m•ximiz.aón o minimiz.c:ión de funcion•les. 

La ~ de este '"4Ítodo implic3 los siguientes •spectos: 

•> Di~ del medio continuo. que consiste en dividir I• región o el dominio de 
,.. v...,..• de ,.. ec:u8Ciones dif~s. mediente line•• imagin.n.s. doncM c:ad8 r9Qi6n 
_. un ... mento finito. 

7 
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b) Los elementos finitos estarán conectados entre si mediante un número discreto de 
puntos denominados nodos, y el campo de desplazamientos del elemento es representado por 
una combinación lineal de funciones de interpolación (funciones de desplazamiento). 

c) Mediante el uso de métodos variacionales las funciones diferenciales que gobieman 
el problema se transforman en ecuaciones que gobiernan en forma aislada a todos los 
elementos finitos. obteniendo la matriz de rigidez elemental. 

d) Las matrices de los elementos se ensamblan para obtener la matriz de rigidez global 
del sistema. 

e) Los valores puntuales de las incógnitas de las ecuaciones diferenciales se conocen 
al resolver el sistema de ecuaciones. 

f) Una vez conocidos los desplazamientos se calculan los esfuerzos y deformaciones 
de cada elemento. 

A continuación se plantearán los conceptos básicos de la teoria del elemento finito. 
considerando los puntos anteriores. 

2. 1. 1. Dlscretlz•clón del medio continuo. 

Para estudiar más fácilmente el comportamiento de fenómenos físicos, en muchos 
casos el modelo se divide en un número finito de componentes bien definidos (sistemas 
discretos). ó en otros donde la subdivisión prosigue con un número infinito de elementos 
implicados (sistemas continuos). 

Estos últimos se definen haciendo uso de expresiones matemáticas y se han propuesto 
a través de los años diversos métodos de discretización. Para lo cual, es necesario hacer 
alguna •aproximación" de tal naturaleza, que se acerque a la solución continua verdadera. 

Los métodos generales para analizar problemas de naturaleza discreta, siguen un 
mismo patrón y por lo tanto, es posible definir un sistema discreto tipo. El estudio de estos 
problemas nos lleva a la primera definición del método del elemento f;nito como un 
procedimiento de aproximación de problemas continuos. de tal forma que: 

•) El continuo se divide en un número finito de partes (elementos), cuyo comportamiento 
- especifica mediante un número finito de parámetros. 

b) Se obtiene la solución del sistema completo como ensamblaje de los elementos. 

8 
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Por otra parte, todo problema del medio continuo se debe idealizar para su estudio en 
diversos modelos. En asta caso, la modalación matemática tiene un papal fundamental, que 
consiste en expresar en un lenguaje fonnal las leyes que gobiernan ese problema. Estas leyes 
son los principios básicos de la Mecánica del Medio Continuo, que se encarga de estudiar el 
estado de esfuerzos y defonnaciones en sólidos, líquidos y gases. Esta teoría busca 
principalmente satisfacer las ecuaciones de equilibrio, las relaciones cinemáticas y las 
ecuaciones constitutivas (ref. 22). 

Se requiere entonces, llegar a una fonnulación variacional, que consiste en expresar el 
problema en ecuaciones diferenciales adecuadas y condiciones de frontera que se imponen a 
la función o funciones incógnitas. 

De esta fonna, todo problema de ingeniería queda representado por: 

L{uj = f en n (2. 1) 

B{uj = g en r (2.2) 

Donde L y B son operadores diferenciales. las componentes del vector u son las 
funciones incógnitas del problema y las componentes del vector f y f1 son funcionas conocidas. 
La ecuación (2. 1), representa el equilibrio en cualquier punto interior de la estructura (dentro 
del dominio O) y la ecuación (2.2), representa las condiciones de frontera (r). (fig. 2. 1). 

y 

--· X 

Rg 2. 1 Rf>gfión divóclid• en -menlos ffnifos. 
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Una vez planteado el modelo real donde se presenta el fenómeno físico en cuestión, se 
procede a dividirlo en subregiones denominados elementos finitos (l'.j, que al unirlos se 
obtiene un modelo aproximado geométricamente al original. Esta partición define una red o 
malla de elementos finitos y los puntos de intersección se denominan puntos nodales o nodos. 
como se muestra en la fig. 2. 1. 

Para determinar los valores máximos y mínimos de una funcional se requiere el uso de 
métodos variacionales (diferencias finitas, Kantorovich, Trefftz, etc.). Donde la idea 
fundamental consiste en que el problema variacional se considera como límite para cierto 
problema sobre el extremo de una función de un número finito de variables. Esto último se 
resuelve con los métodos comunes, y luego se obtiene mediante el paso al limite, la solución 
al problema variacional correspondiente. 

Lo anterior quiere decir. que a partir de una funcional F[y(x)) que tiene un infinito 
número de variables. se puede desarrollar la función y(x) en: series de Potencias, en series de 
Fourier ó en general, en algunas series del tipo: 

(2.3) 

Donde <Z>n(x) son funciones dadas. Retomando la función y(x). ésta se determina dando 
los valores de todos los coeficientes Cn y el valor de la funcional se obtiene fijando la sucesión 
finita de dichos coeficientes, es decir, la funcional queda en función de un conjunto infinito de 
variables: 

(2.4) 

De los métodos antes mencionados, el que actualmente tiene mayor aplicación es el 
método de Ritz o Rayleigh-Ritz, el cual consiste en sustituir en el principio variacional 
determinado por las ecuaciones (2.1) y (2.2), un conjunto de funciones expresadas en 
términos de sus coeficientes indeterminados, los cuales se conocen al hacer minimo o máximo 
el valor de la funcional. Es decir, se propone una solución aproximada, de la forma: 

m 

u=¿c,<t>, ,.., 

JO 

(2.5) 
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Donde <?>, son tTI funciones conocidas y C, son coeficientes indeterminados. La 
sustitución se da en la funcional /(u) que representa la energía total del sistema. De esta 
forma, la ecuación (2.5), puede quedar en función de sus puntos críticos, como se muestra: 

l(u "); u•= <?>(C0 ,C1 .C2 •... ,CmJ (2.6) 

Para determinar el mínimo de esta funcional, los coeficientes Cr se obtienen aplicando 

la siguiente condición de extremo en función de sus parámetros, de tal forma que se cumpla: 

(r 1, ... ,m) (2.7) 

De lo cual, el problema variacional se ha transformado en un problema elemental de 
máximos y mínimos. 

Puesto que el método del elemento finito proporciona una solución aproximada (u"), 
como aquellos puntos críticos de /(u), de acuerdo a la ecuación (2.7). Para determinar estos 
puntos críticos esta ecuación se resolverá en la forma antes descrita donde (u") es una función 
de.interpolación, la cual se construye a partir de los elementos finitos (.ó"). De tal forma, que 
una vez seleccionada la malla se tienen elementos en los que definimos polinomios de 
interpolación locales (funciones de desplazamiento) y que posteriormente se ensamblará a un 
polinomio de interpolación global. 

2.1.3. Energl• potencl•I de deformación. 

El método del elemento finito es equivalente a la minimización de la energía potencial 
del sistema, la cual está en función del campo de desplazamientos dado. Si este campo de 
desplazamiento ha sido bien formulado (en base a un método variacional), deberá producirse 
convergencia hacia la solución exacta. 

El principio del trabajo virtual establece que la suma de la energía potencial de las 
c.rgas que actúan en un cuerpo rígido y la energía de deformación almacenada debido a 
desplazamientos virtuales es igual a cero (ref. 9), se tiene entonces que: 

(2.8) 

donde: 
ir= energía potencial. 
U= energía de deformación interna. 
Wp = -W = trabajo de las cargas aplicadas. 
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La energía potencial total debe asumir no nada más un valor estacionario, sino también 
mínimo, para satisfacer una determinada configuración de desplazamientos, por Jo cual: 

dtr = dU + dWP = dU - dW = O 

La energía de deformación está definida por: 

U= fvu, e, dv 

&J = fu,(&:,}dv 

donde; 

donde: 

u 11 =Tensor esfuerzo. 
e,¡ =Tensor deformación. 

El trabajo por cargas aplicadas está dado por. 

W = J.T¡u,ds + fvx, u1 dv 

b"W = f;r, r5u1 ds + Lx,ou,dv 

u;=Configuración inicial de desplazamientos. 
T;=Tracción superficial. 
X;=Tensor de fuerzas de cuerpo. 
dll'=Diferencial de volumen 
ds=Diferencial de superficie. 

De acuerdo con la ecuación (2.9). se tiene: 

En notación matricial se escribe como: 

12 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 
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2.1.4. Fonnul•clón d• I• m•trlz de rigidez •lemenU.I. 

Todo cálculo por elementos finitos. siendo un método aproximado busca una expresión 
aproximada de la forma: 

(2.14) 

En donde Ni son funciones de forma expresadas en términos de sus variables 
independientes y los parámetros ªi son incógnitas. Las funciones de forma se obtienen a partir 
de la geometría del elemento finito y del polinomio de desplazamientos que se propone como 
solución (ref. 25). De esta forma. se tiene: 

[NJ{i>a} 
{óa}T{N)T 

La relación entre desplazamientos y deformaciones está dada por la expresión: 

{r.} = [LJ{U} = {L}(N]{a} 

{e}= [BJ{a} siendo [B] = [L]{N] 

donde [L] es la matriz de operadores diferenciales. Entonces: 

{ó e}= [L}(NJ{.>a) 

De la relación esfuerzo-deformación se conoce: 

[a] = [DJ{r.} 

donde [O] es la matriz de elasticidad. Sustituyendo la ecuación (2.16) en (2.18) se tiene: 

[a] = [D][LJ[NJ{a} 
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(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 



Sustituyendo en la expresión (2.13). 

u.m.ndo: 

Se tiene: 

fJBlr {D){B](aJdv = fJNlr (XJdv + f/Nlr (T}ds 

Esto nos lleva a que: 

fKl(•I = (PI 

Donde: 

fKJ = fwrsr ro1fBJdv 

[l<)=matriz de rigideces del ... mento finito. 
(•)=vector de desplazamientos nodales. 
(ptavec:tor de cargas. 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

La expresión general una vez realizando el ensamble de las matrices de rigideces y 
vec:torw• de carga intema de cada elemento, y considerando fuerzas extemas concentr8das .au.n._ en loa nodos es: 

(KJ(a} + (PI= (r} 

(K) = l:;(Kr, {P} = l:; (1}~ (2.29) 

(1J• = -IJNt {XJdv- fJNt {Tjda- IJsno](eoJdv- IJst (a-oJdv 

1-1 



Donde ( f •} es el vector de fuerzas internas de cada elemento debidas a fuerzas de 
cuerpo {X}, de tracción superficial {T} y fuerzas debidas a esfuerzos y deformación iniciales. 

{r} es el vector de fuerzas externas concentradas en los nodos. 

Una vez que se determinan los desplazamientos al resolver el sistema de ecuaciones 
que resulta de la expresión (2 26) se calcula el estado de esfuerzos y deformaciones con lo 
siguiente. 

(2 27) 

Donde {a} es el vector de desplazamiento que se obtiene al resolver el sistema de 
ecuaciones 

2.1.5. La elasroplasricidad y su implementación. 

La teoria de la elastoplast1cidad. se aplica a problemas donde la solución plástica se 
obtiene al resolver primeramente una secuencia de problemas elásticos. debido a la no 
linealidad de las ecuaciones matemáticas involucradas 

Una deformación elástica se presenta cuando el material es capaz de recuperar sus 
dimensiones originales. al quitar las fuerzas aplicadas Una deformac1on plástica es la que 
permanece en el material después de suprimir las cargas actuantes. y si estas no cesan. la 
plastificación cont1nüa hasta que se produce el agrietamiento 

De esta forma. toda deformac1on esta compuesta de una deformación elast1ca y otra 
plástica. Cuando esta ultima es despreciable en comparac1on con la primera. se dice que el 
material es elástico. y viceversa 

La teoria de la elastoplast1c1dad ha sido ampliamente tratado para problemas 
geotécnicos (ref 3, 4 y 24) y a continuación se resumen brevemente sus principales aspectos. 
así como su implementación computacional 

2.1.5.1. Formulación teórica. 

a) Como se ha mencionado. la deformación total del material se descompone en dos partes: 
elástica y plástica. 

(2.28) 
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b) Existe una función de fluencia o de carga (F) que separa el espacio de esfuerzos en dos 
regiones: elástico y plástico. Esta función depende del vector de esfuerzos (o) y de un 
parámetro de endurecimiento I<.. 

El parámetro k es un escalar y el vector {o} es función de dos parámetros p y q, que se 
definen como primer y segundo invariantes de esfuerzos respectivamente y se detem'linan por: 

(2.29) 

de tal fonna que la función de fluencia se convierte en: 

F(p,q.k) =O (2.30) 

e) Existe un potencial plástico (0) que especifica las magnitudes relativas de varias 
componentes de las defom'laciones plásticas. tal como: 

(2.31) 

donde t/Jes una constante de proporción. que se define más adelante. 

d) Para relacionar la función de fluencia y el potencial plástico se emplea una regla de flujo. que 
puede ser asociada (O=F). o en caso contrario, no asociada (0..-F). Cuando la regla de flujo es 
asociada. se cumple la condición de nonnalidad; es decir. el vector de incremento de deformación 
plástica está siempre en la dirección normal y hacia afuera de la superficie definida por la función 
de fluencia en el espacio de esfuerzos. 

La función del potencial plástico, depende del modelo con que se trabaje. En este caso, se 
emplea el modelo elastoplástico perfecto que adopta la ley de falla del tipo Von Mises (ref. 14) y se 
supone una regla de flujo asociada (F=Q). Este modelo se expresa como: 

F(q) = Q(q) = q - 2c (2.32) 

donde e es la cohesión y q es el segundo invariante de esfuerzo. que se define por la ecuación 
(2.29). El modelo elastoplástico perfecto es el más simple entre los modelos elastoplásticos y es 
ú111icaruente útil para modelar el comportamiento n<>drenado de los suelos saturados, o bóen, 
l'9alizar un análisis FO (suelos cohesivos). Sin embargo, este criterio puede tener dificultades 
numéricas cuando la zona de fluencia es amplia (ref. 4). 
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2. ~.5.2. lmplementllclón. 

La implementación de la teoria de plasticidad consiste en dos pasos: el de la pre­
solución y el de la post-solución. En el primero, se calcula la matriz elastoplástica (O"") 
utilizando el lenguaje del método del elemento finito. En la poi-solución se calculan tos 
esfuerzos finales a que esta sometido el material y se determina si estos esfuerzos se 
encuentran en un estado elástico ó plástico, que sirve para el cálculo de las matrices de rigidez 
en ta siguiente etapa. 

Existen dos métodos de implementación: explicito e implícito. En amboS se requieren 
algOritrnos de regreso (retum) con el fin de convertir el estado de esfuerzos calculados inicialmente 
en et real. (Sima y Taytor, 1985). La forma explicita es la trad;Qonal y la que se emplea en el 
programa, donde el cálculo de la matriz CI"' es relativamente sencillo y requiere poco trabajo 
computacional. 

De esta forma, para determinar la matriz elastoplástica et"". se supone que el vector de 
incrementos de esfuerzo {do} y el de deformación elástica {d¿·"} se relacionan por medio de la matriz 
elástica D de la siguiente forma: 

en donde: 

D _ E(1- u) 
f J- (1 + uX1 - 2u) 

u 
cz=(1-u) 

[

1 a 

~] 
(1- 2u) 

P=---
2(1- u) 

donde E es el modulo de elasticidad y u, la realción de Poisson. 

Combinando las expresiones (2.28), (2.31) y (2.33), se tiene: 

{do-}= O{de} - .;o{'?Q} 
r.b-
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De acuerdo con la ecuación (2.30), la función de nuenc:ia (F) se exp<"esa como el siguiente 
diferencial completo: 

{iJF}r cJF 
dF = - {da} + - dk au ak (2.37) 

Debido a que el estado de esfuerzos representado por {do} corresponde a un estado de 
fluencia, la expresión (2.36) puede sustituirse en la (2.37), obteniendo finalmente: 

donde: 

1 { é'F}r ,P=- - D {de} p i'a 
(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

Sustituyendo la ecuación (2.38) en la (2.36), se tiene la relación entre {do} y {d6} de la 
siguiente fOrTT1a: 

{da}= D"" {de} 

(2.41) 

Esta expresión define la matriz elastoplástica y en los pasos para su derivación, se tienen 
que las ecuaciones (2.28). (2.30), (2.31) y (2.33) son de gran importancia, puesto que en ellas se 
indica que un estado de esfuerzos elastoplástico puede medirse mediante la deformación elástica, 
es decir, cuando el material entra en un estado plástico, también se produce una deformación 
elástica. Esto se muestra en la expresión (2.41), la cual queda en función de la matriz D. 

Como el estado de esfuerzos depende de los invarianles p y q, la función de nuencia (F) 
queda de la siguiente forma: 

{ªº:} = 1 é'F 3 éJF {a} ~ 3 ap {1} + 2q eq (2.42) 
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donde: 

donde: 

(1) = ( 1, 1, 1, 0, 0, 0 )T 

{O'} (a •. ªr ,a,. 2r-r, 2r,.,. 2r,.) 

Ci.=cr.-p 
CTy = cr, - p 

Ci 1 =cr 1 -p 

Sustituyendo la ecuación (2.42). en la ecuación (2.39) nos queda: 

p 

K 

A+ Ki'F 
<-.P 

+ 3G c""!F 
c"'q 

E 
3(1-2u) 

y G 
E 

2(1+u) 

son las constantes elásticas de Lamé. 

.\ létndn ele/ elemento finilo 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

La matriz elastoplástica (o-<') y la constante de proporcionalidad </J, quedan también en 
función de p y q. como se expresa en las siguientes ecuaciones. 

º"" (2.47) 

(2.48) 

Como se ha mencionado, para el mOdelo elastoplástico perfecto la función de fluencia y el 
potencial plástico quedan como: 

F(q) = Q(q) = q - 2c = O 

Esta ecuación implica que no existe el efecto de endurecimiento, de lo cual se tiene: 

éJF =O 
é.'k 

iJF 
-=1 
<"\q 
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i'F 
-=O 
<"'P 

(2.49) 

(2.50) 
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De estas consideraciones. las expresiones (2.42). (2.45) y (2.49) se simplifü:an en: 

y /1 = 3G (2.51) 

Sustituyendo estas ecuaciones en la expresión (2.47). la matriz Cf"' queda finalmente: 

(2.52) 

Una vez que se calcula la matriz elastoplástica Cf"". el siguiente paso (post-solución) 
consiste en deterrninar el estado final de esfuerzo {o}={d'}+{do} (donde {d'} denota el inicio de una 
iteración o el inicio de una etapa de construcción), de la siguiente forrna: 

a) Se calcula el incremento de esfuerzo. debido a un incremento de la deformación. con la 
siguiente expresión: 

{da·/ D {de/ (2.53) 

Esta ecuación es válida. ya sea para ur, estado inicial elástico o elastoplástico. El 
superindice tr (primeras letras de la palabra en inglés "tria/"). indica que se trata de un esfuerzo 
aparente o tentativo. que se pondrá a prueba para determinar si sigue en un rango elástico o 
plástico. 

b) Se suman los esfuerzos inicial e incremental: 

ra· / {aº} 

donde 

{d'} = esfuerzo inicial 
{e?} = esfuerzo inicial más el calculado. 
{de?} = incremento del esfuerzo calculado. 

e) Se verifica la condición de fluencia. expresión (2.30): 

{da·; (2.54) 

(2.55) 

Si - cumple la desigualdad el material sigue en un rango elástico y el estado final de 
estu.zos se calcula simplemente como: 
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{aj = {CT 1'} (2.56} 

d) Ahora bien, si la condición de nuencia no se cumple significa que el material entra en una región 
plástica, donde el estado de esfuerzos {cr") se sob<'eslima y debe corregirse por el criterio de Von 
Mises (ref. 15}. De esta forTTia. el vector de esfuerzo final {<7} en el modelo elastcrplástico 
perfecto, se obtiene con la siguiente expresión: 

{a} p" (1) + ~; [fo"J - p" (tJ] (2.57) 

2.2. TIPOS DE ELEMENTOS. 

La discretización de una malla de elementos finitos dentro de la región o dominio que 
se pretende estudiar. esta condicionada por lo común a dos factores: el grado de exactitud de 
la solución a obtener y el ahorro computacional de la misma. 

Aunque no existen reglas fijas que permitan decidir el tamaño y la fonna de los 
elementos a emplear en un deterTTiinado problema. se atiende pnmeramente al ahorro 
computacional utilizando elementos complejos y mallas sencillas. 

En general los elementos finitos se clasifican en: elementos unidimensionales, 
bidimensionales y tridimensional. 

Sin embargo. comúnmente los elementos finitos se clasifican de acuerdo a su fonna 
geométrica. la cual puede ser muy variada. y por lo regular depende de la geometría del 
modelo original. A continuación se describen brevemente los elementos mas empleados en 
este método y que se muestran en la fig. 2.2. 

Elemento barra. 

El elemento barra tiene una gran importancia debido a que se emplea en estructuras 
constituidas por elementos viga en conexión con partes estructurales continuas. 

Elementos triangulares. 

El elemento triángulo es el elemento finito primordial. Con él se puede aproximar 
cualquier fonna estructural continua. plana o espacial, en fonna de lámina (cascarones} y 
bordes curvos. Sin embargo, para una mejor aproximación de resultados, se deben disminuir 
adecuadamente el tamaño de estos elementos y, en consecuencia, aumentar su número en la 
discrelización de la estructura continua. 
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Ag 2.2 Tipos de elementos findos. 
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Elementos rectangulares. 

El elemento rectángulo es un elemento útil, por su facilidad computacional, cuando sus 
lados son paralelos a los ejes coordenados globales y la estructura no presenta bordes curvos. 
Este elemento es de gran importancia en el estudio de la flexión de placas delgadas, y al igual 
que el elemento triángulo, su uso es importante en el análisis de estructuras espaciales 
(elementos hexaédricos). 

Elemento cuadrll'1tero. 

Este elemento puede estudiarse como suma de dos elementos triángulo. 

Elementos tetr•~rlcos. 

Estos elementos son empleados para el estudio de problemas de elasticidad 
tridimensional, y tiene en el espacio la adaptabilidad que tiene el elemento triángulo en el 
plano. 

Elementos hexaédrfcos. 

Estos elementos son empleados principalmente para el estudio de problemas de 
elasticidad espacial y en el estudio de placas gruesas sometidas a cargas transversales. 

Elementos curvos o isoparamétricos. 

Estos refinados elementos de bordes curvos o distorsionados son especialmente útiles 
para ser adaptados a estructuras continuas con perímetros no rectos. En los elementos 
isoparamétricos su geometría y desplazamientos. dentro de ellos. se aproximan con la misma 
función de interpolación. Estos elementos hacen posible tener elementos cuadriláteros no 
rectangulares donde sus lados pueden ser curvos. Tienen su propio sistema de coordenadas 
(.;'. r¡. /) llamadas naturales o locales, donde los extremos están definidos por ± 1. De esta 
forma. las funciones de interpolación son función de las coordenadas naturales o locales. 

Elementos axisimétricos. 

Existen diferentes casos que por geometría es dificil realizar un análisis detallado, 
empleando elementos que no definen peñectamente la región en estudio o simplemente no se 
acercan al modelo original. Los elementos axisimétricos tienen gran interés práctico para el 
estudio de estructuras con ejes de simetría como pueden ser: depósitos cilíndricos, vasijas de 
presión, estructuras de láminas delgadas, domos, etc., y por la simplificación de formulación 
que presentan. Este elemento se obtiene por el giro radial de una figura plana (elemento 
triángulo. rectángulo, isoparamétrico, etc.) alrededor de un eje de simetría (fig. 2.2). 
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Los elementos finitos también se pueden clasificar de acuerdo al polinomio de 
interpolación en: 

a) Simplejos. Son aquellos que emplean polinomios de interpolación lineal, donde el número 
de nodos en el elemento es igual al número de coeficientes en el polinomio. 

b) Complejos. Emplean además de sus coeficientes constantes dentro del polinomio, términos 
ó variables de orden mayor (parabólica, cuadrática, cúbica, etc.). La caracteristica pnncipal 
es que se requieren nodos intermedios además de los que se emplean en los vértices. 

c) Multiplejos. Los elementos multiplejos usan polinomios de orden mayor a uno (variaciones 
parabólicas o cúbicas), pero sus lados deben ser paralelos a los ejes coordenados. 

En el método del elemento finito se debe plantear para cada tipo de elemento su 
correspondiente formulación. que consiste en el estudio de su geometria mediante funciones 
de forma geométrica. útiles en la aproximación de los desplazamientos de los puntos de su 
interior. Con lo cual, es posible determinar la matnz de rigidez elemental y las fuerzas nodales 
equivalentes. 

2.3. FORMULACIÓN PARA EL CASO AXIS/MÉTRICO. 

En todo problema de revolución o axisimétrico· la geometria. las propiedades del 
material, las cargas y condiciones de apoyo son independientes de la dirección angular (9). En 
este caso, el problema es matemáticamente bidimensional, donde el desplazamiento 
circunferencial es nulo y los puntos del material tienen solamente componentes de 
desplazamiento radial y axial. 

De lo anterior, se tiene que el estado de esfuerzo y deformación de una sección plana 
cualquiera perpendicular al eje de simetria del cuerpo está definida por dos componentes de 
desplazamiento (fig. 2.3). Las variables r y z representan las coordenadas radial y axial 
respectivamente, y se puede asignar como u y v sus correspondientes desplazamientos. 

Sin embargo, la caracteristica más importante en todo problema de revolución esta en 
considerar una cuarta componente de deformación en dire=ión circunferencial (aunque su 
desplazamiento sea nulo) y su correspondiente esfuerzo. Además. el volumen del material 
asociado es ahora el de un sólido de revolución y a él deben referirse todas las integraciones 
(ref. 25). 
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.\l~tocln del el~mento finílo 

:z(v) 

r(u) 

F;g 2. 3 Elemento finito de un sólldo de revoluaón 

2.3.1. Función de desplazamientos. 

Empleando como secoon plana de revolución el elemento isoparamétrico definido por 
los nodos i,j,k,I (fig. 2.3), el procedimiento a seguir es similar al análisis plano de esfuerzos y 
deformaciones que define el método del elemento finito (ref. 3). De esta forma, nuestro vector 
desplazamiento para cada elemento es: 

Donde: {a,}={~; } .... etc. (2.58) 

Para definir las funciones de desplazamientos dentro del elemento se puede emplear 
un polinomio lineal. Finalmente nuestro campo de desplazamientos es dado nuevamente por 
la expresión general (2.14). 

{U}={~}= [1N1 ,IN1 ,JN •• IN1 j{a}• (2.59) 

Donde I es la matriz identidad y N son las funciones de forma. 
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2.3.2. Funcione• de form•. 

Para determinar las funciones de forma es conveniente definir la geometría del 
elemento isoparamétrico de la fig. 2.4 en coordenadas locales c.;.11). 

j 

( -1.-1) (1.-1) 

r 

Fig 2. 4 Elemento l'intto definido en coordena.das locales {isoparamélnco}. 

Como se ha mencionado, las funciones de desplazamiento es proporcionada por dos 
polinomios de primer grado. 

r =u= a, +a1.;+a,.,,+a~q 
z = v = a 1 +a1.;+ CZ.11'7 +a,.;r¡ 

(2.60) 

Donde a; son coeficientes indeterminados. Sustituyendo los valores de cada punto de 
la fig. 2.4, en la expresión (2.60), se obtiene lo siguiente en forma malricial: 

-1 

1 
1 

-1 

-1 

-1 

1 
(2.61) 

Despejando los coeficientes (a) de la expresión (2.61) y sustituyendo en la ecuación 
(2.60), se tiene la siguiente expresión agrupando términos: 

r = .!r1- .;)(1- q)r¡ + .:!.r1 + ,;)(1- 'l)fj + .:!.r1 + .;)(1 + q)r. + .:!.(1- .;)(1 + q)r¡ 
4 4 4 4 

(2.62) 
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.\Utndn del elem~ntn finito 

Si se realiza este procedimiento para la coordenada z de la expresión (2.60) se llega a 
la misma ecuación (2.62). de la siguiente forma: 

De lo anterior. las funciones de forma en coordenadas locales son: 

N 1 = (1 / 4)(1- .;)(1- 17) 
N 1 = (1 / 4)(1 + .;)(1- 17) 

N• = (1/4)(1+.;)(1+17) 
N, = (1/4)(1-.;)(1+ 17) 

(2.63) 

Para determinar la matriz de rigideces es necesario transformar las coordenadas 
locales al sistema global (r.z). Aplicando la regla de la cadena para derivadas parciales. se 
define el Jacobiano (J) de la función de la siguiente forma: 

¡ <~, l [':r r-,; - t.\; 
i'N, - !:_!_ 
<"'7 i'17 

(2.64} 

Derivando parcialmente la expresión (2.62). con respecto a las coordenadas locales r y 
z, se obtiene el jacobiano (J). que matricialmente queda de la siguiente forma: 

~
r, 

(J] = 2_[-(1- 17) (1- r¡) (1+17) - (1+17) r1 

4 -(1-.;J -(1+.;J (1+.;J (1-.;J r. 
,r, 

z, l z, 
z. 
z, 

(2.65} 

Despejando matricialmente de la expresión (2.64). se determinan las funciones de 
forma en coordenadas globales. 

para i, j, k, I (2.66) 

2.3.3. Conrponentes de deformación. 

De acuerdo con la teoria de la elasticidad. se consideran cuatro componentes de la 
deformación (ref. 22}. Estas son: todas las componentes de deformación no nulas posibles en 
un sólido de revolución (fig. 2.Sa}. 
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Af~lodo drl rlrm~nto finito 

.... z 

(•) (b) 

F,g 2. S Deformaciones y esruerzos asociados a un sólido cHI revoluoón 

De lo cual se tiene: 
ru 
rr 
¿>v 

az 
u 
r 

i"u cv --+--rz i"?r 

{LJ{U} (2.67} 

Sutituyendo en la anterior ecuación, el campo de desplazamientos definido por la 
expresión (2.59), obtenemos: 

{e}= ra1far {B,.81 ,B,,. B,J{a}• (2.68} 

Donde: 

é!N, o é'N, o rN,, o c?N, o 
iJ r é'r ¿: r cr 

o cN1 o él N 1 o 8N,, o 8N1 

(BJ = cz élz rz é/Z 
N, o N¡ o N,, o N, o 

(2.69) 

r r r r 
é!N, é!N, iJN¡ aN1 rN,, iJN,, iJN, iJN, 
iJz iJr é'z él r cz cr ¿;z iJr 
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.\ létndn del el~mento finito 

Observando la configuración de la matriz B las deformaciones ya no son constantes 
dentro de cada elemento, esto se debe a que esta matriz depende de la coordenada r, debido 
al término co. como se muestra en la ecuación (2.67). 

A partir de la teoría de elasticidad, la relación esfuerzo-deformación implica un cambio 
en la matriz de elasticidad que se relaciona mediante la expresión: 

Para un material isótropo: 

D _ E(1- u) 
f J - (1 + u ) (1 - 2u) 

[

1 
LJ 

1- u 

1 

u 

1- u 
u 

1- u 
1 : l 1-~u 

2(1- u) 

Donde E es el modulo de elasticidad y u la relación de Poisson. 

2.3.5. M•trlz de rigidez. 

(2.70) 

(2.71) 

Recordando que la matriz de rigidez de cada elemento se determina por la expresión 
(2.25) y tomando en cuenta que la integración se debe realizar en todo el volumen del sólido 
de revolución, se tiene: 

(KJ9 = 2.1r J {B]r {D]{B] rdrdz (2.72) 

Como no se puede realizar la integración tan sencillamente debido a que B está en 
tunc:ión de l•s coordenadas locales y de la coordenada global r, lo que llevaría a métodos muy 
~a. - realiza un procedimiento aproximado sencillo que es evaluar a B en el centro 
de gntYedlld del elemento, teniendo la siguiente condición: 
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lt1~todo Je/ elemento finito 

(2. 73) 

Para transformar las variables y la región sobre la cual se efectúa la integración se 
emplea lo siguiente: 

(2. 74) 

De lo cual se obtiene como primera aproximación: 

(2.75) 

Donde 1J1 es el determinante del jacobiano (2.65). La ecuación (2. 75) se resuelve 
fácilmente por métodos numéricos. donde el más conocido es el método de cuadratura de 
Gauss (ref. 25). 

2.3.ts. Fuerz•s ~slcas distribuidas. 

Si denominamos como b al vector de fuerzas de cuerpo (por peso propio) para cada 
nodo del elemento (fig. 2.1), se tiene entonces: 

{f, j9 = -2nJ N, {b}rdrt:lz = -2;r{b)f N, rdrt:lz (2.76) 

Como NI depende de las coordenadas locales y globales. se emplea la misma 
consideración anterior integrando al centro de gravedad del elemento y tomando en cuenta la 
expresión (2.74), se tiene: 

(2.77) 

2.3.7. Fu•rz•• nodales debida•• esfuerzos lnlcl•les. 

L•s fuerzas nOdales debidas a esfuerzos iniciales se determinan a partir de la siguiente 
exp19sión, tomando en cuenta el mismo criterio antes mencionado para realizar la integración. 

(2.78) 
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2.3.11. Fu•n•• nod•l•s exteriores. 

También las fuerzas nodales exteria<es representan un efecto combinado de la fuerza 
actuante a lo largo de la circunferencia del circulo que forma el "nodo" del elemento; ya que 
esta as otra característica de un elemento axisimélrico, donde los puntos nodales se 
convierten en circunferencias nodales y por lo cual se tiene: 

(2.79) 

Donde R y Z representan la componente radial y axial de la fuerza por unidad de 
longitud respectivamente. 

2.3.9. Formulación ax/simétrica para elementos en sectores clrcul•res. 

El procedimiento para obtener la matriz de rigidez de un elemento en sectores 
circulares (fig. 2.6), es similar al caso anterior. Pero ahora se emplean las coordenadas polares 
radial y angular (r. O). mientras que la coordenada axial (z) se anula por ser constante. 

y 

X 

Hg 2. t5 EJ.mento en fonna de s.ao.- circulw".,, coordenedas pa/Mes (r. O). 

De la rel.c:ión esfuerzo-deformación se tienen tres componentes de deformación (fig. 
2.Sb), y que - muestra en la siguiente expresión: 
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(e}= {;:} [LJ{U} 

Por lo tanto, la expresión (2.69) queda de la siguiente forma: 

¡
dN, 

dr 

[a,]= ~' 
é'N, 
ré'O 

o l i?N1 

rr-70 

( CC~I - ~I) 

para i, j. k. I 

,\ lt!toclo tle/ elem~nto finito 

(2.80) 

(2.81) 

Tomando en cuenta las expresiones (2.73) y (2.74); y que la integración no se realiza 
en un radio de revolución, la matriz de rigidez se obtiene con la siguiente expresión: 

[Kr =rf {B}T [DJ[BJIJ!d;dr¡ (2.82) 

2..3. ~O. lrnplement•clón per• un m•t•rl•I •l•sto-pll1stico perfecto. 

La implementación axisimétrica empleando un modelo elastoplástico perfecto, sigue los 
mismos pasos que se mencionan en el inciso 2. 1.5. Pero ahora, el vector de esfuerzo está 
expresado en coordenadas polares. como se muestra en la ecuación (2.70). Por lo tanto. como 
el vector de esfuerzo está en función de los invariantes p y q, estos se deben transformar de 
coordenadas polares a cartesianas, por medio de las siguientes relaciones: 

cr Jf = a, cos2 O + cr 11 sen2 O 

cr y = cr, sen2 O + a,, cos2 O 

1 
r,,,, = 2(a, - aH)sen20 
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.\(~todo del rlementofin1to 

De esta fonna. la expresión (2.44) queda en función de los esfuerzos en coordenadas 
cilíndricas. 

{Ci} (Ci, • Ci,, • Ci, • 2 ,.,.) 
Ci,=a,-p 

ª- = ª• - p 
Üz = ªz - P 

Donde p se define por la expresión (2.29). 
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CAPÍTULO 3 

PROBLEMAS AXISIMÉTRICOS EN INGENIERfA CIVIL 

3.1. GENERALIDADES. 

Son muchos los casos dentro de la lngenieria Civil en los que es necesario conocer la 
distribución de esfuerzos y deformaciones en todo el medio o región que se pretende estudiar. 
El método del elemento finito descrito en el capitulo anterior. nos proporciona esta información 
para diferentes casos (análisis bidimensional de esfuerzo y de deformación plano. flexión de 
placas y láminas, sólidos tridimensionales. etc.), y particularmente para problemas de sólidos 
de revolución. 

Una obra de lngenieria Civil se puede considerar como un problema axisimétrico si 
cumple con la caracteristica de ser simétrica (por geometria) con respecto a un eje de 
revolución, asi como también las cargas o solicitaciones que actúen en ella. 

Et análisis de estructuras axisimétricas tienen una gran variedad de aplicaciones y no 
únicamente se limitan a obras propias de ingenieria estructural (vasija de presión de un 
reactor, contenedor cónico o cilindrico de fluidos, torres de refrigeración, domos. etc.). sino que 
también tienen una gran aplicación en la mecánica de suelos. 



/'rohh•11u1.,· nx1.\.11t1c.•tr1c1'' en 1nxen1eria c1v1/ 

Ejemplos de este tipo de problemas se describen brevemente en el siguiente inciso, 
tomando en cuenta como principal característica de axisimetria, tas condiciones antes 
mencionadas. 

3.2. TIPOS DE PROBLEMAS. 

3.2.1. Esfuerzos debidos• una carga puntual concentrada. 

Es de gran interés determinar tos esfuerzos debidos a una sola carga vertical 
concentrada en un punto que actúa en la superficie horizontal de una masa de suelo. 
Boussinesq estudió por primera vez este problema y en base a la teoría de la Elasticidad 
calculó los esfuerzos que se inducen por este tipo de carga en los puntos de cualquier vertical 
trazada en el medio. 

Este caso se considera como un problema axisimétrico. debido a que se trata de una 
carga vertical. que aplicada en un punto en la superficie. genera esfuerzos simétricos con 
respecto a un e¡e En la fig 3 1 se muestra que el e¡e de revolución es el que describe la 
dirección de la carga axial (P). 

:z 
y .. 

R 

-( cr, 
cr. 

o: 

z 

F1g 3 1 Esfuerzos debidos a una carga vertical concentrada 

Las soluciones obtenidas por Boussinesq son las siguientes. expresadas en 
coordenadas cilíndricas. 
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u, = ~[3cos 3 a sen 2 a - (1 - 2u) cosz ª j' 
2;rz• 1 -+- cosa 

u,. = -(1- 2v)--.- cos 3 u p [ cos
2 

a l 
2:rz· 1 +cosa~ 

u, = ~cos• a= 3 Pz' 
2n-z 2 2n-R 5 

3P • 
T n = ---2 cos a sen a 

2:rz 

(3.1) 

Donde u es el módulo de Po1sson y P es una carga concentrada Estas expresiones 
son comúnmente usadas en la Mecan1ca de Suelos. principalmente en fa determinación de 
esfuerzos verticales para el calculo de asentamientos 

Existen otras cond1c1ones de carga como por e1emplo lineal y rectangular 
uniformemente repartida. que sus soluciones se obtienen del anal1s1s de Bouss1nesq Sin 
embargo. estos e1emplos no se puede considerar como ax1s1metncos por la cond1c1on de 
simetria antes mencionada 

3.2.2. Cimentación superlicia/ circular. 

Este es un caso especial de gran 1mportanc1a practica que corresponde al cálculo de 
esfuerzos a lo largo de una normal por el centro de una area circular uniformemente cargada 
(w) La soluc1on a este tipo de problema se obtuvo tarnb1en a partir de los estudios de 
Bouss1nesq. y como se puede observar en la frg 3 2, existe la caractenst1ca geametnca que 
corresponde a un problema ax1s1métnco 

Fig 3 2 D1stnbuc1ón del esfuerzo ba10 el centro de una 
superficie circular umformen1ente cargada 



Prohlenrn.~ a:rl."Umétr1co.'f «-n 1n¡.,:en1eria c1vd 

El esfuerzo vertical en cualquier punto de la normal que pasa por el centro del circulo 
cargado. se obtiene a partir de la siguiente expresión: 

(3.2) 

Un ejemplo de este tipo de cargas, es una zapata de cimentación aislada de sección 
circular que se emplea para transmitir el peso de una sola columna; sin embargo no son muy 
comunes por las dificultades constructivas que presentan. 

3.2.3. Piiotes. pilas y cilindros de cimentación. 

Cuando el terreno firme no esta próximo a la superficie. un sistema habitual para 
transmitir el peso de una estructura al terreno. es mediante elementos verticales como son: 
pilotes, pilas y cilindros. 

Los pilotes son los elementos más esbeltos con dimensiones transversales del orden 
comprendido entre 0.30 m y 1.0 m. Los elementos que tienen una se=ión transversal mayor 
que 1.0 m. pero que no excede el doble de ese valor se conocen como pilas. Cuando se 
requieren elementos de mayor se=ión que los anteriores. se emplean cilindros cuyo diámetro 
varia de 3.0 a 6.0 m y por lo común, se construyen huecos. 

Cuando se utilizan estos tipos de cimientos con una sección transversal circular y 
sometidos a una carga axial. se tienen las condiciones necesarias para tratar a este problema 
como un caso axisimétrico, siempre y cuando este elemento se analice en forma 
independiente o completamente aislado. 

3.2.4. Túneles y lumbreras. 

Un túnel de sección circular se considera como una estructura axisimétrica, si éste es 
demasiado profundo. de tal forma que el esfuerzo que actúe en su periferia, sea casi 
constante y cumpla con la característica de axisimetria, de la cual se ha estado mencionando. 

Sin embargo. existen soluciones en base a la teoría de la Elasticidad. para analizar un 
túnel como si fuera una placa infinita con un orificio circular en el centro y sujeta a diferentes 
esfuerzos en sus fronteras (ref. 17). Este problema ha sido tratado en este trabajo como un 
caso axisimétrico y se ha analizado con el programa sin ningún problema. 
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El caso de una lumbrera, que es un pozo o acceso vertical que se emplea comúnmente 
durante la construcción de un túnel, no tiene mucho problema para considerarse como una 
estructura axisimétrica. si ésta se construye con una sección transversal circular. 

3.3. ESTUDIOS PREVIOS. 

Los estudios realizados hasta el momento para detenninar el estado de esfuerzos y 
defonnaciones en problemas axisimétricos, se basan principalmente en la teoría del medio 
continuo (elasticidad lineal y plasticidad). Estos estudios aunque sus limitaciones son obvias 
penniten establecer un marco de referencia para el análisis de estos problemas prácticos. 

A continuación se describen los casos de cavidades aisladas (túnel y lumbrera en un 
medio continuo). cuyas propiedades se suponen conocidas. 

3.3.1. Túnel circular sencillo en una masa infinita, problema bidimensional. 

Se considera un túnel de sección circular aislado. suficientemente largo (relación de 
largo a diámetro igual por lo menos a 5), y no recubierto con el fin de no tomar en cuenta la 
interacción suelo-revestimiento. 

Pz=yh 

z 

r 

..:º / \ 

l l l l l 

X 

Fig 3.3 Túnel circular en una masa infinita. 
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Problemn..-r ar1:nmetríco.-r en 1n¡;:eníerln c1v1l 

Las soluciones elásticas son propuestas por Kirsch y el caso es similar al de una placa 
infinita con un orificio circular en el centro (ref. 20). De acuerdo con la fig. 3.3. se tienen las 
siguientes expresiones: 

(3.3) 

(3.4) 

1 .j 2a 2 3a
4

) 2 ( Pr - P. '\. 1 -+- -¡:r -~ sen 20 (3.5) 

Donde Pz y Px. son cargas uniformes por unidad de área. El material localizado en la 
periferia del túnel se encuentra sometido. de acuerdo a las expresiones (3.3) y (3.4). en el 
siguiente estado de esfuerzos. 

cr, =O y a 8 

3P, - P. 

3P, - P, 

De lo anterior se puede deducir que si: 

para O= O 

para o=!!.. 
2 

(3.6) 

donde qu es la resistencia a la compresión simple del suelo. el material falla a compresión para 
tFO. De la segunda consideración (S=>t/2) se tiene que el material falla a tensión en la clave 
del túnel si se cumple lo siguiente: 

P, 1 
-<­
P, 3 

De esta fonna. la inestabilidad en el contomo del túnel puede generarse en las paredes 
de la excavación por insuficiencia de resistencia a la compresión triaxial, o en la clave por 
insuf"lciencia de resistencia a la tensión. 

Las expresiones para el calculo de desplazamientos son proporcionadas por Obert y 
Ouv•I ("1967), para la combinación de un esfuerzo vertical Pz y horizontal Px (ref. 17). 

39 



Prohlemn.!c ar1.~11nétrlcn.'f' ~n inllcnu~ria civil 

1-u'{(P+P.)( a') (P.-P)( a
2 

4a
2

) } p, ~~ ~ r+ 7 + ~ r--¡:r•-r- cos20 -

v(1;v) {(P.; P, )(r-:')-(P, ;P, )(r- ~) c:us20} 

(3.7) 

1-u2 {(P. -P.)( 282 a•) } u(1+u) {(P -P.)( 2a2 a•) } p.=~ ~ r+-,:-+13" sen20 ---E-- ~ r+-r+;y sen20 (3.8) 

Los desplazamientos en la periferia del túnel. se deterTninan cuando • es igual a r. para 
las expresiones (3.n y (3.8). 

3.3.2. Lumbrera •Is/ad•. problema bidimensional. 

En este caso, las expresiones (3.3) a (3.5) son válidas si se consideran esfuerzos 
principales horizontales actuantes. previamente a la excavación, es decir. si se cumple que: 
Pz=P• . De esta forma, las soluciones elásticas son: 

a, = P.(1- ~:) 

ª" 
( R'J =P. 1+ 7 ) (3.9) 

.. ,.. =o 

Por lo anterior, el material en la periferia de Ja lumbrera (R=" se encuentra en un 
estado de compresión triaxial, como se muestra en la siguiente expresión: 

pmrm cualquier valor de O (fig. 3.4 ). 

ª· =0 
a,=~ 

ª· = 2~ 
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___ R __ ~ 

~ 

2P. 

Fig 3 4 Estado de esfuerzos alrededor de una lumbrera 

Los desplazamientos en la periferia de la lumbrera se pueden determinar con las 
expresiones (3.7) y (3.8). solamente igualando a un estado de esfuerzos horizontales, previos 
a la excavación (Pz=Px). 

Si se tiene un coeficiente Ko mayor a 0.5. es decir: 

Px 
Pz > 0.5 

los esfuerzos principales max1mo y m1n1mo actuantes en la periferia de la lumt...era son los 
esfuerzos ae y a, respectivamente, y a partir de cierta profundidad se presenta una zona de 
plastificación limitada en el espacio por un cono de revolución de eje vertical, con una sección 
c:irculmr de radio r, (fig. 3.5). 
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\! 

1 .---- Zona de 
L------ ·- .. ~.~ --· plastrfieaCl6n 

i _ __:_ __ ; 
( • "'" ! ___ ;:.-;::. _______ ... 

Ftg 3 S Zona de plast1f5caaón alrededor de una lumbrera 

3.3.3. Solución •l•nopl~stic• p.er• un túnel c/rcul•r. 

Tresca propone un criterio de fluencia plástica en runción del máximo esruerzo cortante 
(ref. 16). Este criterio se expresa en términos de esfuerzos principales, de tal rorma, que si 
a 1>a2>03 , el máximo esfuerzo cortante es (u, • 03)/2; entonces el criterio de fluencia plástica 
se determina de la siguiente forma: 

0-,-0"3 =k 
2 

(3.11) 

donde k es una constante. 

Esta suposición, se basa en el modelo elastoplástico perfecto de St. Venant. donde el 
material tiene un comportamiento perfectamente elástico. para esfuerzos menores que 0 0 

(••"--Za limite); y perfectamente plásticos para esruerzos igual a 0 0 como se muestra en la 
fig. 3.8. 



ª·-
(a) 

(b) 

Fig 3. 15 MMeriel SI. v.,, __ (•} -- (b} Gr6fft::a esfuerzo-deformación 

De esta forma. se considera un túnel circular sujeto a condiciones de esfuerzo 
hidrostático (fig. 3. 7). El problema es similar al caso (3. 3. 1) para P,=P.=P, pero ahora se 
considera un modelo de material elastoplástico. 

De acuerdo con la condición de fluencia plástica, definida por la expresión (3. 11 ), el 
campo de falla ocurre cuando: 

U9-U,=2C (3.12) 

donde e: es un parámetro de resistencia denominado cohesión. 

l 
Fig 3. 7 Túnel arcular en una masa inffntta bajo presión hidrostátk:a . 
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Resolviendo conjuntamente la expresión (3.12), con las ecuaciones de equilibrio y de 
compatibilidad, que define la teoría de Elasticidad para problemas en coordenadas polares 
(ref. 22), y de acuerdo con las siguientes condiciones de frontera· 

donde: 

(aP) =0 
r '"ª 

a = radio del túnel. 

= (<T,),_,_ 

=(<Ta),.,_ 

r- = radio que define la frontera entra la zona elástica y plástica. 
P = presión hidrostática. 
u 8 • CTr= esfuerzos elásticos angular y radial. 
u 8 P • CT,P = esfuerzos plásticos angular y radial. 

se obtienen las siguientes soluciones elastoplásticas para el problema considerado. 

donde: 

En la región plástica: 

u,P = 2hP In!... 
a 

u ,,P = 2h~ 1 + In ~) 

u,P=h~1+21n~) 

En la región elástica: 

-P[1 _ha
2 11-h,,h] u,- r2e 

cf1 ha
2 (1-hl/h] 

u.,=, L +-¡re 
u,= 2uP 

a :Sr :S r.., 

r.., s r 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

y .. cohesión (parámetro de resistencia e). se representa como un porcentaje (h) de la presión 
hidtos1*tica (P). de tal fonna que: 

C=hP (3.17) 



De estas expresiones, se puede observar que cuando h= 1 (la cohesión c es igual a la 
presión hidrostática P'J. se obtiene la solución que corresponde a la elástica-lineal. Las 
soluciones plásticas-elásticas se muestran gráficamente en la fig. 3.8, junto con la solución 
elástica perfecta. 

:: ~: .. -------------------------------- ---T;h -------, 
t.601 \ (noa 

t.40 -. 

'~< 
1 20 • • 

'00 1 ~ 1 
¡ / 

OllO T . , ...... 
0.60 k /" 

1 ,-¡ 0.40 '. ! / 
020 il/ . 

3 .. 0 .. P 

~/: (r-'ah (t_.lah 

0.00 --------. ~----------------~---------------------~ 
2 3 ~ 5 6 7 8 9 'º ria 

F;g 3. 8 DiStnbuo6n de esfuerzos alrededor do un tún91 Clllndnco en un mat1,,ial tHastopl4sticO. 

De la gráfica se tiene que los esfuerzos angulares (o0 ) y radiales (o,) cerca de la 
periferia del túnel son considerablemente menores para un material elastoplástico que para un 
material perfectamente elástico. Sin embargo, los esfuerzos angulares en la frontera plástica­
elástica (r..fa), son mayores que los esfuerzos angulares para un material elástico-lineal, a una 
misma distancia radial. 

3.4. CASOS A ANALIZAR. 

Como se ha mencionado, existen una gran variedad de problemas axisimétricos y que 
se pueden analizar con el método descrito en este trabajo. Sin embargo, este estudio se 
enfocará a dos casos en particular: túneles y lumbreras. 
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3.4.1. Túnel de sección circular. 

La mayoría de los métodos para determinar las presiones sobre los revc:;timientos de 
túneles se han establecido intuitivamente. como son los métodos de Terzaghi. Bierbaümer y 
Protodyakonov. Estos procedimientos que se basan en fórmulas empíricas y consideraciones 
geométricas. presentan las siguientes características: a) ignoran los desplazamientos y la 
rigidez del soporte. b) suponen superficies de falla y c) no consideran la distribución esfuerzo­
deformación del medio. 

Esta última característica ha provocado que algunos autores analicen este problema 
por medio de un circulo de dimensiones infinitas. usando métodos de elasticidad lineal y 
plasticidad. descritos en el inciso anterior. 

Un túnel se considera como una estructura axisimétnca. si tiene una sección 
transversal circular y está sometido a esfuerzos o cargas uniformes en su contomo. de tal 
forma. que se obtenga una distribución de esfuerzos y deformaciones simétrica con respecto a 
un eje de revolución. 

Resulta un poco dificil encontrar un caso práctico de un túnel con estas características. 
a menos que se construya a una profundidad considerable donde los esfuerzos verticales y 
horizontales que actúen en su periferia sean casi iguales; o que se encuentre sometido 
únicamente a un estado de esfuerzo hidrostático (con una misma presión en todas 
direcciones). como se describe en el inciso (3.3.3). 

Sin embargo. la formulación para el caso axisimétrico en sectores circulares que se 
presenta en el capitulo anterior. permite modelar una cavidad aislada circular sometida a 
diferentes esfuerzos en sus fronteras. similar al caso de una placa infinita con un orificio en el 
centro. 

De esta forma. la moderación de un túnel se realizará con una malla de elementos 
finitos en sectores circulares (fig. 2.6). donde su geometría se define en coordenadas polares 
(r. O). 

3.4.2. Lumbrera. 

Una lumbrera es una estructura axisimétrica. si además de construirse con una sección 
transversal circular. tiene un eje de simetría vertical. 

Los esfuerzos que actúan en el contomo de una lumbrera son constantes. lo que 
permite que su estudio se realice en una sección plana cualquiera perpendicular al eje de 
simetrie de la estructura. 
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Por lo tanto, la modelación de una lumbrera se realizará con una malla da elementos 
finitos, empleando como sección plana de revolución un elemento isoparamétrico de cuatro 
nodos, es decir, la geometría del problema se define en un plano de coordenadas r y z. como 
se muestra en la fig. 2.3. 

Los casos a analizar de túneles y lumbreras con la formulación axisimétrica, para un 
modelo elástico-lineal y elastoplástico perfecto, se describen detalladamente en el quinto 
capitulo. Tamt>;én se presentan los resultados obtenidos para cada malla de elementos finitos, 
junto con las SOiuciones teóricas que se mencionan en el inciso anterior. 

Se muestra, como ejemplo de comprobación, el caso de un cilindro hueco bajo una 
presión intema, considerando un material elástico-lineal. 
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CAPITULO 4 

PROGRAMA DE COMPUTADORA 

4.1. DESCRIPCIÓN DEL PROGRAMA. 

4. 1. 1. C.nu:tertsticas princl~les. 

En relación a los programas TEST y TEST92 {ref. 13 y 14), se conservan las siguientes 
características: 

a) Puede implementarse en cualquier computadora personal {PC). 

b) Se puede modelar el proceso de construcción y excavación por etapas, así como también, la 
fonna de aplicación de cargas secuenciales. 

e) Exis9 la capacidad de expansión de la biblioteca actual de elementos finitos. 

d) El sistema de ecuaciones se resuelve con la solución directa de Gauss, empleando un método 
de c:::akanna activa y de bloques, es decir, no existe un limite en cuanto al tamaño del problema 
por .nlllizar. 
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e) Cuenta con un algoritmo increniental e iterativo para analizar problemas no-lineales. Los 
materiales pueden ser elásticos-lineales y elastoplásticos perlectos. 

f) El proceso constructivo y de excavación se simulan con un algoritmo variacional, lo cual garantiza 
la unicidad del problema. 

g) El programa maneja el concepto de almacenamiento dinámico en el sentido de que la máxima 
memoria central está disponible en la etapa de solución del sistema de ecuaciones. 

El algoritmo general del programa se describe en la fig. 4.1. 

4.2. SUBRUTINAS EMPLEADAS. 

El funcionamiento de cada una de las subrutinas que constituyen al programa se muestran 
a continuación ordenadas alfabéticamente. 

ADBLKS: 
ADORES: 
ADDSTF: 
BLOCK: 
ELCAL: 

ELEMNT: 
LIMIT: 
NEOCAL: 
OPTBLOK: 
PCONT: 

PROFIL: 
PRTDIS: 
RLOAD: 
XLEC: 
ZEROR1: 
ZEROR2: 

Ensambla el sistema global de ecuaciones por bloques. 
Caleula la loealización de los elementos diagonales de la matriz de rigidez global. 
Ensambla la matriz de rigidez global. 
Forma bloques para la solución del sistema de ecuaciones. 
Lee los datos generales de elementos y calcula el almacenamiento dinámico para 
los elementos. 
Selecciona subrutinas de elementos. 
Calcula el error de iteración. 
Calcula el número total de ecuacion.es. 
Resuelve el sistema de ecuaciones. 
Lee los datos generales. calcula el almacenamiento dinámico para los datos del 
sistema y procede por etapas de construcción y/o substracciones dentro de estas y 
en cada una con un número determinado de iteraciones. 
Calcula el perfil de arreglos globales. 
Imprime los resultados de los desplazamientos calculados. 
Agrega las cargas externas al vector de carga global. 
Lee los datos de los puntos nodales. 
Vacia un vector real. 
Vacía una matriz real. 
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INICIALIZACIÓN DE ARCHIVOS 

LECTURA 0E DATOS GENERALES INICIALES 
OIWENS.ON DEL PR'08LE .. A, NÚMERO DE PUNTOS NOCA.LES 

NÚMERO 0E ETAPAS. NÚ .. ER'O 0E ITERACIONES Y GEOMETRIA 

LECTURA 0E DA TOS PARA OF.~INIR 
EL TIPO DE ELEMENTO 

CÁLCULO DEL PERFIL GENERAL Y ALWACENAWIENTO 
REOUERJOO PARA EL NÚMERO DE ECUACIONES 

INICIA PROCEOfllllENTO DE SOLUCIÓN POR CAPAS 

LECTURA DE PROPIEDADES DEL TIPO 
0E ELE .. ENTO E 1NCIOENCtAS 

DE ACUERDO AL PROCEOl .. IENTO OC EXCAVACIÓN O 
CONSTRUCCióf.,,. SE RECALCULA EL PER~IL GENERAL 

Y ME"'ORIA REOUERtOA 

INtCLA PROCEOIWIENTO POR ITERAClONES 

SE CALCULA LA WATRlZ DE EL..ASTK:IDAO O ELASTOPLÁSTICJOAD 
EN F\JNC.ON DEL TIPO 0E MODELO 

SE DETERMINA LA .. ATRIZ DE RIGIO€Z OE CADA ELEMENTO 
Y LAS CARGAS POR PESO PROPtO Y POR ESl="UERZOS IN<;tAi...ES 

ENSAMBLE GLOBAi... CE l.A M.A TRtZ DE RICUJECES Y VECTOR 0€ CARGAS 

;. _________________ _ 

Rg 4. 1 Otttgrama de bloques d« programa . 

.so 
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Las siguientes subrutinas COfT&sponden a cada tipo de elemento finito. 

TRUSS2: 
EPP21: 
EPP22: 
PRES2: 
NOTEN4: 
PRCPL: 
SHP28: 
SHP24: 
TFORM4: 
TFOR44: 
PQ2: 
ELPLP2: 
NOTE NS: 
PRES3: 
SHP13: 
VIGA3: 
TFORB: 
TFOB: 
SHP12: 
VIGA2: 
ELPLPB: 
EPPOL2 
EPPOL21 
EPPOL22 
SHPOL32 
POPOL2 
EPPAX12 
EPPAX21 
EPPAX22 
SHP32 
PQAX2 

4.2. ?. Archivos 

Llamada por : PCONT 
Llamada por : ELPLPB, ELPLP2 
Llamada por : ELPLPB, ELPLP2 
Llamada por : PCONT 
Llamada por : PCONT 
Llamada por : ELPLPB, ELPLP2, NOTEN4, NOTENB 
Llamada por : ELPLPB 
Llamada por : ELPLP2. NOTEN4 
Llamada por : VIGA2 
Llamada por : TFOR44 
Llamada por: EPP21, EPP22 
Llamada por: PCONT 
Llamada por : PCONT 
Llamada por : PCONT 
Llamada por : PRES3. VIGA3 
Llamada por : PCONT 
Llamada por: PRES3. VIGA3 
Llamada por : VIGA3 
Llamada por : VIGA2 
Llamada por : PCONT 
Llamada por : PCONT 
Llamada por : PCONT 
Llamada por: EPPOL2 
Llamada por : EPPOL2 
Llamada por : EPPOL2 
Llamada por : EPPOL21. EPPOL22 
Llamada por : PCONT 
Llamada por: EPPAXl2 
Llamada por: EPPAXJ2 
Llamada por: EPPAXl2 
Llamada por: EPPAX21, EPPAX22 

Se requiere un archivo controlador, el cual contiene los nombres de todos los archivos que 
necesita el programa. La función de cada uno de ellos se describe a continuación: 

Archivo No. 1 
Archivo No. 2 
Archivo No. 3 
Archivo No. -4 
Archivo No. 5 
Archivo No. 6 
Archivo No. 7 
Archivo No. 8 
Archivo No. 9 

Datos de entrada. 
Datos de salida. 
Escribe datos intenneclios. 
Escribe los desplazamientos y los esfuerzos de salida. 
Escribe el perfil de arreglo general. 
Esctibe las matrices de rigidez elementales. 
Escribe la matriz de rigidez global. 
Escribe las matrices intermedias. 
Escribe los Coeficientes de pivote. 
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4.3. MANUAL DEL USUARJO. 

1. TARJETA DEL TITULO DEL PROBLEMA (20A4) 

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCIÓN 

1-80 TITLE Título del problema. 

2. TARJETA DE CONTROL GLOBAL (10l5) 

NOTA 

(1) 
(2) 

(3) 
(4) 
(5) 

(6) 
(7) 
(8) 

COLUMNAS 

1- 5 
6-10 

11-15 
16-20 
21-25 
26-30 

31-35 
31-35 
31-35 

VARIABLE 

NOM 
NUMNP 
NOFMAX 
NUMEG 
Nl.AYER 
!TER 

NLOAD 
NPRES 
INI 

DESCRIPCIÓN 

Dimensión del problema. 
Número total de puntos nodales. 
Número máximo de grados de libertad en cada nudo. 
Número total de grupos de elementos. 
Número total de etapas de análisis. 
Número máximo de 1teraoones en cada etapa de 
ana1is1s 
Nümero total de cargas concentradas 
Número total de cargas de presión. 
Número total de puntos que definen las condiciones 
iniciales de esfuerzos. 

NOTAS: (1) NDM = 1 si es unidimensional. 
NDM = 2 si es bidimensional. 

(2) En la malla de elementos finitos que representa la región en estudio. se numeran los 
nodos con un orden que por lo común es de izquierda a derecha y de abajo hacia 
arriba. Sin embargo esto depende de la geometría de la malla. 

(3) En un análisis puede haber varios tipos de elementos (ver la tabla del inciso 9). 
NUMEG el número máximo de tipos empleados. 

(4) Los análisis se realizan por etapas. La aplicación de cargas y el cambio geométrico 
del problema (constru<;ción o excavación) evoluciona por etapas de análisis. 
NL.AYER es el número total de etapas. 

(5) Dentro de cada etapa de análisis. los cálculos se realizan iterativamente. Existen dos 
criterios para detener el cálculo. el error de iteración es menor que el prefijado ó el 
número de iteraciones excede !TER (igual para todas las etapas de análisis). 

(6) NLOAD es el número total de cargas concentradas en todas las etapas. 
(7) NPRES es la suma total de cargas de presión en todas las etapas. 
(8) INI es el número de tarjetas para especificar las condiciones iniciales de esfuerzos. 
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3. TAR.JETA DE CONTROL DE ARREGLO COMÚN (110) 

NOTA COLUMNAS 

(1) 1-10 

VARIABLE 

NTOT 

DESCRIPCIÓN 

Número de espacio necesario en memoria para el 
3~2'!~~!:' 

NOTAS:(1) Esta variable depende del compilador FORTRAN utilizado. En una PC con el 
compilador FORTRAN Microsoft Ver. 4. NTOT no debe ser mayor que 7000. 

4. TARJETA DE ERROR DE ITERACIÓN (F10.0) 

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) 1-10 ERRO Error previsto de iteración (criterio de convergencia). 

NOTAS:(1) El erTOr se calcula de acuerdo con ERRO=l,..nlllt"nl. donde t"n es el vector 
desplazamientos en la primera iteración de la etapa n y ,..n . en la k-ésima iteración. 
l. les la norma. 

5. TARJETAS DE PUNTOS NODALES (Ubre) 

NOTA 

(1) 

(2) 

COLUMNAS VARIABLE 

X(I) 
X(2) 
X(3) 

ID(1) 
ID(2) 
10(3) 
10(4) 
ID(S) 
ID(S) 

DESCRIPCIÓN 

X- ordenada 
Y- ordenada (si NDM > 1) 
Z - ordenada (si NDM > 2) 
X - translación, código 
Y - translación, código 

Z - translación, código 
X - rotación, código 
Y - rotación. código 
Z - rotación. código 

NOTAS: (1} Este grupo de datos consiste en NUMNP tarjetas. 
(2} ID= O condición libre, ID = 1 condición fija (no se permite desplazamiento o rotación}. 

El número de códigos ID es igual al máximo grada de libertad NDFMAX. es decir, 
que si NDFMAX es igual a tras ID tendrá tras oompoo ientes. 
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6. TARJETAS DE CARGAS CONCENTRADAS (315, F10.0) 

NOTA 

(1) 

(2) 
(3) 

COLUMNAS 

1- 5 
6-10 

11-15 
16-25 

VARIABLE 

NOD 
IDIRN 

ILAYER 
FLOAD 

DESCRIPCIÓN 

Punto nodal donde se aplica la carga. 
Grado de libertad de la aplicación de carga. ya sea 
sobre el eje de las abscisas o el de las ordenadas. 
Número de etapa de la aplicación de la carga. 
Valor de la carga 

NOTAS:(1) Este grupo de datos tiene NLOAD tarjetas. Si NLOAD = o. se omite este grupo de 
tarjetas. 

(2) Una vez aplicada la carga. se mantendra en todas las etapas subsecuentes. por tanto 
ILAYER es la pnmera etapa en que se aplica la carga 

(3) Debe recordarse que la carga tiene signo y es congruente con la convención del signo 
del sistema global de coordenadas 

Para el caso ax1s1metnco (EPPAXl2) de acuerdo con la expresión (2 79). la carga se 
debe mult1phcar por el factor 2.-rr. en un plano de coordenadas ( r.z) 

7. TARJETAS DE CARGAS DE PRESIÓN (215, 3F10.0) 

NOTA 

(1) 
(2) 
(3) 

COLUMNAS 

1- 5 
6-10 

11-15 
16-25 
26-35 

VARIABLE 

NODP 
ILAYP 
FLOAD(1) 
FLOAD(2) 
FLOAD(3) 

DESCRIPCIÓN 

Punto nodal donde se aplica la carga 
Número de etapa de la aplicación de carga 
Valor de la presión normal 
Valor de la presión tangencial 
Valor de la presión tangencial (si NDM > 2), en 
dirección ortogonal a la antenor. 

NOTAS: (1) Este grupo de datos tiene NPRES tarjetas. Si NPRES =O. se omiten este grupo de 
tarjetas. 

(2) Una vez aplicada la carga. se mantendra en todas las etapas subsecuentes. por 
tanto ILA YP es la pnmera etapa en que se aplica la carga 

(3) Debe recordarse que las presiones tienen signo Consulte los elementos de presión. 



8. TARJETAS DE CONDICIONES INICIALES DE ESFUERZOS (5F1 O.O), (SOLO 
BIDIMENSIONAL) 

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION 

(1) 1-10 PF Ordenada en la dirección de gravedad (en la dirección 
Y si NDM = 2 y Z s1 NDM = 3) 

(2) 11-20 szo Valor de esfuerzo total vertical 
21-30 COF Valor del coef1c1ente de empuje de reposo (se supone 

1sotróp1co) 

(3) 31-40 AGA Valor de la pres1on del agua 
(2) 41-50 PCO Valor de la pres1on de consolrdación 

NOTAS: (1) Este grupo de datos tiene INI tarjetas. S1 INI =O. se omite este grupo de tar¡etas 
(2) Es positivo si el esfuerzo es de compres1on 
(3) Es pos1t1vo s1 la presión es de compresión 

9. TARJETAS DE CONTROL GLOBAL DE ELEMENTOS (1015) 

NOTA 

{1) 
{2) 

(3) 

COLUMNAS 

1-5 
6-10 
11-15 
16-20 

21-25 
26-30 
31-35 
36-40 

VARIABLE 

ITYPE 
NEL 
NEN 
NDF 

NMAT 
NPRO 
NSTR 
NGAUS 

DESCRIPCION 

Indicador del tipo de elemento 
Número de elementos 
Número de puntos nodales en cada elemento 
Número de grados de libertad de los puntos nodales 
que forman el elemento 
Número de grupos de material 
Número de propiedades de matenal en cada grupo. 
Numero de datos de salida 
NUmero de puntos de 1ntegrac1ón Gaussiana. 

NOTAS: {1) Este grupo de datos tiene NUMEG tarjetas La descnpc1ón de cada tipo de elemento 
es: 

NOTEN4: Sólido isoparamétrico con 4 nudos, material elástico lineal. 

ELPLP2: Sólido isoparamétrico con 4 nudos. material elastoplastico perfecto con el 
criterio de Von Mises. 

VIGA2: Viga isoparamétrica con 2 nudos. material elástico lineal. 

PRES2: Elemento para calcular cargas de presión. con 2 nudos 



NOTEN8: Sólido 1soparamétnco con 8 nudos. matenal elasltco lineal 

ELPLPS: Solido 1soparametnco con 8 nudos. matenal elastoplást1co perfecto con el 
entena de Ven Mises 

TRUSS2: Barra 1soparamétnca con 2 nudos. matenal elástico lineal 

PRES3: Elemento para calcular cargas de pres1on. con 3 nudos 

EPPAX12: Sólido ax1s1metnco empleando como secoón plana de revolución un 
elemento 1soparamétnco de 4 nudos. matenal elastoplást1co perfecto con el cnterio 
de Ven Mises 

EPPOL2: Sólido ax1s1métnco en sectores circulares de 4 nudos; matenal 
elastop1ast1co perfecto con el cnterio de Von Mises Su geometria se define en 
coordenadas polares (r. O). 

Los valores que se deben fiJar para cada tipo de elemento se listan en la Tabla 4 1. 

(2) Los elementos se numeran en la misma d1recc1on en que se numeran los nudos 

(3) El programa reporta tos resultados de cada eleniento que contiene NSTR valores 

Tabla ..: 1 \/aiores de caed ~~··1t.,1to 

CLAVE ITYPE NEN NDF 1 NPRO 1 NSTR NGAUSS 

NOTEN4 1 4 2 
1 

4 3 1 4 1 

ELPLP2 2 4 2 1 5 i 5 1 

VIGA2 3 2 3 5 3 , 
PRES2 4 2 2 o o 2 

NOTENB 5 8 2 4 3 2 

ELPLPB 6 8 2 5 5 4 

' TRUSS2 7 2 2 2 1 2 

PRES3 8 3 2 o o 3 

EPPAX12 9 4 2 5 5 4 

EPPOL2 10 4 2 5 3 4 
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10.a TAR..IETAS DE ELEMENTO NOTEN4: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (ELPRO(I), 1=1, NPRO) Propiedades de material. 

NOTA: (1) Este grupo de datos tiene NMAT tarjetas y cada tarjeta contiene NPRO 
valores separados por coma. 
ELPR0(1) = M6dulo de elasticidad. 
ELPR0(2) = Relación de Poisson. 
ELPR0(3) = Peso volumétrico. 
ELPR0(4) = Resistencia a la tensión. 

10.b TAR.JETAS DE ELEMENTO NOTEN4: CONECTIVIDADES (1015) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (IX(I). l=I. NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento. 

NOTA: (1) Este grupo de datos tiene NEL tarjetas y cada tarjeta contiene NEN+2 valores 
separados por un espacio. 
IX(I) a IX(NEN) son puntos nodales en cada elemento (se escriben en sentido 
antihorario). IX(NEN+I) es el grupo de material que corresponde. El valor absoluto de 
IX(NEN+2) es la etapa que este elemento se construye o se excava, dependiendo del 
signo de IX(NEN+2), si es positivo se construye y si es negativo se excava. Los 
elementos intactos siempre tienen un valor IX (NEN+2) de 1. 
Debe notarse que un elemento construido ya no puede ser excavado posteriormente y 
de igual forma, un elemento excavado ya no podrá ser colocado de nuevo. 

11.a TAR..IETAS DE ELEMENTO ELPLP2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) ELPRO(I), 1=1, NPRO) Propiedades de material. 

NOTA: (1) Ver la NOTA (1) de 10 a. 
ELPR0(1) = M6dulo de elasticidad. 
ELPR0(2) = Relación de Poisson. 
ELPR0(3) = Peso volumétrico. 
ELPR0(4) =Cohesión. 
ELPRO(S) = Resistencia a la tensión. 
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11.b TARJETAS DE ELEMENTO ELPLP2: CONECTMDAOES (1015) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (IX(I). l=I, NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento. 

NOTA: (1) Ver la NOTA (1) de 10.b. 

12.a TARJETAS DE ELEMENTO VIGA2: PROPIEDADES (FORMATO UBRE) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1} (ELPRO(I}, l=I, NPRO) Propiedades de material. 

NOTA: (1) Ver la NOTA (1) de 10 a. 
ELPR0(1) =Módulo de elasticidad. 
ELPR0(2} = Relación de Poisson. 
ELPR0(3) = Factor de pandeo. 
ELPR0(4) = Área transversal. 
ELPRO(S) = Momento de inercia. 

12.b TARJETAS DE ELEMENTO VJGA2: CONECTMDAOES (1015) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1} (IX(I). l=I. NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento. 

NOTA: (1} Verla NOTA (1} de 10.b. 

13.a TAR.JETAS DE ELEMENTO PRES2: PROPIEDADES (FORMATO UBRE) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (ELPRO(I}, 1=1, NPRO} Propiedades de material. 

NOTA: (1) Verla NOTA (1} de 10.a. 
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"13.b TARJETAS DE ELEMENTO PRES2: CONECTIVIDADES (1015) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (IX(I). 1=1. NEN+2) Conectiv;dad y propiedad del elemento. 

NOTA: (1) Ver la NOTA (1) de 10.b. 

"14.• TAR.JETAS DE ELEMENTO NOTENB: PROPIEDADES (FORMATO UBRE) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (ELPRO(I), 1=1. NPRO) Propiedades de material. 

NOTA: (1) Ver la NOTA (1) de 10 a. 
ELPR0(1) =Módulo de elasticidad. 
ELPR0(2) = Relación de Poisson. 
ELPR0(3) = Peso volumétrico_ 
ELPR0(4) = Resistencia a la tensión. 

14.b TARJETAS DE ELEMENTO NOTEN8: CONECTIVIDADES (1015) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (IX(I), 1=1, NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento. 

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10.b. 

15.• TARJETAS DE ELEMENTO ELPLP8: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (ELPRO(I), 1=1, NPRO) Propiedades de material. 

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10 a. 
ELPR0(1) =Módulo de elasticidad. 
ELPR0(2) = Relación de Poisson. 
ELPR0(3) = Peso volumétrico. 
ELPR0(4) = Cohesión. 
ELPRO(S) = Resistencia a la tensión. 
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15.b TARJETAS DE ELEMENTO ELPLP8: CONECTMDADES (10!5) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(1) (IX(I), 1=1. NEN+2) ConectivK:lad y propiedad del elemento. 

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10.b. 

16.a TARJETAS DE ELEMENTO TRUSS2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE) 

NOTA 

(1) 

NOTA: (1) 

VARIABLE DESCRIPCION 

(ELPRO(I). 1= 1. NPROJ Propiedades de matenal 

Ver la Nota (1) de 10.a 
ELPRO(I) = Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) = Área transversal 

16.b TARJETAS DE ELEMENTO TRUSS2: CONECTIVIDADES (1015) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCION 

(1) (IX(I), 1=1. NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento. 

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10.b. 

17.a TARJETAS DE ELEMENTO PRES3: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE) 

NOTA 

(1) 

NOTA: (1) 

VARIABLE DESCRIPCION 

(ELPRO(I), 1=1. NPRO) Propiedades de material. 

Ver Ja Nota (1) de 10 a. 
ELPR0(1) =Módulo de elasticidad. 
ELPR0(2) = Relación de Poisson. 
ELPR0(3) = Peso volumétrico. 
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17.b TARJETAS DE ELEMENTO PRES3: CONECTIVIDADES (1015) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCION 

(1) (IX(I), 1= 1. NEN+2) Conect1v1dad y propiedad del elemento 

NOTAc(1) VerlaNOTA(1)de 10b 

18.a TARJETAS DE ELEMENTO EPPAXl2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE) 

NOTA 

(1) 

NOTA: (1) 

VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(ELPRO(I), I= 1. NPRO) Propiedades de matenal 

Verla Nota (1) de 10.a. 
ELPR0(1) =Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) = Relación de Po1sson 
ELPR0(3) = Peso volumétnco 
ELPR0(4) =Cohesión 
ELPR0(5) = Resistencia a la tensión 

18.b TARJETAS DE ELEMENTO EPPAX12: CONECTIVIDADES (1015) 

NOTA VARIABLE DESCRIPCION 

(1) (IX(I), 1=1. NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento. 

NOTA: (1) Ver la NOTA (1) de 10.b. 

19.a TARJETAS DE ELEMENTO EPPOL2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE) 

NOTA 

(1) 

NOTA: (1) 

VARIABLE DESCRIPCIÓN 

(ELPRO(I). 1=1. NPRO) Propiedades de material. 

Ver la Nota (1) de 10.a. 
ELPR0(1) = Módulo de elasticidad. 
ELPR0(2) =Relación de Poisson. 
ELPR0(3) = Peso volumétrico. 
ELPR0(4) = Cohesión. 
ELPR0(5) = Resistencia a la tensión 
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19.b TARJETAS DE ELEMENTO EPPOL2: CONECTIVIDADES (1015) 

NOTA 

(1) 

VARIABLE 

(IX(I), 1=1. NEN+2) 

NOTA: (1) Ver la NOTA (1) de 10.b 

DESCRIPCIÓN 

ConectJvidad y propiedad del elemento. 
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CAPÍTULO 5 

APLICACIONES A TÚNELES Y LUMBRERAS 

5.1. ESTUDIOS ELÁSTICOS. 

En esta parte del trabajo se presentan los casos que se analizaron con el programa 
axisimétrico en un material elástico-lineal. Primero se muestra un ejemplo de comprobación de 
la fonnulación axisimétrica, para posterionnente aplicarse a problemas de cavidades aisladas: 
un túnel de sección circular y la excavación de una lumbrera. Los resultados de cada análisis 
se comparan con soluciones teóricas descritas en el tercer capitulo. 

5.1. "f. Cilindro hueco •u}«o • un• presión lntern•. 

Un contenedor cilindrico de fluidos, es un buen ejemplo para comprobar la formulación 
mxiai~triC81 que se presenta en el inciso (2.3), dabKSo a qua en un cilindro bajo esfuerzo axial 
o r.dial constante se tienen soluciones exactas para un modelo elástico-lineal. 

Por lo cual, este ejemplo se tomó como base para comprobar el algoritmo 
implementado al programa antes de analizar los casos plásticos (propios de este trabajo). El 
prob19ma consiste en un cilindro de pared gruesa bajo una presión intema, donde las 
propiedades y dimensiones se muestran en la fig. 5. 1 (ref. 18). 
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P~•~• 
o 3075 '°""". 
E-134001°"""""• 
,.-o 3 

F;g 5 1 Ciiindro hueco. ba)O una preS/Ón íntem•. 

Por simetría, el análisis se realizó en un corte transversal en el plano de revolución r-z, 
y el medio se discretizó con una malla de elementos finitos (isoparamétricos de cuatro nodos, 
de 0.2" da base y 0.4" de altura) como se muestra en la fig. 5.2. Se tiene un total de 50 
elementos y 33 puntos nodales. 

z 
,_Q'" 2.0" ,. 

~- "º" 

33nodos 
50 elerTIM'1tDs 

2.0" 

..4• d o- --- r 

Fig 5.2 Ma6a de elementos finitos, a.ndro hueco. 
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Las soluciones teóricas para determinar la distribución de esfuerzos en un cilindro 
hueco sometido a una presión intema unifonne (ref. 22). se detenninan con las siguientes 
expresiones: 

a
2

P, ( b
2

) 
a" = b' - a2 1 + 72 

(5.1) 

donde a y b son los radios interior y exterior respectivamente, y P 1 es la presión interna. 

Los esfuerzos radial y angular se presentan en la fig. 5.3. donde las lineas punteadas 
muestran los valores teóricos calculados con las expresiones (5.1 ). y los puntos representan 
los valores detenninados con el programa axisimétrico. En las gráficas se observa que existe 
una buena aproximación de resultados para la malla empleada, donde se obtuvieron 
diferencias numéricas de 0.9o/o para el esfuerzo radial (a,) y 0.5% para el esfuerzo angular (ao). 

En la fig. 5.4 se presentan los desplazamientos radiales. Se puede observar que los 
valores calculados con el programa se aproximan bastante a los resultados teóricos. 
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1 
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~ 

o.n + 
000 ~~~~~~~~~~~~~-~~~~~~~~~~~~~-< 

tOo 
.o.n + 
.020 l 
-O~+ 
.040 l · 

A 

A 

1.50 

A 

Distancia radial (in) 

A 

Fig 5.3 Esfuerzos r-al y angular en el cilindro. 
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~ 5 4 Desplazsm1entos en t!!ll clhndro 

Los esfuerzos radiales que se producen en un cilindro hueco bajo una presron interna 
son de compresión, mientras que los esfuerzos angulares en las mismas condiciones, son de 
tensión. Esto se aprecia también, en las gráficas de esfuerzo 5.3, donde el signo negativo 
indica en este caso, compresión. 

5. ?.2. Túnel de aecclón clrcul•r. 

Para modelar un túnel circular de 2.0 m de diámetro sin revestimiento, en una masa 
infinita sujeta a diferentes estados de esfuerzos en sus fronteras, como se describe en el 
inciso (3.3.1), se realizaron dos mallas de elementos finitos en sectores circulares donde su 
geometría se define en coordenadas cilíndricas (r, O). Estas mallas se muestran en las fig. 5.5 
y 5.6, y se analiza únicamente un cuarto de circulo por las condiciones de simetría que definen 
el problema. 

La primera malla esta constituida por 84 elementos y 104 puntos nodales, y se extiende 
• una distancia radial de 6.0 m. La segunda malla es más fina con 126 elementos y 150 
puntos nodales, y tiene una mayor extensión radial de 8.0 m. 

L.ats dos mall•s tiene las mismas condiciones y propiedades, aplicando en sus 
contornos una presión vertical de 20 ton/m2 y una presión horizontal de 10 ton/m2 (Ko=0.5). 
Estos esfuerzos se distribuyen en cargas concentradas, en Jos nodos de la frontera. 
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-i 
__ k 

·-~- -------------·--------·-----------__________..¡.. . 
Ffg 5 S Mala burda de elementos finitos. túnel orcular_ 

l." lp,_~-· ,. 

F;g 5.5 Ma6a fina de elementos lfnllos. túnel circular. 
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Se emplea un modulo de elasticidad E=1x105 ton/m2 y una relación de Poisson u=0.3. 
Se realizó un análisis con peso volumétrico nulo (-y=O tonlm") para comparar los resultados con 
las soluciones teóricas las cuales no consideran fuerzas por peso propio o de masa. Además, 
el estado de esfuerzos por peso propio del suelo, es el representado por los esfuerzos 
aplicados en las fronteras de las mallas. 

En la fig. 5.7 se presentan los resultados para los esfuerzos radial y angular que se 
obtuvieron con la malla burda. Estos resultados se comparan con las soluciones teóricas 
calculadas con las expresiones (3.3) y (3.4), a los largo de los ejes A-A' y B-B' (fig. 5.5), que 
son los más cercanos a un eje horizontal y vertical respectivamente. Los desplazamientos 
radiales en la periferia del túnel se comparan con los valores teóricos, en ta f"tg. 5.8 . 
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Fig 5 7 Esfuerzos radial y angular. malla burda 
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Rg 5.8 Desplazamiento radial en la penferia del túnel, maMa burr:Ja. 
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Esta misma información para la malla fina de mayor extensión, se muestra en las fig. 
5.9 y 5.10. 
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Fig S. 9 Esfuerzos radial y angular. maHa fina 
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Fíg 5.10 Desplazamiento radial en /a pen'ferla del túnel. mala fina_ 
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Los resultados que se obtuvieron para la malla burda sobre el eje B-8', presentan 
errores numéricos de 9.6% para el esruerzo radial (cr,) y 6_3o/o para el esruerzo angular (c-0 ). 

Ahora. para la malla fina sobre el mismo eje, se tienen errores de 5% para el esfuerzo radial y 
3.3% para el esfuerzo angular. 

Los desplazamientos radiales en la periíeria del túnel, muestran errores de 1.1 % para la 
malla burda y 3. 75% para la malla fina. 

De esta forma. existe una mayor aproximación de resultados mientras más fina es la 
malla y más extensa es la región de análisis. Esto se debe a que ros elementos de menor 
tamar'lo aproximan más a un medio continuo y al tener la malla mayor extensión se esta 
simulando un medio infinito. 

De los resultados, también se determina que el esruerzo radial en la periferia del túnel 
es nulo. debido a que no existe una restricción del desplazamiento por tratarse de un caso 
aislado (túnel sin revestimiento)_ 

En los puntos más alejados del orificio sobre el eje A-A', los esfuerzos radial y angular 
se aproximan respectivamente, a los esruerzos horizontal y vertical que se aplican en el 
contorno de la malla_ Por el contrario. en los puntos más alejados del orificio sobre el eje 8-8'. 
ahora el esruerzo radial se aproxima al vertical. y el angular, al horizontal. 

Lo anterior quiere decir. que la presencia de un túnel en un medio continuo altera el 
estado de esfuerzos en su contorno: pero a una mayor distancia radial, los esfuerzos se 
mantienen en un estado de equilibrio. 

S. '1.3. Lumbrera. 

Se analiza la excavac1on de una lumbrera de 4_0 m de diámetro y 15.0 m de 
profundidad, en un medio homogéneo elástico-lineal. Se emplea un modulo de elasticidad, 
E=600 ton/m2

; una relación de Poisson, u=0.4; y un peso volumétrico, y=1.0 ton/m3
. 

La modelación se realizó mediante una malla de elementos finitos que por simetría se 
analiza únicamente la mitad de la región en un plano r-z. como se muestra en la fig. 5.11. Se 
puede observar como a partir de los 2.0 m de radio, el ancho de estos elementos se 
incrementa linealmente en un orden de 15%, mientras que su altura se mantiene constante. 
Se obtuvieron en total 320 elementos y 357 puntos nodales. 

El análisis considera únicamente el peso propio del suelo, es decir, no se toman en 
cuenta cargas externas, ni ruerzas que simulen elementos de retención en la pared de la 
lumbrera (análisis aislado). La excavación se realiza quitando los elementos que definen la 
geometría de la lumbrera, en una sola etapa (fig. 5.11 ). 
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Los resultados obtenidos de la modelación se comparan con los valores teóricos 
calculados con las expresiones (3.9). Sin embargo. el esfuerzo horizontal que actüa en el 
contomo de la lumbrera a una determinada profundidad. se obtiene de la siguiente expresión: 

(5.2) 

donde K., es el coeficiente de presión de tierra en reposo. el cual esla en función del modulo 
de Poisson. de la siguiente forma (ref. 7): 

(5.3) 

Por lo tanto. para una relación de Poisson (u) igual a 0.4, se tiene una relación de 
esfuerzos. l<o""0.667. 
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Fig S. 11 Mala de elementos ffnltos. lumbrera 

En la fig. 5.12. se muestran los resultados para los esfuerzos radial, angular y vertical. 
junto con las soluciones teóricas. a lo largo de dos ejes horizontales (4.5 y 11 .5 m de 
profunc:lid8d). Los desplazamientos radiales en el contomo de la lumbrera se presentan en la 
fig. 5.13, donde se comparan con los valores teóricos calculados con la expresión (3.7). 
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Los esfuerzos radial y angular calculados con el programa para una profundidad de 4.5 
m, son casi exactos a los valores teóricos, con un error numérico de 0.06%. Los resultados a 
una profundidad de 11.5 m. presentan un error aproximado de 0.5%. 

Los desplazamientos radiales en la periferia de la lumbrera, no siguen una misma 
relación lineal con respecto a la profundidad, como lo muestran los valores teóricos. Esto 
posiblemente se debe a que las expresiones teóricas no consideran que la proximidad del 
fondo de la excavación afecta las condiciones en esos puntos. 

Resultados completos de la distribución de esfuerzos radial. vertical y angular, 
calculados con el programa en toda la región en estudio, se presentan en la fig. 5. 14, 5. 15 y 
5. 16 respectivamente. De estas gráficas, se observa como el estado de esfuerzos se altera en 
la proximidad de la lumbrera, y en los puntos más alejados de la excavación los esfuerzos se 
mantienen en un estado de equilibrio. 

De la fig. 5.15, se tiene que el esfuerzo vertical {u,). coincide con la expresión teórica: 

CT.z =yz 

De la misma forma, los esfuerzos radial y angular en la reg1on mas alejada de la 
lumbrera se aproximan al esfuerzo horizontal, que se determina con la expresión {5.2). 
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Aplicac1on~s a tUnele.'f" _v /u1nbrt!ras 

5.2. ESTUDIOS PLÁSTICOS. 

Se analizan los casos axisimétricos de cavidades aisladas del inciso anterior, pero 
ahora considerando un modelo de suelo elastoplástico perfecto. Se presenta primero, un túnel 
de sección circular bajo una presión hidrostática, y después se analiza la excavación de una 
lumbrera. Estos problemas se modelaron con mallas diferentes a las presentadas 
anteriormente, para mejorar la aproximación de los resultados a las soluciones analíticas. 

5.2.1. Túnel bajo• un• presión hld~tic•. 

Se analiza un túnel circular sujeto a una presión hidrostática en un medio elastoplástico 
perfecto, como se describe en el inciso (3.3.3). Para modelar este caso se realizaron varias 
pruebas con diferentes mallas de elementos finitos en sectores circulares. donde la geometría 
se define en coordenadas polares (r. O). Sin embargo. en este trabajo solamente se presentan 
los resultados obtenidos con la malla de la fig. 5.17. la cual tiene un orificio circular de 1.0 m 
de radio y se extiende hasta una distancia radial de 16.43 m. El ancho radial de los elementos 
aumenta linealmente en un 1 Oo/o y se tiene una división angular a cada 5°. En la malla se 
obtuvieron en total 396 elementos y 437 nudos . 

• y 

! • r---·---·----

·------ Presión 
h1drostátlc.a 

Fig S. 17 Malla de elementos finitos, túnel sujeto a una presión hk:Jrost/Jtica. 
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El medio se caracteriza con un modulo de elasticidad E=10.000 ton/m 2 y una relación 
de Poisson, v=0.3. Se realiza un análisis sin peso propio del suelo (y=O). considerando 
únicamente la distribución de esfuerzos debidos a una presión hidrostática (P), que en este 
caso se da un valor de 10 ton/m 2

. Esta presión se distribuye por medio de cargas 
concentradas actuantes en los nodos de la frontera. 

Se realizaron varios análisis con las condiciones y propiedades mencionadas, 
únicamente variando el valor de la cohesión como un porcentaje de la presión hidrostática (P). 
Es decir, se obtienen resultados para una cohesión igual a 1 OO. 70. 50, 40, 30 y 20% de la 
presión hidrostática aplicada. Estos resultados se presentan en las fig. 5. 18. para los 
esfuerzos radial y angular. junto con los valores teóricos calculados con las expresiones (3. 14) 
y (3. 15). 

De las gráficas se observa que para una cohesión igual a la presión hodrostática (c=10 
ton/m 2

), los resultados corresponden a la solución elástica-lineal. Lo que indica que el esfuerzo 
cortante (para r=1.0 m y c=P) es igual a la presión hidrostática, que es la condición para iniciar 
la fluencia plástica. 

En las demás gráficas, al reducir el valor de la cohesión (resistencia del suelo). se 
presenta una zona de plastificación que comrenza de la perrferia del túnel. hasta la distancia 
radial donde se encuentra el esfuerzo angular máximo ó pico. Jo que define la frontera plástica­
elástica. Después de esta linea. los valores corresponden a un comportamiento elástico-lineal. 

Los resultados son en general aproximados como se muestra en la tabla 5. 1. donde los 
valores del esfuerzo angular máximo para cada valor de la cohesión. presentan errores 
menores del 4%. Sin embargo, la distancia radial donde se debe presentar la frontera plástica­
elástica. los errores son mayores (hasta de un 21%. para una cohesión igual a 2 ton/m 2

). 

Tabla 5 1 Comparación de resultados de esfuerzo angular m/J,omo y frontera plástK:a-elást1ca 

Cohesión Esfuerzo angular m1Jxitn0 Frontera radial pllJstiea-eltJstica 
(tonhn2) calculado teórico Error calculado teórico Error 

(ton/m2 ) (ton/m2) (m) (m) 

7.0 17.57 17.00 3.35% 1.16 1.24 6.38% 
5.0 15.27 15.00 1.80% 1.49 1.65 9.63% 
4.0 13.75 14.00 1.79% 1.95 2.12 7.89% 
3.0 12.65 13.00 2.69% 2.93 3.21 8.75% 
2.0 11.70 12.00 2.50% 5.83 7.39 21.10% 

Esta diferencia de resultados se debe probablemente a lo siguiente. La malla de la fig. 
5.17 es más fina en la proximidad del túnel, precisamente con el objetivo de poder definir 
mejor la frontera entre la zona plástica y elástica. Sin embargo, como los esfuerzos se calculan 
con el programa al centroide de cada elemento, no es posible definir exactamente el lugar 
donde se presentaría esta frontera, para cada valor de la cohesión. 
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Fig. 5. 18 Esfuerzos radial y angular en el contorno de un túnel. mod61o elastoplástico. 
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De las gráficas se detennina que el esfuerzo angular (oo) cerca de la periferia de túnel 
es menor para un modelo de suelo elastoplástico (cohesión igual a O. 7 P. 0.5 P. 0.4 P. 0.3 P y 
0.2 P). que para un el modelo elástico-lineal (c=P). Sin embargo, el esfuerzo angular (máxímo) 
que se presenta en la frontera plásUca-elástica. es mayor que el esfuerzo angular para la 
solución elástica a esa misma distancia radial. 

Lo anterior indica. que la ;zona de innuencia o la región donde la presencia del túnel ha 
alterado el campo de esfuerzos originales (alrededor de una abertura cilíndrica). es mucho 
más grande para un material elastoplástico que para una material perfectamente elástico. Esto 
se muestra en las gráficas de la fig. 5. 18, que coinciden con los resultados teóricos que se 
presentan en la fig. 3.8. 

De acuerdo con la tonnulación elastoplástica. que se describe en el inciso (2.3.10). se 
tiene como condición de nuencia plástica el máximo esfuerzo cortante. Por esta razón. la 
pfastificación se presenta en las proximidades del túnel, debido a que existe una mayor 
diferencia de esfuerzos en esa ;zona. Mientras que a una mayor distancia radial, esta 
diferencia va decreciendo, hasta que los esfuerzos angular y radial se equilibran o se igualan a 
la presión hidrostática. 

En la fig. 5.19 se muestran resultados para una distribución de esfuerzos radial y 
angular calculados con el programa, en una región próxima a la periferia del túnel (hasta una 
distancia radial de 4.0 m) y para una cohesión igual al 40% de la presión hidrostática. Se 
observa que existe una simetría de los resultados por las condiciones del problema. es decir. 
esta distribución de esfuerzos simétrica con respecto a un eje de revolución es una de fas 
principales caracteristicas de un problema axisimétrico. 
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F.¡g S. 19 Distnbución ele esfuerzos radial y angular en el contorno del túnel, para c=O 4P. 
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Ap/Jcnc1nnes a túneles y lumbreras 

Los desplazamientos radiales en la región del túnel se presentan en la fig. 5.20, y se 
comparan únicamente con la solución elástica, debido a que no se tienen expresiones teóricas 
para el cálculo de desplazamientos en un modelo de suelo elastoplástico perfecto. 

Sin embargo. de las gráficas se observa que para una cohesión igual a la presión 
hidrostática (P). se tiene un comportamiento elástico-lineal, donde los valores son casi 
exactos. En las gráficas para una cohesión igual a 0.6 P y 0.4 P. existe un aumento del 
desplazamiento radial en la zona de plastificación; mientras que en la zona elástica. los 
resultados se aproximan a los valores teóricos. Esto se debe, a que no es muy extensa la 
región de plastificación. y no afecta considerablemente los resultados. 
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En cambio, en la gráfica para una cohesión de 0.2 P. donde la región de plastificación 
llega hasta 7.4 m de radio, existe una mayor diferencia de resultados, aunque se tiene la 
misma tendencia de la curva en la zona elástica. Estas curvas (excepto para 0.2 P) presentan 
los mayores desplazamientos cerca de la frontera donde se aplican las cargas, decreciendo 
conforme se aproximan al orificio y aumentando un poco en la penferia del túnel. 

S.2.2. Lumbrera, modelo ela:noplástlco. 

El problema consiste en modelar la excavación de una lumbrera de 2.0 m de diámetro y 
15.0 m de profundidad. El caso es similar al analizado en el inciso 5. 1.2, pero ahora 
considerando un modelo de suelo elastoplástico perfecto. 

La malla de elementos finitos para modelar este caso se muestra en la fig. 5.21 y esta 
constituida por 780 elementos y 840 puntos nodales. Se observa que existe una mayor 
discretización en las proximidades de la excavación. con la finalidad de definir mejor la frontera 
que divide las zonas plástica y elástica. 

Como propiedades del suelo se tiene un modulo de elasticidad, E=600 ton/m2
; una 

relación de Poisson. u=0.4; un peso volumétrico. y=1.0 ton/m 3
; y una cohesión. c= 3.0 ton!m2

• 

Se realiza un análisis considerando únicamente el peso propio del suelo. sin tomar en cuenta 
cargas extemas, ni elementos de retención en las paredes de la lumbrera. 
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Ag 5.21 Mala de elementos finitos. lumbrera. 
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En este caso no es necesario tener diferentes valores de la cohesión, debido a que el 
esfuerzo horizontal (Px) en el contorno de la lumbrera. varia de acuerdo a la profundidad. 
Puesto que este esfuerzo es constante radialmente en un plano horizontal (misma 
profundidad), el caso es similar al anterior (túnel bajo una presión hidrostática). y por lo tanto, 
se emplean las mismas soluciones teóricas. 

Los resultados se presentan en la fig. 5.22 para los esfuerzos radial y angular sobre un 
eje horizontal a 4.5 m, 6.5 m, 8.5 m y 10.5 m. de profundidad, junto con los valores teóricos 
calculados con las expresiones (3.14) y (3.15). La presión (P) que aparece en las ecuaciones 
teóricas es igual al esfuerzo horizontal que se detenmina con las expresiones (5.2) y (5.3). De 
esta fonma. se tienen para una misma cohesión (c=3 ton/m2

). diferentes porcentajes (h) que de 
acuerdo con la expresión (3.16), son igual a 100, 70, 56 y 42%. para cada profundidad. 

De las gráficas se tiene que para una cohesión igual a la presión horizontal (Px=3 
ton/m2 a una profundidad de 4.5 m). los valores son casi exactos a la solución elástica-lineal 
con un error numérico aproximado de 1.2%. A una profundidad mayor a 4.5 m. la presión 
horizontal aumenta. y por lo cual. se presenta una zona de plastificación. que como se ha 
mencionado (caso anterior). inicia de la periferia de la lumbrera hasta la distancia radial donde 
se encuentra el máximo esfuerzo angular. Esta frontera plástica-elástica aumenta a mayor 
profundidad como lo muestran las gráficas de la fig. 5.22. 

Los datos calculados con el programa axisimétrico son aproximados a los valores 
teóricos, como se aprecia en la tabla 5.2. donde se tiene para un esfuerzo angular máximo 
errores menores de 4.5%. En los valores para la frontera radial plástica-elástica, se presentan 
errores hasta de 10.5%. 

Tabla 5 2 Cornparaaón de resulfados de esfuerzo angular mártmo y frontera radial plástica-elástlCB. 

Esfuerzo 
horizontal 
(ton/m2J 

4.33 
5.66 
7.00 

Esfuerzo angular mt!x1rno 
calculado teórico Error 
(ton/m2

) (ton/m 2
) 

7.50 7.33 2.40% 
8.63 8.63 0.01% 
9.41 9.85 4.45% 

Frontera radial plástica-elástica 
calculado teórico Error 

(ITI) (m) 

1.15 1.25 8.00% 
1 .45 1 .55 6.45% 
1.70 1.90 10.53% 

Estos resultados se complementan con las gráficas de la fig. 5.23. donde se presenta 
la distribución de esfuerzos radial, vertical y angular calculados con el programa para un 
modelo elastoplástico, en toda la región de análisis. Se puede observar la zona donde los 
esfuerzos se alteran debido a la excavación de la lumbrera, y si estas gráficas se compara con 
los resultados elásticos de las fig. 5.14, 5.15 y 5.16, se observa una mayor variación de 
esfuerzos en la zona de plastificación que se genera alrededor de la lumbrera. Esto se 
observa con mayor detalle en la gráfica de esfuerzos verticales a partir de una profundidad de 
5 m aproximadamente. 
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En la fig. 5.24 se muestra sobre la malla. los elementos que se plastificaron después de 
la excavación. Como se ha mencionado. la frontera plástica-elástica va aumentando a mayor 
profundidad debido al incremento del esfuerzo horizontal actuante en el contomo de la 
lumbrera. Esta zona de plastificación. coincide geométricamente con la de un cono cilíndrico 
de revolución. similar a la que se presenta en la fig. 3.5. 

Fig S 24 Zona de plast1f"lcaoón en el contorno de la lumbrera 

Los desplazam1entos radiales en la pared de la lumbrera se presentan en la fig. 5.25. 
junto con la solución elástica-lineal teórica y calculada con el programa. Los desplazamientos 
elásticos y elastoplásticos determinados con el programa, son parecidos a la solución teórica 
hasta una profundidad aproximada de 5.0 m. donde se presenta todavía un comportamiento 
elástico-lineal. De la misma gráfica se observa que a una profundidad de 14 m se presentan 
los máximos desplazamientos en las paredes de la lumbrera (en las proximidades del fondo de 
la excavación), siendo mayores los valores para un modelo de suelo elastoplástico perfecto 
(4.5 cm) que para un modelo elástico-lineal (1.9 cm). 

En la fig. 5.26 se muestran los asentamientos superficiales alrededor de la lumbrera y 
las expansiones en el fondo de la excavación para un comportamiento del suelo elástico y 
elastoplástico perfecto calculados con el programa. Como se muestra en estas gráficas, son 
mayores los desplazamientos plásticos, que los elásticos. Se presenta una expansión en el 
tondo de la excavación de 4 cm en un medio elastoplástico, sin embargo, los asentamientos 
auperficjales son casi despreciables. 
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CAPITULO 6 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

El método del elemento finito es una herramienta de gran utilidad para el análisis de 
esfuerzos y deformaciones en cualquier medio, ya que con la ayuda de un equipo de cómputo 
se pueden realizar estudios en regiones de cualquier forma, cargas y condiciones de frontera, 
donde existen un gran número de incógnitas. Además, la versatilidad de esta técnica permite 
analizar cualquier variedad de problemas enfocados no únicamente en la ingenierla 
estructural, sino también en la mecánica de suelos. 

De esta forma, se implementó en un programa de elementos finitos una generalización 
para el análisis de estructuras axisimétricas en un medio elástico-lineal y elastoplástico 
perfecto. Este último modelo, que emplea el criterio de falla de Von Mises, se maneja como 
una aproximación al comportamiento no-lineal de los suelos. 

Esta formulación axisimétrica se aplicó particularmente al análisis de cavidades 
aisladas (túneles y lumbreras), y en base a los resultados presentados en este trabajo se 
pueden remarcar ciertas consideraciones: 

A) Se obtienen buenos resultados al emplear como elemento axisimétrico un isoparamétrico 
de cuatro nodos, como sección plana de revolución y como elementos en sectores 
circulares. También es necesario realizar una cuadratura de Gauss en cuatro puntos del 
elemento al resolver la integral que determina la matriz de rigidez elemental. Los esfuerzos 
que se obtienen en esos cuatro puntos de integración se promedian para calcular el 
esfuerzo al centroide del elemento. 

B) Los resultados de los problemas axisimétricos resueltos en un medio elástico-lineal son casi 
exactos a las soluciones analíticas; mientras que para un medio no-lineal elastoplástico 
existe una mayor diferencia de resultados, pero dentro de márgenes de error aceptables. 
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C) Para modelar un túnel de se=ión circular y eje horizontal, en una masa de suelo sometida 
a diferentes estados de esfuerzos en sus fronteras (peso propio del suelo) y en un medio 
elástico-lineal, fue necesario realizar mallas de elementos finitos en sectores circulares 
(coordenadas r-0). Los resultados que se obtuvieron de estos análisis mejoraron al elaborar 
una malla de mayor extensión que permite simular más un medio infinito. 

O) La modelación de una lumbrera en un material elástico-lineal, se realizó con una malla de 
elementos finitos en un plano de revolución (r.z). En este caso. aunque el proceso de 
excavación se llevo a cabo en una sola etapa. la implementación axisimétrica si puede 
considerar estos procedimientos de excavación y construcción con mayor detalle (varias 
etapas). De la misma forma que el caso anterior. se tendría una mejor aproximación de 
resultados si se realizaran mallas más finas. en la zona cercana a la excavación de la 
lumbrera, y con una mayor extensión radial. 

E) En la modelación de un túnel en un medio elastoplástico perfecto y bajo una presión 
hidrostática, se utilizó una malla en sectores circulares con una mayor discretización de 
elementos en las proximidades del orificio. con el objetivo de definir mejor la zona de 
plastificación. Sin embargo. se siguieron presentando mayores diferencias de resultados 
para definir la frontera plástica-elástica. debido probablemente a que como los esfuerzos se 
calculan al centroide de cada elemento. no seria posible definir exactamente el lugar donde 
se presentaría esta frontera. y además de que la solución elástica presenta pequeñas 
diferencias de resultados. lo que puede provocar que se acumulen errores numéricos. 

F) En el caso de la excavación de una lumbrera en un modelo elastoplástico perfecto, se 
obtuvieron las mismas diferencias de resultados para definir la frontera plástica-elástica. 
donde fue necesario realizar una mayor discretización de elementos en las proximidades de 
la excavación y definir mejor la zona de plastificación. 

G) De los análisis elásticos y plásticos que se presentaron en el capitulo anterior, es 
conveniente resumir ciertas conclusiones de carácter cualitativo relativas a las 
concentraciones de esfuerzos alrededor de cavidades aisladas. 

Alrededor de un túnel circular excavado en un medio elástico-lineal sometido a esfuerzos 
por peso propio del suelo, se tiene un aumento del esfuerzo normal angular de 
compresión en las paredes laterales, y por lo tanto. el suelo puede fallar por resistencia a 
la compresión simple. Sin embargo. los esfuerzos normales angulares en la clave del 
túnel tienden a disminuir, donde posiblemente se pueden presentar zonas de tensión. El 
efecto de la excavación del túnel en un medio homogéneo se disipa con la distancia, 
donde los esfuerzos en los puntos más alejados se encuentran en un estado de 
equilibrio. 
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Al inids9e .. plestif"lcación del material alrededor del túnel, la frontera entre zonas 
~ y ~ describe una geometría circular, cuando la masa de suero se 
___,.,. .n un -e.do de esfuerzo hidroslálico. La diferencia de esfuerzos provocados 
PI#' .. prw-.a. del túnel ea m•yor en aua proximidades, por ro cual, se pre-nta una z- d9 pi.atil'lceci6n que comienza desde la periferia del túnel, hasta la distancia radial 
dond9 - ti9r1e el ,,,._imo esfuerzo angular, lo que define la frontera plástica-elástica. La 
amplitud de .... z- de plaslific:ación depende mucho de la cohesión del material. La 
vari8ci6n de loa esfuerzo• actuantes ar alejarse del túnel es inversamente proporcionar al 
cu8dr'lldo de .. distanc::ia del eje del túnel, es decir, los esfuerzos '11dial y angular tienden 
a .,....... • .. presión hidroaUllica actuante, en los puntos m'6s alejados de la 
excavación. 

Alr8dedor de una lumbrera de eje vertical, los esfuerzos normales angulares 
(tangenciales) al perímetro de la sección recta se duplican. Puede entonces plastificarse 
el material en el contomo de la lumbrera dentro de un cono de revolución de eje vertical. 
La amplitud de la zona de plaslificación esta en función de la profundidad debido al 
aumento del esfuerzo horizontal actuante en el contorno de la lumbrera. De la misma 
forma, la variación de los esfuerzos es inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia al eje de la lumbrera, de tal forma. que los esfuerzos angular y radial, a una 
distancia alejada de la excavación se aproximan al valor del esfuerzo horizontal actuante 
en un estado de equilibrio inicial. 

H) La excavacion de un túnel o una lumbrera modifica, en sus contemos, el estado de 
esfuerzos iniciales o en reposo, por lo tanto. se presenta una zona de plaslificación enlomo a 
estas cavidades aisladas, donde la amplitud de esta zona esta en función de la cohesión del 
material y la variación de loa esfuerzos. Es decir, ras zonas de plaslificación repre-ntan zonas 
potenciales de falla. y si la cohesión es el principal parámetro de resistencia de los suelos 
blandos, entonces este valor influye en la variación de la región plastificada. Tal es el caso de 
un túnel bajo una presión hidrostálica, donde a menor cohesión, aumenta la región de 
plastificación. En el caso de una lumbrera. a una cohesión constante, la zona de plastificación 
aumenta con la profundidad porque la variación de esfuerzos en el contorno de la excavación 
también es mayor. 

1) Consideraciones que no se tomaron en cuenta en este trabajo y que son posibles de 
analizar a partir de la implementación axisimétrica, son las siguientes: 

Ev.,uar con mayor detalle el procedimiento de excavación de túneles y lumbreras. y 
comparar los rasultados con mediciones en campo. 

Realizar an'61iSia de cavidades no aisladas para considerar el efecto de la interacción 
sueto-ravestimiento. 
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