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Introduccion

CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.7. GENERALIDADES.

Por lo regular, en un problema de ingenieria como por ejemplo: determinar la variacion
de esfuerzos en la excavacion de una lumbrera, el analisis del compornamiento de un tunei
durante su construccion, determinar el estado de esfuerzos y deformaciones de una estructura
térrea (terraplén, excavacion abierta), etc. ; prevalecen ciertas caracteristicas que son comunes

en todos ellos.

Una primera caracteristica de importancia, es que en este tipo de problemas es
necesario emplear un modelo fisico real Esta herramienta es utl para estudiar el
compoftamiento del fenomeno o problema en cuestion.

Oftra caracteristica comuin es el empleo de expresiones o relaciones matematicas del
tipo analitico, algebraico o geométrico, para poder definir toda la informacion que se encuentra

involucrada en el modelo fisico.
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Una tercera consideracién se refiere al comportamiento de la solucién en relacidn a
ciertos parametros como son: condiciones iniciales del! problema, asi como sus condiciones de
frontera.

Una cuarta caracteristica no menos importante que se debe cumplir, @s que dada una
ecuacion algebraica o diferencial que define al modelo fisico y fijando !as condiciones iniciales
y de frontera, existe una solucién unica que cumpie con estas condiciones, Io que se conoce
como “unicidad® del problema.

Un método para obtener la solucidén aproximada de este tipo de problemas, es el
Método del Elemento Finito, que es un procedimiento numeérico-variacional, que ha cobrado
mucha importancia en las ultimas décadas gracias al avance en el equipo de calculo
electronico.

E! analisis de estructuras de tierra, considerando este meétodo es de gran interés y ha
tenido grandes aplicaciones. En un pnncipic se han analizado obras geotécnicas en su
estructuracion total (construidas), sin embargo al tener las herramientas necesaras y saber
que los procedimientos constructivos son muy importantes en el comportamiento de cualquier
obra durante y después de su construccidn, se ha buscado un analisis mas completo que nos
permita estudiar su evolucion durante las etapas constructivas.

Los procedimientos constructivos especificos en este tipo de obras son: la gradual
substraccion de materiales en excavaciones abiertas o subterraneas y la construccion de
terrapienes.

Sin embargo. este tipo de analisis se complica por las siguientes razones: la frontera
del dominio de analisis cambia continuamente; la existencia de elementos estructurales que
intervienen en el proceso de construccion o excavacion (ademes, puntales, muros de retencion
y revestimientos), en el ambiente de construccidn © excavacidon se pueden encontrar una o
varias estructuras vecinas. y por uJltimo, el comportamiento del suelo durante el proceso
constructivo es muy complicado.

Este ultimo aspecto quiere decir, que durante la construccion de una obra geotécnica,
el estado de esfuerzos puede variar en funcion de las condiciones de carga a que este
sometido el suelo. Por ejemplo, durante una excavacion se presentan esfuerzos de tension y
por consiguiente agrietamientos; a diferencia del estado de compresidn que inducen las
cargas transmitidas por una cimentacion.

Ademas, debido a los grandes esfuerzos que se pueden presentar, se generan zonas
de fluencia donde e! suelo se comporta plasticamente. Por lo cual, es importante considerar
los efectos pilastico en el analisis de esfuerzos y deformaciones.
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1.2. ANTECEDENTES.

1.2.1. Estado de esfuerzos en una mase de suelo.

Los esfuerzos en el inerior de una Mmasa de suelo estén distribuidos por cargas
exteriores aplicadas &l MisSMo y por su Propio peso.

Los estados de equilibrio plastico que se producen en todos ios puntos de una Masa
semiinfinita de sueio sujeta s6i0 a8 su propio peso. fueron estudiados por Rankine, quien
SUPUSO UN slemento de sueio de alturs diz, situado 8 una profundidad z. en ol iMernor de una
Masa de sSueio SeCO en repPosso (sin NINgUN despliazamiento en su estado natural) como se
muestra en la fig. 1.1,

B o O i 2 e T R R Ear i o ur a

S TYZ

dz

- -— =K yZ

Fig 1.1 Esfuerzos actuanies Sobre un elemento de SuGIo en reposo”.

De esta consideracion, se tiene que el esfuerzo vertical efectivo actuante sobre (a
estructura del elemento es:

o, = yz .1

Oonde y es @ peso volumétrico que commesponde al estado en que s8 encuentre el
suelo. Existe también una presion lateral que origina un esfuerzo horizontal que smpiricamente
s ha sceptado como:
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on = Korz (1.2)

Donde K, es la constante de proporcionalidad o coeficiente de presién lateral en
reposo.

Las soluciones para conocer los esfuerzos producidos por cargas aplicadas

exteriormente sobre una masa de suelo, parten de la teoria de Elasticidad. En esta teoria
suponen que el suelo es linealmente elastico (el esfuerzo es proporcional a la deformacion), es
homogéneo (sus propiedades no varian de un punto a otro), es isdtropo (sus propiedades son
las mismas en cuaiquier direccidn) y de extension semiinfinita (limitado por una sola frontera
plana). Estas soluciones (Boussinesq, Damy, etc.) se emplean comunmente en problemas de
asentamientos, aunque el suelo por lo general, no se ajuste a las hipdtesis mencionadas.

1.2.2. Esfuerzos principales.

En cualquier punto sometidc a esfuerzos existen tres plancs ortogonales
(perpendiculares entre si), donde los esfuerzos tangencales son nulos. Por tal razon, a estos
planos se les llama principales. Los esfuerzos normales que actiuan sobre estos planos se
denominan esfuerzos principales, de los cuales, el de mayor magnitud es el esfuerzo principal

mayor (o,), el de menor magnitud es el esfuerzo principal menor (o) Yy el de valor intermedio
esfuerzo principal intermedio (o3).

Cuando los esfuerzos en el medio se encuentran en reposo, el plano hornizontal que
pasa por un determinado punto, es un plano principal, al igual que todos los planos verticales a
traves de dicho punto (ref. 12). Por lo tanto, se tiene que cuando Ko < 1, el esfuerzo vertical
que se define por la expresion (1.1), es igual al esfuerzo pnncipal mayor (o,=0,); y el esfuerzo

horizontal, de acuerdo a la expresion (1.2), es igual al esfuerzo principal menor e intermedio
{on=03=03).

A partir de los esfuerzos principales, se pueden determinar {os esfuerzos normales y
tangenciales de ese mismo punto en cualquier direccion, que al graficarios en un plano (o-x)
definen un lugar geomeétrico conocido como Circulo de Mohr.

1.2.3. Estabilidad de una masa de tierra.

L.a estabilidad de una masa de tierra se analiza a partir de las condiciones de esfuerzo
en un punto de la masa que supuestamente se encuentra en un estado de falla incipiente (ref.
11). Es decir, se considera que la seguridad en un punto puede medirse por el esfuerzo

cortante Maximo que puede soportar y que a su vez, es funcién del esfuerzo normal efectivo
(o) actuante en el plano en que ocurre 1a falla.
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Esta teoria es debida a Mohr-Coulomb y modificada por Terzaghi al tomar en cuenta la
influencia del agua contenida en el suelo. También supone que las lineas de falla no
concurren unicamente en el origen de un plano de coordenadas (o-1), sino que cortan al eje
vertical formando una cierta ordenada, conocida como cohesion (¢). Este concepto define la
resistencia al esfuerzo cortante, que se expresa matematicamente como:

s = Cc+ & tang (1.3)

La expresion anterior representa el lugar geomeétrico de los esfuerzos cortantes de
falla, correspondientes a distintos esfuerzos normales. Para suelos cohesivos (g<0), la
resistencia se expresa comao:

4
s=gau=¢ (1.4

donde q, es |la resistencia a la compresion simple del suelo.

Las expresiones tedricas que se derivan de la ecuacion (1.4) se pueden emplear en
muchos problemas practicos que se relacionan con la resistencia al corte de las arcillas
saturadas de consistencia blanda a media.

1.2.4. Estructuras axisimétricas.

El problema de distribucidon de esfuerzos en cuerpos de revoluciéon (sdlidos
axisimeétricos) sometidos a cargas de revolucion o axiales es de considerable interés practico.
Algunos ejemplos de estructuras axisimétricas dentro de las obras geotécnicas son: ia
construccion de tuneles, lumbreras (accesos verticales o pozos). zapatas aisladas de
geometria circular, pilotes circutares, etc. y todas aquellas que tienen la caracteristica de ser
simétricas radialmente con respecto a un eje de revolucion.

E! analisis de este tipo de estructuras se ha manejado de la siguiente forma. Por
ejemplo, la estabilidad de un tunel durante su construccidn depende del procedimiento de
excavacién y de las propiedades esfuerzo-deformacion y resistencia del suelo. Durante la
construcciéon de un tanel el estado de esfuerzos in situ se modifica debido al proceso de
descarga que origina la excavacion del mismo.

Los aspectos principales para determinar el estado de esfuerzo y deformacion en
cuerpos de revolucion o cavidades aisladas (tineles y lumbreras sin revestimiento), parten de
ia Teoria de la Elasticidad o de la Mecanica del Medio Continuo. Con estas teorias, que se
basan en las suposiciones mencionadas en el inciso 1.2.1, se han obtenido soluciones a estos
problemas y que se analizaran en los capitulos siguientes.
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7.3 OBJETIVOS.

Este trabajo tiene como objetivo principal: implementar en un programa de elementos finitos
una generalizacion para el andlisis de esfuerzos y deformaciones en probliemas

axisimétricos.

Para cumplir con el objetivo anterior, es necesario conocer el algoritmo en que se basa el
programa TEST92 (bidimensional para materiales elastoplasticos) y determinar su
estructura general.

Al mismo tiempo. se revisard la bibliografia relacionada con el propdsito de conocer los
fundamentos del método que emplea el programa.

1.4. RESUMEN.

En el capitulo dos se dan a conocer las bases y fundamentos del Método del Elemento
Finito, para el calculoc de esfuerzos y deformaciones en un modeio de suelo elastico-lineal y
elastoplastico perfecto. Se describe brevemente el concepto de energia potencial minima para
deducir las expresiones que determinan la matnz de rigideces de un elemento y el vector de

cargas nodales equivalente.
Posteriormente, dentro de este mismo capitulo se desarrolla la formulacion de un
elemento finito axisimétrico, empleando como seccién plana de revolucidn un elemento
isoparametrico de cuatro nodos.
En el tercer capitulo, se mencionan los diferentes problemas axisimétricos que se
presentan en obras de Ingenieria Civil, principalmente en el area de mecanica de suelos, y que
se pueden analizar con el método descrito en el capitulo anterior.

En el cuarto capitulo, se describen ilas caracteristicas principales del programa de
computadora estructurado para el analisis axisimeétrico. También, se presenta el manual de
usuario con las instrucciones necesanas para preparar un archivo de datos y poder ejecutar el
programa.

El quinto capitulo esta dedicado al estudio numérico de tuneles y lumbreras, como
casos particulares de este trabajo, y poder comprobar la formulacion axisimétrica
implementada al programa de elementos finitos. Primero se realizan estudios con un modelo
elastico-lineal y posteriormente, se analizan estos problemas con un modelo de suelo

eslastopléstico perfecto.
Finalimente en el capitulo seis, se presentan las conclusiones obtenidas de los estudios
reslizados en este trabajo.
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CAPITULO 2

METODO DEL ELEMENTO FINITO

2.7. FUNDAMENTOS.

Para estudiar el comportamiento de cuailquier fendmeno fisico es necasario
representario por medio de modelos matemdticos. Esto implica emplear una o varias
ecuaciones diferenciales ¢ plantearse como un prodlema de funcionsles equivaiente (un

conjunto de funciones).

E! método de elementos finitos es un Mmétodo numdérico variacional aproximado para
resolver problemas de maximizacion o minimizacion de funcionales.

La secuencia de este método implica los siguientes aspectos:

a) Discretizacion det! medio continuo. Que consiste en dividir la region o e dominio de
ias variables de las ecuaciones diferenciales, mediante lineas imaginarias, donde cada regién
serad un elemento finito.
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b) Los elementos finitos estaran conectados entre si mediante un nimero discreto de
puntos denominados nodos, y el campo de desplazamientos del elemento es representado por
una combinacién lineal de funciones de interpolacidn (funciones de desplazamiento).

c) Mediante el uso de métodos vanacionales las funciones diferenciales que gobieman
el problema se transforrman en ecuaciones que gobieman en forma aislada a todos los
elementos finitos, obteniendo la matriz de rigidez elemental.

d) Las matrices de ios elementos se ensamblan para obtener la matriz de rigidez global
del sistema.

e) Los vailores puntuales de las incognitas de las ecuaciones diferenciales se conocen
al resolver el sistema de ecuaciones.

f) Una vez conocidos los desplazamientos se calculan los esfuerzos y deformaciones
de cada elemento.

A continuacion se plantearan los conceptos basicos de la teoria del eiemento finito,
considerando los puntos anteriores.

2.1.1. Discretizacién del medio continuo.

Para estudiar mas faciimente el comportamiento de fenémenos fisicos, en muchos
casos el modelo se divide en un numero finito de componentes bien definidos (sistemas
discretos), © en otros donde la subdivision prosigue con un numero infinito de elementos

implicados (sistemas continuos).

Estos ultimos se definen haciendo uso de expresiones matematicas y se han propuesto
a través de los afos diversos meétodos de discretizacidon. Para lo cual, es necesario hacer
alguna "aproximacion™ de tal naturaleza, que se acerque a la solucién continua verdadera.

Los métodos generales para analizar problemas de naturaleza discreta, siguen un
mismo patron y por lo tanto, es posible definir un sistema discreto tipo. El estudio de estos
problemas nos lleva a la primera definicion del método del! elemento finito como un

procedimiento de aproximacion de problemas continuos, de tal forma que:

a) El continuo se divide en un numero finito de partes (elementos), cuyo comportamiento
se especifica mediante un ndmero finito de parametros.

b) Se obtiene la solucion del sistema completo como ensambiaje de los elementos.
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Por otra parte, todo problema del medio continuo se debe idealizar para su estudio en
diversos modelos. En este caso, la modelacién matematica tiene un papel fundamental, que
consiste en expresar en un lenguaje formal las leyes que gobieman ese problema. Estas leyes
son los principios basicos de la Mecanica del Medio Continuo, que se encarga de estudiar el
estado de esfuerzos y deformaciones en sdlidos, liquidos y gases. Esta teoria busca
principalmente satisfacer las ecuaciones de equilibrio, las reilaciones cinematicas y las
ecuaciones constitutivas (ref. 22).

Se requiere entonces, llegar a una formulacién variacional, que consiste en expresar el
probliema en ecuaciones diferenciales adecuadas y condiciones de frontera que se imponen a
Ia funcién o funciones incégnitas.

De esta forma, todo problema de ingenieria Queda representado por:
Liuj=f en Q2 2.1)

Bfu]=g enTI' (2.2)

Donde L y B son operadores diferenciales, las componentes del vector v son las
funciones incégnitas del problema y las componentes del vaector fy g son funciones conocidas.
La ecuacion (2.1), representa el equilibrio en cualquier punto interior de la estructura (dentro
detl dominio Q) y la ecuacion (2.2), representa las condiciones de frontera (IM), (fig. 2.1).

F B4

Modeio aproximado Elprmento firsto (A%)

Fig 2.1 Regin dividida en slementos finkos.

B N
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Una vez planteado el modelo real donde se presenta el fendmeno fisico en cuestion, se
procede a dividifo en subregiones denominados elementos finitos (A%). que al unifos se
obtiene un modelo aproximado geométricamente al original. Esta particién define una red o
malla de elementos finitos y 10s puntos de interseccidn se denominan puntos nodales o nodos,

como se muestra en la fig. 2.1.

2.1.2. Métodos variacionales.

Para determinar los valores maximos y minimos de una funcional se requiere el uso de
métodos variacionales (diferencias finitas, Kantorovich, Trefftz, etc.). Donde la idea
fundamental consiste en que el problema variacional se considera como limite para cierto
problema sobre el extremo de una funcidén de un numero finito de variables. Esto ultimo se
resuelve con los métodos comunes, y luego se obtiene mediante el paso al limite, la solucién
al problema varnacional correspondiente.

Lo anterior quiere decir, que a partur de una funcional Fly(x)] que tiene un infinito
numero de variables, se puede desarrollar la funcion y(x) en: seres de Potencias, en series de
Fourier 6 en general, en algunas senes del tipo:

y(x)= Z C, @,(x) (2.3)

nw=y

Donde ®,(x) son funciones dadas. Retomando la funcidn y(x), ésta se determina dando
los valores de todos los coeficientes C, y el valor de la funcional se obtiene fijando !a sucesion
finita de dichos coeficientes, es decir, la funcional queda en funcion de un conjunto infinito de

variabies:

Fly(x)] = ®(Cy.Cy.C3.....C,..-.) (2.4)

De los métodos antes mencionados, el que actualmente tiene mayor aplicacion es el
método de Ritz o Rayleigh-Ritz, el cual consiste en sustituir en el principio variacional
determinado por las ecuaciones (2.1) y (2.2). un conjunto de funciones expresadas en
términos de sus coeficientes indeterminados, los cuales se conocen al hacer minimo o maximo
@l valor de la funcional. Es decir, se propone una solucion aproximada, de la forma:

u=>.cC o, (2.5)
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Donde &, son m funciones conocidas y C, son coeficientes indeterminados. La
sustitucion se da en la funcional /(u) que representa la energia total del sistema. De esta
forma, la ecuacion (2.5), puede quedar en funcién de sus puntos criticos, como se muestra:

Hu*): u*=axC,.C,.C,.....Cp) (2.6)

Para determinar el minimo de esta funcional, los coeficientes C, se obtienen aplicando
ia siguiente condicidon de extremo en funcidn de sus parametros, de tal forma que se cumpla:

& _iHu _ -
e =0 (r=1..m) 2.7

De lo cual, el problema variacional se ha transformado en un problema elemental de
maximos y minimos.

Puesto que el método del elemento finito proporciona una solucidn aproximada (u®),
como aquellos puntos criticos de /(u), de acuerdo a la ecuacidon (2.7). Para determinar estos
puntos criticos esta ecuacion se resolvera en 1a forma antes descrita donde (¢*®) es una funcion
de interpolacidn, la cual se construye a partir de los elementos finitos (A"). De tal forma, que
una vez seleccionada {a malla se tienen elementos en los que definimos polinomios de
interpolacion locales (funciones de desplazamiento) y que posteriormente se ensamblara a un
polinomio de interpolacién global.

2.1.3. Energia potencial de deformacion.

El método del elemento finito es equivalente a la minimizacion de la energia potencial
del sistema, la cual esta en funcidon del campo de desplazamientos dado. Si este campo de
desplazamiento ha sido bien formulado (en base a un método variacional), debera producirse
convergencia hacia la solucion exacta.

El! principio del trabajo virtual establece que la suma de la energia potencial de las
cargas que actuan en un cuerpo rigido y la energia de deforrmacion alimacenada debido a
desplazamientos virtuales es igual a cero (ref. 9), se tiene entonces que:

T=U+W, (2.8)

donde:
= energia potencial.
U= energia de deformacién intema.
W, = -W = trabajo de las cargas aplicadas.
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La energia potencial total debe asumir no nada mas un valor estacionario, sino también
minimo, para satisfacer una determinada configuracion de desplazamientos, por lo cual:

dr= 0
(2.9)
dr= dU + dW, = adl/ - dwW =0
La energia de deformacidon esta definida por:
U = _fo', £,dv
v } (2.10)
U = fo (s, )av
donde:
oy =Tensor esfuerzo.
£y =Tensor deformacioén.
El trabajo por cargas aplicadas esta dado por:
W= jr,u,ds +jx, u,dv
E ] v
(2.11)
SW = Lr,su, ds + LX,&u,dv
donde:
u=Configuracion inicial de desplazamientos.
T~=Traccion superficial.
X~=Tensor de fuerzas de cuerpo.
dv=Diferencial de volumen
ds=Diferencial de superficie.
De acuerdo con la ecuacion (2.9), se tiene:
La,(&:,)dv = L7} Bu,ds +)"x, S, dv (2.12)
En notacién matricial se escribe como:
(2.13)

J (e} {o)av = [ {au} {X)av + | {su) (Tias

12
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2.1.4. Formulacién de Ia matriz de rigider elemental.

Todo cidlculo por elemeantos finitos, siendo un método aproximado busca una expresion
aproximada de la forma:

aI
W= Na =[N.N.NRa, t =[N]fa}" @.14)
1 8.

En donde N; son funciones de forma expresadas en términos de sus varnables
independientes y los pardmetros a; son incognitas. Las funciones de forma se obtienen a partir

de la geometria del elemento finito y del polinomio de despiazamientos que se propone como
solucidn (ref. 25). De esta forma, se tiene:

{sU} = [N]{5a)}
fsuy = {sa}INy (219

La relacion entre desplazamientos y deformaciones esta dada por la expresion:

{e} = [LJ{UY = [LjINJ{a}

(2.18)
{e} = 81{a} siendo 8] = [LJIN]
donde [L] es la matriz de operadores diferenciales. Entonces:
tse}y = [LINI{sa}
(2.17)
{6y = {sa) (NIT[LIT
De la relacidon esfuerzo-deformaciéon se conoce:
o] = [D]{s} (2.18)
donde [D] es la matriz de elasticidad. Sustituyendo 1a ecuacion (2.16) en (2.18) se tiene:
[o] = [DJ[L][N]{a} (2.19)

13
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Sustituyendo en la expresion (2.13),

[ (o) (NY [L]) [DILIN)a)av = [ (se)T[N] (x]av - | (sa}T[N] {T}as (2.20)

Simplificando términos:
[N (L) [DILINKa)av = [IN] (x)av + [ N] (T}as 221
Liamando
8]" = [N]T[L]" (2.22)
Se tiene:
[rB1T (ONBI(a}av = JInITxYav + [IN]T (T)as (2.23)
Esto nos lievs a que:
xj{a} = {F} (2.2¢)
Donde:
[k]=(r8)" (o)8]av (2.25)

[K)=matriz de rigideces del elemento finito.
{@a)=vector de desplazamientos nodales.
{P)=vector de cargas.

La expresion general una vez realizando el ensambie de ias matrices de rigidecss y
vectores de carga interna de cada elemento, y considerando fuerzas externas concentradas

actuantes en los nodos es:
(&)@} + (P} = {r}
(x1=ZIx]; . (PY=2(r) (2.28)
{r}° = -[In)" txlav - fIN)" (Tias - [[8) [D)fc. Jav - [[B] {o. }av
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Donde ¢ f “} es el vector de fuerzas internas de cada elemento debidas a fuerzas de
cuerpo {X }, de traccion superficial {T } y fuerzas debidas a esfuerzos y deformacion iniciales.
{r } es el vector de fuerzas externas concentradas en los nodos.

Una vez que se determinan los desplazamientos al resolver el sistema de ecuaciones
que resulta de ia expresion (2 26) se calcula el estado de esfuerzos y deformaciones con o
siguiente:

227
o} = [Dl[8llai

Donde {a} es el vector de desplazamiento que se obtiene al resolver el sistema de
ecuaciones

2.1.5. La elastoplasticidad y su implementacién.

La teoria de ia elastoplasticidad, se aplica a problemas donde la solucion plastica se
obtiene al resolver primeramente una secuencia de problemas elasticos, debido a la no
linealidad de las ecuaciones matematicas involucradas

Una deformacion elastica se presenta cuando el matenal es capaz de recuperar sus
dimensiones originales. al quitar las fuerzas aplicadas Una deformacion plastica es la que
permanece en el matenal despues de supnmir las cargas actuantes, y s éstas no cesan. la
plastificacidén continua hasta que se produce el agnetamiento

De esta forma. toda deformacion esta compuesta de una deformacion elastica y otra
plastica. Cuando esta ultima es despreciable en comparacion con la primera. se dice que e!
matenal es elasuco, y viceversa

La teoria de la elastoplasticidad ha sido ampliamente tratado para probiemas

geotécnicos (ref. 3, 4 y 24) y a continuacion se resumen brevemente sus principales aspectos,
asi como su implementacion computacional

2.1.5.1. Formulacidn tedrica.
a) Como se ha mencionado, la deformacion total del material se descompone en dos partes:
elastica y plastica.

{aet={de"} + {ae? | (2.28)

g
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b) Existe una funcion de fluencia o de carga (F) que separa el espacio de esfuerzos en dos
regiones: elastico y plastico. Esta funcién depende del vector de esfuerzos (o) y de un
parametro de endurecimiento k.

El parametro k es un escalar y el vector {o} es funcién de dos parametros p y q, que se
definen como primer y segundo invariantes de esfuerzos respectivamente y se determinan por:

p= o, +O'y + O,
3 (2.29)
= Ja’,(a’, ~o,)+o(o,-0,)+o,(c,-0,)+3r2 +3r + 31},

de tal forma que la funcién de fluencia se convierte en:
F(p.q.k) =0 (2.30)

c) Existe un potencial plastico (Q) que especifica las magnitudes relativas de varias
componentes de las deformaciones plasticas, tal como:

a2} = ¢{§3} (2.31)

donde ¢ es una constante de proporcidon, que se define mas adelante.

d) Para relacionar la funcidén de fluencia y el potencial plastico se emplea una regla de flujo, que
puede ser asociada (Q=F). o en caso contrano, No asociada (Q~F). Cuando {a regla de flujo es
asociada, se cumple !a condicidn de normmalidad; es decir, el vector de incremento de deformadciéon
plastica esta siempre en la direccion normal y hacia afuera de la superficie definida por la funcion
de fluencia en el espacioc de esfuerzos.

La funcidén del potencial plastico, depende del modelo con que se trabaje. En este caso, se
empiea el modelo elastopiastico perfecto que adopta la ley de falla del tipo Von Mises (ref. 14) y se
supone una regla de flujo asociada (F=Q). Este modelo se expresa como:

F(q) = Q(q@) = q - 2¢ (2.32)

donde c es la cohesion y q es @l segundo invariante de esfuerzo, que se define por la ecuacién
(2.29). E! modeio elastoplastico perfecto es el mas simpie entre los modelos elastoplasticos y es
unicamente Util para modelar el comportamiento no-drenado de los suelos saturados, o bien,
realizar un analisis ¢=0 (suelos cohesivos). Sin embargo, este criterio puede tener dificuttades
numéricas cuando la zona de fluencia es amplia (ref. 4).
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2.1.5.2. Implementacion.

La implementacion de la teoria de plasticidad consiste en dos pasos: el de la pre-
soluciéon y el de la post-solucion. En el primero, se calcula la matriz elastoplastica (DO™)
utilizando el lenguaje del método del elemento finito. En la pot-solucibn se calculan los
esfuerzos finales a que esta sometido el material y se determina si estos esfuerzos se
encuentran en un estado elastico 6 plastico, que sirve para el calculo de las matrices de rigidez

en la siguiente etapa.
Existen dos métodos de implementacion: explicito e mplicito. En ambos se requieren
algoritmos de regreso (retum) con el fin de convertir of estado de esfuerzos calkculados iniciaimente

en el real, (Simo y Taylor, 1985). La forma explicita es la tradicional y la que se emplea en el
programa, donde el calcuio de la matriz O™ es relatvamente sencilio y requiere poco trabajo

computacional.

De esta forrna, para determinar la matriz elastoplastica D™, se supone que el vector de
incrementos de esfuerzo {do} y el de deformacion elastica {7} se relacionan por medio de la matriz

elastica D de la siguiente forma:

{do} = D{de”} (2.33)
en donde:
o, 50
{do} = {, {ge*} = {3 (2.34)
oy ¥,
1 a O
_ E(1-v)
Pl=Groxi-z0| ' ° @35
i
_ v _(-2v)
a—(‘l—u) ’ B—2(1—u)
donde E es el modulo de elasticidad y v, la realcion de Poisson.
Combinando las expresiones (2.28), (2.31) y (2.33), se tiene:
(2.36)

{do} = D{ds} - ¢o{‘§-
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7

De acuerdo con la ecuacidén (2.30), la tuncidn de fluencia (F) se expresa como el siguiante
diferencial compieto:

r
oF oF
= — —dk R
dF {(?a'} {do} + = (2.37)

Debido a que el estado de esfuerzos representado por {do} comesponde a un estado de
fluencia, la expresidon (2.36) puede sustituirse en la (2.37), obteniendo finaimente:

RS 4
52 oo -
donde:
= A+ Al D Q
Bs= Po fal- 239
_ eF ok
A——W > (2.40)

Sustituyendo la ecuacidn (2.38) en la (2.36), se tiene la relacion entre {do} y {dg de la
siguiente forma:

{dor} = D™ {dr}

o wo- sofEiEf v e

Esta expresion define la matriz elastoplastica y en los pasos para su derivacion, se tienen
que las ecuaciones (2.28), (2.30), (2.31) y (2.33) son de gran importancia, puesto que en ellas se
indica que un estado de esfuerzos elastoplastico puede medirse mediante la deformacion elastica,
es decir, cuando el material entra en un estado plastico, también se produce una deformacion
elastica. Esto se muestra en la expresion (2.41), la cua! queda en funcion de la matriz D.

Como el estado de esfuerzos depende de los invanantes p y q, la funcion de fluencia (F)
queda de la siguiente forma:

oF) _ 1¢F S OF =
{%}_ 3o {1} + 2 29 o’} (2.42)
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donde:
{1} = (1.1, 1,0, 0, 0) (2.43)

POk (2.449)

Sustituyendo la ecuacion (2.42), en la ecuacion (2.39) nos queda:

_ oF OF
A= A+ K = + 3G o (2.45)
donde:
E E
K=® ——— G = ———
3(1-2v) 4 2(1+v) (2.48)

son las constantes elasticas de Lameé.

La matriz elastoplastica (D™) y la constante de proporcionalidad ¢, quedan también en
funcion de p y q. como se expresa en las siguientes ecuaciones.

- Ip[EQV[10F \r | 3 CF 2 oy
o* =D - ﬂD{("o‘}[J ;p{” * Za @ {cr}}o’ (2.47)
2 1[10F o 3 OF o
¢ = z a(ﬁpﬁ} * 29 aq{”)} (2.48)

Como se ha mencionado, para el modeio elastoplastico perfecto la funcidon de fluencia y el
potencial plastico quedan como:

F@ = Q@) = q-2¢ =0 249
Esta ecuacion implica que no existe el efecto de endurecimiento, de lo cual se tiene:

(2.50)
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De estas consideraciones, las expresiones (2.42), (2.45) y (2.49) se simpilifican en:

Q a3 {3} v g =3G @.51)

Sustituyendo estas ecuaciones en la expresion (2.47), la matriz O™ queda finalmente:

D% =D - 316—-0{(% ) (%{a}’)} o’ (2.52)

Una vez que se calcula la matriz elastopldstica D™, el siguiente paso (post-solucidon)
consiste en determinar el estado final de esfuerzo {c}={c"}+{do} (donde {c} denota el inicio de una
iteracidon o el inicio de una etapa de construccion), de la siguiente forma:

a) Se caicula el incremento de esfuerzo, debido a un incremento de la deformacion, con la
siguiente expresion:

{do”} D {de} (2.53)

Esta ecuacion es vailida, ya sea para un estado inicial elastico o elastoplastico. El
superindice tr (primeras letras de la pailabra en inglés “tnal"), indica que se trata de un esfuerzo
aparente o tentativo, que se pondra a prueba para determinar si sigue en un rango elastico o

plastico.
b) Se suman los esfuerzos inicial e incremental:
(o™} = {a®) - {dot} (2.54)
donde
{c"} = esfuerzo inicial
{o"} = esfuerzo inicial mas el calculado.

{do”} = incremento del esfuerzo calculado.

¢) Se verifica la condicion de fluencia, expresion (2.30):

FCp”. q", k) <0 (2.55)

Si se cumpie la desigualdad el material sigue en un rango elastico y el estado final de
esfuerzos se calcula simpiemente como:
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(o} = {o7) (2.56)

d) Ahora bien, si la condicion de fluencia no se cumple significa que el matenal entra en una region
plastica, donde el estado de esfuerzos {c"} se sobrestima y debe corregirse por el criterio de Von
Mises (ref. 15). De esta forma. el vector de esfuerzo fina!l {7} en el mMmodelo elasto-plastico
perfecto, se obtiene con la siguiente expresidon:

(o) = p7(1) + % [te"s - P (1] @.57

2.2. TIPOS DE ELEMENTOS.

La discretizacion de una malla de elementos finitos dentro de la regién o dominio que
se pretende estudiar, esta condicionada por lo comun a dos factores: el grado de exactitud de
ia solucion a obtener y el ahorro computacional de la misma.

Aunque no existen regias fijas que permitan decidir el tamafio y la forma de los
elementos a emplear en un determinado problema, se atiende pnmeramente al ahorro
computacional utilizando elementos complejos y mallas sencillas.

En general los elementos finitos se clasifican en: elementos unidimensionales,
bidimensionales y tridimensional.

Sin embargo, comunmente los elementos finitos se clasifican de acuerdo a su forma
geometrica, la cual puede ser muy variada, y por lo regular depende de la geometria del
modelo original. A continuacion se describen brevemente los elementos mas empleados en
este meétodo y que se muestran en la fig. 2.2.

Elemento barra.

El elemento barra tiene una gran importancia debido a que se emplea en estructuras
constituidas por elementos viga en conexidon con partes estructurales continuas.

Elementos triangulares.

El elemento triangulo es el elemento finito primordial. Con él se puede aproximar
cualquier forrma estructural continua, plana o espacial, en forma de lamina (cascarones) y
bordes curvos. Sin embargo, para una mejor aproximacién de resultados, se deben disminuir
adecuadamente el tamano de estos elementos y, en consecuencia, aumentar su numero en la
discretizacion de la estructura continua.
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Barra Trianguiar

Rectangular

Cuadrilatero

Hexaédrico

L

Curvos

JZ

/ y x
x Tetraédrico

Jz

x

Fig 2.2 Tipos de elementos fintos.
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Elementos rectangulares.

El elemento rectangulo es un elemento util, por su facilidad computacional, cuando sus
lados son paralelos a los ejes coordenados giobales y la estructura no presenta bordes curvos.
Este elemento es de gran importancia en el estudio de 1a flexion de placas delgadas, y al igual
que el elemento tridngulo, su uso es importante en el analisis de estructuras espaciales
(elementos hexaédricos).

Elemento cuadriiétero.
Este elemento puede estudiarse como suma de dos elementos tridngulo.
Elementos tetraédricos.

Estos elementos son empleados para el estudio de problemas de elasticidad
tridimensional, y tiene en el espacio la adaptabilidad que tiene el elemento triangulo en el
plano.

Elementos hexaédricos.

Estos elementos son empleados principaimente para el estudio de problemas de
elasticidad espacial y en el estudio de placas gruesas sometidas a cargas transversales.

Elementos curvos o isoparamétricos.

Estos refinados elementos de bordes curvos o distorsionados son especialmente utiles
para ser adaptados a estructuras continuas con perimetros no rectos. En los elementos
isoparametricos su geometria y desplazamientos, dentro de ellos, se aproximan con la misma
funcion de interpolacion. Estos elementos hacen posible tener elementos cuadrilateros no
rectangulares donde sus lados pueden ser curvos. Tienen su propio sistema de coordenadas
(& 7. /) lamadas naturales o locales, donde los extremos estan definidos por + 1. De esta
forma, las funciones de interpolacidn son funcién de las coordenadas naturales o locales.

Elementos axisimétricos.

Existen diferentes casos que por geometria es dificil realizar un analisis detallado,
empleando elementos que no definen perfectamente la region en estudio o simplemente no se
acercan al modelo original. Los elementos axisimétricos tienen gran interés practico para el
estudio de estructuras con ejes de simetria como pueden ser: depdsitos cilindricos, vasijas de
presion, estructuras de (Aminas delgadas, domos, etc., y por la simplificacion de formulacién
que presentan. Este elemento se obtiene por el giro radial de una figura plana (elemento
tridngulo, rectangulo, isoparametrico, etc.) alrededor de un eje de simetria (fig. 2.2).

t9
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Los elementos finitos también se pueden clasificar de acuerdo al polinomio de
interpolaciéon en:

a) Simplejos. Son aquellos que emplean polinomios de interpolacion lineal, donde el numero
de nodos en el elemento es igual al numero de coeficientes en el polinomio.

b) Complejos. Empiean ademas de sus coeficientes constantes dentro del polinomio, términos
6 variables de orden mayor (parabdlica. cuadratica, cubica, etc.). La caracteristica pnncipal
es que se requieren nodos intermedios ademas de los que se emplean en los vértices.

¢) Multiplejos. Los elementos multiplejos usan polinomios de orden mayor a uno (vanaciones
parabdlicas o ctibicas), pero sus lados deben ser paralelos a los ejes coordenados.

En el método dei elemento finito se debe plantear para cada tipo de elemento su
correspondiente formulacion, que consiste en el estudio de su geometria mediante funciones
de forma geomaétrica, utiles en la aproximacién de los desplazamientos de los puntos de su
interior. Con o cual, es posible determinar la matnz de ngidez elemental y las fuerzas nodales
equivalentes.

2.3. FORMULACION PARA EL. CASO AXISIMETRICO.

En todo problema de revolucion o axisimeétrico: la geometria, las propiedades del
material, las cargas y condiciones de apoyo son independientes de la direccién angular (8). En
este caso, el problema es matematicamente bidimensional, donde el desplazamiento
circunferencial es nulo y los puntos del matenal tienen solamente componentes de

desplazamiento radial y axial.

De lo anterior, se tiene que el estado de esfuerzo y deformacion de una seccion plana
cualquiera perpendicular al eje de simetria del cuerpo esta definida por dos componentes de
desplazamiento (fig. 2.3). Las variables r y z representan las coordenadas radial y axial
respectivamente, y se puede asignar como u y v sus correspondientes desplazamientos.

Sin embargo, ia caracteristica mas importante en todo problema de revolucidén esta en
considerar una cuarta componente de deformacion en direccion circunferencial (aunque su
desplazamiento sea nulo) y su correspondiente esfuerzo. Ademas, el volumen del matenal
asociado es ahora el de un solido de revolucidon y a el deben referirse todas las integraciones
(ref. 25).
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(u)

Fig 2.3 Eleamento finto de un séédo de revolucidn.

2.3.1. Funcién de desplazramientos.

Empleando como seccién plana de revolucion el elemento isoparamétrico definido por
tos nodos ij. k.l (fig. 2.3), el procedimiento a seguir es similar al anadlisis plano de esfuerzos y
deformaciones que define el método del elemento finito (ref. 3). De esta forma, nuestro vector

desplazamiento para cada elemento es:

a,
P a
fa}s =42 Donde: {a,}:{:'},...etc. (2.58)
* ’
a2,

Para definir las funciones de desplazamientos dentro del elemento se puede empiear
un polinomio lineal. Finalmente nuestro campo de desplazamientos es dado nuevamente por

la expresion general (2.14).

u -
U} = {V} = [IN,,IN,,IN,,,IN, ]{a} (2.59)
Donde / es la matriz identidad y N son las funciones de forma.
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2.3.2. Funciones de forma.

Para determinar las funciones de forma es conveniente definir la geometria del
elemento isoparamétrico de la fig. 2.4 en coordenadas locales (&.n).

3 g

¢i.h a.n

(-1.-1) 1.-n

) oo r

Fig 2.4 Efernento finto definido ean coordenadas locales (isoparamétnco).

Como se ha mencionado, las funciones de desplazamiento es proporcionada por dos
polinomios de primer grado.

r=u=a,+a/§+a,r7+a,.§l7 (2.60)

Z=v=a, vaf+ran+aln

Donde «; son coeficientes indeterminados. Sustituyendo los valores de cada punto de
la fig. 2.4, en la expresidn (2.60), se obtiene lo siguiente en forma matricial:

] 1 -1 -1 1]fa,
/2 L -1 —1lja,| _ =

al 11 1 1 1 [au " FRel @emn
n 1

—~1 1 -1flae,

Despejando los coeficientes (a ) de la expresion (2.61) y sustituyendo en la ecuacién
(2.60), se tiene la siguiente expresion agrupando términos:

== =) + 2 (1+ SV = )1+ 2 (14 )V + )+ 2(1= E(1+ )1,

(2.62)
r=Ni+Niry+ Ny + Ny
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Si se realiza este procedimiento para la coordenada z de ia expresidn (2.60) se llega a
ja misma ecuaciéon (2.62), de la siguiente forma:

Z=Nz +Nz, + N2z, +N,z,
De lo anterior, las funciones de forma en coordenadas locales son:

N = (17 8X1-EX1- 1) M= (17 8)1+ X1+ ) 263
N, =(174Y1+ & 1- ) N, =(174Y1- X1+ n) (2.63)
Para deteminar la matriz de rigideces es necesario transformar las coordenadas

jocales al sistema global (r.z). Aplicando la regia de la cadena para derivadas parciales, se
define el Jacobiano (J) de la funcidon de la siguiente forma:

N, cr Az N, N,
a5 & KE || Er aor
= =[v .
N, ar Szl N, [ ‘N, (2.64)
&n on fnildfz ;fz

Derivando parciaimente la expresidn (2.62), con respecto a las coordenadas locales ry
Z, se obtiene el jacobiano (J). que matriciaimente queda de |a siguiente forma:

no oz
1[-(1-m) (1=m) (en) -(1+n)]|n 2
Jl= — .
) 4{-(1—:) (149 (-5 (-9 fin 2, (2.65)
oz

Despejando matricialmente de la expresion (2.64),

se determinan las funciones de
forma en coordenadas globales.

N, N,
ar 4l K .

=fJ L J, Kk, .
a, [v1 N, para i, j ! (2.66)
sz on

2.3.3. Componentes de deformacién.

De acuerdo con la teoria de la elasticidad, se consideran cuatro componentes de la

R deformacion (ref. 22). Estas son: todas las componentes de deformacion no nulas posibles en
un solido de revolucion (fig. 2.5a).
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(b}

(a)
Frg 2.5 Deformaciones y esfuerzos 8sociados & un sohdo de revolucidn

De lo cual se tiene:
Fu
er
&, ev
£, <
fert=1.7 ¢ = u = Ly} 267)
” =z
s
Y Su Av
——
Ffz er

Sutituyendo en la anterior ecuacion, el campo de desplazamientos definido por la

expresion (2.59), obtenemos:

{= }= [8]{a)" = [B,.8,.8,.8,]{a}* (2.68)
Donde:
AN, ZN, N, o £ N,
er er ar ar
AN, 0 N, o SN, o ZN,
R gz N Fz ~ fz ~ EF: (2.69)
= o —£ o L o z o]
r r r r
N, SN, N, N, FN, ZN, N, &N,

fz ar cz ar gz ar
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Observando la configuracion de la matriz B las deforrmaciones ya no son constantes
dentro de cada elemento, esto se debe a que esta matriz depende de la coordenada r, debido

al término £e. como se muestra en la ecuaciéon (2.67).

2.3.4. Matriz de el/astic/idad.

A partir de la teoria de elasticidad, la relacidn esfuerzo-deformacion implica un cambio
en la matriz de elasticidad que se relaciona mediante ila expresion:

al
a’
{ot=4, 1 =[PKe-ca) v {oa} (2.70)
L4
T
Para un material isétropo:
— = o
1-v 1-v
v
- 1 [o]
[p]=—=E0-2) 1-o (2.71)
(1+0v )(1-20v) 1 o
1-2v
2(1~-v)

Donde E es el modulo de elasticidad y v la relaciéon de Poisson.

2.3.5. Matriz de rigidez.

Recordando que la matriz de rigidez de cada elemento se determina por la expresion
(2.25) y tomando en cuenta que la integracion se debe realizar en todo el volumen del sdlido

de revolucion, se tiene:

[K]" = z,,_[ r8JT roJyBJ)rdrdz (2.72)

Como no se puede realizar la integracion tan sencillamente debido a que B esta en
funcién de las coordenadas locales y de la coordenada global r, lo que llevaria a métodos muy
elaborados, se realiza un procedimiento aproximado sencillo que es evaluar a 8 en el centro
de gravedad del elemento, teniendo la siguiente condiciéon:
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nwr, %1+,
= (2.73)

Para transformar las variables y la region sobre la cual se efectua la integracion se
emplea lo siguiente:

drdz = |Jldsdn (2.74)
De lo cual se obtiene como primera aproximacion:
[K]" =2~ Fj'[Ej' [D)BJ]|N9sdn (2.75)

Donde |J| es el determinante del jacobiano (2.65). La ecuacion (2.75) se resuelive
faciimente por métodos numéricos, donde el mas conocido es el método de cuadratura de

Gauss (ref. 25).
2.3.6. Fuerzas méasicas distribuidas.

Si denominamos como b al vector de fuerzas de cuerpo (por peso propio) para cada
nodo del eilemento (fig. 2.1), se tiene entonces:

{t.}" = -2 N, {b}raroz = -2z {b}| N, rardz (2.76)

Como Ni depende de las coordenadas locales y globales, se empiea la misma
consideracion anterior integrando al centro de gravedad del elemento y tomando en cuenta la

expresion (2.74), se tiene:

{r}" = -2 {6}7 [N, [Nasdn 2.77)

2.3.7. Fuerzas nodales debidas s esfuerzos inicisles.

Las fuerzas nodales debidas a esfuerzos iniciales se determinan a partir de la siguiente
expresién, tomando en cuenta el mismo criterio antes mencionado para realizar ia integraciéon.

H{ANME —ZJrIB,raoldldz =27 [B o, [Ndsdn (2.78)
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2.3.8. Fuerzas nodales exteriores.

También las fuerzas nodales exteriores representan un efecto combinado de la fuerza
actuante a lo largo de la circunferencia del circulo que forma el "nodo” del elemento; ya que
esta @s otra caracteristica de un elemento axisimeétnco, donde los puntos nodales se
convierten en circunferencias nodales y por lo cual se tiene:

{n) = 2xr{§} (2.79)

Donde R y Z representan ia componente radial y axial de la fuerza por unidad de

longitud respectivamente.

2.3.9. Formulacién axisimétrica para e/lementos en sectores circulares.

El procedimiento para obtener la matniz de rigidez de un elemento en sectores
circulares (fig. 2.6), es similar al caso anterior. Pero ahora se emplean las coordenadas polares
radial y angular (r, 0), mientras que la coordenada axial (z) se anula por ser constante.

]
x.
L

crculer en coordenadas poleres (v, 8 ).

Fig 2.6 Elo. o en f

De ia relacion esfuerzo-deformacion se tienen tres componentes de deformacion (fig.
2.5b), y Que se muestra en la siguiente expresion:
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{<}

Su
: ar
’
u lad
= = —_+ = [LI{U
o r ro []{ }
Vo (?u‘av_!
g0 Jr r

Por lo tanto, la expresion (2.69) queda de la siguiente forma:

[8]

2N, o
ar
|~ AN, o
= T Py para /. j. k. 1
&N, (aN,__N_,J
re o er r

(2.80)

(2.81)

Tomando en cuenta las expresiones (2.73) y (2.74); y que la integracidn no se realiza
en un radio de revolucion, ia matriz de rigidez se obtiene con la siguiente expresion:

[K]* =F[(BJT (D)B]|Nd5an

2.3.10. Implementacién para un material elasto-pléstico perfecto.

(2.82)

La impiementacidén axisimetrica empleando un modelo elastopidstico perfecto, sigue los
mismos pasos que se mencionan en el inciso 2.1.5. Pero ahora, el vector de esfuerzo esta
expresado en coordenadas polares, como se muestra en la ecuacién (2.70). Por lo tanto, como
el vector de esfuerzo esta en funcion de los invariantes p y q, estos se deben transformar de
coordenadas polares a cartesianas, por medio de las siguientes relaciones:

o, =0o,c0820 + o, sen* 0
o, =o,sen* 0+ o,cos* 0

Ty = %(o‘, - o,)sen20
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{6} = (&,.
o,
G
a,
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De esta forma, la expresion (2.44) queda en funcidén de los esfuerzos en coordenadas

Tp. T, . 27a)

=o,-pP

2.84
oy (2.89)
=a‘—p

Donde p se define por la expresion (2.29).
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CAPITULO 3

PROBLEMAS AXISIMETRICOS EN INGENIERIA CIVIL

3.1. GENERALIDADES.

Son muchos los casos dentro de la Ingenieria Civil en los que es necesario conocer la
distribucion de esfuerzos y deformaciones en todo el medio o regidon que se pretende estudiar.
El! método del elemento finito descrito en el capitulo anterior, nos proporciona esta informacion
para diferentes casos (analisis bidimensional de esfuerzo y de deformaciéon plano, flexién de

placas y laminas, sdlidos tridimensionales, etc.), y particularmente para problemas de sodlidos
de revolucion.

Una obra de Ingenieria Civil se puede considerar como un problema axisimétrico si
cumple con la caracteristica de ser simeétrica (por geometria) con respecto a un eje de
revolucion, asi como también las cargas o solicitaciones que actuien en ella.

El anailisis de estructuras axisimétricas tienen una gran variedad de aplicaciones y no
unicamente se limitan a obras propias de ingenieria estructural (vasija de presion de un
reactor, contenedor conico o cilindrico de fluidos, torres de refrigeracion, domos, etc.), sino que
también tienen una gran aplicacion en la mecanica de suelos.
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Ejemplos de este tipo de problemas se describen brevemente en el siguiente inciso,
tomando en cuenta como principal caracteristica de axisimetria, las condiciones antes

mencionadas.
3.2. TIPOS DE PROBLEMAS.
3.2.1. Esfuerzos debidos a una carga puntual concentrada.

Es de gran interés determinar los esfuerzos debidos a una sola carga vertical
concentrada en un punto que actua en la superficie horizontal de una masa de suelo.
Boussinesq estudid por primera vez este problema y en base a la teoria de la Elasticidad
calculd los esfuerzos que se inducen por este tipo de carga en los puntos de cualquier vertical

trazada en el medio.
Este caso se considera como un problema axisimeétrico, debido a que se trata de una

carga vertical, que aplicada en un punto en la superficie, genera esfuerzos sirnétricos con
respecto a un eje. En la fig 3.1 se muestra que el eje de revolucidon es el que describe la

direccion de la carga axial (P).

z

Fig 3 1 Esfuerzos debidos a una carga vertical concentrada

Las soluciones obtenidas por Boussinesq son las siguientes, expresadas en

coordenadas cilindricas.



L2 rohlemas axisumetricos ¢n angenterus civiel

2 b
o, = ——ET 3cos® a sen? a - (1- 21:)—59—5———3—
2rz" 1+ cosa
on = —(1- zU)—L[coss « - gosla ]
- -+
27z . 3.1)
ap . 3pPz?
o, ==——ccos*a="Z+
2rz 2xR
Th = 3P cos* asena
T 2727

Donde ¢ es el modulo de Poisson y A es una carga concentrada Estas expresiones
son comunmente usadas en la Mecanica de Suelos. principalmente en la determinacion de
esfuerzos verticales para el calculo de asentamientos

Existen otras condiciones de carga como por ejemplo hnea! y rectangular
uniformemente repartida. que sus soluciones se obtienen dei analisis de Boussinesqg Sin
embargo, estos ejemplos Nno se puede considerar comoe axisimetricos por la condicion de

simetria antes mencionada

3.2.2. Cimentacion superficial circular.

Este es un caso especial de gran impornancia practica que corresponde al calculo de
esfuerzos a lo largo de una normal por el centro de una area circular uniformemente cargada
(w) La solucion a este tupo de problema se obtuvo tambien a partr de los estudios de
Boussinesq. y como se puede observar en la fig 3 2. existe la caracteristica geometnca que

corresponde a un problema axisimetrico
x

v
Cargs uricime
Aerle repatTat

v z

Fig 3 2 Distribucidn del esfuerzo bajo el centro de una
superficie circular uniformemaente cargada
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El esfuerzo vertical en cualquier punto de la normal que pasa por el centro del circulo
cargado, se obtiene a partir de |la siguiente expresion:

3’2

o, = 1 - (3.2)

Un ejemplo de este tipc de cargas, es una zapata de cimentaciéon aislada de secciéon
circular que se emplea para transmitir el peso de una sola columna; sin embargo no son muy
comunes por las dificultades constructivas que presentan.

3.2.3. Pliotes, pilas y cilindros de cimentacidon.

Cuando el terreno firme no esta proximo a la superficie, un sistema habitual para
transmitir el peso de una estructura a! terreno, es mediante elementos verticales como son:
pilotes, pilas y cilindros.

Los pilotes son los elementos mas esbeltos con dimensiones transversales del orden
comprendido entre 0.30 m y 1.0 m. Los elementos que tienen una seccidn transversal mayor
que 1.0 m, pero que no excede el doble de ese valor se conocen como pilas. Cuando se
requieren elementos de mayor seccion que los anteriores, se emplean cilindros cuyo diametro
varia de 3.0 a 6.0 m y por lo comun, se construyen huecos.

Cuando se utilizan estos tipos de cimientos con una seccion transversal circular y
sometidos a una carga axial, se tienen las condiciones necesarias para tratar a este problema
como un caso axisimeétrico, siempre y cuando este elemento se analice en forma
independiente o completamente aislado.

3.2.4. Taneles y lumbreras.

Un tanel de seccidn circular se considera como una estructura axisimeétrica, si éste es
demasiado profundo, de tal forma que el esfuerzo que actue en su periferia, sea casi
constante y cumpla con la caracteristica de axisimetria, de la cual se ha estado mencionando.

Sin embargo, existen soluciones en base a |la teoria de la Elasticidad, para analizar un
tunel como si fuera una placa infinita con un orificio circular en el centro y sujeta a diferentes
esfuerzos en sus fronteras (ref. 17). Este problema ha sido tratado en este trabajo como un
caso axisimeétrico y se ha analizado con el programa sin ningun problema.
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El caso de una lumbrera, qQue €s un pozo o acceso vertical que se emplea comunmente
durante la construccidon de un tunel, no tiene mucho problema para considerarse como una
estructura axisimaétrica, si ésta se construye con una seccion transversal circular.

3.3. ESTUDIOS PREVIOS.

Los estudios realizados hasta el momento para determinar el estado de esfuerzos y
deformaciones en problemas axisimétricos, se basan principalimente en la teoria del medio
continuo (elasticidad lineal y plasticidad). Estos estudios aunque sus limitaciones son obvias
permiten establecer un marco de referencia para el analisis de estos problemas practicos.

A continuacién se describen ios casos de cavidades aisladas (tunel y lumbrera en un
medio continuo), cuyas propiedades se suponen conocidas.

3.3.1. Tanel circular sencfilio en una masa infinita, problema bidimensional.

Se considera un tunel de seccidn circular aislado, suficientemente largo (relacién de
largo a diametro igual por lo mencs a 5), y no recubierto con el fin de no tomar en cuenta la
interacciéon suelo-revestimiento.

Pz=vh

PR
Py—

.
Py
.

Px=Ko Pz

RRRRRY

Fig 3.3 Tanel circular en una masa infinita.
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Las soluciones elasticas son propuestas por Kirsch y el caso es similar al de una placa
infinita con un orificio circular en el centro (ref. 20). De acuerdo con la fig. 3.3, se tienen las
siguientes expresiones:

1 a? 1 4a? 3a*
o, =5(P’ +P_{1— r_ZJ —E(P, - P,)(1- p: + = cos 20 (3.3)
1 a? 1 3a*
o, =§(p‘ +p_{1_;2—)+5(f>: —P,{1+ r_‘J cos 20 (3.4)
2 4
- %(P, - P,)(1 . zra, - 3:" Jsen 20 (3.5)

Donde Pz y Px. son cargas uniforrmes por unidad de area. El matenal localizado en ia
periferia del tunel se encuentra sometido, de acuerdo a las expresiones (3.3) y (3.4), en el
siguiente estado de esfuerzos.

o, =0 y o,=3R, -P, para 0=0
3.6
o, =0 y o,=3P, -P, para o=§ 3.6

De lo anterior se puede deducir que si:
3Px - P. > Q.
donde q. es la resistencia a la compresién simple del suelo, el material falla a compresiéon para

6=0. De la segunda consideracion (6=n/2) se tiene que el material falla a tensién en la clave
del tinel si se cumple lo siguiente:

R

R
Wla

De esta forma, ia inestabiflidad en el contomo del tunel puede generarse en las paredes
de la excavacion por insuficiencia de resistencia a la compresiéon triaxial, o en la clave por
insuficiencia de resistencia a la tension.

Las expresiones para el calculo de desplazamientos son proporcionadas por Obert y
Duval (1967), para la combinacion de un esfuerzo vertical Pz y horizontal Px (ref. 17).
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or = (B2 o2+ (BB - &5 2 cos 20 -

(22 2) (25 %) eor)

(3.7)

1-0? [P, -P,
o 22 (855

2 2 -
2‘: +%;-J sen 20} - ﬂ’;—ul {(E—S&J(r + 2: + %5-) sen 20} (3.8)

Los desplazamientos en la periferia del tunel, se determinan cuando & es igual a r, para
las expresiones (3.7) y (3.8).

3.3.2. Lumbrera aisiada, problema bidimensional.

En este caso, las expresiones (3.3) a (3.5) son validas si se consideran esfuerzos
principales horizontales actuantes, previamente a la excavacion, es decir, si se cumple que:
P:=Px . De esta forma, las soluciones elasticas son:

o =P |1+ —- (3.9)

Por lo anterior, el material en la periferia de la lumbrera (R=r) se encuentra en un
estado de compresién triaxial, como se muestra en la siguiente expresion:

o, =0
o, =F, (3.10)
o, =2F,

para cusliquier valor de 9 (fig. 3.4).
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W AP QI ET N AT 8T O

\;‘-m\\.l‘\-

AN UG S S G VN SIALG S WBT T RNAY £

Fig 3 4 Estado de esfuerzos sirededor de una lumbrera

Los desplazamientos en la periferia de !a lumbrera se pueden determinar con las
expresiones (3.7) y (3.8), solamente igualando a un estado de esfuerzos horizontales, previos
a la excavacion (Pz=Fx).

Si se tiene un coeficiente Ko mayor a 0.5, es decir:
Px
-—— > 0.5
Pz

los esfuerzos principales maximo y minimo actuantes en la periferia de la lumbrera son los
esfuerzos ces y o, respectivamente, y a partir de cierta profundidad se presenta una zona de
plastificacion limitada en el espacio por un cono de revoiucién de eje vertical, con una seccidén
circular de radio ., (fig. 3.5).
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!

Fig 3 § Zona de plastificacién alrededor de una lumbrera

3.3.3. Solucién elastopléstice paras un tunel circular.

Tresca propone un criterio de fluencia plastica en funciéon del maximo esfuerzo cortante
(ref. 16). Este criterio se expresa en términos de esfuerzos principales, de tal forma, que si
o>02>0;3 , el maximo esfuerzo cortante es (o - o3)/2, entonces el criterio de fluencia plastica

se determina de la siguiente forma:

3.11)

donde k es una constante.
Esta suposicion, se basa en el modelo elastoplastico pesfecto de St. Venant, donde el

material tiene un comportamiento perfectamente elastico, para esfuerzos menores que o,
(esfuerzo limite); y perfectamente pldasticos para esfuerzos igual a o, como se muestra en la

fig. 3.8.
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AAN

(a)

€
(b)

Fig 3.6 Maternial St. Vensm. (a) Modelo. (b) Gréfica esfuerzo-deformacidn

De esta forma, se considera un tunel circular sujeto a condiciones de esfuerzo
hidrostatico (fig. 3.7). El problema es similar al caso (3.3.1) para FP,=FP,=P, pero ahora se
considera un modeio de material elastoplastico.

De acuerdo con la condicion de fluencia plastica, definida por la expresion (3.11), el
campo de falla ocurre cuando:
ocg—o, =2C (3.12)

donde ¢ es un parametro de resistencia denominado cohesién.

Fig 3.7 Tanel circular on una masa infinna bajo presién hidrostatica.
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Resolviendo conjuntamente la expresion (3.12), con las ecuaciones de equilibrio y de
compatibilidad, que define la teoria de Elasticidad para problemas en coordenadas polares
(ref. 22), y de acuerdo con las siguientes condiciones de frontera:

P _ I'] =
(¢%),..=° (e*), . =
» (3.13)
(@0)rea =(0)), =P (00°),, =(oa)...
donde:
a = radio del tunel.
rep = radio que define la frontera entre la zona elastica y plastica.
P = presiéon hidrostatica.
os . or= esfuerzos elasticos angular y radial.
os” . 0.” = esfuerzos plasticos angular y radial.
se obtienen las siguientes soluciones elastoplasticas para el problema considerado.
En la regidén plastica:
» r
o f =2nPIn —
a
a,° =2hP(1+ln-;-) asr=r, (3.19)
» r
o.” = hP\ 1+ 2in <
En la regidon elastica:
o, = P[1— ha? e“"'""]
r
2
oo = P[H—-”; e""’""] ST (3.15)
o, = 20P
donde:
lop = ae'-"var (3.16)

y la cohesion (parametro de resistencia ¢), se representa como un porcentaje (h) de la presion
hidrostatica (F), de tal forma que:

c = hP 3.17)

443



Problemas axisiméiricos en ingemeria civil

De estas expresiones, se puede obsesvar que cuando #=1 (la cohesidon ¢ es igual a la
Las

presiéon hidrostdtica ), se obtiene la solucidn que corresponde a la elastica-lineal.
soluciones plasticas-elasticas se muestran graficamente en la fig. 3.8, junto con la solucion

elastica perfecta.
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Fig 3.8 D¥stnbucién de esfuerzos alrededor de un tunel ciindnco en un matenal alastopidstico.

De la grafica se tiene que los esfuerzos angulares (oe) y radiales (o,) cerca de la
periferia del tunel son considerablemente menores para un material elastoplastico que para un
material perfectamente elastico. Sin embargo, los esfuerzos angulares en la frontera plastica-
elastica (r.,/a), son mayores que los esfuerzos angulares para un material elastico-lineal, a una

misma distancia radial.

3.4. CASOS A ANALIZAR.

Como se ha mencionado, existen una gran variedad de problemas axisimétricos y que
se pueden analizar con el método descrito en este trabajo. Sin embargo, este estudio se

enfocarad a dos casos en particular: tineles y lumbreras.
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3.4.1. Tanel de seccibén circular.

La mayoria de los métodos para determinar las presiones sobre los revestimientos de
tuneles se han establecido intuitivamente, como son los métodos de Terzaghi, Bierbaumer y
Protodyakonov. Estos procedimientos que se basan en férmulas empiricas y consideraciones
geomaétricas, presentan las siguientes caracteristicas: a) ignoran los desplazamientos y la
rigidez del soporte, b) suponen superficies de falla y c) no consideran la distribuciéon esfuerzo-
deformacion del medio.

Esta ultima caracteristica ha provocado que algunos autores analicen este probiema
por medio de un circulo de dimensiones infinitas, usando métodos de elasticidad lineal y
plasticidad, descritos en el inciso antenior.

Un tunel se considera como una estructura axisimétnca, si tieme una seccidn
transversal circular y esta sometido a esfuerzos o cargas uniformes en su contorno, de tal
forma, que se obtenga una distribucion de esfuerzos y deformaciones siméeétrica con respecto a
un eje de revolucion.

Resulta un poco dificil encontrar un caso practico de un tunel con estas caracteristicas,
a menos que se construya a una profundidad considerable donde los esfuerzos verticales y
horizontales que actien en su periferia sean casi iguales; 0o que se encuentre sometido
unicamente a un estado de esfuerzo hidrostatico (con una misma presion en todas
direcciones), como se describe en el inciso (3.3.3).

Sin embargo, la formulacion para el caso axisimeétrico en sectores circulares que se
presenta en el capitulo anterior, permite modelar una cavidad aislada circular sometida a
diferentes esfuerzos en sus fronteras, similar al caso de una placa infinita con un orificio en el

centro.

De esta forrma, la modelacion de un tunel se realizara con una malla de elementos
finitos en sectores circulares (fig. 2.6), donde su geometria se define en coordenadas polares

(r, O).
3.4.2. Lumbrera.

Una lumbrera es una estructura axisimeétrica, si ademas de construirse con una seccion
transversal circular, tiene un eje de simetria vertical.

Los esfuerzos que actuan en el contomo de una lumbrera son constantes, lo que

permite que su estudio se realice en una seccion plana cualquiera perpendicular al eje de
simetria de la estructura.
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Por lo tanto, la modelaciéon de una lumbrera se realizard con una malla de elementos
finitos, empieando como seccion plana de revolucién un elemento isoparamétrico de cuatro
nodos, es decir, la geometria del probiema se define en un plano de coordenadas r y 2, como
se muestra en la fig. 2.3.

Los casos a analizar de tuneles y lumbreras con la formulacidn axisimétrica, para un
modeio elastico-lineal y elastoplastico perfecto, se describen detalladamente en el quinto
capitulo. También se presentan los resuitados obtenidos para cada malla de elementos finitos,
junto con las soluciones tedricas Que se mencionan en el incCiso anterior.

Se muestra, como ejemplo de comprobacidn, el caso de un cikindro hueco bajo una
presion intema, considerando un material elastico-lineal.

47



Programa de computadora

CAPITULO 4

PROGRAMA DE COMPUTADORA

4.1. DESCRIPCION DEL PROGRAMA.

4.1.1. Caracteristicas principales.

En relacién a los programas TEST y TEST92 (ref. 13 y 14), se conservan las siguientes
caracteristicas:

a) Puede implementarse en cualquier computadora personal (PC).

b) Se puede modelar el proceso de construccién y excavacion por etapas, asi como también, 1a
forma de aplicacion de cargas secuenciales.

¢) Existe la capacidad de expansion de la biblioteca actual de elementos finitos.

o) E) sistema de ecuaciones se resuelve con la solucién directa de Gauss, empleando un método

de columna activa y de bloques, es decir, no existe un limite en cuanto al tamano del problema
por analizar.
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e) Cuenta con un algoritmo incremental e iterativo para analizar problemas no-lineales. Los
materiales pueden ser elasticos-lineales y elastoplasticos perfectos.

f) El proceso constructivo y de excavacion se simulan con un algoritmo variacional, 1o cual garantiza
la unicidad del probiema.

g) El programa maneja el concepto de almacenamiento dinamico en el sentido de que la maxima
memoria central esta disponible en |la etapa de solucidn del sistema de ecuaciones.

4.1.2 Disgrame de bioques.

El algoritmo general del programa se describe en la fig. 4. 1.

4.2. SUBRUTINAS EMPLEADAS.

El funcionamiento de cada una de las subrutinas que constituyen al programa se muestran
a continuacién ordenadas atfabéticamente.

ADBLKS: Ensambla et sistema global de ecuaciones por bloques.

ADDRES: Calcula la localizacion de los elementos diagonales de la matriz de ngidez global.
ADDSTF: Ensamblia la matriz de rigidez giobal.

BLOCK: Fomna blogques para la solucion del sistema de ecuaciones.

ELCAL: Lee los datos generales de elementos y calcula el almacenamiento dinamico para
los elementos.

ELEMNT: Selecciona subrutinas de elementos.

LIMIT: Caicula el error de iteracion.

NEQCAL: Calcula el niamero total de ecuaciones.

OPTBLOK: Resuelve el sistema de ecuaciones.

PCONT:

Lee los datos generales, calcula el almacenamiento dindmico para los datos del
sistema y procede por etapas de construccion y/o substracciones dentro de estas y
en cada una con un numero determinado de iteraciones.

PROFIL: Calcula el perfil de arreglos globales.

PRTDIS: Imprime los resuttados de los desplazamientos calculados.

RLOAD: Agrega las cargas extemas al vector de carga giobat.
XLEC: Lee tos datos de los puntos nodales.

ZEROR1: Vacia un vector real.

ZEROR2: Vacia una matriz real.
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Progrema TEST92

INICIALIZACION DE ARCHIVOS

[

LECTURA OF DATOS GENERALES INICIALES
DIMENSION DEL PROBLEMA, NUMERO DE PUNTOS NODALES
NUMERO DE ETAPAS. NUMERO DE ITERACIONES Y GEOMETRIA

[

LECTURA OE DATOS PARA DEFINIR
EL TIPO DE ELEMENTO

T

CALCULO DEL PERFIL GENERAL ¥ ALMACENAMIENTO
REQUERIOO PARA EL NUMERO DE ECUACIONES

[

.

INICIA PROCEDIMIENTO DE SOLUCION POR CAPAS

[

[

LECTURA DE PROPIEDADES DEL TiPO
O€ ELEMENTO E INCIDENCIAS

I

DE ACUERDO AL PROCEDIMIENTO L€ EXCAVACION O
CONSTRUCC KON, SE RECALCULA EL PERFIL GENERAL
Y MEMORIA REQUERIDA

1

L

INICIA PROCEDIMIENTO POR ITERACIONES

I

L

SE CALCULA LA MATRIZ DE ELASTICIDAD O ELASTOPLASTICIDAD
EN FUNCION DEL TIPO DE MODELO

.

SE DETERMINA LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO
Y LAS CARGAS POR PESO PROPIO ¥ POR ESFUERZIOS INICIALES

[

[ ENSAMBLE GLOBAL DE LA MATREZ DE RIGIOECES ¥ VECTOR DE CARGAS '

]

( SE CALCULA DEL ERROR DE ITERACION J

LSOLUCIO“ DEL SISTEMA DE ECUACIONES ]

[fALCl‘.O OE DEFORMACIONES Y ESFUERZOS ]

[cormeccon & MpresION 8 ESFUERZOS }ciiime a2

{ ON DE DESPLAZAMIENTOS |

Fig 4.1 Disgrama de bloques del programa.
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Las siguientes subrutinas comesponden a cada tipo de elemento finito.

TRUSS2:
EPP21:
EPP22:
PRES2:
NOTENA4:
PRCPL:
SHP28:
SHP24:
TFORMA4:
TFOR44:
PQ2:
ELPLP2:
NOTENS:
PRES3:
SHP13:
VIGA3:
TFORS:
TFOS8:
SHP12:
VIGAZ2Z:
ELPLPS:
EPPOL2
EPPOL21
EPPOL22
SHPOL32
PQPOL2
EPPAXI2
EPPAX21
EPPAX22
SHP32
PQAX2

Lamada por :
Llamada por :
Llamada por :
LUiamada por :
Liamada por
Ulamada por :

Uamada por :
Liamada por :
Liamada por :
Llamada por :
Liamada por :
Llamada por :
Liamada por
Llamada por :
Ulamada por :
{tamada por :
Liamada por :
Uamada por
tlamada por :
Uamada por :
Liamada por :
Uamada por :
Uamada por :
Liamada por :
Uamada por:

4.2.1. Archivos
Se requiere un archivo controlador, el cual contiene los nombres de todos los archivos que
necesita el programa. La funcion de cada uno de ellos se describe a continuacién:

Archivo No.
Archivo No.
Archivo No.
Archivo No.
Archivo No.
Archivo No.
Archivo No.
Archivo No. 8
Archivo No. 9

NOOWAWNa

PCONT
ELPLPS, ELPLP2
ELPLPS, ELPLPZ
PCONT
PCONT

ELPLPSB, ELPLP2, NOTEN4, NOTENS
: ELPLPB

I ELPLP2, NOTEN4
: VIGA2

: TFOR44

: EPP21, EPPR22

: PCONT

PCONT
PCONT
PRES3. VIGA3
PCONT
PRES3. VIGA3
VIGA3

I VIGA2

PCONT

PCONT

PCONT

EPPOL2

EPPOL2

EPPOL2

EPPOL21, EPPOL22
PCONT

EPPAXI2
EPPAX21, EPPAX22

Datos de entrada.
Datos de salida.
Escribe datos internmedios.

Escribe los desplazamientos y los esfuerzos de salida.
Escribe el perfil de amreglo general.

Escribe las matrices de rigidez elementales.

Escribe la matriz de rigidez global.

Escribe las matrices intermedias.

Escribe los Coeficientes de pivote.
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4.3. MANUAL DEL USUARIO.

1. TARJETA DEL TITULO DEL PROBLEMA (20A4)
NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION

1-80 TITLE Titulo del problema.

2 TARJETA DE CONTROL GLOBAL (1015)

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION
1) 1- 5 NDM Dimensién del problema.
) 6-10 NUMNP Numero total de puntos nodales.
11-15 NDFMAX Numero maximo de grados de libertad en cada nudo.
3) 16-20 NUMEG NuUmero total de grupos de elementos.
4) 21-25 NLAYER Numero total de etapas de analisis.
(5) 26-30 ITER Numero maximo de iteraciones en cada etapa de
analisis
(6) 31-35 NLOAD Numero total de cargas concentradas
) 31-35 NPRES Numero total de cargas de presion.
(8) 31-35 N

Numero total de puntos que definen las condiciones
iniciales de esfuerzos.

NOTAS: (1) NDM = 1 si es unidimensional.

NDM = 2 si es bidimensional.

En la malia de elementos finitos que representa 1a regién en estudio, se numeran ios

nodos con un orden que por lo comun es de izquierda a derecha y de abajo hacia

arriba. Sin embargo esto depende de la geometria de la malla.

(3) En un analisis puede haber varios tipos de elementos (ver la tabla del inciso 9),
NUMEG el numeroc maximo de tipos empleados.

(4) Los analisis se realizan por etapas. La aplicacion de cargas y el cambio geomeétrico

del problema (construgcidn o excavacion) evoluciona por etapas de analisis.

NLAYER es el numero total de etapas.

(5) Dentro de cada etapa de anailisis, l0s calculos se realizan iterativamente. Existen dos
criterios para detener el calculo, el error de iteracion es menor que el prefijado 6 el
numero de iteraciones excede {TER (igual para todas las etapas de analisis).

(68) NLOAD es el numero total de cargas concentradas en todas las etapas.

(7) NPRES es la suma total de cargas de presion en todas las etapas.

(8) IN! es el numero de tarjetas para especificar las condiciones iniciales de esfuerzos.
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3. TARJETA DE CONTROL DE ARREGLO COMUN (i10)

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION
1) 1-10 NTOT Numero de espacio necesario en memona para el
2anaticic

NOTAS:(1) Esta variable depende del compilador FORTRAN utilizado. En una PC con el
compilador FORTRAN Microsoft Ver. 4, NTOT no debe ser mayor que 7000.

4. TARJETA DE ERROR DE ITERACION (F10.0)
NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION
1) 1-10 ERRO Ermor previsto de iteracion (criterno de convergencia).

NOTAS: (1) El ermor se caicula de acuerdo con ERRO=|7,)/}#.]. donde /#, es el vector
desplazamientos en la primera iteracion de la etapa n y 7, . en la k-ésima iteracion.

1.les la norma.

S. TARJETAS DE PUNTOS NODALES (Libre)

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION
1) X X - ordenada
X(2) Y - ordenada (si NDM > 1)
X(3) Z - ordenada (si NDM > 2)
@ 1D(1) X - translacién, codigo
1D(2) Y - translacion, codigo
1D(3) Z - translacion, codigo
1D(4) X - rotacion, codigo
1D(5) Y - rotacion, codigo
1D(6) Z - rotacion, codigo

NOTAS: (1) Este grupo de datos consiste en NUMNP tarjetas.
(2) 1D = 0 condicion libre, ID = 1 condicion fija (no se permite desplazamiento o rotacion).
El nimero de codigos 1D es igual al maximo grado de libertad NDFMAX, es decir,
que si NDFMAX es igual a tres ID tendra tres componentes.
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6. TARJETAS DE CARGAS CONCENTRADAS (315, F10.0)

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION
1) 1- 5 NOD Punto nodal donde se aplica la carga.
6-10 IDIRN Grado de libertad de la aplicacidon de carga, ya sea
sobre el eje de las abscisas o el de las ordenadas.
(2) 11-15 ILAYER Numero de etapa de ia aplicacion de la carga.
3) 16-25 FLOAD Valor de ta carga

NOTAS:(1) Este grupo de datos tiene NLOAD tarjetas. Si NLOAD = 0O, se omite este grupo de
tarjetas.

(2) Una vez aplicada la carga, se mantendra en todas las etapas subsecuentes, por tanto
ILAYER es la pnmera etapa en que se aplica la carga

(3) Debe recordarse que la carga tiene signo y es congruente con la convencion del signo
del sistema global de coordenadas

Para el caso axisimetnco (EPPAXI2) de acuerdo con la expresion (2 79), la carga se
debe multiphcar por el factor 2ar. en un plano de cocordenadas (r.z2)

7. TARJETAS DE CARGAS DE PRESION (215, 3F10.0)

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION
(1) 1-5 NODP Punto nodal donde se aplica la carga
2) 6-10 ILAYP Numero de etapa de la aplicacion de carga
(3) 11-15 FLOAD(1) Valor de la presion normal
16-25 FLOAD(2) Valor de la presion tangencial
26-35 FLOAD(3) Valor de la presion tangencial (si NDM > 2), en

direccion ortogonal a la anterior.

NOTAS: (1) Este grupo de datos tiene NPRES tarjetas. Si NPRES = 0, se omiten este grupo de
tarjetas.

(2) Una vez aplicada la carga, se mantendra en todas las etapas subsecuentes, por
tanto ILAYP es la pnmera etapa en que se aplica la carga
(3) Debe recordarse que las presiones tienen signo Consulte 1os elementos de presion.
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8. TARJETAS DE CONDICIONES INICIALES DE ESFUERZOS (5F10.0), (SOLLO
BIDIMENSIONAL)

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION

1) 1-10 PF Ordenada en la direccion de gravedad (en la direccion
Y SsiNDM =2y Z st NDM = 3)

) 11-20 Szo Valor de esfuerzo total vertical.

21-30 COF Valor del coefictente de empuje de reposo (se supone

isotropico)

()] 31-40 AGA Valor de la presion del agua

) 41-50 PCO Valor de ta presion de consolidacién

NOTAS: (1) Este grupo de datos tiene INI tarjetas. Si INI = 0. se omite este grupo de tanetas.
(2) Es positivo si el esfuerzo es de compresion
(3) Es positivo sila presion es de compresion

9. TARJETAS DE CONTROL GLOBAL DE ELEMENTOS (1015)

NOTA COLUMNAS VARIABLE DESCRIPCION
(1) 1-5 ITYPE Indicador del tipo de elemento
2) 6-10 NEL Numero de elementos
11-15 NEN Numero de puntos nodales en cada elemento
16-20 NDF Numero de grados de libertad de los puntos nodales
que forman el elemento
21-25 NMAT Numero de grupos de matenal
26-30 NPRO Numero de propiedades de matenal en cada grupo.
3) 31-35 NSTR Numero de datos de salida
36-40 NGAUS Numero de puntos de integracion Gaussiana.

NOTAS: (1) Este grupo de datos tiene NUMEG tarjetas. La descnpcion de cada tipo de elemento
es:

NOTENA4: Solido isoparameétrico con 4 nudos, material elastico lineal.

ELPLP2: Sdlido isoparamétrico con 4 nudos, material elastoplastico perfecto con el
criterio de Von Mises.

VIGAZ2: Viga isoparameétrica con 2 nudos, material elastico lineal.

PRES2: Elemento para calcular cargas de presion, con 2 nudos
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NOTENS8: Solido isoparametnco con 8 nudos, matenal elastico lineal

ELPLP8: Solido isoparametnco con 8 nudos, matenal elastoplastico perfecto con el
cnteno de Von Mises

TRUSS2: Barra isoparametnca con 2 nudos, matenal elastico lineal
PRES3: Elemento para calcular cargas de presion. con 3 nudos

EPPAXI|2: Solido axisimetrico empleando como seccion plana de revolucidn un
elemento isoparametnco de 4 nudos, materna! elastoplastico perfecto con el criterio
de Von Mises.

EPPOL2: Solido axisimétrico en sectores circulares de 4 nudos. materiat
elastoplastico perfecto con el cnterio de Von Mises Su geometria se define en
coordenadas polares (r, (7).

Los valores que se deben fijar para cada tipo de elemento se listan en la Tabla 4. 1.

(2) Los elementos se numeran en la misma direccion en que se numeran los nudos

(3) E! programa reporta los resultados de cada elemento que contiene NSTR valores

Tavia 4 1 Valores de caca ewmento

CLAVE ITYPE NEN NDF NPRO NSTR NGAUSS
NOTEN4 1 4 2 4 3 4
ELPLP2 2 4 2 5 S 1
VIGA2 3 2 3 S 3 1
PRES2 4 2 2 o] o] 2
NOTENS 5 8 2 4 3 2
ELPLPS8 6 8 2 s 5 a
TRUSS2 7 2 2 2 1 2
PRES3 8 3 2 o] o] 3
EPPAXI2 =} 4 2 S S 4
EPPOL2 10 4 2 5 3 4




Programa de computadora

10.a TARJETAS DE ELEMENTO NOTEN4: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)

NOTA

m

NOTA: (1)

VARIABLE DESCRIPCION

(ELPRO(), 1=1, NPRQ) Propiedades de material.

Este grupo de datos tiene NMAT tarjetas y cada tarjeta contiene NPRO
valores separados por coma.

ELPRO(1) = Mbdulo de elasticidad.

ELPRO{(2) = Relacidn de Poisson.

ELPRO(3) = Peso volumétrico.

ELPRO(4) = Resistencia a la tension.

10.b TARJETAS DE ELEMENTO NOTEN4: CONECTIVIDADES (1015)

NOTA

(@)]

NOTA: (1)

VARIABLE DESCRIPCION

(X(1), [=1, NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento.

Este grupo de datos tiene NEL tarjetas y cada tarjeta contiene NEN+2 valores
separados por un espacio.

IX() a IX(NEN) son puntos nodales en cada elemento (se escriben en sentido
antihorario), IX(INEN+{) es el grupo de matenal que comesponde. El valor absoluto de
IX(NEN+2) es la etapa que este elemento se construye o se excava, dependiendo del
signo de IX(NEN+2), si es positivo se construye y si es negativo se excava. Los
elementos intactos siempre tienen un valor IX (NEN+2) de 1.

Debe notarse que un elemento construido ya no puede ser excavado posteriormente y
de igual forma, un elemento excavado ya no podra ser colocado de nuevo.

11.a TARJETAS DE ELEMENTO ELPLP2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)

NOTA

e

NOTA: (1)

VARIABLE DESCRIPCION

ELPRO(I), I=1, NPRO) Propiedades de material.

Ver ia NOTA (1) de 10 a.

ELPRO(1) = Modulo de elasticidad.
ELPRO(2) = Relacion de Poisson.
ELPRO(3) = Peso volumeétrico.
ELPRO(4) = Cohesion.

ELPRO(5) = Resistencia a la tension.

57



Programa de computadoro

11.b TARJETAS DE ELEMENTO ELPLP2: CONECTIVIDADES (1015)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

) (XD, 1=1, NEN+2)

NOTA: (1) Verila NOTA (1)de 10.b.

12.a TARJETAS DE ELEMENTO VIGA2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

(1) (ELPRO), I=l, NPRO) Propiedades de matenal.

NOTA: (1) Verla NOTA (1)de 10 a.
ELPRO(1) = Médulo de elasticidad.
ELPRO(2) = Relacidn de Poisson.
ELPRO(3) = Factor de pandeo.
ELPRO(4) = Area transversal.
ELPRO(5) = Momento de inercia.

12.b TARJETAS DE ELEMENTO VIGA2: CONECTIVIDADES (10I5)
NOTA VARIABLE DESCRIPCION

(1) (IX(D). 1=, NEN+2) Conectividad y propiedad de! elemento.

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10.b.

13.a TARJETAS DE ELEMENTO PRES2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

) (ELPROI), I=1, NPRO) Propiedades de material.

NOTA: (1) Veria NOTA (1) de 10.a.
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13.b TARJETAS DE ELEMENTO PRES2: CONECTIVIDADES (1015)
NOTA VARIABLE DESCRIPCION
(&) (IX(1). 1=1, NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento.

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10.b.

14.a TARJETAS DE ELEMENTO NOTENS: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)
NOTA VARIABLE DESCRIPCION
1) (ELPRO(), I=1, NPRO) Propiedades de matenal.
NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10 a.
ELPRO(1) = Médulo de elasticidad.
ELPRO(2) = Relacion de Poisson.
ELPRO(3) = Peso volumetrico.
ELPR(O(4) = Resistencia a la tension.
14.b TARJETAS DE ELEMENTO NOTENS: CONECTIVIDADES (10I15)
NOTA VARIABLE DESCRIPCION
(@) (IX(1), 1=1, NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento.

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10.b.

15.a TARJETAS DE ELEMENTO ELPLPS8: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)
NOTA VARIABLE DESCRIPCION
(&) (ELPRO(), I=1, NPRO) Propiedades de matenial.

NOTA: (1) Veria NOTA (1) de 10 a.
ELPRO(1) = Modulo de elasticidad.
ELPRO(2) = Relacién de Poisson.
ELPRO(3) = Peso volumétrico.
ELPRO(4) = Cohesion.
ELPRO(5) = Resistencia a la tension.
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15.b TARJETAS DE ELLEMENTO ELPLP8: CONECTIVIDADES (1015)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

(4] (IX(1), =1, NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento.

NOTA: (1) Veria NOTA (1) de 10.b.

16.a TARJETAS DE ELEMENTO TRUSS2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION
(& )] (ELPRO(). 1=1. NPRO) Propiedades de matenal.
NOTA: (1) Ver la Nota (1) de 10.a

ELPRO() = Modulo de elasticidad
ELPRQO(2) = Area transversal

16.b TARJETAS DE ELEMENTO TRUSS2: CONECTIVIDADES (1015)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

1) (X)), i=1, NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento.
NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10.b.

17.a TARJETAS DE ELEMENTO PRES3: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

(1) (ELPRO()), I=1, NPRO) Propiedades de material.

NOTA: (1) Ver la Nota (1) de 10.a.
ELPRO(1) = Modulo de elasticidad.
ELPRO(2) = Relacion de Poisson.
ELPRO(3) = Peso volumetrico.
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17.b TARJETAS DE ELEMENTO PRES3: CONECTIVIDADES (1015)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

1) (IX(), 1=1, NEN~2) Conectividad y propiedad del elemento

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10b

18.a TARJETAS DE ELEMENTO EPPAXI2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

(&)} (ELPRO(I), 1=1, NPRO) Propiedades de matenal

NOTA: (1) Ver la Nota (1) de 10.a.
ELPRQO(1) = Mddulo de elasticidad
ELPRO(2) = Relacion de Poisson
ELPRO(3) = Peso veolumaétrico
ELPRO(4) = Cohesion
ELPRO(5) = Resistencia a la tension

18.b TARJETAS DE ELEMENTO EPPAXI2: CONECTIVIDADES (1015)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

(&) (IX(N, =1, NEN=+2) Conectividad y propiedad del elemento.

NOTA: (1) Verla NOTA (1) de 10.b.

19.a TARJETAS DE ELEMENTO EPPOL2: PROPIEDADES (FORMATO LIBRE)

NOTA VARIABLE DESCRIPCION

) (ELPRO(), 1=1. NPRO) Propiedades de material.

NOTA: (1) Ver ia Nota (1) de 10.a.
ELPRO(1) = Mdédulo de elasticidad.
ELPRO(2) = Relacidon de Poisson.
ELPRO(3) = Peso volumetrico.
ELPRO(4) = Cohesion.
ELPRO(5) = Resistencia a la tension
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19.b TARJETAS DE ELEMENTO EPPOL2: CONECTIVIDADES (1015)
NOTA VARIABLE DESCRIPCION
(1) (AX(1), I=1, NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento.

NOTA: (1) Veria NOTA (1) de 10b




Aplicaciones a tuncles y lumbreras

CAPIiTULO 5

APLICACIONES A TUNELES Y LUMBRERAS

$.1. ESTUDIOS ELASTICOS.

En esta parte del trabajo se presentan los casos que se analizaron con el programa
axisimétrico en un material elastico-lineal. Primero se muestra un ejempio de comprobacién de
la formulacion axisimétrica, para posteriormente aplicarse a problemas de cavidades aisladas:
un tunel de seccién circular y la excavacion de una lumbrera. Los resultados de cada analisis
se comparan con soluciones tedricas descritas en el tercer capitulo.

S.1.1. Clilindro hueco sujeto & una presioéon interna.

Un contenedor cilindrico de fluidos, es un buen ejemplo para comprobar la formulaciéon
axisimétrica que se presenta en ef inciso (2.3), debido a que en un cilindro bajo esfuerzo axial
© radial constante se tienen soluciones exactas para un modeio elastico-iineal.

Por lo cual, este ejemplo se tomé como base para comprobar el algoritmo
implementado al programa antes de analizar los casos plasticos (propios de este trabajo). El
problema consiste en un cilindro de pared gruesa bajo una presion intema, donde las
propiedades y dimensiones se muestran en la fig. 5.1 (ref. 18).
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Fig. 5.1 Céndro hueco, bajo una presidn interna.

Por simetria, el andlisis se realizd en un corte transversal en el plano de revolucién r-z,
y el medio se discretizé con una malla de elementos finitos (isoparamétricos de cuatro nodos,
de 0.2° de base y 0.4 de altura) como se muestra en la fig. 5.2. Se tiene un total de 50
elementos y 33 puntos nodales.

r4
' 10" 20°
CcL i
- - - - - - - —— 40"
'
B 33 nodos
; 50 elemantos
'
' -1 20
f
'
! Elemwntos:
' stura=0.4"
' base=0.2"
[

o |

Fig 5.2 Mala de elementos finkos, ciindro hueco.
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Las soluciones tedricas para determinar la distribucidon de esfuerzos en un cilindro

hueco sometido a una presidn intema uniforme (ref. 22), se determinan con las siguientes
expresijones:

82‘:‘ b?

T =T oar T
(5.1

O, = Gl (14-9:-)

T oLt

donde a y b son l0s radios interior y exterior respectivamente, y P, es |la presion intema.

Los esfuerzos radial y angular se presentan en la fig. 5.3, donde las lineas punteadas
muestran los valores tedricos calculados con las expresiones (5.1), y los puntos representan
ios valores determinados con el programa axisimétrico. En las graficas se observa que existe
una buena aproximacidon de resultados para !a malla empleada, donde se obtuvieron
diferencias numeéeéricas de 0.9% para el esfuerzo radial (o,) y 0.5% para el esfuerzo angular (o).

En la fig. 5.4 se presentan los desplazamientos radiales. Se puede observar que los
valores calculados con el programa se aproximan bastante a los resuitados tedricos.

070 -
b Solucn tedrica

060 A A Programa axsumnétrnco

050

040

8

030

020 -

0D +

000

Esfuerzos (ton/in?)

8
> g
-4
N
8

Dstancia radial (in)

Fig 5.3 Esfuerzos radial y anguiar en el ciindro.
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Fig 5 4 Despiazarmientos en ol cdindro

Los esfuerzos radiales que se producen en un cilindro hueco bajo una presion intema
son de compresion, mientras que los esfuerzos angulares en las mismas condiciones, son de
tension. Esto se aprecia también, en las graficas de esfuerzo 5.3, donde el signoc negativo

indica en este caso, compresion.

5.1.2. Tanel de seccidn circular.

Para modeiar un tanel circular de 2.0 m de diametro sin revestimiento, en una masa
infinita sujeta a diferentes estados de esfuerzos en sus fronteras, como se describe en el
inciso (3.3.1), se realizaron dos mallas de elementos finitos en sectores circulares donde su
geometria se define en coordenadas cilindricas (r,0 ). Estas mallas se muestran en las fig. 5.5
y 5.6, y se analiza unicamente un cuarto de circulo por las condiciones de simetria que definen

ef problema.

La primera malla esta constituida por 84 elementos y 104 puntos nodales, y se extiende
a una distancia radial de 6.0 m. La segunda malla es mas fina con 126 elementos y 150
puntos nodales, y tiene una mayor extension radial de 8.0 m.

Las dos mallas tiene las mismas condiciones y propiedades, aplicando en sus
contomos una presién vertical de 20 ton/m? y una presién horizontal de 10 torn/m? (K,=0.5).
Estos esfuerzos se distribuyen en cargas concentradas, en los nodos de la frontera.
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Fg 5.5 Mala burde de elemenltos fintos. tunel circular.

,Pr=20 wom?

-—

: | !

a 18 +s  ze

e
Fig 5.6 Mala fina de elementos finkos, tunel circular.
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Se emplea un modulo de elasticidad E=1x10% tor/m® y una relacién de Poisson v=0.3.
Se realizdé un analisis con peso volumétrico nulo (y=0 ton/m>) para comparar ios resultados con
las soluciones tedricas 1as cuales no consideran fuerzas por peso propio o de masa. Ademas,

el estado de esfuerzos por peso propio del suelo, es el representado por los esfuerzos
aplicados en las fronteras de las mallas.

En la fig. 5.7 se presentan los resultados para los esfuerzos radial y angular que se
obtuvieron con la malla burda. Estos resultados se comparan con las soluciones tedricas
calculadas con las expresiones (3.3) y (3.4), a los largo de los ejes A-A' y B-B' (fig. 5.5), que
son los mas cercanos a un eje horizontal y vertical respectivamente. Los despliazamientos
radiales en la periferia del tunel se comparan con los valores tedricos, en la fig. 5.8.
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Fig 5 7 Esfuerzos radial y anguiar, mafla burda
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Fig 5.8 Desplazamiento radial en la periferia del tonel, malla burda.
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i

Esta misma inforrmacién para la malla fina de mayor extensidn, se muestra en las fig.

59y 5.10.
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Los resuitados que se obtuvieron para la malla burda sobre el eje B-B', presentan
errores numeéricos de 9.6% para el esfuerzo radial (o) y 6.3% para el esfuerzo angular (o).
Ahora, para la malla fina sobre el mismo eje, se tienen errores de 5% para el esfuerzo radial y
3.3% para el esfuerzo angular.

Los desplazamientos radiales en la periferia del tunel, muestran errores de 1.1% para la

malla burda y 3.75% para la maila fina.

De esta forma, existe una mayor aproximacién de resultados mientras mas fina es ia
malla y mas extensa es la region de analisis. Esto se debe a que ios elementos de menor
tamafio aproximan mas a un medio continuo y al tener la malla mayor extension se esta
simulando un medio infinito.

De los resultados, también se deterrmina que el esfuerzo radial en la periferia del tune!
es nulo, debido a que no existe una restriccion del desplazamiento por tratarse de un caso
aislado (tunel sin revestimiento).

En los puntos mas alejados del orificic sobre el eje A-A’, los esfuerzos radial y angular
se aproximan respectivamente, a los esfuerzos horizontal y vertical que se aplican en el
contomo de la malla. Por el contrario, en los puntos mas alejados del orificio sobre el eje B-8’,
ahora el esfuerzo radial se aproxima al vertical, y el angular, al horizontal.

Lo anterior Quiere decir, que la presencia de un tunel! en un medio continuo altera el
estado de esfuerzos en su contomo, pero a una mayor distancia radial, los esfuerzos se

mantienen en un estado de equilibrio.

5.71.3. Lumbrera.

Se analiza la excavacion de una lumbrera de 4.0 m de diametro y 15.0 m de
profundidad, en un medio homogéneo elastico-lineal. Se emplea un modulo de elasticidad,
E=600 torvm?; una relacion de Poisson, v=0.4; y un peso volumeétrico, y=1.0 torvm>.

La modelacion se realizd mediante una malla de elementos finitos que por simetria se
analiza unicamente la mitad de la regidon en un plano r-z, como se muestra en la fig. 5.11. Se
puede observar como a partir de los 2.0 m de radio, el ancho de estos elementos se
incrementa linealmente en un orden de 15%, mientras que su altura se mantiene constante.

Se obtuvieron en total 320 elementos y 357 puntos nodales.
El andlisis considera unicamente el peso propio del suelo, es decir, No se toman en

cuenta cargas extemas, ni fuerzas que simulen elementos de retencién en la pared de la
lumbrera (andlisis aislado). La excavacion se realiza quitando los elementos que definen la

geometria de la jlumbrera, en una sola etapa (fig. 5.11).
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Los resultados obtenidos de la modelacién se comparan con los valores tedéricos
calculados con las expresiones (3.9). Sin embargo, el esfuerzo horizontal que actua en el
contomo de la lumbrera a una determinada profundidad, se obtiene de la siguiente expresion:

P=K,P =Kyrz (5.2)

donde K, es el coeficiente de presidén de tierra en reposo, el cual esta en funciéon del modulo
de Poisson, de la siguiente forma (ref. 7):

Ky =— (5.3)

Por lo tanto, para una relacién de Poisson (v) igual a 0.4, se tiene una relacién de
esfuerzos, K, =0.667.

Maila 320 elementos, 357 nodos
2 45 s6 74 (X1} ©os 60 LR ) 2163 2535
o4~ - - ——
T i ; 7
ad .
! ; )

>

~

. 20

[FANS Elementos excavados ————

Fig 5.11 Maka de elementos finkos, umbrera.
En la fig. 5.12, se muestran los resulitados para los esfuerzos radial, angular y vertical,
junto con las soluciones tedricas, a lo largo de dos ejes horizontales (4.5 y 11.5 m de

profundidad). Los desplazamientos radiales en el contormo de la lumbrera se presentan en la
fig. 5.13, donde se comparan con los valores tedricos calculados con la expresion (3.7).

71




~Aplicactones a tineles v lumbreras

Malia 320 elementos
Profuncatad=11 5m

Dmtancem Rada! (m)

Malla 320 elementos
Profurdidad=4 5 m

Distarcm radl {m)
2 4 6 8 U T WM B B 20 22 24 26 28 2 4 6 8 D © W B B 20 22 24 26 28
o R e e e o
| alk
s ~——e — Programm axmrrbtrco 2 \ - e—- Frogramm axisemé#trco
-1 } Sohcdn tedrca (Kon0.65) a il Solucidn tedrca (Ko=0 68)
KT -
o -2 . =
,s (=13 -
.28 -
= \-\. .
g 2 /.,___,__. H 3 ——3
.as -
é /S oo
w4 . S
0./
A e ——— e,
Gz
-
- '- -
- . -6 -
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Fig 5.13 Desplazarmientos en la perifena de la lumbrera
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tLos esfuerzos radial y angular calculados con el programa para una profundidad de 4.5
m, son casi exactos a los valores tedricos, con un error numérico de 0.06%. Los resultados a
una profundidad de 11.5 m, presentan un error aproximado de 0.5%.

Los despiazamientos radiales en la periferia de la lumbrera, no siguen una misma
relacidn lineal con respecto a la profundidad, como lo muestran los valores tedéricos. Esto
posiblemente se debe a que las expresiones tedricas no consideran que la proximidad del
fondo de la excavacion afecta las condiciones en @sos puntos.

Resultados compietos de la distribuciéon de esfuerzos radial, vertical y angular,
calculados con el programa en toda |a regidn en estudio, se presentan en la fig. 5.14, 515 y
5.16 respectivamente. De estas graficas, se observa como el estado de esfuerzos se altera en
la proximidad de [a lumbrera, y en los puntos mas alejados de la excavacion los esfuerzos se

mantienen en un estado de equilibrio.

De la fig. 5.15, se tiene que el esfuerzo vertical (o; ), coincide con la expresion tedrica:
o, =yz

De la misma forma, los esfuerzos radial y angular en la regidn mas alejada de !a
lumbrera se aproximan al esfuerzo horizontal, que se determina con {a expresidn (5.2).

Esfuerzo radlal (ton/m2)

o 4 r—
-1 0 | -
————————— e T e e T
.2 o { . -
-3 0 i a . e @ —— 2 b
-a 0] i L N -
PLY. S i O T T T i -
- | i A — -—
-7 O- ! - -
P [ _—
E  .s0 , e — -a - [
R 00 b —8 -——— e e}
S | P e ——
w5 100 r) - -
5 o /i S - a7
.12 0] I -7 —_
~13 0 7y S - - —
-14 0 i/// _’_’_’d__”______,_———-———»— -
-
-150-4 10— a0 — |-
-100-{ FE=  _— %0 - “ -
— e e -
-17 0 ‘\‘_/—-u ————————
-804 -2 -1z —
ET'Y =N L
-20 T T T T T T T g T T T —
oo 20 a0 s'o s'o 100 120 140 160 180 200 220 240 280 280

Distancia radial (m)

Fig 5.14 Distnibucién de esfuerzo radial; airededor de una jumbrera.
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Esfuerzo vertical (ton/m2I)
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Fig 5. 15 Distnbucidn de esfuerzo vertical, alrededor de una lumbrera.
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g 5.16 Distribucién de esfuerzo angular; avededor de una lumbrera.
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5.2. ESTUDIOS PLASTICOS.

Se analizan los casos axisimétricos de cavidades aisladas del inciso anterior, pero
ahora considerando un modelo de suelo elastoplastico perfecto. Se presenta primero, un tunel
de seccidn circular bajo una presion hidrostatica, y después se analiza la excavacion de una
lumbrera. Estos problemas se modelaron con mallas diferentes a las presentadas
anteriormente, para mejorar la aproximacion de los resuitados a las soluciones analiticas.

5.2.1. Tanel bajo a una presién hidrostatica.

Se analiza un tunel circular sujeto a una presién hidrostatica en un medio elastoplastico
perfecto, como se describe en el inciso (3.3.3). Para modelar este caso se realizaron varias
pruebas con diferentes malias de elementos finitos en sectores circulares, donde la geometria
se define en coordenadas polares (r,0). Sin embargo, en este trabajo solamente se presentan
los resultados obtenidos con !a malla de la fig. 5.17, la cual tiene un onficio circutar de 1.0 m
de radio y se extiende hasta una distancia radial de 16.43 m. E! ancho radial de los elementos
aumenta lineaimente en un 10% y se tiene una division angular a cada 5°. En ia malia se
obtuvieron en total 396 elementos y 437 nudos.

-y

Presion
hidrostatica

2z z 2= 5 z 3z 3 %

L U]

Fg 5.17 Malla de elementos findos, tunel sujeto a una presién hidrostatica.
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El medio se caracteriza con un modulo de elasticidad E=10,000 torn/m? y una relacién
de Poisson, v=0.3. Se realiza un andlisis sin peso propio del suelo (y=0), considerando
Unicamente la distribucién de esfuerzos debidos a una presién hidrostatica (P), que en este
caso se da un valor de 10 ton/m® Esta presién se distribuye por medio de cargas
concentradas actuantes en los nodos de la frontera.

Se realizaron varios analisis con las condiciones y propiedades mencionadas,
anicamente variando el valor de la cohesion como un porcentaje de la presion hidrostatica (P).
Es decir, se obtienen resultados para una cohesién igual a 100, 70, 50, 40, 30 y 20% de la
presion hidrostatica aplicada. Estos resultados se presentan en las fig. 5.18, para los
esfuerzos radial y angular, junto con los valores tedricos calculados con las expresiones (3.14)

y (3.15).

De las graficas se observa que para una cohesion igual a la presion hodrostatica (c=10
ton/m’). los resultados corresponden a la solucién elastica-lineal. Lo que indica que el esfuerzo
cortante (para r=1.0 my c=P) es igual a la presion hidrostatica, que es ia condicidn para iniciar

ia fluencia plastica.

En las demas graficas, al reducir el valor de la cohesidn (resistencia del suelo), se
presenta una zona de plastificacion que comienza de la penferia del tunel, hasta la distancia
radial donde se encuentra el esfuerzo angular maximo ¢ pico, io que define ia frontera plastica-
elastica. Después de esta linea, los valores corresponden a un comportamiento elastico-lineal.

Los resultados son en general aproximados como se muestra en la tabla 5.1, donde los
valores del esfuerzo angular maximo para cada valor de la cohesidn, presentan errores
menores del 4%. Sin embargo, ia distancia radial donde se debe presentar la frontera plastica-
elastica, los errores son mayores (hasta de un 21%, para una cohesion igual a 2 ton/m?).

Tabla 5.1 Comparacién de resuftados de esfuerso angular maximo y frontera plastica-eldstica

Cohesion Esfuerzo angular maximo Frontera radial plastica-eldstica
(ton/my’) calculado tesrico Error calculado tedrico Error
(ton/m’) (torn/m®) (m) (m)

7.0 17.57 17.00 3.35% 1.16 1.24 6.38%
5.0 15.27 15.00 1.80% 1.49 1.85 9.63%
4.0 13.75 14.00 1.79% 1.85 2.12 7.89%
30 12.65 13.00 2.69% 2.93 3.2% 8.75%
20 11.70 12.00 2.50% 5.83 7.39 21.10%

Esta diferencia de resuitados se debe probablemente a lo siguiente. La malla de la fig.
5.17 es mas fina en la proximidad del tunel, precisamente con el objetivo de poder definir
mejor la frontera entre la zona plastica y elastica. Sin embargo, como los esfuerzos se calculan
con el programa al centroide de cada elemento, no es posible definir exactamente el lugar
donde se presentaria esta frontera, para cada valor de la cohesion.
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Fig. 5.18 Esfuerzos radial y angular en ol contorno de un tinel, modelo elastopldstico.
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De las graficas se determina que el esfuerzo angular (o,) cerca de la periferia de tunel
es menor para un modelo de suelo elastoplastico (cohesion iguala 0.7 P, 05P, 04P, 03 Py
0.2 P)., que para un el modelo elastico-lineal (c=F). Sin embargo, el esfuerzo angular (maximo)
que se presenta en la frontera plastica-eldstica, es mayor que el esfuerzo angular para la

soluciéon elastica a esa misma distancia radial
Lo anterior indica, que la zona de influencia o 1a regidn donde la presencia del tunel ha
alterado e! campo de esfuerzos originales (alrededor de una abertura cilindrica). es mucho

mas grande para un material elastoplastico que para una matenal perfectamente eldstico. Esto
se muestra en las graficas de {a fig. 5.18, Que coinciden con 10s resulftados tedricos que se

presentan en la fig. 3.8.

De acuerdo con la formulacién elastoplastica, que se describe an el inciso (2.3.10), se
tiene como condicion de fluencia piastica el maximo esfuerzo cortante. Por esta razdn, la
3 debido a que existe una mayor
i esta

plastificacidn se presenta en las proximidades del tunel
diferencia de esfuerzos en esa zona. Mientras que a una mayor distancia radial

diferencia va decreciendo, hasta que {os esfuerzos angular y radial se equilibran o se igualan a

ia presién hidrostatica.

En la fig. 5.19 se muestran resultados para una distribucion de esfuerzos radial y
angular calculados con el programa, en una regidén proxima a la penferia del tunei (hasta una
distancia radial de 4.0 m) y para una cohesidon igual al 40% de la presion hidrostatica. Se
observa que existe una simetria de los resultados por las condiciones defl problema, es decir,
esta distribucion de esfuerzos simétrica con respecto a un eje de revolucion es una de las

principales caracteristicas de un problema axisimétrico
L4 P

.4 P angitar .

‘ .

m\ml N " |

10

as a0

m:m ruw- L
Fig 5.19 Distribucssdn de esfuarzos raxkal y angular en el contorno dei tunel, para c=0 4F.
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Los desplazamientos radiales en la region del tunel se presentan en la fig. 5.20, y se
comparan unicamente con la solucién elastica, debido a que no se tienen expresiones tedricas
para el calculo de desplazamientos en un modelo de suelo elastoplastico perfecto.

Sin embargo, de las graficas se observa que para una cohesion igual a la presion
hidrostatica (P), se tiene un comportamiento elastico-lineal, donde los valores son casi
exactos. En las graficas para una cohesion igual a 068 P y 0.4 P, existe un aumento del
desplazamiento radial en la zona de plastificacion;, mientras que en la zona elastica, los
resultados se aproximan a los valores tedricos. Esto se debe, a que no es muy extensa la
region de pilastificacion, y no afecta considerablemente ios resultados.
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radi en la regidn del tunel.
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En cambio, en la grafica para una cohesién de 0.2 P, donde la regién de plastificacion
llega hasta 7.4 m de radio, existe una mayor diferencia de resultados, aunque se tiene la
misma tendencia de la curva en la zona elastica. Estas curvas (excepto para 0.2 P) presentan
los mayores desplazamientos cerca de la frontera donde se aplican las cargas, decreciendo
conforme se aproximan al orificio y aumentando un poco en la periferia del tunel.

5,22 Lumbrera, modelo elastopléstico.

El problema consiste en modelar la excavacion de una lumbrera de 2.0 m de diametro y
15.0 m de profundidad. El caso es similar al analizado en el inciso 5.1.2, pero ahora
considerando un modelo de suelo elastoplastico perfecto.

La malla de elementos finitos para modelar este caso se muestra en la fig. 5.21 y esta
constituida por 780 elementos y 8B40 puntos nodales. Se observa que existe una mayor
discretizacion en las proximidades de la excavacion, con la finalidad de definir mejor ia frontera
que divide las zonas plastica y elastica.

Como propiedades del suelo se tiene un modulo de elasticidad, E=600 tor/m?; una
relacién de Poisson, v=0.4; un peso volumétrico, y=1.0 ton/m>, y una cohesidon, ¢= 3.0 tor/m?2.
Se realiza un analisis considerando unicamente el peso propio del suelo, sin tomar en cuenta
cargas extermas, ni elementos de retencion en las paredes de la lumbrera.

Maliia 780 elementos, 340 nodos

- :

il

e M [

: il T —
—t— Barrantos axcavados — i

Fig 5.21 Malfa de elementos finitos, lumbrera.
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En este caso no es necesario tener diferentes valores de la cohesidén, debido a que el
esfuerzo horizontal (Px) en el contormo de la lumbrera, varia de acuerdo a la profundidad.
Puesto que este esfuerzo es constante radialimente en un plano horizontal (misma
profundidad), el caso es similar al anterior (tunel bajo una presion hidrostatica), y por 1o tanto,
se emplean las mismas soluciones tedricas.

Los resultados se presentan en 1a fig. 5.22 para los esfuerzos radial y angular sobre un
eje horizontal a 4.5 m, 65 m, 85 my 10.5 m. de profundidad, junto con los valores tedricos
calculados con las expresiones (3.14) y (3.15). La presion (P) que aparece en las ecuaciones
tedricas es igual al esfuerzo horizontal que se determina con las expresiones (5.2) y (5.3). De
esta forma, se tienen para una misma cohesion (c=3 ton/m?), diferentes porcentajes (h) que de
acuerdo con la expresidn (3.16), son iguat a 100, 70, 56 y 42%, para cada profundidad.

De las graficas se tiene que para una cohesidén igual a la presidon horizontal (Px=3
torvm? a una profundidad de 4.5 m), los valores son casi exactos a la solucién elastica-lineal
con un error numeérico aproximado de 1.2%. A una profundidad mayor a 4.5 m, la presion
horizontal aumenta, y por lo cual, se presenta una zona de plastificacidon, que como se ha
mencionado (caso anterior), inicia de la periferia de la lumbrera hasta la distancia radial donde
se encuentra el maximo esfuerzo anguiar. Esta frontera plastica-elastica aumenta a mayor
profundidad como lo muestran las graficas de la fig. 5.22.

Los datos calculados con el programa axisimeétrico son aproximados a los valores
tedricos, como se aprecia en la tabla 5.2, donde se tiene para un esfuerzo angular maximo

errores menores de 4.5%. En los valores para la frontera radial plastica-eldstica, se presentan
errores hasta de 10.5%.

Tabla 5 2 Comparacién de resulados de esfuerzo angular maximo y frontera radial plgstica-elastxa.

Esfuerzo Esfuerzo angular maximo Frontera radial piastica-elastica
horizontal  calculado tedrico Error calculado tedrico Error
(torvm?) (torvm’) (ton/im?) (rm) (m)
4.33 7.50 7.33 2.40% 1.15 1.25 8.00%
5.66 8.63 8.63 0.01% 1.45 1.55 6. 45%
7.00 9.41 9.85 4.45% 1.70 1.80 10.53%

Estos resultados se complementan con las graficas de 1a fig. 5.23, donde se presenta
la distribucién de esfuerzos radial, vertical y angular calculados con el programa para un
modelo elastoplastico, en toda la regidén de andlisis. Se puede observar la zona donde los
esfuerzos se alteran debido a la excavacidon de la lumbrera, y si estas graficas se compara con
los resultados elasticos de las fig. 5.14, 5,15 y 5.16, se observa una mayor vanacion de
esfuerzos en la zona de plastificacion que se genera alrededor de ja lumbrera. Esto se

observa con mayor detalle en la grafica de esfuerzos verticales a partir de una profundidad de
5 m aproximadamente.
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Fig 5.22 Est redial y snguier aire de una lumbrera sobre un eje horizontal,
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Fig 5.22 (continuaci6n) Esfuerzos radial y angular sirededor de una lumbrera sobre un eje honzontal.
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Fig 5.23 Distribucién de esfuerzos radial, vertical y angular en el contorno de una lumbrera, modelo elastopléstico.
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En la fig. 5.24 se muestra sobre la malla, los elementos que se plastificaron después de
la excavacion. Como se ha mencionado, la frontera plastica-elastica va aumentando a mayor
profundidad debido al incremento del esfuerzo honzontal actuante en el contormo de la
lumbrera. Esta zona de plastificacion, coincide geométricamente con !a de un cono cilindrnico

de revoluciéon, similar a la que se presenta en la fig. 3.5.
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Fig 5 24 Zona de plastificacrdn en ol contorno de la lumbrera

Los desplazamientos radiales en la pared de la lumbrera se presentan en la fig. 5.25,
junto con la solucion elastica-lineal tedrica y calculada con el prograrma. Los desplazamientos
ejasticos y elastoplasticos determinados con el programa, son parecidos a la solucidon tedrica
hasta una profundidad aproximada de 5.0 m, donde se presenta todavia un comportamiento
elastico-lineal. De la misma grafica se observa que a una profundidad de 14 m se presentan
los maximos desplazamientos en las paredes de la lumbrera (en las proximidades del fondo de
la excavacién), siendo mayores los valores para un modelo de suelo elastoplastico perfecto

(4.5 cm) que para un modelo elastico-lineal (1.9 cm).

En la fig. 5.26 se muestran los asentamientos superficiales alrededor de la lumbrera y
las expansiones en el fondo de la excavacion para un comportamiento del suelo elastico y
elastoplastico perfecto caiculados con el programa. Como se muestra en estas graficas, son
mayores los desplazamientos plasticos, que los elasticos. Se presenta una expansidén en el
fondo de la excavacion de 4 cm en un medio elastoplastico, sin embargo, los asentamientos

superficiales son casi despreciables.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El método del elemento finito es una herramienta de gran utilidad para el analisis de
esfuerzos y deformaciones en cualquier medio, ya que con la ayuda de un equipo de computo
se pueden realizar estudios en regiones de cualquier forma, cargas y condiciones de frontera,
donde existen un gran numero de incognitas. Ademas, la versatilidad de esta técnica permite
analizar cualquier variedad de probiemas enfocados no unicamente en

fa ingenieria
estructural, sino también en la mecanica de suelos.

De esta forma, se implementd en un programa de elementos finitcs una generalizacion
para el analisis de estructuras axisimeétricas en un medio elastico-lineal y elastoplastico

perfecto. Este uitimo modelo, que emplea el criteno de falla de Von Mises, se maneja como
una aproximacion al comportamiento no-lineal de los suelos.

Esta formulacion axisimeétrica se aplicd particularmente al analisis de cavidades

aisladas (tuneles y lumbreras), y en base a los resultados presentados en este trabajo se
pueden remarcar ciertas consideraciones:

A) Se obtienen buenos resultados al emplear como elemento axisimétrico un isoparametrico
de cuatro nodos, como seccidén plana de revolucién y como elementos en sectores
circulares. También es necesario realizar una cuadratura de Gauss en cuatro puntos del
elemento al resolver 1a integral que determina la matriz de rigidez elemental. Los esfuerzos

que se obtienen en esos cuatro puntos de integracién se promedian para calcular el
esfuerzo al centroide del elemento.

B8) Los resultados de los problemas axisimétricos resueitos en un medio elastico-lineal son casi
exactos a las soluciones analiticas; mientras que para un medio no-lineal elastoplastico
existe una mayor diferencia de resultados, pero dentro de margenes de error aceptables.
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<

D)

E)

F)

G) De los analisis elasticos y plasticos que se presentaron en el

Para modeiar un tunel de seccién circular y eje horizontal, en una masa de sueio sometida
a diferentes estados de esfuerzos en sus fronteras (peso propio del suelo) y en un medio
elastico-lineal, fue necesario realizar mallas de elementos finitos en sectores circulares
(coordenadas r-0). Los resultados que se obtuvieron de estos analisis mejoraron al elaborar
una malla de mayor extensién que permite simular mas un medio infinito.

LLa modelacion de una lumbrera en un material elastico-lineal, se realizdé con una mailla de
elementos finitos en un plano de revolucidn (r.z). En este caso, aunque el proceso de
excavacidon se llevo a cabo en una sola etapa, !a implementacion axisimétrica si puede
considerar estos procedimientos de excavacidn y construccidn con mayor detalle (vanas
etapas). De la misma forma que el caso anterior, se tendria una mejor aproximacion de
resultados si se realizaran mallas mas finas, en la zona cercana a la excavaciéon de la
lumbrera, Yy con una mayor extension radial.

£n la modelacién de un tunel en un medio elastoplastico perfecto y bajo una presiéon
hidrostatica, se utilizdé una malla en sectores circulares con una mayor discretizacion de
elementos en las proximidades del orificio, con el objetivo de definir mejor la zona de
plastificacién. Sin embargo, se siguieron presentando mayores diferencias de resultados
para definir la frontera plastica-elastica, debido probablemente a gue como los esfuerzos se
calculan al centroide de cada elemento, no seria posible definir exactamente el lugar donde
se presentaria esta frontera, y ademas de que la solucidon elastica presenta pequenias
diferencias de resultados, o que puede provocar que se acumulen errores NUMercos.

£En et caso de la excavaciéon de una lumbrera en un modelo eiastoplastico perfecto, se
obtuvieron las mismas diferencias de resultados para definir la frontera plastica-elastica,
donde fue necesario realizar una mayor discretizacidon de elementos en las proximidades de
la excavacion y definir mejor la zona de plastificacion.

capitulo antenor, es
conveniente resumir ciertas conclusiones de caracter cualitativo relativas a las

concentraciones de esfuerzos alrededor de cavidades aisladas.

Alrededor de un tunel circular excavado en un medio elastico-lineal sometido a esfuerzos
por peso propio del suelo, se tiene un aumento del esfuerze normal angular de
compresion en las paredes laterales, y por lo tanto, el suelo puede fallar por resistencia a
la compresion simple. Sin embargo. los esfuerzos normales angulares en la clave del
tinel tienden a disminuir, donde posiblemente se pueden presentar zonas de tension. El
efecto de la excavacion del tunel en un medio homogéneo se disipa con la distancia,

donde los esfuerzos en los puntos mas alejados se encuentran en un estado de
equilibrio.
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Al iniciarse la plastificacion del material alrededor del tunel, la frontera entre zonas
pihstica y eldstica describe una geometria circular, cuando ia masa de suelo se
encuentrs en un estado de esfuerzo hidrostitico. La diferencia de esfuerzos provocados
por la presencie del tunel es Mmayor en sus proximidades, por lo cual, se presenta una
zona de plastificacion que comienza desde la periferia del tunel, hasta la distancia radial
donde se tiene ¢ maximo esfuerzo angular, lo que define la frontera plastica-eiastica. La
amplitud de esta zona de plastificacion depende mucho de la cohesion del material. La
vanacion de los esfuerzos actuantes al alejarse del tunel es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia de! eje del tunel, es decir, ios esfuerzos radial y angular tienden
a igualarse a la presion hidrostitica actuante, en los puntos mas aslejados de Ia

@XCavacion.

- Alrededor de una |lumbrera dJde eje vertical, los esfuerzos normales angulares
(tangenciales) al perimetro de la seccion recta se duplican. Puede entonces plastificarse
ol material en el contorno de la lumbrera dentro de un cono de revoiucién de eje vertical.
La amplitud de ia zona de plastificacion esta en funcién de la profundidad debido al
aumento del esfuerzo horizontal actuante en el contorno de la lumbrera. De la misma
forma, la variacion de los esfuerzos es inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia al eje de la lumbrera, de tal forma, que los esfuerzos angular y radial, a una
distancia alejada de la excavacion se aproximan al valor del esfuerzo horizontal actuante

en un estado de equilibrio inicial.

H) La excavacion de un tunel o una lumbrera modifica, en sus contomos, el estado de
esfuerzos iniciales o en reposo, por io tanto, se presenta una zona de plastificacién entomo a
estas cavidades aisladas, donde ia amplitud de esta zona esta en funcion de la cohesiéon del
material y @ variacion de los esfuerzos. Es decir, las zonas de plastificacion representan zonas
potenciales de faila, y si la cohesion es el principal parametro de resistencia de los suelos
blandos, entonces este valor influye en la variacién de |la regidon plastificada. Tal es el caso de
un tiune! bajo una presidn hidrostdtica, donde a menor cohesidn, aumenta ia regién de
plastificacion. En el caso de una lumbrera. a una cohesion constante, la Zona de plastificacion
aumenta con la profundidad porque la variacion de esfuerzos en el contormo de la excavacion

también es mayor.

1) Consideraciones que no se tomaron en cuenta en este trabajo y que son posibles de
analizar a partir de la implementacion axisimétrica, son las siguientes:

Evaluar con mayor detalle el procedimiento de excavacion de tuneles y lumbreras, y
comparar los resuitados con mediciones en campo.

lad. para considerar el efecto de la interaccion

- Realizar andlisis de cavidad no ai
suelo-revestimiento.
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