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INTRODUCCION

La mayoria de los cursos y libros que hablan del conjunto de Cantor lo tratan en
forma puramente geométrica. Se empieza presentandlo s construccion geométrica
y, a partir de la geometrin, se deducen sus propiedades nuis importantes. No
consideramos que esta forma de presentarlo sea mala. De hecho es mny ilustrativa
y los argumentos que se usan son mity claros. E: trabajo nace de las preguntas;
&Es posible hacer un tratamiento riguroso del conjunto de Cantor? ;Es posible
dar este tratamiento riguroso sin sufrir demasiado?

E

s damos una respuesta positiva a la primera pregunta y damos nna

isfactoria a In segunda. Claro, ol lector tiene laailtima palabra para
no sufre nimcho leyéndola,

resplesta sa

de

En cl capitulo 1 damos una construccién andlitica del conjunto de Cantor y
probamos que es equivalente o la construc

| on geotmétrica. Ademis damos prucbas
formales de las propicdades bisicas que mencionan la mayorin de los libros. Aqui
es oportuno mencionar que la construccion que diunos es original. Original en el
sentido de que no la encontramos en ningin otro lado, aungue por su naturalidad
no dudamos que haya sido desarrollada antes por otras poersonns.

En el capitula 2 demostramos que el conjunto de Cantor es un espacio métrico,
compacto, no vacio, totalmente disconexa, perfecto y no numerable. La prueba
central de este eapitnlo os Ia prucha del teorema (e nos dice que el conjunto de
Cantor es homeomorfo a un prodncto mnmerable de copias del espacio discroto
{0.2}. Como vemos en ¢l capitulo 3, este teorema os muy
propiedades topoldgicas del conjunto de Cantor.

il parn deducir

El capitulo 3 estd dedicado a desarrollar los que consideramos los resultados
topolégicos mas importantes del conjunto de Cantor, a saber:
1. Todo esparcio midétrico compacto es imagen continuan del conjunto de Cantor,

2. Todo espacio métrico, compncto, noe vacio, totalmente disconexo y sin
puntos aisindos es homeomorfo al conjunto de Cantor.



CAPITULO 1

INTRODUCCION.

De nuestros cursos de Amnidilisis Matemitico y Topologia hemos vislam-
brado que ol conjunto de Cantor juega un papel mmuy importante en las
matemuiticas.  Usualmente se nos presenta su construceiéon geométrica y, a
partir de ella, desarrollamos algunas de sus propiedades.

En este capitnlo vaos o ctupezar recardando esta construccion geométricn
pero vamos a hacer algo mas. Vaunos a dar las fSrmulas exactas que dofinen
a los intervalos que se consideran en la construceién del conjnnto de Cantor
para, de esta manera, probar sus propicdades formalmente.

CONSTRUCCION GEOMETRICA DEL CONJUNTO DE
CANTOR.

Tomamos el intervalo unitario {0, 1] de Ia recta real. Dividitmos este inter-
valo en tres subintervalos iguales. De esta manera obtenemos los siguientes
intervalos.

2

Il primer paso para In construcecion del conjunte de Cantor consiste en
r el subintervalo abierto intermedio, es decir quitamos a (‘i' % . Sen ¢l
conjunto € la unién de los intervalos restantes, o sea Cy = [(), HES [%. 1] .
B El segundo paso consiste en repetir el mismo proceso a cada uno de los'in-
tervalos (e componcen a Cy. En otras palabras, a cada intervalo que compone
a € lo dividimos en tres partes iguades generindose los signientes subinter-
valos:

qni
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2.8).[5.1]

Quitamos ahora los subintervalos abiertos intermedios. Es decir a C le

quitamos los intervalos (%. %) ¥ (%. ’—,:) Sea Cy el conjunto que nos queda, o
sea

-, 1 2 1 i 7
Ce=[o. 3] u[z.3] vl 3l vl

Repetimos el proceso, es decir, a cada uno de los intervalos que componen
a Ca (que ticnen longitud de 1), lo dividiinos co tres partes iguales y quitamos

los tercios medios. Con esto obtenemos el tercer paso de la construceién que
consiste en ¢l conjunto:

Cy = [0‘%

Este proceso se sigie indefinidamente. Es decir, para obtener a Cy, se
dividen en tres partes todos los intervalos que componen a Cy y se gquitan los
intermexlios,

En gencral, Cuii se construye dividiendo en tres partes ignales a los
intervalos que componen a C,,, ¥ borrando los intervalos abiertos intermedios.

Figura 1. lustracién de la constrmecién de €4, C2,Cr y Ca.



Finalmente el Conjunto de Cantor, que durante tocdo este trahajo se le

denotard por la letra €, se define comao Ia interseccion de todos los conjuntos
Cr. Es devir,

C = {Cum : m & N}

OBSERVACION 1.1. El problema con esta cons
depende de . Entonees, si no hemnos construido a Cyy no sabemos quién
es Clhyyage Esto dificulta en gran manerae o pruecba de las propicdades del
conjunlo de Cantor. Nuestro primer trabajo, a partir de este momento, serd
encontrar una formula explicita para los C,,.

16n, s que Chyygy

Una primera propicdad que podemos observar de los C,, es 1a siguiente.

PROPOSICION 1.2, G,

es ln unidn de 2™ intervalos cerrados y
ajenos.

Demostracidén. Haremaos esta prueba por induceion matematica. Clara-
mente €4 esta formado por 2 = 2! intervalos corrados y ajenos, Supongamos
ahora que ), esta formnde por 2™ intervidos corrados y ajenos. Sabemos
que Cyyy se obtiene de G, o partir de dividir cada nno de los intervalos
cerrncdos que conformian a Ch, entres partes ignales y retirar el de en medijo.
Eutonees de cada intervalo de G, obtenemos dos intervalos. Do modo que
Chy tiene el doble de intervalos que C,, . Puesto que Cy, ticene 2™, tenemnos
que Cuy iy ot formado por 22" = 2"+ intervalos cerrados y ajenos.

De acucrdo con la proposicion anterior los intervalos que conforman a
C,,, son 2™, Entonces una mancra priactica de numerarlos serd tomando el
conjunto de fndices j € {0,1,2,....2™ — 1} .

Durante todo este trabajo denotaremos con el simbolo N* el conjumeo de
los mimeros nnturales incluyendo al coro. Ahora vamos a dar una manera de
coustrair el extremo izquierdo del j-ésimo intervalo de Gy, Pira esto haretos
una construccion general de unos muneros a,, para las j € N@,




CONSTRUCCION 1.3. Sea j € N*. Si j = 0, definimos ag = 0. Si

J # 0 entonces escribimos a j en su notacién biunaria, es decir:
F=bp 2"+ by -2V + by -2
donde b,, =1y b € {0,1} . Definimos
a; = 2by - 3" + 28, -3+ ... + 2b,, - 3™
En otras palabras, podermos expresar la constrirecion asi:

dada j € N, la escribimos en su notacion binaria, los nnos los transformamos
cn doses y se piensa en el mimero correspondiente como un mimero escrito

en base tres.
Por cjemplo si j = 10, entonces en nolacién binaria, j = 0.2 41 14
0-22 4 1-2% Por construceidn a, = a1 =0-3"+ 2-3' 0.3 4+ 2.3 =

6+ 2(27) = 6 + B4 = GO.
LEMA 1.4. az~ = 2.3 para cada m € N°*.

Demostracién. Como

2m = 0-2°4+0-2' +0-2%24 ... +1-2™,

Caleulando age tenemos lo sigitiente:

3,

pn =0-2-3"40-2-3" 4+ .. +1-2.3"=2.

El sigiiente teorema nos da nna manera muy ficil y iitil de caleular a;.
En ¢l mostramos que la funcion a; tiene adgunas propiedades de linealidad.

TEOREMA 1.5. Sea 7 € N. Expresamos a j en su notacion binaria,
esto es:
F=b0:-2°45, -2 4+ ... 4+ b,-2™. Entonces

A = A(p.2048).21 4 ..ctbm-2m) = o+ dou + b1 - ap 4+ ..+ by - azm
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Dewmostracién. Sen j € N tijo pero arbitrario y, lo expresamos on sn
notacion binaria, osto es:

F = b0 2" 4 by -2 4 L+ by, - 27 (estamos snponiendo que b,

= 1).
Por definicion a, = 2by - 3" + 2by - 3" + ... 4 20, - 3™, Por ol lema 1.4,
bo - aago + by - an o by - dpm = 20 - 30 4 2hy - 3 ¢ L4 2D, - 3™
Asi,

Qb2 by 214t tr-2my = Do Qoo By - A A A by e

Esto completa la prucha del teorema.

A manera de ilnstracion, ealcularemos a; para los pritmeros nimeros.
EJEMPLO.
Expresando los signientes mimeros en su notacion binarin tenemos:

ag =0
=1-2-3"=2.

ag=0-2-3"4+1-2-3" =0+6=6.
ay +1.2.3' =2+6
ta S2.394+0.2.3" 4+ 1 -2
as -3+ 02,3 1.2

1-2-3" 4 1.2 3

ag =0.2 340200

ap=1-2-34+0.2.3" +0.2.

La siguicnte tabla resiune estos resultados,



i ay
o o
1 2
2 6
3 8
4 18
5 20
G 24
7 26
8 54
56
10 60

Los signientes lemas nos serdn titiles para encontrar una expresiéon analitica
para los conjuntos C,.

LEMA 1.6. a; + 1 < a;,, para cada j € N*.

Demostracién. Si j es un mimero natural par, su primer cifra en no-

tacién binaria ¢s cero y entoncees j se representa asi:
F=0-2"4b-2" + b-2% 4 . 4 b, - 27,
Entonces
a; =0-2-3"4 2b, - 3! 4 2by - 32 4 ..+ 2h,, - 3™
Como
FAL=21-204b -2 4 6:.22 4 .. 4 by, -2

Calculando a,, ¢ obtenemos:



o1 = 1-2-3"+26,-3" + ..+ 20,, -

Observemos gqiie a2, y a,, sélo difieren en ol primmer sumando, que en a;
es 0y oena,,; es 2.
De manera que a;, = 24« ontonces
i+ 5 )

e > 1+ aj.

En ol caso de qire joes impar, la eseritnra en notacién binaria de 7 tiene
un unn en la cifra de las unidades. De manera que 7 es de In forma

F=e27 12V 127 L2 02 by 2 by, - 2
Por supuesto gque podrin ocurriv que no hubiera ningiin 0; en ese casao
i = rn. De todas maneras i > 0,
Por definiciéon:
a, = 1-2.3" 4+ 123"+ -+ 1-2-3'+0.2.3% 42b,,,-3%2+ . +2b,, - 37,
Adenuis

FAHEI=0-2°340.2" 4 4 0-204 1 -2 4 4,522 4 4 b, - 2™
Por Jo que

0 =0.2:3"40-2-3"+ ...+ 0.2

+1-2.3% 4+ 25,,2-3%2 3 . 4 2h,, - 3.

Como laailtima parte de las dos sinas coincide (la de a; y 1a de ay4,),
para probar el lema sélo tenemos que mostrar que:
(2.8 +2.3" +..+2-3 4+0.-3*)+1<0-3"4+0.3! 4+ 0-3742.3+,
La suma de In izquierda es ignal a
1.3 1

5lo tenemos que probar que 341 < 2-3'+71 Y ¢laramente

Deananern que s
esta desigualdad s ciorta,
Csto concluye la prucba.

LEMA 1.7. 7Para toda j € N*, 3a, = aa;.

Demostraciéon. Sca



F=bp-204b,-2! +...-'0—h,,, .M,
Multiplicando por 2 obtenemos
25 =2(bp 2748, 2" + . 4B - 27M) =0y -2 4 by 22 by, - 2

Caleulemos ag,.
az; = 0-3% + 2bg + 31 + 26y - 32 ..+ 2b,, - 3L
= 3 (209 - 3% + 28, - 3! + ... + 2b,, - 3™) = 3a;.

Por consiguiente ap; = 3a;.

LEMA 1.8. Para cada j € N*, 3a; + 2 = azj4.

Demostracién. Escribimos

F=060-204+85,-2" + ...+ b, -2™,

entonces .
241 =(bg-2' 4+ b, - 224 ... + b, -27+) 4+ 1
0 4 by - 20 + by - 22 A by - 2

=1-

Yn podemos calcular aa,,1, con esto obtenemas

+ ... -+ 26, - 3L
") = 2 + 3a,.

i
{

azjpy = 2-3°% + 2bg - 31 + 26, - 32
=24 3(209+ 20 - 3" + ... + 28,

Por tanto az;y = 3a; + 2.

Alora ya estamos listos para dar una definicién analitica de los conjuntos
Cwm. Provisionalmente los lamaremos 53,,.

DEFINICION 1.9. La forma analitica para cada 3,, con m € N es:
et [a, a; + l]
J=0

By =



donde a; es como en la construccion 1.3,

EJEMPLO.
b= [ o] o g 0] = [§o] o [33] = [od]u 3]

Abhora demostraremos gque la forma analitica en que se obtienen los ex-
tremos de un B, es equivalente a la forma geométrica para obtener los ex-
tremaos de G, on el conjunto de Cantor. Es decir, By, = C,,.

TEOREMA 1.10. Para toda m € N, I3, = C,,.

Demostracién. Haremos esta demostracién por induceién matematica,

Con ¢l ejemnplo que acabamos de ver comprobamos que By = Cy.
Ahora suponganos que 3, = C,,. Es decir, supongiunas gnue
. lra, a, +1
Cry = ot T
3 am
J=u
Del Lema 1.6 se deduce que los intervalos [—'i"- gl [7;’,: = [ ["’"‘“'

son ajenos entre si.. De acuerdo con la construccion geométrica, est
valos son los que tenemos que dividir en tres partes igunles para obtener a
Chirt
Tomemos uno de estos intervalos, digamos el [7'4- 94,:—'— al dividirlo en
tres partes iguales obtenemos los subintervalos:
[ Ba, Ba, + 1] (.’}u, +1 3a,+ 2) " [:xu, +2 3a, + :x]

et T gmat Bmad C gmad RmEr T gmad

Le guitamos ol de en. medio ¥ de estan manera podemos decie gque obte-
netos i los intervalos que conforman o G,y o partiv de G, esto es:

e, 3a, + 1 a, £ 2 Ha, +3
([ 2] o [P 2, B 3]

Aplicando el Lema 1.7 y ¢l Lema 1.8 tenemos o siguiente:

(T

=0

Chen

=0

a
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Im+l * T gin+d

Fm+1 T gmd Jm1 0 gmal a1 gmt

agz@am-_1) az@mo1y + 1
U[ Jmrl Im+1 u

_ [ azo azo + 1] u [ﬂa«nu azosyl + 1

Asam_1+1 da@m-n+ + 1
gm+ 1 N 31n+ 1

ay + 1
]

ag ap+ 1 ay a; + 1

3m+1> 3m+l Q1 gml u

Qameri_nz Qamsi_2 + 1
U[ gm+i ! Rl

2 az+1
o T v |

Qamit_y damer_y + 1
Jo [5m aih

amit_y

@; a; + 1
ST [ ] = e

Por consiguiente, hemos demostrado que la construceion geométrica y la
ca de C,, coinciden para toda m € N, Por lo cnal, ya

construceidn anali
tenemos derecho a escribir:

21 [u, a; + l]

Fm' T gm

Si al leer la Definicién 1.9, nsted dndd que el iltimmo extremo derecho de
Cm os igual a 1 para cada mn € N. En In observacién siguiente mostramos

que esta afirmaciéon es verdadera.
OBSERVACION 1.11. En efecto, como

20 420 22 4 4 2m7 = 27— L

Apliciandole la funcién tenemos:

agm_y =1:2-341.2.3" +1.2.3% ... 4+1-2.3m"!
=23 +3 +32 4 43"y =37~ 1.

[ Az, @y + ]] U [uz|+| azg41 + 1

Ju..




m
3 1.

azm_y+1 3" —~1+41
3m = 3m = T

Y esto vale para cada mn € N,
Alorn que ya tenemos una expresion analiticn para los intervalos que
romponen a C,,. estamos en posibilidades de dar pruecbas formales de algu-
Varias de ellas son mny claras de la constracceién

us propicdades.

nas de
rica.
PROPOSICION 1.12. Los intervalos que componen a C, tienen lon-

gitud e P .

Demostracién. Ya sabemos que
2oy

Frl

Cow = T
ST Lo

a, + l]
Sea k€ {0,1,...,2™ — 1}. Por ¢l Lema 1.6 los intervalos de G, son ajenos

a,

[

ay 4+ 1

‘simo intervalo tiene Jongitud ignal a
- - s .
=g g =

ax ax + 1

entre siy, el A
t([55
La suma de las longitudes de los intervalos

PROPOSICION 1.1
que componen a C,, s igual a
Demostracién. Sca m € N y su correspondiente C,,, es decir:
¥t [(zJ a; + l]

on = U [55 %5
=1

am M
J=0
icne 2™ intervalos cerrados y por Ia
. g,

wda G,y

1.1 ¢
Proposicion 1.12 los intervalos que componen a Cy, tienen longitud de

Por 1a Proposicion
Entonces la suma total de las longitudes es ignal a:
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1 1 1 1404501 om 2\™
I . 6]
2™ veces

PROPOSICION 1.14. Cyyy © Coy para cada m € N.

Demostracién. Sabemos que
: gm+1_y
. a; a;j +1
Corr = U [5G
{ Dada x € Cms entonees existe £ € {0,1,...,2m%! — 1} tal que
T e [J—,‘,“,Lr, 3‘5—} . Aplicando el Lema 1.7 y el Lema 1.8 obtenemos que para

toda j se cumple:

! a;j+1  3a,+3  3a;+2+1  az )+ 1
3m T gm+1l T R - et -

: Ahora bicen, por hipétesis
g el
Jm+1 — - 31n+|
PRIMER CASO. Si & es un mimero par entonces & es de la fortma & = 2.4,
Como 0 < k< 2™ — 2, entonces 0 < i < 2 ~ 1. Como

a, ay, 1 a, 1 ay, + 1
Fm T gmeT SFS =gmer T gmet <gm T 3m = gm

Concluimos que

a; o, + 1 -t a, a,+1
e [.Tm F ] o) [T'T 3m ] = Cm-
=

Por tanto x € Cp.
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SEGUNDO CASO. Si k es un mimero natural impar cntnn(m k esde la
forma A =2-i+ 1. Comol <k < 2m+! 1,0 < 858 < ~—_—— == 2™ — 1.

Entoneces 0 <7 << 2™ — 1.
Por el Lemn 1.6, a2, + | < ayziga. De mnanera que a2y << agig.

Entonces
am, g i ax +1  appr+1 a1
Bl G+l =TS GENT T T gmed = i

o datl C Chn.

Por tanto & €
Esto termina la prucha’de que Crpy © Ch,.

Abora demostraremos que tanto el extremo izquierdo como el extremo
derecho de cada uno de los intervalos que componen a €, pertenecen al

conjunto de Cantor.
LEMA 1.15. §i 0 < k< 2™ — 1 entonces $5 € Cn y % € C, para
cada n. € N.
Demostracién. Dadn m € N, consideremeos i sit correspondiente C,,
OSLO e8]

ol ra, a,+1
cn= U [52. 5]

a=0

Sea & € {0,1.2,...,2™ — 1} . Los extremos que corresponden a k-&simo

intervalo son
e ax + 1

gm® T gm € Cm

Por la Proposicién 1.14
Cim € Criey € Crez C e

Asi, por lo anterior, los extremos izquierdo y derecho sou clementos de
Chra-ts C,. Ahora veremos que estas extremos también estin en Jos
7, siguicentes

Sabemos que (Lemn 1.7)
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+AST qute 0 € dbk < 2m+2)

Como 0 < k& < 2™, entonces 0 < 24k < 2™
entonces 0 < 8k < 2™M+3 y asi sucesivaunente.

Entonces
& es un extremo para Crma1, Cmi2s Criga, oo
Por otra parte, por el Lema 1.8,
ax+1 asx+1 _ aekens: + 1  aveekipen+r +1
am = Tgmel T 3m+2 - Jm+3 =

Como 0 < k< 2™ — 1, entonces 0 < 254+ 1 < 2 — 1. De aqui que

0<2(2k+ 1)+ 1 < 2™*? — 1 y asi sucesivamente.
Entonces 2! también es un extremo para Coag, Cing2, Core sy oo

Esto termina la prueba del lema,

La siguiente proposicién nos dice que el conjunto de Cantor os un conjunto

denso en si mismo.

PROPOSICION 1.16. Seca ¢ > 0. Si x € C enfonces criste y # x tal
quelz —yl<eyyeC.

m .
Demostracién. Sea £ > 0. Como (1.) ~— 0 enando m — oo, existe

NV € N tal que 3% < e.

Por hipdtesis, r € C entouces r € C,, para cada mm € N. En partiaitlar,
€ Cn por lo cual, existe £ € {0,1,...,27 — 1} tal que x € [i;p it}

Por el Lema 1.15, 26 € C y “4#! € C. Elegimos y = $ oy = %3¢ para

que y ¥ r. Entonces

G
3n

le —yl <

Esto termina la prueba de la proposicion.
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A continuacién dareinos una caracterizacion de los elementos del conjunto
de Cantor, gque dice que r € C si y sélo sia o podemos expresar comeo una
serie infinita de ceros y doses divididos eutre potencias de tres.

ste una sucesion {en} o, con

TEOREMA 1.17. r € C siy sdlo si e
cada ¢, € {0,2} tal que

Demostracién.

(=). Sea & € C, por la definicion de C tencmos que x € C,, para cada
m e N.

Haremos una construcciéon general de unos mimeros ef? coun € N y

1< m<n.
Dada n € N, x € C,,, entonces existe & € {0,1,...,2" — 1} tal que

al miumero natural & en notacién binarin, csto es:

ke=by-20 4 by -2 b 22 4 b2 con b =1

Como

2y 2 b2 22 0 -2 0y 20 =k
¥ A < 2" — 1, por transitividad se obtiene
2N g2t~ 1 < 2"

Por tanto, r < n.

Completando con ceros, si hace falta, escribimos al mimero natural &

como lo siguiente:
b= by -2Y 4o by -2 e by 28 by -2
Calenlando ag.

g = 20y - 3" 4+ 20; - 3 4 2y - 3% 4 L+ 20,,_,3"!
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{nétese que los ceras que pudimos haber anadido no afecta a la definicién de

).
Asi
an 2o . 20, 2, 2ba_s
ST ge v aer F e et T *)
Definimos

el = 2bg, ) = 2by, Py = 20y, ol = 20,y
(observemos que cada ef es igual a 0 6 a 2).

Observemos que las e que estamos definiendo dependen de m, de z y
de n. En realidad queremos que sdlo dependan de m y de 2. Esto es lo que
vamos & probar n continuacién.

AFIRMACION. 4 no depende de n.

En efecto, recordando 1a construceion geométriea paran C, (ya vimos en el
Teorema 1.10 que la constraceidn geomdétrica y In analitica son equivalentes)
sabenmos que

c N [fl_k_ ax + 1] _ [ ax  Qzs -+ 1] [ﬂ2k+l Qze+1 + 1]
n+1 an v 3n 3"4-] ’ 3n+l 3"*-] M 37;+l

Entonces r € [3‘%.2};. 912}&‘-] ore ['_'1—1.."—,111. “—?‘—3—.‘#] .

De manera que ahora ya estamos en posibilidades de ealeular e+,

En el caso en que x € [r"-:?ﬁ—. 2.2,‘,%*,1] .

Como azg = 200 -3 + 28 - 32 + 26, - 3% + ..+ 2b,_,; - 3"

Entoneces, por definicion

TR =0, et = 200, N =201, Y =200, MY = 200y,
DPe modo que

e = el R 2, e = e,

n-ts

Y en el caso en que x € [1';’%,‘;'-, ":‘..—'—L;‘-;ﬂ] .
Como agesr = 2 - 3% + 200 - 3" + 26y 8% + .. + 20,0 - 37

Entonces
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e =2, et = 20, 1N = 25,

De modo quc
" (n) D = o)

Sl IS BTN

. eln+ ) = e

Por tanto, en los dos casos o)) = (P4 para todam € {1,2,.
Similarmente, e = e3*+? = CL para toda m € {L,2,
Entonces a r-f,'," tenemos derccl ho a llamarlo simplemente e,,.

Lo que sigue es probar ques:

cuando m —+ oo, cxiste N € N tal que

™
Son £ > 0. Como (ll) —
< €. Sean € N tal gque n = N. Demostraremos qne:

ot ] por (*) tenemos ques

Cm _ ax 1 1
3 g S g S3m <f

(<=) Ahorn cstiunos suponicndo (ne
Con
gl
m=1 3

donde cada e, € {0.2} ., demostraremos que & € N{C, : n € N}, Esto es
cute a probar que » € C,, para cada n € N. O lo que es lo mismo

oqqui
probar que existe
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i€ {0,1,...,2" — 1} talque z [;,’;, 5‘;.'—‘] R pnrt; todan € N,
Sea n € N. Vamos a proponer los coeficientes de la notacién binaria del
nidmero j como:

en—1

= &n = Enl &1
bn—z.bx 3

Es claro que, b; € {0, 1} para i = 0,1,...,n — 1. Probaremos que, si

=by 20456y -2 4 . by 27!

entonces 5 € {0,1,...,2" — 1}
En efecto, por hipétesis, sabemos e,, < 2 para cada m € N. Entonces

by - 2™ < 2™ para m =

Demodo que j = bg-204-8,-2 4. +b,_;-2"1 < 20421 . 42" = 271,
Por consiguiente ] € {0,1,...,2" — 1} .

Ademas,
a; _ 20073°+ ... +2b6,1-3""' e, enn [ S~ &m _ _ _
= o B RS R TP
2 e ey ez 2 2
SRt Rt
e ez en 1
=gi+tmtetzt J“+,(l+ + g7+
ey eg €4
=§+§+-"+3—n+m(2(5 )
ey ez —_— l
=ittt 3,_ 3,‘“() +—+ +3,_+
— at1
= o
es decir,
ﬂ<zsaj+l
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Par tanto,

27-1
a; a; +1 a;, a; +11
e [gh %] e U [3%5] = o
Como esta constriuceién es para una n fija pero arbitraria, concluimos,
x € C, para cada n € N. Por consiguiente, = € C.
Esto termina la prueba del teorema.
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CAPITULO 2

En este capitulo desarrollaremos las propiedades topoldgicas elementales
del conjunto de Cantor. Para esto es muy conveniente ver que el conjunto de
Cantor es homeomorfo al producto numerable de copins del espacio {0,2},
donde {0,2} estd cdotado de la topologia discreta. Una vez que se de este

homeomorfismo podremos obtener una serie de resultados Lopolégicos intere-
santes.

DEFINICION 2.1. Dada una familia {(Xn, 7 ) },.en <l espacios topolégicos.

Definimos

X =TI Xun = {(x1,22,23,...) : Tn € X, para cnda n € N}
Tl
Sea 8 la familia de subconjuntos de X de la forma:
- Uy x Uz X oo X Up % Xney X Xnpz X ...
donden € N y U, € 7, para cada i < n. Como se ve en los cursos elementales

de topologia, 8 constituye la base de una topologia v para X. Es decir, T
estd definida por:

7= {U C X : U esla unién de elementos de g}

Si cada T,., estd dada por una métrica dn (con d.(z,y) < 1 para cada
z, ¢ € X,). Definimos

d: X x X —R

por la siguiente f6rmula

d(z. ) = i dn(Zn,¥n)

n
n=1 2

donde x = (x1,Z2,Z3,-..) Y ¥ = (¥1, ¥2, Y3, -..)- Es facil comprobar que d es
una métrica para X.
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En la signiente proposicién demostraremos que, la topologin r coincide
con la topologia inducida por o en X. De esta manera podremos realizar mas
facilmente las pruebas de la continnidad de algunas funciones que definiremos
a lo largo de este capitulo.

PROPOSICION 2.2. La topologia inducida por d en X es la T que
definimos usando a 3.

Demostracién. Denotaremos por = a la topologia para X usando 3 y,

por T, a la topologia para X inducida por d. Demostraremos que 7 y 1, son
ignales,

Seca U € 71, entonces U se expresa como la unién de clementos de 3, es
decir: existe un vy C 3 tal que

U=U(A:AE'7}

Sea r = (x,,32,%3,...} € U, entonces existe nn A€ y talquexr € A C U.
Como A € 3 entonces A es de la forma

A=U, x Uz x ... x Uy X X4y X Xna2 % ...

donden € Ny U, € r; para eada i < n, Como z; € U; € 7; y 7 sc define
usando a d,, existe r; > 0, tal que B, (z;) C U,.

Para mostrar que U € 7,, es suficiente con que demostremos que existe
> 0 tal que B, () C U. Proponcmos r = min (3, 5%, ..., 5

Dada y = (1, 2. ¥3. ...) € B, (r), por la definicién de d se tiene que

o iz, ui)

d(z,y) = Z; 5 <7r
=
Para cada j = 1,2, ..., n se obtiene lo siguiente
A (x5, 5) o S dilxi ) rs
= <r< o
2 < g, 2 =32

Por lo cual,

M’E’,—'Lj) < % entonces d;{(x;,y;) < 1;, de modo que y; € By, (x;) < Uy
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Por tanto, y € A.
Hemos probado entonces que B, (x) € A € U. Entonces B, () C U. Esto
termina la prueba de que U € 7,.

Ahora tomemos U € 7,. Sea x = (x, 72, 3,...) un punto cualquiera de
U. Entonces existe r > 0 tal que B, (x) C U.
n
Como (%) — 0 cuando n — oo, existe N € N tal que ;% < §. Pro-

ponemos A, como: “
Az = Bj(xr) x B(wz) x ... x By(zn) 3 Xnar X Xnwz X ..
Entonces A; € f. Dada y = (y1,y2,¥%a.---) € A, entonces y; € By (x:)
para toda 1 < i < N. Entonces
o d:(zi, di(z1, dy(xn,
d(z.p) = > ¢ ‘y-) _ di( L ) o4 N(2l;1v yn)

dys1 (TN, YN+1) o

+ PLED

1

r r r 1
<gzt+ogs*t - tanertoeer taRes o

_r 1 1 1 11
_§(1+§+...+—27_—,—)+§m(1+§+§5+..

r
2

Entonces y € B.(z). Por tanto A, € B.(x). Como B,.(z) < U, tenemos
que Ay C U. Por tanto, U € 7.

T 1 T 1 r
<z@+zzm@=5+zgx<ztz=7

Posteriormente demostraremos que C es homecomorfo a {0,2} x {0,2} x...,
pero antes probaremos que el conjunto de Cantor es un conjunto compacto.

PROPOSICION 2.3. Para cada m € N, C,,, es un conjunto cerrado.

Demostracién. Para cada m € N, sabemos que
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c A7 [es as+1
™ gmo L33

Asi que, C,, es la unién de 2™ intervalos cerrados. La unién Anita de
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. Por tanto, C,, es un conjunto
cerrado, para cada m € N,

OBSERVACION 2.4. C, < [0,1] para cada m € N. En efecto, la
Proposicién 1.14,

C,,cCcCi0,1}.

PROPOSICION 2.5. C es un conjunto cornpacto.

Demostracién. Por el Lema 2.3, C,, es un conjunto cerrado, para cada
m € N. Por definicién

C = ){Cm:m e N}.

Esto es, C es la interseccion de conjuntos cerrados, entonces C es un
conjunto cerriddo. Adenis, [0, 1] es 1tn conjunto compnacto. Como C C Cm
y Cn C [0,1] parn cada m € N, entonces C C [0,1]. Finalmente, como
los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos, son compactos, C es un
conjunte compncto. Con esto, se concluye la prucba.

En el teorema siguicente, demostraremos que C es un conjunto perfecto,
es decir, gqnue C es un conjunto cerrado y denso en si mismo.

TEOREMA 2.6. C es perfeclo.

Demostracién. Por la Proposicién 2.5, C es un conjunto cerrado y por
la Proposicién 1.16, C es denso en sf mismo.
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Podrfamaos recurrir al teorema que dice que una interseccién anidada de
compactos no vacios s no vacia para concluir que C no vacio.

También podemos recordar que 0 es un extremo de C; y que como vimos
en el Lema 1.15, 0 € C, para tada n € N. De modo que 0 € C. Esto
demuestra la siguiente proposicién,

PROPOSICION 2.7. C es un conjunto no vacio.

LEMA 2.8. Si

e, 9 1
P —'2-3"‘—"'| < ZHCON €m.gm € {0,2} entonces e, = gy,e2 = g2, ..., €n = Gn.

Demostracién. Esta prucba se realizard por induccién matemadtica.
Para n = 1, se tiene que probar lo siguiente:

oo
Pors — 1
Si |3 P"‘S—'“g"ll <3 ontonces ey = gj.

m=1

Lo haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que

em — 1 .
P ""T‘gml <zw ademds, e; # g;.
Como e, y g1 pueden ser cero o dos, entonces (ey =2y g1 =0) o (e; =0
¥ @1 = 2). Supongamos, por cjemplo que ¢; = 2 y g = 0, calculando
a1 —a S~ Cm — Gm €1 — G S €m — gm 1
— < < =
[ = |5 e = [ - B <5
2 it 4] N O = Om
|25 <5+ 2 5"
=2
Pero
€m — gm lez — g2| | les — gal | lea — gal
< + + +
|, mmte] = el vl g
2 2 2
< o oam + oog +
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Es decir,

Por tanto

Asi, hemos obtenido § < %, lo cual es un absurdo. Por tanto,

€m '— gml < .— implica que ¢, = g,.
=1 3m
El otro caso, cuando €, = 0 y g1 = 2, es andlogo, yn que - 2 %

Supoangamos ahora que la afirmacién es cierta para n = &, es doclr.

oo

1
o entonces €, = g;,€2 = g2, ---, € = Gk.

si O — qm' <

3

m=1

Demostraremos que entonces se cnmple para n = k + 1, o sea,

Cm — Gm

3

= 1
Si ,Zl ’ < gEe1 entonees ) = ¢1,€2 = gz, ...y Chop) = Gk41-
=
Supongamos entonces que

oo

m=1

Como J-;ln— < f;, podemos aplicar In hipdtesis de induccién y obtener que

€1 = g1, C2 = g2, €k = Gi.

Como
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€41 T Gkl I _

. em — 1
- |2 mntm| <
m=1

3k+l ka2 3m 3m
Obtenemos que
'ek-n - 9~+1I 1 + €m — gm
e+l 3E+1 L Ca 37

Supongamos que exy; # gres1, tenemos dos subcasos, es decir, (ex,; = 2

Y gret = 0) 0 (Exyr = 0 ¥ grs1 = 2); en cualquier caso tenemos
lexys —grarl _ _2
3k+1 T gk+r”

Calculando, como lo hicimos en el primer caso de Ia induccién, tenemos

que
2 €ky1 — Gki 1 €m — gm 1 1 2
Tl = [T gem | <@t ,m—am—<w+m‘ﬁ'

Es decir, 5.%—,— < :7..3;1, lo cual es un absurdo. Esta contradiccién muestra
que €x41 = Gk+1-
Esto concluye la prueba del lema.

TEOREMA 2.9. C es homeomorfo a {0,2} x {0,2} x {0,2} x ...

Demaostracién. Sea
w:C — {0,2} x {0,2} x {0,2} x ...

Definida de la siguiente forma. Dada x € C, por el Teorema 1.17, existe
una sucesién {em}oia; , donde cada ¢, = 0 6 2 tal que

Definimos
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).

w(x) = (e1,€2,€3,.

Vamos a comprobar que  csta bién definida. Para esto tenemos que ver
que la representacion de cada x como una serie de ese tipo es vinien.
Supongamos entonces que hay una o € C gue tiene dos representaciones

como las siguientes:

oo
=3 20 on Cony Gin € {0.2} para toda m € N,

Supongamos que existe n € N, tal que e, # g, y ademsds, n es el primer
subindice donde son distintas., Entonces (en = 0y gn = 2) o (e, =2 y
gn = 0). Supongamos por ejemplo que e, = 0 y g, = 2, calculando se tiene
lo siguiente:

z:=§—:-+%+...+ :+;::§+.“
< ;—:+%+...+3"_,+% 3%4-
—;—:+;—§+.“+§:::+,i (1 ,’2+...)
i R = +3n+- (3)
TR . T
1+t 32 Fuo1 7 gn
< S+ 4-%+g:—::+§:j§+..
e R o R e e

De aqui que x <  lo cual es un absurdo. Por tanto, e, = gn para cada
n € N. En el otro caso, cuando e, = 0y g, = 2, In prueba es andloga.

Asf, hemos probado que la representacién de x, es iinica. Por tanto, ¢
esta bién definida.

Para probar que  cs una fincion inyectiva sean

S — gm
z=3 Ggnym =3 3%, dondeen,gm € {0,2}.
mes| v mas] v
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Supongamos que () = (x). Por la definicién de ¢ se tiene que (e, eq,
(91,92, 93,-..). Por la delinicién de igualdad en el producto, se tier
e, = g1, €2 = g2, €3 = ga, ... . Esto implica que,
Por tanto ¢ cs inyectiva,
Para mostrar que ¢ es supraycctiva, tomemos (e, e2,e;,...) € {0,2} x
{0,2} = {0,2} x ... . Consideremos Ia serie:

3, .20)
que

T

oo .
Crmy

3m

m=1

Ya que 0 < e, < 2, cotonces §
acotada por una que es convergente.

< 2. De modo que esta serie cstd
Esto muestra que la serie

= converge.
w1 3
Le llamamos x a sit limite. Por el Teorema 1.17, x € C. Entonces ¢ () =
(e1, e2, fa,...) . Por tanto In funcién ¢ es suprayectivi. Asf, ¢ es una funcién
biyectiva.

Ahora dernostraremos que ¢ es continua en C. Tenemos que mostrar que
para cada £ > 0 existe § > 0 tal que si |z — x| < 8§ entonces
d(p(x), (1)) < €.

‘Tomemos wna € > 0 arbitrarin. Sea Af € N, tal que 5hy < ey sen § = zhr.
Tomemos x y z, € C, de manera que & — | < —,%,

m=1 3

ibi Sh €m S Gm
Escribimos = = Z g Y= Z i
m=1

Por el Lewa 2.8, como

S= €m — 9m

1
=z —m|< 3Ar’ CIONCes ¢y = 1,02 = Go, ..., €1 = Gar.
m=1

Ademais, la métriea o,, para ¢l conjunto {0, 2}, es la métrica discreta,
decir:

sip#q
dn(p,q) = S
0 sip=gqg
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Es claro, que d,, < 1.
Calenlando
er — ol lez — g2 CAr — ¢ c -
(), () = I 122 + L2 [N Aél\l-{—?)"‘ 4! AH;M+,ZM+|| +
. learsr — gasal ar+2 — Garvz)
= PLYEE] + QAT + e
2 2 2
LTS + garen v oEes v
2 1 1 2 1
= Zarvs (1+§+§+-~ = garvs (B) = g3 <€

Como z y x; fucron elegidos arbitrariamente en C, entonces ¢ es uni-
formemente continua en C y, por tanto continna en C.

Entonces tenemos una funcién @ continaa ¢ inyectiva del espacio métrico
compacto C sobre ol espacio métrico {0,2} x {0,2} x {0,2} % ... . De acuerdo
con [Rudin, Teo. 4.17], ¢ es nn homeomorfismo,
to concluye la prucba del teoreman.

Por ¢l teorema [Rudin, Teo. 2.43], como C es perfecto, se tiene gque C es
no numerable,

En readidad, como € es homeomorfo n {0,2} x {0, 2} % {0, 2} x..., podemos
y viunos a repetir In pracha clisiea de Cantor para mostrar que C no es
numerable.

A partir de este momento denotamos a {0,2} x {0,2} x {0,2} x ... por
{0,2}°.

TEOREMA 2.10. C es no numerable.

n. Haretnos esta demostracion por reduccién al absurdo.
bie. Por ol Teorema 2.9, C y {0,2}%
tienen Ia mistma cardinalidad.  Entonces tiuubicén estamos suponiendo gue
{0.2}™ es numerable. De modo que estamos suponiendo que {0,21% se
puede eseribir en la forma

Demostraci
Esto es, supongamos que C es nume

{0,2}7 = {ay,a2,aa,...}
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Supongamas que
(M (N

ay = (5(1‘)-132 ez, eq )
az = (ef?, e, ef )
as = (ef¥, eV, e )
aq = (efV, eV, )

Construyamos un elemento (e, €2, e3,€4,...) € {0,2}*, dela
siguiente manera:

0 sie(” =2

2 siel =0

Entonces
. (e1,e2,e3,04,...) € {0,2}™

Notemos que, para toda n € N,

. () (m) (m) _(n)
(er,€2,e3,e4, .., 00, # (i, el e5V, el e, L)

Porque e, # ¢ para toda n € N. Asf, la lista en que numeramos a todos
los eletnentos de {0,2}%, no contiene al elemento que acabmnos de construir,
lo cual es un absurdo. Por tanto, {0,2}™ cs no munerable.

Hasta ahora, hemos probado algunas propiedades topoldgicas del con-
junto de Cantor, a saber, gue es un espacio métrico, compacto, no vacio,
perfecto y no numerable. Ahora veremos, que es un conjunto totalmente
disconexo, esto es, que las componentes conexas de C son sdlo puntos. Para
probar esta propiedad, darcmos los siguientes lemas.

LEMA 2.11. Sean x € C,r >0 y n € N tales que 55z < r , entonces
B (x)N(R - C,) # 0.
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Demostracién. Haremos osta pruchba por reduccién al absurdo. Supon-
gamos, por ol contrario, que B, (r) C C,. Mor hipdtesis, 8si z € C entonces
x € Cy pura toda n € N. Recordemos gue

. "o 1 s
los intervalos [—" —“ﬁ— 2, "'1‘—*—] P [2%, —A] , #on cerracdos y ajenos
dos o dos,  Ademuis,

(.::) s un conjunto conexo y como B, (z) C C,,
centonees existe un A € (l). 1,...,2" — 1} tal que

B () < [u.. ax + 1] .

doe agui que,

2r = didgmnetro(B. () < didmetro ([;—:, ﬁfg'——fl]) = 3—1':
Esta contradiceidn prucha que B, (£)N(R — ) 5 @y concluye la priuecba
del lema.

LEMA 2.12. Sean x,y € C con x < y entonces eriste z € R—C tal que
< <y

Demostracion. Supongamos por el contrario que (r,y) < C. Elegimos
un p € (.r y), entonees p € C. Sear > 0 tal que B(p) € (r.y). Seann € N
tal que < r. Por ¢l Lama 2.11, existe ¢ € B (p) D (R — C,). Entonces
gqe B.(p)C (r, ) CcCCC, yqeR-C,.

Este absurdo muestra qne el lema es cierto.

TEOREMA 2.13. C es un conjunto totalmente disconexo.

Demostracion. Tenemos que probar que las componentes conexas del
conjunto de Cantor sott sus puntos. Supongamos (e una componente no es
un punto y la llamamos A, es decir, vanos a snponer que A es un conjunto
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conexe, A C C, y que existen x,y € A tales que =z < y. Por el Lema 2.12,
existe z€ R—C tal quez < z < y.

Dadape A, p# z pues z ¢ C. Demado que p < z o p > z. Esto muestra
que

A = ((—o0,z) N A) U ((z,00) M A).

Notemos que r € (—o0,2)N Ay y € (2, 00)MN A, Entonces hemos escrito a
A como la unién de dos conjuntos abicrtos (en A), ajenos y no vacios. Esto
contradice la conexidad de A y termina la pruebha del teorema,
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CAPITULO 3.

En cl capitulo anterior vimos que ¢l conjunto de Cantor es un espacio
métrico, compacto, perfecto, no vacio y totalmente disconexo.

En est: eapitulo probarcmos que ostas propicdades earacterizan al con-
junto de Cantor. Es decir, si un espacio topolégico X ticne todas estas
propiedades entonces X es homeomorfo al conjunto de Cantor.

El otro resultado importante de este eapititdo serd que todo espacio métrico
¥ compacto es una imagen continna del conjunto de Cantor.

Los resiltados inmportantes para probar esteiltimo teorema son:

- El conjunto de Cantor s homeomorfo a un prodicto nuinerable de
copias de 61,

- Hay una funcién continua y suprayectiva de C al intervalo [0, 1] .

- Hay nna funcion continua y suprayvectiva de € al enbo de Hilbert,

- Toda espacio métricao y cotmpncto se puede encajar como un subceonjunto
cerrado del cubo de Hilbert.,

- El conjunto de Cantor se puede retraer a oualquiera de sus subeanjuntos
corrados y no vacios.

A lo largo de este capitulo, identificaremos al conjunto de Cantor
C con el espacio {0,2}7 . Esto es posible debido al Teorema 2.9.
Entonces cuando nos refirnmos a un elemento de C, escribiremos
una sucesién de ceros y doses.

PROPOSICION 3.1. Para toda n € N, C ¢s homeomaorfo a C",

Demostracion. Primero se demostrart paran = 2, Esto es, € s homeo-
maorfo a C x C. La prucbha para toda n € N se hard por induaccidn imatematica.
Sea

f:CxC —C

definida por la correspondencia
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S ((ar,az,aa,...) (b1, b2, b3, ...)) = (a1, by, a2, b2,a5, 8, ..)

Demostraremos que f es una funcién inyectiva. Sean

S ({(ar.az,n3,...) ,(b1,02,b3,...)) = (a1, by, a2, b2,a3,b3,...)

F ((er,ea,03,...)  (di,da,dy, ) = (er.dy,ea,dz, e, dda, L) L
Supongamos que
Sf((ar,az2,a3,...) ,(b1,02,53,...)) = f ((e1.¢2, ¢4, ...) , (d1,d2,dda, ...)) .
Esto es, equivalente a
(a1, by,a2,b2,a3,b3,...) = (1, d1,c2,d2, 3, ds,...)

entonces a; = ¢;, al ignal que b; = d, para cada i € N, esto es, por la definicién
de igualdad en el producto. Asi,

(a1,a2,a3

L) = (e, 02,€63,...) ¥ (b, b2, ba, ...) = (dy,da, da

Por tanto, f es nuna funcidén inyectiva.

Tara mostrar que f es una funcién snprayectiva tomemos un punio arbi-
trario (@1, az2.aa, ...) € C entonces ({ar.aa, as, ...}, (a2, a4, 05,...)) € C x C.

Aplicando la f :

).

J ((ar,az.aa,...) . (a2, a4, aq,...)) = (a1, a2, a3, aq,
Por lo que, f es una funcién suprayectiva.
Vamos a demostrar que f es una funcién continna. De acuerdo con

[Willard, Teo. 8.8], esto es equivalente a probar que, 7, o f es continun para
cadn n € N. Sea n € N, calculando:

aags si nes impar
7 © f ((ar,az,aa,...) (b, b B, 000)) =
ba st n oos par

Esta férmula nos muestra que m, o f es pricticanente una proyeccién.
Para hacerlo mas explicito, consideremos las funciones ¢ y 2 definidas por




w1 ((a, az,as....), (b, 62,03, ...)) = (11, a2, 03,...)
w2 ((ar,az, a5, ...) . (b1, b2, 03,...)) = (b1, b2, ba, .
Calculando
(w1 ((a1. a2, a3, ...) (&1, 2,84, ...))) = 7 ((@y, 02,025, ...)) = a,. Mientras
que .

man-t (f ((ar, a2, a3, ...} s (b1, b2, 03, ...))) = azman = an.
De ignual manera:
(w2 ({(ar aziaz, .} (31, b2, 03, ..))) = @, ({(b1,b2,04,...)) = b,. Por otra
parte,
Tan (f ((@r,0zcaa, ), (01, 62,04, ...))) = bag = b,.
De manera que 7, 0@y = fan_1 0 f ¥ mn 0 2 oy © f. Como 1,02 ¥ Ty

son continuas, podemos conchiir gue

7T © f os continua para toda n € N,

Por tanto, f es nna funcién continnn.

Como C x C s un métrico compacto (el prodncto cartesiano de conjun-
tos compactos es un conjunto compacto), y ademss tenemos una funcién f
ontinua ¢ inyectiva de un espacio meétrico campacto sobre C. De acuerdo
con [Rudin, Teo. 4.17), [ es un homeormorfismo.

Esto termina la prueba de que € es homeomorfo n C x C.

Parn hacer el paso inductive, suponemos que

C x C x ... x C es homeomorfo a C.

se—vrees

. xC) x O,

... x C es homeomorfo n (C x C x
n—teces

por hipétesis de induceidn, ¢l producto de la derecha es homeomorfo a C x C,

el cual vimos que es homeomorfo n C.
Por tanto, C x C x ... x C también es homeomorfo a C.

n+1l—veces
Esto completa Ia induceidén y la pricba de 1a Proposi n 3.1.

Como se mencionés al inicio de este eapitulo, vamos a demostrar-qure C es
homceomeorfo it un proditcto numerable de copias de él. Para esto, recordemos
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que N x N ¢s un conjunto numerable, por lo que, denotaremos con o a una
funcidén biyectivh de Nen N x N (ev : N — N x N

PROPOSICION 3.2 E! conjunto de Cantor es hameomorfo a un pro-
ducto numerable de copias de €. Esto ¢s, C es homeomorfo a CxC xC % ...

Demostracién. Sea
S CxXxCxCx. .. —C

definida por la signiente correspondencia
S((aqny, a2 ay, ) (@20 a2.2)s A2y, - (@@ @@y, a3y, )y ) =
(Qa(1)) Bag2): Qaga), .-

Demostraremos que f es nna funcién inycectiva. Sean
S (eq, aaayy aamy ). (i aeos, e, - (Aaas Aae a@m s - ) =
("u(l)v Ta(2)s Ta(I)s -

Y
F(bray, 01,21 0(1,3y5 ) (B(21ys by, B2y, 20 (B, Daoy, baay, ) -00) =
(Da(1ys ba)s bagy, .-

Supongameos que

f((fl(l,l).a(l.z)‘ aq gy, )y (“(2.!)- 2(2,2), 2(2,3). ) (fl(:u). @(3,2), A(A3) -
S (b, 1,2y, baays ) (Bzays Bz,2ys baayy oo ) (s baazy. baay, ..

-

Esto cs equivalente a que

= (bee(ys Ba, ban»

(@a(1)s Ba(2). Aagys -
Por la definicién de igualdad en el producto, obtenemaos
Aainy = ba para toda n € N.

Sea (n,m) € N x N, como « ¢s suprayectiva entonces existe r € N tal
que a () == (n,m). Por lo que,

Anm) = Aa(ry = "(i(r) = "(u.m)-
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e = bunsaas = baay. apay = baay, ...

Por tanto,

(o, aqy. aam. ) = (b, by, baay. ), (i, 222y, agay, -..)
(D2 Bezy. B2y, -20)y (@, aaae)y, ag. = (b, a2y Basys )y ees o
Por tanto, f os una funcién inyectiva,

Paran mostrar que f es una funcion suprayectiva, tomemos un punto
cunlquicra (03,62, ¢3,...) € C. Dadas n y m € N, definimos g, .y = Ca-1(nm)-
Como = '{(n,m) es un miimero natural, Co—1(nam) Ostid bien definido.

Sena = ((ag.neag a0 -), (B ey, am, -+ )y (A, aaey a@ay, -2, ) €

CxCxCx..
Aplicando f obtencinos

f(") = ("‘.u).ﬂn(:)‘ Qo) )= ((‘(.rl(..u))yf‘..*'(--(z)).l‘n—-(..(:t)). )=
(1, 02,03,.00).

Por tanto f es suprayectiva.,

Vamos a demostrar que f es imha funcion continna.  De acuerdo con
[Willard, Teo. 8.8]. esto es equivalente a probar qiie r, © f ¢s continua para

toda n € N. Sea n € N, caleulando:

7o o S{oa.y . aan . aam. ) (R, ey, a@a. -
(g ay.a )=
Tr(@a(1y, Qo

) = .

2y o).

Esta férmula nos nmestra que m,, o f es priacticamente una proyeccién.
Parn hacerlo nuis explicito consideremos In lineion g, definida por
ye--da (A Ay a@a

pm = (g1 a2y A )y (Qeany, Ay, ages

(In.1)e Qn2)s Ggm )y --.) Parn cada m € N.
Coto @ : N —— N x N, entonces a (n) = (i, 7). Caleulando

meopm((ag . an s, aam. ), (A ae, des. ), (2aa). aaz)y. ag

Arnary = Qea(u)-

e © pon. COMO 7T ¥ sh,e 8O0 continuas, podemos

T (T gan, 1) Gan2)e eem )
De mancera gque m,, 0 f
conclair que
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7, © f es contitmin para toda n. € N,

Por tanto, f es una funcién continua.

Como C x C xC x..., s un espncio métrico compacto (ya que, el producto
de conjuntos compactos es un conjunto compacto), entonces f es una funcién
continua e inyectiva de un espacio métrico compacto sobre C. Por el Teorema
4.17 de [Rudin}, f es uin homeomorfismo.

Esto concluye la prueba de la Proposicion.

Como dijimos en la introduccidn de este capitulo, mostraremos que el
intervalo {0, 1] es imagen continua de C.

A continuacién definimos la funcidn g que nos vird para dicho fin. Para
familiarizarnos con ella, la evaluaremos en algunes puntos y bosquejaremos
su grafica. La pruecba de sus propicdades esti en la Proposicion 3.3.

Consideremos la funcién

g:C — [0,1].
definida por la férmmla

9 ((ar,az,a5,..0) = 3= 2t

n=1

Recordemos que cada elemento £ € € lo estamos identificando con 1a
\inica sucesién (er. ez, €3, ...) de ceros y doses que enmple

Expresaremos algunos elementos de C, en forma de serie para ealcular su
imagen bajo g:

0-2+8,2

T3 3 3
1_0_ 2 2 2
g=3tEtm gt




2 2 0,0
g=gtmrtm
1_o0, 0 2 2
9 -3 3 T TEH
2_o0,_ 2,0 _ 0
9 3 32 a3 34

[

Dl
Il
win
+
+
!
+
|
+

,+3—4+...

Aplicando g, a los elementos anteriores se tiene,

0 0 0 0
9((0,0,0,0,...)) = mrmtait o

7((0.2,2,2,..)) =

0 2
9((0,0,2,2,..)) = 55 + o3 + 57 +
9((0,2,0,0,...))

g((2,0,0,0....))

(SIS

39
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2 0 2 2 3
(2022 - N=mrmtmrEt-=]
2 2 8] o 3
HZ2.0.0, - N=Fm+gmtogmrmEt =]
. 2 2 2 2
9U(2,2.2.2,.)) = gz 4+ m+ S +gs + =1

———
N
'

Aooa

figura 2. Ilustracién de la grifiea de la funcién g.

Una vez bosquejada la grifiea de la funcién, demostraremos en la Proposicién
siguiente que g es una fucidéu continmma y suprayectiva. Y por consiguiente,
cstaremos mostrando que el intervalo [0,1], es la imagen continua del con-
junto de Cantor.

PROPOSICION 3.3. Sca

g:C —[0,1]
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definida por la formula

g (a1, a2, a

Entonces g es continua y suprayectiva (Recordemos que estarnos identificando
a C con {0,2}7°).

Demostracién. Aplicando g a un elemento cualquicra de C, se tiene:

S _On
g ((@ay,az,a3,...)) = 3° SeiT
n=1
a9 az 4
BERE RS s
Como a,, < 2 para toda n € N, entonees % < 1 para cada n € N
Entonces
1 1 1 1 1 1 1
gllanazas, ) S5+ +to o =3 (1 +5+gmtg ) =1

El criterio de comparacidon para series nos dice que entonces la serie
£

on+1

n=1 =

es convergente y converge a un mimero entre 0 y 1. Por tanto g esti bien
definida.

Para mostrar que g es una funcién suprayectiva tomemos un mimero
cualgniera entre 0 y 1, es decir, sen y € [0, 1] . Consideremaos su presentacién
binaria, os decir:

o

y=%+4+

donde a; € {0,1}. Como
=B+ 5+ = 5 ER S+ =g ((2a4, 202, 2a3,...)) .
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¥ (241,202, 2a;, ...} € {0,2}7, obtenemos que g os una funcién suprayectiva.
Demostraremos que g es una fimncién continna. Sea £ > 0. Sea & =

Dados dos elementos (ar, az,ay, ...} ¥y (&, b2,02,...) € C tales que
d((a,,az, a3, ...), {1, 2,03, ...)) < 6. Entonces

3

S = b, . — b,
,é T "gl 2,-:|I = L!‘ ont1 n,

n—

lg ((as,az.a3,...)) — g (b1, b2, 03, ...))]

2n+l 2+l
d({ay,as,azs,...), (b1 b2,bg,...)) <6 =

S [ = & o

i

Esto cs,
lg ((a1,a2,a3,...)) — g ((b1, b2, b3, .. ))| < €.

Por tanto, g es una funcién continua en C.
Esto conchiye la prueba de la proposicién.

Ya estamos en conddiciones de poder definir una funcién continna y suprayee-
tiva del conjunto de Cantor al cubo de Hilbert. El espacio métrico y compacto
{0,1] x [0, 1] x [0, 1] x ..., se le Hama el cubo de Hilbert.

PROPOSICION 3.4. FEriste una funcion continua y suprayectiva de
Cen [0,1) x [0,1] x [0,1] x

Demostracion. Por Ia Proposicién 3.2, tencinos que € es homeomorfo
AaCxCxCx ...
Sea
f:CxCxCx..—[0,1] x [0,1] x [0, 1] x

definida por la siguiente correspondencia

= (g(x1), g(x2), g(xa),...),

S (1, z2, T3,
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donde g ex In funcién definida en la proposicion anterior. Como f es una
funcidén que se mete a un prodacto, para ver su continuidad basta comprobar
que, 1, o f os continua, para toda n € N,

Sen n € N, caleulando

)

donde m, : [0.1] x [0,1] x ... — [0, 1] es la proyeceién n-ésima. Por la
Proposicién 3.3, g es continua on C. Por tanto, m,o f es continua para toda
n € N. Por tanto f es continua.

e o Sry s, = glx,) = g o ma{ry,rz, xg, ..

Para demostrar ¢ue f cs una funcién suprayectiva sen (o, c2,€¢3,...) €
{0, 1] x 0,1} x [0,1] x ... . Dada n € N, comno g es una funcidén suprayectiva,
existe una r,, € C tal que ¢, = g(iry). Consideremos ¢l punto formado por
estas ., Es ra...) € Cx Cx C x ..., aplicando f se
tiene

decir, tormemos (g

Sy, e s, ) = (g(3), glre). glas). ) = (e, 02004, ..0) ¢

Por tanto, f es nna funcidn supraycctiva,
LEsto coucluye la pruocha de 1a proposicion.

Como se menciond al principio de este capitulo, mostraremos que todo
espacio métrico y compacto se pucde encajar cotno un subconjunto cerrado
del cubo de Hilbert.

En los teoremas que a contimaciéon se preseutan, se muestra la cons-
truccion para definir dicha funcién, La prueba de sus propiedades esta cn el
Teorcma 3.8.

La demostracidon de los siguientes dos teoremas se ve en los cursos de

topologin.

TEOREMA 3.5. Todo espacio métrico compacto X, contiene un suh-

congunto denso y numerable,

TEOREMA 3.6. Tudo cspacio métrico compacto X, tiene diametro
Jinito.
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TEOREMA 3.7. Todo espacio métrico compacto X, se le puede dar
una métrica d, tal que
di(p.g) < 1 pua toda p,q € X

Demostracién. Por el Teorema 3.6, se tiene didmnetro X < oo. Defini-
mos d; de la siguiente manera:

_ d(p, q)
di(p.q) = Tidmctro X Para toda p,q € X,

donde d(p, q) es la métrica definida en .X. Es claro, que o, os una mdétrica
para X, ademads, d;(p,g) < 1 y se pucde ver Bicilmente que d; y o inducen la
misma topologia en X. .

Esto concluye la prueba del Teorema.

TEOREMA 3.8. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces X
se puede encajar en el cubo de Hilbert. Es decir, eriste una funcion inyectiva

y continua Ft : X ~— [0, 1] x [0, 1] x< [0,1] x ...

Demostracién. Por el Teorema 3.7 pademos suponer que d(p,gq) < 1
para cualesquiera p,q € X. Por el Teorema 3.5 existe un conjinto denso y

munerable D = {ai,a2,a4....} en X. Sea

h: X —[0.1] < [0,1} x[0,1] < ...

definida por la siguiente correspondencia
h(p) = (d(p,a1). d(p, az), d(p,as), ...).
En primer lugar, mostraremos la continuidad de la funcién fi. De acuerdo
con [Willard, Teo. 8.8], necesitamos comprobar qute m,, o it ©s continua para
toda n € N. Sea n € N, calculando

Tl () = mald(p, 1), d(p.az), d(p, aa), -..) = d(p, an).

Si probamos que la distancia a un punto fijo ¥ € X cs una funcién

continita, habremos terminado. Sca
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H: X —R
definida por
H(x) = d(x, xq)

como d(x, xa) < d(x, y) + d(y, x0), entonces d(x, o) — d{y, To) < d(z,y).
Similarment.e

d(y, To) — d(x, 7o) < d(y,x).

Entonces |H(x) — H(y)| < d(=.v)

De aqui se sigue que ff es continua.

Por tanto, m, o /i es continua para toda n € N, de donde & es una funcién
continua,

Demostrarcmos que it es invectiva. Esta prueba se realizard por reduccién
al absurdo, esto es, supongiunos qite h(p) = h(q) y, ademnds que, p # q.

Como p # q, ¢l mimero ¢ d(p, q) es positivo. Ya que D es denso en
N, Bs(p) N D # 0. Asi que existe 7 € N tal que a, € B3 (p). Como estamos
snponl(-u(lo que A(p) = h(q), tenemos que

(d(p.a). d(p,az),d(p, as), ...) = (d(q,a1). d(q, a2}, d(q, a3), ...).

Entonces d(p, a,,) = d(q,a,), para toda n € N.
En partientar d(p, a,) = d{(g. a,). Entonces

c=d(p.q) < dp.a.) +d(a,q) = 2d(p,a,) < 2(5) =

Asf que ¢ < . Como este absurdo nace de snponer que t no es inyectiva,
concluimos entonces gue .t o8 inyectiva.

Aharn, analizando I imagen directa de X, se tiene que
h(X) c0.1]x[0, 1] x [0, 1] x... pero, ademsis, b (LX) es 1n conjunto compacto
{es In imagen continna de un compacto).  Sabemos que los subconjitntos
compactos de espacios métricos son cerrados entonces £ (XX') os un cerrado.

Esto conclaye In prucha del Teorema.

Resutniendo hemos consignido encontrar una funcién continun y suprayec-
tiva de C al cubo de Hilbert. Por otra parte, hetnos visto que todo espacio
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métrico y compacto se puede encajar en un subconjunto cerrado del cubo
de Hilbert. Continuando con la linea a seguir mencionada al principio de
este capitulo, nos falta la construccién de una funcién que retraiga al con-
Jjunto de Cantor en uno de sus subeonjuntos cerrados y no vacios. Pero antes
de la definicién de dicha funcién, mostraremos una manera topolégicamente
equivalente de construir & C.

LEMA 3.9, Sea

oo
D= {ZI T’i :an, € {0,3} para todan € N} .

f:C— D

estd definida por la férmula

L an = Jan
FAD ) = z 34—n— dounde a, € {0,2}
n=1" n=1
entonces f es un homeomorfismoe de C en D.

Demostracién. Cada seric de 1a forma
X ay
-4—': ron a, € {0,3} para todan € M,

n=1

estd acotada por la seric

= 3 = 1
=33 gm=1
"=l n=1

Por tanto cada serie de las que definen a D es convergente y representa
a un miimero en el intervalo [0,1].

Cada = € C, por el Teorema 2.9, tiene una representacion iinica de la
forma

o An
=5 G donde a, € {0,2},
1

n=

K

i
i
i
|
1
i
i
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entonces 3a, € {0,3}. Esto muestra que f esta bien definida.

Ahora mostraremos que f es inyectiva,. Scean ¢,y € C tales quo x ¥ 3.
Sseribimos

)

&L b,
=3 3—"- donde a,,b, € {0,2}.
n=r

Como x # y entonces existe m € N tal que a,, # by, y ™ es la primer
indice en donde son diferentes. Entonces (i, = 0y b,y = 2) 0o (2 =2 y
by, = 0).

Analizando un término cunalquiera de la serie, obtenemos quite se puede
acotar superiormente por

para canda 7 € N.

Es decir,

% < —~ paracadan € N.
Primer enso. Si aym = 0y b, = 2, se tiene
a 3 a
b1l ) 2%m+1 3m+2
fx) = 241 + Rl -l rrien amez t o
ey } 2, 3 3
= s e R T e
3 1 1
et (l gt gEte
3 4
+ am+t (3)
1
am
3
+ o
3 Bbsr |, Fbosz
Tt e s e
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Es decir, f(z) < f(y). Por tanto, f(x) # f(y). En el cnso, an, =2y b,, = 0,
1a demostracién de que f(x) # f(y) es similar.
Por tanto f cs inyectiva.

Para mostrar que f es supraycctiva. Sea y € I, csto es,

an & an
Y= Z = con a, € {0,3}. Sea r = 4

an S
como a, € {0, 3}, entonces 2a, € {0,2}, asi que z € C.
Aplicando f al elemento z, se obtiene
2an & 3%a, _ 2oa,
(S -Sue-sr-,
=1 b=t =t

Por tanto, f es una funcién suprayectiva.,

Por consiguiente, f es una
funcion biyectiva.

Demostraremos que Ia f es una funcién continua,
n

Sea £ > 0. Como (%)" — 0y (1‘) — 0 enando 11— oo, oxiste Al € N
tal que 3k < €. Hacemos § = gk Tomemos x, y € C tales que |z —yl < &

ontonces

8
s

@ = sl = |5 A - 35 A

2. Ay — by
S o]

ay = by,a2 = ba, ... an; = bar.

Ya que

—ul < W por el Lema 2.8, se obtiene que

Obscrvemos que la,, — b,| < 2 para toda n € N. Por lo cual, i——"——b—" <
para toda n € N.
Entonces




= 2a, — b, 2a — b i EXl — b
_ 2 1an ml 5 12Aar4 At Z12are2 hasz]
@) =Sl < 30 A - ST + 2 + o
3 3 3
= qar~1 R v oqErs t

3 1

= grm (U F g+ @ +)
3 4 1

= FATTT (3) =gqa =€

Hemos obtenido, entonces que

2 Ran S 3ba
e - o = | B - S a <o
n=1

et

Por tanto, f es nna fincidn continua.

Resumiendo, hemos obtenido una funcién continua e inyectiva de un es-
pacio métrico compacto C sobre el espacio métrico D, por [Rudin, Teo. 4.17]
se obtiene que f es un homeomorfismo de C en D.

Esto conclitye 1a prizeba del lema

LEMA 3.10. No eristen a,b,c € D talesque a < b<cyc—b=b—a.

Demostracion.

Esta prucha se realizara por reduccion al absurdo. Sean
a.b.c € D. Entonces

donde oy, e, fn € {0,3},

supongnmos quea < b<cyec—b=0b6—a.

Como a < ¢, existe m € N tal que d,, # fm y ademiis es la primera m en
donde son diferentes. Sabemos que, d,, # fin entonces d,, < fp, © d; > frn.
Probarcmos que el easo f,, < d,, 1o es posible.

Si fin < dyn, entonees f,, = 0y d,, = 3. Calenlancdo
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*

5 f2 2] S Sz

°=X"+F+"'+F+4:H+4$+2+'"

S, L2 Sma 3 3
=< 4j—,+?+ "+4_‘:—l+37'+_l+m+'“

1 2 3 1
=g tapte+ +4+|(1+4+42 )
_h 2 3
=gt E e+ +;1—m—+,(§)

1
=%+f—§+..+ + o=

d d, 3

—4:+4—:+...+ + 1w

dy dy Ay 3 dusr [
< El—+4—2+...+4'%_—,+ﬁ+4"_“+4m+2+...=a.

Es decir, ¢ < a lo cunl es un absurdo. Por tanto, d,. < f.,. Por tanto d,, = 0
Y Jm = 3.
Hemos probado gne si ¢ < ¢ con

. dy "
=Sy

n=

¥ si mn es el primer natural donde d,,, % fmm, entonces ,,, =0y f,, = 3.

Ahora mostraremos que d; = ¢; = fi,...,dm_y = iy = fr_1.
Supongamos ue esto no ocurre. Sca r el primer natural tal que d, # e,
entonces r < m — 1. Por lo que vimos antes d, = 0y e, = 3. Como fr =d, y
d. # e, entonces cl primer natural s para el enal e, # f, debe camplir

s < r. Ademsds por lo que vimos antes ¢, = 0y fo = 3. Yaquee, = 3
¥ €s = 0, tenemos que s < r. Pero entonces la miminalidad de r implica
que d, = e, < f,. Esto es absurdo puies s < + < m — 1 y mn era el primer

natural donde dp, # fin. Con esta contradiceidn hermos probado que oy, =
ey = fiyeeeslmo1 = €m_1 = fon-1-

Para completar la prueba del lema, obtenemos dos contradicciones ana-
lizando los casos ¢, = 0y e, == 3.
Recordemos que dy, = 0y fin = 3.

Si ¢y = 0. Calenlando




51
Loer—dy ez — dy -0 sl — Ayt
b—a = —Ff—+ "5+ 2 A T g
Em+1 — Amaa Cmaz — dmes | Cmas — dmys
g -+ Amr2 + qm+3 +
3 3 3
= TT. T‘.;—z + ,—-—-,...H
= 3
- 4m4| + + + ) ,pn+‘ ( ) 4m
Por otra parte, analizando el caso extremo on que {outeorm = -8
1 A A E
para toda 7 = 1,2, ... . Se tiene
Ji—e Jz—e2 Jmer — €man
c—b= 41 + 42 + - g+t + o
_ 3 3
T ogm T Fmer T gmaz T
3 141 3 ra
=g (ry ) = = 7 (3)

Es decir, b—a < ¢— 0, 1o enal es un absurdo. Ya que, por hipét.

Si ¢, = 3. Calculando

Si—en , fa—e2 3
emb= gt B, L B50
Smae1 — €man Sinez — Cma2
= aAmsi + A2 +
3 3
+ iz 4m+| + -

S RN S|
o gma a a2

Por otra pnrte, analizando ¢l caso extremo en que

para todan i = 1.2, ... . Se ticne

ey —dy | ea—dy

b—a = T + 1z

L) e e () -

ek gt

3—-0 4 Cmpt — dimn

s b—a = c—b.

emps—dmys 3
P i

S




_ 3 3 3
= W T w1 T g T pees T
3 1 1 3 3 4
“am g (ritm ) = am - e (5)
3 2
=g " Tm —am

Es decir, ¢ — b < b — a lo cual es un absurda. Yaque, b —a =c — b,
Por tanto, hemos demostrado que no existen a,b,¢ € D tales que
a<b<cyb-—a=c—b
Esto concliuye la prucha del lema.

En el teorema siguiente identificarcimos al conjunto de Cantor con ¢l es-
pacio D. Esto es posible debido al Lema 3.9. Entonces cnando nos refiramos
a un element.o de C, lo escribiremos como nna serie de ceros y treses divididos
entre potencias de cuatro.

TEOREMA 3.11. S§i A C D, A es un conjunto cerrado y no vacio
entonces eriste una funcidn continua k : D —— A tal que k(a) = a para
toda a € A.

Demostracién. Sea
k:D— A
definida por la siguiente correspondencia
k(x) = ar
donde | — a,] =min{|x —al:a € A}.

Es decir k(x) es ¢l punto mds cercnno n z. En la prieba del Teorema 3.8
vimos que la funcién que consiste de tomar la distancia a un punto fijo es
continua. Pensando al punto fijo como =, la funcién distancia a x es continua.
Ya que A es nn cerrado dentro de un compacto, entonces esta funcién alcanza
un minimo en A. Esto nos dice que efectivamente existe una tal e-. Ahora
que podriamos tener ¢l problema de que a, no fiterainicn. Vamos a ver que
esto no ocurre. De hecho esta unicidad es 1a razdn de que trabajemos con
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D en higar de C. Snpongamos entonces que existen a; y b. en A tales que
[ — ar] - by min{le—al:a€ A}.
Podemos saponer gque a, < b,

Sir = a; < by, entonces
. razén similar no puede ocurrier que © > b, Entonces a, < x < b, y
| — ar] == & — b,]. Esto también es absurdo por el Lema 3.10. Con esta
contradiceién probamos que a, s tnica y entonces & esta bien definida.

Sia € A entonces x os ol punto de A miis coreano acr, Por tanto &(or) = =,
Demostraremos gue & es nna funcion continua.

Sean or € Dy £ > 0. Apalizaremos primero ol caso en que x & A,
Supongamos por cjemplo que r < a,. El caso a, < x es similar.

Sen p = a, — x. Hacemos z = r — p. Entonces z < o0 < ar y la: — x| =
| — 2z} . Por ¢l Lema 3.10, no es posible que z,x y a, € .Y como r,a, € D,
obtenemos que = € . Ya que £ es cerrado en R existe r > 0 tal que
(z—rz+r)ND=0yr<p

Vamos a mostrar que &(y) = a; para toda y € (;r - 5.z + )nD (Notese
—-p<rTr-F<y<

—a,} < |& = be} lo cunl es absurdo. Por

que, como y € (.r — LT+ 5) ¥y < poentonces z o=

s+ F<r4p=a) Seaye (r—For+5)ND.
Para hacer esto, inicamente tenemos que ver que |y — azl < ly — a| para

toda o € 1.

Tomemos prnes una a € A. Por Ia definicién de p y a; tenemos que p =

—a < |lr—al.Entoncesa <o —pors+p<a Esdwira<zoa, <a.

Caso 1. a < =,

Como (z—rz2+r)ND=0yac D,cntonees a < z—roz+r<a La

segnnda designaldacd no es posible pues a € 2. De manern gque a < = — 7.

Entonces

aLz—r<z<zr—§F<y
Asi que ]g/—n| =y—a>r—§F—(z—r)=(r—2z)+5=p+§f=a,—T+3%
=ar~(r—35)>ar—y lae — | (aviltima ig un.ldnd se cumple porque

y<a+3 <.r+p=u,).
Por tanto |y — az| < |l — a}.
Cnaso 2. ar < a.
Enestecaso(ly—az|=a.—y<a—y=|ly—al.
Esto concluye la prucba de que [y — ax| < |y — a| para todn a € A.
Cntonces K(y) = a; para toda y € (,r —5.r+ :—;) nD.
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Haciendo § = §, tenemos que para toda e Bg(x) O D, (k(y) — k()| =
las —a:| =0 <e.

Por tanto & es continua on x, para toda x € D — A,

Ahora annlicemos el caso en que x € A. En cste caso hacemos § = §.
Si y € Bs(x) M D centonces por definicién y como ¢ € A, se tiene que
-kl =ly—a) = ly—x| <b6=14%.

De manera que |k(z) — k(N =z — k() < lz -yl + 1y — &@¥)| < &.

Esto termina la prucbha de que & ¢s continua on los puntos de A.

Por tanto k& es continua.

Ya estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 3.12. Sca X un espacio méirico, compacto y no vacio
entonces existe una funcidn continua y suprayectiva. ¢ : C — X

Demostracién. Sea X un espacio métrico y compacto. Por el Teorema
3.8, existe una funcién continua ¢ inycctiva

h:X —(0,1] % [0,1] x [0,1] x ...
Por otra parte, por la Proposicién 3.4, existe una funcidn continua y

suprayectiva

F:C —0,1] x{0,1] x[0,1] x ...

Sea B = f~'(h({X)). Claramente B os un subeonjunto cerrade y no vacfo
de C.

Dec acuerdo con el Teorema 3.11 existe una funcidn continnn k: € — B
tal que k(b) = b para toda b € B.

Observemos que b s un homeomorfismo de X en h (X)) .
Definimos

d=h"lofok:C— X.

¢ es una funcién continua ya que es la composicién de funciones continuas.
Dada p € C, k(p) € B = f~'(h(X)). Asi que f(k(p)) € h(X). Por lo que
ticne sentido aplicar A= (f(k(p))). Esto nos dice que ¢ estd bien definida.
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Para mostrar que ¢ es suprayectiva tomamos un elemento arhitrario r €
X. Sea q = h(x) € h(X).
Como [ es supraycctiva existe ¢ € C tal que f(e) = g = h(x). Entonces
ce f~1(h(X)) = 5.
Asi gque k(c)
Entonces

G () =hT (RN =h' (f()) = (g) =,

Por tanto, ¢ es nna funcién suprayoectiva,
Ssto concliuye la pruecha del teorema.

Como vimos on el capititio 2, el conjunto de Cantor os un espacio métrica,
compacto, perfecto, no vacio ¥ totalinente disconexo. Ahora veremos que si
otro espacio X tiene las propicdades anteriores tiene qune sor forzosamente
homeomorfo o €. Por lo que, estas propicdades caracteri
Cantor.

Para lograr la defini

an al conjiunto de

ion de un homeomortismo de )X en C, es necesarin
Ia constraceidon que se mmestra en los lemas siguientes,

LEMA 3.13. Sea X un espacio métrico, compacto, no vacio, totalmente
disconero y sin puntos aislados enfonces para cada € > 0, eriste N € N y
eristen conjuntos abiertos y cerrados Ay, Ag, ., Axy en X tales que X =
AUV AU U AN, A #£ W, para cada i = 1,2,...,,N, Ay, Az, ..., Ay son
ajenos entre svy didmetro A, < € para cada i = 1,2, ..., N.

Demostracidén. Para probar este lema necesitamos hacer uso del teo-

rema qite dice que para los espacios métricos compactos la propiedad de ser
totalmente disconexo es-equivalente a la propicdad de tener una base de
abiertos ¥ corrados.

La pru

a de este resultado se puede encontrar en [Chandler, Lema G.31] .
Eutonces podemos suponer que X tiene una base 3 de conjuntos abiertos
y cerrivlos,

Sea e > 0.

Primero vamos a ver gue la familia

U ={B € B :didmetro(B) < e}
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es una cnbierta (abierta, por supuesto) de X
En efecto, sea £ € X. Ya que 35 () es un abjerto en X y 3 es una base
para X, existe B €  tal que x € B < I3 (x} . Entonces

didmetro 3 < diametro 13 (r) < e.
Asi que B € .
Por tanto 4¢ es una cubicrta abiertn de X

Ya que X cos nn conjunto compacto entonces existen N €e Ny 3,,.., 85 €
U tales que

() B, # @ para ecada i = 1,2,3,...,N .

(G#H) X =B UB:U.. 0By

(#i7) Ningin B; sobra. Es decir ningnon 73, st contenido en la unién de
los demais (si hubiera de cstos simplemente los vamos quitando hasta que ya
no haya).

Como cada B; € U, tenemos que didmetro(3,) < .

Definamos los siguientes conjuntos:

N1
Ay =B, Ay = D2 — B, Az = Bs— (1 UB2)...., Ay = By ~ | B,.

a=1

Por Ia condicion (iii) cada A4, 5 @.

-1
Ya que A, = B, — (U B_,) = 2N (
: =1

tenemos que A, s una interseccion finita de abiertos y también de corrados
(cada B; cs abierto y cerrado).
De manera que A, es abierto y cerrado.

Para ver que si k < i, entonces Ag N A; = @, observemos que

-1 : i-1 (3]
Ay € Be < | J B,, de modo que AxNA, C ( B,)ﬁ(f}. - (U B,))
=1 2=1 j

J=t

Por tanto A;. Az, ..., Ax sSon ajenos entre si.

Ahora veremos que X = Ay U A, U U An.

Sen r € X, Como X = 3, U B2:U ... U 3, existe nna 7 minima tal que
r € 3. Entonces .




De manera que & € A,. Por tanto X Ay U AU U AN,
Finalmente, como A; C 8B; y didgmetro(f3;) < e, tenemos que
didmetro(A,;) < € para toda i € {1,2,..., N

Esto concluye la prueba del lema.

Hemos visto en o lema anterior que, si XX s un espacio métrico, compacto,
lados entoncees se puede encontrar

totalinente disconexo y no tiene puntos ais
una particién finita de conjuntos abicertos y cerrados en X, ajenos dos a dos y
Gn al ser un conjunto abierto

no vacios. Mero eada subeonjunto de esta parti
cerrado hereda todas las propiedades del espacio XX, como se mmestra en el

siguicrde lema,
LEMA 3.14. Sca X un espacio mdétrico, compacto, totalmente disconero

y sin puntos aislados. Sea A C X, un subconjunto abicrto, cerrado y no
vacio, entonces A es un espacio métrico. compacto. totalmente disconero y

sin puntos aislados.

Demostracién. Cualquier subconjuntoe no vacio dde un espacio métrico
Ademiis, es claro que los subconjuntos de espacios

s espacio métrico.
Umente disconexos son totalmente disconexos, por lo enal, A es totalimente

to
disconexo,
Comno A es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto entonees A4

o8 un compacto,
Para ver que /1 no tiene puntos aislados, sea € > (. Como A es abicrto,

existe r > 0 tal que B () S Ay r <e.
Ya que X no ticne puntos fislados, existe y € X talque y 2wy y € 3,.(:c)

Entonces y € AN B.(r) y v # x. Por tanto A no tiene puntos aislados,
Esto concluye ln prueba del lema.

onexo y sin pnntos

Si \" es un espacio mdétrico, compacto, totalmente di
aislacdos, por ¢l Lema 3.13, dado an £ > 0, podemos encontrar ima part,
finita de subconjuntos abiertos y cerrados, no vacios y con otras propicdades
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mis. Por el Lema 3.14, obtencmos que cada subconjunto abierto y ce-
rrado, no vacio de dicha particién

Ahora, probaremos que esta part,

rrada 1as propiedades del espacio original.
n se puede refinar tanto como gqueramos.

LEMA 3.15. Sea X un espacio mdétrico, no vacio, compacto, totalmente
disconexo y sin puntos aislados entonces para cada € > 0, eriste N € N tal
que si n = N entonces existen Ay, A,, ..
tales que

(1) X = A UA U UA,.

(ii) Ai#0pirai=1,2,...,n.

(iii) Ay, Az, ..., A, son ajenos entre si.
(i17) didmetro A, < € para cada i=1,2,..,n.

A, abiertos y cerrados en X

Demostracién. Sea £ > 0. Por el Lema 3.13, existe N € N tal que
Ay, Az, ..., Ay son abicrtos y cerrados en X y ademis

(i) X = AJUA U ..U Ap.

(ii) A, £ O parai = 1,2,

(1ii) Ay, Ay, ..., Ay son ajenos vmr(‘ si.

(iv) didrmetro A, < € parneadn i = 1,2,

LN
Consideremos al abierto y cerrndo Apy . Conm Apn # B, existea € Ay, por
el Lema 3.14, Ay es un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo y
sin puntos aislados. Al ser Ay un conjunto abierto entonces existe r» > 0 tal
que B, (a) C Ax. Ademss, Ay no tiene puntos aislados, por lo que, existe
¥y # a,y € Anx tal que y € B, {a). Por consiguiente, Ay tiene al menos dos
elementos. Ahora, Ay eos totalimente disconexo. Eun particular, Ay no os
conexo, por lo cual, existe una disconexion parn An. Sean I y K abiertos
talesque HUR = Ay, HNK =0, H £0y K # 0.
Definamos

By =ABy= A, ..By_y=An_ 1By =H y By = K.
Como X — H = X U K — Ay. Pero ol conjinito de In derecha es abierto

(ya que es la diferencia de un abierto con un conjunto cerrado). Por tanto

H es cerrado. De ignal manera, X — W = XU H — Ay, se deduce que K es

un conjunto cerrado. As{, I{ y K son conjutitos abicrtos y cerrados
Demostraremos que X = 3, U 3> U ... U By U By,. Caleulando

X =DB,UBU..UBN_ UBNUDBN 1 = A/UAULUANLLUHUK =
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AU AU U An U AN

Ahora B; N Axn = B parn i << N. Caleulando
BNn(HUK) = (B,NH)U(B:NAK) VWentonces BiNH = B,NK =0
para i < N,
Por tanto, 3, 3., ... B3y Bnx y By son ajenos entre sf,

Ademds, 13, # 0 para i 2., N, N+ 1.

Caleulimdo

didqmetro I3, = didmetro A, < € parn i = 1,2,.., N — 1. Como H C An
entonces didimetro(f) < dmnwlra An < g, Slnnhlrm(-nlc‘ rh(un('trn (K) <e.
Por tanto didmetro (B,) < e parani = 1,2,.., N, N + 1.

Hasta ahora hemos probado (ue X se puede partir en N + 1 partes.

Procedienda en forma similar se muestrn que X se puede partiren N +2
partes, en NV 4 3 partes, ote,

De manern que X pucde partir en n partes para toda 1 > N,

Esto concluye la prucha del letna,

Resumiendo para enalquicr espacio métrico, no vacio, compacto, total-
fonexo y sin pumos dos y dada una £ > 00, podemos partir
nu(-ﬂ ro espacio en tantos subconjuntos abiertos y cerrados ajenos dos o dos
como o necesitemos. Ademas, ostos snbeonjuntos heredan las propicdades
del espacio ariginal y s didmetro es menor que la s dada.

DEFINICION 3.16. Una (n,€) — particiéon de un espacio X es nna
familin P = {Ag, Aa. ..., A, 1} que satisfice lo signiente:

(i) Cada A, es un abierto, cerrado y no vacio paracadai e {0, 1,..,n ~ 1} .

(if) didimetro A, < e parn cicda i € {0,1,....n — 1}

(17} X = AU A U...UA,,

(i) AAp. Ay, A, s0n ajenos entre sil

Como homos estado anunciandoe vamos a mostrar que si X es un espacio
mdétrico, compacto, no vacio, totalmente disconexo y sin puntos aislados,
cntonces X es hommeomorfo a C. La demostraciéon de este hecho se basa en
hacer particiones adecuadas de X,

Empoezarcmos partiendo X por un mimero de la forma 2™ de conjuntos
abicrtos, cerrados, no vacios y de diiunetro menor (ue 1. Como segiundo
paso, partiremos cada uno de los miembros de Ia primera particién por un
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mimero de la forma 2™ (todos los conjuntos partidos por ¢l mismeo mimero
de pedazos) de conjuntos abiertos, cerriwlos, no vacios y de didmetro menor
que % Y seguirermos partiendo y partiendo.

Como s¢ ve necesitamos introducir nna notacién apropiada.

Para cada sucesion finita 7y, 7n0,...,7,,m € N hacemos J(n,, na,
{0,1}™ x {0,1}"? x ... x {0,1}"™ . Observemos que enda {0, 1}™ ticne 2™
elementos, de donde J(ny,nz, ..., m,,) ticne 27 . 282 . 2Mm — DEdnz b am
elementos.

LEMA 3.17. Sea X un espacio métrico compacto (no vactio), totalmente
disconero y sin puntos aislados, cntonces eriste una sucesion de nimeros
naturales {nm,},.cn ¥ una sucesicn de particiones {Pm},en de X tales que

{a) Cada P,, es de la forma Py = {Aa: o € J(ny, ..., nm)}

(b) Los elementos de P, son abiertos, cerrados, no vacios y de didmetro
menor que X.

() Para cada & € J(n1.mz, ooy 1n_1). el conjunto {Aqm € P2 8 € {0,1}7})
es una particion de A,,, el cual es un clemento de P, _,.

Demostracién. Haremos una construceién inductiva.

(1) Paran =1.

Apliquemos ¢l Lema 3.16 a £ = 1. Entonces existe N, € N tal que para
cada n > N; hay una (n, 1) — particion de X. Sea ny € N tal que 2™ > N,.
Entonces existe una (2", 1) — particion de X, Ia cual denotaremos por Py =
{Aa: a € J(n)} (como Py y J(n) tienen 27 clementos, podemos numerar
a P con los fndices en J(r,)).

(2) Supongamos que Py, Pz, ..., P, ya han sido construidos.

Dada o« = (a1.a92,....0m) € J(n,n2,....,n,,). Por ¢l Lema 3.14, A, es
un espacio métrico, compacto, no vacio, totalmente disconexo y sin puntos
aislados. Apliguemos el Lema 3.15a e = m'“ ¥ al espacio A,,, entonces existe
N, € N tal que, parn cada n > N,,. A, tiene aaa (1, ﬁ) — particion.

Ya que J(n,,72,...,np) es finito, podemos tomar mmey € N tal que
2nmet > N, paratodaa € J(m, ..., ). Entonces, paraciudna € (g, ., 110).
existe unn (27, i5) — particion Qg de A,

Como Q, ticne 2" +*! clementaos, al igual que {0, 1}"™*' , podemos denotar
o sus elementos en la forma A ) donde 3 € {0,1}"™*'! . Notemos quce a (o, 3)
lo podemos interpretar como a un clemento de J(72y, .o, et )-

Finalmente definimos Py = U{Qn 1 v € J{(m11, ..., 11m)} .
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Claramente los clementos de P, son abiertos y cerracdos de X, son no
Para eada o« € J{ny,...,m,,) cl

vacios y tienan didmetro menor quie m'“ .
conjimnto { Ay € Puga A € {0, I}""‘“} es Q, y entonces os una particién
de A, € P,

Sdélo nos resta probar gue P,,; es una particién de X

Dada # € X, como P, s particién de X, existe @ € J(ny,....70m) tal
que x € A,. Y como Q, os particion de A,, existe g € {0,137 tal que
@& € Appgy € Piner. Esto prucbha que X = | {A(..,,;) Ay € Pm¢.}

Ahora tenenos (o, /3) % (v, 8) cona,y € J(my, ..o tm) y 8,6 € {0, 1}
Sia # v, como Ay C Aa, Ans © Ay, ¥y A, M A, = U, tenemos que
Aap) N A s = 0. Y st v = 5, entonces 3 # 6. Ya que Q, es una particién

de Aa, tenemos que Ag.g) M Agge) = 0.
Esto termina la prueba de que los clementos de 2,4 son ajenos entre si.

Por tanto P,,4; ¢s una particién de X
Esto concluye la construceion y In pruebha del lema.

LEMA 3.18. Para cada sucesicon ny,ne, ... en N, el espacio métrico
{0, 1} x {0,1}™ x {0, 1}"" x ... es homeomorfo al espacio mdétrico {0,1} x
{0,1} x {0, 1} x ...

Demostracidon. Sea Z = {0, 1}"" x {0,1}7? x {0, 1}"™ x ...

g:Z ~— {0,1} x {0,1} x {0,1} x ...

definida ]))or Ia ‘.lglu(‘l;'e (‘orr(’qpondfncm
gl(a”, .., a) (2P, .. a@), (i, . a)), .
1 2 2
(a$V, ... as"l’,ug L al, af", .., a®,...)

donde uf") € {0,1} para toda i,n € N.

)=

Demostraremos (gue g es ana ﬁmrmn inyvectiva, Sean
1](("(”‘ ceallh), (P al2)), (M, ....u“’). ) =

2) &)
(af! ...4."5,'),(12 v a@, a4V, L al®, L)

¥ 2 ; ;
PO B (2 D) (D, o D)) =
IR S U S S Y G I AL 2 IS

Supongamos ne
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(1)
1

a2, (@, ... @)
LHE), (B, B,

9((al”, ... all)), (af?,

(B, B), (57
Esto es equivalente a que

(a{V,..., af_‘l),a(lz), s ald, af®, ..., af, ...y = (R B0, B2, .., bs.’,’,b(,a), P 2

Entonces a{™ = b{™, cal™ = o™ para toda iy m € N. Esto es, por la
definicién de igualdad en el pradincto. Asi,

<u‘."....‘n$.'f’;) = ({", Y (@f, o al@®) = (P, . 682, (af, . al@), ...

"y 2

Por tanto g es una funcién inyectiva.

Para mostrar que g es una funcién suprayectiva tomemos un punto arbi-
trario (ai.,az,aa,...) € {0,1} x {0,1} < {0, 1} < ...

Entonces

((ar, o @ny ), (Bry sty s @y ana by (@ng nga 1y ooy @ngdngang )y 00) €

{0,1}™ x {0,1}"2 x {0,1}™ x ...
Aplicando g:

g((at, s 0y )1 (@430 ot By tra b (Bmg dna s cons Qo naama )y o0) = (@1, a2, a3,

Por lo que, g es una funcién suprayectiva,

Vamos a probar que g es continua. Bastardi con que probemos quie n, 09 ¢
Z — {0,1} es continua, donde 7, : {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... — {0,1}
es la proyeccion natural. Tomemos pues n € N. Yaque ny < ny + 1 < ny +
Tigbng < .., existem € Ntalqueny+no+ .. 47ty <1 << 1o+ ok My,

Sen a = ((al", ...,a®), (a5, . al?), (. cnaf)), ). Observemos que

0 2) () = almEn
maog(a) = m.((ai"’, all, aiP, SN =a

3
al)

De mancra que para obtener la funcién m, o g podemos primero tomar la
proyeccién (m+-1}—ésima del punto a y obtener al punto (™Y, n!."":“‘))) €
{0,1}™*' y después tomarle la proyeccion n — (ny + n2 + ... + 11m) 8 este
punto.

Por tanto m, o g es la compaosicién de dos proyecciones y, cn consecuencia
esta funcién es continua,

Por tanto g es una funcién continua.



G3

Hemos obtenido una funcién continna ¢ inyectiva del espacio mdétrico com-
pacto {0, 1} x {01} x {0, 1}™ x ... en el espacio métrico {0,1} x {0,1} x
{01} x . Por [Rudin, Teo. 4.17]), g es un homeomorfisino.

Esto concluye ta priteba del lema.

LEMA 3.19. El cspacio métrico {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... es homeco-

morfo al espacro meétrico {0,237
Demostracién. Sca
{01} x {0,1} x {0,1} x ... — {0,2}
definida por la siguniente correspondencia

h{ay,az,aq,...) = (2a,, 2a, 2a3, ...)

doncdle o, € {0, 1} .
Es mny fAcil ver que & es una biyeecidn continua del espacio métrico

y compacto {01} x {0, 1} x {0,1} x ... al espacio métrico {0,2}*. Por
[Rudin, Teo. 4.17], 2 es un homeomorfisino.
Esto concluye la prueba del lema.

LEMA 3.20. FE! espacio métrico {0,1}™ x {0,1}" x {0,1}™ x ... es
homeomorfo a C.

Demostracién. Por ol Lema 3.18, el espacio {0, 1} x {0, 1}"?x{0,1}™ x
... es hotmcomorfo al espacio {0,1} x {0,1} = {0,1} < ... .

Por el Lema 3.19, ¢l espacio {0, 1} x {0, 1} x {0,1} x ...
a {0,2}.

Por ¢l Teorema 2.9, ¢l espacio {0,2}™ cs homcomorfo a C.

Como sabemos que ¢l homeomorfisimo es una relacion de equivalencia en
In clase de tados los espacios topoldgicos, en particular es transitiva,

For tanto ¢l espacio métrico {0, 1} x {0, 1} x {0,1}"" x ... es homeo-
morfo 0 C,

Esto concluye Ia pruebha del tema.

es homeomorfo
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Estamos listos para demostrar el iiltimo resultado de este trabajo.

TEOREMA 3.21. Sca X un espacio métrico, no vacio, compacto, total-
mente disconero y sin puntos aisladoes, entonces es homeomorfo al conjunto
de Cantor.

Demostraciéon. Por ¢l Lema 3.17, existe una sucesion de numeros na-
turales {n.m,},,on ¥ na sucesién de particiones { P },,en de X tales que

(a) Cada Py, es de la forma Py, = {A, a € J(ny, ..., 1)}

(b) Los clementos de P, son abiertos, cerrados, no vacios y de difmetro
menor que &.

(c) Paracadaa € J(ny, ..., im_) ), ¢l conjunto {A(,._‘;) € P8 e {0, 1)"-}
es una particion de A,, el n_ml cs un elemento de Py, .

Tomemos un punto ¢ € X. Dada m € N, como 7, ¢s una particién de
X, existe un itnico elemento o (og,cstxym) € J(my. o 1ty,) tal que o € A,
Si tomamos 4 = (5, Bor1) € J(na, ooy Dy 1) L) que x € Ag, por (c),

es de la forma = (CXy eees Deny I . Por tanto « y 3 coinciden cn los
1 41 3
pritneros m terminaos,
Sea

X — {0, 1} =% {0,1}™ x {0, 1}™ x ...
definida por la signiente correspondencin
f(x) = (o), 02,01, ...)
donde pn‘ru. cadam € N,z € Aga,,....am)-
Por Ia observacién que hicimos hace dos piarrafos, o; no depende de cual

m € N sec tome, a; no depende de cual m > 2 se tome, a3 no depende de
cual m = 3 se tome, cte. Por tanto f os una funcién bien definida.

Demostraremos que f es una funcién inyectiva. Sean

Dy Sa) = (5. /32,85, -

f(p) = (cr oz, 03,

Supongamos que f(p) = f(q). Esto ¢s equivalente a que
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= (F1.62, ...}

(oey, cxa, ovy, .

Entonces o, = A, para toda € N, Por consiguiente, p,q € A, con
Y € J(ny, .0y ny,) parn toda m € N. Es decir d{p, q) < didgmetro(A,,,) < ﬁ
para toda . € N, Por tanto, d(p, q) = (0. Esto es equuivalente a p = qg. Asi, [

os inyeetiva.,

Para mostrar que f esaina luncién suprayectiva tometos un punto arbi-
trario (vi, Y2, Y3, .. € {0, 1} x {0, 1} > {0, 1} x ... . Por la parte () del
Lema 3,17, se obtiene

A('n. crma) © /\l‘n.....'vm) para todn € N.

Es decir, tenemos una sucesion decreciente de conjuntos compactos, no
vacios. Por [Ruddin, Tc0.2.36}, se obticne que

Si tomaunos un punto  on esta interseccion, entonces
Sy = (m, 72,73, .0)

Por lo que f es suprayectivi,

Demost mos que f oes una funcidon continua, Sean p € X, £ > 0y
Al € N tales que 3k < £, Supongninos Que p € Ay .m)- Pda g €
Afnreenany- Entonces f(p) y f(g) coinciden en las primeras Af coordenadas,
Asi que f() y f(q) son de da forma f(p) = (evi, ., 0ar, ar41, ) ¥y f(q) =
(evysoeovevar, Bares, .-.). Entonces

.

Yo = Oy & ~ Bm
AL, S@)) = Z. low Z Bk — xF .—T——J
m= m=AlY
1 1

4

IA

5R7r+T + 3ArezE 2AI+I

1 1 1
= Gar+n (l+§ 2z+ ) 2;\141 (2)_W<E'
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Por tanto d(f(p). f(q)) < € para taoda q cn el abierto Aa,,...aun)-

Por tanto f es continua. Hemos obtenido nna fincién continua e inyectiva
del espacio tnétrico compacte X en el espacio métrico {0,1}™ x {0,1}"* x
{0,1}™ x ... . Por [Rudin, Teo. 4.17], f es un homecomorfismo.

Por ¢l Lema 3.20, se obtiene que X es homeomorfo a C.

Esto concluye la prueba del teorema.
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