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Introducción 

El primer pa110 en el estudio de las f"ormas cuadráticas Cué 
probablemente el teorema de Fermat. 

Un. primo p ea repreaentable d4!! manera. única por la rorma f{.%.,y) = z2 + y2 si y 
aólo si p • 1 Crnod 4) ó p = 2. 

De manera máa seneral Fermat eatudió la ecuación .x2 + y2 =ni, donde m no 
neceeariamente em un número primo. 

En loe a.ft.oe que eigu.ieron hasta 1800. Euler. Lagrange. Legendre y otroe 
obtuvieron re9ultadoa análogoe para una variedad de formas cuadráticas. Fué 
Gauaa sin duda en su obra maestra •Disquisitiones Arithmeticae•. el primero en 
dar una eKpOllición coherente de la teoria de las formas cuadráticas binarias. 
Durante el siglo XIX, mientras se desarrollaba la teoría de ideales y números 
algebraicos, ae vió que la teoría de f"ormaa cuadráticas binarias era sólo un caso 
eapecial de e•aa teorías máa abatractaa. 

La.e formaa cuadráticaa binaria& tienen un atractivo (entre otros): ésta.a 

Corman parte del caso cuadrático en la teoría de números algebraicos y loe 
teoremas pueden probarse independientemente usando métodos elementales. 

El objetivo de este trabajo es establecer una correspondencia entre dos 
grupo&. Uno de ellos se construye introduciendo una relación de equivalencia en 
la clase de las Corro.as cuadro.tices binarias de discriminante .6. negativo fijo. El 

otro grupo es el grupo de clases de ideales de una extensión cuadrática 
imaginaria de discri.nlinante .6.. 

El primer capitulo está dedicado por supuesto. al estudio de las Cormas 
cuadráticas binarias de discriminante negativo .6.. Establecernos una relación 

de equivalencia en dicho conjunto y damos un algoritmo de composición de 



formaa cuadráticae binari- de di•criminante 4. De manera que el cortjunto de 
clase• de forma• tiene estructura de grupo. El capítulo 11 lo dedicamos al 
emtudio del srupo de claae9 de ideales de un campo cuadrático imaginario. En el 
capítulo lll e.tablecemom la cornmpondencia que exiate entre el gnipo de claaes 
de forma. cuadral.tic•• binaria• de discriminante 4 y el grupo de claae11 de 
ideale11 de de un campo cuadrático ima¡rinario de diacrim.inante 4. 
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CAPITULOI 

FORMAS CUADRATICAS BINARIAS 

CONCEPI'OS llASICOS 

Sea .Kl.1t'i. •••• xn.l el anillo de polinomios en las indeterminadas :CL····Xn con 

coeficientes en ~ donde K ea un anillo con elemento unitario. Se define una 
6trnaa como un polinomio ff..xL···•xn)e 1Cl%i. •••• xn1 donde todos loa términos son del 
mismo grado. Las Cormas se clasifican de acuerdo al número de variables como 
binarias. ternariaa •...• etc., y de acuerdo a su grado en las variables como 
lineales. cuadráticas, cúbicaa, ... ,etc. Denotemos como P~L···•.xnl al cortjunto 
de formas de grado r. El conjunto que nos interesa es F2.Klxi.. ...• xn1 y como 

dijimos antes, este conjunto lo llamaremos. el conjunto de las forma• 
cuaclráttc .. con coeficientes en K. de manera que si j{x¡., ••. ,xn)e.F2K[xi. ... ,xnl. 

entonces 

ftxi. ... ,xn> = l:, avx¡% j • 
i,j•l 

con ave K. De ahora en adelante sólo consideramos K=Z. 

Una forma fVcl>····xn) se dice que es definida poeitiva o simplemente 
po9itiva si /f.di.···•dn) >O, para (di.., ... ,dn)eZn - (0). De modo semejante se dice 
que una forma es definida neaatlva o simplemente ncarat.iva si {<.di, ...• dn) < º· 
con (di.. .•. ,dn)e zn - (O}. Es claro, por ejemplo, que ff.x,y,z) = 3x2 + 2y2 + 4z2 es 

positiva y que g(:r,y,z) = - 4x4 - 2y4 - x2y2 - y2z2 - z4 es negativa, mientras que 
h(x,y) = x2-y2 no es ni positiva ni negativa. A una formo. que no es ni positiva 
ni negativa se le llama forma in.definida. Notemos que si f{x¡. ... ,xn> es positiva, 
entonces -f<xi..···•Xn) es negativa y viceversa. De aquí que no es necesario 

estudiar por separado las formas positivas y las negativas, ya que las 
propiedades de las de un tipo se deducen de lo.s propiedades de las otras. De 
hecho todo este trabajo es dedicado al estudio de las formas cuadráticas 
positivas. 

Consideremos la forma ftxi, ... ,Xn)eF2Z[xu ... ,xnl. Diremos que dicha forma 
representa a meZ si existe Cbi, ... ,bn)ezn. tal que f<bi.. .•. ,bn> = m.. Por ejemplo, la 

forma /{:r,y) = x2 + y 2 representa a 5, pero no a 6; ya que las parejas (±1,±2) y 



(±2.±1) en Z2 son tales que /{±1.±2) = ft±2,±1) = 5 y se puede demostrar 
fácilmente que la ecuación .x2 + y2 = 6 no es soluble en Z. Es obvio que toda 
forma cuadrática representa a cero. Si una forma fUc:¡, ...• xnle.F"ZZ[.xi, ...• xn] es tal 
que /f.bi.. •••• bn> =O para algún (bi.. •.. ,,bn)ezn.- (O). entonces a dicha forma se le 

llama la f'onaa cero. De esto se deduce que las formas definidas (positivas y 

negativas), no son formas cero. En lo que sigue sólo trataremos con formas 
cuadritlc .. blnarl ... 

Sea /f.x,y) = a.x2+bxy+cy2e ~Z[.r,y). Aaociamos a f el número 

(1.1) 

y lo llamaremos el di.criminan.te de la forma. Notemos que A(" • O 6 1 (mod 4) 
ya que 6t • b2 (mod 4). 

Una f"orma Jtr,y)e.F2Z[%,y] se dice que es primitiva si med(a,b,c) = 1, y 

derivada si mcd(a,b,c) = d > 1. Como dijim.oe antes, f{.x,y)e.F2Z[.x,y) representa 
a m.eZ si existe (.r<hYoleZ2 tal que r<:i:o.Yo>=~+bXoYo+cy5 =ni. Dicha 
representación es primit.iva si naed (XQ, Yo>= 1. 
Sinacd-C.xo,,y0 )=d>1,entonces d 2 lrn, y de :ro=clx~ y .Yo=dy~ se sigue 

rn= f<%o ·Yo >=cz.x6 + bx.oy0 + cy5 = ad2.x'2 +bd2x' y' +cd2y;2 

y así '/(x~..y"') es una representación primitiva de ; . Por Jo tanto, existen 

números que son prill'lÍtivaDlente representados por /{x.y). Usaremos la 
palabra "representado" entendiendo que es primitivamente representado, a 

menos que se diga otra cosa. 

Para una discusión más adecuada, veamos como podemos expresar 
ft.x,y)eF2Z[x,y] en términos matriciales. Es una tarea bastante fácil verificar 
que si /{x,y) = ax2 + b:cy + cy2 , entonces 

( 
a b/2)(") fix,y) = (%,y) b 12 e y • (1.2) 
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Si s • (;) y Br = (b~ 2 b~2). entonces /V&) = 31!Brx• donde~ ea el 

tranapueato del vector s. A la matriz Br cornunmente se le llam.a la matris 
aeociada a {(%.y). Notemoa que Br es simétrica. Por otro lado, si considerarnos 

b' el determinante de Br tenemos que det Br = ac-4 0 pero Ar= b2-4ac así que 

Ar =-4detB¡. (l..3) 

Las propiedades de f{x,y)e F2Z(x,y) están íntimamente relacionadas con 

el valor de su diacrllninante (en su defecto al determinante de la matriz aaociada 
a la f'orma en cuestión). El siguiente resultado nos proporciona una 
caracterización de las formas cuadráticas binarias positivas. 

Teorema 1 .. 1./{x,y) = czx2+bxy+cy2eF"2Z[x,y] es positiva si y sólo si detBr 

> O, a > O y e > O. 

Demostración. Si f(x,y) = a..x2+bxy+cy2e.F2Z[x,y) es positiva, entonces /{x,y) > O 

para todo (%,y)e Z2 - {O), entonces en particular /{1,0) =a >O y /{0,1) =e> O. 
Ahora tendremos que probar que det. Br > O. Para esto notemos que 

/{:x.y) = ax2 +bxy+cy2 

= 4~ [<2a.:r+by)2 +(4ac-b2 )y2
] 

= 
4
1,, {<2ax+byJ2 +(4detB¡)y2 j. (l..4) 

Así queft-b,2a.) = 4a(detBr>· Dado que fes positiva ya> O, se sigue por lo tanto 
que det Br > O. 
Para probar la inversa, supongamos que dct Br > o. a > O y e > O, entonces de 

la igualdad en (1..4) se sigue inmediatamente que /{.x.y) >O. • 

Observemos que f{x,y) es negativa si y sólo si det Br > o. a < O y e < O. 
De modo que las formas definidas están caracterizadas por det Br > O y ac > O 

6 Af- < O y ac > O. 
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Corolario 1.2.. La for111a f{x,y) = a.x2+b.xy+cy2e .F2Z[:c,y] es indefinida si y 
s6lo si det Br s O. 

Demostración. De (1.3) y (1.4) tenemos 

(1..5) 

Ahora bien, está claro que tenemos que eliminar la posibilidad tJv < O y ac S O. 
Para que /{%,y)< O se debe de tener a< O, puesto que Óf' < O. Pero .ó.r = b2 - 4ac 
así que b2 < 4ac y por lo tanto ac >O. Así que si f(x,y) es indefinida, entonces .ó.r 

~o o biendetBr so. 
Recíprocainente, supongamos det Br S O. Entonces t!t.r ;::;:; O y de (1.5) se sigue 

que/{.x~) es indefinida. puesto que para cualquiera~ O el valor de {f.x,y) en (1.5) 
en algunas ociisiones es positivo, y en otras negativo; dependiendo de los valores 

que tomen x y y. • 

Hasta ahora no hemos dicho nada acerca de Ja posibilidad de que det Br = 

O. Pues bien, si este fuera el caso, de (1.1) y (1.3) se tiene b2 = 4ac. De manera 
que b = ±2 ..¡;;e e Z y b es par. Resumiendo: a y e son cuadrados perfectos ó e = 
k2a. para alguna ke Z. Si a y e son cundrndos perfectos existen r,, se Z tal que a = 
r2, e = s2. A.si 

En caso de que e = k2a: 
/{:c,y) = a:c2±2ak:cy+ak2y2 

= a(:c2±2k:cy+k2y2) 

= a(x±ky)2 = au2. 

Es cloro que si a =O 6 e = O, entonces b = O y fi.x,y) = tw2. Si a y c son cero, 
entonces ff.x,,y) es la f'orma identicnmente cero. De manera que,, las f'orm.as con 
discriminante cero no presentan mayor interés. Por lo tanto no serán 
consideradas dentro de este trabajo. 
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Podemos hablar indistintamente del determinante de In matriz asociada 
a la forma cuadrática /f.x.y) y del discriminante de dicha f"orma. debido a la 
igualdad lt.r = - 4detBr. Noaotroa haremos uso de In expresión que más nos 

convenga en su momento. 

Supongamos que /{%,y) = ax:2+bxy+cy2e.FZZ[x,y] representa a n.eZ, 

entoncea de la ecuación en (1.5) tenemos que 

m =/{.>:.y)= 
4
1,. ((2ax+byl"-~y2J, (1.5a) 

o bien 

4am = (2a%+byJ2...."t-y2. (1.6) 

Luego deducimos que si /{:e.y) es definida (positiva o negativa). entonces a y m. 

tienen el mismo signo, y por lo tanto e también tiene el rnismo signo que a y m. 
Por otra parte si ft.:¡c.y) es indefinida, entonces ni puede ser cualquier valor y 
tener ya sea signo positivo o negativo. En caso de que lir = k 2 para alguna 

ke Z. (1.Sa.) puede escribirse corno 

luego 

rn = ..!...[2a%+(b + k)y)[2ax+(b - kly) 
4a 

= ..!... [2a.x+k y ][2a.r+k .. y), 
4a 

4am = (2ax+ k'y)[2ax+ k 'y). 

Y en dicha representación aparece el producto de factores lineales. Dire1Dos que 
una forma cuadrática es deeenerada si ~r = k2, de otro modo ln forma ea no 
delfenerada. Asuin.ircmos en el resto de este trabajo que .t:i.-r no es 

cuadrado perfecto y por lo tanto lns formo.a bajo consideración son no 
degeneradas. 

Hablando de representaciones de Wl. número. veremos que si 
/{:c:,y)e.F2Z[.r.y) es positiva y representa a me z. entonces sólo hny un número 

s 



fin.it.o de parejas (%.y)E Z2 mediante las cuales rn. puede ser representado por 

fVc,y). 

Teorema 1.3. Si f{x.y)e~Z[x.y] es positiua.y m.e z. entonces el nú111ero de 

representaciones de m. m.ecliante f' es finito. 

Demostración. Demostraremos que existen un número finito de parejas (%.y) 
para las cualea /f.x~) S "'· Si m = o. entonces {.x.y) = (O.O) es la única pareja 
mediante la cual /{%.y) representa a cero. 
Dado que una Corma positiva no puede representar números negativos, 
entonces BBUrniremoe que ni > O. 
Si /{x.y) no repreeenta a m.. el resultado es inmediato 
De (1.4) se sigue que (2ax+by)2+4det Bry2 S 4a.rn., de modo que dd Bry2 S cun, lo 

cual se cumple si y sólo si 

(1.7) 

Por lo tanto y sólo toma un número finito de valores enteros. 
Por otro lado, para cada valor de y en ese conjunto se deduce de (1.4) que 
(2a.:c+by)2 S 4a.rn - 4det Bry2. lo cual es equivalente a 

-2.Jam.-detB,y2 -by s x S 2..Jam.-detB,yª -by 
2a 2a 

(1.8) 

y por tanto :e torna solamente un número finito de valores enteros. • 
Es importante apuntar nuevamente que cuando det Br = o. no tiene 

sentido hablar de la representnción de un número por dicha f"orma. en los 
términos del teorema 1.3. Ya que como se vió anteriormente, puede suceder que 
si /{.x,y) = tn, entonces: 

rn = (r.r:±sy>2= u2 ó tn = a(.x ± ky)2 = au2. 

Así. en particular ftx,y) representa a cero para un nÜIDero infinit.o de valores. 
De esta mnnern /(:r.y) es en cualquier caso una forma cero, las cuales están 
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excluida. de este trabajo. De aqtú en adelante usaremos indistintamente /{x,y) 
ó f'. de acuerdo a que las variables en cuestión tengan relevancia o no, en el 
asunto. 

Seaf{.x,y)e.F2Z(x,Y] una forma particular. Consideremos el conjunto 

Lr = { me N : m es representado por /f.x.y) ) . 

. Por el principio del buen orden, Lr ~ tiene un elemento mínimo, digamos m •. 

Este hecho junto con el teorema 1.3 nos conducen a 

Teorema 1.4. Sea feF2Z[x,Y] positiva. Entonces el m.enor entero positivo 

representado por /{.x,.y) puede encontrarse en un número finito de pasos. 

Demostración. Sea /{x,y) = a.x2+bxy+cy2e.F2Zlx.,YJ. Por el teorema 1.1 a> O y e 
> O. Supongamos sin pérdida de generalidad que a s c. Puesto que a es 
representado por r tenemos que si a = 1, entonces 1 =a = /{1,0) = ni• y 

terminamos. Si a > 1, hacemos rn = a - 1 en la demostración del teorema 1.3. 
De esta manera se encuentran todos los x.y tales que /f.x,y) s m. y como este 
cortjunto es finito. entonces necesaria.in ente r alcanza ahí el mínimo m •. 
La justificación es la siguiente: 

Remitiendonos al teorema 1.3. hagamos P,..=~dam . De manera que en la 
etBr 

representación de m se tiene que ye [-P,...Í>,..)nZ=Y,... Luego para cada ye Y,,. 

.Jarn-detB,y
2 

[ b b J 
hagamos Q,.. a . De modo que xe -Q,.. -2;;y,Q,.. -~y nZ=X,... 

Esobvioquesin<m.entoncesP .. <P,.. y Q,.<Q,.. porlotanto 

Así que X.. ~ X... y Y,. ~ Y,.. y por lo tanto X.. x Y .. ~ X,.. x Y,... Entonces si el 
mínimo m• se alcanza en LJX,.. xY,... entonces no es posible encontrar un 

,..v .. 
entero positivo menor que m • en LJ X,. x Y,. • 

,..v .. 
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Notemos que exieten al menos dos parejas en dicho cottjunto. para las cuales f 
al.can.za su valor menor en N. Esto se debe a que 

f{-oc,~) = a(-x)2+b(-2')(--y)+c(~)2 = ax•+bxy+cy2 = f{x,y) 

f{-x,y) = a(-x)•+b(--«)y+cy• = ax'-bxy+cy• = f{x.~). 

Por ejem.plo, corusideremos la forma cuadrática binaria f{:x.y) = 4z2+6xy+5y2, 

cuya m·atriz simétrica asociada es Br = (! :J y cletBr = 11> O, de modo que f" 

es positiva. Como a = 4 > l. hacemos rn = 3 en la demostración del teorema 1.3. 
De la desigualdad en (1.7) se tiene . 

aaí queyeSy = (-1,0,l}. 

_f12s ,.f12 
Vil Y Vil' 

Para y = -1, de la deaigualdad (1.8) tenemos que .xe {0.1}. Luego, ft0.-1) = 4 y 

f{l,-1) = 3. 
Para y = o. se tiene que .xe {0) y /{0,0) = O. 
Para y= 1, tenenlos que xe {-1,0}. Luego, ft-1,1) = 3 y ft0,1) = 4. 

Por lo tanto rn *= 3 es el menor entero positivo representado por /{;e.y) 

4,,,2+6xy+5y•. • 

EQUIVALENCIA DE FORMAS. 

Dada la fhrma /f.r.y) = a.x2+b.ry+cy2eF2Z[x,Y). consideremos el efecto de 

la transformación 

:e= ax"+ py" 
y= 'l"''+ ¡¡y·, 

con a. p. "'{, Se Z y a.S - J3y ;.e. O. Dicha transf'ormación la podemos escribir 

simplemente como 
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(2.9) 

Pue11 bien, au.tituyendo (1.9) en Ja expreaión para /(.%.y) en (1.2) ae tiene 

.Aaí, la matriz IUIOCiada a Ja forma cuadrd.ticar(%",y') está dada por 

B = (ª P)'( a b/2)(ª P) r y o b/2 e y o ' 

Ja cual es simétrica. 

Si hacemOB M = ( ~ ~J. entonces rC:r'".y") lo podemos escribir como 

Es claro que rcx".yJ se obtiene a partir de ~) mediante la 
transformación (1.9) y 

Se puede verificar Cácilmente que 

a·= aa2+bo:y+c'"(' = ff.a. y) 

9 



b ·= 2(aaj}+C')'li)+b(ali+ltY) 

e·= a!J2+bPl5-+c62 = Jt(J,11), 

de manera querex·,y')e.F2Zlz',Y1· 

Calculando el discriminante de r tenemos que 

Pero 

ll.r·= -4cletBr. 

cletBr = clet<M' B¡M> 
= cidM' detB¡detM 

= (detM)2det.B¡. 

(1.10) 

(l.10a) 

Conchúmoe que detBr= detBr si y sólo si cletM = ±1. De 1nanera que ai rea el 
cortjunto de matrice• unllnodularea de 2x2. es decir matricea enteras de 2z2 
con determinante ±1. entonces Me r. Usando (1.3) vemos que si la matriz M de 

la tranaf'ormación (1.9) está en r. entonces .Ar= Ar· 
Por otra parte, si invertimos el proceso en (1.9) tenemos 

(;:) = (~ :f(;) 
1 ( ¡; -(!)("') 

= aa-(Jy -y a y · 

De esta igualdad se sigue que si f{x.y)e.F2Z(%.Y) representa a un entero nz., 
entonces la f'orma r<.x·.y"')eF'2Zlx"',,.Y1. también representa a m ai r se obtiene a 

partir de f mediante una transformaci6n del tipo (1.9) y el determinante de 
dicha transf"ormaci6n es ±1. 

Sean /'y r dos f'ormas cuadráticas binarias arbitrarias. Dire:m.os que {"' 
es equivalente a f si existe una matriz Mer tal que Br = MI- Br M. 
Escribiremosr-fpara indicar que/"' y f son equivalentes. 
Puesto que Zf%,.Y1 a Z[x"'s1. entonces restringiremos todo nuestro trabajo en 
.F2Z[x..,Y]. Es por esta razón que sir y fson equivalentes. entonces escribiremos 
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/". re.InZ[s.JI) entendiendo que la relación entre sus variables está dada por la 

transf"ormación unimodular (1.9). 
Hecha eat.a aclaración se tiene entonces que la relación - en Jf".2Z[x_y) es de 
equivalencia. En et"ecto, pues si f. g. he~Z[s.JI) entonces: 

1) f - r con M = I, donde como siempre I es la matriz identidad. 

2) Sir- g. entonces existe Me r tal que 

Br=MtB6 M, 

aa{que 

y por lo ta.ntog -f. 

3) Sir-e y g-h. entonces existenM1M2..l'f'"aertales que 

y 

donde Br • B 11 y Bh son las matrices simétricas asociadas a r. g y h 

respectivamente. Así 

Br =M11<M2'BhM2lM1. 
= <Mi'M2'>Bh<M:.M1l 
= <M:.M1'1Bh<M:.M1l 

=M:/Bh}lla, 

donde Ma = Mz/'41. De manera que f - h, y de esta forma - es transitiva. 

Como consecuencia de lo anterior, se tiene 

Teorema 1.5. Sean¡; ge.FZZ[x_y) tales que f- g. Entonces i!y- = L:t.g. 

Dc11lOStración. Se sigue de (1.10aJ. • 
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No ea cierto sin embargo que, si tenemos dos formas {'. geF2Z(:t.,Y) tales 

que 4r = ~. entoncea se pueda concluir que f' - g. De hecho uno de loa 

problemas fundam.entalea en la teoría de formas cuadráticas, ea el de decidir 
cuándo de. formas con el mismo discriminante son equivalentes. Un criterio 
que uaaremoa máa adelante es el siguiente. 

Lema 1.8 .. Sean f'1(x,y) = a1:t2+b 1xy+cI.Y2 y f 2Cx.y) = a:zx2+b2X;)'+c:zY2 en 
F2Z[%.Y) tales que Ar1=L1r2 • Entonces f1(:c,y) - f'2(x,y) si y sólo si existen a. ye Z 

tales que 

a1a2+b1ay+cf"t2 = a2 

2a1a+<b1+b2)y• O (mod 2a2) 

Cb1--b2)cx+2c1y •O Cmod 2a2). 

Demostración. Si f'1 - f 2 entonces existe Me r con 

tal que satisface las ecuaciones (1.10). Es decir 

a 2 = a 1a2+b1ay+c1y2 
b2 = 2(a1aJ3+cryO)+b1(aB+J3y) 

= C2a1a+b1y>JJ+Cb1a.+2c1y>B. 

y otS- 13Y = ±1. Para el caso en que aS - J3y = 1, podemos resolver el sistema en 
~.a: 

cuya solución es: 
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(} = (bi -b,¡)a+2C¡'Y} 
-~ 

¡;= 2a1a+~+b.z>'Y 

Por lo tanto a y y son tales que se satisfacen las congruencias pedidas. 

(1.11) 

Para ver que c2 = ,,¡-A. tenemos que por las ecuaciones (1.10). c2 = /'1((1..6). De 
4a,, 

manera que 

lo cual al desarrollar y agrupar nos da 

f1<JJ,a>= 
4
!2 Ca1(1>Í-Ala2 + b1<1>Í-Alo:y+ c1<1>Í-A>i'l 

= ~ - 2& [a1a2+ b1a:y+ c 1y2] 
4"2 

~ ~ = 4;:¡¡ f1(a.y) = 4~ • 

El recíproco es ahora. evidente, puesto que si existen ex, "(E. Z tales que 

a1a2+b1cry+c1'Y2 = a2 
2a1cx+<b1+b2>Y• O (mod 2'12) 

(b1~2)a+2c1Y• O (mod 2a2>-

Entonces el par de congruencias nos conducen a encontrar 13, Se Z dadas por el 
sistema (1.11) y así se tiene que se satisfacen las ecuaciones (1.10) y por lo 
tanto f2(:c,y) = a:¡X2+b2%;Y+c2)'2 es equivalente a f 1(x,y) = a1.x2 +b1:icy+cJY2 
F2Z[x_y]. El caso cxl>- PY= -1, se resuelve de manera seniejante. • 
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En vista de que la relación - en F2Z[z.,Y] nos proporciona una relación de 

equivalencia, entonces podemoa partir dicho conjunto en clases de equivalencia, 
digamos (/].Donde como siempre 

lfl = { geF"Z[x,Y) : /{>:,y) -gV<,y) l. 

Dado que simnpre trabajaremos con "formas primitivas, tenernos el siguiente 

Teorema 1.7. Si ftx,y)eF2Z~.,Y) es prim.itiva, entonces todas las formas 

en (f1 tam.bién son primitivas. 

Demostración. Rernitiendonos a las ecuaciones (1.10) vemos que, si /{:le.y) 
ax2+b.xy+cy2 y g(x,y) = a"'z2+b"'%>'+c"'y2e [/], entonces 

c.= a .. a'2+b"'a"'y"'+c"'y"'2 =g(tt"'•Y"> 
b = 2(a 'cx'¡3'+c'y'IV>+b'(cx'li'+IJY> 
e= a l}''+bl}'IV+c'li'2 =g(IJ',li'l 

para algunos a', I}"', "'("', S"'eZ. Puesto que nacd(a",b"',c'))rncd(a,b,c), entonces 

.ncd(a ",b ... e') = l. Por lo tanto g(.r,y) es primitiva. • 

Queda claro que si una forma en una clase es positiva, entonces todas 
las formas en esa clase también son positivas; pues si r - f. entonces Ar= ~ y 

por lo tanto tanto a· corno c .. son positivos. 

FORMAS llEPRESRNTATIVAS. 

Nuestrn siguiente tarea consiste en seleccionar uno. forma 
representativa de cada clase de equivalencin. 

Para shnplificar la notación. la expresión ftx.y)=a..x2+bxy+cy2 la 
escribiremos en ocasiones como (a,b.c). ya que una forma está completa.lnente 
determinada por sus coeficientes. Tam.bién adoptaremos las siguientes 

14 



definiciones. La. f"ormas (a,b,c) y (a,-b,c) que difieren solamente en el 
coeficiente central. diremos que son Corroas opue.ta.. Estas f"ormas son 
equivalentes. ya que una de ellas se obtiene a partir de la otra mediante la 
tranaCormación unimodular 

M=(l º)· o -1 

Decimos que las Cormas (a.,b,c) y (c,b",c"') son adyacente• si b+b" •O 

(mod 2c). Se puede verificar mediante cálculo directo que si 8 = b ;:,. en la 

matriz de tranaf"ormación M = (~ -;,1 ) y c"= a-bl>+c&!, entonces laa f"ormas 

adyacentes (a,b,c) y (c,b",c"') son equivalentes. 

Poniendo 8 =O en la matriz M 1 se deduce irunediatamente (a,-b,c) - (c,b,a). 

Recordemos del teorema 1.1 que si f{:r,y) = a:c:2+bxy+cy2eF'-2Z(x,Y] 
positiva entonces detBr >O (A(< 0) yac >O. Diremos que f' = (a,b,c)eF2Z[x,_y] 

es una forma reducida si 

jbjSaSc. 

Por ejemplo, /f.x,y) = .x2 + y2 es una forma reducida. 

Lhun.arernos a FiZCx,.YJ el conjunto de las f'ormas cuadráticas binarias 
que tienen un discrim.inant.e A fijo dado. Es claro que si/'. ge FlZLx,.Y1. entonces 
Ar= Ag=A. NuevBD"lente recordemos que si f'-g. entonces¡;, ge F!Z[%,.Y] y que 

si f', ge FiZ(.r,Y]. entonces para que f' - g, se deben satisfacer las condiciones 
pedidas en el lema 1.6. Denotemos como R!ZCx,.Y] al coqjunto de formas 

cuadráticas binarias reducidas que tienen un discrim.inante A fijo dado. 

Clar&DJ.ente 
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Teorebla 1..8. Si f = (a.,b,c)e RSZl;c.,Y) es positiva. entonces 

(1.12) 

Demostración. Como (=(a.,b,c)e R~Zlx,YJ. entonces 1b1 S. a Se, de manera que 

1b¡2 S ac. Aaí que 4b2 S 4ac. De donde 

ab2 s 4ac- b2 = - ~ = 4<ktBr 

dividiendo entre 3 y extrayendo raíz cuadrada se obtiene el resultado deseado . 

• 
Teorema 1.9. 1 RiZlx.Yl 1 < -. 

Demostración. Si f= (a,b,c)e R_iZlx,Yl. entonces por el teorema 1.8 1b1 S ~, 
con A fijo. Así que b sólo puede tomar un número finito de valores en Z. Como 
A= b2 - 4ac, entonces 4ac = &2 - A solamente tiene solución para un número 
finito de enteros a y c. Luego A= b2 - 4ac determina sólo un nÚin.ero finito de 
ternas (a,b,c)eZ3 para las cuales f= (a,b.c)e R~Z[x.Yl· • 

Recordemos que si tenemos dos fornlus f y g en F2Z[x,Y] tales que f - g, 

entonces existe una matriz M de 2x2 con coeficientes enteros y ckt...V = ±1, tal 
que 

Diremos que f y g son e•trict.amente equivalentes o bien 
propiamente equivalen.tea si detM = +1 y escribiremos esta· equivalencia 
como f - g. Si cletM = -1. entonces diremos que f y g son impropiamente 
equivalen.tea. Es claro que - es una relación de equivalencia en .F2Zl.x.,Y1 y que. 

el ser f - g implica que f - g, pero no necesariamente se tiene que si f - g, 
entonces se debe de tener que r- g. 
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Podemos ver que si f= (a,b,c)e R~Zl.l.·_vl. c..•ntonc..·c.·~ K = (cz,-/1.,·)t R.~Zl.\: ... \'I 
y en este cnso fy g Non impropinn1cntc cquivnlenh.'H, ya quu una de t."'llu~ su 

obtiene a partir de In otra mediante nlgunn de lns siguientes transfonnncioncN 

(
-1 º) A-f1= o 1 ú 

lo cual se puede corroborar por cálculo directo. De aquí quu si b # O. entonces 

las formas opuestas (a,b,c) y (a.-b,c) son impropin1nente equivalentes. 
También es importante notar que las formas adyacentes (a,b,c) y (c,b,a) son 

impropiamente equivalentes n1edinnte la transformación 

A continuación mostraren1os que cada formn de discrin1innnte dado es 
estrictan1ente equivalente a unn forn1n reducida del n1i~n1n discriminante. 

Antes de otra cosa, consideremos las trnnsforn1ncioncs unirnodulnres 

Puede mostrarse fáciln1cnte que s" = l~ '~)para todo IJE z. y que r = -1. 

Si nplicnmos St1 a f = t.a.b,c>e F~~lx.YJ. es dcdr <St1)t Br s". ~u obtione ~~n 
forma equjvalente r= (aº,bº,cº)e F:iZlx,y}. donde a·= a, bº= b+2an, e·= an- + 
bn +c. y nl aplicar T n la misma f. o sen T Br T obtenernos r·=(c,-b,a). Queda 

claro que al aplicar S" a r. el primer coeficiente de In formn no se nltcrn ni 

cambia de posición y al aplicar T se intercambian lns po~icioncs del primero y 

tercer coeficiente y unicnmcnte cumbia de signo el coeficiente central. 

Teorema 1.10. Sea f = (a,b,cle F:i,Z[.l:,J!) positiL•cz. Entonces existe g 
(aº,bº,cJe R_iztx ... v] tal que f=g. 
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Primc•ru dc111ostruc·ió11. Esta demostración consiste en dar un algoritmo de 

reducción pura todos los casos posibles. Para esto consideremos todas las 

posibles permutaciones de los números a. 1b1 y c. Dado que a y e son positiw.1s 
se tiene: 

Casoa) aSJbl ~c. 

Aplicamos n f la transformación sP = (~ ~)para obtener a·= a, b'= b+2a(3, 

e·= aJ12+blJ+c. Escojemos J3eZ de tal manera que lb+2al31S a. Si a·s e", 

entoncesg = (aº,b".c·)e R~Z[x.,Y}. Si aº> eº, procedemos como en d). 

Ca.sob) a ScS lbl. 

Aplicnm.us sJi = (~ ~) n f pnra obtener a·= a, bº= b+2a¡3, e·= 2 
ufl +b¡J+c. 

Escojcmos lle Z de tal 1nanera que 1 b+2aJ3 I $ a. Si a·~ e·, entonces g = 
(a ',b",c·)e R,iZ[xrY]. De otrn mnncra proceden1os como en d). 

Caso e) 1b1 Sn :5c. 

En este cnsog =fe R,iZ[x.Y]. 

Casod) lbl5c Sa. 

Aplicnnl.OS T=(~ ~1) a f' y obtenernos In forma equivalente r=(c,-b,a) la cual 

es reducida. 

Caso e) e S a S 1 b J • 

Trnnsformnmos rmcdinntc T=(~ ~l) pnrn obtenerr=k~-b,a). Haciendo a'= 

e, c'=a nos permiten proceder como en b). 
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Caso f) e S lh 1 ::ia. 

lo -1) Aplicamos T= 
1 0 

ar y obtene1nos r=<c:.-b,al. Puniendo a·= r. e·= a 

procedemos con10 en a). 

Es claro que las transformaciones nplicadns en cada caso, disminuyen la 

magnitud del coeficiente centrnl (por lo mt.~nos no lo nuntentan) de las 

sucesiones de formas. De esta manera obtenernoN unn sucesión decreciente de 

enteros positivos. Asi que In sucesión de formas obtenidas a partir de In forn'ln 
original es finita. Sean hf1.A-f2, ..... \·f"A: In sucesión de matrices unimodulnres que 

nos llevan de la forma original n ln forma reducida equivnlentc, entonces es 
k 

evidente que la n1atriz ,\/ = Af1·.1.\l'.!···Alk = TI ,,\f¡ trnnsforn1n directa1nente gen f 
,,,.¡ •J 

y como dctM, = +l, entonced detAI =+l. ~í que f=g y fe R_\Z{x_v]. • 

Segunda dcn1ostrt1ci611. Este proccdin1iento consiste.• Pn partir del n1enor c.•ntero 
positivo representndo por ln forinn originnl (teorema 1.4). Pues bien. sen a = 
n1in( rn.eN: g(x.y) = 1n }. EntonccR C"x.istcn n. ye Z tnll.~s que- g(("X,-fl =a es unn 

representación primitiva de a, yn que si nacdla.yl = d > 1, l.'ntonccs K(ald.y/d) = 
a/d2 < a. Esto contradice el hecho dl.~ que a es el menor entero positivo 
representado por gÜ',j'). Luego entonces. existen fl. Se Z tnlPs quc nS - ~iy = 1 

y In mntriz ft.1"=( ~ ~) es unimodulnr. Ahora bien. sen /z(x •. v)e F.~Z[.csl tnl que 

donde como siempre BR = ( B ~ 
2 

tiene que 

s =g<J3.0l 

B/2) . C . Además, por lns ccuac1oncs (1.10) se 

y ¡, = 2<AaJ3+CyoJ+B<aO+J3yJ, 
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por lo to.nto h = (a.k,s)e FX zrx.YI y " - g. 
En::;cguidn tenemos que para cualquier re Z. In trnnsfi.>rn1ación 

Mr= (~ -;·) us unimo<lulnr. Hngnmosfe FjZ[x~J de tnl manera que 

es decir 

B = ( 1 º)( a k/2)(1 -1r) r -r 1 k/ 2 s o 

( 
a k-2ar J 

= k - 2ar ar2 - kr + s · 

Si tomamos r tal que 1k-2ar1 S a, entonces b = k - 2ar, satisface 1 b J S a. Por 
otro Indo, SC?U e = ar2 - kr + s. Como ft0,1) = e, entonces e también es 

rcp1·escntndo por h. Co1no h = g, entonces g tnmbi~n representa n c. De modo 
que a $. e y por lo tanto 1b1 s a 5 e, por trnnsitividnd r"" g. y por lo tanto 
ftx,y)e RjZ[x,YJ. • 

Por cje1nplo, consideremos la formng = (4,6,5)E p_:.. 4 zfx ... v]. 

La trnnsforn1nción M 1 = (~ -
1
1
). nos lleva a In forma g'= (4,-2,3> que a su 

vez, es equivalente n (3,2,4). mediante ,¡'\-.f2 = (~ ~1J. y esta es reducida por 

definición. Asi que la matriz de reducción que nos lleva de la forma original a la 
forma reducida estd dadn por 

de manera que g = (4,6,5) ""(3.2,4) =fe R!;.1 Z[x,y]. 

Notemos también que si r. fh f2e F:iZlx.Y) son tales que f. r1 son 

impropian1cntc equivalentes y (1. r2 son impropiamente equivalentes. entonces 
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r. r2 son propiamente (o estrictamente) equivalentes. Es claro que si 
(a.b.c)e RlZlx,Y). entonces (a.-b.c)e R~Z(x.,Y). pero si b "F- O, entonces (a.b,c) y 

(a.-b.c) son impropiamente equivalentes. De aquí que las t'i'.lrmas reducidas 
opuestas están en clases de equivalencia distintns y por lo tanto el 
representante de cada clase es único. Esto lo apuntaremos en el teorema 1.11, 
donde sólo consideraremos el caso en el que el coeficiente central es positivo. El 
caso b < O se trato. de manera semejante. 

Es importante aclarar en este punto que si (a,b,c) y (a,-b,c) son 
elementos de R~Z(x,Y]. entonces para que (a,b,c) - (a,-b,c), es necesario tener a 

. . ( 1 -1) = b ó a =e; puesto que ta,a,c) - (a,-a,c) baJO la transformación M = 
0 1 

y 

(a,b.a) - (a.-b,a) mediante M 1 = (~ ~1) ó Af2 = ( ~l ~) y estas son las 

únicas formas estrictamente equivalentes en R.iZlx,.y]. 

Veamos ahora cómo podemos construir un sistema completo de formas 
reducidas dado .& < O. Supongamos que se nos dn A < O. entonces por el 

teorema 1.8, asignamos a b los valores O, ±1, ±2, .. • ±k= ± [ ~l Donde [ ·] 

denota la función mayor entero. Entonces para cndn valor asignado a b, 
b 2 -A 

descomponemos --
4

- en todas las maneras posibles como el producto de dos 

enteros a y c. Finalmente, eliminamos aquellas combinnciones pnrn las 
cuales no se cumpla 1 b 1 S a Se. Luego, las formas restantes son precisamente 
R,iZC.r.Yl-

Por ejemplo, supongamos que se nos da~= -95, como [ Pa5[]=5=k. Entonces 

elaboramos la siguiente tabla: 

b b 2 -d b 2 -d ---ez 
4 

descomposición 

o 95 
±1 96 24 1·24, 2·12, 3·8, 4·6 
±2 99 
±3 104 28 1·26•, 2·13• 
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±4 

±5 

111 

120 30 1·30•, 2·15•. 
3·10•, 5·6 

Las descomposiciones marcadas con * se rechazan, yn que no satisfacen la 

condición requerida. Así que 

R~g5Z[x,Y] = [ (1,1,24), (2,±1, 12), (3,±1,8), (4,±1,6), (5,5,6) J. 

Teorema 1.11.Sean f. re R~Zlx.Y]• donde f= (a,b.c) y r= (aº,b·,c·) 

bc:o·y b-;;::O. Si í-r. entancesf=r. 

Denrostración. Dado que f- r. entonces de las ecuaciones Cl.10) se tiene que 
existen ex. ye Z tales que a·= acx2+ba:y+cy2 = ft.a,y) es una representación 

primitiva de a·. Sin pérdida de generalidad supongamos que a :<?: a·. Haciendo 
uso de la desigualdad a.2+y2 2: 2 I ay 1 tenemos 

Así que 1 o:y¡ S l. 

a ·= aa.2+bay+cy2 2: a(a.2+y2)+ba:y 

>: a(o:2 +y2}-b 1 ay 1 '2: 2a 1 ay 1--b 1 ay 1 
'2:2alayl-alayl =alayl. 

Si 1ay1 ~O, a. y y no ambos cero, entonces 

Si ( a.yl = 1, de (1.13) se obtiene el mismo resultado. Por lo tanto a= a·. 

(1.13) 

(1.14) 

Dado que a= a·s: e·, podemos suponer e> e·. Entonces e> a. Esto elinüna la 
posibilidad de que 1 cry) = 1, ya que si así lo fuera, se tendría que cy2 > a."(2 y 

(1.13) implicaría que a"> a 1 a:yl =a. Contrario n lo supuesto. Entonces 1 cxyf =O, 

y y = O, ya que si y ~ o. entonces tendriamos que a·= aa.2+C"f2 > acx2+ay2 = 
a(a.2+y2) ~a. De manera que a"> a, en contradicción con lo supuesto. 

Ahora bien, por ser f y rreducidns, entonces 1 b 1 .s a y 1 b • 1 s: a·= a. Por 
hipótesis b, b"~O. de mnnern que 

osb s:a y 0.Sb"Sa. 
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de donde 

OS b + b'S2a, 
-a:Sb'-b:Sa. 

(l.15) 
(l.16) 

Como el determinante de Ja matriz de Ja transformación es cxó-~y = 1, 
entonces cx8 = 1, yn que y= O y por (1.10) se tiene que b ·=2acxf3+b. De aquí 
que b ·- b = 2aa1J. De mnnern que b ·- b es multiplo de 2a y por (1.16) se debe 

tener b ·- b = o. y por lo tanto b ·= b. 
Por último, de In igualdad 6.r = 62- 4ac = b '2_ 4a "e·= 6.f'"• se deduce fácilmente 

que e =e·. • 

Corolario I.12. A cada fe Fl Z{x,Y} le corresponde una única ge R}iZCx.YJ 

tal que r-c. 
Demostración. Se sigue inn1cdintcmente de los teoremas 1.10 y 1.11. • 

De todo esto podemos ver que para decidir si dos formas son 
estrictamente equivalentes (cuando la equivalencia no es evidente desde un 
principio), basta con encontrar In f'ormn reducida correspondiente n cada una de 
ellas, luego concluir que dichas formns son estrictamente equivalentes si Y sólo 
si sus f'ormas reducidas correspondientes son idénticas. Por lo tanto FlZíx,Y] lo 

podemos partir en clases de equivalencia (en el sentido estricto). donde en cada 
clase elegimos como repre8entnnte n un elemento adecuado de R_iZ[x,_Y]. 

Corolario I.I3. { Vl : fe F~ Z(x,YJ J es finito. 

Demostració11. Por el teorema 1.9, 1 R~Z(x_.Y] / < oo. De aquí la conclusión. a 

COMPOSICION DE FORMAS. 

En esta sección definiremos en { Vl J = { VJ : fe F1 Z(x,.Yl J. una operación 

binaria para dotar a este conjunto de una estructura de gTUpo. A ese grupo lo 
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llainaremos el grupo de clases de f'ormas y lo donotnremot1 como CLF~\· 

Definimos In forma cundrüticn binnria f"= (l.b.c) como la forma principal. l\.lds 
adelante veremos que esta forma juega el papel de In idC"ntidad en CLF.3.. 

Consideremos f"t = (a¡.b¡.c¡) y f2 = (a~bz,c2) en F,iZ(x.>·J. Veamos qué 

es lo que sucede si efectuantos el producto ordinnrio entre ellns 

f"1·f2 = (a¡xr +b¡X1Yt +C'1YÍ}(a2X~ + b.!xz.)'2 +c2ya) 

=a 1a..?xixi +a1b.!x[x2.Y2 +a1<.'2X1Yif 

+b1a2X1X~Y1 + b1b.?x1X2YtY2 + b1C2X1Y1Yª 

+c1a...!yfx~ + C1~X2YfY2 + C¡C'2YrY~. 

A simple vista. no pnrece ser que esta expresión sen una forma 
cuadrática binaria. Surge In pregunta entonces; ¿qué es lo que debemos hacer 
para que el producto en F1 Zfx.YJ sen cerrado y de esta tnnnern poder dotar a ( 

fil } de estructura de grupo? Pnrn hacer esto, veremos que existen formas 
"especiales" representativas en ( [/] 1, con las cuales se da la estructura que 
queremos. 

Observemos que si r es representado por fe F1Zlxsl. entonces r es 

representado por ge VJ. De esta mnnern In representación de un número es una 

propiedad de las clases y no de In formn individua). Yn que siempre tratUJnos con 
formns printitivns. lo puntualizamos en el siguiente: 

Lema 1.14. Sea r = (a,b,c)e F~Zlx.YJ. pri1nitiua y mE Z fijo. E11to11ccs. 

existen u.ueZ tales que nacd(u,u) = 1 y ni.cd(/(u,u),m) =l. 

Demostración. Sean: 

P=np¡ tal que p¡Ja, p;Jc, y p¡Jm, 
Q= nqj tnl que q;Ja, q; /e, y -vlm, 
R=Or. tal que rkfa, r1ttlc. y r.Jm. 
B=Os, tal que s1 /a. s1 lc. y s 1 lm. 



donde p;. q¡. r•• ª" son primos distintos. Dado que nu:d(a,b.c) 

med(b,P> = l. 
Escogemos u.ve Z tales que 

l. entonces 

med(u,P) = med(u,R) = med(v,P> = ,,..,d(v,Q) = 1, u = aQ, v = PR. uv = yS y 
s;,2 / uu. Esto puede hacerse en un número infinito de modos y u. u siguen siendo 

primos uno a otro. Una de las maneras más simples de hncer esto. es poner u = 
QS', u =RS''• dondeS =S'Sº'ea cualquier descomposición deS en dos factores. 

Si p. q. r,, s denotan factores primos de P. Q. R. S respectivamente. Entonces 

como 

se tiene que: 

d mcu2(modq) 

d • au2 (:rnod r) 

d •buu(modp) 

d =/{u.u) = au2+buu+cu2 

= aa2Q2+baQu+cu2 

= aa"Q''+ba~R+c¡µK' 
= aa2Q2+/ryS+c¡µR2 
= au2+baJlQR+c¡µR2, 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(por (2)), así que m.cd(d.q) = 1, por lo tnnto nu:d(d,Q> = l. 
(por (5)). nsí que nscd(d.r) = 1, por lo tanto nacd(d.R) = l. 
(por (1)), así que nscd(d.p) = 1, por lo tanto nacd(d.P) = l. 

d • au2 ó cu2 (mod s). si u 6 u• O (mod s), luego nu:d(d.S) = l. 

Snbemos que si x ay (mod p), entonces 171ed(x,p) = 171Cd(y,p). Por lo tanto 

"'"'d(ci,P) = nicd{d,R) = nuxl(d,P) = -(d,Q) = l. 

Si nacdCd.rn.) = h, entonces lt Id y li 1 rn. luego rn = M. Si }... es factor primo de h, 
entonces A es factor de m. Supongamos que A. es factor de P ó Q 6 R 6 S. Se 
sigue por(•) que A= l. Si por otro lado suponemos que A no es f'actor ni de P, ni 

de Q, ni de R, ni de S y además A.Id, entonces m.cd(}..J>) = l. Por(•) se sigue 

nueva.xnente que }... = l. Por lo tanto nacdCd.rn) = l. • 

Lema 1.15. Sea Vle l rtJ } y DeN. Entonces existe ge f/] tal que g = (a.b,c) 

y mcd(a,D) = 1. 
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Demostración. Sea f= <A,.B,C) primitiva y F = ( meN: rn es representado por 
f }. Puesto que A, Ce F. entonces d (A y d 1 C. Para cualesquiera (:co.Yo)e ZxZ
{0} se tiene que dlrn = A%5 +B.roy0 +Cy~. Así que dlBxQYo para Cxo..Yo)eZxZ
{O}. Por lo tanto d(B y d\med(A,.B,C), lo cual es absurdo. De esta manera 

existe ae F tal que nacdCa.D) = 1. 
Sean cr., ,e Z tal que /{a;y) =a. Si mcd(a;y> = 1, terminamos. Si rncd(a .. ;y) = d 1 ::> 

1 1 entonces Á ~ .i)= ~ =a. 1eF. Es claro que nacd(a.i.D) = 1. 
; ld1 d¡ d¡ 

Supongan:ios que /{a, y) = a es una representación primitiva. Sea 1 = a.8 - ll'Y· 

Entonces M = (~ ~)er y g(:c,y) =s'MBr?dse (/] satisface el teorema. • 

Lema 1.16. Sean V11. V21e { [/] }. Entonces existen g¡e 1f11 y g2e V2l tales 
que C1=CaLb,c1)~ C2=(az,,b,c2) y nacd(aLa2)=1. 

Demostración. Sean f1 = CAi..Bi.C1 ) y f 2 = (A2.>Bz.C2) represeq.tantes de las 
clases Vil y [fz) en l [/) } respectivamente. Por definición A 1 > O y podemos 
escogerA2 eN de tal manera que n.cd(Ai.,.A2) = 1 .. Esto lo podemos hacer por el 

lema 1.15. 
Consideremos las transformaciones unllnodulares 

M = (1 k1 ) 
l o 1 

Sean C11 c2e F¿Zlx',Y1. de manera queBKa= MlBr,Mi. es decir, para 1,2 

tenemos: 

b¡/2)=(1 º)(A¡ B¡/2)(1 k;) 
C¡ k; 1 B¡ /2 C¡ Q 1 

-( A¡ A;k;+B¡12 ) 
- A;k; +B¡ 12 A¡k;2 +B¡k; +C, . 

Podemoshncera¡=A¡. b¡=2A¡k;:+B¡: y c¡=A¡k¡2 +B¡k¡+Ci con i=1,2. 
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Dado queá.=B~ -4A1C 1 =sl-4~C2 , se tiene entonces queB1 y B2 tienen la 

mism.a paridad. Si b1 = b2 = b, entonces 

deJDodoque 

Esto siempre es cierto, pues nacdCA1.A2> = 1. Por lo tantog¡ = (aLb.c1) -Fi. 82 = 
(a:z.b~cz) -f2 y ntcd'(a¡..02) = 1. • 

Lema 1.17. Sean ("g¡], [gz] en ( r/1 }. Entonces existen f'1e l'g¡] y f2e (gz] 

tales que 

f'1Cx,y) = a1x2+b.ry+a:zeo:Y2 

{'2Cx.y) = ª2X2+b.ry+a 1cQ.Y2 

Demostración. Por el lema 1.16 sabemos que 

f'1Cx.y) = a 1x2+bxy+cJY2• 

Como 4 = b2-4a1c1 = b2-:t.a:zc2. entonces a1c1 = ª2'!°2· Así 01 la:zez. Dado que 
nscd(a1 ,a2 ) = 1, se tiene a 1 1 c 2 y c2 = a 1c 0 para algún c 0e Z. Do la misma 

manera se puede probar que c 1 = a:zeo. • 

Consideremos las formas en F~Z[x,Y]: 

f1Cxi..y1) =a1xi +b.r¡Y1 + °2:Co.Yi 

f'2(.r-¿yz) =~X~+ bX2Y2 + a1CoY~. 

con n1cd(a1,a2) = l. Si efectuamos el producto ordinnrio de estas dos formas 

tenemos como en un principio 
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/'1(XLY1>·f2Cx2>Y2> = ( a¡xf + bXJ.Yi + ~coyf )( °2xi + bx2Y2 + a1coyf) 

= a1~xf~ + a¡b.x~~Y2 + afcoXfY~ 

Definimos 

+~bx1xi:Y1 + h 2 X1%:lY1Y2 + ª1bcoXJ.Y1Yi 
+a:cox~y¡ + ~bX2YfY2 + ª1~c~yfy~. 

%3 = X1X2 - Co.)'1.>'2 
.)'3 = a1Xt..Y2 + ~X:!Y1 + bY1.Y2· 

Sea f3Cxa,y3) =a¡~xi + bx3y3 +coy§. Entonces 

/'aCxa.ya) =a¡~xi4 + ª1°'2c8yfy~ + a¡bxfx2Y2 
+ ~bx1xiY1 + b2x1~YtY2 + a¡bco%J.Y1Y~ 
+a..lbco.x:zYiY2 +afcoxfy~ +aicox~yf. 

=ti<,.,LY1>-r:z<x,.y:.> 

(1.17) 

y f'a(x.y)e F:Z(.:r.,Y). De manera que las formas "especiales" que buscamos 

estan dadas por el lema 1.17. Sean 61=fcil. 62=[gzle{ 1/) J tales que si 
/'1=(ai.b.a2Co)e fg1] y f2=(a:z,b.a1co)e 1621. entonces definixnos 

Veremos que esta está bien definida. 

Teorema 1.18. Si f'L 1'2. CL g2e F:zrx,.YJ son tales que f1 - c1 y 1'2 - a2. 
entonces 

Demostración. Podein.os suponer que 

/'1 = (aLh.a2Co) -g1 = (aí,,b" .cz2có), 
/'2= (a2>b,a1co) -c2 = Ccz2.b" ,aícó). 
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Por definición tenemoe que /i f2 = Ca1a:z.b.co> y 81112= Caja2;.b' .có>. Queremos 

probar que f1 f'2 -81112. ea decir que existen X3, y3e Z tales que 

ª1~.xJ + bz3.Y3 + coy:f-aía2 
2a1a3%3+(b+bJ.y3 •O Cmod 2aía2:> 

Cb-b")x3+2c(l)'3 •O hnod 2aía2>. 

(1.18) 
(1.19) 

(1.20) 

Como/"i -81 y f2-112, entonces por el lema 1.6 sabemos que existen zi. Yt. %2, 
Y2 e Z tales que 

Sea 

a.1.x~ +b.xJ.Y1 +a:zeoy~=ai 
2a1.x1+(b+b/y1 •0 (mod 2ai> 

(b-b1x1+2a2CQ.Y1 •0 (mod 2aí>· 

~xi+ b~y2 + O¡Co.)'~=°'2: 
2a2%2+(b+b l.Y2 • O (mod 2 a:Z) 

(b-b1:c:2+2.a1CQ)'2 • 0 (mod 2a2). 

%3 = %¡%2 - Co.Yl.Y2 

Ya = 01ZJY2 + ~.X:ZY1 + byi.Yz· 

(1.18-1) 

(1.19-1) 

(1.20-1) 

(1.18-2) 
(1.19-2) 

(1.20-2) 

Es claro que con estos valores (1.18) y (1.19) ~on solubles. Sólo nos queda 
mostrar que (1.20) también es soluble. 

HagamosB= (b--J";i)~+c0y3 . Entonces 

R = [<b-.J<i")~+"2GJY1 ][ "2"'2 +(b+.J<i")~] 
= (b-6)~+(b2-6)=? + cqcoY1"'2+(b+..f.i>"2co;1Y2. 

En esta expresión tenemos (b2 - ~>=? = a 1a2CO%l.)'z, ya que b2 - .6 = 4a1a2Co· 

Así 
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Por otro lado tenemos 

a:aB=•-.[<b-...r.i>~+COY• J 
=a2[<b-~) (%'¡%g-;oYiY2 > +co(O¡XJY2 +°'2%2Y1 +bYtY2>] 

= (b-...r.i>~+(b+...r.i>o;co¡iYa +a¡agCoZtY2+cqcoY1"'2 =R. 

Por lo tanto 

(•) 

De manera similar se puede mostrar que 

[ a1.z1 +(b+...r.i>~ J[cb-...r.i)~+a1CQY2 J =a1B. (•) 

[cb-...r.i>T+aacoY1J[cb-...r.i>~+a1coY2 J = Cb-...r.i>~. C•> 

co[ ª1'"1 + (b+ ...r.i>~ J [ "2-"2 +(b+ ...r.i>2¡f J = Cb+...r.i>~. (•) 

Dado que b"2 = b2-4a1a2Co+4aía.2.có. se tiene b"2 • 4 (m.od aía2>. Entonces para 
cada una de las ecuaciones(•). podemos sustituir ~ por b" y convertirlas en 
congruencias módulo aía.2- Como los lados izquierdos son todos congruentes con 
O m6dulo a:ía-2: •. entonces debemos de tener que B •O (mod aía2> y es lo que 

buacabEUllos. • 

Como una aplicación del lema 1.17 veamos que sucede con el producto 
de ~I = [(1,b-,c)] y Fr.= ((l,b",cJ]. Por el lema 1.16, existeng¡= (1,.B,c¡)e rel y 82 

= (l,.B,c2)e re •. Por el lema 1.17 existe coeZ tal queg1 - Cl,.B, co) y 82 - ClrB, 
ca). Por lo tanto f~. = re •. 
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El anterior comentario nos augiere la unicidad del "neutro". 

EL GRUPO DE CLASES DE FORMAS 

El teorema 1.18 nos dice, en esencia. que las clases determinadas por la 
composición de doa f"ormaa individuales no depende de las formas en sf, sino 
unicamente de la.a clases a las cuales ellas pertenecen. Hemos llegado 
precisamente al objetivo principal de este capítulo. 

Teorema 1.19. Bajo la coTnposici6n de formas CLF 4 es un grupo 
abeliano finito. La identidad ckl grupo es la clase principal y el inverso ch.? la. 
clase de una fonna, ea la cla.ae de la. forma opuesta. 

Demostración. Sean F1 = V11. r2 = Vi1. 'ª:a [f3]e CLF A tales que 

ft = Cai..b.a2Co) - (aLb.aaco) - (ai..b,a2C1acó ), 
fz = (a2.b.a1co) - (a2.b.aaco) - (a:z.b,a1aacól. 
fa= (aa.b,a1co) - (aa.b.a2Co) - (aa.b,a1a2có>-

Por definición f"i '2 = V1Hf2]eCLF~. 

Ahora 

y 

f'1<hf3> = (ai,b,a:zco)((a:z,b,aaco)(a:i.b,a:zco>l 

- (ai..b,co><a:za.:i.b,co) 
- (ai,b,a2'%a có )(a2(ia.b,a 1 có) 

- Ca1a:za.a.b,có). 

Cfif2)f'a = ((ai,b,a:zco)(a:z,b,aaco)](a:i.b,a:zco) 
• (a¡a:z,b,coXaa.b,a:zco) 

-<a1a:z,b,aacó)( aa.b. a1a2có) 

- (a1a2'la.b. có ). 

Por lo tanto ri<f'.,f,J = <rt1"2>ro-
Recordemos que la f'orma principal tiene el aspecto fe = (1,b,c), entonces 
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(1.b,c)(a. ... b .. ,c} -(1,,B,a 'co)(a .. ,B,co) - (a.'"'.B,co) - (a .. ,b .. ,c}. 

De aquí que re = (Cl,b,c)J juega el papel del neutro en CLF.-. La unicidad del 

neutro es consecuencia de los lemas 1.16 y 1.17. Aunque tambien se puede 
deducir de la definición de grupo. 

Recordemos nuevamente que la opueeta de la f"orma r = (a,.b,c) se define corno 
fo= (a,-b,.c) - (c.,b,.a). De manera que 

ffo = (a,b,c)(a,-b,c) - (a,b,c)(c,b,a) - (a,b,cco)(c,b,aco) 

- (ac,b,co) - (ac,b,:1) • (1,b,ac). 

Así que Fo = [(a,-b,c)] funciona corno el inverso de F = [(a,b,c)] bajo dicha 

composición. La unicidad del inverso puede verse de la siguiente manera: 
Supongamos que para fECLF4 existen11, heCLF4 tales que /il - 1 y f1a - 1, 

entonces r11 - fla. Como /6 -11r. tenemos 11<r11> • ll<fla>. Así (11/)11 - (gf')la. Por lo 
tanto11-la. 

De todo lo anterior se sigue que CLF .o. forma un grupo bajo la 

composición. 
Que dicho grupo es abeliano, es evidente a partir de la definición de la 

composición. Por último, del teorema 1.9 se sigue que dicho grupo es finito . 

• 
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El anterior comentario noe augiere la unicidad del .. neutro". 

EL GRUPO DE CLASES DE FORMAS 

El teorema 1.18 nos dice. en esencia, que las cla•es determinadas por la 
composición de doa formas individuales no depende de las formaa en sí, sino 
unicamente de las clases a laa cuales ellas pertenecen. Hemos llegado 
precisamente al objetivo principal de este capítulo. 

Teorema 1.19. Bajo la composición ele fOrrnas CLF 4 es un grupo 

abeliano finito. La identidad del grupo es la clase principal y el inuerso de la 
clase de una forma, es la clase de la forrna opuesta. 

Demostración. Sean/"¡= Vt1. f'2= Vil. fa= ValeCLF4 tales que 

(1 = (ai,b,a:zco) - (aLb,a3co) - (aLb,a:za3có), 
f2 = (a2ob,a1co) -<a2'b,aaco) - (a2>b,a1aacó), 

fa= (aa.b,a1co> - (a3,b,a:zco) - (aa.b,a1a2có). 

Por definición ft f2 = Vil íf:z]e CLF4. 

Ahora 

y 

f1CfJ'3) = (aLb,a:zco)[(a2ob,aaco)(aa,.b,a:zco)] 
.. (ai..b,coXa2(l'.a.b,co) 

.. (ai,b,a:zaacó)(a203tb.a1có) 

- (a1a:z0.a.b,có). 

<f1hlfa = [(ai.b,a:zco)(a.,b,aacol](a&b,a:zcol 
- (a1az,b.c0Xaa,.b,a:¿eo) 

- (a1az,,b,a3có)( a:J.b, a1a2có) 
• Ca1a:zaa.b. có ). 

Por lo tanto /'1</'ofal = (/'if,)f3. 
Recordemos que la f'orma principal tiene el aspecto fe = (l,b,c), entonces 
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De aquí que Fe = ((1.b,c)) juega el papel del neutro en CLF4. La unicidad del 

neutro es consecuencia de los lemas 1.16 y 1.17. Aunque tarn.bien se puede 
deducir de la deftnición de grupo. 
Recordemos nuev&DJ.ente que la opue•ta de Ja forma f' = (a,b,c) se define como 
fo= (a..,-b,c) - (c,.b,a). De manera que 

ffo = (a,b,c)(a,-b,c) - (a,b,c)(c,b,a) - (a,b,cco)(c,b,aco) 

- (ac,b,co) - (ac,b,ll-(1,b,ac). 

Así que fo = ({a.,-b,c)] funciona como el inverso de r = [(a,b,c)] bajo dicha 

composición. La unicidad del inverso puede verse de la siguiente manera: 
Supongantoe que para/ECLF4 ex.isten1. lteCLF4 tales que fil - 1 y fla - 1. 

entonces rll - /Ja. Como r. - gr, tenernos lliflll - g(/Ja). Aaí '6/'lll - (6/')h. Por lo 
tantoll-h. 

De todo lo anterior se sigue que CLF 4 forma un grupo bajo la 

composición. 
Que dicho grupo es abeliano, es evidente a partir de la definición de la 

composición. Por último, del teorema 1.9 se sigue que dicho grupo es finito . 

• 
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CAPITULOll 

EL GRUPO DE CLASES DE IDEALES 

Sea (a1 , ••• ,0n) una baae para una extenaión finita .K de Q. Se aabe que 

existen exactamente n monomorfiamoa OJ : IC-+ C y generalmente a loa 
elementos oJ(a) ae lea llama ccnQu8ad09 de a. Definimos el diecriminante de 
una baae para IC sobre Q co010 

Si se tuviera otra base {¡.1 1 •••• ,Jl,.J de K sobre Q. entonces se puede probar que 

~[13,, .. .,13.J = {dct(aull 2~{a 1 , ••• ,a.J, 

donde (au> es la matriz asociada al cambio de base. 

Recordemos que un entero algebraico 9e C, es un número algebraico 
que satisface un polinomio mónico /f.x)e Z[x) y denotamos al cortjunto E corno el 
conjunto de los enteros algebraicos. Se puede probar y no lo haremos aquI que 
E es un anillo Ccf. (3] pag 68). 

Para cualquier campo K escribimos 

º·=IG-lE, 

y llamamos a º• el anillo de entero• de K. Un hecho de importancia es que si 
tenemos cualquier níll::nero a.eK, entonces existe re Z con r;e;O, tal que rae O_.. 
De aqui que K se put..>de ver siempre como una extensión simple de Q n1 cual le 
añadimos un entero algebraico apropiado. es decir K = Q((3), para algún pe 0.-. 

Como en toda la literatura relacionada con teoría de los nÚllleros algebraicos, 
llamaremos de aquí en adelante entero racional n cualquier elemento de Z y 

entero a secas a cualquier elemento de O"" En estos términos es bastante 
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fácil probar que loa únicoa enteros al&e•aieoa que son números racioD.ales son 
los enteros racionalea, en otras palabrasº• nQ = Z. Sea (a ..... ,a.,.,) una base 

·entera deº•. Entonces todo w en º• ae puede expreaar en forma única como 

con a¡:eZ. Podemos ver que si (a. 1 •••• ,an.l es una base para IC. con CJ.iEO., 

entonces 4[a.1 •... ,a.n1e Z y es distinto de cero (cf. [3] pag 175). Más aún, una 

base con las caracteristicaa anteriores y de discriminante núnimo en º• ea 
una base entera de º•y estas siempre eJtisten para cualquier ideal It;;;. O"" Es 

un hecho que cualeaquiera doe bases enteras de O.. tienen el mismo 
discriminante ya que la niatriz de cambio de base ea uni.Jnodular. A este valor 
común se le \huna el di~ante del campo K el cual es un entero racional 
diferente de cero. Es claro además que ca.inpos isomorfos, tienen el mismo 
discriminante. 

Para cualquier o.e K se define la norma de a. como 

y la traza de a. como 

N.(a) = fI o¡(cx.), 
i•\ 

Trx(o:) = Í.cr¡(o:), 
i-1 

donde los O¡, i = 1 •... .n. son los distintos tnonomorfismos de K en C. Se 
abreviará a la norma y a la traza de a. como N(a.) y Tr(a.) respectiva.mente. La 
norma satisface N<a.13) = N(cx.)N((}), para cualquier a. l}eK y si o.e Q, entonces 
N(a.) = a.n y Tr<aa.+b(}) = a.Tr(a.)+bTrll3l para a.be Q. 

Sea K/Q una extensión cuadrática. Entonces si K = Q(cx.) para alguna 
cxe C, se tiene que a es raiz de un polinomio irreducible 

p(x) = ax2 +bx+c. 
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con a., b, ceQ. Podemos suponer sin. pérdida de generalidad que a, b. ceZ, 
quitando denominadorea Id e. necesario. Si hacemos A = b2- 4a:c, siempre es 
pomibJe poner .6 = r2d, con r, de Z y d libre de cuadrad09. Por lo tanto 

Q<a) = Q(-b:a.,JA)= Q(..,/A) = Q<r#> = QC#>. 

I>e manera que todos loa campoa cuadráticos son de la forma Q(. .../d), donde 
de Z es libre de cuadrados. Si ae QC .Jd. ), entonces a = a+b ...JCi. Luego loa 
automorfismomi de QC. .,.¡;:¡) son: 01 = iclenZidad y a2= conjugación, de modo que 

a1(a+b#) = a+b#, 
02(a+b#) =a-b#. 

La norma y la traza de a en un campo cuadrático son bastante fáciles de 
calcular ya que N(a} = aii y Tr(a) = a+ii, donde como siempre U es el 

cortjugado de a en l/C. De manera que 

N(a+b .,[él) = (a+b .,[él )(a-b .,[él) = a"- b2d, 

y 

Tr<a+b#> = (a+b#)+(a-b#) = 2a. 

Podemos ver que, ae º• si y sólo si NCot), Tr(cx)e Z. Esta afirmación es válida 
sólo en el caso cuadrático. Cuando [K:Q] > 2 se cumple: si ae O,.., entonces 
N(a), Tr(a)e Z. 

Teorema 2..1 .. Sea de Z libre de cuadrados. El anillo de enteros de Q( 4'il) 

0 
={Z(.,[éi) si d,. 2,3 (mod 4), 

Q<..JCi> ZC-f+f.Jd> si d • 1 (mod 4). 

Demostración. (cf. (3) pag 189). • 
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Por lo anterior. una baae para OQC..Jd> es {1. ...fii} ai d • 2 6 3 (mod 4) 6 

(1,-f+f~J si d • 1 (mod 4). Así que el discriminante de cualquier campo 

cuadrático eaU dado por: 

{
A(l,.JdJ = 4d ei d • 2,3 (mod 4), 

A= A(l,-!+f.JdJ =d ei d• 1(mod4). 

Un campo cuadrático ae dice que ea real ai d >O, e imalllnario si d < 
O. Nosotros eatarem.oa interesados exclusivamente en loa campoe imaginaria. 
precisamente para establecer la relación que exi.ate entre 1 .. · t"'orm
cuadráticaa binaria. con diacri.minante negativo y ciertos objeto. de dichoa 
campoa. 

IDEALES EN CAMPOS CUADRATICOS 

En lo que sigue K - Q< ../d.), con de Z libre de cuadrados. Sea l'=-°s un 

ideal. Por el teorema 2.1 I tiene a lo más dos generadores puea 10.r: n es finit.o. 
Supongamos que l.= <a1.a2>· Consideremos <Ci1 .ii2~ º•el cual claramente 

es un ideal. lo denotaremos como I y lo llamaremos el ideal comQusado de l. 
Recordemos que un ideal I ea un ideal principal si I = <ex> para algún ae. O.: 
y que <ex> = <P> si y sólo si a y P son asociados. Entonces <1> = <a> si y 
sólo si a es wúdad, pero si un ideal contiene a 1 entonces ese ideal es 

precisamente todo el anillo ojp luego o .. = <1> es lJEllllado el ideal unidad 6 
ideal identidad. 

Lema 2.2. Sea Ir:;. O_. un. ideal. Existen ae Z y p un entero elgebraico tal 
que I = <a,IJ>. 

Demostración. Supongamos que I = <<X1o<X2> con <Xi.a2e O_. Sea & = 

..Jd e Q( ..Jd ), con de Z libre de cuadrados. Los elementos de O_. son de la 
forma a+bO donde a, beZ. As( a1=a1+b1& y a2=a2+b2& con a 1• b 1 , °'2• b 2eQ. 

Dado que a.1.x+ct:zY = Ca1+b 10)x+ (a2 +b2 S)y = (a1X+a2)f)+(b 1x+b2)')0, escogemos .X¡, 

y 1e Z para los cuales b 1x 1+b:¡Y 1 =O y a 1x 1+a2)'1 =a > O sea mínimo. Si .x:z, y 2 e Z 
Son tales qu~ g = b 1x 2 +b:¡,Y2 = nacd(b1 ,b2 ) y b = a 1x 2 +a2)'2 , entonces hacemos P -
b+gO y por lo tanto I = <a,(J>. • 
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Seanl. Jr;;;;. o.idealee tales que/= <a.1.0t2 > y J = <P1.ll:z>. Recordemos 
que se define la aUJna y producto de idealee como: 

I+J = la+P: a.eI. peJJ. 
I.T =(al): aeI. IJEJJ. 

Ea f"Acil probar que tanto I+.T como IJ 110n ideales de º• . Podemo. ver también 
que tanto para la suma como para el produr.to de idealem, ae da la 
conmutatividad y la asociatividad. Como caso especial <«><13> = <aJ3>, es 
decir, el producto de ideales principales es nueva.in.ente un ideal principal. 

Dechn09 que un ideal I divide a un ideal J ai existe un ideal L tal que J = 
IL, y como siempre lo escribimos comoJIJ. Notemos que <a>l<P> si y sólo si 
al~ . 

Como consecuencia de la aritmética que gobierna a los idealee tenemos 
los siguientes resultados : 

Lema 2.3.. Sea J'=°r Si existe -re o. diferente de cero tal que y 1 a para 

todo a.eJ, entonces J = yI para algún ideal I~ .. 

Denrostración. Sea ae J. Entonces a = ')".20 para algún a 0 e Ox entonces aa. 

=~eo •. Sea I= <ªa>=(!!,: a e J). Es claro entonces queJ=""f/. • 

Lema 2.4. Si yl = ...,J. para algún ye 0.- diferente de cero,. entonces I=J. 

Demostración. Sea aeI y yo.e-yl = -y.I. Entonces existe peJ tal que )'a = 
"113eJ. Así a= l)e.T. Por lo tanto I =J. • 

Es claro que cualquier ideal puede verse como un O..-submódulo dcl 
ca.uipo K. Los submódulos de interés que nos dan una estructura de grupo 
están caracterizados por la siguiente propiedad: 
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Decimoa que un O..-eubmód.uloJ de K ett un~~ deº• •i ea:i-.e mi 

elemento ditltinto de cero peº• tal qlm!t pJe o .. En otraa palabraa I = pJ - un 
ideal de O_. y J = p·1I; _, loe idealee fraccionalea de 0.- son aubcol\juntom de & 

de la forma p·1I. 

1..ema a.a <Hurwita) Sean a,pe o,.. Si existe ge Z tal que s I NCa>, /1 I NCPl 
y /1 I Tr<a jj ), entonces /1 I ii P y g I a jj. 

Demostración. Sea a= a ¡i. Entonces ae O_. y satisface la ecuación 

o 2 -Tr<o) a+N(o) =O. 

Como N(o) = N(aJNCP>. entonces g 2 I N(o) y g 1 Tr(o). Así µ =~ satisface 

µ.2- Tr(o) µ+ N{a) = o. 
g g2 

Por lo tanto µe º• y coneecuntemente jie º•· • 
Teorema 2.8. Si r,_a •. es un ideal (diferente del ideal cero), entonces el 

ideal conjuga.do les tal que 

Il= <a>. 

Demostración. Supongamos que I = <ct,'3> con cx.,l)e0.-1 entonces l = <ii,¡3>. 
De manera que 

I i= <a.a, a.°jj, pii, pp > = <N(a.), a.jj, pii, NCP». 

Hagamos J= < a.ii, a.p+pii, pjj > = < N(a.), Tr<a.°jj), NCP». Ea claro que J es 
un ideal cuya base consiste en su totalidad de elementos de z. Por lo tanto J = 
<g> para alguna ge Z, pero <.g> = J'= I I. Por otra parte del lema 2.5 se sigue 

que como g divide a los generadores de J, entonces también divide a loe 
generadores de I I. As{ I I t;<g>, por lo tanto se tiene 

<&><= I i <=<&>. 
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de manera que 1 l = <.g>. • 

ConJlarlo 2..7. Sean 1, J. L ideo.lea de O_. con. L-. <0>. Si IL = JL, 
entonces I == J. 

Demostración. Como IL = JL, entonces por el teorema 2.6 podemos 
multiplicar por L a.mboe mie:rnbroa de la ecuación y obtener 

ILL =JLL, 
o sea 

lqp=J<g>. 

El reaultado se sigue al aplicar el lema 2.4. • 

Teorema 2.8.. Sean 1, J ideales de Ox· I I J si y sólo ai Jr;,r. 

Demostración. Si IIJ entonces existe un ideal L deº• tal que J = IL. Luego, 
todo elemento peJ es de la forma 13 = 'l:,aoa;'Yj con a.;eI, -Y,EL, de manera que 

«i'YJEI· Así fiel y por lo tanto Jt;;;,l. Recíprocamente, supongElDlos JO. Por el 
teorema 2.6 existe l tal que I l es principal. Entonces J l r;=I i = <a>. De todo 
esto se sigue que J l es divisible por a, luego por el lema 2.3 J l = <a>L para 

algun ideal L. Entonces 

Ji 1 = <a>LI = <a>IL 
luego 

J <a> = <a>IL = IL<o:>, 
remitiendonos al lema 2.4 concluimos que J = IL. • 

Corolario 2.9. Para todo a.e I, I I a.. 

Demostración. Dado que <ex>~. El resultado se sigue del teorema 2.8. • 
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Sea <0>• I~r Puesto que O~ es finito (cf' [3) pag 176). Entonces 

definim.oe la norma de I como 

N<n=l°~-
Clara.mente la norma de un ideal es aiempre un número nabual. Podemoe ver 
también que N(I) = 1 ai y sólo •i I = o •. 
Por otro ladoº• ea de f'actorización única respecto a aus idealee. Entonat11 de 

aquí - deduce que 1°~.rl = l°~I I°~ y por 10 tanto 

N(JJ) = NWN(J). 

Se puede probar que ai fa1oa2l ea una Z-base de % contenida en l. 

entonces tenemoe (cf'. (6) pag 121) 

En particular si I=<a> para algún ae O_._ entonces NCn=N(<tt>)= 1N(a)1. La 
prueba consiste en dar una base entera ad~Ú.~da contenida en I. 
Decimos que un ideal I es primitivo si el único ideal &accional en K que 
contiene a I es o ... 

EL GRUPO DE CLASES DE IDEALES 

Decirnos que dos ideales I. J están en la misma clase o que son 
equivalente. si existen ideales principales <a> y <P> de º• tales que <a>I = 
<J3>J. Esto lo escribimos como I-J. Claramente esta relación ea de 
equivalencia. Esta relación induce una partición en clases de ideales de Or Sea 
I'= O., un ideal. Entonces denotaremos su clase de equivalencia como: 

I= [l] = (Jr;;;O,.:J-II. 

Definlln.os el producto de dos clases de ideales como : 
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r.r = rm.n = ITJJ. 

Es decir, el producto de doe clases de ideales. es la clase del producto de loa 
representante• de cada el-e. Trivialmente todos los ideales principales eon 
equivalentes a <1>- o., el inverso de una clase es ln clase de la inversa y e• 

precisamente la clame de i. 
Eeta definición em con.iatente ya que si I;-I y J'-J entonces I"J"-IJ. Que IJ :s 

rll ae sigue inmediatamente del hecho que 0.- ea un anillo conmutativo. Pueato 
que el producto de idealea ea asociativo. entonce& l(JL) = (l.l)L. La clase de loa 
ideale.s principale. funciona como una identidad. bajo el producto de idealee ya 
que<a>I-I. 

Lo ante. expueato nos deecribe un grupo. 

Sea CLI • ( (.IJ : I ea ideal de º• J y sea CLI~ el conjunto de claaee de 
idealee de un campo de discriminante .6.. Entonces CLl4 es un grupo abeliano 

finito (cf [3] pag 178). En general. si [K:Ql > 2, entonces I no necesariamente 
funciona como el inverso de I, sin embargo en el caao cuadrático sí lo es. 

Todo lo anterior nos indica que la clase de ideales bajo el producto, tiene 
estructura de grupo. A este grupo se le llama como ea de esperarse el srupo 
de cla.e• de Ideal- y lo denotaremos como CLI. Todo esto lo resumirnos en 

Teorema 2.10. Si K/Q es un. campo cuadrdtico imaginario de 
discriTnina.nte .o.. entonces CLI.1. es un grupo abeliano finito. 



CAPITULO ID 

EL GRUPO DE CLASES DE FORMAS Y EL 
GRUPO DE CLASES DE IDEALES DE UN 

CAMPO CUADRATJCO (IMAGINARIO) 

BASES ORDENADAS 

Eeta aección la iniciaremoa conviniendo lo siguiente: 

I=<a.P> indica que (a,pJ son generadores de I como O...-módulo. I=[a.fl) indica 
que (or..PJ son generad.orea de I como Z..módulo., ea decir [or..p] ea una baae 
entera de I. Suponcamoe que I=[cx,p]. 

Hasta ahora no hemos hecho diatinción alguna entre laa bases {a.p) y 

{13.a}. Diremos que lo. base lcx.PJ está orde-da si 

~ = :kl: ;¡ = ap.J-¡'@>0. 
(3.la) 

laJi - iiPI ali - i'i:IJ ali - iilJ Si I=(a,p] sabemos que Nen= ~ = ±----;¡;;;---· Si ~< O, entonces 

escojemos la base ordenada ui.or.J. Así. en lugar de tomar 1 aji-ap 1 = 
N<nl .,¡-¡¡ I, asentamos más füertemente aji-ii¡J = N(n.,f-¡¡. De aquí en 
adelante sólo consideraremos bases ordenadas. 

Supongamos que tenemos dos bases Ca.'11 y [y.&] para un ideal I. Luego 

dichas bases están relacionadas mediante la transformación 

a=Ay+B5} 
IJ=Cy+Df> 

donde A. B. c. DeZyA D-BC=+1. De todo esto se tiene entonces 

la ~1 = IA Blly ~1 iiP CDyf>· 

(3.1) 

(3.2) 



43 

De aquí que ambas baaea son equivalentes si y sólo si existe una 
tranafbrmación unimodular para la cual se ctunple (3.1) y (3.2). 
Sea pe º• diferente de cero. EJ producto de p con I ::a [o:.Pl lo definimoe como 

aigue: 

pI = pla.PI = lpa.pPJ (3.3) 

Si calculam.09 A[pJ;,,,,_PPl, obtenemos 

~ = 1 IP"' P~I= pac¡;¡J)-Cpa)pp =NCp>"'iJ¡aP. 
~ -;¡¡;: ¡rn; pp :JA A 

CORRESPONDENCIA ENTRE IDEALES Y FORMAS 

Para e•tablecer una correspondencia entre las clases de í"ormas y laa 
claae de ideales, recordemoa que una forma/'= (a.b,c)e.F2Z[r,y] ea primitiva. si 

-.cd(a,b,c) = 1. De igual manera, deci.moa que un ideal I = (a,,fl) es primitivo ai 
el único O_...m6dulo en IC que lo contiene es 0.-

Teorema 3 .. 1. Si I = [a,,p] es un ideal en º•• entonces 

Demostración. Por un lado tenemoa 

NCru:+PY>= Cax+f3ylCax+jJy) 
= aax2 + CajJ + apJx + ppy2 

= NCaW'+TrCaPlxy+NCp).y•, 

(3.4) 

y como para cualquier aeI, <a>d, entoncea N(I) 1 NC<a>) = N(a). De tal modo 

que 
N(]) 1 N(a.:+(3y). 

PeroNCI>INCa> y NCI>INCP>. porlotnnto NCI>ITrCaP>. 
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Sean 
N(a) b = Tr<aj!) NCP> 

a= N<I>• N(I) • e= N(I)° 

Ea claro que ai hacemoa ~y) cu2+bzy+cy2, entonce• /tzJ'}E.F2Z[z,.y]. 

Calculando el diacriminante de f' ten-: 

~ = bL 4ac = [Tr<uP>J
2 

_ 4 N(u) N<P> 
N(I) NCI) N(I) 

= N2~1>[Tr2<aii>-4N(ap>) 
= N2~1>[<uP+iiP>2-4N(ap>) 

1 - 2 
= N2 (1) (ap - iiPl =A. 

Por lo tanto/{z.y)e FlZ[>;y). . • 

La Corma definida en (3.5) se dice que pertenece al ideal I, con base 
fa..PJ ylo escribimos comor==f{.[a..PJ> =ttn o bienI -.f. 

Teorema 3.2 .. Sea. /{.%.y) = ax2+b.:ry+cy2e F~Z(x.,y]. Entonces el ideal. I 

[ b-../X] 1 = a,.--2 - deO.-esprim.itivoy ~y)=N(I)N(a.x+P,,)do~a=a y p 

b-../X 
=--2-· 

b2-A Sea A= b-.JX. Demostración. Dado que 4 • b 2 (mod 4). entonces --
4
-e z. ..., 

2 
claramente ¡Je o .. puesto que p satisface la ecuación 

2 b 2 -A p -bP+-
4
-=o. 

Enseguida, usando (3.l.a) vemos que A[a,.(b-....[l;)/2] 
A 

tanto dicha base es ordenada. 

a../X = ---:¡¡;- = a > O. Por lo 

Para ver que I ea prinútivo. notemos que de otra manera existiría ue o.- con u > 

1 tal que u la y u l p = b-2~. De manera que u también divide a P = b+
2
.../6 
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as{ que u divide a Ji-P =.../'& 6 bien u 2 I A, lo cual contradice el hecho de ser A 

libre de cuadrada.. 
Finalmente, dado que Nen = ª• N(a) = a 2

, Tr<a P> = ab y NCP> = ac podemos 
hacer ref"erencia al teorema 3.1 y obtenemos la última afirmación. • 

Si f = (a,b,c)E F!,Z[r,y], e I esta dado por el teorema 3.2 entonce• 
e-=ribim<NI 1(/) = l(a,b,c) = [a.,p] y decimoe que I e• el ideal determinado por la 
forma~ o bien que f DOll lleva a I e¡~ n . 

Reeumimoe lo anterior de la siguiente manera: Si cornenzamoa con una 
forma primitiva f' = (a,b,c)e FlZ(x,y], de tal manera que a > O y su 

discriminante genera una extensión Q( .JA). Conatruimoa el ideal I(a,b,c) de 
base ordenado de acuerdo al teorema 3.2. Luego. a partir de este ideal 
reconstruimos la forma cuadrática rcccx.p]) de acuerdo con el teorema 3.1. 

Entonces, solamente invirtiendo los pasos vemos que r =f. 
Por otro lado, si comenzamos con un ideal primitivo I = [a.P,], construimos a 
partir de él, la f'orma cuadrática /Ua.p]) de acuerdo al teorema 3.1. de modo que 

/l(a,IJ)) 
N(a)x2 + Tr(a)h>;Y + N(IJ)y2 

N<I> . 

Si comenzamos con la f'orma /{[a..J}]), obtenemos el ideal r 

1'= [a' ll1 =[NCa) Tr<aP>-N<I>./XJ. 
' N(I)' N(I) 

Como 4 < O, entonces N(a) > o y trunbién Nen > O. 

Todo lo anterior nos dice que al menos existe una biyecci6n entre CLF~ 
y CLl6 , es decir que a formas equivalentes les corresponden ideales 

equivalentes y a ideales equivalentes les corresponden formas equivalentes: 

Teorema 3.3. Si fL f2e F,iZ[x.y]. son ta.les que ft - f'b f1_,,L1 y f2-+L'b 
entonces Li- L2. InversarneTJte. sean LL L2 ideales de o,.,. tales que L 1- f4. Si 
Li--+ f1 y L<i-+ f'b entonces fu f2 e FlZC:c.y]. y f1- f2. 
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Demostración. SupongADJoe que /'1 • f2, F1-+L1 y /2-t>L2. De acuerdo entonces 
con el teorema 3.2 tenemos que L1(/)=I1 y que ~<f2>=I2. Sean I1=(ai.lhJ e 
I2=Cor.2.l.l21 las respectivas baaea ordenadas y 

:l :l - -/t><.JI> = N<Ii> N(a1z+ISt.Yl = N<Ii> (a1z+ISt.J'l(a1z+ISt.Y> 

gúc',y") = NC~2¡N<a2z'+IS2Y') =Ne~.> Ca2x'+IS2Y'Xliioz'+~y'), 
de donde por (1.9) ae tiene que 

con p. q .. r,. aeZ, y ps-qr =l. 

{
z'== pz+qy 
y'=rx+ay 

(3.6) 

Ahora bi~ dado que f'i y r2 representan al mismo coajunto de números, por 
ser /i - f2. aaí que f'¡(x._y) es num.éricamente igual a f2f:tt~,y"). Entonces la 
ecuación /'1ú:,y) = O debe de tranaf"ormarse en la ecuación {2(z:y? = O. Luego, 
como N(a) = O sólo si a = O, entoncea se debe de tener 

CX¡.r+PtY=O y 

osea que 

.:!.=_j!J._ 
y ª• y "':=-b.., 

y ª• 
(3.7) 

deben de coincidir bajo (3.6) o bien 

y (3.8) 

coinciden bajo (3.6). 
tratando primero con (3. 7) obtenemos 



_h = ~,. px+qy = p(x/ y)+q pC-p1 /a 1 )+q _ -pP 1 +qa1 

a 2 y' 1"%+•Y r(x/y)+s == rC-P1 /a. 1l+s - -rP1+sa1 • 

De manera que 

Luego 

Tenemoe enseguida 

~= Pa A. 
sa1-rP1 -qa1+PP1 JJ. 

{
JJ.U2 = (aa¡ - rlJ1)A., 

l'P2 - (-qa1 + PP1lA.. 

Como ps- qr = l. entonces 

(3.9) 
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Dado que I1 = [a.1.Pd e I2 = (a2.P21 son am.baa bases ordenadas. así como 
también lo ea µ12 = [A.cx1.Alh1 = A11. De aquí que 11-12. Por lo tanto L1• L2. 
Ahora veamos que la alternativa (3.8) es prácticamente imposible. 
Procedemos de la misma manera quepa.rala alternativa (3.7), es decir 

_J!a.. = :_: = px.+qy = p(xt yl+q _ p<-P11a,>+q _ -PP1 +qCi1 
a2 y' rx+sy r(x/y)+s - rC-P1 /a.1)+s - -r~1 +.sa 1 • 

De manera que 

Luego 

{
µcx 2 = (sU1 - rj}1 ))., 

µP2 = <-qa1 + pji,JA.. 
(3.9a) 
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De lo cual se tiene en este ca.o 

Lo cual es impoeible; puellto que la base para 11 no em ordenada. 

Para la demoetración en el sentido opuemto. veamoe que lli el ideai I tiene baaea 
ordenadas 1 = la1.lhl (a2.P21, se ......, del teorema 3.1 que f1Cla1,P1l> 
f1((az,l}:z)). Entonce• 

(3.10) 

donde pa- rq = 1. De modo que 

a..,+PzY = a1(1>%+ry)+P1(q.x+sy), 

así que por (3.5) f2C.x',y') = f1(p:x:+ry,q:x:+sy) o sea que f1Cla1,P1ll -f2Claz,P:zl). 
Finahnente. sean loe ideales L1 y ~ tales que Li- ~ o bien J.LL2 = AL2, para 
algunos µ, Ae 0.- Dado que la base sólo afecta a ft dentro de una clase de 
equivalencia, se tiene que 

de manera que según el teoren:ia 3.1 

(iCla1.1lil> = f1Cla2.l}:iD. • 

Una forma alternativa de leer el teorema anterior es la siguiente: 

Teorema 3.4 .. Existe una. biyección entre CLF 4 y CLl4. 

Demostración. Sea H: CLI.o.-+ CLF.o. definida por 
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Hcn= _1_N< AY>= NCalx"+Trcaii>zy+N<P>y" 
NCIJ ax+ N<rJ ' 

donde le en, la.PJ ee una base entera ordenada contenida en r. 
Afirmamos que H está bien definida; si tenernos un ideal Je en entonce• I-.T. 
Así que µI = ').J. Luego 

HCµl) = N(~l N(µax+µfu-) = N{µ)1NCI) N(µ(ax+fu-)) 

1 1 
N(µ)NCIJ N(µ)N(ax+pyJ = NWN(ax+pyJ = H<n. 

De la mianta manera se puede ver que H(AJ) = H(J). 
Pero como µ.1 = AJ, entonces H(µ.l) = HCAJ> y por lo Unto Hcn = H(J). Así que H 

está bien definida. 
H es suprayectiva por el teorema 3.2 y la inyectividad se sigue del teorema 
3.3; puesto que para ideales Li y~ tales que HCL1) - HCL2)1 se tiene L1- ~-

Por lo tanto H ea biyectiva. • 

CLASES DE IDEALES Y CLASES DE FORMAS 

Noa gustaría ir un poco más allá que simplemente conf'orm.arnos con 
una simple biyección. Es decir, quisierrunos saber bajo qué condiciones la 
función H definida en el teorema anterior es un homomortiamo, o sea que. si 
tenemos las clases de ideales (1) y [J] en CLJ4 • tales que HU> = f' y H(J) = g, 

entonces HCI.TJ = H(I)H(.TJ. 
Por loa lemas 1.16 y 1.17 sabernos que si VJ. (g]eCLF11. entonces podemos 

encontrar f1e (/) y f2E l'g] tales que 

f1Cx.y) = apc-2+b.ry+a:zcaY2 

fzú;.y) = ª2%2+b.xy+a:1cQY2 

y naccl(a1,a:2) = 1. Escribimos f1 = (ai..b,a:zco> y f2 = (a2.b.a1co). Recordemos que 
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rih = (aia:r.b,co>-

Pues bien. sea H como en el teorema 3.4. por suprayectividad. /'i es la imagen 

bajo H (por el teorema 3.2) del ideal I1 = [a,,A.J, donde ;>.. = b-
2
...r¿¡ E 0.- De 

manera ana.lOll'a f'2 es Ja imagen bajo H de I2 = [az,A]. 

Observemoe que 

Luego si a1eI1 y «2eI2, ae debe de tener 

«1 = a1.x1+As.Y1 
«2 = O:P=2+~2, 

con .x¡, x2, .Yl• .Y2E Z. De manera que 

Pero de la ecuación (3.11) se tiene que )..2 = bA.-a1a:zeo. así que 

(3.11) 

a.1a2 = (a1x1+A.y¡)(o2%2+AsY2) = a1oza:1x2+A.(a1.xJY2+a2.Y1x2)+(bA.-a1a:zco}yJ.Y2 

= a1a2'.%1:rz-eQYJY2)+A.Ca1.r1.)'2-ta2)'1x2+byl)':z) 

= a102oX3+""3, 

donde 
%3 = .x1.x~QY1Y2 

.)'3 = a1XIY2+aZY1X2+byJ.Yz. 

Ahora bien, dado que 01a:zeI1I2 y 01~ 02A.eI1I2 Y rncd(o1.a2) = 1, entonces 
A.e.I1I2 y por lo tanto cualqU.ier combinación lineal de 0102 y A, también es un 
elemento de I1I2y, así queI3r;;.l1I2, por lo tnntoI1I2=I3, o al menos pertenecen 
a Ja misma clase. 



Si aplicamos H a Ia. tenemc:. 

HCla) = f'a =a1°'2r~ + bxa.Ya +coy§ 
= {a1r~ +bxJ.)'1 +~eoyf){°2xi +bz:zY2 +a1c0Yl> 
= HCI1>HCI:V. 

De eata manera hemoa probado 
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