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Introduccién

El primer paso en el estudio de las formas cuadridticas fué
probablemente el teorema de Fermat.

Un primo p es repr ble de a tinica por la forma Axy) =x2+y2 siy
solosi pml(modd) 6 p=2.

De manera mis general Fermat estudié la ecuacién x2 4+ y2 =

e un 0 primo.

m,donde m no

En los afios que siguieron hasta 1800, Euler, Lagrange, Legendre y otros
t ieron r 1 Al para una vanedad de formas cuadriticas. Fué
Gauss sin duda en su obra tra "Disg iti Arithmeti ", el primero en
dar una exposicién coherente de ia teoria de las formas cuadriticas binarias.
Durante el siglo XIX, mientras se desarrollaba la teoria de ideales y niumeros
algebraicos, se vié que la teoria de formas cuadraticas binarias era sélo un caso
especial de esan teorias mds abstractas.

Las formas cuadrsticas binarias tienen un atractivo (entre otros): éstas

forman parte del caso cuadritico en la teoria de nameros algebra:cos y los
teoremas pueden probarse independi stod \!

El objetivo de este trabajo es establecer una correspondencia entre dos
grupos. Uno de ellos se ruye intreduciendo una relacién de equival en

la clase de las formas cuadraticas binarias de discriminante A negativo fijo. El

otro grupo es el grupo de clases de ideales de una extensién cuadritica
i ia de discrimi A,

El primer lo esta dedicado por al estudio de las formas
cuadrdticas binarias de discriminante negatlvo A. Establecemos una relacién

de equivalencia en dicho conjunto y damos un algoritmo de composicién de
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formas cuadréticas binarias de discri
clases de formas tiene estructura de grupo. El
estudio del grupo de

itulo II lo dedi

entre el grupo de clases
de formas cuadréticas binarias de discriminante A y el grupo de clases de
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CAPITULO 1

FORMAS CUADRATICAS BINARIAS

CONCEPTOS BASICOS

Sea Kixy....,x,] el anillo de poli jios en las ind inad, X1,.0.,Xp CON

fici en K, donde K es un anillo con el t io. Se defi una
forma como un polinomio fixy,...,xn)e Klx;....,x,] donde todos los términos son del
mismo grado. Las formas se clasifican de acuerdo al nimero de variables como
binarias, ternarias,...,etc., y de acuerdo a su grado en las variables como
lineales, cuadriticas, ciibicas,...,etc. Denotemos como FrK{x;....,x;] al conjunto
de formas de grado r. El conjunto que nos interesa es F2Klxy,...,.xn] y como
dijimos antes, este conjunto lo llamaremos,
dréti con coefici

el conjunto de las formas
en K, de manera que si flxy...,xn)e F2Klxy,...,xa],

entonces

n
Rxye,xy) = Z a xx;,
=1
con g K. De ahora en adelante sélo consideramos K=Z.

Una forma fixy...,.xs) se dice que es definida positiva o simplemente
positiva si fld,,....d,) > 0, para (d,,...,dn)e Z" — {0). De modo semejante se dice
que una forma es definid o simpl te i si Ady....dn) < 0,
con (dy,....d,)e Zn — (0). Es claro, por ejemplo, que fx,y,z) = 3x2 + 2y2 + 4z2 es
positiva y que g(x,5,2) = — 4x% — 2y4 — x2y2 — 5222 _ z4 es negativa, mientras que
h(x,y) = x2—y2 no es ni positiva ni negativa. A una forma que no es ni positiva
ni negativa se le llama forma indefinida. Notemos que s8i f{xy,...,x,;) es positiva,
entonces —Rxy,...,X;) es negativa y viceversa. De aqui que no es necesario
estudiar por separado las formas positivas y las negativas, ya que las
propiedades de las de un tipo se deducen de las propiedades de las otras. De

hecho todo este trabajo es dedicado al estudio de las formas cuadraticas
positivas.

Consideremos la forma flxy,....xn)e F2Z[x;,...,x,). Diremos que dicha forma
representa a me Z si existe (by,...,bn)e Zr tal que fby,...,b,) = m. Por ejemplo, la
forma flx,y) = x2 + y2 representa a 5, pero no a 6; ya que las parejos (+1,%2) y

e wpt s s



(+2,%1) en Z2 son tales que A+1,+2) = A+2,+1) =5 y se puede demostrar
facil te que la i6n x2 + y2 = 6 no es soluble en Z. Es obvio que toda
forma cuadritica representa a cero. Si una forma fixy,...,x,)e F22[x),...,xx] es tal
que Aby...,by) = 0 para alguin (by,...,bn)e Z7— (0}, entonces a dicha forma se le
llama la forma cero. De esto se deduce que las formas definidas (positivas y

negativas), no son formas cero. En lo que sigue sé6lo trataremos con formasa
cuadriticas binarias.

Sea flx,y) = ax2+bxy+cyle F2Z[x,y]. A i afel

To
Ap = b2— dac a.n

¥ lo llamaremos el discriminante de la forma. Notemos que Ar = 0 6 1 (mod 4)
ya que A m b2 (mod 4).

Una forma fix,y)e F2Z[x,y] se dice que es primitiva si med(a,b,c) = 1, ¥
derivada si mcd(a.b,c) =d > 1. Como dijimos antes, fAx,y)e F2Z[x,y] representa
a meZ si existe (xp,y0)cZ? tal que f(xg,¥o)=ax3 +bxgyo+cys
representacién es primitiva si med (xg, y0)= 1.

Simed (xg, ¥o)=d >1, entonces d2im, y de xg=dx" y yo=dy" se sigue

= m. Dicha

m=f(xg,¥0)=ax§ +bxoye +cy§ = ad?x'? +bd?x’ y’ +cd?y’?

¥ asi Ax"y") es una representacién primitiva de ‘ﬂz Por lo tanto, existen

nimeros que son primitiv; nte repr tad por Axy). Usaremos la
palabra '"representado” entendiendo que es primitiv te repr d a
menos que se diga otra cosa.

33

Para una

i6n mias ad da, veamos como podemos expresar
Ax,3)e F2Z[x,y] en términos matriciales. Es una tarea bastante fécil verificar
que si Ax,y) =ax? + bxy + cy?, entonces

a b/2Y x
Axy) = (:m:,y)[b/2 e )(y) a2



o x a bl2 _
Si x = (y) y By = (bl2 c ), entonces fla) = xf B,x, donde af es el
transpuesto del vector x. A la matriz By comunmente se le llama la matriz

PR

a flx,y). N que By es simétrica. Por otro lado, si consideramos
2
el determi te de B, t quedetB,=ac—%-,pero Ay=b2—4ac asi que

&y =—4det By, a3

L.as propiedades de flx,y)e F2Z[x,y) estdan inti te relaci d con
el valor de su discrimi te (en su defe al determinante de la matriz asociada
a la forma en tién). El siguient ltad

r nos proporciona una
caracterizacién de las formas cuadrdticas binarias positivas.

Teorema 1.1. flx,y) = ax2+bxy+cy2e F2Z[x,y) es positiva si y sdlo si det B
>0,a>0 y ¢c>0.

Demostracion. Si fx,y) = ax2+bxy+cy?c F2Z[x,y] es positiva, entonces fx,y) > 0
para todo (x,y)e Z2 — {0], entonces en particular £1,0) =a >0 y A0,1)=c > 0.
Ahora tendremos que probar que det By > 0. Para esto notemos que

Fx,y) = ax? +bxy +cy?
L [2ax +by)? + (4ac—b2)5?)
4a

[}

1 2
2o 2ax+b3)% +(adet Brry?]. a4
Asf que —b,2a) = 4aldet Bf). Dado que f es positiva y a > 0, se sigue por lo tanto
que det B, > 0.

Para probar la inversa, supongamos quedet B, >0, a > 0 y ¢ > 0, entonces de
la igualdad en (1.4) se sigue inmediatamente que Ax,y) > O. -

Observemos que flx,y) es negativasiysélosidetB, >0, a <0 y ¢<0.
De modo que las formas definidas estén caracterizadas por detBrf >0 y ac>0
6 Ar <0y ac >0,




Corolario 1.2. La forma flx,y) = ax2+bxy+cy?e F2Z[x,y] es indefinida si y
sélo si det By < O.

Demostracion. De (1.3) y (1.4) tenemos
Axy) = ﬁ[(zax*-by)z -ary?] .5

Ahora bien, esti claro que tenemos que eliminar la posibilidad Ay <0 y ac < 0.

Para que fx,y) < O se debe de tener a < 0, puesto que & < 0. Pero Ay = b2 — 4ac

asf que b2 < 4ac y por lo tanto ac > 0. As{ que si Alx,y) es indefinida, entonces A,

zOobiendet By < 0.

Recfprocamente, supongamos det B, < 0. Entonces Ar 20 y de (1.5) se sigue

que flx,y) es indefinida. puesto que para cualquier a = 0 el valor de Ax,y) en (1.5)
d

en algunas ocasiones es positivo, y en otras ivo; d diendo de los valores
que tomen x y y. -

Hasta ahora no hemos dicho nada acerca de la posibilidad de que detz By =
0. Pues bien, si eate fuera el caso, de (1.1) ¥ (1.3) se tiene b2 = 4ac. De manera
que b =1+2+JaceZ y b es par. Resumiendo: a y ¢ son cuadrados perfectos 6 ¢ =
kZ2a para alguna ke 2. Si a y ¢ son cuadrados perfectos existen r, seZ tal que a =
r2, ¢ =82, Asf

Rx.y) = r2x2+2rsxy+s2y? = (rxtsy)? = u2.

En caso de que ¢ = k2a:
Rx,y) = ax?+2akxy+ak2y2
= a(x2+2kxy+k2Zy?)
= alxtky)? = av2,

Esclaroquesia=0 6 ¢ =0, entonces b =0 y flxr,y) =tw? Siay cson cero,
entonces fx,y) es la forma id i cero. De m a que, las formas con
discriminante cero no presentan mayor interés. Por lo tanto no serédn
consideradas dentro de este trabajo.




Pod, hahbl sndiati
P

del determinante de la matriz asociada

a la forma cuadridtica Ax,y) ¥ del discriminante de dicha forma, debido a la
igualdad A, = — 4det B,. Nosotros haremos uso de la expresién que mdis nos

g8 en su t

Supongamos que flx,y) = ax2+bxy+cy?e F2Z{x,y] representa a meZ,

\/ de la i6n en (1.5) tenemos que
m=fay) = %((azuby)Z—A,y?l, (1.5a)
o bien
4am = (2ax+by2—-ary?. (1.6)

Luego deducimos que si Ax,y) es definida (positiva o negativa), entonces a y m
tienen el mismo signo, y por lo tanto c también tiene el mismo signo que a y m.
Por otra parte si fix,y) es indefinida, entonces m puede ser cualquier valor y
tener ya sea signo positivo o negativo. En caso de que A, = k2 para alguna
ke Z, (1.5a) puede escribirse como

m= z};[mﬂ(z, + k)yl[2ax+(b — &)yl

= L 2ox+k yli2axrk Y],
da
luego
4am = [2ax+ &k y][2ax+ k& “y).

Y en dicha representacién aparece el producto de factores lineales. Diremos que
una forma cuadritica es degenerada si Ay = k2, de otro modo la forma es no
degenerada. Asumiremos en el resto de este trabajo que Ay no es un
cuadrado perfecto y por lo tanto las formas bajo consideracién son no
degeneradas.

Habland de repr cion de un nudmero, veremos que si
Ax,y)e F2Z[x,y] es positiva y representa a meZ, entonces sélo hay un nimero




finito de parejas (x,y)e Z2 mediante las cuales m de ser repr do por
Rx,y).

Teorema 1.3. Si flx,y)e F2Z[x,y] es positiva y me Z, ent el o de
representaciones de m mediante fes finito. !

Demostracion. Demostraremos que existen un niimero finito de parejas (x,y)
para las cuales flx,y) < m. Si m = 0, entonces (x,y) = (0,0) es la Gnica pareja
mediante la cual flx,y) representa a cero.
Dado que una forma positi no

. " N
P repr

entonces asumiremose que m > 0.

8i flx,y) no representa a m, el resultado es inmediato
De (1.4) se sigue que (2ax+by)?+4det B;y2 < 4am, de modo que det Byy2 < am, bo

cual se cumple si y sé6lo si
arn am
—_— = L - .
\4 detB; =Y \} det B, an

Por lo tanto y sélo toma un nuimero finito de valores enteros.

Por otro lado, para cada valor de y en ese conjunto se deduce de (1.4) que
(2ax+by)2 < 4am — 4det Bry?2, lo cual es equivalente a

—2,'am—det B,y* —by <xs 2,'am—de¢ By’ - by

1.8
2a x 2a a.s
¥y por tanto x toma solamente un nimero finito de valores enteros. -

Es importante apuntar nuev te que do detBs = O, no tiene

sentido hablar de la representacién de un nidmero por dicha forma, en los
términos del teorema 1.3. Ya que como se vié anteriormente, puede suceder que
s8i flx,y) = m, entonces:

m=(rxtsy)2=u? 6 m = alx + ky)2 = auv2,

Asfi, en particular fix,y) representa a cero para un mimero infinito de valores.
De esta manera f{x,y) es en cualquier caso una forma cero, las cuales estin



excluidas de este trabajo. De aqui en adelante usaremos indistintamente fAx,y)
6 £, de acuerdo a que las variables en cuestién tengan relevancia o no, en el

asunto.

Sea Ax,y)e F2Z[x y] una forma particular. Consideremos el conjunto

Ly ={meN: m es representado por flx,y) ).

Por el principio del buen orden, Lr cN tiene un el t imo, di m*.

Este hecho junto con el teorema 1.3 nos conducen a

Teorema 1.4. Sea fe F2Z[x,y] positi E; el entero positivo
representado por fx,y) puede encontrarse en un numero finito de pasos.

Demostracion. Sea fix,y) = ax2+bxy+cy?e F2Z{x_y). Porel teoremal.l a >0 yc
> 0. Supongamos sin pérdida de generalidad que a s c¢. Puesto que a es

repr do por £t os que sia =1, entonces 1 =a = A1,0) = m* y
termi Sia>1h m =a — 1 en la demostracién del teorema 1.3.
De esta a se an todos los xy tales que flx,y) < m, ¥ como este

conjunto es finito, entonces necesariamente f alcanza ahi el minimo m=*.
La justifi i6n es 1a si

Remitiendonos al teorema 1.3, hagamos P, = %—. De manera que en la
r

representacién de rn se tiene que ye [—Pm,i’m]r\Z:Ym. Luego para cada yeY,,
am —det B, y*
hagamos @,= ae o4 . De modo gue xe [—QM —%y. QU —2iy]r\2=x,..
a

Es obvioque si 7 < m,entoncesP, <P, y @, <, porlotanto
) b b b

— —_———y - —_——y = — ——.

Q-5 Q-3 YSXSQugoySQu -5y

AsfqueX cX, vyY, Y, v porlotanto X, x Y, = X % Y,.. Entonces si el
minimo m* se alcanza en Ux,,, %Y, , entonces no es posible encontrar un
ya¥a

entero positivo menor que m* en UX,_ xY, B
¥



N que i al dos parejas en dicho conjunto, para las cuales f
alcanza su valor menor en N. Esto se debe a que

R—ax,—y) = a(—x)24+-b(~x)—)+c(—)2 = ax2+bxy+cy? = flx,y)
A—=x,%) = a(—x)2+b(—x)y+cy? = axZ—bxy+cy?2 = Rx,—y).

Por ejemplo, consideremos la forma cuadritica binaria fAx,y) = 4x2+6xy+5y2,
cuya matriz simétrica asociada es By = 3 : y detBy = 11> 0, de mado que [

es positiva. Comoa = 4 > 1, hacemos m = 3 en la demostracién del teorema 1.3.
De la desigualdad en (1.7) se tiene

12 12
— == < .|==
Viz =2 < Vi1°
asf que ye S, = {—1,0,1).

Para y = —1, de la desigualdad (1.8) tenemos que xe {0,1}. Luego, R0,—1) =4 y
A1,-1)=3.

Para y = 0, se tiene que x€ {0} y f0,0) =0.

Para y = 1, tenemos que x€ {—1,0}, Luego, A-1,1)=3 y A0,1)=4.

Por lo tanto m*= 3 es el menor entero positivo representado por Ax.y) =

4x2+6xy+5y2. [}

EQUIVALENCIA DE FORMAS.

id.

emos el efecto de

Dada la forma Ax,y) = ax?+bxy+cy2e F2ZI[x y],
la transformacién

x=ox+ By’
y=yx+3,

con o, B, v, 8ceZ y ad — By = 0. Dicha transformacién la podemos escribir

simplemente como




(-6 25) ao

Pues bien, sustituyendo (1.9) en Ia expresién para flx,y) en (1.2) se tiene

a b5/2Y x
== oz “Y3)
pe onfe BYf a B/2Y)a BYx’
= (7 872 *NS )
= flxw)
Asf, la matriz asociada a la forma cuadrética f(x’y ") eatd dada por
B= o B‘ a b/2Ya B
=y s)lss2 ¢ Ny &)
1a cual es simétrica.

Si hacemoe M = « B). entonces f(x%,y") lo podemos escribir como

vy &
(x)=xtBrx" =x* M BrMx",
donde x" = (x').
hd

Es claro que f(x.y?) se obtiene a partir de Ax,y) mediante la
transformacisén (1.9) y
) =ax2+bxy ey 2.
Se puede verificar facilimente que

a = aoZ+baycy? = oY)




10

= 2(aaf+cy8)+b(ad+By) (1.10)
c’= afZ+bP8+c52 = P.5),

de manera que f(x’,y Y)e F2Z[x"y1.
Calculando el discrimi te de £~ t que

Ag-= — 4detBp-.

= (detM)2detByr. (1.10a)

Concluimos que detBy = detBy s8iy 86lo sidetM = +1. De manera que si I es el
comunto de matrices ununodu!am de 2x2, es decir matrices enteras de 2x2
cond +*1, MeT. U do (1.3) vemos que si la matriz M de
la transformacién (1.9) estd en I', entonces &g = Ap.

Por otra parte, ai invertimos el proceso en (1.9) tenemos

GGG

ad—Py\~ry o Ay

De esta igualdad se sigue que si Ax,y)eF2?Z{x_y] representa a un entero m,
entonces la forma f(x"y Je F2Z[x " y’], también representa a m si f* se obtiene a
partir de f mediante una transformacién del tipo (1.9) y el determinante de
dicha transformacién es %1.

Sean fy f dos formas cuadréticas binarias arbitrarias. Diremos que f~
es equivalente a f si existe una matriz MeI tal que By = M By M.
Escribiremos f"~ f para indicar que f" y f son equivalentes.
Puesto que Zlx,y] = Z[x’y], entonces restringiremos todo nuestro trabajo en
F2Z[x,y]. Es por esta razén que si f~y fson equivalentes, entonces escribiremos



£ e F2Z[x,y] entendiendo que la relacién entre sus variables estd dada por la
transft i6 i dular (1.9).

Hecha esta aclaracién se tiene que la relacién ~ en F2Z[xy] es de
equival ia. En efecto, pues si £, g, he F2Z[x y] entonces:
1) f~fcon M =1I, donde como si elesla triz id idad

2) Sif ~ g, entonces existe MeTI tal que
Br=M:B; M,
asf que
By = M)y 1BrM-1 = (M-1¥BM-1,
y porlo tantog ~ £
3) Sif~g y & ~ h, entonces existen M My M;e T tales que
Br = M\'BM, y By = MyBpM,,

donde By , By y B son las matrices simétricas asociadas a f, g y A
respectivamente. Asf

By = M ;*(MtB,M2)M,,
= (M M2*)B;,(M2M)y)
= (MM ¥ Bp(MaMy)
= M3'BpMs3,
donde M3 = M3M,. De manera que f ~ h, y de esta forma - es transitiva.
Como consecuencia de lo anterior, se tiene

Teorema 1.5. Sean f, ge F2Z[x,y] tales que f~ g. Entonces Af = Og.

Demostracion. Se sigue de (1.10a). -

11




No es cierto sin embargo que, si tenemos dos formas f, ge F2Z[x y] tales

que Ar = Ag, se pued luir que F ~ g. De hecho uno de los
probl fund, tales en la teoria de formas cuadridticas, es el de decidir
cudndo dos formas con el mi discrimi son equival . Un criterio

que usaremos mids adel es el ient

Lema 1.8. Sean fi(x,y) = a1x2+b1xy+c1y2 y fa(x.y) = azx2+baxy+czy? en
F2ZIx,y] tales que Ap =Ap,. . Entonces fi(x,y) ~ f2(x.y) siy solo si existen ., ye Z

tales que
a1a?+bjay+cyy? = az
2a;0+(by+b2Yym O (mod 2a3)
(b1—b2)a+2cyy=m O (mod 2as).
Demostracion. Sify ~ fz entonces existe MeI" con
a B
M= ( v 8 )
tal que satisface las ecuaciones (1.10). Es decir
az = a1o0R+bi1xy+c1y?
b2 = 2(a10B+c1y8)+b1(aS+BY)
= (2a10+b 17)B+(5 10+2¢,7)5,

¥y o8 — By=zxl. Para el caso en que a3 — By = 1, podemos resclver el sistema en
B. 8:

- + ad=1
(2a10+61Y)P+(b1o+2¢1Y)8 = ba,

cuya solucidén es:

(8]



_(5 - Q)a-'- 2c3y

2a,u+(5 ba)y 11y
Por lo tanto o y Yy son tales que se inf las congr i did

s P
Para ver que cz = %—a;é, tenemos que por las ecuaciones (1.10), c2 = £1(B,5). De

manera que

2
F1(B.B) = a1P2+51p5+0182 = al(ﬁ’lzk_;jzﬂﬂ-]

- b;[(b‘ bg)a+2cly)(2a,a+(b, +h)y)
2

we (Zala-o-z’(azl_», 5)1)

lo cual al desarrollar y agrupar nos da

2

=88 4024 bioy + ey
daj

_B-~a _8-a
Y fila,v) P

El reciproco es ahora evidente, puesto que si existen «, ye Z tales que

aja?+bijay+cry2 =az
2a;,0+(b1+52)y = 0 (mod 2a2)
(b1br)a+2cry= 0 (mod 2az).

Entonces el par de congruencias nos conducen a encontrar 3, 3¢ Z dadas por el
sistema (1.11) y asf se tiene que se isfe las ect i (1.10) y por lo
tanto fa(x,y) = azx2+baxy+coy? es equivalente a filx,y) = a1x2+b1xy+c1y?
F2Z[x,y}l. El caso 03 — fy = —1, se resuelve de manera semejante.

en
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En vista de que la relacién ~ en F2Z{x,y] nos proporciona una relacién de

ival i d partir dicho V] en cl de equival i
digamos {f]. Donde como siempre

q

1 = ge F2Zlxy] : Ax,y) ~glx,y) ).
Dado que siempre trabajaremos con formas primitivas, tenemos el siguiente

Teorema 1.7. Si flx,y)e F2ZIx y) es primitiva, entonces todas las formas
en (£ & bién son pri i

Demostracién. Remitiend

a las (1.10) vemos que, si Ax,y) =
ax2+bxy+cy? &(x,¥) = a’x2+b°xy+c’y2e {f]l, entonces
a4

c=a'a2+bay+cy2=glo’ )
b = 2(a P +c Y EI+b (& +BY)
c=aP24+bPI+cE2=g(P",5)
para algunos o', B°, v°, 8'€Z. Puesto que mcd(a’,b‘,c’)] med(a,b,c), entonces

mcd(a’b’,c?) = 1. Por lo tanto g(x,y) es primitiva. =

Queda claro que si una forma en una clase e¢s positiva, entonces todas
las formas en esa clase también son positivas; pues si - f, entonces A=Ay y
por lo tanto tanto a” como ¢” son positivos.

FORMAS REPRESENTATIVAS.

Nuestra siguiente tarea consiste en

seleccionar una forma
representativa de cada clase de equivalencia.

Para si lificar la

la expresién Ax,y)=ax2+bxy+cy?2 la
escribiremos en ocasiones como (a,b,c), ya que una forma esté completamente
determinada por sus coeficientes. También adoptaremos las siguientes



definiciones. Las formas (a,b,c) y (a,-b,c) que difieren soclamente en el
caeficiente central, diremos que son formas opuestas. Estas formas son

equivalentes, ya que una de ellas se obtiene a partir de la otra mediante !a_

< Al

tr

1 0
M= (o —1)‘
Decimos que las formas (a,b,¢) y (c,b°,c¢”) son adyacentes si b+ =0

(mod 2c). Se puede verificar mediante cdlculo directo que si § = b;'cb

matriz de transformacién M = (g _51) ¥ c’= a—bS+c82, entonces las formas

adyacentes (a,b,c) y (c,b°,c?) son equivalentes.

enla

Poniendo5=0enla iz M, se ded i diat. (a,—b,c) ~ (¢,b,a).

Recordemos del teorema 1.1 que si Ax,y) = ax2+bxy+cy2e F2Z[x,y] es.

positiva entonces detBy >0 (Ar< 0} y ac > 0. Diremoa que f = (a,b.c)eF2Z[x,y]
es una forma reducida si

b} sa se.
Por ejemplo, flx,y) =x2+ y2 es una forma reducida.

Llamaremos a F2Zlx,y] el conjunto de las formas cuadréticas binarias
que ti un diserimi te A fijo dado. Es claro que si £, ge Fg Zlx,y), entonces
Af= Ag=A. Nuevamente recordemos que si f ~ &, entonces £, ge F2 ZIxy]l ¥y que
8l f, ge FfZ[x_y], entonces para que [ ~ g, se deben satisfacer las condiciones
pedidas en el lema 1.6. Denotemos como R3Zlxy] al conjunto de formas
cuadriticas binarias reducidas que tienen un discriminante A fijo dado.
Claramente .

R3ZIxy] c F2ZIxyl = F?ZIxyl.

1 o et e T A G . I e L b R e R T e s
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Teorema 1.8. Si f= (a,b,c)e R:fzu,yl es positiva, entonces

|b|s1’l%1 =2,‘§°—‘3—BL. .12

Demostracién. Como f=(a,b,c)e RZZlx,y], entonces |b] = a S c, de manera que
{512 <5 ac. Asi que 4b2 < 4ac. De donde

3b2 < dac- b2 = — A = AdetBy

dividiendo entre 3 y extrayendo raiz cuadrada se obti el r itado d
-

Teorems 1.9. | RZZ(x y] | < .

Demostracion. Si f = (a,b,c)e RZZIx,yl, entonces por el teorema 1.8 |b| S ]%l R

con A fijo. Asi que b 86lo puede tomar un nimero finito de valores en Z. Como
A = b2 — 4ac, entonces 4ac = b2 — A solamente tiene solucién para un nmimero
finito de enteros a y c. Luego A = b2 — dac determina sélo un numero finito de
ternas (a,b,c)e Z3 para las cuales f = (a,b,c)e RgZ[x,y). -

Recordemos que si tenemos dos formas f y g en F2Zixy] tales que f - g,

entonces existe una matriz M de 2x2 con coeficientes enteros y detM = x1, tal
que

By = M!'BM.
Diremos que fvye son estrict te equival o bien
» i \ | 8i detM = +1 y escribiremos esta’ equivalencia
como f £. Si dezM = —1, entonces diremos que f y £ son impropiamente

equivalentes. Es claro que ~ es una relacién de equivalencia en F2Z(xy] y que,

el ser f ~ g implica que f ~ g, pero no necesariamente se tiene que si f ~ g,
entonces se debe de tener que f=g.




Podemos ver que si £ = (a,b,0)e RYZIvy), entonces g = (a.~b.cde R3ZIxvy]
¥ en este cnso fy g son impropiamente equivalentes, ya que una de ellas se

obtiene a partir de la otra mediante alguna de las siguientes transformaciones

-1 0 ) 1 0
Al,_(o 1] & M;-(o _1),

lo cual se puede corroborar por cilculo directo. De aqui que si & # 0, entonces

las formas opuestas (a,b,¢) y (a.-b.c) son impropiamente equivalentes,
También es importante notar que las formas adyacentes (a,b,¢) y (¢,b,a) son

impropiamente equivalentes mediante la transformacion

o 1
M= [1 o)'

A continuacién mostraremos que cada forma de discriminante dado es
estrictamente equivalente a una forma reducida del mismo discriminante.
Antes de otra cosa, consideremos las transformaciones unimodulares

11 o -1

S = T= .

(0 1) Y (1 o )
1 n . R
o 1 Para todone 7, y que T =_1.
Si aplicamos §” a f = (a,b.cle F;‘f Z[xy], es decir [ By S", se obtiene una
forma equivalente f= (a”,b",c’)e FEZL\')’), donde a’= a, b°= b+2an, c'= an® +
bn +c. Y al aplicar 7 a la misma £, o sea T' By T obtenemos f '=(c,—b,a). Queda
claro que al aplicar S” a £, el primer cocficiente de la forma no se altera ni
cambia de posicion y al aplicar 7" se intercambian las posiciones del primero y
tercer coeficiente y unicamente cambia de signo el coeficiente central.

Puede mostrarse facilmente que $” = [

Teorema 1.10. Sea f = (a,b,c)e FEZ[:;',_\') positiva. Entonces cxiste g =
{a b'cne R:;'le,v] tal que f=g.




Primera demostracion. Esta demaostracion consiste en dar un algoritmo de
reducecién para todos los casos posibles. Para esto consideremos todas las

posibles permutaciones de los nimeros a, 6| y ¢. Dado que a y ¢ son positivas
se tiene :

Casoa) as|b| sc.

1
(¢}
o= al32+b[3+c. Escojemos BeZ de tal manera que |6+2aB|<s a. Si a’s ¢,
entonces g = (a"b".c’e sz[x_yl. Sia’> c’, procedemos como en d).

Aplicamos a f la transformacién s = [ li) para obtener a’= a, b’= b+2aP,

Casob) ascxs|b]|.

Aplicamos sP = (; ‘i) a f para obtener a’= a, &= b+2af, c’= u{12+b[)+c.

Escojemos PBeZ de tal manera que |b+2aP|< a. Si a’s ¢’, entonces g =

(a".bc e R3ZIx,y). De otra manera procedemos como en d).
Cnasoc) |b|<a <c.
En este caso g = fe R3ZIxy).

Casod) {(b|sc sa.

-1

o
Apli T=
plicamos (1 0

) a f y obtenemos la forma equivalente f=(c,~b,a) la cual

es reducida.

Casoe) csax|b].

Transformamos f mediante T=[(]J-

¢, ¢’=a nos permiten proceder comoen b).

_01) para obtener f'=(c,—b,a). Haciendo a’=




Casof) c< |b| ~a.

o -1
1 0
procedemos como en a).

Aplicamos T=( ) a f v obtenemos f'=(c,~b.a). Poniendo a'= ¢, ¢’= a

Es claro que las transformaciones aplicadas en cada caso, disminuyen la
magnitud del coeficiente central (por lo menos no lo aumentan) de las
sucesiones de formas. De esta manera obtenemos una sucesién decreciente de
enteros positivos. Asi que la sucesiéon de formas obtenidas a partir de la forma
original es finita. Sean M M,,....M; la sucesion de matrices unimodulares que
nos llevan de la forma original a 1la forma reducida equivalente, entonces es
evidente que la matriz M = M-My--M; = [ | M; transforma directamente g en f
=1
y como detM; = +1, entonces detM = +1. Asique f=g y fe R3Z[xy). -

Segunda demostracién. Este procedimiento consiste en partir del menor entero
positivo representado por la forma original (teorema 1.4). Pues bien, sea a =
min{ meN : glx.y) = m }. Entonces existen . ye Z tales que glay) = a es una
representacion primitiva de a, ya que si media.yl = Jd > 1, entonces g(o/d, . Y/d) =
al/d? < a. Esto contradice el hecho de que a es el menor entero positivo
representado por g(x,3). Luego entonces, existen 3, 8e Z tales que a8 — Jy =1

¥y la matriz AI=(3 g] es unimodular. Ahora bien, sea fity,v)e F3Zlx,y] tal que

3 2
B,,=A1'Bg.‘l=[ a ki -]‘

k12 s

A B/s2

donde como siempre Bg = (BIZ c

). Ademas, por las ecuaciones (1.10) se

tiene que

s = g(B.8) Y % = 2(AaPB+C1)+B(ad+By),



i
4
i
;

por lo tanto h = (a.kw)e FiZixyl v h=g.
Enseguida tenemos que para cualquicr re Z, la transformacion

M, = (; -1'] us unimodular. Hagamos fe F£2Z[x,y} de tnl manera que
Bp=MgB,M, ,

es decir
B,=( 1 0 a k/2J 1 —r]
—-r 1Ak/2 s o 1
_ a k—2ar )
T \k-2ar ar?—kr+s)

Si tomamos r tal que |A—2ar|< a, entonces b =% — 2ar, satisface |b|<a. Por
otro lado, sea ¢ = ar?2 — kr + s. Como A0,1) = ¢, entonces c también es
representado por &, Comao 2t = g, entonces g también representa a ¢. De modo
quea < cy por lo tanto |b| £ a <c, por transitividnd f =g, y por lo tanto
flx.vie RE¥ZIxy). &

Por ejemplo, consideremos la forma g = (4,6.5)e F3,, Zix y).
1 -1
La transformacion M, = (O 1 ), nos lleva a la forma g'= (4,—2,3) que a su

. R o -1 .
vez, es equivalente a (3,2,4), mediante Mz = (1 o ). ¥ esta es reducida por

definicién. Asi que la matriz de reduccién que nos lleva de la forma original a la
forma reducida estd dada por

M= MMy = (‘11 '01), .

de manera que g = (4,6,5) = (3,2,4) = fe R%,, Zlx,y].

Notemos también que si £ f1, foc Ffz[x,y] son tales que f, f1 son
impropiamente equivalentes y /i, f2 son impropiamente equivalentes, entonces



f. f2 son propi te (o estri te) equivalentes. Es claro que si
{a,b,c)e Rﬁl[x,y]. entonces (a,-b,c)e R§Z(x,yl. pero si b # 0, entonces (a.b.c) ¥y
(a,~b,c) son impropi quivalentes. De aqui que las tormas reducidas
opuestas estan en clases de equivalencia distintas y por lo tanto el
representante de cada clase es unico. Esto lo apuntaremos en el teorema 1.11,
donde sélo

aremos el caso en el que el coeficiente central es positivo. El
caso b < O se trata de manera semejante.

Es importante aclarar en este punto que si (a,b.,¢c) y (a,-b,c) son
elementos de R2Zlx,y], entonces para que (a,b,c) = (a,-b,c), es necesario tener a

=& 6 a =c; puesto que (a,a,c) = (a,—a,c) bajo la transformacién M = (; -11) y

. 0o -1 . o 1
(a,b,a) = (a.-b,a) mediante M; = (1 0) 6 M; = (_1 O) ¥y estas son las

unicas formas estrictamente equivalentes en REZ[x_y]A

Veamos ahora c6mo podemos construir un sistema completo de formas
reducidas dado A < 0. Supongamos que se nos da & < 0, entonces por el

teorema 1.8, asignamos a b los valores 0, *1, 2, ., th= t[ l%l] Donde (-}

denota la funcién mayor entero. Entonces para cada valor asignado a b,
2
descomponemos % en todas las maneras posibles como el producto de dos
enteros a y c¢. Finalmente, eliminamos aquellas combinaciones paran las
cuales no se cumpla {4} € a <c. Luego, las formas restantes son precisamente
R2ZIxyl.
. |-95|

Por ejemplo, supongamos que se nos da A = —95, como 5 =5=4k. Entonces

elaboramos la siguiente tabla:

b b2 A 2 -a A descomposicién
4 enac

o 95 ke oo

*1 96 24 1-24,2-12, 3-8, 46

+2 99 E ko

+3 104 26 1.26+, 2:13+

2



+4 111 L o
+5 120 30 1-30%, 2-15=,
3-10+, 5-6

Las descomposiciones marcadas con * se rechazan, ya que no satisfacen la
condicién requerida. Asf que

R2%,.Zix,y] = [ (1,1,24), (2,£1,12), (3,£1,8), (4,£1,6), (5,5,6) }.

Teorema 1.11. Sean f, f'e R}ZIxyl, donde f=(a,b,c) y f=(a’b'.c’) con
bz0y b20. Si f=F, entonces f=f".

Demostracion. Dado que f= [, entonces de las ecuaciones (1.10) se tiene que
existen o, Y6Z tales que a’= ao2+bay+cy? = fla,Y) es una representacién
primitiva de a”. Sin pérdida de generalidad supongamos que a = a”. Haciendo
uso de la desigualdad a2+y2 = 2| ay| tenemos

a = aa2+bay+cy? = a(o2+y2)+boy
= a(c2+y2)-b foy| = 2a |yl b | oey| (1.13)
z2afoay|-alay| =a|oy|-

Asique |ay| S 1.
Si jay| =0, con a« y ¥ no ambos cero, entonces

a’= a2+bay+cy? = ao2+cR = ala2+R) Z a. (1.14)

Si [ay]= 1, de (1.13) se obtiene el mismo resultado. Por lo tantoa =a".

Dado que a@ = a’s ¢°, podemos suponer ¢ > ¢". Entonces ¢ > a. Esto elimina la
posibilidad de que {oty]= 1, ya que si asi lo fuera, se tendria que ¢y > ay?2 y
{1.13) implicarfa que a’> a|ay|= a. Contrario a lo supuesto. Entonces |ay[=0,
¥ Y= 0, ya que si y# 0, entonces tendriamos que a’= ac2+cy? > aa2+ay? =
a(a?+y2) 2 a. De manera que a > @, en contradiccién con lo supuesto.

Ahora bien, por ser f y freducidas, entonces |b] £ a y |b°|s a’= a. Por
hipétesis b, 5°2 0, de manera que

O0sb=sa Y O<b'sa.




de donde

05sb+b6<2a, (1.15)
—asb-b=<a. (1.16)

Como el determinante de la matriz de la transformacién es ad-By = 1,
entonces a8 = 1, ya que y=0 y por (1.10) se tiene que b =2acfB+é. De aqui
que b~ b = 2aaf. De manera que &~ 5 es multiplo de 2a y por (1.16) se debe
tener 6°-4 =0, y porlo tanto &°=b.
Por iltimo, de la igualdad Ay = 42— 4ac = 62— 4a’c’= Af-, se deduce ficilmente
quec =c" -

Corolario 1.12. A cada fe F22Zlx,y] le corresponde una tinica ge R‘fz[x,y]
tal que f=g.
Demostracién. Se sigue inmediatemente de los teoremas 1,10 y 1.11. -

De todo esto podemos ver que para decidir si dos formas son
estrictamente equivalentes (cuando la equivalencia no es evidente desde un
principio), basta con encontrar la forma reducida correspondiente a cada una de
ellas, luego concluir que dichas formas son estrictamente equivalentes si y sélo
si sus formas reducidas correspondientes son idénticas. Por lo tanto F2Z[x,y] lo
podemos partir en clases de equivalencia (en el sentido estricto), donde en cada
clase elegimos como representante a un elemento adecuado de sz[x_yL

Corolario 1.13. { [f] : fe F2Z[x_y] ) es finito.
-

Demosrtracién. Por el teorema 1.9, | RfZ[xJ] | < oo, De aqui la conclusién.
COMPOSICION DE FORMAS,

En esta seccién definiremosen { 1 } =1 [A1 : fe Ffz[x,y] ], una operacién
binaria para dotar a este conjunto de una estructura de grupo. A ese grupo lo
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llamaremos el grupo de clases de formas y lo denotaremos como CLF,.

Definimos la forma cuadritica binaria f= (1,b,c) como la forma principal. Mads
adelante veremos que esta forma juega el papel de la identidad en CLFa.

Consideremos f) =(ain.bunecy) y fa2=(anbacy) en F:fz[x,yl. Veamos qué
es lo que sucede si efectuamos el producto ordinario entre ellas

ffe=(ax? + bpeyyy + 01 y8N aqxd + baxgys +coy3)
=a 1021'?X22 + alb_gxfxzyz +aepnx¥E
2 3
+biazxyx3yy + bibox ey iy + bicex 1y
g 5 P
‘*'Cla‘.!yf—"’g +C1boxayiye +orcayivi.

A simple vista, no parece ser que esta expresion sea una forma
cuadridtica binaria. Surge la pregunta entonces; (qué es lo que debemos hacer
para que el producto en F2Zlx,y] sea cerrado y de esta manera poder dotar a [
[A } de estructura de grupo? Para hacer esto, veremos que existen formas
“especiales” representativas en { [f] ), con las cuales se da la estructura que

querermnos.

Observemos que si r es representado por fe F2Zlxyl, entonces r es
representado por ge [f]. De esta manera la representacién de un niimero es una
propiedad de las clases y no de la forma individual. Ya que siempre tratamos con
formas primitivas, 1o puntualizamos en el siguiente:

Lema 1.14. Sea [ = (a.b,c)e F:‘;Z[x_y]. primitiva y meZ fijo. Entonces,
existen u,veZ tales que med(u,v) =1 ¥y med(fu,v)m)=1.

Demostracion. Sean:

P=Il» tal que pila, pile. y pilm,
0l | CZ tal que g;la, g le ¥ qilm,
R=]]r tal que rela, rele, ¥ rlm,
S=]1I= tal que sela, sele y selm,




donde p:, g, ra» 8, son primos distintos. Dado que mcd(a,b,c) = 1, entonces
moed(b,P) = 1.

Escogemos u,ve Z tales que

moed(u,P) = med(u,R) = med(0,P) =med(v,Q) =1, u =aQ, v =BR, uv =vyS y
s2luv. Esto puede hacerse en un nimero infinito de modos y u, v siguen siendo
primos uno a otro. Una de las maneras mds simples de hacer esto, es poner u =
QS , v=RS", donde S =58 es cualquier descomposicién de S en dos factores.

8i p, g, r. s denotan factores primos de P, @, R, S respectivamente. Entonces
como

d = Ru,v) = au2+buvicv? 1)
= ac2@2+baRQu-+cuv? [$>3)
= ac2@+baPQR+cP2R? 3)
= at2@2+LyS+cB2R2 [C)]
= au2+bafRR+cB2R2, 5)

se tiene que:

d mcv2(modgq) (por(2)), asique med(d,q)= 1, porlo tanto mecd(d,Q)=1.
d mau?2(modr) (por(5)), asfique mcd(d,r)= 1, por lo tanto med(d,R) = 1.
d = buv (mod p) (por (1)), asique med(d.p) = 1, por lo tanto med(d,P) = 1.
d m au? 6 cv?(mods), si u 6 vmO(mods), luego med(d,S) = 1.

Sabemos que si x =y {(mod p), entonces mcd(x,p) = mecd(y,p). Por lo tanto
med(d,P) = med(d,R) = med(d,P) = med(d,Q) = 1. (&)

Simed(d,m) = k, entonces hldy i | m, luego /. = SA. Si A es factor primo de A,
entonces A es factor de /. Supongamos que A es factor de PSS Q 6 R 6 S. Se
sigue por (*) que A = 1. Si por otro lado suponemos que A no es factor ni de P, ni
de @, ni de R, ni de S y ademsis A.ld, entonces mcd(A,P) = 1. Por (*) se sigue
nuevamente que A = 1. Por lo tanto med(d,m) = 1. ]

Lema 1.15. Sea [flel [/1 } ¥ DeN. Entonces existe ge [f] tal que g = (a.b,c)
¥ med(a,D)=1.
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Demostracion. Sea f=(A,B,C) primitiva y F = { meN : mn es representado por
). Puesto que A, CeF, entonces d la y d|C. Para cualesquiera (xg,y0)€ ZXZ~
(0} se tiene que dlm = AxZ + Bxgyp +Cy3. Asi que d|Bxqyo para (xo,y0)e ZxZ-
{0). Por lo tanto d|B v dlmed(A,B,C), 1o cual es absurdo. De esta manera
existe ac F tal que med(a,D) = 1.

Sean «, ye Z tal que Aw,Y) = a. Si med(a,y) = 1, terminamos. Si med(oy) =d; >
,.( oy a
1, entonces —_—,— =

R = — =ajeF. Es claro que med(a,;,D) =

.’ d; 2z 1 q 1

Supongamos que Ao,y) = a es una representacién primitiva. Sea 1 = 08 — Pv.
a B

Entonces M = ("l s el y glxy) =s[M‘Bere [A] satisface el teorema. -

Lema 1.16. Sean (A1), [fzle( [A] ). Entonces existen gie (il y g2¢€ If2] tales
que gr=(ay,b,c1), g2=(az,b,cp) y medlayaz)=1.

Demostracion. Sean fi =(ALB1,C1) y f2 = (A2,B5C2) representantes de las
clases [f1] ¥y [f2) en { [f] } respectivamente. Por definicién A; > 0 y podemos

escoger Aze N de tal manera que mcd(A1,Az) = 1, Esto lo podemos hacer por el
lema 1.15.

Consideremos las transformaciones unimodulares

(3 %) 5 w2 )

Sean g4, gz ng[x,y], de manera que Bg,= MB; M; es decir, para { = 1,2
tenemos:

(5 0 Dt %L )

( A; Ak +B 12
Ak +B; 12 ARE +Bk.+Cz)

Podemos hacer a;=A;i bi=2Aki+B; y ci=A; k,-2+Bik.-+C.- con i =1,2.
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Dado que A =Bf —4A,Cy = Bzz —4.A,C;, se tiene entonces que By y Bz tienen la
misma paridad. Si b, = b2 = b, entonces

2A 1k 1+B) = 2A2k3+B2,
de modo que

Agki—Agky = 52;_31

Esto siempre es cierto, pues mcd(A1,42) = 1, Por lo tanto g = (enb,c1) ~ f1, &2 =
(@2.b,c)=f2 y med(ayaz)=1. -

Lema 1.17. Sean [g1], [g2] en [ [A ). Entonces existen fic(g1]l y fo€ (g2l
tales que

f1(x,y) = a1x2+bxy+azcay?
fz2(x,y) = axx2+bxy+acay?

y med(a;,az)=1.
Demostracion. Por el lema 1.16 sabemos que
f1(x,y) = ax2+bxy+cry?, Folx,y) = azx2+bxy+cay?.
Como A = b2—4ajcy = b2—4asca, entonces ajc; = azca. Asi ailazce. Dado que
med(ai,az) = 1, se tiene a1|cz ¥ ©¢2 = ajico para algin cgeZ. De la misma
manera se puede probar que ¢ = axco. ]

Consideremos las formas en ng[x,y]:

filxry1) =ayxi +bx 1y + aco¥ )
Folxz,y2) = a2x§ +bxoy, +aycg yZ,

con med(ai,az) = 1. Si efectuamos el producto ordinario de estas dos formas
tenemos como en un principio



filxrLy ) Falxayg) = (azxi + bxyy, + apcoy? ) agx? + bxyys +acoyd)
=aapaixf +abaizyyz + afcoriv
+agbxyx3yy + b2x1%312 + arbeoxry 1y
+aZcox3yi + agbxayive + mancfyivi.

Definimos
X3 = XXz —CoY1Y2 (1.17)
Y3 = a1¥1yz + Gzxa31 + by1ya.

Sea fa(xa.y3) =ajasxf +bxzys +coyi. Entonces

2 2 2
f3lxays) = alazxfxz + ajascy _yf Yz + albxfxz Yo
2
+agbxixfy; + b2 x 2051 y2 + arbeox,y1yE
2 2. 2 2 2
+agbeoxpyive + afcoxiyd + afcox3yi.

= filxry1)f2lx2.y2)

¥ falx,yde ng[x,y]. De manera que las formas "especiales" que buscamos

estan dadas por el lema 1.17. Sean gi=[gil, #2=[@2le{ [f1 } tales que si
fi=(aypb,azco)slg1]l y fa=(azb,aico)e (gz], entonces definimos

£1&2 = [g1llgz] = [Alf2] = fifz = (ar1a2,b,c0)].

Veremos que esta estd bien definida.

Teorema 1.18. Si i, /2, &1, £2€ ng[x,y] son tales que {1 =~ &1 ¥ f[2= &2,

entornces
fifz~g182.

Demostracién. Podemos suponer que

f1=(avb.azp) = &1 = (ai.b’,ajcsH),
fz=(az.b,a1c0) ~ g2 = (a3,b’,ajch),

con med(ay,az) = med(aj,as)=1.
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Por definicién tenemos que f} fa = (@1az.b,c0) ¥y £ &2= (ajas.b’,c)). Queremos
probar que f1 f2 = &1 g2, e8 decir que existen x3, yze Z tales que

aya2x3 + bxyys +coyi=aijas 1.18)
2a1a5x3+(b+b Y3 = O (mod 2aja3) 1.19)
(b—b x3+2cqys = 0 (mod 2ajiaj). (1.20)

Como fi1 = g1 vy f2~g&2, entonces por el lema 1.6 sabemosa que existen xj, 1, x2,
¥2 € Z tales que

a,x? +bxyy, +azegyi=aj (1.18-1)
203%1+(b+b Yy, m O (mod 2a}) (1.19-1)

(5= Ix1+2azcqy; =0 (mod 2aj). (1.20-1)
asx2 + bxoy, + aycoyi=al (1.18-2)
2aax2+(b+b Jy2 m 0 (mod 2a3) (1.19-2)

(6—b Vx2+2a1c0y2 m O (mod 2a3). (1.20-2)

Sea
X3 = XX < CoY1¥2
¥3 = ayX1yz + azXzy1 + by1yz-

Es claro que con estos valores (1.18) y (1.19) son solubles. Sélo nos queda
mostrar que (1.20) también es soluble.

Hagamos B = (6~-/A) fg. +coys- Entonces

Ra= [(b—'\/z)izl+a¢coy1][azxg+(b+*/z)zzz]

= (b—A)ﬁizlﬁub?—A)ﬂ}i + aZcoyixa +(b+~/K)325°2112’2.

En esta expresién tenemos (52 — A)Elfz- =ajazcexiyz, ya que b2 — A = 4arazco.
Asf



i
)

R= (b—A)'—,zleﬂ-+a‘a2co:lyz +adcoyixs +(b+.\/Z)ﬂ£Q22ﬁl .

Por otro lado tenemos
azB =az[(b—~/'A‘)521+coya]
= ﬂz[(b -a) (—xlﬂ;;mzz—) +co(a1xyyz +agxayy + 6y1y2 )]
= (b—ﬁ)%&+(b+a)m%a’z+alaqcoz,yz +afcoyyxs =R
Por lo tanto

[(b—\/X)%-o—agcoyl][azzz +(b+~/K)l2a-]=agB. : )

De manera similar se puede mostrar que

[alxl+(b+ */Z)lzl-:l[(b—'\/z)%--o-axcoyg] =a18. *
[(b—«/K)izxa-aecoy,][(b—«/K)i‘22+alcoy2]=(b—vz)g. ™

co[alxl+(b+‘\/_A-)-J—éL][agJa‘a +(b+~/K)222-] = (b+-\/K)§. (=

Dado que b2 = 2— 4a,azco+4 ajascy, se tiene 52 m A (mod ajaj). Entonces para

cada una de las i (»), pod ituir VYA por &” y convertirlas en
congruencias médulo ajas. Como loa lados izquierdos son todos congruentes con
0 médulo ajaj, ent deb de tener que B = 0 (mod ajai) y es lo que

buscabamos. . -

Como una aplicacién del lema 1.17 veamos que sucede con el producto
de £, = [(1,5,0)1 y f.,= l(1,b"¢c)]. Por el lema 1.16, existen g,= (1,Bc)e fo, ¥ &2
=(1,B,c2)e f.,. Porellema 1.17 existe cocZ tal queg;=(1,B,c0) ¥ &2 =~(1,B,
¢g). Por lo tanto f,‘= £,
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El anterior io nos iere la uni

idad del “neutro”.

EL GRUPO DE CLASES DE FORMAS

El teorema 1.18 nos dice, en esencia, que laa clases determinadas por la
composicién de dos formas individuales no depende de las formas en sf, sino
unicamente de las clases a las cuales ellas per H 1 d
preci te al objeti principal de este 1

Teorema 1.19. Bajo la composicién de formas CLF, es un grupo
abeliano finito. La identidad del grupo es la clase principal y el inverso de la
clase de una forma, es la clase de la forma opuesta.

Demostracion. Sean fi= {f1l, fo={f2], f3= [f3le CLF, tales que
f1 = (aypb.azco) = (ayb,azco) = (anb,azaszcy),
f2 = (ag.b.a1c0) = (az,b,azce) ~ (az.b,a1a3¢h),

fa = (aab,a1c0) = (@aa.b,azcg) ~ (aa.b,arazch).

Por definicién fi f2 = (/11 /2]le CLF ,.

Ahora
F1fafa) = (avnb,azco)l(azb,aacolaa b,azco))
=~ (a1b,coXazaab,co)
= (ayb,azaszcsgNazaa b,ach)
= (a1axa3.b,ch).
y

F1f2)fa = layd,azcoXagb,aaco)as,b,azco)
~ (aaz,b,coXaab,a2co)
=~ (a1ag,b,a3ci aa,b, aiazch)
=~{aj@2a3 b, cp).

Por lo tanto fi(fafs) = (Fuf2)fs.
Recordemos que la forma principal tiene el aspecto fz = (1,b,¢), entonces



1,5,cXa’bc?) = (1,B,a coXa’B,co) = (a”.B,co) = (a’b",c").

De aqui que fe = {(1,b,0)] juega el papel del neutro en CLF4. La unicidad del
neutro es consecuencia de los lemas 1.16 y 1.17. Aunque tambien se puede
deducir de la definicién de grupo.

Record o8 T te que la op de la forma f = (a,b,c) se define como
fo = (a,—b,c) = (c,b,a). De manera que

=(a,b,c)Xa,~b,c) = (a,b,c)c,b,a) = (a,b,cco)c, b,aco)
~ (ac,b,cq) = (ac,b,1) = (1,b,ac).

Aaf que f, = [(a,-b.,c)] funciona como el inverso de f = [(a,b,c)] bajo dicha
icién. La unicidad del inverso puede verse de la siguiente manera:
Supongamos que para fe CLF, existen g, Bc CLF tales que fig =1 y i~ 1,

entonces fig ~ fik. Como fg = gf, tenemos g(fig) ~ g(fh). Asi (gfig = @&HhA. Por lo
tantog = A.

De todo lo anterior se sigue que CLF, forma un grupe bajo la
composicién.
Que dicho grupo es abeliano, es evidente a partir de la definicién de la

composicién. Por udltimo, del teorema 1.9 se sigue que dicho grupo es finito.
-
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El anterior io nos i 1a unicidad del “neutro”.

EL GRUPO DE CLASES DE FORMAS

El teorema 1.18 nos dice, en esencia, que las clases determinadas por la
composicién de dos formas individuales no depende de las formas en sf, sino
umcamente de las clases a las cuales ellas per Hi i
pr te al objetivo principal de este capitulo.

Teorema 1.19. Bajo la composicién de formas CLFa es un grupo
abeliano finito. La identidad del grupo es la clase principal y el inverso de la
clase de una forma, es la clase de la forma opuesta.

Demostracién. Sean fi = [1l, f2= (2], f3= [fsle CLF, tales que
f1=(ayb,azce) = (ay,b,asco) ~ (anb,azasch),
f2 = (az.b,a1c0) = (a2 b,a3c0) = (az.b,a1aacy),

f3 = (aab.ajco) ~ (aa,b,azco) = (as,b,aiazcp).

Por definicién fi £z = [f1llfz)le CLFa.

Ahora
11(f2f3) = (avb,azco)(azb,aacolaa b,azco)]
~ (a1b,colazaab,co)
= (ayb.azazchNazaab,arch)
= (arazazd,cH).
Yy

F1f2)fs = WavbiazcoXag b,asco)l(aa,b,azco)
~ (a1a2b,coXaab,azxco)
= (azazb,azchX az.b, arazch)
= (a1agaa b, c§).

Por lo tanto £f1(f2£3) = (fif2)fs.

Recordemos que la forma principal tiene el aspecto fe = (1,b,¢), entonces



H
h

,b,c)a’b%c) = (1,8,a cola’,B,co) = (a’,B,co) ~ (a’b’c).

De aqui que fz = [(1,5,c)] juega el papel del neutro en CLF,. La unicidad del
neutro es consecuencia de los lemas 1.16 y 1.17. Aunque tambien se puede
deducir de la definicién de grupo.

Record te que la op de la forma f = (a,b.c) se define como
fo=(a,~b,c)=~ (c,b a). De manera que .

ffo = (a,b,c)a,-b,c) = (a,b,c)e,b,a) = (a,b,cco)c, b,acp)
= (ac,b,co) ~ (ac,b,1) = (1,b,ac).

Asf que f, = [(a,-b,c)] funciona como el inverso de £ = [(a,b,¢)] bajo dicha
ici La unicidad del inverso puede verse de la siguiente manera:
Supongamoa que para fe CLF, existen g, heCLF talesque f@g ~1 y A~ 1,
entonces fg =~ . Como fg ~ gf, tenemos g(fg) = g(fh). A=si (gHg ~ &MHh. Por lo

tantog =~ A.

De todo lo anterior se sigue que CLF, forma un grupo bajo la
compogicién. !

Que dicho grupo es abeliano, es evidente a partir de la definicién de la
composicién. Por ultimo, del teorema 1.9 se sigue que dicho grupo es finito.
-
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CAPITULO 11
EL GRUPO DE CLASES DE IDEALES

Sea ([ay,....0;] una base para una extensién finita K de Q. Se sabe que

iat ta n rfi o;: K— C y generalmente a los

elementos o () se lea llama i doe de a. D i el discr de
una base para K sobre @ como

Alar,....x,] = (detlola))2.
Si se tuviera otra base {B,,...,B,] de K sobre Q, entonces se puede probar que
AlB1.....Brl = {det(aiZAlay,....a],
donde (a) es la matriz asociada al cambio de base.

Recordemos que un entero algebraico 6eC, es un nimero algebraico
que satisface un polinomio ménico Ax)e Z[x] y denotamos al conjunto E como el
conjunto de los enteros algebraicos. Se puede probar y no lo haremos aqui que
E es un anillo (cf. [3] pag 68).

Para cualquier campo K escribimos
O, = K~E,

¥ llamamos a Oy el anillo de enteros de K. Un hecho de importancia es que si
tenemos cualquier naimero ae X, entonces existe re Z con r=0, tal que rac O,.
De aqui que K se pucde ver siempre como una extensién simple de Q al cual le
afiadimos un entero algebraico apropiado, es decir K = Q(B), para algin Be Oy.
Como en toda la literatura relacionada con teoria de los nimeros algebraicos,
Ilamaremos de aquf en adel raci 1 a cualquier elemento de Z y
entero a secas a cualquier elemento de O, En estos términos es bastante
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facil probar que los G enteros algebrai que son nu o8 racionales son
los enteros racionales, en otras palabras Oy "Q = Z. Sea {o),...,as) una base

entera de Oy . Entonces todo w en Oy se puede expresar en forma 1inica como

W = @101+ +BnCn,y

con aeZ. Podemoe ver que si {a;...a,} es una base para K con oe Oy,
entonces Ala,,....a,le Z y es diatinto de cero (cf. [3] pag 175). Mids axin, una

base con las caracteristicas anteriores y de discriminante minimo en Oy es
una base entera de Oy y estas si i
1

e para \|
un hech

ideal I Oy Es
que

ra dos bases enteras de O, tienen el mismo
discriminante ya que la matriz de cambio de base es unimodular. A este valor
comiin se le llama el discriminante del campo K el cual es un entero racional

diferente de cero. Es claro ademi#is que campos isomorfos, tienen el mismo
discriminante.

Para cualquier ae K se define la norma de o como

n
Ny = [foito),

i=1
¥ la traza de a como

n
Tre(o = 3 0;(x),

i=1
donde los o;, i = 1,..,n, son los di

monomorfi de K en C. Se
abreviara a la norma y a la traza de a como N{(x) y Tr{a) respectivamente. La

norma satisface N(af) = N(ax)N(B), para cualquier o, Be K y si e Q, entonces
N = o y Triaa+bp) = aTr(a)+bT(P) para a,bc Q.

Sea K/Q una extensién cuadridtica. Entonces si K = Q(x) para alguna
o0e C, se tiene que & es raiz de un polinomio irreducible

px) = ax2+bx+c,
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con a, b, ceQ. Pod sin pérdida de g alidad que a, b, ceZ,
i do d inad =i e io. Si h A = b2— 4ac, siempre es
posible poner A=r2d, conr,deZ y d libre de cuadrados. Por lo tanto

Q= Q(%K-]=Q(~/X)=Q(r~/¢—i)=qﬁ).

De manera que todos los campos cuadréiticos son de la forma Q(~/d), donde
deZ es libre de cuadrados. Si ae Q(V/d), entonces o = a+bVd. Luego los
automorfismos de Q(~/d ) son: 0, = identidad y 3= conyji i de modo que

oya+bd) =a+bJd,
oza+bVd)=a-bJd.

La norma y la traza de @ en un campo cuadritico son bastante ficiles de
calcular ya que N(a) = a&@ y Tr(a) = a+Td, donde como siempre @ es el
conjugado de a en K. De manera que
N(a+b+d) = (a+bJd Na-bd) = a2- b2d,

Tr(a+bVd) = (a+bd Y+la~bVd ) = 2a.
Podemos ver que, ac Oy siy sélo si N(o), Tr{a)e Z. Esta afirmacién es vilida
86lo en el caso cuadrético. Cuando [K:Q) > 2 se cumple: si ae Oy, entonces
N(a), Tria)e Z.

Teorema 2.1. Sea de Z libre de cuadrados. El anillo de enteros de Q(~d)

o _JzWa sid = 2,3 (mod 4),

QDT Z(- 2 +4Vd) sid = 1(mod4).

Demostracion. (cf. [3] pag 189). [ ]
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Por lo anterior, una base para qug) es {1, Vdl sid » 2 6 3 (mod 4) 6
(1,—-.}+-.‘¥\/a_l sid m 1 (mod 4). As{ que el discrimi de lquier campo
cuadridtico estd dado por:

Ae AL, Vd) = ad sidm2,3(mod 4),
A(l.—-}-’-%ﬁ]=d sid=1(mod 4).

Un campo cuadritico se dice que es re.l sid>0, e im-'lnario 8i d<
0. Nosotros estaremoe inter dos exclusiv te en los

P ios
pr te para tabl la relaci que iste entre las formas
cuadriticas binarias con discriminante negativo y ciertos objetos de dichoa

campos.

IDEALES EN CAMPOS CUADRATICOS

En lo que sigue K = Q(+/d), con deZ libre de cuadrados. Sea IcOy un
ideal. Por el teorema 2.1 7 tiene a lo m#s dos generadores pues [Og: Il es finito.
Supongamos que [ = <a,,az>. Consideremos <@,,T@; > Oy el cual claramente
es un ideal, lo denotaremos como Iy lo llamaremos el ideal conjugado de I.
Recordemos que un ideal I es un ideal principal si I = <a> para algun ae Oy
Y que <> = <B> siy sSlosia y § son asociados. Entonces <1> = <> 8i y

sb6lo si @ es unidad, pero si un ideal i a 1 t ese ideal es
precisamente todo el anillo O, luego O = <1> es 11 do el ideal idad 6
ideal identidad.

Lema 2.2. Sea I Oy un ideal. Existen acZ y B un entero elgebraico tal
que I = <a,p>.

D, (&) S mos que I = <o;,02> con o026 Oy Sea § =
JdeQ(Vd), con dez libre de cuadrados. Los elementos de Og son de la
forma a+b3 donde a, beZ. As{ a;=a,;+b,8 y oa=a,+by8 con a,, b, ay, 5,€Q.
Dado que ax+azy = (@;+5,8)x+ (a,+by38)y = (a,x+a,y)+(b;x+b,y)5, escogemos x,,
¥:1€Z para los cuales b,x,+b;y, =0 y a;x;+azy; =a > 0 sea minimo. Si x,;, y;€Z
son tales que g = b,xa+byy; = med(b,by) ¥ b = a,x;+a,y;, entonces hacemos B =
b+g8 y por lo tanto I = <a,>. -
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Sean I, Jo O, ideales tales que I = <oj,ap> y J = <pB.fiz>. Recordemos
que se define la suma y producto de ideales como:

= {a+P : ael, PeJl,
= (aB: acl, PpeJl.

Es fécil probar que tanto I+J como IJ son ideales de O, . Pod ver bié
que tanto para la sumu como para el producto de ideales, gse da la

ividad y la ividad. Como caso especial <a><p> = <ap>, es
decir, el prod de ideales principales es nuev un ideal principal

Decimos que un ideal I divide a un ideal J si existe un ideal L tal que J =
IL, y como siempre lo eacribimos como I |J. Notemos que <u>|<[3> 8y _aélo si

alp.

Como ia de la aritméti
los siguientes resultados :

oo

que na a los ideales tenemos

Lema 2.3. Sea JcOy. Si existe ve Oy diferente de cero tal que yla pPara
todo aed, entonces J =+vI para algin ideal IO,

Demostracion. Sea aeJ. Entonces o =W, para algin a,c Oy entonces a,

o
=7EO.. Sea I=<Gg>= %:aed>_ Es claro entonces que J =Y. -

Lema 2.4. Si yI =), paraalgiin v Oyg diferente de cero, entonces I=.J.

Demostracion. Sea oael y yoeyl = wJ. Entonces existe fieJ tal que yx =
WeJ. Asia=BeJ. Porlotantol =J. -

Es claro que cualquier ideal puede verse como un Oygsubmédulo del
campo K. Los submédulos de interés que nos dan una estructura de grupo
estdn caracterizados por la siguiente propiedad:
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Decimos que un Oy -submédulo J de K es un ideal fir: ;! I de Oy si existe un
elemento distinto de cero pe Og tal que pJe O,. En otras palabras I = pJ es un

jidealde Oy. ¥y J = p’'I; asf loa ideales fraccionales de Oy son subconjuntos de K
de la forma p'l.

Lema 2.8 (Hurwits) Sean o.Be Oy Si existe g€ Z tal que g | N(o), g | N(B)
¥ 8/ TaP), entonces g\ @B vy glaB.

Demostracion. Sea o= op.Ent cc Og vy isface la i

&%*~Tr(o) 6+N(a) = 0.

Como N(a) = N(@N(P), entonces g”|N(©) v g|Tr(o). Asi =% satisface

2 Tr(o) = N(o)
P e s 0.
g g
Por lo tanto pe Oy y consecuntemente jic O,. -

Teorema 2.8. SiIcOy. es un ideal (diferente del ideal cero), entonces el
ideal conjugado Ies tal que

II= <o

Demostracién. Supongamos que I = <a,pB> con o,3c Oy, entonces T

= <E,§>.
De manera que

IT=<a&, af, &, BB > = <N(w, o, BE, N@)>.

Hagamos J = < aG, af+p&, BB > = < N(a), Tr{B), N(P)>. Ea claro que J es
un ideal cuya base consiste en su totalidad de elementos de Z. Por lo tanto J =
<g> para alguna geZ, pero <g> = Jc IT. Por otra parte del lema 2.5 se sigue

que como g divide a los generadores de .J, entonces también divide a loe
generadores de I 1 . Asf I] c<g=>, por lo tanto se tiene

<g>c IT c<g>,
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de manera que I = <g>. ]

Corolario 2.7. Sean I, J, L ideales de Og. con L » <0>. Si IL = JL,
entonces I =J.

Demostracién. Como IL = JL, entonces por el teorema 2.6 podemos
ltipli por L b iembros de la ién ¥ obt
ILE =JLL,
o sea
leg> = J<g>.
El resultado se sigue al aplicar el lema 2.4. [ ]

Teoremn 2.8. Sean I, J ideales de Oy. I|J siy sdlo si JI.

D acién. SiIl|J existe un ideal L de Oy tal que J = IL. Luego,
todo elemento BeJ es de la forma fi =Za‘~,a,v7j con oyel, yje L, de manera que
oyyel. Asf Bel y por lo tanto Jgl. Recip nte, p JcI. Por el
teorema 2.6 exiate I tal que IJ es principal. Entonces JI <J T = <. De todo

esto se sigue que J T es divisible por a, luego por el lema 2.3 J7I = <a>L para
algun ideal L. Entonces

JII=<a>LI = <o>IL
luego

J <a> = <a>IL = IL<o>,
remitiendonos al lema 2.4 concluimos que J = IL. -

Corolario 2.9. Para todo acl, Ilo.

Demostracién. Dado que <o>cl. El resultado se sigue del teorema 2.8.
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Sea <0>= ICO,. Puesto que OK/I es finito (cf [3) pag 176). Entonces

N = P‘Vl
Claramente la norma de un ideal es siempre un nimero natural. Podemos ver

también que N() =1 siysSlosi I= 0..
Por otro lado Oy ea de factorizacién uni

aqui se deduce que ,o‘/.]l IO‘/”O‘/J' ¥ por lo tanto

NUJ) = NUON().

definimos la normna de 7 como

ideal E de

Se puede probar que si {a;,xz) es una Z-base de % contenida en 7,
entoncea tenemos (cf. [6] pag 121)

N = ’A[ﬂ e ]axaz—ﬂ-xaz

En particular si I=<a> para algin ae Oy, entonces N(N=N(<o>)=|N(aw)|. La
prueba consiste en dar una base entera adecuada contenida en I.
Decimos que un ideal 7 es primitivo si el Gnico ideal fraccional en K que

contiene a I es O.

EL GRUPO DE CLASES DE IDEALES

Decimos que dos idealea I, J estdn en la misma clase o que son

qui si existen ideales principales <o> y <> de O tales que <a>I =
<B>J. Esto lo escribimos como I-~J. Claramente esta relacién es de
equival ia. Esta relaci induce una particién en clases de ideales de Oy. Sea

I Oy un ideal. Entonces denotaremos su clase de equivalencia como :
IF=[={JxOx:J~T}.

Pefinimos el producto de dos clases de ideales como :



=101 = L1}

Es decir, el producto de dos clases de ideales, es la clase del producto de loa
representantes de cada clase. Trivialmente todos los ideales principales son
equivalentes a <1>- Oy, el inverso de una clase es la clase de la inversa y es
precisamente la clase de F.

Esta definicién es i te ya que si I'~I y J ~J entonces I'J "~IJ. Que &Li =
JT se sigue inmediatamente del hecho que Oy es un anillo conmutativo. Puesto
que el prod de ideales es iativo, I(JL) = (IJHL. La clase de los
ideal incipales funci como una identidad, bajo el prod de idealea ya

que <oa>I-1I.

Lo antes expuesto nos describe un grupo.

Sea CLI = {( 1] : I ea ideal de Oy | y sea CLI, el conjunto de clases de
ideales de un po de discrimi te A. Ent CLI, es un grupo abeliano
finito (cf [3) pag 178). En general, si (K:Q] > 2, T no iament.
funciona como el inverso de I, sin embargo en ¢l caso cuadritico si 1o es.

Todo lo anterior nos indica que la clase de idealea bajo el producto, tiene
estructura de grupo. A este grupo se le llama como es de esperarse el grupo
de cl de ideales y lo d emos como CLI. Todo esto lo resumimos en

Teorema 2.10. Si K/Q es un campo cuadrdtico imaginario de
2 CLI, es un grupo abeliano finito.

discriminante A,
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CAPITULO III

EL GRUPO DE CLASES DE FORMAS Y EL
GRUPO DE CLASES DE IDEALES DE UN
CAMPO CUADRATICO (IMAGINARIO)

BASES ORDENADAS

Esata i6n la iniciaremos conviniendo lo aigui

I=<a,p> indica que (a,B) son generadores de I como Op-mdédulo. I=[a,B) indica
que {o,p) son generadores de I como Z-médulo, es decir {x,f] esa una base
entera de /. Supongamos que I=(a.B).

Hasta ahora no h hecho distincié 1 entre las basea {a.B) ¥
{B.a}. Diremos que la base (.} eatd ordenada si

AlaBl _ 1 Ja B|_ af-o
AP - L[5 - 2Rt
_ (3.1a)
Si I={a,p] sabemos que N(I) = B -Aflﬂl = t“p\/_zaﬂ. Si GB“/—Kﬁﬂ 0, entonces

escojemos la base ordenada {B.x). Asi, en lugar de tomar |af-GBfl=

N Val, més fuer te af —GP = NWVA. De aqui en
adelante sélo ideraremos bases ord d
s que t dos bases [o,B] ¥ [v.5] para un ideal I. Luego

dichas baseu estdn relacionadas mediante la transformacién

u=Ay+BS} @.1

B=Cy+D5

donde A, B, C, DeZ y A D-BC =+1. De todo esto se tiene entonces

o p|_|A Bljly 5
Ia E‘lc o“v & @2
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De aqm‘ qus ambas bases son equivalentes si y adlo si existe una
tr i dular para la cual se cumple (3.1) y (3.2).
Sea pe O, diferente de cero. El producto de p con I = [a,f] lo definimos como

sigue;

ol = plo,Bl = [po,pBl 3.3)

Si calculamos

Alpa.ppl _ 1 lpa pB|_ pa(pB) = (FE)0B _ af -a
2Bl - ofre pB|= PR TR vy 2B R,

CORRESPONDENCIA ENTRE IDEALES Y FORMAS

Alpa,pB)
A

, obtenemos

Para bl una correspond ia entre las clases de formas y las

clase de ideales, recordemos que una forma f = (a,b,c)e F2Z[x,y] es primitiva, si
med(a,b,c) = 1. De igual manera, decimos que un ideal I = [0.p] es primitivo ai
eliinico Oyp-médulo en K que lo contiene es Oy

Teorema 3.1. Si I = [a,p) es un ideal en Oy, entonces

Axy) = —r—N(ox +By) = ax2+bxy+cy2e F3Zxyl. (3.4)

N(I )
Demostracion. Por un lado tenemos
N{ax + By) = (ox +Py) (&x + By)
= a@x? + (af + &P)x + PPy?
= N2+ Tr( B dxy+N(B)y2,
¥ como para cualquier ael, <a>cl, entonces N(D) | N(<a>) = N(a). De tal modo
que

N | N(ox+By).

Pero N(D | N(a) y N(D|N(B), por lo tanto N Tr( o).
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Sean _
o= N(a)’ - Tr(ag)' c= N(ﬂ).
N NI NW)

Es claro que si hacemos Ax,y) = ax2+bxy+cy?, entonces flx,y)eF3Z(x,y].
Calculando el discrimi de £

A = B3 dac = ['n-(aﬁ)]’ N(a) N(B)

N | TN ND

=1 2 _

= NEH T (@B - aN(ap)]
1 = 2 _

= m[(aa + &P — 4N (ap)]

1 = a2
W(aﬂ ap)y=a.
Por lo tanto Ax,y)e F2Zx,y). -

La forma definida en (3.5) se dice que pertenece al ideal I, con base
fo,B] ¥ lo escribimos como £ = Rla,B]) = A o bienI — £,

Teorema 3.2. Sea Ax,y) = ax?+bxy+cy2e F2ZIx,y). Entonces el ideal I

b-Ja 1

=|2.75— | de O es primitivo y ﬂa;y):N(I)N(ux*-By) dondea=a y [}
_b-JAa

===

2— —_—
Demostracion. Dado que A= &? (mod 4), entonces 2 ” AcZ SeaB = %,
clar te Be Oy p to que B infi la i6 -
2
pr-sp+Z =2 0.
Enseguida, usando (3.1a) vemos que w = %/XX- =a > 0. Por lo

tanto dicha base es ordenada.
Para ver que [ es primitivo, notemos que de otra manera existirfa ue Oy con u >

b~A 5 _ b+JA
2

1 tal que ula y u||3= . De manera que « también divide a B 2
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as{ que u divide a B—p =+A 6 bien u?| A, lo cual contradice el hecho de ser A
libre de cuadrados.

Finalmente, dado que N() = a, N(a) =a? TriaB)=ad y N(B) = ac podemos
hacer referencia al teorema 3.1 y obtenemos la iltima afirmacién. [

Si f = (a,b,0)e FE Z(x,y], e I esta dado por el teorema 3.2 entonces
eacribimos I(f) = I(a,b,c) = [a,B) y decimos que I es el ideal determinado por la
forma f, obienquef nosllevaal(f—D.

<

R i lo ior de la siguient a: Si con una
forma primitiva f = (a,b,c)e FfZ[x,y], de tal manera que a > 0 y su
discrimi una ibn Q(VA). C i el ideal I(a,b,c) de

base ordenada de acuerdo al teorema 3.2. Luego, a partir de este ideal
reconstruimos la forma cuadraitica f([cx.B]) de acuerdo con el teorema 3.1.
Ent 1 te invirtiendo los pasos vemos que f~ = f.

Por otro lado, si comenzamos con un ideal primitivo J = {o,p], construimos a
partir de él, la forma cuadrética f{[o,B]) de acuerdo al teorema 3.1, de modo que

_ N(o)x? + Tr(aB)xy + N(B) y?
AlapD = N .

Si comenzamos con la forma flc,B), obtenemos el ideal I*
e (e n o[ N(@) TraB)—N(DVA
= le”p _[N(I) : N :
Como A < 0, entoncea N(a) > 0 y también N() > O.
Todo lo anterior nos dice que al menos existe una biyeccién entre CLF,

y CLI,, es decir que a formas equival les corresponden ideales
equival

¥ a ideales equivalentea les corr den formas equivalentes:
q

Teorema 3.3. Si f1, fo€ F2Zlx,yl, son tales que fi = f2, fi—L1 ¥ fa—La,
24 L= Ly Inver nte, sean Ly, Lz ideales de O, tales que Ly~ L3. Si
Li—fi ¥ La— fo, entonces fi, fze FiZixyl, ¥ fi=f2.
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ion. S que f1=~f2, fi—L1 ¥ fz~»L2. De acuerdo entonces
e

D
con el teorema 3.2 tenemos que L(H=I) ¥y que Ly(f2)=I32. Sean Ij=[o;,B1]

I=[cx2,2]1 las reapectivas bases ordenadas y
fxoy) = N(l )N(ax-**'ﬂx)’) N(, )(ax-v+BxJ)(axx+Bxy)

&xy)= N, )N'(uzz +B2y) = N(l )(a,x +Bay Xyx” + Bay”),

de donde por (1.9) se tiene que

‘= px+
rEpxrqy 3.6
y'=rx+ay
conp,q,r,se€Z, y ps—qr=1.
Ahora bien, dado que /7 y /> representan al mi nj de ni ,» por

ser fi = f2, asi que fi(x,y) es numéricamente igual a f2(xy). Entonces la
ecuacién fi(x,y) = 0 debe de transformarse en la ecuacién fo(x.y?) = 0. Luego,
0 sdélo si a = 0, entonces se debe de tener

agx " +Bzy =0,

como N(ax) =

cx+Py =0 y
o sea que
.. 8 ¥ =B @D
¥y oy ¥ (=2
deben de coincidir bajo (3.6) o bien
=25 ¥ = __Ba (3.8
k4 oy b 4 a2

coinciden bajo (3.6).
tratando primero con (3.7) obtenemos
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B2 _x _px+qy _pxiyl+g  p(-By/opd+q _ —pBi+qoy
oy ¥ rx+ sy r(x/y)+s r(-P /0 )+s  —ry+rsoy
De manera que
o3 = Bz A

ascy—rB;  —qa;+pB; B’
Luego

{l‘az = (so;—rfya, 3.9)

Pz = (—qa,; + pBAr.
Tenemos enseguida
wlz = (poz.puPazl = Msay1—rPBi).Al—qo1+pP 1] = [s(iay)—r{AB1).—~g(Ao)+p(AB)].
Como ps~ qgr = 1, entonces

wlz = [Acy,AB1) = Ay,

Dado que I3 = [0),B1) e Iz2 = [a2,82] son b. bases ord d asf como
también lo ea plz = [Aaty, APy} = AJ;. De aquf que Iy= I, Por lo tanto Ll- Lo,
Ahora veamos que la alternativa (3.8) es pr t posibl

Procedemos de la misma manera que para la alternativa (3.7), es decir

Bz _x_px+gy _ plxiyI+g _ p-Bi/E)+g _ —pB+a¥;
g y' rx+sy r(x/y)+s r(-By /o) +s —r3y + 88,

De manera que

o2 = B2 =
8Ty —rfy ~qG;+pB,

A
e

Luego

{paz = (sG;—rBPA, (3.90

uBz = (~qT,; + pPPA.



48

De lo cual se tiene en este caso

Wz = (AT, AR, = AT,

Lo cual es imposible; puesto que la base para f, no es ordenada.

Paralad i6n en el idk

P que wi el ideal 7 tiene bases
ordenadas [ = [a,,B1] = [az2.82], se sigue del teorema 3.1 que fi(fay,P1))
Hlaz,Bz]). Entonces

ag = pa+qf, 3.10)
Bz =ra,+sp, )

donde ps— rg = 1. De modo que

agx+Pay = ay(px+ry)+Pi(gx+sy),
asf que por (3.5) fa(x"y") = f1(px+ry,gx+sy) o sea que fi(la1,Bi1l) = fz([az.B2]).
Finalmente, sean los ideales L) y L2 tales que Li~ L2 o bien plLg = ALg, para

algunos y, Ae Oy Dado que la base s6lo afecta a fi dentro de una clase de
equivalencia, se tiene que

nley,Bal = Aaz,B2],
de manera que seghin el teorema 3.1
1loy,Bal) = fi(les,Bal). =
Una forma alternativa de leer el teorema anterior es la siguiente:
Teorema 3.4. Existe una biyeccién entre Cl;l-‘A y CLI,L.

Demostracion. Sea H : CLI5z-» CLF definida por
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. | = N()x* + Tr(aB)xy + N(B)y*
HD = G55 N(ox + By) N .

donde Ie 1], {c,) es una base entera ordenada contenida en I.
Afirmamos que H estd bien definida; si tenemos un ideal Je [/] entonces I=J.

Asf que I = AJ. Luego
1 1
Hu = N—(EI—)N(uu.:+uBy) = mN(u(u+ﬂy))
N(ox +By) = H(D).

1 1
= NGOND N@N(ax+By) = ND
De la mi a se puede ver que H(AJ) = H(J).
Pero como il = AJ, entonces H() = H(AJ) ¥ por lo tanto H(I) = H(J). Asf que H
eatd bien definida.

H es suprayectiva por el teorema 3.2 y la inyectividad se sigue del teorema
3.3; puesto que para ideales L; y L, tales que H(L;) ~ H(L3), se tiene L~ Lj.

Por lo tanto H es biyectiva. -

CLASES DE IDEALES Y CLASES DE FORMAS

Nos gustaria ir un poco mids alld que simplemente conformarnos con
una simple biyeccion. Es decir, quisieramos saber bajo qué condiciones Ia
funcién H definida en el teorema anterior es un homomorfismo, ¢ sea que, si
tenemos las clases de ideales [7] ¥ [J] en CLIa. taleaque HD =fF y H(J) =g,

entonces H(J) = HUWH(J).
Por los lemas 1.16 y 1.17 sabemos que si [f], [gle CLFa, entonces podemos

encontrar fie{f] y fzelg] tales que

filx,y) = arx2+bxy+azcay?
falx.y) = azx2+bxy+arcay?

¥y med(ay,az) = 1. Escribimos f1 = (aLb,a2c0) ¥ f2 = (a2.b,a1c0). Recordemos que




|
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fifa = (@iaz b,co).

Pues bien, sea H como en el teorema 3.4, por suprayectividad, fi es la imagen
bajo H (por el teorema 3.2) del ideal 71 = [ay,Al, donde A =%e Oy. De

1 fa eslai bajo H de Iz = lagAl.
Observemos que

AZ= %(b’ ~2bA + b2 - 4asazc0) = bA-a1axo. 3.1
Luego si ajely y ozelz, se debe de tener
a1 = a1x1+Ay1
az = agxz+Ayz,
con x1, X2, ¥1, ¥2€ Z. De manera que
ayaz = (@a1x1+Ay1)(azxe+Ay2) = a1azxixg+Maxiyz+azyre)+Ady,1ya.
Pero de la ecuacién (3.11) se tiene que A2 = bA—aaxco, asf que

ayoz = (a1x1+Ay1){(azxz+Ay2) = ai1azxixz+A(a1x1yz+azyixz2)+(bA—aiazcolyiyz
= a1azixixz—cqy1yz)+Ala1x1yz+azyixz+by1y2)
= ai1azra+Ays,
donde
x3 = x1X2—CQy1y2
¥3 = a1x1yz+azyix+byiyz.

Entonces oyoze [ajag Al = I3, y por lo tanto Il I.

Ahora bien, dado que ayazellJ2z ¥y ai1r, azielilz y med(ay,a2) = 1, entonces
AelI2 y por lo tanto lquier combi i6n lineal de ajaz y A, también es un
elemento de IT'I2 y , asf que I3c:l1I3, por lo tanto 1172 = I3, 0 al menos pertenecen
a la misma clase.




8i aplicamos H a I, tenemos
H3) = f3 =ayasx3 + bxays +coyi
= (agxf +bxyy; + azcoyi X azxi + bxaya +aicoys)
= H{HIR).
Por lo tanto H(I112) = H(IPHWU?2).

d

De eata ah prob

Teorema 3.8. CLF, = CLI,.

51
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