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INTRODUCCION

Muchas personas después de enterarse de que 80y suizo y estudio Matemati-
cas aqui en México me preguntan sorprendidas “; pero por qué Matemadticas
en México ?”. Bueno, esa pregunta es facil de contestar. En 1992 estaba
escribiendo mi “Diplom” (= tesis de maestria) en Ziirich con P. Gabriel y
me topecé con un problema. Mi asesor se encontré6 ocupado y me mandé
con J. A. de la Peiia que durante aquel semestre estaba dando clases en
la Universidad de Ziirich. Es asi como me encontré por primera vez en la
agradable situacién de trabajar con J. A. de la Penia. Después de varias
citas habiamos resuelto el problema y estabamos en la cafeteria platicando,
cuando yo le pregunté si seria posible hacer mi doctorado en México, ya que
P. Gabriel no iba a asesorar a ninguna persona mas. No sé cuanto influyé
P. Gabriel en esa historia, pero J. A. de la Peiia acepté y en agosto de
1994 llegué a México y empecé el doctorado en la UNAM. Ahora, tres afios
después, me permito presentarle el resultado de mi doctorado, empezando
con un breve recorrido (incompleto) a través de la historia del campo de
representaciones de idlgebras.

El objetivo mds antiguo en el campo de representaciones de Algebras es
clasificar los médulos sobre un dlgebra dada 4 (denotaremos con modA la
categoria de A-médulos). Desde un principio, las formas cuadraticas que
se asocian a las Algebras han jugado un papel importante. Mencionamos el
resultado de P. Gabriel de 1972. Durante todo el trabajo fijamos un campo
k que es algebrdicamente cerrado y todas las algebras son algebras sobre
k. Un &lgebra A se llama de tipo finito si sélo existe un nimero finito de
A-mddulos inescindibles y no isomorfos dos a dos.

Teorema. (5.1) ! Sea A un dlgebra hereditaria. Entonces A es de tipo finito
si y solamente si la “forma de Tits” q, es positiva.

Ademsds de eso, P. Gabriel dié una clasificacién completa de esas dlgebras
describiendo los carcajes de esas dlgebras como unién ajena de diagramas de
Dynkin orientados. Por eso, a un dlgebra hereditaria y conexa la llamaremos
también Dynkin.

10 afios después, K. Bongartz demostrd que la forma de Tits q,, es “débil-
mente” positiva si el dlgebra A es de tipo finito. Nuevas clases de dlgebras
fueron investigadas. En 1983 se clasificaron las dlgebras “mansas ocultas”
que tienen su importancia por ser “minimales de tipo infinito”, es decir, no
son de tipo finito pero cada restriccién propia es de tipo finito. En 1984, C.
M. Ringel publicé un libro resumiendo lo que se sabia sobre ciertas clases
de dlgebras conocidas hasta ahi e introduciendo una nueva clase, la de las
dlgebras “tubulares”.

!La referencia da el lugar en donde se cita o demuestra el resultado en el trabajo.
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D. Happel introdujo en 1984 el concepto de la categoria derivada D%(A)
de un dlgebra A al campo de representaciones de dlgebras (los objetos son
complejos en modA, pero los morfismos no son morfismos entre complejos
sino m4ds complicados). Fue también Happel quien calculé la categoria
derivada de un dlgebra Dynkin y de un dlgebra mansa oculta. Un aiio
después, D. Happel junto con C. M. Ringel describieron la estructura de
la categoria derivada de un dlgebra tubular. Aparte de esas tres clases de
dlgebras se conoce la categoria derivada sélo para ejemplos particulares.
La forma de Tits no es una invariante de la clase de dlgebras que tienen
categorias derivadamente cquivalentes (dos dlgebras de la misma clase lla-
maremos también “derivadamente equivalentes™), pero hay otra forma cua-
dréitica que se puede asociar a un dlgebra de dimensién global finita: la
forma de Euler x ., que si es un invariante.

A principios de los afios noventa I. Assem y A. Skowrofiski demostraron el

siguiente resultado.

Teorema. (5.5) Un dlgebra A es derivad te egquivalente a un dlgebra

Dynkin si y adlo si A cumple las sig tes condici

(i) A es “fuertemente simplemente coneza” y
(ii) x. es positivo.

La propiedad de un algebra de ser “fuertemente simplemente conexa” es
combinatéria. En el mismo articulo también caracterizan ciertas dlgebras
que son derivadamente equivalentes a un dlgebra mansa oculta (las dlgebras
mansas ocultas se pueden agrupar por su “tipo”: A, (n > 1), D, (n > 3),

E, (6 <n<8)).

Teorema. (6.13) Sea A un dlgebra que es fuert
Entances A es derivadamente equivalente a un dlgebra mansa oculta de tipo

D, m>3), E, (6 <n<B8)siysslo si x, es no negativo y tiene corango

te pl te co .

uno.

Pero no habia un andlogo de esos teoremas para dlgebras que son derivada-
mente tubulares, es decir derivadamente equivalentes a un dlgebra tubular.
El problema consiste en la existencia de dlgebras “2-tubulares” cuyas formas
cuadrdticas son muy similares a las de las dlgebras tubulares.

El presente trabajo llena este hueco. La técnica que se desarrolla para esto
se compone de varios ingredientes. Se ocupa el teorema de D. Happel que
describe la categoria derivada de un dlgebra de dimensién global finita .4 por
la categoria estable de la categoria de mdédulos sobre el dlgebra “repetitiva”
de A. Otra de las herramientas fuertes es un resultado que se obtuvo
en trabajo conjunto con H. Lenzing y que tiene su propio interés por su

generalidad.
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Teorema. (2.8) Sean A; y Az dos dlgebras ¢ : D?(A,) — DP(A2) una
egquivalencia triangulada. Sean M, y M; dos mddulos sobre A; y Az res-
pectivamente tales que (M,[0]) = M;[0]. Entonces ¢ se extiende a una
equivalencia triangulada 7 : D?(A,[M)]) — Db(A2[M3)).

Aqui, M[0] es el complejo que tiene en grado cero al médulo M y en los otros
grados al médulo cero, y A[M] denota la “extensién-fuente” del slgebra A
por el A-médulo M.

Otro punto que es importante es la distincién por propiedades de la forma
de Euler entre dlgebras tubulares y dlgebras 2-tubulares que es vailido sola-
mente si las dAlgebras tienen mads de 6 “puntos”.

Propaosicién. (7.2;7.4) Sea A un digebra con mds de 6 puntos.

(a) Si A es tubular entonces x7'(1) N (x7'(ONL =2
(b) Si A es 2-tubular, entonces x1(1) N (x;1(0))! # @

Como la distincién no se aplica si las dlgebras tienen 6 puntos (menos no
es posible por definicién), se investiga este caso aparte. Se clasifican las
algebras con 6 puntos que son derivadamente tubulares completamente en
una lista y se demuestra el siguiente resultado.

Proposicién. (8.5) Un digebra con 6 puntos que es derivadamente tubular
es de tipo infinito.

Con estos ingredientes es posible demostrar el siguiente resultado.

Teorema. (8.9) Sea A un digebra conexa y “dirigida”. Entonces A es deri-
vadamente tubular y de tipo de representacidn finito si y sdlo si A satisface
las siguientes propiedades.

(i) A tiene mds de 6 puntos.
{(ii) La forma x, es no negativa y tiene corango 2.
1 4 4
(i) x 1) N (x (Ot =2, .
(iv) La forma de Tits q, es te p
(v) A es fuert te simplemnente c

Aunque sélo hay un numero finito de ilgebras con mds de 6 puntos que
son derivadamente tubulares no seria de gran uso dar una lista completa ya
que hay miles de ellas. Junto con J. A. de la Pefia se obtuvo la siguiente
generalizacién.

Teorema. (8.8) Sea A un dlgebra coneza y fuert te simplemente co

con mds de 6 puntos. Entonces A es derivadamente tubular si y sdlo si A
satisface las siguientes propiedad

(i) La forma x, es no negativa y tiene corango 2.
(i) x;'(1) NnGGHONt =o2.



De este resultado se siguen dos corolarios que caracterizan dentro de las
‘4lgebras que son fuer ite simpl te Cc aquellas que son tubu-
lares y aquellas que son r “de crecimi > polinomial”. Ademsds, las
técnicas desarrolladas permiten demostrar los resultados de I. Assem y A.
Skowronski mencionados antes de una manera diferente. Esto hace mas
homogénea la comprensién de 1as tres clases de dlgebras: dlgebras derivada-
mente equivalentes a ilgebras Dynkin, mansas ocultas y tubulares.

La gran ventaja que tienen las caracterizaciones por medio de formas cua-
dréticas es la rapidez de los algoritmos correspondientes. Las condiciones de
los dos teoremas anteriores fueron traducidas en un programa de cémputo,
escrito en C++4, en trabajo conjunto con J. A. de la Peiia. El estudio de
los problemas que enfrentamos nos permitié sustituir la condicion 7! (1) N
(x;‘ (0))+ = & por otra que es mas facil de checar. Eso dirigié la investi- -
gacién hacia reducciones de formas cuadréaticas en donde demostramos un
resultado que sorprendentemente no era conocido ain. Para ello observamos
que el “radical”’, radg = ¢—}(0) de una forma cuadritica no negativa q :
Z™ — Z es un sumando directo de Z".

Teorema. (4.7) Sea q : Z™ — Z una forma itaria no negativa y coneza.
Entonces existe una Z-base de Z™/radq en la cual el mapeo G : Z"/radq —
Z,7 — g(T) = q(v), (para algiin v € U) es unae forma unitaria positiva y
conezxa.

Sabiendo eso demostraremos el siguiente resultado que permite reformular
los teoremas (8.9), (8.8).

Proposicién. (9.3) Sea A un dlgebra derivadamente tubular con 6, 8, 9,
respectivamente 10 puntos. Entonces la forma inducida X, es de tipo ID,,
Es, E7, Eq respectivamente. Si £ es derivadamente 2-tubular con n puntos
entonces X, es de tipo Dp_».

El programa desarrollado usando (4.7) es muy 1util como mostraremos cal-

culando listas completas de dlgebras derivadamente tubulares con ciertas
caracteristicas.

La tesis esti organizada de la siguiente manera. Los primeros 4 capitulos
introducen a las nociones mds tratadas, as{ el capitulo 1 introduce las
nociénes basicas para el campo de representaciones de dlgebras, en el capitulo
2 se define la categoria derivada mientras el capitulo 3 trata sobre las
Algebras repetitivas y finalmente en el capitulo 4 resumimos lo que serd
importante sobre formas cuadraticas.

En los iltimos 5 capitulos se investigan las dlgebras que son derivadamente
equivalentes a un idlgebra Dynkin (en capitulo 5), las dlgebras que son de-
rivadamente mansas ocultas (en capitulo 6) y las dlgebras que son deriva-
damente tubulares (en capitulo 8). EIl capitulo 7 se dedica a la distincién
entre algebras tubulares y adlgebras 2-tubulares mientras en el WGltimo se
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exhiben las consideraciones acerca de la implementacién de los algoritmos y
se presentan las listas que éstos nos produjeron.

Cada capitulo empieza con un resumen mis detallado dando también la
mayoria de las referencias usadas.

La mayor parte de los resultados que arrojé esta tesis se publicardn en [6], [9],
{10}, [8] ¥ [7], pero algunos resultados no se mencionan en estos articulos.
Eso concierne las demostraciones nuevas de los resultados de I. Assem y
A. Skowronski, los resultados sobre las componentes postproyectivas en los
capitulos 6 y 8 y la 1iltima lista con la cual el trabajo termina.

Quiero agradecer a José Antonio de la Pefia por su critica y ensefianza en

las inumerables discusiones y a DGAPA que con su apoyo econémico hizo
todo posible.
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1. ESPECTROIDES

En este capitulo se definen ciertas nociones que son bdsicas en la teoria de re-
presentaciones de dlgebras. Para un desarrollo let di el libro de
P. Gabriel y A. V. Roiter [21], el articulo de P. Gabriel [20] sobre sucesiones que
casi se dividen y la técnica de tejer y una introduccidn a dlgebras de tilteo de K.
Bongartz [12}. Para el lectar que busca una introduccidn que resuma los desarrollos
en el po de repry de dlgebras recomendamos [23].

1.1. Algebras y espectroides. Sea A un ilgebra de dimensién finita sobre
un campo algebrdicamente cerrado k, que fijamos ahora para todo el trabajo.
Sea R4 la interseccién de los ideales maximales de A (el ideal de Jacobson).
El cociente A/ R 4 es isomorfo a un producto de dlgebras de matrices k™! %™ x
... x kN>t por el teorema de Wedderburn. El dlgebra A se llama bdsica
8i n; = 1 para cada i = 1,...,¢t. La condicién que A sea bdsica no es una
restriccidn para nosotros ya que nos interesa mas bien la categoria modA de
los A-médulos izquierdos de dimensién finita sobre k: para cada slgebra A
existe un dlgebra bdsica B tal que modA y modB son categorias equivalentes.
Sea A un dlgebra bdsica con unidad 1,4 de dimensién finita sobre k. Sean
e,...,e, idempotentes primitivos y ortogonales dos a dos y tales que 14 =
€y +--++en. Sea £,4 la k-categoria que tiene {1,...,n} por objetos y espacios
de morfismos £4(7,7) = e; Ae; con la composicién dada por 1a multiplicacién
en A. Una categoria se llama k-categorfa si sus conjuntos de morfismos
forman espacios vectoriales sobre k£ y la composicién es bilineal. Como A
es basica, (i) dos objetos diferentes de £4 no son isomorfos. Como A es
de dimension finita, (ii) los espacios de morfismos son de dimensién finita y
finalmente, (iii) cada objeto en €4 tiene un dlgebra de endomorfisimos local.
Una k-categoria que cumple estas tres propiedades se llama espectroide y
sus objctos puntos .

Como c¢jemplo trivial observamos que el dlgebra k nos provee el espectroide
con un punto con espacio de endomorfismos trivial.

Para cada A-mdédulo jzquierdo M obtenemos un k-funtor covariante M :
£a — modk poniendo M(i) = e;M y paraa € £4(1,3), M{a) =a-?: M) —
M(]) Por otro lado, si F : £4 — modk es un k-funtor covariante entonces
F = @7, F(i) es un espacio vectorial sobre k que podemos equipar con
una estructura de A-médulo haciendo a - (fi)%, = (O_7. =1 Fleiae;) (£, -

Denotamos con Mod& 4 la categoria de los funtores cova.na.utou Ea— modk y
con modE 4 la subcategoria plena dada por los objetos F tales que dimy F <
oo que también llamamos & 4-médulos. 'Un € 4-modulo F' se llama omni-
presente si F(r) # 0 para cada £ € £,. El siguiente lema se verifica sin
problemas.

Lema. E! funtor 7 : modA — mod€ 4 es una equival ia de categorias y ?
su casi-inverso.
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Los A-médulos proyectivos corresponden a los £ 4-médulos de la forma P§ =
€a(1,7) y los A-médulos inyectivos a IJ’? = DEA(?7,7) donde D = Homy (7, k).
Sea ahora £ un espectroide cualquiera. Entonces llamamos a £ localmente
acotado si £(3,7),D £(?,j) € modE. Un espectroide ¥ se llama hereditario
si cada submédulo de un H-médulo proyectivo es también proyectivo.

1.2. Ejemplos importantes. (a) Observamos que la categoria mod€E de
un espectroide localmente acotado £ satisface las siguientes propiedades:
(i) para cada objeto inescindible X € modg, el espacio Homg (X, X) es un
4lgebra sobre k& que es local, (ii) para cada dos objetos X,Y € modE existe
la suma directa X &Y en mod€ y (iii) para cada dos objetos X,Y &€ modE,
el espacio de morfismos Homg(X,Y) es de dimensién finita sobre k. Una k-
categoria K que cumple esas tres propiedades se llama categorie de Krull-
Schmidt. Si escogemos en cada clase de isomorfia de inescindibles un
representante, entonces la subcategoria plena de A dada por estos repre-
sentantes es un espectroide que se denota por indX. Si € es un espectroide
localmente acotado, escribimos ind€ en vez de ind modE.

(b) Sea K una k-categoria de Krull-Schmidt y X € XK. Sea X = @i, X;
una descomposicién en inescindibles en X. Definimos la categoria de en-

domorfismos End, (X) como la k-categoria cuyos objetos son {1,...,n}
y cuyos espacios de morfismos son Enda(X)(i, ) = Homa(X,,X;) con la
composicién dada por la composicién en A.

La categoria Enda(X) es un
espectroide si y sélo si X; no es isomorfo a X; para todo i # j.

(c) Para dar ejemplos es muy iitil usar carcajes con relaciones. Un carcaj
es un cuadruplo (Ao, Aj,t,h) de un conjunto A, de puntos, un conjunto
A, de flechas y dos inapeos t,h : A; — A,. Los mapeos t y h definen
el principio y ¢l fin de las flechas. Por ejemplo, si A = {1,2,3,4,5,6},
Ay = {a,B,7,8.€,0} ¥

a—r 1

a—1
B> 1 B2
e: dYr 4 h:dY 2
N §—3° ° §— 2
e— 3 e— 2
w6 we—5
entonces A se puede visualizar como en la figura 1.1.
4
|
a .—L.:&:. e,
1 2 3 5 6
Figura 1.1
Un camino de longitud n > 1 en A es un n-tuplo {(an,...,a;) de flechas

tales que a1 empieza donde «o; termina para cada i € {1,...,n — 1}.
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Ademads de estos caminos definimos para cada x € A, un camino I, de
longitud O que empieza y termina en x. Obvi un camino (an,...,o)
empieza donde aa empieza y termina donde a, termina y su longitud es
7n. Un ciclo en A es un camino que empieza y termina en el mismo punto.
Ciclos de longitud 1 también se llaman lasos.

Sea C(z,y) el conjunto de caminos que empiezan en z y terminan en y.
La categoria de caminos kA tiene los vertices de A como puntos y
espacios de morfismos kA(z, y) = k(C=Y) con la composicién k-linealmente
inducida por la composicién de dos caminos (Qp;,... 1) y (Bn,--.,01) que
€s (Bny-..,81:,Qm, --.,01) si B empieza donde ay,; termina y cero en el otro
caso. La categoria de caminos es un espectroide si C(z,y) es finito para
cada =,y € A.

Generalmente consideramos cocientes kA /I donde I es un ideal admisible
en kA, es decir cada elemento 30, rilaf,....al?) de I satisface n; = 2
para cada i = 1,..., N (los pardmetros A; son elementos de k& \ {0}) y para
cada punto T € A existe un nimero positivo n, tal que cada camino que
empieza en x o termina en z con longitud mayor o igual que n; pertenece
a I. Es usual dar solamente un conjunto R de generadores de 1. Haremos
también uso de la siguiente convencién. Si (am,...,a1) es un elemento
de un conjunto generador R de I dibujamos una curva punteada cerca del

camino dado por las flechas ay,..., . Si 2";1 c; es un generador donde
C(z,y) = {c1,...,cn} entonces dibujamos una linea punteada recta entre
Ty y.

Asi por ejemplo, la figura 1.2 define un espectroide kA /I donde el ideal I
es generado por (B1,a1) + (az2,7) ¥y (B2,02).

BN
5 NS,
wf‘/‘)‘z

Figura 1.2

A cada espectroide localmente acotado € le podemos asociar un carcaj A y
un ideal I de kA que es admisible tal que £ es isomorfo a kA/I. La categoria
de las representaciénes de A que son compatibles con I es isomorfa a modE&.

1.3. Extensiones en un punto. En la mayoria de los casos consideramos
espectroides dirigidos que se caracterizan por la propiedad de que no con-
tienen un ciclo. Un ciclo en un espectroide € es una sucesién

Zo f1 z f2 Ty — Ty Jn z,
conn >0y zg,T1y...,Tn—-1,Tn puntos de € con r, = o y fi,...fn no

isomorfismos no cero en £. Para un espectroide dirigido, los morfismos
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no ceros determinan un orden parcial que nos permite hablar de puntos
les o

Sea £ un espectroide finito y dirigido y £ un punto maximal. Sea &, el
subespectroide pleno de € dado por los puntos de £ diferentes de =. El
espectroide £ se puede recuperar de &, y del £,-médulo rad P, construyendo
la extensiéon de £, por rad P,. En general, sea £, un espectroide localmente
acotado y M un £,-mdédulo de dimensién finita. Definimos la extensién-
fuente de £, por M (denotada por £,[M]) como el espectroide que tiene
como puntos los mismos que £,, mas un punto nuevo ays llamado el punto
de extensién y espacios de morfismos dados por £|g, = &, E(anrr, ?)|e, =
M (como E.-mdédulos a la izquierda), £(7,aar)le. = 0y E(aar, anr) = k.

Dualmente definimos la extensién-pozo de £, por M como el espectroide
que tiene como puntos los mismos que £; m4s un punto nuevo wjs y espacios
de morfismos dados por €|g, = Eo, E(war, P)le, = 0, DE(?,war)|e, = M y
E(war,war) = k. La extensién de pozo de €, por M la denotamos por [M]E,.

1.4. Tipos de representacién. El tipo de representacién de un especc-
troide finito &€ refleja la cantidad de médulos inescindibles y no isomorfos
que admite £. Asf decimos que £ es de tipo de representacién finito (mias
corto, de tipo finito) si ind€ es un espectroide finito. En el caso contrario
decimos que & es de tipo infinito.

Definiciones de mansedumbre y salvajismo existen varias equivalentes, pero
todas requieren de un aparato mads técnico del que queremos dar. Sin
embargo daremos una definicién laxa que refleja la idea y referimos a [23]
para una definicién mas precisa. Un espectroide finito £ es manso si para
cada d € N todos los £-mdédulos inescindibles de dimensién d salvo un
numero finito se dejan ‘parametrizar’ hasta isomorfia por un nuimero finito
n(d) de familias en un parimetro, mientras un espectroide sc llama salva je si
la clasificacién de los £-mdédulos incluye el problema de clasificar los médulos
sobre el dlgebra de polinomios en dos indeterminantes no conmutativos. Un
teorema fundamental de la teoria de representaciones es:

Teorema. Un espectroide finito es manso o salvaje.

Existen dos demostraciones independientes: la primera se debe a Y. A.
Drozd [18] ver también [16] y la otra a P. Gabriel, L. A. Nazarova, A. V.,
Roiter, V. V. Sergeichuk y D. Vossieck [22] y ambas requieren del lector
perseverancia.

Sea £ un espectroide manso. Sea u(d) el minimo nimero n(d) que sea
necesario para parametnza.r los £-mdédulos de dimensién d. Entonces &
.

es de cr PC ial (vesp. d éstico) si u(d) < d™ (resp.
#(d) < m) para todo d e N.
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1.5. Sucesiones que casi se dividen. Los resultados de esa seccién son
fundamentales para la teoria de representaciones de dlgebras. Para las
demostraciones referimos al articulo de P. Gabriel [20]. Sean f : M — N
y 9 : N — M dos morfismos entre médulos. Si gf = I entonces f
se llama seccidén y g se llama retracciém. Sean M = ey Mi y N =
@7, N; decomposiciones en inescindibles y f;; : M; — N tal que f = [fj].
El morfismo f es radical si ningin f;; es invertible. Sea rads(M, N) el
subespacio de Homg (M, N) de morfismos radicales y radZ (M, N) para n >
1 el subespacio de radg(M,N) de morfismos que son composiciones de n
morfismos radicales. Ademads definimos rad2°(M, N) = ,,,,; radz(M, N).

Un morfismo radical f : M — N se llama irreducible si la existencia de
una factorizacién f = gh implica que g es una retraccién o A una seccién.
Observamos que el conjunto de los morfismos irreducibles de M a N es
radg (M, N) \ rad?(M, N). Un morfismo f : M — N casi se divide a la
derecha si cada morfismo v : N’ — N que no es retraccién se factoriza
sabre f, y f casi se divide a la izquierda si cada morfismo u4: M — M’
que no es seccién se factoriza sobre f.

Esas definiciones son ‘categéricas’ por lo que podemos hacer uso de ellas en
situaciones mas generales también.

Teorema 1. Sea € una categoria abeliana y
o mM—2.g- L. N 0

una sucesion ezacta en £ con M y N inescindibles. Entonces las siguientes
condiciones son eguivalentes.

(1) El morfismo f casi se divide a la derecha.
(2) El morfismo g casi se divide a la izquierda.

Sucesiones que satisfacen las propiedades equivalentes del teorema 1 se
llaman sucesiones que casi se dividen. Usando el teorema 1 es ficil verificar
que N determina a M hasta isomorfia y al revés, Denotamos por 7. M
un representante de la clase de isomorfia de N. El mapeo 7, M se llama

traslacién de Auslander-Reiten. Al mapeo que nos provee de N a partir
M denotamos por 7.7 .

No siempre existen sucesiones de Auslander-Reiten, pero existen en los casos
que seran de interés en este trabajo.

Teorema 2. Sea £ un espectroide localmente acotado. Entonces para cada
E-mddulo M existe una morfismo f : M — E que casi se divide a la izquierda
vy un morfismo f' : E' —+ M gque casi se divide a la derecha. Si M is
inescindible y no proyectivo, entonces Ker f’ es inescindible y la sucesion 0 —
Ker f! &> E' — M — 0 casi se divide. Similarmente, si M es inescindible y
no inyectivo entonces Coker f es inescindible y la sucesion 0 - M — E —
Coker f — O casi se divide.
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Las férmulas de Auslander-Reiten se enuncian en ‘el siguiente teorema.

Teorema 3. Sea £ un espectroide local;
X,Y € mod€ ¢ i fi.

J

ente acotado. Entonces para cada

Extl(X,Y) = DHom:(Y, 7e X) — D Hom, (77 Y, X)

en donde Homg (U, V') (resp. Hom (U, V)) es el espacio Hom (U, V') mddulo
los morfismos que se factorizan a través de un E-mddulo proyectivo (resp.
inyectivo).

1.6. El carcaj de Auslander-Reit Sea & un espectroide localmente
acotado. Para representar a ind€ dibujamos el carcaj de Auslander-
Reiten I'; de £ cuyos puntos son los puntos de ind€ y las flechas {f1,..., fa}
de M a N son morfismos irreducibles f; : M — N tales que r : radg (M, N) —
radg (M, N)/ rad? (M, N) induce una base (7(f1),-..7(fn)) del espacio vec-
torial radg (M, N)/radZ (M, N). La accién de 7, se acostumbra visualizar por
lineas punteadas rectas.

Por ejemplo sea £ el espectroide dado en la figura 1.3 por un carcaj con

relaciones.
.\./.
ZEN

Figura 1.3
Entonces el carcaj de Auslander-Reiten 'y de € es dibujado en la figura 1.4.

Figura 1.4 .
Las propiedades del carcaj de Auslander-Reiten que se obtienen como con-
secuencia de los teoremas 1 y 2 se pueden axiomatizar.
traslacién es un triple (A, P,,7) con A un carcaj, Po un subconjunto de

A, y una inmersiéon 7 : P — A, tales que se satisfacen las siguientes pro-
piedades.

Un carcaj de

(a) A no contiene lazos.
(b) Para cada x € P, existe una biyeccién o : {ad € A |ha =z} = {B e
Ay |t8 = 7z} tal que h(ga) = ta.

El mapeo o se llama polarizacién. Una seccién £ de un carcaj de tras-
lacién T es un subcarcaj tal que ¥, es un conjunto de representantes de las
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T-6rbitas de Ty, y ¥; es un conjunto de representantes de las o-6rbitas de
1. En la figura 1.4 hemos indicado los puntos de una seccién con circulitos.
Sea £ un troide local t

P

acotado. Los morfismos en ind€ que pertene-
cen al radical infinito rad® no son visibles en el carcaj de Auslander-Reiten

T': por lo que T's puede tener muchas componentes conexas aunque haya
morfismos no ceros entre €llos. Un subespectroide pleno de ind€ dado por una
componente conexa de T se llama también” P conexa de indE.
Una componente conexa de ind€ se llama estable si no contine ni proyectivos
ni inyectivos. Sea I" una compc del carcaj de Auslander-Reiten
T': y € la componete conexa correspondiente de ind€. Consideramos el ideal
de mallas I en la categoria kI' que es generado por los elementos m, =
Say—szola)a por todos los = € Po. El cociente k(') = kI'/I se lama
categoria de mallas. Si k(I') es isomorfa a € entonces € se llama estdndar

en cuyo caso todos los morfismos en esta componente se pueden leer en el
carcaj I'.

+

CC

Un £-médulo inescindible se llama dirigido si no esta en un ciclo en ind€.
Una componente € de ind€ es dirigida si cada punto de € es dirigido. Una
componente € de ind€ se llama postproyectiva (resp. preinyectiva) si es

dirigido, sélo hay un numero finito de 7¢-6rbitas y cada de ellas contiene un
£-mdédulo proyectivo (resp. inyectivo).

Una componente 7 de indE se lama tubo s8i cada M € T es 7g-periGdico

con periodo n (llamado el rango de 7) y la grafica subyacente de cualquier
seccién es Aoy, véase figura 1.5.

A -

Figura 1.5

En la figura 1.6 mostramos el carcaj de Auslander-Reiten de un tubo de
rango 4 (hay que identificar las lineas verticales).

R A

N

NN

doaoe

I\

)
i
)|

N/

i
j

N/

i

‘»

/
\
/

Un tubo se 11 h é

-1 si su rango es uno. En un tubo 7 cada
inescindible tiene una cadena maximal de submdédulos en 7 tal que los
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factores pertenecen a 7T también y esa cadena es iinica. Por ello definimos
1a longitud en una componente € de ind€ (resp. la colongitud en €) de
un inescindible en € como la longitud de la cadena maximal de submédulos
(resp. de cocientes) con factores en €.

1.7. Mdédulos de tilteo. Tomaremos la presentacién de [23] para dar un
breve repaso de la teoria de tilteo. Sea £ un espectroide finito con n puntos
¥y F un subespectroide pleno de ind€. Si F satisface las tres condiciones

(T1) Ext}(X,Y) = 0 para cada X,Y € 7.
(T2) Extz(?,X) = 0 para cada X € F.
(T3) El nimero de puntos de F es n.

entonces 3 se llama espectroide de cotilteo y el médulo T = €, X se
llama mdédulo de cotilteo. Si F sélo satisface las condiciones (T1) y (T2)
entonces J se llama espectroide de cotilteo parcial.

Lema. Sea £ un espectroide finito. Para cada espectroide de cotilteo parcial
F de indE eriste un espectroide F de cotilteo que contiene F. En particular,
3 no tiene mds puntos que E.

Si un subespectroide pleno F de ind€ satisface (T1), (T3) y
(T2)" Ext2(X,?) = O para cada X € 7,
entonces J se llama espectroide de tilteo y 7" mdédulo de tilteo.

Proposicién 1. Un espectroide F finito con n puntos es cotilteado si y sdlo
si existe una componente coneza y dirigida € de ind¥ que admite una seccidn.

La siguiente proposicién muestra como se relacionan los espectroides ind€ y
indEndz(T’) si T" es un £-mddulo de cotilteo. Sea £ un espectroide finito y
T un £-moédulo de cotilteo. Sea F = Endg(T). Cada £ € £ nos provee un
F-médulo Sz : Y — Y (z). El espectroide £ es isomorfo al subespectroide
pleno de indF dado por {Sz |z € £}. Denotamos S = @.cp S=-

Proposicién 2. Los funtores de los siguientes diagramas definen anti-equi-
valencias casi-inversos.

Homg (?,T)
mod€ D Ker Ext}(?,T) Ker Ext} (7, S) C mod5
Homx(?7,S)
Ext} (7, T)
modE DO Ker Homg(?,T) Ker Homgy(?, S) € modF

Ext3(?, S)
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Calculamos un ejemplo para ilustrar esta proposicién. Sea £ dado por el
carcaj con relaciones de la figura 1.7.

o -
s \

-—

Figura 1.7

La figura 1.8 muestra el carcaj de Auslander-Reiten de £ en el cual hemos
indicado con ‘T’ un subespectroide 3 de tilteo. Sea T' = @ x5 X- Los
puntos marcados con un circulo pertenecen a Ker Ext}(?,7") mientras los
puntos marcados con un cuadrado pertenecen a Ker Homg (?7,7).

Flgur- 1.8

En la figura 1.9 hemos dibujado el carcaj de Auslander-Reiten de F ==
Ende(T') y con ‘S’ hemos indicado los sumandos directos e inescindibles
del médulo S definido anteriormente. Los puntos marcados con un circulo

pertenecen a Ker Ext}.(?, S) mientras los puntos marcados con un cuadrado
pertenecen a Ker Homg-('?

Flgura 1.9

Para mdédulos de tilteo las relaciones son equivalencias y los funtores corres-
pondientes a la proposicién 2 son un poco diferentes.
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2. CATEGOR{AS DERIVADAS

En las primeras secciones se define la categoréa derivada D*(E) de un espectroide
finito €. Para una discusidn mds general y mds abstracta recomendamos el libro
de R. Hartshorne [28]. Se calcula un ejemplo concreto a partir de la definicidn y
después se considera el caso importante en donde £ es hereditario, véase el libro de
D. Happel [25]. Conclui: el tulo con un resultado nuevo gue se obtuvo en
trabjo conjunto con H. Lenzing, [8]

2.1. Complejos acotados. Sea £ un espectroide finito. Un complejo
diferencial C en mod£ es una familia (C%, di; )iez de £&-médulos C¥ y mor-
fismos di, : C' — C'+! tales que dif 'di, = O para cada i € Z. Un morfismo
de complejos diferenciales f : C — D es una familia (f*);cz de morfismos
Ji: C* > D' tales que fi+1dL, = d%, f* para cada i € Z, es decir, tales que
todos los cuadrados en el snguxente dmgra.ma conmutan.

— i1 .__G__. Poul .._C_. Ci+l—---

fi—l fi fi+l
[ p—— Di—l — Dl‘ - Dt’+l__...
a5t dp
Figura 2.1

Deccimos que f : C — D es homotépico a cero si existe una familia (h)icz
de morfismos h; : C* — D! tales que f# = lh‘+h"“d' paracadai € Z
(ver la siguiente figura).
i1 ]
— i1 ._d‘Q_. Pol .__d'c_. Citl—---

Fim1 R fi hitl i

e pi—1 —d‘T. Dt Di+le——-..
D

Figura 2.2

Ma4s generalmente, dos morfismos f,g : C — D son homotépicossi f —g es
homotépico a cero. Un complejo diferencial X se llama acotado si X* % 0
sélo para un nimero finito de indices i € Z.

Sea C(&) la categoria de complejos diferenciales en mod€ y C?(£) la subcate-
goria plena de C(&) dada por los complejos diferenciales acotados. Definimos
K(E) como la categoria que tiene por objetos los complejos diferenciales en
mod€ y cuyos espacios de morfismos son las clases de morfismos homotépicos.
Denotamos por K?(£) la subcategoria plena de K(£) dada por los complejos
diferenciales acotados.
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2.2. Localisacién en casi-i £ Sea C € K%(€) e i un entero.
El i-ési édulo de coh logia de C es H'(C) = Kerdit!/Imdi.. Un
morfismo f : C — D en K?%(£) induce morfismos Hi(f) : HY(C) — HY(D)
para cada i € Z. Si H'(f) es un isomorfismo para cada i € Z, entonces f es
un casi-isomorfismo.

Definimos J¢c como la categoria cuyos objetos son pares (X, s), donde X €
K®(&) y s es un casi-isomorfismo s : X — C y cuyos morfismos f : (X,s) —
(X’,s') son dados por morfismos f : X — X’ en K¥(£) tales que s'f = s, es
decir, que el siguiente diagrama conmuta.

x—Lox:

N

Figura 2.3

Definimos la categoria derivada D?(£) de modE& como la categoria que tiene
por objetos los complejos diferenciales acotados y espacios de morfismos
HOme(E) (C, D) = )E HOme(‘;) (X, D)-
(X.8)€2c _
Un morfismo f : C — D en D?(£) se representa por un triple (s, X, ¢) como
se indica en la figura 2.4 a la izquierda.

Figura 2.4

Otro representante (s’, X', ') define el mismo morfismo f si y sélo si existe
un Y € K?%(£), y existen casi-isomorfismos t, ¢, ¥’ como indica la figura 2.4
a la derecha tales que sy =t = s'¢p' y pyp = "¢,

Para definir la composicién de dos morfismos en DY(E) hay que trabajar
mas. Para esto sean (s, X, ) y (¢,Y, ) representantes de dos morfismos,
f:C — D yg: D — FE respectivamente. Definimos un complejo Z por
Zi = pi-t exieyiy

) dtl;) (_l-_)i‘Pi (_l)i+lti
dz=1] 0 di 0 .
' o o di,
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Se vg_riﬁca facilmente que d‘z‘" d%; = O para cada £ € Z y que Z es acotado.
Seat : Z — X (vesp. @ : Z — Y) el morfismo en K®(&) dado por

TP =[0 Ix: O] (xesp. & = [0 0 14s]). Para verificar que el siguiente
diagrama

e

x Y
Ne TN
C D E

Figura 2.5

conmuta en K°®(£) observamos que la familia de morfismos hA' : Z¢ — Di—?
definida por h* = (—1)*[Ipi-2 O O] satisface (tF — wt)* = dip 'h' + hitld};
para cada i € Z.

Verificamos ahora que  es un casi-isomorfismo. Sea. x € Kerdi,. Entonces
©*(x) € Kerdy y como t es un casi-isomorfismo, existen y € Ker di, yde
Di—1 tal que t(y) — ' (z) = d‘Dl(d) Entonces ((—1)'d,z,y) € Kerd} y
ti(d, z,y) = = lo que demuestra que t* es suprayectwo para cada i € Z.

Sea (d,z,y) € Kerd’; tal que t%(d,z,y) = = € Imd;!. Sea z' € D'~! tal que
d‘“(a:’) = z. El hecho de que (d,z,y) € Kerd; 1mpllca que

1) t(y) = o (z) ~ dip (d) = dp e ) — )
y por lo tanto existe y’ € Y1 tal que d'_‘(y) = ¥, ya que t es un casi-
:somorﬁsmo. Como t*—1(y') = ¢*~! —d (por la ecuacién (1)) obtenemos

d‘,__- 10,z',4') = (d, x,y) y t es un casi-isomorfismo.

Definimos la composicién gf : C — E por el representante (st, Z,%@). La
verificacién de la independencia de la seleccién de representantes asi como
de los axiomas de asociatividad y de la existencia de unidades lo dejamos al
lector interesado.

Definimos el funtor II : K?(€) — D?(£) en objetos C por II(C) = C y en
morfismos f : C — D por II(f) = (Ic,C, f)-
‘Ahora es facil ver que Il satisface las siguientes propiedades.

(i) TI(s) es un isomorfismo para cada casi-isomorfismo s.

(ii) Cada funtor ¥ : K?(£) — A, donde ¥(s) es un isomorfismo para todo
casi-isomorfismo s, se factoriza de manera unica a través de I1.

2.3. Un ejemplo. Sea € el espectroide hereditario cuyo carcaj es Aado en
la figura 2.6 a la izquierda. A la derecha en la misma figura esté el carcaj
de Auslander-Reiten de &.
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Para tener una breve notacién de los complejos en mod€ sélo denotamos los
mdédulos y no los diferenciales, por ejemplo DE denota el complejo que tiene
en grado cero (las barras indican el grado cero) al médulo D y en grado uno
al médulo E. Como sélo consideramos complejos que son inescindibles en
CP(£) esos datos determinan un complejo hasta isomorfia. Al complejo

B

o (1] A €& E o
fgrndo o c
Figura 2.7

se denotari por 0A4 gE. Calculando todos los complejos inescindibles en

C?(£) y los morfismos entre ellos, obtenemos un espectroide de C?(&) (ver
tabla 2.1).

Observese que la identidad de un complejo XX es homotépico a cero. Por
1o tanto, esos complejos son isomorfos al objeto cero en la categoria K?(£&).
En la tabla 2.2, que muestra un espectroide de K?(£&), son marcados los casi-
isomorfismos con una doble flecha. Los complejos en circulos son complejos
exactos y por lo tanto isomorfos al complejo cero en D"(S) El complcjo B BE
se escinde en D!(£), ya que existe un casi-isomorfismo BC & A — BE.

Por lo tanto obtenemos un espectroide de D?(€) que se muestra en la figura
2.8.
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Observamos que encontramos como subespectroide pleno y convexo a ind€&
en D?¢. Eso se debe al hecho de que £ es hereditario, véase (2.6). Pero mds
importante es que podamos definir una traslacién parecida a la traslacién de
Auslander-Reiten en mod€, véase (2.4), lo que se debe a la dimensién global

finita de E&.

No siempre es tan ficil calcular directamente la categoria derivada. Se
pueden calcular ejemnplos mads avanzados utilizando un teorema de D. Happel
[25] que dice que para un espectroide € de dimensién global finita la categoria
D*(£) es equivalente a la categoria estable de la categoria de médulos sobre
el espectroide repetitivo de € (véase capitulo 3).

2.4. Tridngulos. Primero observamos que tenemos un automorfismo T :
K?@E&) — K®(€) dado por la asignacién T'X = (X%+1,d%')icz para cada
complejo X = (X% d))icz. Para cada morfismo f : D — E en K’(&)
definimos su cono Cy como el complejo que tiene en grado i el médulo
Ei-1 @ D' y diferenciales

az,

, = [“'Igl (‘;‘?‘f‘] : Bl @ D' —s E' @ DY,
D

Con los morfismos canénicos ay y w; obtenemos una sucesién

c,—=L D ! E—2L . 7c, (1)

Sea 7 el conjunto de los sextuplos (C,D, E,a, f,w) en K?(E) con objetos
C,D,E € K’(&) y morfismosa: C — D, f: D — E yw: E — TC tales
que existe un isomorfismo @ : C — Cy tal que ayp = ay (T'Y)w = wy,
véase figura 2.9.

C rc
. \ / o
Cy oy D 7 E Ay TCy

Figura 2.9

Los elementos de 7 se llaman tridngulos. Un morfismo de tridngulos, o méds
general de sextuplos, t = (¢, d,e) : (C,D, E,a, f,w) = (C',D', E', o, ', ')
es un triple de morfismos c: C - C’,d: D — D', e : E — E' tales que el
siguiente diagrama conmuta.
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c p—IL p__® _ gc

T c d e Tc

7 D' 7 E’' o Trc’
Figura 2.10

Vamos a verificar una serie de condiciones que satisface . Para cada D €
K?(€) el complejo Cj,, es homotépico al complejo cero. Por lo tanto T
satisface

(T1) Cada sextuplo isomorfo a un tridngulo es un tridngulo. Para cada
morfismo d : D — E en K?(&) existe un tridngulo que contiene a
d de la forma (C,D, E,c,d,e). Para cada D € K?(&), el sextuplo
(o, D, D,0,1p,0) es un tridngulo.

Sea f : D — F un morfismo en K*(£€). El complejo C., €8 isomorfo (atn en
C*(&) ) a la suma directa D @ F, donde F es el complejo que tiene en grado
i el médulo E-! @ E' y como diferencial
i _ [dEr e, giar i i i+l
dy = ¥ SE' — E'® E
4] d

y este iiltimo complejo es homotépico a cero en K?(£). Por lo tanto T
satisface

(T2) Un sextuplo (C, D, E,c,d,e) es un tridngulo si y sélo si el sextuplo
(D, F,TC,d,e,—Tc) es un tridngulo.

Fidcilmente se checa

(T3) Sean (C,D,E,a,p,w) y (C',D',F',o, " ,w') dos tridngulos y d :
D — D', e: E — E' dos morfismos tales que 'd = ew. Entonces
existe un morfismo ¢ : C — C’ tal que (c,d,e) es un morfismo de
triangulos.

para tringulos de la forma (1). Por (T1), se sigue que T satisface (T3) en
general. La verificacién de la propiedad (T4) se demnuestra con argumentos
similares y un poco de paciencia.

(T4) Sean (C, D, E', e, p,¢'), (D, E,C',8,%,¥') ¥y (C, E, D', Ba, x, X') tri-
angulos. Entonces existen morfismos f : E' ~ D' y g : D’ — C’ tales
que (E',D',C’, f,9,¥'T) es un tridngulo y (v, x,Lc), (Ic, B, f) son
morfismos de tridngulos. Es decir el siguiente diagrama conmuta y
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su tercer fila es un tridngulo.
C _L. C

a Ba

p—f g ¥ ¥ .1p

L x Ier T

E L. D g o ST, g

‘P' X, ,‘I)I
To

re¢ -Lre L re TD

Una categoria triangulada es un triple (A4, T, 7)) donde A es una categoria
aditiva, " un automorfismo de A y 7 un conjunto de sextuplos tales que
(T1), (T2), (T3) y (T4) se cumplen. Asi que hemos demostrado la siguiente

Proposicién. Sea £ un espectroide finito. Entonces (K?(£),T,T) es una
categoria triangulada.

Scan (A, T, 7T) y (A, T'.7’") dos categorias trianguladas. Un funtor F : A —
A’ es triangulado si F7T° = T'F y para cada tridngulo ¢t = (C, D, E, a, o, w)
de A4, el sextuplo Ft = (FC,FD,FE, Fa, Fp, Fw) es un triingulo en A’

Sea T el automorfismo de D?(€) inducido por T. Sea T ¢l conjunto de
sextuplos s = (X,Y,Z,z,y,2z) en D"(S) tales que existe un tridngulo £ =
(C,D, E,c,d,¢) en K?(E) tal que s es isomorfo a TIt.

Teorema. Sea £ un espectroide finito. Entonces (D¥(€),T,T) es una cate-
goria trieangulada y 1 un funtor triangulado.

Demostracién. Como T es cerrado bajo isomorfia, es suficiente demostrar
(T1), (T2), (T3) y (T4) para sextuplos en T de la forma ITt, donde ¢ es
un tridngulo en K?%(€). Las propiedades (T1), (T2) y (T4) no presentan
ninguna dificultad. Para (T3) observammos primero que T satisface tambicén

(T3") Secan (C,D. E.a,p,w) y (C',D',E'.«,p",w') dos tridangulos y  :
D — D', ¢ : E — E’ dos casi-isomorfismos tales que ¢'d = eyp.
Entonces existe un casi-isomorfismo ¢ : C — C’ tal que (¢, d, €e) es un
morfismo de triingulos.

Sean ahora (C, D, E,c,d,e) y (C',D',E’,c’,d',e) dos tridngulos en K?(&) y
f:0D — ND', g: IE — MNE' dos morfismos en DY(&E). Sea (s, X, ) (resp.
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(¢,Y,%)) un representante de f (resp. de g). La composicién de f con IId'
es representada por (s, X,IId’y) y la composicién de Ild con g por (u, Z, E€)
donde £ : Z — Y es un morfismo tal que du = t§, compare figura 2.11.
Como las dos composiciones definen el mismo morfismo en DP(£), existen
un complejo Z’ y casi-isomorfismos s’ : 2/ — Z y u' : Z' - X tales que
su’ = us' y d'pu’ = PEs'.

c d e

c D= E TC
. A 7
e
EN e\, DN LN
c’ D - 24 — TC

Figura 2.11

Observe que (su’, Z’, ou') define al morfismo f. Por (T3’), existe un casi-
isomorfismo r : Cgy — C tal que (r, su’, t) es un morfismo de tridngulos. Por
(T3), existe un morfismo p : Cgor — C’ tal que (p, pu', ) es un morfismo de
tridngulos. Por lo tanto, (r, C¢,, p) representa a un morfismo h : IIC — I1C’
tal que (A, f, g) es un morfismo de sextuplos en D?(E). [mm]

Decimos que dos categorias trianguladas D y D’ son triangularmente
equivalentes si existen funtores triangulados ¢ : D — D'y ¢ : D' — D
que son equivalencias casi-inversos.

2.5. Tridngulos de Auslander-Reiten. Sea (A, T, 7) una categoria trian-
gulada. Un tridngulo (C, D, F,c,d,e) en D’(A) se llama tridngulo de
Auslander-Reiten si satisface las siguientes condiciones.

(AR1) C y FE son inescindibles.
(AR2) e # 0.
(AR3) Si f : Z2' — Z no es una retraccion, entonces f se factoriza sobre d.

Para propiedades de tridangulos de Auslander-Reiten referimos al libro de D.
Happel [25], asi como para la demostracién del siguiente teorema.

Teorema. Sea £ un espectroide finito de dimension global finita. Entonces
la categoria derivada D®(E) tiene tridngulos de Auslander-Reiten.

Una categoria derivada tiene tridangulos de Auslander-Reiten si para cada
objeto X existen triingulos de Auslander-Reiten de la forma (X, Y, Z, ¢,y, z)
y (V\W, X, v, w,u).

Una propiedad importante es la siguiente. Cada tridngulo de Auslander y
Reiten (X,Y, Z,t,y, z) esta determinado por Z hasta isomorfia. En par-
ticular, X esti determinado hasta isomorfia. Si denotamos con 7Z un
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representante fijo obtenemos as{ un automorfismo r : D?(€) — D?(€) llamado
traslacién de Auslander-Reit

2.6. EIl caso hereditario. Sea £ un espectroide finito y dirigido. Para cada
&-médulo My cada entero i, denotamos por MJi] al objeto en D®(€) que
tiene en todos los grados al médulo cero excepto en grado —i, en donde
estd el médulo M. Como T'M[i] = M[i + 1] escribimos también ?[1] en vez
de T. EI siguiente lema es importante porque describe todos los objetos
inescindibles de D?(&) si € es hereditario.

Lema. [25] Sea £ un espectroide finito y hereditario. Para cada objeto
inescindible C € DP(E) eriste un £-mddulo inescindible M y un entero i
tales que C es isomorfo a M|i].

Demostracion. Primero demostraremos que para cada complejo C € K?(¢g)
existe un complejo P(C) € K?(€) cuyos médulos son proyectivos en cada
grado y un casi-isomorfismo ¢ : P(C) — C. ]
Sean € Z tal que C" # 0 pero C™ = O paracadam > n. Seae™ : P*" - C"
una cubjerta proyectiva de C™, dp = 0y inci® : K" = Kerdp — P" la
inclusién canénica. Denota con D™~! el producto de fibras de d'(';‘ y e®inci®;
como conjunto tenemos

D"~ = {(e,p) € C*! x Kerdp | dg~? (c) = e™(p)}-
Sea 7 : P*"~! — D" 1 una cubierta proyectiva de D*~! y gn—1 : pn—-1 .,
C™~1 la composicién de 7 con la proyeccién pry : D*~! — C"~!, Ademais
sea d"_l : PP~1 & P" la composicién incl” pram de 7 con la proyeccién
pra; D"-l — K™ y la inclusién incl®, ver figura 2.12.

dg? dg !

C: ——n-2 cn-1 (=) cn 0O —- .-
en—2 \ en—1t \ en
€ Dn—2 — gen—1 Dn—1 — Kn
e NiA N
P(C) : rr— pr-2 52 pn-t =T P" o —---

Figura 2.12

Si seguimos asi obtenemos un complejo P(C) = (P, db)icz que es acotado,
ya que &£ es de dimensién global finita, y un morfismo € = (&')igz : P(C) —
C. Sin dificultad se verifica que € es un casi-isomorfismo.

Sea ahora P un complejo acotado inescindible cuyos médulos son proyec-
tivos en todos los grados y sea n € Z tal que P" # 0 pero P™ = 0 para
cada m > n. Como H es herditario, Q = Imdg™' es un J(-médulo proyec-
tivo. Si Q = O entonces P es isomorfo al comple_]o P"[—n] y terminamos.
Supongamos entonces que Q # 0. El morfismo inducido (d';._‘)b PPl S5 Q
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es suprayectivo y por lo tanto una retraccién. Sea o : Q — P™ la seccién

correspondiente. Se verifica ficilmente que el morfismo definido en la figura
2.13 es un isomorfismo.

dn-3 dan—2
oo —e =3 Lid pr-2 L Keéd'}_l
Q * o 0 —-
Ipn-s Ipn-2 incl I
P P~
cvi—e pn—3 d',‘,_:’ pPn—2 d:._z prn-1 d;_‘ pn o —

Figura 2.13

Como P es un complejo inescindible y Q 7 0, tenemos que P es isomorfo al
complejo

e—e0 1) Q L P" 0 —-

que es isomorfo al complejo Coker:[—n]. ]
En [25], D. Happel también calcula los tridngulos de Auslander-Reiten en

D?(3¢) donde ¥ es un espectroide hereditario. Con esto le es posible demos-
trar el siguiente resultado.

Sea T el carcaj de Auslander-Reiten de un espectroide hereditario 3{ y sea I'y
una copia de I' para cada ¢ € Z. Denota con I'' el carcaj que se obtiene de la
unién ajena [ [;cz I'y afiadiendo una flecha del inyectivo I, en I'; al proyectivo
P, en I';4, para cada flecha b — a en el carcaj de .

Teorema. El carcaj de D?(3{) es isomorfo a .

2.7. Complejos de tilteo. Sea £ un espectroide finito y de dimensién
global finita. Un complejo de tilteo en D?(£) es un complejo diferencial
T que satisface Hompu(g) (T, T[n]) = O, para cada n # 0, y que ademais
genera a DP(£), es decir, la subcategoria plena, triangulada y cerrada bajo
isomorfismos mas pequeiia de D?(£) que contiene a T es D?(£) misma.

El siguiente teorema que enunciamos sin demostracién se debe a J. Rickard
[a1].

Teorema. [41] Sean & y F dos espectroides finit Entonces eziste una
equivalencia triangulada ¢ : D?(€) — DY) si y sdlo si existe un complejo
de tilteo T' en D?(F) tal que End(T') es isomorfo a £.

Si dos espectroides finitos cumplen las dos condiciones equivalentes de este
teorema se lI derivad te equivalentes.
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El caso donde F es isomorfa al espectroide de endomorfismos de un médulo
de tilteo sobre un espectroide finito £ de dimensién global finita es un caso
especial, ya que se verifica ficilmente que 7T°[0] es un complejo de tilteo.

2.8. Extendiendo equivalencias derivadas. En esta seccién se demos-

trard un teorema importante que facilitara las argumentaciones de los resul-

tados principales de los capitulos 6 y 8.

Teorema. Sean £, y €z dos espectroides finitos y o : D®(&;) — D¥(&,)

una equivalencia triangulada. Sean M y M> dos mddulos sobre £, y &>

respectivamente tales gue p(My[0]) = M2[0]. Entonces ¢ se extiende a una

egquivalencia triangulada F : D¥(&;,[M1]) — DY(E2[M3)).

Antes de empezar con la demostracién hacemos unas notas.

Notas. Sea £ un espectroide finito y M un £&-médulo. Denotamos € = g[n1],

D = D) y D = DPE).

(1) La subcategoria plena de D dada por los objetos X tales que
Homgp(E[0], X[n]) =0, WYn#0

es la imagen de la inmersién canénica mod€ —+ D, N +— N|[0].

(2) Sea M el E-médulo proyectivo inescindible cuyo radical es M. La

subcategorfa plena M[0]+ de T, de todos los objetos X tales que
Homz(M[0], X[n]) =0, VneZ

es la imagen de la inmersién canénica incl : D «» D, £ X =z .X.

(3) Los funtores Homxp (7, M[0]) y Hom(incl(?),M[0]) : D — modk son iso-

morfos.

(4) De (2.7) se sigue que £[0] genera a D?(E).

S6lo la tercer nota requiere un argumento. Sea X € D. Cada morfismo

f : inc(X) — AT[0] en D esta dado por un morfismo de E-médulos f° :

X© — M. Como X° es un_médulo sobre £, tenemos que fO se factoriza

sobre la inclusién ¢ : A/ — M. Por lo tanto, f se factoriza sobre el morfismo

¢[0] : AM[0] — AZ[0], ver figura 2.14. En otras palabras, Homz(X, ¢[0]) es

suprayectivo. La inyectividad es evidente.

..—’X—l Xo Xl_.“
70 ’ \
T Mo o ‘" o —.
| o e
#7[0] =0 7 0 —.-

Figura 2.14
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Demostracién del teorema. Para i = 1,2 denotamos & = &£;[M1] y M; el
Zi-médulo proyectivo inescindible cuyo radical es M; y D; = DY(E;), resp.
D; = D°(Ey)-
Vamos a demostrar que

T = »(£[0)) @ Mz[0}

es un complejo de tilteo en D2 con End(T) — E;. El resultado se sigue
entonces de (2.7). i

Homz, (M2[0]), M2[n]) = 0 para cada n # 0, por nota (1).

Homsz, (1o, T6[n]) = Homsz, (E0],E[n]) =
»(£[0]), por nota (1).

Como T, pertenece a D,

O para cada n # 0, donde T, =

Homg, (To, M2[n]) =Homss, (To[—n], M2[0))

@ = Homp, (Ts{—n), M2[0)])
=Homs, (To, M2[n])
=Homyp, (E[0], M([n])

Do wn£o

Finalmente Homz, (Af2, To[n]) = O vale para cada n € Z, por nota (2). Eso
demuestra que Homzg, (T, T[n]) = O para cada n 3 0.

Sea € la subcategoria plena y triangulada mas pequeifia que contiene a T, y
R1>. Entonces € conticne a (D) = Da, en particular a €2 y a M, y por

lo tanto a £;. Eso demuestra que T genera a D3, y con eso que T es un
complejo de tilteo en Ds.

Por la equivalencia ¢ tenemos que End(T.) es isomorfo a £5P.

Por lo de-
mostrado anteriormente tenemos Homzp, (M2[0], To

= 0. Como M2 es el

proyectivo que corresponde a una fuente tenemos Homsz, (M2[0], M2[0]) —
k. Finalmente

(3)
Homzg, (T, BM2[0]) ——Homp, (Ts, M2[0])

@
~~sHomp, (£1[0], M, [0])
)
—"'—)Homg, (&1, M, )
con lo que queda demostrado End(T) — €,. ]

Corolario. Sea 3 un espectroide hered: io finito y A derivadamente equi-
valente a 3. Para cada A-mddulo M existe un H-mddulo N tal que A[M]
v H[N] son derivad te !

€q
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Demostracion. Sea ¢ : D?(A) — D?(3{) una equivalencia triangulada. Por
(2.6), existe un H-médulo N e i € Z tales que ©(M[0]) — N[i] y lo
enunciado se sigue por €l teorema anterior usando la equivalencvia T ', O
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3. EL ESPECTROIDE REPETITIVO

En este capitulo se mtroduce el espectroide repetitivo E de un espectmlde ﬁnlto
y la té de bi Las dos cosas estdn ints

como afirma el teorema de Hughes y Waschbisch que se demuestra agui I:gemmente
distinto que en el te.‘l:to original [30]. Aparte de ser cubleﬂaa de espectroides autoln-
yectivos, véase por e lo [43), los espectroides rep su_impor

por un teorema de D. }Iappel que dice gque la categoria estable modE de mod€ y
D*(E) son triang tes si € tiene dimensidén global finita. Para

una demostracion de este tearema referimos a [25). El capftulo termina con unas
consideraciones generales sobre las categorias mod€ y modE.

3.1. Definicién. Sea £ un espectroide finito. Deﬁmmos el espectroide
repetitivo £ de £ como el espectroide cuyos objetos son ObE = ObE x Z (que
denotaremos con s[i] en vez de (s,1)) ¥y espacios de morfismos e(r[:],s[:]) =
&(r, s) x {i}, E(r{i], sli—1]) =D &(s,r) x {i} ¥ E(r[il, sli]) =0sii#j 5+1.
La composlcnén en £ es dada por las evaluaciénes: para e* € E(r[i + 1], s(i]),
f € E(s[il, tlZ]) ¥ 9* € E(t[i], u[i ~ 1]) tenemos fe* = e*(£-7) y g*f = g°(?- f).

3.2. El primer ejemplo. Sea £ el espectroide con un punto s y un ilgebra
trivial de endomorfismos. Entonces el espectroide repetitivo £ de £ es:

S N -
NN AN AN AN NN
3[—6) s[—4] s[~2] s[O] 3[2] s[4] 5[6)

Figura 3.1
Para calcular ejemplos mas dificiles es 1itil presentar la técnica de reflexiones.

En este ejemplo es obvio que &€ es autoinyectivo, es decir los proyecti-
vos coinciden con los_inyectivos. En general, se puede verificar que los
funtores D E(? ,s[i]) y E(s[i + 1],7?) son isomorfos y por lo tanto, € siempre
es autoinyectivo.

3.3. Reflexiones. Sea £ un espectroide localmente acotado y o una fuente
en €. La extensién-pozo del espectroide £\ {a} por rad P, se llama reflexién
de £ en a y se denota con p; €. El punto de extensién lo denotamos con
al—1].

En la figura 3.2 mostramos un ejemplo concreto de una reflexién.

E: -.___I._Ia pPSE: co——-
. a[—1] »>——a—-.

Figura 3.2
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Dualmente, definimos para un pozo w de £ la reflexién pt€ de € en w

como la extension-fuente de € \ {w} por 1, /socl, y al punto de extensién lo
denotamos por w[1].

Observamos que los espectroides p:[_l]p;'& Ey p;mpje son isomorfos y que
E, pzE€ y pFE tienen espectroides repetitivos isomorfos. Por eso podemos
definir una relacién de equivalencia £ ~ £ si & se puede obtener de £ por
medio de una sucesién de reflexiones (en fuentes y pozos).

3.4. El teorema de D. Hughes y J. Waschbiisch. Hemos visto que
dos espectroides que son equivalentes por reflexiones definen espectroides
repetitivos isomorfos. El teorema de D. Hughes y J. Waschbiisch [30] afirma
que el converso también es cierto bajo una ligera restriccién.

Sea £ un espectroide finito. Un subespectroide ¥ de € es una seccién si
z[i],x[j] € F implica i = j. La seccién es completa si para cada =z € &
existe un i € Z tal que zfij € 7.

Teorema. [30] Sean € y F dos espectroides finitos y conexos. Si £ es
dirigido, entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) Los espectroides € y 5 son isomorfos.
(ii) F es eguivalente a £ bajo refleziones.
(iii) F es isomorfo a una seccidn plena, completa y conveza de E.

Demostracion. (ii)=>(i): Se sigue directamente de las definiciones.

(i)=>(iii): Como € es dirigido, también £, F y F son dirigidos. Sea® : ¥ -~ &
un isomorfismo y ¢ la composicién de la inclusion ¢ : § <> F,z — z[0] con
®. Como F \ «(F) se descompone en dos componentes conexas € infinitas,

también £ \ ¥(J) se descompone en dos componentes conexas e infinitas @,
y €2.

Si suponemos que existe un z € € tal que para cada i € Z, x[i] & p(F)
entonces todos los z[i] pertenecen a la misma componente conexa, digamos
a €. Como @(F) es finito, existe un nimero N tal que y[n] € @(F) y y[-—n] &€
w(F) para cada n > N y cada y € £. Todos estos puntos estan conectados
por medio de {z[i]|i € Z}, asi que €2 es finito - una contradiccién.

Eso demuestra, que para cada x € € existe al menos uni € Z con x(i] € ©»(3),
en particular |F| = |€|. Cambiando los papelesde £ y F, obtenemos que @ ()

es una seccién plena y completa. Como ¢(F) es convexo en F, también ¢(F)
es convexo en E.

(iii)=>(ii): Sea 7 una seccién plena, completa y convexa de £ Defina (%)
para cada i € Z como el subespectroide pleno de ¥ dado por los puntos
z[i] € 5. Sea m € N minimal tal que F(™) £ . Si rn > 0 eligimos w

maximal en 307). Entonces w es maximal en F y la reflexién pJ; 3 esta bien
definida.
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El espectroide 3’ = p?F es una seccién plena y completa de £. Vamos a
demostrar que F es tambxén convexo en €. Primero, 3\ {w[1]} es convexo en
E, asf que sélo falta demostrar que para cada camino de morfismos no cero y
no isomorfismos wll] = yp — ¥ — --- = yn € F’, se tiene y; € ¥’ para cada
i=0,...,n. Como &(w[1],1) # 0 obtenemos un camino y; — w — y;[~1]
y, como F es una seccién completa y convexa en E, o bien 1, o bien ¥; [—1]
pertenece a F. Por la maximalidad de w en F, obtenemos y1 € F\ {w}. Otra
vez por la convexidad de F\ {w} en € concluimos que y; € F\ {w} C F para
cadai=1,...,n.
Asi reflejamos sucesivamente todos los puntos z[m] € F, después todos los
puntos xz[m — 1] hasta llegar a un espectroide S con §(*) = @ para cada i > 0.
El mismo proceso efectuamos también para las fuentes. Por fin obtenemos
asf una sucesién de reflexiones que transforma 3 en un espectroide isomorfo

a &, ]

Sea £ un espectroide finito y dirigido y F = pZ ---pF & Siy € £\
{z1,...,Zn} decimos que la sucesién de reflexiones evita y. Si seguimos
cuidadosamente la argumentacién (iii)=>(ii) del teorema vemos que también
demuestra el siguiente

Corolario. Sea £ un espectroide finito y dirigido y 3 y S dos secciones
plenas, completas y convexas de E. Entonces eziste una sucesion de refle-
ziones gue evita a M S y que transforma F en G.

3.5. ;Para qué considerar el espectroide repetitivo? Consideramos
la categoria mod£ que tiene los mismos objetos que modE& pero espacios de
morfismos Hom(X,Y) = Homz(X,Y)/J(X,Y) donde J(X, Y") es el subespacio
de morfismos que se factorizan a través de un &-mdédulo inyectivo. Sea M un
E-mo6dulo de dimension finita y ¢ar : M — I(M) una cubierta inyectiva de Af
y war 2 I(M) — T (M) = Cokerepas la proyeccién canénica. Sea f : M — N
un morfismo. Por la propiedad universal de los médulos inyectivos existe un
morfismo I(f) : I(M) — I(N) tal que e f = I(f)ears.

A —2 o Ar)y—TA e T (AS)

f 1(5) ()

N ——x—~I(N) x5~ T(N)

En particular existe un morfismo T'(f) : T(M) — T(N) tal que anI(f) =
T(f)war- Para cada morfismo t : T(M) — T(N) tal que nnI(f) = tuwar
tenemos que T'(f) — t se factoriza a través de my. AsLse demuestra que T°
induce un funtor (que también denotamos con T°) mod& — modE.
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Como & es autoinyectiva, el morfismo 7as es una cubierta proyectiva de
T(M) y car isomorfo a Kermas. El argumento se puede voltear por lo que
vemos que 7' es una autoequivalencia de mod€.

Antes de proceder calculamos un ejemplo. Sea 5 dado como en la figura 3.3
a la izquierda. A la derecha en la misma figura se muestra el espectroide
repetitivo donde denotamos los puntos por z; en vez de z[i].

Figura 3.3

En la tabla 3.1 (pdgina 41) dibujamos el espectroide ind¥F, en donde escribi-
mos sélo el soporte de los médulos.

Regresamos a las consideraciones en general. Ahora es ficil calcular T". La
figura 3.4 muestra el efecto de T en indJ.

.................................... ) - T(x T(Z o

\/\/\/\/\/

VAVAVAVAVAW

Tv—l (w) ...................... T(W) T2(u)

Figura 3.4

Ahora definimos un conjunto de sextuplos 7. Para cualquier morfismo f :
X — Y obtenemos un diagrama conmutativo como en la figura 3.5 y por
lo tanto un sextuplo ty = (X,Y, Z, f,p,r). Sea T el conjunto de sextuplos
isomorfos en modf a sextuplos de la forma t f-
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' \/ \/ \/
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X —M o r(X) EM (X))
I q u
Y ——p— Z ———T(M)
Y ]:["I(X)
Fig':rn 3.5

Proposicién. {(25] (modE, T, T) es una categoria triangulada.

El siguiente teorema es una de las principales razones por las que se consi-
deran espectroides repetitivos.

Teorema. [2E] Si £ es un espectroide finito y de dimension global finita
entonces mod€ y D?(E) son triangularmente eguivalentes.

El ejemplo que hemos considerado es tilteado del ejemplo en (2.3) y por
(2.7), las categorias D?(£) y modF son triangularmente equivalentes, donde
£ es el espectroide de (2.3), y F es el espectroide del ejemplo arriba, De
hecho, F es una “rama”, véase (5.7) para una discusién ma&s completa.

3.6. Un lema importante.
Lema. Sean £ y F dos espectroides finitos y dirigidos, tales que E = 7.

Ademds sea F. un subespectroide pleno y convexo de 3. Entonces el Sfuntor
F : mod3, — modE que es la composicion

modF. <5 modTF -~ mod€ % modE

es una inmersidn.

Demostracion. Sea ¢ = t31,. Como +(F,) es convexo en &, tenemos que
Homy,(X,Y) — Homz (: X, Y)
para 3o-mdédulos X y Y.

Si exlste un morfismo f : : X — Y diferente de cero que factoriza a través de
un £-médulo proyectivo P entonces para un sumando directo e inescindible
P: de P tenemos Homz(X,P:) # 0 y Homz(P:,Y') # 0. Es decir, X(z[—l]) #
0y Y (z) # 0 lo que contradice que F, C 3‘ y F es una seccién de € (3.4). O
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3.7. Sucesiones que casi se dividen especiales. Sea £ un espectroide
finito y dirigido.
Lema. La sucesion que casi se divide en ind€ gque empieza en rad P; es de
la forma

radP. — P; @ rad P, /socP, — P./socP_
incl

] y el segundo morfismo por

donde el primer morfismo es dado por [pro;

[proi —inei]-

Demostracion. Los mdédulos de los extremos son inescindibles y la sucesién es
exacta, asi que es suficiente demostrar que cada morfismo f : X — P./socP;
que no es una retraccién factoriza a través de [proj —incl]. Para ello es
suficiente considerar el caso en donde f es irreducible.

Observa que
E(z,x) sixF#z(l]
P P =
2/s0cP2(x) {o z = 2[1]

Si I; € Im f: entonces para cada £ € P,/socP.(x) tenemos € = f.(I:) y f es
suprayectivo. Entonces f se factoriza a través de proj : P, — P:/socP: por
la propiedad universal de proyectivos.
Si I. & Im f:, entonces f es inyectivo por la irreducibilidad de f. Como &
es dirigido tenemos f. = 0 y f se factoriza a través de incl : rad P; /socP; —
P:/socP,.

Al &-mdédulo rad P; /socP; lo denotamos por B..

El lema demuestra que las componentes conexas de ind& estdn en una cor-
respondencia uno a uno con las componentes conexas de md£ por medio de
la proyeccién canénica 7 : ind€ —» ind€, salvo en el caso que £ es el espec-
troide del ejemplo (3.2) en donde nos encontramos con una situacién un
poco patolégica, ya que no existen morfismos radicales no ceros en indE.

3.8. Factorizacién adaptada. Denotamos f = 7w (f) para un morfismo
f € modE.

Lema. Sea £ un espectroide finito y dirigido y sean X, Z dos €-mddulos
inescindibles, no isomorfos y no proyectivos Y f € Homg (X, Z) un morfismo
no cero. Si f se factoriza a través de un E- modula proyectivo entonces
existen €-mddulos proyectivos inescindibles P(') y morfismos h; £

a0 BO _, UL
X =2 P =, B} -—»P,,',_l—»P(*)—-—»Y vi e {1,...,N}
tales que f = ‘.=1h$"?---hg’ v &Y # 0 para cada i € {1,...,N} y cada

je{0,...,n;}.
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Demostracién. Por hipétesis, f se factoriza a través de un proyectivo Q, es

decir f = ba donde @ € Homz(X,Q) y b € Homz(Q,Z). SiQ=Q d--- D Qy
es la decomposicién en inescindibles, a = [a,

e alTyb=[b1 --- B
podemos suponer que a; % 0 y b; # 0.
: Qi
X o rad Q; Q;/s0cQ; o z
- proj /zcl *
i
Figura 3.6

Para cada i el morfismo a; se factoriza a través de incl : rad Q; — Qi, ai
incla$, y el morfismo b; se factoriza a través de proj : Q; — Q;/socQy, b;
b} proj. La composicién b;a; es, por (3.7), la misma que bjincl proj a}.

Si projal = 0 6 blincl =

0, podemos aplicar ese procedimiento otra vez a
proja’; 6 blincl. Para convencernos que el proceso se detiene después de un
numero finito de pasos observamos que cada proyectivo inescindible P: que
aparece en la factorizacién satisface X (z[—1]) # 0 y Z(z) # 0. Este nimero
es finito (porque los médulos tienen dimensioén finita sobre el campo k) y no
puede haber repeticiones entre los proyectivos P}') con el mismo i, porque
£ es dirigido. o

3.9. Predecesores de componentes. Sea £ un espectroide. Decimos que
x € £ predecesor de z € £ (y z sucesor de x) si existe una sucesién x =
Y0:1Y1+---2Yn—11Yn = z tal que E(y;, ¥i+1) # O paracadai € {0,...,n—1}. Si
x es predecesor de z lo denotamos con z = z. Siexisteuni € {0,...,n—1}
tal que rad £(y;, yi+1) # O entonces escribimos r < z. Para dos componentes
conexas X y Z de £ escribimos X < 2 si existe una sucesién de componentes
conexas X = Yp,Y1,...,Yn—1,9n = Z con (n > 0) tal que para cada i €
{0,...,n — 1} existen yi € Y; y y{ € Yis1 tales que rad™(y;,y{,,) # 0. Si

X =2 6 X <2, decimos que X es predecesor de 2 (y Z sucesor de X} y lo
denotamos con X =< Z.

Lema. Sea £ un espectroide finito y dirigido y X y Z dos componentes de
indE tales que X A 2. Entonces también en indE vale X £ Z.

Demostracion. Primero observamos que cada £-morfismo h con h # O satis-
face que si h € rad®™ entonces h € rad™.

Supongamos que X < Z, es decir que existe una sucesién de componentes
conexas X = Yg,Y1,-.-,%-1,9 = Z con n > O tal que para cada i &€
{0,....,n — 1} existen y; € ¥Y: y Yy} € ¥+ tales que rad™(yi, ¥,,) ¥ 0. Sean
fi € vad™ (y;, y{,,) morfismos diferentes de cero.
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Si fi = 0, entonces existen morfismos A& tales que f; = 2?:1 RSP ... p
y '_1,(,") # O por (3.8). Como f; pertnece a rad™ existen p y q tales que h,(,")
pertenece a rad®. Eso implica L:},‘n € rad®™, lo que demuestra Y; < Y,.,. Por
transitividad, se sigue X < Z. ]




47

4. FORMAS CUADRATICAS

Primero se definen la forma de Euler x, y la forma de Tits q, que suelen asociarse
a un espectroide finito £ de dirnensidn global finita. Se demuestra un lema gue
se obtuvo en un trabajo conjunto con J. A. de la Peria, véase [9], sobre el com-

portamteuto de la forma de Euler de subespectroides plenos. Luego se consideran
s mds en general. Se intvoduce la técnica de aplicar

Jormas itarias no neg
deflaci e inflaci a ]armas semiunitarias con la cual se demuestra que si
g: Z" —+ Z es una forma itaria no g v 2 la forma
inducida g : Z"/ radq — Z es una forma i) $a positiva y c ; estos resultados

se publicardn en [10].

4.1. Formas cuadrdticas no negativas. Sea M € Z"™*™ una matriz y
g = qap : Z" — Z,z — ' Mz la forma cuadritrica entera asociada. La
forma g es positiva (resp. no negativa) si g(x) > 0 (resp. g(z) > 0) para
cada = € Z"\ {0}. La forma es débilmente positiva (resp. débilmente no
negativa) si g(z) > O (resp. ¢(z) = 0) para cada =z € N* \ {0}. El conjunto
rad ¢ de los vectores z de Z" tales que zTM7? = —7T Mz es el radical de g.

Por definicién, rad g es un subgrupo de Z™ y = € rad g si y sélo si g(z+7?) =
g{(x) + q(?). El rango de radq es el corango de q.
Lema. Sila forma g es no negativa entonces rad g = q—'(0).

Demostracion. Sea x € radq. Entonces 0 = g(x — z) = g(z) + g(~z) =
2g(xz). Sea ahora x € ¢~ !(0). Supongamos que existe un z € Z" tal que
a=z Mz + 2TMzx # 0. Sea N = (g(z2) + 1). Por lo tanto, g(—Naz + z) =
g(z) — Na? < gq(z) — N = —1 en contradiccién a la no negatividad de g. O

4.2. La forma de Euler. Sea £ un espectroide finito y Ko(&) = ZOb¢
el grupo de Grothendieck de £. A cada &-mddulo A le asociamos su
vector de dimensién dim A € K, (€) por (dim M)(x) = dimy M(zx) para
cada & € £. Observamos que la funcién dim : mod€ — K,(&) es aditiva cn
sucesiones exactas.
Si £ es de dimensién global finita, entonces los proyectivos forman una Z-
base de Ky(€), ya que cada &-médulo simple admite una resolucién finita
por proyectivos.
Sea (i, ?), : Ko(€) X Ko(E) — Z la forma bilineal homolégica, dada en
vectores de dimensién de médulos Af y N

oacd

(dimM,din N), = ~(—1)* dimy, Ext} (M, N)

i=0
Observamos que (dimP.,dim M), = dimx M(z) = (dim M,diml.).,. La
forma cuadritica asociada x, : Ko(€) — Z, x. () = (z,z), es la carac-
terfstica de Euler-Poincaré o mids brevemente la forma de Euler de £.

Importante seri el siguiente
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Lema. Sea £ un espectroide finito y dirigido, £ un punto maximal de £ y
&' = pt&. Entonces los grupos K° (8) y Ko (E') son isométricos, es decir eriste
un womorﬁamo de grupos K.(€) —=-» K.(E’) que preserva la forma bilineal
homologica.

Demostracion. Sea I = I£ y ' = z[1]. Defina ¢ : Ko(E) —+ Ko(&'),v —
v — v(z)(dim I + e;:). Observa que

—_J® siy # z,
wiey) = {—dimpg,' siy==x

lo que demuestra que ¢ es un isomorfismo. La forma bilineal homolégica
satisface (ey,dimlif), = &,., donde §,: es uno si y = z y cero en los

otros casos. Utilizando las ecuaciones (dim I£) ® _ gim 1€ y p(dim 1£) )
—dim g’ — dimy £'(z',y) dimif,’ para y 7 z es ficil demostrar que

{ey,dim lf)z = {p(ey), w(dim 'f))cz
para cada y, 2 € £. Por ejemplo si y # r # z entonces

(pley), o(dimif)),, Y (e, dim1£), — dimy E'(z", z){ey, dim 1)),

= 8y —dim E'(z',2) -0
= (ey. dimIf),

o para y # z, {w(ey),w(dimif))_, @ (e,,dnml,,) = 0 y de esa manera
para los otros casos también.

Mids general, pero sin demostracién, recordamos que espectroides de di-
mensién global finita que son derivadamente equivalentes tienen grupos de
Grothendieck isométricos, ver [25].

4.3. La forma de Euler de subespectroides convexos. El siguiente
resultado aparecera en [9].

Lema. Sea £ un espectroide finito y dirigido y S un subespectroide pleno de
E. Si x,. es no negativa entonces también x, es no negativa y corango x,;, <
corango X, -

Demostracion. Por induccién sobre el nimero de puntos de E\G. Sea z € £\
Sy E =&\ {x}. Definaz<={y € &|xz <y} ={y1,..--,¥m} donde cada y;
es maximal en 2=\ {y1,...,¥%i-1}. Observe que x € £~ y que x es maximal en
8 = p} - p}, €. Poreso 8, = 5\{x} es convexoen 8 y x,, €3 no negativa con
corango X,, < corangoXx, = corangox,. Como $; = p;"'m .- -p;" £&., obtenemos
que Xx., €8 no negativa y que corango X, == COrangox,, < corangox,- La
afirmacion se sigue aplicando la hipé6tesis de induccién a €. ]
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4.4. La forma de Tits. Hay otra forma cuadritica que suele asociarse con
un espectroide. Como no vamos a hacer uso extensivo de ella sélo daremos

las definiciones bdsicas y los teoremas mas conocidos.
Sea & un espectroide finito y dirigido, A su carcaj e 7 un ideal de £A
tal que kA/I y & son isomorfos. Sea I = (pi,...,pp) donde cada p; es ~
una combinacién de lineal de caminos paralelos y p es minimal. La forma
cuadratica

td
e Z" = Z,v 3 v()2— D v(ta)v(ha) + 3 v(tpi)v(he:)

i€Qo acd; i=1

es la forma de Tits.

Hay otra manera de definir la forma de Tits pero ésta tiene la ventaja que
se puede leer inmediatamente dado el carcaj con relaciones.

Lema. [13] Sea & un espectroide finito y dirigido. Si la dimension global de
& es menor o igual que dos, entonces la forma de Tits y la forma de Euler
coinciden.

La mayor aplicacién de la forma de Tits estd en su aptitud de reflejar pro-
piedades del tipo de representacién. Mencionamos sin demostracién los
siguentes teoremas importantes:

Teorema 1. [13] Sea £ un espectroide finito y dirigido. Si £ es de tipo finito
entonces qs es débilmente positiva.

Teorema 2. [38] Sea & un espectroide finito y dirigido.
entonces qg es débilmente no negativa.

Si £ es manso

Las demostraciones emplean algunas nociones de geometria algebraica. El
converso del Teorema 1 vale bajo la restriccién de que ind€ contiene una
componente postproyectiva [13]. Conversos del Teorema 2 existen también

para ciertas clases de dlgebras [32,38].

4.5. Formas semiunitarias, deflaciones e inflaciones. Una forma cua-

drdtica entera

g:Z" = Z.glvy =3 qu(i)® + 3 gqiv(E)v(d)

i=1 1<i<ysn

es unitaria (resp. semiunitaria) si g(e;) = g: = 1 (resp. ¢; € {0,1}) para
cada i € {1,...,n} en donde (ej,...,en) denota la base candnica de Z™.
A una forma cuadritica ¢ asociamos su bigrdfica B, que tiene —gq;; aristas
entre i y 7 si gi; < 0 y gij aristas punteadas entre i y 7 siqgi; >0y —g; + 1
lazos en i 8i ¢i < 1 y q; — 1 lazos punteados en i si ¢; > 1. Por ejemplo la
forma q(v,v2,v3) = (vi — v2)(v1 — v2 + v3) tiene la bigrifica B, mostrado

en la figura 4.1.
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Figura 4.1

Por otro lado cada bigridfica B determina una forma cuadridtica gg hasta
permutaciones de la base canénica.

Sean i,j € {1,....,n}, i # j ¥y Tff : Z™ — Z™ la transformacién dada por
es —> €, 8i 8 # iy ei — e+ e;. Definimos qi; = g;; para i > j.

Lema. Sea g una forma semiunitaria no negativa e i,7 € {1,...,n}. Si
qi; < O (resp. qij > Q) entonces qT;;' (resp. qT;;) es también semiunitaria.

Demostracion. Sea € = = tal que £¢;; < 0 y sea ¢’ = qTy;. Para cada
8 # i tenemos g4 = g,. Como g es no negativa también ¢’ es no negativa y
1 < lgij| < 2. Por lo tanto 0 < ¢'(e;) =g} =¢i + q; + &gi; < 1.

Si ¢i; < O (resp. gi; > 0) decimos que Tj; (resp. T{;) es una deflacién
(resp. inflacién) para q.

El siguiente resultado es clisico, ver por ejemplo [36].

Proposicién. Sea q una forma unitaria positiva. Entonces eziste una su-
cesion de inflaciones con composicion T tal que qT = ga en donde A es la
union ajena de diagramas de Dynkin.

4.6. Formas cuadriticas conexas. Una forma cuadritica es conexa si
la bigrifica B, es conexa. Si By es la unién ajena de dos bigréficas B,a)
y Byx escribimos g = a1 @ g{?). El siguiente lema demuestra como una
deflacién o inflacién puede desconectar una forma semiunitaria no negativa
que era conexa.

Lema. Sea ¢ una forma semiunitaria no negativa y conexa. Sea T una
deflacion o inflacion para q. Si ¢’ = qT no es coneza, y ¢ = qo ® ¢V con
g) # 0 entonces qo : Z — Z es la forma cero en una variable y g(!) es
coneza.

Demostracion. Sea T = Tf; una transformacién tal que q' = qT es una
deflaciéon o una inflaciéon de ¢ que no es conexa. Como B,; es conexa, la
bigrifica By tiene exactamente dos componentes conexas, Cp que contiene
a j y C1 que contiene i. En particular ¢{; = 0. Calculamos 0 = ql; = qij +e2
v q} = £2q; + €qij + q; = gi + g; — 2. Como ¢’ es una forma semiunitaria
también, véase (4.5), tenemos ¢; = g; = 1 y g; = 0. Para cada s # j vale
q:j = 0 ya que lo contrario implica ¢'(2e; — g,;€s) < O en contradiccién a la
no negatividad de ¢’. Por eso Cg solo contiene un vertice j. En particular,
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Co define la forma cero en una variable. El otro sumando g(!) es conexo, ya
que para s # r puntos de C; tenemos q., = q;s ¥ g cra conexa.

4.7. Reduccién de una forma no negativa a una forma positiva.
Para cualquier vector v € Z™ definimos |v| = 3°1L, |v(i)], suppv = {z | v(7) #
0} y vectores v*,v~ € Z™ por v°(i) = max(ev(é),0).

Vamos a presentar una generalizacién de (4.5), que se publicarid en [10].

Proposicién. Sea g una forma semiunitaria no negativa y conexa de co-
rango c. Entonces existe una sucesion de deflaciones e inflaciones con
composicion T tal que qT = qo & ga en donde qo es la forma cero en c
vartables y A es un diagrama de Dynkin. Ademds A es determinada de
manera tdnica por q.

Demostracion. Por induccién sobre el corango ¢ de ¢. Si ¢ = 0 entonces ¢
es positiva y (4.5) muestra que existe una sucesién de inflaciones T tal que
qT = ga en donde A es unién ajena de diagramas de Dynkin. Como q es
conexa y positiva, (4.6) muestra que A es conexa.

Para, el paso de la induccién demostramos primero que existe una sucesion
de inflaciones con composicién I tal que el radical de g/ contiene un vector
positivo v. Sea v € radq, v # 0. Si existen puntos j € suppvt y i € suppv™
tales que ¢;; > 0 aplicamos la inflacién T} a ¢ y obtenemos q = 7 y
v = (T35 )~ 'u que es un vector radical de §. Como & = v + v(J)ei tenemos
[97] < |[v~|. Repetimos este procedimiento hasta gue ya no es posible y
obtenemos una forma cuadritica ¢’ y un vector v’ € rad ¢’ con la propiedad

de que si 2 € suppv™t, j € suppv™, entonces gi. < 0. Ahora tencmos
q (7]

O=qgW)=q @)+ @' 7) + E —q;]v'+ (2)v’' ~(F)
()

en donde la suma recorre supp '™ x supp v’ . Cada sumando del lado derecho
es al menos cero y por lo tanto igual a cero. Si »' no es positivo, entonces
2’7 no es cero y podemos sustituir o' por v/ . Eso demuestra el pritner paso.

Ahora demostramos que existe una sucesion de deflaciones con composicion
D tal que ' D = g9 @g''" en donde ¢’ es la forma cero en s > 0 variables
y ¢''? es una forma semiunitaria no negativa y conexo con corango e—s < c.
Si existen 7.j € suppv’. i 3 j tales que ¢/, < O aplicamos la deflacién
T = T,;’ siv() = oY) (6T = 7}':' si v(Z) < v'(§)) a ¢ para obtencr
§ = q@'T y un vector v’ € radg§. Observe que ¥’ es positivo otra vez y que
|57] < |v']. Repetimos también este proceditniente hasta que ya no es posible
y obtenemos una forma cuadritica ¢” y un vector positivo v’ € rad g7 con
la propiedad de que si i, j € supp v'/, entonces qu > 0. En la suma del lado
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derecho de

n
0=q"(w") =3 _glv"(P + 37  al" Q)

i=1 i,J Esupp v’’
cada sumando es al menos cero, y por lo tanto igual a cero. En particular,
g! = 0 siempre que v”(i) # 0. Eso demuestra que ¢” = ¢'® @ ¢’*) en donde
4% es la forma cero en al menos una variable. Podemos suponer que en
q’(o) celeccionamos todos los sumandos directos de ¢ que son formas ceros,
entonces por (4.6), q’(l) es una forma semiunitaria no negativa y conexa
con corango menor que ¢. Eso demuestra el segundo paso. Aplicando la
hipétesis de induccién obtenemos la primera parte del resultado.

Que A estid determinado por ¢ de manera unica se sigue de la siguiente ob-
servacion: si A es un diagrama de Dynkin, entonces el niimero de puntos de
A junto con la cardinalidad de q'Al(l) identifican de manera dnica a A. O

El mapeo § : Z™*/radq — Z,7% — q(V) = q(v), para algin v € T es bicn
definido por (4.1). EIl grupo abeliano Z"/rad g es libre ya que para cada
v € Z™" y cada N € Ny = N\ {0}, Nv € radq implica v € rad q, es decir para
cada T € Z"/radqg y cada N € N}, NT = 0 implica 7 = 0.

Corolario. Sea q : Z" — Z una forma unitaria no negativa y conera.
Entonces existe una Z-base de Z™"/radq en la cual § es una forma unitaria
positiva y conczra.

Demostracion. Sea c el corango de ¢q. Por la proposiciéon (4.7), existe una
matriz T' € Z"*" que es Z-invertible tal que ¢T = go ® ¢¢1) en donde gg es la
forma cero cn ¢ variables y (1) : Z"~¢ — Z es una forma unitaria positiva
y conexa. Como Z€ = T(radq) = rad(q7T) obtenemos un Z-isomorfismo
inducido T" : Z"/rad q — Z™~¢ tal que el siguiente diagrama conmuta.
Z"/rad q
T -
Zn—c_q.(n_. VA

Por lo tanto § = ¢MT y (T '(e1)s-.., T ' (en—_c)) €8 la base buscada. o

La forma g llamamos la forma inducida de q.
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5. ESPECTROIDES DERIVADAMENTE DYNKIN

La primera clase de. espectroides que fue caracterizada por medio de sus formas
cuadrdticas es la clase de espectroides que son hereditarios y de tipo finito, vease
[19]), que se llaman espectroides Dynkin. Este capstulo se dedica a la i 121
de los espectroides gque son derivad te Dynki Se di tra un lema sencxllo
sobre extensiones en un punto de un espectroide Dynkin. La caracterizacion de
pectroides derivad te Dynkin por medio de la forma de Euler se debe a I.
Assem y A. Skowroriski, véase [4). Daremos una prueba dlferente y mds sencilla de
este resultado después de un rep rdpido sobre 1 irnple de espectroides.
Usamas la descripcion de la categoria derivada para describir los espectroides de-
y d te Dynkins de tipo A,, (m > 1), que se llaman ramas generalizadas. El
capitulo termina con una observacion acerca de extensiones-fuente-ramas y exten-
siones-pozo-ramas.

5.1. Espectroides hereditarios. Recordamos que trabajamos sobre un
campo k que es algebraicamente cerrado. Los espectroides hereditarios que
son de tipo finito fueron caracterizados por P. Gabriel en [19].

Teorema. Sea H un espectroide hereditario y conexo. Entonces las siguien-
tes propiedades son equivalentes.

(i) ¥ es de tipo finito.
(ii) x,. es positivo.
(iii) La grdfica subyacente al carcaj de I es una de la siguiente lista (n es

el niimero de puntos)

An Dy,

Ee i E7 i ’ En i

c—— e et —

Un espectroide conexo que cumple las condiciones equivalentes (i),(ii) y (iii)
del teorema se llama Dynkin y su tipo es el tipo de la grafica (iii).

5.2. Descripcién de la categoria derivada. Sca A un carcaj. El carcaj
ZA tiene como conjunto de vértices A, x Z y flechas (, %) : (z,2) — (¥,%),
(,3)* : (y,é — 1) — (=z,i) para cada Hecha o« : £ — m en A. Por (2.6)
sabemos que ¢l carcaj de indD?(modkA) es T'ra donde Tia es el carcaj de
Auslander y Reiten de £A.

Si A es de tipo Dynkin entonces Tra es isomorfo a ZA. Sea T : ZA —
ZA el automorfismo dado por 7(z,i) = (z,i — 1) y o : (ZA)1 — (ZA)
el mapeo biyectivo de las flechas de ZA definido por o((a,i)) = (a,i)* y
o((a,)*) = (e, — 1). En particular, o induce una biyeccién de conjuntos
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de flechas {y — z} a {7z — y} para cada par (x,¥y) de vértices de ZA. En
otras palabras, (ZA,ZA, 7) es un carcaj de traslacién con polarizacién o,
ver (1.6). El siguiente teorema se debe a D. Happel [25].

Teorema. Si A es de tipo Dynkin, entonces indD?(kA) y k(ZA) son iso-
morfos.

Un espectroide que es derivadamente equivalente a un espectroide Dynkin
se llama también derivadamente Dynkin

Corolario. Cada espectroide derivadamente Dynkin es de tipo finito.

Demostracion. Sea £ derivadamente Dynkin de tipo A. Entonces ind€ es
nsomorfo a k(ZA) y por ello existe una seccién plena, completa y convexa
3H de € que es hereditaria. Sea & una seccién plena, completa y convexa
de H que es isomorfa a £. Para cada punto z € H, tenemos que sélo hay

un nimero finito de 5-médulos Y con Y (z) % 0. Eso implica que ind&’ es
finito. a

5.3. Extensiones en un punto.

Lema. Sea 3 un espectroide hereditario de tipo Dynkin y M un 3(-mddulo
inescindible. Entonces existe un espectroide hereditario 3’ y un 3H'-mddulo
de tiltco T tal que End(T')°P es isomorfo a H[M].

Dermostracion. Observe que cada H-mdédulo inescindible es sumando directo
de una seccién S de indH. En particular, si S denota una seccién tal que M
es sumando directo de S, entonces §' = S ®P,,, s una seccién de indH{AL].
Por lo tanto, cl espectroide ' = End(S5’)°P es hereditario y T" = Homy (57, l)
es un H’-mddulo de tilteco donde I = @, ¢y lz-

El lema falla si se omite la hipé6tisis que H es de tipo Dynkin (inas adelante
en los capitulos 6 y 8 veremos que los espectroides ‘tubulares’ no son deriva-
damente equivalentes a un espectroide hereditario, pero que hay espectroides
‘tubulares’ que se pueden obtener extendiendo a un espectroide hereditario
I con un H-modulo inescindible).

5.4. Sobre conexidad simple. La nocién de que un espectroide dirigido es
“simplemente conexo” entré a la teoria de representaciones de dlgebras por
el estudio por K. Bongartz y P. Gabriel de cubiertas de Galois de carcajes de
traslacion, en {14], que tiene su aplicacién en espectroides de tipo finito. En
{33}, R. Martinez-Villa y J. A. de la Pefa introdujeron la nocién de cubierta
de Galois del carcaj con relaciones (Q, R) de un dlgebra A = kQ/{(R). Asi, sc
dice que un dlgebra A ¢s simplemente conexo si todo carcaj con relaciones
(Q, R) tal que A —~ kQ/(R), no acepta una cubierta de Galois propia. Ese
concepto se usé explicitamente por primera vez en [2] por I. Assem y A.
Skowroriski, pero ya habia sido usado en casos especiales en [15] y otros.
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Un punto = de un espectroide £ se llama separando si para la descom-
posicién en inescindibles rad P, = @], cada dos sumandos directos Mf;,
M; que son diferentes (pueden ser isomorfos) tienen el soporte en diferentes
componentes conexas del subespectroide £ \ z=, donde z= = {y|z =< y}.
Un espectroide es separado si todos sus puntos son separandos, véase el
articulo de R. Bautista, F. Larrién y L. Salmerén [11], en donde también se
demostruestra que un espectroide de tipo finito es separado si y sélamente
si es simplemente conexo. La situacién general es méds complicada. Un
espectroide dirigido se llama fuertemente simplemente conexo si y sélo
si cada subespectroide pleno y convexo de £ es simplemente conexo. En [44]
A. Skowronski demostré que las siguientes propiedades son equivalentes.
(a) £ es fuertemente simplemente conexo, (b) todo subespectroide pleno y
convexo es separado y (c) el primer grupo de cohomologia de Hochschild es
trivial para cada subespectroide pleno y convexo de &.

Importante para nosotros serd el siguiente teorema de I. Assem y A. Sko-
wroniski [2].

Teorema. Sea £ un espectroide finito. Supongamos que mod&

es de ciclos finitos. Entonces € es simpl nte conexo si y solo
8i no es iteradamente tilteado de un espectroide Dynkin de tipo
Ay (M= 1).

Por [24], podemos sustituir ‘iteradamente tilteado’ por ‘derivadamente equi-
valentes’. El tipo A,, es definido en (6.1). La categoria mod€ es de ciclos
finitos si cada ciclo de morfismos radicales y no ceros entre £-mdédulos
inescindibles no contiene ningin morfismo en el radical infinito.

5.5. Caracterizacién de espectroides derivadamente Dynkin. El si-
guiente teorema fue demostrado por 1. Assem y A. Skowroriski en [4] utili-
zando una técnica diferente a la que presentamos aqui.

Proposicién. Un espectroide finito € es derivadamente Dynkin si y solo si
& cumple las siguientes condiciones:

(i) & es fuerternente simplemente conexo y
(ii) x,. es positivo.

Demostracion. Primero demostramos la necesidad de las condiciones (i) y
(ii). Por [2], € es simplemente conexo y por (5.2) £ es de tipo finito. Entonces
[15] implica que € es fuertemente simplemente conexo, mientras (ii) se sigue
directamente de (4.2).

Que las condiciones son suficientes lo demostramos por induccién sobre el
numero de puntos de €. Sea x un punto de € tal que £, = £\ {z} es conexo.
Entonces &, es fuertemente simplemente conexo y por (4.2), x,.., es positiva
otra vez. Por la hipétesis de induccién, £, es derivadamente Dynkin, es
decir, existe un espectroide hereditario 3¢ de tipo finito tal que D?(mod€&,)
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es triangularmente equivalente a D®(mod3{). El £,-médulo M = rad P es
inescindible (5.4) y por lo tanto, (2.8) demuestra que existe un 3-mdédulo
inescindible N tal que D?(&) y D?(H[N]) son triangularmente equivalentes.
Por (5.3), existe un espectroide hereditario 3’ que es derivadamente equi-
valente a H[N]. Otra vez por (4.2), se sigue que Xx,, es positivo. Por el
teorema (5.1), se sigue el resultado. a

5.6. Reflexiones de espectroides derivadamente Dynkin. Sin demos-
tracién recordamos de [4] la siguiente caracterizacién:
Proposnclén. Sea £ un espectroide finito y de tipo ﬁnzto gue es
'{ nte c Si para cada sucesion de pozos i1, ...,tm el
espectmtde p .- -p;"S es de tipo finito entonces £ es derivada-
mente Dynkln

Que el contrario de esa proposicién también vale se sigue fiacilmente de la
descripcién de la categoria derivada que daremos en seguida.

5.7. Espectroides derivadamente Dynkin de tipo A,. Sea R el es-
pectroide que es el cociente del espectroide de caminos del carcaj fractal Q253
dibujado en la figura 5.1 médulo el ideal generado por todos los posibles
composiciones a3 y Ba. El siguiente resultado, que no presenta mayor
dificultad en demostrarlo, es bien conocido, ver por ejemplo [1,31].
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Figura 5.1
Proposicién. Un espectroide A es derivad. te Dynkin de tipo A, si y

sdlo si A es un subespectroide pleno y convezo de Roo con n puntos.
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Demostracion. Sea H un espectroide Dynkin de tipo A,, y A un espectroide
derivadamente eqivalente a 3. Por [25], véase (2.6), sabemos que el carcaj
de la catogorfa derivada D?(3() es isomorfo a ZA,, y por [41] que existe un
complejo de tilteo T" en D?(3() tal que End(7") es isomorfo a A.

Sean X # Y sumandos directos e inescindibles de T'. Las zonas sombreadas
en la figura 5.2 no son permitidos para la ubicacién de Y, por la condicién
HomDo(g.c)(X,Y[n]) = 0 para cada n 5 0.

Figura 5.2

El subespectroide pleno dado por los posibles lugares que quedan para Y
tiene la forma dibujada en la figura 5.3.

Figura 5.3

Por lo tanto, los sumandos directos e inescindiblesY # X de T que satisfacen
Hom(X,Y) # 0 forman dos cadenas ajenas {Y — Y2 — -+ — Y}, {Y{ —
Y4 — -+ — Y/} y los sumandos dircctos e inescindibles W s X de T
que satisfacen Hom(W, X') 3£ 0 forman también dos cadenas ajenas {W,, —
s = WAL, {W — .- — W/} tales que el subespectroide pleno de End(T")
dado por estos sumandos es como lo indicamos en la figura 5.4 a la izquierda
(unos brazos pueden ser vacios).
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Figura 5.4
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Ademis, el espectroide End(7T") /(I x) se descompone en componentes conexas
como se dibuja en la figura 5.4 a la derecha (algunas componentes pueden
faltar). Aplicando estos argumentos para cada punto de End(7") obtenemos
que End(T) es un arbol de la estructura afirmada.

Por otro lado, si A es un subespectroide finito, pleno y convexo de RZ3
podemos llevarlo por medio de una sucesién de reflexiones a un subespec-
troide pleno y convexo de R, que contiene al punto ®, donde R, es el
espectroide cuyo carcaj es el arbol fractal dibujado en la figura 5.5 médulo
todas las posibles composiciones a3.

/ G\B\

Figura 5.5

Estos espectroides son exactamente los espectroides tilteados de tipo Ay,
véase [42].

Los subespectroides plenos y convexos de Ro, que conticnen al punto ®

se llaman también ramas y los subespectroides plenos y convexos de R
ramas generalizadas.

5.8. Extensiones con ramas. Un espectroide punteado (£,p) es un e-
spectroide £ junto con un punto excepcional p de £. Un subespectroide

punteado de un espectroide punteado (&, p) es un subespectroide ¥ de £ que
contiene a p como punto excepcional.

La pegadura de dos espectroides punteados (&,p) y (F,9) con &€ = kQe/1Ic
y F = kQgs /I es el espectroide denotado con Sup'q F, cuyo carcaj es la
unién ajena de Qg y Qs identificando los dos puntos excepcionales p y g y
el ideal I en kQ tal que € I_Ip.q F=kQ/I es (Ig,I5). En la figura 5.6 damos
un ejemplo como ilustracién con carcajes y relaciones.

E: H F: EllT:
1 »e

¢ e 8
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LN 25 oy
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Sea ahora € un espectroide finito, A un £&-médulo y (€, aar) el espectroide
punteado con € = E[M] y anr el punto de extensién. Sea ademas R una
rama. La pegadura £]][. @ R también se denota con E[M,R] y se llama
extensién-fuente-rama de € con R por M. Dual te la ex ion-
poso-rama de £ con R por M es la pegadura [R, M])E = §]’_IWM_®:R donde
£ = [M]E y was es el punto de extensién.

Lema. Sea & un espectroide finito, M un £-mddulo y R una rama. Entonces
existe exactamente una extension-pozo-rama de £ gque se obtiene de la exten-
sion-fuente-rama E[M,R] por medio de una sucesion de reflexi s que evita
a E. La sucesion recorre todos los puntos vm --- 11 (vi € {a,8~}) tales que
“Ym #% a (compare figura 5.5 para la definicion de los puntos).

Demostracion. Aqui sélo daremos las ideas de la demostracién en un ejemp-
lo. Para una argumentacién mds completa referimos a [6]. Sea $ el espec-
troide dado por el carcaj con relaciones de la figura 5.7 a la izquierda.
Queremos obtener una extensién-pozo-rama 8* de € por medio de una suce-
sién de reflexiones. En $* cada punto de £ seri4 menor o incomparable con
los puntos afuera de £. Por lo tanto, tenemos que reflejar al punto ® y para
ello a cada punto G*. En la figura 5.7 a la derecha se puede ver el resultado.

8: PoPF-1P5-28:

gar = [o] ' o[—1] = u‘m/y-\

-1 3—2[_ o
.82 B~i[~-1] -

e

a
al=! .

. A lapf= 5. C e8!
Qﬂ—l_/'\_ﬁ—zag—l K. —1aa-1

ag—?
aB~lap™? -‘/ - B 2ap?

.

Figura 5.7
La relacién cero que empieza en el punto 8~ 'aB~! no puede existir en R°P
con lo cual esperamos que se forme 8§ como extensién-pozo-rama de €. Por
lo tanto hay que reflejar tamnbién el punto —'af~! y para ello todos los
puntos 8 'aB~! con i > 1. Como se ve, el argumento se repitc y una
induccién demuestra la afirmacidn. (]
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6. ESPECTROIDES DERIVADAMENTE DYNKIN EXTENDIDOS

Después de la definicion de espectroides Dynkin extendidos veremos que dentro
de la clase de espectroides hereditarios el tipo de representacion estd determinada
por la forvna de Euler. El capttulo se ocupa de los espectroides gque son deri-

eq lente a un espectroide Dynkin ertendido. Entre ellos estdn los
espectroides manso ocultos gque se caracterizan por ser minimal de tipo infinito
y que fueron clasificado completamente por D. Happel y D. Vossieck, [27]. De
la descripcion de la categoria derivada de un espectroide derivadamente Dynkin
extendido £ desarrollaremos uanas consecuenmas pam la cateyona ind€. Esta

inversidn pagard en las lti s illas para
los siguientes resultados. Un espectroide derivad. te Dynkin extendido es equiva-
1 d. ;. original: te d trado

_lente bajo refleriones a una extension tub
por I. Assemn y A. Skowroriski en [5], y una descripcio:
damente Dynkin extendidos de tipo infinito, también de I. Assem y A. Skowroriski,
[3]. Ademds permite generalizar la caracterizacidn de espectroides derivadamente
Dynkin extendidos de tipo finito, de I. Assem y A. Skowroriski, véase [3]. Esta
generalizacion se publicard en [9]. Finalmente demostramos que cada subespec-
troide pleno y convero de un espectroide derivadamente Dynkin extendido tiene

te postp ti y una p te preinyecti

de los espectroides deriva-

una p

G.1. EIl caso hereditario. El siguiente andlogo del teorema 5.1 se debe al

trabajo de varias personas, ver por ejemplo [34,17,42].

Teorema 1. Sea H un espectroide hereditario y conero. FEntonces las si-

guientes condiciones son equivalentes.
(i) H es manso.

(ii) x,. es no negativa de corango uno.
(iii) La grdfica subyacente al carcaj de 3{ es de la siguiente lista (n + 1 es

el mimero de puntos)

A L N
& ;

Eg

Eﬂ

Un espectroide hereditario y conexo que cumple las condiciones equivalentes
(i),(ii) y (iii) del teorema se llama Dynkin extendido y su tipo es el tipo
de la grafica (iii). Junto con (5.1) obtenemos las siguientes caracterizaciones

de espectroides hereditarios.
Corolario. Sea 3 un espectroide hereditario. Entonces
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(a) 9C€ es de tipo finito si y sdlo si x,. es positivo.
(b) 3 es manso si y solo si x,, es no negativo.
(c) I€ es salvaje si y sdlo si x,. es indefinido.

El espectroide ind3{ de un espectroide Dynkin extendido 3{ fue descrito en
[a2].

Teorema 2. Sea & un espectroide Dynkin extendido. Entonces indE consiste
de una componente postproyectiva P, una componente preinyectiva 3 y una
Pli-farmnilia tubular T que es estable y separa fuertemente P de 3. Ademds
indE es controlado por x,..

Antes de explicar las nociones que surgen daremos el dibujo que se usa para
visualizar la situacién, ver figura 6.1:

> T J
Figura 6.1
Una P! k-familia tubular es una familia (7)) ,cp1x de tubos. La funcién tu-
bular ¢ : P!k — N, A = (rango de 7)) induce el tipo tubular (p;,...,pe)
donde € es el niimero de tubos no homogéneos y pi,...,pe los rangos res-
pectivos. Formamos la estrella T(,,, . ., (la grifica con £ brazos que
tienen p,, ..., pe puntos respectivamente; por g___iemplo T2.3,4 ¥ E7 son graficas
isomorfas). Si £ es Dynkin extendido de tipo A y el tipo tubular (p;,...,p¢)

de la familia tubular, entonces A y T(p,,...,p,) SOn graficas isomorfas.

Sean X y Y subespectroides plenos de ind€. Una familia € = (C;)ies de
componentes conexos de ind€ separa X de Y si sc satisfacen las siguientes
condiciones.

(a) Cada &-médulo inescindible pertenece a uno y solo uno de los sub-
espectroides X, C o Y.

(b) No hay morfismos no ceros entre diferentes componentes conexas de €.

(c) Hom(Y,X) = 0, Hom(Y,€) = 0 y Hom(C,X) = 0.

(d) Cada morfismno f de X a Y factoriza sobre un £-mddulo cuyos sumandos
directos pertenccen todos a C.

Si en vez de (d) es posible encontrar para cada ¢ € I y cada morfismo f de
X a Y un &-médulo M; cuyos sumandos directos pertenecen a G; y tales que
f se factoriza sobre M; entonces decimos que € separa fuertemente X de
Y.

Decimos que un vector  en K.(€) es conexo si el soporte supp r es conexo
respecto al carcaj de £. Finalmente definimos cuando la forma de Euler x,
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controla a indE. Esto es el caso si x, e€s no negativa y satisface las siguientes
propiedades.

(a) Cada &-médulo inescindible X satisface x, (dim X) < 1.

(b) Para cada vector = € x7 (1) que es positivo y conexo existe exacta-
mente una clase de isomorfia de £-modulos cuyos vectores de dimensién
son z.

(c) Para cada vector x € rad X, que es positivo y conexo existe una familia
infinita de &-mddulos inescindibles y no isomorfos dos a dos cuyo vector
de dimensién es .

6.2. Espectroides mansos ocultos. Dentro de la clase de los espectroides
derivadamente Dynkin extendidos encontramos una clase importante, la de
los espectroides mansos ocultos. Un espectroide £ se lama manso oculto
si existe un espectroide Dynkin extendido 3¢ y un H-mddulo de tilteo T
cuyos sumandos directos inescindibles pertenecen todos a la componente
postproyectiva tales que Ends(T) es isomorfo a €.

La importancia de los espectroides mansos ocultos estid sin duda en la si-
guiente caracterizacion, véase [27] (un espectroide £ es minimo de tipo
infinito si es de tipo infinito pero para cada punto z € £ el cociente £/(x)
es de tipo finito).

Teorema. El espectroide & es minimo de tipo infinito con una componente
postproyectiva si y solanz%nte st £ es manso oculto o £ es el espectroide de

caminos KA con A = < "% para algin r = 3.
Qr

Se sigue directamente de la teoria de tilteo que también ind€ conticne una
componente postproyectiva P, una componente preinyectiva J y una familia
tubular T = (T(M),cp1; estable que separa P de I

6.3. Descripcién de la categoria derivada. La descripcién de la cate-
goria derivada de un espectroide Dynkin extendido se debe a D. Happel,
[25]. Sca £ un espectroide derivadamente Dynkin extendido de tipo A,
es decir, derivadamente equivalente a un espectroide D Dynkin extendido
de tipo A. Entonces la categoria ind€ consiste de una familia (X;)iez que
satisface Hom(X;,X;) = O para cada j < 7 y para cada ¢ € Z, la familia X;
separa fuertemente U]‘<;‘_:x_:j de Uj%iX;. Escribimos I; = Xgp; ¥y €; = Xp;..,. Las
componenetes €; son conexas, estindar e isomorfas a k(ZA) (las llamamos
cintas) y las componentes J; son familias de tubos J; = (g‘(‘»’\)),\epxk con tipo
tubular A, los tubos son ortogonales, es decir entre dos tubos diferentes
todos los morfismos son ceros.
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Figura 6.2

Lema. Todas las componentes de ME son estdndar.

Demostracion. Suponemos que £ es hereditario y que la imagen bajo la
inmersién ¢[0)] : ind€ — indD?(&), M > M][0] de la familia tubular de ind€ es
Fo. Como la familia tubular 7 de ind€ es estdindar y ¢[0](T) = To se sigue el
resultado para los tubos de ind€

Para X,Y en Cg existe un n € N tal que X, T"Y € Im:[0], es decir existen
&-médulos M y N tales que 7 X = M([0] y 7°Y = NJ[0]. EIl funtor 7
es un automorfismo en D?(£). Por lo tanto tenemos Hompee)(X,Y) —
Homps(e) (M{0], N{0]). Los médulos M y N son preinyectivos y como la
componente preinyectiva de ind€ es estdndar se sigue el resultado para Cg.
Luego también para todas las componentes C;.

6.4. Implicaciones para ingg. Definimos el mapeo u : ind€ — Z por M €
X, (ar). La descripcién de ind€ muestra que ind€ es de ciclos finitos.

Lema 1. La categoria indE es de ciclos finitos.

Demostracion. Sea

X=Yo-Loy,— iy, Iy o x
un ciclo en ind€ en donde fi no es cero y no un isomorfisino para cada
i€ {1,...,n}. Vamos a demostrar que f; & rad2°(Yi-1,Y;) para cada i.

Podemos suponer que ningiin Y; es proyectivo (si no, sustituimos Y; por
rad Y; /socY; v fi, fi+a adecuadamente como en (3.8)). Por (3.8), existen

morfismos hs"} tal que f; = t 1 h. ome " hfll) y ng # 0 para cada £ €
{1,...,L;} ycada 7 € {1,...,m¢}. Efectuando este procedimiento con cada
fi obtenemos ciclos

(CASET RN AN 10 PR (A ARy A i 1)

end ind€. Como ind€ es de ciclo finito obtenemos h( ) ¢& rad?® para cada
combinacién de indices posibles. Eso implica que h(? & rad°° para cada
combinacién de indices posible y por lo tanto f; & rad®® pax‘a cada 1 €
{1,...,n}. [}
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Lema 2. Sea £ un espectroide derivadamente Dynkin eztendido y 7 un tubo
estable de indE. Entonces T es estdndar.

Demostracion. Sea T C X;. Por el lema anterior y (3.9), el soporte de 7
estd incluido en {z € €| p(Pz) < i < u(lz)} que es una seccién completa y
convexa de E. Por (3.6), se tiene que T y T son equivalentes. El resultado
se sigue de (6.3). ]
Lema 3. Si ‘.T(‘\) y 'J'(") son dos tubos estables de la misma familia tubular
X;, entonces supp ‘J'( 3 = supp‘?r(")

Demostracion. Sea F la seccién plena, completa y convexa de € dada por
los puntos {z € € | u(Pz) < i < u(Jz)}. Paracadaz € 'J'f’\) tenemos u(PJ) <
i < p(12). El morfismo canénico sz : PZ — I satisface s, 7 0 y factoriza
por lo tanto sobre fi"). En particular tenemos = € supp 'J"("). Eso demuestra
supp‘:r()‘) [ 'J'(") Volteando el argumento, obtenemos la igualdad entre los
dos soportes. O

6.5. Soportes de tubos homogéneos son convexos. La demostracién
del siguiente resultado se tomé de [39].

Lema. Sea € un espectroide derivadamente Dynkin extendido. Si T es un
tubo homogéneo en J;, entonces suppT es convezo en &.

Demostracion. Sea M € T un médulo y

n
Yi——""" " Yn~1 — " Yn =2

= Yo
un camino en & con T,z € suppT. Suponenlos que existe un j tal que

y; € suppT y demostramos que entonces ind€ no es de ciclos finitos en
contradiccién con el lema 1 de 6.4.

Podemos suponer que ¥, y ¥n—1 no pertenecen a suppJ. Sea § = E/ﬂ cn
donde 7 es el ideal generado por {Baj,any | V8,7 € rad€}. Como M (y1) =
M{(yn—1) = 0, tenemos que M es un S-médulo, es mds, T es una componente
conexa de indS y indS es de ciclo finitos porque ind€ es de ciclo finitos.

Vamos a construir un ciclo en ind§. Para eilo denotamos por D; el E-médulo
inescindible que batxsfacc Di(y:) = Di(yi+1) = Kk y D;(a) = 0 para cualquier
otro punto a de €. Obviamente cada D; es también un S-maédulo. Con ellos
obtenemos una cadena en indS de morfismos no ceros como se dibuja en la
figura 6.3

/ \/"'\/\

s - pS
'y.. s!lu—l !ln—" slll Pyu

Figura 6.3



El primer morfismo '3.. —> Sy.., es inducido por la proyeccién canénica
15, — 15, /socl,, y el tltimo morfismo es inducido por la inyeccién rad PS, —
Pso, mientras los otros morfismos son canénicos. Con morfismos no ceros
I Pfo - Myg: M — IE'_ cerramos el ciclo.

Eso nos produce la contradiccién buscada: Como T es una componente
estable de indG, no contiene proyectivos ni inyectivos y los morfismos f y g
pertenecen al radical infinito radg® en contradiccién con el hecho que indS es
de ciclos finitos.

6.6. Una familia de tubos sumergido en cada 7;. Entramos ahora a
la parte mas técnica del trabajo. Denotamos

TF=J:vewn) v 757 =JEive).
i<j ©>j
Lema. Sea 'IT;'\) un tubo homogéneo de T; y sea F = supp‘IT;»’\). Entonces
indF N T; es una familia de tubos que son estables y ortogonales.

Demostracion. En lo que sigue tomamos la terminologia y los resultados de
[29], véase también {39]. Sea M un mdédulo inescindible en ‘J',g’\). Definimos

indpF ={X € indF | Homz(X, M) = 0 = Homz(M, X)} TV
ind+F ={X € indF | Homz(X, M) % 0} \ 7V
ind,J ={X € indF | Homs (M, X) # 0} \ 7

y demostramos que se satisfacen las siguientes propiedades.

(S1) indoF es exacta, es dccir, es cerrada bajo extensiones, 77, 7F y no
contiene ni proyectivos ni inyectivos.

(S2) Cada F-mdédulo inescindible esti ¢n uno y solamente en uno de los
subespectroides indpF, ind4.F o ind_F de indJ.

(S3) Los F-médulos proyectivos e inescindibles pertenccen a ind,.3 y los
F-mddulos inyectivos e inescindibles pertenecen a ind_3.

(S4) indoF = indF N Ty, ind.F = indF NT; y ind—F = indF N T .

(S5) Para cada X € indg3 vale pdim;X <1 y idimz X < 1.

(S3): Sea x € F. Como M cs omnipresente, existe un morfismo no cero
f: P¥ «» M. Dualmente se demuestra I € ind-3 y con eso (S3).

(S2),(S4): Primero notamos que F estia contenido en la seccién plena, com-
pleta y convexa dada por los puntos {x € € | u(Pz) < i < u(lz)}. Por (3.6),
podemos hacer uso de la inmersiéon ind¥F — ind€. Por las propiedades de
ind€ se tienen las inclusiones ind;.F C indF N T y ind_F C indF N T]. Sea
ahora X € ind NI} y f: X — 1 un morfismo no cero. Por (S3), f se

factoriza sobre __‘J_’f-’\). Eso implica Homs(X, M) 7 0. Dualmente se demuestra
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indFNT; C ind_F. Como cc q ia obt os indgF = indF N Ty, es decir

(52) y (84).
(S1): Sean ahora X y Z en indgFy 0 - X - Y — Z — O una sucesién
exacta. Usamos que no hay morfismos no ceros en ind€ de T; a 77 ni de
T a T3 U T;H para concluir que Z estd en 7; y por lo tanto en indgF. Si X
estd en ‘.TEA), también 75X y 75X estdn en ‘J’f‘\): Para ello supongamos que
X satisface (*) Homgs (X, M) = 0 = Homz(M, X) y demostramos que 75X
¥ 75X también satisfacen (»). Usamos las férmulas de Auslander-Reiten
(1.5). Claramente 75X estd en indgF 0 en ind_F. Por lo tanto tenemos
Homs (75X, M) = Homs (73X, M)
— DExtL (75 M, 75X)
— D Ext}(M,75X)
—+ Homs(X, M)
=0
en donde la iltima igualdad se debe (*). De manera similar calculamos
Homgs (M, 75X) = Homg (M, 75 X)
— DExt} (X, M)
~=3 DExty (X, 75+M)
— Hom (M, X)
= 0.

Analogamente se verifica Homgz (757 X, M) = 0 = Homsz(M,7;) y con eso

(S1).

La propiedad (S5) sigue directamente de (S1), (S3) y el hecho, véase [42],
de que pdim;X < 1 vale si y sélo si Homs(7J, 73X) = 0 para cada F-mddulo
inyectivo 7, y dualmente que idimzy X < 1 s8i y sélo si Hom(75 X, P) = 0 para
cada F-mddulo proyectivo P.

Por [29], se sigue que indgF es una categoria uniserial, es decir cada objcto
tiene una cadena de subobjetos con factores simples y esa cadena es inica,
y 8i indeF = U_,Ex U-, entonces para cada € X, la componente U; es un
tubo estable de rango r(x). Ademads r(z) = 1 para casi todo z € X. i

6.7. La inclusién de la familia indgF en la familia J;. En lo que sigue
vamos a investigar la inmersién de la familia indg3 — J;. La familia J; es
una familia de tubos que son estindar y ortogonales. Por lo tanto, para
cada morfismo f : X — Y en J; existe un nicleo Kerf : N — X de
J ¥y un comiicleo Cokerf : ¥V — C y KerCoker f es isomorfo a Coker Ker f.
Por eso podemos hablar de sucesiones exactas en J;. Si la categoria fuera
aditiva podriamos decir que es abeliana, pero nos vamos a restringir a los
inescindibles. La misma estructura encontramos en indg¥ y por medio de la
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inmersién indgF <+ J; podemos comparar las dos estructuras. Por (6.4.3),
todos los tubos estables de J; pertenecen a indgF. Sea 7,(" un tubo que
contiene al menos un £-mdédulo proyectivo.

Los objetos de ﬂ") que tienen el mismo subobjeto minimal S forman un
rayo r(S) y los objetos que tienen el mismo objeto cociente minimal S
forman un corayo c(S), véase figura 6.4, aqui como en todas las figuras que
siguen hay que identificar las lineas verticales.

() . .

! !
! !
' H
i i
! !
! H
i i
i i
i i
! !
1’ ]

r(S).

(S)

S S
Figura 6.4

Lema. Sea U, = indF N ‘.T,g") v p el rango de U,. Entonces existen objetos
simples S1,...,Sp, en ZS") tales que la imagen de la inmersion U, — ZE" es
igual al subespectroide pleno de 2’5") dado por los puntos {r(S1),...,7(S,)}N
{c(751), ... c(728Sp)}, ver figura 6.5. Ademds, si f : X — Y es un morfismo
en indoF entonces tenemos Ker f = Ker f y Coker f = Coker f, en particular,
la inmersion indgF — JT; manda sucesiones eractas a sucesiones eractas.

Figura 6.5

Demostracidn. Sean X,Y dos 3-médulos inescindibles. Como 3 es pleno y
convexo en € tenemos que
Ext}(X,Y) = Ext}(X,Y) — DHomz(Y, 73 X) = D Homz (Y, 7z.X).

Si ademds X, Y pertenecen a T;, es decir, a indpF entonces tenemos por otro

lado
Ext}(X,Y) —» DHoms(Y, 75X) = DHoms(Y,75X).
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En particular tenemos las siguientes férmulas para X,Y € indpF, de las
cuales la segunda se d tra analog: t

(1) dimg Homz(Y, 75X) = dimy Homz (Y, 7: X))

(2) dimyx Homs (75 Y, X) = dimy Homz (77 Y, X)

(3) dimi Homz(X,Y") = dimx Homz (X, Y)
Sea ahora Z € indoF en la boca de un tubo de la familia tubular indoF y
sea 0 > X — Y — Z — O una sucesién exacta en indg¥. Eso implica que
podemos hacer uso de las siguientes ecuaciones.

(a) dimx Homs(X,2) =0 (d) dimHomz(Y,Z) =1

(b) dimyg Homs(X,132) =1 (e) dimg Homgs(Y,752Z) =0

(¢) dimgHoms(X,Y)=1 (f) dimg Homz(75X,Y) =0

Si traducimos las ecuaciones (a) - (f) por medio de (1), (2) ¥ (3) obtenemos
de (b) que X tiene que estar en la cinta C infinita indicada en la figura 6.6 a
la izquierda y de (a) obtenemos que X no puede estar en el drea sombreada
de la figura 6.6 a la derecha. Si combinamos esos dos resultados obtenemos
que X solamente puede estar en el corayo. que limita C a la izquierda.

Figura 6.6

Colocados X y Z, nos preguntamos por las posiciones posibles para Y
(nétese que Y es inescindible). Por (c) y (d), Y tiene que estar en el
rectangulo R sombreado de la figura 6.7.

Figura 6.7

Pero por (e) y (f), Y no puede quedar en el drea sombreada de la figura 6.7
a la derecha. Por lo tanto sélo queda una sola posicién posible para Y: la
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esquina superior del rectangulo R. Por eso, todos los F-mdédulos inescindibles
que estin en el mismo corayo de indpF también estdin en el mismo corayo en
J; y en el mismo orden. Similiarmente, los 3-mdédulos que forman un rayo
en indpF vuelven a quedar en el mismo rayo en J; y en el mismo orden.

Sea S’ el minimo cociente de X en J; y S el mfnimo subobjeto de Z en JT;.
Entonces tenemos 735 = §'.

Fijamos ahora un tubo no homogéneo z‘("’ y sean r(S1),...,r(S,) esos
rayos (definidos por objetos S; en la boca de I;) y ¢(S1),...,c(S!) corayos
correspondientes. Notamos que ya hemos demostrado la inclusién

indF NI C {(1(S1), .., 7(Sa)} N {c(S)), - - . c(S4)}

y la propiedad 7:S; = S] (suponiendo una enumeracién apropiado de los
objetos S; y S}). Por induccién sobre la longitud de los médulos en indoF se
sigue fémlmente la igualdad

indF N T = {r(S1),...,7(Sn)} N {c(S),-- - c(SH)} .
¥y con eso también el hecho que para cada morfismo f en indpF el micleo y
el comiicleo de f en J; vuelven a estar en indpJF. a

Corolario 1. La familia tubular indgF separa fuertemente ind+3F de ind_3.

Demostracion. Sean X € ind,F y Z € ind_F médulos inescindibles y f :
X — Z un morfismo no cero. Se sigue de la separacién fuerte en ind€&
y el hecho que f no es cero, que para cada v € Plk, existe un objeto

M) = @"" M( “) cuyos sumandos directos e inescindibles M(") pertenecen
todos a q"” Yy existen morfismos g(") X — M(") y h(") M(") — Z tales
que £ = 57, £7g8.

Por el lema anterior existe para cada v € P'k y cada j = 1,...,n, una
factorizacién de h;-")g}") sobre un F-mdédulo inescindible l’j(") en ‘J“("), ver
figura 6.8.
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Como ‘.Y( ¥) es estindar, cada morfismo que entra al tubo y factoriza sobre
M(") también factoriza sobre Y(") Sean 'y(") X — Y(") y 17(") : Y(") - Z

morﬁsmos tales que 2(7") Wy h(”) &), Como X, Y(") y Z son 9'—m6dulos
obtenemos de la ngualdad

s
£=35nn

i=1
la buscada factorizacién

f= Z"(u) ()
Eso demuestra la separacion fuertc. )

Corolario 2. Para cada = € € tal que Py € ‘J"(") se tiene que radPr y
P, /socP: pertenecen a uno de los tridngulos sombreados de la figura 6.9, en

donde los la interseccidn de los rayos y corayos indicados define a ind?r‘ll““).

Figura 6.9

Demostracion. Sea = € E tal que P € ‘J'(") Si rad P, no esti en uno
de los tridngulos sombreados de la figura 6. 9 entonces existe un F-médulo
inescindible en ‘J’( ) y un morfismo no cero f : X — rad P,. La composicién
de f # 0 con la lnclusmn ¢t : radPr — P> no es cero. Por lo tanto tenemos
X{(xz) # 0, en contradiccién con el hecho de que X € indF y =z & 3.

Similarmente se demuestra que P /socP: pertenece a uno de los triingulos
sombreados. =]

6.8. Pedazos en Tubos. Aqui se demostrard un lema técnico que es de
importancia fundamental para el resto del capitulo.

Lema. Sea £ un espectroide derivadamente Dynkin extendido y sea $ un
subespectroide pleno y convezo de €. Sea :r}“) un tubo homogéneo de T; y
F = supp ‘T,‘_'\). 8i 3 € 8 entonces indS N T; es finito y dirigido.
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Demostracién. Como todos los tubos homogéneos de la familia T; tienen
el mismo soporte (6.4.3), tenemos que indS N T§”) = & para cada tubo
homogéneo T ‘(-"). Sea ahora 'J',g") un tubo no homogéneo.

Como en (6.5) vemos que F = suppﬂ's") C{zeEluPE) <i<u@d}=s.

Sea z € supp ‘J',{") \ 5. La componente indF N ’J’“") es un tubo estiandar, por
(6.6). Sea X en la boca de indF n?ﬁ") tal que X (z) # O.

Demostramos que cada ¥ € T g") no proyectivo tal que Y estia en el area
sombreado A = A4; U Az U A3 de la figura 6.10 satisface Y (2) ¥ 0. De eso

sigue la afirmacién ya que _‘J_'(i") \ A es finito y, por el corolario 2 de (6.7),
también dirigido.

Figura 6.10

(1) Sea primero Y € A,. El morfismo canénico s, : P7 — i¥ factoriza sobre

X en ind¥. Como 8, no es cero y 1‘5") estandar, se sigue que s; factoriza
tambien sobre Y. Eso implica Y (2) # 0.

(2) Tratamos ahora el caso Y € A, (la demostracién deliltimo caso, Y € Ag,
es analoga). Sea f : X — Y un morfismo no cero y Im f = ity Zi una
decomposicién en inescindibles. Sea ¢; : Z; — Y la inclusién candnica y
fi : X — Z; el morfismo inducido por f. Como f; y ti son morfismos no
cero, obtenemos que Z; esta en ‘J’,"'). Por otro lado, Im f es un F-mddulo.
Los tinicos F-madulos Z en T¢) que satisfacen Homg (X, Z) # O estan en T
en el mismo rayo que X. Por lo tanto, obtenemos de (1) que im f(z) # 0.
Como ¢ es inyectivo se sigue el resultado.

6.9. El soporte de un tubo homogéneo. Sea £ un espectroide deriva-
damente Dynkin extendido.

Proposicién. Sea M un €-mddulo en un tubo homogéneo '3"(’\). Entonces
el espectroide de soporte supp M es manso oculto.

Demostracion. Vamos a utilizar la caracterizacién de Ringel [42, 4.3(8)]

Teorema. Sea £ un espectroide finito de dimension global finita
con x, no negativa y cuyo radical rad x, tiene rango uno y un
generador omnipresente. Supongamos que eziste una compo-
nente P en indf tal que Homg(I,P) = O para cada E-mddulo
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inyectivo. Entonces £ es manso oculto (y P su componente post-
proyectiva). :

Recordamos que un vector z € Z" se llama omnipresente si x; 7 0 para
cadai=1,...,n. Sea § = {z € E|u(P:) <i< u(iz)}.

Por (3.4), x4 €s no negativo y tiene corango uno. Ademds M = supp M es un
subespectroide pleno de G y entonces Xx,, €s no negativo y corango x,, < 1 por
(4.2). Como la componente ’J'EA) es estiandar y pdimM < 1 (6.4.2) tenemos
dimy Endac (M) — dimy Extd (M, M) = x, (dim M) = 0, lo que demuestra que
corango X, = 1 ¥y que el radical de Xx,, contiene un generador omnipresente.

Sea P el subespectroide pleno de indM dado por los M-mdédulos X con u(X) <
i. Como todos los M-mdédulos inyectivos I satisfacen u(l) > i,obtenemos
Hom(Z,P) = O para cada M-mddulo inyectivo. Ademdis cada X en P es
dirigido. Esto se debe a que si X pertenece a una cinta X2;, ésta es estindar
y en los otros casos a (6.8). Si eligimos P una componente conexa de P,
satisfacemos todas las condiciones de la caracterizacién y M = supp M es
manso oculto.

6.10. Extensiones tubulares con ramas. Sea £ un espectroide manso
oculto y M, ..., M, E-mddulos inescindibles y no isomorfos dos en dos que
estin en las bocas de los tubos de £ y Ry, ..., R, ramas. Sea &, = E[M,R,]
¢ inductivamente £;1 = E;[M{,R;] donde M/ es la extensién con ceros de
M; a &;. El resultado final &,, lo denotamos por E[M;, R;]2; y lo lamamos
extensién tubular con ramas de £.

Definimos la funcién de tipo tubular de E[M;, Ri]L, por

PR N, A oM+ D IR
AL eT(N)

donde tg es la funcién tubular de €. Sea (p1,...,pe) el tipo tubular corres-
pondiente. Si T(,,, . ., es de tipo Dynkin entonces E£[Af;, R;]jL, se llama
extensiéon tubular domeéstico de £. Vamos a necesitar una generalizacién
de la construccién presentada. Para ello admitimos que las ramas R, ..., R,
sean generalizadas. Sea m; el niimero maximo tal que ™ € R; y sea M, el
E[M;, R;]-médulo proyectivo correspondiente al punto 7. Sean R}, ..., R},
ramas generalizadas. Inductivamente definimos &£} = [R}, M J(E[M1,.R1]) ¥
&y = [92}.7\7:](8[1\],-’,52;]), donde M) (resp. M) es la extensién con ceros
de M; (resp. A;) a £}. El resultado final E},, se llama extensién tubular
con ramas generalizadas de €. De manera analoga se define la funcién
de tipo tubular y el tipo tubular (p},...,p}). Si T(ps,....p;) € Dynkin E}, se
llama extensién tubular doméstico generalizado de &.

El siguiente lema se demuestra como lo hace C. M. Ringel en [42] para
extensiones tubulares de ramas.
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Lema. Sea ¥ es una extension tubular de ramas generalizados de un espec-
troide manso oculto. Si el tipo tubular de F es Dynkin entonces indJ tiene
una componente postproyectiva P, una componente preinyectiva Q y una
Jamilia tubular que separa fuerternente P de Q.

Durante el trabajo vamos a confrontar varias veces la situacién en que se
extiende un espectroide manso oculto (en la mayoria de los casos va ser
hereditario) con un médulo inescindible. J. A de la Pefia demostré en [37)]
lo siguiente.

Teorema. Sea £ un espectroide manso oculto no de tipo A,,.

Sea R un £-mddulo inescindible en un tubo de ind€ y sea & =

Eo[AL]. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) € es manso

(b) q. es no negativa

(c) € es tubular doméstico, tubular o 2-tubular.
Unas notas al respecto. Para una definicién de espectroides 2-tubulares
véase (7.4). Si cambiamos ‘manso oculto’ por ‘hereditario de tipo Dynkin
extendido’ podemos cambiar también la forma de Tits por la forma de Euler
ya que la dimensién global de &, en ese caso, no excede a 2. Si M no esta
en un tubo, entonces la forma cuadrdtica x, es indefinida, véase [37].

6.11. Espectroides equivalentes por reflexiones a extensiones tubu-
lares domésticos. El siguiente teorema fue demostrado en {5} con diferen-

tes métodos.

Teorema. Para cada espectroide derivadamente Dynkin crtendido £ existe
una exrtension tubular doméstico D de un espectroide manso oculto tal que

€ es isormorfo a D.

Demostracion. Recordamos que Xg es una cinta. Sea ¥ una seccién completa
de Xg suficientemente a la derecha, es decir tal que para cada €-mdédulo
proyectivo P en Xg y cada i = 0 tenemos Hom(77%§, 7) = () para cada s € =.
Sea S = @rcx T y D = supp S y M un mddulo en un tubo homogénco 'J'S’\).
Por la proposicién anterior, supp M es Dynkin extendido y suppM < § =
{z € El/t(P_._) < 0 < u(1:)}. El 8-médulo § es un mddulo de tilteo con
H = End(S)°P hereditario y manso de tipo Dynkin.

Vamos a usar la siguiente caracterizacién de Ringel [42: 4.9(1)].

Teorema. Sea Tpy,,..m, un diagrama de Dynkin y & manso
oculto de tipo tubular (my,...,m). SiT es un E-mddulo de tilteo
con ningtn surnando directo e inescindible que es preinyectivo,
T = To ® T con una surna directa de mddulos postproyectivos
To y una suma directa de modulos en tubos T\, entonces 3 =
End(Tp) es manso oculto y F = End(T') es una extension tubular
con ramas con tipo tubular (my,...,my).
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Sea F = Homg(S5,7) : modS — modH, Ty = F(iz) parac € Sy T = @5 T
T es un 3 médulo de tilteo y sus sumandos directos e inescindibles T; son
postproyectivos o regulares. O

6.12. Esbectroides derivadamente Dynkin extendidos de tipo infi-
nito. El siguiente teorema fue demostrado por I. Assem y A. Skowronski
en [3] con otras técnicas.

Teorema. Cada espectroide de tipo infinito y derivadamente Dynkin ez-
tendido es una eztension tubular doméstico generalizado de un espectroide

manso oculto.

Demostracion. Sea £ derivadamente Dynkin extendido. Para cada entero
j fijamos un E-médulo Ms; ;1 en un tubo homogéneo de X2j4+1 y definimos
Mazjs1 = supp Mzji1.

Vamos a demostrar primero que existe un jo tal que Mzj, 4.1 NindE es infinito.
Para ello suponemos que eso no es asi. Por (6.8), cada €&-mddulo es dirigido
y por eso ind€ contiecne una componente postproyectiva. Por (6.2), existe un
cociente € de € que es Dynkin extendido. La proyeccién w : € — € induce
un funtor ¢ : indC — indS,F' > F'7m que es fiel. Sea 3 la composicién de
@ con incl : ind€ — ind€. Sca 7 un tubo homogéneo de ind@. Como existen
mddulos en F que admiten autoextensiones, ¥ (J) estd contenido en una
familia tubular X2;41. Por (6.8), sélo existe un nidmero finito de familias
X2j+1 tales que ind€ M X254 es infinito. Por lo tanto existe un @-mdédulo T°
tal que ¥(T) pertenece a un tubo homogéneo de Xzj,41 € ind€. Por (6.4.3)
obtenemos Moj 41 € € C &,

Sea S una seccidn suficiente a la derecha (6.11) en Xa;. En (6.11) se demostré
que § = supp S €s una extensién tubular doméstico de un Mz;, 41 tal que 3 N
€ son isomorfos. Entonces por (3.4), existe una sucesion de reflexiones que
transforma 8§ en € y que evita Maoj,+1. Por (56.8), € es una extensién tubular
doméstico generalizado de Myj, 1. 0

6.13. Espectroides derivadamente Dynkin extendidos que son fuer-
t te simpl te conexos. El siguiente resultado es una generali-
zacién de un resultado de I. Assem y A. Skowronski, véase [4].

Teorema. Sea € un espectroide finito y dirigido y fuertemente simplemente
conero. Entonces £ es derivadamente Dynkin extendido de tipoD, o de tipo
E, si y sdlo st la forma x, es no negativa de corango uno.

Demostracion. La necesidad se sigue de (6.1). Sea ahora £ un espectroide
que satisface las condiciones (i) y (ii) y sea z € € tal que & = € \ {z} es
conexo. Entonces &, es fuertemente simplemente conexo, x,., €s no negativa
y corango X, < 1, en particular Af = rad Pz ¢s un £,-médulo inescindible.
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Si corangox,, =1 suponemos por induccién que &, es derivadamente Dynkin
extendido de tipo Dnr o de tipo _En' . Por (2.8) existe un espectroide here-
ditario 3¢ de tipo D+ o de tipo E,;s y un 3{-mdédulo inescindible N tal que
€ = E,[M] y H[N] son derivadamente equivalentes. Entonces Xy €8 DO
negativa y tiene corango uno. Por (6.10), se sigue que 3([/N] es derivadamente
Dynkin extendido.

Si corango x., = 0, entonces &, es derivadamente Dynkin por (5.5). Entonces
exjste un espectroide hereditario 31 de tipo Dynkin y un 3-médulo inescin-
dible N tal que € = &,[M] y 3<[N] son derivadamente equivalentes. Por
(5.3) H[N] es derivadamente hereditario y entonces por las propiedades de
la forma x,,;, €l espectroide [NV} es derivadamente Dynkin extendido. O

La hipétesis de ser fuertemente simplemente conexo no se puede evitar como
muestran los siguientes ejemplos. Sean &; los espectroides dados por carcajes

con relaciones de la figura 6.11.

Figura 6.11

Los dos espectroides no son fuertemente simplemente conexos y tienen gru-
pos de Grothendieck isométricos. El espectroide &) es derivadamente Dynkin
extendido de tipo ID; y £ no es derivadamente Dynkin extendido.

6.14. Componentes postproyectivas.

Proposiciéon. Sea £ derivadamente Dynkin crtendido. Entonces cada sub-

espectroide pleno y convezo de £ tiene una componente postproyectiva y una

commponenete preinyecctiva.

Dernostracion. Sea 5 un subespectroide pleno y convexo de €. Para cada

7 € 2Z sea 8; ¢l soporte de un tubo homogéneo de T;.

Si 8; € 7, para cada € 2Z, entonces por (6.8), cada F-médulo es dirigido y

F tiene una componente postproyectiva y una componcente preinycctiva, que

es la misma, ya que F es de tipo finito por (6.12).

Sea i € 2Z minimal tal que 8; € 3. Entonces F es subespectroide pleno y

convexo de una extensién de ramas generalizados S de §; y por lo tanto §

también es extcension de ramas generalizados de S;. Por (6.10), se sigue el
[ ]

resultado.
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7. LOS RIVALES DE LOS ESPECTROIDES DERIVADAMENTE TUBULARES

Se definen espectroides tubulares y espectroides 2-tubulares y se i tiga la similitud

y la diferencia de la forma bilineal homoldgica de Ios dos. Después se calcula con

ese enfoque un ejemplo concreto de un espectroide derivadi te 2-tubular y se

demuestra en general lo que se tats en el ejempl La importancia de los

espectmuies 2-tubulares consiste en gque contienen la clase de espectroides criticos

de creci ¢ 1 ial. El caprtulo se termina con una observacidn sobre equi-
ders adas entre espectroides 2-tubulares.

7.1. Espectroides tubulares. Un espectroide € es tubular si es una ex-
tensién tubular con ramas de un espectroide manso oculto tal que la estrella
del tipo tubular p de £ es Dynkin extendido. Los unicos casos posibles
son (2,2,2,2), (3,3,3), (2,4,4) ¥ (2,3,6). El espectroide ind€ fue calculado
por C. M. Ringel en [{42] y consiste de una componente postproectiva P,
una componente preinyectiva J y una familia (Tg)eeq,. @ = QN [0,1] en
donde cada Ty == ('J’,(,’\)),\Epnk es una familia tubular de tipo tubular p. Para
g € QN (0,1), la familia T, es estable, Tp contiene uno o mds proyectivos y
T contiene uno o mds inyectivos. Todos los morfismosde J a T, (g€ Q) y a
P son cero y todos los morfismos de T; a T, y a P son cero si ¢ > g', ademds
dos tubos diferentes de la misma familia son ortogonales. Cada familia T,
separa PUly o, T de Uy, TUI. Se acostumbra dibujarlo como en la figura
7.1.

Figura 7.1

En [42], C. M. Ringel también demostré para un espectroide tubular € que
también £°P cs tubular y que la forma de Euler de € es no negativa y tiene
corango dos y controla a ind€.

7.2. Omitiendo puntos extremales. Uuno de los objetivos de este trabajo
es caracterizar espectroides que son derivadamente tubulares bajo ciertas
restricciones. Las demostraciones de los teoremas analogos para espec-
troides derivadamente Dynkin (§.5) y espectroides derivadamente Dynkin
extendidos de tipo D, o de tipo [E, (6.13) muestran la siguiente técnica. Al
espectroide en cuestién £ se le quita un punto para obtener un espectroide
conexo £,. Se infieren propiedades dec la forma de Euler x,. 6 y se aplica
induccién.
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Empezando de esa manera nos topezamos ripidamente con un problema que
queremos investigar en este capitulo. Sea entonces £ derivadamente tubular

y sea z € £ extremal tal que €, = &€ \ {z} es conexo. Dos situaciones son
posibles:

(a) x., tiene corango uno y entonces £, es derivadamente manso oculto por
(6.13). Este caso seri objeto de investigacién de las secciones que siguen.

(b) x., tiene corango dos. La primer idea seria aplicar induccién, pero eso
es impracticable: Espectroides tubulares existen sélo con 6,8,9 y 10 puntos.
Para espectroides derivadamente tubulares con 6 u 8 puntos no se podra
aplicar la induccién. Por eso queremos excluir este caso. Necesitamos que
espectroides derivadamente tubulares satisfagan una condicién como

(c)’ Existe un punto extremal z € £ tal que &, = £\ {z} es convexo y x,
tiene corango uno.

El siguiente lema demuestra que podemos pedir una condicién ain mais
fuerte:

(c) Para cada punto x € £ extremal, la forma x,_ tiene corango uno, donde

€ =&\ {z}.
Para ello definimos primero para cada subconjunto U de Ko(€) su grupo
ortogonal derecho (resp. izquierdo) como Ut = {z € Ko(&) [{u,x), =

0,Vu € U} (resp. U = {x € Ko(&) | {z,u), = 0,Vu € U}).
Lema. Sea £ derivadamente tubular. Entonces x7'(1) N (radx, )t = @.

Dermnostracion. Por (4.2), es suficiente demostrar la afirmacién para espec-
troides tubulares. Sea entonces € tubular y sean v,y € rad x, los vectores
que corresponden a los dos subespectroides convexos que son mansos ocultos.
Observamos que v = ve -+ v €8s omuipresente y positivo.

Supongamos que existe z € x7 '(1) N (rad x, ). Entonces existe un nimero
natural N tal que ' = x4+ Nv cs omnipresente y positivo. Por (4.1), tenemos
L(rad x,) = (rad x, )" ¥ por lo tanto x, (') = x, (x) = 1. Como x, coutrola
a ind€ existe un £€-médulo inescindible M tal que diuy M = x'.

Como (vo. dim M) = N{v,. 1) ¥ (v1,dim M) = N (v, 1) concluimos que AM
estid cn un tubo T de 1a familia tubular formada por los inescindibles X tales
que

(Vo,dim X) = —(v,dim X) # 0
donde la desigualdad sc debe a [42, 5.2(1)]. Sca
e Sli—1} 2 Slil=M > S[i — 1] =& --- & S[2] = S[1]
el corayo que pasa por M y termina en S{1] y sea r el rango del tubo 7.

Ademasseana € Ny g€ {0,...,n— 1} tales que i = ar + 3. Como dim M
cs una raiz de x. tenemos 3 7 0. Por la exactitud de la sucesién

0-+ S[B] > M — Slar] - 0
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obtenemos (vo,dim M) = a(v., dim S[r]) + (ve,dim S[B]). Pero por otro lado
tenemos (vo,dim M) = N(v,,v) que es un miiltiplo de (v.,dim S[r}). Eso
contradice el hecho de que (v, dim §[S]) no es un mailtiplo de (vo, dim S[r]).
O

Corolario. Cada espectroide derivadamente tubular satisface la condicidn

(c).

Demostracion. Sea £ derivadamente tubular y x € & extremal. Denota
Eo = &\ {z}. Si el corango de x,, es dos, entonces por la convexidad de
£, en &£ tenemos que para cada v € rad x,., v(x) = 0 6 equivalentemente
(v,dimlz), = 0, es decir diml; € x;!(1) N (rad x. ) en contradiccién con el
lema anterior. ]

7.3. Viendo un rival de cerca. Retomamos la argumentacién de la sec-
cién anterior en donde vimos que si € es un espectroide derivadamente tu-
bular, z € & un punto extremal tal que & = &€ \ {z} es conexo entonces
&, es derivadamente Dynkin extendido, es decir existe un espectroide
que es hereditario de tipo Dynkin extendido y una equivalencia triangulada
@ : DP(E,) — D?(3). El £€,-mébdulo M = rad Pr es inescindible y por (2.8)
existe un H-mddulo inescindible NV tal que € y 3[N] son derivadamente
equivalentes.

Para obtener una caracterizacion de espectroides derivadamente tubulares
sélo nos falta demostrar que H[N] es tubular. Por la investigaciéon de [37]
y utilizando que X, , ¢s no negativo y tiene corango dos sabemos que sdlo
dos situaciones pueden ocurrir:

(a) H[N] es tubular
{(b) I es de tipo D, y N pertenece a un tubo con rango n — 2 y tienc
colongitud dos.

Espectroides que se obtienen por medio de una construccién como en (b)
son casos especiales de lo que vamos a Hamar espectroides “2-tubulares”,
ver la siguiente seccién para una definicién.

Vamos a estudiar un ejemplo concreto de un espectroide 2-tubular. Sea 31 el
espectroide hereditario dado por el carcaj de la figura 7.2 a la izquierda y N
el 3(-médulo indicado a la derecha de la misma figura. La parte a la derecha
muestra los vectores de dimensién de los médulos que estdn en el tubo con
rango 5 cerca de la boca (las lineas verticales se tienen que identificar).
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Figura 7.2

La extensién de J{ por N es el espectroide con el carcaj dado en la figura
7.3 a la izquierda, con una relacién cero indicada por una linea punteada.

1, .6
ANl S wi= 12l 4= 090
2.7 2220 01,1
N .9 1 1€1

4 \-/

TN

5 8
Figura 7.3

Como 3 es hereditaria, 3{[N] tiene dimensién global 2 y la forma de Euler
Xaewy Y la formna de Tits g, , coinciden. La forma de Tits sec lee facilmente

Qg (T1s 2y @o) =712 + -+« + To® — T T3 — Taxz — Toxa +
+ Tprg — L3Le - TyT7 — THLT — L7TR ~ L7T9
= (z1 — x3)* + H(z2 — T4 + T9)? + L(zs — z2)% +
+ dHzs — 7 + T0)? + (x5 — 1z7)? + (x6 — 1za)?
+ (zg — $z7)?

La segunda forma nos muestra que X, ~; = g,q~; €8 NO negativa y tiene
corango dos. En la figura 7.3 damos una Z-base (v;, v2) del radical de Xoegny

Sea £ = Pz pTH[N] (ver figura 7.4) y sea ¢ : Ko(H[N]) —> Ko (€) la ismorfia
inducida (4.2). La tabla 7.1 muestra el carcaj de Auslander-Reiten que se
obtuvo por el llamado ‘proceso de tejido’.
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Tabla 7.1: La categorfa ind€.
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wy = o1%1 wy = 0%

2 0
032, 131,

Figura 7.4

Los grupos de Grothendieck de 3[N] y € son isomorfos. Por las férmulas en
(4.2) obtenemos una Z-base (w,;,ws3) de rad x., véase figura 7.4. En la tabla
7.2 evaluamos (w1, ?), y (w2, ?), en indE (observe que vale para un inyectivo
1=, {wi,).) = wi(2) ¥ que el resto se da por la aditividad).

Observamos que existen £-mddulos inescindibles M con (w,,dim M), =0y
(w2,dim M), = 0. Eso implica dimM € x_;! N (rad x,)1. Para ver cudles
son esos mdédulos, traducimos sus vectores de dimensién por medio de (4.2)
a vectores en Ko (H[N]):

- 0,1 - 000
PMB =18 o P =19 4>
0%0 oljy
¢ (uy) =8 8 0_1 N w1 (u2) =(1) 6 1_1 B w™ Y (us) =.(}'1_10
-11g -11o gog

Figura 7.5

Nétese que @~ ! (x) es el vector de dimensién del médulo X indicado en la
figura 7.2 y similarmente o~ ' () = dim Y. Por eso tenemos dim X,dimY €
Ko (H[N]). En lo que sigue se demostrarii que eso siempre es asi si el tubo
es suficientemente grande.

7.4. Espectroides 2-tubulares y la condicién de la interseccidén. Sca
‘D un espectroide tubular doméstico con tipo tubular D, _» y A un D-mddulo
inescindible que tiene colongitud 2 en un tubo de rango n — 4 (si = = 6 hay
tres de estos tubos, si n > 6 sélo hay uno). La extensién-fuente D[M] se
llama 2-tubular. Obscrvese que D[Af] tiene n puntos.

Proposicién. Seca € derivadamente 2-tubular con n puntos. Sin = 6
entonces x7!(1)N(rad x. )t = @ y si n > 6 entonces x7'(1)N(rad x . )+ # @.

Demostracion. 1. Primero observamos que es suficiente demostrar la afirma-
cién para espectroides 2-tubulares ya que una equivalencia derivada induce
una isometria de los grupos de Grothendieck. Sea entonces £ = D[M].
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2. Sin = 6 entonces el tubo en donde estd M tiene rango 2 que es igual a la
colongitud de M, por lo que dim A es igual que el vector de dimensién de
un médulo N inescindible que estd en la boca de un tubo homogénco. Eso
implica que las matrices de Cartan de D{M] y D[N] coinciden. Pero como
D[N] es tubular con tipo tubular (2,2,2,2), (7.2) demuestra la afirmacién.

3. Sea ahora n > 6 y denota N el D-mdédulo inescindible que es el tinico
factor propio de M en el mismo tubo que M. Sea ademis a el punto de
extensién de la extensién de fuente D[M]. Vamos a demostrar que el vector
w = % dim N + dim S, pertenece a x; (1) N (x71(0))+.

Vamos a utilizar la transformacién de Coxeter ®: que se deja expresar por
medio de 5 y la forma bilineal homolégica (;, ?7),, de la siguiente forma [42]

[ [ PN —C57dim MT ]

—dimM®y  x,(dim M) — 1 (=)

4. Como preparacion demostramos
P dimN + dim N = dim P, + dim S,.

Si /N no es proyectivo, tenemos dimrp/N + dim N = dimP, + dimS,. Se
verfica que 7o N = 1N calculando la sucesién que casi se divide en mod&
y que termina en N. Usando (*) se obticne &,dimN = PpdimN —
{(dim N,dim M), - dinS,. Por eso P dim N + dimN = dimP, + dimS,
ya que n > 6 implica que el tubo en ¢l cual estian M y N tiene rango al

menos tres y por lo tanto (dim N, dim M), = 0.

Si IV es proyectivo, N = Pg, entonces &dim N = —dimlg = —dimSy, en
donde lailtima ecuacion se debe a la posiciéon de NV en cl tubo. Por lo tanto
PedimN +dimN = —dimSy + dimN = dim AL,

5. Para cualquier vector v en (x7!(0))1 tenemos

{(v,w), = 0.

Para ver esto aplicamos primero las reglas generales (a): {z,y). = —(y, Pex),
y (b): ®dimP, = —diml, para obtener (v,w), = (Pdim N, v), — v(a).
Por el paso anterior, (P dim N,v), = —(dim N, v), + v(a) — (dimS,,v), .
Aplicando al primer y al iiltimo término de la expresion a la derecha dos
veces (a) y usando el heclio que v = v obtenemos 2{dim S,,v), = v(a) —

(Pe dim S, , v), que es igual a 2v(a) por la regla (b). Eso implica (v, w), = 0.
6. Finalmmente demostramos
X (w) = 1.

Si N no es proyectivo tenemos ¥ dim N = dim 75N, como ya hemos visto
en 4. Por el rango del tubo tenemos (dim 7o N, dim M),, = 1 y por lo tanto
P dim7rp N = $p dim 7p N — (dim 7p N, dimn M), -dimS, = $p dimrpN —
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dim S,. Si combinamos estos resultados obtenemos
X (w) =x.(PodimrpN)
=x5(®pdim 7pN)
=Xp (dim 75 N)
=1,
en donde la segunda igualdad se debe a la convexidad de D en € y la tercera
a la regla (a).
Si N = Pg entonces existe un punto 7y en ¥ tal que rad P, = rad Pg = P,.
Por lo tanto, (dimig,diml,), = 0 y $(dimlg) = P (dimPz — dimP,) =
—dimlig + dim|l,. Eso implica (Pgdimlg,dimla), = (diml,,diml,), = 1.
Otra vez concluimos
X (w) =x, — Pecdimig + dim|,)
=x.(—Pcdimig) + x.(dimla)
— {(Pe dimlig,dimia), — (dimla, P dimlg),
=141-1—0.

'Eso demuestra la afirmacién de la proposicién. ]

Si ni IV ni 7pV es proyectivo, entonces dim 73N = w, que se ve ficilinente
utilizando (*).

7.5. Espectroides 2-tubulares y espectroides criticos de crecimiento
polinomial. Dentro de¢ la clase de espectroides 2-tubulares encontramos la
clase de espectroides que son criticos de crecimiento polinomial. Un espec-
troide € se llama critico de crecimiento polinomial si £ es manso pero
no de crecimiento polinomial y cada subespectroide propio, pleno y convexo
c¢s de crecimicnto polinomial. El siguiente resultado se debe a R. Norenberg
¥ A. Skowroiiski, véase [35].

Proposicién. Sea £ un espectroide finito que es fuerternente siinplemente
conezxo. Si & es critico de crecimiento polinorial entonces £ es 2-tubular.

El siguiente resultado de A. Skowroniski [45] da una primera caracterizacion
de espectroides que son mansos de crecimniento polinomial.

Teorema 1. Seqa £ un espectroide finito y fuertemente simplemente conexo
con la forma de Tits débilmente no negativa. Si &€ no contiene un subespec-
troide pleno y convexo que es critico de crecimiento polinornial, entonces &

es manso de crecimiento polinomial.

En el siguiente capitulo usaremos también la siguiente caracterizacién de J.
A. de la Pefa, [40].



Teorema 2. Sea £ un espectroide finito y fuertemente simplemente co-
nexo. Entonces £ es manso de crecimiento polinomial si y solamente si
se satisfacen las siguientes condici

(a) La forma de Tits q, es débilmente no negativa.
(b) Cada aubespectronde pleno y convero 3 de € tal que q, admite un vector
radical p te es manso oculto o tubular.

7.6. Equivalencias entre espectroides 2-tubulares. El siguiente resul-
tado es una aplicacién de (2.8) y se publicara en (8].

Proposicién. Dos espectroides 2-tubulares con el mismo nimero de puntos
son derivadamente equivalentes.

Demostracion. El resultado se sigue de (2.8) utilizando que dos espectroides
derivadamente Dynkin extendidos de tipo I, son derivadamente equivalen-
tes y del siguiente hecho. Para D derivadamente Dynkin extendido de tipo
Dn y M € DY) de longitud 2 en un tubo de rango n — 2, el conjunto
{g(M)|g € Aut(D?(D))} es el conjunto de todos los objetos en D?(D) que
tienen longitud 2 en un tubo de rango n—2. Eso se ve de la siguiente manera.
Sea £ un espectroide Dynkin extendido de tipo D,,. Si n > 4 observamos
que la traslacion T : D%(&) — D?(&),C — C[1] genera un subgrupo ciclico
S C Aut(D?(£)) con la propiedad que para cada i € 2Z existe un g € S tal
que g{M) € 7,. Junto con la traslacién de Auslander-Reiten obtenemos ¢l
resultado en el caso 1 > 4. Sea ahoran = 4 y £ el espectroide dado por el
carcaj de la figura 7.6.

£ e
- " ﬁ
?. -y
.4

Figura 7.6

Un automorfismo A de € permuta los puntos a, 3,7 y § y induce un automor-
fismo de ind€ que permuta los tres tubos no homogéneos. Pero & también
induce un automorfismo de DY(£) que permuta los tubos no homogéneos
de la familia 9; para cada i € Z simultaneamente. Sea H C Aut{D%(&n))
el subgrupo de automorfismos inducidos por los automorfismos de €. Eso
demuestra que para cada tubo no homogéneo T de D?(£) existen automor-
fismos g € Sy h € 3 tal que hg(M) € T. Junto con la traslacién de
Auslander-Reiten obtenemos lo que queriamos demostrar. O
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8. ESPECTROIDES DERIVADAMENTE TUBULARES

El estudio se dedica ahora a cspectmldea derivadamente tubulares, es decir a espec-
troides gque son derivad, te tes a un espectroide tubular. Después de la
descripcion de la categoria denuada que repetimos de [26) se verifica que las técnicas
desarrolladas en el capitulo Epam el estudio de la categoria ind€ (€ derivadamente
Dynkin extendido) ¢t apli para la i ¢, i6n de ind€ si £ es deriva-
damente tubular. Eso permite dar demostraciones mds sencillas de que para cada
espectroide derivadamente tubular £ existe un espectroide tubular T tal que E =5 7,
ver [5] y también de que un espectroide derivad te tubular de tipo infinito es
una extension tubular de ramas generalizadas, ver {3]. Se d tra que esp
des derivadamente tubulares con 6 puntos siempre son de tipo infinito y se obtiene
una lista completa de ellos, esto aparecerd en [9). Las técni también permiten
demostrar que cada subespectroide pleno y convezo de un espectroide derivadamente
tubular tiene una comp nte postproyectiva y una ponente preinyects Nuevo
es también la caracterizacion de espectroides derivadamente tubulares de tipo finito
que se publicard en [6]. Junto con J. A. de la Peria se obtuvo una generalizacion,
ver [9). Se presentan dos corolarios, de los cudles el dltimo caracteriza de manera
combinatoria los espectroides mansos de crecimiento polinomial gue son fuerte-
mente simplemente conezos. Finalmente se¢ estudia la posicion de los E-mddulos
proyectivos en indE si € es derivadamente tubular, ver [7].

3

troi-

8.1. Descripcién de la categoria derivada. La categoria derivada de un
espectroide tubular € fue calculada en [{26] por D. Happel y C. M. Ringel
utilizando el resultado (3.5) de D. Happel. Si el tipo tubular dc &€ es 2,
entonces ind€ es una familia (T, )qu cn donde cada familia T, (‘.T(,A Yaerix
es una familia tubular cﬂtdblo de tipo tubular p. Todos loq xuorh«.mos de
o, a T, son ceros si g > ¢ y para cada ¢ € Q, dos tubos diferentes de la
misma familia son ortogonales y la familia T, separa Ug o, Ty de Ugs, Tpr-
Denotamos por ¢ .(,'\) la componente conexa de ind€ que corresponde a __,,A).
Decimos que un espectroide ¢s derivadamente tubular si es derivada-

mente equivalente a un espectroide tubular.

8.2. Pedazos en tubos. Aqui demostramos un andilogo del lema 6.8. Para
la demostracion sélo observamos que los mismos argumentos que en (6.8) se
aplican.

Lema. Sea €& un espectroide derivadamente tubular y sea 8 un subespec-
troide pleno y convexo de €. Sea M un E-mddulo inescindible en un tubo
homogéneo ‘J',(,'\). Si supp M Z S entonces indS r'\'J',(,'\) es finito y dirigido.

8.3. El soporte de un tubo homogéneo. Como para espectroides deri-
vadamente Dynkin extendidos empezamos la investigaciéon de mod€ para un
espectroide tubular € con los tubos homogéneos.



Para ello definimos Il = {q € Q| 7, contiene un proyectivo} y u : ind€ —» Q
tal que M € T,(nr) para cada E-médulo M que es inescindible.

Proposicién. El soporte de un tubo homogéneo en Tg es manso oculto si
q €Il y tubular si q g I1.

Demostracién. Para cada g € Q sea 8§, el soporte de los tubos homogéneos
de T.

Con los mismos argumentos que en {6.9) se demuestra que para cada g € 11,
el espectroide $; es manso oculto.

Sea ahora q € Il y p € IT maximo tal que p < q. Entonces tenemos 8, C
8, ={x € EluP) < g < #(1z)}. Como en (6.6) se demuestra que S N Tp
es una familia de tubos estables y ortogonales dos a dos y la imagen de la
imersiéon 8p N U'p’\) — 'I(p’\) es la interseccion de rayos r(S.),...,r(Sn) con
corayos c(S%),...,c(S;,) tales que 73 S; = S}, ver figura 8.1,

Figura 8.1

Ademas, como en (6.7) tenemos que para cada = € E tal que P, pertenece a

‘J';'\)., los objetos rad Py y P /socP, pertenecen al drea sombreada de la figura
8.1.

Definimos
F={x e E|puP:) <p < nl)}
7 ={xr € €| p(Pz) < p < 12(12)}
F7 ={r € E|1(P;) < p < nu(ls)}
FT={r € &|p(Ps) <p < p()}

Equipado con eso demostramos los siguientes pasos.

(1) Sea X € indS, ﬂ'J';,'\) minimal en su rayo en Z(,,'\) ¥ sea R un rectingulo
con esquina superior X que no conticne a ningun objeto de la forma
rad Py o Pr/socP:. Entonces R contiene a lo midximo un objeto de la
boea de g’f,,’\).
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(2) SeaY & {c(S5}),..-,¢(S,)}. Si Y no esta en el “interior” de uno de los
tridingulos sombreadas de la figura 8.1, entonces Y ¢ 3+. (El interior
de un trangulo T" determinado por el rayo r y €l corayo ces T\ (rUc).)

(3) Para cada Z tal que Z € {c(S}),...,¢c(S})} tenemos Z € indF+.

(4) 8, es una extensién tubular con ramas.

(5) El tipo tubular de $; es el tipo de la familia tubular g,‘;".

De (4) y (5) sigue por definicién, que $; es tubular.

(1) Supongamos que existe un rectingulo R con las propiedades requeridas
que contiene mids de un punto de la boca de 1‘(,,“), ver figura 8.2.

Figura 8.2

Como R no contiene a puntos de la forma rad P o P /socP., ¢l drea co-
rrespondiente en '.T,(,’\) no contiene proyectivos y la sucesion 0 — 4 — X —
B — 0 es exacta en ‘ZT,(,'\). Por lo tanto, A y B son también §p-mddulos, en
contradiccién con la minimalidad de X.

(2) Sea Y un punto de 1’,‘,’\) que no estd en {c(S]),....c(S})} ni en el interior
de uno de los tridngulos sombreadas de la figura 8.1. Seca ¢ el corayo de g‘,,’\)
que contienc a Y. Por (1), existe un triiingulo T cuya esquina superior es
rad P, y tal que TN c # &, ver figura 8.3.

Figura 8.3

Por lo tanto existe un morfismo no cero f : ¥ ~+ radPy. Eso implica que
la composicién de f con la inclusién inct : rad P, — Pr no es cero. Por
Io tanto tenemos 0 7 Homz(Y,Pz) = Homg(Y,ly—y3) = Y(xz[—1]). Como
ax[—1] € T\ T+ obtenemos Y € indF+, lo que queriamos demostrar.

(3) Sea Z € c(S_;-). Entonces tenemos Homz(Z,A) = O para cada A que
estd en un trangulo sombreada de la figura 8.1. En particular obtenemos
Homgz(Z,radP;y) = 0O para cada xr € € tal que P, € '.Tp’\. Pero como
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rad P, pertenece a un tridngulo sombreado de la figura 8.1, vale también

Homz(Z,radPz) = O para cada x € € tal que Pr € ‘3'},)‘). Eso demuestra
Z(z) = O para cada x € T\ F+, es decir Z € indF+._

(4) Primero notamos que F*+ = §;. Finalmente estudiamos los tridngulos
sombreados en la figura 8.1. No hay morfismos entre diferentes tridngulos.
La esquina superior pertenece a 8;, mientras todo el resto del lado izquierdo
no pertnenece a 3% y el resto del lado derecho si pertenece a F+. Sea Y
un objeto en el interior. Si Y no pertenece a indF+ entonces ningin objeto

del rectangulo sombreado en la figura 8.4 pertenece a 3+, por los mismos
argumentos que se usaron en el paso (2).

Figura 8.4

Si omitimos la parte sombreada y juntamos las dos partes por medio de los
morfismos obtenemos una de las situaciones de la figura 8.5, dependiendo si

Y estad en cl borde inferior del tridAngulo (a la derecha) o si no estd ahi (a la
izquierda).

@

“s

Figura 8.5

Inductivamente sobre la distancia de la esqgina derecha obtenemos que la
parte indF™* en cada triingulo es isomorfo a indR en donde R es una rama

con punto excepcional o y R’ una rama con punto excepcional «f, véase
figura 8.6.

Figura 8.6

Sea PY un R-mdédulo inescindible y proyectivo. El correspondiente 3+-
mdaédulo en el tridngulo tainbién es proyectivo en indF+ ya que Pf* no puede

cstar en '3',(, ? ni satisfacer ;1(P~_'f+) < p. Por lo tanto, $; es una extensién
tubular de ramas de 8.
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(5) El tipo tubular de 8, es el tipo de 7,. Asi concluimos que §; es tubular.

8.4. Espectroides equivalentes por reflexiones a espectroides tubu-
lares. El siguiente teorema, que para nosotros es una reformulacién de la
proposicién anterior, fue demostrado en [5] por I. Assemn y A. Skowroriski
con otros métodos.

Proposiciéon. Para cada espectroide € que es derivadamente tubular existe
un espectroide tubular T tal que £ y T son equivalentes bajo reflexiones.

Dermostracién. Sea £ derivadamente tubular y g &€ II. Entonces por (8.3),
el soporte 8 de un tubo homogéneo de T, es tubular. Por otro lado § es una
seccién plena, completa y convexa de £. Por (3.4), se sigue el resultado. O

8.5. Espectroides tubulares con 8 puntos. Aqui demostraremos que no
existen espectroides derivadamente tubulares de tipo finito con 6 puntos.

Lema. Sea £ un espectroide dirigido tal que ezxisten dos puntos a y b de €
con dimy £(a,b) = 2. Entonces todos los espectroides que son equivalentes
bajo reflexiones a £ son de tipo infinito.

Demostracion. Sea F un espectroide que es equivalente bajo reflexiones a
&. Por (3.4), podemos considerar 3 como una seccién plena, completa y
convexa de €. Eso implica que existen enteros i, e ip tal que afis] y b[is]
pertenecen a 7. Por la convexidad de 3 en g sigue que ip == i3 6 ig = 7 — 1.
En ambos casos existen dos puntos a’ y ¥ en F tal que dimy F(a’,d’) = 2.
Eso implica que el tipo de representacién del subespectroide pleno de F
dado por estos dos puntos es infinito, por lo tanto asi también lo es el tipo
de representaciéon de 3 mismo.

Proposicién. Un espectroide derivadamente tubular con 6 puntos es de tipo
de representacidon infinito.

Demostracion. Sea € un espectroide derivadamnente tubular con seis puntos,
es decir de tipo tubular (2,2,2,2). Por la proposiciéon 8.4 existe un espec-
troide tubular 7 que es equivalente bajo reflexiones a €. El tipo tubular de T
es también (2,2, 2,2). Por definicién, 77 es una extension tubular de ramas de
un espectroide manso oculto M de tipo tubular (), (2), (2,2) 6 (2,2,2). En
cualquier caso, M es hereditario. En los primeros dos casos existen puntos a
y b en M tal que dimg M(a,b) = 2 y la afirmacién se sigue del lema anterior.
En el 1ltimo caso hay que extender € por un moédulo inescindible M que
esti en la boca de un tubo homogéneo para obtener 7. Pero para todas las
posibles orientaciones que puede tener M siempre tenemos dimyx M(c) = 2
si ¢ denota el punto “central” de M. Por lo tanto, dimkx T(cas,c) = 2 y la
afirmacién se sigue otra vez del lema anterior.
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En el caso que M tenga tipo tubular (2,2), el carcaj de M es uno de los dos
de la figura 8.7

< X

Figura 8.7

de los cuales el de la izquierda se maneja igual con el lema anterior. Sea ahora
M hereditario cuyo carcaj subyaciente es el de la figura 8.7 a la derecha. Para
obtener 7 de M hay que extender el 1iltimo en dos médulos inescindibles y no
isomorfos M) y M, que ambos estdn en un la boca de un tubo homogéneco.
Por lo tanto, T es isomorfo a kQ/[I,, en donde Q es el carcaj dado en la figura
8.8 a la izquierda e I, es el ideal generado por a1 — ajv], a1ve — afvj,
Yy —any] ¥ azyz —p-ajy; paraunp € k, p# 0, 1.

DG KKK

R Rt e
Figura 8.8

La derecha de la figura 8.8 muestra el carcaj de F. Por (3.4), € es una
seccion plena completa y convexa en 7. Por eso F contiene un subespectroide
pleno y convexo que es isomorfo a M, lo que demuestra que 3 es de tipo de

[m]

representaciéon infinito.

Los espectroides derivadamente tubulares con 6 puntos se pueden construir
por (8.4) aplicando reflexiones a los espectroides tubulares con 6 puntos.
La tabla 8.1 muestra una lista completa de los espectroides derivadamente

tubulares con 6 puntos. Para cada carcaj se admiten relaciones que dependen
de un parametro p # 0,1; los conjuntos de espectroides isomorfos para

diferentes valores de p son finitos en cada caso.

8.6. Componentes postproyectivas.

Proposicién. Sea £ un espectroide derivadamente tubular y 3 un subespec-
troide pleno y conwvexo de E. Entonces 3 tiene una componente postproyec-

tiva.

Demostracion. Para cada g € Q sea $,; el soporte de un tubo homogéneo de
Ty- Sea g € Q maximal tal que §; € F, si un g existe con esta propiedad, y
g = oo sino. Sea P el subespectroide pleno de indF dado por los 3-médulos
inescindibles X tales que /(X)) < q. Por (8.2), cada mdédulo-en P es dirigido.
Solamente nos falta verificar que P consiste de componentes conexas. Si
g = 0o ya terminamos. Sea ahorag< ooy X € 7, Y € indF \ P.
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Ap: (p#0,1)

Sfrer + faez + fzez =0

fier + frea + pfeesa =0

By: (p#0,1)

-z f.& =

f3 €3

Sfre1 + f2e2 + f3e3 =0
g(fre: + pfrez) =0

G (£ 0D

S
A I

gi(frer + fae2) =0
92(fie1 + pfre2) =0

forid

D,y (p# 0, 1)

&: (p#0,1)

Fo: (p#0,1)

(1 +g2f2)ea =0

(N1 +py2f:) =0

Sier + giez2 =0
S2e1 + pgze2 =0

. f TR -
. e . * +S1. 92 ez
£ o e €z ° h>< N
M”93 J2 2 Dpp o Spp Ry e ..7_2
Sfiey =0 g1er + gaez =0
e =0 Jre2 =0 hyey + hae2 =0
gz2(ex + frez) =0 Sa(er +e2) =0 NnS1+g2f2=0
galer + pfaez) =0 Ja(er + pe2) =0 i fi +phafa =0
Go: (p#0,1) Hp: (p#0,1) Zp: (p#0.1)
ey, = e
N op PN \,/fz
gh =0 Sie1 =0
Sf26; =0 Sfee2 =0 hgifi+g:202) =0
(f1 + fa)ex =0 (1 + f2) =0 (g1 /1 + pg2f2)e =0
(f1 + pfr)es =0 g2(fi +pf2) =0
Tp: (p#0,1) K,y (/)950 1)
o / / f AN
\_\_.4:\.'\_ ron s ..T_.ﬁ/-
hfi+hafa=0
Sfie; =0 higy + hag: =

Tabla 8.1: Lista de los espectroides derivadamente tubulares con 6 puntos
(Solamente los espectroides A,, B,,83P,Cp,C3P, D, D3P, £, £E5P y F, son tubula-

res.)
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Si suponemos que existe un morfismo irreducible f : X — Y entonces por
la separacitn existe un F-mdédulo T cuyos sumandos directos e inescindibles
pertenecen todos a un tubo homogéneo ’l;(’\) y morfismos g : X — T y
h : T — Y tales que f = hg. Como f es irreducible y g no es una
seccién tenemos T" =Y, g = f y h = Iy. Pero entonces existe un morfismo
irreducible f’ : 7T — X en contradiccién de que pu(7T) = u(T) = q > u(F).

m]

8.7. Espectroides derivadamente tubulares de tipo infinito. El si-
guiente resultado fue demostrado por I. Assem y A. Skowrosiski en 3]
aplicando una técnica diferente.

Teorema. Cada espectroide derivadamente tubular de tipo infinito es una
extension tubular de ramas generalizadas de un espectroide manso oculto.

Demostracion. Para cada ¢ € Q, sea Sq el espectroide de soporte de un
tubo homogéneo de T,. Por la proposicién 8.6 y (6.2), existe un cociente
manso oculto M de &. La inclusién inducida ¢ : indM <> ind€ manda la
familia tubular de indM en una familia 7,. Por lo tanto, M es también un
subespectroide pleno y convexo de €. Si p € II terminamos ya que M es
tubular. Si p € II eligimos ¢ & Il con ¢ > p y tal que 8§, C §,;,. Por el
corolario 3.4, existe una sucesion de reflexiones que evita a 8, y transforma
8, en €. Como §; es una extension tubular con ramas de 8, es ficil ver que
£ es una extensiéon tubular de ramas generalizadas de S, = M. [

8.8. Espectroides derivadamente tubulares que son fuertemente
simplemente conexos. El teorema de esta seccién es el resultado principal
de un trabajo conjunto con J. A. de la Peha, [9].

Teorema. Sea £ un espectroide finito y fuertemnente simmplemente conero
con mds de 6 puntos. Entonces £ es derivadamente tubular si y solo si €
satisface las siguientes propiedades.

(i) La forma x. es no negativa y tiene corango 2.
(i) x;'(1) N (rad x,. )t = >.

Demostracion. Que las condiciones son necesarias se sigue de (7.1) y (7.2).
Sea ahora £ un espectroide finito. conexo y fuertemente simplemente conexo
con mas de 6 puntos tal que se cumplen las condiciones (i) y (ii). Escogemos
r, un punto de € extremal (una fuente o un pozo) tal que £ = &£\ {«} es
conexo. Supongamos que T es una fuente (el otro caso es dual). Entonces
M = rad P, es un £s-mddulo inescindible porque € es fuertemente simple-
mente conexo y con eso separado. Por el corolario (7.2), se sigue que x,, es
no negativa y tiecne corango uno. Ademsids, £, es fuertemente simplemente
conexo. Por el teorcma (6.13), £, es derivadamente eqluvalenr.e a un espec-
troide hereditario 3¢ Dynkin extendido de tipo D, 6 E,,, (p = 6,7,8). Por
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el corolario (2.8), se tiene que existe un H-médulo inescindible N tal que
€ = &E,[M] es derivadamente equivalente a H([N]. Por (6.10), se sigue que
J€[N] es tubular o 2-tubular. Finalmente (7.4) y la condicién (ii) implican
que H[N] no puede ser 2-tubular y por lo tanto H[NN] es tubular y € deriva-
damente tubular. o
8.9. Espectroides tubulares de tipo finito. El siguiente resultado se
publicara en [6].
Teorema. Sea £ un espectroide finito, conexo y dirigido. Entonces £ es de-
rivadamente tubular y de tipo de representacion finito si y solo si € satisface
las siguientes propiedades.

(i) & tiene mds de 6 puntos.

(ii) La forma x. €s no negativa y tiene corango 2.

(iit) x;'(1)N(radx,. )t = @.

(iv) La forma de Tits q, es débilmente positiva.

(v) &€ es fuertemente simplemente conezo.

Dernostracion. Sea primero £ derivadamente tubular y de tipo de represen-
tacién finito. Por (8.5) & tiene mas de 6 puntos. Las propiedades (ii) y (iii)
siguen de (8.8). La condicidén (iv) sigue del argumento de Tits, compara aqui
(4.4). Para la iltima propiedad usamos que mod& es de ciclos finitos (5.4),
para ver que £ es simplemente conexo. Como &£ es de tipo de representacién
finito, se sigue por [15] que £ es fuertemente simplemente conexo.
Sea ahora & un espectroide que satisface las condiciones (i) - (v). Por (i),
(ii), (iit) y (v) sigue por (8.8) que £ es derivadamente tubular; por (iv), (v) ¥y
un resultado de K. Bongartz [13], se sigue que &€ es de tipo de representacién
finito. ou]
8.10. Caracterizacion de espectroides tubulares. Como corolario de
(8.8) obtencmos el signiente resultado que se publicurda en [9).
Proposicién. Sea € un espectroide finito, conero y fuertermente sirnple-
mente conexo con mds de 6 puntos. Entonces £ es tubular si y solo si &€
satisface las siguientes propiedades.

(i) La forma de Tits q, es no negativo y tiene corango 2.

(ii) q;‘(l) N (rad g, )+ = @ (la ortogonalidad es respecto a la forma bilineal

homoldgica).
(iii) Ezriste un vector en rad q, que es positivo y omnipresente.
Demostracion. Si € es tubular, entonces gidim& < 2 y por (4.4) las formas
cuadridticas x, y g, coinciden. De (8.8) siguen las propiedades (i) y (ii). La
ultima propiedad vale por (7.1).
Sea ahora & un espectroide finito, conexo y fuertemente simplemente conexo
con mas de 6 puntos que ademads satisface las condiciones (i), (ii) y (iii).



De (ii), se sigue que £ no contiene un subespectroide pleno y convexo que
es 2-tubular. Por lo tanto (7.5.1) implica que £ es manso de crecimiento
polinomial. Entonces podemos aplicar (7.5.2) para concluir que £ es manso
oculto o tubular. Como espectroides manso ocultos tienen una forma de
Tits con corango uno, el resultado se sigue de (i). [m]

8.11. Aplicacién para espectroides de crecimiento polinomial. Con
la caracterizacion de (8.10) es posible reformular el resultado (7.5.2).

Corolario. Sea £ un espectroide finito y fuertemente simplemente conezo.
Entonces £ es manso de crecimiento polinomial si y sdlo si q, es débilmente
no negativa y cada subespectroide pleno y convexo F de & tal que q, es
no negativa de corango 2 y admite un vector positive y omnipresente en el
radical de g, satisface la siguiente condicidn: o bien F es isomorfo a un
espectroide A,, B, ¢ BLP de la lista (8.5) o bien F tiene mds de 6 puntos
v q;’(l) N (rad qg,)t = @ en donde la ortogonalidad es respecto a la forma

bilineal homoldgica.

Dernostracion. S6lo tenetnos que combinar los resultados (7.5.2), (8.5) y
(8.10). [}

8.12. La particién repetitiva de un espectroide tubular. Recordamos
que para un espectroide derivadamente tubular € definimos en (8.3) el mapeo
1t :ind€ — Q tal que Af € T,u(ar) para cada €-mdédulo M que es inescindible.
Seav: & — Q, x — p2(Pz). En (8.3) definimos también el conjunto Il = {p €
Q| v~ (p) # @}. Nos preguntamos ahora por las fibras u~1(p), p € Q o en
otras palabras por los conjuntos de puntos de € tales que los correspondientes
proyectivos pertenecen a la misma familia 7,. La particién de € en las fibras
de v llamamos la particién repetitiva de £. Los resultados de esta seccién

se publicardn en [7].
Para ello sca o : Il — II el mapeo biyectivo definido por o(p) = min{n €
II| 7T > p} y para cada r € Q sea 8, cl soporte de un tubo homogéneo de T,

Proposicién. Seca p € Il y g € (p,o(p)). Entonces 84 es una exrtension
tubular con ramas de Sp. Sea §,\8, = Ry UJ---URy y p; el punto exrcepcional
de la rama R;. Supongamos que los puntos de la rama R, sean nombrados

por palabras en las letras a; y B7' como en (5.7). Entonces v~ (p) =

{pi B w)i=1,....05 6 'w € R;}.

Demostracién. Escogemos q € (p,o(p)) y ¢ € (o~ (p), ). Por (8.3), 8g €5
una extension-fuente tubular con ramas generalizadas de 8, y 8, ¢s una
extension-pozo tubular con ramas generalizadas. Por el corolario (3.4),
existe una sucesién de reflexiones que evita 8§, y transforma §; en S,. El

resultado se sigue por (5.8). [ ]
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Daremos un ejemplo para ilustrar la particién repetitiva. Sea € el espectroide
dado por el carcaj con relaciones de la figura 8.9

N
Figura 8.9

En la siguiente figura hemos dibujado los primeros pasos que hay que efectuar
para obtener la particién repetitiva de £ segun nos indica la proposicién
anterior. A la izquierda reconocemos al espectroide £ que nos podemos
imaginar como S,;. El subespectroide pleno, indicado con un cuadro repre-
senta 8, y los puntos marcados con ® forman el conjunto 1~ 1(p). El espec-
troide que est4d a la derecha de S, se obtiene reflejando los puntos de £~ (p).
Por lo tanto este espectroide es §, y en particular, es tubular tainbién.
Por lo tanto podemos repetir el procedimiento. El sexto espectroide que se
obtiene asi es isoinorfo al primero.

©

Figura 8.10

Por otro lado hemos visto en (3.4) que cada espectroide en la sucesién es un
subespectroide pleno y convexo de Z. En la figura 8.11 hemos dibujado ct
carcaj de €, en donde las lineas verticales separan las fibras u—1!(p).

Fe B
RN
R

Figura 8.11
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9. LISTAS DE ESPECTROIDES DERIVADAMENTE TUBULARES, UN
PROGRAMA DE COMPUTO

Los resultados del capitulo anterior auvyuenn gque ea posible ch algoritmi ¢
si un espectroide £ es derivad ¢ lar y de tipo finito. Este capitulo se

dedii a k. los probl rel d con la transcripcion de la propie-
dad x7*(1) N (rad x . )~ = & en un algoritmo. Primero se expone como definir y
construir subconjuntos finitos de x"’(l) llamados sistemas de raices que contienen
ion sobre todo el conjunto x;'(1). Se demuestran criterios
para que x; (1) N (rad x, )L = @ en casos especiales. Después se relaciona la
canhrmlldad de un sistermma de raices con la formna inducida del capitulo 4. FEso
permite caracterizar por un lado espectroides derivadamente tubulares de hpo ﬁnxto
y por otro lado dentro de la familia de espectroides fuert te s3¥ o
aquellos que son derivad te tubulares. Esto se obtuvo en tmbq;o conjunto con
J. A. de la Penia y se publicard en [10]. El capitulo y con eso el trabajo se concluye
con la presentacion de dos listas que se calcularon con un programo de computo
escrito en C++ utilizando los algoritmos discutidos en este capitulo. Las dos listas
rmuestran espectroides derivadamente tubulares: la primera aquellos cuyo carcaj es
A, Ui { te orientado y la segunda aquellos cuyo carcaj es un drbol con 8 puntos.

uficE te infor

9.1. Sistemas de raices. Las caracterizaciones (8.8) y (8.9) surgieren que
es posible determinar algoritmicamente si un espectroide dado es derivada-
mente tubular o no. Vemos esto un poco mais de cerca. Segin (8.9), un
espectroide £ es derivadamente tubular de tipo finito si se satisfacen las

siguientes condiciones.

(i) € tiene mas de 6 puntos.

(ii) La forma X, es no negativa y tiene corango 2.
(iii) x'(1) N (rad x,. )t = .

(iv) La forma de Tits g, es débilmente positiva.

(v) € es fucrtemente simmplemente conexo.
La condicion (i) es evidente, mientras la verificacién (ii) es un problema
clédsico, igual que (iv) (reduccién de Lagrange). La condicién (v) es mera-
mente combinatoria. Sélo la propiedad (iii) puede causarnos dificultades.
Observamos que

(1) rad x, es un subgrupo de K,(&).

(2) Para cada v € Ko(€) y cada r € rad X, X, (T + v) = x,(v).
es decir rad x,, es un conjunto infinito y por (2) también lo es x:,‘(l). Que
la verificacion de (iii) se deja reducir a cidlculos con conjuntos finitos es la
materia de las siguientes consideraciones.
Para eso generalizamos la situacién. Sea ¢ : Z™ — Z una forma cuadritica
unitaria que es no negativa. En (4.7) hemos visto que existe un Z-base

de Z"/rad g tal que la forma inducida § es una forma unitaria positiva y

conexa. Sea 7 : Z" —» Z™/rad q la proyeccién candnica. Un subconjunto
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S € g~ 1(1) se llama sist de raf si w induce una biyeccién § —
g~ 1(1). Un sistema de raices todaviua contiene informacién redundante, ya
que si U pertenece a g~ (1) entonces también —¥ pertenece a g~ 1(1). Por eso
definimos que un subconjunto S € ¢~ ! (1) es reducido si 7 induce un mapeo
inyectivo § — Z™/radq y n(S) N —n(S) = &. Observamos que S C g~ 1(1)
es reducido si y solamente si s+ ¢ € radg implica s =t y s —¢ € radqg implica
s = t. De la definicién se sigue que cada subconjunto reducido de g—1(1) es
finito.

Ahora damos un algoritmo para construir un subconjunto de g—1(1) reducido
y maximal (es este algoritmo que se implementé en el programa de c6mputo).
Para eso definimos

oi:Z" > Z"v— v —e€; - G(v, ;).

Observe que o; es un automorfismo que satisface g(oi(v)) = g(v) para cada
v € Z"z, es decir los mapeos o; producen nuevas raices a partir de raices ya
encontradas.

Sea Do = {€1,...,en} y &1 € D, un subconjunto reducido y maximal en
D,. Sea D; = {o;(v)}v € Siy |[g(v,e;)l =1, =1,...,n} y Siy1 tal que
Si € Sit1 € (S UD;) y Si41 es reducido y maximal en S; U D;.

Lema. S = |J; Si es un subconjunto de g~'(1) reducido mazimal.

Demostracion. Primero §; € ¢ '(1) e inductivamente S; € ¢'(1) = D; C
qa'(1) = Siv1 C g1 (1),

Demostramos que para cada v € ¢~'(1) existe un s(v) € S tal que s — v(s)
o s + v(s) pertenece a radq. EIl lema 1 implica que S = Sy para un N
suficiente grande y Sx es reducido.

Sea v € ¢"!'(1). Entonces existe un j € {1....,n} tal que [§(v,e;)| % 0. Si
g(v,e;) = 2 entonces q(v —e;) = 0. Si e; € S terminamos, y si e; € S existe
unex € S tal que e;tex € radq, loque implica vker = (v—€5)+(e;xer) €
radq y terminamos también. El caso g(v,e;) = —2 es similar.

El resto de la demostracién se hace por induccién sobre |v] = 3771, [v(d)l.
Si |vf = 1 entonces v = *e; y si €¢; & S existe un ey € S tal que ex £ e; € S.
Observamos que
n

ST u(HFv. ;) = G(v,v) = 2q(v) = 2

=1
Y que por lo tanto existe un j € {1,...,n} tal que v(j)g(v,¢;) > 0. Sea v’ =
aj(v) (Jv'| < |v] y o;(v') = v). Por la hipétesis de induccién existe s(v') € §
tal que v’ = s(v') € radg. lo que implica v + 0;(s(v")) = o(v') % o, (s(v")) €
radg. Si 0;(s(v')) & rad g existe un s(v) € S tal que o;(s(v')) = s(v) € radg
y entouces v = s(v) = (v % 0;(s(v'))) F (05(s(v’)) % s(v)) € rad q. a
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Junto con J. A. de la Peifia escribimos un programa de cémputo que imple-
menta la construccién de un subconjunto § C x;!(1) reducido y maximal
para un espectroide £. Para cada ejemplo que calculamos resulté lo siguiente:
Si € es tubular con 6, 8, 9 S 10 puntos, S tiene 12, 36, 63 6 120 elementos
respectivamente, mientras para £ 2-tubular con 6, 8, 9 6 10 puntos S tiene
12, 30, 42 6 56 elementos respectivamente. En (9.3) demostramos que esto

siempre es asi.

Fwy Y

9.2. Ch do la i En esta seccién daremos para casos cs-
peciales una receta para checar si para una forma cuadrdtica no negativa
g = gar : Z™ — Z (notacién de (4.1)), el conjunto ¢~ 1(1) N (rad g)* es vacio
o no. La ortogonalidad es respecto a la forma bilineal (y,z) = y"Mz. Para

<oy Pe)e

ello sea ¢ = corangoq y radg = {p1,

Proposicién. Definimos la matriz r € 2Z°%¢ por ri; = {(pip;) ¥ J
{1,...,¢c}. Para cada vector x € Z"™ sea cx;z € Z° definido por e (jF) = {p;. x).

Ademds sea S un sistema de rafces de q y p € Z°*" la matriz cuya j-ésima
columna es p;.
(a) Sir es la matriz cero entonces g~ (1) N (radq)t = @ si y sdlo si para

cada s € S, el vector as no es cero.
(b) Sir es invertible (en Qr>c) entonces ¢~ 1(1) N(rad g)*t = & si y solo si

para cada s € S el vector s — pr~la, no estd en Z™.

Demostracion. Para cada r € g~ (1) existe exactamente un s € S tal que
v = z—~s € radq. El vector v se deja escribir como v = 3°5_, B;p; de mancra

1inica. Por lo tanto tenemos
z € (radq)t & Vi€ (pjx)=0
<
S Ve J, {5,y =~ 3 Belps, px)
e=1
e ag = ~r0
con B € Z€ tal que B(j) = G;.
Si » = 0, obtenemos que z pertnece a (radg)® si y sélo si a, = 0. Eso
demuestra (a). Sea ahora r invertible. Si z pertenecce a (rad g)1, entonces
obtencmos x = s + 3.5 Bip; = 3+ pf = s — pra, € Z". Por otro lado,
si suponemos y = ¢ — pras € Z™ entonces obtenemos ¢g(y) = 1 ya que el
vector pra, €s una combinacién lineal de los vectores pi, ..., 8.. Nos queda
por verificar que ¥ € (rad g)+, es decir que p" My = 0. Calculamos

PTMy = pTMs ~ (T Mp)r o,
= s —~rr 1o,
=0.
’ o

Eso demuestra (b).
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Si r no es invertible ni cero, no es posible dar un criterio sencillo. Para
nosotros el resultado anterior es suficiente, ya que nos interesa el caso ¢ = 2
en el cudl tenemos
= [ o (p1.p2)] _ Y {p1.p2)]
(p2.p1) o —{(p1,p2) o

9.3. El tipo de la forma inducida. Sea g una forma unitaria no negativa
y conexa. Se sigue de las definiciones que si S € g~ 1(1) es reducido maximal
entonces SU—S es un sistema de raices. Como la forma § es unitaria positiva
¥ conexa podemos aplicar le teorema (5.1) y hablar del tipo de g.

Proposicién. Sea £ un espectroide derivad te tubul con 6, 8, 9,

respectivamente 10 puntos. Entonces la forma inducida X, es de tipo Dy,
Fq, E;, Eq respectivamente. Si £ es derivadamnente 2-tubular con n puntos

entonces X, es de tipo Dp_2.

Demostracion. Para quien confie en la veracidad de los resultados obtenidos
por un programa de cémputo presentamos una demostraciéon sencilla para
el caso de un espectroide £ que es derivadamente tubular. El programa
calculé que un subconjunto de x;'(1) reducido maximal tiene 12, 36, 63 &
120 elementos si € tiene nn =6, 8, 9 6 10 puntos respectivamente. Comno § cs
una forma en n — 2 variables, el tipo de § tiene que ser como enunciado por
el lema anterior ya que cualquier otro tipo para el mismo ntimero de puntos
da un niimero diferente de raices positivos de §. Daremos otra demostracién
aqui también. Sea &€ el espectroide tubular dado por el carcaj con relciones
a la izquierda en la figura 9.1.
2 3 <+

—

~

321
m = 4 [ v = 1
a3

—
P

B g e
67 4
Figura 8.1

La derecha de la misma figura muestra dos generadores del radical de x,.
Los vectores v),v2,€3,...,€s forman una base del grupo de Grothendieck.
Eso implica que la forma x, restringido a los puntos 3,...,9 es isomorfa al
la forma ¥,. es decir la forma inducida de x, es de tipo E;. Como cada
espectroide tubular 7 con tipo tubular (2,4, 4) es derivadamente equivalente
a &, queda demostrado que el tipo de la forma inducida de x, es E;. Los
otros casos se demuestran similarmente.

Aunque es posible usar la misma idea para demostrar que el tipo inducido
de la forma de Euler de un espectroide 2-tubular con n + 2 puntos es Iy,
queremos dar todavia otra demostracién que hace uso de las deflaciones
e inflaciones definidos en (4.5). Como dos espectroides 2-tubulares con
cl mismo numero de puntos son derivadamente equivalentes por (7.6), es
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suficiente considerar un caso especial para cada n. Sea & el espectroide
2-tubular dado como en la figura 9.2 (para no confundirnos luego con las
aristas punteados dibujamos s~—~-~—+ para seifialar un camino orientado
desde el vértice a la izquierda hasta el vértice a la derecha.

1 2 n
o -

Figura 9.2

La bigrifica de la forma cuadrdtica q = x,. esta redibujada en la figura 9.3
arriba a la izquierda, en la cual sélo una arista esta orientada y nos indica
que primero formamos la deflacién ¢T;; cuya bigrdfica estd dibujada a la
derecha. Otra vez formamos la deflacién como indicado por la flecha y asi
sucesivamente hasta obtener una suma directa de una forma zero en una
variable (el punto con el lazo) y una forma unitaria conexa ¢’ dibujada en
la misma. figura al final.

1) i 3 v 2)
N R
3 4 5 o6 T n—2 n-—1
3) - - 4)
5) : - . 6)
L~ - I |
) .. e e —— PSS : ;7;—;—’\/\’::2—"1‘
Figura 9.3

Para transformar @’ empezamos primero con el lado derecho y procedemos
como antes. La burbuja a la izquierda representa ¢’ en los puntos 1,3,4,5,6.

1) 2) i

Co———: JRY J— S NP S
a 7n—8 n~4 n—-3 n—-2 n-3

—2

aplicando 7, _4 v - " T7.n_2

Q
~
3
1

Figura 0.4

Observe que después de la primera transformacion podemos proceder induc-

tivamente con T} 5 ,,_ s> T}z n_s+- - - » T2 7 para obtener la forma unitaria

dibujada al final de la figura 9.4.
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Redibujamos toda la forma y procedemos como en' la figura 9.5 hasta que
obtenemos la suma directa de una forma zero en una variable y una forma
unitaria conexa q". .

2) T,

n—3
Figura 9.5

En los tultimos pasos, véase figura 9.6, transformamos finalmente ¢” forman-
do inflaciones a una forma de tipo D,,—3. Por (4.7), la forma X, es de tipo

ﬁn_z.
D /:2 = 2 Z
. —— . - 3 O — N e @ - — . — »
i 3 2 3 7 M w3
aplicando Tgh,, _a -+ Tz 2 n-6) -

Figura 9.6

Hemos escogido casos especiales para n > 6. Pero el argumento dado en
{(7.4) muestra que un espectroide 2-tubular con 6 puntos tiene grupo de
Grothendieck isométrico al de un espectroide tubular con 6 puntos. j

9.4. Nuevas caracterizaciones de espectroides derivadamente tubu-
lares. La proposicién (9.3) nos provee con otra distincién entre espectroides
tubulares y 2-tubulares con mas de 6 puntos. Si repasamos la demostracion
de (8.8) vemos que la propiedad x[!(1) N (rad x,)* = & de un espectroide
tubular € entra dos veces cn la argumentacién. La primera vez para acertar
que corangox,, = 1 si €. = &€\ {#} en donde = es un punto extremal de
&. Es por eso que necesitamos una condicién mds (la propiedad (iii) en el
primer teorema y (vi) en el segundo) para demostrar los siguientes resultados
analogamente que en (8.8) y (8.9), véase también el articulo conjunto con
J. A. de la Pena [10].
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Teorema 1. Sea £ un espectroide finito, y Juert te simplemnente
conero con n > 6 puntos. Entonces £ es derivadamente tubular si y solo si

& satisface las siguientes propiedad

(i) La forma x. es no negativa y tiene corango 2.
(ii) El tipo de la forma inducida X, €5 En_2.
(iii) Eziste un punto extremal x de € tal que £, = &£\ {x} es conezo y x,,

tiene corango uno.

La hipétesis de que £ es fuertemente simplemente conexo es necesario. Eso
mostraremos con un ejemplo de [10]. Sea £ el espectroide dado por el carcaj

con relaciones de la figura 9.7.

~.
3 &7 150
I \.//\ v=o 00000
\. /./

Figura 9.7

El espectroide £ tiene mads de 6 puntos y satisface las condiciones (i), (ii) y
(iii), pero & es salvaje, mientras cada espectroide derivadamente tubular es
manso. Observamos que £ no satisface la condicién (ii) del teorema (8.8),
que dice x7'(1) N (rad x,. )L = @, ya que el vector v dado en la misma figura

pertencce a x7'(1) N (vad x, )+
Teorema 2. Sea & un espectroide finito con m puntos, conexo y dirigido.
Entonces £ es derivadamente tubular y de tipo de representacidon finito si y

so6lo si & satisface las siguientes propiedades.

(i) &€ tiene mds de 6 puntos.
(ii) La forma x, e¢s no negativae y tiene corango 2.
(iii) El tipo de la forma inducida X, es Ey,_2.
(iv) La forma de Tits q, es débilmente positiva.
(v) € es fuertemente simplemente conezo.
(vi) Eriste un punto ezxtremal r de £ tal que £, = E\ {x} es conexo y x,

tiene corango uno.

9.5. Listas de espectroides tubulares. (a) La siguiente lista muestra
todos los espectroides tubulares cuyo carcaj es linealmente orientado. Esta
lista fue calculada utilizando un programa escrito en C+-+ que implementa

el teorema (9.4).
Cada dibujo define una clase de espectroides que se obtiene efectuando las
siguientes operaciones: Afiadir relaciones Ba si Ga # 0 y voltear todas las
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flechas simultaneamente. Asi define la figura (6) en total 16 espectroides no
ismorfos.

Para cada espectroide damos a un lado generadores del radical de la forma
de Euler. Para obtener generadores del radical de un espectroide que se
obtiene afiadiendo relaciones de longitud 2 se calcula a partir de los vectores
dados [v; v2 --- vg] los nuevos de la siguiente manera:

Aifiadir una relacién de 2 a 4: [(v1—v2) —wvz (va—v2) vz --- wn).
Afadir una relacién de 1 a 3: [—vx (v2—v1) vz wvq --- v,,].

Afiadir una relacién de 2 a 4 y una relacién de 1 a 3:
[(—v1+v2) —v1 (va—v2) va --- wg].

Similarmente se efectuan los cambios al lado del pozo del espectroide.

Espectroides con 9 puntos (8 espectroides)

1 [T -1 01 0-t=1-101
N : . 111-t01210
(2) C e — <1 110-12- 01
. . - 10-1-101110
3) [ 0 10-1-1-1-1 0 1
— : 1-19-101210
1) i e -t0110-1-101
110-1-101 10
(%) - . ) 01 10-1-1-10
N 10-1-1-10110
Espectroides con 10 puntos (123 espectroides)
(6) e R -12-10121000
. 00=2-1012321
<0 o -12-10122221
el : 2-1 01232100
(8) - . 401111110
= . ; 2-2-2-1 012321
CO [ 000110-1-101
el 1230120210
(10) . 0102102321
- 10-1-1011111
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(11)
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(37) - S . -1 01022-102
. g —- 0101-2-1011

Cw

(38) . . 010-1-10210

(39)

(40) . N . . . o

(b) La segunda lista que daremos fue calculada también con el programa
de cémputa y exhibe todos los espectroides derivadamente tubulares cuyo
carcaj es un drbol con 8 puntos. Un espectroide A se llama d&rbol si no
contiene doble flechas y para cada punto = € A qQue no es extremal, A/(z)
no es conexo.

Aristas sin orientacién se pueden orientar en ambas direcciones y se pueden
voltear todas las flechas al mismo tiempo. La lista muestra 81 espectroides.
Los espectroides marcados con un asterisco son de tipo infinito, aquellos
marcados con dos asteriscos son tubulares.

Para cada espectroide damos a un lado generadores del radical de la forma

de Euler.
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LISTA DE REFERENCIAS
En esta referencia i es un entero qualquiera, mientras n es un entero positivo; &

es un espectroide y p un punto de €, X un &-médulo, f un morfismo entre E-
médulos y C un complejo diferencial en mod&; A es un carcaj y I' es un carcaj de

Auslander-Reiten.

C(g), CP(e) 21 kT 17
Cy 27 k() 17

C: 16 K(€), KP(g) 21

r 32 modE 11

d"c'; 21 mod€ 39

D) 22 PE 12

Endg (X) 12 P 43

£[X] 14 pli] 37

[X]e 14 radg, rad, rad® 15
£ 37 PrE, PFE 37

h 12 t 12

Hom,(X,Y) 39 Te, Tg 15, 31

1€ 12 X[{] 31

ind€, indA 12 ZA 53

kA 13

acotado ciclo

complejo diferencial ~ 21
categoria localmente ~ 12
admisible 13
arbol 108
autoinyectivo 37
bdsica 11
camino 12
casi-isomorfismo 22
casi se divide 15
~ a la derecha 15
~ a la izquierda 15
carcaj 12

~ de Auslander y Reiten 16

~ de traslacién 16
categoria

k-categoria 11

~ de caminos 13

~ de mallas 17

~ derivada 22

~ tridngulada 29

~ en un carcaj 13
~ en un espectroide 13
de ciclos finitos 55
cinta 63
cohomologia, médulo de ~
colongitud en un tubo 18
complecjo diferencial 21
~ de tilteo 32
completo 38
componente conexa 17
conexo
componente ~ 17
forma cuadritica ~ 50
vector ~ 62
cono 27
controla 63
corango 47
corayo 68
cotilteo
espectroide de ~ 18

22
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mdédulo de ~ 18
crecimiento, de ~ polinomial 14
citico de crecimiento polinomial 85

débilmente

~ no negativo 47

~ positivo 47
deflacién 50
derivadamente

~ Dynkin 54

~ Dynkin extendido 63

~ equivalente 32

~ tubular 87
dirigido

componente ~ 17

espectroide ~ 13

mddulo ~ 17
doméstico 14
Dynkin 53

~ extendido 61

espectroide 11
~ de endomorfismos 12
estable 17
estindar 17
estrella 62
evita 39
excepcional 58
extensién
~ -fuente 14
-fuente-rama 59
-pozo 14
-pozo-rama 59
tubular con ramas 73
tubular con ramas generalizadas

dlil

~ tubular doméstico 73
~ tubular doméstico gencralizado
73
flecha 12
forma cuadritica
~ bilineal homolégica 47
~ de Euler 47
~ inducida 52
~ de Tits 49
fuertemente simplemente conexo 54

grupo
~ de Grothendieck 47
~ ortogonal 78

hereditario 12
homogéneo 17
homotépico 21

~ a cero 21
ideal de mallas 17
inflacién 50
irreducible 15
Krull-Schmidt, categoria de ~
lazo 13
localmente acotado 12
longitud

~ de un camino 12

~ en un tubo 18

manso 14

~ oculto 63
maximal 14
minimal 14
minimo de tipo finito 63
1o negativo 47
omnipresente

médulo ~ 11

vector ~ 73
ortogonal 63
parcial, espectroide de cotilteo ~
polarizacién 16
polinomial

de crecimiento ~ 14
positivo 47
postproyectivo 17
predecesor

~ de una componente 44

~ de un punto 44
preinyectivo 17
punteado 58
punto

~ de extensién 14

~ de un carcaj 12

~ de un espectroide 11

12

i8



radical

de una forma cuadraitica 47

morfismo ~ 15
rama 358

~ generalizada 58
rango de un tubo 17
rayo 68
reducido 100
reflexién 37
repetitivo 37
retraccién 15

salvaje 14
seccién

~ de un espectroide repetitivo 38

~ en ind€ 16

morfismo que es una ~ 15
semiunitaria 49
separa 62

~ fuertemente 62
separado, separando 54
simplemente conexo 54
sistema de raices 100
sucesién que evita 39
sucesor

~ de una componente 44
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~ de un punto 44

tilteo
complejo de ~ 32
espectroide de ~ 18
médulo de ~ 18
tipo
~ de representacién 14
~ de un diagrama de Dynkin 53
~ de un diagrama de Dynkin
extendido 61
~ finito, infinito 14
~ tubular 62
traslacién
~ de Auslander-Reiten 15, 31
triangulado 29
tridngulo 27
~ de Auslander-Reiten 30
triangularmente equivalente 30
tubo 17
tubular 77
2-tubular 83
unitaria 49
vector de dimensién 47
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