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INTRODUCCION.

En la formacion académica de nivel superior en ¢l area de las matematicas se imparten
gencralmente unn extensa gama de téenicas, procedimientos, principios, leyes, etcétera, cuya
aplicacion casi nunca se presenta, o en el mejor de los casos solamente se menciona de manera
muy superficial. Como concecuencia de dicha carencia, algunas veces se produce un desinterés o
apatia por parte de los alumnos; y es precisamente en ese momento cuando el estudiante se
cuestiona acerca del jPor qué aprender tales conocimientos si no se les visualiza utilidad alguna?,
cncontrandose genceralmente la respuesta de que solo son abstracciones ( alejadas de la realidad )
que sirven para avanzar en los niveles de estudios futuros, o que su empleo radica en desarrollar
el grado de analisis en las ciencias exactas.

Ante la situacion antetior, se olvida Ia importancia que en igual magnitud debe atender a la
practica en relacion a la teoria. Esto se convierte en un problema crucial que se puede englobar
generalmente en dos etapas: en un inicio en ¢l proceso educativo y posteriormente en la vida
profesional. En cl proceso educativo al no existir un balance entre ambas actividades ( teoria y
practica ), pueden darse dos vertientes. Por un lado, si se dispone a impartir un curso meramente
tedrico, cnlie ottos riesgos se corren los de que los estudiantes se desesperen por no ver
aplicacion alguna, o el de disminuir su rendimicento acadéimico por extraviarse en un extenso
conjunto de abstracciones que en el mismo se usen. Por el contrario, si s¢ precocupa mas en la
practica que en Ia teoria, pueden cometerse entie otros los errores de no justificar resultados,
tener deducciones pobres, o conclusiones extremadamente reducidas dentio de las diversas
téenicas que se utilicen. En la vida profesional, al no haber un equilibrio inicial en el proceso
ensefianza-aprendizaje, pienso que se tracra como resultado final que al empezar a ejercer
profesionalmente ¢l proceso de adaptacion y desenvolvimiento se extendera mas tiempo de lo
debido, ya sea porque la enseiianza impartida fue extremadamente teditica y no se logra aplicar los
conocimientos en los problemas que se susciten, 0o porque en caso opucsto tanta aplicacion no
permite cl abarcar situaciones mas generales. Este problema posiblemente se pudiese corregir
tempranamente poniendo mis interés en todo lo concerniente a lograr ese adecuado balance entre
ambas actividades.

Desde lucgo no se puede solucionar el problema anterior de forma inmediata, no obstante
si se impulsara nis la aplicacion desde los niveles de aprendizaje tedrico va citados, se podrian
tener los resultados deseados en lo concerniente a la prictica. Ante esta preocupacion, se desea
presentar una aplicacion iatenvitica consistente en Ia optimizacion restiingida con un enfoque
microccondmico, cuyo soporte teOrico matematico corresponde al analizado en el curso de
Calculo Diferencial e Integral 111 de Ia carrera de Actuaria. Concretamente la presente tesina tiene
como objelivo el aplicar la réenica de Lagrange en los modelos de: AMaximizacion de La wrilidad
sujera a nuna restriccion presupuestaria, la Ainintizacion del costo sujero a nuna resericeion de
produccion; y der una interpretacicn economica del Dual enfocado a la Ley de la oferra y la
demcndea.



Dentro del contenido de este trabajo, los posibles problemas de conocimiento a desarrollar
son:
a ) comprender y analizar las bases tedricas que garantizan que una funcién determinada ha sido
optimizada de acuerdo a la programacion clasica, cn el caso restringido a igualdad( es ), cuya
aplicacion se ilustra en el ultimo capitulo con las funciones objetivos de los modelos
microecondémicos en los que se obtienen diversas relaciones de igualdad de las derivadas de
primer y segundo orden respectivamente;,
b ) tener presente diversas nociones y / o conceptos tedricos de economia, esto para deducir las
interpretaciones economicas de las derivadas, de las rectas de isocostos, isocucntas, curvas de
indiferencia, marginalidad, tasa de sustitucion, etcétera;
¢ ) conocer o estar familiarizado con la técnica de Lagrange que se aplica en diversos problemas
de optimizacion del calculo diferencial dentro de los cursos respectivos de Actuaria, para saber en
términos genecrales el algoritmo que sigue dicha técnica, y no detenerse en tratar de entenderla
cuando se esta aplicando en los modelos microeconémicos del capitulo 111,
d ) finalmente, saber acerca de la Teoria de Dualidad de la programacion matematica, para
comprender de modo adecuado una interpretacion econdmica del Dual del Lagrangeano,
presentada en la ultima capitulo de esta tesina.

El trabajo inicia con algunas ideas, definiciones tutiles en los capitulos restantes, y una
justificacion teorica de la existencia de puntos optimos. puntos de inflexion, puntos silla,
concavidad, etcétera, por medio de teoremas importantes de la programacion clasica, para
funciones de Ren R y de R" en R ( obtenidos en su mayoria del libro de Analisis Matematico de
B. Hasser, P. La Salle, y A. Sullivan citado en la bibliografia de este trabajo ).

En el capitulo 11, sc discutira: la técnica di iLagrange, su aplicacidon e interpretacion
economica, las diferenciales de primer y segundo orden respectivamente, el analisis estatico
comparativo. etcétera. Asimismo se considerara en forma concisa algunas propiedades, ideas y
nociones de la economia matematica relacionada con el planteamiento de modelos de misma
indole, y la Teoria de Dualidad relacionada con la técnica va citada.

Por ultimo, se expondran algunas aplicaciones de la técnica de los multiplicadores de
Lagrange en economia, en los modelos de: Maximizacién de la utilidad sujeta a una restriccién
presupuestaria, Minimizacion del costo sujeto a una restriccion de produccion; y se expondra la
Interpretacion economica del problema Dual enfocado a la Ley de la oferta y la demanda. Ademas
de ello, se les analizara en cuanto a las condiciones necesarias y suficientes de la programacion
clasica, y se comentara brevemente algunos otros aspectos relacionados con lo actual que resulta
la optimizacion restringida en modelos econdmicos en otros niveles.

Se evidenciara en las conclusiones que la técnica de Lagrange ¢s aplicable en modelos
microeconémicos, cuyo fin es el de plasmar en el lenguaje matematico determinadas condiciones
que se presentan en el mundo real, ademas de que existen distintas cuestiones interpretativas de
los multiplicadores. También, se observara que se cuenta con una herramienta muy poderosa de
las matematicas y que en caso de ser necesario existen otras técnicas en l!la optimizacién
restringida que se pueden aplicar en otros modelos mas complejos tanto de orden
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microeconémico como macroeconomico. En caso que el lector tenga alguna otra inquietud acerca
del tema, se propondra una extensa bibliografia compuesta por fuentes del cilculo diferencial, la
economia matemitica, y ademas algunos articulos relacionados con otros ambitos economicos de
actualidad, que podran ayudar a ampliar sus conocimientos.



1 ELEMENTOS TEORICOS DEL CALCULO DIFERENCIAL.

1.1 Definiciones.
Suponga que una funcién f esta definida en un intervalo abierto que contiene a a.

Sea / la recta sccante ( se intersecta con la funcion f en dos puntos ) a f que pasa por dos
puntos P y Q dc la funcion, como se muestra en la siguiente figura:

Yy 'y
!
f(x) Q
f(a) P
y=1f(x)
a X x

Usando la formula de la pendiente, se observa que la correspondiente a la recta
£ - f

secantelesm=———-( x )x - ¢ a).Conformeel punto P se acerca al punto Q, ya sea por la
derecha o por la izquierda, la pendiente de la recta secante tiende a ser la respectiva de la
recta tangente ( recta que se intersecta con la curva en un sélo punto ) con pendiente m.

" iy J(Xx) -f(a)
Es decir que m = lim —————=

X—ee x—a

pendiente de la recta tangente en un punto de la grafica de una funcién f, existen otros
limites en importantes en matemiticas que frecuentemente se presentan. Esta clase de
limites reciben el nombre de derivada.

siempre y cuando el limite exista. Al igual que la

Deflinicién 1.-Derivada de una funcion de R en R: la derivada de una funciony = f( x )
f(a+ h)-f(a)

h supuesto
que existe el limite ( nétese que esta definicion es equivalente al de la pendiente si se toma
en cuenta el cambio de variable h = x - a ). Este limite se lama también razon instantianea
de cambio ( o simplemente, razon de cambio ) de "y" con respecto a "x" en x = a.

con respecto a "x" en el punto x = a se define como I.l_l!lo



La derivada se expresa con el simbolo %{—; o si "y" estd expresada por f ( x ) se puede

expresar por los simbolos £ ' ( x ), f°, % o D,. En esta tesina se utilizaran

indistintamente cualquiera de los tres primeros simbolos.

El proceso seguido para hallar la derivada se llama derivacion, y se dice que se
deriva "y" con respecto a "x". Este proceso consiste en los siguientes cuatro pasos:
1.-Dar un incremento a "x".
2.-Calcular e! incremento correspondiente de "y".
3.-Dividir el incremento de "y" por el incremento de "x"-
4.-Determinar el limite de este cociente cuando el incremento de

"x" ( o seca h ) tiende a
cero.

La diferenciabilidad significa que una funcion tiene ciertas propiedades de
continuidad sobre la derivada. La existencia de derivadas no implica que una funcion sea
diferenciable en cualquier punto o intervalo, pues pueden haber discontinuidades en tales
derivadas. Si la derivada de una funcién f existe y es continua en.un punto, se dice que la
funcion f. es derivable en a, que es diferenciable en a, o simplemente que f tiene derivada
en a. Esto nos conduce a la definicion de funcién diferenciable ( o derivable ).

Definicion 2.-Funcion diferenciable de R en R: una funcién f se dice diferenciable ( o
derivable ) en el punto x = a si su derivada existe en ese punto. En otras palabras, una
funcion f es derivable en un intervalo abierto ( a, b ) si lo es en todos los puntos ¢ del
intervalo ( a, b ). Formalmente, f es derivable en un intervalo cerrado [ a. b ] si lo es en el
intervalo abierto ( a, b ) y los limites

. f(Ca+h)-f(a)

»

h
hlino[ £C b+ h? -f(b) existen. Los limites anteriores se llaman derivada por la
- h

derecha y derivada por la izquierda de f en a y b respectivamente. Si una funcion f esta
definida en un intervalo abierto que contiene a a, entonces f ‘( a ) existe si y solo si las
derivadas por la derecha y por la izquierda en a existen y son iguales.

Si la derivada de una funcién no cambia de signo en un intervalo, entonces esto
indica acerca del caracter de la funcion. Por ejemplo, si la derivada de una funcién es
positiva en todos los puntos del intervalo, entonces la grafica de la funcion tiene una
tangente con pendiente positiva en cada punto y es de esperar que la funcion sea creciente
en el intervalo. Esto nos lleva a la definicion de funcion creciente.

Definiciéon 3.-Funcién creciente: una funciéon f ( x ) se dice creciente en un intervalo
abierto si cuando sucede que x < x, implica que f( x) < f( x, ). Ademas dicha funcion se
dice creciente en x = x, si f( x ) es creciente en algun intervalo abierto que contenga a
x, . La definicion de funcion decreciente se obtiene con las mismas condiciones dadas, tan
so6lo cambiando el sentido de la desigualdad de la funcién f evaluada en ambos puntos. Por




otra parte una funcién f se dice mondtona sobre un intervalo cualesquiera, si es no
creciente o no decreciente en dicho intervalo.

Respecto dc la diferenciabilidad de una funciéon f de R"en R no existe una
extension directa de la definiciéon comiin de derivada. Sin embargo, como la notacion de
diferenciabilidad se extiende facilmente, se tomara esta nocién basica para definir funcion
derivable en este contexto.

Definicién 4.-Funcion diferenciable de R™ en R: si f es una funcién de R*® en R, se dice
que f es diferenciable en el punto x si f esta definida en una vecindad B ( x;r ) de x y si
existe un vector a ( independiente de h ) tal que para cualquier puntox+hen B ( x;r)

f(x+h)=f(x)+a*h+ O(x;h)eh donde lhi_nld>(x;h)=0.

Los teoremas que demuestran que si una funcion f de R en R es diferenciable en un
punto, entonces la funcion f es continua. asi como también los respectivos que involucran
la suma y el producto de dos o mas funciones diferenciables, se extienden para las
funciones de R® en R. Sin embargo no se demostraran, pues sus respectivas implicaciones
no se utilizan en el desarrollo del presente trabajo.

Considere ahora una funcién de R® en R, con n = 2. En un punto x del dominio de
la funcion f no tendra en general una razéon de cambio unica, sino que cambiara en
proporciones distintas, segun en la direccion en que x se mueva. La razon de cambio de f
en la direccion de u, siendo tal un vector unitario !, se denomina derivada direccional de f
en la direccion de u en el punto x. Debe notarse que el valor de la derivada direccional
depende solo de los valores de la funcion f en los puntos sobre la recta que pasa por x y es

paralela a u. Puntualmente, considerando una funcidon f de R® en R, se tiene la definicion
que a continuacidén de aborda.

Definiciéon S.-Derivada direccional: la derivada direccional de f en la direcciéon de wu,
donde tal es un vector unitario en R", es la funcion D fcon regla de correspondencia

D (x) = fim LETR® =)

y con dominio el conjunto de todos los puntos x del dominio de f para las que existe el
limite.

Para funciones de R” en R se puede aplicar un procedimiento analogo al de los
cuatro pasos para derivadas de funciones de R en R. Es decir, dada f ( x ), primero se

! Recucrde que punto unitario ¢s aquel vector de longitud igual a 1a unidad. d6ndc si a es un vector

1
distinto de ccro, cntonces | — | a cs un vector de longitud igual a uno que estd cn la direccion de a.
a




incrementa una de las variables la correspondiente a la primer coordenada, en una cantidad
h, luego se divide entre h el incremento correspondiente de f, y finalmente se hace tender h
a 0. Lo anterior nos conduce a la derivada parcial de f con respecto a la primera
coordenada. En otras palabras, las derivadas direccionales en la direccion de los ejes
coordenados reciben el nombre de derivadas parciales.

Definicién 6.-Derivada parcial: si f es una funcién real definida sobre un conjunto abierto
de R® y u, es el vector con componente k-ésimo 1 y todos los otros componentes O 2,
entonces se llama a D, f la derivada parcial de f con respecto a la k-ésima coordenada.
Se denotara por brevedad D, f y sera la funcidn con regla de correspondencia

D, f(x)= “mf(“"h“g)‘f(x)
. b0 h

y el dominio el conjunto de puntos x en el dominio de f para los que el limite existe. Al

vector de derivadas parciales se le denota por Vf( x ) = ( S . Sf yeeen S f ), este
S x;, & x, S x,

vector recibe el nombre de gradiente de f en x. L.a derivada parcial de D, f con respecto a

la coordenada j, o j-ésima se denota por D j( D, f), que a su vez se puede expresar como

D, .f, y recibe el nombre de derivada parcial segunda de f. Es claro que se pueden seguir

tomando derivadas parciales de f de 6rdenes superiores. Por ultimo se debe tener presente

S ( Sw Y_ JS*w

D, . f = = .
que D, f(x) Sx, & x, 5x;6 x,

Si la funcién f es continua y diferenciable se define como la matriz Hessiana o
simplemente el Hessiano de f( x ) ( escrito por H ( x ) ), a la siguiente matriz cuadrada:

S? £(x) 5? f(x) &5? f(x)
S x? S x8 x;, S x5 x,
Sf(x) Sf(x) &2 F(x)
H(x)={ 5 x,8x, Jxi; 8x,8 x,

S2f(x) SF(x) &% f(x)
5 x,6x, 6§ x,5x,  Jx2

2 Que en conjunto sc conocen comMo vectores base, o individualmente como vector coordenado unidad
de R" . Por cicmplolosu, parak =1, 2, .... n, son:
w=(10,..,0),u,=(0,1,...,0),....,u,=(0,0,...,1)
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El Hessiano valuado en el punto y, se escribe H ( y ). En esta tesina se hara
mencién al Hessiano de manera indistinta con los simbolos g (x), H(x ), o H.

Como se vera mas adelante en el caso de extremos libres, es posible expresar la
condicion de suficiencia de segundo orden en forma de determinante del Hessiano 3. En
los modelos de optimizacion restringida cn lugar del determinante Hessiano, se encontrara
lo que se conoce con el nombre de Hessiano orlado. Preparando el desarrolio de esta
idea, sc analizaran las condiciones para que sea definida una forma cuadritica de dos
variables sujeta a una restriccion lineal, y posteriormente se deduciran los resultados para

fa condicién de segundo orden, en la parte que corresponde a los teoremas de la
programacion clasica.

Sea q =au? + 2huv + bv? sujetoaau + Bv = 0. Puesto que la restriccion
implica v = _(E) u, se puede volver a expresar q como una funcion de una unica variable

2
q ={aB?® - 2hafp + ba? );—2 . Es obvio que q sera definida positiva ( negativa ) si y solo

si la expresion entre paréntesis es positiva ( negativa ). Ahora bien, el siguiente
determinante simétrico

O a B
deti o a h {=2haP - apf® - ba?
B h b

es exactamente el negativo del polinomio que multiplica al cociente de la expresion q.
Dado lo anterior, se puede expresar que

. definida positiva et +p o

€ € a o =

a definida negativa swjeta v M

) 0O a B <0

il Bl h > O respectivament
e.

B h b P

Es digno seiialar que el determinante aplicado en este criterio no es mas que el

discriminante de la forma cuadratica original . con la orla la primera fila y la otra

a h
h b
en la primera columna. Ademas, ésta se compone s6lo de los dos coeficientes a y 3 de la
restriccion, mas un cero en la diagonal principal. Este discriminate orlado es simétrico.

3 La demostracion del criterio para cne de de funci dc variables sc encuentra cn ia
parte de los T impor de Optimizacio ica cn la sigui ion, del mi > capitulo.
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Volviendo al punto de en qué casos las derivadas parciales mixtas de f son iguales,
se puede encontrar demostrado en libros de Calculo resefiados cn la bibliografia del
presentc trabajo. Dicho teorema garantiza esta igualdad, si se cumple que la funcion f, las
parciales respecto a "x" y a "y", ¢ incluso las mismas mixtas son continuas en una regioén
abierta R. Se concretara ahora, lo que se entiende por clase, que se relaciona con la
continuidad de derivadas parciales de orden n.

Definicién 7.-Clase: se dice que una funcion f pertenece a la clase C* sobre un conjunto
abierto A, lo que se escribe: £ € C*® sobre A, si todas las derivadas parciales de orden n de
f son continuas sobre A.

En general se puede decir que si f € C" sobre un conjunto abierto £, entonces
cualesquiera dos derivadas parciales de orden n o menor, con los mismos subindices, son
iguales en £ aunque el orden en que los subindices aparezcan sean diferentes.

Existe a menudo el problema de analizar en que punto del intervalo donde se
define la funcion f, ésta alcanza su punto maximo o su punto minimo; o en otras palabras
localizar los valores mas grandes y mas pequeiios de una funcion en un intervalo. Se debe
entender que una funcion f tiene un valor maximo relativo en un intervalo en un punto c si
f ( ¢ ) es mayor o igual al valor de la funciéon en cada uno de los puntos del intervalo;
similarmente para el minimo relativo £ ( ¢ ) es menor o igual al valor de la funcion en los
mismos puntos. Formalmente se ticne la siguiente definicion.

Definicién 8.-Maximo relativo de R en R: una funcion f tiene un maximo relativo en un
punto ¢ si existe una vecindad de ¢, N ( ¢ ), tal que para todo "x”" en N (c ) y en el
dominio f({(x )< f(c).Unnamero tal f( ¢ ) se lama ( valor ) maximo relativo de la
funcion. Un ( valor ) minimo relativo de la funcion se define de modo anilogo.

Para determinar los valores maximo y minimo relativos de una funciéon f de R"” en
R, se tiene que reflexionar en la condicion necesaria: si f tiene un valor maximo o minimo
relativo en un punto x, entonces todas las derivadas parciales de orden uno o son nulas o
no existen en x,. Sin embargo, la condicion no es suficiente para asegurar la existencia de
un valor maximo o un valor minimo relativo de la funcion en tal punto. Para funciones de
R*® en R, con n = 2 se puede obtener una razon suficiente para la existencia de un maximo
o 'un minimo relativo que puede extenderse, aunque con dificultad, a funciones definidas
sobre espacios de mayor dimension.

Definicién 9.-Maximo relativo de R" en R: la funcion f tiene un maximo relativo en el
punto x, si existe una vecindad N de x, tal que paratodox € N~ D, f(x) < f(x,). Un
( valor ) minimo relativo de la funcién se define de modo analogo.




Si f( c ) * es el maximo ( minimo ) relativo de la funcién en un intervalo, entonces
se dice que f alcanza su miximo ( minimo ) en ¢, y el punto con coordenadas (¢, f (c)),
representa el punto mas alto ( bajo ) de la grafica. Los maximos y minimos son los valores
extremos de la funcion f. Estos valores extremos se pueden alcanzar en mas de una vez.

Definicién 10.-Valores extremos: los valores extremos de una funcion son los maximos y
minimos relativos de una funcion, para ambos casos. Estos valores también se llaman
minimo absoluto y maximo absoluto de f en un intervalo ( o conjunto abierto, segun
corresponda ). Los maximos y minimos locales de una funcion también son importantes.

L.a palabra local se refiere a que estos maximos o minimos lo son en relacién con
un intervalo abierto que contiene al punto en estudio. Esta definicion se extiende para
funciones de R" en R.

En los puntos correspondientes a los extremos locales de una funcion f, la recta
tangente es horizontal ( con pendiente m = 0 ), o bien la grafica tiene un pico °. Las
abscisas de estos naimeros son en los que la derivada es cero o no existe. Se definira
formalmente puntos criticos, que también se extiende para funciones de R" en R.

Definicion 11.-Puntos criticos: los puntos criticos de una funcion definida sobre un
intervalo ( o conjunto abierto para funciones de R® en R ) son los puntos donde la
derivada ( o bien la derivada parcial ) o es cero o no existe, y también los puntos extremos
del intervalo si es que pertenccen al intervalo ( © en un punto frontera del dominio de la
funcidn, en términos genéricos ). Una funcidn no tiene necesariamente un valor extremo
en cada punto critico. Los valores extremos de una funcion pueden solo ocurrir en puntos
criticos.

Para describir la grifica de una funcion derivable f, es substancial saber como se
esta doblando o flexionando la curva. Esta flexion se reficre a lo concavo o convexo de
una grifica. La definicion de convexidad de una funcion es objeto de la aceptacion de una
convencion, de la misma manera que pudiera la definicion de la direccion de norte-sur.
Curiosamente en algunos textos antiguos lo que ahora se ha convenido casi
universalmente como convexidad, era definido como "concavidad” y viceversa. De manera
formal en términos de topologia se tiene, lo siguiente:

‘Definicion 12.- Funcion convexa: Sea f una funcion definida sobre un conjunto convexo
S, tal que S — R" . Entonces se dice que f es una funcion convexa, si dados x. 3 € S se
ticne que

F(AX+(1-A)y)SAf(x)+(-A)(y) YAe[O 1]

4 Dc igual forma succde si el niimncro real ¢, se intcrcambia por ¢l vector n-dimensional c.
3 Para Ias funciones dc R ¢n R. en vez de ser recta tangente, esta idea se extenderia a ser un hiperplano
tangcntc a la supcrficic.



Se dice que f es coOncava, si - f es una funcién convexa. Si la desigualdad se cumple
estrictamente para A €( 0, 1 ), entonces ia funcion es estrictamente convexa; es decir,

fCAXx+(1 - V) Y)<Af(x)+(1 - Af(y) Vx=y.

Actualmente. en general se acepta que: una funcion f es concava en e! intervalo
a<xx<b, silalineca queune a los puntos (a, f(a))y (b, f( b)) encuentra debajo de la
funcion, y es convexa en dicha intervalo si la recta antes mencionada se halla arriba de 1a
funcion. De modo alternativo geométricamente se tiene que un arco de una curva
denotada por y = f ( x ) se llama concava hacia arriba si en cada uno de sus puntos el arco
esta por encima de la tangente en ese punto. En otras palabras, se puede decir que una
curva y = f ( x ) es concava hacia arriba en donde se cumpla que asx<b si para
cualquier arco PQ de la curva en ese intervalo, la funcion queda por debajo de la cuerda
PQ; y es concava hacia abajo si queda por encima de tales cuerdas, como se puede ver en
la siguiente figura,

P(a, f (al))

Q (b, f(b))

La concavidad de una grafica es rclativa pues esta en relacion a la perspectiva que
se tenga, es decir la curva que desde arriba se ve concava ( se referira esto concava desde
arriba ), resulta que vista desde abajo es convexa, por lo cual es equivalente decir curva
concava desde arriba a decir curva convexa desde abajo. Analogamente, en el caso de
que una grifica es concava desde abajo es similar a decir que es convexa desde arriba. La
convexidad y la concavidad vistas desde arriba, grificamente se manifiestan con
abombamientos y depresiones, respectivamente. Para unificar la perspectiva en esta obra,
cada vez que se hable de concavidad de la grifica de una funcion sera desde arriba y se
hara referencia a esto diciendo: "...es comncava hacia arriba...”, similarmente para el
segundo caso 6.

6 Nétese que s¢ intercambid 1a preposicion desde por hacia. csto debido a que en 1a mayoria de los textos
sc maneja dc csta forma.
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Antes de continuar, seria propio recalcar los siguientes puntos,
a ) la definicién de funcion céncava ( convexa ) no depende de la definicion de funcion
continua ( discontinua ),
b ) una funcién que es céncava sobre una region es convexa respecto a la regidén
complementaria,
c ) una funcion lineal es a la vez concava y convexa.

La importancia de la convexidad ( concavidad ) de funciones para la teoria de
optimizacidén es notable, ya que demuestra que si la funcion es convexa ( céncava ), sus
minimos ( maximos ) son globales, mientras que sus maximos ( minimos ) pueden ni
siquiera existir, o ser dificil de identificar el global, entre todos los maximos locales. Asi,
para cualquier aplicacion, es crucial el determinar las propiedades de convexidad de la
funcién para poder precisar la clase de Optimo obtenido en un momento dado. En términos
de la teoria de optimizacion, se requieren propiedades de convexidad para poder obtener
condiciones de suficiencia para la optimalidad.

Por otro lado, como la flexion de la grafica de una funcion f concierne al cambio
en direccion de la grafica y como f °° da la razén de cambio de la funcion pendiente f 7, la
consideracion de los valores de f ©° debe de darmos informacion sobre la flexién de la
grafica.

Al dibujar la grafica de una funcion f, los puntos en los que la direccién de la
concavidad cambia deben ser claramente identificados con la mayor exactitud posible.
Noétese que los picos de las graficas pueden ser también de tal clase. Se precisara el
concepto de punto de inflexion.

Definiciéon 13.-Punto de inflexion: un punto sobre la grafica de una funciéon donde la
direccidon de concavidad cambia, se llama punto de inflexién. Una curva y = f( x ) tiene en
X = x, un punto de inflexién si f "'(x, )= 0, 0 si no esta definida y tal cambia de signo al
crecer "x" a traves de x, , lo cual equivale a que f ""'( x, ) ®= O cuando ésta existe.

Con esta ultima definicion se concluye la primera parte de este capitulo, dando
paso a la segunda seccién que constantemente empleara muchas de las definiciones ya
citadas.

1.2 Teoremas importantes de Ia programacién clésica.

Los problemas del mundo real tienden a tener muchos criterios alternativos en la
basqueda de soluciones, que en apariencia son inciertos y es muy dificil si no imposible,
encontrar una solucion que sea realmente optima. Existe la posibilidad de considerar como
Optima la solucién que sea mas satisfactoria, en cuyo caso la satisfaccion es la meta en vez
de la optimizacién ( afortunadamente en problemas matematicos la situacidn no es tan
drastica ).

En modelos de caracteristicas similares a los de este trabajo, una solucion se llama
optima cuando es la mejor de acuerdo a ciertas pruebas matemiticas. Asimismo, es
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preciso saber que éstos tienen el comin denominador de buscar un optimo ( si es que
existe ), aunque al mismo tiempo, tales tienen rasgos muy propios que los distinguen entre
si. Es por ello que cada problema requicre de un tratamiento particular para hallar su
optimo que se logra mediante la eleccion de una alternativa de entre una extensa variedad
de posibilidades. Dentro de esas posibilidades esta el emplear algunos teoremas
importantes de la programacion clasica, que en esta seccion se analizaran. Se hara la
referencia de estas preposiciones de acuerdo a su complejidad, iniciando con los
respectivos de funciones de R en R, y posteriormente con los corrcspondientes de las
funciones de R" en R.

El primer teorema que se va a tomar en cuenta nos indica cuando una funcion de R
en R en un intervalo ( a, b ) tiene un maximo o un minimo, y en qué punto se encuentra.
Esto se logra al examinar solo la primera derivada de 1a funcion. De igual manera se puede
examinar los lugares donde la funcion es creciente o decreciente de acuerdo al
comportamiento del signo de la primera derivada. Este teorema se puede encontrar como
el criterio de la primera derivada en diversos libros del calculo diferencial.

1.2.1. Criterio de In primera derivada. Si ¢ es un punto critico de f y si existe un
intervalodado [a, b ] conc € (a,b)tal que fes continua sobre [a,bly

1)f(x)=0Oparax €e(a,c)y f'(x) = 0parax € (c,b), entonces f tiene un
maximo relativo en c;

2)f(x)=Oparax € (a,c)y f'(x) = O parax € (¢, b), entonces f ticne un
minimo relativo en c.

3)f(x)>0Oparax € (a,c)yf'(x)>0Oparax €(c,b),of(x)<Opara x €
(a,c)yf'(x)<O0para x € (¢, b) entonces f no tiene ni un Miaximo, ni un minimo
relativo en c.

Demostracion.
1)Como f'(x) = O parax € (a, c), fes no decreciente sobre { a, ¢ ] pues si fes
continua sobre un intervalo J y f'( x ) = O en todo punto interior de J, entonces f es no
decreciente sobre J. De donde
f(x)=<f(c)paratoda x € (a.c).
Como f'(x) < Oparax € (c,b) fesno creciente sobre{c. b}
De donde, f(x )< f(c)paratoda x € (c,b).

Asipues, f(x ) < f( ¢ ) para todax < f(c) y ftiene un maximo relativo en c.

2 ) La prueba de esta parte del teorema es analoga a la de ta parte ( 1 ). Es decir,
como f'(x ) =< O para x € (a, c), fes decreciente sobre { a, ¢ ] pues si f es continua sobre
un intervaloJ y f'(x ) s O en todo punto interior de J, entonces f es decreciente sobre J.

De donde

f(x)=f(c)paratoda x € (a,c).
Como f'(x)=Oparax € (c,b), fescrecientesobre{c,b].
De donde, f(x) = f(c)paratoda x € (c,b).
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Asipues, f(x) = f(c) paratodax 2 f(c)y ftiencun miaximo relativo en c.

3)Sif'(x)>0parax € (a,c)entonces fescrecienteen{a, c]ysif'(x)para
toda x € (¢, b ) entonces fes creciente en { a, ¢ J. Luego f es creciente sobre el intervalo [
a, b ]. Anidlogamente, se¢ ve que si f' es negativa a ambos lados de c entonces f es
decreciente en el intervalo [ a, b }. En cualquiera de los casos, f no tiene ni un maximo ni
un minimo relativo. Lo que completa la demostracion.

El siguiente teorema nos dice que cuando una funcion f definida en una vecindad,
tiene un punto extremo, y la derivada existe en tal punto entonces, ésta ultima es igual a
cero. Esto se puede ver geométricamente a partir del hecho de que cualquier punto
extremo de la grafica de una funcion, tiene una recta tangente cuya pendiente es cero,
debido a que la recta es horizontal. Se debe recordar que la primera derivada de una
funcion f, representa la pendiente de la recta tangente en un punto x.

1. 2. 2. Teorema que garantiza Ia existencia de un éptimo para funciones de Ren R.
Si 1), la funcion f tiene un valor extremo en c; 2 ), f esta definida en una vecindad de c; y
3), £'( c) existe, entonces f'(c )= 0.

Demostracion.
Suponga que f tiene un maximo relativo en c. Existe un nimero k > 0 tal que f esta
definida sobre (c-k,c+ k), f(x) < f(c). Luego paratodah € (0, k),

f(c+h)—-f(c)so
h

yporlotanto, £ “'( c )< 0. Paratodo h € ( -k, 0), se tiene

f(c + h)—f(c:)Zo
h

yporlotanto, f “’'( ¢ ) =0. Como f '(c ) existe por hipotesis £ “*"(c)=f"'(c),y por
fotanto, f'(c)=0.

Ahora, supongase que f tiene un minimo relativo en c. Existe un niamero k > O tal
que f esta definidasobre (c-k,c+ k), f(x)= f(c). Luegoparatodah € (0, k),

f(c~4—h)--f(c)20
h

yporlotanto, f*'( ¢c)=0. Paratodo h € (-k, 0), se tiene

f(c+ h)—f(e)_,
h
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y por lo tanto, £ *’( c ) 0. Como f ‘( ¢ ) existe por hipotesis f*'(c)=f"'(c), y por
lo tanto, f'( ¢ ) = 0. Lo que completa la demostracion.

Este teorema confirma como consecuencia inmediata que los valores extremos de
una funcién definida sobre un intervalo pueden aparecer solamente en:

1 ) puntos donde la derivada ¢s cero,

2 ) puntos donde la derivada no esta definida, o

3 ) puntos extremos del intervalo si es que pertenecen al mismo.

El teorema que sigue es conocido bajo el nombre de crirerio de la segunda
derivada, por medio de éste se pueden hallar los maximos, minimos, puntos de inflexién,
intervalos de concavidad, etc., de una funcién f. Para problemas de optimizacién con
restricciones se utiliza con frecuencia.

1. 2. 3. Criterio de Ia segunda derivada. Supdngase que f es diferenciable en una
vecindad N (c)dec, donde f'(c) =0,y que f"(c) existe.

1) Si f" (c) < 0, entonces f tiene un maximo relativo en c.
2)Sif" (c) >0, entonces ftiene un minimo relativo en c.

Demostracion.

1)si
imE(x)=-€Cec) g,
-ve x — ¢

entonces por el teorema que enuncia que " si Iimf =L ya < L < b, entonces
e

existe un numero k > 0 ral que a < f(x ) < b para todo x en el dominio de f que
satisfaga 0 <| x—x,| < k ", existe una vecindad ( a, b ) de c tal que

f'(x)-f'Ce)_f(x)
x — ¢ T x — ¢

<Oparatodox € (a,b) v (c,b).

Se puede suponer que (a, b ) < N ( ¢ ). Entonces fes continua sobre[a, b ]y
f'(x)>0paratodox € (a, c),
f'(x)<Oparatodox € (¢, b)),
por lo tanto f tiene un maximo relativo en c.

2 ) La prueba es analoga, es decir, si

Iim———-——-——-———f (x)-f(c ).o
x> x — ¢
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entonces con el apoyo del mismo teorema de limites utilizado en la primera parte
de esta demostracion, se tiene que existe una vecindad (a, b) dec,
tal que

f'(x)—f'(c)_ f£(x)
x — ¢ T x - ¢

>Oparatodox € (a,b) u (c.b)

Se puede suponer que (a,b ) < N (c). Entonces fes continuasobre{a,bly
f'(x)<Oparatodox € (a,c),
f'(x)>Oparatodox € (c,b),

por lo tanto f tiene un minimo relativo en c. Lo que completa la demostracion.

Al momento de buscar un 6ptimo de alguna funcion f en caso de que exista, podria
pensarse que es indistinto el emplear un criterio en vez del otro. Sin embargo, para
establecer la condicion de suficiencia en algunos casos es mas recomendable el uso del
primer criterio en lugar del segundo criterio, o viceversa. Por ejemplo, si se tiene en la
primera derivada una expresion muy extensa que involucre cocientes, raices n-€simas,
etcétera, es mas recomendable el emplear el criterio de la primera derivada; si se trata de
una expresion no muy extensa el utilizar el criterio de la segunda derivada es notablemente
mas ventajoso.

El préximo teorema tiene mucho que ver con el crirerio de la segunda derivada,
de hecho se desprende de él. Esta proposicion muestra como encontrar de una manera
conveniente y rapida la concavidad de la grafica de una funcion f a partir de la segunda
derivada. Se presenta la demostracion para ambos casos de concavidad.

1. 2. 4. Teorema concavidad de la grifica de una funcién. I ) Si f"( x ) > O para todo
punto x € ( 8, b)) entonces la grafica de f es concava hacia arriba sobre (a, b ). 11 ) Si se
tiene que f"( x ) < O para todo x € ( a, b ) entonces la grafica de f es concava hacia abajo
sobre (a, b ).

Demostracion.

I ) Tomese dos puntos cualesquiera x, y x, en ( a, b) tales que x, < Xx,. Sean los
puntos P, =( x,, f(x, )Yy P, =( x,, f( %X, )). ToOmese un namero cualquiera entre
X, ¥yX,: (1 -t)x, + tx,,dondet € (O, 1). Segin el teorema del valor medio existen
puntosc € ( x,,{(1 -t) x;, +t x, )y otros puntos cualesquierac’'e ((1-t) x, +t x,,
x,) tales que

F1-t) %, +t x, )—-f(% )
(1-t)x, + 1t x, - X,

=f'Cc)

FCx; ) - £CC1 - t)x, + t x; )
X, - (1=~ t)x, -t x,

=f'(c’).

e T F e e
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Las condiciones para el teorema del valor medio se verifican en los intervalos
[x,(l-t)x, +tx, ]y [(1-1t)x,+tx,,x,]

ya que f"( x ) existe paratodax € [ x,, x, J. Como f"(x) >0 paratodox € [ x,, x,1,
1a funcidn f ° es una funcién creciente sobre [ x,, x, ], de donde

f'(c)<f'(c’).
Por tanto,

FCL-t)x, +t x; )—FCx, ) fC %, ) - £CCY - t)x, + tx, )
t( x; - x, ) CCT1-t)(x; ~%,)

Cl-t ) FCCI-t )x, + t X; )-( V-t )Ff( x; I <<tf( x; )-tf(( 1-t )x, + tx, )
FI-t )X, +tx,)<(1—-t)F( x;, )+tf( x, ).

Asi pues, si f"(x ) > 0, para todo x € ( a, b)), la grafica de f es cOncava hacia arriba sobre
(a,b).

HH)Sif"(x)>0paratodo x €(a,b),
entonces
[-fT(x)=-f"(x)>O0Oparatodox € (a,b).
De donde, por analogia de la primera parte de este teorema,

SF1-t )%, + t X)) <( 1=t ) - £ x, ) ]+t [- £( %, )]

F1—~t )x,+t x, )>(1—t)Ff( x, )+t £( x, ).

Por la tanto, la grafica de la funcion f es concava hacia abajo sobre ( a, b ). Lo que
completa la demostracion.

Ahora bien, el teorema siguiente nos dice que los valores extremos de una funcién
de R® en R definida sobre un conjunto abierto pueden ocurrir sé6lo en los puntos criticos
de la funcién. Sin embargo, la funcion no necesariamente tiene un valor extremo en cada
uno de los puntos criticos.
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1. 2. 5 Teorema quc garantiza Ia existencia de un 6ptimo para funciones de
R" en R. Si la funcion f definida sobre un conjunto abierto € de R" tiene un valor
extremoen X, € £ y D, f( x, ) existe, entonces D, f( x, )=0.

Demostracion.
Supodngase que f tiene un maximo relativo en x, . Entonces

. f( %, +hu, )= f( x, )so

b0 h

Y f
lim fC xo +hu, )= %, )20.
b-s0" h

Como D,f( x, ) ecxiste, los dos anteriores limites deben de ser iguales a
D,f(x, ). Luego D, f(x, ) = 0.
Si f tiene un minimo relativo en x,, entonces - f tiene un maximo relativo en x,. Aplicando
la parte del teorema ya probada a - £, se obtiene D, f( x, )= 0. Lo que completa la
demostracion.

Como se ha visto los puntos criticos ocurren cuando la recta tangente a la grafica
de una funcion es horizontal. En el caso de funciones de varias variables, como se
recordara, los puntos criticos suceden cuando el hiperplano tangente a la grafica de la
funcién es horizontal. En otras ideas, donde las derivadas parciales de f ( o bien el vector
gradiente de f) respecto a las variables de la funcion deben anularse.

Para un punto x € R" el sistema representado por el Vf(x ) = 0 contendra
ecuaciones ( tal vez muchas seran no lineales ). las cuales podran tener una solucién, mas
de una solucion o en otro caso ninguna solucion. Para n = 1 un punto critico que no es
maximo, ni minimo debe corresponder a un punto de inflexién, pero para n = 2 hay mas
posibilidades; para n = 2, por e¢jemplo, un punto critico puede ser un punto silla.

Los criterios de la primera y de la segunda derivada para funciones de R en R, se
extienden para funciones de R" en R. Concretamente la condicion de suficiencia de la
segunda derivada para el caso n-dimensional es mas complicada que cuando "x" es un
escalar pues no basta checar las segundas derivadas parciales individualmente. Debido al
modo en que esas derivadas estan relacionadas a la curvatura de la grafica de f, la prueba
debe ser reemplazada usando la matriz Hessiana H ( x ) ya se definida anteriormente. Si f
tiene las segundas derivadas parciales continuas entonces, se tiene la relacion siguiente de:

2 2
5 S(x) _ 38 S (=) paraj,i = 1, 2, ...,n, y el Hessiano sera simétrico.
& x, 8 x; 6 x;8 x;
Revisar el signo de la segunda derivada cuando n = 1, es similar a revisar las componentes
de la matriz cuando n > 1. Los distintos tipos de matrices, donde M es una matriz de »
por 7 y z un vector n-dimensional, a continuacion se definen,

§
%
L
]
3



positiva definida
positiva semidefinida

T
. . . <>z Mzes
negativa semidefinida

paraz = 0.

AWN Y
© 000

negativa definida

La relacion entre el Hessiano y clasificaciéon de puntos criticos para el caso de
minimizacion a continuacioén se resume,
si x es un punto critico de f( x ), entonces
H ( x ) es positiva definida = x es un minimo absoluto,
H ( x ) es positiva semidefinida Vv x en alguna vecindad de x = x es un minimo absoluto,
x es un punto minimo = H ( x ) es positiva semidefinida.

A continuacidn se demostrara el teorema relativo a la condicion de suficiencia para
optimos de R® en R. Conforme la n del espacio n-dimensional R"™ se incremente, se
complicara gradualmente la prueba de este teorema. Se asumira que f es una funcion de
R? en R, en la demostracion de la ya mencionada proposicion.

1. 2. 6. Criterio para localizaciéon de 6ptimos de funciones de R" en R. Supdngase que
f es una funcién de R? en R que pertenece a la clase C* ( la demostracion es similar para
cuando n > 2 ) para en una vecindad de x,, y supongase que D, f( x, ) = D,f( x, )=0.
1.- Si D, ,f(x,)D, ,f(x,)— (D, ,f(x,))? > 0, entonces f tiene un valor extremo en x,:
un maximo relativo si D, ,f(x,) < 0 y un minimo relativo si D, ,f(x,) > 0.

2.- Si D, ,f(x,)D, ,f(x,)— (D, ,f(x,))* <0, entonces f no tiene un valor extremo en
Xx4: tiene un punto silla o de ensilladura.

Demostracion.
Tomese un punto x, + h en la vecindad reducida B'( x,; r )y sea h = ( h, , h, ). Usando
el teorema de¢ Taylor, se tiene que parauncierto 8 en(0, 1)

f(x,+h)-f(x,)=h, D, f(x,)+ h, D, f( xn)+% {hi D, ,f(x, +6h)
+2h, h, D, , f(x, +6h )+h] D, , f(x, +6h )]

== [h’D, ,f(x,+6&h)+2h, h, D, ,f(x,+&h )
+hiID,, f(x,+6h )]

=—;:{Ahf +2Bh, h, + Ch2 ]

1
2

donde A=D, ,f(x, +6h ),B=D, , f( X, +6h ),C=D, , f( x, +Oh ).

S
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Seag= D, ,fD, , f -( D, ,f)?; entonces g es continua sobre B ( x,;r).
1.-Sig(x,)>0yD, f(x,)<0, entonces existe una vecindad B ( x,; § ) contenida en
B ( x,; r)tal que paratodoxen B ( x,; 5 )

g(x)>0 y D, ,f(x)<O0.
Si se toma x, + hen B ( x,; J ), entonces x, +fhenB ( x,; 5 )y
g(x, +6h)=AC-B*>0 y D, ,f(x, +6h )=A <O0.

Por lo tanto, para todo x, +6henB'( x,: § ).
£(xg+h)-F( x, =-;— [ Ah? +2Bh, h, + Ch? ]

=~——,,i\ { ( Ah, + Bh, )* + (AC - B? )h? ] <o.

Esto prueba que f tiene un maximo relativo en x, sig ( x, ) >0y D, ,f( x, ) <0. La
prueba que f tiene un minimo relativoen x, sig(x,)>0yD, ,f( x, )> O es analoga a
la anterior.

2.- Si g ( x, ) < 0, se demostrara que hay dos rectas L, y L., que pasan por x, tales que la
funcion £ ( x, ) es un minimo relativo de los valores de la funcion sobre una de las rectas y
es un maximo relativo de los valores de la funcion sobre la otra recta.
Sih=|hlu=]h|(u,,u,), entonces

f(x, +h)-f(x,)=2 [b|* [ Au} +2Bu, u, +Cu}l.

Seaa=D, f(x%x,),b=D, ,f(x,),c=D,, f(x,). Como f € C* sobre B ( x4; 1),
para toda |h| suficientemente pequefia Auj + 2B u, u, + Cuj, y por lo tanto se tiene que
f( xo +h)-f(x,), tiene el mismo signo que au] + 2b u, u, + cuj, con tal que éste
ultimo sea realmente distinto de cero. Ahora se demostrard que siempre hay dos
elecciones de u = ( u, , u, ) tales que au? + 2b u, u, + cu} tiene signos opuestos para
estas dos elecciones. Es decir, tales que f ( x, ) es un minimo relativo para una de estas
dos elecciones y un maximo relativo para la otra.

Considerese tres casos.
Caso 1. a = O.
Si(u, ,u,)=(1,0), entonces au] +2bu, u, +cuj =a.

Si(u,,u,)= (b, -a ), entonces

a® +b?




2 2 a
au; +2bu, u, +cu; —-————-—m g(x,)

Asi pues g ( x, ) < O, para |h] suficientemente pequeila, pero no cero, el signo del
incremento f( x, + h ) - f ( x, ) sera diferente cuando x, +h e L, = { x, +t ( 1,0)}
que cuando x, + h eL,={ x, +t (b, - a)}. Asi pues f ( x, ) es un valor minimo
relativo sobre una de las rectas y un valor maximo relativo sobre la otra.

Caso 2. ¢ = O.
Este caso es analogo al caso 1. Aqui f( x, ) es un valor minimo relativo respecto a una de

lasrectas, L, = { x, +1(1,0)} yL,={x, +t(c, -b)},yesun miximo relativo sobre

la otra recta.

Caso 3.a=c=0.
Como g ( x, ) =ac - b? <0, se debe tener b = O.

. 1
Si(u, ,u,)= 7—;—( 1, 1), entonces au? + 2bu, u, +cui =b.

Si(u, ,u, )=—‘/l—?( 1,- 1). entonces
au! +2bu, u, +cul=-b.

Asi pues, se puede concluir que para ] h I suficientemente pequeifia, pero no cero,
el signo del incremento f( x, + h ) - f( x, ) sera diferente con,

x, +helL,={x,+1t(1,1)},

que cuando x, +h eL,={ x, +t(1,-1)}. Y de nuevo f( x, ) es un valor minimo
relativo sobre una de las rectas y un valor maximo relativo sobre la otra. Lo que completa
la demostracion.

En muchas ocasiones se necesita calcular ¢l 6ptimo de una funcion sujeta aunao a
un conjunto de restricciones de igualdades. En la( s ) restriccion( es ) adicional o
adicionales comunmente todas o algunas de las variables estan en correlacion con el resto,
y en miltiples circunstancias es despejable cualquiera de las variables. Cuando lo anterior
sucede, y es sustituible en la funcidon principal, es posible optimizar la funcion f, mediante
los criterios clasicos de la programacion ya mencionados. Sin embargo, este
procedimiento no siempre es factible, y su aplicacion puede dificultar demasiado el
problema original. Otro hecho que desfavorece al método citado, es que en algunos
problemas puede ser imposible despejar a alguna de las variables. Es por ello que es a
veces mas ficil y recomendable usar la técnica de Lagrange. A continuacion se demostrara
el teorema de la funciéon implicita, que sirve de base para demostrar el teorema de los

multiplicadores de Lagrange.

i
H
i
H
§
H
i
i
H
}
H
H
i
+
H
¥
H
i
H
2
3
4




19

1. 2. 7. Teorema de la funcién implicita. Sea F una funcién de R? en R que pertenece a
la clase C' en un conjunto abierto A. SiF ( x, )=0y D, F( x, ) = 0, donde el punto
denotado por x, = (X, , Yo - Zo ) € A, entonces existe una vecindad N de ( x, , ¥, ), una
vecindad de z, ( z, - ¢, z, + ¢ ), y una funcién tnica f € C' sobre N tal que

f(x,,¥0) =2,
yparatodo(x,y) € N,

f(x,y)e€(z,-¢c,z5+cC)

F(x,y.f(x,y))=0.
Ademas para (x,y) € N,

D, F(x,y.f(x,y))
D,F(x,y,f(x,y))

D, f(x,y)=~

D,F(x,y.f(x,y))
D,F(x,y,f(x.y))’

D, f(x.y)= -

Demostracion.

Supoéngase D, F ( x, ) > O, la prueba es exactamente la misma si D, F ( x, ) < 0. Como
D, F es continuaen A, D, F ( x ) > O para todo x en cierta vecindad de B ( x, ; § ) de x,
. Tomese 0 <c < . Para"x"y"y" fijos, D, F ( x, y, z ) aumenta cuando "z" aumenta.
Por Jo tanto como F ( x, ) = O, setiene F ( x,, ¥4, 2, - € ) < O y también se tiene que la
funcion F ( x,, Yo, Z, + ¢ ) > 0. La continuidad de F en A implica la cxistencia de un

nimeror < /& *~c? talque, paratodo (X, y) € B((Xo.¥o):T )
F(Xy,Y0.Zq-¢)<0y F(X3.¥0.2,+cCc)>0

ScaN=B((x,,¥s);r) Sean(x,y)eNyg(z)=F(x,y,z).

Entonces g es continua y crecienteen { z,-c, 2z, +c]. Ademas, g(zZ,-c¢) < Oy por otra
parte g ( z,+ ¢ ) > 0. Lucgo hay un y solo un punto z € ( 2z,- ¢, z,+ ¢ ) tal que la
funcion g ( z ) = 0. Asi pues, para cada punto ( x,. y ) € N existe un z y sélo uno en la
vecindad descrita por ( z, - ¢, z, + ¢ ), tal que F ( x, y, z ) = 0. Si por definicion se hace f
( x, y ) igual a este z, entonces la funcion f esta definida sobre Ny F(x,y, f(x,y))=0
para todo ( x, y) € N. Ademas, f( x, , ¥, ) = Z, -Obsérvese que para cualquier (x, y) €
N, [ f(x,y )—F( Xgs Yo ) ] < c. Se prueba a continuacién que f es continua en N.
Tomese (x,y)en N, seaz=f(x,y), ytomese & tal que,
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O<g<min {z,+c-2z,z-2,+c}.
Considere la region cilindrica que se extiende de = - c a = + ¢ y que tiene N como seccién,
es decir, como proyeccion sobre el plano XY. De acuerdo con el argumento usado para
demostrar la existencia y unicidad de f se pucde comprobar que la existencia de una
vecindad N ( x, y ) de ( x, y ) tal que para todopunto (x",y) € N(x, y)

[ £C x*, y* ) - f({ x, ¥y )]|<e .
Por tanto, f es continua en N.
Se probara ahoraque f € C' en N. Setoma(x,y ) € N

y(
dadopor(x+h, y+k)e N Sea L(h k)=f(x h,
entonces el teorema del valor medio. se tiene

h, k ) tales que el punto esté
y +k)-f(x, y) Usando

O0=F(x+hy+k,f(x+hy+k)D-F(xy f(xy))
=F(x+hy+k,f(x,y)+ L(hk))-F(x,y,f(x,y))
=F(h,y,L(h k))eDF(x+ & hy+ €k, f(x,y)+68L(hk)

donde & esta en el intervalo ( 0, 1 ). Si se hace k = 0, se tiene

hD, F(x+ @ h, y, f(x,y)+ &L (h 0))
+L(hO)D,F(x+&@hy f(x,y)+ 6 L(h 0)=0

Luego para h = O

L(h,0) _f( x+h,y)-f(x,y)_ DF(x+6h,y, f(x,y)+6L(h, 0))
h h D,F(x+ 6h.,y, f(x,y) + 6L(h, 0))

Como fes continuaen(x,y)y D, Fy D, F son continuas en ( X, y, f ( x, y )), el limite
del segundo miembro cuando h tiende a cero existe y, por tanto,

D,F(x,y.g8(x.y))
D, f(x,y)= -t 2222272
! D,F(x,y,8(x,y))
De forma analoga se tiene

D,F(x,y,8(x,y))
D,F(x,y.g(x.y))’

D, f(x,y)=—

Lo que completa la demostracion.
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1. 2. 8. Teorema de los multiplicadores de Lagrange. Supongase que F y G son
funciones de R*® en R quec pertenecen a la clase C' en un conjunto abierto A y DG es
distinta de cero en A. Si %, = ( X5, Yo » Zo ) €S un punto en A en ¢l que F tiene un valor
extremo sujeto a la restricciéon G ( x ) = O, entonces, para algun valor de A , en vector
denotado por ( X, , ¥, . Zo » 4 ) €s un punto critico de

H(x,y,2z, A)=F(x,y.2)+ A G(x,y,Z).

Demostracion.

Supongase que F restringida a la superficie L descrita por G ( x ) = O tiene un valor
extremo en el punto x, . Como DG ( x, ) # 0, una de las derivadas parciales de G es
distinta de cero en x,, es decir D, G ( x, ) = 0. De acuerdo con el teorema de la funcion
implicita, existe una vecindad N de ( X, , Y, ) Y una funcién g € C' sobre N tal que la
funcion g(x,,¥Y,)=2, ¥y, paratodo(x,y) e N,

G(x,y,8(x,y)N=0

D, G(x,y,8(x.¥))

Diglxy)=-~ D, G(x,y.8(x,y))

D, G(x,y.8(%,y))

D8 (Y=~ 5 Gy ey

Sif(x,y)=F(x,y,g(X, y)), entonces f tiene un valor extremo en (X, ,¥,) ¥
D, f(X5,¥0)=D, F(X4.¥,.2,)+ D, 8(X,,Y, )P F(%X5.¥0,20)

D, G(x,y.8(x,y¥))

=D, F Yo -
F(Xor Yo, 20) D, G(x,y,8(x,y))

D,F(X,.Y0,2,)=0

DZ f(xo’y0)=D2F(xﬂ’yo’zo)+Dlg(x0’y0)DJF(xa’yO’zo)

D, G(x,y,.g2(x,¥))
=D, F(Xo,Y¥o,2) —22
2F (X0, Y0-20) "5 G (x.y.8(xy))

se tiene

D;F(X,,Y0,20)=0.

. D; F (x,y,8(x,y))
Luegosi A = ——2 R
& D, G (x.y,8(x.y))

Dy H(X,,Y0,20-4A)=D, F(X,.Y¥0,20)+A D, G(X,,Y,,2,)=0
DIH(XODYO’ZOsA )=D2F(x°’y°‘zo)+2'DZG(XO’YO’ZO)=°

DiH(X0,Y0,20-4)=D3 F(X,,¥6,26)+AD;G(X%Xp,Y0,2,)=0
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D H(X,,Y0,2,4)= G(Xp.Y¥5,2,)=0.

Asipues (X, , Yy, 25 » 4 ) €8 un punto critico de H. Lo que completa la demostracion.

Con esta demostracion se concluye la parte que corresponde a los elementos
teoricos concernientes a diversas ideas, definiciones y teoremas importantes de la
programacion clisica. Ahora se procedera a discutir algunas nociones, conceptos y
proposiciones del calculo diferencial relacionadas con 1a técnica de Lagrange dentro de la
economia matemadtica, que asociadas a lo aqui expuesto, fundamentaran la optimizacion,
interpretacion y anilisis en los modelos economicos del ultimo capitulo.




1I. LA TECNICA DE LAGRANGE
EN LA ECONOMIA MATEMATICA.

2.1 Breve semblanza de la Economia Matemiitica.

Se dice que la cconomia matematica es una aproximacion al analisis econdémico de
un problema dado, en la que se utilizan a la vez tanto un simbolismo estandarizado como
eficaces teoremas matematicos !. Se puede afirmar que el hecho de que un compendio de
economia se sirva de usar técnicas gecométricas para deducir resultados, implica de manera
explicita necesariamente el estar directamente involucrado con la aplicaciéon de la
economia matematica. Sin embargo, como es de esperarse la economia matematica va mas
alla de cuestiones meramente geométricas ( en dos o en tres dimensiones ), haciéndolo por
medio de técnicas matematicas mas eficaces tanto en obtencion de resultados como en las
respectivas interpretaciones. Por citar algunas se tienen: cl algebra de matrices, calculo
diferencial, ecuaciones diferenciales, ecuaciones en diferencia, etcétera.

Como se sabe el inferir con base al razonamiento acerca de un conjunto de datos,
para hallar conclusiones o generalizar resultados partiendo de una serie de supucstos o
hipotesis establecidas, es el objeto de todo analisis tedrico, no exceptuando de elio a la
propia ciencia econdomica. El analisis econdOmico tiene dos vertientes fundamentales que
son la economia matematica y la economia literaria, cuya mayor diferencia radica en que
en la primera los supuestos y resultados obtenidos se establecen con un simbolismo
matematico en vez de expresarlo con palabras, y con igualdades como restricciones por
satisfacer en lugar de proposiciones. Suponiendo que tanto los simbolos y las palabras son
similares o semejantes entre si, o dicho de otro modo tienen mismas implicaciones, es
poco importante que se opte por cualesquiera de los dos, por io que no es absoluto el
decir que el uso de simbolos ( o palabras ) es lo mas beneficioso, pertinente,
recomendable, eficaz. o exacto en la basqueda de la solucién del modelo a discutir.

El ir mas alla de los métodos geométricos es significativo, puesto que a pesar de
que los métodos geométricos tienen la ventaja en la visualizacion, pierden esta cualidad
cuando en las hipétesis establecidas hay mas de dos variables a tratar ( en estos casos se
tendria que trabajar con graficas tridimensionales cuyo manejo es dificil ), y ademas para
mas de tres dimensiones la elaboracion de curvas es imposible. Al enfrentarse con modelos
mas generales que involucren 3, 4, o n variables se debe acudir a instrumentos mas

manejables como lo son las ecuaciones, por lo que se hace indispensable el estudio de
otros métodos matematicos mas poderosos.

La matematica es la ciencia mas recomendable para el planteamiento y solucién de
modelos, entre otras razones porque:
(i) se vale de un "lenguaje” es sobrio, claro y de extraordinaria exactitud;
( ii ) tiene un gran soporte teodrico basado en una gran diversidad de proposiciones
matematicas a disposicion, ademas de que se puede extender para casos en que se trabaja

A
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1 Estos son herrami isp para y
ccondmicos.
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con mas de 3 variables, o sca que nos da la oportunidad de extender resultados al tratar
casos mas genéricos, es decir para n variables.;
( iii ) al momento de fundamentar los supuestos necesarios en los modelos de modo
manifiesto como exigencia para mas adelante usar teoremas matemaiticos, no permite fijar
supuestos de modo implicito que no se quieran.

Como es sabido toda teoria es una abstraccion de! mundo que nos rodea, y del cual
se desca comprender aquellas reglas que lo rigen, haciendo ello por medio de seleccionar
algunas caracteristicas substanciales para poder estudiar un determinado problema en
escncia, sin que éste contenga tantas complicaciones que se presentan en la realidad.
Como cualquier otra teoria, la economia se ve envuelta en una gran complejidad en cuanto
a entender ¢l momento, y circunstancias en todas sus interrelaciones claves para el
desarrollo de un modelo especifico. Por lo anterior, el procedimiento recomendable en
dicha teoria, es el considerar a los elementos primarios y las relaciones altamente
significativas del problema para establecer hipotesis, después agruparlos y obtener como
producto ¢l modelo econdémico, que representara esquematica y aproximadamente
determinada situacion de la economia en estudio.

2.1.1 Etementos de un modelo econémico-matemitico.

Un modelo econdmico ¢s un esquema tedrico y no necesariamente matematico. No
obstante, si es de indole matematica, casi siempre tendra o estara sujeto a una serie de
restricciones ( igualdades ) a considerar. que a su vez describiran el problema a resolver;
ademas se observara que éstas traducen al lenguaje matematico el conjunto de hipotesis
analiticas adoptadas, y son resultado de relacionar las variables que se hallan inmersas en
el mismo. Al resolver ¢l modelo via las técnicas matematicos adecuadas, se pueden
obtener algunas conclusiones como solucion del modelo planteado.

1.os modelos tratados en esta tesina son los que se sitian dentro de la una de las
ramas de la economia. que es la Hlamada microeconomia, Ia cual se dirige o tiene como
proposito el analizar, o estudiar a las unidades productivas ( empresas particulares o de
gobierno ), con problemas de eficiencia y funcionamiento, optimizacion de beneficios,
competitividad, etcétcra. Aunque los modelos del siguiente capitulo, se pueden englobar
en mayores escalas, es decir analizarlos desde un punto de vista macroeconomico, esta
generalizacion hace al modelo mucho mas complejo ( pues se tendrian que tener
demasiados supuestos, variables, datos, etcétera ), y al mismo tiempo exigiria que los
interesados estuviesen mas involucrados con cuestiones mas avanzadas c¢n este sentido,
ademas muy probablemente con herramientas mas avanzadas de las matematicas y de la
economia.

Ahora bien, dado lo significativo de un modelo economico, €s pertinente sefialar
una breve descripcion de los elementos que lo integran, y que son:
a ) variables, constantes y parametros; y,
b ) ecuaciones e identidades.
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Se cntiende por variable algo que de forma continua puede cambiar y tomar
diferentes valores. En la cconomia estas variables representan precio, beneficio, ingreso,
costo, renta nacional, consumo, inversion, importacion, exportacion, etcétera. En otras
dreas, una variable puedc representar tantas cosas como contextos existan, pues su
constitucion esta en funcion de los usos que se le vayan suscitando de acuerdo a las
necesidades por satisfacer. Dado que a cada variable se le puede asignar multiples valores,
ésta se representa con un simbolo, en lugar de un nimero en especial.

Al existir un problema inicial, debidamente planteado se puede solucionar éste, por
medio de las técnicas matematicas, llegando de tal modo a un determinado conjunto de
variables como solucion. Por ejemplo, el nivel de produccion que maximiza el beneficio, o
las combinaciones Optimas de los insumos o factores en cl proceso productivo para
maximizar la utilidad, o minimizar los costos. etcétera. Las variables que se¢ desean
encontrar a partir del modelo, se conocen como variables endogenas, o sea originadas
desde dentro del modclo ( por ejemplo el consumo, la inversion, la oferta, etcétera ).
Ademas de esas variables, el problema puede a la vez contener otras que sc suponen
determinadas por fuerzas externas al mismo, O sea variables autonomas, cuyos valores se
aceptan so6lo como datos ( por c¢jemplo, la demanda, distribucion de la produccion
obtenida, ctcétera ), estas variables reciben el nombre de variables exogeras, pues se
originan desde afucra. No existe razon alguna para hacer absoluta la afirmacion de que
determinada variable es endogena en todo modelo. pues se debe tener como punto de
referencia el contexto del problema en tratamiento. Asimismo, para que las variables
exogenas pucdan distinguirse visualmente de las endogenas. se asignara un subindice O al
simbolo elegido. Ambos tipos de variables merecen similar importancia, pues las dos
clases ayudan a encontrar la solucion dptima del modelo.

Dada una expresion algebraica donde las variables aparecen en combinacién con
numeros fijos o0 constantes, se¢ ticne que ¢éstos ultimos reciben el nombre de coeficiente de
esa variable, pudiendo ser simbolicos en vez de numéricos, pues es ello implica que es mas
sencillo el generalizar resultados o conclusiones. Como muestra se puede citar lo
siguiente: al establecer el simbolo @ para una constante cualquicra y usar en un modelo la
expresion ax, en lugar de Sx. sc tiene una generalizacion flexible que da ciertas libertades
de hallar soluciones particulares a partir de una solucion que engloba todos los posibles
casos. Dicho simbolo es un caso peculiar pues denota una constante dada, y no obstante,
como no le se ha asignado un niumero especifico, es tan manejable que tiene la facultad de
poder tomar cualquier valor. Consecuentemente se puede pensar que se trata de una
constante que pucde variar libremente, e indiscutiblemente se encuentra en lo cierto. A
este tipo de variables se les lama consrantes paramdérricas o parametros. que son muy
semejantes a las variables exogenas., pues se toman como "datos” en un modelo. Las
constantes paramétricas se representan por o general con los simbolos a, b, c, o con sus

correspondientes del alfabeto griego: «, B,y v .

Cuando se¢ traduce al lenguaje matematico las hipotesis dadas, las wvariables,
constantes y parametros se relacionan entre si, y se obtienc un conjunto de restricciones,
que en los casos aqui presentados se tratarian tan solo las ecuaciones, pero en casos mas
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generales se utilizan las desigualdades o combinaciones de ambas. Dentro del contexto
aqui manejado hay tres tipos de ecuaciones, que son:

& ) ecuaciornes de condiciones de equilibrio, solo son relevantes si el modelo tiene inmerso
en si la nocion de equilibrio. Estas igualdades describen un requisito para lograr dicha
estabilidad, como lo es el caso del modelo de mercado,

Q. = @, [ cantidad demanda = cantidad ofrecida ], que en otras palabras partiendo de la
premisa de que Jos productores estardn dispuesros a vender 1o mas elevado posible sus
articulos, y los consumidores estardn dispnestos a pagar {(a menor carnidad posible por
la adquisicion de dichos bicnes, en donde debera de existir un punto de equilibrio que de
la pauta para establecer precios de acuerdo a oferta y demanda.

b ) ecrnacion de comportamicnto, denota como una variable responde a los cambios
producidos en otras variables. Estas ecuaciones pueden utilizarse para describir la
evolucion de un modelo, ante determinados cambios, y antes de establecerlas se debe
adoptar hipotesis precisas cn cuanto al tipo de comportamicnto de la variable en cuestion.
Mediante la especificacion de las ecuaciones de comportamiento se da una cxpresion
matematica representativa a las hipotesis adoptadas en un modclo, y cualquier error en el
planteamiento de las hipotesis traerd consigo resultados equivocados. Por ejemplo, si se
tiene un costo de produccion para satisfacer determinada demanda, y se altera el costo de
alguno de los insumos del proceso productivo, entonces cl costo se vera claramente
afectado y quizi la demanda de ese bien disminuya dada esa variacion.

c© ) ecnacion por definicicn, establece una identidad entre dos expresiones reciprocas que
tienen igual significado. En estas ecuaciones a menudo se emplea ¢! signo idénticamente

igual = en lugar del signo igual normal =. Por cjemplo, la utilidad detras de un proceso de

produccién se define como la diferencia entre el ingreso percibido y ¢l costo de

produccion,
Utilidad = Ingreso percibido - Costo de produccion.

2.1.2 La estitica comparativa en los modclos econémicos.
La estdatica comparativa tiene como fin principal
estados o momentos de equilibrio cque se asocian con los distintos conjuntos de valores de
los parametros y dec las variables exogcenas. Existe la posibilidad de que halla un cambio
cualesquiera que rompa el estado de equilibrio inicial. por lo que las distintas variables
endogenas experimentaran ciertos ajustes, pucs como es sabido éstas se determinan dentro
del modelo. Las variables, y parametros restantes se toman solo como datos, pues tales no
se pueden ajustar, sino mas bien se debe ajustar el modelo en funcion de ellas, para asi
obtener un nuevo estado de equilibrio relacionado con las nuevas condiciones dadas. En
otras palabras la estatica comparativa coteja los diferentes estados de equilibrio, es decir,
por ejemplo e! equilibrio inicial con e! final, contemplando la posibilidad de que el nuevo
equilibrio sea estable, debido al supuesto de que éste sc puede alcanzar. Es importante en
la estatica comparativa el saber cuales fueron las condiciones que condujeron a estas
nuevas circunstancias, bajo que influencias, y ver si de algtin modo se pueden minimizar

Ias posibles fluctuaciones que en tales se manifiesten.

el confrontar los diferentes
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La estatica-comparativa puede ser de indole cualitativa y / o cuantitativa, es decir
si se interesa en que direccion se cambiara determinada variable tras experimnentarse una
ruptura en el cquilibrio de alguna restriccion del modelo en estudio; o bien, en que
magnitud s¢ ve afectada dicha variable. Si se obtiene una respuesta cuantitativa, se tendra
de forma inmediata la respectiva respuesta cualitativa. La propia naturaleza de la estatica

comparativa hace que €sta ignore ¢l proceso de ajuste del equilibrio inicial al equilibrio
final.

En esta comparacion el problema principal es el hallar 1a tasa de cambio del valor
de equilibrio de una variable endogena con respecto al cambio respectivo de una variable
exogena, En economia a menudo se esta intercsado ¢n encontrar cémo afectara un cambio
de desequilibrio de un parametro, al estado de equilibrio del modelo, es entonces donde la
marginalidad jucga un papel protagonista. La marginalidad se define como el modo en
que la produccion se ve alterada respecto a la modificacion, por algun cambio en algunos
de los factores o insumos que intervienen en el proceso productivo. Este cambio o
variacion se encuentra relacionado de modo directo con la nocion de tasa de cambio, y
con la primer derivada de la funcion objetivo ( cn este caso ) respecto al insumo
modificado, que se supone es el que se interesa conocer por su grado de provechoso o
beneficioso es dentro del proceso productivo. Al aumentar la produccion como
concecucncia de un aumento o decremento en los factores, se deben mantener el resto de
los insumos constantes, v después analizar en que tanto beneficia o perjudica las
variaciones de los insumos en la produccion. La marginalidad estd vinculada con el
principio de escasez de la economia. es decir si un bien es abundante su valor es

relativamente pequeiio, micntras que si ese otro bien no es abundante o es escaso su valor
es rclativamente alto.

2.2 Método de Lagrange e ideas preliminares.
2.2.1 Fanciones homogéneas.

Como preambulo a lo que precede es necesario mencionar algunos términos que

posteriormente se emplearan. Caso de cllo es lo quc respecta a la definicion de las
funciones homogéneas. Se dice que una funcion homogenéa de grado r, es aquella que si
multiplicando cada una de sus variables independientes por una constante j el valor de la
funcion se altera en la proporcion ', es decir, si
fOjxy jxse jx,) =j f(x,.x,....x,).
El valor de la constante j puede ser arbitrario. De acuerdo con un contexto econdomico,
ademas de que el punto ( jx,, fx,....Jjx, ) dcbe permanecer dentro de! dominio de la
funcion f; en las aplicaciones, la constante j s¢c debe tomar como positiva., pues esto es
exigido por la mayoria de las variables econOmicas. Una funcion homogénea muy usada en
cconomia es la funcion de produccion de Coobb-Douglas, 1a cual se abordara después de
definir algunos tecnicismos econdomicos cuyo uso sera indispensable para la discusion de
los modelos microeconomicos del dltimo capitulo.
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Desde un punto de vista microecondmico los inputs se refieren a los factores o
insumos que se van a utilizar o combinar dentro del proceso de produccion, por ejemplo la
cantidad de trabajo, las materias primas, la maquinaria, etcétera. LLos outputs son el
resultado de usar esos factores productivos o insumos, o lo que se obtiene después de
llevado a cabo el proceso productivo, en conjunto desde una perspectiva global. En
términos macroecondmicos los input-outputs representan los movimientos de oferta-
demanda de n sectores productivos en los que se ha dividido el sistema econémico de un
determinado territorio. Los inputs primarios son los valores de los sectores finales es decir
remunecraciones del trabajo, el capital y el empresario, impuestos y amortizaciones ). El
input total representa el total de las ventas del sector "x". La demanda final del sector "x"
es el valor de las ventas del sector namero "x" a la demanda final ( familias, gobierno,
formacion de capital, ctcétera ). El output del sector i al sector j es el valor de las ventas
efectuadas por cl sector i-ésimo al j-ésimo.

Una curva de indiferencia es la representacion geométrica de los puntos de las
combinaciones posibles que puede tener un consumidor respecto a dos tipos de bienes,
con un nivel de ingreso establecido, y con el cual obtiene su mayor nivel de satisfaccion.
En otras palabras como se puede gastar el consumidor sus percepciones econémicas en un
bien, otro, o en ambos tratando de buscar la mayor complacencia posible. Si hay un punto
sobre la curva, entonces sc tienc una maxima satisfaccion de que se emplea todo el
ingreso, excluyendo la posibilidad de que exista ahorro alguno. Si se tiene algun punto por
encima de la linea presupuestaria, entonces en ese caso se esta consumiendo mas de lo que
el presupuesto lo permite, quiza seca el caso de del uso de una tarjeta de crédito. Si existe
algin punto por debajo de la linea presupuestaria, entonces en ese caso se presenta un
ahorro, o sea no sc gasta toda la percepcion economica en consumir bienes. o se esta
optando por una combinacion con menores cantidades de los productos para el beneficio

del consumidor.

Por lo general cuando se enfrenta a las palabras de isocwarnta, isocosro,
isobencficio, etcétera, se refiere a una curva o lugar geométrico que encierra diversas
maneras o posibilidades que el productor tiene para mover sus factores de produccion, ya
sea atendiendo a un presupuesto, costos, o buscando optimizar un beneficio. Si se trata de
la utilizacion de factores productivos o en la compra de insumos que intervienen en el
proceso de produccion, entonces se habla de una curva de isocosto o isocuanta

respectivamente.

La isocuanta de produccion es una curva que retune en si todos los métodos
técnicamente eficientes, o todas las combinaciones de los factores de produccion para
obtener un determinado nivel de produccion. Esta curva puede tener varias formas, pues
engloba las diferentes formas de organizar los insumos a disposicion. para satisfacer
determinada demanda. El isocosto de produccion es una curva que representa todas las
combinaciones de los factores que la empresa puede hacer con determinado desembolso
monetario, particndo de una cantidad fija de capitales o costo de produccion establecidos.
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Dado que en términos generales las curvas de los parrafos anteriores son continuas
vy diferenciables, se puede extraer de tales funciones la derivada de primer orden. En
particular a! derivar la funcién que describe una curva de isocuanta, s¢ obticne su
pendiente que en términos econdmicos representa el grado de sustitucion de los diferentes
factores productivos. Es decir, en que medida o grado se puede disponer o cambiar un
insumo con respecto a otro, o bien como se puede incrementar un factor con respecto a
otro, con el fin de mantener un nivel de producciéon. Por cjemplo si se piensa aumentar el
factor trabajo por cuestiones de costos, se ticne que considerar la posibilidad de disminuir
el insumo capital, para asi sostencr determinada oferta descada. Esta tasa dec sustitucion
también busca la compensacion entre los insumos. o sea que al aumentar uno se reduzca el
otro, pucs cn algunos casos esta situacion no se presenta, por lo que a toda costa es
relevante e trascendental lograr ese equilibrio de aumento-disminucion. Si por ¢gjemplo, se
incrementa el factor ticrra y sc disminuye el factor trabajo sc alterara el producto, y a la
vez ¢l grado de sustitucion entre las dos variables no sera bueno.

Otro concepto importante relacionado con las curvas anteriores es la elasticidad
que se refiere a la capacidad de reaccion que tienc la demanda de un bicn ante ios cambios
en sus precios. Por cjemplo, las tortillas son un bien con una elasticidad alta, pues su
precio al consumidor puede tener modificaciones, pero precisamente por ser un bien
basico en la alimentacion del pucblo mexicano, no habria un descenso tan drastico en su
demanda. Ahora bien, si hay una variacion en el precio de los libros habria una variacion
mas grave en su consumo, cs decir se dejarian de vender muchos ejemplares, pues no son
articulos de primera necesidad. En consecuencia un bien elastico es aquel que aun con
cambios en sus precios, se enfrentarda a cambios no muy drasticos en su demanda. Si por el
contrario. un determinado articulo ticne graves desviaciones en su adquisicion por
cambios en su precio entonces se dice que es un bien con elasticidad baja.

Dentro de la extensa variedad de funciones de produccidon, existe una que es muy
utilizada que es la Hamada funcion de produccion de Cobb-Douglas:
Q= AK*L'"“
donde A> 0y a >0. Se puede generalizar reescribiendo
Q= AK®*L"..(0)
donde B > 0 que puede serigualonoa (1 -a ).

En caso de que se desee profundizar en 1o referente de dicha funcion, ya sea para
ver sus principales caracteristicas, o bien revisar su homogencidad se recomienda
consultar las paginas 422 Y 423 del libro numero 3 citado en la bibliografia de esta tesina.

2.2.2 L.a técnica de los multiplicadores de Lageange.

Antes de ver la técnica de Lagrange se discutiran algunas ideas, que nos ayudaran
a reconocer la necesidad de dicho mecanismo en los problemas de programacion clasica
restringidos a igualdad( es ). Por cjemplo, cuando una funciéon f esta sujeto a una
restriccion, ¢l objetivo es dar a conocer claramente las limitaciones con que se cuenta, y
bajo esas restricciones encontrar la solucion optima del modelo en estudio.
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En matematicas el efecto de la restriccion consiste en reducir el dominio y rango
de la funcion objetivo, disminuyendo mas no eliminando las posibles elecciones de las
variables. En otras palabras, la solucién encontrada, tendra como principio el satisfacer las
restricciones a la vez del optimizar la funcién objetivo. Por ejemplo, si la restriccion o
conjunto de restricciones son funciones complejas, la técnica de sustitucion y eliminacion
de variables debe descartarse ( debido a su ineficacia respecto al exceso de cilculos,
retraso en la busqueda de soluciones, y dar lugar facilmente a errores de estimacion ). En
tales casos se pucde recurrir a la récrica de los multiplicadores de Lagrange, o
indistintamentc llamada como la récrrica de Lagrangre, la cual cuenta con diversas ventajas
analiticas. Antes de discutir de lleno dicha técnica, pienso pertinente hablar respecto al
autor francés de este procedimicnto matematico dentro de un contexto histérico-

matematico.

En el siglo XVIII la mayor parte de los matematicos franceses no estaban
integrados en las universidades. sino rclacionados con la iglesia o con el ejército, mientras
que otros disfrutaban del mecenazgo real o bien se dedicaban a impartir clases de modo
particular. Joseph Louis Lagrange ( 1736-1813 ), fue el tnico matematico de Francia que
no tenia dicha nacionalidad en sentido estricto, ya que habia nacido en Turin, de padre
francés y madre italiana con una buena posicion econdmica. Lagrange era el mas pequeito
de 11 hermanos y el unico que sobrevivio mas alla de la infancia. hizo sus estudios en su
ciudad natal, y muy joven llego a ser profesor de matematicas en la Academia Militar de
Turin, pero mas tarde disfruto del patrocinio real con Federico el Grande de Prusia y con
Luis XVI de Francia. Dentro de sus mulitiples aportaciones destacan las siguientes:

a ) presidio la comision que formulo el sistema métrico decimal,

b ) desarrollo la Teoria de la Mecanica, en especial en su obra Aecdnica Analitica en el
ailo de 1787, considerada como una geomectria en el espacio de cuatro dimensiones, es
decir las tres coordenadas espaciales y el tiempo.,

c ) hallo un meétodo para resolver el problema de la optimizacion restringida, que quiza sea
esto lo que constituye su trabajo mis popular, conocido en la actualidad como la técnica
de los multiplicadores de Lagrange ? que consiste en transformar un problema restringido,
en uno no restringido. de tal modo que sc¢ pueda aplicar la condicion de primer orden de
los problemas no restringidos. A continuacion se explicara la técnica ya mencionada.

Sea el problema maximizar z = £( x,. X,, .... X, ), donde z recibe el nombre de
funcion objetivo, sujeta a la restriccion g ( x,. X,. ..., x,, ) = c. Por principio se construye
la funcion Lagrangearne, que es una modificacion de la funcion objetivo en la que se
introduce la restriccion

Z=F(xy.%5, ... X, )+ A{c-g(x,, X;, .... %X, ))...C°)
La letra A del alfabeto gricgo con valor desconocido, se lama multiplicador Jde

Lagrange. Si se garantiza que g ( X,, X,. .... X, ) = ¢, tal que se cumpla la restriccion, el
altimo término de la funcion Lagrangeana se hara idénticamente cero para cualquiera que

2 O simipleniente Técnica de Lagrange.
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sea el valor de A.. Si sc elimina la restriccion se debe localizar el optimizar la funciéon Z,
como si se tratara de una funcion sin restricciones y olvidarse de que se tiene que
optimizar una funcion f sujcta a una restriccion g. Se habla de maximizar en un sentido
amplio en el que se engloba de mancra implicita la minimizacion, esto se puede generalizar
si se multiplica por menos uno ( - 1 ) la funcion original.

Para optimizar Z y por consiguiente z, se considerara al multiplicador A como una
variable adicional, o sea la funcion Lagrangeana Z estara en funcion del conjunto de
variables A, x,. x;, ..., x,, es decir Z = Z ( A, x,, X;, ..., X, ). Por lo tanto, Ia
condicién de primer orden para extremos libres consistira en hallar los valores solucion de
X,, Xz, ..., X, en el conjunto de ecuaciones simultianeas, siguiente:

Z, = c-8(X{, X3, ....X, ) = O (*)
Z, =f -Ag (x,.%;. ....X_, ) =Oparai =1,2, ....nf "

y como se deduce la primera ecuacion garantiza el cumplimiento de la restriccion g. Asi,
por lo tanto es viable el hallar el extremo restringido de z, al localizar los valores
estacionarios de la funcion Lagrangeana Z sin restricciones.

2.2.3 La diferencial total en 1a técnica de Lagrange.
Se sabe que la condicion necesaria de primer orden de los extremos de la funcion z

=f(x,y) dedzesque dz = f . dx + f,dy = 0..(1). Al tener la restriccion de la
funcion g ( x,, x,, ..., X, ) = ¢, no es valido el alterar libremente las diferenciales dx y dy.
Al existir la restriccion g ( X,, X,;, ..., X, ) = ¢, se tiene que ia diferencial dg debe ser
igual a la derivada de una constante ( dc ), lo cual es cero. Por consiguiente,

g.dx + g, dy = 0..(2),

y con esto tanto dx como dy se convierten en dependientes. Por lo que de la condicion
necesaria de primer orden resulta que dz = 0 [( 1 )], recordando que la restriccion ( en
notacion vectorial ) g ( x ) =c , implica quedg =0 [( 2 )). Se observade (1 )y (2), que
para cumplir esta condicion se debe satisfacer

f,
_f’.‘_. = X..(3).
Bx £,

L.a condicion denotada por ( 3 ). junto con la restriccion g ( x ) = ¢ arrojara dos
ecuaciones con las que se puede localizar, en caso de que existan, los valores criticos de
"x" y "y". El resto de las ecuaciones de ( * ) se pueden reescribir como

f,
LI Ay L = A..(4)

x Y
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y esto es ecquivalente al resultado encontrado en ( 3 ). Es notorio que por medio del
empleo de la técnica de Lagrange al encontrar el valor de A, se obtiene una medida de la
sensibilidad de las funciones Z y z respectivamente ( ambas optimizadas ), respecto a un
posible cambio en la restriccion g ( x ) = ¢, con lo que se concluye que estos
multiplicadores contienen informacion estatico comparativa, relacionada con las tasas de
cambio de las funciones Lagrangeanas vistas ya anteriormente.

2.2.4 Interpretacion econémica de los multiplicadores de Lagrange.

Como se ha expuesto A mide la sensibilidad de Z = f ( x ) cuando hay una
variacion en la restriccion g ( x ) = ¢. Ahora bien, sean A ,"x" y "y" variables endogenas del
modelo, y sea la ¢ ( el segundo miembro de la restriccion ) la unica variable exogena del
modelo. La repercusion de un posible cambio en ¢ mostraria de modo directo como se
afectara la solucion Optima bajo esas nuevas circunstancias. Esto es algo muy similar a lo
que sucede en la programacion lineal, cuando una vez localizado el 6ptimo restringido de
un programa o modelo. se experimenta que todas o solo algunas de las restricciones, o la
propia funcién objetivo presenten diversos cambios. Esta situacion sugeriria el rehacer
paso a paso desde un inicio el algoritmo de optimizacion, sin embargo gracias a la Teoria
del Anilisis de Sensibilidad se vuclve a encontrar el optimo de la funcion, a partir de la
solucion anteriormente hallada.

Al tomar en cuenta el teorema de la funcion implicita, con las tres ecuaciones
referidas por ( 4 ) para expresarlas de la forma FI( A, x, y;c)=0(conj=1,2,3), con
derivadas parciales continuas, se debe verificar que el Jacobiano de las variables
endogenas (donde f,, = f_ yg, = 8, )

dF' dF' dF'
dA dx dy

dF? dF dF? © T8 - 8
(91 =1 G5 ax a5 | = |- & fo-28a fo - ABa |-(5)
dF® dF® dF? - 8y . - lgxy fyy - xgyy

dA dx dy

no se anula en el 6ptimo. Este Jacobiano es equivalente a la condicion de suficiencia, y si
cumple dicha condiciéon entonces el Jacobiano sera distinto de cero en el optimo.
Supodngase que | J | = 0, y sea que ¢ s¢ puede expresar como la variable independicente
de las variables "x", "y", y A, O sea,

A=A(c)hx=x(cley=y(cl.(6)

contando con derivadas continuas. Considere que a la vez se tiene el siguiente conjunto de
restricciones
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c-g(x,y) =0
fL(x,y) -Ag, (x,y) = 0 +..(7).
f,(x,y) ~-Ag, (x,y) = 0O

El éptimo de la funcién Lagrangeana F depende de A, x y ¥, por lo que dado

F=f(x,¥)+X[c-g.(x, ¥y)).(8)

se puede, tratar a F como funcidn exclusiva de ¢. Si se calcula la diferencial de F respecto
a c, se tiene
d F dx dy d A dx dy)
—_— = f, ——+ f, —= + - . —_ +~ Al 1 - —_—— - —_—
dc *dc *dec fe-e.(x¥)] dc] ( EBx 93¢ By 3¢

dx d
(f. -Ag (X y))S=+(f, -2g, (xy)) =% +

dc dc

tle-g(xy)N T=1+2

donde f,, f,. g., g&,. son calculadas en el optimo. Pero al revisar el conjunto de
restricciones de ( 7 ) sc sabe que s¢lo deja de anularse el ultimo sumando de la expresion
anterior, es decir el multiplicador A, llegando a

que muestra que el valor solucion del multiplicador de Lagrange representa una medida
del efecto de una variacion del parametro ¢ de la restriccion g ( x ) sobre el valor 6ptimo

de Ia funcion objetivo.

El valor en el optimo del multiplicador de Lagrange asociado a la k-ésima
restriccion es igual al valor, en el 6ptimo, de la derivada parcial de la funcion respecto al
segundo miembro de dicha restriccion, o sea es igual a la modificacion que experimenta el
valor de la funcidon cuando se mueve ligeramente ¢l segundo miembro de la restriccion

correspondiente.

En términos generales existen muchas interpretaciones economicas de lo que
representa el multiplicador de Lagrange, cada una de las cuales tiene una traduccion
economica segun sea la funcion a optimizar y las restricciones. Si la funcion a tratar es una
de utilidad restringida a una ecuacion de balance, entonces el multiplicador se interpreta
como la utilidad marginal por unidad monetaria; si se trata de optimizar el costo del plan
de produccién de una empresa, representara como el costo marginal de produccion del
producto. Si el costo de produccion se expresa en forma de minimo del tiempo de! trabajo
directo, el multiplicador correspondiente a una restriccion que exprese la disponibilidad de
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un cierto tipo de tierra, sc interpretara como la reduccién en el tiempo de trabajo directo,
provocada por la disponibilidad de una unidad adicional de dicha tierra. En conclusion, los
multiplicadores en términos gencrales reciben la denominacién de precios de cdlcunlo, por
permitir determinar las consecuencias de una modificacion marginal de una restriccion, y
por consiguicnte evaluar ¢l interés de la operacion consistente en destinar recursos a
desplazar efectivamente las restricciones.

2.2.5 Generalizacion de la técnica de Lagrange.
La técnica de los multiplicadores de Lagrange tiene la facultad de poderse extender
al caso de m variables con n restricciones. Sea la funcion objetivo la siguiente

z2=F(X,, X3, ... X, )
sujeta a n restricciones,

8! ( Xys X34 - X,y )= ¢! coni = i,...,n. NOtese que en vez de usar subindices en el
conjunto de restricciones se emplearon superindices, ello para evitar confusiones con la

respectiva notacion de las derivadas parciales. La funcion Lagrangeana estara conformada
por

Z=0(x;, %, o, X ) F A, [ -8 (%, %,, o, X))+ L
LA [et gt (x,, X3, eea X )]
por lo que la condicion necesaria implicara el cumplir con las ( m + n ) siguientes
ecuaciones simultancas:
—_— 1 1 —_
ZM =c =g (X;,X3, ..., X, ) = 0
Z,,=c? -g%(x;, %X, ....%,, )= 0

M A R - S
Z, =f, -Mg: -2,83- ... ~A, g31=0

Z,=f,-XNg,-2 gl

La primeras n de estas ccuaciones aseguran que se satisfacen las restricciones g; -
Este sistema permitira encontrar los valores desconocidos tanto de las variables x; coni=
1,..., m, como para todos los valores desconocidos de los multiplicadores A; coni = 1,...,
n. Como se ha mostrado la técnica de Lagrange es también aplicable cuando hay n
restricciones ( n 2 1, yn € Z*° ), teniendo como exigencia el relacionar tantos
multiplicadores como restricciones se tenga en la funcion por optimizar.

Cuando se cucnta con una restriccion Gnica, y se establece la funcion Lagrangeana
mediante la introduccion de un multiplicador de Lagrange, es posible que se pueda
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emplear la misma condicién de necesaria de problemas no restringidos. A partir de la
funcion Lagrangeana F se deduce que a diferencia de que se altere x, coni= 1,..., m,si
A3 se cambia por cualquier otro valor, no habra modificacion sobre F, pues al factor que
multiplica es cero, es decir ¢ - g ( x ) = 0. Con esto anterior, al optimizar la funcion
Lagrangena F, A difiere del resto de las i variables x,;, pues al obtener la condicién
necesaria, se debe ser precavido para no aplicar sin cautela las condicion de suficiencia de
problemas no restringidos en los modelos restringidos al caso de igualdad ( es ). En vez de
volver a analizar dichas condiciones, es pertinente el deducir otras nuevas en funcion del
calculo de la diferencial total de segundo orden.

2.2.6 La diferencial total de segundo orden en la técnica de Lagrange.

Para optimizar z = £ ( x ) sujetaa g ( x ) = ¢, con la funcion Lagrangeana Z, las
condiciones necesaria y suficiente respectivamente estan en funcion a la naturaleza
algebraica de la diferencial total de segundo orden, dada por 4,

4’2 =7Z_ , dx’ + Z dxdy + Z  dydx + Z_  dy’.

evaluada en el punto critico. Se debe poner atencién en saber si d? z es definida o
semidefinida para todo valor de dx y dy ( con ambos no nulos ), sobretodo para aquellos
valores que satisfacen la restriccion lineal dz = f, dx + f dy = O.

Dado lo anterior, las condiciones necesarias de segundo orden son:
Para un maximo de z: d? z semidefinida negativa, sujeto adg =0
Para un minimo de z: d* z semidefinida positiva, sujeto a dg = 0
y las condiciones suficientes de segundo orden son:
Para un maximo de z: d? z definida negativa, sujeto a dg = 0
Para un minimo de z: d* z definida positiva, sujeto a dg = O.

La condiciéon de suficiencia para un modelo restringido es mas débil que la de un
problema no restringido, pues mientras que las distintas condiciones necesarias deben ser
dificiles a fin de servir de filtro, las condiciones suficientes deben ser débiles para ser utiles
para la localizacion de puntos extremos restringidos.

2.2.7 Dualidad en Ia técnica de Lagrange.

. En programacion matematica el concepto de dualidad existe con naturalidad pues a
cada "objeto matematico” se le puede asociar otro "objeto matematico”, teniendo ambos
entre si determinados caracteristicas similares. La relevancia de 1a dualidad radica en que
en muchas ocasiones es mias comprensible y facil solucionar el Dual del modelo a tratar,
que directamente intentar resolver el problema original; ademas de ello, la dualidad
complcmenta y proporciona informacion sobre el problema inicial. Dentro de la extensa
gama de todos los Duales en la programacion matematica, el Dual del Lagrangeano es el

3 Vector n-dimensional fortnado por los i multiplicadores. coni= 1. ..., n.
4 Sec obticne derivando por scgunda vez d 7, y despucs sustituyendo algunas relaciones ya vistas cn la
scccion 2.2.2.



que causa mas interés 5, posiblemente por su relevancia tanto tedrica como practica, en
relacion con las diversas interpretaciones econdmicas de Jos multiplicadores de Lagrange
involucradas con la dualidad del modelo original. Por otra parte, ¢l Dual del Lagrangeano
se puede considerar como un problema "maximin”, debido a que trata de maximizar el
infimo ¢ de una funcion, por lo que alternativamente se le llama como el problema Dwal

rIcie-rminn.

Por medio de la aplicacion de la teoria de dualidad no se intenta resolver de modo
directo un problema restringido dado, sino que busca solucionar un problema alternativo
asociado, es decir el problema Dual ( o simplemente el Dual ) teniendo como incognitas a
los multiplicadores de Lagrange del modelo inicial, cuyas mediciones de sensibilidades
tienen un significado e interpretacion intuitiva de precios asociados con restricciones de
recursos. Al localizar ¢! wvalor de dichas wvariables la determinacion del optimo
generalmente sera sencilla e inmediata. Por citar un ¢jemplo: para un modelo de
optimizacion restringido a igualdad ( es ) con n variables y m restricciones, el Dual se
desenvolvera en un espacio m-dimensional de los multiplicadores de Lagrange.

En aiios recientes la dualidad se ha convertido en un pilar indispensable en el
desarrollo y unificacion de la teoria de la optimizacion. Por ello, se ha intensificado el
proporcionar y estudiar tanto nuevas e importantes interpretaciones de los multiplicadores
de Lagrange, asi como también la evolucidon y surgimiento de nuevas técnicas para
programacion matematica aplicables en multiples problemas. En un principio la teoria de
optimizacion estaba fundamentalmente relacionada con las derivadas de las funciones en
tratamiento, y se obtcnian resultados locales ( por ejemplo, para el caso de un intervalo
cerrado ( a, b ) ), dejando incertidumbre respecto a un caracter global o absoluto.
Posteriormente, al establecerse hipotesis de convexidad se sentaron las bases matematicas
para ¢l advenimiento de una teoria global de la optimizacion, que se preocupa de estudiar
a las funciones en tratamicento y no a sus derivadas. Asimismo, esta teoria de dualidad al
ser mas general exige lo minimamente necesario de hipotesis de convexidad para su
aplicacion, es decir requicre solo la condicion de tener convexidad de naturaleza local, que
quiza sea lo mas recomendable para el desenvolvimiento de importantes resultados en

dicha area de las matematicas.

Antes de entrar de lieno al analisis de la dualidad del Lagrangeano, se advierte que
la notacion que a continuacion se empleard sera en forma de forma de matrices, por
necesidades de generalizacion de resultados. Ahora bien, sca el problema de Ia forma

minimizar £( x )

sujeta a

h(x)=0,

dondex € R", h(x ) s R"yf, h € C°.

3 Sicndo ampliamente cstudiado y desarrollado por Dorn. Mangasarian, Sto¢r y Wolfe.
6 Un numcro ¢ se Hama infimo dc un conjunto S, si € ¢s una cota inferior de S y ningin namero mayor a ¢

cs cota inferior de S. Una cota inferior de S, csun numcroctal que paratodo x € S, x = c.
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Sea x* un punto que satisface el conjunto de restricciones h. Como se seilald
anteriormente, a cada restriccion h se le debe de asociar un multiplicador de Lagrange, con
lo que habra un vector renglon de multiplicadores de Lagrange A *, que al cumplir con la
condicion de primer orden se tendra

VI(x* )+ (A* ) Vh( x*) =0
y el Hessiano del Lagrangeano o Hessiano de la funcién Lagrangeana, estara definido de

acuerdo a
L(x*)=F(x*)+ (A*)YNMH( x*) =0

nétese que se trata de la suma de dos Hessianos, es decir de los de f'y h respectivamente.
El Hessiano del Lagrangeano debe ser positivo semidefinido sobre todos los puntos que

cumplan con la condicionde Vh ( x* ) = O.

Sca el Hessiano L ( x* ) positivo definido, lo que de acuerdo con las implicaciones
de convexidad respecto a naturaleza de las matrices Hessianas, da como resultado que la
matriz Lagrangcana L(x)=f(x )+ (A* )" h( x2* ) sea convexa en x*. Con el
supucsto anterior, el punto x* ademas de ser una solucion del problema restringido
original, es una solucion local del problema no restringido siguiente

minimizar f(x )+ ( A* )7 W x )..(1),

que cumple con las condiciones necesarias y suficientes para minimo local. Para un A
cercano a A * la funcion ( I ) tendra un minimo local en un punto x cercano a x*, lo que

segun el teorema de funcion implicita, arroja la expresion
minimizar f(x )+ Vf(x) + AT Vh( x)...(1l1),

cuya solucién x se encuentra cercana a x* cuando A esta proximo a A ®, debido a que L*
es no singular 7, y dado ademias que en x, el Hessiano F(x* )+ ( A* )" H( x* )>0.
Por lo tanto, existe una relacion unica entre A y x en la solucién del problema no

restringido de

minimizar £(x )+ AT h( x )...( lIl).
asumiendo que la correspondencia es continuamente diferenciable.

Sca la funcion Dual ¢ de A * denotada por
$ (A )=minimizar [ £(x)+ A" h( x)],

lo que exige concluir con que: el resolver el problema original sera equivalente a
maximizar e! problema no restringido Dual de ¢ con respecto a A, mediante lo cual se

7 Es dccir que ¢l valor de su determinante cs distinto de ccro.
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establecera una equivalencia entre un problema restringido en x y uno no restringido en A.
Para dar un soporte tedrico matemitico en este sentido, se deben considerar las siguientes

proposiciones, en cuya demostracion x ( A ) representara la solucion anica en una bola en
x* det modelo ( 111).

Lema 1. La funcion Dual ¢ tiene gradiente, y esta dado por la relacion,

Vo (rAd)=h(x(A))

Demostracion.
Se tiene que

d(A)=F(x(A))+A"h(x(Ar)),

al hallar el gradiente de la funcion ¢, apiicando la regla de la cadena y la del producto, se
Hlega a

VO (A)={ VI(x(A)) +ATVh(x(A))]IVa(r)+h(x(r)),
pero ¢l primer término de la derecha se anula por la definicion de x ( A ). obteniendo soélo

el segundo sumando de la ultima expresion de tal modo se tiene lo que se queria
demostrar.

El lema 1 deduce que el gradiente de l1a funcion Dual, se puede calcular ficilmente.
Al obtener el Hessiano de la funcidon Dual, éste se puede expresar en términos del
Hessiano del Lagrangeano, de manera

L(x,A)=F(x)+ ATH (x)que de manera implicita indican la dependencia con A.

Lema 2. El Hessiano de Ia funcion Dual es
@(A) = — Vh(x(A))L'"(x(A), 2)Vh(x(A))T

Demostracion.
El Hessiano es la derivada del gradiente. Asi, aplicando el resultado del Lema anterior

P(A) = Vh(x(A))Vx(A),

demas por dcfinicion se tiene

VE(x(A))+A"h(x(A))=0

que al diferenciarlo con respecto a A, y usando la regla de la cadena se llega a

L(x(A)A)V(A)+Vh(x(r))
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de donde al despejar V x ( A ) se llega a
Vx(A)=-L'(x(A)LA)Vh(x(A))"
que al sustituirloen @ (A ) = Vh(x(A))V(AP),

se obtiene que
®(A) = - Vh(s(A))L'(x(A)A)Vh(x(A)),

lo que completa la demostracion.

L' (x ( A )) es positiva definida, y V h ( x ( A ) ) esta cercana a x*, lo que
concluye que el Hessiano de m x m de ¢ es ncgativo definido, que como se presuponia
este Hessiano tiene alta relevancia en la teoria de dualidad.

A continuacion se demostrara el teorema de la dualidad, que tiene como
caracteristica principal el hecho de facilitar en muchas situaciones la resolucion de
modelos, y simplificar enormemente los diversos calculos que cn los mismos se susciten.

Teorema de Dualidad. Suponga que el problema
minimizar £( x )
sujeta a

h(x)=0
tiene una solucién en x* con correspondencia con el valor r* y el multiplicador de

Lagrange A ™. Sea x* un punto que satisface las restricciones y que el correspondiente
Hessiano del Lagrangeano L* = L ( x* ) es positivo definido. Entonces el problema Dual,

es
Maximizar ¢ (A )
el cual tienc una solucién en A * con correspondencia con el valor r*, y x* como punto

correspondiente a A * en la definicionde ¢.

Demostracion.
A cada x* le corresponde un A * de acuerdo con |a definicién de ¢: En el vector de los

multiplicadores de Lagrange A * se tiene por Lema 1 que,

Vé(A)=h(x~)T

y por el Lema 2 se deduce que el Hessiano de ¢ es negativo definido. Asi A * satisface las
condiciones de suficiencia para un maximo restricto de ¢, y el valorde ¢ ( A* ) se
encuentra de la definicion de ¢ que viene a ser r®, 10 que completa la demostracion.
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El hecho de encontrar la funcion Dual ¢ para una funcion f de R en R es
relativarnente sencillo, pues al satisfacer las condiciones necesarias para un punto critico
de una funcién f restringida a una igualdad, el problema se enfoca en decterminar los
valores de ambas variables en funcién del multiplicador de Lagrange. Considerese que hay
dos ecuaciones que se obtienen al calcular las derivadas parciales de la funcion
Lagrangeana respecto a las variables e igualarlas con cero. Al tomar una de las ecuaciones
y despejar ambas variables en funcién del multiplicador de Lagrange y dec la variable
restante, se llega a dos expresiones que dependen de dos variables que a saber son: "x" y
A O "y" y A. Dec acuerdo con lo anterior, al sustituir cada una de las variables en la
ccuacion restante y haciendo reducciones algebraicas en la funcion Lagrangeana de ¢, se
obticne ¢l Dual de la funcion f en términos de A. Es recomendable reducir tal funcion a
una expresion pequeiia, pues posteriormente se tendri que maximizar. Para funciones de
R®"enRyn e Z, conn > |, se puede gencralizar el procedimiento anterior.

Con este tcorema se¢ concluye con la exposicion de fa técnica de Lagrange dentro
de la economia matematica, la explicacién de la técnica, asi como también los principios
de la dualidad: para que de tal suerte, al anexar lo analizado del capitulo inicial, se pueda
proceder con las aplicaciones econdomicas en los modelos microeconomicos de: la
maximizacion de un presupuesto y la minimizacion de un costo de produccion, estando
ambos modelos restringidos al caso de igualdad; y a la vez exponer la interpretacion
economica del Dual del Lagrangeano en un mercado competitivo, regido por el
comportamiento de Ia L.ey de la oferta y 1a demanda.




111. APLICACIONES ECONOMICAS DE LA
TECNICA DE LAGRANGE.

3.1 Maximizacion de In utilidad sujeta a una restriccion presupuestaria.

En estc modelo se analizara una funcion de utilidad sujeta a una restriccion
presupucstaria cualesquiera de igualdad. Sea un consumidor "x" que tiene exclusivamente
como opcion el clegir la mejor combinacion de dos bienes, cuyos precios como estan
determinados por ¢l mercado seran variables exogenas. Supongase que la restriccion
presupuestaria del consumidor corresponde a la cantidad C, y sea la funcion de utilidad,

F=F (x.y)con

es decir, con funciones de utilidad marginal estrictamente positivas. El problema es hallar
el optimo de la funcion F=F (x,y)
sujeto a la restriccion presupuestaria

xP, +yP, =C

cn esta igualdad se supone que todo el presupuesto del consumidor se destina unicamente
a los bienes "x", y "y", sin tener la posibilidad de ahorro alguno. En realidad esto pocas
veces se cumple pues en general un consumidor destina sus ingresos a n articulos para
lograr su maxima satisfaccion. Las P,, y P, representan los precios de los bienes "x" y

"y" respectivamente.

Antes de continuar, es importante saber el comportamiento de este problema en
forma geométrica, y para ello es preciso recordar la definicion de curva de indiferencia
vista en ¢l capitulo anterior. Sobre una curva de indiferencia debe cumplirse que

d4F=F dx + F, dy = 0,

lo que implica que dy _ . F.
d x F

indiferencia en el eje coordenado de dos dimensiones, como en la figura 1.

. Y a su vez esto se deduce al trazar curvas de

Reciprocamente, como es la pendiente de la curva de indiferencia cambiada de signo,
y

representara la fasa marginal de sustitucion entre los dos bienes. Al ser las curvas de

2
y
2

indiferencia concavas hacia arriba, se exige que sc satisfaga 3 > 0 en todo el dominio

de la curva, que en terminologia econdomica representa que la tasa marginal de sustitucion
es decrecicrie.

i
ki
3
)
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Curvas de indiferencia

y 4
. dy F,
endiente — = — —>
P ax F,
E
y \ Linea presupuestaria
o x x
Figura 1

Ahora bien, sabiendo que la funcion Lagrangeana es

W= F(xy)*A(C-xP, +yP, )

al derivar parcialmente e igualar con cero, es decir al cumplir la condicién necesaria, se
llega al sistema,

W, =C-xP, -yP,
W, =F, -AP = 0;...(1)
W, =F, -AP =0

En términos econdmicos esta condicidon, garantiza que la ecuacion inicial del
sistema ( 1 ) cumpla con la restriccion presupuestaria del consumidor. Al despejar el
multiplicador A de las dos ultimas ecuaciones, sc llega a

= A..(2),
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esta condicion coincide con la Teoria Clasica del Consumidor, en la que éstos deben
distribuir sus ingresos de modo que la tasa de la utilidad marginal sea igual al precio de
cada bien ( o sca ambas seran igual a A ), que como se sabe mide el efecto estitico-
comparativo de la constante de la restriccion en el valor optimo de la funcion obietivo, es
decir,

SF

A =22,
5C

que se interpreta como la utilidad marginal del dinero cuando la utilidad se optimiza.

Geométricamente en base a la figura 1, el dptimo debe localizarse donde tanto la
pendiente de la curva de indiferencia como la pendiente de la recta de presupuesto sean
iguales. Por Jo cual, al encontrar la solucion del sistema ( 1 ), se hallara facilmente el punto
de tangencia /~ de la figura mencionada.

Al evaluar la condicion de segundo orden, se debe conocer la naturaleza
numérica cualitativa del Hessiano orlado, es decir, deducir que signo le corresponde al
determinante siguiente,

o P, P,
M) =P, F, F_ | =2PPF_-PXF,_ -PiF, > 0..(4)
p’ FY’! Fn

evaluado en los puntos criticos "x" y "y", después concluir donde la funcion F tendra un
maximo si | H| > 0 o un minimo si | H| < 0. Para cumplir esta condicion es preciso
establecer las restricciones de continuidad y diferenciabilidad a la funcion de utilidad
respecto a las derivadas de segundoorden F . , F ., y F .

Debidoaque F . y F son funciones de "x" y /o de "y", se tiene que

dF . _p +p¢ 94y

dx - ™ dx

oF by €S
r —F_ +F, ¥

dx i ” dx

Puesto que :_y = - ::‘ . Asi se puede reescribir ( 6 ) de la forma

:
!
1
¢
H
t
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dF P

x = F -F =

dx “ =P,
’ (7).

dF - F -F P,

dx ” » P,

Sustituyendo ( 7 ) en ( 5 ), teniendo en cuenta que

Pl

F_.= F

= Y

de ( 3),

y

. F
sacando como factor comun 2, ( 5 ) se convicrte en

P3
d:x=2P,P,F“-P§,F“-P§F,,=|||| (8)
dy? F P} F,P}

Cuando se cumple la condicion de suficiencia ( 4 ), la derivada en la ecuacion
con numero ( 8 ) es positiva. Posteriormente de evaluar el Hessiano en los puntos criticos
y ver que es positivo, el punto /2 de la figura 1, representara un maximo localizado donde

. d F . R -
1a igualdad - El = F * se obtenga. Esto conduce a que para maximizar la satisfaccion
x v
de consumo de un individuo, sujeto a cierto presupuesto, se deben distribuir sus ingresos
de modo que la rasa marginal de sustituciorn entre los dos bienes sea igual a la razon de
sus respectivos precios.

Dentro del analisis estitico-comparativo del modelo, se consideran como
variables exOgenas los precios P, y P, , y la cantidad presupuestaria, pues como puede
apreciarse todos cllas dependen de fuerzas externas al problema mismo. Al satisfacerse la
condicion necesaria y suficiente, es viable el analizar las propiedades estatico-comparativas
del modelo en funcion de la condicion de la primera derivada ( 1 ), bajo los supuestos de
continuidad y diferenciabilidad. El Jacobiano de las variables endogenas de ( 1), sera
idéntico al Hessiano, o sea | J| = | H|. Asi, al verificarse ( 8 ), se implicara que | J| > 0
en el optimo, con lo que es aplicable el teorema de la funcion implicita, expresando los
valores criticos de las variables endogenas como funciones implicitas de las variables
exogenas ( las variables del modelo que a continuacion se emplean cuentan con una testa,
para asi distinguirlas de las variables utilizadas inicialmente ),

A=A& (P ,P .C)
X=%x (P, ,P, ,C) :...(9)
y=¥% (P ,P ,C)
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Se podria concluir a partir de las derivadas de las dos ultimas funciones del
sisterna anterior, el posible comportamiento del consumidor en caso de ocurrir una
variacién tanto en precios como en su presupucsto. Al transformar la condiciéon del
criterio de la primera derivada ( 1), se obtiene

C-%XP, = ©
F,-AP, = 0}..(10).
F,-AP, =0

Al calcular la diferencial total de cada identidad, se llega a !

~P,dX - P,dy = XdP, + ydP, - dC
~P,dl + F _ dx + F _dy = AdP, (1),
—P,dl + F _dx + F dy A dP,

b 4

Para deducir la afectacion de una alteracion en el presupuesto del consumidor,
suponga que los precios da ambos bienes se mantienen fijos, y que existe necesariamente
una modificacion en los ingresos economicos del individuo, que respectivamente se
representan con dP, = dP, = 0,y dC = 0. Después de realizar el producto de ( 11 )
por el inverso multiplicativo de dC, se puede escribir la ecuacion de matrices como

SA
o -P, -—P, sC -1
-p, F. F, g—'é -1 o
-P, F, E, Sy o
53C

Al resolver este sistema para las tres derivadas estético-comparativas, y
poniendo atencion sélo en las dos siguientes, pues son las que implican tasas de cambio en
la cantidad de consumo de cada bien respecto al presupuesto B,

o -1 -—-P

% v -P F
8x _ 1| p o F _ [ « » ]
3 Il _p o F i3] L-P, F ,

Ty il (12)

5w . o -P, -1 F

y =

= P F o =
5C T - = F ]
P, F o >

! Considcrando que las parciales mixtas son iguales, por los supucstos de continuidad y diferenciabilidad.
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donde segin Ia condicion de segundo orden, | #] = | H| es positivo, al igual que
P, y P,. Sin embargo, no se pueden definir los signos de estas derivadas, pues no existe
suficiente informacion en términos cualitativos de P, , P, y F ; , es decir se deberia tener
un caso muy particular en estudio, pues no se puede englobar en la generalidad los
comportamientos de demanda que tenga cada consumidor; pero en cambio se puede decir
que a medida que el presupuesto del consumidor crece o decrece, su nivel de compras

optimo puede ser directamente proporcional a ese cambio, todo quedando en funcion de
sus preferencias, cultura, ambiente social, etcétera.

Ahora se analizara el efecto de un cambio en el precio P_ del bien respectivo,
teniendo dP, = O, a la vez sin existir alteraciones tanto en el precio del otro bien como
en cl presupuesto C, esto respectivamente denotado con dP, = dC = 0. Dividiendo ( 11
) por dP_, sec llega a

32
o -p, -P, 8P, %
-P,  F_ F. 581: = x [.(13)
-P, F,, F,, 55 o
5P,

0 X - P,
5% 1 =
SO T x - 14
sp. _Ja7| "% Fo (14)
-p, o F,
] A R ) VR
IJ ~-P, F. I‘,I -P, F.\y
—A+B".(14a)
B o -P, =
;;’ =IITI -p, F. = C15)
- -p, F,, ©
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=D+F..(15a).

La derivada

:P representa como un cambio en P, afecta en el nivel optimo de
«

compras del bien "x". El primer sumando de ( 14 a ) mide un cambio en el presupuesto
sobre ¢l nivel dptimo de compra del bien "x". Cuando el precio P, aumente, y descienda
la renta decl consumidor se producira un efecto sobre la cantidad de consumo de “x",
similar a la de la disminucion del presupuesto. En otras palabras, entre mas aumenten los
precios de los articulos y disminuyan los ingresos de los consumidores, la adquisicion de
esos bienes decrecera en la medida en que decrezcan las percepciones economicas del
individuo.

Al compensar al consumidor por su pérdida en ingresos, mediante una cantidad

igual d C, entonces —(?F‘- o sea B", medira la variacion de la cantidad del bien "x" en
relacion al cambio dado por el precio, de un bien por otro. La primera ecuacion del
sistema ( 11 ) puede escribirse como -P dx - P, dy = x dP,, pues lo que indica la
pérdida de ingresos es x dP,. Esta derivada se dcbe igualar a cero debido a que esto
significa el compensar al consumidor. De tal suerte, el vector constante de ( 13 ) debe

x o
cambiarse de x |a X |.y la renta-compensada de la derivada sera
o (o} -
o o -P _ o p
5% -p, X F - Y
3P, b |3} | —-P, F..
-P, 0 F,,
De ahi se puede expresar ( 14 a ) dc la forma
d% _ dx_  dX -
dPpP, d d P,

Ahora se valoraran aspectos cualitativos de los efectos hasta aqui vistos. En
primer lugar, el efecto sustitucion B" es negativo, debido a que [J| > OyX >0. En
segundo lugar, el efecto renta A tiene signo indeterminado de acuerdo con ( 12 ),
existiendo asi las opciones de que: si es menor que cero reforzaria B" 3; y si fuera positiva,
pero pequeia en magnitud, no repercutiria el efecto sustitucion, teniendo como resultado

2 En cse cnso, un incremento de P disminuiria las compras del bicn "x” y 1a curva de demanda del
consumidor quc maximiza 1a utiltidad tendria pendicnte negativa
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una curva de demanda con pendiente negativa. Si A es positivo y domina a B” 3, entonces
un aumento en P, conducira a una compra mayor de "x".

La ecuacion ( 15 a ) se relaciona con el efecio cruzado de un cambio en el precio
de "x" sobre la compra Optima de "y". El término F tiene un gran parecido con el término
A y se puede ver como un efecto renta, mientras que el término D es otra medida del
efecto de sustitucion. El bien "x” es el factor de ponderacion, pues se analiza el efecto en
el presupuesto del consumidor en un cambio en P,, cuya magnitud depende de lo
significativo que resulte el bien "x", no tanto del respectivo bien “y".

De acuerdo con el presente modelo y resumiendo, el consumidor hipotético tiene
la facultad de elegir solo entre dos bienes que pueden sustituirse mutuamente, que en
realidad dicho supuesto es limitado en tanto que sus posibles elecciones oscilan entre ¢
grandes cantidades de bienes. Por otra parte, aunque el analisis anterior se refiere a los
efectos de un cambio en P,, se puede volver a expresar analogamente para ai caso de un
cambio en P,.

3.2 Minimizacion del costo sujeto a una restriccion de produccion.

Como otra aplicacion de la técnica de Lagrange en la optimizacion restringida, se
analizara el problema en que un productor se encuentra frente a la tarea de satisfacer
determinado nivel de produccion ( por ejemplo un volumen especifico de mercancias para
una fecha determinada ), o dicho de otro modo, de que manera una empresa se puede

combinar sus insumos para mantener un producto o demanda a futuro a un costo minimo
de produccion.

Sea la funcion de produccion G = G ( a, b ) diferenciable, con ambos insumos

"a" y "b" con funciones de insumo marginal positivas, con %G— =G, >0, ¥y
a
_85—(5- = G, > 0. Ademas supongase que los precios de los dos insumos son exogenos,

es decir estan en funcion de factores externos al modelo. Considere la funcion de costo del
productor

T =aP, + bP,,

en la que P, y P, son los precios positivos de "a” y "b" respectivamente.

Ante el proposito de minimizar costos se debe cuestionar qué niveles o
combinacion de los insumos "a” y "b" se deben ocupar dentro del proceso productivo.
Para dar respuesta a ésta interrogante, se procede a utilizar 1a técnica de Lagrange, donde
el planteamiento de la funcion Lagrangeana a optimizar es,

Y=aP, +bP, + A [ G, -G(a,b)]

: Si ¢l bicn “x" cs un articuto resulta de mayor satisfaccion dentro del p e 0 dct cc idor.




49

Para ver geométricamente este problema, se auxiliara de la figura 2. La curva de
G, tiene forma convexa respecto al origen, y a la vez es el lugar geométrico que muestran
un conjunto de todas las combinaciones de los insumos "a” y "b" que comparten un nivel
constante de produccion, o sea se trata de una curva de isocvanta °. La pendiente de una
isocuanta es negativa, puesto que si se deriva G, tenemos

3G 5 G
dG=—_——da + -— db =0,
Sa 3b
5G
. . da &b . P A
que implica que m = 3 = -35G la cual es negativa. En términos econdmicos esta
Sa

expresion negativa se lama tasa marginal de sustitucion técnica, cuya definicion ya fue
ilustrada en el capitulo anterior.

La funcion de costo por minimizar también se puede graficar, al reescribirla
como,

como se muestra en la figura 2. Esta rccta representa las combinaciones de insumos que
proporcionan un costo constante, que como ya se sefialo anteriormente recibe el nombre
de curva de isocosfo. Ahora se puede estar consiente de que el problema del productor es
escoger esta combinacion de insumos, que a la vez se encuentre colocada con el isocosto
mas bajo. Por lo tanto, la combinacion Optima de insumos esta en el punto de la isocuanta

G donde 1a tasa marginal de sustitucidon técnica entre los dos insumos es igual a la razon
de los precios de los insumos.

Para satisfacer la condicion de primer orden para un minimo costo T, se debe
solucionar el sistema,

Y,=G,-G(ab)=0
Y _ =P, -AG,=0
Y,=P, -1G,=0.

que al resolverlo se llegara ( en caso de que exista ) a la localizacion del optimo de la

funcion. La primer ecuacion del sistema garantiza que se satisfaga la restriccion de las
cantidades de los insumos disponibles dentro del proceso productivo, que a su vez obliga a
que el punto 6ptimo se halle sobre la isocuanta G,.

3 Para la generacion de més curvas de isocuantas hasta tomar niveles de produccion constantes distintos
de Q.
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En relacion con la figura 2, y a las dos ultimas igualdades, ¢! punto minimo del
modelo se localizara donde la pendiente de la isocuanta sea igual a la respectiva de la linea

presupuestaria, que implican que,
G,
G,

Puesto que esta relacion mide la magnitud del gasto por unidad de producto

marginal del insumo en cuestion, al multiplicador de Lagrange puede darsele la
interpretacion del costo marginal de produccion del optimo. La ecuacion ( 16 ) puede

escribirse como,

P, -
E— A..(16),

P _G.
P, G,

L 16%).

La relacion * es una medida de la rasa marginal de sustitucion técnica de la

L3

cantidad del insumo "a” respecto al insumo "b”, mientras que la relacion de

»

representa la pendiente de la curva de isocosto cambiada de signo. Al tener la relacion

G P, . . . . .
S L = P—‘ exige que tanto la pendiente de la isocuanta como la respectiva de! isocosto
b L

tengan una interseccion en un punto de tangencia /2, que conducira a la combinacién
optima de los niveles de los insumos (@, & ).

Para verificar que se trate de un costo realmente minimo, basta con cumplir con
Ia condicion de suficiencia por medio del Hessiano

o) G, G,
| = G, -AG,, - AG,,
G, -AG,, - AG,,

=A(GOAG:_2G¢bG-Gb+beG:) < 0

como el optimo A > 0, se tiene que ver que el signo de la expresion entre paréntesis sea
negativa evaluada en /2.

La concavidad de la grafica de una funcion se remite a examinar la segunda
derivada, por lo que en la curva de isocuanta se deduce que,

d*b 1
a7 ~ g7 (G. Gl -26.,6,G, +G.,Gl)
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que coincide con la expresion entre paréntesis del Hessiano para la condicion de segundo

2
orden. Dado G , > 0, entonces se tienc que la segunda derivada d ? > 0. Sin embargo,
a

hay que tencr en cuenta que la condicion suficiente | H| < 0 en e! punto de tangencia no

es necesaria para la minimizacion de T, pues se puede hallar el minimo de la funcion de
costo T aunque la isocuanta sea ( no estrictamente ) convexa, en una situacion minimo

2
multiple con la derivada de segundo orden Z ? =Oycon| H| < O en cadaminimo.
a

b &
. db G
endiente Isocuanta( G = G — = -
B P ¢ o) da G,
™~
b
E
(o] a a
\
. db _ P,
pendiente Isocostos —_— = =
da P,
Figura 2

En la estatica-comparativa del modelo, supongase que los precios de los insumos
permanecen constantes, y que hay incrementos continuos de los niveles de produccion
G ,. Un efecto sobre la combinacion del costo minimo implicaria que cada desplazamiento
de la isocuanta determinara un nuevo punto de tangencia, con su correspondiente isocosto
superior. La representacion geométrica de tales puntos de tangencia es llamada senda de
expansion de la empresa, y sirve para describir las combinaciones de costo minimo
requeridas para producir Jos distintos niveles de producto G ,.
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Sean las curvas de isocuantas convexas, 1a senda de expansion se encontrara de
la condicion de primer orden ( 16* ), que se ilustrara para la funcion de produccion Cobb-
Douglas Q = Aa“b” ( citada ya anteriormente en cl capitulo antcrior ). La condicién cuyo
numero corresponde a ( 16 * ) obliga a la igualdad entre la relacion precio del insumo y
producto marginal, que conduce a que cada punto de la senda de expansion debe
satisfacer,

P, G,  Aaa*'b” b

P, G, Aa“pBb"' PBa

por lo que la relacion optima del insumo es

= - = constante...(17)
o P,

b _ BP,
a

puesto que o, B y el precio de los insumos son constantes. Por tanto, la senda de
expansion debe ser una recta que pase por el origen.

Por ultimo y resumicndo. este modelo tiene el supuesto de que el productor
cuenta con dos insumos en su proceso productivo, sin embargo en la realidad son mas de
dos insumos y el modelo para hallar el minimo costo de produccion se ve seriamente
complicado, por lo que hay que hacer uso de otros métodos matematicos mas eficaces.

3.3 Una interpretacion econémica del problecma Dual enfocado a la Ley de Ia oferta
y la demandna.

La dualidad posee importantes implicaciones econ6micas, tanto las variables
duales como el problema Dual son susceptibles de interpretaciones economicas. Las
variables dunles en el optimo corresponden a los precios de cdlenlo, y también reciben 1a
denominacion de precios sombra o precios ficticios. Su concepcion puede ser no
inmediata, pues dependera de la naturaleza de las restricciones y de la funcion objetivo
especialimente cuando el segundo miembro es nulo; de aqui que comunmente. interpretar
las variables duales exija formular un analisis primal-dual ( primal sec refiere al problema
original ) del modelo en estudio.

La interpretacion de! problema Dual ¢ del Lagrangeano, se basa en un ejemplo
practico de una empresa como unidad econdmica en un mercado competitivo, con "m"
insumos dentro de su proceso productivo, y con un vector x € R®™ que denota el nivel de
producto con cada una de sus componentes x ; que a su vez representan la magnitud del
producto del bien j, al concluirse el proceso de produccion. Sea b € R™ el vector de las
disponibilidades o insumos que ticne la empresa para poder obtener cierto nivel de oferta;

6 En caso de tencr interés cn profundizar en la Tceoria de Dualidad. sc recomicnda revisar el libro namero
15 dc la bibliografia citada.
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©O sca la compailia cuenta con b; unidades del bien i 7. Ademas suponga que para poder
satisfacer o alcanzar ese nivel de produccion, se requieren g°; ( x Yunidades del insumo i.

Sca g ( x ) la diferencia entre las disponibilidades de! recurso i y las unidades
necesarias del mismo bien para satisfacer cierta produccion, matematicamente tenemos g (
x)=D>b - g (x). De esta sustraccion tenemos tres casos que son que: g, (x) = 0, 6
g, (x) > 0,6 g,(x) < 0. En el primer caso las disponibilidades del recurso i y sus
respectivas unidades necesarias para satisfacer determinado nivel de producto son
idénticas, por 1o que no se tiene un excedente ni una falta de unidades de dicho bien para
atender los compromisos de oferta. Cuando g;(x) > O, se cuenta con un excedente del
respectivo recurso i, y las disponibilidades superan a los requerimientos, o bien se puede
afirmar que sc sobrepasa lo minimamente indispensable para enfrentar las obligaciones en
el mercado. Si por el contrario g,(x) < 0, entonces no hay suficiente cantidad del
recurso i para producir al nivel x, y existe la necesidad de adquirir mas unidades de esc
bien en ¢l mercado, por tanto la compaiiia no es capaz de atender sus pedidos con las
existencias de los bienes con que cuenta, y de alguna u otra forma debe de encontrar el
como disminuir tales carencias, pues contrariamente a ello perdera mercado y
consecuentemente se debilitara si de manera iterativa permancce en dicha circunstancia.

Es evidente que cualquier productor ® en un sistema econdmico capitalista trata
de obtener el maximo beneficio. Por ello, mientras las empresas tengan una carencia de un
bien i y lo demanden, cayendo en el caso g,(x ) < 0O, los productores seguiran elevando
lo mas que puedan los precios de estos productos. Sin embargo, si 1a meta de la empresa
es el de maximizar sus percepciones economicas bajo un determinado nivel produccion x,
y se representa la funcion de ingresos por f( x ), entonces se debe resolver el modelo de
maximizar £( x )
sujeto a
g(x)=0.

En términos generales de los precios de cualesquiera bienes en el mercado se
rigen de acuerdo al principio de escases, por ejemplo si un bien es abundante entonces su
precio serd relativamente bajo, y si en caso opuesto es escaso entonces tendra un valor
relativamente alto. Ahora sea que el recurso "i" se puede vender o comprar en el mercado
al precio unitario u,, con lo que el conjunto de todos los precios de todos los bicnes se
denota por el vector u € R". Por lo anterior, el precio de venta en el mercado de los
excedentes del recurso i, se cotizan con un ingreso adicional de u; g,(x) > O; en caso
contrario, con el fin de poder producir a un nivel especifico x, habria que pagar un costo
de u; g;(x ), y ¢l costo de produccioén seria el representado por la funcion Lagrangeana

L{xu)=f(x)+u"g(x).(18).

7con i==1,2,...m
® Dc los insumos quc nccesita la cmpresa para lievar a cabo su proceso productivo a un nivel especifico.
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La funcion anterior desde una perspectiva de un mercado competitivo, conduce a
afirmar que éste paga £ ( ® ) por la produccién y un incremento adicional u; g;(x ) por
cualquier excedente del recurso i. Por lo que se concluye ( segun este enfoque): existe una

convergencia hacia una misma funcién Lagrangeana, que c¢s precisamente la que
corresponde a la referencia ( 18 ).

Existe un gran problema entre mercado y empresario, ya que el primero desea
que el ( 18 ) sea lo mas baja posible ( es decir que la produccion final tenga como
caracteristica la de ser barata ), mientras que el segundo quiere que sea lo mas alta que se
pueda ( o sea cobrar lo maximo por su produccién ). En ese momento es cuando la Ley de
la oferta y 1a demanda se manifiesta estableciendo los precios de los articulos de acuerdo
con un equilibrio entre ambas partes. Sin embargo, para determinar los precios del
producto en el mercado hay que controlar dos factores indispensables que son el nivel de
produccion x y el nivel de precios u. Por un lado la empresa controla exclusivamente et
primer factor, y por otro, el mercado controla solo el segundo factor; por consiguiente ni
el mercado tiene control sobre produccidon, ni empresa tiene control sobre los precios. Asi,
bajo estas condiciones, en cuanto la empresa saque al mercado su produccion x®, éste
ultimo buscara un nivel de precios u, tal que se cumpla la igualdad

L(x')=:n?itg L(x*®, u).(19).

En caso opuesto, la empresa buscara un nivel de produccion x* tal que maximice
sus beneficios sujeta a un nivel de precios unitarios u™ comprometido por el mercado para
los recursos necesarios en ¢l proceso productivo, es decir intentara que

L(u*)= m.’; L(x, u*)...(20).

LY

Dadas las dos tendencias anteriores, el mercado alcanzara un punto de equilibrio
en caso de que halla un punto optimo ( x*, u* ) tal que

L (ue*)=L(x*u®*)=L(x").(21)

En resumen, si cada integrante del mercado competitivo piensa en satisfacer sus
intereses estando restringido a 1o que la demanda proponga, y se ajusta a las politicas del
resto de la competencia, entonces ¢l sistema tendera a un nivel optimo en forma bilateral
en funcion de "productos-precios”, o sea habra un punto de equilibrio ( x*. u® ) tal que se
establezca 1a triple relacion ( 21 ). Con esta interpretacion del Dual del Lagrangeano se
finalizan las aplicaciones ¢ interpretaciones de 1a técnica de Lagrange, que es parte de la
teoria recibida de los cursos de Calculo Diferencial e Integral 111 de la carrera de Actuaria.
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3.4 Comentarios sobre otros modelos econdémvicos de optimizacion restringida.
Existen otras técnicas de optimizacion restringida mas complejas empleadas para
el planteamiento y solucion de modelos de indole tanto macroeconémica como
microeconéomica, que van mas alla de utilizar las herramientas de la programacion clasica.
Ciertamente la técnica de Lagrange resulta insuficiente en muchos casos, pero sin embargo
es el precedente tedrico matematico mas elemental con que se cuenta, que al generalizarle
y aplicarsele, se convierte en un medio basto y flexible para situaciones dificiles de ilustrar.

Dentro del extenso conjunto de modelos de optimizacion, hay una gran
diversidad de casos y situaciones que dependen de la economia en practica, con
caracteristicas concordantes al contexto especifico que se analice. Por esta razéon no es
congruente el intentar implementar un modclo cualesquiera pertenccicnte a una economia
de Primer mundo, a una economia como la que vive nuestro pais, o cualquier otra nacion
del Zercer mundo ( dadas sus particularidades en cuanto a recursos, objetivos, etcétera ).
No obstante a ello, lo rescatable de estos modelos es el reconocer que sus procedimientos
de optimizacion se derivan de generalizaciones de la técnica de Lagrange.

Debido a la gran diversidad de modelos econdmicos que se han generado a
velocidades impresionantes en Ia Gltima mitad del siglo XX, principalmente después de la
Segunda Guerra Mundial y hasta nuestros dias ( sobretodo de 1980 a la fecha en:
Universidades, Centros ¢ Institutos de Investigaciones Econdmicas, Secretarias de Estado,
etcétera ), es imposible reseiiar de manera fisica a los mismos, dado que no existe un
parametro comparativo universal que distinga a los mas significativos del resto, pues esto
es totalmente relativo. Asimismo es menester decir que todos esos modelos tienen una
finalidad comin, que cs la de optimizar bajo determinadas restricciones considerando otras
ramas de la investigacion como lo son: la investigacion de operaciones, la probabilidad y
estadistica, las finanzas, la mercadotecnia, las politicas, etcétera.

En la Gltima parte de la bibliografia se citan tan solo algunos articulos
relacionados con modelos de optimizacion restringida, desarrollados en Estados Unidos
por profesores e investigadores de diferentes Universidades y nacionalidades. Estos
modelos emplean diversos conceptos macroecondmicos no explorados en este trabajo, por
lo que pienso que no es pertinente ahondar en ellos, sino tan sélo hacer énfasis que en la
actualidad la optimizacion restringida juega un papel preponderante en el Crecimiento del
Sistema Fconomico AMurndial, y que falta mucho por hacer al respecto. Con estos
comentarios se concluye el presente trabajo, y en !a parte contigua, se mencionan diversas
ideas que considero notables de destacar concernientes a todo lo analizado en todos los

capitulos expuestos.
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CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS.

Las definiciones y tecoremas de la programacioén clasica, presentados en el primer
capitulo, fueron importantes pucs sustentaron la aplicacion de la técnica de Lagrange en la
optimizacion restringida al caso de igualdad. También es significativo notar que el criterio
de optimizacion para funciones no restringidas de R® en R, sera cada vez mas dificil de
aplicar conforme la funcion a tratar dependa de mayor numero de variables, pues aunque
tal técnica tedricamente se puede extender a n variables. se tienen grandes limitaciones
como las de que x no debe tener restricciones en R", y la funcion tiene que ser
difercnciable con derivadas parciales de segundo orden.

Afortunadamente para la solucion de modelos de optimizacion restringida, existe
todo un extenso conjunto de ramas y algoritmos de la programacion matematica, como lo
son: la programacion convexa, los métodos basados en la aproximacion lineal ( el método
de Griffith-Stewart, el método de Wolfe, método de direcciones factibles, la programacion
separable. etcétera ), los métodos penales paramétricos y no paramétricos ( dentro de los
paramétricos estan: ¢l método de punto interior, el método de punto exterior, el método
mixto que incluve al método del SUMT 2, y [a técnica de Lagrange. en los métodos no
paramétricos se cncuentran: el método de centros de Huard, el método de Davidon-Box-
Davies-Swann, el método de Weisman, el método de Zangwill, ctcétera ), la programacion
geomeétrica, y otros métodos basados en programas de computo.

La interpretacion econdomica de los multiplicadores de Lagrange, como se
discutidé en el capitulo 11, es tan diversa que no se puede resumir a un sofo caso pues
depende del contexto que se este manegjando, y como se menciono anteriormente, en
muchas casos precisar el significado de los multiplicadores no es tan directo o facil, por lo
que se debe de tener mucha cautela cuando se intente dar alguna implicacion al respecto.

El objetivo plantecado de aplicar la técnica de Lagrange en los modelos de:
Maximizacion de la uriliddad sujeta a una resiriccion presupuestaria, la AMinimizacion del
COSIo Sujeto a una resiriccion de produccian; y dar una interpreracion economica del
Dunal enfocado a la ey de la oferia v la demanda fue alcanzado puesto que se ilustraron
algunas aplicaciones de la téenica de Lagrange con un enfoque economico, ademas de
discutir una interpretacion del Dual del Lagrangeano en un mercado competitivo, y
comentar que la optimizacion restringida en los ambitos micro y macroeconomico es un

tema de actualidad.

2 Son las siglas cn ingles de "Sccucntial Unconstrained Minimization Technique™
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Asimismo, en los modelos y en la interpretacion se tiene respectivamente lo
siguiente:

a ) Como se aprecié en las aplicaciones de la técnica de Lagrange, en la restriccion
presupuestaria en el modelo de maximizacion de la utilidad del consumidor, se enuncia de
la forma que el gasto total sea exactamente igual ( y no menor o igual ) a una suma
especifica. En otras palabras, la limitacion de la aproximacion por el calculo nicga al
consumidor la opcion de ahorrar parte de sus fondos disponibles, y es por ello que no se
ha restringido explicitamente las variables de eleccion a ser no negativas, como dicta el

sentido comin en la economia.

b ) En el modelo de la minimizacion del costo de produccion, se supuso que el productor
s6lo cuenta con dos insumos en su proceso productivo con los cuales habria de encontrar
una combinacion que le minimizare sus costos, sin embargo en la realidad se emplean
muchos mas insumos para satisfacer ciertos pedidos, como por ejemplo lo son las materias
primas, las horas disponibles de mano de¢ obra, la maquinaria, los recursos monetarios, las
instalaciones, las fuentes de energia, etcétera. Por lo anterior, se tendria que construir un
modelo mas complejo, y consecucntemente habria que emplear otros métodos
matematicos mas fuertes que englobaran a mas supucstos.

c ) En la interpretacion economica del Dual del Lagrangeano, se supuso un mercado
competitivo en el que los precios estan sujetos a la ley de la oferta y la demanda, sin
embargo cuando llega a existir un capitalismo muy agresivo puede surgir ¢l monopolio
como una unidad economica donde las empresas mas grandes absorberan a las mas
pequeiias o débiles, entonces la competencia perfecta se anulara dejando de permanecer un
mercado competitivo, y los precios estaran sujctos a los intereses economicos de los
particulares ( o dueilos de dichos organismos ), con lo que evidentemente la interpretacion

mencionada s¢ vera afectada.

Como ya se menciono el matematico francés Lagrange, sent6 las bases teoricas-
matematicas que sustentaron un notable desarrollo en la optimizacion restringida, pues por
medio de su técnica de los multiplicadores de Lagrange las matematicas fueron capaces
de solucionar diversos problemas que se presenten en la vida de! ser humano, que van mas
alla de simple optimizacion no restringida, y ademas abriendo con ello un campo nuevo en
dicha disciplina que ha marcado la pauta de nuevas técnicas y generalizaciones hasta

nuestros dias.

En lo que ataiie a algunas recomendaciones para cualquier modelo de
programacion restringido a igualdad( es ), al utilizar la técnica de Lagrange. se tiene que al
momento de derivar la funcion Lagrangeana y satisfacer las condiciones de primer orden,
se llega a un sistema de ecuaciones cuya solucion con frecuencia es el mayor obstaculo




que se presenta ', por lo que se sugiere el uso de la técnica de sustitucion ( que aunque es
muy laboriosa es apropiada ), familiarizarse mas con algunos artificios matematicos
aplicables en estos modelos. consultar los métodos de programacion no lincal como el del

Jacobiano, y el de SUMT. o en caso extremo consultar otras técnicas mas generales en
textos de niveles mas avanzados !t .

Como opinidn personal pienso que para que los estudiantes lleguen mas
capacitados a la vida profesional, y ¢l proceso de ensefanza-aprendizaje funcione de
manera Optima ( en cuanto mostrar al alumnado las aplicaciones reales de la diversidad de
conocimientos transmitidos a lo largo de la educacion ). es indispensable que este sea
continuamente alimentado v retroalimentado por todas las partes integrantes que
participen en €1, a la vez que se motive a cdades mas tempranas el interés por aplicar lo
ensefado-aprendido. Es decir, e¢ntre mas preparados, capacitados. interesados v
entusiasmados estén los alumnos v profesores, mejores seran los resultados en el proceso,
haciendo referencia a preparacion en todos los términos, pues es altamente significativo.

en ¢l desarrollo de toda licenciatura. el aprender a aplicar los conocimientos adquiridos en
la propia.

10 Pucsto quc gencralmente se trata de sistema( s ) de ccuaciones no lincales.

'1 Los textos avanzados citados cn la bibliografia son los correspondi a los nu >s: 709,11, 12,
13. 13 v 15.
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