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1 NTH.OUUCC IÚN. 

En In fbn11nció11 acadé111ica de nivel superior· en el {nea de las tnatcrnatrcas se i111parten 
gencralrncntc unn cxlc11sa garua de técnicas. pr occúirnicntos .. principios .. leyes. etcétera .. cuya 
nplicaciún casi nunca se prcscntn. o en el r11cjor de los casos sula111c11tc se 111cnciona de 111ancra 
111uy superficial. Corno co11cccuc11cia de dicha car cncia. algunas veces se produce un desinterés o 
npntía por pan e de los alurnnos: y es pr ccisa111c11tc en ese n10111cnto cuando el estudiante se 
cuestiona aceren del ¿Por qué aprender· tales conoci111icnlus si no se les visualiza utilidad alguna?, 
cncoJitrúndosc gcncralr11c11tc la respuesta de que sólo son abst1accioncs ( alejndas de la realidad) 
que sir·vcn para avanzar· en los niveles de estudios fUt un.rn .. o que su crnpleo radica en desarrollar 
el grado de anúlisis en las ciencias exactas. 

Ante la situación anterior. se ulvic.Ja la i111purtancia que en igual 111agnitud debe atender a la 
práctica en relación a la lec.nin. Esto se convierte en un p1oblc111a crucial que se puede englobar 
gcncrallncntc en dos etapas: en un inicio en el ptoccso educativo y postc1io1111cnte en la vida 
profcsionnL En el proceso educnti,·o al no existir un balance entre nr11bas nctividadcs ( teoría y 
práctica )~ pucc.Jcn dar se dos ver tientes. Por un lado .. si se <lis pune n i111par tir un curso 111erarncnte 
teórico. entre otros riesgos se corren los de que los estudiantes se desesperen por no ver 
aplicación alguna. o el de dis111i11uir su 1 c1afi111ic11to tH.:adé-111ico por cxtr aviru se en un extenso 
conjunto tic abstracciones que en el 111is1110 se usen Por et contrario. si se preocupa 111i1s en la 
práctica que en la teoría .. pueden co1nclc1sc cnttc otros los crturcs de 110 justificar resultados, 
tener deducciones pobres .. o conclusiones cxtrc111ada111e11tc reducidas dentro de las diversas 
técnicas que se utilicen. En la vida prolCsional. al no haber un equilibrio inicial en el proceso 
cnsciianza-aprentliznjc. pienso que se traerá corno r csultado final que al crnpczar a ejercer 
prufcsio11alincnte el proceso de ndaptaci,:111 y dcscnvolvi111icnto se extender i1 111ús tiernpo de lo 
debido~ ya sea porque la cnsciianza i111pa1tic.la fue cxtren1ndnrnc11te tcú1ica y no se logra aplicar los 
conoci111icntos en los problc111as que se susciten. o porque en caso opuesto tanta aplicación no 
pennite el abarcar situaciones más generales. Este prolilerna posiblemente se pudiese corregir 
tc1npra11an1cnte poniendo nuis interés en todo lo conccr ni ente a lograr ese adecuado balance entre 
ambas actividades. 

l)csdc luego 110 se puede sulucio11a1· el p1oblc111a a11tc1 iur de fur rna i11r11cdiata. no obstante 
si se i111pulsará 111ús In nplicación desde los niveles de np1cn<lizaje teórico ya citados9 se podrían 
tener los resultados deseados en lo concerniente a In práctica. Ante esta preocupación. se desea 
prcsc11la1· u11a nplicaciú11 111atcr11{1ticn cn11sistc11tt'" en la optir11i7nciú11 restringida con un cnfhque 
n1icrocco11úr11ico. cuyo sopor te tcúr icu 111atc111ático co11espo11<.Jc al analizatlo en el curso de 
Cúlculo Difcr·encial e J11tcgrnl 111 de la cnrrer·a de Actuaría. Ccrneretamentc Ja presente tesina tiene 
corno objetivo el aplicar la 1<.;c11ic.:a ele! l.a.~ra11ge en los 111oclelos de: Afaxi111i=e1cir;11 ele la 11tilieiaei 
sujeta a una restric.:chi11 ¡n·e.\11¡111e.\·te1ria. la 1\ fi11i111i=acici11 ele/ c_·o.\lo .'tujeto a 1111e1 re . ..,·1riccici11 ti~ 
¡1rod11cciá11; >' dar 1111<1 i11tt.'J/Jl't!laciri11 ecv11ci111ic.:e1 1/e/ l.Jual t..•11fi_.1cado a la /#e~•· de la <?feria J.' la 
de111a11da. 
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Dentro del contenido de este trabajo. los posibles problemas de conocimiento a desarrollar 
son: 
a ) comprender y analizar las bases teóricas que garantizan que una función determinada ha sido 
optimizada de acuerdo a la programación clásica. en el caso restringido a igualdad( es ). cuya 
aplicación se ilustra en el último capitulo con las funciones objetivos de los modelos 
n1icrocconómicos en los que se obtienen diversas relaciones de igualdad de las derivadas de 
primer y segundo orden respectivamente~ 
b ) tener presente diversas nociones y / o conceptos teóricos de economía. esto para deducir las 
interpretaciones económicas de las derivadas. de las rectas de isocostos. isocucntas .. curvas de 
indiíerencia .. marginalidad. tasa de sustitución .. etcétera; 
e ) conocer o estar Ian1iliari7-ado con la técnica de Lagrange que se aplica en diversos problcn1as 
de optimización del cálculo diferencial dentro de los cursos respectivos de Actuaría .. para saber en 
términos generales el algoritn10 que sigue dicha técnica .. y no dctener·se en tratar de entenderla 
cuando se está aplicando en los modelos microeconómicos del capitulo III; 
d ) finalmente. saber acerca de la Teoria de Dualidad de la programación matemática. para 
comprender de modo adecuado una interpretación económica del Dual del Lagrangeano. 
presentada en la última capitulo de esta tesina. 

El trabajo inicia con algunas ideas, definiciones útiles en los capítulos restantes, y una 
justificación teórica de la existencia de puntos óptimos.. puntos de inflexión, puntos sill:i,. 
concavidad, etcétera.. por medio de teoremas importantes de la programación clásic~ para 
funciones de R en R y de R • en R ( obtenidos en su mayoria del libro de Análisis Matemático de 
B. Hasser, P. La Salle, y A. Sullivan citado en la bibliografia de este trabajo ). 

En el capítulo 11. se discutirá: la técnica d-. L:igrange. su aplicación e interpretación 
económica, las dif"ercncialcs de primer y segundo orden respectivamente, el análisis estático 
comparativo. etcétera. Asimismo se considerará en rorma concisa algunas propiedades. ideas y 
nociones de la economía matemática relacionada con el planteanüento de modelos de misma 
índole. y la Teoria de Dualidad relacionada con la técnica ya citada. 

Por último. se expondrán algunas aplicaciones de la técnica de los multiplicadores de 
Lagrange en economía. en los modelos de: Maximización de la utilídad sujeta a una restricción 
presupuestaria. Minimización del costo sujeto a una restricción de producción; y se expondrá la 
Interpretación económica del problema Dual enrocado a la Ley de la orerta y la demanda. Además 
de ello. se les analizará en cuanto a las condiciones necesarias y suficientes de la programación 
clásica. y se comentará brevemente algunos otros aspectos relacionados con lo actual que resulta 
la optimización restringida en modelos económicos en otros niveles. 

Se evidenciará en las conclusiones que la técnica de Lagrange es aplicable en modelos 
nücroeconómicos. cuyo fin es el de plasmar en el lenguaje matemático determinadas condiciones 
que se presentan en el mundo real, además de que existen distintas cuestiones interpretativas de 
los multiplicadores. También. se observará que se cuenta con una herramienta muy poderosa de 
las matemáticas y que en caso de ser necesario existen otras técnicas en la optinüzación 
restringida que se pueden aplicar en otros modelos más complejos tanto de orden 



microeconómico como macroeconómico. En caso que el lector tenga alguna otra inquietud acerca 
del tema.. se propondrá una extensa bibliografia compuesta por fuentes del cálculo diferencial. la 
econo1nia matemática. y además algunos artículos relacionados con otros ámbitos económicos de 
actualidad. que podrán ayudar a ampliar sus conocinúentos. 



1 ELEMENTOS TEÓRICOS DEL CÁLCULO DIFERENCIAL. 

1.1 Definiciones. 
Suponga que una función f está definida en un intervalo abierto que contiene a a. 

Sea I la recta secante ( se intersecta con la función f en dos puntos ) a f que pasa por dos 
puntos P y Q de la función, como se muestra en la siguiente figura: 

y 

f (X) 

f (a) 

a 

a X 

1 

y=f(x) 

X 

Usando la f"órmula de la pendiente. se observa que la correspondiente a la recta 
f"(x)-f(a) 

secante / es m = . Conforme el punto P se acerca al punto Q. ya sea por la 
x-a 

derecha o por la izquierda, la pendiente de la recta secante tiende a ser la respectiva de la 
recta tangente (recta que se intersccta con la curva en un sólo punto) con pendiente m. 

Es decir que m = lim f"( x ) - r ( ª ) siempre y cuando el límite exista. Al igual que la x-· x-a 
pendiente de la recta tangente en un punto de la gráfica de una función f. existen otros 
límites en importantes en matemáticas que frecuentemente se presentan. Esta clase de 
límites reciben el nombre de derivada. 

Denaici6n 1.-Derivada de una función de R en R: la derivada de una función y = r ( x ) 

con respecto a "x" en el punto x = a se define como lim f"( ª + h > - f ( ª ) supuesto 
~-- h 

que existe el límite ( nótese que esta definición es equivalente al de la pendiente si se toma 
en cuenta el cambio de variable h = x - a ). Este límite se llama también razón instantánea 
de cambio ( o simplemente. razón de cambio ) de "y" con respecto a "x" en x = a. 
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La derivada se expresa con el símbolo dy ; o si "y" está expresada por f ( x ) se puede 
dx 

expresar por los símbolos f ' ( x ). f ', dy, o D,. En esta tesina se utili7..arán 
dx 

indistintamente cualquiera de los tres primeros simbolos. 

El proceso seguido para hallar la derivada se llama derivación, y se dice que se 
deriva "y" con respecto a "x". Este proceso consiste en los siguientes cuatro pasos: 
1 .-Dar un incremento a "x'". 
2.-Calcular el incremento correspondiente de "y". 
3.-Dividir el incremento de "y" por el incremento de "x"-
4.-Determinar el limite de este cociente cuando el incremento de "x" ( o sea h ) tiende a 
cero. 

La difcrenciabilidad significa que una función tiene ciertas propiedades de 
continuidad sobre la derivada. La existencia de derivadas no implica que una función sea 
diferenciable en cualquier punto o intervalo, pues pueden haber discontinuidades en tales 
derivadas. Si la derivada de una función f existe y es continua en. un punto. se dice que la 
función t: es derivable en a. que es diferenciable en a, o simplemente que f tiene derivada 
en a. Esto nos conduce a la definición de función diferenciable ( o derivable ). 

Definic:ión 2.-Función diferenciable de R en R: una función f se dice diferenciable ( o 
derivable ) en el punto x = a si su derivada existe en ese punto. En otras palabras. una 
función f es derivable en un intervalo abierto ( a. b ) si lo es en todos los puntos c del 
intervalo ( a. b ). Formalmente. fes derivable en un intervalo cerrado [ a. b ] si lo es en el 
intervalo abierto ( a. b ) y los limites 
lim f( a + h ) - f ( a ) • y 
b-•O.. h 

lim f( b + h ) - f ( b ) existen. Los limites anteriores se llaman derivada por la 
h-o· h 
derecha y derivada por la izquierda de f en a y b respectivamente. Si una función f está 
definida en un intervalo abierto que contiene a a. entonces f "( a ) existe si y sólo si las 
derivadas por la derecha y por la izquierda en a existen y son iguales. 

Si la derivada de una función no cambia de signo en un intervalo. entonces esto 
indica acerca del carácter de la función. Por ejemplo, si la derivada de una función es 
positiva en todos los puntos del intervalo, entonces la gráfica de la función tiene una 
tangente con pendiente positiva en cada punto y es de esperar que la función sea creciente 
en el intervalo. Esto nos lleva a la definición de función creciente. 

Definición 3.-Función creciente: una función f ( x ) se dice creciente en un intervalo 
abierto si cuando sucede que x < x 0 implica que f( x) < f( x 0 ). Además dicha función se 
dice creciente en x = x 0 si f ( x ) es creciente en algún intervalo abierto que contenga a 
x 0 • La definición de función decreciente se obtiene con las mismas condiciones dadas. tan 
sólo cambiando el sentido de la desigualdad de la función f evaluada en ambos puntos. Por 
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otra parte una runción f se dice monótona sobre un intervalo cualesquiera. si es no 
creciente o no decreciente en dicho intervalo. 

Respecto de la diferenciabilidad de una función f de R "en R no existe una 
extensión directa de la definición común de derivada. Sin embargo, como la notación de 
diferenciabilidad se extiende fácilmente, se tomará esta noción básica para definir función 
derivable en este contexto. 

Definición 4.-Función diferenciable de R" en R: si fes una función de R • en R. se dice 
que fes diferenciable en el punto ll si f está definida en una vecindad B ( x; r ) de x y si 
existe un vector n ( independiente de h ) tal que para cualquier punto x + h en B · ( x; r ) 

f ( x + h ) = f ( x ) + n • h + <l>(x; h) • h donde lim <l>(x; h)= O 
h- .. o 

Los teoremas que demuestran que si una función f de R en R es diferenciable en un 
punto, entonces la función fes continua; así como también los respectivos que involucran 
Ja suma y el producto de dos o más funciones diferenciables. se extienden para las 
funciones de R • en R. Sin embargo no se demostrarán, pues sus respectivas implicaciones 
no se utilizan en el desarrollo del presente trabajo. 

Considere ahora una función de R • en R. con n = 2. En un punto "' del dominio de 
la función f no tendrá en general una razón de cambio única. sino que cambiará en 
proporciones distintas. según en la dirección en que "' se mueva. La razón de cambio de f 
en la dirección de u. siendo tal un vector unitario 1• se denomina derivada direccional de f 
en la dirección de u en el punto 1. Debe notarse que el valor de la derivada direccional 
depende sólo de los valores de la función f en los puntos sobre la recta que pasa por x y es 
paralela a u. Puntualmente. considerando una función f de R • en R. se tiene la definición 
que a continuación de aborda. 

Definición 5.-Derivada direccional: la derivada direccional de f en la dirección de u, 
donde tal es un vector unitario en R •.es la función D. fcon regla de correspondencia 

D.f(,..) = lim f(x +hu)- f(x) 
h-•0 h 

y con dominio el conjunto de todos los puntos "' del dominio de f para las que existe el 
limite. 

Para funciones de R • en R se puede aplicar un procedimiento análogo al de Jos 
cuatro pasos para derivadas de funciones de R en R. Es decir. dada f ( x ), primero se 

1 Recuerde que punto unitario es aquel vector de longitud igual a la wtidad. d6ndc si a es wt ,·cctor 

distinto de cero. entonces ! .; I • es un vector de longitud igual a wto que CSIÍI en 1:1 dirección de a. 
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incrementa una de las variables la correspondiente a la primer coordenada. en una cantidad 
h. luego se divide entre h el incremento correspondiente de f. y finalmente se hace tender h 
a O. Lo anterior nos conduce a la derivada parcial de f con respecto a la primera 
coordenada. En otras palabras, las derivadas direccionales en la dirección de los ejes 
coordenados reciben el nombre de derivadas parciales. 

Definición 6.-Derivada parcial: si fes una función real definida sobre un conjunto abierto 
de R • y u• es el vector con componente k-ésimo 1 y todos los otros componentes O 2 , 

entonces se llama a D. , f la derivada parcial de f con respecto a la k-ésima coordenada. 
Se denotará por brevedad D, f y será la función con regla de correspondencia 

D.f(,.) = lim f(ll +hu, )-f(x) 
b·-•0 h 

y el dominio el conjunto de puntos ,. en el dominio de f" para los que el limite existe. Al 

vector de derivadas parciales se le denota por Vf ( x ) = ( -~ f" .~ •...• f f ). este 
u X1 t5 X: u XD 

vector recibe el nombre de gradiente de f en s. La derivada parcial de D, f con respecto a 
la coordenada j, o j-ésima se denota por D j( D, f ). que a su vez se puede expresar como 
D ~•f. y recibe el nombre de derivada parcial segunda de f. Es claro que se pueden seguir 
tomando derivadas parciales de f de órdenes superiores. Por último se debe tener presente 

que Dpf( x) =_E_(~)= 82 
w . 

ox, 8 x, 8x;c5 x, 

Si la función f es continua y diferenciable se define como la matriz Hessiana o 
simplemente el Hessiano de f ( x ) ( escrito por H ( x ) ). a la siguiente matriz cuadrada: 

H(x)= 

8 2 f(ll) 8 2 f(x) 8 2 f"(x) 

o x: 8 x,8 x 2 ••• 8 x,8 x. 

8 2 f(ll) 8 2 f(x) 
8 x 2 8 x, 8 X~ 

8 2 f(x) 8 2 f"(x) 

8 x.8 x, 8 x.8 x 2 

8 2 f"(x) 

8x,o x. 

8 2 f(x) 

O x! 

2 Que en conjunto se conocen cómo vectores base .. o individualmente cómo vector coordenado unidad uk 

de R 0 
. Pnr ejemplo losº• para k- l. 2, .... n. son: 

u,- e 1. o, ...• o>. u 2 - e o. 1 •...• o> ....• u. - e o. o •.... 1 >· 
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El Hessiano valuado en el punto y, se escribe H ( y ). En esta tesina se hará 
mención al Hessiano de manera indistinta con los símbolos g ( s ), H ( s ), o H. 

Como se verá más adelante en el caso de extremos libres, es posible expresar la 
condición de suficiencia de segundo orden en fonna de determinante del Hessiano 3 . En 
los modelos de optimización restringida en lugar del determinante Hessiano, se encontrará 
lo que se conoce con el nombre de He:rsiano orlado. Preparando el desarrollo de esta 
idea. se analizarán las condiciones para que sea definida una forma cuadrática de dos 
variables sujeta a una restricción lineal, y posteriormente se deducirán los resultados para 
la condición de segundo orden, en la parte que corresponde a los teoremas de la 
programación clásica. 

Sea q = au 2 + 2 huv + bv 2 sujeto a au + 13v = O. Puesto que la restricción 

implica v = -( *) u, se puede volver a expresar q como una función de una única variable 

2 

q = { al3 2 
- 2 hall + ba 2 ) ~. Es obvio que q será definida positiva ( negativa ) si y sólo 

13 
si la expresión entre paréntesis es positiva ( negativa ). Ahora bien, el siguiente 
determinante simétrico 

CL 

a 
h 

: \ = 2hal3 - al3
2 

- ba
2 

es exactamente el negativo del polinomio que multiplica al cociente de la expresión q. 
Dado lo anterior, se puede expresar que 

definida positiva } 
sujeta a au + 13v = O 

definida negativa 

a 
a 
h 

131{<º 
: > O respectivamente. 

Es digno señalar que el determinante aplicado en este criterio no es más que el 

discriminante de la forma cuadrática original 1 : ~¡.con la orla la primera fila y la otra 

en la primera columna. Además, ésta se compone sólo de los dos coeficientes a y 13 de la 
restricción, más un cero en la diagonal principal. Este discriminate orlado es simétrico. 

3 La demostración del crilerio para encontrar de cxuemos de funciones de ~'llriables se encuentra en la 
i-nc de los Teoremas importantes de Optimización clásica en la siguienlC sección, del mismo capitulo. 
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Volviendo al punto de en qué casos las derivadas parciales mixtas de f" son iguales, 
se puede encontrar demostrado en libros de Cálculo reseñados en la bibliografía del 
presente trabajo. Dicho teorema garantiza esta igualdad. si se cumple que la función f". las 
parciales respecto a "xº y a .. y". e incluso las mismas mixtas son continuas en una región 
abiena R. Se concretará ahora. lo que se entiende por clase. que se relaciona con la 
continuidad de derivadas parciales de orden n. 

Definic:ión 7 .-Clase: se dice que una función f penenece a la clase C • sobre un conjunto 
abieno A. lo que se escribe: f e C • sobre A. si todas las derivadas parciales de orden n de 
f son continuas sobre A. 

En general se puede decir que si f e C • sobre un conjunto abieno E. entonces 
cualesquiera dos derivadas parciales de orden n o menor. con los mismos subíndices. son 
iguales en E aunque el orden en que los subíndices aparezcan sean diferentes. 

Existe a menudo el problema de analizar en que punto del intervalo donde se 
define la función f. ésta alcanza su punto máximo o su punto mínimo; o en otras palabras 
localizar los valores más grandes y más pequeños de una función en un intervalo. Se debe 
entender que una función f tiene un valor máximo relativo en un intervalo en un punto c si 
f ( c ) es mayor o igual al valor de la función en cada uno de los puntos del intervalo; 
similarmente para el mínimo relativo f ( c ) es menor o igual al valor de la función en los 
mismos puntos. Formalmente se tiene la si!,'lliente definición. 

Definición 8.-Má.ximo relativo de R en R: una función f tiene un max1mo relativo en un 
punto e si existe una vecindad de c. N ( c ). tal que para todo "x" en N ( c ) y en el 
dominio f( x ) :5 f ( e ) . Un número tal f ( c ) se llama ( valor ) máximo relativo de la 
función. Un ( valor ) mínimo relativo de la función se define de modo análogo. 

Para determinar los valores máximo y minimo relativos de una función f de R • en 
R. se tiene que reflexionar en la condición necesaria: si f tiene un valor máximo o mínimo 
relativo en un punto "'• entonces todas las derivadas parciales de orden uno o son nulas o 
no existen en "". Sin embargo. la condición no es suficiente para asegurar la existencia de 
un valor máximo o un valor mínimo relativo de la función en tal punto. Para funciones de 
R • en R. con n = 2 se puede obtener una razón suficiente para la existencia de un máximo 
o ·un mínimo relativo que puede extenderse, aunque con dificultad. a funciones definidas 
sobre espacios de mayor dimensión. 

Definición 9.-Máximo relativo de R • en R: la función f" tiene un maximo relativo en el 
punto "• si existe una vecindad N de s 0 tal que para todo x e N,...... D,. f(s) S f"(s 0 ). Un 
( valor) mínimo relativo de la función se define de modo análogo. 
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Si f( e) 4 es el máximo (mínimo) relativo de la función en un intervalo, entonces 
se dice que f alcan7.a su máximo ( mínimo ) en e, y el punto con coordenadas ( c, f ( c ) ), 
representa el punto más alto ( bajo ) de la gráfica. Los máximos y minimo5 5on los valores 
extremos de la función f. Estos valores extremos se pueden alcanzar en má5 de una vez. 

Definidón 10.-Valores extremos: los valores extremos de una función 50n lo5 máximos y 
mínimos relativos de una función. para ambos casos. Estos valores también se llaman 
mínimo absoluto y máximo absoluto de f en un intervalo ( o conjunto abierto, 5egún 
corresponda ). Los máximos y mínimos locales de una función también son importante5. 

La palabra local se refiere a que estos máximos o mínimos lo son en relación con 
un intervalo abierto que contiene ni punto en estudio. Esta definición 5e extiende para 
funciones de R • en R. 

En los puntos correspondientes a los extremos locales de una función f. la recta 
tangente es horizontal ( con pendiente m = O ). o bien la gráfica tiene un pico '. La5 
abscisas de estos números son en los que la derivada es cero o no e"iste. Se definirá 
formalmente puntos criticos. que también se extiende para funciones de R" en R. 

Defi11ic:ión 11.-Puntos críticos: los puntos críticos de una función definida 5obre un 
intervalo ( o conjunto abierto para funciones de R • en R ) son los puntos donde la 
derivada ( o bien la derivada parcial ) o es cero o no existe. y también los puntos e"tremo5 
del intervalo si es que pertenecen al intervalo ( o en un punto frontera del dorninio de la 
función,. en términos genéricos ). Una función no tiene necesariamente un valor extremo 
en cada punto crítico. Los valores extremos de una función pueden sólo ocurrir en puntos 
críticos. 

Para describir la gráfica de una función derivable f. es substancial saber cómo se 
está doblando o flexionando la curva. Esta flexión se refiere a lo cóncavo o conve"o de 
una gráfica. La definición de convexidad de una función es objeto de la aceptación de una 
convención. de la misma manera que pudiera la definición de la dirección de norte-sur. 
Curiosamente en algunos textos antiguos lo que ahora se ha convenido casi 
universalmente como convexidad,. era definido con10 "concavidad" y viCeversa. De manera 
formal en términos de topología se tiene. lo siguiente: 

·oer.11ició11 12.- Función convexa: Sea f una f"unción definida sobre un conjunto convexo 
S, tal que S e R • . Entonces se dice que fes una f"unción convexa, si dados x. y e S 5e 
tiene que 

f< ,._ "+ <, - A) Y > s ).. f< x > + < 1 - '->f< Y > "' ).. e e o. 1 1. 

4 De igual fornm sucede si el nínncro real c. se inlcrc:unbia por el vector n-di1ncnsionat c . 
.! Para Jns funciones de R n en R. en ,·cz de ser recta t.:ingcnte. est:I idc3 se cxtcndcrt:1 a ser un hipcrplano 
tangente a Ja superficie. 
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Se dice que f es cóncava., si - f es una función convexa. Si la desigualdad se cumple 
estrictamente para A. e ( O, 1 ) , entonces la función es estrictamente convexa; es decir. 

f( A x+(I - A.) y)< A. f( X) +(I - A.)f( y) V" X~ y. 

Actualmente. en general se acepta que: una función f' es cóncava en el intervalo 
a$ x $ b. si la línea que une a los puntos (a.. f( a)) y ( b, f( b)) encuentra debajo de la 
función. y es convexa en dicha intervalo si la recta antes mencionada se halla arriba de la 
función. De modo alternativo geométricamente se tiene que un arco de una curva 
denotada por y = f ( x ) se llama cóncava hacia arriba si en cada uno de sus puntos el arco 
está por encima de la tangente en ese punto. En otras palabras, se puede decir que una 
curva y = f ( x ) es cóncava hacia arriba en donde se cumpla que a ,;; x $ b si para 
cualquier arco PQ de la curva en ese intervalo, la función queda por debajo de la cuerda 
PQ; y es cóncava hacia abajo si queda por encima de tales cuerdas. como se puede ver en 
la siguiente figura. 

y 

P(a,f(a}) 

a b,f(b}) 
A 

o a e b X 

La concavidad de una gráfica es relativa pues está en relación a la perspectiva que 
se tenga. es decir la curva que desde arriba se ve cóncava ( se referira esto cóncava desde 
arriba ). resulta que vista desde abajo es convexa., por lo cual es equivalente decir curva 
có11cava de.<;de arriba a decir ct1rva co11vexa desde abajo. Análogamente, en el caso de 
que una gráfica es có11cava desde abajo es similar a decir que es co11vexa desde arriba. La 
convexidad y la concavidad vistas desde arriba, gráficamente se manifiestan con 
abombamientos y depresiones. respectivamente. Para unificar la perspectiva en esta obra, 
cada vez que se hable de concavidad de la gráfica de una función será desde arriba y se 
hará ref'erencia a esto diciendo: " ... es cóncava hacia arriba ... ". similarmente para el 
segundo caso 6 • 

6 NÓICSC que se inlercambió la prepo&ición desde por hacia. esto debido a que en la mayorla de los textos 
se maneja de esta forma. 
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Antes de continuar. seria propio recalcar los siguientes puntos. 
a ) la definición de fünción cóncava ( convexa ) no depende de la definición de función 
continua ( discontinua ). 
b ) una función que es cóncava sobre una región es convexa respecto a la región 
complementaria. 
c ) una función lineal es a la vez cóncava y convexa. 

La importancia de la convexidad ( concavidad ) de f"unciones para la teoría de 
optimización es notable. ya que demuestra que si la función es convexa ( cóncava ). sus 
mínimos ( máximos ) son globales, mientras que sus máximos ( mínimos ) pueden ni 
siquiera existir. o ser dificil de identificar el global. entre todos los máximos locales. Así. 
para cualquier aplicación. es crucial el determinar las propiedades de convexidad de la 
función para poder precisar la clase de óptimo obtenido en un momento dado. En términos 
de la teoría de optimización. se requieren propiedades de convexidad para poder obtener 
condiciones de suficiencia para la optimalidad. 

Por otro lado. como la flexión de la gráfica de una función f" concierne al cambio 
en dirección de la gráfica y como r .. da la razón de cambio de la función pendiente r .. Ja 
consideración de los valores de f" · · debe de darnos infbrmación sobre la flexión de la 
gráfica. 

Al dibujar la gráfica de una función f: los puntos en los que la dirección de la 
concavidad cambia deben ser claramente identificados con la mayor exactitud posible. 
Nótese que los picos de las gráficas pueden ser también de tal clase. Se precisará el 
concepto de punto de inflexión. 

Definición 13.-Punto de inflexión: un punto sobre la gráfica de una función donde la 
dirección de concavidad cambia. se llama punto de inflexión. Una curva y = f" ( x ) tiene en 
x = x 0 un punto de inflexión si f" ··e x 0 ) =o. o si no está definida y tal cambia de signo al 
crecer "x" a tráves de x 0 • Jo cual equivale a que r """( x 0 ) "'O cuando ésta existe. 

Con esta última definición se concluye la primera parte de este capitulo. dando 
paso a la segunda sección que constantemente empleará muchas de las definiciones ya 
citadas. 

1"2 Teoremas importantes de la proaramaci6n dásica. 
Los problemas del mundo real tienden a tener muchos criterios alternativos en la 

búsqueda de soluciones, que en apariencia son inciertos y es muy dificil si no imposible, 
encontrar una solución que sea realmente óptima. Existe la posibilidad de considerar como 
óptima la solución que sea más satisfactoria. en cuyo caso la satisfacción es la meta en vez 
de la optimización ( afortunadamente en problemas matemáticos la situación no es tan 
drástica). 

En modelos de características similares a los de este trabajo, una solución se llama 
óptima cuando es la mejor de acuerdo a ciertas pruebas matemáticas. Asimismo, es 
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preciso saber que éstos tienen el común denominador de buscar un óptimo ( si e5 que 
existe ). aunque al mismo tiempo. tales tienen rasgos muy propio5 que los distinguen entre 
si. Es por ello que cada problema requiere de un tratamiento particular para hallar 5U 
óptimo que se logra mediante la elección de una alternativa de entre una extensa variedad 
de posibilidades. Dentro de esas posibilidades está el emplear algunos teoremas 
importantes de la programación clásica, que en esta sección se analizarán. Se har• la 
referencia de estas preposiciones de acuerdo a su complejidad. iniciando con los 
respectivos de funciones de R en R., y posteriormente con los correspondientes de las 
funciones de R • en R. 

El primer teorema que se va a tomar en cuenta nos indica cuándo una función de R 
en R en un intervalo ( a. b ) tiene un máximo o un mínimo. y en qué punto se encuentra. 
Esto se logra al examinar sólo la primera derivada de la función. De igual manera se puede 
examinar los lugares donde la función es creciente o decreciente de acuerdo al 
comportamiento del signo de la primera derivada. Este teorema se puede encontrar como 
el criterio de la primera deri"ada en diversos libros del cálculo diferencial. 

1.2.1. Criterio de 111 primer11 deri ... ada. Si c es un punto critico de f y si existe un 
intervalo dado [a, b] con c e (a. b) tal que fes continua sobre [a, b] y 

t ) f '( x ) 2: O para x e ( a. c ) y f '( x ) s O para x e ( c, b ). entonces f tiene un 
máximo relativo en e: 

2 ) f'( x ) s O para x e ( a, c ) y f '( x ) 2:: O para x e ( c, b ), entonces f tiene un 
mínimo relativo en e: 

3) f'( x) >O para x e (a. c) y f'( x) >O para x e ( c, b ). o f'( x) <O para x e 
( a, c ) y f '( x ) < O para x e ( c. b ) entonces f no tiene ni un má.ximo. ni un mínimo 
relativo en c. 

Demostración. 
1 ) Como f'( x) 2: O para x e (a, c), fes no decreciente sobre (a, c] pues si f'es 

continua sobre un intervalo J y f '( x ) 2: O en todo punto interior de J. entonces fes no 
decreciente sobre J. De donde 

f( x) :5 f( c) para toda x e (a. c ). 
Como f'( x) s O para x e ( c, b ). fes no creciente sobre [c. b]. 
De donde, f( x) s f( c) para toda x e ( c, b ). 

Así pues, f( x) s f( c) para toda x s f( c) y ftíene un má.ximo relativo en c. 
2 ) La pn.ieba de esta parte del teorema es análoga a la de la parte ( 1 ). Es decir, 

COmO f' '( X ) S Ü para X E ( a. C ), fes decreciente Sobre ( a, C ) pues Si fes continua Sobre 
un intervalo J y f'( x) s O en todo punto interior de J, entonces fes decreciente sobre J. 

De donde 
f( x) 2: f( e) para toda x e (a, c ). 

Corno f '( x ) 2: O para x e ( c. b ). fes creciente sobre [ c, b ]. 
De donde, f( x) 2: f( c) para toda x e (c. b ). 
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Así pues. f( x) 2': f( c) para toda x 2': f( c) y ftiene un máximo relativo en c. 

3) Si f'( x) >O para x e (a., c) entonces fes creciente en [a. c) y si f'( x) para 
toda x e ( c. b ) entonces fes creciente en [ a. c ]. Luego fes creciente sobre el intervalo [ 
a., b ]. Análogamente. se ve que si f ' es negativa a ambos lados de c entonces f' es 
decreciente en el intervalo [ a., b ). En cualquiera de los casos, f no tiene ni un máximo ni 
un mínimo relativo. Lo que completa la demostración. 

El siguiente teorema nos dice que cuando una función f definida en una vecindad, 
tiene un punto e."tremo. y la derivada existe en tal punto entonces, ésta última es igual a 
cero. Esto se puede ver geométricamente a partir del hecho de que cualquier punto 
extremo de la gráfica de una función, tiene una recta tangente cuya pendiente es cero, 
debido a que la recta es horizontal. Se debe recordar que la primera derivada de una 
función f. representa la pendiente de la recta tangente en un punto x. 

l. 2. 2. Teorema que garantiza la e:llislencia de un 6ptimo para funciones de R en R. 
Si 1 ). la función ftiene un valor e>ttremo en c; 2 ). f está definida en una vecindad de e; y 
3 ), f'( c) existe, entonces f'( c) = O. 

Demostración. 
Suponga que ftiene un máximo relativo en c. Existe un número k > O tal que f está 

definida sobre ( c - k, c + k ). f( x) s f( c ). Luego para toda he (O, k ), 

f( c + h ) - f( c ) S 
0 

h 

y por lo tanto, f • '( c) s O. Para todo h e ( - k, O), se tiene 

f( c + h ) - f( c ) 2': 
0 

h 

y por lo tanto, f • • ( e ) 2': O. Como f '( c ) existe por hipótesis f • • ( c ) = f • • ( c ), y por 
lo tanto , f'( e ) =O. 

Ahora., supóngase que f tiene un minimo relativo en c. Existe un número k > O tal 
que f" está definida sobre ( c - k. c + k ), f' ( x ) 2': f' ( c ). Luego para toda h e ( o. k ), 

f'( c + h ~ - f( c ) 2': 0 

y por lo tanto. f" • '( e) 2': O. Para todo h e ( - k, O). se tiene 

f( c + h ~ - f'( e ) s 0 
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y por lo tanto. f • '( c) :s; O. Como fº( c) existe por hipótesis r • '( c) = f • '( c). y por 
lo tanto. f'( c) =O. Lo que completa la demostración. 

Este teorema confirma como consecuencia inmediata que los valores extremos de 
una función definida sobre un intervalo pueden aparecer solamente en: 

1 ) puntos donde la derivada es cero. 
2 ) puntos donde la derivada no esta definida, o 
3 ) puntos extremos del intervalo si es que penenecen al mismo. 

El teorema que sigue es conocido bajo el nombre de criterio de la segunda 
deri>'ada. por medio de éste se pueden hallar los máximos. mínimos. puntos de inflexión, 
intervalos de concavidad, etc., de una función f. Para problemas de optimización con 
restricciones se utiliza con f"recuencia. 

l. 2. 3. Criterio de I• segunda deriv•d•. Supóngase que f es dif"erenciable en una 
vecindad N ( c) de c. donde f'( c) =O. y que f"( c) existe. 

1 ) Si f"" ( c) <O, entonces ftiene un máximo relativo en c. 
2 ) Si f" ( c ) >O, entonces ftiene un mínimo relativo en c. 

Demostración. 
1) Si 

lim f ( x )-f'( c )<O 
X - C 

entonces por el teorema que enuncia que .. si lim f' = L y a < L < h. e11/0'1Ct!."í .. 
existe un número k > O tal que a < f ( x) < h para todo :r en el dominio de f que 
sati.efugu O< 1 x- x 0 1 < k ",existe una vecindad (a. b) de c tal que 

f'( X )-f'( C 

X - C 
f'( x ) <O para todo x E (a. b) u (c. b ). 
X - C 

Se puede suponer que (a. b) e N ( c ). Entonces fes continua sobre [a. b] y 
f '( x ) > O para todo x e ( a. c ). 
f'( x) <O para todo x e (c. b ). 

por lo tanto ftiene un máximo relativo en c. 

2 ) La prueba es análoga. es decir. si 

lim f ( x )-f'( c )>O 
X - C 
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entonces con el apoyo del mismo teorema de límites utilizado en Ja primera parte 
de esta demostración. se tiene que existe una vecindad ( a. b ) de c. 
tal que 

f' ( x ) - f' ( e ) = f' ( x ) > O para todo x e ( a. b ) u ( c. b ) 
x - e x - e 

Se puede suponer que ( a. b ) e N ( e ). Entonces fes continua sobre [ a. b ] y 
f'( x) <O para todo x e (a. c). 
f '( x ) > O para todo x e ( c. b ). 

por Jo tanto ftienc un mínimo relativo en c. Lo que completa la demostración. 

Al momento de buscar un óptimo de alguna función f en caso de que exista. podría 
pensarse que es indistinto el emplear un criterio en vez del otro. Sin embargo. para 
establecer la condición de suficiencia en algunos casos es más recomendable el uso del 
primer criterio en lugar del segundo criterio, o viceversa. Por ejemplo. si se tiene en la 
primera derivada una expresión muy extensa que involucre cocientes. raíces n-ésimas, 
etcétera. es más recomendable el emplear el criterio de la primera derivada; si se trata de 
una expresión no muy extensa el utilizar el criterio de la segunda derivada es notablemente 
más ventajoso. 

El próximo teorema tiene mucho que ver con el criterio de la seg1111da derivada. 
de hecho se desprende de él. Esta proposición muestra como encontrar de una manera 
conveniente y rápida la concavidad de la gráfica de una función f a partir de la segunda 
derivada. Se presenta la demostración para ambos casos de concavidad. 

l. 2. 4. Teorema concavidad de la gráfica de una función. I ) Si f "( x ) > O para todo 
punto x e ( a. b ) entonces la gráfica de fes cóncava hacia arriba sobre ( a. b ). lI ) Si se 
tiene que f "( x ) < O para todo x e ( a. b ) entonces la gráfica de fes cóncava hacia abajo 
sobre ( a. b ). 

Demostración. 
I) Tómese dos puntos cualesquiera x, y x 2 en (a. b) tales que x 1 < x 2 • Sean los 

puntos P 1 = ( x 1 • f( x 1 ) ) y P 2 = ( x 2 • f( x 2 )) • Tómese un número cualquiera entre 
x 1 y x 2 : ( 1 - t) x 1 + t x,. donde t e (o. 1 ). Según el teorema del valor medio existen 
puntos ce ( x,. ( 1 - t) x, + t x 2 ) y otros puntos cualesquiera c'e (( 1 - t) x, + t x 2 , 

x 2 ) tales que 

y 

f(( 1 - t)x 1 + t x 2 )-f(x, )=f'(c) 
( 1- t )x, + t x 2 - x, 

f'( X 2 ) - f'({ ) - t )x, + t X 2 ) 

X 2 - ( } - ) X l - t X 2 

f' ( c· ). 
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Las condiciones para el teorema del valor medio se verifican en los intervalos 

[ x 1 • ( 1 - t) x 1 + t x 2 ] y [ ( 1 - t) x 1 + t x,. x 1 ] 

ya que f"( x) existe para toda x e [ x 1 • x 2 ]. Como f"( x) >O para todo x e [ x,. x 1 ], 

la función f · es una función creciente sobre [ x 1 • x 1 ]. de donde 

f'( c) < f'( e· ). 

Por tanto, 

f (( 1 - t ) x 1 + t x 2 ) - f ( x 1 ) < _f_(_x~2~>,...--_f_({~l,...,..-_t~)_x_1~-+-t_x~1~) 
t( x, - x, ) ( ( 1 - t )( x, - x, ) 

( 1-t) f(( 1-t }x 1 + t x 2 )-( 1-t )f( x,) < tf( x 2 )-tf({ 1-t )x 1 + tx 2 ) 

f(( 1-t )x 1 +tx,)<(1-t)f( x, )+tf( x 2 ). 

Así pues, si f"( x) >o. para todo x e (a, b). la gráfica de fes cóncava hacia arriba sobre 
(a. b ). 

U) Si f"( x) >O para todo x e (a. b ). 

entonces 

[ - f ]"( x) = - f"( x) >O para todo x e (a. b ). 

De donde. por analogía de la primera parte de este teorema., 

- f(( 1-t )x, + t x,)<( 1-t )[ - f( x, ) ]+t [- f( x 2 )] 

y 
f({ 1-t )x,+t x 2 )>( 1-t )f( x 1 )+t f( x 2 ). 

Por la tanto. la gráfica de la función f es cóncava hacia abajo sobre ( a. b ). Lo que 
completa la demostración. 

Ahora bien. el teorema siguiente nos dice que los valores extremos de una función 
de R • en R definida sobre un conjunto abieno pueden ocurrir sólo en los puntos críticos 
de la función. Sin embargo, la función no necesariamente tiene un valor extremo en cada 
uno de los puntos criticos. 
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l. 2. !'i. Teorema que 11arantiza la ellistencia de ua óptimo para funciones de 
R • en R. Si la función f' definida sobre un conjunto abierto e de R • tiene un valor 
extremo en ll 0 E e y D,I"( s 0 ) existe.entonces D,I"( •• )=0. 

Demostración. 
Supóngase que f'tiene un máximo relativo en ll 0 • Entonces 

lim f'( "'• +hu. ) - f'( "'º ) S O 
•····· h 

y 
lim f'( "'º+hu• )- f'( "'• ) 2: O. 

·-··· h 

Como º• f'( x 0 ) existe. los dos anteriores limites deben de ser iguales a 
o.re x 0 ). Luego D,f'( "'º ) =o. 
Si f'tiene un mínimo relativo en "'•·entonces - f'tiene un máximo relativo en "•· Aplicando 
la parte del teorema ya probada a - f'. se obtiene º• f'( "º )= O. Lo que completa la 
demostración. 

Como se ha visto los puntos críticos ocurren cuando la recta tangente a la gráfica 
de una función es horizontal. En el caso de funciones de varias variables. como se 
recordara., los puntos criticos suceden cuando el hiperplano tangente a la gráfica de la 
función es horizontal. En otras ideas. donde las derivadas parciales de f' ( o bien el vector 
gradiente de f') respecto a las variables de la f'unción deben anularse. 

Para un punto :x e R • el sistema representado por el V f' ( ,. ) = O contendrá n 
ecuaciones ( tal vez muchas serán no lineales ). las cuales podran tener una solución, más 
de una solución o en otro caso ninguna solución. Para n = l un punto critico que no es 
máximo. ni mínimo debe corresponder a un punto de inflexión. pero para n <?: 2 hay más 
posibilidades; para n = 2. por ejemplo. un punto critico puede ser un punto silla. 

Los criterios de la primera y de la segunda derivada para funciones de R en R. se 
extienden para f'uncíones de R • en R . Concretamente la condición de suficiencia de la 
segunda derivada para el caso n-dimensional es más complicada que cuando "x" es un 
escalar pues no basta checar las segundas derivadas parciales individualmente. Debido al 
modo en que esas derivadas están relacionadas a la curvatura de la gráfica de f. la prueba 
debe ser reemplazada usando la matriz Hessiana U ( ll ) ya se definida anteriormente. Si f' 
tiene las segundas derivadas parciales continuas entonces. se tiene la relación siguiente de: 
ó 2 f(:x)_ó 2 f(s.) .. _ 

- paraJ, 1 - l, 2, ...• n. y el Hessiano será simétrico. 
ó x 1 ó x 1 ó x 1 ó x, 

Revisar el signo de la segunda derivada cuando n = l, es similar a revisar las componentes 
de la matriz cuando n > 1 . Los distintos tipos de matrices. donde M es una matriz de 11 

por " y z un vector n-dimensional, a continuación se definen. 
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{ 

positiva definida 

positiva semidefinida 
Mes . . . 

negativa semadefiruda 

negativa definida 

La relación entre el Hessiano y clasificación de puntos críticos para el caso de 
minimización a continuación se resume. 
si ll es un punto critico de r( ll). entonces 
H ( ll ) es positiva definida => ll es un mínimo absoluto, 
H ( ll ) es positiva semidefinida 'V "' en alguna vecindad de ll => ll es un mínimo absoluto, 
ll es un punto mínimo => H ( ,. ) es positiva semidefinida. 

A continuación se demostrará el teorema relativo a la condición de suficiencia para 
óptimos de R • en R. Conforme la n del espacio o-dimensional R • se incremente, se 
complicará gradualmente la prueba de este teorema. Se asumirá que r es una función de 
R 2 en R, en la demostración de la ya mencionada proposición. 

l. 2. 6. Criterio pa ... localización de óptimos de funciones de Rª en R. Supóngase que 
res una función de R 2 en R que penenece a la clase C 2 

( la demostración es similar para 
cuando n > 2) para en una vecindad de"º' y supóngase que o,r( "• ) = D 2 f( "• )=O. 

1.- Si 0 1• ,r(ll 0 )D2 • ,r(x 0 )- (D 1• 2 f(ll 0 ))
2 >O, entonces rtiene un valor extremo en"•' 

un máximo relativo si D 1., f(ll 0 ) <O y un mínimo relativo si D 1., r(•o) >O. 

2.- Si D 1• ,r(• 0 )D 2 • 2 r(x 0 )- (D 1• 2 r(ll 0 ))2 < O , entonces r no tiene un valor extremo en 

"•: tiene un punto silla o de ensilladura. 

Demostración. 
Tomese un punto "'• + h en la vecindad reducida B"( ll 0 ; r) y sea h = ( h, , h 2 ). Usando 
el teorema de Taylor, se tiene que para un cierto O en (O, 1 ) 

r( "• + h) - r( "•) = h, 0 1 f( "•) + h 2 0 2 f( "•) + ~ [ h: D 1• 1 f( "•+Oh ) 

+ 2 h, h 2 D 1• 2 r( "'• +Oh ) + h~ D 2 • 2 f( 1 0 +Oh ) ] 

= ~ [ h: º·· 1 r( "• +Oh ) + 2 h, h, D,. 2 re "• +Oh ) 

+h~ o,_ 2 re"• +oh >1 

= ~ [ Ah: + 2B h, h 2 +Ch~ ] 

donde A= 0 1• 1 f( "• +8b ), B = 0 1• 2 f( 1 0 +Oh ), C = 0 2 • 2 re "• +8b ). 
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Sea g = O'· 1 f D ,_ 2 f - ( O 1• 2 f )2 ; entonces g es continua sobre B ( ll0 ; r ). 
l.- Si g (lle)> o y 0 1• 1 f( ,.. ) <O, entonces existe una vecindad B ( ll0 ; t5) contenida en 
B ( ll0 ; r) tal que para todo x en B ( ll0 ; t5) 

g(x)>O y 0 1• 1 f( x) <O. 

Si se toma ll 0 + h en B ( ll 0 ; t5 ), entonces ll 0 +O ben B ( x 0 ; t5) y 

g(x0 +0h)=AC-B 2 >0 y D 1• 1 f( ll 0 +Oh )=A<O. 

Por lo tanto. para todo ll 0 +Bhen B'( x 0 ; t5 ). 

f( x 0 + h) - f( x 0 ) = _!_ [Ah: + 2B h, h 2 + Chi] 
2 

= - 1
- [ (Ah + Bh )2 + ( AC - B 2 )h2 

] <O. 
2 A 1 2 1 

Esto prueba que f tiene un máximo relativo en lle si g ( :x 0 ) > O y 0 1• 1 f ( lle ) < O. La 
prueba que ftiene un mínimo relativo en ll 0 si g (lle)> O y D 1• 1f( x 0 ) >O es análoga a 
la anterior. 

2.- Si g ( s 0 ) < O, se demostrará que hay dos rectas L 1 y L 2 que pasan por x 0 tales que la 
función f( x 0 ) es un mínimo relativo de los valores de la función sobre una de las rectas y 
es un máximo relativo de los valores de la función sobre la otra recta. 
Si b = 1 b 1 u = 1 h 1 ( u 1 • u 2 ). entonces 

f( ll 0 + h) - f( ll 0 ) = _!_ !hl 2 
[ Au: + 28 U 1 U 2 + Cui]. 

2 

Sea a= D 1• 1f( ll 0 ), b = D 1• 2 f( ll 0 ), c = 0 2• 2 f( X 0 ). Como fe C 2 sobre B ( ll 0 ; r). 

para toda !hl suficientemente pequeña Au: + 28 u, u 2 + Cui. y por lo tanto se tiene que 
f( :x0 + h) - f ( s 0 ), tiene el mismo signo que au; + 2b u 1 u 2 + cui, con tal que éste 
último sea realmente distinto de cero. Ahora se demostrará que siempre hay dos 
elecciones de u = (u, , u 2 ) tales que au: + 2b u 1 u 2 + cui tiene signos opuestos para 
estas dos elecciones. Es decir, tales que f ( lle ) es un rninimo relativo para una de estas 
dos elecciones y un máximo relativo para la otra. 

Considerese tres casos. 

Casol.a,..O. 
Si ( u 1 , u 2 ) = ( l. O), entonces au: + 2b u, u 2 + cui =a. 

Si (u, • u 2 ) = ~ ( b, -a), entonces 
ª2 +b2 
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+ 2b u, u 2 +cu~= ~ g ( ll0 ). 

a 2 + b 2 

Así pues g ( s 0 ) < o. para lhf suficientemente pequeiia, pero no cero, el signo del 
incremento f" ( s 0 + h ) - f" ( s 0 ) será dif"erente cuando s 0 + h e L, = { s 0 + t ( 1, O )} 
que cuando s 0 + h e L 2 = { s. + t ( b. - a )j. Así pues f" ( s 0 ) es un valor minimo 
relativo sobre una de las rectas y un valor máximo relativo sobre la otra. 

Caso 2. c"" O. 
Este caso es análogo al caso l. Aquí f"( x 0 ) es un valor mínimo relativo respecto a una de 
las rectas. L, = ( •o + t ( J. O )j y L 2 = ( "'• + t (c. - b )}. y es un máximo relativo sobre 
la otra recta. 

Caso3.a=c=O. 
Como g ( "'• ) = ac - b 2 < o. se debe tener b "" O. 

1 
Si (u, u 2 ) = ../2 ( 1, 1 ). entonces au~ + 2b u, u 2 +cu~= b. 

1 
Si ( u, • u 2 ) = ../2 ( 1. - ). entonces 

au: + 2b u 1 u 2 + cu~ = - b. 

Así pues, se puede concluir que para 1 h 1 suficientemente pequeña, pero no cero, 
el signo del incremento f"( x 0 + h ) - f"( s 0 ) será dif"erente con,. 

"'• + h e L, = { s 0 + t (l. I )J. 

que cuando x 0 + h e L 2 = { x 0 + t ( J. - J )}. Y de nuevo f"( •• ) es un valor mínimo 
relativo sobre una de las rectas y un valor máximo relativo sobre la otra. Lo que completa 
la demostración. 

En muchas ocasiones se necesita calcular el óptimo de una función sujeta a una o a 
un conjunto de restricciones de igualdades. En la( s ) restricción( es ) adicional o 
adicionales comunmente todas o algunas de las variables están en correlación con el resto. 
y .en múltiples circunmancias es despejable cualquiera de las variables. Cuando lo anterior 
sucede, y es sustituible en la función principal, es posible optimizar la función f. mediante 
los criterios clásicos de la programación ya mencionados. Sin embargo, este 
procedimiento no siempre es f"actible. y su aplicación puede dificultar demasiado el 
problema original. Otro hecho que desfavorece al método citado. es que en algunos 
problemas puede ser imposible despejar a alguna de las variables. Es por ello que es a 
veces más fiícil y recomendable usar la técnica de Lagra11ge. A continuación se demostrará 
el teorema de la función implícita. que sirve de base para demostrar el teorema de los 
multiplicadores de Lagrunge. 

1 
f 
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l. 2. 7 .... eorema de la función in1plíci111. Sea F una runción de R 3 en R que pertenece a 
la clase C 1 en un conjunto abierto A. Si F ( ll 0 } = O y D 3 F ( lle ) °"' o. donde el punto 
denotado por lle = ( x 0 • Yo. z 0 ) e A., entonces existe una vecindad N de ( x 0 • Yo}. una 
vecindad de z. ( Zo - c. Zo +e). y una función única re C' sobre N tal que 

r(x 0 ,y 0 )=z0 

y para todo e x. y ) e N. 

r( x. y) e ( z 0 - c, z 0 + c) 
y 

Fe x, y. re x. y>>= o. 

Además para ex. y) e N. 

y 

01 f"( x. y)=_ D,F(x.y.f(x.y)) 
D,F(x,y.f(x,y)} 

02 
f"( x. y)=_ D,F(x,y. f(x,y)). 

D,F(x,y,f(x.y)) 

Demostración. 
Supóngase D ·' F ( x 0 ) > O. la prueba es exactamente la núsma si D, F ( •e } < O. Como 
D 3 F es continua en A. D, F ( x ) > O para todo ll en cierta vecindad de B ( x 0 ; ó } de •• 
. Tomese O< c < ó. Para "x" y "y" fijos. D, F ( x, y, z) aumenta cuando "z" aumenta. 
Por lo tanto como Fe ll 0 ) = O, se tiene F ( x 0 , y 0 , z 0 - c } <O y también se tiene que la 
función Fe x 0 • Yo. z 0 +e)> O. La continuidad de F en A implica la existencia de un 

número r s .j c5 2 
- e 2 tal que. para todo e x. y ) e B ( ( x 0 • y 0 ) ; r ), 

Sea N = B (e x 0 • Yn); r ). Sean ( x, y) e N y g ( z) = F ( x, y, z ). 
Entonces ges continua y creciente en [ z 0 - c. z 0 +e]. Además. g ( z 0 - e)< O y por otra 
parte g e z 0 + e ) > O. Luego hay un y sólo un punto z e e z 0 - e, z 0 + e ) tal que la 
función g ( z ) = O. Así pues. para cada punto ( x. y ) e N existe un z y sólo uno en la 
vecindad descrita por e z 0 - c. z 0 + e ). tal que F ( x, y, z) = O. Si por definición se hace f" 
( x, y } igual a este z. entonces la función f está definida sobre N y F ( x. y, f" ( x, y ) ) = O 
para todo ( x. y) e N. Además. re x 0 , Yo)= z 0 .Obsérvese que para cualquier ( x. y) e 
N, 1 re x, y )- re x 0 , Yo ) 1 <c. Se prueba a continuación que res continua en N. 
Tomese ( x, y ) en N. sea z = r ( x, y ). y tomese s tal que, 
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O< & < mín { z 0 + c - z. z - Z 0 +e}. 
Considere la región cilíndrica que se extiende de :: - e a :: + -:: y que tiene N como ~cción, 
es decir, como proyección sobre el plano XY. De acuerdo con el argumento usado para 
demostrar la e>eistencia y unicidad de f' se puede comprobar que la existencia de una 
vecindad N ( x. y) de ("·y) tal que para todo punto ( x·, y') e N ( x. y) 

1 f'( x', y' ) - f'( x, y ) 1 <e . 

Por tanto, f'es continua en N. 

Se probará ahora que f' e C 1 en N. Se toma ( x. y ) e N y ( h. k ) tales que el punto esté 
dado por ( x + h. y + k ) e N. Sea L ( h, k ) = f' ( x + h. y + k ) - f' ( x. y ). Usando 
entonces el teorema del valor medio. se tiene 

0 = F (X+ h, y+ k, f'( X+ h, y+ k)) - F (X. y, f'( X, y)) 
= F ( x + h, y+ k. f'( x, y)+ L (h. k)) - F ( x, y, f'( X. y)) 
= F ( h, y, L ( h, k)) • DF ( x + 8 h, y+ 8 k, f'( x, y)+ 8 L ( h, k)) 

donde 8 está en el intervalo ( O, 1 ). Si se hace k = O, se tiene 

hD, F (X+ 8 h. y, f'( X, y)+ 8 L (h. o)) 
+ L ( h, O) 0 3 F ( x + 8 h, y, f( x, y)+ 8 L (h. O))= O. 

Luego para h "" O 

L( h,O ) 

h 
f( x+ h. y )- f'( x. y ) 

h 

D,F(x+Oh,y, f(x,y)+OL(h. O)) 

D 3 F(x+Oh,y, f(x,y)+OL(h, O)) 

Como fes continua en ( x, y) y 0 1 F y 0 2 F son continuas en ( x. y, f'( x. y)), el limite 
del segundo miembro cuando h tiende a cero existe y, por tanto. 

º· f'( "·y)= 
D 1F(x,y,g(x,y)) 
D 3 F(x.y,g(x,y))

0 

De f'orma análoga se tiene 

D2 f'( X. Y)= 
D 2 F(x,y,g(x,y)) 
D 3 F(x,y,g(x,y))

0 

Lo que completa la demostración. 
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1. 2. 8. Teorema de los multiplicadores de Lagranae. Supóngase que F y G son 
funciones de R 3 en R que pertenecen a la clase C 1 en un conjunto abierto A y DG es 
distinta de cero en A. Si s 0 = ( x 0 , y 0 • z 0 ) es un punto en A en el que F tiene un valor 
extremo sujeto a la restricción G ( s ) = O. entonces, para algún valor de A. • en vector 
denotado por ( x 0 , Yu. z 0 • .?.. ) es un punto crítico de 

H ( x. y, z. A. ) = F ( x. y. z) + A. G ( x. y. z ). 

Demostración. 
Supóngase que F restringida a la superficie L descrita por G ( x ) = O tiene un valor 
extremo en el punto "• . Como DG ( "• ) "" O, una de las derivadas parciales de G es 
distinta de cero en s 0 , es decir 0 3 G ( s 0 ) "" O. De acuerdo con el teorema de la función 
implícita, existe una vecindad N de ( x 0 • Yo) y una función g e C' sobre N tal que la 
función g ( x 0 • Yo)= z 0 y, para todo ( x. y) e N, 

G ( x. y, g ( x. y )) = O 

D g (X. y)=_ D, G(x.y,g(x.y)) 
1 D, G(x.y.g(x,y)) 

02 
g (X. y)=_ 0 2 G(x.y,g(x,y)). 

0 3 G(x,y,g(x,y)) 

Si f( x. y)= F ( x. y. g ( x. y)), entonces ftiene un valor extremo en ( x 0 • y 0 ) y 

D 1 f(x 0 ,y0 )=D 1 F(x 0 ,y0 ,z0 )+D1 g(x 0 ,y 0 )0 3 F(x0 ,y 0 ,z0 ) 

D F ( ) D, G(x.y,g(x.y)) D F ( ) 
= 1 Xo. Yo. Za - D G( ( )) > Xo. Yo. Zo =O 

3 x.y.g x,y 

D, f( Xo •Yo)= D 2 F ( x 0 • Yo. z 0 ) + D, g ( X 0 , Yo )0 3 F ( X 0 • Yo. Z 0 ) 

= D
2 

F ( x
0

, Yo. z
0

) D, G(x.y,g(x.y))D
3 

F ( X
0

• Yo. Z
0

) =O. 
0 3 G(x.y,g(x.y)) 

Luego si ;1. = - º• F (x.y,g(x.y)) se tiene 
D 3 G (x,y,g(x.y))' 

D, H ( Xo •Yo• Za. A. ) = D, F ( X 0 • Yo• Za)+ A. D, G ( X 0 •Yo• Z 0 ) = 0 

0 2 H ( X 0 , Y 0 , Z 0 • A ) = D 2 F ( X 0 •Yo • Z 0 ) + A. 0 2 G ( X 0 , Y 0 • Z 0 ) = O 

0 3 H ( X 0 , Yo, Z 0 •A. ) = 0 3 F ( X 0 , Yo, Z 0 ) +A. 0 3 G ( X 0 , Yo, Z 0 ) =O 
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D. H (><o• Yo• Zo •A. ) = G ( X 0 • Yo. Z 0 ) =O. 

Así pues ( x 0 , Yo. z 0 • A. ) es un punto critico de H. Lo que completa la demostración. 

Con esta de1nostración se concluye la parte que corresponde a los elementos 
teóricos concernientes a diversas ideas. definiciones y teoremas importantes de la 
programación clásica. Ahora se procederá a discutir algunas nociones. conceptos y 
proposiciones del cálculo diferencial relacionadas con la técnica de Lagrange dentro de la 
economía matemática. que asociadas a lo aquí expuesto. fundamentaran la optimización,. 
interpretación y análisis en los modelos económicos del último capitulo. 



11. LA TÉCNICA DE LAGRANGE 
EN LA ECONOMÍA MATEMÁTICA. 

2.1 Breve semblanza de la Economía Matemática. 
Se dice que la cconotnía matemática es una aproximación al análisis económico de 

un problema dado, en la que se utilizan a la vez tanto un simbolismo estandarizado como 
eficaces teoremas matematicos 1. Se puede afirmar que el hecho de que un compendio de 
economía se sin.·a de usar técnicas geométricas para deducir resultados,, implica de manera 
explicita necesariamente el estar directamente involucrado con la aplicación de la 
economía matemática. Sin embargo, como es de esperarse la economía matemática va más 
allá de cuestiones meramente geométricas ( en dos o en tres dimensiones ). haciéndolo por 
medio de técnicas matemáticas más eficaces tanto en obtención de resultados como en las 
respectivas interpretaciones. Por citar algunas se tienen: el algebra de matrices. cálculo 
diferencial~ ecuaciones diferenciales, ecuaciones en diferencia, etcétera. 

Como se sabe el inferir con base al razonamiento acerca de un conjunto de datos. 
para hallar conclusiones o generalizar resultados partiendo de una serie de supuestos o 
hipótesis establecidas. es el objeto de todo análisis teórico. no exceptuando de ello a la 
propia ciencia económica. El análisis económico tiene dos vertientes fundamentales que 
son la economía matemática y la economía literaria. cuya mayor diíerencia radica en que 
en la primera los supuestos y resultados obtenidos se establecen con un simbolismo 
matemático en vez de expresarlo con palabras. y con igualdades como restricciones por 
satisf"acer en lugar de proposiciones. Suponiendo que tanto los símbolos y las palabras son 
similares o semejantes entre si, o dicho de otro modo tienen mismas implicaciones. es 
poco importante que se opte por cualesquiera de los dos. por io que no es absoluto el 
decir que el uso de símbolos ( o palabras ) es lo más beneficioso. pertinente. 
recomendable. eficaz. o exacto en la búsqueda de la solución del modelo a discutir. 

El ir más allá de los métodos geométricos es significativo. puesto que a pesar de 
que los métodos geométricos tienen la ventaja en la visualización. pierden esta cualidad 
cuando en las hipótesis establecidas hay más de dos variables a tratar ( en estos casos se 
tendría que trabajar con gráficas tridimensionales cuyo manejo es dificil ). y además para 
más de tres dimensiones la elaboración de curvas es imposible. Al enfrentarse con modelos 
más generales que involucren 3. 4. o n variables se debe acudir a instrumentos más 
manejables como lo son las ecuaciones. por lo que se hace indispensable el estudio de 
otros métodos matemáticos más poderosos. 

La matemática es la ciencia más recomendable para el planteanúento y solución de 
modelos, entre otras razones porque: 
( i ) se vale de un "lenguaje" es sobrio. claro y de extraordinaria exactitud; 
( ii ) tiene un gran soporte teórico basado en una gran diversidad de propos1c1oncs 
matemáticas a disposición. además de que se puede extender para casos en que se trabaja 

1 Estos teoremas son herramienta indispensable pora entender y solucionar innumerables modelos 
cconóanicos. 
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con más de 3 variables, o sea que nos da la oportunidad de extender resultados al tratar 
casos más genéricos. es decir para n variables.; 
( iii ) al momento de f"undamentar los supuestos necesarios en los modelos de modo 
manifiesto como exigencia para más adelante usar teoremas matemáticos. no permite fijar 
supuestos de modo implícito que no se quieran. 

Como es sabido toda teoria es una abstracción del mundo que nos rodea, y del cual 
se desea comprender aquellas reglas que lo rigen, haciendo ello por medio de seleccionar 
algunas características substanciales para poder estudiar un determinado problema en 
esencia, sin que éste contenga tantas complicaciones que se presentan en la realidad. 
Como cualquier otra teoria. la econonúa se ve envuelta en una gran complejidad en cuanto 
a entender el momento, y circunstancias en todas sus interrelaciones claves para el 
desarrollo de un modelo especifico. Por lo anterior, el procedimiento recomendable en 
dicha teoría., es el considerar a los elementos primarios y las relaciones altamente 
significativas del problema para establecer hipótesis. después agruparlos y obtener como 
producto el modelo económico, que representará esquemática y aproximadamente 
determinada situación de la economía en estudio. 

2.1.1 Elementos de un n1odelo econó01ico-mate1nático. 
Un modelo económico es un esquema teórico y no necesariamente matemático. No 

obstante, si es de índole matemática. casi siempre tendrá o estará sujeto a una serie de 
restdcciones ( igualdades ) a considerar. que a su vez describirán el problema a resolver; 
además se observará que éstas traducen al lenguaje matemático el conjunto de hipótesis 
analíticas adoptadas. y son resultado de relacionar las variables que se hallan inmersas en 
el mismo. Al resolver el modelo vía las técnicas matemáticos adecuadas. se pueden 
obtener algunas conclusiones como solución del modelo planteado. 

Los modelos tratados en esta tesina son los que se sitúan dentro de la una de las 
ramas de Ja econon1ia .. que es la llan1ada micl""occonomía .. la cual se dirige o tiene como 
propósito el analizar, o estudiar a las unidades productivas ( empresas particulares o de 
gobierno ). con problemas de eficiencia y füncionamiento, optimización de beneficios, 
competitividad. etcétera. Aunque los modelos del siguiente capitulo. se pueden englobar 
en mayores escalas. es decir analizarlos desde un punto de vista rnacroeconómico. esta 
generalización hace al modelo mucho más complejo ( pues se tendrian que tener 
demasiados supuestos, variables, datos, etcétera ). y al mismo tiempo exigiría que los 
interesados estuviesen más involucrados con cuestiones más avanzadas en este sentido, 
además muy probablemente con herramientas mas avanzadas de las matemáticas y de la 
economía. 

Ahora bien, dado lo significativo de un modelo económico, es pertinente se~alar 
una breve descripción de los elementos que lo integran. y que son: 
a) variables, constantes y parámetros; y, 
b ) ecuaciones e identidades. 
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Se entiende por variable algo que de forma continua puede cambiar y tomar 
diferentes valores. En la economía estas variables representan precio. beneficio, ingreso, 
costo. renta nacional"' consun10. inversión. importación,. exportación. etcétera. En otras 
áreas,. una variable puede representar tantas cosas con10 contextos existan~ pues su 
constitución está en !"unción de los usos que se le vayan suscitando de acuerdo a las 
necesidades por satisfacer. Dado que a cada variable se le puede asignar múltiples valores, 
ésta se representa con un símbolo. en lugar de un número en especial. 

Al existir un problema inicial. debidamente planteado se puede solucionar éste, por 
medio de las técnicas matemáticas. llegando de tal modo a un determinado conjunto de 
variables como solución. Por ejemplo. el nivel de producción que maxinúza el beneficio. o 
las combinaciones óptimas de los insumos o factores en el proceso productivo para 
maxin1izar Ja utilidad. o rninin1izar los costos. etcétera. Las variables que se desean 
encontrar a partir del rnodclo. se conocen como variables e11dóge11as .. o sea originadas 
desde dentro del modelo ( por ejemplo el consumo. la inversión. la ofena. etcétera ). 
Además de esas variables. el problema puede a la vez contener otras que se suponen 
detenninadas por fuerzas externas al mismo. o sea variables autónomas. cuyos valores se 
aceptan sólo como datos ( por ejemplo. la demanda. distribución de la producción 
obtenida. ctcctera ). estas variables reciben el nombre de l'ariables eróge11a.'<. pues se 
originan desde afuera. No existe razón alguna para hacer absoluta la afirmación de que 
detenninada variable es endógena en todo modelo. pues se debe tener como punto de 
referencia el contexto del problema en tratamiento. Asimismo. para que las variables 
exógenas puedan distinguirse visualmente de las endógenas. se asignará un subíndice O al 
símbolo elegido. Ambos tipos de variables n1erecen sintllar importancia. pues las dos 
clases ayudan a encontrar la solución óptima del modelo. 

Dada una expresión algebraica donde las variables aparecen en combinación con 
números fijos o constantes. se tiene que éstos últirnos reciben el non1bre de coeficie111e de 
esa variable. pudiendo ser simbólicos en vez de numéricos. pues es ello implica que es más 
sencillo el generalizar resultados o conclusiones. Como muestra se puede citar lo 
siguiente: al establecer el símbolo a para una constante cualquiera y usar en un modelo la 
expresión ax. en lugar de Sx. se tiene una generalización flexible que da cienas libenades 
de hallar soluciones particulares a partir de una solución que engloba todos los posibles 
casos. Dicho símbolo es un caso peculiar pues denota una constante dada. y no obstante. 
como no le se ha asignado un numero especifico. es tan manejable que tiene la facultad de 
poder tomar cualquier valor. Consecuentemente se puede pensar que se trata de una 
co11sta111e que puede variar libremente. e indiscutiblemente se encuentra en lo cierto. A 
este tipo de variables se les llama constantes param.Jtricas o parámetros. que son muy 
semejantes a las variables cxógcnas. pues se ton1nn corno ºdatos" en un modelo. Las 
constantes paran1étricas se representan por lo general con los sírnbolos a,. b,. e,. o con sus 
correspondientes del alfabeto griego: cr.. p. y y . 

Cuando se traduce al lenguaje matemático las hipótesis dadas. las variables. 
constantes y pariu11ctros se relacionan entre si,. y se obtiene un conjunto de restricciones,. 
que en los casos aquí presentados se tratarán tan sólo las ecuaciones. pero en casos más 
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generales se utilizan las desigualdades o combinaciones de ambas. Dentro del conte>eto 
aquí manejado hay tres tipos de ecuaciones, que son: 

a) ec:11acim1e.• de c:o11diciones de t!quilihrio, sólo son relevantes si el modelo tiene inmerso 
en si la noción de equilibrio. Estas igualdades describen un requisito para lograr dicha 
estabilidad, como lo es el caso del modelo de mercado, 
Qd = Q. [ canridnc..I demanda= cantidad ofrecida J. que en otras palabras partiendo de la 
premisa de que los proci11c:tore.• e.Harán di.vmesros a »encJer lo más elel'aclo po.'<ible su.~ 
artíc11los. y los cu11. .. 11111i</or4.• ... e.•;1arti11 tli ... ¡n1estos tl /Xl¡tar la n1e11or c:a111idad ¡HJ.~ible par 
la adqui.«iciúu d<· clic:ho.•· biene.•·. en donde deberá de existir un punto de equilibrio que de 
la pauta para establecer precios de acuerdo a orena y demanda. 

b ) e,·11ació11 ele co111por1a111ic:1110. denota como una variable responde a los cambios 
producidos en otras variables. Estas ecuaciones pueden utilizarse para describir la 
evolución de un modelo. ante determinados cambios. y antes de establecerlas se debe 
adoptar hipó!esis precisas en cuanto al tipo de comportamiento de la variable en cuestión. 
Mediante la especificación de las ecuaciones de cornponam.iento se da una expresión 
matemática representativa a las hipótesis adoptadas en un modelo, y cualquier error en el 
planteamiento de las hipótesis traen) consigo resultados equivocados. Por ejemplo, si se 
tiene un costo de producción para satisfacer dcrerminada demanda. y se altera el costo de 
alguno de los insumos del proceso productivo. entonces el costo se verá clanunente 
af'ectado y quizá In demanda de ese bien disminuya dada esa variación. 

e ) ecuaciú11 por cJe.fi11ició11. establece una identidad entre dos expresiones recíprocas que 
tienen igual significado. En estas ecuaciones a menudo se empica el signo idénticamente 
igual e en lugar del signo igual normal=. Por ejemplo. In utilidad detrás de un proceso de 
producción se define como la diferencia entre el ingreso percibido y el costo de 
producción. 
Utilidad = Ingreso percibido - Costo de producción. 

2.1.2 L:t e"l•ílic:i comrrnr:ithm en lo~ modelo• económicos. 
La estática comparativa tiene corno fin principal el confrontar los diferentes 

estados o momentos de equilibdo que se asocian con los distintos conjuntos de valores de 
los parftmetros y de l;:is vnriables exógenas. Existe la posibilidad de que halla un cambio 
cualesquiera que rompa el estado de equilibrio inicial. por lo que las distintns varinbles 
endógenas cxpcrin1cntnnin ciertos ajustes. puc!i conto es sabido éstas se dcrern1inan dentro 
del n1odelo. Las variables. y parámetros restantes se toman sólo como datos, pues tales no 
se pueden ajustar, sino más bien se debe ajustar el modelo en !'unción de ellas, para así 
obtener un nuevo estado de equilibrio relacionado con lns nuevas condicione" dadas. En 
otras palabras la estátic;:i comparativa coteja los diferentes estados de equilibrio. es decir. 
por ejemplo el equilibrio inicial con el final, contemplando la posibilidad de que el nuevo 
equilibrio sea estable, debido al supuesto de que éste se puede alcanzar. Es importante en 
la estática cornparativa el snbcr cuales f"ucron las condiciones que condujeron a estas 
nuevas circunstancias, bajo que influencias. y ver si de algun modo se pueden minínüzar 
las posibles fluctuaciones que en tales se manifiesten. 
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La estática-comparativa puede ser de indole cualitativa y I o cuantitativa. es decir 
si se interesa en que dirección se cnrnbiará dctcnninada variable tras expcrirnentarse una 
ruptura en el equilibrio de alguna restricción del modelo en estudio; o bien. en que 
magnitud se ve afectada dicha variable. Si se obtiene una respuesta cuantitativa. se tendrá 
de fonna inrncdiata In respectiva respuesta cua1itativn. La propia naturale7.a de la estática 
comparativa hace que ésta ignore el proceso de ajuste del equilibrio inicial al equilibrio 
final. 

En esta compnración el problema principal es el hallar la tasa de cambio del valor 
de equilibrio de una variable endógena con respecto al cambio respectivo de una variable 
exógena. En economía a menudo se e~tá interesado en encontrar cómo afectará un cambio 
de desequilibrio de un parametro. al estado de equilibrio del 1nodelo. es entonces donde la 
marginalidad juega un papel protagonista. La marginalidad se define como el modo en 
que la producción se ve alterada respecto a la modificación. por algún cambio en algunos 
de los factores o insunlos que intervienen en el proceso productivo. Este can1bio o 
variación se encuentra relacionado de rnodo directo con In noción de tasa de ca1nbio. y 
con la primer derivada de la función objetivo ( en este caso ) respecto al insumo 
modificado. que se supone es el que se interesa conocer por- su grado de provechoso o 
beneficioso es dentro del proceso productivo. Al aumentar la producción como 
eonceeucncia de un aumento o decremento en los factores. se deben mantener el resto de 
los insumos constantes. y después analizar en que tanto beneficia o perjudica las 
variaciones de los insumos en la producción. La marginalidad está vinculada con el 
principio de escasez de la economía. es decir si un bien es abundante su valor es 
relativamente pequeño. mientras que si ese otro bien no es abundante o es escaso su valor 
es relativarnente alto. 

2.2 l\létodo de LRgrange e id""" pr-elinainnr-e•. 
2.2 .. 1 l'"11nc:io1t~!I ho111o~énra~. 

Como prcán1bu1o a lo que precede es necesario n1cncionar algunos tén11inos que 
posteriormente se empicarán. Caso de ello es lo que respecta a la definición de las 
funciones homogéneas. Se dice que una función homogenéa de grado r. es aquella que si 
multiplicando cada una de sus variables independientes por una constante j el valor- de la 
función se altera en la proporción j'. es decir. si 
f(jx,.jx, •...• jx.,) =j' f(x,. x,. . • x" ). 
El valor de la constante j puede ser arbitrario. De acuerdo con un contexto económico. 
además de que el punto ( j x,. j x 2 •••.• j x" ) debe permanecer dentro del dominio de la 
función f; en las aplicaciones. la constante j se debe tomar como positiva. pues esto es 
exigido por la mayoría de las variables económicas. Una función homogénea muy usada en 
economía es la función de producción de Coobb-Douglas. la cual se abordará después de 
defitúr- algunos tecnicismos económicos cuyo uso será indispensable para la discusión de 
los modelos microeconómicos del último capitulo. 
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Desde un punto de vista microeconómico los inputs se refieren a los f'actores o 
insumos que se van a utilizar o combinar dentro del proceso de producción, por ejemplo la 
cantidad de trabajo, las materias primas, la maquinaria. etcétera. Los outputs son el 
resultado de usar esos factores productivos o insumos. o lo que se obtiene después de 
llevado a cabo el proceso productivo, en conjunto desde una perspectiva global. En 
términos macroeconómicos los input-outputs representan los movinúentos de of'ena
demanda de n sectores productivos en los que se ha dividido el sistema económico de un 
determinado territorio. Los inputs primarios son los valores de los sectores finales es decir 
remuneraciones del trabajo. el capital y el empresario, impuestos y arnonizaciones ). El 
input total representa el total de las ventas del sector "x". La demanda final del sector "x" 
es el valor de las ventas del sector número "x" a la demanda finaJ ( f'arnilias. gobierno, 
f'orrnación de capital, etcétera ). El output del sector i al sector j es el vaJor de las ventas 
ef'ectuadas por el sector i-ésimo al j-ésimo. 

Una curva de indiferencia es la representación geométrica de los puntos de las 
combinaciones posibles que puede tener un consumidor respecto a dos tipos de bienes, 
con un nivel de ingreso establecido, y con el cual obtiene su mayor nivel de satisf'acción. 
En otras palabras cómo se puede gastar el consumidor sus percepciones económicas en un 
bien. otro. o en ambos tratando de buscar la mayor complacencia posible. Si hay un punto 
sobre la curva. entonces se tiene una máxima satisfacción de que se emplea todo el 
ingreso. excluyendo la posibilidad de que exista ahorro alguno. Si se tiene algún punto por 
encima de la linea presupuestaria, entonces en ese caso se está consumiendo más de lo que 
el presupuesto Jo permite. quizá sea el caso de del uso de una tarjeta de crédito. Si existe 
algún punto por debajo de In linea presupuestaría, entonces en ese caso se presenta un 
ahorro .. o sea no se gasta toda la percepción cconór11ica en consumir bienes .. o se está 
optando por una combinación con menores cantidades de los productos para el beneficio 
del consumidor. 

Por lo general cuando se enfrenta a las palabras de isoc11a11ta. i:roco.~to, 
isobe11eficio .. etcétera. se refiere a una cuf'V'a o lugar gcornétrico que encierra diversas 
maneras o posibilidades que el productor tiene para mover sus factores de producción. ya 
sea atendiendo a un presupuesto. costos. o buscando optimizar un beneficio. Si se trata de 
la utilización de f'actores productivos o en Ja compra de insumos que intervienen en el 
proceso de producción. entonces se habla de una curva de isocosto o isocuanta 
respectivamente. 

La isocuanta de producción es una curva que reúne en sí todos los métodos 
téCnican1cntc eficientes. o todas las cor11binacioncs de los fi1ctores de producción para 
obtener un determinado nivel de producción. Esta curva puede tener varias f'ormas. pues 
engloba las dif'erentes f'ormns de organizar Jos insumos a disposición, para satisfacer 
determinada demanda. El isocosto de producción es una curva que representa todas las 
combinaciones de Jos factores que la empresa puede hacer con determinado desembolso 
monetario. partiendo de una cantidad fija de capitales o costo de producción establecidos. 
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Dado que en términos genernles las curvas de los párrafos anteriores son continuas 
y difcrenciables. se puede extraer de tales funciones la derivada de prin1er orden. En 
panicular al derivar la función que describe una curva de isocuanta, se obtiene su 
pendiente que en ténninos cconón1icos representa el grado de sustitución de los diferentes 
factores productivos. Es decir. en que medida o grado se puede disponer o cambiar un 
insutno con respecto a otro .. o bien corno se puede incrementar un factor con respecto a 
otro .. con el fin de mantener un nivel de producción. Por cjcrnplo si se piensa aun1entar el 
factor trabajo por cuestiones de costos. se tiene que considerar la posibilidad de disminuir 
el insumo capital, para así sostener determinada oferta deseada. Esta tasa de sustitución 
también busca la con1pcnsación entre los insun1os .. o sea que al aun1cntar uno se ,.eduzca el 
otro,. pues en algunos casos esta situación no se prcsent~ por lo que a toda costa es 
relevante e trascendental lograr ese equilibrio de aur11cnto-disn1inución. Si por ejemplo,. se 
incrementa el factor tierra y se disminuye el factor trabajo se alterará el producto. y a la 
vez el grado de sustitución entre las dos variables no será bueno. 

Otro concepto irnpor1antc relacionado con las curvas anteriores es la elasliciclad 
que se refiere a la capacidad de reacción que tiene In demanda de un bien ante los cambios 
en sus precios. Por ejemplo. las tortillas son un bien con una elasticidad alta, pues su 
precio ni consumidor puede tener modificaciones. pero precisamente por ser un bien 
básico en In alimentación del pueblo mexicano. no habría un descenso tan drñstico en su 
demanda. Ahora bien, si hay una variación en el precio de los libros habría una variación 
más grave en su consun10 .. es decir se deja.rían de vender rnuchos ejernplares~ pues no son 
ai-ticulos de pdmera necesidad. En consecuencia un bien elástico es aquel que aun con 
cambios en sus precios. se enfrentarñ a cambios no muy drásticos en su demanda. Si por el 
contrario.. un dctcnninado articulo tiene graves desviaciones en su adquisición por 
cambios en su precio entonces se dice que es un bien con elasticidad baja. 

Dentro de la extensa variedad de funciones de producción, existe una que es muy 
utilizada que es la llamada función de producción de Cobb-Douglas: 

Q=AKªL' ... 
donde A> O y a. > O. Se puede generalizar reescribiendo 
Q = A K" L P ••. ( O ) 
donde 13 > O que puede ser igual o no a ( 1 - a. ). 

En caso de que se desee profundizar en lo referente de dicha función. ya sea para 
ver sus principales crnactcri!';ticas .. o bien revisar su hon1ogencidad se recon1ienda 
consultar las páginas 422 Y 423 del libro número 3 citado en la bibliografia de esta tesina. 

2.2.2 La técnica dC' los n1ulli1>1icadon,,. dC' Lagrani=•'-
Antcs de ver la técnica de Lagrange se discutirán algunas ideas, que nos ayudarán 

a reconocer la necesidad de dicho mecanismo en los problemas de programación clásica 
restringidos a igualdad( es ). Por ejemplo, cuando una función f está sujeto a una 
restricción, el objetivo es dar a conocer claramente las lin1itaciones con que se cuenta. y 
bajo esas restricciones encontrar la solución óptima del n1odelo en estudio. 
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En matemáticas el efecto de la restriccaon consiste en reducir el dominio y rimgo 
de la función objetivo. disminuyendo más no eliminando las posibles elecciones de las 
variables. En otras palabras. la solución encontrada. tendrá como principio el satisfacer las 
restricciones a In vez del optimizar la función objetivo. Por ejemplo, si la restricción o 
conjunto de restricciones son funciones complejas. la técnica de sustitución y eliminación 
de variables debe descanarse ( debido a su ineficacia respecto al exceso de cálculos. 
retraso en la búsqueda de soluciones. y dar lugar fücilmentc a errores de estimación ). En 
tales casos se puede recurrir n la técnica de lo.v n111ltip/i,·adore.v de l.agrm1ge. o 
indistintarncntc llamada como la técnica de /.agrange. la cual cuenta con diversa!! ventajas 
analíticas. Antes de discutir de lleno dicha técnica. pienso pcninente hablar respecto al 
autor francés de este procedimiento matemático dentro de un contexto histórico
matemático. 

En el siglo XVIII la mayor parte de los matemáticos franceses no estaban 
integrados en las universidades. sino relacionados con la iglesia o con el ejército. mientras 
que otros disfrutaban del mecenazgo real o bien se dedicaban a impartir clases de modo 
particular. Joseph Louis Lagrange ( 1736-1S13 ). fue el único matemático de Francia que 
no tenia dicha nacionalidad en sentido estricto, ya que habia nacido en Turin, de padre 
francés y madre italiana con una buena posición económica. Lagrange era el más pequeño 
de 11 hermanos y el único que sobrevivió más allá de la infancia. hizo sus estudios en su 
ciudad natal. y muy joven llego a ser profesor de matemáticas en la Academia Militar de 
Turín, pero más tarde disfruto del patrocinio real con Federico el Grande de Prusia y con 
Luis XVI de Francia. Dentro de sus múltiples aponacioncs destacan las siguientes: 
a ) presidió la comisión que formuló el sistema métrico decimal. 
b ) desarrollo la Teoría de la J\fccánica. en especial en su obra !'Yfec:ánica Analítica en el 
año de 1787, considerada como una gcometria en el espacio de cuatro dimensiones. es 
decir las tres coordenadas espaciales y el tiempo. 
c ) halló un método para resolver el problema de la optimi7.ación restringida. que quizá sea 
esto lo que constituye su trnbajo má~ popular. conocido en la actualidad como la técnica 
de los multiplicadores de Lagrange 1 que consiste en transfbnnnr un problema restringido, 
en uno no restringido. de tal modo que se pueda aplicar la condición de primer orden de 
los problemas no restringidos. A continuación se explicará la técnica ya mencionada. 

Sen el problema m:iximi7A'lr z = r ( x 1 • x 2 ••••• x. ), donde z recibe el nombre de 
función objetivo, sujeta a la restricción g ( x 1 • x, •...• x. ) =c. Por principio se construye 
la f1111c:iú11 Í.A1J!ra11¡:t..~a11a .. que es unn n1odificn:ción de Ja función objetivo en la. que se 
introduce la restricción 

Z = f'( x,. x,. ... , x.) + ;i. [e - g ( x,, x,. ...• x.) ]. .. ( 0
) 

La letra ;l. del alfabeto griego con valor desconocido, se llama n111/1iplic:ador de 
Lag,.ange. Si se garantiza que g ( x,. x, •...• x. ) = c. tal que se cumpla la restricción. el 
último término de la función Lagrangcana se hará idénticamente cero para cualquiera que 

2 O siruplcn1cntc Técnic:i de L:tgrnnge. 
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sea el valor de :>... Si se elimina la restricción se debe localizar el optimizar la función Z, 
como si se tratara de una f"unción sin restricciones y olvidarse de que se tiene que 
optimizar una función f" sujeta a una restricción g. Se habla de maximizar en un sentido 
amplio en el que se engloba de manera implícita la minimización, esto se puede generalizar 
si se multiplica por menos uno ( - 1 ) la fünción original. 

Para optimizar Z y por consiguiente z. se considerará al multiplicador A. como una 
variable adicional, o sea la fünción Lagrangeana Z estará en función del conjunto de 
variables A.. x 1 • x 2 ••••• x

0
• es decir Z = Z ( A.. x 1 • x 2 ••••• x. ). Po.- lo tanto. la 

condición de primer orden para extremos libres consistirá en hallar los valores solución de 
>< 1 , x 2 ••.•• x. en el conjunto de ecuaciones simultáneas, siguiente: 

Z._=c-g(x1 ,x 2 , ••• ,x.)=O . J ... (*) 
z, = r, - A.g, (x,. x,. ...• "·) =o para 1 =l. 2 •...• n 

y como se deduce la primera ecuación garantiza el cumplimiento de la restricción g. Así, 
por lo tanto es viable el halla.- el extremo restringido de z. al localizar los valores 
estacionarios de la f"unción Lagrangeana Z sin restricciones. 

2.2.3 La diferencial total en la tic:nic:a de Lagrange. 
Se sabe que la condición necesaria de primer orden de los extremos de la función z 

= f" ( x, y ). de dz es que dz = f", dx + f", dy = O ... ( 1 ). Al tener la restricción de la 
fünción g ( x,. x, •...• x. ) =c. no es válido el alterar libremente las dif"erenciales dx y dy. 
Al existir la restricción g ( x,. x, ..... x. ) = e, se tiene que la dif"erencial dg debe ser 
igual a la derivada de una constante ( de ). lo cual es cero. Por consiguiente. 

S. dx + g, dy = O ... ( 2 ). 

y con esto tanto dx como dy se convierten en dependientes. Por lo que de la condición 
necesaria de primer orden resulta que dz = O [( 1 )J. recordando que la restricción ( en 
notación vectorial ) g ( x ) = e • implica que dg = O [( 2 )J. Se observa de ( 1 ) y ( 2 ). que 
para cumplir esta condición se debe satisfacer · 

f", 
- ... (3). 
g, 

La condición denotada por ( 3 ). junto con la restricción g ( ,. ) = c arrojará dos 
ecuaciones con las que se puede localizar. en caso de que existan.. los valores criticos de 
"x" y "y". El resto de las ecuaciones de ( • ) se pueden reescribir como 

,_ ... ( 4 ) 
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y esto es equivalente al resultado encontrado en ( 3 ). Es notorio que por medio del 
empleo de la técnica de Lagrange al encontrar el valor de A.. se obtiene una medida de la 
sensibilidad de las funciones Z y z respectivamente ( amba5 optimizadas ). respecto a un 
posible carnbio en la restricción g ( 11 ) = c. con lo que se concluye que estos 
multiplicadores contienen información estático comparativa. relacionada con la5 taSIU de 
cambio de las funciones Lagrangeanas vistas ya anteriormente. 

2.2.4 Jnterpretaciún económica de'º" multiplicadores de Lagrange. 
Como se ha expuesto A. mide la sensibilidad de Z = f ( 11 ) cuando hay una 

variación en la restricción g ( 11 ) =c. Ahora bien. sean A.,"x" y "y" variables endógena5 del 
modelo. y sea la c ( el segundo miembro de Ja restricción ) la única variable exógena del 
modelo. La repercusión de un posible cambio en c mostraría de modo directo como se 
afectará la solución óptima bajo esas nuevas circunstancias. Esto es algo muy similar a Jo 
que sucede en la progran>ación lineal. cuando una vez localizado el óptimo restringido de 
un programa o modelo. se experimenta que todas o solo algunas de las restricciones. o Ja 
propia función objetivo presenten diversos cambios. Esta situación sugeriría el rehacer 
paso a paso desde un inicio el algoritmo de optimización. sin embargo gracias a la Teoria 
del Análisis de Sensibilidad se vuelve a encontrar el óptimo de la función. a partir de Ja 
solución anteriormente hallada. 

Al tomar en cuenta el teorema de la función implicita. con las tres ecuaciones 
referidas por ( 4) para expresarlas de la forma Fl( A.. x. y; c) =O ( conj = l. 2. 3 ). con 
derivadas parciales continuas. se debe verificar que el Jacobiano de las variables 
endógenas (dónde f., = f,. y s., = g,. ) 

d F' d F' d F' 
d).. dx dy o - s. - g, 

1J1 d F 2 d F' d F 2 

f~, ).. 8"" f., ).. s .. ... ( 5) 
d A. dx dy 

- g, 

d F 1 d F 1 d F 1 - Sy f~ - A.g.,, fyy - A.gyy 

d A. dx dy 

no se anula en el óptimo. Este Jacobiano es equivalente a la condición de suficiencia, y si 
cumple dicha condición entonces el Jacobiano será distinto de cero en el óptimo. 
Supóngase que 1 J 1 ~ o. y sea que c se puede expresar como la variable independiente 
de las variables "x", "y". y A.. o sea, 

i = A. ( c ). ll = ll ( c ). e y = y ( c ) ... ( 6 ) 

contando con derivadas continuas. Considere que a la vez se tiene el siguiente conjunto de 
restricciones 
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e - g ( x, y ) "' o } 
.fª ( x, y ) - '-s. ( x, y ) .. O ... ( 7 ). 

f"y ( x, y ) - '- g y ( ll, y ) "' O 

El óptimo de la función Lagrangeana F depende de A, ll y y, por lo que dado 

F = f (,.,y)+ X [ e - s. ( x, y )] ... ( 8 ) 

se puede, tratar a F como f"unción exclusiva de c. Si se calcula la dif"crencial de F respecto 
a e, se tiene 

dF 
f". ~+ .f, ~ d'- ( d ll ~ ) + [ e - s. ( ll, y)] - ] + '- 1 - s. - gy 

de de de de de de 

( f", - '- g, ( ll, y) )~+( f '- g, ( ll. y ) ) : : + 
de • 

+ [ e - g, ( ll, y)] d'- ] + :il.. 
de 

donde f"., f,. g,, g,. son calculadas en el óptimo. Pero al revisar el conjunto de 
restricciones de ( 7 ) se sabe que sólo deja de anularse el último sumando de la expresión 
anterior, es decir el 1nultiplicador :il... llegando a 

~ = A ... (9) 
de 

que muestra que el valor solución del multiplicador de Lagrange representa una medida 
del efecto de una variación del parámetro e de la restricción g ( ll ) sobre el valor óptimo 
de la función objetivo. 

El valor en el óptimo del multiplicador de Lagrange asociado a la k-ésima 
restricción es igual al valor. en el óptimo. de la derivada parcial de la función respecto al 
segundo miembro de dicha restricción, o sea es igual a la modificación que experimenta el 
valor de la función cuando se mueve ligeramente el segundo miembro de la restricción 
correspondiente. 

En términos generales existen muchas interpretaciones económicas de lo que 
representa el multiplicador de Lagrange. cada una de las cuales tiene una traducción 
económica según sea la función a optintizar y las restricciones. Si la f"unción a tratar es una 
de utilidad restringida a una ecuación de balance. entonces el multiplicador se interpreta 
como la utilidad marginal por unidad monetaria; si se trata de optimizar el costo del plan 
de producción de una empresa, representará como el costo marginal de producción del 
producto. Si el costo de producción se expresa en forma de mínimo del tiempo del trabajo 
directo, el multiplicador correspondiente a una restricción que exprese la disponibilidad de 
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un cierto tipo de tierra,. se interpretará como la reducción en el tiempo de trabajo directo. 
provocada por la disponibilidad de una unidad adicional de dicha tierra. En conclusión, los 
multiplicadores en términos generales reciben la denominación de precios de cci/c11/o, por 
permitir determinar las consecuencias de una modificación marginal de una restricción. y 
por consiguiente evaluar el interés de la operación consistente en destinar recursos a 
desplazar ef'ectivaJnente las restricciones. 

2.2.!5 Generalizaciún de la técnica de Laaranae. 
La técnica de los multiplicadores de Lagrange tiene la facultad de poderse extender 

al caso de m variables con n restricciones. Sea la f'unción objetivo la siguiente 

z=f"(x1 ,x2 , .•.• x,.) 
sujeta a n restricciones, 
g 1 

( x 1 • x 2 ••.. , x~ ) = c 1 con i = i, ...• n. Nótese que en vez de usar subindices en el 
conjunto de restricciones se emplearon superindices, ello para evitar confusiones con la 
respectiva notación de las derivadas parciales. La función Lagrangeana estará conformada 
por 
Z = f( x,. x, •...• xm ) +A 1 [e' - g ' ( x 1 • x 2 , •••• xm)] + ... 

... +A. [ c" - g " ( x,. x 2 ••••• x.)] 

por lo que la condición necesaria , implicará el cumplir con las ( m + n ) siguientes 
ecuaciones sin1ultáncas: 

z,., 
z,., 

z ... 

z, 
z, 

c 1 
- g ' ( x,, x,. ...• x.,. ) O 

c 2 
- g 2 

( x,. x,. ...• xm ) = o 

c g n ( x,, X2 ... ... ., xm ) o 

f, :i.., g: "-2 g; "'· g ~=o 
f, :i.., g~ A, g i :i... g; =o 

La primeras n de estas ecuaciones aseguran que se satisfacen las restricciones g 1 

Este sistema permitirá encontrar los valores desconocidos tanto de las variables x 1 con i = 
l •...• m, como para todos los valores desconocidos de los n1ultiplicadores ;l.. 1 con i = l •... , 
n. Como se ha mostrado la técnica de Lagrange es también aplicable cuando hay n 
restricciones ( n 2' 1, y n E z++ ), teniendo como e.Ugencia el relacionar tantos 
multiplicadores como restricciones se tenga en la función por optimizar. 

Cuando se cuenta con una restricción única. y se establece la función Lagrangeana 
mediante la introducción de un multiplicador de Lagrange, es posible que se pueda 
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emplear la misma condición de necesaria de problemas no restringidos. A partir de la 
!"unción Lagrangeana F se deduce que a dif"erencia de que se altere x, con i = l •...• m. si 

~3 se cambia por cualquier otro valor. no habrá modificación sobre F, pues al f"actor que 
multiplica es cero. es decir e - g ( "' ) = O. Con esto anterior. al optimizar la f"unción 
Lagrangena F. ;l.. difiere del resto de las i variables x 1• pues al obtener la condición 
necesaria. se debe ser precavido para no aplicar sin cautela las condición de suficiencia de 
problemas no restringidos en los modelos restringidos al caso de igualdad ( es ). En vez de 
volver a analizar dichas condiciones. es pertinente el deducir otras nuevas en fünción del 
cálculo de la dif"crencial total de segundo orden. 

2.2.6 Lft dif"ercncial total de segundo orden en la técnica de Lagrange. 
Para optimizar z = f" ( ll ) sujeta a g ( ll ) = c. con la función Lagrangeana z. las 

condiciones necesaria y suficiente respectivamente están en función a la naturaleza 
algebraica de la diferencial total de segundo orden. dada por•. 

d 1 
Z = Z,, d X

7 + Z,, d X d y + Z,. dy d X + Z,, d y1. 

evaluada en el punto crítico. Se debe poner atención en saber si d 2 z es definida o 
semidefinida para todo valor de dx y dy ( con ambos no nulos ). sobretodo para aquellos 
valores que satisfacen la restricción lineal dz = f", dx + f", dy = O. 

Dado lo anterior. las condiciones necesarias de segundo orden son: 
Para un máximo de z: d 2 z semidefinida negativa. sujeto a dg =O 
Para un mínimo de z: d 2 z semidefinida positiva. sujeto a dg = O 

y las condiciones suficientes de segundo orden son: 
Para un máximo de z: d 2 z definida negativa. sujeto a dg =O 
Para un mínimo de z: d 2 z definida positiva. sujeto a dg = O. 

La condición de suficiencia para un modelo restringido es más débil que la de un 
problema no restringido. pues mientras que las distintas condiciones necesarias deben ser 
dificiles a fin de servir de filtro. las condiciones suficientes deben ser débiles para ser útiles 
para la localización de puntos extremos restringidos. 

2.2.7 Dunlidad en la técnica de Lngran~e. 
En programación matemática el concepto de dualidad existe con naturalidad pues a 

cada "objeto rnatcrnático" se le puede asociar otro "objeto matemático". teniendo arnbos 
entre si detemtinados características similares. La relevancia de la dualidad radica en que 
en muchas ocasiones es más comprensible y f"ácil solucionar el Dual del modelo a tratar. 
que directamente intentar resolver el problema original; además de ello. la dualidad 
complementa y proporciona inforntación sobre el problema inicial. Dentro de la extensa 
gama de todos los Duales en la programación matemática. el Dual del Lagrangeano es el 

l Vector n-dirncnsional fonnac.to por los i n1u1tipticadorcs. con i = l. ..... n. 
4 Se obtiene derivando por scgund.."1 ''CZ d z. y después sustitu}"cndo algunas relaciones ya vistas en la 
sección 2.2.2. 
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que causa más interés '. posiblemente por su relevancia tanto teórica como práctica. en 
relación con las diversas interpretaciones económicas de los multiplicadores de Lagrangc 
involucradas con la dualid;,d del modelo original. Por otra pane. el Dual del Lagrangeano 
se puede considerar corno un problema "maximiu". debido a que trata de maximizar el 
infimo 6 de una función. por lo que alternativamente se le llama como el problema L>ual 
n1áx-111i11. 

Por medio de la aplicación de Ja teoria de dualidad no se intenta resolver de modo 
directo un problema restringido dado, sino que busca solucionar un problema alternativo 
asociado. es decir el problema Dual ( o simplemente el Dual ) teniendo como incógnitas a 
los multiplicadores de Lagrange del modelo inicial. cuyas mediciones de sensibilidades 
tienen un significado e interpretación intuitiva de precios asociados con restricciones de 
recursos. AJ localizar el valor de dichas variables la determinación del óptimo 
generalmente será sencilla e inmediata. Por citar un ejemplo: para un modelo de 
optimización restringido a igualdad ( es ) con n variables y m restricciones, el Dual se 
desenvolverá en un espacio m-dimcnsiorial de los multiplicadores de Lagrange. 

En años recientes la dualid;,d se ha convenido en un pilar indispensable en el 
desarrollo y unificación de la teoría de la optimización. Por ello. se ha intensificado el 
proporcionar y estudiar tanto nuevas e imponantcs interpretaciones de los multiplicadores 
de Lagrange~ así con10 tarnbién la evolución y surgin1iento de nuevas técnicas para 
programación matemática aplicables en multiplcs problemas. En un principio Ja teoria de 
optimización estaba f"unclamentalmcntc relacionada con las derivadas de las !unciones en 
tratamiento, y se obtenían resultados locales ( por ejemplo. para el caso de un intervalo 
cerrado ( a. b ) ). dejando incertidumbre respecto a un carácter global o absoluto. 
Posteriormente, al establecerse hipótesis de convexidad se sentaron las bases matemáticas 
para el advenimiento de una teoría global de la optimización. que se preocupa de estudiar 
a las !unciones en tratamiento y no a sus derivadas. Asimismo. esta teoria de dualidad al 
ser más general exige lo mínimamente necesario de hipótesis de convexidad para su 
aplicación. es decir requiere sólo la condición de tener convexidad de naturaleza local. que 
quizá sea lo más recomendable para el desenvolvimiento de importantes resultados en 
dicha área de las matemáticas 

Antes de entrar de lleno al analisis de la dualidad del Lagrangeano. se advierte que 
la notación que a continuación se empicará será en f"orma de forma de matrices. por 
necesidades de gencr·alizacion de resultados. Ahora bien, sen el problema de la f"orma 
minimizar f"( ll) 

sujeta a 

h ( "') = º· 
donde ll E R". h ( ll ) E R m y f, h E C 2 . 

" Siendo ::unpliamcntc estudiado y dcsarrollndo por Dorn. f'i.t3ng.'Jsarian. Sro(!r y \Volrc. 
6 Un nún1cro e se llnnrn infirno de un conjunto S. si e es una cota inf"crior de S )'ningún niuncro mayor ne 
es cola i11ícrior de S. Un:i cota inferior de s. es un niuncro e tal que para lodo x e S. x ~ c. 
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Sea ,.• un punto que sarisfacc el conjunto de restricciones h. Como se señaló 
anteriormente, a cada restricción h se le debe de asociar un multiplicador de Lagrange. con 
lo que habrá un vector renglón de multiplicadores de Lagrange A.•. que al cumplir con la 
condición de primer orden se tendrá 

V f( x • ) + ( A.• ) r V h ( x • ) = O 
y el Hessiano del Lagrangeano o Hessiano de la función Lagrangeana. estará definido de 
acuerdo a 

L ( x•) = F ( ,. .. ) + ( A• )T 11 ( ,. • ) = O 

nólese que se trata de la suma de dos Hessianos. es decir de los de fy h respectivamente. 
El Hcssiano del Lagrangeano debe ser positivo semidefinido sobre todos los puntos que 
cumplan con la condición de V h ( "• ) = O. 

Sea el Hessiano L ( x• ) positivo definido, lo que de acuerdo con las implicaciones 
de convexidad respecto a naturaleza de las matrices Hessianas. da como resultado que la 
matriz Lagrangeana L ( x ) = f ( " ) + ( A.• )r h ( s • ) sea convexa en s•. Con el 
supuesto anterior. el punto ,. • además de ser una solución del problema restringido 
original, es una solución local del problema no restringido siguiente 

rninimi7.-ar f(") + ( A.• )r h ( " ) ... ( I ), 

que cumple con las condiciones necesarias y suficientes para minimo local. Para un A. 
cercano a A.• la función ( 1 ) tendrá un mínin10 local en un punto " cercano a x•, lo que 
según el teorema de función implicita, arroja la expresión 

minimizar f( ")+V f( ll) + A.' V h ( ") ... ( 11 ), 

cuya solución " se encuentra cercana a x • cuando A esta próximo a A•. debido a que L• 
es no singular 7 , y dado además que en "·el Hessiano F ( s• ) + ( A• )' 11 ( ll • )>O. 
Por lo tanto. existe una relación única entre A. y x en la solución· del problema no 
restringido de 

m.inimizar f ( " ) + A T h ( " ) ... ( 111 ). 
asumiendo que la correspondencia es continuamente diferenciable. 

Sen la función Dual .¡. de A. • denotada por 
.¡, (A. ) = minimi7..ar [ f( ll) + A." 11 ( x )], 

lo que exige concluir con que: el resolver el problema original será equivalente a 
maximizar el problema no restringido Dual de .¡, con respecto a A.. mediante lo cual se 

7 Es decir que el valor de su dcicnninantc es distinto de cero. 
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establecerá una equivalencia entre un problema restringido en ll y uno no restringido en ).. . 
Para dar un soporte teórico matemático en este sentido, se deben considerar las siguientes 
proposiciones. en cuya demostración ,. ( ).. ) representará la solución única en una bola en 
,.• del modelo ( 111 ). 

Len1a l. La función Dual cj> tiene gradiente. y está dado por la relación. 
V'<!>()..)=h(ll(A) )T 

Demostración. 
Se tiene que 

.¡. ( A ) = f"( ll ( A ) ) +A T h ( ll ( ).. ) ). 

ni hallar el gradiente de la función .¡.. apiicando la regla de la cadena y la del producto. se 
llega a 

V .ji ( ).. ) = [ V f"( ll ( ).. ) ) + ).. T V h ( ll ( ).. ) ) ]V ll ( ).. ) + h ( ll ( ).. ) ) 1 

pero el primer término de la derecha se anula por la definición de ll ( ).. ). obteniendo sólo 
el segundo sumando de la última expresión de tal modo se tiene lo que se quería 
demostrar. 

El lema l deduce que el gradiente de la fünción Dual. se puede calcular fácilmente. 
Al obtener el Hessiano de la f"unción Dual. éste se puede expresar en términos del 
Hessiano del Lagrangeano. de manera 

L ( •. ).. ) = F ( ll ) + ).. T ti ( ll ) que de manera implicita indican la dependencia con ).. . 

Lcn1a 2. El Hessiano de la f"unción Dual es 
cp ( ).. ) = - V h ( ll ( ).. ) ) L. 1 

( ll ( ).. ), ).. ) V h ( ll ( ).. ) ) T 

Demostración. 
El Hessiano es la derivada del gradiente. Así, aplicando el resultado del Lema anterior 
cp ( ).. ) = V h ( ,. ( A. ) ) V ll ().. ), 

demás por definición se tiene 

V f"(,. ( ).. ) ) + ).. ·r h (,. ( ).. ) ) =O 

que al dif"crenciarlo con respecto a ).. , y usando la regla de la cadena se llega a 

L ( ll ( ).. ). ).. ) V ,. ( ).. ) + V h ( ,. ( ).. ) ) T 
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de donde al despejar V :a ( A ) se llega a 

V :a ( A ) = - L - 1 ( :a ( A ). A ) V h ( :a ( A ) ) T 

que al sustituirlo en 1p ( A ) ~ V lt ( :a ( A ) ) V :a (A ). 

se obtiene que 

1p(A) = - Vh(s(A))L"' (s(A).A)Vh(:it(A))T. 

lo que completa la demostración. 

L · 1 
( :a ( A ) ) es positiva definida.. y V h ( Jt ( A ) ) está cercana a x•, lo que 

concluye que el Hessiano de m x m de e¡, es negativo definido, que como se presuponía 
este Hessiano tiene alta relevancia en la teoría de dualidad. 

A continuación se demostrará el teorema de la dualidad. que tiene como 
característica principal el hecho de facilitar en muchas situaciones la resolución de 
modelos. y simplificar enormemente Jos diversos cálculos que en los mismos se susciten. 

TeorentR de DuRlidad. Suponga que el problema 
minimizar r ( " ) 
sujeta a 
h(:it)=O 
tiene una solución en :a• con correspondencia con el valor r• y el multiplicador de 
Lagrange A•. Sea :a• un punto que satisrace las restricciones y que el correspondiente 
Hessiano del Lagrangeano L• = L ( s• ) es positivo definido. Entonces el problema Dual, 
es 
Maximizar e¡, ( A ) 
el cual tiene una solución en A• con correspondencia con el valor r•. y :a• como punto 
correspondiente a A • en la definición de e¡,. 

Demostración. 
A cada :a• le corresponde un A • de acuerdo con la definición de +: En el vector de los 
multiplicadores de Lagrange A• se tiene por Lema 1 que. 

Vc!l(A)=h(:aª)T 

y por el Lema 2 se deduce que el Hessiano de e¡, es negativo definido. Así A• satisface las 
condiciones de suficiencia para un máximo restricto de .¡,. y el valor de .¡, ( A• ) se 
encuentra de la definición de <!> que viene a ser r•. lo que completa la demostración. 
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El hecho de encontrar la fünción Dual el> para una función f" de R en R es 
r-elntivarncnte sencillo. pues al satisft."tccr las condiciones necesarias para un punto critico 
de una función f restringida a una igualdad. el problema se enfoca en determinar los 
valores de ambas variables en función del multiplicador de Lagrange. Considerese que hay 
dos ecuaciones que se obtienen al calcular las derivadas parciales de la función 
Lagrangeana respecto a las variables e igualarlas con cero. Al tomar una de las ecuaciones 
Y despejar ambas variables en función del multiplicador de Lagrange y de la variable 
restante. se llega a dos expresiones que dependen de dos variables que a saber son: "x" y 
A ó "y" y A. De acuerdo con lo nntcdor. al sustituir cada una de las variables en la 
ecuación restante y haciendo reducciones algebraicas en la función Lagrangeana de el>. se 
obtiene el Dual de la función f en términos de ;l... Es recomendable reducir tal función a 
una expresión pcquci1a .. pues posteriorr11cntc se tendrá que rnaxirnizar. Para funciones de 
R ª en R y n E z .. con n > J .. se puede generalizar el p.-occdi1nicnto antcdor. 

Con este teorema se concluye con la exposición de la técnica de Lagrange dentro 
de la cconornía n1nter11ática. Ja explicación de Ja técnica. así corno tan1bién Jos principios 
de la dualidad; para que de tal suerte. al anexar Jo analizado del capitulo inicial, se pueda 
proceder con las aplicaciones económicas en los modelos microeconómicos de: la 
maximización de un presupuesto y Ja n1inimi?.ación de un costo de producción. estando 
ambos modelos restringidos al caso de igualdad; y a la vez e><poner la interpretación 
económica del Dual del Lagrangeano en un mercado competitivo, regido por el 
comportamiento de la Ley de la oferta y la demanda. 



111. APLICACIONES ECONÓMICAS DE LA 
TÉCNICA DE LAGRANGE. 

3.1 Mu1i1nizución de IH utilld11d !llljl."IR a una restricción presup11estaria. 
En este modelo se analizará una función de utilidad sujeta a una restricción 

presupuestaria cualesquiera de igualdad. Sea un consumidor "x" que tiene exclusivamente 
como opción el elegir la mejor combinación de dos bienes. cuyos precios como están 
determinados por el mercado serán variables exógenas. Supóngase que la restricción 
presupuestaria del consumidor corresponde a Ja cantidad C. y sea la función de utilidad, 

F = F ( x. y ) con 

o F = F 
O X • 

> O o F F > O. 'V" "x". "y" > O, • y. o y = ·, 

es decir. con fünciones de utilidad marginal estrictamente positivas. El problema es hallar 
el óptimo de la fünción F = F ( x. y ) 
sujeto a Ja restricción presupuestaria 

xP, +"Y P. = C 

en esta igualdad se supone que todo el presupuesto del consumidor se destina únicamente 
a los bienes "x". y "y". sin tener la posibilidad de ahorro alguno. En realidad esto pocas 
veces se cumple pues en general un consumidor destina sus ingresos a n articulos para 
lograr su máxima satisfacción. Las P,. y P, representan los precios de los bienes "x" y 
"y .. respcctivan1cnte. 

Antes de continuar, es importante saber el comportamiento de este problema en 
forma geométrica. y para ello es preciso recordar la definición de curva de indiferencia 
vista en el capitulo anterior. Sobre una curva de indiferencia debe cumplirse que 

ti F = F , d x + F y d y = O. 

lo que implica que ~ - ~ y a su vez esto se deduce al trazar curvas de 
d x F,' 

indiferencia en el eje coordenado de dos dimensiones, como en la figura 1. 

Recíprocamente, como ~ es la pendiente de la curva de indiferencia cambiada de signo, 
F, 

representará la tasa marginal de sustituciún entre los dos bienes. Al ser las curvas de 

indiferencia cóncavas hacia arriba, se exige que se satisfaga d' ; >O en todo el dominio 
dx 

de la curva. que en terminología económica representa que la tasa marginal de .•·11sti111ciú11 
es decrccie111e. 
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Curvas de Indiferencia 

y 

pendiente d Y .!::...... 
d" F, 

y 
Linea presupuestaria 

'---~~~~~~'---~~~->~~~~~ 

o X X 

Figura 1 

AJ1ora bien. sabiendo que Ja f"unción Lagrangeana es 

W = F ( "• y ) + ;\. { C - " P, + y P, ). 

al derivar parcialmente e igualar con cero. es decir al cumplir la condición necesaria. se 
llega al sistema, 

w~ 

w. 
Wy 

C -X P, -y P} 
F, - ;\. P, = O¿ ... ( 
F Y - "- P, 

1 ). 

En términos económicos esta condición, garantiza que la ecuac1on inicial del 
sistema { 1 ) cumpla con la restricción presupuestaria del consumidor. Al despejar el 
multiplicador ;\. de las dos últimas ecuaciones. se llega a 

F, 
P, 

~ 
py 

;\., .. ( 2 ). 
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esta condición coincide con la Teoría Clásica del Consumidor. en la que éstos deben 
distribuir sus ingresos de modo que la tasa de la utilidad marginal sea igual al precio de 
cada bien ( o sea ambas serán igual a i'.. ). que como se sabe mide el efecto estático
comparativo de la constante de la restricción en el valor óptimo de la función ob_ietivo. es 
decir. 

que se interpreta como la 11tilidod marginal del dinero cuando la utilidad se optimiza. 

Geométricamente en base a la fi!,>ura 1 • el óptimo debe localizarse donde tanto la 
pendiente de la curva de indiferencia como la pendiente de la recta de presupuesto sean 
iguales. Por Jo cual. al encontrar Ja solución del sistema ( 1 ), se hallará fácilmente el punto 
de tangencia E de la figura mencionada. 

Al evaluar la condición de segundo orden, se debe conocer Ja naturaleza 
numérica cualitativa del Hessiano orlado. es decir. deducir que signo Je corresponde al 
determinante siguiente. 

1u¡=1 ~. 
P, 

P, 

F ~· 
F,,. 

1 = 2P,P, F - - P; F - - P ! F " > O ... ( 4 ). 

evaluado en los puntos criticos "x" y "y". después concluir dónde la función F tendrá un 
máximo si j JI 1 > O o un mínimo si j 11 1 < O. Para cumplir esta condición es preciso 
establecer las restricciones de continuidad y diferenciabilidad a la función de utilidad 
respecto a las derivadas de segundo orden F -~• • F ,.,. y F ,.,. . 

d F _, 

dx 
.d F,. 

dx 

Debido a que F , y F Y son funciones de "x" y / o de "y". se tiene que 

F 

} ( 6) 

~ 
+ F '"'!; dx 

~ F.,.+F,,.dx 

Puesto que .!x_ = - ~ Asi se puede reescribir ( 6 ) de la f'onna 
dx P,. 



dF, 
F •• - F,... ~ l (" d" py 

dFY 
= F •y -

F '" 
~ 

d" py 

Sustituyendo ( 7 ) en ( 5 ). teniendo en cuenta que 

F, ~de ( J ). 
py 

sacando con10 fhctor con1ún ~"-, ( 5 ) se convierte en 
p ~ 

2 P, Py F ,, - P ~· F - P F yy 1111 
----''----"---'-~..:.:.:.---'--=- = ---z ... ( 8 ) 

F Yp ~ F ,P • 

Cuando se cumple la condición de suficiencia ( 4 ). la derivada en la ecuac1on 
con número ( 8 ) es positiva. Posteriormente de evaluar el Hessiano en los puntos criticos 
y ver que es positivo. el punto E de la figura 1. representará un máximo localizado donde 

la igualdad - ~ = ~ • se obtenga. Esto conduce a que para maximi7.ar la satisfacción 
d x F Y 

de consumo de un individuo, sujeto a cierto presupuesto. se deben distribuir sus ingresos 
de modo que la tasa marginal ci.: s11stit11ciú11 entre los dos bienes sea igual a la razón de 
sus respectivos precios. 

Dentro del análisis estático-comparativo del modelo, se consideran como 
variables exógenas los precios P, y P, • y la cantidad presupuestaria, pues como puede 
apreciarse todos ellas dependen de fuerzas externas al problema mismo. Al satisfacerse la 
condición necesaria y suficiente. es viable el analizar las propiedades estático-comparativas 
del modelo en función de la condición de la primera derivada ( 1 ). bajo los supuestos de 
continuidad y difercnciabilidad. El Jacobiano de las variables endógenas de ( 1 ), será 
idéntico al Hessiano, o sea 1 J 1 = 1 11 ¡. Asi, al verificarse ( 8 ). se implicará que 1 J 1 > O 
en el óptimo, con lo que es aplicable el teorema de la función implícita, expresando los 
valores criticos de las variables endógenas como f'"unciones implícitas de las variables 
exógenas ( las variables del modelo que a continuación se emplean cuentan con una testa, 
para asi distinguirlas de las variables utilizadas inicialmente ). 

~ ~ ( P. • P, • C) ) 
x " ( P, , P, , C ) ... ( 9 ). 

y y ( P. , P, .• C) 
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Se podría concluir a partir de las derivadas de las dos últimas funciones del 
sistema anterior, el posible comportamiento del con!IUmidor en caso de ocurrir una 
variación tanto en precios como en su presupuesto. Al transformar la condición del 
criterio de la primera derivada ( 1 ). se obtiene 

Al calcular la diferencial total de cada identidad, se llega a 1 

-P. dx - P, ay = x dP. + ydP. - dC .. J -P. dl + F .. dx + F •Y dy ~ dP. . .. ( l 1 ). 

-P, df + F,.. dx + F yy dy 

Para deducir la afectación de una alteración en el presupuesto del consumidor, 
suponga que los precios da ambos bienes se mantienen fijos. y que existe necesariamente 
una modificación en los ingresos económicos del individuo. que respectivamente se 
representan con dP. = dP, = O. y dC °"' O. Después de realizar el producto de ( 11 ) 
por el inverso multiplicativo de dC. se puede escribir la ecuación de matrices como 

-P. 

F .. 

F,.. 

Al resolver este sistema para las tres derivadas estático-comparativas. y 
poniendo atención sólo en las dos siguientes. pues son las que implican tasas de cambio en 
la cantidad de consumo de cada bien respecto al presupuesto B. 

=1~1[-~-
- l - P, l ] ox 1 [-P, F 

o F 
..., 

oc .. m -P, F -P, o F 
yy 

... ( 12 ) 

oy =1~1[-~. 
- P. 

] = 
1 [-P. F .. ] 

5C F o -m -P, F,.. -P, F ,.. o 

l Considerando que tas parciales ntlxtas son iguales. por los supuestos de continuidad y diferenciabilidad. 
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donde según la condición de segundo orden, 1 .J 1 = 1 ti 1 es pos1t1vo. al igual que 
P. y PY. Sin embargo, no se pueden definir los signos de estas derivadas, pues no existe 
suficiente infbrmnción en términos cualitativos de P •• P, y F ;¡ • es decir se debería tener 
un caso muy particular en estudio. pues no se puede englobar en la generalidad los 
comportamientos de demanda que tenga cada consurnidor; pero en cambio se puede decir 
que a medida que el presupuesto del consumidor crece o decrece. su nivel de compras 
óptimo puede ser directamente proporcional a ese cambio, todo quedando en función de 
sus preferencias, cultura, ambiente social, etcétera. 

Ahora se analizará el efecto de un cambio en el precio P, del bien respectivo, 
teniendo dP, "' O, a la vez sin existir alteraciones tanto en el precio del otro bien como 
en el presupuesto C, esto respectivamente denotado con dPY = dC = O. Dividiendo ( 1 1 
) por d r>,. se llega a 

¡·· [-~. 
-P, - py r": [ x 

l F ~· F ,,. 
ox 

~ ..( 13 ). 

-Py F Y' F ,.,. 
o P, o oy 
o P. 

Aquí surgen las siguientes derivadas estático-comparativas: 

-m[-;. x - r, ] ( .. ) cS x I F 
ó P. 

., 
-r, o F >Y 

x [-P. F •Y 

J 
I [ o -P, 

J =-f:JT + 
TJf -P.,. F )'Y -P, F~.,. 

=A+ B" ... ( 14 a) 

= m[ -ºr. 
P. x l ( ") cSy 
F •• I 

cS P. -P,. F ,, o 

x [-P F .. 

J I [ o -P,. ] =!Ti -P: F.,.. TJf -P, F "" 
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= D + F ... ( 15 a ). 

La derivada ~ x representa cómo un cambio en P. af"ecta en el nivel óptimo de 
a P, 

compras del bien "x". El primer sumando de ( 14 a ) mide un cambio en el presupuesto 
sobre el nivel óptimo de compra del bien "x". Cuando el precio P, aumente. y descienda 
la renta del consumidor se producirá un efecto sobre la cantidad de consumo de "x". 
similar a la de la disminución del presupuesto. En otras palabras. entre más aumenten los 
precios de los artículos y disminuyan los ingresos de los consumidores, la adquisición de 
esos bienes decrecerá en la medida en que decrezcan las percepciones económicas del 
individuo. 

igual 

Al compensar al consumidor por su pérdida en ingresos. mediante una cantidad 

d C, entonces d x • o sea B". medirá la variación de la cantidad del bien "x" en 
d P. 

relación al cambio dado por el precio, de un bien por otro. La primera ecuación del 
sistema ( 11 ) puede escribirse como -P. d"' - P, dy = "'dP •• pues lo que indica la 
pérdida de ingresos es x dP •. Esta derivada se debe igualar a cero debido a que esto 
significa el compensar al consumidor. De tal suerte, el vector constante de ( 13 ) debe 

•-b;••~ do [ ~ ] • [ : l y I• •••••-•ompo•~d• do lo dorivodo : :. ~·• 

+i[-:. o 
Sx 

"-¿; r. 
-P, o 

De ahi se puede expresar ( 

dx 

d P. =~x + :; 

- P,. 

]-1~1 [ o -PY 

J F"" 

F n· 
-P, F ,, 

14 a) de la forma 

Ahora se valoraran aspectos cualitativos de los efectos hasta aqui vistos. En 
primer lugar. el efecto sustitución B" es negativo. debido a que 1 .1 ¡ > O y~ >O. En 
segundo lugar. el efecto renta A tiene signo indetemtinado de acuerdo con ( 12 ), 
existiendo así las opciones de que: si es menor que cero reforzaría B" 2; y si fuera po!dtiva. 
pero pequeña en magnitud, no repercutiría el efecto sustitución. teniendo como resultado 

'%En ese cnso. un incremento de P, di~n1inuirfa J:Js compras del bien "x .. y la cun.·a de dcR13nd.-i del 
consu1nidor que 1nax:imiza 1:1 utilidad tcndri:a pendiente ncgathoa 
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una curva de demanda con pendiente negativa. Si A es positivo y domina a B" 3, entonces 
un aumento en P. conducirá a una compra mayor de "x". 

La ecuación ( 1 S a ) se relaciona con el efecto cruzado de un cambio en el precio 
de "x" sobre la compra óptima de "y". El término F tiene un gran parecido con el término 
A y se puede ver como un efecto renta, mientras que el término D es otra medida del 
efecto de sustitución. El bien "x" es el f"actor de ponderación. pues se analiza el efecto en 
el presupuesto del consumidor en un cambio en P.. cuya magnitud depende de lo 
significativo que resulte el bien "x". no tanto del respectivo bien "y". 

De acuerdo con el presente modelo y resumiendo. el consumidor hipotético tiene 
la facultad de elegir solo entre dos bienes que pueden sustituirse mutuamente, que en 
realidad dicho supuesto es limitado en tanto que sus posibles elecciones oscilan entre 4 

grandes cantidades de bienes. Por otra parte, aunque el análisis anterior se refiere a los 
ef"ectos de un cambio en P •• se puede volver a expresar análogamente para al caso de un 
cambio en r,. 

3.2 Minimización del costo sujeto a una restricción de producción. 
Como otra aplicación de la técnica de Lagrange en la optimización restringida. se 

analizará el problema en que un productor se encuentra frente a la tarea de satisfacer 
determinado nivel de producción ( por ejemplo un volumen especifico de mercancías para 
una fecha determinada ). o dicho de otro modo, de que manera una empresa se puede 
combinar sus insumos para mantener un producto o demanda a f"uturo a un costo minimo 
de producción. 

Sea la función de producción G = G ( ll., b ) diferenciable, con ambos insumos 

"a" y "b" con funciones de insumo marginal positivas. con ° G = G. > o. y 
ºª ~ ~ = G • > O. Además supóngase que los precios de los dos insumos son exógenos. 

es decir están en f"unción de factores externos al modelo. Considere la función de costo del 
productor 

T = aP. + bP•• 

en la que r. y P. son los precios positivos de "a" y "b" respectivamente. 
Ante el propósito de minimizar costos se debe cuestionar qué niveles o 

combinación de los insumos "a" y "b" se deben ocupar dentro del proceso productivo. 
Para dar respuesta a ésta interrogante, se procede a utilizar la técnica de Lagrange. donde 
el planteamiento de la función Lagrangeana a optimizar es, 

Y= aP0 + bP., + A. [ 0 0 - G (a. b )). 

! Si el bien '"x." es un articulo rcsulla de 1nayor satisfacción dentro del presupuesto del consuntidor. 



Para ver geométricamente este problema. se auxiliara de la figura 2. La curva de 
0 0 tiene f"orma convexa respecto al origen. y a la vez es el lugar geométrico que muestran 
un conjunto de todas las combinaciones de los insumos "a" y "b" que comparten un nivel 
constante de producción. o sea se trata de una curva de i.5oc11a111a '. La pendiente de una 
isocuanta es negativa. puesto que si se deriva G. tenemos 

d G = 
0 G d a + 0 G d b = o. 
ó a ób 

que implica que m da 
db 

óG 

- _§_Q_ la cual es negativa. En térrninos econón1icos esta 
oG' 
óa 

expresión negativa se llama ta.•a marginal ele ~mstit11ció11 técnica. cuya definición ya fhe 
ilustrada en el capitulo anterior. 

como. 
La función de costo por minimizar también se puede graficar, al reescribirla 

To a=-
P, 

P, b 
P, • 

como se muestra en la figura 2. Esta recta representa las combinaciones de insumos que 
proporcionan un costo constante. que como ya se señalo anteriormente recibe el nombre 
de curva de i.•oco.'1u. Ahora se puede estar consiente de que el problema del productor es 
escoger esta combinación de insumos, que a la vez se encuentre colocada con el isocosto 
más bajo. Por lo tanto, la combinación óptima de insumos está en el punto de la isocuanta 
O donde la tasa marginal de sustitución técnica entre los dos insumos es igual a la razón 
de los precios de los insumos. 

Para satisfacer la condición de primer orden para un mínimo costo T. se debe 
solucionar el sistenta, 

Y,_= G 0 - G (a. b) =O 
Y.= P. - A.G 0 =O 
Yb=Pb-A.0 0 =0. 
que al resolverlo se llegará ( en caso de que exista ) a la localización del óptimo de la 
función. La primer ecuación del sistema garantiza que se satisfaga la restricción de las 
cantidades de los insumos disponibles dentro del proceso productivo, que a su vez obliga a 
que el punto óptimo se halle sobre la isocuanta G 0 • 

' Para la generación de: 111ás curvas de isocuantas b..'lsta tornar ni,.·ctcs de producción conslantes distintos 
de Qo· 
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En relación con la figura 2, y a las dos últimas igualdades, el punto mínimo del 
modelo se localizará donde la pendiente de la isocuanta sea igual a la respectiva de la linea 
presupuestaria, que implican que, 

:· = GG • = -". ... ( 16 ), 
• • 

Puesto que esta relación mide la magnitud del gasto por unidad de producto 
marginal del insumo en cuestión, al multiplicador de Lagrange puede dársele la 
interpretación del costo marginal de producción del óptimo. La ecuación ( 16 ) puede 
escribirse como, 

La relación G • es una 1nedida de la /<1sa marginal de s11.~1i111c:i611 1.Jc:11ic:a de la 

º· 
ca111iúcrd Je/ i11s111110 '"a'' re.v~ec:to al i11s11n10 "h" .. mientras que la relación de P. 

p• 
representa la pendiente de la curva de isocosto cambiada de signo. AJ tener la relación 

G • - P. exige que tanto la pendiente de la isocuanta como la respectiva del isocosto 
G • - P. 
tengan una intersección en un punto de tangencia E, que conducirá a la combinación 
óptima de los niveles de los insumos ( ii, b ). 

Para verificar que se trate de un costo realmente mínimo, basta con cumplir con 
la condición de suficiencia por medio del Hessiano 

IHl=[G~ 
º· 

G, 
--".G •• 
--".G •• 

º• ] - -".G,. 

- "'"º·· 
=A. ( G., G ~ - 2 o .• G, G • + G •• G !) < O 

como el óptimo A. > O, se tiene que ver que el signo de la expresión entre paréntesis sea 
negativa evaluada en E. 

La concavidad de la gráfica de una función se remite a examinar la segunda 
derivada, por lo que en la curva de isocuanta se deduce que, 

d
2 

b 1 ( 1 ') d 82 = - G ~ G •• G • - 2G,. G 0 G• + º•• G • 
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que coincide con la expresión entre paréntesis del Hessiano para la condición de segundo 

orden. Dado G b >o. entonces se tiene que la segunda derivada d' ~ > O. Sin embargo. 
da 

hay que tener en cuenta que la condición suficiente 1 11 1 < O en el punto de tangencia no 
es necesaria para la minimización de T. pues se puede hallar el mínimo de la f"unción de 
costo T aunque la isocuanta sea ( no estrictarncnte ) convexa,. en una situación nlinimo 

múltiple con la derivada de segundo orden d 
2 

~ = O y con 1 11 1 < O en cada mínimo. 
da 

b • 

b 

o 

pendiente lsocostos 

a 

db 
da 

Figura 2 

db 
Go) da 

a 

_G. 
Gb 

En la estática-comparativa del modelo, supóngase que los precios de los insumos 
permanecen constantes. y que hay incrementos continuos de los niveles de producción 
G 0 • Un efecto sobre la combinación del costo mínimo implicarla que cada despla?..arniento 
de la isocuanta determinará un nuevo punto de tangencia. con su correspondiente isocosto 
superior. La representación geométrica de tales puntos de tangencia es llamada senda de 
expa11.o;;ió11 de la empresa. y sirve para describir las combinaciones de costo mínimo 
requeridas para producir los distintos niveles de producto G 0 • 
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Sean las curvas de isocuantas convexas, h senda de expansión se encontrará de 
la condición de primer orden ( 1 c;• ), que se ilustrará para la fünciún de producción Cobb
Douglas Q ~ AaªbP (citada ya anteriormente en el capítulo anterior). La condición cuyo 
número corresponde a ( 16 • ) obliga a la igualdad entre la relación precio del insumo y 
producto marginal, que conduce a que cada punto de la senda de expansión debe 
satisfacer, 

ª· 
ª· 

Acxaª· 1 bP 
A aª p bP-• 

cxb 
pa 

por lo que la relación óptima del insumo es 

b 

ª 
p P. = constante ... ( 1 7 ) 
u. pb 

puesto que a., p y el precio de los insumos son constantes. Por tanto, la senda de 
expansión debe ser una recta que pase por el origen. 

Por último y resumiendo. este modelo tiene el supuesto de que el productor 
cuenta con dos insumos en su proceso productivo. sin embargo en la realidad son más de 
dos insumos y el modelo para hallar el mínin10 costo de producción se ve seriamente 
complicado, por lo que hay que hacer uso de otros métodos matemáticos más eficaces. 

3.3 Una interpretación económica del problema Dual enrocado a la Ley de la orerta 
y la demanda. 

La dualidad posee importantes implicaciones económicas, tanto las variables 
duales como el problema Dual son susceptibles de interpretaciones económicas. Las 
variables duales en el óptimo corresponden a los prcdo.~ dc c:áh:11lo. y también reciben Ja 
denominación de precio.\· 5nu1hra o ¡Jrecio.v ficticios. Su concepción puede ser no 
inmediata. pues dependerá de la naturaleza de las restricciones y de Ja función objetivo 
especialmente cuando el segundo miembro es nulo; de aquí que comurunente. inte.-¡Jretar 
las variables duales exija formular un análisis primal-dual ( primal se refiere al problema 
original ) del modelo en estudio. 

La interpretación del problema Dual " del Lagrangeano, se basa en un ejemplo 
práctico de una e111presa con10 unidad econótnica en un mercado competitivo. con "m" 
insumos dentro de su proceso productivo, y con un vector " E R • que denota el nivel de 
producto con cada una de sus con1ponentes x ; que a su vez representan la magnitud del 

producto del bien j, al concluirse el proceso de producción. Sea b E R m el vector de las 
disponibilidades o insumos que tiene la empresa para poder obtener cierto nivel de oferta; 

6 En caso de tener intcr~s en profundizar en la Tcorla de Dualidad.. se rcconticnda revisar c1 libro nün1cro 
15 de la bibliogrnfia ci1nd.'l. 
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o sea la compañia cuenta con b; unidades del bien i 7. Además suponga que para poder 
satisfacer o alcanzar ese nivel de producción, se requieren g' 1 ( ll )unidades del insumo i. 

Sea g ( ll ) la diferencia entre las disponibilidades del recurso i y las unidades 
necesarias del mismo bien para satisfacer cierta producción. matemáticamente tenemos g ( 
ll ) = b - g'; (" ) . De esta sustracción tenemos tres casos que son que: 8; ( ,. ) = o. ó 
g, ( ll ) > o. ó g 1 ( ll ) < O. En el primer caso las disponibilidades del recurso i y sus 
respectivas unidades necesarias para satisfacer determinado nivel de producto son 
i<lénticas. por lo que no se tiene un excedente ni una f"alta de unidades de dicho bien para 
atender los compromisos de ofcna. Cuando g 1 ( ll ) > o. se cuenta con un excedente del 
respectivo recurso i, y las disponibilidades superan a los requerimientos, o bien se puede 
afirmar que se sobrepasa lo minimamcntc indispensable para enfrentar las obligaciones en 
el mercado. Si por el contrario g, ( ll ) < o. entonces no hay suficiente cantidad del 
recurso i para producir al nivel x. y existe la necesidad de adquirir más unidades de ese 
bien en et rncrcado 9 por tanto la con1pnñia no es capaz de atender sus pedidos con las 
existencias de los bienes con que cuenta. y de alguna u otra f"onna debe de encontrar el 
cón10 disrninuir tales carencias. pues contrariamente a ello perderá mercado y 
consecuentemente se dcbili!ará si de manera iterativa permanece en dicha circunstancia. 

Es evidente que cualquier productor R en un sistema económico capitalista trata 
de obtener el máximo beneficio. Por ello. mientras las empresas tengan una carenda de un 
bien i y lo demanden. cayendo en el caso g, ( ll ) < O, los productores seguirán elevando 
lo más que puedan los precios de estos productos. Sin embargo, si la mela de la empresa 
es el de maxirni7.ar sus percepciones económicas bajo un detem1inado nivel producción ll., 

y se representa la f"unción de ingresos por f"( ll ). entonces se debe resolver el modelo de 
maximizar r ( ,. ) 
sujeto a 
g (,.)=o. 

En términos generales de los precios de cualesquiera bienes en el mercado se 
rigen de acuerdo al principio de <'SCtl-'"L'=. por ejemplo si un bien es abundante entonces su 
precio será rclativarncnte bajo? y si en caso opuesto es escaso entonces tendrá un valor 
rclativarncntc alto. Ahora sen que el recurso "i" se puede vender o con1prar en et n1ercado 
al precio unitario u,, con lo que el conjunto de todos los precios de todos los bienes se 
denota por el vector u E R". Por lo anterior, el precio de venta en el mercado de los 
excedentes del recurso i, se cotizan con un ingreso adicional de u 1 g 1 ( ll ) > O; en caso 
contrario, con el fin de poder producir a un nivel especifico x. habria que pagar un costo 
de u; g, ( ,. ) , y el costo de producción seria el representado por la f"unción Lagrangcana 

L < ll. u >=re"'> + u T s < "' > ... < 1 s >· 

7 con i = 1. 2 • .... n1. 

R Oc tos insun1os que necesita J:i empresa p:ira llevar a cabo su proceso producti\'O a un ni,,-cl especifico. 
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La función anterior desde una perspectiva de un mercado competitivo, conduce a 
afirmar que éste paga f' ( ll ) por la producción y un incremento adicional u 1 g 1 ( • ) por 
cualquier excedente del recurso i. Por lo que se concluye ( según este enfoque): existe una 
convergencia hacia una misma función Lagrangeana. que es precisamente la que 
corresponde a la referencia ( 18 ). 

Existe un gran problema entre mercado y empresario, ya que el primero desea 
que el ( 18 ) sea lo más baja posible ( es decir que la producción final tenga como 
caracteristica la de ser barata ), mientras que el segundo quiere que sea lo má!!I alta que se 
pueda ( o sea cobrar lo máximo por su producción ). En ese momento es cuando la Ley de 
la oferta y la demanda se manifiesta estableciendo los precios de los articulos de acuerdo 
con un equilibrio entre ambas partes. Sin embargo, para determinar los precios del 
producto en el mercado hay que controlar dos factores indispensables que son el nivel de 
producción • y el nivel de precios u. Por un lado la empresa controla e>eclusivamente el 
primer factor. y por otro, el mercado controla sólo el segundo factor; por consiguiente ni 
el mercado tiene control sobre producción, ni empresa tiene control sobre los precio!!!. A!!li, 
bajo estas condiciones, en cuanto la empresa saque al mercado su producción ,.•. éste 
último buscará un nivel de precios u. tal que se cumpla la igualdad 

L(ll*)= min L(,.•. u) .. ( 19). 
" , o 

En caso opuesto. la empresa buscará un nivel de producción x" tal que mn.'<imice 
sus beneficios sujeta a un nivel de precios unitarios u" comprometido por el mercado para 
los recursos necesarios en el proceso productivo. es decir intentará que 

L(u*)=má.x L(ll, u•) ... (20). 
"~X 

Dadas las dos tendencias anteriores. el mercado alcanzará un punto de equilibrio 
en caso de que halla un punto óptimo ( x". u" ) tal que 

L (u")= L ( x". u• ) = L ( ,. .. ) ... ( 21 ) 

En resumen. si cada integrante del mercado competitivo piensa en satisfacer sus 
intereses estando restringido a lo que la demanda proponga. y se ajusta a las políticas del 
resto de la competencia. entonces el sistema tenderá a un nivel óptimo en forma bilateral 
en f'unción de "productos-precios". o sea habrá un punto de equilibrio ( ,. ... u" ) tal que se 
establezca la triple relación ( 2 1 ). Con esta interpretación del Dual del Lagrangeano se 
finalizan las aplicaciones e interpretaciones de In técnica de Lagrange. que es parte de la 
teoría recibida de los cursos de Cálculo Dif'erencial e Integral 111 de la carrera de Actuaria. 
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3.4 Con1ent•rio• sobre otros modelos econún1icoll de 011tin1izaciún restrin11id•. 
Exislen 01ras técnicas de oplirnización resuingida más complejas empleadas p•ra 

el planleamienlo y solución de modelos de índole tanlo macroeconómica como 
microeconómica. que van más allá de utilizar las herramientas de la progran1ación clásica. 
Cienamente la técnica de Lagrnnge resulta insuficiente en muchos casos. pero sin embargo 
es el precedenle teórico matemático mas elemental con que se cuenta. que al generalizarle 
y aplicársele. se convierte en un medio basto y fle:otible para situaciones dificiles de ilustrar. 

Dentro del extenso conjunto de modelos de optimi7.ación. hay una gran 
diversidad de casos y situaciones que dependen de la economía en práctica. con 
características concordantes al contexto específico que ~e analice. Por esta razón no es 
congruente el intentar implc1nentar un modc1o cualesquiera perteneciente a una econo1nia 
de J>rin1er m1111,Jo., a una economía con10 la que vive nuestro país., o cuaJquier otra nación 
del Tercer m1111tfo ( dadas sus particularidades en cuanto a recursos. objetivos. etcétera ). 
No obstante a ello. lo rescatable de estos modelos es el reconocer que sus procedimientos 
de optimización se derivan de generalizaciones de la técnica de Lagrange. 

Debido a la gran diversidad de modelos económicos que se han generado a 
velocidades impresionantes en la última mitad del siglo XX. principalmente después de la 
Segunda Guerra Mundial y hasta nuestros dias ( sobretodo de 1980 a la f"echa en: 
Universidades, Centros e Institutos de lnvestignciones Económicas. Secretarias de Estado. 
etcétera ), es imposible reseílar de manera lisien a los mismos. dado que no e><iste un 
parámetro comparativo universal que distinga a los más significativos del resto. pues esto 
es totalmenle relativo. Asimismo es menester decir que todos esos modelos tienen una 
finalidad común. que es la de optimizar bajo determinadas restricciones considerando otras 
ramas de la investigación como lo son: la investigación de operaciones. la probabilidad y 
estadística, las finan7.as, la mercadotecnia. las políticas. etcétera. 

En la última parte de la bibliografia se citan tan sólo algunos artículos 
relacionados con modelos de optimización restringida. desarrollados en Estados Unidos 
por profosores e investigadores ele diferentes Universidades y nacionalidades. Estos 
modelos empican diversos conceptos macroeconómicos no explorados en este trabajo. por 
lo que pienso que no es pertinente ahondar en ellos. sino tan sólo hacer énfasis que en la 
actualidad la optimización restringida juega un papel preponderante en el Crecimiento del 
Si.'>te111a R"cmuimico A-fmuJial. y que falta mucho por hacer al respecto. Con estos 
comentarios se concluye el presente trabajo. y en la parte contigua. se mencionan diversas 
ideas que considero notnbles de destacar concernientes a todo lo analizado en todos los 
capítulos expuestos. 
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CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS. 

Las definiciones y tcorcrnas de ta pr-ogrnrnación clásica .. presentados en el prirner 
capitulo. fueron importnntcs pues sustentaron la aplicación de la técnica de Lagrange en la 
optimización restringida al caso de igualdad. También es significativo notar que el criterio 
de optimiT.ación para funciones no restringidas de R ª en R.. será cada vez más diflcil de 
aplicar conforme la función a tratar dependa de mayor número de variables. pues aunque 
tal técnica tcóricarnente se puede extender a n variables .. se tienen grandes limitaciones 
como las de que .,. no debe tener restricciones en R ª. y la función tiene que ,.er 
difercnciablc con derivadas parciales de segundo orden. 

Af"ortunadaincntc para la solución de rnodclos de optimización restringida. existe 
todo un extenso conjunto de rnrnns y algoritn1os de la prograrnación matemática. como lo 
son: ta prograrnación convc:"':t~ los rnétodos bas:idos en la apro:'Cimación lineat ( el n1étodo 
de Griffith-Stewan. el método de \Volfc. método de direcciones factibles. la programación 
separable. etcétera ). los métodos penales pararnétricos y no pararnétricos ( dentro de lo!I 
paramétricos están: el método de punto interior. el método de punto exterior. el método 
núxto que incluye al método del SUJ\,1T 9 • y la técnica de Lagrange~ en los métodos no 
paramétricos se encuentran: el método de centros de Huard. el método de Davidon-Box
Oavics-Swann. el método de \Vcisman. el método de Zangv.·ill. etcétera ). la programación 
geométrica. y otros métodos basados en programas de computo. 

La interpretación económica de los multiplicadores de Lagrange. como se 
discutió en el capitulo 11. es tan diversa que no se puede resumir a un sólo caso pues 
depende del contexto que se este manejando. y como se menciono anteriormente. en 
muchas casos precisar el significado de los multiplicadores no es tan directo o fficil. por lo 
que se debe de tener mucha cautela cuando se intente dar alguna implicación al respecto. 

El objetivo planteado de aplicar la tt!c:nic:a de I.agrange en los modelos de: 
Maximi:ació111.le la 111ilic.lac.I sujeta a 1111a restricciú11 ¡'1·es11¡7111.~J;faria. la A-fi11i111i=aciú11 Je/ 
co.,·10 sujeto a una re.-.·1ric.:ciú11 de proc./11cci<í11: _l. ciar una i11ter¡J1·e1aciú11 ec.:onámica Je/ 
Dual e1ifocaclo a la /.ey de la t~íerra y la demanda fue alcan7.ado puesto que se ilustraron 
algunas aplicaciones de la técnica de Lagrnngc con un cnf'oque econó111ico. además de 
discutir una interpretación del Dual del Lngrangcano en un me1""cado con1petitivo., y 
con1cntar que la optiruización restringida en los án1bitos n1icro y macroeconórnico es un 
tema de actualidad. 

9 Son l:is sig1:ts en ingles de .. Sccucntial Unconstraincd f'\.1inimiz.ation Tcchniquc" 
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Asimismo, en los modelos y en la interpretación se tiene respectivamente lo 
siguiente: 

a ) Como se apreció en las aplicaciones de la técnica de Lagrange, en la restricción 
presupuestaria en el modelo de maximización de la utilidad del consumidor, se enuncia de 
la fhrma que el gasto total sea exactamente igual ( y no menor o igual ) a una suma 
específica. En otrns palabras, la limitación de la aproximación por el cálculo niega al 
consumidor la opción de ahorrar parte de sus fondos disponibles, y es por ello que no se 
ha restringido explícitamente las variables de elección a ser no negativas. como dicta el 
sentido común en la economía. 

b ) En el modelo de la minimización del costo de producción, se supuso que el productor 
sólo cuenta con dos insumos en su proceso productivo con los cuales habría de encontrar 
una combinación que le minimizare sus costos. sin embargo en la realidad se emplean 
muchos más insumos para satisfacer cienos pedidos. como por ejemplo lo son las materias 
primas. las horas disponibles de mano de obra. la maquinaria, los recursos monetarios. las 
instalaciones. las fuentes de energía. etcétera. Por lo anterior. se tendría que construir un 
modelo más complejo, y consecuentemente habría que empicar otros métodos 
matemáticos más fuertes que englobarán a más supuestos. 

c ) En la interpretación económica del Dual del Lagrangeano, se supuso un mercado 
competitivo en el que los precios están sujetos a la ley de la oferta y la demanda. sin 
embargo cuando llega a existir un capitalismo muy agresivo puede surgir el monopolio 
como una unidad económica donde las empresas más grnndes absorberán a las más 
pequeñas o débiles, entonces la competencia perfecta se anulará dejando de permanecer un 
mercado competitivo, y los precios estarán sujetos a los intereses económicos de los 
particulares ( o dueños de dichos organismos ). con lo que evidentemente la interpretación 
mencionada se verá afectada. 

Como ya se menciono el mntema!lco francés Lagrangc. sentó las bases teóricas
matemáticas que sustentaron un notable desarrollo en la optimización restringida, pues por 
medio de su técnica de los multiplicadores de Lagra11ge las matemáticas fueron capaces 
de solucionar diversos problemas que se presenten en la vida del ser humano, que van más 
allá de simple optimización no restringida. y además abriendo con ello un campo nuevo en 
dicha disciplina que ha marcado la pauta de nuevas técnicas y generalizaciones hasta 
nuestros días. 

En lo que atañe a algunas recomendaciones para cualquier modelo de 
programación restr·ingido a igualdad( es ). al utilizar la técnica de Lagrange. se tiene que al 
momento de derivar la función Lagrangeana y sarisfocer las condiciones de primer orden. 
se llega a un sistema de ecuaciones cuya solución con frecuencia es el mayor obstáculo 



que se presenta 'º· por lo que se sugiere el uso de la técnica de sustitución ( que aunque es 
muy laboriosa es apropiada }. familiarizarse más con algunos artificios matemáticos 
aplicables en estos modelos. consultar los n1étodos de programación no lineal como el del 
.Jncobiano .. y el de SUMT. o en caso extremo consultar otras tecnicas n1ás generales en 
textos de niveles n1ás avanzados 11 

Co1no opinión personal pienso que para que los estudiantes lleguen más 
capacitados a la vida profesional. y el proceso de enseñanza-aprendizaje funcione de 
tnanera óptin1a ( en cuanto mostrar al alumnado las aplicaciones reales de la diversidad de 
conocimientos transn1itidos a lo largo de la educación ). es indispensable que este sea 
continuan1ente alintcntado y retroalin1cntado por todas las partes integrantes que 
participen en éL a la vez que se rnotive a edades 1nils tempranas el interCs por aplicar lo 
enseñado-aprendido. Es decir. entre más preparados. capacitados. interesados y 
entusiasmados estén los alumnos y profesores. tnejorcs seritn los resultados en el proceso .. 
haciendo referencia a preparación en todos los térn1inos. pues es altamente significativo. 
en el desarrollo de toda licenciatura. el aprender a aplicar los conocimientos adquiridos en 
la propia. 

10 Puesto que g.cncrJlmcntc se trata de sistema{ s ) de ecuaciones no lineales. 
11 Los textos avan:l'.ados citados en la bibliog.rnfia son los co"espondicntcs a los números: 7. 9. 11. 12. 
!3. 1.i y 15. 
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