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Introducción 

uQuerer conocer es, siempre, querer entender, querer comprender cuáles son ias 
causas y las características de un objeto, de un acto, de un fenón1eno1 querer prcveer 
sus consecuencias. Ta1nbién, si no en todos, sí en muchos casos, se trata de des­
cubrir la fonna de intervenir en los acontcci111icntos 1 para influir en ellos de 111anera 
conveniente. En todo esto hay, co1no es lógico, 1nuchas opiniones y variados pro­
cedimientos". Brom (4) aplica esta reflexión a Ja historia, pero se puede aplicar a 
cualquier campo de conocimiento del hombre; en este trabajo la aplicaremos en el 
sentido de que queremos conocer la distribución de una población a partir de una 
n1uestra 1 y analizarc111os dos procedimientos para tener fundan1cntos respecto a lo 
que proponcinos. 

Desde los inicios de la estadística, los estadísticos han con1cnzado su análisis 
proponiendo una distribución para sus observaciones y luego, han verificado si esta 
hipótesis es cierta. Así, a través de los aiios ha aparecido una gran cantidad de 
procedimientos de prueba, el estudio de éstos es conocido como pnieba de bondad de 
ajuste. 

Por bondad de ajuste, entenderen1os los 1nétodos que cxatninan qué tan bien está 
de acuerdo una 1nuestra de datos con una distribución dada con10 su población. Es 
decir, verifica la compat.ibilidad de un conjunto de valores 1uucstralcs observados con 
una distribución dada, cualquier tipo de distribución puede ser verificado mediante 
una ¡m1eba de bondad de ajuste, estas son pruebas diseñadas para hipótesis nulas, las 
cuales son proposiciones acerca de la fonna de la función de distribución acu1nulativa 
o función de densidad de probabilidad de Ja población de la cual fue tomada la 
muestra. En el esquema formal de prueba de hipótesis Ja hipótesis nula Ho es que 
una variable aleatoria X dada sigue una ley de probabilidad establl'cida F(x) (por 
ejemplo, la distribución normal): Ja variable aleatoria puede provenir de un proceso 
que está bajo investigación. 

El complemento de Ja hipótesis nula se conoce como hipótesis alternativa, que 
es nccesaria1nentc iuuy extensa. ya que la fonna de la distribución hipotética puede 
ser totaln1cntc diferente o variar inucho en cuanto al valor de los pará1uetros. Por 
Jo anterior las pruebas de bondad de ajuste son aplicadas con la esperanza de que 
la hipótesis nula no será rechazada. ya que Pll caso cont.rario no se obtiene ninguna 
informacicln l1til sobn• la población estudiada. 
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Introducción 

LM técnic1•• ele borulad de ajuste aplicadas para probar Ho <'st1ín hasad••" en 
mrdir de alguna forma, la conformidad de los datos mucstrales con la distribución 
hipotética, o oquivnleutmnentc su discrepancia. de ella. Las técnicas usna.lnwntc dan 
prurhas cstaclísticM formales y las medidas de consistencia o <le discrepancia son las 
estndísticas do prueba. . · 

D<•scle principios de siglo se ha utilizado la prueba de la x2 para bondml de njuste 
y a¡mrtit· de 1950, el intrrés en el análisis de datos catrgóricos renovó la discusión 
sobre la teoría de la.' pl'llebas ji-cuadradas en general (i.e. aquellas pruebas que, 
bajo cierta.< condiciones, tienen una distribución x2 asintótica), y cómo mejorar su 
descmpciio en la práctica estadística. Actualmente se sigue utilizando la prueba con 
el 1uis1110 entusia.."'1110; es por esto que 1108 parece interesante presentar un trabajo 
en el que sr tratara l'str. tema que junto con las pl'llebas ba.•11<11•• en la función de 
distrihnción c1npíricas, conforma la parte más conocida y difundida sobre bondad de 
ajwile en todas las áreas. 

El término liondntl ele nju.•le es muy amplio y contempla nmchas técnicas como 
C>l análisis grlifico. pruebas basadas en regresión y correlación; y aunque huhiésctnos 
deseado ct1l1rir de n1a11e>ra general el tc111a bondad de ajuste, algunos te11ms se hubieran 
cubierto mnplimncntr.. 1nicntras que otros hubieran sido tninimizados. Por r.jcn1plo 
eu la."' ¡Jrucbu.'l husadas en la /unción de distribución em11{rica no se cubren algunos 
tema .. ..; cotno PI de n111Pstra .... rensunulas o la. construcción de las diferentes tablas de 
cualitil!Js. dado qur. ca1la tema por separado const.ituye un trabajo completo. De esta 
fonna se eligieron los tc>ph·os que considPra111os de intc1·és. 

Idcahncntu la distribución hipotética. eHtá co1nplctainentc especificada, esto se 
conoce coino liipót.Psis sitnplc•: cuando para la distribución propuesta se desconocen 
uno o nuis paránwt.ros tctwmos una hipótc!otÍS cou1p1wst.a: en los capítulos uno y dos 
se tratan estas clos sit.uacionrs. en la.r;; que se divide la hipótesis nula. 

En este trabajo se desarrollan principalmente clos tipos de pniebas de bondad 
de ajuste. El primer tipo. que se desarrolla en el capítulo uno, esta diseiiado para 
hipótesis nulas concernientes a distribuciones discretM y cmupara las frecuencias 
observadas con frecuencias cspernclas bajo la hipótesis nula, y se conoce como la 
pn1eba de bondad de ajuste ;x 2 (se lec Ji-Cuaclracla). El segundo tipo esta disctiado 
pn.ra hipótcsiH nulas conccrnicntcR a distribuciones continuas, y ~e trata en el segundo 
capítulo. y compara la frecuencia acutnulada relativa observada. con aquellas espera­
da.• bajo la hipótesis nula; la prueba se basa en la función de distribución empírica y 
i;e conocen precisamente con10 pntebas ele bondad de ajuste basadus en lu función de 
di.•tribución empírica. En el capítulo tres se trata sobre la estadística D basada en In. 
función de distribución empírica, que es la más conocida de este tipo de ost.adística.,, 
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Capítulo 1 

Pruebas Basadas en la 
Distribución x2 

1.1 Surgimiento y desarrollo 

La pnieba de bondad de ajuste x2 fue propuesta por Karl Pearson en 1900. La prueba 
surgió cuando Pearson [37] abandonó la suposición de que las poblaciones biológicas 
estaban normalmente distribuídas. 

La idea de Pearson fue deducida del problema general de probar ajustes de esce­
narios multinomiales, basándose en una prueba sobre la comparación entre celdas, 
i.e. k-catcgorías, tanto de, frecuencias observadas co1no frecuencias esperadas bajo 
la hipótesis propuesta. 

Para probar la hipótesis simple de que una muestra aleatoria Xi. ... , Xn tiene 
una función de distribución F(X), Pearson particionó el dominio de X en k-categorías 
E 1 , ••• , Ek. Si 0 1 , ••. , Ok son los valores observados de las X's en estas celdas, en­
tonces O¡ (donde O¡ puede tomar valores entre O y n) tiene una distribución binomial 
con parámetros n y p¡ donde: 

p¡ = p(Xj E E;) = /, é!F(X) 
. E, 

cuando la hipótesis nula es cierta, Pearson razonó que las diferencias (O; - e¡), 
entre las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas (la suma de estas k 
desviaciones es cero, excepto por el redondeo), expresaban falta de ajuste de los datos 
con F0 (x); excepto para variaciones muestrales, debería haber una similitud entre 
las frecuencias observadas y esperadas si los datos muestrales son compatibles con 
la F0 (x) especificada. Estas diferPncias podrían compararse usnndo un histograma, 
un polfgono de frecuencias o una gráfica de barras. La ¡>ntebn de lionducl de ajuste 
x 2 proporciona bases probabil!sticas para efectuar la comparación y decidir si la 
concordancia o discordancia. es de1nasiaclo grande para que hayan ocnrl"ido por azar. 
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Pruebas Basadas en la Distribución x2 

El criterio de la prneha sugerido por Pearson está basado en la variable aleatoria: 

x2 = t (O;-e;)2 
i=l e¡ 

(1,1) 

Un valor grande de X 2 reflejará una incompátihilidad entre las fr~cue;,ci~ relati- · 
vas observadas y las esperadas, entonces la hipótesis nnla con la cual e¡ fue calculáda 
deberá rechazarse para X 2 grandes. . - . 

La distribución de prnbabilidad exacta de la variable aleatoria X 2 es aproxima­
damente x2 con k - 1 grados de libertad, i.e. xfk-I)' Lás bn8es teóricas para ésto 
pueden ser argumentadas brevemente como sigue: · 

Una vez que la muestra está clasificada en forma de una distribución de f~ecuen­
cias. las tínicas variables aleatorias de interés son las frecucncia.<'4 de clases F1 , ••• , Fk. 
Estas conRt.ituyen un conjunto de variables aleatorias do una distribución tnnltino­
mial k-variada con k posibles resultados, el i-ésimo resultado pertenece a la i-ésima 
categoría en el sistema de clasificación. Con p1, ... , Pk denotamos las probabilidades 
do los resultados respectivos, la función de verosimilitud de la muestra es entonces: 

donde 

k 

L(p,, .. .,pk) = Ilpf'• 

k 

°EO¡=n;· 
i=l 

i=l 

k 

LP;=l; 
i=l 

(1.2) 

(1.3) 

La hipótesis nula fue supuesta para especificar completamente la distribución 
de la población, de la cual el p¡ puede ser calculado. Esta hipótesis entonces tiene 
que ver sólo con los valores de estos parámetros y pnede ser enunciada de manera 
eqnivalente como: 

Ha :p; =pf i= l,. .. ,k 

Es fácil probar que los estimadores de máxima-verosimilitud de los parámetros 
en la ecuación (1.2) son Pi= ~;como Ef=1 Pi= 1, solamente k - 1 de los Pi's son 
parámetros independientes; por lo tanto, para encontrar los estimadores máximo­
verosimiles de los p¡'s, reemplazaremos Pk por 1 - ¿:~,;;-¡1 p¡. Entonces: 

L(Pi····•Pk) ( 

k-1 )º• 01 O:i Ok-1 
Pi P2 ···Pk-1 1- LPi 

t=l 

lnL(p; •••• ,pk) 
( 

k-1 ) 
01 lnp¡ + ... + Ok-.1 lnPk-I + Ok In 1 - ~p¡ 

k-1 . ( k-1 ) : ¿;01 lnp1·+ OA· ln 1 - L;v1 
•=1 .· i=l 
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· 1.1 Surgimiento y desarrollo .. 

o In L(¡1¡,, •• ,pk} 
élp; 

i=l; .. .,k-1 

. i.= 1,.;. ,k 

i_ = 1; ... ,k 

Sumando las. k' iguál~~~c~.~e_~;;~~~: > 
,_ -~~·~..'.}>,·: :~f-.o:·.},_:._,·,:' 

Pk t O{ ~<ohJ;~/(:{'sustituye~do lá ecuación (1.3) 
i=l ' .:.; .:;:..:::,\:~.-¡~\(~:¡>;::'.~ .= '.:;.'{' ~-'.~ ·: .. :· . " ', 

::- Pkn => ¿¡;;·' ~;'.t: ~ Ok · - ok .,., .. . _,,,,. k = -n- .,. Pk = -n-
v este resultado puetl'~ g~i;;er~Íl~~~;e a los a~inás p¡ 's: 

'\.:.~~r~~"~t"·· /~ 1.'. ... k.· 

La estadística de raióndé vero.siclilÍtudés para esta prueba de hipótesis es en-
tonces: · · · · 

.:. . L(-) L(pº º) k· ( º)º 'A~. ~ = _., ... ,~k =II ª , 
L(!1) L(P¡, .. .,pk) i=I Pi 

La distribución de Ja variable aleatoria -2 log A puede aproximarse por la dis­
tribución x2 , Jos grados de libertad son k - 1, ya que la restricción L:~=t p¡ = 1 deja· 
sólo k - 1 parámetros en !1 a ser estimados independientemente. Así tenemos: 

k 

-2 log A= -2 ~ Oi (togpf - lag~;) 
t=l 

(1.4) 

Algunos estadísticos usan la expresión (1.4) cotno un critcl'Ío de pnieba de bOndad 
de ajuste. Demostraremos ahora que es asintótica.mente equivalente a Ja expresión 
(1.1). La expansión en series de 'Tuylor de logp¡ alrededor de %- = p¡ es: 

sustituyendo 

- _)l (p¡-p¡)2
( 1) logp¡ = logp¡ + (p¡ - Pi -¡;¡ + 21 -'jt{ +E 

P-. = º' . .. 

logpf -109 O; 
11 

(pr- ~i) ;, -(pr- ~ir ;~r +< 

(npy - O;) (11¡1f- 0;)2 

··O; - · 20r +< 

5 

(1.5) 
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donde < l'epl'esenta la suma de los tél'minos alternantes. de signos: 

~(-1)H1 (vr+~1r -~~. 
J-3 . . .• · . ·'' J 1 

sustituyendo la ecuación (1.5) en la ec~~~¡i;,((i;4) teí1emos: 

-21ogA = -2E<nvf-cf>1>+}§<nvi;; o,¡2.+ t., 
1=1 . ·. 1=1 . 1 i=l . 

puede demostrarse que: 

t (npf- 0¡)2 =E (01 - e¡)2 

i=l O¡ i=l e¡ 

por la ley de los grandes números se sabe que ~ es un estimador co11Sistente de p¡, 
i.e. 

Así vemos que la distribución de probabilidad de X 2 converge a la de -2logA, 
la cual es xfk-l)" Entonces un nivel aproximado de prueba a es obtenido rechazando 
Ho CUl\ndo X 2 excede el CUl\ntil (1 - o) de la distribución x~k-1)" Esta aproximación 
puede ser usada con suficiente confianza cuando cada frecuencia. esperada es al menos 
5, este es un valor conservador y la aproxilnación x2 es a menudo razo11able111ente 
precisa para frecuencias esperadas tan pequeñas como 1.5. 

De esta manera se maneja fácilmente cualquier caso donde las p¡'s est:\n comple­
truncntc especificadas por la hipótesis nula. Sin cn1bargo, la situación más comtín es 
cunndo la hipótesis nula es co1npt1csta, donde la. forma de la distribución está. enunciaw 
da pero no todos los parámetros son conocidos. Para poder calcular la.• frecuencias 
esperadas bajo Ho los pará1uctros deben conocerse. Pearson reco1nendó estimar p 
por un estimador Pn• una función de la muestra X1, ... , Xn y probar el ajuste de la 
distribución F{•lp,.). Entonces las celdas de probabilidad estimadas llegan a ser: 

y la estadística de Pcarson es: 

p; = ¡ 8F(XIOnl ls, 

k {O - 2 
X2(0,.) = L i -:p¡) 

i=l np¡ 
. (1.6) 

Penrson no pensó que cstiml\ndo p¡ cambia la distl'ibución <le la muestra grande de 
X 2 , a menos que ji,. sen consistente. Fishcr (16] mostl'Ó que el limite de la distribución 
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1.1 Surgimiento y desarrollo 

nula de X 2 ({i,.) no es x~k-J) y que esta distribución depende del método de estimación 
usado. Fisher demostró que. el método apropiado de estimación es la estimación 
máximo-verosímil basada en las frecuencias de las celdas O¡. Este esf.imador máximo 
verosímil de datos agrupados es la solución de las ecuaciones: 

k L .!!L 8p¡(O) =O, 
i=l p¡(O) 80; 

j = 1, ... ,s1 (1.7) 

obtenidas diferenciando el logaritmo de la función multinomial de verosimilitud. 
Fisher notó que la estadística logaritmo de la razón de verosimilitudes: 

2 k O· 
G = ¿o;Jog_!_ 

i=I np¡ 

es asintóticamente equivalente a X 2 • observó además que un estimador máximo 
verosímil asintóticamente equivalente a los datos agrupados puede ser obtenido es­
cogiendo O para minimizar X 2 (B) para los O;'s observados. Este estimador mínimo 
x2 es la solución de: 

t{~}28p;(O) =O, 
i=I p;(O) 80; 

j = 1, ... ,s (1.8) 

Denotemos a ambos estimadores por (i,.. Entonces X 2({i,.) es conceptualmente la 
estadística de Pearson para probar el ajuste de F(•l.P'n), el miembro de la familia 
F(XIB) es el que está más cerca a los datos si la estadística de Pearson es usada 
como medida de distancia. Fisher mostró que la estadística Pearson-Fisher X 2 (8,,) 
tiene la distribución X~k-l-•) 2 bajo la hipótesis nula, 110 importa que O E !1 sea el 
valor verdadero. Este es el famoso resultado "se pierde un grado de libe1·/ad por cada 
paráruetro estinwdo ". 

Neyman [34] notó que otro estimador asintóticamente equivalente a 8,. puede ser 
obtenido minimizando la estadística x2 modificado 

x2 = t (O; - np;)2 
i=t O; 

Este estimador mínimo x2 modificado es la solución de: 

k - a-L Pi _J!j_ =o 
l=t O; 80; 

(1.9) 

Como para los propósitos de la teoría de las muestras grandes bajo Ja hipótesis 
nula este estimador es intercambiable con los dos anteriores, Jo llamaremos tambii\n 

1 mímero de para1nétros <'stimados 
7 La distribución dt• A y por Jo tanto de (1.6) :-;e haC"e exactamrnte como antt>s, excepto que Ja 

dim<>nsión del espacio n t>s aumentada 

7 
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/ 15 grados de libertad 

Figurn 1.1: Diferentes curvas x2 

9,1 para ntinimizar In notación. El cmncntario de Ncyn1an es hnportantc porque las 
ecuaciones ( 1.9) son conuhunente resurltas en forma cerrada más que Ja.q ecuaciones 
(I.7) y (1.8), i.e. es recomen<l!\ble us!\r !ns ecuaciones (I.9). 

Cuando los datos originales están sin agrupar y los cstituadorcs 1nii.xitno ve­
rosímiles están bnsados en la función nuí.xitno-veroshnil de todas la.q observaciones, 
la teoría es diferente. Chcrnoff y Lehman [6], probaron que la distribución limite de 
la estadística (1.6) no es x2 en este caso y que P(X 2 (íi) > ,\~) > n. La prneba es 
cntonccA 110 cons~rvativa. Sus investigaciones prohnron que el í?rror es considcrable-
1nonte nuí.s serio para la distribución nortna) que para la Poisson. Sin mnbargo, la 
estadística ( 1.6) es co111{uuncmtc tratada como una. variable x2 de todas n1ancrns. 

1.2 Distribución x2 

La distribución x2 es una distribución continua en la cual se basan varios procedi­
u1ientos de inferencia; por eje111plo, pruebas para dcter111inar si dos característica.e; 
de una población son estndística111entc dependientes, infcrm1cia sobre la desviación 
estánd!\r de uua población y pntebas de bond"d de lljuste que se ba.san en esta dis­
tribución. Est.a..• pruebas de bondad de ajuste son las que trataremos en este capítulo. 
Por lo tanto co111cnzarcnms con una breve discusión de la distribución x2 • 

Las prob!\bilid!\des de una variable aleatoria que tiene distribución x2 son iguales 
al área bajo la curva x2 • En realidad. hay una. i11fi11idacl du ctu·va.s x2's e identifica1nos 
a la curva en cuestión <laudo sus grados de libertad ( co1110 con In distl'ibución t dn 
Studcut). La figura 1.1 muestra tres diferentes curvas x2 "s. 
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1.2 Distribución x2 · 

1.2.1 Propiedades básicas de la distribución x2 

l. El área total bajo la curva x2 es uno, ya que es una función de densidad de 
probabilidad. · 

2. Una curva x2 empieza en el cero sobre el eje horizontal y se extiende indefinida­
mente a Ja derecha, aproximándose al eje horizontal conforme lo hace, i.e. es 
asintótica al eje horizontal positivo. · 

3. La curva x2 no es simétrica. Llega rápidamente al punto más alto y regresa al 
eje horizontal l~ntamente, i.e. es sesgada a la derecha. · 

4. A medida que el ní1mero de grados de libertad aumenta, la.• curviis x2 son.más 
parecidas a la curva normal. 

1.2.2 Manejo de la tabla x2 

Una distribución x2 esta determinada por sus grados de libertad, en la tabÍ~·A.1 la· 
columna etiquP.tada con v da los grados de libertad y las probabilidades de Ja _cola. 
derecha se dan en el primer renglón, generalmente a estas cantidades se les etiqueta 
con o, el área acumulada hasta un punto determinado se le conoce como cuan ti! y se 
hace referencia corno el cuantil 1- o, c>ntonccs un 1nis1no punto puede estar denotado 
como xf v)o o el cuantil 1 - n de una xfur 

Por ejemplo. para encontrar los cuantiles <le una x2 con 12 grados de libertad 
cuya área dC'recha sea de 0.05 (ver la figura 1.2), usaremos Ja tablá A.l. En este 
caso, buscamos en Ja columna v el renglón 12 y en el renglón superior la columna 
etiquetada con 0.05 y en esta posición encontramos el valor 21.03; este es el valor 
de una Ji-Cuadrada con 12 grados de libel'tad y o = 0.05 cuya notación es xr12¡0.05 

(ver la figura 1.3) o el cuantil .95 de una xf12¡-

Curvo X 
2 

/ con 12 grados de libertad 

l 
x.2 = ? 

Figura 1.2: Uso gráfico de la tabla x2 

9 

. a 
Arca= .OS 
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·Curva -X. 2 

/ con 12 grados de Hbcnad 

/ 
r 

. a 
Arco= .OS 

Xc~21.os = 21.03 

Figura 1.3: Uso gráfico de la tabla x2 

1.3 Aplicación de Ja prueba de bondad de ajuste x2 

1.3.1 Recomendaciones 

Roscoe y Byars [41 J a través de simulaciones llegaron a las siguientes recomenda­
ciones: 

1. Los datos de Ja rnucRtra deben ser agrupados de acuerdo a algtín csqucma3, 
para poder for1nar una distrihudón de frecuencias. 

2. Todas las frecuencias esperada.• sou al menos 1.5. Si no se cumple ésta recomen­
dación, el pmcedimiento usual es combinar grupos adyacentes en la distribu­
ción de frecuencias, hasta que la restricción se satisface; entonces el uúrnero 
de grados de libertad debe ser reducido para que corresponda con el n(tmero 
actual de categorías usadas en el aruílisis. La aproximación x2 es a nJCnudo ra­
zonnblc1ncutc precisa para celda..~ con frecuencias esperadas tau pcquctias con10 
1.5. 

3. Cuando mucho el 20% de las frecuencia.• esperadas son menm·r.s que 5 (inves­
tigaciones de W.G. Cochrau [BJ, notable estadístico, muestran que "la regla de 
5" es demasiado estricta). 

Posteriormente Lamtz [25] y Koehler y Larntz [21 J hicieron estudios sobre estas 
rcco111endaciones, basando su trabajo tan1bién en sitnulaciones. 

1.3.2 Aplicación de la prueba de bondad de ajuste x2 

l. Establecer la hipótesis nula. Si la clistribucióu no está completamente espccífica­
da y s paráu1ctros deben sc>r estin1ados a partir de la mucst.ra entonces se 

:s Por ejt•mplo, al lanzar lm dado, Ja-. rat<'gori'a.'i podrían sn c>I ndml•ro dt> puntos; eu Ja.:¡ enrurstas 
de prl'Íl'rC'UdéL'i d<' marras, Ja.o; ratt•goría-. serí;i.u Jos nombrr~ ch• Ja.,. marcas rousiclrradns 
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1.3 Aplicación de Ja prueba de bondad de ajuste x 2 

Rechazar 1-\, No rechazar l-\i 

Figura 1.4: Región de rechazo 

pierden s grados de libertad en la distribución'x2 (ver la sección 1.1). 

2. Calcular las frecuencias esperadas, usando: 

e¡ =np¡ 

donde n es el tamaño de la muestra y p¡ es la probabilidad para la categoría i 
dada por la hipótesis nula. · 

3. Verificar si las frecuencias esperadas satisfacen las recomendaciones de la sec­
ción 1.3.1. 

4. Decidir el nivel de significancia o. 

5. Consultar la tabla A.1 para encontrar el cuantil 1-o de µna xfk-I) (ver sección 
1.2.2), donde k es el ntlmero de categorías4 ; recordar que si se estimaron algunos 
parámetros se pierden grados de libertad. 

6. Calcular el valor de la estadística de prueba 

x2 = t (O¡-e¡}2 

. i=I e¡ 

donde 0 1 son las frecuencias observadas y e¡ son las frecuencia.• esperadas. 

7. Si el valor de la estadística de prueba cae en la región de rechazo (ver figura 
1.4), rechazar Ha; en otro caso no rechazar Ho. 

8. Establecer la conclusión en palabras; interpretar, de acuerdo con el contexto 
del problema, la decisión que se haya tomado. 

4Si k = 2, entonces Ja población está dicotomizarla, y la prueba es equh-alente a la prueba de 
una proporción simple de una población 
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1.4 Ejemplos de la aplicación 

A continuación se mostrarán algunos ejemplos ele la prueba de bondad de ajuste x2 , 

en la que por la. trnLlll't"a <le recabar los datos o In.."' distribuciones que se proponen 
(discretas) es la apropiada. 

1.4.1 Problema sobre la teoría de Mendel 

Dos tipos ele maíz (dorado y criollo) contienen genes recesivos. Cuando se hacen 
experimentos híbridos l'ntre ellos se obtiene una primera generación que es consis­
tente (ni dorada ni criolla). Cuando a esta generación le fue permitido desarrollarse 
ella misma, 4 clifcr!'ntes tipos ele planta fueron obtenidas -normal, dorada, criolla, 
criolla-dorada. En 1200 plantas el proceso produjo la distribudón que se muestrn en 
la siguientl' t.abla: 

tipo do maíz O; 
nonnal 670 
dorado 230 
criollo 238 

criollo-dorado 62 
total (n) 1200 

Un monje llmnado l\frndel escribió un articulo donde cxponla la teoda ele qua en 
una segunda generación dn tales hibrídos, la distribución del tipo de maíz debería 
estar ei1 la rnzóli !J:3:3:1. ;.Son los datos mostrados' en la tabla consistentes con la 
tcoda de Mcndel? 

• Siguiendo la sección 1.3.2 tenemos: 

l. La hipótesis nula es: 

110 : Los hlbriclos resultantes están en razón !J:3:3:1 

2. Calculamos las frecuencias esperadas e; = np;: 

tipo de maíz Pi e¡ 
nor1nal Tu 675 
dorado fc¡ 225 
criollo fe 225 

criollo-dorado ;\;- 75 
total 1 1200 

3. Ya que las frecuencias esperadas cumplen las recomendaciones ele la sección 
1.3.1 continuamos. 
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1.4 Ejemplos de.la aplicación 

4. Se decide desru·rollar la prueba al ni vol de siguificailcia 53; está es con a = .05 

5. Buscamos el cuantil .95 que es; xfa¡o.os = 7,81 (~er 1~ .s~c~iÓ11 l.2.2j 

6. Calcular el valor de la estadística de prueba ~2., . 
.. . 

tipo de maíz O; e; O¡-e¡ (O;-e;)• (O; -,- e¡)• /e; 
normal 670 675 -5 . . 25 0,037037 
dorado 230 225 5 25 0.111111 
criollo 238 225 13 169 0.751111 

criollo-dorado 62 75 -13 169 2.253333 
¿: 1200 1200 o 3.152592 

7. Ya que X 2 = 3.1526 < 7.81 = xf3¡0 •05 ; no rechazamos Ho (ver figura 1.4) 

8. Aceptamos la teoría de Mendel, i.e. los híbl'idos resultantes están en razón 
9:3:3;1 

1.4.2 Problema de las monedas "honestas" 

Un grupo de 4 monedas es lanzado 160 veces, los resultados del número de águilas 
que se observaron se muestran en la siguiente tabla: 

#de águilas O; 
o 16 
1 48 
2 55 
3 33 
4 8 

total (n) 160 

¿Cree que las 4 monedas son "honestas"? 

• Siguiendo la sección 1.3.2 tenemos; 

l. Como al lanzar una moneda "honesta" se tiene un evento Bernoulli (p = ~) 
y en este caso se lanzan 4. al final tenemos una Binomial(4,~). Entonces Ja hipótesis 
nula es: 

Ho : El número de águilas (o "soles", por lo de la honestidad) obtenidas en el lanza­
mlent.o du cuatro monP<la."i se distribuye como una Bin(4,~) 
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2. Calculamos las frecuencias esperadas e1 = np1 

#de águilas Pi e; 
o 0.0625 lO 
1 0:2500 40 
2 0.3750 60 
3 0.2500 40 
4 0.0625 lO 

total ' 1 n = 160 

3. Ya que las frecuencias esperadas cumplen las recomendaciones de Ja sección 1.3.1 
continuamos. 

4. Se decide desarrollar Ja prueba al nivel de significancla 53, esto es con a = .05 

5. Buscamos el cuantil .95 en Ja tabla A.l que es: xr4¡o,oo = 9.49 (ver Ja sección 1.2.2) 

6. Calcular el valor de Ja estadística de prueba X 2 

#de águilas O¡ e¡ O¡-e; (01 - e¡)• (O¡ - e1)"/e¡ 
o 16 10 6 36 3.6000 
1 48 40 8 64 1.6000 
2 55 60 -5 25 0.4167 
3 33 40 -7 49 1.2250 
4 8 10 -2 ,, 4 0.4000 
Y' 160 160 o 7.2417 

7. Ya que X 2 = 7.2417 < 9.49 = xr4¡0 ,05 , no rechazamos Hu; (ver figura Ja 1.4) 

8. Se acepta el planteamiento de que las monedas son Hhonestas", i.e. la probabilidad de 
que caiga 1111 sol o un águila es igual (p = ! ). 

1.4.3 Un resultado interesante 

Un ingeniero de control de calidad ha tomado 50 muestras de tamaño 13, cada una 
de un proceso de producción. El mímero de defectuosos de estas muestras aparece 
en la siguiente tabla: 

# de defectuosos # de muestras (O;) 
o 10 
1 24 
2 10 
3 4 
4 1 

5 ó + 1 
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1.4 Ejemplos de la aplicación 

Pruebe la hipótesis nula al nivel 0.05 de que el número de defectuosos siguen 
alguna de las distribuciones siguientes:· 

(a) Una distribución Poisson 

• Siguiendo la sección 1.3.2 tenemos: 

l. Queremos probar una distribución Poisson pero no tenemos µ, que es la me­
dia de los defectuosos para una muestra de tamaño 13. El estimador máximo 
verosímil de µ es la media de los defectuosos en las 50 muestras: 

__ O* 10 + 1*24 + 2 *JO+ 3 * 4 + 4 * 1+5*1 _ 65 _ l 
3 J•- 50 - 50 - . 

Usamos este valor en f(x) para tener los jJ; 's. Entonces la hipótesis nula es: 

Ho : Los defectuosos siguen una distribución Poisson(µ) 

2. Calculamos las frecuencias esperadas e; = np;: 

#de defec Pi e, 
o 0.2725 13.625 
1 0.3543 17.715 
2 0.2303 11.515 
3 0.0998 4.990 
4 0.0324 1.620 

5ó + 0.0107 0.535 
total 1 11 = 50 

3. Ya que la última frecuencia esperada no cumple la recomendación 2 de la 
sección 1.3.1, la combinamos con la categoría anterior hasta que la condición 
se cumpla. 

4. Se decide desarrollar la prueba al nivel de significancia 5%, esto es con o = .05 

5. Buscamos el cuantil .95 en la tabla A.1 que es: xfa¡o.os = 7.81, se tienen k-1 = 5 
gmdos de libertad, pero al combinar las dos últimas categorías y estimar I' se 
pierden 2 grados más ele libertad (ver sección 1.2.2) 

6. Calcular el valor de la estadística de prueba X 2 (ver tabla 1,1) 

7. Ya que X 2 = 3.6010 < 7.81 = X~a¡o.os no rechazamos Ho, (ver figüra 1.4) 

8. Aceptamos el planteamillnto ele que los defectuosos del proceso de producción, 
en cuestión se distribuyen Poisson(¡:¡ = 1.3). · · · · 
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#de defcc O; C; O;-é"; (O; -e;)' (O; -e;J'/e; 
o 10 13.625 -3.625 13.1406 0.!1644 
1 24 17.715 6.285 3!J.5012 2.22!)8 
2 10 11.515 -1.515 2.2!J52 O.l!J!l3 
3 '4 4.990 -0.990 0.9801 O.l!J64 
4 1 1.620 l -0.155 0.0240 0.0111 

5 ó + 1 0.535 J 
¿ 50 50 o 3.6010 

Tabla 1.1: Cálculos de X 2 para el problema 1.4.3 inciso (a) 

(b) Una distribución Binomial 

• Siguiendo la sección 1.3.2 tenemos: 

l. Queremos probar una distribución Binomial(13,p) pero no tenemos p, que es el 
ni'uuero total de defectuosos para cualquier muestra de tamáño 13. El estimador 
máximo verosímil de p es el número total de defectuosos .entre el número total 
<le obscn·acioncs. · · 

__ U• 10+ l •24+2.• 10+3•4+4• 1+5•1 _ ~ -OOl 
1' - 50 • 13 - 650 - . 

Usamos este valor en f(x) para tener los ¡J¡'s. Entonces la hipótesi• nula es: 

Ho : Los defectuosmi siguen una distribución Binomial(13,0.0l) 

2. Calculamos la.• frecuencias esperadas e; = 11p¡ 

#de defcc p¡ e-, 
o 0.2542 12.710 
1 0.3671 18.355 
2 0.2488 12.240 
3 0.0977 4.985 
4 0.0277 1.385 

5 ó + 0.0065 0.325 
total 1 n.=50 

3. Ya que la última frecuencia esperada no cumple ·la recomendación 2 de la 
sección 1.3.1, la combinamos con la categoría anterior hasta que la condición 
se cumpla. · · · · 

4. Se dedde desarrollar la pru~ba al nivel de significancia 5%, esto es con o = .05 

5. Buscamos el cuantil .95 en la tabla A.1 que es: x~3 ¡o.os = 7.81; se tienen k-1 = 5 
grados de libertad, pero al combinar las dos !Htimas categorías y estimar p se 
pierden 2 grados más de libertad. 
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1.4 Ejemplos de la aplicación 

#de defec O; e¡ O;-C; (O; -e;)' co,-e,)"/c, 
o 10 12.710 -2.710 7.3441 0.5778 
1 24 18.355 5.645 31.8660 l.7360 
2 10 12.240 -2.240 5.0176 0.4099 
3 4 4.985 -0.985 0.9702 0.1946 
4 1 1.385 l 0.2900 0.0841 0.04920 

5 ó + 1 0.325 J 
'5" 50 50 o 2.9675 

Tabla 1.2: Cálculos de X 2 para el problema 1.4.3 h~ciso (b) 

6. Calcular el valor de la estadística de prueba )(2 (ver ·tabla 1.2) 

7. Ya que X 2 = 2.9675 < 7.81 = Xfa¡o.os no rechaz.a1iio~ -H~.' (v'c/ figura 1.4) 

8. Aceptamos el planteamiento de que los defectuosos del proceso de producción 
en cuestión se distribuyen Binomial(13,p = 0.01) · " 

Este ejemplo ilustra un resultado común con las pruebas de bondad de ajuste, i.e. 
cada una <le dos (o más) diferentes hipótesis nulas fueron aceptadas para el mismo 
conjunto ele datos. Siu embargo, la vcr<laclem distribución no puede ser Poisson y 
Bino1nial al 111is1no tic1npo. Por lo tanto, la conclusión adecuada en esta situación con 
bn."' en la ¡mieba de bondad de ajuste x2 es que no tenemos suficiente información 
para distinguir entre estas dos distribuciones. 

1.4.4 Problema para probar normalidad 

Aunque la distribución normal es continua, también le podemos aplicar la prueba de 
borulad de ajuste x2 , a continuación vcrmnmi un ejemplo: 

Un ingeniero de control de calidad quiere conocer si los diámetros de los tubos 
producidos por una máquina están distribu!dos aproximadamente normal. De una 
muestra de 300 tubos el determinó qtw x = 10.00nnu con desviación estándar mues­
tra! s = O.lOmm. Además obtuvo In.~ siguientes frecuencias de distribución para los 
diámetros: 

Diámetro ( mm ) (01) 
d < 9.8 8 

9.8 :5 el< 9.9 42 
9.9 :5 el < 10.0 112 
10.0 :5 d < 10.1 97 
10.1 :5 d < 10.2 38 

d ~ 10.2 3 

¿Puede o no esperarse que los diámetros de los ttibos prodücidos por las máquinas 
se distribuyan normal con un nivel de significanCia o = 0.05? · 
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• Siguiendo lá sección 1.3 .. 2· tenemos:· 

l. La hii>óte~Ís 'nnla es:'. 

· Ho : Los diámetros de los_tubos producidos por las máquinas se distribuyen 
N(lOmm, [0.10mm]2) ' .. 

2. Calculan;os 1~ frec~é~~ias esperadas e~ = ~p¡: •. 
; 

Diámetro ( mm ) Z¡ . .··p¡ e¡=np¡ 
d < 9.8 Zj <-2 .0228 6.84 

9.8 :S d'< 9.9 -2 :$ Z¡ <·-1 ;1355 ( ~ l 40.65 

· -:º~º =;; ~-:: 
1

1~~1 
-1 :$ Z¡ < 0 .3413 102.39 
OS z; < 1 .3413 102.39 

10.1 s d < 10.2 1$z1 <2 .1355 40.65 
10.2 s d 2 :$ Z¡ .0228 6.84 

3. Ya que las frecuencias esperadas cumplen las recomendaciones de la sección 
1.3.1 continuamos. 

4. Se decide desarrollar la prueba al nivel de significancia 53, esto es con cr = .05 

5. Buscamos el cuantil .95 en la tabla A.1 que es: x[310.05 = 7.81, los grados 
de libertad son 3 ya que aunque se tienen 6 categorías, se pierde el grado de 
libertad acostumbrado y 2 grados más por que se usan las estimaciones de la 
media y la desviación estándar. 

6. Calcular el valor de la estadística de prueba X 2 

Diámetro (mm) 01 e; Oi-ei (O¡ - e;), (O; - e;}~/e¡ 

d < 9.8 8 6.84 1.16 1.3436 .1964 
9.8 :S d < 9.9 42 40.65 1.35 1.8225 .0448 
9.9 :S d < 10.0 112 102.39 9.61 92.3521 .9020 
10.0 :S d < 10.1 97 102.39 -5.39 29.0521 .2837 
10.l :S d < 10.2 38 40.65 -2.65 7.0225 .1728 

10.2 < d 3 6.84 -3.84 14.7456 2.1558 

L: 300 3.7555 

7. Ya que X2 == 3.7555 < 7.81 = Xfa¡o.os no rechazamos Ha, (ver figura 1.4) 

8. Aceptamos que los diámetros de los tubos qne ·produce la máquina se dis­
tribuyen normalmente con media 10.0mm y desviación estándar O.lOmm. 
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1,4 Ejemplos de la aplicación 

1.4.5 Problema en física 

Considere la prueba de bondad de ajuste ;\:2 para la familia de funciones de densidad:. 

1 
/(:r.19) = 2<1+9:r.), -1:>;X:>;1 

Esta familia ha sido usada como un modelo para .la: distribucló~'.·del. coseno 
del ángulo de dispersión en experimentos de dispersión de haces.'en ffsicai donde 
n = {9 l 9 e (-1,1)}. Pam celdas E1 = (a1_1,a¡)con'::-1 =:''ao <:á;·<:'';'<aM= 1 
te11e1nos: 

p¡(9) = [~, f(xl9)8x = ~ (a~ - al~i)f;~:Cf~ ~~1~1l 
Si utilizamos la ecuación (1.9) tenemos: 

o 

9 
- E~1 sb;(a; - ª•-1Ha~ - ar_1) 

te Ef!.1 ¡}.(a~ - ªf-1)2 

-2Ef!. 1 ~(a¡ - a1-1)(a~ - a~_ 1 ) 

¿;¡':1 ¡}.(a~ - ª~-1)2 

Utilizando e¡ = np;(O) para calcular la estadística de Pcarson se genera un pro­
cedimiento fácil de calcular para la prueba de bondad de ajuste para la familia (1.10) 
usando los cuantiles de una XfM- 2)' 
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Capítulo 2 

Pruebas Basadas en la FDE 

2.1 Función de Distribución Empírica (FDE) 

La función de distribución acumulativa de una muestra aleatoria de t1urnuio n, lla­
mada la función de distribución empírica (o mucstrnl) se denota Sn(x) y se define 
para cada x. -oo < x < oo, con10 la proporción de valores observados en la 1nuestra 
que son 1uenores o iguales que x; i.c. si cxacta111cnte k de los valores observados en 
la tnucstra son nwnorcs o ignalPs entonces Sn (x) = ~. 

Sea X¡, ... , Xn variables aleatorias de una n1ucstra. aleatoria y X¡, ••• , Xn 

los respectivos valores obHcrva<los, [Puesto que las observaciones provienen de una 
población continua, p(x¡) = p(xj) =O con i # j; i.e. no existen dos valores observados 
iguales. Por simplicidad se supone que los n valores observados son diferentes.] sea 
X(t)• ••• , X(n) la estadística d., orden de¡,, muestra; i.e. se mdena ascendentemente 
la muestra, la función de distribución cmplrica se define con10: 

S.,(x) = { f. si a:< Xcll 
si x(k) :5 X < Xci·+l) para k = l, ...• " - 1 
si x ~ XcnJ 

y la gráfica se puede ver en la figura 2.1. 

(2.1) 

La función ele distribución empírica S,.(x) es una función escalonada, y por lo 
tnnto discreta, con saltos de magnitud ~ en cada punto x¡ (i = 1, .... n). Algunas 
veces es también llnmada la imagen estadística de la población. 

Parn un vnlor fijo pero arbitrario de"'· Sn (x) es una va\.:iable aleatoria, entonces 
tiene una distribución ele probabilidad, la cual esta dada en el siguiente teorema: 
Teorema Pura la t•ariablc aleato.-i11 discreta Sn(x), la cual es'l11 f1mción de disfribu­
cidn emvírica de una mue.<JhYL aleatoria Xi, ... , "Y.11 ele una ¡Joblación con función 
de distribución Fr lcne1nos: 

j = º· ... ·" 
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Xm X121 Xm "<•·ll :le(,¡ 

Figura 2.1: Gráfica de la FDE 

Demostración: 
Definimos el indicador de variable aleatoria 

li·(t) _ { 1 si X; :5 t 
1 

- O en otro caso 

Los /i1 (t), li2(t), ... , lin(t) constituyen un conjunto de n variables aleatorias inde­
pendientes de una distribución Bernoulli con parámetro 6, donde 

6 = p[li;(t) = l] = p(x; :5 t) = F.,(t) 

ya que podemos escribir: 

Sn(x) = t li;(x) 
i=l n 

la variable aleatoria nSn(x) es la suma de n variables aleatorias independientes 
Bernoulli's, la cual sigue una distribución binomial con parámetro 8 = F.r(x). 
Corolario La media y la varianza de S,.(x) son: 

E[Sn(x)] F,.(x) 

Var[Sn(x)] = .!.¡F,.(x)][l - F,.(x)] 
n 

El lema de Glivenko-Cantelli afirma que Sn (x) converge a F,(x) uniformemente 
para todos los valores de :r, i.e. S,,(x) es un estimador consistente de F.,(:r). El lema 
se enuncia con10 sigue: 
Lema de Glivenko-Cantelll 

¡1[ snp IS.,(:r.) - F,.(x)I --+n-+oc O ] = 1 
-cx:i<.r<oo . 
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2.2 Definición de las estadísticas basadas en la FDE 

Las pruebas de bondad de ajuste que utilizan la función de distribución empírica se 
basan en las diferencias entre la Fr(x) a probar y S,.(x), i.e. una estadística basada 
en la función de distribución empírica mide las diferencias verticales entre Fr(x) y 
S,.(x). Mencionaretnos siete que han atraído mayor atención. Estas estan divididas 
en dos clases: la clase suprema y la clase cuadrática. 

La clase supretna la co1uponen las siguientes estadísticas: 

l. 

2. 

3. 

n+ = sup {Sn(x) - Fz(x)} 
-oo<.r<oo 

Es la diferencia más larga cuando Sn es más grande que F., 

n- = sup {F,,(x) - Sn(x)} 
-oo<z<ex> 

Es la diferencia más larga cuando 811 · es .más pequeña que F., 

D = sup IF,,(x)· ..... s~(x)(,,;, ~'a:.:cát,'v--') 
-oo<z<oo · · ·· · ; · · -~--~ ' 

Es la estadística más conocida, fue introducida 'por K<ilmogorov [22), en algunos 
libros se le conoce como la estadística Kolmogorov~Smirnov 

4. V=D+ +n-
Propuesta por Kuiper (24) es útil para <;>hservaciones sobre un círculo. 

La segunda clase de medidas de discrepancia está dada por la familia Cramér-von 
Mises, conocida como la clase cuadrática · -

Q = n j_:¡s~(~) -F_,,(d:)]2.P(~)8F,,(x) 

donde 1/J(x) es una función que le da peso~ la dif~rencia cuadrada [Sn(x) - FzC:Í:)]2 • 

l. W 2 = nf~00(Sn(x) - Fz(x))28F~(xl ... · .. •· · . ' < .. ·:: .: 
Que se obtiene cuando ,P(x) = 1 y es .co1ioc.ida come;> lá estadístié.a Cramér-von 
Mises. · ._., ... ;· · - -· ·-

·::t·f ;~ < _._(. (·:;!_i¿., 

2. A2 = n J~00[S,.(x) - Fz(x))2 [Fz(x)[l ::-• _¡;',,(x)])~,~!~).¡;• .. -(~) \; .· · · 
Que se obtiene cuando ,P(x) = [F., (x)[i -.-F.;(:ii)])-:-}, y és' la eS'tíidística Anderson-
Darling [2]. - - · .i·:' ;'l:j;'.~2('.)f;i 

3. U2 = n f~00 [S,.(:r) - Fz(x) -J.:"00 (S~(xi¿·f~(ií]aF1(i.:)]2aF,,(x) 
Es la estadística Watson, que es,•una·modificnció11·de·:iW2

1\también inventada 
originalmente para observaciones.en undréui~ .. ·. :: :·· .. · 
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Una vez definidas las estadísticas, deben encout.rarse ciilculos co11vm1ie11t.cs para 
las fónnulM, cst.o se hnee. usando la Tr11usform11ció11 Jutcgral do Prnhabilidad (TIP) 
Z = F(X); cuando F(:r.) es la verdadera distribución de X, In nueva variable aleatoria 
Z está uniformeuwute diNtribuida cutre O y l. Eutonccs Z tiene función de distribu­
ción Fº(z) = z,0 :5 z :5 l. Suponga que una muestra aleatoria X 1 , ... , Xn toma 
valores Z; = F(X;), i = l, ... , n y sea S:,(z) la función de distribución empírica de 
los valores Z;. 

Ahora las estadísticas basadas en la función de distribución empírica pueden cal­
cularse de una comparación de S:,(z) con la distribución uniforme para Z. Se muestra 
fácilmente que para valores relacionados por z = F(x) las diferencias verticales co­
rrespondientes en el diagrama de la función de distribución empírica para X y Z son 
iguales, esto es: 

Sn(x) - F,.(x) = S~(z) - F"(z) = S~(z) - z 

consecuentemente las estadísticas función de distribución empírica calculadas de las 
estadística.. función de distribución emplrica de las Z; comparadas con la distribu­
ción uniforme tomam los mismos valores que si fueran calculadas de la función de 
distribución "mpírica de las X;. Esto nos lleva a las siguientes fórmulas para calcular 
las estadísticas basadas en la función de distribución empírica de los Z-valores, las 
fónuula..~ involucrau los z~valores ordenados de 111ancra ascendente z1 < ... < Zn· 

Entonces con Z = E:·'=t ~ tcnmnos: 

n- max1_'.$i$n {z(i) - i;;t} 

D max(D+,D-) 

V n++D-

"" ( (2i-1)) 2 1 
L..;l=J: Z(I) - .2n + T2ii (2.2) 

u2 w2-.n(.:-U2 

A2 -n - k Ei=i {2i - l){ln Z(i) +In (1 - Z(n+!-iJ)} 

ó 

A2 -n - k Ei~1 {(2i - 1) In Z(i) + (2rz + 1 - 2i) In (1 - zc;¡)} 

TodAS In.• fórmula..• (2.2) son calculadas fácilmente con una computndorn o mm 
calculadora progr1111111ble. Hay que tener cuidado pnrn no uH11r /¡ "11 D-. 
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2.3 Pruebas FDE 

La ¡1nicba gc11eml de bondad de ajuste es una prueba de: 

Ho: Una umcstra aleatoria X¡, ... , X,. provienen de F(x;9) 

Domle F(x; 9) es una función de distdbución continua y 9 es un vect01· de 
parámetros. Cuando O está especificado completamente, tenemos una hipótesis sim­
ple. Entonces Z(i¡ = F(X(¡¡; O) nos da un conjunto Z(¡¡ el cual, bajo H 0 , está ordena­
do unifonnemente y las ecuaciones (2.2) son usadas para obtener estadística.• FDE. 
Por otro lado, F(x; O) puede estar definido sólo como un miembro de la familia de 
distribución, sin conocer uno o 111ás parátnetros, entonces tcnmnos una hipótesis com­
puesta. Como un ejemplo de hipótesis simple, los datos de In tabla 2.1 en la columna 
z 1 prueban una N(¡• = 55, a 2 = 64); y como un ejemplo de hipótesis compuesta, en 
la columna z2 se probará una N(íi,a2> conµ y é72 estimaciones de la muestra. 

Para hipótesis simples, la teoría de la distribución de estadísticas basadas en la 
FDE, está bien desarrollada, aún para tnucstras pequeñas y las taLlas para estns 
pruebas están disponibles hace tiempo. Cuando O contiene uno o más parámetros 
desconocidos, estos parán1etros pueden ser reemplazados por estituacioncs, usando 
'if como In estimación de O. Entonces la.• fórmulas (2.2) pueden ser todavía usadas 
para calcular Ja., est.adísticas basadas en la FDE, con Z(i) = F(X(;¡; O); sin embargo, 
las distribuciones de las estadísticas basadas en la FDE serán muy diferentes de las 
usada.• para una hipótesis simple; éstas dependerán de la distribución probada, los 
parámetros estimados, el método de estimación, así como también del tamaño de 
la 1nuestra; por lo tanto deben usarse nuevos cuantiles para la prueba apropiada, 
atín para n1uestras grandes, de lo contrario resultaría un grnve error en el nivel de 
significa11cia. 

2.3.1 Parámetros de escala y localización desconocidos 

Cuando las cmnponentcs desconocidas de O son panitnctros de localización o de 
escala, y si éstos son csti1nndos por tnétodos apropiados, las distribuciones de las 
estadísticas basad1L• en la FDE no dependerán de los valores verdaderos de los 
parátnetros desconocidos. Por lo tanto los cnantilcs para las pruebas basadas en 
la FDE para tales distrihudoncs, por ejemplo, la normal, la exponencial, la de valor 
extrmno y las distribucimws logísticas. dependerán sólo de la fmnilia probada y del 
tamaño de la 111taestra. Sin c1ubargo, la.."1 distribuciones exactas de las estadísticas 
ba.sada."1 en la FDE son muy clificilps d<' encontrar y, a excepción de la distribución 
exponencial, los cst.uclios de f\.1ontc Cario han sido usa.dos extcnsiva111cntc para encon­
trar cuantiles para n's pcquciias. Afortunadamente, para las estadísticas cuadráticas 
~y2, U 2 y A 2 se dispmw ele la teoría asintótica; 1nlí.s a.(111, los cuantilcs de estas cs­
tadíi:1ticas para n 's JlPC(\ll'lias convergen rápidatncntc a los puntos asintóticos. Parn 
las estadísticas dr. la cl<L"iC supr<'1na D+. v- ~ D y V, no existe una teoría asintótica 
general (cxc<?pto para hip<'>lesis simples), y ha..c;;ta los puntos a.o.;inlóticos deben ser 
cstiniaclos. Esto se pucdt~ hacer tnediante gra.ficación pa.rn un o fijo. los puntos de 
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Moute Cru·lo para unwstras de tamaño n contra m = !;, y después extrapolando 
para m = O; alternativamente, ya que las estadísticas son funciones de un proce­
so asintótican1cntc Gaussiano, los puntos pueden encontrarse shnulando el proceso 
Gaussiano. Serfling y Wood [44] y Wood [56] han obtenido por este método pun­
tos asintóticos. An1bas técnicas están, por supuesto, sujetas a variaciones muestrnlcs 
y errores debido a extrapolación; Chandra, Singpurwalla, y Stephens [5] han da-

. do algunas comparaciones de los dos métodos al obtener cuantiles para pruebas de 
Distribución de Valor Extremo. 

Para las pruebas correspondientes a muchas familias de distribuciones, Stephcns 
[50] [52] (54] (55] ha dado modificaciones de las estadísticas de prueba; si la es­
tadística es, digamos T la modificación es una función de n y T la cual es referida 
a los puntos asintóticos de T o de T ,¡n. La teoría asintótica depende del uso de 
estin1adorcs a._c;¡intótican1entc eficicntns para las estimaciones de las con1ponentcs des­
conocida.• de O; los puntos asintóticos dados serán válidos para tales estimadores. 
Los cuantilcs para n 's pequeñas dependerán de los cstin1adores usados; usualn1ente 
estos son estin1adores obtenidos por máxima-verosin1ilitud, aunq11c la distribución 
Cauchy es una excepción. En las pruebas de las siguientes secciones, cuantilcs para 
n's pequciias, usando estin1adores dados, fueron encontrados de extensivos estudios 
do Monte Cario hechos por Stephens, aunque otros estudios han sido usados tambi<h1 
co1no referencia. Las n1odificaciones son derivadas d<>l análisis de corno estos cuan­
tiles, digamos para a = 0.05, convergen al cnantil asintótico. Una característica de 
las inodificaciones es que, al menos en la cola apropiada. no dependen ele o; por tan­
to cuando han sido encontradas tales 1nodificacioncs1 las tabJa..o¡ usuales de cuantilcs, 
con entradas para n y o. puedeu ser reducidas a una línea para cada situación de 
prueba. Las 1no<lificacioncs pennanecen sólo si son usados los cstitnadorcs dados. que 
han sido calculados para ser los nuL'i pr<'cisos cuando o es aproximadan1entc 0.05, 
pero usuahuentc <lan buenos resultados para. propósitos pnícticos. para. o ·s tncnorcs 
qttc 0.2 aproxi111adan1cnte. 

2.3.2 Parámetros desconocidos de forma 

Cuando los pnrán1ctros desconocidos no son ni de localización ni de escala, por 
ejemplo cuando el parámetro de forma de una distribución Gamma o Weibull es des­
conocido, la teoría de la distribución nula, atin Ja asintótica, cuando los parámetros 
son estimados, dependen\ de los valores verdaderos de estos parámetros. Sin embar­
go, si esta dependencia es 1n11y ligera, un conjunto de tablas. para ser usadn.s con 
el valor estimado del panimetro ele forma, puede todavía ser útil (ver por ejemplo, 
Ja sección 2.G.7 concerniente a pruebas para la distribución Ganuna); otros métodos 
para tratar con pará1nctros desconocidos son discutidos en la sección 2. 7.2. 

Existe una va."ita literatura. sobre estadística..'1 y pruebas basnda.'i en la FDE, y 
scJlu las pl"incipalns referencias reladonadas dircctanlf'nte con las pruebas y las tablns 
11sadlL"i se 111cndo11au. La.'i recopilacioucs conw11talhu; hnn sido riadas por Sahlcr [42] 
y por Ncuhaus [3:.1J: una revi:·dcl11 curnprcnsililc dn la tt~oría y varia.o;; referencias están 
dadas por D11rhi11 [11]. 
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2.4 Aplicación para hipótesis simples 

Tenemos una muestra a\eatmia X1, , .. , Xn y queremos probar para Fo(x; 8) una 
función de distribución continua, donde 8 es m1 vector de parámetros que está com­
p \eta mente especificado: 

Ho: Fx(x;8) = F0 (x;8) V x 

el procedimiento a seguir es: 

l. 0.rdenar ascendentemente )a. muestra., X(l) <, , , , 1 < X(n) 

2. C\'!cl1Ínf..i:(il ~ Fo(X(i); 8) pa.ra. i = 1, ... ~·~ 

3. Calcular 18.(s) estadlstica(s) de prueba ápropiada(s)'usando la.(s) fórmula(s) 
que sedan.en' (2.2) . 

4. Modificar la estadlstica de prueba. como se' iu"dica en la. tabla A.6 .usando '1as 
modificaciones para la cola. superior y compararla con la linea apropí'ada al 
cuantil deseado. 

5. Si el valor de la estadlstica(s) excede(n) el valor de la cola superior dada al 
nivel a, Ho es rechaul.da al nivel a de significancia 

La prueba. arriba descrita. es una prueba que usa In cola superior de la estndlstica 
de prueba, i.e. es una prueba de una cola. Esto es porque, en general podríamos 
esperar que ht diferencia entre Fo(x; 8) y Fx(x; O), o entre Fo(z) y Fz{z); será grande 
cuando Ho es falsa. Si la esta.dística de prueba tuuestra ser significativa en la cola 
inferior, esto sugiere que la Z-1nuestra es dc1nasint\o rcgula.r para ser una mues­
tra a.lentoria uniforme, y quizás los X-datos originales han sido manipulados. Tales 
Z-valores son llamados superunifortnes, pueden hacen.e pruebas usando las n10-

difica.ciones y cuantiles de las colas inferiores también dados en la tabla A.6. Hay 
que considerar que observaciones superunifonucs pueden obtenerse, sin haber 111a­
nipulado los datos~ particula.nnente en conexión con prueba..c; para la distribución 
exponencial, o para puntos aleatorios en el tic111po. 

2.4.1 Ejemplo 

Se tomaron los pesos (en kg) de 28 mujeres que ingresaron a un hospital, los resul­
tados se muestran en la tabla 2.1. Sea X la variable aleatoria que describe el peso 
de una mujer, se desea probar que los datos provienen de una población normal con 
µ. = 55 y a2 = 64. 

H0 : Fx(x;8) = n{x;55,64) V x 
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. . . 
Los msultados de las estadística.~ so muestran en la siguiente tabla: 

Estadística . ,,; ."D+. ,,·';e•; ,-D~···- "">-·•··D .. · V· w• u· A• 
. '".' ·~;,:. ,;~,;:.·; ~--::. ··;o:'O"· ~. .. .,,. ,._ ,-~ 1 ,: ; \ 

T. 0.03913 0.20073 0.20073 0.23986 0,27581 0.10515 1.38818 
T* c. sup 0.21256 1.09041 1.09041 1.31726 0.27166 0.10461 
T* c. inf. 1.11584 1.35576 0.27523 0.10574 

Las fórmulas (2.2) dan los valores para cada estacl!stica en el primer renglón, las 
modificaciones se calculan seg1in la tabla A.6 y los resultados para la cola superior 
se clan en el segundo renglón, para la cola inferior se muestran en el último renglón. 
Comparando los rrsultados obtenidos con los cuantiles correspondientes, también en 
la tabla A.6; vemos que con a= .15 no podemos rechazar la hipótrsis, ya que los 
valores de las ·est.adíst.icas modificadas son menores que los cuantiles dados; por lo 
tant.o aceptamos quu los pesos de las mujeres se distribuyen normal con media 55 y 
variauzn 64. 

Observación De las modificaciones dadas en la tabla A.6 se puede ver que los cuan­
tiles ele W 2 y U 2 para n pequeñas convergen rápidamente en la cola superior 
a Jos puntos a .. ~intótiros. y aunque las inodificacioncs no fueran incluidas en 
la tabla, el uso do los cuantiles nsintóticos para n mayores que 20 daría un 
error insignificante t'll a. Resulta 1uás asotnbl'oso que paran mayores que 2 Ja 
distribución de A2 está dada de manrra. prcch-m. por la distribución asintótfoa; 
esto fur. demostrado por Lewis [26], y es válido a Jo largo do toda la distribu­
ción. Las formas modificadns son tomadas de Stephens [50] donde son claclns 
referencias para las fuentes de las tablas para estadísticas FDE. 

2.4.2 Niveles de significancia 

Suponga que la estadística de prueba T toma el valor t: el nivel de significancia, o 
p-valor de la estadística será entonces el valor ¡1 = p(T > t). En algunos contextos 
el término es también aplicado a Ja probabilidad de la cola inferior p(T < t) pero 
aquí q, o el q-nivel, denota esta cantidad: entonces q = 1 - p. Esto es útil para 
ser capaz de calcular el nivt•l de significancia a lo largo de Ja distribución T, y no 
solamente en las colas. Para lll estadística A 2 , bajo unll hipótesis simple, la tabla 
de q-valores ele la distribución asintótica, dada por Lewis [26], es reproducida en 
la tabla A.7; ya que A 2 no necesita tnodificacioncs para un tan1aim de rnucstrn tnás 
grande que 3, In tabla A. 7 puede ser usada para dar Jos q-valores para cunlquier 11 

mayor o igual que 3. Las tablas para encontrar p o q en las colas fueron dadas para 
otra.• estadíRticns ba..ada.• en Ja FDE por Stephens (50]. 

• En el ejemplo 2.4.l A2 = 1.38818 ele la tabla A.7 observamos que el q-nh·el 
aproximado es O. 7[)03 entonces p = 0.20[)7. 
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2,4 Aplicación para hipótesis simples 

Hipótesis siinple Hipótesis compuesta· 
Num peso Sn(X) F,(x) F,(.r) 

X(I) =1 o = i!.::i!l = 4>(zi111l •2111 = k.;fil = 4>(:2111> 
1 43.09 n -1.49' 0.0681 -1.89 0.02!14. 
2 46.72 .... ~i.M .. 0.1492 -1.41 0.0793 
3 47.63 ... -0.92 0.1788 -1.28 0.1003 
4 47.63 ... -0.92 0.1788 -1.28 0.1003 
5 47.63 ... -0.92 .0.1788 -1.28 0.1003 
6 49.90 ,.. -0.64 0.2611 ' -0.98. 0.1635 .. 
7 52.16 ,.. -0.36. ·.·0.3594 .• -0.68 ... 0.2483,, 
8 52.16 ,.. -0.36. . 0.3594 '. -0.68 0.2483 '. 
9 54.43 ll -0.07 .. .. 0,472i' ~o.37 ... 0.3557 .•.. 
10 54.43 . il -0.07 .• .... 0.4721 ."0.37 • .. 0:3557 "· 
11 55.34 tt 0.04 0.5160 -0.25 0.40Í3 
12 56.70 !i. 0.21• ··., 0.5832 .• · ··-0.07 . •• o;472F· 
13 57.61 tt o.33. . 0:6293 0.05 .'0.5199 
14 57.61 tt 0.33 ••·0.6293 '0.05 • 0.5199 
15 58.97 !I 0.50'.' ; " ·•·o.6915·· 0.23 ,"-: •.· 0.5910 .. 
16 58.97 !I 0.50 '. ~: ·xo.6!115 0.23 ci.5910 
17 58.97 !I 0.50 .. . 0.6915 0.23 0.5910 
18 58.97 !l ....... .o.~o;,;., '.0.6915 '. 0.23 0:5910 ' 
19 58.97 !I 0.50•. . 0.6915 0.23 o.5910 .. 
20 59.88 .· ii. 0.61 :····· .. o. 7291 0.35 0:6368 · 
21 6L24 .Hl·' 0._78 0.7823 0.54 . 0.7054 
22 6L24· .:.· .. u:.· ·. 0.78 0.7823 0.54 0.7054 
23 6L24• .·,-H •. 0.78 0.7823 0.54 0.7054. 
24 63.50 ff 1.06 0.8554 0.54 0,7054 
25 64.41 H. 1.18 0.8810 0.96 0.8315 
26 65.7'.,7 H 1.35 0.9115 1.14 0.8729 
27 70.31 .H 1.91 0.9719 1.75 0.9599 
28 77;11 H 2.76 0.9971 2.66 0.9961 

Tabla 2.1: Despliegue de datos para los ejemplos de la sección 2.4.1 y la sección 2.6.2 
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Pruebas Basadas en la FDE 

2 .5 Potencia de las pruebas para hipótesis simples 

Resumiremos ciertas propiedades de la potencia de las pruebas basadas en la FDE 
para hipótesis simples. 

l. Las estadísticas basadas en la FDE son usualmente más poteutcs que la es­
tadística x2 de Pearson, esto se puede explicar porque para la estadística de 
Pearson los datos deben estar agrupados, resultando una pérdida de informa­
ción, espccialn1ente para n1uestras pequeñas. 

2. La estadística basada en la FDE Des la más conocida, pero es comúnmente 
menos potente que las estadísticas de la clase cuadrática W 2 y A 2 • 

3. Las estadísticas D+ y v- son potentes en detectar si el Z-conjunto tiende o 
no a estar cerca del cero o del uno, respectivan1cnte¡ A 2 , W 2, y D detectarán 
cualquiera de estas dos alternativas, y U 2 y V son potentes en detectar un 
agrupamiento de los Z-valores en un cuantil, o una división en dos grupos 
cerca del cero y el uno. En términos de las observaciones originales X, las 
estadísticas v+, v-, A2. W 2 , y D detectarán un error en la media de F(x; O), 
y U 2 y V detectarán un error en la varianza. 

4. La estadística A 2 a menudo se comporta como W2 , pero es más potente para 
pruebas cuando F(x; O) se aleja de la distribución verdadera en las colas, rHp<.~ 
ciahncnte cuando parece haber muchos }(-valore:; lejos cfo con10 se espC'dficó 
F(x; O). En trabajos de bondad de ajuste, es a menudo importante detectar el 
alejamiento en las cola..CJ, y la estadística rt!co1nc11<lnda CH A2 • 

2.6 Aplicación para hipótesis compuestas 

Recordemos que una hipótesis compuesta es en la cual la función de distribución es 
propuesta pero los pa.rárnetros son desconocidos. Stephcns hace una separación de 
los casos, dependiendo de los pu.nin1ctros que se desconocen. Y la variación es que 
se usan csti1nadores de los parámetros y se hace referencia a diferentes tablas para 
encontral' la región de rechazo apropiada. 

2.6.1 Prueba de Lilliefors (Distribución Normal) 

Empezaremos con el problema de bondad de ajuste para la distribución normal con 
media y/o varianza desconocidas. 

La función de distribución normal, denotada por n(¡1, u 2 ) es: 

2 1 -~ 
/(J:; ¡1, u ) = v2rru2 cxp ,. 

Ho : La .IJIU<'Strn aleatoria X¡, ... , Xn proviene de una 11(µ, a 2), con uno o ambos 
pará.n1etros dcsconocirlos 
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2.6 Aplicación para hipótesis compuestas 

·································································:;;.····:.;;:···=····=····==·· ~--

.. 'º .. 'º 'º 
Figura 2.2: Gráfica de Sn(x) de los datos de la tabla 2.1 y sobrepuesta una función 
nortnaJ acuu1uJada 

Este problema es muy importante, ya que la suposición de una distribución 
normal con Jt y cr2 desconocidas es necesaria para muchas pruebns de estadística 
parámetrica y procedimientos de estimación. Lilliefors [27) mostró que usando los 
puntos críticos para D, la estadística Kolmogorov-Smirnov, se obtenían resultados 
extremadamente conservativos; por Jo que usó una simulación Monte Cario para. dL~ 
sarrollar una tabla para Ja estadística Kolmogorov-Smirnov D que da valores críticos 
más precisos. Fo (x) es calculado como la función de distribución acumulada normal estándar 
<l'(z) en Ja cual: 

.r.-.f. 
::=-s-

donde µ = :f = E~, xi y u = s = 
n 

E~1 (x1-x)2 

n-1 
(2.3) 

La estadística D se define como antes, D =•SUf>zlSn(r) - Fo(x)I. Entonces Ja región 
apropiada de rechazo nos Ja da los valores que corresponden n Ja cola derecha de la tabla A.5 
que da In probabilidad exacta de Ja cola, calculada con simulaciones de Monte Cario. Stcphens 
[51] propone una separación de en.sos, seg1ín el parámetro desconocido, rlc la siguiente manera: 

Caso 1 La varianza u2 es conocida yµ es desconocida y estimada por Ja media muestra! ~. 

Caso 2 La media Jl es conocida y Ja \•arianza u'f es desconocida. estimada por 

~'ii = r:;~l 1-'"·;µf' 

Caso 3 Jl y u 2 son clescouocidos, y son estimados por uubdma verosimiJitud¡ ver ecuncfdn 
(2.3). Este C'S el cnso má..r.; importantP en las situacioues práctica~. -
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Pruebas Basadas en la FDE 

Los pasos a st•guir sou: 

·l. Calcular w;, pafa i = 1, ... ,n de 

(r¡;1 -.t), 
1L1¡=----

C1 

w¡= (r111-µ) 
81 

W¡= (.r¡j¡-z) 
' 8 

(caso 1) 

(caso 2) 

(caso 3) 

2. Para hacer la substitución z 111 = F(X¡ 1¡.ii) calcular z¡1¡ = oJ(w1) con i = 1, ... , n 
donde ot(x) denota la probabilidad acumulada de una distribución normal estándar 
N(O, 1) para el valor r, que se encuentra directamente en Ja tahl11 A.2 para valores 
menores que cC"ro y en la tabla A.3 parn valores mayofes que O. 

3. Calcular la.• estadísticas de acuerdo a las fórmulas (2.2) 

4. Para los casos 1 6 2, usar la tabla A.8. Para el caso 3, usar la tabla A.9 y calcular 
las estadísticas modifiradas. Si el valor de la estadística u~ada, 0 1 en el caso 3 1 su 
valor modificado, excede el cuantil apropiado al nivel o, Ho es rechazada con nivel de 
significancia o 

2.6.2 Ejemplo 

SC" tomaron los pesos (Pn kg) de 28 mujeres c1ue ingresaron a un hospital, los rNiultados sP 
muPstran en la tabla 2.1. Sr.a X la variable aleatoria c1ue describe el peso de una mujl•r, se 
dl'st.'n probar <¡UP los <latos provicmcn dP u~n poblnción Úormnl, pero se dcsconoí'en Jl y a'2• 

Obtenemos los valores obser\'ados de los estimadores máximo-verosí1nilcs1 como se n1uestra 
en las ecuaciones (2.3): · 

µ = 5i.24., u= 7.484 

Entoní'CS queremos probar: 

llo : F.Y (x; íJ) = n(x; 57.24, 56.01) · V x 

Los valores para los wci) y F.'l: se muestrnÍ1 ~n Ja tabl~ 2.1, _los vaJor~s obtenidos para las 
estndísticas calculadas según las formulas (2.2). se muestran, en la siguiente tabla: 

Estadística 

T 
T• c. sup 
T• c. inf 

0.11603 
0.63144 

D 

0.09133 

D 

0.11603 
0.63144 

·.V • 

0.20736 
1;13973 

0.06001 
0.06108 
0.06108 

u· 

0.05933 
0.06039 
0.06039 

0.37355 
0.38463 
0.38463 

en el primer renglón, las n1odificaciones se calculan segtín la tabla A.9 y lo!; rf'sultados para 
In cola superior se cJnn cu el segundo rPnglón, pnrn la cola infc..rior se 11111t>:-;trn11 PU PI tihimo 
renglón. Comparando los rr.sultndos ohtenido.s con los cunntilcs corrPspondi<•t1tc•s, tmnhi(·n cn 
la tabla A.9; vemos que con o = .25 no podemos rechazar la hipótc~is, ya que los valores de 
las estadísticas modificadas son menores que los cuantilcs dados; por lo tanto ac·1•ptamns que~ 
los pesos de las mujeres se distribuyC"n normal con media y varianza dl'seo11oridos. Csa11clo 
la estadística D = 0.11603 y la tabla A.5 llegamos a Ja misma conclusi1lr1. 
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2.6 Aplicación para hipótesis compuestas 

2.6.3 Pruebas para la Distribución Exponencial 

La función de distribución Exponencial, denotada por E.xp(a, 13), es: 

F(:r;o,13) = 1 - exp -i·,-·i, X> <ti 13 >o 

entonces Ja hipótesis nula a probar es: 

Ho : La muestra aleatoria ... \""1, ••• , Xn proviene de una E.:rp(a,/3), con uno o an1bos 
parámetros desconocidos 

Como en la prueba de Lilliefors, analizaremos tres casos: 

Caso 1 a (parámetro de localización) es desconocida y /3 es conocida. 
Para este caso se usa nna propiedad especial de Ja Distriburión Exponencial; sea 

i =2, ... ,n (2.4) 

Entonces X' C'S una variable aleatoria de Exp(O, /3) y ya que /3 es conocido, se tiene 
una hipótesis simple y se puede aplicar Ja sección 2.4 usando Jos n - 1 valores do .. "'\'. 
Alternativamente, o puede estimarse insesgadamentc por éi = ( .. \"c11 - ;\-)¡ este es· 
timador ('S derivado tlel estiniador máximo verosímil x·tl)• y tiC'ne una varianza que 
disminuye hnstn ;f,-. Entonces Z¡o se distribuye E.rJJ(ii,{3) para i = 1, ... ,n y las 
estadísticas ralculadns conforme a (2.2) tl~ndrán distribuciones asintóticas a In ele una 
hipOtesis simple, de tal forrna que los cuantilf's dP la tabla A.6 podrán ser usados para 
muestras grandes. Sin emhargo, en contra.c;te con ,~1 procC'dimicnto anterior de prueba 
(para hipótC"sis sin1plcs), Ja.. ... modificacionc>s que se dnn 110 se aplicarán; y ya que Jos 
dos procedimientos anteriores tie11dc11 a ttmer propiC'clndcs de potencia muy similares, 
el primer prorcclimif'nto <'S JJHÍ.'i práctko para 11111estra._~ rl'lntivnmcnt<' pcquerias. 

Caso 2 13 (parñnll'tro de escala) PS dc>sconoddn y o l'S conocida. 
Suponga qUP o = O. El estirnador máximo \'<•rosí111il de ¡J esta ciado por íJ = ~Y, la 
media muPstrnl. 
Los pasos para probar Ho son como sigue: 

~. 
l. Calcular =co = 1 - cxp a , 1 = l, ... , n 

2. Calcular las estadlsticas de ncuerdo a las fórmulas (2.2) 

3. Usar In tnhln A.12 para morliflrar las estadísticas y encontrar los cuantiles, o 
altí"rnath-arnente obtener lo!i µ.niveles de la tabln A.13. 

Si o =no. e:;; distinta ele O, Ja substitución .Xf = ~\1 - o, i=l, ... , n; puede hacerse y 
probnr~P Xf pnrn E.rp(O, il), y se hnce como se describió nntl•riormCntc" 

Caso 3 a y ¡J desconocidos. .' " . . . 
Poca.~ prul'bas son propuflst.n.s para probar cxponc.ncialidn<l en este caso, probable­
mente porque PI resultado de Ja Pcunción (2A) puede usarse para reducir la· prueba a 
una prueba con o = O 
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Pruebas Basadas en Ja FDE 

2.6.4 Pruebas para la Distribución de Valor Extremo· 

Lfl funció11 de distribución de Valor Extremo, es: 

F(x) = exp [-exp-•·a-º']; -oO <X< 00 (2.5) 

entonces la hipótesis nula a probar: 

H 0 : La muestra aleatoria X1, ... , Xn proviene de una una distribución que sigue la 
ecuación (2.5). con uno o ambos parámetros desconocidos 

Analizaremos tres casos: 

Caso 1 /3 es conocida y o es desconocida, 
o es estimada como en la ecuación (2.7), reemplazando í3 por /3 que es conocida. 

Caso 2 o es conocida y fj es desconocida, 
Como o es conocida; sea Y, = X¡ - o; entonces íi se da resolviendo: 

Cuo 3 o y /3 desconocidos 
Los cstin1adores máximo verosímiles de los pará1!1etros son: 

(2.6) 

La ecuación (2.6) se resuelve iterativamente, entonces ya puede resolverse (2. i). 

- [...[}-. exp=fL] fi = -.B lag L.----
í=t n 

(2.7) 

Los pasos para probar Ho son: 

1. Estimar los parámetros desconocidos como arriba. 

2. Calcular : 10 = F(x1;¡). i =l. ... ,11, donde F(x) est.á dada por In ecuación (2.5). 

3. Calcular las estadísticas de acuerdo a las fórmulas dadas en (2.2). 

4. Usar In tabla A.l i para modificar las estadísticas y encontrar los cunntiles, o nlterna­
tivanwnte obtener los p-niveles de la <nbla A.18. 
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2.6 Aplicación para hipótesis compuestas 

2.6.5 Pruebas para la Distribución Weibull 

La función de distribución Weibull, es: 

x > o, f3 > O, m > 1 

donde: 

o es. el parámetro de localización, es lla~ado el origen de la distribución 
f3 es el parámetro de. escala 
m es él parámetro de forma 

La hipótesis nula es: 

Ho : La muestra aleatoria X11 ... , X 11 proviene de una una distribución lV(x;a,/j, ni), con 
uno o más parámetros desconocidos 

2.6.6 · Prueba cuando a es conocida, reducción a 2.6.4 

Suponemos que ·n = O, tal que H 0 se convierte en: 

Hoa: La muestra aleatoria X1, ... ,Xn proviene de una una distribución W(x¡O,.B,1n), con 
uno o ambos parámetros desconocidos 

Esta distribución es comúnmente llamada la distribución Weibull de dos parámetros. Si 
o'::/; O, pero tiene un valor o 0 , la transformación x; = .)(¡ - oo, i = l, ... , n, da un conjunto 
.. Yf, para el cual Hoo sera cierta cuando Ho es cierta para)(; entonces H00 es probada para 
los Xf. Considerando H 00 se distinguen tres casos: 

Caso 1 m es conocida y f3 es desconocida 

Caso 2 /3 es conocida y ni desconocida 

Caso 3 m y f3 son desconocidos 

Para la prueba H 00 , las tablas que se usaron en la sección 2.6.4 pueden ser usadas1 , Sea 
Y= -lag X en la distribu~ión W(x;0,{3,m) la distribución pa~a Y se convierte en: 

F(y) = exp-••p(-u.;.tll, -oo <y< oo (2.8) 

con 9 = !,¡ y <I> = - log ,8, esta distrib11ci6n es la distribucion de Valor Extremo de la sección 
2.6.4, y una prueba de H00 para X puede hacerse probando que Y tiene distribución de 
Valor Extremo, con 9 y tfJ uno o ambos dcsconocidos2 . 

El procedimiento de prueba es: 

l. Hacer la transformación Y; = - lag X;. i = 1, ... ,n. 

2. Ordenar Y¡ en forma ascendente. 

3. Probar que la muestra Y proviene de una distribución de Valor Extremo (ver ecuación 
(2.5)) como se describió en la sección 2.6.4 

1 Las tablas para ca.<tos bastante rnás inusuales donde o es desconocida se pueden encontrar en 
Lockhart y Stephens [28] 

2 Notnr <fUC hay correspondencia entre el caso i de esta sección con el caso i de la sección 2.6.4 
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Pruebas Basadas en la FDE 

2.6. 7 Prueba para la Distribución Gamma 

La funcilln de Jen!"idnd l'S: 

1 (.r-0)"'-1 (•-•) /(.r) = -- -- exp- --.- ; 
¡jf(111) ¡j 

X > O, {3 > 0, m > 0 

donde: 

o' es el parámetro de localización, es llamado el origen d~hi distribución 
J.. l"S ('.1 paráml"tro de escala · '· ·' · ·. - '' · · · 
m es el parámetro de fortna 

La hipÓtesis nula es: 

Ho : La muestra aleatoria ."( i 1.,. ,·."<;1 pro~-i~ri~;-d~- ~ri~ ·ü~'~ distfib~~ión: 
Ga111n1a G(.r: n, ¡3, ni), ron un'o _ó m~· ¡)a"~á~,e~~~~~ c!~~co~Oci~oR: 

Se analizará sol":men~e cuando a = no ~~ -~~1;o~id~~- c~lmíccS 1-a_ l~i~t.esis nula es: 
•• ,- ··-'··· l '',·• J > • '. 

lloa : La muestra aleatoria X1, ..• , .Xn provic_ne de_ una una distribución 
Gamma G(.r: o0 , a. m) . . 

Prin1cro se hnce una trná.sfOrmñ.C.ió~ .Yt = Xi- -:-·"O.o, i = 1, ... ,n: y la.hipótcsiS HO· fihora 
pasa a ser Hnn probada para los Xf. Considerando llon se distinguirán tres casos: 

Observación Todos las l~sttníaci,?ncs sm1. ¡1or l\láxima-Vcrosimilitud. 

Caao 1 m PS conocida, /3 <!S dc~conocidn. Los pasos a seguir son los siguientes: 

l. Ordrnar la mucstri\ de forma a.c;ccnclcnte, Xo1 <, ... , < .. ~(n)· 
2. Sea .. ~ ln n1eclia nmcstral, entonces J = f.; 
3. Definir 

•. _ 1 (" m-1 -• 
1(.\, 111, ¡J) - /3"'r(m) fo x expT 6x (2.9) 

Existen rutinas pnrn computadora que calculan con precisión la expresión ante­
rior, que es conocidn t·omo función gamma incompleta. 

4. Calcular Z«i =J(X«i;m,/3), parai = 1, ... ,n 
5. Calcular las estadísticas FDE <le prueba para Z(il usando (2.2) 

6. Modificar las estadísticas como sigue: 

m=l 

w· 
w• (1 + !!.;!!) 

1.8n"'l-0.14 
l.8n 1 

u· 
u• (1 + º~ºl 

1.BnUl-0.14 
l.8t1-l 

A' (1 + P!l 
A'+ ~ (0.2 + ~) 

estas modificaciones estan basadas en estudios ~ionte Cario para n pcc¡ucñn, y 
han sido diselia<los para ser tan comprensibles como sea posible, conv<'rgiendo 
todos los valores de ni y 11, cuando los cunntiles son usados al nivel o se cree que 
el verdadero nivel de significancia no diferirá por más de 0.5% para n 2: 5. 
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2.6 Aplicación para hipótesis compuestas 

7. Lu . ..; l'Stmlí:Hkns 111mlificaclns Pstr\n l'eferidns n los cunntilcs de In cola superior 
datlos c>n ln tabla A.10 para PI valor apropiado el<' m. Estos puntos son los ptmtus 
nsint.ótkos dC' va1·ias dist.ribuC'iones; furron darlos por Pett.iU. y St<'phrns [30}. 

Caso 2 tJ es conocilla y m desco11oei1la. Para este caso los pasos a :mguir son: 

l. Orthmnr la nmcstrn de forma nsct•uclrntc, Xo> < .... 1 < x, 11 ,. 

2. Estimar m resolviendo para 1li la ccuncióu para k~.·,!ºR X; = 1,1•(m)-log iJ; donde 
.P(m) es la función <ligamma -1,;; log r(m) 

3. Calcular Zco = l(Xco; 111, /j) para i = 1, ...• 11 l se define en (2.0). 

4. Calcular las estadísticas FDE de prueba para z10 usando (2.2) 

5. Rechazar Hon si el valor rle la estadística usado es mayor que el valor en la tabla 
A.20 para el nivel de significancia o dcsC>ado y la ffi aPropiacla. 

Caso 3 m y {J son desconocidos. Los pasos a seguir son los siguientes: -

l. Estimar los parámetros de la siguicntl' forma: 
7Jl resolviendo para iñ la ecuación para~ -log .. t = ·t11(m)-log11i; donde 
t{'{ni) es la función digamma como arriba¡ y 
íl= f. Í,¡¡logr(m). 

2. Calcular Z(;¡ = l(X10 ; iíi,Í]) para i = 1,. . .,n l se define en (2.0). 

3. Calcular lM estadísticas FDE de prueba para Zc;¡ usando (2.2) 

4. Rcchnznr 1100 si el valor de la estadística usado es mayor que el valor en la tahla3 

A.21 para el nivel de significnncin o deseado y la fh apropiada. 

Para los Casos 2 y 3, cuando m es desconocida; la teoría de la distribución, cuando 
111 es estimado por l\1á.xima-Veroshnilitud u otro método eficiente, depl't1Cll'rñ del verdadero 
valor ele 111.¡ esto pasa porque ni no es un parámetro ele localización o de cscaln. Sin entbargu, 
pueden hacerse pruebas aproximadas cmno se nwncionó arriba. 

Nota: Los casos en donde o es desconocida son menos ngrndablcs; además, es cHficil estimar 
los parámetros eficientemente, pruebas para estos rasos se dan en Lockhart y Stcphens 
[20]; los cuantiles de las tablas A.20 y A.21 son tomados del mismo, donde Ja teoría 
asintótica se desarrolla. Tablas para la estadística h:olmogorov·S1nirnov D, son dadas 
por Schncider y Clickner [43], para el caso 3, se toma un estimador diferente parR ni. 

3 Los cunntiles en esta tabla permanl'ccn uotahlem(lnte estables cuando m cambia, especiahnC'ntc 
para U 1

, y deben cspC'rarsc resultados precisos cuando Tii es usada en lugar tic m. Sólo cuantlles 
Mlntóticos Rnn dados, f•xpericncias con l'':l. A2 y U 2 sugieren que rstas son buenas nproxhnadones 
a los ctaantilrs para n's prquclias. ;uin parn n's 11111y pcqurlias 

37 



Pruebas Basadas en la FDE 

2.6.8 Prueba para la Distribución Logística 
La función de distribución Logística, es: 

-DO < X < oo; /3 < 0 

entonces: 

(2.10) 

Ho : La muestra aaleatoria X1, ... , Xn proviene de una una Distribución Logística, con uno 
o ambos parámetros desconocidos 

Como en las secciones anteriores, analizaremos tres casos: 

Caso 1 o ~• desconocida, /3 es conocida. o ~s estimada como en ll\ ecuación (2.11), 
r~mplazando íi por fJ · 

Caso 2 o es conocida, f3 es desconocida y será estimada como en la ecuación (2.12), 
reemplazando éi por a 

Caso 3 o y /3 desconocidos, y son estimados según (2.11) y (2.12) 

Los estimadores múimo verosimiles de los parámetros son: 

1 n { !X1-&l }-1 } - :1:: 1 + exp • == -
n 1=1 2 

.!t(X,-éi)l-exp!.!.l¡fil __ 1 
n ;:1 íi 1 + exp 'x'i"' -

(2.11) 

(2:12) 

Estas ecuaciones pueden ser resueltas iterativamente; valoreR apropiados para empezar 
con o y ¡J son la media mucstral X y la desviación estándar muestra) s. 

Los pasos para probar Ho son: 

l. Estimar los parámetros desconocidos. 

2. Calcular Z(j) = F(:r(;¡), i = 1, ... , n, donde F(.x) está dado por (2.10). 

3. Calcular las estadísticas de acuerdo a las fórmulas (2.2). 

4. Para las estadísticas U."2 
1 U2 y A 2 

1 hacer las modificaciones como se indica en la tabla 
A.22; rechazar Ha si la estadística excede el cuantil dado para el nivel de significancia 
o dado. Para v+, v-, D y V, multiplicar por ..fñ y usar la tabla A. 23, la tabla para 
v+ ../ñ también puede usarse para v- ..fñ, rechazar Ha si la estadística excede el 
cunntil dado para el nivel de significnncia deseado o 
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2.6 Aplicación para· hipótesis compuestas 

2.6.9 Prueba para la Distribución Cauchy 

La función de densidad Cauchy es: 

y su función de distribución ¡,.¡, · 

F(x;o,Í3) = ~ +~tan-1("'p•º): -oo < :z: < oo; /3 > O (2.13) 

· La hipót~sis nula es: 

H0 : La mues"t¡.a·a1eatori8. x., ... , Xn proviene· de una una Distribución Cauchy, con uno o 
ambos parámetros desconocidos 

Como en las secciones anteriores, analizaremos tres casos: 

Caso 1 o es desconorida, /3 es conocida. 

Caso 2 o es conocida, /3 es desconocida. 

Caso 3 o y ¡J desconocidos. 

Para las distribuciones antc-riores, los parámetros han sirio estimados por Máxima Ve­
rosimilitud; sin C'mbnrgo, en la distribución Cauchy la vcr~similitml puede tener máximos 
locales, y esto dificulta ent·ontrnr los \'crdaclcros máximos. Entonces encontramos estimadores 
usanrlo c~tadístÍClL'i ele orclP11 ponderadas. 

ChcrnofF, Gnstwirth, y Johns [i} dieron los estimadores para: 

" éi = :L;c1X10 
i=I 

ÍÍ= td1X111 
i=l 

sin471" (#i- ~) 
con Cf = ( 

ntan71" n~I - ~) 

8tatt71" ( .. ~1 - k) 
con d¡ = -----..---~ 

n sec4 7r (-L.. - 1) n+l 2 

Estos estimadores son asintóticamente eficientes y distribuciones asintóticas pueden se~ 
encontradas para lV2 , U2 y A 2. 

La prueba para Ho es: 

l. Estimar los parámetros desconocidos, como se describió arriba. 

2. Calcular •111 = F(x1¡¡), i = 1, .•• ,n, donde F(;r) está dado por la ecuación (2.i3), 
reemplazando los parámetros desconocidos con las estimaciones. 

3. Calcular las estadísticas de acuerdo a las fórmulas (2.2). (Se tienen laúablaspara A2 

y IV'). . 

4. Usar la tabla A.24 y la tabla A.25 para hacer la pruehn. 

5. Rechazar H0 si el valor de la estadística de prueba es más grande q~c el' cúantil dadb 
para n y el nivel de :significancin deseado o. · 
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2. 7 Potencia de las pruebas para hipótesis compuestas 

En la seCción 2.5 se hicieron algunos comentarios sobre la potencia de diferentes estadísticas 
de· las FDE para liipótesis simples, donde esencialmente la prueba final es una prueba para 
la uniformidad de los Z-valores dados por la Transformación Integral de Probabilidad. 
Diferentes estadísticas fueron encontradas para detectar diferentes tipos de desviación de la 
uniformidad. Cuando parámetros desconocidos son estimados de la misma muestra como se 
hace para la pn¡eba de bondad de ajuste, las diferencias en las potencias de las estadísticas 
tienden a hacerse más pequeiias. Parece que ajustando el parámetro o parámetros hace 
posible el ajustar la distribución en prueba a la muestra de tal manera que las estadísticas 
pueden detectar una desviación de la distri budón nula con rudeza con casi la misma efi­
ciencia; sin C'mbargo, A2 tiende a superar a los otros, probablemente porque es efectivo al 
detectar dcs\'iaciones f'n las colas. 

Algo de teoría asintótica está disponible para examinar la potencia. al menos para es­
tadísticas cuadráticas. Durbin y Knott [12J mostraron un método por el cual los resultados 
asintóticos de potencia podían ser obtenidos, y lo aplicaron a pruebas para la distribución 
normal con media O y varianza l, esto es. pruebas de hipótesis simples, contra alternativas 
normales con un cambio en la media o en la varianza. StephC'ns (51] extendió los resultados 
a cambios en ambos la media y la varianza. La técnica se fu11da1nenta en una partición de 
las estadísticas apropiadas en componentes, Durbin, Knott, y Taylor {13) mostraron como la 
descomposición en componentes podía ser hecha también para la pruC'ba de normalidad con 
media y varianza desconocidas {Caso 3) 1 o para la prueba exponencial con parán1etro de 
escala desconocido, y usaron su método para discutir la potencia asintótica de Ja.e;¡ compo­
nentes. Stephens [53] siguió el método y lo aplicó a pruebas para las estadísticas 1f'2 , U 2 y A2 

parn estas situaciones. El resultado global cuando son llC'chas las prueUas <le normalidad o 
exponencialidad con parámetros desconocidos, es que A 2 es ligeramente mejor que 11'2 para 
las altl~rnatÍW\S discutidas 1 con (!2 no muy atrás dl~ IF2 • 

La superioridad de A2 ha sido tambiPn documentada por varios estudios de potencia 
basados en el muestreo de !vtonte Cario. Algunos de estos, en comparncioues de pruebas 
de uniformidad y normalidad, están dados por Stephens [52]. Estos estudios de potencias 
también incluyeron las estadísticas D+, n-, D y i-··. 

La más fnmosa estadística, la Kolgomorov-Smirnov D. tiende a ser débil en potencia. Las 
estadísticas v+ y n-, por otro lado, a menudo tienen buena potencia pero cada una contrn 
sólo ciertas da.c;cs de alternativas. Por ejemplo 1 en pruebas de exponencialidad D+ parece 
ser poderoso contra alternativas de razón de falla decreciente y n- es poderoso contra 
alternativas de razón de falla creciente. En nlgunas aplicaciones la alternativa de interés 
puede ser identificada claramente, y entonces será posible identificar que estadística usar. 
Sin embargo, n+ y n- serán sc~gnclos cuando Ron usados contra las alternativas equivocadas, 
entonces estas estadísticas deben ser usadas con ruidado. 

De los estudios de poten da para prueba.-; de normalidad y exponencialidad parece que A 2 

ó JV2 como segunda opción, deberían ser recomendados como pruebas estadísticas generales 
para las pruPl>as FDE con parámetros desconocidos. con buena potencia contra un amplio 
rango de alternativas. 

2.7.1 El efecto en la potencia al conocer ciertos parámetros 

De una compararión df' lé\....; tablas A.12 y A.l4 de cuando la t•stiJnación es muy cercana al 
valor real, uno tictw una prut~ba mucho m;is !;f"llSitiva 11sn11JlJ las tabla.e; para los párametros 
dC'sconocidos que us:mdo las tabla .... para el caso de UJH\ hipótc>si~ simple: en generali los 
.,.alor1•s 1•rítiro!" par;\ c>l l'Pchazo srm mucho nuí.c; pl'Qtlt'lios l"Uando los pnrám('tros deben ser 
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2.8 Pruebas FDE para distribuciones discretas 

estimndos. Pasaría bastante frl'cucntemcnte que el valor estimado de {3 estaría cercano al 
valor real, y entonces el practicante quien desconoce /3 obtendrá mayor potencia que si {3 
fuera conocida. 

Esto parece algo paradójico, ya que usualment.c en pruebas estadísticas uno supone que 
n1ient ras más se conozca mejor. Sin e1nbargo, las pntebas de bondad de ajuste es tan planeadas 
cmno pruebas para una forma de distribución, y no como pruebas para valores de parámetros, 
el conocimiento de los parámetros puede no ser importante al estimar la forma de la dis· 
tribución. Por ejemplo, puede ser que no ayude el saber, y usar, la media de la verdadera 
distribución, cuando ésta no es la que está en prueba. Stephens [52] y Dyer [14] han notado 
estos efectos en pruebas para la normalidad¡ siendo dados los cambios en nwdia y varianza 
la prueba del caso 3 al caso de hipótesis simple, con una pérdida consccu("nte de potencia. 
Por otra parte, Spinelli y Stephens [46} han mostrado que en pruebas para exponencialidad 
es mejor usar el valor del origen, cuando este es conocido, que estimarlo. Se necesita aún 
más trabajo aceren de qué información param~trica es útil y cuál no lo cs. 

2. 7.2 Uso de Estadísticas Suficientes 

Otros métodos interesantes han sido propuestos para tratar con parámí'tros desconocidos. 
Cuando están disponibles estadísticas suficientes para 8, Srinivasan [47) [48] ha sugerido 
usar la estadística Kolgomorov D calculada do una comparación de Sn(x) con la estimación 
.F(x, 8) aplicando el teorema de Rao-Blackwell a F(x, 8), donde¡¡ es, digamos, el estimador 
máximo verosín1il de fJ. Las pruebas resulta11tcs son asintóticamente equivalentes n lns pru~ 
bas dadas en la srccilln previa usando F(.r¡O) por ella misma (l\.1oore [31)) y se puede esperar 
que tenga propil'dadcs similares para u finito. EJ método usualmente llevará a cálculos com­
plicados, y ha sido desarrollado sólo para pruebas de normalidad (Srinivasan (4iJ; vcasé 
también Kotz [23]} y para pruebas de exponencialidad. 

2.8 Pruebas FDE para distribuciones discretas 

Las pruebas dadas en las secciones previas han sido dl'sarrolladas para casos en los cuales 
la distribución F(x) probada es continua. HistóricamC'ntc, las pruebas basadas en las es­
tadística.o:; FDE fueron introdudda.c; con C'.ste supuí'sto, y se dejó el campo de las pruebas de 
distribuciones discretas a la estadística \i de PNuson. 

Sin embargo, una prueba FDE puede ser trunbién trazada para datos discretos y puede ser 
comparada con la distribución ncumulati\'a de la cual los datos supuestamente son sacados¡ 
es entonces natural definir medidas de discrrpancia análogas a las estadísticas dadas para 
distribuciones continuas. 

Aquí exmninarcmos pruebas basadas en t alcs medidas. Una revisión general de las prue­
ba.o; de bo11dad de ajuste para distribuciones discretas fue dada por Horn [20]. 

Los datos puedrn parecer discretos porqur In muc>stra proviene genuirnunente de una 
distribución discret.a como la Binomial o la Poissou, por ejC'mplo, en mc:>dicionc>s de con· 
teas¡ o porque originalmente datos continuos fueron agrupados. Tales ngrupamicntos pueden 
ocurrir porque a la unidad de medida le faltn precisión, por ejemplo, cuando los ángulos son 
redondeados a los 5 grados más cercanos, o el pc:>so es redondeado al gramo más cercano; ~sto 
ocurre ('ll los datos de la tabla 2.1, los tres pesos de las mujeres que son registrados como 
47.63kg. obviamente no son exactamente iguales, pero cada uno puede estar entre 47.625 y 
4i.635kg. 

Con grandes cantidades ele datos, )os agrupamientos pueden tan1bién hacerse para fa­
cilitar el desplirgue o t"I marwjo de los mismos; y los valores originales, y por tanto alguna 
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información, puC'den pt1rdPrse antl's de que. se haga una 111-ueba de bondad de tljusfe. Por 
supuC"sto. en la práctica todos los datos continuos están sujetos a los límites ele mc>diciones 
exactas. pC'ro el grupo <le interés purde ser tan fino corno para tener efectos <lrsprC'ciable:;;, 

2.8.1 La FDE para datos discretos: Hipótesis simples 

Supongamos que para datos di•crctos los posibles resultados son divididos en k celdas y la 
hipótesis nula es 

Ho: P(una observación E en la celda i) = p¡, i = l, ... ,k 

Las p¡ 1s se supone que están dndns. de tal forma que Ho está completaml'nte especificada, 
y la situación es una hipótesis simpl" para distribuciones discretas. Las fronteras de las celdas 
pueden estar determinada.lit por los valores actualPs tomados por una variable aleatoria ,.l[, 

especialmente si hay cxacta1nentc k de éstas, o algunos valores puc>den sC'r ngrupados, como 
en la cola de una distribución Poisson, para dar k celdas en total. Supongamos que se toman 
n observaciones independientes, y sea O; el nú1nero observado y E¡ el número esperado 
(E, = np¡). en la i-ésima celda. La estadística S se define: 

Para grupos de datos continuos. sean las fronteras de las celdas, en orden ascendente, 
c0 , c1, ... , c1:: la celda i contiene vnlores .. \ tales que r,_, $ x :5 e¡. Si 01 y E, son los valores 
observado y esperado respectivamente en la celda;, In estadística S puede definirse como 
arriba. También, una FDE puedf' ser dcfinicln como 

F ( .¡ - LÍ= 1 O; 
n CJ - --

1
-
1

- j = 1, ... ,k 

Fn(.r) = Fn(c¡) 

Fn(x) es el histograma acumulativo de los datos. La función de distrihuclón de grupo F9 (x) 
puede ser definida de In misma manera, reenipla.zando 01 por E¡. Entonces la estadística S 
~~ll . . 

S = n sup,IFn(.r) -.F9 (x)I 

y hay un paralelismo obvio con la estadística Kolmogorov-Smirnov nD. Similarmente, una 
estadística paralela a 11'2 sería . 

k { j }' wj = ,.-• L: ¿ca, -E,) 
J=I l=I 

y es posible construir otra.;; estadísticas paralelas para distribuciones continuas. 
El valor de la estnrlística S <leprndl' del ordenamiento de las celdas de tal manera que un 

ordenamiento diferente producirá un valor diferente para los mismos datos. Es por esto que 
se recomienda que S sra usado cunnrlo hay un ordcunmiento natural <le categorías. Varios 
autorrs han discutido la estadísticas o las cstadística<i s+ y s- definifllL'i por 
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s+ = maxi:;Js;.k {tco. - ~.,}· _,. 
•=l 

s- = ma.risJSk {t(E; - O;)} 
•=1 

que son análogas a nD+ y nD-, y nos confinamos a pruebas para datos discretos basadas 
en estas tres estadísticas. 

Pcttitt y Stephens [38) han dado probabilidades exactas para la distribución de S para 
celdas de igual probabilidad. Ellos también mostraron como las tablas pueden ser usadas 
como buenas aproximaciones para las distribuciones de probabilidad de S para probabilidad<'s 
desiguales por celda, y también para deducir probabilidades aproximadas paras+ os- (ver 
también Conover (9). La tabla A.26 es tomada de la Tabla 1 de Pettitt y Stephens (38). La 
tabla da valores de P(S ~ m), para valores de m que da probabilidades cercanas a valores 
usuales de niveles de prueba. Por tanto una prueba de H 0 se realiza con10 sigue: 

l. Registrar el número de observaciones O; y el número esperado E,. para i = 1, ... , k. 

2. Calcular 
j 

T¡ = ¿co, - e,i. j = 1, ... ,k 
1=1 

3. Definir 

s+ maz1T; 
s- maz; - {TJ} 
s ma.r1IT;I 

Sea m el valor de la estadística usada . 

.J. Usar la tabla A.26 para encontrar los p-niveles, esto es p(S ~ m). Los p-niveles para 
s+ o s-, esto es p(S+ ~ m) o p(S- ;:: m) son aproximadamente ~p(S ~ m) 

5. Si el p-nivel para la estadística usada es menor que el nivel de prueba a, se rechaza 
Ho al nivel de significancia o. 

La estadística S da una prueba de dos colas y las estadísticas s+ y s- dan pruebas de 
una cola. 

2.8.2 Ejemplo 

Los datos de la tabla siguiente, usada por Pettitt y Stephens (38], son tomados de Siegel [45). 
A diez personas se le enseñó 5 fotogrnfías personales, variando en tono (grados 1-5), y le 

fue pedido que escogiera la fotografía que más le gustara. La hipótesis en prueba fue que no 
habla alguna preferencia por algún tono, esto es que cada tono tenla la misma posibilidad de 
ser <'legido. Los \'alares ele T, están dados en la tnbla anterior. Los valores des+ Y s- son 
r<•sp<'ctivamentt• O y 5, y el valor de Ses 5. De la tabla A.26 para n=lO, k=5, tenemos que 
P(S :::=: 5) = 0.00-177. ¡L.;;i que Ses nltameute significativa, con un p-nivel menor que .005, y 
110 scrín rechazado. La estadística de Pearson: 
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Tono j de 
foto escogida 

1 
2 
3 
4 
5 

Tono l'H('ogido 
de p;rndo j O; 

o 
1 
o 
5 
4. 

N iuuern esperado 
E; 

x• = E~=.¡o, - E,)' = 11• 
E1 

-2 
-3 
-5 
-2 
o 

usando la aproximación usual d, P(X2 ;:: 11) = 0.024, mientras que 11or numeración exacta 
la prohabilidacl es 0.04. La Pstmlí ... tka S por tanto e.la un valor mucho má.R extremo que C'l 
QUE'! da X 2• y pnrrcc sp1· nuh; sensitiva en estl• ejemplo. Pcttitt y Stl'phens han investigado la 
potl"nrla de S. cspecinhurntt• contra nltcrnati\'as que representan una tcn<l<'ncin en probabi· 
lidaclrs dC' rl"ldas a medida quC' r.l índic<• i aumenta, y parece que para tales alh.'rnativas. S 
será a menudo más potente quP .\" 2. 

Hay <JIH.' nut ar qur las tablas para la hipótesis simplf' para nD no deberían sPr usadas 
para S, a pPsar dPI parall'lismo C'ntr<> las dos estadísticas. Noetlwr {30) sugirrc que el uso de 
las tnhla.-; nD cla una pruf'bn t·onservntiva; Pettitt y Strphcns h~u dado varios C'jemplos para 
mostrnr que esto es cil•rto, con el VC'rdadero o - vnlor muy diferente del valor supuesto. 

Ln prurha S ha sido dacia arriha pnra hipótesis simples donclr la hipótesis nula rstá 
complctamrnh• cspecifkacln. 81 análogo de S no está disponible para los variados casos donde 
las prnhahilidadc>s pnra cnda nilda clebrn ser estimada.e;, por ejemplo, en una p .. ucba pnra 
una distribución Pois:mn o binomial. donde un parámetro desconocido dcbC' st.~r rsthnado de 
los elatos. 

Wood y Altavela [5i] han discutido propiedades asintóticas de las estadísticas Kol­
rnogorov Smirnov o+. v- y D ('lJnnclo f'S usada con distrihucionrs discrc>tas, y han 1nostrado 
como los cnantitcs asintóticoR ptwdrn ser simulados. 
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Capítulo 3 

La estadística 
Kolmogorov-Srnirnov D 

3.1 Importancia de la estadística D 

La estadística D es la nuís conocida de las estadísticas basadas en la FDE¡ aquí mcncionarc­
rnos dos nplicacimws útilí's. aunque en la sección 2.7 se rccmnienda el uso de la estadística A 2 

por su potc>ncia; y harc-mos una comparación t.!ntrc las prueba .. 'i \ 2 y D como representante 
de las pruC"has basadas en la FD E. 

3.1.1 Bandas de confianza 

El procedimi('Utn de hancla..o;; dt• eonfinnza puedf" ser usado para disefüu una prueba de la 
hipótesis F,(.r} = Fo(.r} ya que Fo(r} yace complctmn('Jlte dentro do los límites Ln(.r} y 
U11 (J') si y sólo si la hipóf{'sis no ¡mC'<lc ser reclu\Zada al nivel de siguificnncia a. 

El uso de Ja estadística Des encontrando bandas de confianza para F(x); de la tabla A.4 
podemos encontrar el mimcro de Da tal que p(D > D 0 ) =a, esto es equivalente a enunciar: 

p(suplSn(X) - F,(x)I <Da) 1-o 
z 

p(Sn(X) - Da < F,(x) < Sn(x) +Da) 1- o Vx 

Sabemos que O :::; Fz(x) :::; 1 Vx, dond~ Ja desigualdad en este enundado de probabilidad 
admite nútncros fuera de este rnngo. Entonces Se definen: - · 

L 0 (x) = max[Sn(x) - Da, O] 
Un(x) = min[S,.(x) + D 0 , l] 

y llamamos a la región entre Ln(x) y Un(x) una banda de confianza P.ara F,(x) con coeficiente 
de confianza ASociado 1 - o. · 

El procedimiento más simple en Ja aplicación es graficar Ja Sn (x) observada y dibujar 
lineas pnrnlclas a una distancia D 0 , en cualquier dirección pero siempre dentro del cundraclo 
de Ja unidad. Cuando 11 es mayor que 40, el valor D 0 puede ser determinado de Ja distribución 
asintótica. 
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3.1.2 Tamaño de Ja muestra 

Tenemos Sn (.r) es un estimador de Fn(x) para cada .r, D nos hace capaces de cletenninar 
el tammio de muestra requerido para f'nunciar justificadamente con una cierta probabilidad 
l - a de que el error en la estimación nunca excede un valor fijo e¡ queremos encontrar el 
valor mínimo de n que satisfaga: 

p(D <e) 
p(D >e) 

1-a 
1-p(D <e)= a 

entonces e es igual al valor de D 0 que se encuentra en la tabla A.4; esto sig;,iflca que el valor 
de n puede l<:>crsc directamente de Ja tabla A.4. como el tamaño de muestra correspondiente 
a D 0 = c. Si n C'S ruayor que 40, conoceremos n con la precisión dada, usando Ja distribución 
asintótica resolviendo e= -f.; para 11, donde -f.¡ está dado en el último renglón de la tabla 
A.4. 

Suponga que queremos tomar una muestra de trunaño n y usamos Sn(x) como un esti· 
mador de F.,-(.x) para cada .:r; queremos que el error en la estimación no sea mayor que .25 
con probnbllidnd .98 ¿Qué tan grande deberla ser la muestra tomada? 

• ObsNvando bajo la culumna 1 - .98 = .02 en la tabla A.4 hast.a que encontremos el 
valor e más grande que es menor o igual a. 25, esta entrada el .24i; el cual corrt•sponde 

ª" =36 

Si queremos más precisión en el estimador y por lo tanto un C'rror máximo de .20 pero 
manteniendo la probabilidad al .98¡ Ja tabla muestra que n > ·40; el valor se f'ncurntra 
resolviendo 1j,f = .2 y Uegninos a n = 57. i6, el cual redondeamos para pedir una muestra 
de 58 obscrval'ioncs. 

3.2 Comparación entre las pruebas x2 y D 

La prueba .\: 2 está especialmente diseñada para usarla con datos catc'gorkos. mientras que 
Ja estadística D es para variables aleatorias de poblaciones continuas. Sin embargo, cuando 
los datos no son recolectados como categorías, estas dos pruebas de bondad de íl}t1ste pueden 
ser intcrcmnLiadas. Sólo una brm·e compararióu se hará a C'Ontinuación: 

• La c.lifPrcncia bá..11\ica entre las dos pruebas es que Ja \ 2 es sensitiva a la dl'sviación 
vertical entre el histograma observado y el esperado, mil'nt ras que los procedimientos 
usados por D están basados en las desviaciones verticales entr(' Ja función de distribu­
ción acurnulativa observada y Ja esperada. Sin embargo. ambos tipos de desviaciones 
.son útiles para determinar bondad de ajuste y probablemente son igualmente informa­
tivas. 

• La diferencia olJ\'ia es que mientras Ja prueba \ 2 requiNe de datos agrupados Ja prueba 
basada eu la estadística D no. Por eso cuando Ja distribución propuesta es continua la 
pruPba D pPrmitf' examinar la bondcJd de '1juste para cada una dc> las n obserl'aciones, 
t>Ji lugar clc> sólo para k clm•<'S, e.lande k S "· En pstc sentido la prueba D hace un uso 
mñ."' crnnplPto dP los clat.os dispouibll~s. 

• Ln esta.dística \ 2 c>s n.f.-ctada por L•l ntimero de categorías y sus longitudes: la.et cuales 
so11 PIL•gidns por l'l expt•rimrntador. 
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3.2 Comparación entre las pruebas x2 y D 

• Una de las principales ventajas de la estadística D es que la distribución exacta de la 
muestra D 11 es conocida y está tabulada¡ mientras que la distribución de In estadística 
.. \'.' 2 t'S sólo aproximadament<' \ 2 para cualquier n pequeña. 

• La cstnclísticn D puede aplicarse para cualquier tamaño de muestra, mientras que la 
estadística X 2 debe usarse sólo para muestras no tan pequeñas (y frecuencias espe· 
radas mayorés o iguales que 1.5, ver recomendaciones t.3.1)¡ cuando las celdas deben 
combinarse, el valor de X 2 no es único, ya que el esquema de combinación no es único. 

• La estadística D es n1ás flexible, además pernlite calcular bandas de confianza y 
tamaño de muestra requerido. 

• En la mayor!a de los casos D es más fácil de aplicar. 

• Una ventaja de la prueba x2 es que no presenta problemas para distribuciones dis­
cretas, mientras que las propiedades exacta.e¡ de la distribución D son violadas por 
la falta de continuidad, este es un problema que puede ser elinlinRdo, generalmente, 
reemplazando igunldades por desigualdades en las probabilidades. 

• Quizás la principal ventaja de la prueba x2 es que simplemente reemplazando los 
parátnetros desconocidos por estimadores consistentes y reduciendo los grados de li­
bertad, la prueba puede desarrollarse de la manera usual. Si tenemos una hipótesis 
compuesta la distribución de la estadística fJ tiene una distribución diferente a D. La 
prueba resulta conservati\'n cuando usamos los cunntiles para D¡ de lo anterior surgen 
nuevas tablas (por ejemplo la tabla A.5). 

• Relativo al desempeño, la función potencia de las dos estadísticas depende de diferentes 
cantidades. Si F 0 (x) es In función propuesta y Fx(.r) la verdadera distribución, la 
potencia de la estadística D depende dr: 

supzlFx(.r) - Fo(x)I 

mientras que la potencia de la x• depende de: 

t {[F.y(a¡+i) - F.\'.(a;)] - [Fo(a1+¡} - F0 (a,)]}2 
i=D [Fo(a;+il - Fo(a¡)} 

donde a¡ son los límites de las categorías. 
l\.1uchos estudios de la comparación de la potencia han sido reportados a través de 
los años, Kac, Kiefcr y \Volfowitz (1955) mostraron que D es asintóticamente más 
pótente que la prueba \ 2 cuando se prueba una distribución normal completamente 
especificadas. Además, cuando el tamaño de la n1uestra es pequeño, D da una prueba 
exacta, mientras que la x2 no. 
La potencia de la prueba \ 2 puede probarse agrupando hábilmente en algunas situa­
ciones. El mln1ero de categorías puedí' s('r Pscogido de tal forma que la potencia es 
maximizada en la vecindad donde la potencia c>s igual a .5. En particular Cochran (8] 
y otros n1ostraron que escogiendo intervalos de frecuencia esperada."' iguales para todas 
las clases provee de un buen procedimiento y además simplifica los cálculos (ver figura 
3.f), donde: 

!."' p, = f(.r:9)éi.r 
ª1•-ll 
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f(x; 0) 

P> pln•_~I 

a, 

Figura 3.1: Encontrando los límites de las categodas 

intervalo o categoría (au-11>!•1). 

frecuencia obscr\'ndfl o, 

frecuenda esperada e¡ =np1 

3.3 Otras estadísticas basadas en la FDE 

3.3.1 Hipótesis simples 

~fucha.~ otras estadísticas han sido propuestas para medir la discn•pnncia <'lltl"e Sn(.r) y 
F(~\"'¡ 8): éstas están C('franamrnte relacionadas a las. siete estadfstkas discutidas anterior· 
mente y tienen propiedades similares. 

l. Anderson y Darling [1] sugirieron usar una especie de V-ponderada, que se obtiene 
incorporando una función de peso a la definición de D, algo parecido a lo que se hace 
con A2. Los cuantiles asintóticos han sido dados por Doksum, Fenstad y Aaberge [10] 
y tablas para n pequeñas son dadas por Niederhausen [35). 

2. Suponga••= F- 1 (t) y sea b, = f¡ - Sn(.•;), donde Sn(.r) es la FDE de la muestra 
original x; Riedwyl [40) sugirió la estadística de prueba L:~.' lb1¡. Sobre el Z-diagrama 
esta estadística está basarla en la discrepancia entres,;(.:) y F(.:) a iutc•rvalos iguales 
a lo largo del c>je : entre O y lt la estadística tiene una distribución discreta. 

3. Sea Ó¡ = max,{1..:11 ) - ¡~ 1 1, l:(i:) -f¡I} la estadística Kolmogorov-Smirnov Des entonces 
el maxó;. Finkelstein y Schafer [15] propusieron la estadística T = L;1 Ó¡; y dieron una 
t.ahla d(" cuantilrs para n ha.'lta 30. 

4. Hegazy y Green [19] y Green y Hegazy [18] discutieron varias estadísticas caku­
ladas de ligeras modificaciones de las formulas 2.2. Berk y Jones [3] dieron otras 
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3.3 Otras estadísticas basadas en la FDE 

estadísticas basaclns en Sn (.r) y C'stad{sticas ~imilnrcs a. las estadísticas I\:ohnogorov­
Smirnov. Hegnzy y Green [19) hnn demostrado qllfl sus C'stadístlrtL'i n1oclifkndas p1111den 
incrementar la potencia contra ciertas altcrnati\'as, y Derk y Jones mostraron ciertas 
propiedades óptimas e>n el scmt.ido de In efkiPncia Dnhadur pnra sus cstaciísticns. 
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Conclusiones 

Después de conocl"r los procedimientos de bondad ajuste basados en la x2 y la Función de 
Distribución Empírica podemos rl'comC'ndar las pruebas basadas en la F\mción de Distribu­
ción Empírieé\¡ yn que, como vimos antf•riormente, su potencia es mayor porque hace un 
uso nwjor de los datos muestrales, además de que Ja distribución de estas estadísticas es 
conocida¡ nlientras que con la prueba :\'. 2 sólo se tiene una distribución asintótica. 

Aunque la estadística D Kolmogorov-Smirnov no resulta ser la más potente, es la más 
conocida y el acceso a la tabla de cuantiles podría facilitar el desarrollo de la prueba. En este 
sentido, la tabla de Ja distribución ;t2 puede encontrarse en cualquier libro de estadística y 
el desarrollo de Ja prueba es muy sencillo¡ por lo que podría ser una buena primera proeba 
de bondad de ajuste para un caso en que no se tengan las tablas necesarias. 

Este trabajo es introductorio a las proebas de bondad de ajuste y una fuente de referencias 
interesantes para trabajos posteriores, y temas más específicos. 

Hay que notar que parte importante de las pruebas rs proponer la hipótesis, en este 
caso, la forma de la distribución; y para esto es necesario tener un t'onocimicnto de las 
distribuciones para reconocer cuáles nos pueden ser útiles al tratar de modC'lar la población 
de interés. 

51 



Conclusiones 

52 



Apéndice A 

Tablas 



Tablas 

Tabla A.1 Distribución x2 

Cada entrada de la tabla es el valor de una variable aleatoria con v grados de libertad 
tal que la probabilidad de la cola derecha es el valor dado en el renglón superior. 

Probabilidad de la cola derecha 
·V 0.95 0.90 o.so 0.25 0.10 0.05 0.01 0.005 0.001 
1 0.004 0.016 0.45 ·1.32 2.71 3.84 6.63 7.88 10.82 
2 0.10. 0.21 1.39 2.77 4.61 5.99 9.21 10.60 13.82 
3 0.35 0.58 2.37 4.11 6.25 7.81 11.34 12.84 16.26 
4 0.71 1.06 3.36 5.39 7.78 9.49 13.28 14.86 18.47 
5 1.15 1.61 4.35 6.63 9.24 11.07 15.09 16.75 20.52 
6 1.64 2.20 5.35 7.84 10.64 12.59 16.81 18.55 22.46 
7 2.17 2.83 6.35 9.04 12.02 14.07 18.48 20.28 24.32 
8 2.72 3.49 7.34 10.22 12.36 15.51 20.09 21.96 29.12 
9. 3.33 4.17 8.34 11.39 14.68 16.92 21.67 23.59 27.88 

10 3.94 4.87 9.34 12.55 15.99 18.31 23.21 25.19 29.59 

11 4.57 5.58 10.34 13.70 17.28 19.68 24.72 26.76 31.26 
12 5.23 6.30 11.34 14.85 18.55 21.03 26.22 28.30 32.91 
13 5.89 7.04 12.34 15.98 19.81 22.36 27.69 29.82 34.53 
14 6.57 7.79 13.34 17.12 21.06 23.68 29.14 31.32 39.12 
15 7.26 8.55 14.34 18.25 22.31 25.00 30.58 32.80 37.70 
16 7.96 9.31 15.34 19.37 23.54 26.30 32.00 34.27 39.25 
17 8.67 10.09 16.34 20.49 24.77 27.59 33.41 35.72 40.79 
18 9.39 10.86 17.34 21.60 25.99 28.87 34.81 37.16 42.31 
19 10.12 11.65 18.34 22.72 27.20 30.14 36.19 38.58 43.82 
20 10.85 12.44 19.34 23.83 28..ll 31.41 37.57 40.00. 45.32 

21 11.59 13.24 20.34 24.93 29.62 32.67 38.93 41.40 46.80 
22 12.34 14.04 21.34 26.04 30.81 33.92 40.29 42.80 48.27 
23 13.09 14.85 22.34 27.14 32.01 35.17 41.64 44.18 49.73 
24 13.85 15.66 23.34 28.24 33.20 36.42 42.98 45.56 51.18 
25 14.61 16.47 24.34 29.34 34.38 37.65 44.31 46.93 52.62 
26 15.38 17.29 25.34 30.43 35.66 38.89 45.64 48.29 54.05 
27 16.15 18.11 26.34 31.53 36.74 40.11 46.96 49.64 55.48 
28 16.!J3 18.94 27.34 32.62 37.92 41.34 48.28 50.9!) 56.89 
29 17.il 19.77 28.34 33.71 39.09 42.56 49.59 52.34 58.30 
30 18.49 20.60 29.34 34.80 40.26 43.77 50.89 53.67 59.70 

Tabla A.1: Distribución l :r 

Para 11 ?; 31, la probabilidad de la cola derecha o izquierda para Q una •'llriable :\. 2 puede 
ser encontrada de la Tabla A.2 con Z donde Z = V'XQ - v'2iJ=l, Fuente: Tomada de 
Gibbons (17]; adap. tabla 8 de Pearson, E.S. y O. Hartley, eds. (1954), Biometrika Tables 
far Statisticians 1 Vol. 1, Cambridgl' University Press. con permiso de Biometrika Trustees. 
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Tabla A.2 Distribución Normal cI>(z), probabilidad de la cola derecha 
Cada l.'Utradn tll! la tabla es la probabilidad acumulada P do In cola derecha del valor de z. a más Infinito, 

y tambi~n de la coln izquierda de menos Infinito a-:, 'rtP :5 .50. Leer abajo de la primera columna el primer 
valor dcclnaal dP :, y sohre f>l primer renglón el segundo valor decimal; la interseeción es P . 

z .oo .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 . os .09 
o.o .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 .4801 .4761 .4721 .4681 .4641 
0.1 .4602 .4562 .4522 .4483 .4443 .4404 .4364 .4325 .4286 .4247 
0.2 .4207 .4168 .4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3897 .3859 
0.3 .3821 .3783 .3745 .3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483 
0.4 .3446 .3409 .3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121 
0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 .2877 .2843 .2810 .27i6 
0.6 .2743 .2709 .2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451 
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 .2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148 
o.a .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1867 
0.9 .1841 .1814 .. 1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611 

1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379 
1.1 .1357 .1335 .1314 .1292 .1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170 
1.2 .1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985 
1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823 
1.4 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681 
1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559 
1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455 
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0·109 .O·IOl .0392 .0384 .0375 .0367 
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294 
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233 

2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183 
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143 
2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110 
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084 
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .OOil .0069 .0068 .0066 .0064 
2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048 
2.6 .. 0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036 
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026 
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019 
2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014 

3.0 .0013 .0013 .0013 .0012 .0012 .0011 .0011 .0011 .0010 .0010 
3.1 .0010 .0009 .0009 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007 .0007 
3.2 .0007 .0007 .0006 .0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005 
3.3 .0005 .0005 .0005 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0003 
3.4 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002 
3.5 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 

Tnbln A.2: Distribución Normal esta.ncfariznda, probahilirla<l de la.'l colas 

Fucntt.•: Tomada de Gihbons ft 7J, Adnp. tab. 1 dt! Pearson y Hartley, t>ds. (1054), Diometrika Tables for 
Statlsrkians. Vol. 1, Cnntbritlge Uni\'rr·sity Prl'Ss, Carnbridg('.EnRland. C'On permiso <le Diometrika Trm1tees. 
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Tablas 

Tabla A.3 Distribución Normal ol>(z), probabilidad acumulada hasta z 
Cada entrada de Ja tabla es la probabilidad acumulada P de -oo a z, 'r/ P 2! .50 

Leer abajo de la J>rimera columna el primer valor decimal de z, y sobre el prim(>r renglón 
segundo valor decimal; la intersección es P . 

z .00 . 01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 
o.o .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .3519 .5359 
0.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 
0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .i190 .7229 
0.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 
0.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 
Q.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389 

1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
1.2 .8849 .8869 .8885 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .939·1 .9406 .9418 .9429 .9441 
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .953.5 .9545 
1.7 .9554 .9564 9573 .U582 .9591 .9599 .9608 .!l616 .9625 .9633 
1.8 .9641 .9649 .DG56 .9664 .9671 .9678 .9686 .9093 .9699 .9706 
1.9 .9713 .9719 .91:.!6 .!)732 .9738 .974-1 .9750 .075G .0761 .9767 

2.0 .9ii2 .9778 .!)783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 
2.4 .9918 .9920 .9922 .!)925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 
2.5 .9938 .9940 .9941 .99·13 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 
2.6 .9953 .9955 .U!}56 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .99i4 
2.8 .9974 .9975 .9976 .99ii .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 

3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990 
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993 
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 

Tabla A.3: Distribución Normal estandarizada, probabilidad acn11111Jada 

Fuente: Tomada de l\lood (30] 
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Tabla A.4 Estadística D Kolmogorov-Smirnov 

Cada entrada de la tabla es el valor de la estadística Kolmogorov-Smlrnov D para Ullll 

1nuestra de tamaño n tal que la probabilidad de la cola dcrcchn es ~1 valor dado en el rrnglóu 
superior . 

11 . 200 .100 .050 .020 .010 n .200 .100 .050 .020 .OJO 
1 .900 .950 .975 .990 .995 21 .226 .259 .287 .321 .344 
2 .684 .776 .842 .900 .929 22 .221 .253 .281 .314 .337 
3 .565 .636 .780 .785 .829 23 .216 .247 .275 .307 .330 
4 .493 .565 .624 .689 .734 24 .212 .242 .269 .301 .323 
5 .447 .509 .563 .627 .669 25 .208 .238 .264 .295 .317 

6 .410 .468 .. 519 .577 .617 26 .204 .233 .259 .200 .311 
7 .381 .436 .483 .538 .576 27 .200 .229 .254 .284 .305 
8 .358 .410 .454 .507 .542 28 .197 .225 .250 .279 .300 
9 .339 .387 .430 .480 .513 29 .193 .221 .246 .275 .295 
10 .323 .369 .409 .457 .489 30 .190 .218 .242 .270 .290 

11 .308 .352 .391 .437 .468 31 .187 .214 .238 . . 266 .285 
12 .296 .338 .375 .419 .449 32 .184 .211 .234 .·.262 .281 
13 .285 .325 .361 .404 .432 33 .182 .208 .231. .258 .277 
14 .275 .314 .349 .390 .418 34 .179 .205 .227. .254 .273 
15 .266 .304 .338 .377 .404 35 .177 .202 .224 .251 .269 

16 .258 .295 .327 .366 .392 36 .147 .199 .221 ..•. 247 .265 
17 .250 .286 .318 .355 .381 37 .172 .106 .218 .244 .262 
18 .244 .279 .309 .346 .371 38 .170 .194 .215 .241 .258 
19 .237 .271 .301 .337 .361 39 .168 ·.101 .213 .238 .255 
20 .232 .265 .294 .329 .352 40 .165 .189 .210 .235 .252 

Para 11 > 40, los valores crítico de la cola derecha estan basados en la distribución 
asintótica y pueden ser calculados como sigue: ; 

.200 .100 .050 .020 .010 
1.07Jñ l.22v'ñ l.36v'ñ l.52v'ñ 1.63\/'ñ 

.. Fuente: Tomada de Gibbons (17) 
Adaptndn de L.H: l\liller (1956) Tahln de cuantiles para la estadística l(olmogorov-Smirnov, 

Journal oí the American Statistical Asoclation, 51,111-121, con permiso 

Tabla A.4: Estadística D Kolmogorov-Smirnov 
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Tabla A.5 Valores críticos para la prueba de Lilliefors 

Las entradas para una muestra de tamaño n son los valores criticas de una prueba 
Lllliefors con la probabilidad de cola derecha que se da en el renglón superior. 

Probabilidad de la cola derecha 
n .20 .15 .10 .05 .01 .001 

4 .303 .321 .346 .376 .413 .433 
5 .289 .303 .319 .343 .397 .439 
6 .269 .281 .297 .323 .371 .424 
7 .252 .264 .280 .304 .351 .402 
8 .239 .250 .265 .288 .333 .384 
9 .227 .238 .252 .274 .317 .365 

10 .217 .228 .241 .262 .304 .352 
11 .208 .218 .231 .251 .291 .338 
12 .200 .210 .222 .242 .281 .325 
13 .193 .202 .215 .234 .271 .314 
14 .187 .196 .208 .226 .262 .305 
15 .181 .190 .201 .219 .254 .296 
16 .176 .184 .195 .213 .247 .287 
17 .171 .179 .190 .207 .240 .279 
18 .167 .175 .185 .202 .234 .273 
19 .163 .170 .181 .197 .228 .266 
20 .159 .166 .176 .192 .233 .260 
25 .143 .150 .159 .173 .201 .236 
30 .131 .138 .146 .159 .185 .217 

n > 30 0.74 0.77 0.82 0.89 t.04 1.22 
7n 7n 7n 7n 7n Tn 

Fuente: Tomada de Gibbons [17] 
Adaptada de Gerard E. Dalla!, y Lelan<l Wilkinson (1986), 

An analytical approximation to the distribution of Lilliefors's test statistic. 
The American Statistician, 40, 294-296, con permiso. 

Este articulo usa muchos más ejemplos para probar la precisión de los 
resultados originales simulados en H. W. LilliPfors {1967), sobre la prueba 
Kolmogorov-S1nirnov para la prueba. de norinalidad con inedia y varianza 
desconocida, Journal of the American Statistical Association. 62, 399-402. 

Tabla A.5: Valores críticos para la prueba de Lillicfors 
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Tabla A.6 Modificaciones y cuantiles para las Estadísticas basadas en la FDE para una hipótesis simple 

;,'l 
Nivel de significancia de a 

T Forma modificada de T' .25 .15 .10 .05 .025 .01 .005 .001 cr 
~ Cuantiles de la cola superior 
> D+H D+(Jñ+ 0.12+ 0.11/VnJ 0.828 0.973 1.073 1.224 1.358 1.518 1.628 1.859 

"' .. D D( Jñ + 0.12 + 0.11/ VnJ 1.019 1.138 1.224 1.358 1.480 1.628 1.731 1.950 
t'l 
:! V V( Jñ + 0.155 + 0.24/ VnJ 1.420 1.537 1.620 1.747 1.862 2.001 2.098 2:303 
:» w• (IV2 - 0.4/n + 0.6/n2)(1.0 + 1.0/n) 0.209 0.284 0.347 0.461 0.581 0.743 0.869 1.167 Q. 

[ U' (U2 -0.1/n + O.l/n2)(1.0 + 0.8/n) 0.105 0.131 0.152 0.187 0.222 0.268 0.304 0.385 ¡;· 

~' 
~ A' \ln~5 1.248 1.610 1.933 2.492 3.070 3.880 4.500 6.000 
'"?J 
tl 
9l - - -- --

Cuantiles de la cola inferior -e· D D(Jñ +0.275-0.04/Jñ) o. - 0.610 0.571 0.520 0.481 0.441 
¡¡ V I'( Jñ + 0.41- 0.26/ {ri) - 0.976 0.928 0.861 0.810 0.755 
¡¡;· 

W' (IV2 - 0.03/n)(l.O + 0.05/n) 0.054 0.046 0.037 0.030 0.025 
5· u' (U2 - 0.02/n)(l.O + 0.35/n) 0.038 0.033 0.028 0.024 0.020 

'° ..t' \In;:: 5 0.399 0.346 0.283 0.240 0.201 " -
Fuente: (Turnada de (49]) Adaptada de Stephens [50], con permiso de The Royal Statistical Society. 
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Tabla A.7 Niveles du SignificanciaA2 -(hipótesis simples). 
q=p(A2 < z) 

z q z q z q z q 
.025 .oooo .750 .4815 2.150 .9239 3.550 .9855 
.050 .0000 .800 .5190 2.200 .9285 3.600 .9863 
.075 .0000 .850 .5537 2.250 .9328 3.650 .9870 
.100 .0000 .900 .5858 2.300 .9368 3.700 .9878 
.125 .0003 .950 .6154 2.350 .9405 3.750 .988·1 
.150 .0014 1.000 .6427 2.400 .9441 3.800 .9891 
.175 .0042 1.050 .6680 2.450 .9474 3.8ú0 .9897 
.200 .0096 1.100 .6912 2.500 .9504 3.900 .9902 
.225 .0180 1.150 .7127 2.550 .9534 3.950 .9908 
.250 .02!)(; 1.200 .7324 2.600 .9561 4.000 .9913 
.275 .0443 1.250 .7503 2.650 .9586 4.050 .9917 
.300 .0618 1.300 .7677 2.700 .9610 4.100 .9922 
.325 .0817 1.350 .7833 2.750 .9633 4.150 .9926 
.350 .1036 1.400 .7973 2.800 .9654 4.200 .9930 
.375 .1269 1.450 .8111 2.850 .9274 4.250 .9934 
.400 .1513 1.500 .8235 2.900 .9692 4.300 .9938 
.425 .1764 1.550 .8350 2.950 .9710 4.350 .9941 
.450 .2019 1.600 .8457 3.000 .9726 4.400 .9944 
.475 .2276 1.650 .8556 3.050 .9742 4.500 .9950 
.500 .2532 1.700 .8648 3.100 .9756 4.600 .9955 
.525 .2786 1.750 .8734 3.150 .9770 4.700 .9960 
.550 .3036 1.800 .8814 3.200 .9783 4.800 .9964 
.575 .3281 1.850 .8888 3.250 .9795 4.900 .9968 
.600 .3520 1.900 .8957 3.300 .9807 5.000 .9971 
.625 .3753 1.950 .9021 3.350 .9818 5.500 .9983 
.650 .3930 2.000 .9082 3.400 .9828 6.000 .9990 
.675 .4199 2.050 .9138 3.450 .9837 7.000 .9997 
.700 .4412 2.100 .9190 3.500 .9846 8.000 .9999 

Tomada de [49] 
Adaptada de Lewis [26], con permiso de el autor y de 

The Institute of Mathematical Statistics. 

Tabla A.7: Niveles de significancia para. A_2 
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Tabla A.8 Cuantiles parala prüeba N(µ,u 2), µ ó a2 desconocid~. 
Cuantlles ·aaintóticos de la cola superior 

Estadistica ·.... :: .· Nivel de significaucia o 
.25 .. 15·,· ·c. :.10 · .05 .025 .01 .oos .0025 

w2 
Caso 1 
Cliso 2 

u2 
Caso 1 
Caso 2 

A2 
Caso 1 
Caso 2. 

. . _ .. .Tomada de (49]; _ .•. .·· .. ,Le,• 
Adaptada de. Stephens [52]• con permiso de The .American Stadstical Asociation. 

Tabla A.8: Cu~tu¡,-~;,j.a Normalidad con ¡t óa2 clescoi!Ócidas 
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'Thbla A.9 Modificaciones y cuantiles para la Prueba de Normalidad conµ y u2 desconocidas (caso 3) 1:? 
O'" 

Estadística Nivel de significancia de a ,[ 
T Forma modificada de T' .50 .25 .15 .10 .05 .025 .01 .005 

~ Cuantiles de la cola superior 
C" 
¡; 
;¡.. D D( {ri - 0.01 + 0.85/ Jii) - - 0.775 0.819 0.895 0.995 1.035 
~ V V({ri+0.05 +0.82/Jii) - - 1.320 1.386 1.489 1.585 1.693 
o w2 IV2(1.0 + 0.5/n) 0.051 0.074 0.091 0.104 0.126 0.148 0.179 0.201 e: 
Q> u2 U2(1.0 + 0.5/11) 0.048 0.070 0.085 0.096 0.117 0.136 0.164 0.183 ¡¡. 
;: A2 A2(1.0 + 0.75/n + 2.25/n2

) 0.341 0.470 0.561 0.631 0.752 0.873 1.035 1.159 

"' ~ 
~ Cuantiles de la cola inferior 
Q> 

z 
¡'J 1 o ¡y2 IV2(1.0 + 0.5/n) 0.051 0.036 0.029 0.026 0.022 0.019 0.017 .. 

s u2 U2{1.0 + 0.5/n) 0.048 0.033 0.027 0.025 0.021 0.018 0.016 Q> 

[ A2 A2(1.0 + 0.75/n + 2.25/n2
) 0.341 0.249 0.226 0.188 0.160 0.139 0.119 

Q> 
p. 

1:: Tomada de (49); Adaptada, con adiciones, de la Tabla 54 de Pearson y Hartley (1972) y de 
'< 
q Stephens {52], con permiso de Biometrika Trustees y de The American Statistical Association. 
" D. 

"' "' n o 
5 
n e: 
íJl 



Tabla A.10 Constantes para'calcular el nivel de significancia del valor A 2 

en una prueba para normalidad con parámetros desconocidos (caso 3) 

.q 
-:os 

;10 
.15 
.20 
".25 
.30 
.35 
.40 
.45 
.50 
.55 
.60 
.65 
.70 
.75 
.80 
.85 
.90 
.95 
.975 
.99 
.995 

-.512. 
. -.552 

-.608 
-.643 
-.707 
-.735 
-.772 
-.770 
-.778 
-.779 
-.803 
-.818 
-.818 
-.801 
-.800 
-.756 
-.749 
-.750 
-.795 
-.881 

-1.013 
-1.063 

2.10 
. 1.25 

1.07 
.93 

1.03 
1.02 
1.04 

.90 

.80 

.67 

.70 

.58 

.42 

.12 
-.09 
-.39 
-.59 
-.80 
-.89 
-.94 
-.93 

-1.34 

Cuantiles 
. Asintóticos a 00 

.1674 

.1938 

.2147 

.2333 

.2509 

.2681 

.2853 

.3030 

.3213 

.3405 

.3612 

.3836 

.4085 

.4367 

.4695 

.5091 

.5597 

.6305 

.7514 

.8728 
1.0348 
1.1578 

Tomada de (49]; Adaptada de Pettitt (19iia), con permiso del autor y 
de The Royal Statistical Society. 

Tabla A.10: Constantes para calcular o de A 2 N(Ji,u2 ) [caso 3] 
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Tabla A.11 Fórmulas para niveles de _signlficancia para W 2 , U 2 y A 2 

Prueba de Normalidad cmi'µ_y_a2 desconocida.• (caso 3), 
,:_,< - ; .-;--.:!,'; :·(·, -

W 2 Z < Zl '.;-logq = ::'.;¡3,g53 +775.5z -12,542.61z2 
z1 , · ·- _··· -·. · '':: 0:0275 

u2 

A2 

z1 < z < z2 '-' logq = :...:5,903+ 179.546z - l,515.29z2 
z2 ,', ;~ · · --::. 0.051''•· 
z2 < z < z3 : .-,::-> logp·~·o:s86c..31.62z+10.897z2 
Z3 , , - 0.0920 
z > z3 logp = l.lll·- 34.242z - 12.-832z2 

:: <z1 
z1 
Zl < Z < Z2 

z2 
z2<z<za 
Z3 

Z > Z3 

z < z1 
z, 
z1 < z < z2 

.:2 

z2<z<z3 
Z3 

z > %3 

; . ·~ . 

logq = -13.642 + 766:3iz- 12,432.74z2 

' .·:0.0262 - ' . 
logq ~ -6.3328f 214.57:: _-,_ 2, 022.28::2 

-:~---- 0.0481::<:é.-.-". ;•(, 
logp = 0.851 -_.; 32.Cl06;.: 3;45z2 , 

-.- ' !;,:0_:0940}::,-,..;,.: .' 
log¡Í;,,, l.3~5-.:.::38:~?-~z +16.45::2 

.;·:~:~:, . . i:f:_:t-': ·~·.: '<<'.: '., 
;·::¿.:1.~ -.,'. . ';! .. "!, ., . 

IOgq = '-'13:436~\oi':i4/ . .:223.13z2 

'' 0.200:: . ' 
log q = -8.318 + 42. 796z - 59.938z2 

0.340· 
log p = 0.9177 - 4.279z - l.38z2 

0.600 
logp = 1.2937 - 5.709z - 0.018::2 

Suponemos z es el valor modificado de W 2 , U 2 y A2 (ver tabla A.9). 
Para un z dado, encuentra el intervalo en el cual yace. La fórmula da el 'valor de 

log q (q = nivel de significancia de la cola inferior) 
ó log p (p = nivel de significancia de la cola superior). 

Tabla A.11: Niveles de significancia, para normalidad [caso 3] 
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Tabla A.12 Modificaciones y cuantiles para la prneba de una Exp(a,/J) (caso 2; a conocida y /J desconocida) 

Estadistica Nivel de significancia de a 

T Fom1a modificada de Tº .25 .20 .15 .10 .05 .Q25 .01 .005 .0025 -- Cuantiles de la cola superior 

D (D-0.2/11)(.jñ + 0.26+ 0.5/,/ñ) - - 0.926 0.995 1.094 1.184 1.298 
¡: w- 0.2/11)(,/ñ +0.24+0.35/.jñ) - - 1.445 l.52i 1.655 l.7i4 1.910 
¡¡:2 11'2(1.0 + 0.16/n) 0.116 0.130 0.148 0.175 0.222 0.271 0.338 0.390 0.442 
u2 U2(1.0 + 0.16/n) 0.090 0.099 0.112 0.129 0.159 0.189 0.230 0.261 0.293 
.42 .-12(1.0 + 0.6/n) 0.736 0.816 0.916 1.062 1.321 1.591 1.959 2.244 2.254 

.01 .025 .05 .10 .15 .20 .25 .50 
Cuantiles de la cola inferior 

11'2 Cuantiles 0.0192 0.0233 0.02i6 0.0'J38 0.039 0.044 0.048 O.Oi4 
U2 Asintóticos O.Oli2 0.0207 0.0243 0.0293 0.0339 0.03i3 0.0409 0.0601 
.42 0.150 0.178 0.208 0.249 0.280 0.312 0.342 0.502 

Tomada de [49]; Adaptada de la Tabla 54 de Pearson y Hartley (1972) y de Stcphens [52], con permiso de BiomPlrika 
Trust~ y dt• The American Statistical Association. 
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Tabla A.13 Fórmulns para niveles de signiflcancia para w2, u2 y A2 
Prueba para una Exponencial (caso 2), 

W 2 
Z < Z¡ 

Z¡ 

z1<z<z2 
z2 
z2<z<za 
Z3 

Z > Z3, 

U 2 z < z1 

z1 

Z¡ < Z < Z2 

z2 
z2<z<z3 
Z3 

Z > Z3 

A2 z < z1 

Zl 

z1 < z < z2 
z2 
z2<z<za 
Z3 

Z > Z3 

logq = ;-11.334 -i-'459.098z - 5, 652.lz2 

0.035 
log q = -5;779 + 132.89z - 866.58z2 

0.074 
logp = 0.586 -17.87z + 7.417z2 

. 0.160 
logp = o.447:.... 16.592z + 4.849z2 

logq = -11.703 + 542.5z - 7,574.59z2 

. 0.029 
logq = -6.3288+178.lz -1,399.49z2 

0.062 
logp = 0.8071 - 25.166z + 8.44z2 

0.120 
logp = 0.7663 - 24.359z + 4.539z2 

logq = -12.2204 + 67.459z - 110.3z2 

0.260 . 
logq = -6.1327 + 20.218z - 18.663z2 

0.510 
logp = 0.9209 - 3.353z + 0.30z2 

0.950 
logp = 0.731 - 3.009z + 0.15z2 

Suponemos z es el valor modificado de W 2, U 2 y A2 (ver tabla A.12). 
Para un z dado, encuentra el intervalo en el cual yace. La fórmula da el valor de 

log q (q = nivel de significancia de In cola inferior) 
ó log p (p =nivel de significancia de la cola superior). 

Tabla A.13: Niveles de significnncia, para una Exponencial [caso 2) 
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Tabla ·A.14 Exp(a,,B) (caso 3) 
Modificaciones y Cuantiles de la cola superior cuando a y /3 son desconocidas 

Nivel de significancia a 
T T• .25 .15 .10 .05 .025 .01 

w2 w 2 c1+2.8/n :'- 3Ín2 ) ;.116 .148 .175 
1 '~ ·-••• '. 

u•c1+2.3/n - 3/n'l .ooo .112 .129 

.222 

:159 

.271 .338 

.189 .230 

A2(1+5.4/~~11/nº) . 736 .916 1.062 1.321 1.591 1.959 

Tabla A.14: Cuantiles para Exp(a,/3) con cr y f3 desconocidas 
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Tabla A.15 Exp(a,,8) (cnso 3, cuando a y .8 son desconocidas) 
Cuantiles de la cola superior para .¡ñD+, .jñD-, .jñD, ./ñV 

Nivel de significancia a 
Estadística n .25 .15 .10 .05 .025 .01 

.jñD+ 5 ;491. :569 .639 .743 .825 .917 
10 .. 580 .674 .745 .851 .952 1.038 
15 .610 .700 .768 .872 .978 1.077 
20 ,624 .716 .785 .894 .995 1.108 
25 .635 .725 .799 .909 1.010 1.125 
50 .660 .758 .832 .943 1.051 1.163 

100 .682 .778 .853 .967 1.074 1.189 
<Xl .723 .820 .886 .996 1.094 1.211 

.jñD- 5 .627 .705 .753 .821 .891 .955 
10 .671 .761 .825 .916 .993 1.089 
15 .688 .783 .842 .933 1.022 1.111 
20 .696 .791 .855 .949 1.041 1.132 
25 .702 .795 .860 .958 1.052 1.149 
50 .710 .807 .874 .976 1.072 1.178 

100 .717 .814 .879 .984 1.089 1.192 
<Xl .723 .820 .886 .996 1.094 1.211· 

.jñD 5 .683 .749 .793 .865 .921 .992 
10 .753 .833 .889 .977 1.048 1.119 
15 .771 .865 .912 1.002 1.079 1.163 
20 .786 .872 .927 1.021 1.099 L198 
25 .792 .878 .936 1.033 1.115 1.215 
50 .813 .879 .960 1.061 1.149' 1.257 '.· 

100 .824 .911 .972 1.072 l.171 1.278 . 
<Xl .840 .927 .91!_5 1.094 1.184 1.298 

.jñV 5 1.098 1.186 1.234 1.314 1.400 1.494 
10 1.194 1.294 1.363 1.461 1.556 1.662 
15 1.225 1.325 1.392 1.504 1.596 1.701 
20 1.245 1.346 1.419 1.536 1.635 i.769 
25 1.260 1.366 1.438 1.559 1.658 1.796 
50 1.292 1.400 1.481 1.600 1.701 1.847. 

100 1.310 1.•119 1.502 1.647 1.740 L897 
<Xl 1.334 1.445 1.527 1.655 1.774 1.910 

Tabla A.15: Cuanti!es para Exp(cr,,B) [caso 3] ./iiD+, .¡;;D-, ./iiD, ./iil' 
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Tabla A.16 Exp(a,¡j) (caso 3, cua1ldo et y /J son desconocidas) 
Cuantilcs de la cola Nllpcl'ior-plLl'a w2,,;u2 __ -yA2é; __ - -" 

'Nivel de_ significaucia o 
Estadistica n - .25; :.;15''--· .10 -- ·-- .05 .025 .01 

5 
10 
15 
20. 
25:' 
50 " 

100 
00 

5 
10 
15 
20 
25 
50 

100 
00 

5 
10 
15 
20 
25 
50 

100 
00 

·· .:'.os:F ·Úó2i ?-111- '.141" .í'66_--- ;191· 
. :097,, ·:i'22 ... ·<142·: ,'.176 _.211 .259 

: .'. :103 - ;130 ))51 .188 ,, ''..229 .281 
- ,';106 -.133 -.... '.157 - .195 -. _.237'., __ .293 
··iúo1. ·;;13·5¡ _ •:160 :;191F: ;247; .301 
/;111 .141'• ;166 ... ~09;. : .256. .319 

;113 .144 - .110 ._:-;215, :263 .328 
.116 .148 ;175 i :222~ ;,i ;271 .338 

~ ( ,'~ .. :. '~ 
.068 .083 
.075 .094 
.oso .099 
.082 .102 
.083 .104 
.087 .108 
.089 .110 
.090 .112 

.460 

.545 

.575 

.608 

.625 

.680 

.710 

.736 

.555 

.660 

.720 

.757 

.784 

.838 

.875 

.916 

.093 

.108 

.114 

.117 

.119 

.124 

.126 

.129 

.621 

.747 

.816 

.861 

.890 

.965 
1.008 
1.062 

-'.113' 
;131 

-:>;139 
;143 
.146 
.152 
.155 
.159 

.725 

.920 
1.009 
1.062 
1.097 
1.197 
1.250 
1.321 

. il31 
.155 
.165 
.170 
.173 
.180 
.184 
.189 

.848 
1.068 
1.198 
1.267 
1.317 
1.440 
1.510 
1.591 

.153 

.187 

.200 

.207 

.212 

.223 

.229 

.230 

.989 
1.352 
1.495 
1.580 
1.635 
1.775 
1.855 
1.959 

Tabla A.16: Cuantiles para Exp(o,¡9) (clLSo 3] IV2 , U 2 , A 2 
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Tabla A,17 Distribucion.es De Valor Extrenio o Wéibuli' 
Modificaciones y cuantilés de' la cola' superior para w2; U2 y A2 .· . 

~··>:;!, ::·,:1;,,:·,,.; ... !."', ..... ' . . •.· ' ~ 

A2 
caso 1 
Ca.So 2 
Caso 3 

;:'.i\2 (1+ º;º) 
, .. Ninguno 

'A2 (1 + º,%') 

0.736 
1.060 
0.474 

1.062 
1.725 
0.637 

Fuente: Tomada de (49) 

0.321 
2.277 
0.757 

1.591 
2.854 
0.877 

0.230 
0.220 
0.165 

1.959. 
3.640 
1.038 

Tomada de Stephens (54), con permiso de Biometrika Trustees. 

Tabla A.17: Cuantiles para Dist. De Valor Extremo o Weibull W2, U2 , A2 
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Tabla A.18 Distribuciones De Valor Extremo o Weibull 
Cuantilcs de la cola superior para ..fii:D+ yJ;D-, ,/ñD y ~V, 

para las pruebas de las Dist.ribucioncs De Va or Extremo o eibull. 

Q 

n Tº .10 .05 .025 .01 T• .10 .05 .025 .01 

10 yñD+ 0.872 0.969 1.061 1.152 ,/ñD 0.934 1.026 1.113 1.206 
20 CRSO 1 0.8i8 0.979 1.068 1.176 Caso 1 0.954 1.049 1.134 1.239 
50 0.882 0.987 0.070 1.193 0.070 1.067 1.148 1.263 

0.886 0.996 1.004 1.211 0.995 1.094 1.184 1.298 

10 ,¡;;v- 0.773 0.883 0.987 1.103 ,/ñV 1.430 1.550 1.650 1.770 
20 Caso 1 0.810 0.921 1.013 1.142 Caso 1 1.460 1.580 1.690 1.810 
50 0.840 0.950 1.031 1.111 · 1.480 1.590 1.720 1.840 

0.886 0.996 1.094 1.211 1.530 1.650 1.770 1.910 

10 ..;ñD+ 0.990 1.140 1.270 1.420 ,/ñD 1.140 1.270 1.390 1.520 
20 Caso 2 1.000 1.150 1.280 1.430 Caso 2 1.150 1.280 1.400 1.530 
50 1.010 1.170 1.290 1.440 1.160 1.290 1.410 1.530 
00 1.020 1.170 1.300 1.460 1.160 1.290 1.420 1.530 

10 ,¡;;v- 1:ó10 1.160 1.280 1.410 ,/ñV .1.390 <1,400 1.600 1.720 
20 Caso 2 1.010 1.150 1.280 1.430 Caso2 1.420 1.540 1.640 1.760 
50 1.000 1.140 1.290 1.450 1.450 1.560 1.670 1.790 

1.020 1.170 1.300 1.460 1.460 1.580 1.600 1.810 

10 . .;;ñv+ 0.685 0.755 0.842 0.897 ,/ñD 0.760 0.810 o.sao 0.944 
20 Caso 3 0.710 0.780 0.859 0.926 Caso 3 0.779 0.843 0.907 0.973 
50 0.727 O.i06 0.870 0.940 0.790 0.856 0.922 0.988 

0.734 o.sos 0.877 0.957 0.803 0.874 o.939 1.007 

10 v'iiD- 0.700 0.766 0.814 0.892 v'ñV 1.287 1.381 1.459 1.535 
20 Caso 3 0.715 0.785 0.843 0.926 Caso 3 1.323 1.428 1.509 1.600 
50 0.724 0.796 0.860 0.944 1.344 1.453 1.538 1.639 

0.733 o.sos 0.877 0.957 1.372 1.477 1.557 1.671 

Füente: Tomada de [49] 
Tomada de Chandra, Singpurwalla y StephensJ5k con permiso de los 

autores y de The American Statistic ssociation. 
La tabla para ..;nD, Caso 2 ha sido corrngida. 

Tabla A.18: Cuantiles de las Dist. De Valor Extremo o Weibull D+, D-, D, V 
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Tabla A.19 Cnantiles para la Dist.rihución Gamma 
Cun.nt.iles iL'iintóticos para J..V2, U2 y A2 ; o y 1ll. son couoddos, 

y ¡3 desconocido 
Nivel de sig11ifica11cia o 

Estadística m .10 .05 .025 .01 
11'- 1 .175 .222 .2il .338 

2 .150 .195 .234 .288 
3 .149 .185 .222 .271 
4 .146 .180 .215 .262 
5 .144 .177 .211 .257 
o .142 .175 .209 .254 
8 .140 .173 .205 .250 
JO .139 .171 .204 .247 
12 .138 .170 .202 .245 
15 .138 .169 .201 .244 
20 .137 .169 .200 .243 
00 .135 .165 .196 .237 

·u• 1 .129 .159 .189 .230 
2 .129 .158 .188 .228 
3 .128 .158 .187 .227 
.¡ .128 .158 .187 .227 
5 .128 .158 .187 .227 
6 .128'' .157 .187 .227 
8 .128' .157 .187 .227 
JO • 128 .157 . .187 .227 
12 .128 '' .157 .187 .227 
15 .128 .157 .187 .227 
20 ~128 : .157 .187 .227 
00 .128 ". .157 .187 .227 

A2' 1 ,• 1.002 ,'1.321 1.591 1.959 
2 .989 1.213 1.441 1.751 
3 .959 1.172 1.389 1.683 
4 .944 1.151 1.362 1.648 
5 .935 1.139 1.346 1.627 
6 .928 1.130 1.335 1.612 
8 .919 1.120 1.322 1.595 
JO .915 1.113 1.314 1.583 
12 .911 1.110 1.310 1.578 
15 .908 1.106 1.304 1.5i0 
20 .905 1.101 1.298 1.562 
00 .893 1.087 1.281 1.551 

Tabla A.19: Cuantiles para Ja Distribución Gamma [caso l] 11'2 , U'. A2 
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Tabla A.20 Cuantiles para la Distribución Gamma 
Cuantiles asintóticos para W 2 , U 2 y A 2 ; °' y /3 son conocidos. 

y m <lcsconociclo. 
NiveJ cfo sie¡;nificancia o 

Estadistica "' .25 .10 .05 .025 .01 .005 
w• 1 .103 .150 .186 .223 .2i3 .311 

2 .099 .143 .176 .210 .256 .291 
3 .097 .140 .172 .205 .250 .283 
4 .096 .138 .171 .203 .247 .280 
5 .096 .138 .169 .202 .245 .278 
6 .095 .137 .169 .201 .244 .276 

.8 .095 .136 .168 .200 .242 .275 
10 .095 .136 .167 .199 .241 .274 
12 .095 .136 .167 .199 .241 .273 
15 .094 .135 .167 .198 .240 .272 
20 .094 .135 .166 .198 .240 .272 
00 .094 .134 .134 .165 .197 .238 

u• 1 .090 .129 .159 .189 .230 .262 
2 .089 .128 .158 .189 .229 .261 
3 .089 .128 .158 .188 .229 .260 
4 .089 .128 .158 .188 .229 .260 
5 .089 .128 .158 .188 .229 .260 
6 .089 .128 .lú8 .188 .228 .260 
8 .089 .128 .157 .188 .228 .260 
10 .089 .128 .15i .188 .228 .260 
12 .089 .128 .157 .188 .228 .260 
15 .089 .128 ,15i .188 .228 .260 
20 .089 .127 .157 .187 .228 .260 
00 .090 .127 .157 .187 .228 .259 

..t• 1 .680 .956 I.170 I.390 I.687 I.916 
2 .661 .926 I.130 1.338 l.619 l.836 
3 .055 .915 1.115 1.320 l.506 J.800 
4 .651 .009 1.108 1.310 I.584 1.795 
5 .649 .906 1.103 1.305 1.577 1.787 
6 .648 .904 I.101 1.301 I.572 I.781 
8 .646 .901 l.097 l.297 1.567 I.775 
10 .645 .899 l.095 l.294 l.563 I.771 
12 .644 .898 1.094 l.293 l.561 I.768 
15 .644 .897 l.092 l.291 l.559 1.766 
20 .643 .896 l.091 1.289 1.557 1.763 
00 .644 .894 l.087 l.285 l.551 1.756 

Tabla A.20; Cuantiles para Ja Distribución Gamma [caso 2] W2, U2 , A2 
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Tabla A.21 Cuantiles para la Distribución Gamma 
Cuantilcs asintóticos para W 2 , U 2 y A2 ; m y /3 son desconocidos, 

y· a conocido. 
Nivel de si~plificancia o 

Estadística m .25 .10 .05 .025 .01 .005 
w2. 1 .. 07!) .111 .136 .162 .196 .222 

2 
.. 

".076 .107 .i31 .155 .187 .211 
3 .·.,, .075 .106 .129 .153 .184 .208 
4 ':075 .105 .128 .152 .183 .207 
5 .075 .105 .128 .151 .182 .206 
6 .075 .105 .128 .151 .181 .205 
8 .074 .104 .127 .150 .181 .204 
10. .074 ;104 .127 .150 :180 .204 
12 .074 .104 .127 .150 .180 .203 
15 .074 .104 .127 .149 :180 .203 
20 .074 .104 .126 .149 .180 .203 
00 .074 .104 .126 .148 .178 .201 

·u• 1 .071 .098 .119 .141 .169 .190 
2 .070 .097 .118 .139 .166 .187 
3 .070 .097 .118 .138 ;165 .186 
4 .070 .097 .117 .138 .165· .. .186 
5 .069 .097 .117 .138 '.165, .185 
6 . 069 .097 .117 .138 :'.165 ,185, , . 
8 .069 .096 .117 .137 .164. ~185 

10 .069 . 096 .117 .137 ::f64 .éi;:.'.185 . 
12 .069 .096 .117 .137 :164 ,,.. .185 .: 
15 .069 .096 .117 .137 ;164'' · :185 
20 .069 .096 .117 .137 . 164:" :•:;185 . 
00 .069 .096 .117 .136 .164 ::'., .183 

A' .486 .657 .786 .917 1.092 1.227 
2 .477 .643 .768 .894 1.062 1.190 
3 .475 .639 .762 .886 1.052 1.178 
4 .473 .637 .759 .883 1.048 1.173 
5 .472 .635 .758 .881 1.045 1.170 
6 .4i2 .635 .757 .880 1.043 1.168 
8 .471 .634 .755 .878 1.041 1.165 
10 .471 .633 .754 .877 1.040 1.164 
12 . .471 .633 . 754 .876 . 1.039 1.163 
15 ..470 .632 .754 .876 1.038 1.162 
20' .470 .632 .753 .875 1.037 1.161 
00 .470 .631 .752 .873 1.035 1.159 

Tabla· A.21: Cuantiles para· la Distribución Gamma [caso 3] IV2 , U2 , A2 
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~ 
c:r 
¡; 
> ;.,, Tabla A.22: Modificaciones y cuantiles de W2, U2 y A2 para la prueba de una Distribución Logística 
!'? Estadistica Nivel de significancia de a 
9 
¡; 

T Forma modificada de T' .25 .10 .05 .025 .01 .005 

E-. 
¡; 

"' ] 
"' 

W2 caso 1 (1.9nW2 - 0.15)/(1.9n - 1.0) .086 .119 .148 .177 .218 .249 
caso 2 (0.95111V2 - 0.45)/(0.95n -1.0) .184 .323 .438 .558 .721 .847 
caso 3 (nW2 - 0.08)/(n -1.0) .060 .081 .098 .114 .136 .152 

¡; 

Ql 1 
tl 
~ 

u2 caso 2 (1.6nU2 - 0.16)/(1.6n - 1.0) .080 .116 .145 .174 .214 .246 

... 
e: 
i:: 
n 
¡;: 
= r 

A2 caso 1 A2 + 0.15/n .615 .857 1.046 1.241 1.505 1.710 
caso 2 (0.6nA2 - l.8)/(0.611 - 1.0) 1.043 l. 725 2.290 2.880 3.685 4.308 
caso 3 A2(1.0 + 0.25/ri) .426 .563 .660 .769 .906 1.010 

~ 
~ Los cuantiles son de la cola superior. 
¡;· 

"' Para los casos 1 y 3 de U2 use las modificaciones y los cuantilcs de W2• 

~ Tomada de Stephens (1979), con permiso de The Biometrika Trustecs. . 
<::: 
" 
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Tabla A,23 C111111tiles para la Distribución Logística 
Cuantil<•s asintóticos para D+.,fii, D.,/ii y l'.,/ii 

Ni\'cl de si1:p1ificanria n 
E."tadístka · Cnso n .10 .05 .025 .01 

1 .;02 .i58 .805 .854 
10 .i30 .792 .846 .913 
20 .744 .809 .86i .944 
50 ,¡52 .819 .880 .962 
00 ,¡57 .826 .888 .9i4 

2 5 .971 1.120 1.239 1.380 
D+ ,/ii 10 .990 1.143 1.268 1.423 

20 .999 1.150 1.282 1.444 
50 1.005 1.161 1.290 1.456 
00 1.009 1.166 1.29i 1.464 

3 5 .603 .650 .690 .i35 
10 .636 .687 .736 .789 
20 .653 . . 705 .i58 .816 
50 .663 .i16 .773 .832 

"" .669 .i23 .781 .842 
5 .736 .791 .845 .883 

10 .777 .837 .895 .653 
20 .800 .865 .926 .997 
50 .808 .874 .937 1.011 

"° .816 .883 .947 1.025 
2 5 1.108 1.236 1.349 1.474 

D,lñ 10 1.148 1.2;4 1.388 1.521 
20 1.167 - 1.294 1.406 1.545 
50 1.179 1.305 1.410 1.559 
Oo 1.187 1.313 1.427 1.568 

3- 5 , ;543 .679 .. 723 .751 
•ú1,: .679 .730 .774 .823 

--- 20 -.698· .755 .800 .854 
... 50: ,' ,708 ' .770 .817 .873 

o0· ;~: J .715 .780 .827 .886 

-· 5 : - 1.369 1.471 1.580 1.658 
10 ,;:,. 1.410, 1.520 1.630 1.741 
20.:' , . . :» 1.433, 1.550 1.659 1.790 
50' ''-l.44i 1.564 1.675 1.815 
Oo">· " : l.454 1.574 1.685 1.832 

2 '5 1.314 1.432 1.547 1.674 
v.¡;¡ 10 1.372" 1.483 1.587 1.711 

', 20 1.400 1.510 1.607 1.730 
50 1.417 1.525 1.619 1.741 
00 - 1.429,. 1.535 1.627 1.748 

3 ' 5 ·- 1.170 1.246 1.299 1.373 
10 :» Ú30 1.311 1.381 1.466 
20' 1.260 1.344 1.422 1.514 

~· \; '.· ,·:50 •,, 1,277 1.364 1.448 1.542 
oo··. 1.289 - 1.376 1.463 1.560 

Tabla A.23: Cuantilcs pam la Distribución Logsticn D+ .,¡;¡, D.,fii, V Vñ 
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Tabla ·A,24 Distribución Canchy 
Cua11tiles de la cola superior de Ja cstaclística W 2 • 

Nh•el de significnuda o 
Situaci611 n .25 .15 .10 .05 .025 .01 

Caso 1 5 0.208 0.382 0.667 1.26 1.51 1.61 
8; 0.227 0.480 0.870 1.68 2.30 2.55. 

10 0.227 0.460 0.840 1.80 2.60 2.10 
12 0.220 0.430 0.770 1.76 2.85 3.65 
15 0.205 0.372 0.670 1.59 2.88 4.23 . 
20 0.189 0.315 0.520 1.25 2.65 4.80 
25; 0.175 0.275 0.420 0.87 2.10. '4.70 
30 0.166 0.250 0.360 0.71 1.60 4.10 
40 0.153 0.220 0.290 0.51 1:50 .. 3.05' 
50 0.145 0.200 0.260 '0:40 0:10' '2.05 

100 0.130 0.170 0.210 0.27 0.35 0.60 
00 0.115 0.146 0.173 0.216 0.26 0.319 

Caso 2 5 ' .199 .236 '.261 .338 .437 .590 
8 .211 .273 .321 .389 .463 .564 

10 .212 .270 .332 .414 .501 .626 
12 .212 .281 .337 .433 .525 .661 
15 .206 .279 .339 .444. .537 .684 
20 .199 .273 .333 .442 .547 .698 
25 .194 .268 .328 .437 .551 .704 
30 .180 .265 .326 .435 .553 .708 
40 ;185 .260 .323 .434 .555 .712 
50 .183 .258 .321 .433 .557 .714 

100 .179 .254 .319 .432 .539 .illi 
00 .176 .250 .316 .131 .560 .714 

Caso3 5 .167 .242 .305 .393 .445 .481 
8 .192 .615 .441 .703 .040 1.130 

10 .197 .331 .481 .833 1.201 1.571 
'12 .194 .329 .487 .896 1.391 1.001 
15 .185 .317 .472 .OO•l 1.540 2.330 
20 .169 .281 .419 .835 1.630 2.060 
25 .154 .253 .366 .726 1.470 3.080 
30 .143 .225 .319 .615 1.250 2.900 
40 .126 .195 .263 .460 .850 2.170 
50 .117 .175 .235 .381 .642 1.560 
60 .1097 .160 .211 .330 .508 1.070 

100 .008 .135 .174 :2378 .331 .5'14 
00 .oso .108 ;130 .liO .212 .2i0 

Tabla A.24: Cuantilcs para lá Distribucióri Cauchy para lV2 
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Tabla A.25 Distribución Cauchy 
Cuantilcs. de la cola superior de la estadística A 2 • 

·, Nivel de si~nificancia a 
Situación n : .25 .15 .10 .05 .025 .01 

Caso 1 5 1.19 2.22 3.83 8.00 12.75 17.980 
·8 :1.33 2.62 4.7 10.0 17.4 25.0 
10 1.34 2.52 4.5 10.6 18.2 29.0 
12 1.31 2.42 4.1 9.9 18.8 . 32.0 
15 1.30 2.15 3.5 8.2 17.2 31.2. 
20 1.17 1.86 . 2.8 • 6.5 14.4 · :21.5 
·25' '· 1.12 1.68 . 2.3 4.7 10.8 23.0 
30 1.08 1.55 2.1 3.8 8.2 20.0.' 
40 1,02 1.38 ·. 1.8 2.9 5.2 15.5 
50: 0.970 •.. 1.29 .': 1.6 . 2.4 3.8 ·10.0 

100 0.890 ,;1,16 1.4 :.;1,8 •. 
2,2. .. 3.5 

00. 0:834 .• 1.02 .1,219· 1.519 ·1.812 2.212 

Caso 2 ·5 0:974 . 1.313 .1.239 •· 1.59 2.08 ·•· 2.84 
8 1.085 •'1.360 ·.1.560 1.88 2.18 ' . 2.55 

. 10 1.110 : 1.414 1.653 2.04 2.38 .. 2.89 
12 1.111: . 1.443 1.710 2.14 2.55 .. 3.15· 
15 1.117 . 1;449 1,728 2.22 2.65 3.31 
20 1;101 1.444 1.728 2.24 2.73. 3.44. 
25 1.083 1.432 1.727 2.25 2.77 .• 3.50 
30 1.064 1.422 1.724 2.25 2.80 . ,. 3.53 
40· 1.051 1.41 1.723 2.26 2.82 . 3,55·· 
50 1.045 1.405 1.722 2.27 2.83 ... :.· 3.59 

100. 1.038 1.40 1.718 2.28 2.86 3.64. 
00 . 1.034 1.409 1.719 2.283 2.872. ': 3.677 

Caso.3 5 0.835 1.14 1.40 1.77 2.00 ·.2,16: 
.8 0.992 1.52 2.06 3.20 4.27 5.24' 
10. 1.04 1.63 2.27 3.77 5.58 7.50. 
12 1.04 1.65 2.33 4.14 6.43 . 9.51 
15 1.02 1.61 2.28 4.25 7.20 ·<u.so 
20 0.975 1.51 2.13 4.05 7.58 ·' 14.57 
25 0.914 1.40 1.94 3.57 6.91 :·. 14.96 
30· 0.875 1.30 1.76 3.09 5.86;. 13.80 . 
40 0.812 1.16 1.53 2.48 4.23 10:20 
50 0.774 1.08 1.41 2.14 3.37 :,; 7.49. 
60 0.743 1.02 1.30 ·1.92 2.76 : 5.32 

100 0.689 0.927 1.14 1.52 2.05,. 3.30 
00 0.615 0.780 .049 1.225 1.52 1.00 

Tabla A.25: Cuantilcs para la Distribución.Cauchy,para A 2. 
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Tabla 'A.26 Prnbabiliclades para la estaclística FDE S -
Distribucióu discrnta, con k clases; completamente especificada, sección 2.8.1 

k n 

6 

g 

12 

15 
18 

21 

24 
27 

30 

4 8 

12 

16 

20 

24 

28 

5 10 

15 

20 

25 

30 

m 
3 

.00274 .03567 
5 

.00193 
6 

.00109 

.00361 

.00902 
7 

.00402 

.00792 
.01325 

8 
.00609 

4 3 
.01656 .12361 

5 4 
.00771 .04994 
.02089 .09181 
.04005. .13579 

6 5 
.01760 .06308 
.02897 .08824 

.04245 .011433 
7 6 

.02015 .05757 

4 3 
.01514 .10791 

5 4 
.01115 .05974 

6 
.00706 

7 
.00424 
.01014 

8 
.00566 

5 4 
.03299 .12611 

6 5 
.01826 .06598 
.03526 .10519 

7 6 
.01914 .05689 

5 4 
.00477 .04162 

6 
.00584 

7 
.00496 

8 
.00368 
.00946 

5 4 
.03202 .12322 

6 5 
.02203 .07617 

7 6 
.04717 .13083 
.02930 .07924 

k 

6 

7 

" 
12 

18 

24 

30 

14 

21 

28 

8 16 

24 

g 18 

27 

10 20 

30 

6 
.00173 

7 
.00308 
.01375 

8 
.01071 

6 
.00511 

7 
.00807 

8 
.00853 

m 
5 

.01422 
6 

.01599 

.04695 
7 

.13317 

5 
.02996 

6 
.02828 

7 
.02828 

4 
.08004 

5 
.06435 
.13203 

6 
.08836 

4 
.12856 

5 
.08047 

6 
.08047 

6 
.01122 

8 

5 
.05166 

7 6 
.00410 

7 
.00406 

8 
.00833 

7 
.00781 

9 
.00421 

.01641 .05477 

6 
.02043 

7 
.02831 

6 
.03276 

7 
.04365 

5 
.07840 

6 
.08210 

5 
.10909 

6 
.11333 

Paran y k dados, la tabla da valores de p(S;::: m) para valores abajo de m. 
Las probabilidades dadas son exactas para celdas equiprobables. 

Las probabilidades tabuladas • 4 son 
buenas aproximaciones a p(S+ ;::: m) = p(s- ;::: m) 
Tomada de Pettit y Stepbens (1977), con permiso 

de The American Statistical Associatiou. 

Tabla A.26: Estadística FDE S, para hipótesis simples discretas 
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