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Introduccion

“Querer conocer es, siempre, querer entender, querer comprender cudles son las
causas y las caracteristicas de un objeto, de un acto, de un fenémeno, uerer preveer
sus consecuencias. También, si no en todos, si en muchos casos, se trata de des-
cubrir la forma de intervenir en los acontecimientos, para influir en ellos de manera
conveniente. En todo esto hay, como es légico, muchas opiniones y variados pro-
cedimientos”. Brom [4] aplica esta reflexién a la historia, pero se puede aplicar a
cualquier campo de conocimiento del hombre; en este trabajo la aplicaremos en el
sentido de que queremos conocer la distribucién de una poblacién a partir de una
muestra, y analizaremos dos procedimientos para tener fundamentos respecto a lo
que proponcinos.

Desde los inicios de la estadistica, los estadisticos han comenzado su anadlisis
proponiendo una distribucién para sus observaciones y luego, han verificado si esta
hipétesis es cierta. Asi, a través de los anos ha aparecido una gran cantidad de
procedimientos de prueba, el estudio de éstos es conocido como prueba de bondad de
ajuste.

Por bondad de ajuste, entenderemos los métodos que examinan qué tan bien estd
de acuerdo una muestra de datos con una distribucién dada como su poblacion. Es
decir, verifica la compatibilidad de un conjunto de valores muestrales observados con
una distribucién dada, cualquier tipo de distribucién puede ser verificado mediante
una prueba de bondad de ajuste, estas son pruebas diseiiadas para hipdtesis nulas, las
cuales son proposiciones acerca de la forma de la funcién de distribucién acumulativa
o funcién de densidad de probabilidad de la poblacién de la cual fue tomada la
muestra. En el esquema formal de prueba de hipétesis la hipotesis nula Hg es que
una variable aleatoria X dada sigue una ley de probabilidad establecida F(z) (por
ejemplo, la distribucién normal): la variable aleatoria puede provenir de un proceso
que estd bajo investigacion.

El complemento de la hipdtesis nula se conoce como hipétesis alternativa, que
es necesariamente muy extensa. ya que la forma de la distribucién hipotética puede
ser totalmente diferente o variar mucho en cuanto al valor de los parametros. Por
lo anterior las pruebas de bondad de ajuste son aplicadas con la esperanza de que
la hipdtesis nula no serd rechazada, ya que en caso coutrario no se obtiene ninguna
informacion iitil sobre la poblacién estudiada.



Introduccién

Las técnicas de bondad de ajuste aplicadas para probar Hp estan basadas en
medir de alguna forma, la conformidad de los datos muestrales con la distribucién
hipotética, o equivalentemente su discrepancia de ella. Las técnicas usualmente dan
prucbas estadfsticas formales y las medidas de consistencia o de discrepancia son las
estadisticas de prucha.

Desde principios de siglo se ha utilizado la prueba de la x? para bondad de ajuste
y apartir de 1950, cl interés en el andlisis de datos categéricos renové la discusién
sobre la teoria de las pruebas ji-cuadradas en general (i.e. aquellas pruebas que,
bajo ciertas condiciones, tienen una distribucién x? asintética), y cémo mejorar su
desempeiio en la practica estadistica. Actualmente se sigue utilizando la prueba con
el mismo entusiasmo; es por esto que nos parece interesante presentar un trabajo
en el que se tratara este tema que junto con las pruebas basadas en la funcién de
distribucion empiricas, conforma la parte mds conocida y difundida sobre bondad de
ajuste en todas las dreas.

El término bondad de ajuste es muy amplio y contempla muchas técnicas como
el andlisis grafico. pruebas basadas en regresion y correlacién; y aunque hubidsemos
deseado cubrir de manera general el tema bondad de ajuste, algunos temas se hubieran
cubierto ampliamente, mientras que otros hubieran sido minimizados. Por ejemplo
en las pruchas basadas en la funcidn de distribucién empirica no se cubren algunos
temas como el de muestras censuradas o la construccién de las diferentes tablas de
cuantiles. dado que cada tema por separado constituye un trabajo completo. De esta
forma se eligicron los tépicos que consideramos de interés.

Idealmente la distribucién hipotética estd completamente especificada, esto se
conoce como hipétesis simple: cuando para la distribucién propuesta se desconocen
uno 0 mds parametros tenemos una hipotesis compuesta: en los capitulos uno y dos
se tratan estas dos situaciones, en las que se divide la hipétesis nula.

En este trabajo se desarrollan principalmente dos tipos de pruebas de bondad
de ajuste. El primer tipo, que se desarrolla en ¢l capftulo uno, esta diseiiado para
hipdtesis nulas concernientes a distribuciones discretas y compara las frecuencias
observadas con frecuencias esperadas bajo la hipétesis nula, y se conoce como la
prueba de bondad de ajuste x2 (se lee Ji-Cuadrada). El segundo tipo esta diseiiado
para hipdtesis mlas concernientes a distribuciones continuas, y se trata en el segundo
capitulo, y compara la frecuencia acumulada relativa observada con aquellas espera-
das bajo la hipétesis nula; la prueba se basa en la funcién de distribucién empirica y
se conocen precisamente como pruebas de bondad de ajuste basadas en la funcidn de
distribucion empirica. En el capitulo tres se trata sobre la estadfstica D basada en la
funcién de distribucién empirica, que es la mas conocida de este tipo de estadisticas.




Capitulo 1

Pruebas Basadas en la
Distribucién x2

1.1 Surgimiento y desarrollo

La prueba de bondad de ajuste x* fue propuesta por Karl Pearson en 1900, La prueba
surgié cuando Pearson [37] abandoné la suposicién de que las poblaciones bioldgicas
estaban normalmente distribufdas.

La idca de Pearson fue deducida del problema general de probar ajustes de esce-
narios multinomiales, basindose en una prueba sobre la comparacién entre celdas,
i.e. k-categorias, tanto de, frecuencias observadas como frecuencias esperadas bajo
la hipétesis propuesta.

Para probar la hipétesis simple de que una muestra aleatoria Xi,..., X, tiene
una funcién de distribucién F(X), Pearson particiond el dominio de X en A-categorfas
Ey,...,Ey. Si Oy,...,0f son los valores observados de las X's en estas celdas, en-
tonces O; (donde O; puede tomar valores entre 0 y n) tiene una distribucién binomial
con pardmetros n y p; donde:

pi = p(X; € ) = /E OF(X)

cuando la hipétesis nula es cierta, Pearson razond que las diferencias (O; — ¢;),
entre las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas (la suma de estas &
desviaciones es cero, excepto por el redondeo), expresaban falta de ajuste de los datos
con Fp(zx); excepto para variaciones muestrales, deberfa haber una similitud entre
las frecuencias observadas y esperadas si los datos muestrales son compatibles con
la Fy(z) especificada. Estas diferencias podrian compararse usando un histograma,
un poligono de frecuencias o una grifica de barras. La prueba de bondad de ajuste
x2? proporciona bases probabilisticas para efectuar la comparacién y decidir si la
concordancia o discordancia es demasiado grande para que hayan ocurrido por azar.
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Pruebas Basadas en la Distribucién x?

El criterio de la prueba sugerido por Pcarspn estd basado en la variable aleatoria;

_ (0i —e)® . S :
*= Z e Lk i ‘*(1'17)

Un va]or grande de X? reflcjard una incompatibilidad entre las frecuencxas relatl- g
vas observadas y las esperadas, entonces la hipétesis nula con la cual e, fue calculada [

deberd rechazarse para X2 grandes.

La dxsmbucxéu de probabilidad exacta de la varmhle aleatorm X 2 es aproxxm&-

damente x? con k& — 1 grados de libertad, i.c. X(:. 1) Las bases tedricas para ésto .
pueden ser argumentadas brevemente como sigue: )
Una vez que la muestra estd clasificada en forma de una distribucién de frecuen-
cias, las \nicas variables aleatorias de interés son las frecuencias de clases Fy, ..., F.
Estas constituyen un conjunto de variables aleatorias de una distribucién mnlt.ino—
mial k-variada con k posibles resultados, el i—ésimo resultado pertencce a la i—ésima
categoria en el sistema de clasificacion. Cou py,..., pr denotamos las probabilidades
de los resultados respectivos, la funcién de verosimilitud de la muestra es entonces;

k
Lip1,....pk) = [ [ P (1.2)
i=1
& &
donde ZO,- = n;- Zp,~= 1; (1.3)
i=1 i=1

La hipétesis nula fue supuesta para especificar completamente la distribucién
de la poblacién, de la cual el p; puede ser calculado. Esta hipStesis entonces tiene
que ver sélo con los valores de estos paramctros y pucde ser enunciada de manera
‘equivalente como:

Hy': pi = pf i=1,...,k

Es f4cil probar que los estimadores de méxima-verosimilitud de los parametros
en la ecuacién (1.2) son f; = c," ; como Z, —1 P = 1, solamente k — 1 de los p;'s son
pardmetros mdependxentea' por lo tanto, para encontrar los estimadores maximo-
verosimiles de los p;’s, rcemplazaremos pg por 1 — Z,_l pi. Entonces:

. k=1 Ox
Oy
L(piy..r Pr) 'p?'pz LRty (1—Zpi)

L ) ket
In L{pi..oospr) ‘Ollnp1+ ..+Ok x]npk 14+ Orln (I—Zm) )
. i=1
k-1 : A 1
=, O; lnm + Ok ln (1 — Ep,)
e ‘

i= i=




<7 w:1,1 Surgimiento y desarrollo

O Lipii....pk) -
[;/ o

RERT IS FY SRS |

= 1,".;.',bk‘
i=1,...,k

tonces:

’;8:: :::’;:3 (,,,)°"

La distnbucxén de la vanable aleatoria —2 logA puede aproxunarse por la dxs-

tribucién x2, los grados de libertad son k — 1, ya que la restriccién Z,":l pi = 1deja-. -

sélo k — 1 pardmetros en 2 a ser estimados independientemente. As{ tenemos:

[o]] R
—2logA = -2 ,‘Y{ Oy (logpg ~log —ni) (1:4)

Algunos estadisticos usan la expresion (1.4) como un criterio de prueba de bondad
de ajuste. Demostraremos ahora que es asintGticamente equivalente a la expresién
(1.1). La expansién en series de Taylor de logp; alrededor de %‘ = P; es:

Y 1 =P 1
log pi = log B + (i p.)ﬁf 21 7 +e

sustituyendo pi=2

o; O8N i O;\* n?
togpf —tog % = (st~ 2) 2~ (v - Z) o +e

(=00 - (mpf = 0
SO : s 20;_-’ .




Pruebas Basadas en la Distribucién x?

donde € xeplcsenta la suma de los términos alterna,ntes de sxgnos' :

Z?‘”’“ ( O')J T‘j

—2log A'= —2 E (np‘
B
puede demostrarse que:

Z ("P, 05)2 ‘ Z (<]} -ei)2

i=1 L i=1

por la ley de los grandes niimeros se sabe que —,"{l es un cstimador consistente de p;,
ie.

. 1
nll."olo {;p(”“; - npg|) > e} =0 Ve>0

Asf vemos que la distribucién de probabilidad de X? converge a la de —2logA,
la cual es xfk -1 Entonces un nivel aproximado de prueba « es obtenido rechazando
Hp cuando X? excede el cuantil (1 — &) de la distribucién x(k 1) Esta aproximacion
puede ser usada con suficiente confianza cuando cada frccueucm esperada es al menos
5, este es un valor conservador y la aproximacién x? es a menudo razonablemente
precisa para frecuencias esperadas tan pequefas como 1.5.

De csta manera se maneja facilmente cualquier caso donde las p;’s estiin comple-
tamente especificadas por la hipétesis nula. Sin embargo, la situacién mds comiin es
cuando la hipdtesis nula es compuesta, donde la forma de la distribucién est4 enuncia-
da pero no todos los pardmetros son conocidos. Para poder calcular las frecuencias
esperadas bajo Hg los pardmetros deben conocerse. Pearson recomendé estimar p
por un estimador $,, una funcién de la muestra Xy,..., X, y probar el ajuste de la
distribucién F(e|p,). Entonces las celdas de probabilidad estimadas llegan a ser:

Bi = / OF(X|Bn)
E,
y la estadistica de Pearson es:
k -
o, O; — nfi;)?
x3(@,) = 3 QTR S ae
i=

Pecarson no pensé que estimando p; cambia la distribucién de Ia muestra grande de
X2, a menos que p, sca consistente. Fisher {16] mostré que el iimite de la distribucién
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1.1 Surgimiento y desarrollo

nula de X"’(ﬁ,,) noes x?k__” y que esta distribucién depende del método de estimacién
usado, Fisher demostré que.el método apropiado de estimacién es la estimacién
maéximo-verosfmil basada en las frecuencias de las celdas O;. Este estimador mdzimo
verosimil de datos agrupados es la solucién de las ecuaciones:

&
i _opi(6) . .
—— =0, =1,..., 1.7
2 o o J s 2.7)

obtenidas diferenciando el logaritino de la funcién multinomial de verosimilitud.
Fisher noté que la estadfstica logaritmo de la razén de verosimilitudes:

k O:

G%2=%"0;log =

_.‘4:1 08 i
es asintéticamente equivalente a X2, observé ademds que un estimador méximo
veros{mil asintéticamente equivalente a los datos agrupados puede ser obtenido es-
cogiendo & para minimizar X2(@) para los O;'s observados. Este estimador minimo

X2 es la solucién de:

[ o 1 opuo) .
2~ {]7,_(9)_} agj —0, ]—l,..-,3 (1-8)

Denotemos a ambos estimadores por 5,,. Entonces x’('a’,.) es conceptualmente la
estadistica de Pearson para probar el ajuste de F(e|5;), el miembro de la familia
F(X|0) es el que estd mds cerca a los datos si la estadistica de Pearson es usada
como medida de distancia. Fisher mostré que la estadfstica Pearson-Fisher X2(8,)
tiene la distribucién xfk_l_, 2 bajo la hipétesis nula, no importa que 8 € Q sea el
valor verdadero. Este es el famoso resultado “se pierde un grado de libertad por cada

pardmetro estimado”. N
Neyman [34] noté que otro estimador asintéticamente equivalente a 6, puede ser

obtenido minimizando la estadistica x? modificado
L] £32

2 _ (0i ~npi)
ekt o

Este estimador minimo x? modificado es la solucién de:

ko o
Zi"-a—”{= F=1,....8 (1.9)

Como para los prop6sitos de la teoria de las muestras grandes bajo la hipotesis
nula este cstimador es intercambiable con los dos anteriores, lo llamaremos también

!mimero de paramétros estimados
.2La distribucién de A y por lo tanto de (1.6) se hace exactamente como antes, excepto que la

dimensién del espacio 2 es aumentada




Pruebas Basadas en la Distribucién \?

5 grados de libertad

“

/ 10 grados de libertad

15 grados de libertad

/

t N —L L xz
5 10 15 20 25 30

Figura 1.1: Diferentes curvas x?

(7,, para minimizar la notacion. El comentario de Neyman es importante porque las
ecuaciones (1.9) son comimmmente resueltas en forma cerrada mas que las ecuaciones
(1.7) y (1.8), i.e. es recomendable usar las ecuaciones (1.9).

Cuando los datos originales estdn sin agrupar y los estimadores maximo ve-
rosfmiles estdan basados en la funcidén miximo-verosimil de todas las observaciones,
la teoria es diferente. Chernoff y Lehman [6], probaron que la distribucién limite de
la estadfstica (1.6) no es x? en este caso y que P(X2(8) > \2) > a. La prueba cs
entonces no conservativa., Sus investigaciones probaron que ¢l error es considerable-
mente mads serio para la distribucién normal que para la Poisson. Sin embargo, la
estadistica (1.6) es conninmente tratada como una variable x? de todas maneras.

1.2 Distribucién x?

La distribucién x? es una distribucién continua en la cual se basan varios procedi-
mientos de inferencia; por cjemplo, pruebas para determinar si dos caracteristicas
de una poblacion son estadisticamente dependientes, inferencia sobre la desviacidn
esténdar de una poblacién y prucbas de bondad de ajuste que se basan en esta dis-
tribucidn. Estas prucbas de bondad de ajuste son 1as que trataremos en este capitulo.
Por lo tanto comenzaremos con una breve discusién de la distribucién x2.

Las probabilidades de una variable aleatoria que ticne distribucién x2 son iguales
al drea bajo 1a curva x2. En realidad. hay una infinidad de curvas x?'s e identificainos
a la curva en cuestién dando sus grados de libertad (como con la distribucién t de
Student). La figura 1.1 muestra tres diferentes curvas x2's.

8



1.2 Distribucién x2 - :

1.2.1 ‘Propiedades b4asicas de la distribucién x?

1. El 4rea total bajo la curva x2? es uno, ya que es una funcién de densxdad de_
probabilidad. : :

2. Una curva x? empieza en el cero sobre el eje horizontal y se extiende mdeﬁmda—
mente a la derecha, aproximdndose al eje horizontal conforme lo hace, ic es -
asintética al eje horizontal positivo. S

La curva X2 no es simétrica. Llega rdpidamente al punto mds alto . regresa al
eje horizontal lentamente, i.e. es sesgada a la derecha.

ol

4. A medida que el mimero de grados de libertad aumenta, las curwu X ' son més k
parecidas a la curva normal. :

1.2.2 Manejo de la tabla x?

Una distribucién x? esta determinada por sus grados de hbertad en la. tabla A 1 laf,
columna etiquetada con v da los grados de libertad y las probabilidades dé la cola
derecha se dan en el primer renglén, generalmente a estas cantidades se les ehqucta .
con a, el dren acumulada hasta un punto determinado se le conoce como cuantil y se
hace lefoxoncm como el cuantil 1 —c, omomes un mismo punto puede estar denotado
como x(v)n o el cuantil 1 — a de una \(,,) )
Por ejemplo. para encontrar los cuantiles de una x? con 12 gmdos de libertad
cuya drea derecha sea de 0.05 (ver la figura 1.2), usarcmos la tabla A.1. En este
caso, buscamos en la columna v el renglén 12 y en el renglén superior la columna
etiquetada con 0.05 y en esta posicién encontramos el valor 21.03; este es el valor
de una Ji-Cuadrada con 12 grados de libertad y a = 0.05 cuya notacién es X(212)0.05

(ver la figura 1.3) o el cuantil .95 de una X%xz)'

2
Curva X
/ con 12 grados de libertad

Arca = .05

!

x? =7

Figura 1.2: Uso grifico de la tabla x?




Pruebas Basadas en la Distribucién x?

RN Curva“ X
) / con 12 grados de libertad

Area = .05

]

2 =
Xizos = 21.03

Figura 1.3: Uso grdfico de la tabla x2

1.3 Aplicacién de la prueba de bondad de ajuste x?

1.3.1 Recomendaciones
Roscoe y Byars {41] a través de simulaciones llegaron a las siguientes recomenda-
ciones:

1. Los datos de la muestra deben ser agrupados de acuerdo a algin esquema?,
para poder formar una distribucion de frecuencias.

2. Todas las frecuencias esperadas son al menos 1.5. Si no se cumple ésta recomen-
dacién, el procedimiento usual es combinar grupos adyacentes en la distribu-
cién de frecuencias, hasta que la restriccién se satisface; entonces el uumero
de grados de libertad debe ser reducido para que corresponda con el niimero
actual de categorias usadas en el anilisis. La aproximacién x2 es a menudo ra-
zonablemente precisa para celdas con frecuencias esperadas tan pequeiias como
1.5.

Cuando mucho el 20% de las frecuencias esperadas son menores que 5 {inves-
tigaciones de W.G. Cochran {8}, notable estadfstico, muestran que “la regla de

5" es demasiado estricta).

“

Posteriormente Larntz {25} y Koehler y Larntz [21] hicieron estudios sobre estas
recomendaciones, basando su trabajo también en simulaciones.

1.3.2 Aplicacién de la prueba de bondad de ajuste x?

1. Establecer la hipétesis nula. Si la distribucién no estd completamente especifica-
da y s pardmetros deben ser estimados a partir de la muestra entonces se

3 Por ejemplo, al lanzar un dado, las categorfas podrian ser ¢l nimero de puntos; en las encuestas
de preferencias de marcas, las categorias serinn los nombres dv las marcas consideradas

10




1.3 Aplicacién de la prueba de bondad de ajuste x?

H
1
1
:
Rechazar H, | No rechazar Hy
: -
]
'
)
1
:
1
H
H -1
1
]
. . . “/ X2
0 ] - - . 2,

Figura 1.4; Regién de rechazo

pierden s grados de libertad en la distribucién'x? (ver la seccién 1.1).
2. Calcular las frecuencias esperadas, usando: .
€; = np;

donde n es el tamaiio de la muestra y p; es la probabllxdad para ln categorfa, i
dada por la hipétesis nula.

3. Verificar si las frecuencias esperadas satisfacen las recomendaciones de la sec-
cién 1.3.1.

4. Decidir el nivel de significancia a.

5. Consultar la tabla A.1 para encontrar el cuantil 1 -a de una xfk_,) (ver seccién
1.2.2), donde k es el ntimero de categoriasi; recordar que si se estimaron algunos
pardmetros se pierden grados de libertad.

6. Célcular el valor de la estadistica de prueba

z: (0; — 91)2

i=1

donde O; son las frecuencias observadas y e; son las frecuencias esperadas.

7. Si el valor de la estadistica de prueba cae en la regién de rechazo (ver figura
1.4), rechazar Hy; en otro caso no rechazar Hj.

8. Establecer la conclusién en palabras; interpretar, de acuerdo con el contexto
‘del problema, la decision que se haya tomado.

18i k = 2, entonces la poblacion estd dicotomizada, y la prueba es equivalente a la prucba de
una proporcién simple de una poblacién

11



Pruebas Basadas en la Distribucién y?

1.4 Ejemplos de la aplicacién

A continuacién se mostrardn algunos ejemplos de la prueba de bondad de ajuste x?,
en la que por la manera de recabar los datos o las distribuciones que se propounen
(discretas) es la apropiada.

1.4.1 Problema sobre la teoria de Mendel

Dos tipos de maiz (dorado y criollo) contienen genes recesivos. Cuando se hacen
experimentos hibridos entre ellos se obtiene una primera generacién que es consis-
tente (ni dorada ni criolla). Cuando a esta generacién le fue permitido desarroliarse
ella misma, 4 diferentes tipos de planta fueron obtenidas -normal, dorada, criolla,
criolla-dorada. En 1200 plantas ¢l proceso produjo la distribucién que se muestra en
la siguiente tabla:

tipo de maiz O;
normal | 670
dorado | 230

criollo | 238
criollo-dorado 62
total (n) | 1200

Un monje llamado Mendel eseribié un articulo donde exponia la teoria de que en
una segunda generacién de tales hibridos, la distribuciéon del tipo de maiz deberia
estar en la razén® 9:3:3:1. ;Son los datos mostrados’ en la tabla consistentes con la
teoria de Mendel?

- o Siguiendo la seccién 1.3.2 tenemos:

1. ALAa‘hipéfesl;sbnula;es:
Hp : Los hibridos resultantes estdn en razén 9:3:3:1

2, Calculamos las frecuencias esperadas e; = np;:

tipo de maiz | p; e;
normal | & 1 675
dorado | % | 225

criollo | % | 225
criollo-dorado | & 75
total | 1] 1200

3. Ya que las frecuencias esperadas cumplen las recomendaciones de la seccién
1.3.1 continuaios.

12



: 1.4 Ejemplos de la aplicacién

4, Se decide desarrollar la prueba al nivel de mgmﬁcancna 5%, esto es:cou a=.05

2.2)+

5, Buscamos el cuantil .95 que es: X{ayo, 05 = 7 81 ‘(ver la secc:én_l

6. Calcular el valor de la. estadistica de prueba‘z\’2 ;

tipo de maiz O; ei | Oi—e; [.(Oi—¢€i)2 | (0i—ei)%/ei
normal [ 670 | 675 [ “i7:0,037037
dorado | 230 { 225 ) 0.111111

criollo | 238 | 225 - 13 0.751111
criollo-dorado 62 75 -13 2,253333
> | 1200 { 1200 <0 ] : 3.152592

7. Ya que X? = 3.1526 < 7.81 = X?a)u.os; no rechazamos Hy (ver figura 1.4)

8. Aceptamos la teoria de Mendel, i.e. los hibridos resultantes estdn en razén
9:3:3:1

1.4.2 Problema de las monedas “honestas”

Un grupo de 4 monedas es lanzado 160 veces, los resultados del mimero de dguilas
que se observaron se muestran en la siguiente tabla:

# de aguilas | O;
1] 16

1 48

2 55

3 - 33

4 8

total (n) 160

¢ Cree que las 4 monedas son “honestas”?

e Siguiendo la seccién 1.3.2 tenemos:

1. Como al lanzar una moneda “honesta” se tiene un evento Bernoulli (p = i)
¥ en este caso se lanzan 4, al final tenemos una Binomial(4,1). Entonces la hipétesis
nula es:

Hp : El mimero de dguilas (o “soles”, por lo de la honestidad) obtenidas en el lanza-
miento de cuatro monedas se distribuye como una Bin(-l.%) .

13



Pruebas Basadas en la Distribucién x*

2. Calculamos las frecuencias esperadas e; = np;

¥ de dguilas . pi e;
0 0.0625 10

1 0.2500 40

2 0.3750 60

3 0.2500, 40

4 0.0625 .10
total i 1. n=160

3. Ya que las frecuencias esperadas cumplen las recomendaciones de la seccién 1.3.1

continuamos.

4. Se decide desarrollar la prueba al nivel de significancia 5%, esto es con a = .05

5. Buscamos el cuantil .95 en la tabla A.1 que es: x("wm = 9.49 (ver la seccién 1.2.2)

6. Calcular el valor de la estadfstica de prueba X2

F#dedguilas | O; | e; | Oi—e; | (O —e:))* 1 (0i — ei)/e;
0 16 10 6 - 36 . 3.6000
1 48 {40 | 8. 64 1.6000
2 55 60 -5 25 0.4167
3 33 40 -7 49 1.2250
4 8 10 a2 i 4 0.4000
Z 160 | 160 0 7.2417

7. Yaque X2 = 7.2417 < 9.49 = X?-uo.us- no rechazamos Hp; (ver figura la 1.4)

8. Se acepta el planteamiento de que las monedas son “honestas”, i.e. la probabilidad de
que caiga un sol o un &guila es igual (p = ).

1.4.3 Un resultado interesante

Un ingeniero de control de calidad ha tomado 50 muestras de tamaiio 13, cada una
de un proceso de produccién. El mimero de defectuosos de estas muestras aparece

en la siguiente tabla:

# de defectuosos

# de mucstras (0;)

[N X -]

10

24

10
4
1
1

14



1.4 Ejemplos de la aplicécién

Pruebe la hipétesis nula al nivel 0.05 de que el numero de defectuosos siguen
alguna de las distribuciones siguientes: - .

' (a) Una distribucién Poisson

1

=3

Siguiendo la seccién 1.3.2 tenemos:

Queremos probar una distribucién Poisson pero no tenemos u, que es la me-
dia de los defectuosos para una muestra de tamaiio 13. El estimador mdximo
verosimil de u es la media de los defectuosos en las 50 muestras:

~ O0%104+1%2442%104+3*4+4x1+5%1 65

i= 50 =5—0-=1.3

Usamos este valor en f(z) para tener los H;'s. Entonces la hipétesis nula es:
Hy : Los defectuosos siguen una distribucién Poisson(Z)

. Calculamos las frecuencias esperadas e; = np;:

# de defec D; €
0 0.2725 | 13.625

1 0.3543 | 17.715

2 0.2303 | 11.515

3 0.0998 4.990

4 0.0324 1.620

56 + 0.0107 0.535
total 1| n=250

Ya que la dltima frecuencia esperada no cumple la recomendacién 2 de la
seccién 1.3.1, la combinamos con la categorfa anterior hasta que la condicién
se cumpla.

. Se decide desarrollar la prueba al nivel de significancia 5%, esto es con « = .05

. Buscamos el cuantil .95 en la tabla A.1 que es: X(a 0.05 = 7-81,se tienen k—1 =5

grados de libertad, pero al combinar las dos iiltimas categorias y estlma\' It se
picrden 2 grados mas de libertad (ver seccién 1.2.2) :

. Calcular el valor de la estadistica de prueba X2 (ver tabla 1.1) )

Ya que X2 = 3.6010 < 7.81 = x?s)o o5 N0 rechazamos Hy, (ver ﬁgilfé 1.4)7

Aceptamos el planteamiento de que los defectuosos del proceso de- produccxén,
en cuestién se distribuyen Poisson(f = 1.3).

15
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Pruebas Basadas en la Distribucién x?

# de defec O,' E,' O,' - E,' (Oi i Ei)z ((),' - ?,')2/(?,'
0 10| 13.625 -3.625 13.1406 0.9644
1 24 | 17.715 6.285 39.5012 2.,2208
2 10§ 11.515 | -1.515 2.2952 0.1993
3 4 4.990 | -0.990 0.9801 0.1964
4 1] 1.620) -0.155 0.0240 0.0111
56 + 1] 0.535 |
o 50 50 0 3.6010

Tabla 1.1: Célculos de X? para el problema 1.4.3 inciso (a) ‘

{b) Una distribucién Binomial
e Siguiendo la seccién 1.3.2 tenemos:

1. Queremos probar una distribucién Binomial(13, p) pero no tenemos p, que cs el
mimero total de defectuosos para cualquier muestra de tamaiio 13. El estimador
méximo verosfmil de p es el niimero total de defectuosos entre el nimero total
de observaciones.

o.10+1.24+2.10+3¢4+441+5.1 15_ 0.01
50 « 13- =660

p=

quuos este valor én f(:z:) px:am tener los "(‘s Ent&uceé la hipétesis nula es:
Ho Los dcfectuosm snguen una distnhucnén Bmomml(ls 0.01)

2, Cnlculanms lns frccucncms esperadas e; = npj

N S #dedefcc B €+
T 0 0.2542 | 12.710

1 0.3671 | 18.355

2 0.2488 | 12.240

3 0.0977 | 4.985

4 0.0277 | - 1.385

56 + 0.0065 | '0.3256

total -~ 1] ni=50

3. Ya que la iiltima frecuencia esperada no cumple -la recomendacién 2 de la
seccién 1.3.1, la combmamos con la categoria anterior hasta que la condicién
_ se cumpla. .

4. Se decide desarrollar la.‘pru'eba al nivel de significancia 5%, ¢sto es con a = .05

5. Buscamos el cuantil .95 én la tabla A:1 que ca: X5)0,05 = 7-81: 5¢ tienen k—1 =
grados de libertad, pero al combinar las dos iiltimas categorias y estimar p se
pierden 2 grados mis de libertad.

16



1.4 Ejemplos de la aplicacién .

Fde defec Oi| . &|0i—al(0i—e)r |0 -e) /e

0 10| 12710 | -2.710 7.3441 0.5778
L1 24 | 18.355 | 5.645 31.8660 1.7360
2 10 |12.240 | -2.240 5.0176 0.4099
#030 4| 4.985 | -0.985 0.9702 0.1946
L 1]1.385 1] 0.2900 0.0841 .0.04920
56+ 10.325 | ’
DY 50 50 0 29676

Tabla. 1.2: Célculos de X2 para el problema 143 mcnso (b)

6. Calcular el valor de la estadfstxca de prueba X2 (vcr t.abla 1 2)

7. Ya que X2 = 2,9675 < 7.81 = xmo o5 NC rechazmnos Ho.

ﬁg,um 1. 4). -

8. Aceptamos el planteamiento de que los defectuosos del pmccso de produccnén
en cuestion se distribuyen Binomial(13,5 = 0.01)

Este ejemplo ilustra un resultado comiin con las pruebas de bondad de ajuste, i.c.
cada una de dos (o més) diferentes hipétesis nulas fueron aceptadas para el mismo
conjunto de datos. Sin embargo, la verdadera distribucién no puede ser Poisson y
Binomial al mismo tiempo. Por lo tanto, la conclusién adecuada en esta situacién con
base en la prueba de bondad de ajuste x* es que no tenemos suficiente informacién
para distinguir entre estas dos distribuciones.

1.4.4 Problema para probar normalidad

Aunque la distribucién normal es continua, también le podemos aplicar la prueba de
bondad de ajuste x2, a continuacién veremos un ejemplo:

Un ingeniero de control de calidad quicre conocer si los didmetros de los tubos
producidos por una maquina estin distribujdos aproximadamente normal. De una
muestra de 300 tubos el determiné que T = 10.00nm con desviacién estdndar mues-

tral s = 0.10mm. Ademads obtuvo las siguientes frecuencias de distribucién para los
didmetros:

Didmetro ( mm ) | (Oy)
d <98 8
98<d <99 42

9.9 < d < 10,0 112
100 €£d < 10.1 97
10.1 < d < 10.2 38
d > 10.2 3

;Puede o no esperarse que los didmetros de los tubos plOdllCldOS por las maqumas
se distribuyan normal con un nivel de significancia o'= 0.057
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Pruebas Basadas en la Distribucién x?

.-La hu)étesns nula es::

. Calculamos 1as frecuencms esperadas e.

Siguiendo ‘la‘ SéCC;lét;l 1.3.2'tenemos:"

Hp : Los didinetros de \os tubos producndos por las méq\.unas se distribuyen

N(10mm, [0. IOrnm)2

Didmetro ( mm) . Zioo ‘ ST Py v e; = np;
T d<08 | z<-2..0028 6.84
£9.8:<d'<99 | -2<L2<-1]:1355 1 40.65

,9.9.<d <100 -1 <2;<0(.3413 102.39
“10.0 <d <101 0<2;<1.}.3413 102.39
10,1 <.d < 10.2 1 <2 <2 1.1355 40.65

102 < d 2<z .0228 6.84

. Ya que las frecuencias esperadas cumplen las recomendaciones de la seccién

1.3.1 continuamos.

. Se decide desarrollar 1a prueba al nivel de significancia 5%, esto es con a = .05

. Buscamos el cuantil .95 en la tabla Al que es: xf3,095 = 7.81, los grados

de libertad son 3 ya que aunque se tienen G categorias, se pierde el grado de

~ libertad acostumbrado y 2 grados mds por que se usan las estimaciones de la

.

8.

media y la desviacién estandar.

. Calcular cl valor de la estadistica de prueba X?

Didmetro (mm) | O; e; | Oi—ei | (Oi—e)? | (Oi — ei)?/ei
d <98 8 6.84 1.16 1.3436 .1964

98 <d<«99 42 40.65 1.35 1.8225 .0448
99 <d< 100 {112 { 102.39 - 9.61 02,3521 .9020
100 <d < 10.1 97 | 102,39 |- -5.39 [-. 29.0521 2837
101 <d < 10.2 38 40.65 |- -2.65 7.0225 1728
10.2 €d 3 6.84 | - -3.84 14,7456 2.1558
i 300 T 3.7565

Ya que X2 = 3.7555 < 7.81 = X{3)0,05 1O Techazamos Ho, (ver figura 1.4)

Aceptamos que los didmetros de los tubos que produce la mdquina se dis-
tribuyen normalmente con media 10.0mm y desviacién estindar 0.10mm.
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1.4 Ejemplos de la aplicacién

1.4.5 Problema en fisica

Considere la prueba de bondad de ajuste x* para la familia de funciones de dehsida;d:{

S@l) = 51 +02), —1<z<1 (1.10)
Esta familia ha sido usada como un’ modelo i)afa'>lé.kdxstr1b cién ;del coseno a
del dngulo de dispersién en experimentos de dispersién: de haces en fisica;: donde -
Q= {0| 6 € (~1,1)}. Para celdas E; = (a;-1,a8;) con " <ap=1"
tenemos: Lo L S

0 - = =M, a5 (ai — aio1)(a? — a}y)
= 3]
Tlé et 67(“? —a?,)?
—-23M & (@i = ai1)(af —a? )

7= M
Xih %;(a? —a} ;)?

Utilizando e; = np.-(a) para calcular la estadistica de Pearson se genera un pro-
cedimiento facil de calcular para la prueba de bondad de ajuste para la familia (1.10)
usando los cuantiles de una x%M—z)'
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Capitulo 2

Pruebas Basadas en la FDE

2.1 Funcién de Distribucién Empirica (FDE)

La funcién de distribucién acumulativa de una muestra aleatoria de tamaiio n, lla-
mada la funcién de distribucién empirica (o muestral) se denota Sp(z) y se define
para cada x, —00 < & < oo, como la proporcién de valores observados en la muestra
que son menores o iguales que x; i.e. si exactamente & de los valores observados en
la muestra son menores o iguales entonces Sp(z) = —,':

Sea X1, ..., X, variables aleatorias de una muestra alcatoria y =y, ..., x,
los respectivos valores observados, [Puesto que las observaciones provienen de una
poblacién continua, p(x;) = p(x;) = 0 coni # j; i.e. no existen dos valores observados
iguales. Por simplicidad se supone que los n valores observados son diferentes.] sea
T(1)s oo v T(n) la estadistica de orden de la muestra; i.e. se ordena ascendentemente
la muestra, la funcion de distribucion empirica se define como:

0 six < X, .
Su(z) = % si X Sr<Xpsyparak=1...,n—-1 (2.1)
1 siz > Xy

y la grdfica se puede ver en la figura 2.1.

La funcidn de distribucién empirica S, (x) es una funcién escalonada, y por lo
tanto discreta, con saltos de magnitud ,‘—. en cada punto z; (i = 1,....n). Algunas
veces ¢s también llamada la imagen estadistica de la poblacién.

Para un valor fijo pero arbitrario de x, S, (x) es una variable aleatoria, entonces
tiene una distribucién de probabilidad, la cual esta dada en el siguiente teorema:
Teorema Puara la variable aleatoria discreta Sn(z), la cual es'la funcidn de distribu-

cidn empirica de una muestra aleatoria X,, ..., X, de una poblucidn con funcion
de distribucién Fy tenemos:

1)(5,,(1:) = 'J—') - (;‘) [Fe(@)Y[1 = Fela))" j=0,... o
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Figura 2.1: Gréfica de la FDE
Demostracién:
Definimos el indicador de variable aleatoria
n_f1 siXi<t
&(t) = { 0 en otro caso
Los 81(t), 82(t),...,8n(t) constituyen un conjunto de n variables aleatorias inde-

pendientes de una distribucién Bernoulli con pardmetro 8, donde

6 =p[6;(t) = 1) = p(z¢ < t) = Fx(t)
ya que podemos escribir:
™
8
Sa(@) =3 _'f_:"_)
i=1

la variable aleatoria nSp(z) es la suma de n variables aleatorias independientes
Bernoulli's, la cual sigue una distribucién binomial con pardmetro @ = Fy(z).
Corolario La media y la varianze de Sy, (x) son:

E[Sa(z)] = F:(2)
Varlsa(@) = 1Rl - Fx(@)]

El lema de Glivenko-Cantelli afirma que S, (x) converge a Fy(z) uniformemente

para todos los valores de x, i.e. S, (z) es un estimador consistente de Fy(z). El lema
se enuncia como sigue:

Lema de Glivenko-Cantelli

pl sup  |Sp(x) — Fr(z)] ~—naee 0] =1
—o0LI<o0 ‘
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2.2 " Definicién de las estadisticas basadas en la FDE

Las pruebas de bondad de ajuste que utilizan la funcién de distribucién empirica se
basan en las diferencias entre la Fx(z) a probar y S,(z), i.e. una estadistica basada
en la funcién de distribucién empirica mide las diferencias verticales entre Fy(z) y
Sn(z). Mencionaremos siete que han atraido mayor atencién. Estas estan divididas
en dos clases: la clase suprema y la clase cuadraitica.

La clase suprema la componen las siguientes estadisticas:

1.

D+ = sup._ {Sn(l‘) Fx(x)}

—co<T

Es la diferencia mds larga cuando S, es mds grande que Fy

D~ = _sup. {Fz(w) Sn(w)}

—oo<T

Es la diferencia mds larga cuando S',, es mas pequena qne Fz :

D= SUP IFz(z)

—oo<zT

Sn(w)l a-"-‘(D+ D )

Es la estadistica mds conocxda, fue introducida) por Kolmogorov [22]),en algunos
libros se le conoce como la estadfshca. Kolmogorov-Smlmov

VD4 D e
Propuesta por Kuiper [24] es utxl para observac)ones Sobre un cfrculo,

La segunda clase de medidas de dnscrepancm esté dada por la famllm Cramér-von
Mises, conocida como la clase cuadrétlca S

donde 1/;(:1:) es una func:én que: le da peso

1.

@=n f {s..(z) F,(zn?w(x)m(x)

-la’ dxferencm cuadrada [Sn(z)

N

W2 =n [ [Sn(z) — F,(z)]zan(z i
Que se “obtiene cuando w(a:) = 1 y [ cono Cramér-von
stes . T

= nf [Sn(a-') - F,(z)]z[F,(;)[l
Que se obtiene cuando ¥(z) = [F; (:i:)[l}f-
Darlmg [2]. . :

=n [, [S:(x) — F:(w) f°°
Es lﬂ. estadfstica: Watson, que es:una‘modi
originalmente para observacnones en un cfrculo
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Una vez definidas las estadisticas, deben encontrarse cilculos convenientes para
las férmulas, esto se hace usando la Transformacion Integral de Probabilidad (‘T1P)
Z = F(X); cuando F () es la verdadera distribucion de X, 1a nueva variable aleatoria
Z esti& uniformemente distribuida entre 0 y 1. Entonces Z tiene funcién de distribu-
cién F*(z2) = 2,0 € 2z £ 1. Suponga que una mucstra aleatoria X, ..., X, toma
valores Z; = F'(X;),i = 1,...,n y sea S)(z) la funcién de distribucién empirica de
los valores Z;. :

Ahora las estadisticas basadas en la funcién de distribucién empirica pueden cal-
cularse de una comparacion de 8;,(z) con la distribucién uniforme para Z. Se muestra
facilmente que para valores relacionados por z = F(z) las diferencias verticales co-
rrespondientes en el diagrama de la funcién de distribucién empirica para X y Z son
iguales, esto es:

Sn(x) — Fr(z) = Sp(2) — F*(2) = 8(2) — 2

consecuentemente las estadisticas funcién de distribucién empirica calculadas de las
estadisticas funcién de distribucién empirica de las Z; comparadas con la distribu-
cién uniforme tomara los mismos valores que si fueran calculadas de la funcién de
distribucién einpirica de las X;. Esto nos lleva a las siguientes férmulas para calcular
las cestadisticas basadas en la funcién de distribucién empirica de los Z-valores, las
féormulas involucran los z-valores ordenados de manera ascendente z; < ... < 2zp.

Entonces con = = 330, ¥ tenemos:

DY = manigicn {% — 2}
D- = mazy<icn {2y — 52
= maz(D*,D7)
Vv = D* + D~
w2 = Zz_ ,(2(0- %‘.—Q)z*‘ﬁ ' (2.2)
v: = .W?—n(z¥-)
A =  ‘;,};- —2‘_1(21—1){lnzw+1n(1—Z(n+1 )}
B
A2 2 e lYT (@i 1)in 25y + (20 +1 = 20) In (1 = 2))}

Todas las férmulas: (2.2) son calculadas ficilmente con una computadora o una
calculadora programable. Hay que tener cuidado para no usar & en D~

24



2.3 Pruebas FDE -

2.3 Pruebas FDE

La prueba general de bondad de ajuste cs una prueba de:
Hp : Una muestra aleatoria Xy, ..., X, provienen de F(x;8)

Donde F(z;8) es una funcién de distribucién continua y 8 es un vector de
pardmetros. Cuando € estd especificado completainente, tenemos una hipétesis sim-
ple. Entouces Z(;) = F(X(;); ) nos da un conjunto Z; el cual, bajo Hy, estd ordena-
do uniformemente y las ecuaciones (2.2) son usadas para obtener estadisticas FDE.
Por otro lado, F(z;6) puede estar definido sélo como un miembro de la familia de
distribucion, sin conocer uno o mmds pardmetros, entonces tenemos una hipétesis com-
puesta. Como un ejemplo de hipétesis simple, los datos de la tabla 2.1 en la colunina
2z prucban una N(u = 55,02 = 64); y como un ejemnplo de hipétesis compuesta, en
la columna 2, se probard una N(fi,52) con fi y 2 estimaciones de la muestra.

Para hipdtesis simples, la teorfa de la distribucién de estadisticas basadas en la
FDE, estd bien desarrollada, atlin para muestras pequeiias y las tablas para estas
prucbas estdn disponibles hace tiempo. Cuando & contiene uno o mds pardmetros
desconocidos, estos pardmetros pueden ser reemplazados por estimaciones, usando
6 como la cstimacién de 6. Entonces las formulas (2.2) pueden ser_todavia usadas
para calcular las estadisticas basadas en la FDE, con Z;) = F(X(;); 8); sin embargo,
las distribuciones de las estadisticas basadas en la FDE serdn muy diferentes de las
usadas para una hipédtesis simple; éstas dependerdn de la distribucién probada, los
pardametros estimados, el método de estimacién, asi como también del tamaiio de
la muestra; por lo tanto deben usarse nuevos cuantiles para la prueba apropiada,
atin para muestras grandes, de lo contrario resultarfa un grave error en el nivel de
significancia.

2.3.1 Parametros de escala y localizacién desconocidos

Cuando las componentes desconocidas de @ son pardmetros de localizacién o de
escala, y si éstos son estimados por métodos apropiados, las distribuciones de las
estadisticas basadas en la FDE no dependerin de los valores verdaderos de los
pardmetros desconocides. Por lo tanto los cuantiles para las pruecbas basadas en
la FDE para tales distribuciones, por ejemplo, la normal, la exponencial, la de valor
extremo y las distribuciones logisticas. dependerdn sélo de la familia probada y del
tamaiio de la muestra. Sin embargo, las distribuciones exactas de las estadisticas
basadas en la FDE son muy dificiles de encontrar y, a excepcién de la distribucién
exponencial, los estudios de Monte Carlo han sido usados extensivamente para encon-
trar cuantiles para n's pequeiias. Afortunadamente, para las estadisticas cuadriticas
W2 U? y A? se dispone de la teoria asintética; mds ain, los cuantiles de estas es-
tadisticas para n's pequeilas convergen ridpidamente a los puntos asintéticos. Para
las estadisticas de la clase suprema DY . D~, D y V, no existe una teoria asintética
general (excepto para hipdtesis simples), y hasta los puntos asintéticos deben ser
estimados. Esto se puede hacer mediante graficaciéon para un « fijo, los puntos de
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Moute Carlo para muestras de tamafo n contra m = %, y después extrapolando
para m = 0; alternativamente, ya que las estadisticas son funciones de un proce-
so asintéticamente Gaussiano, los puntos pueden encontrarse siimnulando el proceso
Gaussiano. Serfling y Wood [44] y Wood {56] han obtenido por ecste método pun-
tos asintéticos. Ambas técnicas estdn, por supuesto, sujetas a variaciones muestrales
y errores debido a extrapolacién; Chandra, Singpurwalla, y Stephens [5] han da-

do algunas comparaciones de los dos métodos al obtener cuantiles para prucbas de
Distribucién de Valor Extremo.

Para las pruebas correspondientes a muchas familias de distribuciones, Stephens
[50] [52] [54] [55] ha dado modificaciones de las estadisticas de prueba; si la es-
tadistica es, digamos T la modificacién es una funcién de n y T la cual es referida
a los puntos asintéticos de T o de T'/n. La teoria asintética depende del uso de
estiniadores asintéticamente eficientes para las estimaciones de las componentes des-
conocidas de &; los puntos asintéticos dados serdn vdlidos para tales estimadores.
Los cuantiles para n’s pequeiias dependeran de los estimadores usados; usualmente
estos son estimadores obtenidos por mdxima-verosimilitud, aunque la distribucién
Cauchy es una excepcién. En las pruebas de las siguientes secciones, cuantiles para
n's pequeiias, usando estimadores dados, fueron encontrados de extensivos estudios
de Monte Carlo hechos por Stephens, aunque otros estudios han sido usados también
como referencia. Las modificaciones son derivadas del analisis de como estos cuan-
tiles, digamos para o = 0.05, convergen al cuantil asintético. Una caracteristica de
las modificaciones es que, al menos en la cola apropiada, no dependen de o; por tan-
to cuando han sido encontradas tales modificaciones, las tablas usuales de cuantiles,
con entradas para n y «. pueden ser reducidas a una linea para cada situacién de
prueba. Las maodificaciones permanecen sélo si son usados los estimadores dados, que
haun sido calculados para ser los mds precisos cuando o es aproximadamente 0.05,
pero usualmente dan huenos resultados para propositos prdcticos. para «'s menorcs
que 0.2 aproximadamente.

2.8.2 Pardametros desconocidos de forma

Cuando los pardmetros desconocidos no son ni de localizacién ni de escala, por
ejemplo cuando el pardmetro de forma de una distribucién Gamma o Weijbull es des-
conocido, la teorfa de la distribucién nula, aiin la asintética, cuando los pardmetros
son estimados, dependerd de los valores verdaderos de estos pardmetros. Sin embar-
go, si esta dependencia es muy ligera, un conjunto de tablas, para ser usadas con
el valor estimado del pardmetro de forma, puede todavia ser 1itil (ver por ejemplo,
la seccién 2,6.7 concerniente a pruebas para la distribucién Gamma); otros métodos
para tratar con parametros desconocidos son discutidos en la seccién 2.7.2,

Existe una vasta literatura. sobre estadisticas y pruebas basadas en la FDE, y
s6lo las principales referencias relacionadas directamente con las pruchas y las tablas
usadas se mencionan. Las recopilaciones comentadas han sido dados por Sahler [42]
¥y por Neuhaus {33): una revision comprensible de la teoria y varias referencias estdn
dadas por Durbin [11].
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2.4 Aplicacién para hipétesis simples
Tenemos una muestra alcatoria X3, ..., Xn y queremos probar para Fy(z;6) una

funcién de distribucién continua, donde 9 es un vector de pm‘émetros que estd comn-
pletamente especificado:

“Ho': Fx(xz;0) = Fo(z; 0) vz
el proccdlmlento a segmr es

1. Ordenar ascendentemente la muestm, a:(l) <. Vedy < w(,,)

‘ 2, Calculnr z(‘)

:‘, Fn(z‘({), 9) para z f -

3. Calcular la(s) estadfst\ca(s) de prueba. aprop1 da(s) usando la(s) fétmula(s)
“'quc se dan en (2 2y : : p

4. Modlﬁcar la estad(stlca de prueba como se indica en \la tabla-A.6 usa.ndo 1as

modificaciones para la cola superior y compa.mrla con la linea aproplada al
cuantil deseado. .

5. Si el valor de la estadistica(s) cxcede(n) el valor de la cola sﬁpcrior dada al
- nivel a, Hg es rechazada al nivel o de significancia

La prueba arriba descrita es una prueba que usa la cola superior de la estadistica
de prueba, i.e. es una prueba de una cola. Esto es porque, en general podriamos
esperar que la diferencia entre Fo(x;0) y Fx(x;0), o entre Fo(z) y Fr(z); serd grande
cuando Hg es falsa. Si la estadistica de prueba muestra ser significativa en la cola
inferior, esto sugiere que la Z—muestra es demasiado regular para ser una mues-
tra aleatoria uniforme, y quizds los X —datos originales han sido manipulados. Tales
Z ~valores son llamados superuniformes, pueden hacerse pruchas usando las mo-
dificaciones y cuantiles de las colas inferiores también dados en la tabla A.6. Hay
que considerar que observaciones superuniformes pueden obtenerse, sin haber ma-
nipulado los datos; particularmente en conexién con pruebas para la distribucién
expouencial, o para puntos aleatorios en el tiempo.

2.4.1 Ejemplo

Se tomaron los pesos (en kg) de 28 mujeres que ingresaron a un hospital, los resul-
tados se muestran cn la tabla 2.1, Sea X la variable aleatoria que describe el peso
de una mujer, se desea probar que los datos provienen de una poblacién normal con
i@ =55y a® =64

Hy : Fx(z;0) = n{x; 55.64) vV z
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Los resultados de'las' estadisticas se muestran en la siguiente tabla:

w2 Uz A

- Estadistica:

L 0.03013° 0.20073 020073 - 0,23986 ' 0,27581 0.10515 1.38818
Tt c sup0.21256 °1.09041  1.09041° 1.31726 027166 0.10461 -
Treiinf. - - - 111584 135576 0.27523 0.10574 -

Las férmulas (2.2) dan los valores para cada estadistica en el primer renglén, las -
modificaciones se calculan segiin la tabla A.6 y los resultados para la cola superior
se dan en el segundo rengldn, para la cola inferior se muestran en el Gltimo renglén.
Comparando los resultados obtenidos con los cuantiles correspondientes, también en
la tabla A.G: vemos que con a = .15 no podemos rechazar la hipétesis, ya que los
valores de las ‘estadisticas modificadas son menores que los cuantiles dados; por lo
tanto aceptamos que los pesos de las mujeres se distribuyen normal con media 55 y
varianza 64.

Observacién De las modificaciones dadas en la tabla A.6 se puede ver que los cuan-
tiles de W2 y U? para n pequeiias convergen rapidamente en la cola superior
a los puntos asintéticos, y aunque las modificaciones no fueran incluidas en
Ia tabla, el uso de los cuantiles asintéticos para n mayores que 20 daria un
error insignificante en a. Resulta mds asombroso que para n mayores que 2 la
distribucién de A2 estd dada de manera precisa por la distribucién asintética;
esto fue demostrado por Lewis [26], y es vilido a lo largo de toda la distribu-
cién. Las formas modificadas son tomadas de Stephens [50] donde son dadas
referencias para las fuentes de las tablas para estadisticas FDE.

2.4.2 Niveles de significancia

Suponga que la estadistica de pruecba T toma el valor ¢; el nivel de significancia, o
p—valor de la estadistica serd entonces el valor p = p(T > t}. En algunos contextos
el término es también aplicado a la probabilidad de la cola inferior p(T" < t) pero
aqui g, o el g—~nivel, denota esta cantidad; entonces ¢ = 1 — p. Esto es iitil para
ser capaz de calcular el nivel de significancia a lo largo de la distribucién T, y no
solamente en las colas. Para la estadistica A2, bajo una hipétesis simple, la tabla
de g—valores de la distribucién asintética, dada por Lewis [26]. es reproducida en
la tabla A.7; ya que A? no necesita modificaciones para un tamafio de muestra mas
grande que 3, la tabla A.7 puede ser usada para dar los g—valores para cualquier n
mayor o igual que 3. Las tablas para encontrar p o g en las colas fueron dadas para
otras estadisticas basadas en la FDE por Stephens [50].

e En el cjemplo 2.4.1 A% = 1.38818 de la tabla A.7 observamos que ¢l g—nivel
aproximado cs 0.7903 entonces p = 0.2097.
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- Hipétesis compuesta -

i Hipétesis simple’

Num:| peso :[:Sp(x) | = -wio w0 Fy(r) : R Fp(r) -~

i Ty |’ sy =L | = B(z) | e = 5B = 2(zan) |
1 -[48.00 [, & .| . -1.49, 0.0681 | . -1.89 | 0.0294°

2 [4672 . & | S-104 7. 0.1492 -141 0.0793

3. |47.63 | 4 .-0.92 0.1788 -1.28 | 0.1003

4 | 4763 | K- -0.92:..].0,1788 -1.28 | 0.1003 | .
<5 1°47.63 | g [ :-0.92.7 | 5 01788 -1.28 5 |.:0.1003 - {.. .
614990 | g 0,64 :1:-0.2611 )

7 | 5216 [ & -0.36. |::0.3504.

8 . & «. -0,36: +0.3504

.9 prs e

10 ‘18

11 i

12 L

13 8

14 8

15 rEn

16 B

17 B

18 1

19 )

20 .

21

22

23

24 #

25 e I

26 . TS

27 - R .

28 a 2.66

Tabla 2.1: Déspliegue de datos para los cjemplos de la seccién 2.4.1 y la seccién 2.6.2
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2.5 Potencia de las pruebas para hipétesis simples

Resuniiremos ciertas propiedades de la potencia de las pruebas basadas en la FDE
para hipdtesis simples.

1. Las estadisticas basadas en la FDE son usualmente mds potentes que la es-
tadistica x2 de Pearson, esto se puede explicar porque para la estadistica de
Pearson los datos deben estar agrupados, resultando una pérdida de informa-
cién, especialmente para muestras pequenas. :

2. La estadistica basada en la FDE D es la mds conocida, pero es cominmente
menos potente que las estadisticas de la clase cuadrdtica W2 y A2,

3. Las estadisticas D+ y D~ son potentes en detectar si el Z—conjunto tiende o
no a estar cerca del cero o del uno, respectivamente; A2, W2, y D detectardn
cualquiera de estas dos alternativas, y U2 y V son potentes en detectar un
agrupamiento de los Z—valores en un cuantil, o una divisién en dos grupos
cerca del cero y el uno. En términos de las observacioncs originales X, las
estadfsticas D+, D—, A2, W2, y D detectardn un error en la media de F(x;8),
y U? y V detectaran un error en la varianza.

4. La estadistica A2 a menudo se comporta como W2, pero es mas potente para
prucbas cuando F(z;8) se aleja de la distribucidn verdadera en las colas, espe-
cialmmente cuando parece haber muchos X —valores lejos de como se especificé
F(z;6). En trabajos de bondad de agjuste, es a menudo importante detectar el
alejamiento en las colas, y la estadfstica recomendada es 42,

2.6 Aplicacion para hipdtesis compuestas

Recordemos que una hipétesis compuesta es en la cual la funcién de distribucién es
propuesta pero los pardmetros son desconocidos. Stephens hace una separacién de
los casos, dependiendo de los parimetros que se desconocen. Y la variacién es que
se usan estimadores de los pardmetros y se hace referencia a diferentes tablas para
encontrar la region de rechazo apropiada.

2.6.1 Prueba de Lilliefors (Distribucién Normal)

Empezaremos con el problema de bondad de ajuste para la distribucién normal con
media y/o varianza desconocidas.
La funcién de distribucién normal, denotada por n(u,o?) es:

1:-[:!2
flxip,0?) = %exp" Ia
T

Hyp : La muestra aleatorin X, ..., X, proviene de una n(z, a2), con uno o ambos
parimetros desconocidos :
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40 Tso Ts0 | o T30

Figura 2.2: Gréfica de S, (z) de los datos de la tabla 2.1 y sobrepuesta una funcién
normal acumulada

Este problema es muy importante, ya que la suposicién de una distribucién
normal con u y o? desconocidas es necesaria para muchas pruebas de estadistica
pardmetrica y procedimientos de estimacién. Lilliefors {27} mostré que usando los
puntos criticos para D, la estadistica Kolmmogorov-Smirnov, se obtenian resultados
extremadamente conservativos; por lo que usé una simulacién Monte Carlo para de-
sarrollar una tabla para la estadfstica Kolinogorov-Smirnov D que da valores criticos
mas precisos. Fy(z) es calculado como la funcidén de distribucién acumulada normal estdndar

$(z) en la cual:

(2.3)

donde fi = &

La estadfistica D se define como antes, D =.sup.|Sa(r) — Fo{z)]. Entonces la regién
apropiada de rechazo nos la da los valores que corresponden a la cola derecha de la tabla A5
que da la probabilidad exacta de la cola, calculada con simulaciones de Monte Carlo. Stephens
[51] propone una separacién de casos, segtin ¢l pardmetro desconocido, de la siguiente manera:

Caso 1 La varianza o? es conocida y u es desconocida y estimada por la media muestral 2.
Caso 2 La media u es conocida y la varianza o} es desconocida, estimada por

82 = n (X ;gf

1= 2=
Caso 3 p y o? son desconocidos, y son estimados por mdxima verosimilitud; ver ecuacién_
(2.3). Estc es el caso mids importante en las situaciones pricticas. :
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Los pasos a seguir son: -
"1, Calcular ui;, para i =1,...,n de

wy = (—(')7_i) i - (caso 1)
wi = (—(—‘-L—l—i)- . (caso 2)
N Ct k) '

S (caso 3)

2. Para hacer la substitucién 2y = F(X“).a) calcular z(;) = Q(w.) coni=1,...,n
donde ®(x) denota la probabilidad acumulada de una distribucién normal cstdndar
N(0,1) para el valor r, que se encuentra directamente en la tabla A.2 para valores
menores que cero y en la tabla A.3 para valores mayores que 0.

3. Calcular las estadisticas de acuerdo a las férmulas (2.2)

4. Para los casos 1 6 2, usar la tabla A.8. Para el caso 3, usar la tabla A.9 y calcular
las estadfsticas modificadas. Si el valor de la estadistica usada, o, en el caso 3, su
valor modificado, excede el cuantil apropiado al nivel a, Hy es rechazada con nivel de
significancia o

2.6.2 Ejemplo

Se tomaron los pesos (en kg) de 28 mujeres que ingresaron a un hospital, los resultados se
muestran en la tabla 2.1. Sea X la variable aleatoria que describe el peso de una mujer, se
desen probar cue los datos provienen de una poblacién normal, pero se desconocen g y ot
Obtenemos los valores observados de los esnmadores méximo-\erosfmlles, como se muestra
en las ecuaciones (2.3): .

R=57.24 5 =17484
Entonces queremos probar: RISt
Ho : Fx(z:8) =.n(z; 57.24, 56. 01) SNE

Los valores para los weiy ¥ Fx se muestran en la tabla 2. 1 ]0‘3 valores obtenidos para las
estadisticas calculadas segiin las formulas (2. 2) se muesm\n en lu sxgmente tabla:

Estadfstica D+ D~ .. D ow Vo W2 U? A?
T 0.11603 0.09133 0.11603 0.20736  0.06001 0.05033 0.37355

T* ¢c.sup 0.63144 - 0.63144  1:13973 0.06108 0.06039 0.38463

T* c. inf - - - - 0.06108 0.06039 0.38463

en el primer renglén, las modificaciones se calculan segiin la tabla A.9 y los resultados para
la cola superior se dan en el segundo renglén, para la cola inferior se mucestran en el iltimo
renglén. Comparando los resultados obtenidos con los cuantiles correspondicntes, también en
la tabla A.9; vemos que con a = .25 no podemos rechazar la hipétesis, ya que los valores de
las estadisticas modificadas son menores que los cuantiles dados; por lo tanto aceptamos que
los pesos de las mujeres se distribuyen normal con nedia y varianza desconocidos. Usando
la estadistica D = 0.11603 y la tabla A.5 llegamos a la mistna conclusion.
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2.6.3 Pruebas para la Distribucién Exponencial

La funcién de distribucién Exponencial, denotada por Erp(a, 8), es:
F(zia,8) = 1 —exp™ 7, T > a; A>0
entonces la hipétesis nula a probar es:

Hp : La muestra-aleatoria Xy, ..., X, proviene de una E:p(a.ﬂ). con uno o ambos
parémetros desconocidos ..

Como en la prueba de Lilliefors, analizaremos tres casos:

Caso 1 a (partixhetro de localizacién) es desconocida y 8 es conocida.. - .
Para este caso se usa una propiedad especial de la Distribucién Exponencial; sea

Xfiony =X — X i=2,...,n (2.4)

Entonces X' cs una variable aleatoria de Ezp(0,8) y ya que 3 es conocido, se tiene
una hipétesis simple y se puede aplicar la seccién 2.4 usando los n —~ 1 valores de X',
Alternativamente, a puede estimarse insesgadamente por & = (X)) — %); este os-
timador es derivado del estimador maximo verosfinil X'(y), y tiene una varianza que
disminuye hasta ;. Entonces Z;) se distribuye Erp(&,8) para i = 1,...,n y las
estadisticas calculadas conforme a (2.2) tendran distribuciones asintdticas a la de una
hipétesis simple, de tal forma que los cuantiles de la tabla A.6 podrdn ser usados para
muestras grandes. Sin embargo, en contraste con ¢l procedimiento anterior de prucba
(para hipdtesis simples), las modificaciones que se dan no se aplicardn; y ya que los
dos procedimicntos anteriores tienden a tener propiedades de potencia muy similares,
el primer procedimiento ¢s mas practico para muestras relativamente pequenas.

Caso 2 3 (pardimetro de escala) es desconocida y a es conocida.
Suponga que a = 0. El estimador mdximo verosimil de 3 esta dado por 8=
media muestral.
Los pasos para probar Hy son como sigue:

°
X, la

1)
1. Calcular 3y =1=~exp 3 ,i=1,...,n

2. Caleular las estadisticas de acucerdo a las férmulas (2.2)

Usar la tabla A.12 para modificar las estadisticas y encontrar los cuantiles, o
alternativamente obtener los p-niveles de la tabla A.13.

©

Si.a = ng. es distinta de 0, Ia substitucién X{ = Xy ~ a, i=1,..., n; puede hacerse ¥y
prolmrsv X para Erp(0,3), y se hace como se dcxcnlnd anteriormente.

Caso 3 a y 3 desconocidos. N - .
Pocas pruchas son propuestas parn probar u‘q)oncncmlldad en este cnso, probable-
mente porque el resultado de la ecuacién (2 4) puede usarse para reducxr Ia pruelm a
una prueba con a =0 . .
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2.6.4 Pruebas para la Distribucién de Valor Extremo:
La funcién de distribucién de Valor Extremo, es:

F(x) = exp [— exp_“ﬂ_l_ L ] ' —w<T<oo (2.5)
entonces la hipétesis nula a probar: : .

Hy : La muestra aleatoria X,, ..., X, proviene de una una dlstnbucuﬁn que sigue la
ecuacién (2.5), con uno o ambos pardmetros desconocidos

Analizaremos tres casos:

Caso 1  es conocida y o es desconocida,
a es estimada como en la ecuacién (2.7), reemplazando ﬂ por 3 que es conocida.

Caso 2 « es conociday G es desconocnda,
Como a es conocida; sea Y; = — a; entonces 3 se da resolviendo:

-
F=ZmYi-Tin Y expT
n

Caso 3 a y f desconocidos
Los estimadores maximo verosimiles de los pardmetros son:

. -X
S Xi T Xiexp o
B=3> - = (2.6)
- n -
i=1 oo exp]
La ecuacidn (2.6) se resuelve iterativamente, entonces ya puede resolverse (2.7).
- o5
&=-flog [Z =F @7
i=

Los pasos para probar Hp son:

1. Estimar los pardmetros desconocidos como arriba. :

2. Calcular 2(;) = F(x(jy), i = 1....,n, donde F(x) estd dada por'la ecuacién (2.5).
3. Calcular las estadisticas de acuerdo a las férmulas dadas en (2.2).
4.

Usar la tabla A.17 para modificar las estadisticas y encontrar los cuantlles. o nlterna-
tivamente obtener los p-niveles de la tabla A.18.
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2.6.5 Pruebas para la Distribucién Weibull
La funcién de dlsmbucnén Welbull es:

F‘(:r)—l—exp'('T‘) z>a, >0 m>1

donde:

a esel pardmetro de localizacién, es llamado el origen de la distribucién
B esel pardmetro de escala
m - es el pardmetro de forma

La hipétesis nula es:
: La muestra aleatoria X1, ...y Xy proviene de una una distribucién W(xz; a,f, m). con
uno o m4s pardmetros desconocidos
2.6.6- Prueba cuando « es conocida, reduccién a 2.6.4
Suponemos que a = 0, tal que Hp se convierte en:

Hoo: La muestra aleatoria X1, ..., X, proviene de una una distribucién W (z;0,8,m), con
unec o amhos parametros desconocidos

Esta distribucién es comiinmente llamada la distribucién Weibull de dos pardmetros. Si
a 5 0, pero tiene un valor ag, la transformacién X! = X; -~ag, i = 1,...,n, da un conjunto
X!, para el cual Hpn sera cierta cuando Hy es cierta para X; entonces Hyo es probada para
los X{. Considerando Hy, se distinguen tres casos: .

Caso 1 m es conocida y 8 es desconocida
Caso 2  es conocida y m desconocida
Caso 3 m y B son desconocidos

Para la prueba Hp,, las tablas que se usaron en la seccién 2.6.4 pueden ser usadas', Sea

Y = —logX enla distribugién W (z;0, 8, m) la distribucién para Y se convierte en:
Fly) =exp~p(-*3%) _ o cy<oo (2.8)
con @=L LYy ¢ =— log 3, esta distribucién es la distribucion de Valor Extremo de la seccidn

2.6.4, y una prucba de Hp, para X puede hacerse probando que Y tiene distribucién de
Valor Extremo, con # y ¢ uno o ambos desconocidos?.
El procedimiento de prueba es:

1. Hacer la transformacion ¥; = —log X, i=1,...,n
2. Ordenar Y; en forma ascendente.

'3. Probar que la muestra Y proviene de una distribucién de Valor Extremo (ver ecuacién
(2.6)) como se describid en la seccién 2.6.4

'Las tablas para casos bastante mds inusuales donde a es desconocida se pueden encontrar en
Lockhart y Stephens (28]
2Notar que hay correspondencia entre el caso i de esta seccién con el caso i de la seccidn 2.6.4
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2.6.7 Prueba para la Distribucién Gamma

La funcién de densidad es:

me1 .
fn = dl‘(m) I;“) exp™ (452, z>a >0, m>0
donde: ‘ ;

o es el parametro de localizacién, es Hamado ‘el origen de la dlstnbumén .
-3, es el pardmetro de escala
m’ " es ol pardmetro de forma

La hipétesis nula es:

Ho ; La muestra aleatoria XiyonnlX, w prov ne de una una dnstrlbucién
-Gamma G(r:ia0,8,m), con uno 0 més pardmetros desconocndos

es couocxda. cntonccs ln hxpétesls nula es:

Se analizara solamente cum\do a

Hoa : La muestra aleatoria X,
Gamma G(xr:ap. 3, m)

o X,. provn vxe dc \ma una dlstribucnén

Primero se hace una transformacién .\ = ‘\; = ao, i=1,...niyla lupétcsn Hg ahora
pasa a ser Hna probada para los X/, Conﬁldoraudo Ho, se dlsuug\urﬁn tres casos:

Observacién Todos las cstiummoncﬁ son por Maxima-Verosimilitud.
Caso 1 m es conocida, 8 o8 dcﬁconoculn Los pasos a seguir son los sxguieutes
1. Ordenar la muestra de formia ascendente, X1y <,.... < .\(,,,

2. Sea X la media muestral, entonces 3 = -;%;

3. Definir X x .

I(X:im,B) = m/o ™= exp ¥ bz (2.9)
Existen rutinas para computadora que calculan con precisién 1a expresién ante-
rior, que cs conocida como funcién gamma incompleta,

4. Calcular Zy) = l(.\’(.-);m.ﬁ), parai=1,...,n

5. Calcular las estadisticas FDE de prueba para Z; usando (2.2)

6. Modificar las estadisticas como sigue:

we uU- A.‘
m=1 W?(14+2l) py2(1+ 218) A2 (14 28)

1.8nW2-0.14 1.8nU2-0.14 2, 1 0.
mz2 “TBn-1 Tan—1" A% L (024 %)

estas modificaciones estan basadas en estudios Monte Carlo para n pequeiin, y
han sido diseiiados para ser tan comprensibles como sea posible, convergiendo
todos los valores de m y n, cuando los cuantiles son usados al nivel a se cree que
el verdadero nivel de significancia no diferird por mas de 0.5% para n > 5.
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2,8 Aplicacién para hipétesis compuestas

7. Las estadisticas modificadas estin referidas a los cuantiles de la cola superior
diudos en la tabla A.19 para el valor apropiado de m. Estos puntos son los puntus
asintéticos de varias distribuciones; fueron dados por Pettitt y Stephens [39)

Caso 2 g es conocida y m desconocida. Para este caso los pasos a seguir son:
1. Ordenar la muestra de forma ascendente, Xy <oven < Xquye
2, Estimar m resolviendo para it lu ecuacién para *ﬂ&ﬂ—\'—‘ = *(m)—log,3; donde
P(m) es la funcién digamma z& log I'(m) ) o ‘
. Caleular Zg;y = I(X(y; ™, 8) para i = 1,...,n [ se define en (2.9).
. Calcular las cstadisticas FDE de prueba para Z; usando (2.2)

. Rechazar Hp, si el valor de la estadistica usado es mayor que el valor en Ia tabla
A.20 para el nivel de significancia o deseado y la M apropiada.:

(=

[<

Caso 3 m y B son desconocidos. Los pasos a seguir son los siguientes: -

1. Estimar los pardmetros de la siguiente forma:
w
m resolviendo para i la ecuacién para '°“ X
d'(m) es la funcién digamma como arriba; y

= ;" 3;,—105; C(m).
2. Calcular Zg;y = I{(XN(;); i, B) parai = 1,...,n I se define en (2.9).
3. Calcular lus estadisticas FDE de prueba para Z;) usando (2.2)

—log X = w(m) - log m; donde

4. Rechazar Hop, si el valor de la estadistica usado es mayor que el valor en la tahla®
A.21 para el nivel de significancia a deseado y la M apropiada.

Para los Casos 2 y 3, cuando m es desconocida; la teorfa de la distribucion, cuando
m es estimado por Méxima-Verosimilitud u otro método eficicnte, dependera del verdadero
valor de 15 esto pasa porque m no es un parametro de localizacion o de escala. Sin embargo,
pueden hacerse pruebas aproximadas como se mencioné arriba.

Nota: Los casos en donde ex es desconocida son menos agradables; ademas, es dificil estimar
los pardmetros eficienteniente, pruebas para estos casos se dan en Lockhart y Stephens
[29]; los cuantiles de las tablas A.20 y A.21 son tomados del mismo, donde la teoria
asintdtica se desarrolla. Tablas para la estadistica Kolmogorov-Smirnov D, son dadas
por Schineider y Clickner [43], para el caso 3, se toma un estimador diferente para m.

3Los cuantiles en esta tabla permanecen notablemente estables cuando m cambia, especialinente
para U?, y deben esperarse resultados precisos cuando 1it es usada en lugar de m. Sélo cuantiles
asintéticos son dados, experiencias con W2, A? y U? sugicren que estas son buenas aproximaciones
a los cuantiles para n's pequeiias, alin para n's muy pequeiias
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2.6.8 Prueba para la Distribucién Logistica

La funcidn de distribucién Logistica, es:

—(z=a) y =1
F(ria,8) = {l +exp’*’ﬂ—l} H —o<r<x B0 (2.10)
entonces:

Ho : La muestra aaleatoria X, ..., X, proviene de una una Distribucién Logistica, con uno
o ambos pardmetros desconocidos

Como en las secciones anteriores, analizaremos tres casos:

Caso 1 a es desconocida, § es conocida. o es esnmada como en la ecuacién (2.11}),
reemplazando § por 3

Caso 2 a es conocida, 3 es desconocida y serd estimada como en la ecnacién (2.12),
reemplazando & por a

Caso 3 a y 3 desconocidos, y son estimados segin (2.11) y (2.12)

Los estimadores méximo verosimiles de los pardmetros son:

- -1
—2{1+expxn=,} =% (2.11)
i=1
13 (BE) s ex—p:-‘,—x = (212)
nia [ Lhexp o

Estas ecuaciones pueden ser resueltas iterativamente; valores apropiados para empezar
con a y A son ia media muestral X y la desviacion estindar muestral s.
Los pasos para probar Hp son:
. Estimar los pardmetros desconocidos. .
. Caleular ) = F(x(y).i=1,...,n, donde F(r) estd dado por (2.10).
. Calcular las estadisticas de acuerdo a las férmulas {2.2).

7 I A

. Para las estadisticas W2,U? y A2, hacer las modificaciones como se indica en 1a tabla
A.22; rechazar Hp si la estadistica excede el cuantil dado para el nivel de significancia
a dado. Para D*,D~, D y V, multiplicar por /7 y usar la tabla A.23, la tabla para
D*/n también puede usarse para D~ /n, rechazar Hg si la estadfstica excede el
cuantil dado para el nivel de significancia deseado a
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2.6.9 Prueba para la Dlstnbucxdn Cauchy

La funcuSn de densidad Cauchy esi
fziay ﬁ)

'y su funclén de dlstnbuc:én'es

‘ SIES ST
F(z, a, B) -2- +;r- tafl (2,13)
La hlpdtesns nula es:

Hy: La muestra alem.ona XivieesXn provnene "de una una Dlstrlbumén Cauchy, con uno o
ambos pardmetros desconocldos

Como en las secciones anteriores, analizaremos tres casos:
Caso 1 a. es desconocida, 8 es conocida.

Caso 2 a es conocida, 3 es desconacida.

Caso 3 « y 3 desconocidos.

Para las distribuciones anteriores, los pardmetros han sido estimados por Mdxima Ve-
rosimilitud; sin embargo, en la distribucién Cauchy la verosimilitud puede tener mdximos
locales, y esto dificulta encontrar los verdaderos maximos. Entonces encontramos estimadores
usando estadisticas de orden ponderadas.

Chernoft, Gastwirth, y Johns [7] dicron los estimadores para:

n
= ZCV\'“) con ¢y =

0
8= Zd.‘.\'(” con d; =

Estos estimadores son asintéti 1te eficientes y distribuciones asintéticas pueden ser -
encontradas para W2, U? y 42, : . S s
La prueba para Hy es:
1. Estimar los parametros desconocidos, como se describié arnbn

2. Calcular 2y = F(z(;), i = 1,...,n, donde F(z) estd dado por la ecuncnén (2. 13).~
reemplazando los pardmetros desconocidos con las estimaciones,

3. Calcular las estadisticas de acuerdo a las férmulas (2.2). (Se tienen las tablas. para A’
y W?), SR

4. Usar la tabla A.24 y la tabla A.25 pam hacer la prueba.

5. Rechazar Hp si el valor de la estadlstlca de prueba es mds grande que el cu
para n y el nivel de significancia descado a. :
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2.7 Potencia de las pruebas para hipétesis compuestas

En la seccién 2.5 se hicieron algunos comentarios sobre la potencia de diferentes estadfsticas
de'las FDE para hipétesis simples, donde esencialmente la prueba final es una prueba para
la uniformidad de los Z—valores dados por la Transformacién Integral de Probabilidad.
Diferentes estadfsticas fueron encontradas para detectar diferentes tipos de desviacién de la
uniformidad. Cuando parametros desconacidos son estimados de 1a misma muestra como se
hace para la prueba de bondad de ajuste, las diferencias en las potencias de las estadisticas
tienden a hacerse mas pequeiias. Parece que ajustando el pardmetro o pardmetros hace
posible el ajustar la distribucién en prueba a la muestra de tal manera que las estadisticas
pueden detectar una desviacién de la distribucién nula con rudeza con casi la misma efi-
ciencia; sin embargo, A? tiende a superar a los otros, probablemente porque es efectivo al
detectar desviaciones en las colas.

Algo de teoria asintStica estd disponible para examinar la potencia, al menos para es-
tadfsticas cuadrdticas. Durbin y Knott [12] mostraron un método por el cual los resultados
asintéticos de potencia podfan ser obtenidos, y lo aplicaron a pruebas para la distribucién
normal con media 0 y varianza 1, esto es, pruebas de hipdtesis simples, contra alternativas
normales con un cambio en la media o en la varianza. Stephens [51) extendié los resultados
a cambios en ambos la media y la varianza. La técnica se fundamenta en una particién de
las estadfsticas apropiadas en componentes, Durbin, Knott, y Taylor [13) mostraron como la
descomposicién en componentes podfa ser hecha también para la prueba de normalidad con
media y varianza desconocidas (Caso 3}, o para la prueba exponencial con pardmetro de
escala desconocido, y usaron su método para discutir la potencia asintética de las compo-
nentes. Stephens [53] siguié el método y lo aplicé a pruebas para las estadisticas 1W2,U? y A?
para estas situaciones. El resultado global cuando son hechas las pruebas de normalidad o
exponencialidad con pardmetros desconocidos, es que A? es ligeramente mejor que W? para
las alternativas discutidas, con [/? no muy atras de 1772,

La superioridad de A? ha sido también documentada por varios estudios de potencia
basados cn el muestreo de Monte Carlo. Algunos de estos, en comparaciones de pruebas
de uniformidad y normalidad, estdn dados por Stephens [52]. Estos estudios de potencias
también incluyeron las estadisticas D+, D=, Dy V.

La mds famosa estadistica, la I\olgomorov Smirnov D, tiende a ser débil en potencia. Las
estadisticas D+ y D™, por otro lado, a menudo tienen buena potencia pero cada una contra
s6lo ciertas clases de alternativas. Por ejemplo, en pruebas de exponencialidad D* parece
ser poderoso contra alternativas de razén de falla decreciente y D™~ es poderoso contra
alternativas de razén de falla creciente. En algunas aplicaciones la alternativa de interés
puede ser identificada claramente, y entonces sera posible identificar que estadistica usar.
Sin embargo, D* y D~ serin sesgados cuando son usados contra las alternativas equivocadas,
entonces estas estadisticas deben ser usadas con cuidado.

De los estudios de potencia para pruebas de normalidad y exponencialidad parece que A®
6 1?2 como segunda opcién, deberian ser recomendados como pruebas estadisticas generales
para las pruebas FDE con pardametros desconocidos, con buena potencia contra un amplio
rango de alternativas.

2.7.1 El efecto en la potencia al conocer ciertos pardmetros

De una comparacién de las tablas A.12 y A.14 de cuando la estimacion es muy cercana al
valor real, uno tiene una prucba mucho mds sensitiva usando las tablas para los pdrametros
desconocidos que usando las tablas para el caso de una hipétesis simple: en general, los
wvalores criticos para el rechazo son mucho mds pequenos cuando los pardmetros deben ser
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estimados. Pasaria bastante frecuentemente que el valor estimado de 8 estaria cercano al
valor real, y entonces el practicante quien desconoce 3 obtendré mayor potencia que si 8
fuera conocida.

Esto parece algo paraddjico, ya que usualmente en pruebas estadisticas uno supone que
mientras mas se conozca mejor. Sin embargo, las pruebas de bondad de ajuste estan planeadas
como pruebas para una forma de distribucién, y no como pruebas para valores de parametros,
el conocimiento de los pardmetros puede no ser importante al estimar la forma de la dis-
tribucién. Por ejemplo, puede ser que no ayude el saber, y usar, la media de la verdadera
distribucién, cuando ésta no es la que estd en prueba. Stephens [52] y Dyer {14] han notado
estos efectos en pruebas para la normalidad; siendo dados los cambios en media y varianza
la prueba del caso 3 al caso de hipdtesis simple, con una pérdida consecuente de potencia.
Por otra parte, Spinelli y Stephens [46] han mostrado que en pruebas para exponencialidad
es mejor usar el valor del origen, cuando este es conocido, que estimarla. Se necesita atin
mads trabajo acerca de qué informacién paramétrica es iitil y cudl no lo es.

2.7.2 Uso de Estadisticas Suficientes

Otros métodos interesantes han sido propuestos para tratar con pardmetros desconocidos.
Cuando estdn disponibles estadisticas suficientes para 6, Srinivasan [47] [48] ha sugerido
usar la estadistica Kolgomorov D calculada de una comparacxén de Sp(x) con la estimacién
F(x, 9) aplicando el tcorema de Rao-Blackwell a F(z, B) donde § es, digamos, el estimador
maximo verosimil de #. Las pruebas resultantes son asintdticamente equivalentes a las prue-
bas dadas en la seccidn previa usando F(r;8) por ella misma (Moore [31]) y se puede esperar
que tenga propiedades sinilares para n finito. E] método usualmente llevara a cdlculos com-
plicados, y ha sido desarrollado s6lo para pruebas de normalidad (Srinivasan [47]; veasé
también Kotz {23)) y para pruebas de exponenciatidad.

2.8 Pruebas FDE para distribuciones discretas

Las pruebas dadas en las secciones previas han sido desarrolladas para casos en los cuales
la distribucién F(z) probada es continua. Histéricamente, las pruebas basadas en las es-
tadisticas FDE fueron introducidas con este supuesto, y se dejé el campo de las pruebas de
distribuciones discretas a la estadistica \* de Pearson.

Sin embargo, una prucba FDE puede ser también trazada para datos discretos y puede ser
comparada con la distribucién acumulativa de la cual los datos supuestamente son sacados;
es entonces natural definir medidas de discrepancia andlogas a las estadisticas dadas para
distribuciones continuas.

Aqui examinaremos pruebas basadas en tales medidas. Una revisién general de las prue-
bas de bondad de ajuste para distribuciones discretas fue dada por Horn [20].

Los datos pueden parecer discretos porque la muestra proviene genuinamente de una
distribucién discreta como la Binomial o la Poisson, por ejemplo, en mediciones de con-
teos; o porque originalmente datos continnos fueron agrupados. Tales agrupamientos pueden
ocurrir porque a la unidad de medida le falta precisién, por ejemplo, cuando los dngulos son
redondeados a los 5 grados mds cercanos, o el peso es redondeado al gramo méds cercano; ¢sto
ocurre en los datos de la tabla 2.1, los tres pesos de las mujeres que son registrados como
47.63kg. obviamente no son exactamente iguales, pero cada uno puede estar entre 47.625 y
47.635kg.

Con grandes cantidades de datos, los agrupamientos pueden también hacerse para fa-
cilitar el desplicgue o ¢l manejo de los mismos; y los valores originales, y por tanto alguna
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informacién, pueden perderse antes de que se haga una prueba de bondad de ajuste, Por
supuesto, en la prictica todos los datos continuos estin sujetos a los limites de mediciones
exactas, pero el grupo de interés puede ser tan fino como para tener efectos despreciables,

2.8.1 La FDE para datos discretos: Hip6tesis simples

Supongamos que para datos discretos los posibles resultados son divididos en & celdas y la
hipétesis nula es

Hp: P(una observacién € en la celda i) = p;, i=1,...,k

Las p;'s se supone que estan dadas, de tal forma que Hp cstd completamente especificada,
y la situacién es una hipétesis simple para distribuciones discretas. Las fronteras de las celdas
pueden estar determinadas por los valores actuales tomados por una variable aleatoria X,
especialmente si hay exactamente k de éstas, o algunos valores pueden ser agrupados, como
en la cola de una distribucién Poisson, para dar & celdas en total. Supongamaos que se toman
1 observaciones independientes, y sea O; el niimero observado y E; el nimero esperado
(Ei = np;), en la i—ésima celda. La estadistica S se define:

J
S =mazxcjck {Z(Oi - Ei)}

i=1

Para grupos de datos continuos, sean las fronteras de las celdas, en orden ascendente,
€0,C1,--.,Cx: 18 celda i contiene valores X tales quec;~y € 7 < ¢;. St O; y E; son los valores
observado y esperado respectivamente en la celda i/, la estadistica S puede definirse como
arriba. También, una FDE pucde ser definida como

Fulej) = Ziz1 O

n
Fo(x) = Fa(cy) C; ST < Cjpi

Ji=L..ok

Fu(zx) es el histograma acumulativo de los datos. La funéién de distribucién de grupo F, (:x:)
puede ser definida de la misma manera, reemplazando 0; por E‘. Entonces 1a estadistica S
es igual a S ; O .

S=n sup,lr,.(;-) -‘.F,(z)|
y hay un paralelismo obvio con la esmdfﬁtlca kolmogorov-Smlrnov nD. Simila.rmente. una
estadfistica paralela a V2 seria .. . :

kofio v T2
=n"2{§ (Ot—Ei)} -
= L=t

y es posible construir otras estadisticas paralelas para distribuciones continuas.

El valor de la estad{stica S depende del ordenamiento de las celdas de tal manera que un
ordenamiento diferente producira un valor diferente para los mismos datos. Es por esto que
se recomienda que S sea usado cuando hay un ordenamiento natural de categorfas. Varios
autores han discutido la estadistica S o las estadisticas ST y S~ definidas por
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St = ma.‘t‘lsjsk {Z(O.‘ - E,)} 2
3 P=10 S
S = marigi<k {Z(E. - O()}
i=1
que son andlogas a nD* y nD™, y nos confinamos a pruebas para datos discretos basadas
en estas tres estadfsticas.

Pettitt y Stephens {38] han dado probabilidades exactas para la distribucién de § para
celdas de igual probabilidad. Ellos también mostraron como las tablas pueden ser usadas
como buenas aproximaciones para las distribuciones de probabilidad de S para probabilidades
desigunales por celda, y también para deducir probabilidades aproximadas para S* o S~ (ver
también Conover [9]. La tabla A.26 es tomada de la Tabla 1 de Pettitt y Stephens [38}). La
tabla da valores de P(S > m), para valores de m que da probabilidades cercanas a valores
usuales de niveles de prueba. Por tanto una prueba de Hj se realiza como sigue:

1. Registrar el niimero de observaciones O; y el niimero esperado E;, parai =1,....,k.

2. Calcular 5
=3 (0~ E)  F=1....k

i=1

3. Definir
St = ma.tjrj
§° = mar; — {Ty}
S = mazTy|

Sea m el valor de la estadfstica usada.

4. Usar la tabla A.26 para encontrar los p—niveles, esto es p(S = m). Los p—niveles para
St o 8, esto es p(St > m) o p(S~ > m) son aproximadamente '5p(S >m)

5. Si el p—~nivel para la estadistica usada es menor que el nivel de prueba a, se rechaza
Hao al nivel de significancia a.

La estagdistica S da una prueba de dos colas y las estadisticas S* y S§~ dan pruebas de
una cola.

2.8.2 Ejemplo

Los datos de la tabla siguiente, usada por Pettitt y Stephens [38], son tomados de Siegel [45).

A diez personas se le ensefié 5 fotografias personales, variando en tono (grados 1-5), y le
fue pedido que escogiera la fotografia que m4ds le gustara. La hipétesis en prueba fue que no
habfa alguna preferencia por algtin tono, esto es que cada tono tenfa la misma posibilidad de
ser clegido. Los valores de T estdn dados en la tabla anterior. Los valores de S* Y S~ son
respectivamente 0 v 5, y el valor de S es 5. De la tabla A.26 para n=10, k=5, tenemos que
P(S 2 5) = 0.00477, asi que S es altamente significativa, con un p—nivel menor que .005, y
Hy serfa rechazado. La estadistica de Pearson:
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Tono j de  Tono os('o;,ulo Nimero espelado . T_., =YI1_{0: - E;}
foto escogida  de grado j O; L .

1 0 2
2 1 3
3 0 5
4 5 2
5 4. 0

ot R0 = B _
: %

usando la aproximacién usual \3, P(X2 > 11) = 0.024, mientras que por numeracién exacta
la probabilidad es 0.04. La estadistica § por tanto da un valor mucho més extremo que el
que da X2, y parece ser mids sensitiva en este ejeniplo. Pettitt y Stephens han investigado la
potencia de S, especialmente contra alternativas que representan una tendencia en probabi-
lidades de celdas & medida que el indice § aumenta, y parcce que para tales alternativas, S
serd a menudo mas potente que X2,

Hay que notar que las tablas para la hipétesis simple para nD no deberian ser usadas
para S, a pesar del paralelismo entre las dos estadisticas. Noether {36] sugiere que el uso de
las tablas nD da una prucha conservativa; Pettitt y Stephens han dado varjos ejemplos para
mostrar que esto es cierto, con el verdadero a — valor muy diferente del valor supuesto.

La prueba S ha sido dada arriba para hipétesis simples donde la hipdtesis nula esta
completamente especificada. El aniilogo de S no esta disponible para los variados casos donde
las probabilidades para cada celda deben ser estimadas, por ejemplo, en una prucha para
una distribucién Poisson o binomial, donde un pardmetro desconocido debe ser estithado de
los datos.

Wood y Altavela [57] han discutido propiedades asintéticas de las estadisticas Kol-
mogorov Smirnov D*, D~ y D cuando es usada con distribuciones discretas, y han mostrado
como los cuantiles asintéticos pueden ser simulados.

11,
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Capitulo 3

La estadistica
Kolmogorov-Smirnov D

3.1 Importancia de la estadistica D

La estadistica D es la mis conocida de las estadisticas basadas en la FDE; aquf mencionare-
mos dos aplicaciones ttiles, aunque en la seccién 2.7 se recomienda el uso de la estadistica A2
por su potencia; y haremos una comparacién entre las pruebas \2 y D como representante
de las pruebas basadas en la FDE.

3.1.1 Bandas de confianza

El procedimicento de bandas de confianza puede ser usado para disefiar una prueba de la
hipétesis Fr(xr}) = Fo(r) ya que Fp(r) yace completamente dentro de los limites Ly(r) y
Upn(r) si y s6lo si la hipétesis no puede ser rechazada al nivel de significancia a.

El uso de la estadistica D es encontrando bandas de confianza para F(x); de la tabla A.4
podemos encontrar el mimero de D, tal que p{(D > D,) = a, esto es equivalente a enunciar:

P(sup|Sn(z) = Fe(w)] < Da)
p(Sn(z) = Da < Fx(z) < Sn(x) + Do)

l-o

l1-a Yz

Sabetnos que 0 € Fr(z) < 1V, donde la desxgunldad en’este enunciado de probabllldad
admite ntimeros fucra de este rango. Entonces se deﬁneu

L(z) = mazx[Sy(z) — Da,0)
Un(z) = min[Sn(x) + Da, 1]

y llamamos a la regién entre L,,(::) yUn (1:) una banda de confianza para F, (x) con coeﬁciente
de confianza asociado 1 —

El procedimiento més snmple en la aplicacién es graﬁcar la S,. () observada y chb\uar
lineas paralelas a una distancia D, en cualquier direccién pero siempre dentro del cuadrado
de la unidad. Cuando n es mayor que 40, el valor D, pncde ser determinado de la distribucién
asintética.
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La estadistica Kolmogorov-Smirnov D

3.1.2 Tamaino de la muestra

Tenemos S, (r) es un estimador de Fy,(«) para cada . D nos hace capaces de determinar
el tamafio de muestra requerido para cnunciar justificadamente con una cierta probabilidad
1 — a de que el error en la estimacién nunca excede un valor fijo ¢; querenios encontrar el
valor minimo de n que satisfaga:

pD<ec) = 1~a
pD>c) = 1-pD<c)=a

entonces c es igual al valor de Do que se encuentra en la tabla A.4; esto significa que el valor
de n puede leerse directamente de la tabla A.4, como el tamafio de muestra correspondiente
a Do = c. St n es mayor que 40, conoceremos 7 con la precisién dada, usando la distribucién
asintética resolviendo ¢ = :%‘- para n, donde :‘7’= estd dado en el 1iltimo rengldén de la tabla
Ad.
Suponga que queremos tomar una muestra de tamafio n y usamos S,(x) como un esti-
mador de Fy (z) para cada x; queremos que €l error en la estimacién no sea mayor que .25
con probabilidad .98 ;Qué tan grande deberfa ser la muestra tomada?

e Observando bajo la culumna 1 — .98 = .02 en la tabla A.4 hasta que encontremos el
valor ¢ mas grande que es menor o igual a . 25, esta entrada el .247; el cual corresponde

an =236

Si queremos mds precisién en el estimador y por lo tanto un error méximo de .20 pero
manteniendo la probabilidad al .98; la tabla muestra que n > 40; el valor se encuentra
resolviendo ‘7",72 = .2 y llegamos a n = 57.76, el cual redondeamos para pedir una muestra

de 58 observaciones.

3.2 Comparacion entre las pruebas x?> y D

La prucha x? estd especialmente disehada para usarla con datos catégoricos, mientras que
la estadistica D es para variables aleatorias de poblaciones continuas. Sin embargo, cuando
los datos no son recolectados como categorias, estas dos pruebas de bondad de ajuste pueden
ser intercambiadas. Sélo una breve comparacién se hard a continuacién:

e La diferencia basica entre las dos pruebas es que la \? es sensitiva a la desviacién
vertical entre el histograma observado y el esperado, micntras que los procedimientos
usados por D estdn basados en las desviaciones verticales entre la funcién de distribu-
cién acurnulativa observada y la esperada. Sin embargo, ambos tipos de desviaciones
son ttiles para determinar bondad de ajuste y probablemente son igualmente informa-
tivas.

La diferencia obvia es que mientras la prueba \? requiere de datos agrupados la prueba
basada en la estadistica D no. Por eso cuando la distribucién propuesta es continua la
prueba D permite examinar la bondad de ajuste para cada una de las n observaciones,
el lugar de solo para k clases, donde & < n. En este sentido la prueba D hace un uso
mas completo de los datos disponibles.

La cstadistica \? es afectada por ¢l mimero de categorias y sus longitudes; las cuales
son elegidas por el experimentador.
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3.2 Comparacién entre las pruebas x2 y D

Una de las principales ventajas de la estadistica D es que la distribucién exacta de la
muestra D, es conocida y esta tabulada; mientras que la distribucidn de Ia estad{stica
X2 es s6lo aproximadamente 2 para cualquier n pequefia.

La estadistica D pucde aplicarse para cualquier tamafio de muestra, mientras que la
estadistica X? debe usarse sélo para muestras no tan pequeiias (y frecuencias espe-
radas mayores o iguales que 1.5, ver recomendaciones 1.3.1); cuando las celdas deben
combinarse, el valor de X? no es tinico, ya que el esquema de combinacién no es tinico.

La estadfstica D es mds flexible, adem4s permite calcular bandas de confianza y
tamaifio de muestra requerido.

En la mayorfa de los casos D es mds fdcil de aplicar.

Una ventaja de la prueba \? es que no presenta problemas para distribuciones dis-
cretas, mientras que las propiedades exactas de la distribucién D son violadas por
la falta de continuidad, este es un problema que puede ser eliminado, generalmente,
reemplazando igualdades por desigualdades en las probabilidades.

Quizds la principal ventaja de la prueba \? es que simplemente reemplazando los
pardmetros desconocidos por estimadores consistentes y reduciendo los grados de li-
bertad, la prueba puede desarrollarse de la manera usual. Si tenemos una hipétesis
compuesta la distribucién de la estadfstica D tiene una distribucién diferente a D. La
prueba resulta conservativa cuando usamos los cuantiles para D; de lo anterior surgen
nuevas tablas (por ejemplo la tabla A.5).

Relativo al desempeiio, la funcidén potencia de las dos estadfsticas depende de diferentes
cantidades. Si Fp(z) es la funcién propuesta y Fx(r) la verdadera distribucidn, la
potencia de la estadfstica D depende de:

supz|Fx () —~ Fo(x)|

mientras que la potencia de la x* depende de:

zk: {[Fx(@i+1) — Fx(ai)] = [Fo(air1) — Folai}}?
i=0 [Fo(ai-H) - Fo(a‘)]

donde a; son los limites de las categorias.

Muchos estudios de la comparacién de la potencia han sido reportados a través de
los afios, Kac, Kiefer y Wolfowitz (1955) mostraron que D es asintéticamente més
potente que la prueba \? cuando se prueba una distribucién normal completamente
especificadas. Ademds, cuando el tamaiio de la muestra es pequefio, D da una prueba
exacta, mientras que la x? no.

La potencia de la prueba \? puede probarse agrupando habilmente en algunas situa-
ciones, El mimero de categorias puede ser escogido de tal forma que la potencia es
maximizada en la vecindad donde la potencia es igual a .5. En particular Cochran [8)
y otros mostraron que escogiendo intervalos de frecuencia esperadas iguales para todas
las clases provee de un buen procedimiento y ademads simplifica los cdlculos (ver figura
3.1), donde:

m= [ 00

Gi=13
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Po ps pind)::. Pen v . P;“‘,!'

L]
] [REN
1
] L]
H H
a, <@, . @, a, Aen Any gy By

: '.Figura 3.1: Encontrando los limites de las categopiﬁs

intervalo o categoria | (agi-1),ai).
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3.3 Otras estadisticas basadas en la FDE
3.3.1 Hipétesis simples

Muchas otras estadisticas han sido propuestas para medir la discrepancia entre Sp(r) y
F(X;8); éstas estan cercanamente relacionadas a las siete estadfsticas discutidas anterior-
mente y tienen propiedades similares.

1. Anderson y Darling (1] sugirieron usar una especie de D—ponderada, que se obtiene
incorporando una funcién de peso a la definicién de D, algo parecido a lo que se hace
con A2, Los cuantiles asintéticos han sido dados por Doksum, Fenstad y Aaberge (10]
y tablas para n pequeiias son dadas por Niederhausen [35).

2. Suponga 8; = F~! (£) y sea b, = & — Sa(s:), donde Sn(r) es la FDE de la muestra
v original x; Ricdwyl [40] sugiri6 la estadistica de prueba 2:‘;‘ |bil. Sobre el Z—diagrama
g esta estadistica estd basada en la discrepancia entre S;,(z) y F(2) a intervalos iguales
a lo largo del cje = entre 0 y 1; la estadistica tiene una distribucidn discreta.

3. Sea d; = maxi{lz(;) — £t |2y — £1} 1a estadistica Kolmogorov-Smirnov D es entonces
¢l max &;. Finkelstcin y Schafer [15] propusieron la estadistica T = 3~, 6;: y dicron una
tabla de cuantiles para n hasta 30.

4. Hegazy y Green {19) y Green y Hegazy [18] discuticron varias estadisticas calcu-
ladas de ligeras modificaciones de las formulas 2.2, Berk y Jones (3] dieron otras
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3.3 Otras estadfsticas basadas en la FDE

estadisticas basadas en Sn(r) y estadisticas similares a las estadisticas Kolmogorov-
Smirnov. Hegazy y Green [19] han demostrado que sus estadisticas modificadas pneden
incrementar la potencia contra ciertas alternativas, y Berk y Jones mostraron cicertas
propiedades Sptimas en el sentido de la cficiencia Bahadur para sus estadfsticas.
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Conclusiones

Después de conocer los procedimientos de bondad ajuste basados en la x2 y la Funcién de
Distribucién Empirica podemos recomendar las pruebas basadas en la Funcién de Distribu-
cién Empfrica; ya que, como vimos anteriormente, su potencia es mayor porque hace un
uso mejor de los datos muestrales, ademds de que la distribucién de estas estadisticas es
conocida; mientras que con la prueba x? sélo se tiene una distribucién asintética.

Aunque la estad(stica D Kolmogorov-Smirnov no resulta ser la mas potente, es la mds
conocida y el acceso a la tabla de cuantiles podria facilitar el desarrollo de la prueba. En este
sentido, la tabla de la distribucién x? puede encontrarse en cualquier libro de estadistica y
el desarrollo de la prueba es muy sencillo; por lo que podrfa ser una buena primera prueba
de bondad de ajuste para un caso en que no se tengan las tablas necesarias.

Este trabajo es introductorio a las pruebas de bondad de ajuste y una fuente de referencias
interesantes para trabajos posteriores, y temas mas especificos.

Hay que notar que parte importante de las pruebas es proponer la hipétesis, en este
caso, la forma de la distribucién; y para esto es necesario tener un conocimiento de las
distribuciones para reconocer cudles nos pueden ser iitiles al tratar de modelar la poblacién

de interés.
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Tablas

Tabla A.1 Distribucién x?
Cada entrada de la tabla es el valor de una variable aleatoria con v grados de libertad
tal que la probabilidad de la cola derecha es ¢l valor dado en el renglén superior.

. Probabilidad de la cola derecha
095 090 050 025 010 005 0.01 0.005 0.001

‘v
1..0.004 0.016 045 132 271 3.84 663 7.88 1082
2 :.010. 021 1.39 277 4.61 599 9.21 10.60 13.82
3. 035 058 237 411 625 7.81 11.34 12.84 16.26
4 .071 1.06 336 539 7.78 949 13.28 14.86 1847
5 1.15 1.61 435 6.63 924 11.07 15.09 16.75 20.52
6 164 220 535 7.84 1064 1259 1681 18.55 2246
7,217 283 635 9.04 1202 1407 1848 20.28 24.32
8 272 349 734 1022 1236 1551 2009 21.96 29.12
9 333 417 8.34 1139 1468 1692 21.67 23.59 27.88
100 3.94 487 934 1255 1599 1831 23.21 2519 29.59
11 4.57 558 1034 13.70 17.28 19.68 24.72 26.76 31.26
12 523 630 11.34 14.85 18.56 21.03 26.22 28.30 3291
13° 589 704 1234 1598 19.81 2236 27.69 29.82 3453
14 657 779 1334 17.12 21.06 2368 29.14 31.32 39.12
15 726 855 14.34 18.25 22.31 25.00 30.58 32.80 37.70
16796 931 1534 1937 23.54 2630 32.00 34.27 39.25
17 8.67 1009 16.34 2049 24.77 27.539 33.41 35.72 40.79
18 939 10.86 17.34 21.60 2599 28.87 34.81 37.16 42.31
19 1012 11.65 18.34 2272 27.20 30.14 36.19 38.58 43.82
20 1085 1244 19.34 23.83 2841 31.41 37.57 40.00. 45.32

21 11.59 13.24 20.34 2493 2962 3267 3893 41.40 46.80

22 1234 14.04 21.34 26.04 30.81 33.92 40.29 42.80 48.27

23 13.09 1485 2234 27.14 32.01 35.17 41.64 44.18 42.73

24 13.85 15.66 23.34 28.24 33.20 36.42 4298 45.56 O51.18

25 14.61 1647 24.34 29.34 34.38 37.65 4431 46.93 52.62

26 1538 1729 2534 3043 3566 38.89 4564 48.29 54.05

27 16.15 18.11 26.34 31.53 36.74 40.11 46.96 49.64 5548

28 16.93 1894 2734 3262 3792 4134 48.28 50.99 56.89

29 17.71 19.77 28.34 33.71 39.09 4256 49.59 52.34 58.30

30 1849 20.60 29.34 34.80 40.26 43.77 50.89 53.67 59.70

Tabla A.1: Distribucién ¢?

Para v > 31, la probabilidad de la cola derecha o izquierda para Q una variable y? puede
ser encontrada de la Tabla A.2 con Z donde Z = /2@ - /2v— 1. Fuente: Tomada de
Gibbons (17]; adap. tabla 8 de Pearson, E.S. y O. Hartley, eds. (1954), Biometrika Tables
for Statisticians, Vol. 1, Cambridge University Press, con permiso de Biometrika Trustees.
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Tabla A.2 Distribucién Normal ®(z), probabilidad de Ia cola derecha

Cada entrada e la tabla es la probabilidad acumulada P de la cola derecha del valar de = a més infinito,
y también de la cola izquierda de menos infinito a -z, VP < .50. Leer abajo de la primera columna el primer
valor decintal de :, y sobre el primer rengién el o valor decimal; la i i6n es P,

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000 .4960 .4920 4880 .4840 4801 .4761 .4721 .4681 .4641
0.1 4602 .4562 4522 4483 .4443 4404 4364 .4325 4286 .4247
0.2 4207 4168 4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 .3897 .3859
0.3 .3821 .3783 3745 .3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483
0.4 .3446 .3409 .3372 .3336 .3300 3264 .3228 .3192 .3156 .3121
0.5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 .2877 .2843 .2810 .2776
0.6 .2743 .2709 .2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 .2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148

0.8 .2119 .2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1867
09 .1841 .1814 ..1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 .1357 .1335 .1314 .1292 .1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985
1.3° .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
14 .0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681
1.5 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
16 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 .0139 ..0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .00G4
2,5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 - .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2,7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019

2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014

3.0 .0013 .0013 .0013 .0012 .0012 .0011 .0011 .0O11 .0010 .0O10
3.1 .0010 .0009 .0009 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007 .0007
3.2 .0007 .0007 .0006 .0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005
3.3 .0005 .0005 .0005 .0004 .0004 0004 .0004 .0004 .0004 .0003
3.4 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002
3.5 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002

Tabla A.2: Distribucién Normal estandarizada, probabhilidad de las colas

Fucnte: Tomada de Gibbons {17], Adap. tab. 1 de Pearson y Hartley, eds. (1954), Biometrika Tables for
Statisticians, Vol. 1, Cambridge University Press, Cambridge-England, con permiso de Biometrika Trustees.

55



Tablas

Tabla A.3 Distribucién Normal ®(z), probabilidad acumulada hasta z
Cada entrada de la tabla es la probabilidad acumulada P de —oc0c a2, V P > .50
Leer abajo de la primera columna el primer valor decimal de =, y sobre el primer renglén
segundo valor decimal; la interseccién es P.

z - .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 5279 .3519 .5359
0.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
03 .6179 6217 6255 .6293 .6331 G368 .6406 .6443 .6480 .6517
04 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .G736 .G772 .6808 .6844 .6879
0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .T190 .7229
06 7257 .7291 .7324 .7357 .7389 7422 7454 7486 .7517 .7549
0.7 .7580 .7611 .Vv642 .7673 .7704 7734 7764 7794 .7823 .7852
0.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 8159 8186 .8212 .8238 .82G4 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389

1.0 .8413 8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 8577 .8599 .8621
1.1 .8643 8665 .8686 .8708 .8720 .8749 .8770 .8700 .8810 .8830
1.2 .8849 .88G9 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 9049 9066 .9082 .9099 9115 .9131 9147 .9162 9177
1.4 9192 9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319
1.5 .9332 9345 .9357 .9370 .9382 .9391 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 .9515 9525 .9535 9545
L7 9554 9564 9573 .0582 .9591 9599 .9608 9616 .9625 .9G33
1.8 9641 9649 .0656 .9664 9671 9678 .9G86 .9G693 .9G99 9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 977 9783 9788 .9793 9798 .9803 .9808 .9812 9817

2.1 .9821 9826 9830 .9834 9838 9842 9846 9850 9854 .9857
2.2 .9861 .98G4 .90868 9871 9875 9878 9881 .0884 .9887 .9890
2.3 .9893 9896 .0898 .9901 .9904 9906 .9909 .9911 9913 .9916
24 .9918 .9920 .9922 9925 9927 9920 9931 9932 .9934 .9936
25 .9938 .9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 .9951 9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .0957 .9959 9960 .9961 .9962 .9963 .9964
27 9965 .9966 9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 9974
2.8 9974 9975 .9976 9977 .0977 9978 9979 9979 .9980 .9981
29 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .998{4 9985 .9985 .0986 .9986

3.0 .9987 .0987 .9987 .9988 9988 .0989 .9989 .9989 .9990 .9990
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 9992 .9992 9992 .9993 .9993
3.2 9993 .9993 .0994 .9994 .9994 .9994 9994 .9995 .9995 .9995
3.3 9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .0996 .9996 .9997
3.4 0097 .9997 9997 9997 9997 .9997 .9997 9997 .9997 .9998

Tabla A.3: Distribucién Normal estandarizada, probabilidad acomulada

Fuente: Tomada de Mood [30]
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Tabla-A.4 Estadistica D Kohnogdfoir-éhirhbv P
Cada éntrada de la tabla es el valor de la csiadfstica Kolmogorov-Smirnov D para una

muestra de tamaio n tal que la probabilidad de la cola derecha es el valor dado en ¢l rmu,lon
superior.

n .200 .100 .050 .020 .010 n .200 .100 .050 .020 .010
1 .900 950 .975 .990 .995 21 .226 .259 .287 .321 .344
2 .84 .776 .842 .900 .929 22 .221 .253 .281 .314 .337
3 .65 .636 .780 .785 .829 23 .216 .247 .275 .307 .330
4
5

493 .565 .624 .689 .734 24 212 .242 .269 .301 .323
447 509 .563 .627 .669 25 .208 .238 .264 .295 .317

6 410 .468 .519 577 .617 26 .204 .233 .259 .200 .311
7 .381 .436 483 .538 .576 27 .200 .229 .254 .284 .305
8 .358 410 .454 .507 .542 28 .197 .225 .250 .279 . .300
9 .339 .387 .430 .480 .513 29 .193 .221 .246 .275 .295
10 .323 .369 .409 457 .489 30 .190 .218 .242 .270 " .290

11 .308 .352 .391 .437 .468 31 .187 .24 .285
12,296 .338 376 419 .449 32 .184 .211 .281
13 -.285  .325 .361 .404 .432 33 .182 .208 277
14 ..275° .314 .349 .390 418 34 .179 .205 273

269

15266 .304 .338 .377 .404 35 177 .202

16 .258. .295 .327 .366 .392 36 .147 .199 .221 ..247 .265
17 . .250° .286 .318 .355 .381 37 172 .106: .218.  .244 262
18 -.244  .279 .309 .346 .371 38 .170  -.104: .215°.241 .258
19 .237 ° .271 .301 .337 .361 39 .168 ..101.:.2137 .238 .255
20 .232 .265 .294 .329 .352 40 .165' .189 2210 - .235 .252

Para n > 40, los valores critico de la cola derecha estan basados en la distribucién
asintética y pueden ser calculados como sigue::

. 200 .100 050 .020 010
107yR  122ym  L36/m L52yE - 1.63/m

Fuente: Tomada de Gibbons i 7]

Adaptada de L. H. Millcr (1956) Tabla de cuantiles para la estadfstica Kolmogorov-Smirnov,
Journal of the American Statistical Asociation, 51,111-121, con permiso

Tabla A.4: Estadistica D Kolmogorov-Smirnov
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Tabla A.5 Valores cffticos para la pruebé de Lilliefors

Las entradas para una muestra de tamaio 1 son los valores criticos de una prueba
Lilliefors con’ la probabilidad de cola derecha que se da en el renglén superior.

FRSRRAT Probabilidad de la cola derecha
n . .20 15 .10 05 .01 .001

4 303 321 .346 .376 .413 .433
5 289 .303 .319 .343 .397 .439
6 269 281 .297 .323 .371 .424
7 252 .264 .280 .304 .351 .402
8 239 .250 .265 .288 .333 .384
9 227 .238 .262 .274 317 .365
10 217 228 .241 .262 .304 .352
11 208 .218 .231 .251 .291 .338
12 200 .210 .222 .242 .281 .325
13 193 202 215 .234 .271 .314
14 187 .196 .208 .226 .262 .305
15 .181 190 .201 .219 .254 .296
16 176 184 195 .213 .247 .287
17 171 179 190 207 240 .279
18 .167 175 .185 .202 .234 .273
19 163 .170 .181 .197 .228 .266
20 .159 166 .176 .192 .233 .260
25 .143  .150 .159 .173 .201 .236
30 131,138 .146 .159 .185 .217

n> 30 0.74 0.77 0.82 0.89 1.04 1.22

VR m VA VR VR Ve

Fuente: Tomada de Gibbons [17]
Adaptada de Gerard E. Dallal, y Leland Wilkinson (1986),
An analytical approximation to the distribution of Lilliefors’s test statistic.
The American Statistician, 40, 294-296, con permiso.

Este articulo usa muchos mas ejemplos para probar la precisién de los
resultados originales simulados en H. W. Lilliefors (1967), sobre la prueba
Kolmogorov-Smirnov para la prueba de normalidad con media y varianza
desconocida, Journal of the American Statistical Association. 62, 399-402.

Tabla A.5: Valores criticos para la prucba de Lilliefors
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Tabla A.6 Modificaciones y cuantiles para las Estadisticas basadas en la FDE para una hipétesis simple

Nivel de significancia de « o
T Forma modificada de T* 25 15 .00 .05 025 .01 005 .001
. Cuantiles de la cola superior .
D) DHa+0.12+0.11/yn) 0.828 0973 1.073 1224 1358 1.518 1.628 1.859 .
D D(vn+0.12+40.11//n) 1019 1.138 1224 1.358 1480 1.628 1.731 1.950
v V{yn+0.155+ 0.24/\/n) 1420 1537 1620 1.747 1862 2.001 2.098 2303
T W (W2 = 04/n+06/n2)(L0+10/n) 0209 0284 0347 0461 0581 0.743 0869 1167
v (U? - 0.1/n+0.1/n2)(1.0 + 0.8/n) 0105 0.131 0.152 0.187 0222 0.268 0.304 0.385
AT Va5 1248 1610 1933 2492 3070 3.880 4.500 6.000
Cuantiles de la cola inferior
D D(y/n+0.275 - 0.04//n) - 0610 0571 0520 0481 0441 - -
v V{yn+041-0.26//r) - 0976 0928 0861 0810 0.755 - -
w?  (W2-0.03/n)(L.0+0.05/n) - 0054 0046 0037 0030 0025 - -
u? (U? - 0.02/n)(1.0+0.35/n) - 0038 0033 0028 0024 002 - -
A Yn25 - 0399 0346 0283 0240 0200 - -

Fuente: (Tomada de [49]) Adaptada de Stephens [50], con permiso de The Royal Statistical Society.
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Tabla A.7 Niveles de Significancia

\-A""(hipét.csis simples).

q=p(A% < 2)

z q K q z q .- Z q
025 .0000 750 .4B15  2.150 .023 3.5650 0855
050 .0000 800 .5190  2.200 .9285  3.600 ,9863
.075  .0000 850 .5537  2.250 .9328  3.650 .0870
.100  .0000 000 .5858  2.300 .0368  3.700 .9878
125 .0003 050 .6154  2.350 .9405 3.750 .0884
.150 .0014 1.000 .6427  2.400 .9441 3.800 .9891
175 .0042 1.050 .G680  2.450 .9474 3.850 .9897
.200 .0096 1.100 .6912  2.500 .9504 3.900 .9902
225 0180 1.150 .7127  2.550 .9534  3.950 .9908
250 0296 1.200 .7324 2.600 .9561 4.000 9913
275 .0443 1.250 .7503  2.650 .9586  4.050 .9917
.300  .0618 1.300 .7677 2700 .9610  4.100 .9922
325 .0817 1.350 .7833 2750 .9633  4.150 .9926
.350 .1036 1.400 .7973  2.800 .9654  4.200 9930
375 .1269 1.450 8111 2.850 .9274  4.250 .9934
400 .1513 1.500 .8235  2.900 .9692  4.300 .9938
425 .1764 1.550 .8350 2.950 .9710  4.350 .9941
450 .2019 1.600 .8457  3.000 .9726 4.400 .9944
475 .2276 1.650 .8556 3.050 .9742  4.500 .9950
500 .2532 1.700 .8648 3.100 .9756  4.600 9955
525 .2786 1.750 .8734 3150 .9770  4.700 .9960
550 .3036 1.800 .8814  3.200 .9783  4.800 .9964
575 .3281 1.850 .8888  3.250 .9795  4.900 .9968
.600 .3520 1.000 .8957  3.300 .9807  5.000 .9971
.625 .3753 1.950 .9021 3.350 .9818  5.500 .9983
650 .3930  2.000 .9082 3.400 .9828  6.000 .9990
675 .4109  2.050 .9138 3.450 .9837  7.000 .9997
700 .4412 2,100 .9190 3.500 .9846  8.000 .9999

The Institute of Mathematical Statistics.

Tabla A.7: Niveles de significancia para A?

Tomada de [49}]
Adaptada de Lewis [26], con permiso de el autor y de
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Tabla A.8 Cuantiles para la prueba N(;z, a?), uéao? desconoctdas

Cuantiles asintéticos de la cola superior
- ‘Nivel de significancia a

Estadistica RS B
025 .01 . .005 - .

107,06

w2
Caso 1 !
Caso2 019

0.270° 0.3

- o,’i97

0 238

[ 70
Caso 1 ‘{
Caso 2

42
Casqvly
Caso 2;-

Adaptada de. Stephens [52] [

Tabla A. 8 Cuzmtlles pu.ra Normahdad con ;t 6 2 aesconocxdas :
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Tabla A.9 Modificaciones y cuantiles para la Prueba de Normalidad con ¢ y o2 desconocidas (caso 3)

Estadistica Nivel de significancia de

T  Forma modificada de T* S0 25 15 00 05 025 01 005
Cuantiles de ia cola superior

D D(/R-0.01+0.85//n) - - 0775 0819 0895 0995 1035 -

V  V{/n+005+082//n) - - 1320 1386 1489 1585 1.693 -

W2 W2(1.0+05/n) 0051 0074 0.091 0104 0126 0148 0.179 0201

U2 U1.0+05/n) 0.048 0070 0085 0096 0117 0136 0164 0.183

A A%(1.04075/n42.25/n2) 0.341 0470 0561 0631 0752 0873 1035 1150
Cuantiles de la cola inferior

W? W1.0+05/n) 0051 0036 0020 0026 0022 0019 0017 -

U?  U¥1.0+05/n) 0.048 0033 0.027 0025 0021 0018 0016 -

A7 A(10+0.75/n+2.25/n%) 0.341 0.249 0119 -

0.226 0.188 0.160 0.139

Tomada de {49]; Adaptada, con adiciones, de la Tabla 54 de Pearson y Hartley (1972) y de
Stephens [52], con permiso de Biometrika Trustees y de The American Statistical Association.
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Tabla A.10 Constantes para calcular el nivel de significancia del valor A .

en una prueba para normalidad con pardmetros desconocidos (caso 3)

R G Cuantiles
L g by AsintGticos @eo

05 -.512-::2,10 .1674
22100 L0 -.5620.0.1.25 1938
15 ~.608 :: 1,07 .2147
20 ¢ 2,643 0 .93 .2333
.25 -.707 103 .2509
.30 -.735 1.02 .2681
.35 =772 1.04 .2853
40 -.770 .90 .3030
45 -.778 .80 .3213
.50 ~.779 67 .3405
85 -.803 .70 .3612
.60 -.818 .58 3836
.65 -.818 42 .4085
.70 -.801 12 .4367
75 -.800 -.09 4695
.80 -.756 -39 .5091
.85 -.749 -.59 5597
.90 -.750 -.80 .6305
.95 -.795 -89 7514
975 -.881 -.94 .8728
99 -1.013 -.93 1.0348
.995 -1.063 -1.34 1.1578

Tomada de [49}; Adaptada de Pettitt (1977a), con permiso del autor y
de The Royal Statistical Society.

Tabla A.10: Constantes para calcular a de A2 N(u,0?) [da.éo 3]
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Tabla A.11 Férmulas para mveles de sxgnlﬁcancm para W2, U?y A"'
Prueba de Normalidad con'u'y a2 desconocndas (caso 3).

w? z»<z1
21
<z 2
2z -
Z2<z<2z
23 cn
Z>za‘

U2 z<zn
21 oL
_~“'|<Z<22
22 : B
<2< 23"
23
> 23

A2z < 2y
Bt e :

2n.< <z logq = —8. 318 + a2, 796z ~59. 933:

22 . Lt 0.340 - ¢

<<z Iogp =0.9177 — 4.279z — 1. 382"’

23 _ 0.600

z> 23~ v o logp = 1.2937 — 5.709z — 0.01822

Suponemos z cs el valor modificado de W72, U2 y A? (ver tabla A.9).
Para un z dado, encuentra el intervalo en el cual yace. La férmula da el valor de
log q (q = nivel de significancia de la cola inferior)
6 log p (p = nivel de significancia de la cola superior).

Tabla A.11: Niveles de significancia, para normalidad [caso 3]
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Tabla A.12 Modificaciones y cuantiles para la prueba de una Exp(a,8) (caso 2; a conocida y f desconocida)

Estadistica Nivel de significancia de a
T Forma modificada de T* 25 20 15 10 05 025 01 005 0025
Cuantiles de la cola superior
D (D—02/n)(/A+0.26+05/\/n) - - 092 0995 1094 1184 1208 - . -
¥ (V= 02/n)(yn +02440.35/y/n) - - 1445 1527 1655 L7M 1910 - -
W2 W%1.04016/n) -~ 0116 0130 0.148 0.175 0222 0271 0338 0.390 0442
2 U1.0+0.06/m) - 0.090 0099 0112 0.129 0159 0.189 0.230 . 0.261 - 0.293

2 42(10+06/n) 0736 0816 0916 1062 1321 L1591 1959 2244 2254 -

00 05 05 10 15 20 25 50

Cuantiles de la cola inferior

.

W2 Cuantiles 0.0192 00233 00276 00338 0039 004 0048 0074
U?  Asintéticos 0.0172 0.0207 00243 00293 00339 00373 0.0409 0.0601
A2 0.150 0.178 0208 0249 0280 0.312 0342 0502

Tomada de [49]; Adaptada de la Tabla 54 de Pearson y Hartley (1972) y de Stephens [52], con permiso de Biometrika
Trustees y de The American Statistical Association.
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’I‘abla A.13 Félmulns para niveles de significancia para W2, Uty A2

Prueba para una Exponencml (caso 2).

w2 'z<zl

. z
22
<223
23
z > 23,

U2 z<
21 .

Z2 . .
Za < z2<23
23

z > 2y

A2 z<z
2z .
fn<z<z
z2 0
22 <2< 2z3
Z3
z > 23

n<z<2

21<z<22'

Iogq = —11 334 4 459,008 — 5, 652152

. 0.035.
logq ="—5.779 + 132.89z — 866.5822
. LR 0,074
logp 0.586 — 17.87z + 7. 417z2
- 0.160 "

logp 0. 447 —16.592z + 4 84922

logq =,—11‘703 +542.52 —7,574.5922

0.029
logq = -6.3288 + 178.1z — 1,399. 4922
0.062
logp = 0.8071 — 25.166z + 8. 442
0.120

logp = 0.7663 — 24.350z -+ 4. 539z2

log g = —12.2204 -+ 67.459z — 110.322.

0.260
log g = —6.1327 + 20.218z — 18.66322
0.510
log p = 0.9209 — 3.353z -+ 0.302>
0.950

logp = 0.731 — 3.009z + 0.152°

Suponemos z es el valor modificado de W2, U? y A? (ver tabla A.12).
Para un z dado, encuentra el intervalo en el cual yace. La férmula da cl valor de

log q (q = nivel de significancia de la cola inferior)
6 log p (p = nivel de significancia de la cola superior).

Tabla A.13: Niveles de significancia, para una Exponencial {caso 2]
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Tabla A.14 Exp(a,3) (caso 3)
Modificaciones y Cuantiles de la cola. supeuor cuando a y 8 son desconocidas

Nivel de significancia a
- .25 .15 .10 .05 025 -.01

T T

W2 W3(142.8/n-3/n?)

116 - 148 175 222 271 .338

U? UA(1+2.3/n = 3/n 090 112 .120 159 .189  .230

A? A’(I_H-‘SA/n'—ll/n""‘) 736 916 1.062 1.321 1.501 1.959

: Té;b‘laj(y\y.M:VCuantiles para Exp(a.8) con a y  desconocidas
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Tabla A.15 Exp(«.3) (cnso 3 cuando ay (3 son desconocnda.s)
Cuantiles de la cola supcnol parn. vaD*Y, aD~, /nD, /nV
Nivel de significancia a

Estadistica - n . .25 R 1) .10 .05 025 01
vnD* R ST ) R 569 639 743 .825 917
10° 7,680 - 674 745 .851  .952 1.038
150 7. 610 .T00 768 .872 ,978 1.077
20 0624 716 785 .894 995 1,108 ..
25 635 725 799 © 909 1.010. 1.125
50 660  .758 .832 .943 1.051 . 1.163 - -
100 682 778 .853  .967 1.074. 1.180-.°
oo 723 .820 886  .996 1.004 - 1.211. .. .
vnD= 5 627 705 753  .821 801 955
10 671 761 825 916 .993. 1,089 :
15 .688  .783 842 933 1.022 1111 E an Tt
20 696  .791 855 949 1,041 1,132 0. L
25 702 795 .860 .958 1.052 1,149
50 710 .807 874 976 1.072. 1178 .
100 717 814 879  ,984 1.089 1.192 -
=) 723 820 .886  .996 1.094 1.211%°
vnD 5 .683 749 793 865  .921 992
10 753 .833 .889  .977 1.048 .1.119 "
15 771 .865 912 1002 1.079- 1.163
20 . 786  .872 927 1.021 1.099 1,198
25 -.792 878 936 1.033 1.115 1.
50 ° 813 . .879 960 1.061 1.149%
100 824 911, .972 1.072 - 1.171" e
co. .:...840. 927 . . .995 1.004 1.184 fl 298_“ i
vav 5 1,098 1,186 1.234 1.314 1400 1.494‘- T
. 10 1,194 1294 1.363 1.461 - 1.556 ~1.662
15. 1225 1,325 1.392 . 1.504. 1.596 - 1,701,
20 © 1,245 1,346 1419 1.536 .1.635 .1.769 i
25 . 1,260 .1366 = 1.438 - '1.559 1.658 '1.796 "
50 1,292 1400 -1.481 = 1.600 1.701  1.847
100 1.310° 1419 1.502 1.647 1.740 1.897

=] 1334 1445 1.527 1.655 1.774 = 1.910

Tabla A:15: Cuantiles para Exp(a,B) [caso 3] vnD*, \/HD'.V\/‘ED. V'
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Tabla A.16 Exp(a.f) (caso.3, (.lldll(lO oy I son’ ‘

scOiiocidas) L
Cuantiles de la cola ‘aupcnor l)m‘a W2iU24A% S s

i vau.l dc sxgmﬁ(‘ancm [2]
025

Estadistica n

w2 CUE

vz 5

A? 5 460 555 - 621: - .725  .848 .989
10 545 .660 -.747 .920 1.068 1.352
15 5756 .720 ¢ .816 1.009 1.198 1.495 ;
20 608 .757  .861 1.062 1.267 1.580 . :
25 625 .784 - .890 1.097 1.317 1.635
50 .680 .838 965 1.197 1.440 1.775
100 710 .875 1.008 1.250 1.510 1.855
oo 736 916 1.062 1.321 1.591 1.959

Tabla A.16: Cuantiles para Exp(a,5) [caso 3] W2, U2, A2
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‘Tablas

Tabla A, 11 Dlstnbucnones De Valor Extremo o Welbull

0.090 ‘7 0.189
0.086 0123 0152 0.181 0.220
0070 0097 0117 '0.138 0.165

2 (1 Y es0) . 0736 1062 0321 1591 1.059°

Ningimo 1.060 1.725 2277 2.854 3.640
474 0.637 0757 0.877 1.03

42 (14 22) 0.4 637 0.757 0.877 1.038

Fuente: Tomada de [49]
'Ibmada de Stephens [54], con permiso de Biometrika Trustces.

Tabla A.17: Cuantiles para Dist. De Valor Extremo o Weibull W2, U2, A?
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Tabla A.18 Distribuciones De Valor Extremo o Weibull
.- Cuantiles de la cola superior para /oD%, \mD~,/nD y y/aV,
para las pruchas de las Distribuciones De Valor Extremo o Weibull.

R o o
n T 10 05 025 01 T 10 05025 01
10 ymD* ... 0872 0869 1061 1.152 vaD 0.934 1.026 1113 1.206
20 'Casol - 0.878 0979 1068 1176 Caso 1 0.954 1.049 1.134 1.239
50 0.882 0.987 0.070 1.193 0970 1.067 1.148 1.263
00 0.886 0.996 1.094 1.211 © - 0.995-.1.094 1184 1,208
10 /RD- 0.773 0.883 0.987 1.103 ViV 1430 . 1.550 1.850 1.770
20 . Casol. 0.810 0.921 1,013 1.142 Casol: - 1.460 1.580. 1.690 1.810
50 - 0.840 0.950 1031 1171 1480 1.590 1.720 1.840
oo e 0.886 0.998 1.084 1.211 : 1.530 - 1.650 . 1.770 1.910
10 - vmDt. 0,090 1140 1.270 1.420 VvRD .. .1,140 - 1.270 1.380 1.520
20 " Caso 2 1.000 1150 1.280 1.430 Caso 2. 11507 1.280 1400 1.530
50 : 1.010 1170 1280 1.440 1,160 /1290 - 1.410 1.530
10200 1170 1.300 1.460 1,160 -.1.200 . 1420 1.530
1,010 1160 1.280 1.410 VRV 11.3907:.1,490 - 1.600 = 1.720
1.010 1150 1.280 1430 Caso 2 1.420°. 1,540 . 1.640 1.760
1.000 1.140 1250 1.450 a 1450~ 1.560 1.670  1.790
1.020 1170 1300 1.460 1.460 - 1.580 1.090  1.810
0.685 0.785 0.842 0.897 VaD 0.760 - 0.819 :0.880 0.944
0.710 0.780 0.859 0.926 Caso 3 0.779  0.843 0.907 0.973
0.727 0.706 0.870 0.940 0.790 0.856 0922 0.988
0.734 0.808 0.877 0.957 0.803 0.874 0.939 1.007
0700 0.768 0.814 0.892 ViV 1.287 1381 1459 1.535
0.715 0.785 0.843 0.926 Caso 3 1.323  1.428 1509 1.600
0.724 0.796 0.860 0.944 1.344 1453 1538 1.639
0,733 0.808 0.877 0.957 . 1.372 1477 1557  1.671

TFuente: Tomada de [49]
Tomada de Chandra, Singpurwalla y Stephensﬂﬁk con permiso de los
autores y de The American Statistic ssociation.
La tabla para /nD, Caso 2 ha sido corregida.

Tabla A.18: Cuantiles de las Dist. De Valor Extremo o Weibull b+, D-, D, V
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Tablas

Tabla A.19 Cuantiles para la Distribucion Gamma
Cuantiles asintéticos para W2, U? y A% a y m son conocidos,
y /3 desconocido

Nivel de significancia a

- Estadistica m .10 .05 025 .01
W I 175 222 271 .338
: . 2 156 .195  .234 288
3 149 185 .222 271
4 146 180 215 .262
5 Q44 177 211 257
6 142 175 209 .254
8 40 173 205 .250
10 139 171 204 247
12 138 170 202 .245
15.. 138 169 .201 244
20 137 169 .200  .243
oo 135 .165.  .196 237
: U 1 120,159 .189  .230
2 129 - 158 .188  .228
3 187 .227
4 187 227
5 187 .227
6 - 187 227
8 . 187 .227
10 187 227
12, 187 227
15 187 227
20 - 187 227
50 187 - 227
A 1. 1.501 1.959
2 089 . 1441 1751
3 959 1.172 1.389 1.683
4 044 1151 1362 1.648
5 0357 1139 1.346 1.627
6 928 1130 1.335 1.612
8 919 1120 1.322 1.595
10 915 1.113 1.314 1.583
12 911 1.110 1310 1.578
15 .008 1.106 1.304 1.570
20 905 1.101 1.298 1.562
o0 .803 1.087 1.281 1.551

Tabla A.19: Cuantiles para la Distribucién Gamma [caso 1} V2, U?, A7
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Tabla A.20 Cuantiles para la Distribucién Gamma
Cuantiles asint6ticos para W2, U? y A%, a y 8 son conocidos.
y m desconocido.
Nivel de significancia o
Estadistica m .25 .10 .05 .025 .01 005

W2 1 103 150 .186  .223 .27 311
) 2 099 143 176  .210 .256  .201

3 097 .140 .172 205 .250  .283

4 096 .138 .171 203 .247  .280

5 .096 .138  .169 202 .245 278

6 095 .137  .169  .201 .244  .276

.8 .095 136 -.168 .200 .242 .275

10 095 136 .167 .199 .241 .274

12 095 .136  .167 .199 241  .273

15 094 135 167 .198 .240  .272

20 094 135  .166 .198 240 .272

oo .094 134 = 134 .165 197 .238

u? 1 .090 129 .159 .18 230 .262
2 089 .128 - .158 .1890 .229 .261

3 .089 .128 ...158 .188 .220  .260

4 .08 128 158 . .188 .229  .260

5 089 .128 .158 .188 .229 .260

6 089 .128 -.158 . .188  .228  .260

8 089 128 - 157 .188 ,228  .260

10 .089 - .128 .157 .188 .228  .260

12 080 .128 157 .188 .228 .260

15 .089 - .128 157 .188 .228  .260

20 .089 .127 .157 .187 .228 .260

00 000 .127 .157 .187 .228 .259

42 .680 .956 1.170 1.390 1.687 1.916

.661 926 1.130 1.338 1.619 1.836
655 915 1.115 1320 1.596 1.809
651 .909 1.108 1310 1.584 1.795 -
649 906 1.103 1305 1.577 1.787
648 904 1.101 1301 1.572 1.781
646 901 1.097 1.297 1567 1775
645 .899 1.095 1294 1.563 1.771
.644 .898 1.094 1.293 1.561 1.768
644 .897 1.092 1.291 1.559 1.766
643 .896 1.091 1.280 1.557 1.763
644 894 1.087 1.285 1.551 1.766

BN ESwomawo~

Tabla A.20: Cuantiles para la Distribucién Gamma [caso 2) W2, U?, 4?2
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Tablas

Tabla A.21 Cuantiles para la Distribucién Gamma
Cuantiles asintéticos para W2, U2 y A% m y 8 son desconocidos,
¥'a conocido.
sma0e - - Nivel de significancia a

Estadfstica m .26 .10 .05 .025 .01 . .005
W2 1 -.079 .111 .136 .162 .196  .222
: 2 076 107 .131 .155 .187 211
3 075 .106 .129 .153 .184  .208
4 ‘075 105 .128 .152 .183  .207
5 075 .105 .128 .151 .182  .206
6 075 .105 ,128 .151 181  .205
8 v . 074 .104 127 .150 181 - .204
10+ 7074 104 .127 .150 180 . .204 ~
127 .074 .104 127 .150 .180 - .203
15 074 -.104 .127 .149 (180 - 203
20 .074 104 .126 .149 180 ' .203
) 074 .104 ,126 .148 178 ' .201
2 1 071 .098 119 .141 169 190 .
2 070 .097 .118 .139 2187
3 .070 .097 .118 .138 L
4 070 .097 .117 .138
5 069 .097 .117 .138
6 069 .097 .117 .138
8 069 .096 .117 .137
10 069 .096 .117 .137
12 069 .096 .117 .137
15 .069 .096 .117 .137
20 069 .096 .117 .137
oo 069 .096 .117 .136
A? 1 486 .657 .786 917
2 477 643 .768 .894
3 475 .639 .762  .886
4 473 .637 .759 .883
5 472 .635 .758 .881
6 472  .635 ..757 - .880
8 471 634 755 .878
10 471 633 .754 .877
12 .471 .633 .754 876, 1.039 1,163
157, -470 .632 .754 .876 1.038 1162
20 . .470 .632 .753 .875 1037 1161
oo .- - .470 .631 .762 .873 1.035 1.159

Tabla A.21: Caantiles para‘la Distribucién Gamma [caso 3] W2, U3, A?
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Tabla A.22: Modificaciones y cuantiles de W2, U? y A? para la prueba de una Distribucién Logistica

Estadistica Nivel de significancia de o
T  Forma modificada de T* 25 J0 05 025 .01 005
W? caso 1 (1.9nW?2 —0.15)/(1.9n — 1.0) 086 119 148 177 218 249
caso 2 (09501 ~ 0.45)/(0.95n — 1.0) 184 323 438 558 721 847
caso 3 (nW?2 - 0.08)/(n - 1.0) 060 081 098 114 136 152
U?  caso 2 (1.6nU2 - 0.16)/(1.6n - 1.0) . 080 116 145 174 214 246
A® casol A2+0.15/n 615 857 1046 1.241 1505 1710
caso 2 (0.6nA? - 1.8)/(0.6n - 1.0) 1043 1725 2290 2880 3.685 4.308
caso 3 A%(1.0 + 0.25/n) 42 563 660 .769 .906 1.010

Los cuantiles son de la cola superior.
Para los casos 1 y 3 de U? use las modificaciones y los cuantiles de W2.

Toinada de Stephens (1979), con permiso de The Biometrika Trustees.




Tablas

Tabla A.23 Cuantiles para la Distribucién Logistica
Cuamnlee nsmtétirm pnra D+ n, Dy y V/n

Nivel de significancia a

&tadisth.n Cnso n 10 05 025 .01
1 5 7032 758 .805 854
10 730 .792 846  .913
20 - 744 809  .867  .944
50 . .52 .819  .880  .062.
: . 0 757  .826  .888  .074
2 5 971 1120 1.239 1.380
D* 10 800 1143 1.268  1.423
. 20 099 1150 1.282 1.444
i 50 1.005 1161 1.200 1.456
. oo 1.009 1166 1.297 1,464
‘3 5 603  .650 .690 735
10 636 687 .736  .789
200, 653 . .705  .758 . .B1G
50 663 716 .7V .832
- x 669 723 781  .842
1 - 5 736 .191  .845  .883
1077 777 - .837. .895  .653
20 .800. - .865  .926  .997
.50 - .808 - .874  .937 1.011
“e 7816 .883 947  1.025
2 5. 1,108 ©1.236  1.349 1474
i 11,2740 1,388 1.521
271,204 1,406 1.545
'1.305 1.419 1.559
1313 1427 1.568

.679. '.723 751
\730 774 .823
.755 .800 854
770 817 .873
.780 .827 .886

1.471. 1.580 1.658
. 1820 1.630 1.741
- 1.550 - 1.659 1.790

1,564 1.675 1.815
. 1.574 1685 1.832
1.432 1,547 1.674
1.483° 1.587 1.711
1.510 1.607 1.730
1.526 1.619 1.741
1.535 1.627 1.748
1.246 1,299 1.373
1311 1381 1.466
1,344 1422 1514
51364 1448 1,542
1.376  1.463  1.560

Tabla A.23:"Cl';>antile‘s'_,baijii la Distribucién Logstica D+ v/n, Dya, Vi
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'I‘abla A 24 Dlsmbuuén Cauchy
Cummleq de-la cola superior de la estadfstica W2,

*Nivel de significancia o

Situacién - n 15 - .10 05 025 -.01
¥ Caso 1 50208 0382 0667 126 1.51 1.61
- “:81.7:.70,227 - 0480 0.870. 1.68  2.30 2.55.
10 0.227 0460 0.840 180 2.60 2.10
12 0.220 0430 0.770 176 2.85 .3.65
15 0205 0.372 0670 150 2.88 423
20 0.189 0315 0.520 1.25 ~ 2.65. 4.80°
257°-..0.175 .0.275 0.420 0.87 4,70

30 0.166 . 0.250 0.360 - 0.71

40 0.153 0.220 0.290 0.51

50 0.145 0.200 0.260. - 0.40

100 ~ .0.130 0.170 0.210 ~ 0.27

00 0.115 0.146 0.173 0.216 0.

Caso2 . 5 199 236 -.261 - .338 437 .590
- 8 211 273 - 321 389 - 463 - .564
10 212 279 332 414 501  .626
12 ‘212" - .281  .337 433 525  .661
15 206 .279 .339 444 537  .684
20 199 273 333 442 547 698
25 1904 268 .328 437 551 704
30 189 .265 .326 435 553 .708
40 185  .260 323 434 555 .T12
-50 183 258 321 433 557 .714
100 179 254 319 432 539 .T15
) 176 .250 .316 .131 - .560 - .714
Caso 3 5 67 242 305 393 445 481
8 (192 615 441 <703 . 940 . 1,130
10 197 331 481 - .833 1.201 1,571
12 194 329 487 ..896 . 1.391 1.901
15 185 317 - .472 . .004 1540  2.330
20 169 .281 - .419  .835 - 1.630 2.960
25 154 253 .366 . .726 1.470 3.080
30 143 225 319 615 1.250 2.900
40 126 195 263 460 .850 2.170
50 17 176 .235 0 .381 - 642 1.560
60 1097 .160 ©.211- .330 . .508 1.070
100 008 135 .174 2378 - .331 544
o0 .080 = 108 130 - .170 - 212 .270

Tabla A.24: Cuantiles para l‘zimDi»:st‘ribucién Cayl‘nv':hy para 1172
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Tabla"A.25 Distribucién Cauchy
Cuantiles de la cola supenor de la estadistica A2,
«, & -+ .o Nivel de significancia a
Situacién n 7,28 .15 .10 05 .025 .01

Casol - 5- 1,19..222 . 3.83 8.00 1275

-8 1,33 .- 2,62 4.7 10.0 174
10+ ..1.34 - . 2,62 4.5 10.6 18,2
12 131 ..242 . 41 .99 18.8
15 01.30. ..215 3.5 8.2 . 17.2
20 117 - -1.86 . 28 6.5 14.4
26,0112 0168 n23 0 4.7 108
30 .

40

50 ;

100

.Caso’a 1 e

Tabla A.25:: Cuantiles para la Distrib(lc‘ién: kaﬁé}.xvvypam A?
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Tabla 'A.26 Probabilidades para la estadistica FDE S
Distribucion discreta, con A clases; completamente especificada, scccién 2.8.1

k n m n m
— 3 3 ) 3 3
3.6 .00274  .03567 6 12 00173 01422 08064
‘g . B 4 3 " 7 6 5
.00193 01656 .12361 00308 01599 .06435
2 6 5 4 24 01375 04695 .13203
00109 .00771 .04994 %0 8 7 6
15 .00361 .02089 09181 01071 13317 08836
18 .00902 .04005. .13579
21 7 6 5 - 6 5 4
00402 01760 .06308 00511 02996 .12856
24 00792 .02807 .08824 2 7 6 5
27 01325 04245 .011433 00807 02828  .08047
8 6

7

30 8 6 28 v
00609 02015 05757 00853 02828 .08047

4 3 6 5
4 8 01514 .10791 8 16 01122 05166

12 5 4 24 8 T 6

01115 .06974 00410 01641  .05477
16 6 5 4

00706  .03299 12611 o 18 7 6 5
20 7 6 5 00406 02043 07840

00424 01826 .06598 27 8 7 6
00833 02831 08210

24 .01014 .03526 .10519

2 8 7 6
00566 01914  .05689 0 2 7 6 5
00781  .03276 10909
5 4 9 7 6
5 10 00477 04162 30 o421 04365 .11333
6 5 4

15 .00584 .03202 .12322
6 5

7
20 o496 .02203 .07617
25 8 7 6

00368 .04717 .13083
30 00946 .02930 .07924

Para n y & dados, la tabla da valores de p(S§ = m) para valores abajo de m.
Las probabilidades dadas son exactas para celdas equiprobables.
Las probabilidades tabuladas +4 son
buenas aproximaciones a p(S* > m) = p(§~ 2 m)
Tomada de Pettit y Stephens (1977}, con permiso
de The American Statistical Association.

Tabla A.26: Estadistica FDE S, para hipétesis simples discretas
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