O/ 73

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
FACULTAD DE INGENIERIA

CALIBRACION DINAMICA DE MATERIALES BIRREFRINGENTES

JULIO CESAR HERNANDEZ ALBORES
TESIS

PRESENTADA A LA DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
DELA
FACULTAD DE INGENIERIA
DE LA
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

COMO REQUISITO PARCIAL PARA OBTENER
EL GRADO DE

MAESTRO EN INGENIERIA MECANICA
(DISENO Y MANUFACTURA)

DIRECTOR DE TESIS

DR. LUIS FERRER ARGOTE

CIUDAD UNIVERSITARIA
MEXICO D.F. AGOSTO 1997

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



INDICE

. Antecedentes ' 1
1.1 Definicién de la prueba 3
1.2 Los esfuerzos en un engrane recto 4

. Esfuerzos principales en vigas 7
2.1 Esfuerzos normales en vigas 8
2.2 Esfuerzos cortantes en vigas rectangulares 13

. Uso del método de anélisis modal para estudiar la respuesta dindmica de una

viga causada por fuerzas externas. 18
3.1 Derivacién de la ecuacién de Lagrange 18

3.2 Sistemas con masa y elasticidad continuas 24

. Disefio del mecanismo de carga dindmica 23
4.1 Determinacién de las caracteristicas del motor y del reductor 23

4.2 Disefio de la leva 26
4.2.1 Ecuaciones de movimiento 27

4.3 Disefio de las celdas de carga 35

. Consideraciones fotoel4sticas 39
5.1 Deduccién de la expresién de comportamiento fotoeldstico 39

5.2 Conteo de franja en luz monocromética 40

5.3 Conteo de franja en luz blanca 41

5.4 Método de compensacién de Tardy 42

5.5 Isoclinas, fenémeno de aparicién 42

5.6 Funcionamiento de la placa de cuarto de onda 43

5.7 Calibracién de materiales fotoelésticos 45

5.8 Calibracién por medio de una viga sometida

a un estado de flexién pura 45



6. Andlisis de los resultados fotoeldsticos
6.1 Esfuerzos en bordes libres
6.2 Trayectorias de esfuerzos
6.3 Paso del modelo al prototipo

6.4 Esfuerzos cortantes y esfuerzos cortantes méximos

7. Resultados y conclusiones
7.1 Desarrollo de las pruebas
7.2 Valores obtenidos
7.3 Anélisis de resultados
7.4 Conclusiones

Anexo 1

Anexo 2

Anexo 3

Anexo 4

Anexo 5

Bibliografia

47
47

49



1 Antecedentes

El andlisis experimental de esfuerzos mediante el empleo de la fotoelasticidad
se comenzd a aplicar desde finales del siglo pasado. La principal ventaja que esta
técnica aporta consiste en que se puede apreciar en forma gréfica las zonas donde
existen concentraciones de esfuerzos , su principal desventaja reside en la necesidad
de trabajar con modelos de materiales transparentes y birrefringentes. Al realizar el
presente trabajo se encontré que la técnica fotoeldstica en nuestro pafs tuvo cierto
auge hace aproximadamente quince afos, pero actualmente ha quedado
précticamente abandonada . Como referencias de personas que llegaron a emplear
la técnica con fines précticos tenemos al Dr. Luis Ferrer A., el Ing. Gabriel Olivares ,
el Arq. José Mirafuentes , el Ing. Gabriel Gallo y tal vez otros pocos. Fue
sorprendente encontrar todo un conjunto de equipos ubicados en diversos
laboratorios dentro de la UNAM completamente abandonados , pero no por eso
inatiles . La cafda en desuso de dicha técnica se debié principalmente a la falta de
difusién y no por que esta se haya vuelto obsoleta ya que en los Estados Unidos
cada vez se fabrican polariscopios mas modernos. En algunos casos fue
sorprendente haber encontrado que en estudios realizados utilizando el método del
Elemento Finito , las condiciones de frontera fueron validadas previo estudio
fotoeldstico y los resultados arrojados por el software se les consider6 validos en el

momento en que coincidfan con los resultados dados por la técnica fotoeldstica [20].

El presente trabajo tiene como objeto darle continuidad a los estudios
realizados por el Ing. Edilberto Matfas Mejfa [6] sobre la distribucién de los
esfuerzos generados en la rafces de los dientes de los engranes. El método que
utilizé se basé en el uso de la técnica fotoeldstica, de hecho, esta técnica ha sido
ampliamente utilizada cuando se hacen estudios de esfuerzos en engranes. Sin
embargo es poca la informacién disponible que explique la forma en que dichos
estudios se han llevado a cabo. Esto es comprensible sabiendo que el costo de
realizar tales proyectos es sumamente elevado tanto por el alto nivel técnico de las

personas que lo realizan como por los materiales y equipos empleados.



El trabajo realizado por el Ing. Matfas principalmente se basé en un ensayo
estdtico realizado anteriormente por Dolan en la universidad de lllinois [3] . A
partir de éste , otros estudiantes del posgrado de Ingenierfa Mecénica han tratado
de llevar a cabo los estudios aplicando cargas dindmicas, sin embargo, uno de los
principales problemas que se ha presentado cuestiona la validez de tomar como
referencia la calibraci6n estdtica para desarrollar una prueba dindmica . Dado que
dicha calibracién involucra una cantidad de trabajo muy extensa se presenta la
oportunidad de desarrollar un proyecto de investigacién destinado a resolver tan
sélo esta etapa.

La calibracién dindmica fotoeldstica tiene como objetivo determinar el valor
del orden de franja de una probeta 0 modelo que estd trabajando bajo la acci6n de
una carga ciclica. La importancia de este experimento reside en obtener los
pardmetros necesarios para realizar el estudio fotoeldstico de los esfuerzos
generados en las rafces de los dientes de engranes cuando estos estan trabajando.

Debido a la gran cantidad de informacién que se puede obtener de diversas
fuentes, tanto teérica como experimental, se determiné que utilizar una viga
sometida a cargas ciclicas era el modo mds practico y sencillo para realizar la
calibracién dindmica. En la figura 1.1 se puede observar el marco de carga

utilizado para realizar las pruebas estaticas .
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Fig. 1.1 Marco de carga para prueba estética del diente de un engrane.
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1.1 Definicién de la prueba.

El primer paso consistié en establecer el principio mecanico bajo el cual se
realizarfan las pruebas [8]. Para esto en primer lugar se determinaron las
caracteristicas que debfan ser cumplidas por el elemento mecénico seleccionado de
tal forma que se pudiese contar con la mayor cantidad de informacién para

controlar los experimentos. Dichas caracteristicas son las siguientes :

1. Debe permitir calcular la deformacién teérica, al aplicar la carga ,en forma exacta.

2. La determinacién experimental de la deformacién debe poder comprobarse de
una manera simple.

3. Que haya una teoria bien definida para calcular en forma teérica los esfuerzos
principales y el esfuerzo cortante mdximo en cualquier punto del elemento.

4. El elemento mecdnico debe prestarse para realizar los calculos tedricos cuando es
sometido a una carga dindmica.

5. El elemento mecénico debe ser de una geometrfa simple que se preste a ser
reproducida con facilidad al momento de fabricar el modelo fotoeldstico.

6. Llevar el estudio fotoeldstico al contexto bidimensional.

Debido a la gran cantidad de informacién que se puede obtener tanto en
forma préctica como tedrica del andlisis de una viga sometida a una carga se
seleccion6 a este elemento para llevar a cabo la investigacién. Cada una de las
caracteristicas mencionadas anteriormente se explican con detalle en los capitulos
siguientes.

Adelantdndonos un poco se puede mencionar que el estudio se bas6 en definir
el comportamiento estdtico de la viga y el comportamiento dindmico de la misma.
De esta manera se buscé establecer por comparacién de resultados si las diferencias
obtenidas eran significativas al grado que se justifique realizar la calibracién
dindmica para el estudio de los engranes o cualquier otro elemento que sea

sometido a una carga ciclica.



1.2 Los esfuerzos en un engrane recto.

Paralelamente a la definicién de los parametros necesitados para realizar una
calibracién dindmica fotoelastica también se mencionan los principales factores que
intervienen en el accionamiento entre dos engranes al momento de realizar su
funcién, Dicha funcién consiste simplemente en transmitir una carga a una
velocidad constante. Recordemos que el perfil de diente mas comanmente
empleado para realizar esta funcién es el de involuta, por lo que cualquier trabajo
que se lleve a cabo posteriormente y que tome como referencia al presente debe
partir de la fabricacién de modelos de acuerdo a las normas dadas por la AGMA [5].

Como consecuencia de la funcién que realiza el engrane se generan los
esfuerzos a lo largo y ancho del diente del mismo a partir de que este entra en
contacto con un diente del engrane con el cual se acopla. Esto se puede observar

claramente en la figura 1.2.

Fig. 1.2 Modelo fotoeléstico de un diente de engrane recto.

Como se observa en la figura 1.2, los esfuerzos se generan sobre las superficies
de los dientes y recorren la cara del diente conforme el engrane gira. En esta
ilustracién se tiene un engrane acoplado con una cremallera. La cremallera no tiene
el perfil de involuta, sin embargo la curva de la invc’uta se genera debido a que la

primera mantiene el &ngulo de presién y su namero de dientes es infinito.



En el diente de engrane se generan dos tipos de esfuerzos los cuales son los
esfuerzos por flexién y los esfuerzos de picadura o de contacto. Los primeros son

descritos por la siguiente ecuacién :

_WK,P,10KK,
T=ETTK Fmy
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donde :

o = esfuerzo por flexién

W, = carga transmitida

K. = factor de aplicacién

K. = factor dindmico

Py = paso diametral

m = médulo

F = ancho de cara

K, = factor de tamafio

K= = factor de distribucién de carga

] = factor geométrico

La férmula de la AGMA para la resistencia a la picadura es :
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donde:

o. = esfuerzo por contacto

C, = coeficiente eldstico

C. = factor de aplicacién

Cy = factor dindmico

C, = factor de tamanio

d = didmetro de paso

Cn = factor de distribucién de carga



C; = factor de estado
[ = factor geométrico

Los esfuerzos que aparecen en la rafz del diente de engrane son los originados
por la flexién, mientras que los que surgen en el drea de contacto entre los dos
dientes son los esfuerzos de contacto o picadura [5] .

En el trabajo realizado por el Ing. Matfas sé6lo se consideraron los esfuerzos de
flexién y en este trabajo no se ahondaré més en el tema ya que no es el objetivo pero
es importante tener en cuenta como actian los esfuerzos en el diente de un engrane
para cualquier consideracién que pueda afectar a la prueba de calibracién. De hecho

en el ensayo fotoeldstico también tenemos presentes los esfuerzos de contacto.



2 Esfuerzos principales en Vigas

Los esfuerzos normal y cortante que acthan en cualquier punto de la seccién
transversal de una viga pueden obtenerse a partir de las férmulas de flexién y cortante

(o=My/l, t=VQ/1b).El esfuerzo normal es maximo en todos los bordes externos de

la viga y es nulo en el eje neutro, mientras que el esfuerzo cortante es nulo en los bordes
externos y usualmente es maximo en el eje neutro. En muchos casos para disefiar una
viga s6lo son necesarios estos esfuerzos. No obstante ,un estudio mds detallado requiere
que se calculen los esfuerzos principales y los esfuerzos cortantes maximos en varios

sitios [11].

Para apreciar como varfan los estuerzos principales en una viga , examinemos los
esfuerzos en una viga de seccién transversal rectangular (Fig. 2.1). Se eligen cinco
puntos de la seccién transversal que se denotan por A,B,C,D y E. Los puntos A y E estdn
en las superficies superior e inferior. El punto C est4 en la mitad de la altura de la viga y
los puntos B y D estén en una localizacién intermedia. Los esfuerzos en la seccién
transversal de cada uno de estos puntos pueden calcularse facilmente si se conocen el
momento flexionante y la fuerza cortante. La condicién de esfuerzo de la viga es uniaxial
en las partes superior e inferior de la misma y de cortante puro en el eje neutro. En otros
sitios actian simultdneamente esfuerzos normales y cortantes sobre el elemento forzado.
Para determinar los esfuerzos principales y los esfuerzos cortantes maximos en tales

lugares, debemos emplear las ecuaciones de esfuerzo plano o el circulo de Mohr.

De los esquemas de la Fig. 2.1 , se pueden apreciar como cambian los esfuerzos
principales. En la parte superior de la viga, el esfuerzo principal de compresion actia en
la direccién horizontal. Conforme se desplaza hacia el eje neutro este esfuerzo principal
se inclina respecto a la horizontal, y en el eje neutro (punto C) actua a 45°. Segun se
aproxima a la base de la viga, la direccién del esfuerzo principal se acerca a la direccién
vertical. La magnitud de este esfuerzo varfa en forma continua desde la parte superior
hasta la base de la viga (donde se vuelve cero). El méximo valor numérico de este

esfuerzo, en una viga rectangular, usualmente ocurre en el punto A. Consideraciones



andlogas son aplicables para el esfuerzo principal de tension, que también varia en magnitud y
direccidn segun se traslada desde A hasta E.

Al analizar los esfuerzos en muchas secciones transversales de la viga, se
determina como varfan los esfuerzos principales a través de la misma. Entonces se
pueden elaborar dos sistemas de curvas ortogonales, denominadas trayectorias de

esfuerzo, que proporcionan las direcciones de los esfuerzos principales, isostdticas.
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Fig. 2.1 Esfuerzos en una viga de seccién transversal rectangular, a) Puntos A,B,.C,Dy Een la
seccion transversal. b) Esfuerzos normal y cortante que actian sobre los planos horizontales y verticales. c)

Esfuerzos principales. d) Esfuerzos cortantes maximos.

2.1 Esfuerzos normales en vigas

A partir de las deformaciones normales ¢, podemos obtener los esfuerzos g, que

actuan perpendiculares a la seccién transversal de la viga. Cada fibra longitudinal de la

viga estd sometida inicamente a tensién o compresién ( esto es, las fibras estdn en un



estado de esfuerzos uniaxial); en consecuencia, el diagrama de esfuerzo - deformacién

para el material proporcionaré la relacién entre &, y o,. Si el material es elastico, con un

diagrama lineal esfuerzo - deformacién, podemos utilizar la ley de Hooke para esfuerzos

uniaxiales (o, = E¢,) y obtener

o, =Es,=-Exy L)
asi, los esfuerzos normales que actian sobre la seccién transversal varian linealmente
con la distancia y medida a partir de la superficie neutra. Este tipo de distribucién de
esfuerzos se representa en la Fig.2.2, donde los esfuerzos son negativos ( de compresién)
por debajo de la superficie neutra y positivos (de tensién) por arriba de ella, cuando el

momento aplicado M, actia en la direccién sefialada.
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Fig.2.2 Distribucitn de esfuerzos normales 0, en una viga de material linealmente eldstico.

Consideremos ahora la resultante de los esfuerzos normales o, que actian sobre
la seccién transversal. En general, esta resultante debe consistir en una fuerza horizontal
en la direccién x y un momento que acta alrededor del eje z. Sin embargo, dado que no
actGan fuerzas axiales sobre la seccién transversal, la Gnica resultante es el momento Mo.
Asf, obtenemos dos ecuaciones de la estitica; la primera establece que la fuerza resultante
en la direccién x es cero, y la segunda establece que el momento resultante es igual a Mo.
Para evaluar estas resultantes, considérese un elemento de &rea dA en la seccién
transversal a una distancia y desde el eje neutro, Fig. 2.2 b. La fuerza que acttia sobre el

elemento es normal a la seccién transversal, y tiene una magnitud o, d4. Como no



actiia ninguna fuerza resultante normal a la seccién transversal, la integral de o dA

sobre toda el 4rea de la seccién debe de ser nula; luego,

[od4=-[Endd=0 )

Ya que la curvatura x y el médulo de elasticidad E son constantes en la seccién

transversal, concluimos que

[yda=0 *)

para una viga en flexién pura. Esta ecuacién establece que el primer momento del drea
de la seccién transversal con respecto del eje z es cero; en consecuencia , se aprecia que el
eje z debe pasar por el centroide de la seccién transversal. Dado que el eje z también es el
eje neutro, concluimos que el ¢je neutro pasa a través del centroide del drea de la seccion
transversal cuando el material de la viga cumple con la ley de Hooke. Esta propiedad
puede emplearse para determinar la posicién del eje neutro de una viga de cualquier

perfil de seccién transversal.

Consideremos a continuacién el momento resultante de los esfuerzos o, que
actian sobre la seccion transversal, Fig.2.2 a. La fuerza elemental o, d4 sobre el elemento
dA actiia en la direccién positiva de! eje x cuando O, es positivo, y en la direccién
negativa cuando O, es negativo. Por lo que su momento respecto al eje z, que representa

la contribucién infinitesimal de o, dA al momento Mo, es

dMo = -0, ydA (6)

La integral de estos momentos elementales sobre toda el drea de la seccién

transversal debe conducir al momento total Mo; luego,



Mo = —I o ydA @)

Al anotar nuevamente que el momento flexionante M es igual a -Mo , y también

sustituiro, de la ecuacién (1), obtenemos

M= [o,ydd = -xE[ y*d4 ®)

Esta ecuacién puede expresarse en forma més sencilla :

M = -xEl )

donde

I=[ya4 o

constituye el momento de inercia del 4rea de la seccién transversal con respecto al eje z (

eje neutro). La ecuacién (7) puede reformularse como sigue:

M w
= £ )

Esta ecuacién establece que la curvatura del eje longitudinal de una viga es
proporcional al momento flexionante M e inversamente proporcional a la cantidad EI ,

que se conoce como rigidez a flexion de la viga.

Los esfuerzos normales en la viga se relacionan con el momento flexionante al

sustituir la expresién para la curvatura (ecuacién 9) en la expresién para o, y se obtiene

M

=5 12)



Esta ecuacién establece que los esfuerzos son proporcionales al momento
flexionante M e inversamente proporcionales al momento de inercia I de la seccién
transversal. También, los esfuerzos varian linealmente con la distancia y desde el eje
neutro. Si sobre la viga actia un momento flexionante positivo, los esfuerzos son
positivos (traccién) sobre la porcién de la viga en que y es positiva. Estas relaciones se
muestran en la figura 2.3. La ecuacién 10 para los esfuerzos normales se denomina

usualmente férmula de la flexion .

Esfuerzos de compresion bsfuerzos de Tension
T I 7
¢z~ \ | 2 =\
‘, e Y+ M | : 4 L - M
1 by ) ‘ ] J v
(‘11 —— ‘ a N/
AN

Fig. 2.3 Relaciones entre los simbolos de los momentos tlexionantes y los signos de los esfuerzos

normales,

Los esfuerzos mdximos de traccién y compresion de la viga se presentan en los
puntos mds alejados del eje neutro. Denotemos por ¢,y c: las distancias desde el eje
neutro hasta las fibras extremas en las direcciones positiva y negativa, respectivamente.

Entonces los esfuerzos normales méximos , de la ecuacién 10, son como sigue :

M, M M, M
NETTTS, T,
(13)
i i
S=3 S=2

Las cantidades $1 y 52 se conocen como m6dulos de seccion del drea transversal y

tienen dimensién de longitud a la tercera potencia.
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El andlisis anterior de los esfuerzos normales en vigas es el concerniente a flexién
pura, lo que significa que sobre las secciones transversales no acttan fuerzas cortantes.
En el caso de flexién no uniforme , la presencia de fuerzas cortantes provoca alabeo de las
secciones transversales ; asf, una seccién que es plana antes de la flexién no es del todo
plana después de ella. El alabeo debido a cortante complica enormemente el
comportamiento de la viga, sin embargo, los esfuerzos normales o, calculados con la
férmula de la flexién no se alteran significativamente por la presencia de esfuerzos
cortantes y el alabeo respectivo. Por lo que se justifica emplear la teorfa de la flexién pura

en el calculo de esfuerzos normales aun cuando no ocurra flexién uniforme.

2.2 Esfuerzos cortantes en vigas rectangulares

Cuando una viga se somete a flexién no uniforme, actian simultineamente
momentos flexionantes M y fuerzas cortantes V sobre la seccién transversal. Observemos
la figura 2.4, podemos suponer que probablemente los esfuerzos cortantes t actian
paralelos a la fuerza cortante V ( estos es, paralelos a los lados verticales de la seccién
transversal). Supongamos también que la distribucién de los esfuerzos cortantes es
uniforme a lo ancho de la viga. El empleo de estas dos suposiciones nos permitird
determinar completamente la distribucién de los esfuerzos cortantes que actan sobre la

seccién transversal [11] .

13
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Fig. 2.4 Esfuerzos cortantes en una viga de seccion transversal rectangular.

Un pequefio elemento de viga puede recortarse entre dos secciones transversales
adyacentes y entre dos planos que son paralelos a la superficie neutra, segin se indica en
el elemento mn en la figura 24 a. De acuerdo con las suposiciones anteriores, los
esfuerzos cortantes verticales t estdin uniformemente distribuidos sobre las caras
verticales del elemento. También conocemos que los esfuerzos cortantes sobre un lado de
un elemento se acomparnan por esfuerzos cortantes de igual magnitud que acttian sobre
caras perpendiculares del elemento ( Figs. 24 b y ¢). Por lo que deben presentarse
esfuerzos cortantes horizontales entre capas horizontales de la viga, asi como esfuerzos
cortantes transversales sobre las secciones transversales verticales. En algin punto de la
viga los esfuerzos cortantes complementarios son de igual magnitud. Si el elemento mn
se sustrajo de la parte superior o inferior de la viga , es evidente que los esfuerzos
cortantes horizontales deben de ser nulos, por lo tanto el esfuerzo cortante vertical t debe

ser también nulo en la parte superior de la viga.

A fin de evaluar los esfuerzos cortantes , consideremos el equilibrio de un elemento
ppinan, Fig.2.5 a, recortado de una viga entre dos secciones transversales adyacentes mn y
min; separadas por una distancia dx. La cara inferior de este elemento es la superficie
inferior de la viga y est4 libre de esfuerzos ; su cara superior es paralela a la superficie

neutra y se ubica a una distancia arbitraria y; desde dicha superficie. La cara superior



estd sometida al esfuerzo cortante t existente en este nivel de la viga. Las caras extremas
del elemento estdn sometidas a los esfuerzos normales de flexién o, producidos por los
momentos flexionantes. Los esfuerzos cortantes verticales no intervienen en la ecuacién

de equilibrio, por eso no se muestran.
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Fig. 2.5 Esfuerzos cortantes en una viga de seccion transversal rectangular

Sf la viga estd en flexién pura, los esfuerzos normales o, que actian sobre los lados
np y nip; también serdn iguales. En consecuencia el elemento estar4 en equilibrio bajo la
accién de estos esfuerzos ; por lo tanto el esfuerzo cortante t debe ser igual a cero.

Para los casos més generales donde tenemos una flexién no uniforme, denotemos
por M y M+dM los momentos flexionantes que actian en las secciones transversales mn
y min;, respectivamente. Si se considera un elemento de 4rea dA a una distancia y del eje
neutro (Fig 2.5 b) se aprecia que la fuerza normal que actia sobre este elemento es g, dA ,
en la cual o, es el esfuerzo normal obtenido de la férmula de la flexién (Ec. 10). Si el

elemento de rea esta localizado en la cara izquierda pn del elemento, la fuerza normal es

sai=Las a9
Al sumar estas fuerzas elementales sobre el drea de la cara pn del elemento macizo

se obtiene la fuerza horizontal total F; que actia sobre esta cara :

M)
F=[~ s (13



en la cual se integra sobre el drea de la seccién desde y=y; hasta y=h/2. De igual
manera se determina que la fuerza total F: que actia sobre la cara derecha nip; del

elemento macizo es

M +dM
F, =j‘(——+l—ﬁd4 (16)

Finalmente, la fuerza horizontal Fi que actua sobre la cara superior pp del

elemento es

F, = thdx (17)

en la cual b dx constituye el drea de la cara superior. Las fuerzas F1, F2y F3 deben

estar en equilibrio estdtico ; por lo que, la suma de fuerzas en la direccién x da

r=KIydA (18)

La integral de esta ecuacién representa el primer momento de la porcién sombreada
de la seccion transversal (Fig.2.5 b) con respecto al eje neutro ; esto es, la integral es el

primer momento del 4rea de la seccién transversal por debajo del nivel y;, en el cual
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actia el esfuerzo cortante t. Cuando y; se mide por encima del eje neutro, la integral
representa el primer momento del 4rea que se encuentre por encima del nivel para el cual
se calcula el esfuerzo cortante . Si se denota el primer momento por Q podemos plantear

la Ec. 15 en la forma

Y
r= (19)

Esta ecuacién, conocida como térmula del cortante, puede emplearse para
determinar el esfuerzo cortante t en cualquier punto de la seccién transversal. Para
determinar como varfa el esfuerzo, debemos examinar como varfa Q, yaque V, 1 y b son

constantes para una seccién transversal rectdngular dada.

El primer momento Q para el drea sombreada de la fig.2.5 b puede determinarse

por integracién :
Qﬂ.yﬂ:ﬁijdyd::bbdy:{%]; =‘§'[£}-y,’] (20)

Ahora al sustituir  en la féormula de cortante obtenemos

V(inw
T=§ RS @1

Esta ecuacion muestra que el esfuerzo cortante en una viga rectangular varfa

cuadréticamente con la distancia y; desde el eje neutro ; asi, cuando se traza a lo largo de
la altura de la viga, © varfa como se indica en la Fig.2.5 c. El esfuerzo es cero cuando

y1=2h/2, y tiene su valor méximo en el eje neutro, donde y; =0; luego,

=25y @)

donde A=bh es el 4rea de la seccién transversal.
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3 Uso del método de andlisis de modos para estudiar la respuesta

dindmica causada por fuerzas externas.

El método de analisis de modos , también conocido como método de superposicién
de modos, nos da una conveniente forma para determinar los esfuerzos dindmicos y
desplazamientos de estructuras o sistemas mecdnicos complicados sujetos a una
excitacién dindmica externa. Las ecuaciones de modo requeridas para la aplicacién de

este método se derivan de la ecuacién de Lagrange [10] .
3.1 Derivacion de la ecuacién de Lagrange

El principal propésito de la ecuacién de Lagrange (publicada en 1788) es determinar
las ecuaciones diferenciales que necesitan ser resueltas cuando una estructura o sistema
mecdnico estd sujeto a una excitacién dindmica externa. Su aplicacién utiliza expresiones
de energfa para el sistema bajo consideracién. Puede ser utilizada para sistemas con
cualquier nimero de grados de libertad , incluyendo sistemas con masa y elasticidad
continua.

El nimero de coordenadas generalizadas que define el sistema bajo consideracién
es igual al nimero de grados de libertad del sistema. Comenzamos la obtencién de la
ecuacién de Lagrange considerando la viga en la Fig. 3.1 la cual soporta a los pesos W),
W;....W,...,Wn en los puntos 1,2,...j,..n, respectivamente. El miembro estd también
sujeto a las fuerzas dindmicas concentradas Fi, F»,..,Fi...,Fm. La viga se considera sin
peso entre los puntos de aplicacién de las fuerzas, pero mantiene sus propiedades
eldsticas a través de su longitud. Sobre esta base , a partir de que tenemos n fuerzas

concentradas sobre la columna, el miembro tiene n grados de libertad.
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Fig. 3.1 Viga con cargas concentradas F de masa y elasticidad constante

Las deflexiones y1,yz,.......y» , son funciones de los desplazamientos generalizados

41.92...,.4n Y €stos pueden ser expresados de la siguiente manera :
y1= A1(q1,92 .., qn)
¥2=A291,92,00.4n) (23)
Yn=2n(quq2 e gn)
Considerando el desplazamiento generalizado ¢: y utilizando un cambio virtual 8¢; ,
el trabajo 6 realizado por las fuerzas externas moviéndose a través del desplazamiento

virtual 8¢; es igual al cambio dU de la energia de deformacién interna del miembro,

matematicamente se considera

U =W (29



oU 4
& &, =&, (25)

Las fuerzas que producen el trabajo pueden ser clasificadas de una manera general
como las fuerzas dindmicas externas FiF2 ..F. las fuerzas de inercia W; y"/g
Way278,...Whyn'/g, y las fuerzas producidas por amortiguamiento . Ahora definimos
dWe, 8Win y 8W4 como el trabajo virtual producido por las fuerzas externas, las fuerzas de

inercia y las fuerzas de amortiguamiento respectivamente. Sobre esta base tenemos

W W, W, L, )
—(h - - - (h 2
&' ' ‘&I,' Ml ‘&I,' m: ;(’";)’J) s , ' ( b)

En la ecuacién (22) el simbolo y; denota el desplazamiento total de la masa m; .

Sobre esta base sustituyendo la ecuacién (21) en la ecuacién (22) obtenemos

oU oW, 67_1", _ d .7
&, &, = &, &g, + &, &, ng(mjyj)g,&’, (27)

Considerando la energfa cinética T del miembro , podemos probar que

& . deT o
_E(mjyj &T‘&I, ——d’ &' +W:’ (28)

Sustituyendo la ecuacién (24) en la (23), se obtiene la siguiente expresion :

(29)
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La ecuacién (25) es conocida como la ecuacién de Lagrange y el namero de tales
ecuaciones es igual al nimero de grados de libertad de la estructura o sistema mecanico

bajo consideracion.
3.2 Sistemas con masa y elasticidad continuas

La ecuacién de modo para sistemas con masa y elasticidad continuas es la

siguiente :

40018, Cex

Y +wlY =g()
P plp mf:ﬂ:(x)d\‘

(30)

donde se considera la masa por unidad de longitud y cargada con una carga dindmica
distribuida q(x,t)=q¢(x)g(t) . El término By(x) representa la forma del p modo de vibracién
del miembro, w; es la frecuencia del modo y Y, es la amplitud del modo.

En este caso el desplazamiento estitico de modo Yp. para el modo p puede

determinarse de la siguiente ecuacion :

~ faos, e

a - (31)
a):mI: B (x)dx

Yp

El modo de desplazamiento dindmico Y,(t) del modopes
Yp( ')“ Yplll-p (32)

donde 7 es el factor de aumento para el modo p. El desplazamiento dindmico total y(x,t),

en cualquier posicién x y tiempo t, estd determinada por la ecuacién
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Wtx)=2 1, (0B,(x)  (33)
p=l

B,(x)= sen(%)

(34)
p=12.73

La ecuacién (30) contiene todos los desplazamientos aportados por cada modo del

miembro.

En el anexo 1 se presentan los cdlculos para obtener la flecha estatica [14] cuya
ecuacién se obtuvo por el método de la doble integracién asi como los de la flecha
dindmica a través del método que acaba de describirse. Los cdlculos se realizaron con el

programa MathCad version 6.0 .



4 Disefio del mecanismo de carga dindmica

Una vez determinadas las caracteristicas de operacién de la viga bajo cargas

dindmicas y estdticas se procedié a disefiar el marco de carga dindmica tomando en

cuenta los siguientes elementos :

Determinacién de las revoluciones del motor a partir de la frecuencia de
aplicacién de las cargas estimada en los célculos del capitulo anterior. Para
nuestro caso 360 rpm. (Rangos normales de trabajo para un diente recto dados
en el Dudley’s Gear Handbook [5] ) .

Diserio del reductor de velocidad a partir de las revoluciones entregadas por el

motor. En este caso el motor entrega 1800 rpm.

Determinacién de la potencia del motor en base a la carga aplicada a la viga.

Disefio del mecanismo regulador de la aplicacién de carga.

Disefio del bastidor que contiene al mecanismo en base a las medidas

proporcionadas por cada uno de los elementos mencionados anteriormente.

Disefio del sistema de medicién de la carga aplicada por el sistema mecénico

sobre la viga.

Con todos los elementos mencionados anteriormente se pudo definir la

configuracién del sistema mecénico que se empleé para realizar las pruebas de

calibracion dindmica.

4.1 Determinacion de las caracteristicas del motor y del reductor.

La determinacién de las caracteristicas del motor estuvieron en funcién de las rpms

con la cual se aplica la carga a la viga. En este trabajo se tomé en cuenta la informacién

aportada por el Ing. Edilberto Matfas en su trabajo titulado “Determinacién Experimental

de Esfuerzos en la Rafz de los dientes de Engranes” [6] , pero ademds, también se
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consider6 emplear un numero relativamente bajo de revoluciones para minimizar el
problema del registro fotografico del experimento ya que no se contaba con el equipo

apropiado para realizar tomas de video a altas velocidades.

Los motores eléctricos comerciales vienen con un numero de revoluciones a la
salida de 3600, 2750, 1800, 1200 y 900 revoluciones. Lo ideal hubiese sido trabajar con un
motor de 900 rpm para asi conseguir una reduccién de 3 a 1 aproximadamente sin
embargo, para este tipo de motores v para los de 1200 rpm, el costo del motor se
incrementa en gran medida por lo que se optd por emplear el motor a 1800 rpm y una
reduccién a base de poleas. De haber escogido un motor con mayor namero de rpm el
tamano de la reduccién hubiese sido considerable, lo cual no es practico. En la figura 4.1

se muestra un esquema con la reduccién propuesta para el sistema mecénico.

Dp <5
~ —\
{
\\
/’\ S
v.\'\ T
e _.,/\\ \
. \
( Z Dp 28
Dp 625 | Dp 2% Ll
‘\\—' \v
Dp &
N o
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Fig. 4.1 Reduccion a base de poleas para banda tipo B de 180 a 360 rpm aproximadamente

El eje de la polea que se observa en la parte superior de la Fig. 4.1 se conect6
directamente a la leva, es decir, esa polea nos entrega las 360 rpm. Las poleas que
aparecen concéntricas van montadas sobre la misma flecha.

En cuanto al célculo de la capacidad de las bandas esta estd muy sobrada respecto
al par entregado por el motor como se demostrara a continuacién. Observe el diagrama

de cuerpo libre en la figura 4.2 .



[ A
Fof-S=2

F'e Fcos 7

Feeg 7-F-8= 2

Fioo a0 ANALES 1D FUERIAS EN MAJUINARA
Fuitlas En a5 (EVAS

Llamemos P a la fuerza horizontal que ejerce el seguidor sobre la leva y F a la
componente de la reaccién de la leva. La ecuacién resultante bajo equilibrio estdtico nos

da:

Fcosp-P=0

P=722Kg
_n2

" oosp

@ =11287°

F="7362Kg

F genera un par T cuyo centro es el eje de la leva. Con este par calculamos la

potencia demandada por el motor :

T=Fd
T=172225x00128
T=9028 Nm
P=Tw
w=1888s"
P=9028x188%

P =1702W (23HP)
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La o utilizada corresponde a la salida del motor, esto se hizo para tener un margen
en caso de que la prueba nos hubiese obligado a trabajar con un mayor nimero de
revoluciones. Por lo anteriormente expuesto podemos concluir que un motor de 2 HP a

1800 r.p.m. es suficiente para cumplir con las necesidades del proyecto [9] .

4.2 Disefto de la leva

Para controlar la aplicacioén ciclica de la carga se utilizé una leva cuya excentricidad
corresponde al desplazamiento de la tlecha médxima de la viga. Una vez determinadas las
revoluciones de la leva lo siguiente consisti6 en estimar la forma en que la carga debia ser

aplicada a la viga. Para esto se tomaron en cuenta los siguientes factores :

o El periodo de aplicacién de la carga méxima deberia ser lo suficientemente largo
como para permitir una exposicion clara del ultimo orden de franja al hacer la
observacién en el polariscopio.

o Los periodos de ascenso y descenso de la carga deben tener una duracién

razonable para permitir observar la aparicion gradual de los ordenes de franja.

o El disefio de la leva debi6 acoplarse a las condiciones de operacién del equipo de
video o fotografico de tal forma que hubiese coordinacién entre el fenémeno

estudiado y las tomas.

Recordemos que una leva es un sistema mecénico consistente de tres componentes
basicos : un elemento conductor, llamado la leva; un elemento conducido ; llamado el
seguidor ; por ultimo un marco rigido. Dichos elementos aparecen en la Fig. 4.2. En la
figura 4.3 se muestra el esquema propuesto para la colocaciéon de la leva dentro del marco

de carga.
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Fig. 4.3 Arreglo de la viga con el sistema de carga por medio de una leva.

4.2.1 Ecuaciones de movimiento.

En este caso se considera que el seguidor tiene la siguiente secuencia de
desplazamiento, DRDR, por sus siglas en inglés ( dwell - rise - dwell - return). En la
figura 4.4 se distinguen las fases de retardo D, y D, respectivamente. Ademas, también

distinguimos una fase de ascenso R, y una de retorno Rz[12] .

14
h -r b,
Ry Ry
D
L o - —x
0 Va Vs Ve n

Fig. 4.4 Curva de movimiento del seguidor

Para establecer las caracterfsticas de la curva de desplazamiento del seguidor y a
partir de este el perfil de la leva en primer lugar se estudiaron las caracteristicas de los

distintos tipos de movimientos que puede efectuar un seguidor los cuales son :
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¢ Movimiento a velocidad constante.
¢ Movimiento con aceleracién constante.
¢ Movimiento arménico.

¢ Movimiento cicloidal.

Los dos primeros presentan graves problemas de continuidad y aceleracién del
movimiento en los puntos donde hay cambios de fase, de acuerdo con la figura 4.4 esto
serfa en ., yn Yc y 2%. Mientras que el movimiento arménico y el cicloidal tienen cambios
continuos en los puntos de inflexién. Sin embargo el movimiento arménico presenta un
salto en el valor de la aceleracién al final del periodo lo cual puede producir una

sacudida sobre el seguidor esto se puede apreciar en la figura 4.5.

h1 1

Fig. 4.5 Curva de movimiento arménico s, curvas de velocidad y aceleracion, s y ™

respectivamente.

Para el movimiento cicloide no existen discontinuidades en la aceleracion al

principio y al final del periodo. Esto se muestra en la siguiente figura.



Fig. 4.6 Curva del movimiento cicloide, su velocidad y su aceleracién.

Por lo anteriormente expuesto se seleccioné al movimiento cicloide para desarrollar
el perfil de la leva ya que este nos permitirfa obtener una aparicién uniforme de los
ordenes de franja. El método utilizado para desarrollar la ecuacién del perfil de la leva

fue el método analitico el cual se expone a continuacion.
La determinacién analitica de la superficie de paso de una leva con seguidor de

carretilla no representa mayor dificultad. En la Fig. 4.7 el desplazamiento del seguidor

respecto al centro de la leva viene dado por la siguiente ecuacion :

R=R, + f(6) (35)

donde R, es el radio minimo de la superficie de paso de la leva y f(6) es el movimiento

radial del seguidor como una funcién del &nguio de la leva [9] .
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Fig. 4.6 Leva con seguidor de carretilla

Una vez que se conoce R, resulta sencillo determinar las coordenadas polares de las
posiciones del centro del seguidor. El método analitico considera el radio de curvatura p
de la superficie de paso y el radio de la carretilla R,. Estos valores se muestran en la Fig,

4.7 junto con el radio de curvatura p. de la superficie de la leva.

[}
_% '
Swerlicece  Superficie de

12 a pEFO

Fig. 4.7

Si en la figura 4.7 p es mantenida constante y R, es incrementada, p. disminuira su
valor. 5i esto continua hasta que R, iguala a p, entonces p. serd igual a cero y la leva

aparece con un perfil de punta como se aprecia en la figura 4.8.
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Fig. 4.8 Fenémeno de undercutting o traslape del perfil de la leva

Como R, es posteriormente incrementado el perfil de la leva se llega a traslapar
como se muestra en la figura 4.8b. por lo que el seguidor no seguird el movimiento
prescrito . Para que esto no suceda R, debe ser menor que pmin , donde pmi es el valor

minimo de p sobre el segmento particular del perfil considerado.

El radio de curvatura en un punto sobre una curva dada en coordenadas polares

puede estar dado por

(36)

donde R =f(¢) y las dos primeras derivadas son continuas. Esta ecuacién puede ser usada
para encontrar el radio de curvatura de la superficie de paso de la leva. Para este caso ,
f(O)=f(¢) de la ecuacién 31
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R=R, + f(6)

dR .

gé=f @) (37)
d*R .

Py /()

Para la leva y el seguidor mostrados en la figura 4.9, el dngulo de presién OCA se
denota por a y el centro de la leva por O. La leva se supone estacionaria, y el centro del

seguidor gira en sentido horario de la posicién C a C' a través de un pequefio &ngulo A6,

Fig. 4.9

Del diagrama obtenemos

a =twn’! CE
CE



Como AB se aproxima a cero, los dngulos OCE y ACC se aproximan a 90°. Al
mismo tiempo, CD se acerca al valor de CF, el cual iguala a RA@ y ambos a CE. Por lo

tanto

lma = an” &
A Rdeo
Por que los lados de a y a’ llegan a ser mutuamente perpendiculares cuando A9

tiende a cero, o llega a ser igual a a. Por lo tanto

tan £'(9)
= 38
““ R+ 10 o0
Los puntos sobre la superficie de la leva pueden también determinarse a partir de la
figura 4.9. Las coordenadas del punto C estdn dadas por:

x. = Rcos@ (39)
Yc = Rsend

Las coordenadas del punto de contacto (punto A) son obtenidas de las proyecciones

de x y y del segmento de linea CA y de las distancias xc y y. como se muestra a

continuacion :

= +R -0-
x,=x.+R cos(w a) @)
Y.=Yc-R sen(r-6-a)

Con las ecuaciones 34 y utilizando el nomograma de la figura 4.10 se calculé para

un dngulo de presién maximo de 30° la relacién L/Ro .
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Fig. 4.10
En el anexo 2 se presentan los célculos para obtener el perfil de la leva de acuerdo a

todo lo anteriormente establecido. Dichos célculos se realizaron utilizando el paquete
MathCad.
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4.3 Disefio de las celdas de carga

En la figura 4.3 se mostré el marco de carga en donde se pueden apreciar, en
la parte superior, los dos puntos de apoyo donde hace reaccién la viga. Por
consideraciones de espacio y facilidad de acceso a estos puntos, una vez ubicados
en la méquina, se decidié colocar ahf las celdas de carga.

En el punto 4.1 se calculé una carga tedrica de 73.62 kg. para el marco de
carga , esto implica que por cada apoyo debemos soportar 36.81 kg. En base a esto
se estim6 al didmetro del vastago de cada celda , estas trabajan a compresién , de tal
forma que tuviesen la suficiente sensibilidad para registrar la deformacién al
momento de aplicar la carga. La figura 4.11 muestra el arreglo de los deformimetros

(strain gages) en cada una de las celdas de carga (18] .

0
th—
Fig. 4.11 Celda de carga con arreglo de puente completo

Inicialmente se consideré utilizar el acero 1045 para fabricar las celdas sin
embargo para que se hubiese tenido la suficiente sensibilidad se llegaba a un

didmetro de 4.76 mm (3/16 plg.) lo cual era impractico para la instrumentacién.
Debido a esto se calculé el didmetro para aluminio de la clase 6261 Té [19].
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P
&= 2E (41)

P =368 kg.
E=73x10"Pa
Para un didmetro minimo ¢ de 7.93 mm (5/16 plg)
i
4
A =4939x10e m?
e=103.3 pe

Los deformimetros seleccionados para emplearse sobre este material son del

tipo EA-13-062AQ-350 lo cual nos indica que son de constantdn con soporte de

A=

poliamida , su longitud es de 1.57 mm (1/16 plg) teniendo la medida mixima para
ser colocados en una celda tan pequefia. La figura 4.12 muestra la curva de

compensacién por temperatura para estos deformimetros.

TEMPERATURE O “CELC B
L
'.'
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i
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—
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¥ i 44@10'o2w1me,w10*rbas&mm mo’t'('c) o
" NPERATLAE B At e
J0M4-Y4 Al Uit

Figura 4.12 Gréfica que muestra la variacion del factor del

strain gage de acuerdo con la temperatura
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Las ecuaciones que describen el comportamiento del circuito eléctrico de la figura
4.11 son:
Va(Ri+R)1i;V=(Ri +Ra)ly
h=V/(Ri+R) =12

Li=V/(Ri*+Ry) =15
de la ley de voltaje de Kirchooff :

Vep = Vap - Voa 42)
Vip = E
Vas=Ril)

V

s —4
Vi =R R +R, 43)
Vap =Rl
V
Vio = R, R, +R, (44)

sustituyendo en E y simplificando, tenemos :

- Rle - R1R4
s V[(R, +RXR, + R )] )

La gran ventaja que ofrece el puente de Wheatstone es su capacidad de poder

balancearse a cero cuando
RiRs = R2Ry
como en este caso las cuatro resistencias son iguales esta condicién se cumple

facilmente. En el momento en que las resistencias se deforman el puente se

desbalancea y la deformacién se registra como :

AE __RR, [AR,_AR, AR,_AR.] 6

— +

V (R|+R,)z R, R, R, R
AR, ARy o, %P
R R ST UE @
AR, AR, _-vs P
R,_R g @
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V 24E

De donde podemos conocer el valor de la carga.

(1+v)» 71;.-([ +v)  (49)
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5 Consideraciones fotoelisticas

5.1 Deduccién de la expresién del comportamiento fotoelistico

De acuerdo a lo visto anteriormente , a la salida del modelo las ondas 1y 2
(que vibran de acuerdo a los ejes principales de esfuerzo o; y o2 respectivamente )
llevan un retraso relativo R . Este retraso depende fundamentalmente de dos cosas :
» El espesor t del modelo .
o Ladiferencia de esfuerzos principales (o1 y 02) .

Lo anterior lo podemos expresar de la siguiente forma :
R= cr(o, - a,) (50)

Donde ¢ = coeficiente éptico de esfuerzos del material.

Despejando la diferencia de esfuerzos principales

R
-0 =7 (51)

El polariscopio es un instrumento por medio del cual podemos medir el
retraso R a partir de la observacién e interpretacién de las curvas isocrométicas . De
acuerdo al orden de aparicién de estas en el modelo podemos obtener el nimero N

de longitudes de onda que existen de retraso relativo R.

De tal forma que:
R=Ni (52)
Donde
N = orden de franja ( obtenido por conteo)

A = longitud de onda de la luz empleada (nm)
De este modo la expresién XX se transforma en

or-o:=Nft (53
En esta expresién

o: y 02 = diferencia de esfuerzos principales en el punto analizado
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N = orden de franja en el punto (adimensional)
f=constante de franja (kg./cm/franja)

t = espesor del modelo (cm)

La constante de franja fse obtiene por medio de la calibracion.
De lo visto anteriormente podemos definir a la isocromdtica como el lugar

geométrico de los puntos de igual diferencia de esfuerzos principales .

5.2 Conteo de franja en luz monocromatica [8]

Al pasar por el analizador las dos ondas 1 y 2 son forzadas a vibrar en un sélo
plano paralelo al eje del analizador . Cuando el retraso relativo R equivale a un
ntamero entero de longitudes de onda (0, A, 2, 3A , etc. ) coincidirdn los valles de
la onda 1 con las crestas de la onda 2 generdndose un oscurecimiento . Desde el
punto de vista éptico , la isocromética es la sucesién de puntos en donde el retraso
relativo R equivale a un numero entero de longitudes de onda. En luz
monocromética , de un estado de oscurecimiento total (R =0 6 N = 0 ) cuando la
carga vale cero , en cualquier punto del modelo , apareceran al incrementar
gradualmente la carga sucesivos oscurecimientos que corresponden primero a la
franjal (R=1A6N=1),luegoala2(R=24 dN=2),etc.

Un modelo con una carga exterior aplicada muestra un patrén en el cual se
acumulan franjas con diversos retrasos ( que corresponden a diversos estados de
esfuerzos ). Para efectuar la interpretacion de las franjas conviene seguir las
siguientes reglas.

a) Se puede empezar a contar a partir de una esquina de 9 del modelo en donde
sabemos que como 0; -02 =0, R =0y en consecuencia N=0.
b) Se puede empezar a contar a partir de un punto isotrépico ( lugar en donde los

esfuerzos principales son iguales ), donde también N =0. Figura 5.1
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Punto Isotrdpico

Figura 5.1 Orden de franja en la esquina de un modelo y en un punto isotrépico

5.3 Conteo de franjas en luz blanca

Observando el modelo fotoeldstico iluminado con una fuente de luz blanca en
un polariscopio plano (campo oscuro ), podemos observar a las isocrométicas como
un conjunto de franjas de color. Podemos establecer una relacién entre los colores
observados y el retraso relativo R y en consecuencia el orden de franja N . Para ello
tendremos que introducir el concepto de color complementario ; éste es el color que
aparece como resultado de la interferencia 6ptica que hace que se extinga un color
con determinada longitud de onda A .

Pongamos un ejemplo para entender el concepto anterior : el verde es el color
complementario del color rojo , cuya longitud de onda corresponde a 700 nm . En
consecuencia , cuando la interferencia éptica tenga un valor de 700 nm 6 bien
multiplos de éste valor , se extinguird el color rojo y aparecera en el modelo el color
verde . De aqui establecemos que el color verde en cualquier parte del modelo
corresponde a un retraso relativo R de 700 nm , 1400 nm, etc.

El conteo de franja en luz blanca ( campo oscuro) es més sencillo que en luz
monocromética : la franja cero ( N = 0) es negra o gris oscuro. La primera franja de

paso (N=1) est4 situada entre el rojo y el azul. Las franjas sucesivas (N=2, N=3, etc.)
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estdn situadas entre el rojo y el verde. Para contar las franjas de paso , bastard con

localizar el tono gris oscuro y empezar a contar desde ahf.

5.4 Método de compensacién de Tardy

Este método , empleado para determinar con precisién el orden de franja en
un punto del modelo fotoeldstico , tiene la ventaja de que no requiere
instrumentacion adicional . Est4 basado en el hecho de que los ordenes de franja N
en campo oscuro son de orden entero , en campo claro son ordenes miltiplos de
media franja y en posiciones intermedias dependen del giro del analizador . El
procedimiento implica disponer el polariscopio en campo oscuro , alinear los ejes de
polarizacién con los ejes de esfuerzo principal y girar solamente el analizador hasta
traer una franja de paso hasta el punto analizado ; el valor del orden de franja N se
determina mediante

N =n2y/180 (54)

En la expresion anterior , n es el orden de franja de paso cercana y y es el valor
de giro del analizador necesario para hacer coincidir n en el punto . El signo en la
ecuacién anterior depende de si el orden de franja de la franja cercana es mayor o

menor que el del punto analizado.

5.5 Isoclinas , fenémeno de aparicion

Al introducir un modelo fotoeldstico cargado en polarizacién plana , campo
oscuro, luz blanca, se aprecian dos familias de curvas : franjas de colores llamadas
isocrométicas y franjas negras que reciben el nombre de isoclinas . En la figura 5.2 se
aprecia el mecanismo de aparicién de las curvas isoclinas. Como se aprecia , existen
puntos de los cuales hemos seleccionado uno en donde la direccién de los esfuerzos
principales es definida segun la direccion vertical por medio de un 4ngulo 6 . En el
punto analizado en especial el sistema de esfuerzos principales es paralelo al
sistema 6ptico de polarizador y analizador cruzados.

Al pasar a través del punto en cuestién , el rayo polarizado pasard sin
descomponerse y al llegar al analizador se extinguird debido a que su direccién de

polarizacién es perpendicular al eje de este ultimo.



Dado que lo anterior sucede en todos los puntos del modelo en donde los ejes
de esfuerzo principal sean paralelos a los ejes Py A , lo que observaremos seré una
sucesién de puntos oscuros que forman la franja que denominamos isoclina .

En consecuencia , para conocer la inclinacién de esfuerzos principales en
cualquier punto del modelo , se deberd girar el sistema 6ptico polarizador
analizador cruzados , hasta hacer coincidir la isoclina con el punto analizado . El
angulo 0 de giro del sistema nos proporcionard la inclinacién buscada referida

obviamente a un eje de referencia fijado con anterioridad.

Figura 5.2 Fendmeno de aparicion de isoclinas

5.6 Funcionamiento de la placa de cuarto de onda

Una forma obvia de desembarazarse de las isoclinas podria ser la
implementacién de un mecanismo que ligara el polarizador y el analizador para que
pudieran girar rdpida y simultdneamente . As{ las isoclinas podrfan barrer el campo
del modelo rdpidamente y de este modo , semejante a los rayos de una bicicleta
desaparecer .

Afortunadamente , no es necesario obtener tal mecanismo por que el mismo
efecto puede lograrse Opticamente insertando elementos 6pticos denominados

placas de cuarto de onda . Dichas placas son hojas de material permanente
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birrefringente ( usualmente se emplean materiales baratos , como el acetato o mica )
que pueden convertir la luz linealmente polarizada en circular y viceversa .

Lo que hace la primera placa de cuarto de onda Q, es dividir el haz incidente
de luz linealmente polarizada en dos componentes y retardar una de ellas % de
onda respecto a la otra . Asi pues el patrén seccional del haz emergente representa
la combinacién de dos movimientos arménicos a lo largo de ejes mutuamente
perpendiculares que estdn desfasados un cuarto de ciclo con respecto al otro . El
patrén de haz combinado no es una linea recta ( que corresponderfa al
desfasamiento nulo ) sino una elipse . El patrén eliptico se vuelve circular si la placa
Qi se gira en su plano 459 respecto a la vibracion del haz incidente de tal modo que
las componentes de vibracién tengan la misma magnitud. Figura 5.3.

De la manera descrita las franjas isoclinas desaparecen del campo de
observacion , pero se tiene un incremento uniforme de 0.25 de orden de franja en el
modelo . Para resolver anterior se dispone una segunda placa Q; de cuarto de onda

con sus ejes 6pticos perpendiculares a los de la primera para eliminar su efecto .

ol

= Paianizagor

Eie ce lrasmision

Figura 5.3 Funcionamiento de la placa de cuarto de onda
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5.7 Calibracion de materiales fotoeldsticos
En un modelo fotoeldstico emplazado en un polariscopio es posible cuantificar
la diferencia de esfuerzos principales (01 - 62 ) en un punto por medio de la

expresion

0 -=0y ="~ (55)

En donde fes la constante de franja del material fotoeldstico . Para establecer
esta Gltima es necesario realizar una calibracién del material fotoeldstico. Para este
fin se fabrica un modelo de calibracién.

Las bases tedricas de la calibracién son simples : el modelo de calibracién debe
tener una forma y un sistema de carga tales que en un punto de dicho modelo sea
posible establecer la diferencia de esfuerzos principales por medio de una expresién

teérica confiable . A continuacion sustituimos el valor obtenido en la expresion :

£ (56

En cual N es el orden de franja en el punto para el cual fue obtenida la
diferencia de esfuerzos principales y t es el espesor del modelo.

La constante de franja f es definida como la diferencia de esfuerzos principales
que es necesario que exista en un punto de espesor unitario para que aparezca en é|
la franja N = 1, Podemos establecer la sensibilidad del material fotoeldstico como

funcién inversa del valor de la constante de franja .

5.8 Calibracién por medio de una viga sometida a un estado de flexion pura [8]
Fabricando una barra de calibracién emplazdndola en el polariscopio circular

y aplicindole dos cargas simétricas , es posible obtener la constante de franja

obteniendo la carga P que es necesario aplicar para hacer llegar a un punto situado a

una distancia y del eje neutro una franja de orden N .
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En una viga sometida a flexién pura ( figura 5.4) la diferencia de esfuerzos
principales en un punto alejado una distancia y del eje neutro se puede obtener a

partir de la siguiente expresiéon :

12Pay
0,~-0,= -—"’;,— (57)
Igualando la ecuacién 57 a la 58 tenemos :
_0,-0, 1Pay 1
I="N""w ™ (58)

En esta expresion :

f = constante de franja ( kg./cm/ franja)

P = carga necesaria para hacer coincidir en el punto la franja N (kg.)
a = distancia entre Ja reaccién y la carga P (cm)

y = distancia del eje neutro al punto analizado (cm)

t = espesor del modelo (cm)

h = altura del modelo (cm)

Nuevamente la constante de franja obtenida serd valida para el tipo de luz
empleada. Si se emplea con la luz monocromética deberd hacerse coincidir el eje de

la franja oscura con el punto analizado.

N

Figura 5.4 Calibracién por medio de viga en flexién pura
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6 Andilisis de los resultados fotoelasticos

6.1 Esfuerzos en bordes libres

Segun lo visto anteriormente la magnitud de 0,-0; puede obtenerse en todos
los puntos de un modelo fotoeldstico a partir de la interpretacién del patrén de
franjas isocromaticas . Sin embargo , en los bordes libres del modelo donde no
existen aplicadas fuerzas externas , uno de los esfuerzos principales ( el
perpendicular a la superficie ) es nulo , de donde podemos obtener el esfuerzo
principal tangente al borde del modelo por la simple aplicacién de la expresion :

N

g, -0, =
1 2 I}

la cual para un punto sometido a tension se vuelve :

N
o, = —f (59)
{
y para un punto sometido a compresion :
N
Wl @

El problema en la aplicacion de las expresiones anteriores reside en la
obtencién del signo de los esfuerzos . Empleando un compensador paralelo o
perpendicular al borde en el punto de andlisis podrfamos establecer el tipo
correspondiente de esfuerzo ( tensién o compresion) . Sin embargo existe un método
que no requiere de instrumentacién adicional ; éste método solamente implica el
aplicar una presion local con la unia en el punto analizado del borde. Si la franja mas
cercana se acerca al punto presionado , esto quiere decir que el esfuerzo paralelo al
borde es de compresién y viceversa.

El conocimiento de los esfuerzos principales en el borde es importante puesto

que los valores criticos usualmente se presentan en dichos lugares.

6.2 Trayectorias de esfuerzos
Las curvas isoclinas no bastan para formarnos una idea clara de las
direcciones de los esfuerzos en un modelo . Sin embargo , a partir de ellas es posible

construir una familia de curvas llamada trayectorias de esfuerzos ( isostaticas ). La
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tangente y la normal en una trayectoria de esfuerzos indican las direcciones de los
esfuerzos 61 y o2 en un punto.

Se describird a continuacién un método simple y rdpido para trazar
trayectorias de esfuerzos a partir de isoclinas trazadas para diferentes pardmetros :
sobre el diagrama de curvas isoclinas trazar una linea de referencia paralela al eje
donde 6 = 0 ( que usualmente corresponde a la posicién inicial del sistema
polarizador - analizador cruzados ). A continuacién dibujar una serie de pequenas
lfneas - gufa sobre cada isoclina con la inclinacién que corresponda al pardmetro de
la misma . Posteriormente , generar curvas cuyas tangentes sean las lineas - gufa
(figura 6.1 ) . Finalmente , las curvas cuyas normales sean las lineas - gufa
representan la familia ortogonal . Es evidente que el borde libre de un modelo serd

también trayectoria de esfuerzos .

X TRABEECTORMS
ESFUER2QS -
< d

Fig. 6.1 Trazo de las trayectorias de esfuerzos

6.3 Paso del modelo al prototipo

El modelo fotoeldstico proporciona esfuerzos en el modelo ; Cémo se
relacionan estos con los del prototipo? . En muchos problemas practicos de
elasticidad bidimensional con las fuerzas aplicadas en los bordes , los esfuerzos
dependen solamente de la geometrfa y del valor de las fuerzas aplicadas y no de las
propiedades fisicas del material ( médulo de elasticidad ). Para estos casos se
pueden establecer los esfuerzos en el prototipo a partir de los correspondientes al
modelo de las ecuaciones que escalan las fuerzas y las geometrias de modelo y
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prototipo . La tnica condicién existente en ciertos casos es que el médulo de Poisson
de los materiales de modelo y prototipo sean iguales . Para cumplir la condicién
anterior es posible seleccionar un material fotoeldstico cuya propiedad mencionada
sea lo mds semejante a la del prototipo.

Un modelo debe ser geométricamente semejante al prototipo pero no
necesariamente del mismo tamafo . Las cargas deben de estar distribuidas en forma
semejante , pero pueden diferir de las del prototipo a través de un factor de escala
que abarque a todas las fuerzas .

Supuesto lo anterior , cualquier esfuerzo o, en un punto del prototipo se

determina a partir del esfuerzo correspondiente on en el modelo a partir de la

expresion :
Potuln
o, =0, P...’_,,/,, el)
y los desplazamientos en el prototipo :
526,22 (e
P " PEh,

endonde:
o = esfuerzo en punto determinado
d = desplazamiento en un punto determinado
P = carga aplicada
t = espesor
| = una dimensién cualquiera
y los subindices p y m se refieren a prototipo y modelo respectivamente .
En conclusién , se observa que la obtenciéon de esfuerzos en el prototipo se
puede lograr a partir de los del modelo sin considerar la relacién de médulos de

elasticidad y para la mayoria de los casos el médulo de Poisson .
6.4 Esfuerzos cortantes 1.y y esfuerzos cortantes miximos

Por medio de las isocromdticas es posible cuantificar el valor de la diferencia

de esfuerzos principales 6,-02 , conocida esta diferencia y la inclinacién 0 de los
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esfuerzos principales es posible determinar los esfuerzos cortantes 1, por medio
de:

0, -0
Ty = ! 3 2 sen20 (63)
en su forma fotoeldstica
WA
w3
Los esfuerzos cortantes m&ximos tmix pueden obtenerse también por medio
de:
@) -G,
Tow =" 3 (65)
lo que en su forma fotoeldstica se convierte en :
Nf
= e 66
e = 50 (©6)

En la figura 6.2 se pueden visualizar las expresiones (65) y (66) por medio del

gy

max

circulo de Mohr.

a2
q ol

Figura 6.2 Circulo de Mohr para esfuerzos en un plano .



7 Resultados y Conclusiones

En los capitulos anteriores se establecieron los pardmetros necesarios para el
disefo y la fabricacién de la maquina empleada en las pruebas de calibracién. Las

figuras 7.1, 7.2 y 7.3 muestran diversas etapas de la fabricacién de la misma.

Figura 7.1 Vista lateral del mecanismo de transmision

Figura 7.2 Mecanismo para la aplicacion de la carga ciclica
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Figura 7.3 Maquina parcialmente terminada.

En la figura 7.3 puede apreciarse el polariscopio circular ya instalado en la
méaquina. Cabe mencionar que para realizar las pruebas se necesita ademas la fuente

de luz monocromética , las celdas de carga , la cdmara de video y un cuarto oscuro.

7.1 Desarrollo de las pruebas

La realizacién de las pruebas para determinar la calibracién dindmica se
pueden dividir en dos diferente tipos :
o Pruebas 6pticas.
¢ Pruebas de instrumentacién.

En las pruebas épticas se registr6, mediante el empleo de una cdmara de
video, el ciclo completo de aparicién de franjas monocrométicas por cada ciclo de
carga. Inicialmente se seleccioné una frecuencia de 6 ciclos por segundo tomando en
cuenta que la cdmara de video nos da 8 cuadros por segundo de toma. Sin embargo
en la exposicién cuadro por cuadro no se registr6 la aparicién paulatina de las
franjas, lo que dejaba dudas en cuanto al nimero maximo que de estas pudiesen
presentarse. Para resolver este problema se disminuyé la frecuencia a 3.2 ciclos por
segundo . Esto se logré cambiando la catarina de salida de la transmisién de un
didmetro de 3 a 4 pulgadas. Con esto se pudo captar en el video hasta 7 franjas
monocromdticas . En las siguientes fotografias se muestran los equipos de grabacién

asf como el orden en que aparecieron las franjas al cargar la viga.
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(h)

Fig. 7.4 Franjas monocrométicas que se generan en una viga cargada en los tercios .

El material es policarbonato.
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Fig.7.5 Equipo utilizado para grabar el ciclo dinamico de carpa.

En la figura 7.5 se puede observar el equipo instalado para hacer la grabacién
de video. Entre la cdmara y el polariscopio se colocé una lente de Fresnel para
aumentar la imagen y distinguir mejor las franjas. El formato empleado fue de 8
mm . Las fotograffas donde aparecen las franjas fueron retocadas en la computadora
para remarcar a estas ya que debido a la transferencia de la imagen del video a la
foto y de la foto a la computadora se pierde claridad cuando aparecen mayor
nimero de franjas.

En lo que se refiere a la prueba instrumentada esta consistié en registrar los
ciclos de carga sobre la viga de policarbonato. Para esto se emplearon las celdas de

carga que se muestran en la figura 7.6
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Fig. 7.6 Celda de carga instalada en la miquina de calibracion..

Previamente se llevé a cabo la calibracién de las celdas utilizando pesas de 5

kg de lo cual se obtuvieron las siguientes curvas de calibracién . La figura 7.7 ilustra
la forma en que se calibraron las celdas.

Fig,. 7.7 Calibracion de las celdas de carga
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Cargas maximas aplicadas en los tercios de la viga
i z0.4

linterp(p1,1.,25.29 =3613 kg

linterp( p2,1.,30.149 =4.433 kg

CURVAS DE CALIBRACION

160 T T T T
P?i 9 |- =
Pl’i
64 -
2 i -
0 ] | | ]
0 [ 10 15 2 2
1.
1
Cargaenkg

En dichas curvas se puede apreciar que el comportamiento de las celdas es
lineal. Las celdas de carga proporcionan una sefial anal6gica la cual es captada por

un amplificador condicionador de sefial que a su vez lo manda a una computadora
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a través de una tarjeta interface. Las condiciones bajo las cuales se llevé a cabo la
prueba fueron las siguientes :

Excitacién : 3 v

Ganancia : 3000

Frecuencia: 3.125 hz

En la figura 7.8 se muestran los equipos utilizados en la prueba.

Figura 7.8 Laboratorio donde se realizaron las pruebas

Instituto Mexicano del Transporte

7.2 Valores obtenidos

La prueba se realizé haciendo un muestreo durante 30 segundos a una
frecuencia de 50 ciclos por segundo lo cual arroja una base de datos de 1500
elementos. Es obvio que no se necesitan todos los elementos para analizar los
resultados. Lo Gnico que se cuidé fue que las celdas tuvieran un comportamiento
uniforme a lo largo de toda la prueba. En las siguientes gréficas se muestran los

valores obtenidos a distintos intervalos de tiempo.
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Aunque ambas gréficas no tienen la misma escala si son proporcionales. En
las dos el méximo valor absoluto de voltaje obtenido es de 0.38 v y ambas abarcan
un periodo de 1 segundo. Cada una de las curvas corresponde a una de las celdas
de carga respectivamente. La primer gréfica va de un periodo de 0 a 1 segundo y la
segunda del segundo 10 al 11 respectivamente. La celda de carga derecha tiene un
upset de 0.06 v el cual debe restarse al momento de hacer los cdlculos para obtener

la deformacién.
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7.3 Andlisis de resultados
La siguiente ecuacién se emplea para calcular el valor de la deformacién a

partir del voltaje de salida y el voltaje de excitacién.

_1

v, 2( e HEN s, (140)G,)  (67)
despejando
e = ¥, (68)
Ve 1075 (1 +0)G,
donde

ue : microdeformaciones

Vo: voltaje de salida , v

Vac : voltaje de excitacién del puente , v
S, : factor de galga

v : médulo de Poisson

Ga : ganancia de amplificacién del acondicionador

En la siguiente tabla se muestra sélo una pequefa parte de las
microdeformaciones obtenidas para los distintos voltajes y su respectiva gréfica de
tiempo contra voltaje.

Tiempo Voltaje 1 Voltaje2  Deformaciones celda Deformaciones ceida

izquierda derecha

0 -0.1416 -0.1758 8.46487 13.693062
0.02 -0.2148 -0.2205 12.168418 17.875755
0.04 -0.2856 -0.2881 17.68103 22.440109
0.08 -0.3467 -0.3418 22.440109 26.622802
0.08 -0.3833 -0.373% 25.290883 20.001915
0.1 -0.3006 -0.3857 25.85948 30.042173
0.12 -0.3662 -0.376 23.958084 20.26684
0.14 -0.312% -0.3384 19.776271 26.435868
0.1 -0.2417 -0.2905 14.261659 22627045
0.18 -0.166 -0.2222 8.365388 17.307158
0.2 -0.0803 -0.1514 2.489113 11.792546
0.22 -0.0317 -0.0803 -2.095241 7.033467
0.24 -0.0049 -0.0835 -4.182693 4.948015
0.26 0 -0.0586 -4.564354 4.564354
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Con los valores de las microdeformaciones ya calculados y utilizando la curva
de calibracién para cada una de las celdas de carga, obtenemos ahora el valor de las

fuerzas en kilogramos aplicadas a la viga durante este periodo de tiempo.

Microdeformaciones

pel = pe2 -
6.464 | [13.693]
12.166/[17.875
17.681](22.44
2244] 26622
25.29(129.091
25.889| [30.042
23.958|[29.286
19.776| [26.438
14.261|22.627
8.368 [[17.307
2469 |[11.792
2095|(7.033
4.182|[4.946 |
4.564/(4.564 |
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Fuerzas aplicadas

Deformaciones celda Deformaciones celda Fuerza  Fuerza  Valores maximos

izquierda derecha Izq. Der. kg kg

6.48487 13.693062 0.923 2.014
12.1668418 17.875755 1.738 2.629
17.68103 22.440109 2.526 33
22.440109 26.622802 3.206 3.915
25.200883 20.091915 3.613 4.278

25.850948 30.042173 3.694 4.418 3.694 4.418
23.956064 20.28664 3.423 4.307
19.776271 26.435866 2.825 3.887
14.261659 22627045 2.037 3.328
8.365386 17.307158 1.185 2.545
2469113 11.792546 0.353 1.734
-2.005241 7.033487  -0.209 1.034
-4.182603 4946015  -0.507 0.727
-4.564354 4564354  -0.652 067

En las dos altimas columnas se registran los valores de las fuerzas en
kilogramos. La manera en que se presentan los resultados se debe a que las tablas
presentadas se insertaron del programa Math Cad V6.0. A continuacion se
presentan las gréficas Carga vs Deformacién v Carga vs Tiempo.

441794 O T T T

E limterp (1. L iz 1. v 4

- / -

T linepip2. Lo 2y

4.682, | 1 |
“10 28 15 218 40
~4.564, IS T ,30.042,
Deformacion
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a41794 O T 1 T T T
‘ — —
F limerpipl Lo 1
2 -
 linterpip2. L. 2;)
o -
0.652, | | I | l |
"0 o004 009 013 017 021 026 03
0. u 0.26.
Tiempo seg

Tomando la ecuaciéon (58) se calcula el orden de franja experimental para el
valor maximo de carga. También se registré6 , tomando mediciones en la propia
médquina, que las cargas fuesen aplicadas simétricamente en cuanto a la longitud del
brazo de aplicacién de las mismas .

12Pay 1|
/= th® Nt

Los valores dados a continuacion fueron medidos sobre el marco de carga y
las fotografias del video haciendo un escalamiento de las mismas con el modelo
real.

t 0635

y -13% 7.68
h =3

N =7

Fuerza lzq. FuerzaDer.  Valores maximos Orden de Orden de
de carga franja franja
kg/cm/franja kg/cm/franja

0.923 2.014
1.738 2629
2.526 33
3.206 3.915
3613 4.278
3.604 4.418 3.604 4.418 6.006444  7.183668
3.423 4.307
2.825 3.887
2.037 3.328
1.105 2.545
0.353 1.734
-0.200 1.034
-0.597 0.727
-0.652 0671

63



Como se aprecia en la altima tabla , las dos cargas tienen distinto valor y por
lo mismo no pueden considerarse como simétricas. También el orden de franja es
diferente. Esto se debié a que el mecanismo de aplicacién de la carga tiene un
pequefio juego que provoca un ligero desplazamiento axial del véstago que
transmite la carga y también a que la distancia en los puntos de aplicacién de la
carga no se ajustaron rigurosamente. Sin embargo los valores obtenidos son muy
préximos al valor establecido por el fabricante del material fotoeldstico que

proporciona un valor de orden de franja de 7 kg/cm/franja.

Después de hacer estas observaciones se ajusté la mdquina para eliminar estos
errores, se repitié la prueba registrando todos los valores méximos de carga que
corresponden al orden de franja miximo y se obtuvo para ambas celdas un valor

promedio de carga de 4.05 kg , lo que nos proporcioné un orden de franja de:

f=6.88 kg/cm/franja

7.4 Conclusiones
De los resuitados mostrados con anterioridad se pueden inferir las siguientes
conclusiones :

1. En la etapa inicial el primer problema que se encontré fue haber descubierto que
el empleo de la técnica fotoeldstica ha cafdo précticamente en el abandono en
nuestro pais , lo que dificulté no sélo la bisqueda de informacién si no también
la de equipos y materiales . Deben de encontrarse los medios para reactivar el
empleo de esta técnica pues como se mencioné en el capftulo 1, ofrece varias
ventajas respecto a otros métodos , pero sobre todo no es posible que cada
trabajo de investigacién que se realice empleando este método tenga que partir

de cero.
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. La validez del método se respalda desde un principio en el momento en que el
valor para la flecha mixima calculada por el método de la doble integracién ,
método estatico , se aproxima considerablemente al valor obtenido por el método
del anélisis modal , método dindmico. En el anexo 4 se muestra un comparativo
entre los resultados de los andlisis teéricos estdtico, dindmico y experimental.

. El valor teérico de la carga aplicada para producir la flecha médxima , estdtica ,
difiri6 considerablemente del valor real de 4.05 kg por lo se tuvo que revisar el
método aplicado . Con la nueva ecuacién de la flecha mdxima, la cual se muestra
en el anexo 3, se obtuvo un valor muy cercano al valor real.

. Una de las mayores limitantes encontradas fue el registro en video de la
aparicién de los distintos ordenes de franja durante el experimento ya que la
cdmara convencional sélo nos permitié registrar una frecuencia de 3.2 ciclos por
segundo en el ciclo de carga . Estoy seguro que el comportamiento dindmico se
diferencia del estdtico para ciclos mds altos teniendo como limite las frecuencias
naturales de vibracién mostradas en el anexo 1.

. El ruido generado por las imprecisiones de la construccién de la méquina no
afect6 la validez del experimento , lo cual queda demostrado en la simetria que
presentan las franjas mostradas en el video.

. La experiencia aportada en el disefto y la construccién de la celda de carga fue de
gran valor debido a que la instrumentacién del puente completo , utilizando sélo
cianocrinalato como adhesivo , dio excelentes resultados ya que las celdas
tuvieron un comportamiento lineal, su tiempo de fabricacién fue muy corto y su
costo fue muy bajo.

. Sise logra superar el problema del registro en video del fenémeno se recomienda
rediseftar la maquina empleando una transmisién a base de poleas de velocidad
variable con el objeto de realizar las pruebas a distintas frecuencias y asf tener
resultados mds validos.

. Por ultimo en lo se refiere al objetivo principal de este trabajo ha quedado
demostrado que , para bajas frecuencias , el orden de franja se mantiene en el
mismo valor. La importancia de esto implica que se puede hacer el anélisis
fotoeldstico de los esfuerzos en los dientes de los engranes rectos , con carga

dindmica, utilizando el valor de orden de franja dado por el fabricante sin

65



necesidad de realizar ninguna calibracién adicional. La limitante en este caso serd
nuevamente la grabacién con video, por lo que los encargados de realizar estos
estudios pueden verse obligados a trabajar con frecuencias de carga ain més
bajas , que lo indicado en este trabajo , para poder registrar el fenémeno.



ANEXO 1

Ecuacién modal para sistemas de masa y elasticidad continua a partir de la ecuacién de Lagrange
(Andlisis del comportamiento dindmico de la flecha de la viga).
m =0217
Kg/m
L1 =0.263
m
p=12.3
Se calculan las frecuencias de vibracién naturales para cada modo:
e

pia? Bl
ep(p) = —

L1 vm
rad/s
E = 24810
Pa
1=1.428710"°
m‘
op(p)
1823.3177
7293.2707

16409.8591

g

Desplazamiento estético para cada modo:
m

39.24 8in \33—1 | - 39.248in \2%/

Ypst(p) = 2 ;
op(p) m-L

Ypst(p)
0.0007

W

0
0

‘c

Wi e
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Flecha dindmica méxima;

Tl =2043

t=08

Yi(t) := Ypst(1)-T1

Y1(t) =0.0018

m

Respuesta total del sistema a la carga dindmica:
x1 =0,004..0.24

(t,x1) = Y1(t)si (Ll
X = 'Sm’—ll
! \0.24,

0.001 T

008 0.1 0.18 02 / 0.28
- “ t, x1 '

—0.001T e

—0.002=~

x1
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ANEXO 2

Ecuaciones de la leva, funcién cicloidal.
De0a 2.618
8 .=0,02..2618
150D
B = 2628
150D
Li=2
mm
S(8) = L-‘g - l-uin:Z-n-g /|
‘B2 \B

A

S(8) 9
573410 %) '__?
0.044 | 04|
0.141 0.6
0.309 08
0.544 1
0.828 1.2
1.13 14
1.419 16
1.662 18
1.84 2
1.946 22
1.992 24
| 2 @
Nl
S(6)
///' ﬂ
e
A S T
]

Ecuaciones de velocidad y aceleracién para la primera fase del movimiento
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B/
xL/ ]
A(8) = ——"|sin | 2%~
p?.
V(6) A(9) 0
0 0 0 2T o~
0.085 0.837 '_oi\ /
0.322 1.487 04
% f 1 A(8)
0658 | [1.803 0.6 MO T
1016 | [1714 0.8
1.317 1.241 1 ol
1.494 0.49 12
1506 -0.371 T
1.351 -1.149 16| 29
1.064 -1.67 Ej
'0.708 -1815 2]
V(8) 14
0.365 -1.554 22 —
0.11 -0.943 24
1.705° lo‘ 3 -0.122 2.6

Caélculo de los puntos de la superficie de la leva
R(6) = 1666+ S(6)

"V(e)>
a(8) = atan(—
R(6)

x(0) = R(0)'cos(8) + 6.35cos(r - 6 - a(8))mm
y(8) = R(0)-sin (6) - 6.35sin (% - 6 - a(0))
mm
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S(6) R(8) v(6) a(9) x(8) y(8)
0 16.66 0 0 10.31 0
5_734.10'3 16.666 0.085 5.122 10'3 10.117 2.018
0.04a | (16.704 10.322 o019 | |9.586 3.92
0.141 | |16.801 0.048 0.039 877 5.699
0.309 l 16.969 1.016 | 0.06 7.679 7.361
T o.5aa | |17.204 1317 | T oore | |6.282 5887
T oszs | |17488 1494 | “ooss | | 4.548 T
TTas | L1779 1.506 o084 | 2476 FERTT
1419 | |18.079 1.351 ~ 0075 | 013 | 7 788
T 1662 | 18322 1.064 T 0058 | -2.364 | T 75’
184 | | 185 0.708 o003 | -4837 _”'153‘
%6 | |18.606 0.365 T 002 | [TM3 | b——
1946 | | | 0.02 YTy
1992 | 18652 0.11 se1e109 [20%
2 1866 | 170510°% ————5 -10.548] oLl
Lz 9.135'10 ’ 6.346
x(2.618) = -10661 bt

y(2618) = 6.158

M)

15T

167 T i

-16

p(8) = /x(8)? + y(8)?

Radio de curvatura de

Il
467 | 467

L

x(8)

s

la leva mm

xc(0) = R(8)-cos(0)
yc(8) = R(0)-sin(6)

e(6)
10.31
10.316
10.356
10.459
10.637
10.883
11.174
11.476
11.756
11.988
12.157
12.258
12,302

12.31 |
i
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xe(9) ye(®)

16.66 0

16.334 3311

15.386 6.505

13.867 9.487 .

11.822 | 12.173 0.8, ]
:.295 warr| 1] ) /}};h
337 | [16.209 .2 F

3.024 | |17.532 o o, AL - \

= “20 133 | 833 s

-0.528 18.071 16

-4.163 17.843 1.8 “lo=

-7.699 16.822 E xc(6),x(8)

-10.95 15.043 2.2

-13.754|  [12.598 E

-15.99 9.619 26

xc(2618 =-16.16
yc(2.618) = 9.33
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ANEXO 3

Ecuacién de la flecha méxima para la viga cargada en los tercios
segin Schaum pp 159

P =39.24 N

a =076

m

L =0254

m

X =0.1287

y=156310"
m
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ANEXO ¢

Luz y polarizacién

Naturaleza de la luz

En la historia de la investigacion de los fenémenos luminosos se han
presentado diversas teorfas con las cuales se ha intentado explicarlos
satisfactoriamente. Newton traté de explicar los fenémenos de reflexién y refraccién
por medio de la teorfa corpuscular hasta que Huygens demostr6 , aunque
defectuosamente , la naturaleza ondulatoria del fenémeno luminoso. Con el
descubrimiento en 1827 de los fenémenos de interferencia luminosa se acepto en el
medio cientifico que la transmisién de la luz se realizaba por medio de ondas
transversales. En 1873 Clerck Maxwell prob6 satisfactoriamente que se podfa
suponer a la luz como un tren de ondas electromagnéticas y que el fenémeno
luminoso quedaba incluido dentro del espectro electromagnético.

Sin embargo , en el presente siglo el descubrimiento del efecto fotoeléctrico ,
en el cual la emisién de electrones de una superficie es provocada por luz incidente
en ella, revivié el interés en algunas partes de la teorfa corpuscular.

Se puede afirmar , en todo caso, que mientras la teorfa electromagnética
explica satisfactoriamente el fenémeno de propagacién de la luz en un medio
transparente o translicido, la teorfa corpuscular se requiere para explicar los efectos
de la luz sobre la materia. Los rdpidos avances de la fisica podrén favorecer el
establecimiento de una teorfa unificada que explique todos los fenémenos en los
que participe la luz.

Para el estudio de la fotoelasticidad nos es 1til la teorfa ondulatoria de acuerdo
a la cual las caracteristicas fundamentales de la luz ( intensidad y color) estan en
funcién de la amplitud y longitud de onda, respectivamente.

La luz que cuenta con una sola longitud de onda es llamada luz monocromdtica.
Cuando la luz contiene todas las longitudes de onda es llamada [uz blanca. Cuando

contiene varias longitudes de onda se dice que es policromdtica.
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Polarizacién de la luz

La luz ordinaria, ya sea monocromédtica , policromética o blanca puede o no
ser polarizada. Se dice que la luz es no polarizada cuando sus ondas componentes
vibran respectivamente en planos de posici6n aleatoria. En la figura A4.1 se muestra
esta situacién representada por vectores luminosos que indica la forma en que

vibran las ondas .

Figura A4.1

Se dice que la luz est4 polarizada cuando las ondas que la componen vibran
en planos paralelos entre si. Al eje que define la direccién de polarizacién se le
denomina eje de polarizacién y este tipo de luz se le conoce como luz polarizada

plana. En la figura A4.2 se ilustra este fenémeno.

MOWVIMIENTO
DESORDENADO

JV

MOVIMIENTO
PCOLARIZADO

Figura A4.2
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Obtencién de luz polarizada plana
Las formas usuales de obtencién de luz polarizada plana son :

a) Por medio de cristales naturales como el espato de Islandia.

b) Por medio de reflexién. Es un hecho que la luz que se refleja en una superficie no
metAlica estd total o parcialmente polarizada , dependiendo del dngulo (i) que el
rayo de luz incidente forma con la superficie reflejante. Por ejemplo , para un
dngulo i =56.3 ( con un indice de refraccién de 1.5 correspondiente al agua ) todas
las ondas incidentes se reflejan totalmente polarizadas. En la figura A4.3 se muestra

el plano de polarizacién correspondiente.

LUZ :
NO POLARIRADA ., Lot

SUPERPICIE
Povi1DA

Figura A4.3

¢) Por medio de filtros dicroicos. Tal vez la forma mds popular y econémica de
polarizar la luz implica el empleo de este tipo de filtros comercialmente llamados
polaroid . Estos nos proporcionan luz polarizada en forma cémoda y econémica y
ademds es posible conseguir placas de dicho material en medidas relativamente
grandes.

El filtro polaroid fue inventado en 1938 por Edwin H. Land . Su principio de

operacién estd basado en el empleo de moléculas polimeras largas y delgadas de
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alcohol polivinilo que se orientan en direccién preferencial por medio de estirado en
caliente y que son sumergidas en un bafio de una solucién rica en yodo . Estas
cadenas descomponen el vector luminoso en dos direcciones y disipan la
componente de luz paralela a ellas , transmitiendo la componente perpendicular .
Dicho de otra manera , transmiten luz polarizada con su eje de polarizacién

perpendicular a las cadenas moleculares. Esto se muestra en la figura A4.4.

£J: CE .
PUARIQACION uk

COVPONENTE
EXT LS IDA

-
. CAOENAS
MOLECVULARE Y
. POLARIZANTE 2

tvg
iNcloBnTE

Figura A4.4 Funcionamiento de placa polarizante.

Luz polarizada circular

La luz polarizada circular es un caso especial de la luz polarizada elfptica en
donde los vectores luminosos cambian continuamente de orientacién y amplitud .
Se produce al hacer pasar luz polarizada plana a través de placas birrefringentes
denominadas placas de cuarto de onda. La figura A4.5 muestra como se produce la luz

polarizada circular.
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A 2

- EJE OPTICO DE
7 PLACA

DE CUARTO OF

ONDA

PLACA DE CUARTO
DE ONOA

Figura A4.5 Polarizacion circular de la luz.

Polariscopios
Los polariscopios son dispositivos 6pticos donde se emplaza el modelo
transparente para efectuar el andlisis fotoeldstico de esfuerzos . Existen dos

variantes del polariscopio : el polariscopio plano y el circular.

Polariscopio plano

El polariscopio plano consta fundamentalmente de tres partes : fuente de luz
(F), polarizador (P), y analizador (A) . Para el andlisis 6ptico de esfuerzos podemos
llegar a un marco (M) o dispositivo que aplique carga al modelo y una cdmara
fotogréfica (C) , figura A4.6. Tanto el polarizador como el analizador son lentes que
pueden girar en su propio plano. De este modo, la luz emitida por la fuente pasa a
través del polarizador y se polariza en forma plana. El analizador puede entonces o
bien extinguir la luz si su eje de polarizacién es perpendicular al del polarizador
(campo oscuro ) o bien dejarla pasar con méaxima intensidad si los ejes de

polarizacién son paralelos (campo claro). En casos intermedios pasard a través del
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analizador una cantidad de luz que depende del &ngulo que formen entre si los ejes
del polarizador y analizador (figura A4.7).

B
=3

Figura A4.6 Marco de carga en medio de placas polarizantes planas.

%n
N %

! I ?uwo C.AnD | CAMAG OBSCURC | 0," ¢ -;l?(\

JR ‘ | 1_1 i 0

| || ] “%,
|

.
T
.

Figura A4.7 Placas polarizantes planas.

Polariscopio circular

El polariscopio circular es un instrumento éptico que nos ayuda a distinguir
las familias de franjas observadas a través del analizador en el modelo fotoelastico al

eliminar del campo de observacién las isoclinas.
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La diferencia entre el polariscopio circular y el plano reside en la adicién de
dos placas denominadas de cuarto de onda . El funcionamiento del polariscopio
circular es como sigue: la fuente de luz (F) genera luz que se polariza en forma
plana al pasar a través del polarizador (P) . Esta luz se polariza circularmente al
pasar por la primera placa de cuarto de onda (Q:) . El rayo luminoso pasa a través
del modelo y alcanza la segunda placa de cuarto de onda (Q:) , donde nuevamente
se transforma en luz polarizada plana . Finalmente , el rayo pasa por el analizador

(A) donde se comporta como en un polariscopio plano, (Fig. A4.8).

Figura A4.8 Polariscopio con placas de '« de onda.
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Refraccién

Cuando pasa un rayo de luz de un medio a otro de diferente densidad , sufre
una alteracién en su velocidad de propagacién. A tal fenémeno se le llama refraccién
de la luz. Se le denomina fndice de refraccion n a la relacién entre la velocidad de la
luz en el vacio y la velocidad en un medio més denso ( n = C/V») . En consecuencia,

el indice de refraccién de un material es siempre mayor que la unidad.

Birrefringencia (doble refraccion)

Este fenémeno 6ptico tiene lugar en ciertos cristales en forma natural y en casi
todos los cuerpos transparentes al inducirles un sistema de fuerzas externas. Existen
ciertos materiales sensibles a éste fenémeno que genéricamente les denominaremos
materiales fotoeldsticos; mds adelante se describirdn y se mencionardn sus
propiedades 6pticas y mecdnicas. En general la birrefringencia artificial implica que
un material transparente se vuelve épticamente anisétropo en presencia de fuerzas

externas.

Descripcion de la birrefringencia artificial

Primer hecho bésico
Una onda de luz polarizada que incide en un modelo de material fotoelastico
de espesor t sometido a un sistema de esfuerzos se divide en dos ondas

perpendiculares entre sf que vibran segn los ejes principales de esfuerzo (o1 y 02).

Segundo hecho bésico

Como en general los esfuerzos principales , o1 y 02 , son de diferente
magnitud las ondas tienen diferente velocidad dentro del modelo , es decir, se
verifica un fenémeno de doble refraccién. Para el mismo punto existen dos indices

de refraccibn nyy n> .

Tercer hecho bésico
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Una onda sale antes que la otra del modelo, existiendo un retraso relativo R,

que serd mayor mientras mayor sea la diferencia de esfuerzos principales (o1 y 62) .

Cuarto hecho bdsico
Al llegar al analizador las dos ondas son forzadas a vibrar en un mismo plano
( paralelo al analizador) y entran en interferencia Optica engendrando las

isocromdticas.

Eie polsrizacer
Polarnizadot

Fiutro
monocrombiico

Mueste

foroelastice
R proporcionsl a O,

Andipain
Ew anaizecor
Piane del polerscopio -
1CamMpo osCuIo)
("] (]

Figura A4.9 Fenémeno de aparicién de las isocromaticas
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ANEXO S

Comparativo entre los resultados dados por los andlisis tedricos estdtico , teérico

dinédmico y experimental .
Flecha Flecha Flecha Real
Estatica Dindmica
mm mm mm
1.563 1.5 1.7
Carga 1 4 4 44
ki
Carga 2 4 4 37
[kal
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